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GROUPES p-DIVISIBLES 

INTRODUCTION 

0.1. Soit p un nombre premier, soit k un corps parfait de caractéristique 

p , soit A = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans k , 

soit A' l'anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps 

des fractions de A et soit e le degré de cette extension. 

Le présent mémoire a pour objet 

@ la classification, & isomorphisme prés, des (schémas en) groupes formels 

commutatifs sur k ; 

@ la classification, & isomorphisme prés, des (schémas en) groupes formels, 

lisses et de dimension finie, sur A et sur A' si e < p-1: 

B la classification, & isogénie prés, des groupes de Barsotti-Tate (ou groupes 

p-divisibles) sur A’ 

0.2. Ce mémoire a été congu pour pouvoir étre lu par les non-spécialistes 

il suffit, en principe, de connaftre un peu d'algébre commutative (par exemple 

celle de Bourbaki) et les rudiments du langage des catégories (par exemple, 

[40]). On a essayé d'étre aussi "élémentaire" que possible. On a systémati- 

quement négligé le point de vue "géométrique" au profit du point de vue 

"fonctoriel" (et on a escamoté les difficultés d'ordre logique : les '"catégories" 

de foncteurs que l'on considére ne sont de "vraies" catégories qu'a condition 

de se restreindre & un univers convenable, ce qui est implicitement supposél, 

Dans cet esprit, donnons, dé&s maintenant, quelques définitions (nous les re- 

prendrons dans un cadre plus général au chapitre I) : soit B un anneau qui 

est soit k , soit A , soit A 

s on appelle B-anneau fini toute B-algébre associative, commutative et unitai- 

re qgui est un B-module de longueur finie ; 

® un B-foncteur formel est un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux 

finis dans celle des ensembles ; on dit que c'est un schéma fini sur B 
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INTRODUCTION 

s'il est représentable, que c'est un schéma formel sur B si c'est une li- 

mite inductive de schémas finis ; 

a un B-foncteur en groupes formels (commutatifs) est un objet en groupes 

(commutatifs) dans la catégorie des B-foncteurs formels ; autrement dit c'est 

un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux finis dans celle des 

groupes (commutatifs) ; un groupe formel sur B  (resp. un groupe fini sur k) 

est un foncteur en groupes formels dont le foncteur formel sous-jacent est 

un schéma formel (resp. fini) ; 

® un groupe formel G sur B est lisse si, pour tout B-anneau fini R et 

tout idéal I de R de carré nul, l'homomorphisme canonique de G(R) 

dans G(R/I) est surjectif ; 

@ un p-groupe formel G sur B est un groupe formel commutatif de p- 

torsion (i.e. G s'identifie & lim Ker pn\G) ; 

® un p-groupe fini sur k est un p-groupe formel qui est un groupe fini ; 

@ un groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate, sur k est un p-groupe formel 

tel que la multiplication par p est un épimorphisme, & noyau fini ; un 

groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate sur A ou A' est un p-groupe for- 

mel lisse qui, par restriction aux k-anneaux finis, définit un groupe p- 

divisible sur k f(en fait, il y a seulement équivalence entre la catégorie 

des groupes formels que l'on vient de définir et celle des groupes p-divi- 

sibles). 

0.3. Il nous a semblé utile de rassembler dans un chapitre préliminaire (chap.I) 

les résultats classiques et élémentaires sur les groupes formels qui sont utili- 

sés da‘ns la suite. Il ne contient aucune idée vraiment nouvelle, tout au plus 

quelques variantes de résultats bien connus ([13], [14]1, [15], [27], [28], 

[36]). Sa lecture est vivement déconseillée aux spécialistes qui lutiliseront 

comme un chapitre de références. 

0.4. Les quatre premiers paragraphes du chapitre II ont pour objet 1'étude et la 

construction des covecteurs de Witt. 

Soit m un entier = 1 . On sait ce que c'est que le schéma en anneaux 

commutatifs VVm des vecteurs de Witt : pour tout anneau commutatif R ,
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'\/\’m(R) est formé des éléments de la forme (ao,al,...,a ) , avec les a; 
m-1 

dans R ; 1l'addition et la multiplication sont données par des polynémes conve- 

nables a coefficients entiers rationnels (cf. n° II.1). 

3 A . ‘f — ‘7 H 2 7 Le morphisme de schémas Voo ’\/\m V\m+1 , qui, a (aO,...,am_l)eV\ (R), 
m 

7 
0 m—l) € V\m+1 

associe (0,a (R) , est compatible avec 1'addition. Par passa- 

ge a la limite, il nous permet de définir le Z-foncteur en groupes commutatifs 

reses A 

u 
CW = 1i_rp \Nm » que nous appelons le groupe des covecteurs de Witt unipo- 

tents. 

Pour tout anneau commutatif R , on peut munir le groupe CWu(R) d'une 

structure de groupe topologique (telle que si ow : R - S8 , I"'homomorphisme 
u 

CW (p) est continu). On note CW(R) le complété séparé de CWU(R) pour 

cette topologie. En tant qu'ensemble, CW(R) s'identifie 3 l'ensemble des co- 

vecteurs de Witt 

a=(....,.a _,...,a 
-n —1'50) ! 

ou les a n sont des éléments de R vérifiant la condition 

il existe un entier r=0 tel que 1'idéal de R engendré par les a o 
() | ) "pour nz=r , est nilpotent. 

Le groupe CWu(R) s'identifie au sous-groupe de CW(R) formé des a 

tels que les a_, sont presque tous nuls ; c'est un sous-groupe dense de 

CW(R) 

Cette Cohstruction est faite au §1 . Les endomorphismes du groupe CW 

sont étudiés au §2 . Par restriction & la catégorie des k-anneaux finis, CW 

définit un p-groupe formel lisse (3/\7\/'k sur k qui est introduit au §4. Le §3 

a pour but de donner une description de 1l'algébre affine de Cv\/ et de cer- 
k 

tain de ses sous-groupes et ne joue gu'un ré6le tout & fait secondaire. 

0.5. Soit ¢ le Frobenius absolu sur A (i.e. 'unigque automorphisme cdntinu 

de A tel que ofa) = a° (mod pA) , pour tout a ¢ A) et soit Dk = A[F,V] 

l'anneau (non commutatif si k # ]Fp) engendré par A et deux éléments F 

et V soumis aux relations FV =VF =p , Fa = o(a)f et aV = Vola) , 

pour tout a ¢ A 

Appelons Dk—module A[F] -profini tout Dk—module a gauche qui est un
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A[F] -module profini sur lequel V opére continment. On montre que, si G 

est un p-groupe formel sur k , le groupe Hom(G,C@\/’k) des morphismes (dans 

la catégorie des groupes formels sur k) de G dans C/\\Nk a une structure na- 

turelle de Dk—module A[F] -profini ; on le note MI(G) et on l'appelle le module 

de Dieudonné de G . Il est clair que M peut étre considéré comme un fonc- 

teur contravariant additif de la catégorie des p-groupes formels sur k dans 

celle des Dk—modulesAA[f_] -profinis. Les quatre premiers paragraphes du chapi- 

tre III ont pour objet la démonstration des deux théorémes suivants 

THEOREME 1.- Le foncteur M est pleinement fidéle et induit une anti- 

équivalence entre la catégorie des p-groupes formels sur k et celle des Dk-— 

modules A[F] -profinis. 

’ ~ N 

THEOREME 2.- le groupe CWk est un objet injectif de la catégorie des grou- 

pes formels commutatifs sur k 

On construit, en outre, un foncteur quasi-inverse G du foncteur M : 

si M est un Dk-—module A[F] -profini 

@ pour tout k-anneau fini R , le groupe G(M)(R) est le groupe 

cont 
HomDk (M, CWk 

WoR cvk() . 

(R)) des applications Dy -linéaires continues de M dans 

a si @ : R - S estun morphisme de k-anneaux finis, l'application G(M)(p) 

est la fléche évidente. 

0.6. Appelons Dk—module fini tout Dk—module a4 gauche qui est de longueur 

finie en tant que A-module. On a une notion de dualité dans la catégorie des 

Dk—modules finis (cf. n° III.5) et nous notons M' le dual d'un Dy -module 

fini M 

Si G est un p-groupe fini sur k , notons IDD(G) son dual de Cartier ; 

c'est un p-groupe fini sur k et M(G) et M(IDG)) sont des Dk—modules 

finis. L'objet du §5 du chapitre III est de montrer que les foncteurs 

G - MIDG)) et G~ (M(G))' sont naturellement équivalents. On y utilise, 

de fagon essentielle, le § 6 du chapitre II qui a pour objet l'étude de l'expo- 

nentielle d'Artin-Hasse, la construction d'un anneau un peu compligqué, noté 

Cplk) = ¢, et 1'étude des covecteurs de Witt & coefficients dans C 
k k
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On déduit facilement de ce résultat le fait que le foncteur "module de 

Dieudonné des p-groupes finis sur k" construit déns ce mémoire est naturel- 

lement équivalent au foncteur "module de Dieudonné traditionnel™ (qui nécessi- 

te la décomposition du groupe considéré en le produit d'un groupe unipotent par 

un groupe de type multiplicatif). 

La construction de 1'équivalence naturelle entre G - M(IDG)) et 

G~ (M(G))' |utilise un intermédiaire : la construction d'un foncteur covariant 

M' de la catégorie des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules 

finis, qui est l'analogue, pour ces groupes, du module des courbes typiques de 

Cartier pour les groupes formels lisses et connexes sur k : en tant que groupe 

M'(G) est le sous-groupe de G(c, ) formé des o tels que ue(a) = 0 , pour 
k 

tout nombre premier ¢ # p (o u‘e est l'analogue de l'opérateur Feove de 

Cartier). Si G est un groupe connexe tel que Fg =0, on a 

m 
G(ck) = G(k[T] /TP ) et la construction de M (G) se simplifie considérable- 

ment. 

0.7. Le §6 du chapitre III a pour objet de donner une autre description du mo- 

dule de Dieudonné d'un p-groupe formel sur k lorsque celui-ci est lisse. 

C'est en fait le point de départ du chapitre IV et on vy utilise de facon essen- 

tielle 1'étude du '"reldvement des covecteurs" faite au §5 du chapitre II. 

0.8. Le but du chapitre IV est la classification des p-groupes formels lisses 

sur A' , 3 isomorphisme prés, lorsque e = p-1 et des groupes p-divisibles 

sur A' , & isogénie prés, pour e quelconque. 

Le §1 correspond au cas e = 1 , autrement dit A = A' , que nous avons 

préféré traiter séparément afin de ne pas mélanger les difficultés. 

Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A et soit g 

son algébre affine. Par extension des scalaires, G définit un p-groupe formel 

lisse Gk sur k dont 1l'algébre affine est Rk = R ®Ak = /PR . Soit K le 

corps des fractions de A et soit RK = R ®AK . Avec des notations évidentes, 

soit PY(R) le sous-A-module de RK formé des o tels que do € QA(ot) , 

module des A-différentielles continues de 1'anneau { , identifié & un sous- 

module de QK(IRK) . On munit Pu(R) d'une topologie A-linéaire convenable et 

on note P(R) le séparé complété de PU(R) pour cette topologie (si G est
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INTRODUCTION 

connexe et si (Xl'X X.) est un systéme de coordonnées pour R , i.e. g Xy 

si R = A[[XI’XZ""’XdH , P(R) s'identifie au module des séries formelles en 

les Xj , & coefficients dans K , qui vérifient ga)%— € R , pour tout j). On 

j 
construit au §95 du chapitre II une application A-linéaire continue 

ra 

W : CWk(Rk) - P(R)/PR qui est, en fait, un isomorphisme. 

Soit A T R - R éAR le coproduit. Cette application se prolonge en une 

application, encore notée Ao , de P(R) dans P(R éA R) . Soit 

mHG) = @€ PR) | da - al - 180 € pt)’&éAfi?,} _ 

On démontre au § 6 du chapitre III que w induit un isomorphisme de M(G,) 
R k 

sur MH(G) = 7H(G)/pR 

Notons &(G) le sous-A-module de P(R) formé des qa tels que 

A = a®l + l1®a . Soit p(G) 1'application A-linéaire composée 

- MH(G) iso.can. M(Gk) . 

)/E M(Gk) , induite 

incl.can. proj.can. 
L (G) 7 H(G) 

on démontre que l'application p(G) : £(G)/pL(G) - M(Gk 

par passage aux quotients, est un isomorphisme. 

Soit A/i la catégorie dont les objets sont les triplets (£,M,p) 

B ou M est un Dk—module profini, tel que l'action de F sur M est in- 

jective et M/FM est un espace vectoriel sur k de dimension finie, 

B ol & est un A-module libre de rang fini, 

g o) p : &£~ M est une application A-linéaire qui induit, par passage aux 

quotients, un isomorphisme 0 :&/pt - M/EM ; 

et dont les fléches sont évidentes. 

On voit que l'on peut considérer la correspondance 

G~ £M(G) = (£(G), MG, ),p(G)) 

comme un foncteur contravariant additif £M de la catégorie des p-groupes 

formels lisses sur A dans /\]i . Le but du §1 du chapitre IV est de montrer 

que, si p# 2 , ce foncteur est pleinement fidéle et induit une anti-équivalen- 

ce entre les deux catégories. On a des résultats analogues pour p=2 a 

condition de se restreindre soit aux groupes "unipotents'" soit aux groupes 

connexes.
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Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A et soit 

S un A-anneau qui est un A-module libre de rang fini. On donne aussi une 

description du groupe G(8) & l'aide du triplet (£,M,p) = £M(G) : soit 

Sk = S®Ak , SK = S®AK , soit NSL(S) le groupe des applications A-linéaires 

de & dans § et soit GM(S) le groupe des applications Dk—linéaires conti- 

nues de M dans C/Wk(gk) : si p#2 ou si G est unipotent le groupe G(8) 

s'identifie canoniquement, et fonctoriellement en & , au sous-groupe de 

N (S)XGM(S) formé des (XS,’X ) tels que le diagramme 
L M 

XL 

Sk | 
%)J. 

“Sa 
P s, /ps 

K 
XM R /Nfg 

M C k(sk) 

(ot Wg est une application A-linéaire construite au §5 du chapitre II) est 

commutatif. 

Dans le cas des groupes p-divisibles, l'application p(G) est injective ; 

soit L(G) 1l'image de &(G) par p(G) . En associant @ G le couple 

(L(G),M(Gk)) , on obtient une anti-équivalence entre la catégorie des groupes 

. d . 
p-divisibles sur A et une catégorie H dont les objets sont des couples 

A 

(L,M) , o0 M est un Dk-module et 1L un sous-A-module de M , avec des 

propriétés convenables. 

0.9. Pour pouvoir obtenir, sur A' , des résultats analogues & ceux que l'on 

~ 

a sur A , on est conduit & introduire un foncteur M = MA' de la catégorie 

des Dk—modules dans celle des A'-modules, et c'est l'objet du §2 du chapi- 

tre IV. 

(3) 
Scit M un Dk—module. Pour tout entier j , soit M le Dk—module 

déduit de M par l'extension des scalaires o) (ol ¢ est le Frobenius abso- 

lu). Le décalage (resp. le Frobenius) induit une application Dk—linéaire 

vj : M(j) - M(j+l) (resp. fj : M(J) - M(j_l)) . Soit m 1'idéal maximal de A'. 

Alors MA' est la limite inductive d'un diagramme (assez compliqué) dont les 

objets sont certains des ml®A1\/I(J) et les fléches sont construites & partir des 

Vj et des fj . Lorsque e < p-1 , MA' est la limite inductive du diagramme
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m® 

P M 

T 
g M 

p m® Ml) 

(A®a) =r®a , %ok ®a) = p svy@ , y,(h®a) = rea 

QOO()\®a) = i (@ 

Dans le cas particulier ci M - est un A-module libre de type fini (i.e. 

ot M = M(G, ) , avec G un groupe p-divisible sur k), on a une applica- 
k k i 

tion A'-linéaire de MA‘ sur un réseau de MK‘ = I\/I®AK' (ot K'=TFrac(a')) 

que l'on peut décrire trés simplement. Le noyau de cette application est la par- 

tie de torsion (M_,) de M, , ; celle-ci est nulle si es=p-1 , mais est 
A'"tor A ' 

un A'-module fini, non nul, en général, si e=p 

0.10. Dans le §3 du chapitre IV, on utilise les constructions:.du § 2 pour éten- 

dre aux A'-algébres les résultats sur les reldvements des covecteurs dans les 

A-algébres obtenus au §5 du chapitre II : 

@ soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit R 

son algébre affine. On définit, comme dans le cas e=1 (n°0.8) un A'- 

module topologigque P{r) . On note P'(R) 1'adhérence du sous-A'-module 

de P(R) engendré par les éléments de la forme p—n@pn , avec a € aR 

et n€IN (si e<p-1 , on a P'(fl)‘=mb¥) . Soit = 5{@% k . On cons- 

truit un isomorphisme W du A'-module CWk A'( l<) = (CWk(fiik))A, sur 

P(r)/P'(R) 

B8 soit & un A'-anneau qui est un A'-module libre de rang fini. Soit 

s = S®AK = S®A‘ K'', & = S@ k = 8/mg . On définit, comme pour R , 
K k 

un sous-A'-module P'(g) de SK . On construit alors une application A'- 

inéal de CW (s)=(CW (s)  d s /P'(8) linéaire We e kLA Sk = ME RN ans K 

0.11. Conservons les hypothéses et les notations du n° précédent pour décrire 

les résultats du §4 du chapitre IV . 

Le coproduit A : R - R@)AR se prolonge en une application encore notée 

A de P(r) dans P(RE@AM) . Nous notons W(JiA,(G) le sous-A'-module fermé
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de P(R) formé des ¢ tels que Ax ~a®1 - 1&g € P'(RéAR) et 

MHA,(G) = W(HA,(G)/P'(R) . On démontre que !'application w,, induit un isomor- 

phisme canonique de MA'<Gk) = (M(Gk))A' sur MHA,(G) 

Soit &£,,(G) = {«€P(R) | o = a®l + 152)@} et soit p,,(G) 1'application A IX 

A'-linéaire composée 

SA.(G) incl. Wtl‘A.(G) proj. can. MHAI(G) iso.can. MA| (Gk) 

On définit alors une catégorie _/\]i, , dont les objets sont des triplets ‘ 

(£,M,p) o M est un Dk—module, & un A'-module et p une application 

A'-linéaire de &£ dans MA' vérifiant des propriétés convenables. La corres - 

pondance G - (& (G),l\_/I(Gk),pA, (G)) définit un foncteur contravariant additif AI 

S,MA. de la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur 
, g 

A' dans AA' 

On montre que, si e <p-1 , le foncteur .S,MA, induit une anti- 

équivalence entre ces deux catégories. Pour tout G et pour tout A'-anneau $ 

qul est un A'-module libre de rang fini, on peut donner une description du 

groupe G(8) , a l'aide du triplet ;:MA, (G) et de l'application W o qui est 

du méme genre que ce qui a été fait pour e =1 

Si e =p-1, on a des résultats analogues, & condition de se restreindre 

soit aux groupes unipotents, soit aux groupes connexes. 

Lorsque e est quelconque, S,MA, n'est pas pleinement fidéle (du mcins 

si e=z=2p-1) et je ne sais pas décrire l'image essentielle. Toutefois, & tout 

' 2 . 
objet (£,M,p) de la catégorie A , on peut associer un foncteur en groupes 

AI 

G sur la catégorie des A'~anneaux qui sont des A'-modules libres de 
(£,M,p) 

rang fini. Si (£,M,p) = S:MA,(G) , ot G est un p-groupe formel lisse et de 

dimension finie sur A' , on peut construire deux morphismes de foncteurs en 

3 : — - : - G érifiant groupes cpG G G(AZ,M,P) et \L:G G(£,M,p) vérifiant 

q;GocpG = pt.idG et cpGo WG = pt.idg(s Vo) (o t est un entier qui ne 

t n 
dépend que de e : c'est le plus grand entier tel que p -te £ p -ne , pour 

tout entier nz= 0). 

0.12. Dans le §5 du chapitre 1V, on applique les résultats du §4 aux groupes 

p-divisibles : si G est un groupe p-divisible sur A' , l'application p(G) 

10 
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est injective et on note L_ (G) son image. En associant a G le couple 
AI 

(L (G),M(G, )) , on obtient un foncteur contravariant additif LMAI de la caté- 
A' — 'k 

gorie des groupes p-divisibles sur A' dans une catégorie, notée Hz, dont 

les objets sont formés de couples (L,M) , avec M un Dk—module et L un 

sous-A'-module de MA' , jouissant de propriétés convenables. 

Si e <p-1 , ce foncteur induit une anti-équivalence. 

Si e=zp-1, il n'en est plus de méme. Cependant, si G est un groupe 

p-divisible sur A' , notons Gm le plus petit sous-schéma en groupes fermé 

de G tel que, pour tout A'-anneau & qui est un A'-module libre de rang 

fini, Gm(S) soit le noyau de la fléche canonique de G(8) dans 

G(8/mg) = Gk(gk) . On constate que Gm est un schéma en groupes fini et 

plat sur A' annulé par pt et que le quotient G/Gm est un groupe p- 

divisible sur A' , isogéne & G . On peut donner une description de G/Gm , 

considéré comme foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux qui sont 

des A'-modules libres de rang fini, & 1'aide du couple LMA‘ (G) 

Ceci implique aussi une classification & isogénie prés des groupes p- 

divisibles sur A' : notons I—Ig, la catégorie dont les objets sont les couples 

(L,M) , avec M un (Dk ®AK)-module et L un sous-K'-espace vectoriel de 

MK' = M@KK' , avec une définition évidente pour les fléches. 

En associant & G le couple LMK,(G) = (L, (G),M (Gk)) , avec 
K' K 

MK(Gk) = I_\_/I(Gk)®AK et LK,(G) = LA‘(G) ®A'K , on obtient un foncteur contra- 

variant additif pleinement fideéle LMK' de la catégorie "des groupes p- 

d 
divisibles sur A' , & isogénie prés" dans HF‘ 

0.13.S0it G un groupe p-divisible sur A' et soit § un A'-anneau qui est 

un A'-module libre de rang fini. Les méthodes développées au chapitre IV per- 

mettent de décrire le groupe G(8) (ou, du moins, si e =z p-1 , le groupe 

(G/Gm)(g)) 3 l'aide du couple (L,M) = LMA| (G) . Cn doit donc pouvoir dé- 

crire les modules galoisiens Tp(G) , module de Tate de G (ou Tp(G/Gm) si 

ezp-1) et, pour e quelconque, CDp@% Tp(G) . C'est ce gue l'on fait au 

§ 1 du chapitre V P 

Cette description est assez compliquée : soit AC 'anneau des entiers 

du complété C d'une cléture algébrique K' de K' . Soit Res(@ ) = lim Rn’ 

C nelN 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

ol Rn = AC/pAC , l'application de transition de R1r1+1 dans Rrl étant la 

fldeche =x - xP . On définit le groupe BW(Res(AC))‘ des "bivecteurs de Witt 

a4 coefficients dans Res(AC) "8l G o= GalX'/K') , on montre gue l'on peut 

considérer BW(Res(d )) aussi bien comme un Dk—module 3 gauche que comme 

un K[G] -module a gal?che ; on peut en outre définir une application K[G] -~ 

linéaire bWAC : BW(Res(AC)) - C et on note bWAC,K‘ : K ®KBW(Res(AC)) - C 

l'application K'-~linéaire déduite de bwAC par extension des scalaires. 

Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit (LK,,MK) = LMK,(G) 

Pour tout u € HomDk(MK,BW(Res(AC))) , notons Uy, :K'8K MK - K @kBW(ReS(AC)) 

"application K'-linéaire déduite de u par extension des scalaires. Alors 

(MK,BW(Res(A ) C[)p@Z Tp(G) s'identifie au sous-@p{(}] -module de HomD . 

P k 

3 ) formé des u t;ls gue uK'(LK" < ker bWAC,K‘ 

Nous étudierons ailleurs ([24]) le D, ~module Hom ( 
k @p[(}] 

lorsque U est un C@p[q] -module admettant une décomposition de Hodge-Tate. 

U,BW(Res(A _))) 
C 

Cela devrait nous permetire en particulier de montrer que, réciproguement, on 

peut reconstruire le couple (LK,,MK) associé a un groupe p-divisible G sur 

{ Z, Tp(G) (par 

(CDp ®Zp Tp(G) ,BW(Res (AC))) ). 

A' & partir de la seule connaissance du CDp[Q} -module CDp@ 

exemple, M devrait s'identifier & Hom P K @ [G] 
P 

0.14. Dans le § 3 du chapitre V, on explique comment on peut retrouver les 

résultats de Cartier sur la classification des groupes formels lisses et connexes, 

de dimension finie sur k au moyen de courbes typiques ([7]1). 

Dans le §2 , on expligue comment on retrouve les résultats de Honda 

([32]1) sur les mémes groupes et sur leurs relévements sur Wi(k) 

0.15.On a compris que ce mémoire repose sur la construction des covecteurs 

de Witt, C'est Barsotti ([1], [2], [3]) qui en a entrepris le premier une étude 

systématique (pour classifier les groupes formels commutatifs, lisses et 

connexes, de dimension finie sur k , et, au moins lorsque k est-algébrigque- 

ment clos, les groupes p-divisibles sur k ). Notre construction est différente 

de celle de Barsotti et nous semble plus commode (Barsotti défini les covec- 

teurs a coefficients dans un anneau qui est une algébre sur ]Fp ou sur @ 
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INTRODUCTION 

et dont le groupe additif est muni d'une topologie Z(p)-linéaire ; la somme de 

deux covecteurs n'est alors pas partout définie et, pour obtenir un groupe addi- 

~ 
tif, il faut se resireindre & une partie convenable de l'ensemble des covecteurs, 

~ 
qu'il faut préciser a chaque fois). 

0.16.On a vu que beaucoup des résultats contenus dans ce mémoire se rap- 

prochent de résultats connus et que nous expliquons (not. au chap. V) les rap- 

ports avec certains d'entre eux. L'avantage le plus net de nos méthodes nous 

semble &tre qu'd chaque fois on obtient une description du groupe formel étu- 

dié, considéré comme foncteur en groupes commutatifs sur une catégorie conve- 

nable, & l'aide de l'objet qui le classifie (& ma connaissance, le seul cas ol 

ceci avait pu étre fait est celui des p-groupes finis unipotents sur k , 

Grothendieck [30]). 

Je voudrais maintenant dire quelques mots sur la construction "tradition- 

nelle" du module de Dieudonné. 

C'est Dieudonné qui, le premier, a montré que l'on pouvait classifier cer- 

tains groupes formels commutatifs sur k , & l'aide de Dk—modules d gauche. 

Au langage prés, il obtient ([16], wvoir surtout IV) une équivalence entre la ca- 

tégorie des groupes formels commutatifs, lisses et connexes, de dimension fi- 

nie sur k et celle des Dk—modules d'un type particulier. Il utilise pour cela 

le "groupe hyperexponentiel" dont il démontre [17] qu'il est isomorphe au grou- 

pe additif des vecteurs de Witt. 

Les idées de Dieudonné ont été reprises par de nombreux auteurs (Cartier, 

Gabriel, Barsotti, Manin,...). Soit Fcuk la catégorie des p-groupes finis 

connexes uipotents sur k ; Gabriel [27] a utilisé ses propres travaux sur les 

‘catégories pro-artiniennes [26] pour construire une anti-équivalence entre cette 

catégorie et celle des D, -modules finis, sur lesguels l'action de F et celle 
k 

de V sont nilpotentes : la catégorie Fcuk a un seul objet simple, le grou- 

pe o, (d'algébre affine k[X]/Xp , avec AX = X®1 + 1gX , ¢X = 0) : on 

construit son enveloppe injective dans la catégorie lim Fcu (qui se trouve 
k 

A U,C . 
étre le groupe formel gue nous notons CWk. au §4 du chapitre II) et on 

P 

montre gue l'anneau des endomorphismes de CW‘E’c est, & peu de chose prés, 

1'anneau Dk 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

Il est alors facile d'en déduire une classification compléte des p-groupes 

finis sur k : un peu de cohomologie galoisienne permet de se débarrasser des 

groupes étales, et les groupes de type multiplicatif se raménent aux groupes 

étales par la dualité de Cartier (voir,> entre autres, [37], chap.I, [15], chap. 

II1, [14], chap.V). Cette classification se trouve étre naturellement équivalen- 

te & la notre (cf. cor.3 & la prop.5.3 du chap.III) et s'étend, bien sQr, par 

passage a la limite, aux groupes formels qui sont limite inductive de p-groupes 

finis. Outre le fait d'étre un peu plus générale, notre classification présente 

l'avantage de ne pas recourir & la dualité de Cartier pour la partie de type 

multiplicatif. C'est trés commode, aussi bien pour décrire le groupe des points 

d'un groupe formel & l'aide de son module de Dieudonné que pour 1'étude des 

relévements en caractéristique 0 

Signalons en passant, bien que ce type de problédmes ne soit pas du tout 

étudié dans ce mémoire que divers auteurs ont tenté, a juste titre, de rendre 

cette classification plus précise en étudiant les Dk-modules eux-mémes (cf. 

Dieudonné ([16] , VII) pour les groupes formels lisses et connexes, de dim. 

finie, & isogénie prés, Manin [37] pour les mémes groupes, & isomorphisme 

prés lorsque k est algébriquement clos, Kraft [33], pour les groupes finis | 

tués par p ). 

0.17. C'est Grothendieck qui, le premier, a pensé que l'on devait pouvoir clas- 

sifier les groupes p-divisibles sur A' (& isomorphismé prés si e <p-1, & 

‘isogénie prés pour e quelconque) au moyen d'un couple formé du module de 

Dieudonné M de la fibre spéciale et d'un sous-module d'une extension des 

scalaires convenable de M . Les premiers résultats ont été annoncés par 

Cartier ([8] , via l'étude des courbes typiques) et Grothendieck ([29], [30], 

via la construction des cristaux de Dieudonné). Les travaux de Grothendieck | 

ont été repris systématiquement par Messing ([39]) qui obtient une classifica- 

tion compléte pour e <p-1 ([39], chap.V, th.1.6), puis par Mazur et Messing 

([381) avec une étude détaillée des extensions universelles des groupes p- 

divisibles et des schémas abéliens. Le lecteur regrettera, a juste titre, que ne 

soit pas explicité ici comment ces résultats se relient aux nétres. Cela nous 

aurait emmené trop loin. 

Nous indiquons toutefois bridvement et sans démonstration (chap.V, 
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INTRODUCTION 

n° 3.7, rem. 2) comment on peut construire l'extension universelle d'un groupe 

p-divisible G sur k (resp. sur A}, connaissant son module de Dieudonné 

(resp. le module de Dieudonné de la fibre spéciale), & 1'aide du groupe des 

covecteurs de Witt. Nous espérons pouvoir généraliser cette construction. 

0.18.A l'origine de ce travail, il v a une question que m'avait posée Serre 

déterminer l'image de Galois dans la représentation p-adique définie par une 

courbe elliptique sur K = Frac(d) , avec bonne réduction supersinguliére, 

J'avais fait Iles calculs "& la main" en me servant des travaux de Hazewinkel 

[31] . Le contraste entre la simplicité du résultat [19] et la complexité des 

calculs donnait envie de comprendre ce qui était caché derriére. Dans un pre- 

mier temps, cela m'a conduit & interpréter les résultats de Honda [32] en ter- 

mes de modules de Dieudonné "a la Gabriel". D'ol ce mémoire qui contient 

finalement un peu plus que cela. 

Dans un deuxi'éme temps, cela m'a conduit & donner une classification 

des schémas en groupes finis et plats sur A , du> méme type que celle qui 

est donnée ici pour les groupes p-divisibles. Les résultats ont été annoncés 

dans [22] et seront démontrés dans [23] . [23] contiendra aussi les résul- 

tats sur les courbes elliptiques et une classification, au moins partielle, des 

schémas en groupes finis et plats sur A' lorsque e <p-1 . 
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CHAPITRE I 

THEORIE ELEMENTAIRE DES SCHEMAS 

EN GROUPES AFFINES COMMUTATIFS 

§1.- Schémas affines. 

Dans ce paragraphe et dans le suivant, k est un anneau commutatif quel- 

conque . 

1.1. On appelle k-anneau toute k-algébre associative, commutative et unitaire. 

En d'autres termes un k-anneau est un couple (R,iR) ot R est un anneau 

commutatif et iR un homomorphisme de k dans R (par abus de langage, on 

parlera le plus souvent du k-anneau R , l'application iR étant sous- 

entendue). Les k-anneaux forment une catégorie, avec comme fléches les mor- 

phismes unitaires de k-algébres. 

1.2. Par définition, un k-foncteur est un foncteur covariant de la catégorie des 

k-anneaux dans celle des ensembles. Se donner un k-foncteur X revient donc 

a se donner, pour tout k-anneau R , un ensemble X(R) , et, pour tout mor- 
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1.3, Si A est un k-anneau, on note SpkA le k-foncteur défini par : 

w pour tout k-anneau R , SpkA(R) = Hom, (A,R) , ensemble des morphismes 
k 

du k-anneau A dans R ; 

g pour tout morphisme de k-anneaux £ : R - S , SpkA(E) est l'application 

qui, & x : A - R , associe Eox : A - S 

On voit que Sp, peut &tre considéré comme un foncteur contravariant de 

la catégorie des k-anneaux dans celle des k-foncteurs : si n : A - B est un 

morphisme de k-anneaux, Spkfl : SpkB - SpkA est défini par 

(Spkn)R T XE€ SpkB(R) = Homk(B,R)  Xonm € Homk(A,R) = SpkA(R) 

1.4. Si X est un k-foncteur et si A est un k-anneau, il existe (lemme de 

Yoneda) une bijection de l'ensemble Hom (SpkA,X) des morphismes * 
k-foncteurs 

du k-foncteur SpkA dans X sur l'ensemble X(A) . Celle-ci s'obtient en 

associant & @ : SpkA - X 1'élément (idA) de X(A) . La bijection réci- 3 A 

progque associe & x € X(A) le morphisme o : SpkA - X défini par : 

pour tout k-anneau R , Cr associe a mn : A - R [1'élément 

X(n)x) € X(R) 

En particulier, on voit que si A et B sont des k-anneaux, le lemme 

cfinit i i t H A, B H LAY de Yoneda définit une bijection entre Omk—foncteurs(Spk Spk ) et omk(B A) 

autrement dit, le foncteur Spk est pleinement fidéle. 

1.5. Si X est un k-foncteur, on note @k(X) ou, plus simplement, @&X) 

I'algébre affine de X : c'est un k-anneau. En tant qu'ensemble, &X) est 

l'ensemble des morphismes du k-foncteur X dans la droite affine (i.e. le k- 

foncteur Dy défini par Dk(R) = R , qui est visiblement isomorphe & Spkk[T] ). 

Se donner un élément f de @&(X) revient donc & se donner une famille d'ap- 

plications f_ : X(R) - R , pour tout k-anneau R , fonctorielle en R . La 
R 

structure de k-anneaux sur OX) est définie par (si f,g € ¢(X), » € k) 

(f+g)R(x) = f_(x) + gR(X) 
R 

(fg)R(x) = fR(x)gR(x) . pour tout k-anneau R et tout x € X(R) 

(M)R(X) = XfR(X) 

Il v a un morphisme canonique Uy X - Spk@(X) : pour tout k-anneau R , 

: X(R) - Hom (oLX)R : (6(X),R) associe &8 =x ¢ X(R) l'application f —f_ (x) de 
k R 
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oX) dans R . 

On voit que la correspondance X +— OX) définit, de maniére évidente, 

un foncteur contravariant O de la catégorie des k-fonctewrs dans celle des 

k-anneaux et que, si ¢ : X - Y est un morphisme de k-foncteurs, le dia- 

gramme 

o8 

X Spk@(X) 

QPJ Spk@k () 

(IY . 

Y > Spk@(Y) 

est commutatif. 

1.6. On appelle k-schéma affine (ou schéma affine sur k) tout k-foncteur qui 

est représentable. Autrement dit un k-foncteur X est un k-schéma affine si 

et seulement s'il existe un k-anneau A tel que X = SpkA . On voit immé- 

diatement que ceci est équivalent & dire que la fléche canonique 

Gy X - Spk(}(X) est un isomorphisme. On voit également que 

a le foncteur Spk. induit une anti-équivalence entre la catégorie des k- 

anneaux et celle des k-schémas affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la 

catégorie des k-foncteurs dont les objets sont les k-schémas affines) ; 

@ si X est un k-foncteur et si Y est un k-schéma affine, tout morphisme 

-~ 

v : X - Y se factorise, de maniére unique, a travers le morphisme canoni- 

que q. : X - Spk@(X) . 
X 

1.7. La catégorie des k-foncteurs a des limites projectives. En particulier : 

B Si X et Y sont des k-foncteurs, le k-foncteur XxY est défini par 

X xY)(R) 

X xY) s'identifie & &X) 8, a(Y) ; 

X(R)xYR) ; si X et Y sont affines, XxY l'est aussi et 

@ plus généralement, si X , Y et Z sont des k-foncteurs et si ¢ : X - Z 

et | : Y- Z sont des morphismes de k-foncteurs, le k-foncteur sz Y 

est défini par X X, Y)(R) = {(x,y) € XR) x Y(R) \cpR(x) = ¢R(y)} ;s X, XY 

et Z sont affines, X %, Y l'est aussi et O XZ Y) s'identifie & 
Z 

olX) 8 olY) 
o(2) 

1.8, Soit k' un k-anneau. Pour tout k'~anneau R , nous notons R[k] le 
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k-anneau déduit de R par restriction des scalaires. 

Si X est un k-foncteur, nous notons Xk‘ le k'~foncteur défini par 

Xk'(R) = X( ) , pour tout k'-anneau R , et les fléches évidentes. La cor- R 
[k] 

respondance X HXk, définit, de maniére évidente, un foncteur covariant de 

la catégorie des k-foncteurs dans celle des k'-foncteurs, que l'on appelle le 

changement de base ou l'extension des scalaires. On voit que 

@ le changement de base commute aux limites projectives : 

g Si X est un k-schéma affine, Xk' est un k'-schéma affine dont l'algé- 

bre affine s'identific & k' & 0, (X) . 

§2.- Groupes affines. 

2.1. On appelle k-foncteur en groupes tout objet en groupes dans la catégorie 

des k-foncteurs. Il revient au méme de dire gu'un k-foncteur en groupes est 

un foncteur covariant de la catégorie des k-anneaux dans celle des groupes. 

Si G est un k-foncteur, se donner une loi de composition interne sur 

chaque G(R) (pour R décrivant les k-anneaux), fonctorielle en R , revient 

a se donner un morphisme de k-foncteurs Mg GxG - G . On laisse au lec- 

teur le soin d'écrire toutes les propriétés que doit vérifier m~ pour que cha- 

que G(R) soit un groupe. 

Les k-foncteurs en groupes forment une catégorie : un morphisme 

p : G - H de k-foncteurs en groupes est un morphisme des k-foncteurs sous- 

jacents, compatible avec la structure de groupe, 1i.e. tel que le diagramme 

m G 
GxG G 

P Xp ® 

m 

HxH 2 ~H 

soit commutatif. 

2.2. On appelle k-schéma en groupes affine ou, plus simplement, k-groupe 

affine (ou encore groupe affine sur %k ) tout k-foncteur en groupes dont le k- 

foncteur sous-jacent est un k-schéma affine. 

Si G est un k-schéma affine et si B = ¢(G) , se donner un morphisme 
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M : GxG - G revient, d'aprés le lemme de Yoneda, a se donner un morphis- 

me de k-anneaux AG = AB : B - B ®k B 

On vérifie alors que, si R est un k-anneau et si x,y : B - R sont 

des éléments de G{R) , le composé de x et y est l'application 

A . 
& B B ®k B xX®y - R ®k R produit R 

B 

Si B est un k-anneau et si A, : B - B®B est un morphisme de k- 
B 

anneaux, on voit facilement que pour que SpkAB munisse G = SpkB d'une 

structure de k-groupe affine, il faut et il suffit que les troils propriétés sui- 

vantes soient vérifiées 

(Bl) (associativité) le diagramme 

SAY 
B B B®B 

AB | 1dB®AB 

AB®1dB 

B®B — — . B®B®B 

est commutatif ; 

(BZ) (existence d'un élément-neutre) il existe un morphisme de k-anneaux 

€g B - k tel que le diagramme 

id ®¢ 

BB B B . pex 

est commutatif ; 

(BS) (existence d'un inverse) il existe un endomorphisme op du k-anneau B 

tel que le diagramme 

id ®o 

A B®B BB ~B®B 

y c i \El;oduit 
B B 

B > k B 

roduit T ‘ e 
B®B >1d B®B 

OB® B 
est commutatif, 
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Remarque : il résulte de l'unicité de ‘l'élément—neqtre et de l'inverse dans un 

ensemble muni d'une loi de composition interne associative que, étant donné 

by vérifiant (Bl) . les applications ep et op vérifiant (BZ) et (B3) , si 

elles existent, sont uniques. 

2.3. Nous appelons k-bigébre la donnée d'un couple (B,AB) ot B est un 

k-anneau et AB : B - B ®k B est un morphisme de k-anneaux vérifiant les 

axiomes (Bl) . (By) et (B3) . Par abus de langage, nous parlerons de la k- 

bigébre B , l'application AB étant sous-entendue. L'application b s'ap- 

pelle le coproduit, €R s'appelle l'augmentation et GB I'antipcdisme. On 

note B+ 1'idéal d'augmentation, 1i.e. le noyau de €R 

Soit B une k-bigébre. On voit que le composé eBo iB est l'identité 

sur k . En particulier, l'application 1ig est injective et nous 1'utilisons 

pour identifier k & un sous-anneau de B ; on voit que, en tant que k-modu- 

le, B =keB' . 

Pour tout f&€B , posons &f = 1gf - ABf + f®l . Il résulte de (By) 

que si f¢& Bt , alors &f ¢ B+® Bt 

Les k-bigeébres forment une catégorie : un morphisme rn : B - C de k- 

bigébres est un morphisme des k-anneaux sous-jacents tel que le diagramme 

JAY 

B B B, B 

i nen 
A C 

C Cs, C 

est commutatif. 

On voit que le foncteur Sp]< peut encore é&tre considéré comme un fonc- 

teur contravariant de la catégorie des k-bigébres dans celle des k-foncteurs 

en groupes et qu'il induit une anti-équivalence entre les catégorie des k- 

bigébres et celle des k-groupes affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la 

catégorie des k-foncteurs en groupes dont les objets sont les k-groupes affines). 

Un foncteur quasi-inverse consiste a associer a tout k-groupe affine G son 

algébre affine @(G) ; le produit tensoriel @{(G) ®k@(G) s'identifie a 1'algébre 

affine de G x G et le coproduit A, = A : 0(G) - (G) ®k(}(G) est défi- 
G o(G) 

ni par : 
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si fer(G) , pour tout k-anneau R , (AGf)R((x,y)) = fR(xy) si 

(x,v) € GR) xG(R) = (GxG)(R) 

Si G est un k-groupe affine et si B est une k-bigébre, l'ensemble 

des morphismes de k-foncteurs de SpkB dans G s'identifie, par le lemme 

de Yoneda, & G(B) . On voit que, dans cette identification, un élément 

x€G(B) est un morphisme de k-foncteurs en groupes si et seulement s'il vé- 

rifie 

Clag)) = Gli)6).Gliy) ) 
ol i1 et i2 : B = B®kB sont définies “par il(f) =f®l et iz(f) = 1®f 

2.4. La catégorie des k-foncteurs en groupes admet des limites projectives 

et celle des k-bigébres a des limites ‘inductives. En particulier : 

B la catégorie des k-foncteurs en groupes a un objet nul : le groupe e dé- 

fini par ek(R) = {1} , pour tout k-anneau R ; c'est un k-groupe affine 
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H(R) 
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ment de B est un tenseur symétrique, ou encore si B vérifie l'axiome 
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(B,) (commutativité) le diagramme 

AV \ 
A 5 B 

> B®kB 

4 

(ot t(f®g) = g®f) est commutatif. 

Dans toute la suite de ce mémoire, tous les k-foncteurs en groupes 

considérés (et, par conséquent, tous les k-groupes affines) sont supposés com- 

mutatifs, et le mot "commutatif" sera sous-entendu. De méme, par k-bigébre 

nous entendons désormais k-bigébre co-commutative. Pour tout k-foncteur en 

groupes G , nous notons additivement le groupe abélien G(R) 

On voit immédiatement que les catégories des k-foncteurs en groupes, 

des k=-groupes affines et des k-bigébres sont additives. La premiére d'entre 

elles est abélienne, mais les deux autres (qui sont anti-équivalentes) ne le 

sont pas en général (cf. §6). 

§ 3.- Anneaux et modules profinis. 

Les résultats de ce paragraphe sont énoncés sans démonstration et sont 

empruntés, pour l'essentiel & [28], chap. 0, n°7.1 et 7.7 (pour les n° 3.1 et 

3.2) et & [13], exposé Vi, §0 (pour les n° suivants ; voir aussi [26], 

p.390 et suivantes, et [14], chap. V, §2). 

Dans ce paragraphe, tous les anneaux sont supposés commutatifs, 

3.1. On dit gqu'un anneau topologique A est linéairement topologisé s'il 

existe un systéme fondamental de voisinages de 0 formé d'idéaux (ceux-ci 

sont alors ouverts). 

Si A est un anneau lindairement topologigqé, on note ‘QA l'ensemble 
~ 

des idéaux ouverts de A et A le séparé complété de A ; on voit que A 

s'identifie & lim A/a , chagque quotient étant muni de la topologie discréte 
e 

aEQA 

et que A est lui-mé&me un anneau linéairement topologisé. 

Si. A est un anneau topologique, on appelle A-anneau topologique la 

donnée d'un couple (B,ig) ol B est un anneau topologique et iB :A-> B 
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un homomorphisme continu. Par abus de langage, on parle du A-anneau topolo- 

gique B , l'application iB étant sous-entendue. 

Si A est un anneau linéairement topologisé, un A-anneau linéairement 

topglogisé est donc un couple (B,iB) ol B est un anneau linéairement to- 

pologisé et iB : A - B un homomorphisme continu. 

Si A est un anneau linéairement topologisé et si M est un A-module 

topologique, on dit que M est linéairement topologisé s'il existe un systéme 

fondamental de voisinages de 0 formé de sous-modules (ceux-ci sont alors: 

ouverts). 

Si M est un A~module linéairement topologisé, on note l'ensem- Amt 
ble des sous-modules ouverts de M et M le séparé complété de M : on 

~ 

voit que M s'identifie & lim M/N , chaque quotient M/N étant muni de 

la topologie discréte, et quer M a une structure naturelle de A-module li- 

néairement topologisé. 

3.2. Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet, et solent 

M et N deux A-modules linéairement topologisés, séparés et complets. Le 

produit tensoriel M®AN peut étre considéré comme un A-module linéairement 

topologisé en prenant comme systéme fondamental de voisinages de 0 les sous- 

dul de la f ' + ® ! ! ! modules de la forme Im(M ®AN) Im(M AN) , pour M € My et N EAN . 

On appelle cette topologie le produit tensoriel des topologies de M et de N, 

et on note M®AN le séparé complété de M®, N pour cette topologie. On 

voit facilement que Mé;AN s'identifie & 1lim(M/M') ®A/(1 (N/N') , pour 

QEQA , M‘E/\M . N'EAN tels que gM <& M' et oaN © N' , chagque quotient 

étant muni de la topologie discréte. 

Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet et soit 

M, N , M' , N' quatre A;modules linéairement topologisés, séparés et 

complets. Si u: M- M et v : N - N' sgsont des applications A-linéaires 

continues, il est clair que l'application u®v définit par passage aux pro- 

duits tensoriels complétés une application A-linéaire continue de MéAN dans 

M'@AN' : on la note u®v 

On définit de la méme maniédre le produit tensoriel complété d'un nombre 

fini quelconque de A-modules linéairement topologisés . Les propriétés usuelles 
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d'associativité et commutativité sont wvérifiées. 

Si B et C sont deux A-anneaux linéairement topologisés, séparés et 

complets, on voit que la topologie du produit tensoriel sur B®AC admet un 

systéme fondamental de voisinages de 0 formé des idéaux Im(b ®A C)+Im(B®Ac), 

pour b € QB et ceQC . On en déduit que B ®AC peut éire considéré comme 

un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. Les applications 

b - b®l et ¢+~ 1®&c de B et C dans B®AC induisent des applications 

continues de B et C dans BéJAC . On voit que celles-ci permettent de 

considérer Bé)AC comme "la" somme directe de B et C dans la catégorie 

des A-anneaux linéairement topologisés, séparés et complets. 

3.3. On appelle anneau pseudo-compact tout anneau linéairement topologisé, 

séparé et complet, A , tel que, pour tout a€Q, , l'anneau A/a est arti- 
A 

nien. 

Les anneaux pseudo-compacts forment une sous-catégorie pleine de la 

catégorie des anneaux linéairement topologisés, séparés et complets. Si A 

est un anneau pseudo-compact, on voit que tout idéal ouvert de A est fer- 

mé et que l'adhérence § d'un idéal quelconque o de A est l'intersection 

des idéaux cuverts qui contiennent g . Notons WM l'ensemble des idéaux 
A 

maximaux ouverts de A et, pour tout m € M. , posons Am = lim (A/a)m/a . 
A 

pour tous les idéaux ouverts g de A contenus dans m . On voit facile- 

ment que chagque Am est un anneau local pseudo-compact et que A s'iden- 

tifie & A ifie a m}?fl - 

A 

Nous notons r le radical de Jacobson de A . C'est un idéal fermé 
A 

qui est l'intersection des idéaux maximaux ouverts de A ; c'est aussi l'ensem- 

ble des x€A qui sont topologiquement nilpotents. Soit xX€A et soit, pour 

tout mEEmA ’ Xm la projection de x sur Am ; on voit que x¢ rA si et 

seulement si chaque Xm est dans 1l'idéal maximal de Am . Enfin, si l'on 

note km le corps résiduel de Am , 11 est clair que A/rA s'identifie & 

1T %, 
mE‘,)JlA 

3.4. Dans toute la suite de ce paragraphe, on désigne par k un anneau 

pseudo-compact. 
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On appelle k-module pro-artinien (resp. k-module profini} tout k-module 

linéairement topologisé, séparé et complet tel que, pour tout M'¢€ AI\/I , le 

quotient M/M' est un k-module artinien (resp. de longueur finie). Les k- 

modules pro-artiniens forment une catégorie, avec comme fléches les applica- 

tions k-linéaires continues. 

Si M est un k-module pro-artinien et si M' est un sous-module fer- 

mé, M' et M/M' , munis de la topologie induite, sont des k-modules pro- 

artiniens. De plus, si u : M - N est un morphisme de k-modules pro- 

artiniens, l'image (ensembliste) de u est un sous-k-module fermé de N 

On en déduit que la catégorie des k-modules pro-artiniens est abélienne et on 

voit que la catégorie des k-modules profinis en est une sous-catégorie épaisse 

(elle est donc aussi abélienne). 

Si (Mi)i€I est un systéme projectif de k-modules pro-artiniens (resp. 

profinis), la limite projective des M (dans la catégorie des k-modules), 

munie de la topologie de la limite projective, est un k-module pro—artinien 

(resp. profini) et s'identifie & la limite projective des Mi dans la catégorie 

des k-modules pro-artiniens. 

Si de plus I est un ensemble ordonné filtrant, le foncteur E_r_n est 

i€l 

exact. En particulier, si (Mi)iEI est un systéme projectif filtrant de k-modu- 

les pro-artiniens, et si les applications de transition sont surjectives, l'ap- 

plication canonique de L]in Mi dans chaque I\/Ii est surjective. 

i€l 

Si M et N sont deux k-modules pro-artiniens (resp. profinis), il en 

est de méme du produit tensoriel complété MéAN . En outre, le produit 

tensoriel complété est exact & droite et commute aux produits infinis. En par- 

ticulier, si k = fl k , tout k-module pro-artinien M s'identifie au pro- 

mEfl;Rk m 

duit fl M de ses composantes locales M =k é M 
m m 

mEiD?k m -k 

Nous appelons k-module fini tout k-module profini qui est de longueur 

finie. Si M est un k-module fini, la topologie de M est donc la topologie 

discréte. Si M est un k-module fini et si N est un k-module profini, on 

voit que l'application canonigque de M®kN dans MékN est bijective. 

Dans le cas ot k est un produit fini d'anneaux locaux ncethériens 
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(nécessairement séparés et complets), tout idéal de k est fermé et tout k- 

module, muni de la topologie discréte, devient un k-module topologique. Les 

k-modules finis ne sont alors rien d'autre que les k-modules de longueur finie 

munis de la topologie discréte. 

3.5. Pour tout ensemble I , le k-module kI , muni de la topologie produit 

est un k-module profini. On dit qu'un k-module profini M est topologique- 

ment libre s'il est isomorphe & un module de la forme kI . On voit qu'il re- 

vient au méme de dire qu'il existe une famille (ei), d'éléments de M tels 
i€l 

que 

g d'une part, pour tout M'E/\M_ ., presque tous les ei sont dans M' ; 

g d'autre part, tout élément de M s'écrit d'une maniére et d'une seule 

sous la forme 2 a,ei , avec les a, dans k 

i€l 

est appelée une base topologigque de M Une telle famille (ei)iEI 

On a le résultat suivant 

PROPOSITION 3.1. - Soit P un k-module profini. Les assertions suivantes 

sont équivalentes 
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m m m 

On appelle k-module topologiquement plat tout k-module profini vérifiant 

les conditions équivalentes de la proposition 3.1. 

3.6. Si N est un k-module (sans topologie), nous notons N' le k-module 

topologique des applications linéaires de N dans k (la topologie étant celle 

de la convergence simple). Il est clair que l'on peut considérer la correspon- 

dance N — N' comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-modu- 

les dans celle des k-modules topologiques. 

De méme, si M est un k-module topologique, nous notons M¥* le k- 

module des applications linéaires continues de M dans %k . La correspondan- 
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ce M — M¥* est, ici encore, fonctorielle. 

Lorsque k est artinien (en particulier lorsque k est un corps), on 

voit que M +— M¥* induit une anti-équivalence entre la catégorie deé k- 

modules profinis projectifs (resp. topologiquement libres) et celle des k-modu- 

les projectifs (resp. libres), et que N — N' est un quasi-inverse de M — M¥, 

Si N est un k-module libre et si (ei). est une base de N , on voit que 
iel 

, définis par e'i(ej) = 61 i forment une base topologique de N' ; on 
7 

les e! 
i 

l'appelle la base duale de celle des ei et réciproquement. 

Toujours lorsque k est artinien, on voit que, si M et P sont des 

k-modules profinis et si P est projectif, les k-modules (Mé P)¥* et 
k 

M¥* & P* sont isomorphes. De méme, si N et Q sont des k-modules et si 

Q est projectif, (Ncg>k Q) et N ék Q' sont isomorphes. 

3.7. On appelle k-anneau profini tout k-anneau topologique dont le k-module 

sous-jacent est profini. 

Si A est un k-anneau profini et si N est un sous-k-module de A , 

on montre qu'il existe un idéal ouvert g de A contenu dans N . On en 

déduit que A est un anneau pseudo-compact. 

La catégorie des k-anneaux profinis (les fléches sont les homomorphismes 

continus de k-anneaux) admet des limites projectives : si (Ai)i€I est un sys- 

téme projectif de k-anneaux profinis, le k-module sous-jacent & la limite pro- 

jective des Ai est la limite projgctive des k-modules sous-jacents et la 

structure d'anneau est évidente. 

Cette catégorie admet aussi des limites inductives finies. En particulier : 

‘m si A et B sont deux k-anneaux profinis, il en est de méme de AékB et 

Aék B s'identifie &4 la somme directe de A et de B ; 

@ plus généralement, si A , B et C sont trois k-anneaux profinis et si 

£E: C~A et n:C->B sontdes morphismes de k-anneaux profinis, la 

somme amalgamée de A et de B au-dessous de C s'identifie au k- 

anneau profini A éc B 

On appelle k-anneau fini tout k-anneau profini dont le k-module sous- 

jacent est de longueur finie. Dans le cas oll k est un produit fini d'anneaux 
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locaux ncethériens, un k-anneau fini n'est rien d'autre gu'un k-anneau artinien 

muni de la topologie discréte, 

§4.- Schémas formels. 

Dans tout ce paragraphe, k désigne un anneau commutatif pseudo- 

compact. 

4.1, On appelle k-foncteur formel tout foncteur covariant de la catégorie des 

k-anneaux finis dans celle des ensembles. 

Comme les k-foncteurs (cf. §1) les k-foncteurs formels forment une 

-catégorie. 

Soit X un k-foncteur formel. Pour tout k-anneau profini R , on pose 

XR) = lim X(R/a) . Il est clair que l'on a ainsi prolongé X en un foncteur 

aEOR 

covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des ensembles. On 

voit facilement que le foncteur ainsi défini commute aux limites projectives 

filtrantes. Il suffit en effet de le montrer lorsque (Ri)iel est un systéme pro- 

jectif filtrant de k-anneaux finis, Socit, pour tout couple i< j d'éléments de 

, fij : Rj_)Ri 1'application de transition, Pour tout i , sqit 

.m. fij(R') . Comme Ri est un k-anneau fini, il existe ji €1 tel que 

j=i 

R;,L = fiji(R.i) ; on en déduit que l'application évidente de lim X(R'i) dans 

lim X(Ri) est une bijection. Si R = lim Ri , on a aussi R = lim R'i et 

l'application canonique R - R;Ii est surjective (cf. n°3.4) ; soit a; son 

~
 I 

novau ; on voit que l'ensemble des o, est cofinal dans l'ensemble des 

idéaux ouverts de R et on en déduit que X(R) = I_En X{R/a) s'identifie & 

Lim X(R'i) aEQR 

Aussi, dans toute la suite, un k-foncteur formel sera considéré aussi 

bien comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux finis dans les ensembles 

gque comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux profinis dans les ensem- 

bles, qui commute aux limites projectives filirantes. 
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4.2, Si A est un k-anneau profini, on note SpfkA le k-foncteur formel dé- 

fini par : 

m pour tout k-anneau fini R , Spf AR) = Homcont(A,R) , ensemble des mor- 
k k 

phismes (de k-anneaux profinis) de A dans R : 

@ pour tout morphisme de k-anneaux finis € : R - S , SpfkA(i) est l'ap- 

plication qui, &4 x : A - R , associe &o.x : A - S 

De la méme maniére qu'au n°1.3, on voit que l'on peut considérer Spfk 

comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans 

celle des k-foncteurs formels. 

Si (Ai)iel est un systéme projectif filtrant de k-anneaux finis et si 

A = lim A‘i , un raisonnement analogue & celui fait au n°4.1 montre que, pour 

tout k-anneau fini R , SpfkA(R) = lim Spf Ai(R) , autrement dit gue 
- k 

SpfkA = lim SpfkAi . 

Soient A et R deux k-anneaux profinis. Il est clair que 

. cont , iea cont 
SpfkA(R) = lim Homk (A,R/q) s'identifie & l'ensemble I—Iomk (A,R) des 

QEQR 

morphisme (de k-anneaux profinis) de A dans R . On prendra garde toute- 

fois que, si R n'est pas un k-anneau fini et si A = lim Ai . Spf, A(R) ne 
k 

s'identifie pas en général a lim Spf Ai(R) 
k 

4.,3. Si X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau fini, il existe 

une bijection naturelle entre l'ensemble Homk_ff(SpfkA,X) des morphismes de 

k-foncteurs formels de SpfkA dans X et l'ensemble X(4a) (lemme de 

Yoneda). Celle-ci se construit comme au n°1l.4, 

Si maintenant X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau 

A,X) = Hom(lim Spfk(A/a),X) = lim Hom(Spfk(A/q . X). 

uEQA 

Ce dernier ensemble s'identifie, par le lemme de Yoneda, & lim X(A/q) = X(A) 

profini, on a Hom (Spf 
k-£f k 

et on a encore une bijection entre Homk_ff(SpfkA,X) et X(A) . En particulier 

si A et B sont des k-anneaux profinis, on a une bijection entre 

cont 
Homk_ff(SpfkA,Spfk - 

pleinement fidéle. 

B) et Hom (A,B) ; autrement dit, le foncteur Spf est 
k 
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~ 4.4, Tout k-foncteur X définit, par. restriction & la catégorie des k-anneaux 

finis, un k-foncteur formel noté X (on a donc X(R) = X(R) pour tout k-anneau 

fini R) et appelé le complété formel de X . 

Par exemple, le complété formel fik de la droite affine Dy est défini 

par fik(R) = R , pour tout k-anneau fini R , et les fléches évidentes (dans 

ce cas particulier, on wvoit que l'on a aussi Dk(R) = R , pour tout k-anneau 

profini R). On prendra garde de ne pas confondre Dk avec la "droite for- 

melle" qui est le k-foncteur formel DE qui associe & tout k-anneau fini son 

radical. 

f 
4.5, Si X est un k-foncteur formel, on note @k(X) ou; plus simplement, 

@f(X) l'algébre affine de X . En tant qu'ensemble, @f(X) est l'ensemble 

des morphismes du k-foncteur formel X dans bk . Un élément f de @f(X) 

est donc une famille d'applications fR : X(R) = R , pour tout k-anneau fini R, 

f 
variant fonctoriellement en R . La structure d'anneau sur @& (X) est définie 

comme au n°1.5. La topologie est celle de la convergence simple. Autrement 

dit, pour tout k-anneau fini R et tout x ¢ X(R) , soit l'application 
CpX,R 

de @f(X) dans R définie par v, R(f) = fR(x) ; la topologie de @f(X) est 

la topologie la moins fine rendant toutes ces applications continues. Il est 

clair que @f(X) est ainsi un anneau linéairement topologisé dont les idéaux 

ouverts sont les idéaux qui contiennent une intersection finie d'idéaux de la 

forme ker CPX,R . On voit que @f(X) est séparé et complet pour cette topo- 

logie ; comme chague quotient @f(X)/ker CPX,R est un k-anneau fini, (}f(X) 

est bien un k-anneau profini. 

Ici encore, il y a un morphisme cancnique q. : X - Spf, &X) , défini 
X k 

comme au n°1.5, la correspondance X+ (X) peut étre considérée comme un 
f 

foncteur contravariant & de la catégorie des k-foncteurs formels dans celle 
k 

des k-anneaux profinis et, si © : X - Y est un morphisme de k-foncteurs 

formels, le diagramme 

o f 
X Spfk@ X) 

£ 
) Spfk@k (cp) 

o 

y L st 6' () 
est commutatif. 
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4.6. On dit gu'un k-foncteur formel X est un k-schéma formel (ou un schéma 

formel sur k) s'il existe un k-anneau profini A tel que X = SpfkA . Comme 

SpfkA = lim Spfk(A/q) , il revient au méme de dire que X est limite induc- 

€0, ' 

tive filtrante de k-foncteurs formels représentables. 

On voit immédiatement gu'un k-foncteur formel X est un k-schéma for- 

f 
mel si et seulement si la fléche canonique «a. : X - Spf, ¢ X) est un isomor- 

X k 

phisme. On voit également que 

8 le foncteur Spf induit une anti-équivalence entre la catégorie des k- 
k 

anneaux profinis et celle des k-schémas formels (i.e. la sous-catégorie 

pleine de la catégorie des k-foncteurs formels dont les objets sont les k- 

schémas formels) ; 

@ si X est un k-foncteur formel et si Y est un k-schéma formel, tout 

morphisme ¢ : X - Y se factorise, de maniére unique, a travers le mor- 

phisme canonique ¢, : X - Spfk(}f(x) 
X 

4.7. On peut caractériser les k-schémas formels parmi les k-foncteurs formels 

de la maniére suivante 

PROPOSITION 4.1. - Un k-foncteur formel est un schéma formel si et seule- 

ment s'il est exact & gauche. 

Il est clair que la condition est nécessaire. Indigquons pourqucoi elle est 

suffisante : soit X un k-foncteur formel exact & gauche. Si R est un k- 

anneau fini et si R' est un sous-k-anneau de R , R' sg'identifie a 

R Xp R' et l'application canonique X(R') » X(R) est injective et nous permet 

d'identifier X(R') & un sous-ensemble de X(R) . Si R1 et R2 sont deux 

2 s'identifie & R1 XR R2 et 

) . A tout k-anneau fini R , et & tout 

sous-k-anneaux d'un k=-anneau fini R , RlflR 

on a donc X(RlflRz) = X(Rl)flX(R2 

% € X(R) , on peut donc associer le plus petit sous-k-anneau Rx de R tel 

que x ¢ X(RX) ; c'est llintersection des sous-k-anneaux R' de R tels que 

x € X(R") 
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4.6. On dit gu'un k-foncteur formel X est un k-schéma formel (ou un schéma 
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€0, ' 
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f 
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X k 
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k 
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finis de R dans R' tel que X(@B)x) =v . i 

On voit que cette catégorie est "filtrante a gauche" : si (R,x) et 

(R',y) sont deux couples minimaux, il est clair que ((RXR‘)(XIy),(x,y)) est 

un couple minimal qui s'envoie & la fois sur (R,x) et sur [R',y) . On voit 

que l'on peut parler du k-anneau profini A = lim R , pour (R,x) parcourant | 

les couples minimaux. 

On a un morphisme f : X - X' = Spf, A défini par : 
k 

m pour tout k-anneau fini R , fR : X(R) = X'(R) est l'application qui & 

x € X(R) associe l'application composée 

A can. R incl. R 

X 

et on vérifie facilement que f est un isomorphisme. 

4.8, Soit X un k-schéma affine et soit A = ¢(X) son algébre affine. Il 

est clair que le complété formel X de X est un k-schéma formel ; on voit 

que (}f(f() s'identifie & A = lir_n A/g , pour o parcourant les idéaux de A 

tels que le quotient A/g , muni de la topologie discréte, soit un k-anneau 

fini. Nous appelons A la complétion profinie de A 

De méme, soit A un k-anneau linéairement topologisé et soit X le 

cont 

k 

il est clair que X est un k-schéma formel et on voit que son algébre affine 

k-foncteur formel défini par X(R) = Hom (A,R) , pour tout k-anneau fini R; % 

s'identifie & A = lizn A/q , pour o parcourant les idéaux ouverts de A de 

codimension finie. Nous appelons encore A la complétion profinie de A 

Appelons k-schéma fini tout k-foncteur formel qui est représentable, au- 

trement dit tout k-schéma formel dont 1'algébre affine est un k-anneau fini. 

Les k-schémas finis forment une sous-catégorie pleine de la catégorie des k- 

schémas formels. Dans le cas ot k est un produit fini d'anneaux locaux 

noeethériens, tout k-anneau artinien, muni de la topologie discréte est un k- 

anneau fini (autrement dit on a A=A , pour tout k-anneau fini A ) et la ca- 

tégorie des k-schémas finis s'identifie aussi & une sous-catégorie pleine de 

la catégorie des k-schémas affines. 

4.9. La catégorie des k-foncteurs formels a des limites inductives. Une li- 

mite inductive de k-schémas formels est encore un k-schéma formel et son 
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N 

algébre affine s'identifie & la limite projective des algébres affines. 

La catégorie des k-foncteurs formels a aussi des limites projectives. Une 

limite projective finie de k-schémas formels est encore un k-schéma formel. 

Par exemple 

m si X et Y sont deux k-schémas formels, l'algébre affine de XxY s'iden- 
f N 

tifie 3 @ (X) B GL(Y) ; 

@ plus généralement, si o : X -2 et  :Y - Z2 sont des morphismes de 

de k-schémas formels, 1'algébre affine de X XZ Y s'identifie & 

f - f 
cXe, o© (Y) 

o (2) 

4.10. Soit k' un k-anneau fini. Si R est un k'-anneau fini, le k-anneau 

R[k] déduit de R par restriction des scalaires est un k-anneau fini. Ceci 

permet de définir un foncteur changement de base X +— Xk' , comme au n°1.8. 

Si X est un k-schéma formel, on voit que Xk' est un k'-schéma formel 

dont l'algébre affine s'identifie & k'@ C}f(X) = k' ék Gf(x) 

Soit maintenant k' un anneau pseudo-compact et & : k - k' un homo- 

morphisme continu. On voit que & munit k' d'une structure de k'-anneau 

linéairement topologisé et que, si A est un k-anneau profini, k' ék A est 

un k'-anneau profini. Si X est un k-schéma formel, on note Xk' , le k'- 

schéma formel Spfk,(k' ék (}f(X)) ; dans le cas ol k' est un k-anneau fini, 

les deux définitions de Xk‘ coincident, 

§5.- Groupes formels et dualité de Cartier. 

5.1, Soit k un anneau commutatif pseudo-compact. 

On appelle k-foncteur en groupes formels (sous-entendu commutatif) tout 

objet en groupes abéliens dans la catégorie des k-foncteurs formels. Il revient 

au méme de dire gqu'un k-foncteur en groupés formels est un foncteur covariant 

de la catégorie des k-anneaux finis dans celle des groupes abéliens. Tout k- 

foncteur en groupes formels G se prolonge, de maniére unique, en un fonc- 

teur covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des groupes 

abéliens, qui commute aux limites projectives filtrantes, en posant, 
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G(R) = lim G(R/a) , pour tout k-anneau profini R 

aEQR . 

On appelle k-schéma en groupes formels (sous-entendu commutatif) ou, 

plus simplement, k-groupe formel, ou groupe formel sur k , tout k-foncteur 

~en groupes formels dont le k-foncteur formel sous-jacent est un k-schéma for- 

mel. 

On appelle k-bigébre formelle (sous-entendu co-commutative) la donnée 

d'un couple (B,AB) ol B est un k-anneau profini et ot A, : B - B é’k B 
B 

est un morphisme de k-anneaux profinis satisfaisant les quatre axiomes suivants: 

(Bf) le diagramme 
1 A 

B B B ®B 

ABl 1dB®AB 

O Ageid, Y 
B®B —2— BB 3B &B 

est commutatif ; 

(Bfz) il existe un morphisme de k-anneaux profinis .eB : B - k tel que le 

| . diagramme 

. id_ ®e 
. B®B B B . B&k 

5 2 dg é‘? 
%\\ ) {1? 

B®B ~ > k®B 

€g® g 
est commutatif ; 

(B3) il existe un endomorphisme OB du k-anneau profini B tel que le dia- 

gramme o 

id,;®0 R 

An . BeB E2 ~B&B produit 
€ : i 

B B > Kk B /: B 

\ “ ~ _ ~produit 
B TR&B ——B&B” 

. op ®°p 
est commutatif ; 

(Bfl) le diagramme 

B®B 

A A 
B B . R&B 
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~ 

(o0 t{f®g) = g®f) est commutatif. 

5.2. On adopte la méme terminologie gqu'au n°2.3 ; en particulier, si B est 
+ 

une k-bigébre formelle, B s'écrit B = k@B , avec BT 1'idéal d'augmenta- 

tion. Ici encore, si f&€B , on pose &f = 1&f - ABf+f®1 :si f€B, alors 

f c BT®B . 

De la méme maniére qu'au paragraphe 2, on voit que les k-foncteurs en 

groupes formels, les k-groupes formels et les k-bigébres formelles forment 

trois catégories additives. La deuxiéme est une sous-catégorie pleine de la 

premiére et le foncteur Spf induit une anti-équivalence entre la troisiéme et 
k 

la seconde, le foncteur @‘f{ étant un gquasi-inverse., 

5.3. Nous disons qu'une k-bigébre formelle est topologiguement plate si le 

k-module profini sous=~jacent est topologiquement plat, i.e. projectif. Nous 

disons gqu'un k-groupe formel est topologigquement plat si son algébre affine 

l'est. 

De méme, si k' est un anneau commutatif quelcongque, nous disons 

gu'une k'-bigébre est plate si le k'—zfiodule sous-jacent est plat ; nous disons 

qu'un k'-groupe affine est plat si son alg&bre affine l'est ; dans le cas ot k' 

est artinien, il revient au méme de dire gue l'algébre affine est un k'-module 

projectif. 

5.4, Soit maintenant k un anneau commutatif artinien. 

Soit B une k-bigébre formelle topologiquement plate. Alors (cf. n°3.6) 

le k-module B' des applications linéaires continues de B dans k est pro- 

‘jectif, donc plat. Par transposition, le coproduit AB : B -~ B®B définit une 

application Af% : (B®B)l = B'@B' - B' qui munit B' d'une structure de k- 

anneau. Soit m. : B®B - B 1I'application définie par (f®g) = fg ; elle in- B A B 
duit une application TT'B : B - (B®B) =B'®B' , i.e. un coproduit. On vérifie 

que l'on a ainsi muni B' d'une structure de k-bigébre. Il est clair que la 

correspondance B — B' définit en fait un foncteur contravariant de la catégo- 

rie des k-bigébres formelles topologiquement plates dans celle des k-bigébres 

plates. 

Si G est un k-groupe formel topologiquement plat, et si B est son 
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algébre affine, nous notons ID(G) et appelons dual de Cartier de G le k- 

groupe affine SpkB' . Il est clair que la correspohdance G — ID{G) définit 

un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes formels topologiguement 

plats dans celle des k-groupes affines plats. 

Si C est une k-bigébre plate, on munit de la méme maniére le k-mo- 

dule topologigue C¥* des applications linéaires de C dans k d'une struc- 

ture de k-bigébre formelle topclogiquement plate, Si H est un k-groupe affine 

plat d'algébre affine C , nous notons D(H) et appelons dual de Cartier de 
~ 

H le k-groupe formel SpfkC* . Il est clair que l'on peut considérer DD 

comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes affines plats 

dans celle des k-groupes formels topologiquement plats. 

On voit immédiatement que le foncteur D induit en fait une anti- 

équivalence entre la catégorie des k-groupes formels topologiguement plats et 
~ 

celle des k-groupes affines plats et que ID est un quasi-inverse. 

Dans le cas particulier ol k est un corps, on a ainsi obtenu une anti- 

équivalence entre la catégorie des k-groupes formels et celle des k-groupes 

affines. 

5.5. Soit maintenant k un anneau commutatif ncethérien. 

Tout k-module de type fini est alors de présentation finie. On en déduit 

(cf. [4], chap.Ill, §3) qu'un k-module de type fini est plat si et seulement 

s'il est projectif, ou encore si et seulement s'il est localement libre. En par- 

ticulier, le dual d'un k-module plat de type fini est encore plat de type fini. 

On appelle k-groupe fini tout k-groupe affine dont l'algébre affine est 

un k-module de type fini. 

On peut définir, exactement comme au n° précédent, une dualité de la 

catégorie des k-groupes finis et plats dans elle-méme. On note encore D(G) 

et on appelle encore dual de Cartier de G le dual d'un k-groupe fini et plat 

ainsi construit. Il est clair que D(ID(G)) s'identifie canoniquement a G 

Soit G un k-groupe fini et plat et soit B son algébre affine. Soit B! 

la bigébre duale. Pour tout k-anneau R Il'ensemble sous-jacent & D(G)(R) 

est formé des homomorphismes du k-anneau B' dans R et c'est un sous- 

ensemble du k-module des applications k-linéaires de B' dans R . Comme 
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équivalence entre la catégorie des k-groupes formels et celle des k-groupes 

affines. 
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(cf. [4], chap.Ill, §3) qu'un k-module de type fini est plat si et seulement 

s'il est projectif, ou encore si et seulement s'il est localement libre. En par- 

ticulier, le dual d'un k-module plat de type fini est encore plat de type fini. 

On appelle k-groupe fini tout k-groupe affine dont l'algébre affine est 

un k-module de type fini. 

On peut définir, exactement comme au n° précédent, une dualité de la 

catégorie des k-groupes finis et plats dans elle-méme. On note encore D(G) 

et on appelle encore dual de Cartier de G le dual d'un k-groupe fini et plat 

ainsi construit. Il est clair que D(ID(G)) s'identifie canoniquement a G 

Soit G un k-groupe fini et plat et soit B son algébre affine. Soit B! 
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ce dernier est canoniguement isomorphe & B ®k R , D(G)R) s'identifie & un 

sous~ensemble de B ®k R . On vérifie facilement que, dans cette identifica- 

tion, DI(G)(R) est formé des ¢ vérifiant Ay = a®a et ex =1 (on a 

noté A : B &, R - (B ®k R) N (B ®k R) 1'application qui prolonge le coproduit 

A :B - B ®k B et ¢ :B ®k R - R 1'application gqui prolonge l'augmentation 

e : B = k) et que la loi de groupe est induite par la multiplication dans l'an- 

neau. Il résulte alors du lemme de Yoneda que D(G)(R) n'est autre que le 

groupe Mor(GR,uR) des morphismes dans la catégorie des R-foncteurs en 

groupes (ou des R-groupes affines) de GR dans MR (on désigne par MR le 

groupe multiplicatif sur R , 1i.e. on a (8) = 8* , groupe multiplicatif des MR 
éléments inversibles du R-anneau S ; c'est un R-groupe affine, dont 1'algébre 

affine s'identifie a R[X,X_l] ). 

Si maintenant k est un anneau commutatif noethérien pseudo-compact, 

il est clair que toute k-algébre qui est un k-module de type finl peut étre 

considérée comme une k-algébre profinie. Ceci permet de considérer la catégo- 

rie des k-groupes finis et plats comme une sous-catégorie pleine aussi bien 

de la catégorie des k-groupes affines que de celle des k-groupes formels. Il 

est clair que les notions de dualité définies au n°5.4 et dans ce n°® colincident. 

§ 6.- Noyaux et conovaux. 

6.1. Scit k un anneau commutatif. 

On sait (n°2.5) que la catégorie des k-foncteurs en groupes (commutatifs) 

est abélienne. Soit o : G - H un morphisme de k-groupes affines et soit N 

le noyau de ¢ dans la catégorie des k-foncteurs en groupes (pour tout k- 

‘anneau R‘ ., N(R) est donc le noyau de c@R : G(R) - H(R)). Soit B (resp. 

C) l'algébre affine de G (resp. H) et soit o : C - B le morphisme 

correspondant & o . Soit C+ 1'idéal d'augmentation de C . Il est clair que 

N(R) s'identifie au sous-groupe de G(R) formé des u : B - R tels que 

cp(c+) c ker u . En tant gu'ensemble, N{(R) s'identifie donc & l'ensemble des 

homomorphismes du k-anneau B/Bcp*(C-’_) dans R et N est un k-groupe 

affine. C'est donc aussi le noyau de ¢« dans la catégorie des k-groupes af- 

fines. 

39

SCHEMAS EN GROUPES 

ce dernier est canoniguement isomorphe & B ®k R , D(G)R) s'identifie & un 

sous~ensemble de B ®k R . On vérifie facilement que, dans cette identifica- 

tion, DI(G)(R) est formé des ¢ vérifiant Ay = a®a et ex =1 (on a 

noté A : B &, R - (B ®k R) N (B ®k R) 1'application qui prolonge le coproduit 

A :B - B ®k B et ¢ :B ®k R - R 1'application gqui prolonge l'augmentation 

e : B = k) et que la loi de groupe est induite par la multiplication dans l'an- 

neau. Il résulte alors du lemme de Yoneda que D(G)(R) n'est autre que le 

groupe Mor(GR,uR) des morphismes dans la catégorie des R-foncteurs en 

groupes (ou des R-groupes affines) de GR dans MR (on désigne par MR le 

groupe multiplicatif sur R , 1i.e. on a (8) = 8* , groupe multiplicatif des MR 
éléments inversibles du R-anneau S ; c'est un R-groupe affine, dont 1'algébre 

affine s'identifie a R[X,X_l] ). 

Si maintenant k est un anneau commutatif noethérien pseudo-compact, 

il est clair que toute k-algébre qui est un k-module de type finl peut étre 

considérée comme une k-algébre profinie. Ceci permet de considérer la catégo- 

rie des k-groupes finis et plats comme une sous-catégorie pleine aussi bien 

de la catégorie des k-groupes affines que de celle des k-groupes formels. Il 

est clair que les notions de dualité définies au n°5.4 et dans ce n°® colincident. 

§ 6.- Noyaux et conovaux. 

6.1. Scit k un anneau commutatif. 

On sait (n°2.5) que la catégorie des k-foncteurs en groupes (commutatifs) 

est abélienne. Soit o : G - H un morphisme de k-groupes affines et soit N 

le noyau de ¢ dans la catégorie des k-foncteurs en groupes (pour tout k- 

‘anneau R‘ ., N(R) est donc le noyau de c@R : G(R) - H(R)). Soit B (resp. 

C) l'algébre affine de G (resp. H) et soit o : C - B le morphisme 

correspondant & o . Soit C+ 1'idéal d'augmentation de C . Il est clair que 

N(R) s'identifie au sous-groupe de G(R) formé des u : B - R tels que 

cp(c+) c ker u . En tant gu'ensemble, N{(R) s'identifie donc & l'ensemble des 

homomorphismes du k-anneau B/Bcp*(C-’_) dans R et N est un k-groupe 

affine. C'est donc aussi le noyau de ¢« dans la catégorie des k-groupes af- 

fines. 

39



GROUPES p-DIVISIBLES 

On voit, de la méme maniére, qgue, si k est un anneau commutatif 

pseudo-compact, la catégorie des k-groupes formels a des noyaux. Si 

@ : G » H est un morphisme de k-groupes formels, le novau N de ow 

dans la catégorie des k-groupes formels, est le noyau de ¢ dans la catégo- 

rie des k-foncteurs en groupes formels. Si B (resp.C) est l'algébre affine 

de G (resp.H) et si o* : C - B est le morphisme correspondant a © . 

l'algébre affine de N s'identifie au quotient de B par l'adhérence de 1'i- 

déal de B engendré par cp*(C+) 

Remarque : en revanche, si ¢ : G - H est un morphisme de k-groupes af- 

fines (resp. formels), il n'est pas vrai en général que le conovau de ¢ dans 

la catégorie des k-foncteurs en groupes (resp. formels) est un k-groupe affine 

(resp. formel). 

Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose gue k est un corps. 

6.2. Si B et B' sont deux k-espaces vectoriels profinis (i.e. des k-espaces 

vectoriels topologiques, topologiquement libres) et si C (resp. C') est un 

sous-espace vectoriel fermé de B (resp. B') , on voit que Cék C' s'iden- 

tifie canonigquement & un sous-espace vectoriel fermé de Bé)kB' 

Si B est une k-bigébre formelle, nous appelons scus-k-bigébre formelle 

de B tout sous-k-anneau fermé C de B tel que GB(C) c C et 

AB(C) c C®C . Il est clair que AB induit alors une structure de k-bigébre 

formelle sur C 

Soit B une k-bigébre formelle et soit A une partie fermée de B 

contenant k ., L'ensemble des sous-k-bigé&bres formelles de B contenues 

dans A est non vide (il contient k) et il est clair que la réunion bB(A) 

des sous k-bigébres formelles de B contenues dans A est encore une sous- 

k-bigébre formelle. 

Soit alors o : G - H un morphisme de k-groupes formels. Soit B 

(resp. C) l'algébre affine de G (resp. H) et soit o©* : C - B le morphisme 

correspondant & ¢ . Soit o 1'idéal fermé de C , noyau de o* . Si 

¢y :+ H - H' est un morphisme de k-groupes formels correspondant & un mor-— 

phisme |* : C' - C de k-bigébres formelles, on voit que o = 0 si et 

seulement si {*(C') est contenu dans k@®a . Il est clair que {*(C') est 
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une sous-k-bigébre formelle de C . On voit donc que (o = 0 si et seu- 

lement si  ¢*(C') < b_(k&qa) . On en déduit que ¢ admet un conoyau ] et 
C 

que l'algébre affine de J s'identifie a bc(k@q) 

On définit de la méme maniére la notion de sous-k-bigébre d'une k- 

bigébre. Si B est une k-bigébre et si A est une partie de B contenant k, 

on peut encore parler de la plus grande sous-k-big&bre bB(A) de B contenue 

dans A . On montre de la méme fagon que la catégorie des k-groupes affines 

admet des conovaux. 

6.3. PROPOSITION 6.1.~ Soit o : G - H un_morphisme de k-groupes affines i 

resp. formels) et soit C 1l'algébre affine de H . L'algébre affine du conovau 

de o , dans la catégorie des k-groupes affines (resp. formels), s'identifie au 

sous-anneau de C formé des f tels gue, pour tout k-anneau (resp. tout k- 

anneau fini) R , tout ue¢ H{R) et tout v e GR) , on ait fR(u+cpR(v)) = fR(u) . 

Démonstration : la démonstration est la méme dans les deux cas. Sup- 

posons, par exemple, que G et H sont des k-groupes formels. 

Soit J le conoyau de ¢ et soit B (resp. E) l'algébre affine de G 

(resp. J). Notons mn : C - B le morphisme de k-bigébres formelles correspon- 

dant & ¢ . Le morphisme D(p) : D(H) - ID(G) des k-groupes affines duaux 

correspond & un morphisme n' : B' - C' des k-bigébres duales. Il est clair 

gque la bigébre duale E' de E s'identifie & l'algébre affine du noyau de 

D(p) . Soit F la sous-k-bigébre n'(B') de C' . Il résulte du n°6.1 que 

E' s'identifie au quotient de C' par 1'idéal p» de C' engendré par F+ ; 

par conséquent, E s'identifie & l'orthogonal de v dans C . Autrement dit, 

E = 3feC \ (xyNE) = 0 pour x¢ c, yT ¢ P+€ . Par définition du produit dans 

C' , on a encore, E = ;feC l (x®y+)(Af) = 0 pour x€C' , y+€F+2 , en 

notant A le coproduit dans C 

L'élément-unité de C' n'est autre gue l'augmentation € de C et 

on voit que tout vy € F s'écrit sous la forme vy = y(l)eC +ytT , avec y+€ rt 

On a donc, pour x¢ C' , v&F , 

(xev)(0f) = x@v(le)af) + xey)af) = x(Oy(1) + xey )(sf) 
= x@y)E®1) + (xevyh)(af) 

On voit donc que E = 3feC \ (xov)(Af ~fgl) = 0 si xcC' , yEFg , i.e. 
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qgue E est formé des fe C tels que Af -f®1 .appartient & l'orthogonal 

(C'®F)* de C'@F dans C®C ; si on désigne par ¢ le noyau de n . 

on voit que (C'@P)l n'est autre gque Céa . On en déduit que 

E={fecC | aAf-f&1 ¢ C®al 

Il est immédiat que la condition af -f®1 ¢ Céa équivaut a 

fR(u +cpR(v)) = fR(u) , pour tout k-anneau fini R , tout ue€ H(R) et tout 

v ¢ G(R) 

Remargue : on voit que la proposition 6.1 revient & dire que l'algébre affine 

du conoyau de ¢ , dans la catégorie des k-groupes affines (resp. formels), 

s'identifie a l'algébre affine du conoyau de o dans la catégorie des k- 

foncteurs en groupes (resp. formels). 

6.4. PROPOSITION 6.2.- Scit B une k-bigébre (resp. k-big&bre formelle) 

et soit C une sous-k-bigébre (resp. formelle) de B . Alors 

i) l'algébre B®CB (resp. B®CB) est un B-module libre (resp. topolo- 

giquement libre) pour l'action de B définie par multiplication & 

gauche ; 

ii) soit G (resp. H) le k-groupe affine (resp. formel) correspondant 

4 B (rtesp. C) et soit ¢ : G » H le morphisme correspondant & 

l'inclusion de C dans B ; l'ensemble C' des fe¢B tels que 

f®Cl = 1g .f dans B®CB (resp. f®cl = 1®Cf dans B®CB) 
C 

est une sous-k-bigdbre (resp. formelle) de B contenant C et 

~ 
s'identifie & l'algébre affine de la coimage de o . 

Démonstration : la démonstration est la méme dans les deux cas. Sup- 

posons par exemple que B est une k-bigébre. Si on note o l'idéal de B 

engendré par C+ , il résulte du n°6.1 que l'algébre affine du novau N de 

@ s'identifie & B/a 

Considérons le produit fibré G XH G ; on voit que, pour tout k-anneau 

R, (G Xoy 

D'autre part, (GxN)R) est formé des (u,v) € G(R)xG(R) tels que QpR(V) =0, 

G)(R) est formé des (x,vy) € G(R)xG(R) tels que cpR(x) = cpR(y) 

On voit donc que l'on définit un isomorphisme | de G XH G sur G x N en 

posant, pour tout k-anneau R et tout (x,y) € (G XHG)(R) . q;R(x,y) = (x,y-%) . 
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L'isomorphisme { induit un isomorphisme rn de @(GxN)y—@(G)\XE{@(N)=B®kB/q 

sur (G XHG) = (@) ®@(H)G(G) =B®CB : on voit que mn est l'application qui 

f® ge B ®) B/q associe la fonction h définie sur G XHG par 
k 

a 

hR(x,y) = fR(x) gR(y—x) , pour tout k-anneau R et tout (x,y) ¢ (G X G)(R) 

On voit que n est aussi une application B-linéaire, pour la structure 

de B-module définie par la multiplication & gauche sur B ®k B/a et sur 

B ®C B .La premiére assertion de la proposition résulte alors de ce que 

B ® B/a est un B-module libre. 

On voit que C' est formé des fcB tels que f_(x) (y) , pour tout rX) = 1p 
k-anneau fini R et tout (x,y) € (G xHG)(R) : ‘comme tout élément 

(x,v) € (G XHG)(R) s'écrit sous la forme (u,u+v) , avec (u,v) ¢ (GxN)RR) , 

et réciproquement, on voit que C' est aussi l'ensemble des fe B tels que, 

pour tout k-anneau fini R et pour tout (u,v) e (GxN)R) , fR(u) = fR(u+v) 

D'aprés la proposition 6.1, c'est donc 1l'algébre affine du conoyau de N - G, 

autrement dit de la coimage de o 

6.5. PROPOSITION 6.3.- Soit B une k-bigébre formelle et scit C une sous- 

k-bigébre formelle. Alors B est un C-module topologiquement plat et C est 

facteur direct de B en tant que C-module. 

Commengons par établir un lemme 

IEMME 6.4.- Scit C un k-anneau pseudo-compact et soient B un C-anneau 

profini et M un C-module profini. Si B éCI\/I est un B-module topologique- 

ment libre, M est un C-module topologiguement plat. 

"le produit de ses composantes locales et soient B = —\—[Bm et M = T_‘Mm 

les décompositions correspondantes des C-modules B st M . Il est clair que 

BéCM s'identifie au produit des B éqnl\/[ et que chacun d'entre eux est un 
m m 

Bm—module topologiquement libre. On est donc ramené a montrer que, pour tout 

m , M est un C -module topoleogiquement libre, autrement dit on peut sup- 
m m 

poser que C est un anneau local. 

~ ~ 

Soit alors m 1'idéal maximal de C et soient C = Csm et B = B/mB . 

Au diagramme commutatif d'anneaux pseudo-compacts 
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—
—
 

O
r
=
—
0
 

L 

correspond un diagramme commutatif 

M — B M 

—_— 
C®CM —_— B®CM 

Soit (Gi)ieI une base topologique du O—espace vectoriel profini OéCM 
v 

et soit (ui)iel les images des Gi par une section C-linéaire continue. Com- 

me m est topologiquement nilpotent, on voit que M est 1'adhérence du sous- 

module engendré par les u; Comme fié M s'identifie & fiéé(Oé M) , on 
C C 

voit que les 1®C Gi forment une base topologique du B-module topologigque- 

ment libre BNéCM . Comme B@CM est un B-module topologiquement libre, 

on en déduit que les 1®C Uy forment une base topologique de Béc M sur B . 

Par conséquent, les uy sont "topeclogiguement linéairement indépendants'" sur 

C et M est un C-module topologigquement libre admettant (ui)iEI comme base 

topologigque. 

Démontrons maintenant la proposition 6.3 : il suffit d'appliquer le lemme 

précédent & M = B car on sait (prop.6.2) que BéCB est un B-module topo- 

logiquement libre. Le fait que C est facteur direct de B provient de ce que 

chaque Cm est facteur direct de Bm = Mm , comme on le voit en remarquant 

gue dans la démonstration du lemme on peut choisir la base topologique 

(u.) ... pour qu'elle contienne 1 
iiel 

6.6. PROPOSITION 6.5.- La catégorie des k-groupes formels et celle des k- 

groupes affines sont abéliennes. 

Remarquons que, grace a la dualité entre ces deux catégories, il suffit 

de la démontrer pour l'une d'entre elles. Nous admettrons ce résultat classique 

(cf.[13], exposé VIIB,§2) dont nous ne connaissons pas de démonstration suf- 

fisamment élémentaire pour rentrer dans le cadre de ce chapitre. 

Remargues : 

1.- Comme on sait que la catégorie des k-groupes affines (resp. formels) 

admet des novaux et conoyvaux, il suffit, pour montrer que cette catégorie est 
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abélienne de vérifier que pour tout morphisme ¢ , le morphisme canonique de 

la coimage de ¢ dans l'image de ¢ est un isomorphisme. On voit trés fa- 

cilement que cela revient a démontrer les deux résultats suivants : soit 

¢ : G- H un morphisme de k-groupes affines (resp. formels) correspondant a 

un morphisme ¢* : C-~B de k-bigébres (resp. formelles) 

(Pl) si " est injective, la coimage de ¢ est H ; 

(P,) si o est surjective, l'image de ¢ est G 
2 

Il résulte en outre de la dualité entre groupes affines et groupes formels 

que la propriété (Pl) (resp. (Pz)) pour les groupes affines est équivalente 

3 la propriété (P2) (resp. (Pl)) pour les groupes formels. 

2.- Montrons la propriété (Pl) pour les groupes formels : si on identi- 

fie C & une sous-k-bigébre formelle de B , on sait (prop. 6.2) que l'algé- 

bre affine de la coimage de ¢ est l'ensemble C' des f¢€B tels que 

f éC 1 =1 écf dans B éc B . Comme C est facteur direct de B en tant 

gue C-module (prop. 6.3), on voit que C' = C , donc que H s'identifie 

bien a la coimage de o 

3.- En particulier, on a une démonstration compléte du fait que la caté- 

gorie des k-groupes finis est abélienne : la propriété (Pl) est vérifiée, car 

il suffit de considérer G et H comme des groupes formels ; la propriété 

(P,,) est vérifiée car (P,) est vérifiée pour D(H) - ID(G) 
2 1 

4.- Nous avons préféré pouvoir utiliser librement dans la suite la pro- 

position 6.5, afin de ne pas alourdir les démonstrations. Le lecteur conscien- 

cieux pourra remarquer que, moyennant quelques précautions supplémentaires, 

nous aurions pu ne pas utiliser ce résultat (la prop. 6.3, en revanche, sera 

utilisée de fagon essentielle). Pour les corps parfaits de caractéristique non 

nulle, la proposition 6.5 serait alors apparue comme un corollaire de la classi- 

fication des groupes formels par leurs modules de Dieudonné (chap.III). 

§7.- Groupes étales et connexes. 

Dans ce paragraphe, k est un corps parfait, on note k une cléture 

algébrique de k et @ le groupe de Galois de k/k 
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7.1. On appelle @-module discret tout groupe abélien T sur lequel @& opére 

linéairement et continGment (le groupe T étant muni de la topologie discréate). 

Les @-modules discrets forment, de maniére évidente, une catégorie abélienne. 

Un k-groupe formel est dit étale si son algébre affine est un k-anneau 

pro—-étale, i.e. un produit d'extensions finies de k 

Si G est un k-groupe formel quelcongue, on note G(k) la limite in- 

ductive des Gi(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k conte- 

nues dans k . Il est clair que l'on a ainsi défini un foncteur covariant addi- 

tif de la catégorie des k-groupes formels dans celle des ®-modules discrets. 

Si I est un @-module discret, le k-anneau B des fonctions sur T , 

a valeurs dans k , qui commutent a l'action de Galois, muni de la topologie 

de la convergence simple, est un k-anneau profini pro-étale et a une structure 

naturelle de k-bigébre formelle (le coproduit est défini par (af)(y,vy') = fly+y')). 

C'est l'algébre affine d'un k-groupe formel étale G(I') . Il est clair que l'on 

a ainsi défini un foncteur covariant additif de la catégorie des @-modules dis- 

crets dans celle des k-groupes formels étales. 

On vérifie immédiatement que le fonctewr G — Gl(k) , restreint & la ca- 

tégorie des k-groupes formels étales, induit une équivalence entre cette caté- 

gorie et celle des @-modules discrets et que le foncteur T — G({) est un 

gquasi-inverse. 

7.2. Un k-groupe formel G est dit connexe si son algébre affine est un 

anneau local. On voit qu'il revient au méme de dire que G(k') = 0 , pour 

toute extension finie k' de k , ou encore que G(k) = 0 

Soit G un k-groupe formel et soit B son algébre affine. Pour tout k- 

et 
anneau fini R , notons son radical. Soit G (R) = G(R/rR) et soit v 

G°R) le noyau de G(R) -»RGet(R) 

On voit qu'un élément u : B-R de G(R) est dans GC(R) si et seu- 

lement si u(B+) < rp (o BT est 1'idéal d'augmentation). On en déduit que 

G est un k-groupe formel dont 1'algébre affine B° s'identifie & la compo- 

sante locale de B correspondant & 1'idéal maximal BY ; c'est donc un k{— 

groupe formel connexe et nous l'appelons la composante connexe ou la comp )— 

sante neutre de G (l'expression correcte serait "la composante connexe de 
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1'élément neutre"). 

Comme k est parfait, on voit que tout k-anneau fini R peut s'écrire 

, ol ReJE est la plus grande sous-algébre étale 
R 

t 
de R (et est canoniquement isomorphe a R/rR) . On voit donc que c® (R) 

t 
sous la forme R = Re Dr 

s'identifie a G(Ret) et que c'est aussi le groupe des homomorphismes conti- 

nus du k-anneau profini pro-étale Bet = B/rB (on Iy désigne le radical de 

B) dans R . On en déduit que Get est un k-groupe formel étale. Comme 

Get(E) = G(k) , on voit que, si l'on pose T = G(k) , on a, avec les notations 

du n°7.1, G =cm 

On voit enfin que la suite 0 - GC(R) - G(R) - Get(R) est scindée et 

que G s'identifie canoniquement au produit direct de G¢ par Get (et 

aussi que B s'identifie canoniguement a BetékBc), Nous appelons Get la 

composante étale de G 

Finalement, l'étude des groupes formels sur un corps Kk parfait se dé- 

compose en deux parties : celle des groupes formels étales (ou, ce qui revient 

au méme, des @-modules discrets) et celle des groupes formels connexes. 

7.3. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k 

(toujours supposé parfait). 

On dit gu'un A-groupe formel topologiquement plat G est connexe (resp. 

étale) si son algébre affine est un anneau local (resp. un produit de A-algébres 

étales). 

On voit immédiatement que le foncteur G =~ Gk induit une équivalence 

entre la catégorie des A-groupes formels topologiquement plats étales et celle 

_des k-groupes formels étales (en fait, Gk; étant donné, il existe un A-groupe 

formel G topologiguement plat, unique & isomorphisme unique prés, qui rele- 

ve Gk , et G est étale). 

Soit G un A-groupe formel topologigquement plat et soit B son algébre 

affine. Pour tout A-anneau fini R , notons r son radical. Posons R 
'Ry = GR/rp) et soit G°R) le noyau de GR) - G°'@®) 

On voit que Gc est encore un A-groupe formel topologiquement plat 

dont l'algébre affine B® s'identifie a la composante locale de B correspon- 

dant a l'unique idéal maximal de B contenant 1'idéal d'augmentation. En par- 
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, , c 
ticulier G est connexe et nous l'appelons la composante connexe ou neutre 

de G 

~ 

Scit m 1'idéal maximal de A . Pour tout A-anneau fini R , soit R 

le k-anneau fini R/mR . Il est clair que R/rR s'identifie & fi/rfi ; on a 

donc Get(R) = G(R/rR) = Gk(fi/rfi) = (Gk)et(fi) . On en déduit que Gt s'i- 

dentifie au A-groupe formel topologiquement plat relevant (Gk)et . Nous l'ap- 

pelons le quotient étale de G . 

On déduit immédiatement de l'exactitude la suite 

C et 
0—>Gk—-—>Gk Gk—>0 

celle de la suite 

0 - ¢ — ¢ — ¢~ ¢ 
et 

(ceci signifiant que G® s'identifie au noyvau de G - G et que l'algébre 

affine de G est un module fidélement topologiquement plat sur 1'algébre af- 

fine de Get) . 

7.4. Si ¢ est un automorphisme du corps k et si G est un k-groupe af- 

fine (resp. formel) d'algébre affine B , nous notons G° le k-groupe affine , 

(resp. formel) déduit de G par l'extension des scalaires 1 : k—-k et B(T) 

son algébre affine. On voit que 1l'on peut (et c'est ce que nous ferons toujours 

dans la suite) identifier 1'anneau (resp. topologique) sous-jacent a B(T) a B 

et que le coproduit est le méme ; seule la multiplication par les scalaires 

) “1)p 
change : le produit de ) ¢k par be€ B(T (identifié¢ 3 B) est 1 

(produit calculé dans B) 

Supposons maintenant que k est de caractéristique p# 0 et soit g 

le Frobenius absolu sur k (on a donc o() = )7 , pour tout \ € k). 

Pour tout k-groupe affine (resp. formel) G d'algébre affine B , nous 

notons  Fp I'application de B dans B définie par FB(b) =bP . 11 est 

clair que FB peut étre considéré comme un morphisme de la k-bigébre (resp. 

formelle) B(O) dans B et définit donc un morphisme PG : G-a°Y , appelé 

le Frobenius. 
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(c™) 
considéré comme un morphisme de la k-bigébre (resp. formelle) B dans B 

n 
et définit donc un morphisme de G dans G9 ; par abus d'écriture, nous le 

notons Fg i si, pour tout ig¢ IN , on pose Gi = GGl et Fi = FG , on 
i 

it Fl' = F oF ...oF vVOlt Jue C n-1 n_zo 0 

Pour tout k-anneau fini R , on wvoit gue le radical de R est formé des 

n 
x tels que xP =0 , pour n suffisamment grand. Les assertions suivantes 

sont évidentes 

n 
c ; en particulier G est @ si G est un k-groupe formel, GC = lim Ker F 

n 
connexe si et seulement si G = li_r>n Ker FG : 

B si G est un k-groupe formel, G est étale si et seulement si FG est 

un monomorphisme ; s'il en est ainsi, c'est un isomorphisme. 

7.5. Supposons toujours k de caractéristique p# 0 . Comme le foncteur 

"dual de Cartier" commute au changement de base, on voit que, si G est 

un k-groupe affine (resp. formel), le k-groupe formel (resp. affine) ]]AD(G)G 

(resp. D(G)°) s'identifie a D(GO) (resp. ]D(GO)) . Le morphisme 

) RN ) . o Lo o F]D(G) : D(G) D(G) (resp. PID(G) : D(G) D(G)” ) induit, par dualité, 

un morphisme V_. G° - G , appelé Verschiebung ou décalage. Si B est 
G 

1'algébre affine de G , nous notons VB l'application de B dans B(G) 

(identifiée & B ) correspondante. On définit de la méme maniére, et avec les 

n 
mémes abus de notations que pour le Frobenius, les applications V_ : B-B 

n on B 
t V., :G - e G G 

Donnons maintenant une description "explicite” de VB . Soit G un k- 

groupe formel et soit B son algébre affine. Pour tout entier m=1 , notons 

\Am : B - émB le m-iéme itéré du coproduit (on a donc by = idB ' Az = A, 

le coproduit, Am = (A ldAm__z _1 ) oA si mz=2). 
"B m 

Notons TSpB le sous-k-espace vectoriel fermé des tenseurs syméiriques 

de épB . Soit s l'application k-linéaire continue de &P dans TSpB qui, 

a b1<§;>b2 
~ ~ , A~ ~ ~ . p 

...®b associe 2 b b ..®Db et soit TS B ® P . (1)®%g(2)® " ® Pg(p) 6o 
gE@p 

l'image de s . On voit facilement que tout élément de TSpB s'écrit d'une 

manidre et d'une seule sous la forme w = (b(w))® +w_, avec b(w) e B et 
0 

p 
WOE TSOB 
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Pour tout cé€B , Ap(c)e TSPB . Nous allons montrer que VB(c) = b(Ap(c)) . , 

Soit B' 1'algébre affine de D(G) . Notons <( , 3 1l'application k- 

bilinéaire canonique de B xB' dans- ket ( , ) I'application k-bilinéaire 
o (o) (o) 

canonique de B’ x (B') dans k . On voit tout de suite que si l'on iden- 

tifie l'anneau B(O) & B et l'anneau (B‘)(G) a4 B', ona (b,x) ={b,xN, o 1 

pour b¢B , x¢B' 

Si ceB , et si l'on pose b = b(Ap(c)) , on a, pour tout x ¢ (B')(O) , 

p oF &P p 
(Vgosx) = (e Fgxh = (ex™) = (o cx®) = (bl eN® &y + (o) ) 

o P 

= 6% ) = (b)) = (b,x)_, dod Vgo = b 

On a, bien str, la méme description de VB dans le cas o0 G est un 

k-groupe affine. 

Il résulte immédiatement de ce qui précéde gque, pour toute k-bigébre 

(resp. toute k-bigébre formelle) B , on a VBoFB = FBo VB = p-idB , Ou en- 

core que, pour tout k-groupe formel (resp. affine) G , on a VGo FC‘ = p-idG 
a 

et FGOVG = p-1dGO 

7.6. Supposons toujours k de caractéristique p# 0 . Nous disons qu'un 

k-groupe formel G est unipotent si G = lim Ker Vn n 

GO 

Pour tout k-groupe formel G , nous appelons composante unipotente de 

G le k-groupe formel 1i_r>n Ker V' . Il est clair que c'est un k-groupe for- 
e 

mel unipotent, invariant par tout automorphisme de G 

7.7. Un k-groupe affine G est dit unipotent (resp. de type multiplicatif) si 

son dual de Cartier est un k-groupe formel connexe (resp. étale). Tout k-groupe 

affine s'écrit donc, d'une maniére et d'une seule, comme le produit direct d'un 

groupe unipotent et d'un groupe de type multiplicatif. 

Dans le cas ou la caractéristique de k est non nulle et o0 G est un 

k-groupe fini, on voit que G est unipotent, en tant que k-groupe affine, si 

et seulement s'il est unipotent en tant que k-groupe formel (avec la définition 

du n°7.6). 

On voit enfin que la catégorie des k-groupes finis se décompose en qua- 
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tre sous-catégories 

B la catégorie des k-groupes finis étales de type multiplicatif, 

B celle des k-groupes finis étales unipotents, 

B celle des k-groupes finis connexes de type multiplicatif, 

@ celle des k-groupes finis connexes unipotents. 

On laisse au lecteur le soin de décrire, lorsque la caractéristique de k 

est non nulle, chacune de ces sous-catégories en terme de l'action du 

Frobenius et du décalage. 

Si G est un k-groupe fini, nous appelons ordre de G (on dit aussi 

rang de G) la dimension de son algébre affine comme espace vectoriel sur le 

corps k 

Si G est un k-groupe fini étale, on voit que l'ordre de G est égal a 

celui du groupe fini Gik) 

Montrons que, si 

0 > G — G — G" — 0 

est une suite exacte de k-groupes finis, l'ordre de G est le produit de l'or- 

dre de G' par celui de G" 

m en utilisant la déco_mpoé.ition d'un k-groupe fini en le produit direct d'un 

k-groupe fini connexe par un k-groupe fini étale, on voit que l'on peut sup- 

poser soit que les trois groupes considérés sont connexes, soit qu'ils sont 

étales ; 

B le résultat est évident si les k-groupes finis considérés sont étales puis- 

gue l'ordre de chacun d'entre eux n'est autre gue l'ordre du groupe de ses 

points a valeurs dans k ; 

B supposons donc les trois groupes connexes et soit B 1l'algébre affine de 

G , soit B+ son idéal d'augmentation. L'algébre affine C de G" s'i- 

dentifie & une sous-k-bigébre (formelle) de B ; c'est un anneau local dont 

1'idéal maximal n'est autre que 1'idéal d'augmentation G+ = CflB+ . On 

voit que ['algébre affine B de G' s'identifie au quotient B/BC+ , ou 

encore a (C/C+) B . Comme C est local, il résulte de la proposition & 
C 

6.3 que B est un C-module libre ; il est clair que l'on obtient une base 
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~ 

de B sur C en relevant une base de B sur %k . La dimension de B 

sur k est donc égale au produit de celle de B par celle de C , ce 

qgui achéve la démonstration. 

En particulier, on voit que, pour gu'une suite 

6 - G - G — G" — 0 

de k-groupes finis soit exacte, il faut et il suffit que les deux conditions 

suivantes soient réalisées 

i) pour tout k-anneau fini R , la suite 

0 — G'R) — GR) — G"(R) 

est exacte ; 

ii) l'ordre de G est égal au produit de l'ordre de G' par celui de G" 

§8.- Espaces tangent et cotangent. 

Dans ce paragraphe, k est un anneau commutatif. 

+ 

8.1. Soit ‘G un k-groupe affine, soit B son algébre affine ; notons B 

+ +, 2 
1'idéal d'augmentation et B2 = (B )" . Pour tout k-anneau R , nous appelons 

espace cotangent de G & valeurs dans R , et notons tE(R) le R-module 

+  + 
(B /BZ) = R ; nous appelons espace tangent de G & valeurs dans R , et 

+ .+ 
notons tG(R) le R-module des applications k-linéaires de B /B2 dans R 

8.2. Soit toujours G un k-groupe affine d'algébre affine B et soit QK(B) 

le B-module des k-différentielles de 1'anneau B . Il résulte du lemme de 

Yoneda que se donner un g € Qk(B) revient & se donner, pour tout k-anneau 

R et tout ue€ G(R) , un élément wR(u) de Qk(R) de maniére que, si 

@ ¢t R > 8 est un morphisme de k-anneaux, on ait wS(G(cp)(u)) = Qk(cp)(u)R(u)) 

(si =2 aidbi € Qk(B) et si u:B > R est un élément de G(R) , on a 

wp(w) =T ula,)dulb,)) 

On dit gu'une différentielle w € Qk(B) est invariante si, pour tout k- 

anneau R et pour u,v € G(R) , on a (utv) = mR(u) +UUR(V) . On note 
YR 
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W le sous-k-module de QK(B) formé des différentielles invariantes. 
G/k 

Notons A : B - B ®, B le coproduit et i1 (resp. iz) : B - B R B 

l'application b — b®1 (resp. b — 1g@b) . Toujours par Yoneda, on voit que 

_ YVt o (i 
k(A)(w) (Qk(ll) q((lz))(w) . Comme 

Qk(B) est un B-module, l'extension des scalaires définit un homomorphisme de 

B ®‘K wG/k dans Qk(B) 

e /k est formé des w € Qk(B) tels que QO 

ROPO .- - PROPOSITION 8 Le k-module wg 4 

et l'homomorphisme canonigue de B ®l< wG/k dans Qk(B) est un isomorphisme. 

est canoniguement isomorphe & té(k) 

Démonstration : soit I le noyau de l'application de B ®kB dans B 

définie par le produit. On sait que Qk(B) s'identifie a I/I2 

Considérons le morphisme n : GxG - GxG qui, pour tout k-anneau R, 

associe a (x,y) € G(R) xG(R) 1l'élément (x,x-y) . Il est clair que n est un 

automorphisme de G xG induisant 1'identité sur la premiére composante. Par 

conséquent n induit un automorphisme n¥ de B®kB qui est B-linéaire 

(pour la structure de B-module sur B ®k B définie par la multiplication a gau- 

che). 

On voit que le diagramme 

c—% . g 

b 
GxG L= GxG 

ol 6R(x) = (x,x) et \)R(x) = (x,0) , est commutatif. Il induit, sur les bi- 

gébres, un autre diagramme commutatif 

B<—-—m—— B 

prod [ ' ldB ®ep 

3* 
B®kB<JJ_ Bg, B 

ol les fleéches horizontales sont des isomorphismes et les fléches verticales 

sont surjectives ; les noyaux de ces derniéres, i.e. 1 et B ®k B+ (car B+ 

est facteur direct de B en tant que k-module) s'identifient donc canonique- 

ment. On en déduit que I/I2 s'identifie a B ®) (B+/B;) , donc a B®kté(k) 

Enfin, on vérifie facilement que, dans cette identification, wG/k s'i~ 
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(pour la structure de B-module sur B ®k B définie par la multiplication a gau- 

che). 

On voit que le diagramme 

c—% . g 

b 
GxG L= GxG 

ol 6R(x) = (x,x) et \)R(x) = (x,0) , est commutatif. Il induit, sur les bi- 

gébres, un autre diagramme commutatif 

B<—-—m—— B 

prod [ ' ldB ®ep 

3* 
B®kB<JJ_ Bg, B 
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fio o gt dentifie & tG(k) 

8.3. Soit toujours G un k-groupe affine d'algébre affine B . Pour tout B- 

anneau R , notons Der (B,R) le R-module des k-dérivations de B dans R 
k 

(remarquons que tout k-anneau R peut étre considéré comme un B-anneau au 
. . B €B can 

moven de l'application composée B > k R). 

Il résulte de la propriété universelle du module des différentielles que 

Derk(B,R) s'identifie canoniquement au R-module des applications B-linéaires 

de Qk(B) dans R . Comme Qk(B) est canoniquement isomorphe & 

B @ (B+/B;) , Derk(B,R) s'identifie au R-module des applications k-linéaires 

de B+/B; dans R , i.e. & t_.(R) 
G 

Soit Derk(B) = Derk(B,B) le module des k-dérivations de B dans B 

Si D¢ Derk(B) , nous notons D; 1'élément de Derk(B®kB) défini par 

Dl(x®ky) = D(x) ® Y - Nous disons qu'un élément de Derk(B) est une k- 

dérivation invariante si, pour tout x € B , A(Dx) = Dl(Ax) , o0l A est le 

coproduit. On vérifie immédiatement que, lorsque l'on identifie Derk(B) a 

tG(B) , le k-module des dérivations invariantes s'identifie 3 tG(k) 

8.4. Pour tout k-anneau R , notons R(t) = R®I< k(t) 1l'algébre des nombres 

duaux & valeurs dans R , i.e. l'algébre R[T]/T2 (on a noté t 1'image de 

T). Pour tout k-groupe affine G , on note LieG(R) le noyau de 1'homomor- 

phisme canonique de G(R(t)) dans G(R) (provenant de l'application R-linéaire 

de R(t) dans R qui envoie t sur 0). Dire qu'un élément ueG(R(t)) est 

Adans Lie G(R) revient & dire que u(B+) c tR(t) . Comme t2 =0 , le novyau 

de u contient alors B; et u induit une application k-linéaire 

\: : B+/B; - R ; on vérifie immédiatement que l'application u+~ U définit un 

isomorphisme du groupe LieG(R) sur tG(R) 

8.5. Tout ce qui précéde se transpose, de maniére évidente, au cas des grou- 

pes formels. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif pseudo- 

compact. Soit G un k-groupe formel, d'algébre affine B , soit Bt  1'idéal 

+)2 + 

d'augmentation et soit B2 1'adhérence de (B 

anneau fini ou profini R , l'espace cotangent de G & valeurs dans R est 

dans B . Pour tout k- 

+ 
le R-module topologique t"é(R) = (B /Bz) ®kR et l'espace tangent est le R- 
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module t_(R) des applications k-linéaires continues de B+/B; dans R . le 
G 

B-module QK(B) des k-~différentielles continues de l'anneau B s'identifie & 

B ék té(k) , le k-module des différentielles invariantes W s'identifiant & 

t*é(k) : le B-module des k-dérivations continues de B 3 wvaleurs dans B 

s'identifie encore & tG(B) et celui des k-dérivations invariantes a tG(k) 

Enfin, pour tout k-anneau fini ou profini R , tG(R) s'identifie & LieG(R) 

Remargue : supposons k local et soit G un k-groupe Iormel topologique- 

ment plat. Si G est étale, on a évidemment B-; = B+ et tG(R) = t"é(R) =0, 

pour tout k-anneau fini ou profini R ; dans le cas général, on voit que tG(R) 

(resp. t"é(R)) s'identifie canoniquement a tGC(R) (resp. téc(R)) 

8.6. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif artinien. Scit G 

un k-groupe formel topologiquement plat et soit éa le complété formel du 

groupe additif (on a donc éa (R) = R , muni de l'addition, pour tout k-anneau 

fini R). Comme k s'identifie, de maniére évidente, & un sous-anneau de 

'anneau des endomorphismes de éa . le groupe Hom(G,éa) des morphismes 

(de k-groupes formels) de G dans éa a une structure naturelle de k-module 

topologique (la topologie étant celle de la convergence simple). On voit que 

Hom(G,éa) s'identifie, grace a Yoneda, au sous-k-module fermé de l'algébre 

affine B de G formé des u tels que Au = u®l + 1&u (en notant A 

le coproduit). 

Soit ID(G) le dual de Cartier de G et soit B' son algébre affine. 

Notons ( , Y l'application k-bilinéaire canonique de BxB' dans k 

Comme (u,xy) = {Au,x®y) , on voit qu'un élément u de B est dans 

Hom(G,C—}a) si et seulement si (u,xy) = (ué;l + léu,x®y) , pour X,y &B', 

l.e. si et seulement si (u,xy) = (u,x)ely) + e(x)(u,y) , pour x,y € B' (ol 

e : B' 5k est l'a2ugmentation).Si l'on munit k de sa structure de B'-anneau 

provenant de l'augmentation, on voit que ceci revient & dire que l'application 

k-linéaire u de B' dans k est une dérivation. Par conséquent, Hom(G,éa) 

s'identifie au k-module topologique des k-dérivations de B' dans k , donc - 

~ 
a (k) (la topologie étant encore celle de la convergence simple). ‘D) 

De la méme maniére, si G est un k-groupe affine plat, on voit que le 

k-module Horh(G,Ga) s'identifie canoniquement a t- (k) 
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8.7. Supposons maintenant que k est un corps parfait de caractéristique 

p#0 

Nous notons k[V] (resp. k[F]) Il'anneau (non commutatif si k # IFp) 

engendré par k et un élément V (resp. F) soumis aux relations 

AV = Vo) = Va® (resp. Fx = o(\)E = APE) pour tout rek . On appelle k[V]- 

module topologique (resp. k[F] -module topologique) tout k[V] -module (resp. 

k[F] =module) qui est un k-espace vectoriel topologique sur lequel V (reSp.E) 

opére continQment. 

Soit G un k-groupe formel et soit B son algébre affine. Il est clair 

+ + 
que VB est un endomorphisme continu de l'anneau B , que VB(B) c B et 

+ + 
VB(BZ) c B 2 Par passage au quotient, V opére donc continGment sur 

B 
y +  + 

t’é(k) =B /B2 . En posant Vu = VB(u) , pour tout u¢ té(k) , on voit que 

l'on munit le k-espace vectoriel topologiquement libre t"é(k) d'une structure 

de k[V]-module topologique. 

Il est clair que G + té(k) peut ainsi étre considéré comme un fonc- 

teur contravariant de la catégorie des k-groupes formels dans celle des k[V] - 

modules topologiques qui sont des k-espaces vectoriels topologiquement libres. 

De la méme maniére, dans le cas des k-groupes affines, on wvoit que la 

correspondance G +— té(k) peut @tre considérée comme un foncteur contrava- 

riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[V] -modules. 

Soit, de nouveau, G un k-groupe formel et B son algébre affine. Si 

'on identifie Hom(G,éa) & un sous-k-espace vectoriel fermé de B , on voit 

que, si uEHom(G,éa) , F p aussi. En posant Fu = F_(u) , pour 
B B 

tout uc¢ Hom(G,Ga) , on voit que l'on munit le k-espace vectoriel topologique 

(u) = u 

ment libre Hom(G,éa) d'une structure de k[F] -module topologique. 

Si maintenant M est un k[V] -module, on munit le k-espace vectoriel 

topologique dual M' = Hom(M,k) d'une structure de k[F]-module topologique 

en posant (En)(x) = o(n(Vx)) , pour tout n e M' et tout x€M 

En particulier, si G est un k-groupe formel, on a deux structures natu- 

relles de k[F]-module topologique sur t (k) : celle provenant de l'isomor- 
D(G) 

phisme canoriique entre Hom(G,@a) et tID(G)(k) et celle obtenue par dualité, 

3 partir de la structure de k[V] -module sur t*fl"D(G)(k) ; on vérifie immédiate- 
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ment que ces deux structures coincident. 

11 est clair que la correspondance G Hom(G,éa) ~ tID(G)(k) peut 

gétre considérée comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes 

formels dans celle des k[F] -modules topologiques. 

Ceci se transpose aux groupes affines et la correspondance 

G »—»Hom(G,Ga) = t (k) peut eétre considérée comme un foncteur contrava- D(G) 
riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[E] -modules. 

§9.- Structure des groupes formels connexes Sur un corps. 

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait. 

9.1. Commengons par introduire la définition suivante 

si k est de caractéristique 0 , on dit qu'un k-anneau profini local est 

~ 
élémentaire si c'est un anneau de séries formelles & coefficients dans k ; 

@ si k est de caractéristique p# 0 , on dit qu'un k~anneau profini local 

est élémentaire s'il existe un ensemble J et des éléments y(j) € IN¥y{+e} 

tels que cet anneau soit isomorphe au quotient de 1l'anneau des séries for- 

melles k[[(X.), 
L 1€ 

pour y(j) # +e 

I]] par l'adhérence de 1'idéal engendré par les X?V(J) . 

le but de ce paragraphe est d'établir le résultat suivant : 

THEOREME 1.- Soit G un k-groupe formel connexe. Son_algébre affine est un 

k-anneau profini local é&lémentaire. 

+ 

Démonstration : soit B l'algébre affine de G , soit B 1'idéal d'aug- 

2 + + 
mentation et soit B2 l'adhérence, dans B , de (B) 

Soit s une sectiQn k-linéaire continue de té(k) = B+/B; dans B+ 

L'image de s est un éous—espace vectoriel fermé de B , canoniguement 

isomorphe a té(k) . Soit (yj)jeI une base topologigue de cet espace vecto- 

riel topologiquement libre. Il est clair gu'il existe un homomorphisme continu 

6 du k-anneau profini A = k[[(Yj)jeI]] dans B et un seul tel que 

8(Y,) =y, . On voit que 8 est surjectif et, comme les images des Yj dans 

té(k) forment une base topologique de té(k) , que le noyvau o de 9 est 
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un idéal fermé de: A contenu dans l'adhérence du carré de 1'idéal maximal 

de A ., 

Soit @ (A) le A-module topologique des k-différentielles continues de 

'anneau A %Il est clair que Qk(A) est un A-module topologiquement libre 

admettant les de comme base topologique. De méme, si Qk(B) désigne le 

B-module topologique des k-différentielles continues de l'anneau B , on voit 

(cf. n°8.5) que Qk<B) est un B-module topologiguement libre admettant les 

dyj comme base topologique. On en déduit que si a€qaq , on a -aa—f-'— €a , 

pour tout j . ) 

Notons enfin, pour tout entier nz=1 , In l'adhérence de la puissance 

n-iéme de l'idéal maximal de A . On a vu que g cC I2 

9.2. Supposons que k est de caractéristique 0 et montrons que 6§ est 

injectif. Si ce n'était pas le cas, il existerait un entier n=2 tel que g CIn 

et o & In+1 . Si a était un élément de al n'appartenant pas a In+1 , on 

voit que l'on pourrait trouver j tel que —BY— Q’In . On aurait donc 

oa . 
—— ¢ o , d'ol une contradiction. 
an 

Dans toute la suite, nous supposons donc gque k est de caractéristique 

p# 0 

9.3. Supposons que FG =0 , autrement dit gue, pour tout x ¢ B+ , on a 

p 
x =0 . Alors ¢ contient l'adhérence de 1'idéal de A engendré par les a 

0 

Y? . Montrons que gq = ag - Sinon, il existerait un entier n tel que 

+ + Si + it écri a C In ag et o & In+1 o I aca et 4 In+1 8 + On pourrait écrire 
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sous-k-espace vectoriel fermé de I/Iz , lui-méme canoniquement isomorphe 3 
+  + 

= {3t B /B2 tG(k) 

a =VOCV1CV2(:... cVrc N e | 

= v v 7 7 ~ + 0 Ocvlcvzc. C\{,c...CI/IZ tG(k) 

Pour tout a¢l , notons a son image dans I/I2 . Appelons bon sys- 

téme de coordonnées pour A relativement & G et 8 tout systéme de coor- 

données X = (Xj)jE] de A tel que, pour tout entier  r = 0 , les images Xj 

des Xj gui sont dans \{, forment une base topologique de V. . On voit r 

facilement gu'un tel systéme existe toujours, 

Soit X = (X],)jEI un bon systéme de coordonnées pour A relativement 

a G et 6 . Pour tout j€ 7] , posons 

toosi X, g U Vo, 
X, r=0 

vi) = V=) = = 

r si X, € V-V 
j r r-1 

pv(j) 
Notons p = b(6,X) 1'adhérence de 1'idéal de A engendré par les Xj , 

pour les j tels que y(j) # t= . Il est clair que p < a . Pour achever la 

démonstration du théoréme, on voit qu'il suffit d'établir le lemme 

LEMME 9.1.- Soit X = (XJ')J'EI un _bon systéme de coordonnées pour A rela- 

tivement 8 G et 6 . Le novau o de 8 est l'idéal b(6,X) 

Démonstration : pour tout je 7T , soit Xj 1'image de Xj dans B et, 

pour tout entier r=z=1 , soit ¥ (resp. TrA) 1'adhérence de 1'idéal de B 
r r 

- (resp. A) engendré par les x? (resp. les X?). On voit que a = (Q+Tf‘) 
r=1 

et il suffit donc de montrer que, pour tout entier r=1 , on a b+TliA = a+Tr 

On voit que Br = B/Tr s'identifie a 1'algébre affine du groupe Gr =Ker Fé 

et que, si l'on note er 1'application composée 

A—2 . 2B/, 

~ 
X = (XJ')J'EI est un bon systéme de coordonnées pour A relativement a Gr 

et er . On voit aussi que le novau de Gr est a+‘f‘;lx et que b(er,§)=b+7f. 
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11 suffit donc de démontrer le lemme dans le cas ofi il existe un entier r>1 

tel que PE; = 0 , i.e. dans le cas ol y(j) =r , pour tout j&7T . Nous 

allons procéder par récurrence sur r : 

B si r=1, cela résulie du n°9.3 ; 

@ dans le cas général, soit C = {bp\bEB} . Il est clair que C est une 

sous-k-bigébre formelle de B ; elle correspond & un quotient H de G 

qui est un k-groupe formel connexe vérifiant Fr—l = 
H 

que la co-image de FG . L'idéal d'augmentation C+ de C n'est autre 

+ ~ + - 
que son idéal maximal ; c'est aussi CNB . On voit que B = (C/C )®CB 

0 et gqui n'est autre 

s'identifie & 1'algébre affine du novau de FG . Il résulte du n® 9.3 que le 

novau de la projection de A sur B est l'idéal A , adhérence de 1'idéal 5] 
engendré par les X? . On en déduit que les images, dans B , des élé- 

n.: 

ments de la forme ‘ \ X,J , avec les nj des entiers presque tous nuls 

j€] 
vérifiant Osnj<p , forment une base topologique de B sur k = C/C+ . 

D'aprés la proposition 6.3, B est un C-module topologiquement plat, 

donc topologiquement libre puisque C est local. Ce qui précéde montre donc 

n. 

que les éléments de B de la forme fl x.) , avec les n, des entiers pres- 

j&€J 
que tous nuls vérifiant 0 < nj < p , forment une base topologique de B sur C. 

Soit, d'autre part, J' l'ensemble des jeJ tels que v(j) =2 et soit 

A = Kk[[ (X?)jEI']] . La restriction de 6 & A' est un homomorphisme conti- 

nu 8' de A' sur C dont le noyau est gnA' . On voit que X' = (X?)jel' 

est un bon systéme de coordonnées pour A' relativement &8 H et 8' et 

que b(8',X') = b(8,X)NA" . L‘hypothése de récurrence appliquée & H implique 

que Db(8,X) N A" = gnA' 

Soit AC = k[[(X?)jEI” .81 jeI-T X?E b(8,X) N AC ; on en déduit 

que b6, X) NAL = aN As 

Soit A = A/b(6,X) et soit ij l'image de Xj dans A . On voit que 

6 induit une application surjective § : A-B (on a Q(Xj) = Xj) et que la 

restriction de § a A' = k[[(i:i?)jd]] est injective et a pour image C ; on 

peut donc identifier C & un sous-anneau fermé de A et 0§ devient alors 

une application C-linéaire continue. 

~ 

On voit que A est un C-module topologigquement libre admettant les élé- 
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n, 
ments de la forme \ ‘ }N(.J , avec les nj des entiers presque tous nuls véri- 

j€l 
fiant O<n,<p , comme base topologique. On a vu que les images de ces élé- 

ments par 6 forment une base de B sur C . On en déduit que 8§ est 

bijective, ce qui achéve la démonstration. 

9.5. Remarques : 

1.- Supposons k de caractéristique 0 . Le théoréme implique que, si 

G est un k-groupe fini connexe, G est trivial ; autrement dit, tout k-groupe 

fini est étale. 

2.- Supposons k de caractéristique p#0 . Si G est un k-groupe 

fini connexe non trivial, le théoréme implique qu'il existe des entiers 

d,v(l),v(2),...,v(d) = 1 tels que l'algébre affine de G est isomorphe & 

p\)(l) p\)(Z) v(d) 
k[X1 ,X2 P ,Xd] /(X1 ,X2 P ,Xg ) En particulier, tout k-groupe fini 

connexe est d'ordre une puissance de p 

9.6. On dit gu'un k-groupe formel est lisse si son algébre affine est "formel- 

lement lisse", i.e. si, pour tout k-anneau fini R et tout idéal I de R de 

carré nul, l'application canonique de G(R) dans G(R/I) est surjective. 

On voit que tout k-groupe formel étale est lisse et on en déduit gu'un 

k-groupe formel G est lisse si et seulement si GC l'est. Un k-groupe for- 

mel connexe est lisse si et seulement-si son algébre affine est un anneau de 

séries formelles & coefficients dans k . Un k-groupe formel est lisse si et 

seulement si son algébre affine est un anneau de séries formelles & coefficients 

dans un produit d'extensions finies du corps k 

Si k est de caractéristique 0 , il résulte du théoréme que tout k- 

groupe formel connexe est lisse et, par conséquent, tout k-groupe formel est 

lisse. 

Si k est de caractéristique p#0 , il résulte du théoréme que, pour 

qu'un k-groupe formel connexe G soit lisse, il faut et il suffit que FG soit 

un épimorphisme. On en déduit gqu'un k-groupe formel G , d'algébre affine B , 

est lisse si et seulement si FG est un épimorphisme, ou encore si et seu- 

lement si l'application FB est injective. 

Si G est un k-groupe formel lisse, on appelle dimension de G la di- 
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mension du k-espace vectoriel tG(k). . On voit que la dimension de G est 

égale & celle de G 

Lorsque k est de caractéristique p#0 , on voit qu'un k-groupe formel 

lisse G est de dimension finle si et seulement si Ker FG est un groupe 

fini. Dans ce cas, si G est de dimension d , on voit que Ker FG est 

. d . . . n 
d'ordre p et, plus généralement, que, pour tout entier n=0 , KerFG est un 

k~groupe fini d'ordre pndl . En particulier G = lim Ker Pg est limite induc- 

tive de k-groupes finis. 

9.7. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k 

On dit encore gu'un A-groupe formel G est lisse si, pour tout A-anneau fini 

R et tout idéal I de R de carré nul, l'application canonique de GI(R) 

dans G(R/I) est surjective. 

On démontre facilement gqu'un A-groupe formel lisse est topologiquement 

plat et que, si G est un A-groupe formel topologiquement plat, G est lisse 

. . c c c . . 
si et seulement si G, = (G ) = (G) l'est, ou encore si et seulement si 

k k k 

l'algébre affine de G€ est un anneau de séries formelles & coefficients dans 

et 
A , Supposons qu'il en est ainsi et notons B , BC , B , Bk . BE , Bit les 

algébres affines respectives de G , Gc , Get ; Gk . GE , Git . On a vu 

que Bk s'identifie canoniquement a Bit ék BE ; 1'homomorphisme canonique 

de BE' dans Bk se reléve (non canoniquement) en un homomorphisme conti- 

nu de B® dans B et B est donc isomorphe a Beté; B " . En particulier, 

pour tout A-anneau fini R , la suite 

0 — c®®R) — c® — GR) — 0O 

est exacte. 

§10.- Cohomologie de Hochschild. 

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait de caractéristique 0 

ou p f(od p est un nombre premier fixé). 

10.1. Pour tout entier r=2 , soit Br(X,Y) = (X+Y)r ~x' - € Z[X,Y] , soit 

n, le pged des coefficients de Br(X,Y) et soit Cr(X,Y) = flr_lBr(X'Y) ; c'est 
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donc un polynéme a deux variables, homogéne de degré r , dont les coeffi- 

cients sont des entiers premiers entre eux. 

Commengons par rappeler le résultat suivant, do & Lazard ([36] , p.44) 

a4 qui nous renvoyons pour la démonstration : 

PROPOSITION 10.1.- Soit A un groupe abélien et soit r un entier = 2 

Soit PX,Y) = 2 ai .Xle un polyndme homogéne de degré r , en deux va- 

i+j=r ' 

riables X et Y , & coefficients dangs A . On suppose que P(Y,X) = P(X,Y) 

et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Il existe alors un c&€A et un 

seul tel que PX,Y) = cCr(X,Y) 

On en déduit facilement le résultat suivant 

-1 
PROPOSITION 10.2.- Soit A(X,Y) = p  (X+V)P-xP-¥") ¢ Z[X,Y] et soit r un 

entier » 2 

i) 8Scit PE) = ax’ un polyndéme homogéne, non nul, de deqré r e 

une variable X , & coefficient dans k . On a P(Y)-PX+Y)+PX)# 0, 

sauf si et seulement si k est de caractéristique p et r est une 

puissance de p 

ii) Soit PX,Y) = 7, ay X'Y) un polynéme homogéne de degré r , en 

i+j=r '] 
deux variables X et Y , & coefficients dans k , vérifiant 

P(Y,X) = P(X,Y) et P(Y,Z)- P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Alors 
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sance de p , il existe un c¢ k et un seul tel gue 
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- si k est de caractéristique p et si r=p  (avec s entier » 1), 

s-1 -1 
il existe un c € k et un seul tel que PX,Y) = cAXP ,YpS ). 
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63

SCHEMAS EN GROUPES 

donc un polynéme a deux variables, homogéne de degré r , dont les coeffi- 

cients sont des entiers premiers entre eux. 

Commengons par rappeler le résultat suivant, do & Lazard ([36] , p.44) 

a4 qui nous renvoyons pour la démonstration : 

PROPOSITION 10.1.- Soit A un groupe abélien et soit r un entier = 2 

Soit PX,Y) = 2 ai .Xle un polyndme homogéne de degré r , en deux va- 

i+j=r ' 

riables X et Y , & coefficients dangs A . On suppose que P(Y,X) = P(X,Y) 

et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Il existe alors un c&€A et un 

seul tel que PX,Y) = cCr(X,Y) 

On en déduit facilement le résultat suivant 

-1 
PROPOSITION 10.2.- Soit A(X,Y) = p  (X+V)P-xP-¥") ¢ Z[X,Y] et soit r un 

entier » 2 

i) 8Scit PE) = ax’ un polyndéme homogéne, non nul, de deqré r e 

une variable X , & coefficient dans k . On a P(Y)-PX+Y)+PX)# 0, 

sauf si et seulement si k est de caractéristique p et r est une 

puissance de p 

ii) Soit PX,Y) = 7, ay X'Y) un polynéme homogéne de degré r , en 

i+j=r '] 
deux variables X et Y , & coefficients dans k , vérifiant 

P(Y,X) = P(X,Y) et P(Y,Z)- P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Alors 

- si k est de caractéristique 0 , ou si r n'est pas une puig- 

sance de p , il existe un c¢ k et un seul tel gue 

P(X,Y) = c(X+V)" -x -Y") ; 

- si k est de caractéristique p et si r=p  (avec s entier » 1), 

s-1 -1 
il existe un c € k et un seul tel que PX,Y) = cAXP ,YpS ). 

Démonstration : on vérifie facilement que les coefficients de 

r .r 
Br(X,Y) = (X+Y) -X -Y'  sont des entiers premiers entre eux sauf si, et seule- 

ment si, r est une puissance d'un nombre premier ¢ , augquel cas le pgcd 

est ¢ 

L'assertion (i) est alors triviale. 

L'assertion (ii) résulte alors de la proposition 10.1, si l'on remarque que 

63



GROUPES p-DIVISIBLES 

C S(X,Y) = p'l((X+Y)pS—XpS—YPS) est un polynéme, a coefficients dans Z , 

p s-1 s-1 
congru modulo p , & AP ,YP 

10.2. On sait (cf. [14], p. 185) ce que c'est que la cohomologie de 

‘Hochschild des k-foncteurs en groupes. On définit de la méme maniére la co- 

homologie de Hochschild des foncteurs en groupes formels. Nous ne nous inté- 

resserons en fait qu'au cas ol les k-foncteurs en groupes formels considérés 

sont des k-groupes formels commutatifs et ot la loi d'opération est triviale 

soient G et J deux k-groupes formels (commutatifs). Pour tout entier n=0 , 

le groupe des n-cochatnes de G & valeurs dans J est l'ensemble C%(G,]) 

des morphismes de k-foncteurs formels (ou de k-schémas formels) de G dans 

J ., muni de la loi de groupe abélien induite par J . 

P n , N - 
Se donner un élément f de C (G,]) revient donc a se donner, pour 

tout k-anneau fini R , une application f_ : (G(R))n - J(R) , variant foncto- 
R 

riellement par rapport & R . 

On définit un opérateur bord an : C(G,]) - C (G,T) par la formule 

n n i 
= + - (aRfR)(ul'uz"”’unfl) fR(uz, ,un+1) i§1( 1) fR(ul,...,ui+ui+1,...,un+]) 

n+1 
+ (-1) fR(ul,.. ,un) 

NPT Py n n-1 
On vérifie immédiatement que 3 o3 =0 , pour n=1 ; on note 

C'(G,]) le complexe (CH(G’])'an)ne]N ; on note Zn(G,I) le novau de an 

et Bn(G,I) l'image de 3"~1 , pour n=1 , BO(G,I) = 0 ; on note Hn(G,]) 
0 

le groupe quotient 2Z™G,T)/B™G,]) et on l'appelle le n-idme groupe de 

Hochschild de G & valeurs dans J . Enfin, nous écrirons 3 au lieu de an 

lorsqu'il n'y aura pas de confusions possible sur l'entier n . 

On voit, en particulier, que HS(G,]) s'identifie & 7J(k) et que Hé(G,]) 

s'identifie au groupe Hom(G,]) des morphismes de G dans J , dans la ca- 

tégorie des k-groupes formels. 

Nous notons Cz(G,I) le groupe des Z-cocycles symétriques, i.e. le 

sous-groupe de CZ(G,I) formé des f tels que fR(u,v) = fR(v,u) , pour tout 

k-anneau fini R et pour u,v ¢ GR) . On pose Zg(G,]') = Ci(G,I) N ZZ(G,I) 3 

Il est clair que BZ(G,I) c Zz(G,I) et on note Hg(G,]) le sous-groupe 

722G 0/AB% G de HG.)) 
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On vérifie par des procédés standards (cf., par exemple, [14], II, §3, 

n°2) que Hz(G,I) s'identifie canoniquement au groupe des classes d'exten- 

sions E de G par J qui sont encore des k-groupes formels commutatifs 

et qui sont scindées en tant qu'extensions de k-schémas formels (cette dernié- 

re condition revenant, en fait, a dire gue, pour tout k-anneau fini R , la 

suite 

0 — JR) — ER) — GR) — 0 

est exacte). 

10.3. PROPOSITION 10.3.- Soit (Gi)iel une famille de k-groupes formels et 

soit ] un k-groupe formel. Alors 

1 1 
i) les groupes I—IO(@Gi,I) et HHO(Gi,I) sont canoniguement isomorphes; 

ii) les groupes Hz(@Gi’I) et HHi(Gi,]) sont canoniquement isomorphes. 

1 N 
Démonstration : on voit que H (@Gi,I) s'identifie canoniquement & 

Hom(&G,,]) = NHom(G,.J) ~ IH (G,.J) , d'od (i) 

Soit Resi : Hi(@Gj,j) - Hi(Gi'D le mo:phisme de restriction et soit 

Res : Hi(@Gi,I) - nHz(Gi,]) le produit des Resi . Nous allons montrer gque 

Res est un isomorphisme. 

2 
Soit e ¢ HS(EBGi,I) et soit E un représentant de la classe d'exten- 

sions de @Gi par ] définie par e . Scoit m la projection de E sur EBGi. 

Pour tout 1€ 1 et tout k-anneau fini R , notons Ei(R) l'image réciproque 

de Gi(R) par On voit que la suite R C 

0 — JR) — Ei(R) — Gi(R) — 0 

est exacte ; le k-foncteur formel Ei est donc un k-groupe formel, extension 

de Gi par J , scindée en tant gu'extension de schémas formels, et on voit 

facilement que la classe de cette extension correspond a 1'élément e:,L = Resi(e) 

de HZ(G.,I) 
S 1 

On voit, tout aussi facilement, que, pour tout k-anneau fini R , E(R) 

s'identifie & la somme amalgamée (dans la catégorie des groupes abéliens) des 

Ei(R) sous J(R) , autrement dit au quotient de @Ei(R) par le sous-groupe de 

(](R))(I) formé des u = (ui)i tels que Zui = 0 (comme E est un k- 
€l 
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groupe formel, E  est lui-méme la somme amalgamée des Ei sous J , dans 

la catégorie des k-groupes formels). 

Si tous les e sont nuls, chaque Ei s'identifie a IXGi et, par 

conséquent, E s'identifie & Ix(@Gi) , donc e =0 et l'application Res 

est bien injective. 

Donnons-nous maintenant, pour chagque i , un élément eie HS(Gi,I) 

et un représentant Ei de la classe d'extensions de Gi par ] correspon- 

dante. Pour tout k-anneau fini R , notons E(R) 1la somme amalgamée des 

Ei(R) sous J(R) . On voit que l'on a ainsi défini un k-foncteur en groupes 

formels E . Comme pour tout R , la suite 

0 — J(R) — ER) — @Gi(R) — 0 

est exacte, E est un k-groupe formel extension de @Gi par J , scindée 

en tant qu'extensions de k-schémas formels. Il est clair que si e désigne 

2 
1'élément de HS(EBGi,I) défini par E , on a Resi(e) = e, , pour tout i 

La surjectivité de 1'application Res en résulte. 

10.4, Soit G et ] deux k-groupes formels et soit B 1'algébre affine de G 

Par Yoneda, C™G,]) s'identifie au groupe I((}]f((Gn)) = J(&"B) 

Supposons maintenant que J = éa est le complété formel du groupe ad- 

ditif. On voit que éa(én B) s'identifie au groupe additif de &"B et a une 

structure naturelle de k-espace vectoriel topologique, topologiquement libre. Il 

est clair que les applications 3 sont k-linéaires continues, ce qui permet 

de considérer les Zn(G,Ga) , Bn(G,éa) , HE(G’éa) comme des k-espaces 

vectoriels topologiquement libres ; il en est de méme de Cz(G,E}a) (qui s'i- 

dentifie & l'espace vectoriel des tenseurs symétriques de B®B ), Zi(G,(A}a) 

et HY(G.G) 
S a 

Avec 1'identification qui précéde, si A : B - BgB est le co-produit, on 

voit que 

n : n, - - ~ A ~ i ~ ~ ~ = + - d (b1®...®b ) 1 ®b1 R ® bn i_Z (-1)b. ®...® Abi®bi+1®bn 

n+l - - N ~ 
+ (- (-1) b 8b,&...gb ®1 

Supposons maintenant que G est la somme directe d'une famille, in- 

dexée par un ensemble I , de copies du groupe formel additif é; ; en d'au- 
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tres termes, l'algébre affine de G est un anneau de séries formelles 

k[[(xi)ielfl ~ ® k[[X]] et le coproduit A est défini par AXi = Xié;l + 15§Xi, 

icl 

pour tout iel 

Pour tout entier n =0 , tout élément de & B s'écrit, d'une maniére et 

o 

d'une seule, sous la forme 2. 'ur , ol u. est une série formelle homogéne 

r=0 

de degré r en les lé...léxiélé...él . Cecl nous permet de considérer 
- ] . n . 

Cn(G,Ga) comme un espace vectoriel topologique gradué, i.e. C (G,Ga) 

[oo] 

s'identifie & T_A Cn'r(G,éa) , ol Cn’r(G,Ga) est le sous-k-espace vecto- 

r: 

riel fermé de Cn(G,f}a) formé des séries formelles homogénes de degré r 

On voit que cette graduation est compatible avec 1l'opérateur bord et in- 

duit donc une graduation sur la cohomologie. Avec des notations évidentes, 

~ 2 n - 2 n,r 
ona H (G,Ga) =TT HO (G,Ga) et Hs 

~ @ 2,1’ -~ 

r=0 r=0 

Rappelons que l'on a noté pA(X,Y) le polynébme, & coefficients dans Z, 

o NP - xP - vP) 

PROPOSITION 10.4.- Conservons les hypothéses et notations qui précédent et 

soit r un entier > 2 

i) Si k est de caractéristiqgue 0 ou si r n'‘est pas une puissance 

1,r ~ _ 2,1 ~ _ 
0 (G’Ga) =0 et H (G'Ga) =0 de p,ona H 

ii) Si k est de caractéristique p et si r=p , avec t=1 , on a 
1, ~ I ' 

HO r(G,GE1 =k, les XE , pour €1 , forment une base topologi- 

que de H 'F(G,G) = zllf(G,E}a) sur k ; 

) 
1 

0 

- on a Hs’ (G,Ga) =~ k* , les images des /\(Xi ®1,1®X? ) 

dans HZ'r(G,f}a) , pour 1i¢1l , forment une base topologigue de 

2,r ~ 
Hs (G’Ga) dans k 

Démonstration ccmme G = @Gi , avec G, = é; , la proposition 10.3 

nous raméne au cas ot G est de dimension 1 , i.e. au cas ou B = k[[X1] , 

avec AX = X&1 + 18X 

Si aX , avec a €k , est un l-cocycle homogéne de degré r , on a 

5@xh) = aaxh) = a(léXr -xXe1+1eX) +x¥e1) d'aprés la proposition 10.2, 
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si a# 0 , cette expression est nulle, si et seulement si k est de caracté- 

‘ 1,r ~ 
ristique p et r est une puissance de p , d'ou le résultat pour HO (G,Ga). 

Toute 2-cochafne homogéne de degré r s'écrit, d'une maniére et d'une 

seule comme un polynéme PX®&1,18X) homogéne de degré r ; c'est une 2- 

cochafne symétrique si et seulement si P(Y X) = P(X,Y) . On voit que c'est 

un 2-cocycle si et seulement si P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = O 

Si k est de caractéristique 0 , ou si r n'est pas une puilssance 

de p , il résulte de la proposition 10.2 qu'il existe c¢ k tel que 

PX,Y) = c((X+Y)r—Xr—YI) . On voit donc que PX&1, 1({9)() = a(—ch) et 1'as~- 

sertion (i) en résulte. 

Si k est de caractéristigue p et si r=p , avec t entier = 1 , 

il résulte de la proposition 10.2 qu'il existe c¢ ¢ k tel que 

- -1 
P(X,Y) = c/\(xpt I,Ypt 

de degré pJE , on voit bien gue l'image de A(XP 

) .Comme on a 3b =0 , pour tout b € B , homogéne 

twlél , 1<§<)Xpt_1) forme une 

base du k-espace vectoriel Hi'r(G,éa) 

10.5. Soit- G un k-groupe formel connexe quelconque et soit B son algébre 

affine. Pour n,ré¢ N , avec r = 1 , notons C?(G’éa) 1'adhérence de la 

puissance r-iéme de 1'idéal maximal de énB = Cn(G,@a) . On obtient ainsi 

une filtration des k-espaces vectoriels topologiques Cn(G,éa) qui est visi- 

blzement compatible avec l'opérateur bord. Nous notons H?(G,éa) (resp. 

Hs r(G’Ga)) la composante homogéne de degré r du gradué associé a 

~ n ~ 2 
HO(G,Ga) (resp. HS(G,G )) 

a 

11 Choisissons maintenant un anneau de séries formelles A = k[[(Xi)iEI 

un homomorphisme continu surjectif 6 du k-anneau A sur B et des 

(i) € NU{te} , avec v(i) = 2 , tels.que le noyvau o de 8 soit 1'adhé- 

rence de 1l'idéal engendré par les Xf\) 4 , pour (i) # += (cela est toujours 

possible d'aprés le théoréme 1 du §9 ; si k est de caractéristique 0, on 

a y({i) = +o , pour tout i , et 6 est un isomorphisme). Posons X, = G(Xi) 

PROPOSITION 10.5.- Conservons les hypoth&ses et notations gui précédent et 

soit r un entier = 2 . Alors 

i) si k est de caractéristigue 0 ou si r n'est pas une puissance 
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SCHEMAS EN GROUPES 

L . 

de p, on a Hr(G’Ga):O et Hz (G,.G) =0 ; 
- - ,r a 

ii) si k est de caractéristique p et si r=p , avec t entier = 1 , 

pt e 
- les images des Xi , pour 1 ©parcourant les éléments de I tels 

gue (i) > t , forment une base topologique de Hrl(G,(A}a) sur k ; 

-1 
p ~ At-1 L 

- les images des /\(xi 1, 1xx1.13 ) ., pour i ©parcourant les élé- &
 

ments de I tels que v({i) = t , forment une base topologigue de 

H2 (G,G) sur k . 
S,r a - 

Démonstration : en posant AXi = Xiél + léXi , on voit que l'on peut 

identifier A = k[[ (Xi)ieI” ad l'alg&bre affine du k-groupe formel G' = (ég)(l). 

On voit que, pour tout i , Axi = Xi®1 + I@Xi modulo 1'adhérence du carré 

de 1'idéal maximal de B®&B . On en déduit que 6 induit un homomorphisme 

continu surjectif du complexe gradué associé au complexe C'(G',E}a) sur le 

complexe gradué associé au complexe C'(G,éa) . On voit aussi (par exemple, 

en relevant de maniére évidente la base topologique de B sur k formée des 

n, . 
i . , e v(i) 

| Xi , avec les ni des entiers presque tous nuls, vérifiant 0 < ni <p ) 

que cet homomorphisme est scindé. L'assertion résulte alors de la proposition 

10.4. 

10.6.- PROPOSITION 10.6.- Si k est de caractéristique 0 , tout k~-groupe for- 

mel connexe est isomorphe & une somme directe de copies du groupe formel 

additif G 
I a 

Démonstration : soit G un k-groupe formel connexe. On sait (théoréme 

1 du §9) que l'algébre affine B de G est de la forme k[[(X,), ]I . Tout 
1ieT 

revient donc & montrer que l'on peut choisir les coordonnées Xi lEpour que 

(X, = X @1 + 18X 

Pour tout entier r= 1 , soit I (resp. I;) 1'adhérence de la puissance 

r-iéme de 1'idéal maximal de B (resp. B@B). Il est clair que, quel que soit 

le choix des X, , on a AXi = Xiél + 1§§>Xi ‘(mod I'Z) . On en déduit qu'il 

suifit de prouver le lemme suivant 

IEMME 10.7.- Soit r un entier = 2 et soit (Xi)iél un systéme de coordon- 

nées de B telles gue AXi = Xi&gl + 1éXi (mod I;r) , pour tout i . Il existe 

un systéme de coordonnées (X'i)iel de B telles que, pour tout i , 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

(- [ - + ] 1 xi = Xi (mod ]r) et AXi X1®1 1@}(i (mod Ir+1) 

Démonstration : posons AXi = Xi®1 + léXi +bi , avec bi € ]'; . On voit 

que bi est un tenseur symétrigque et que, comme bi = —aXi ; abi =0 . Il ré- 

sulte de la proposition 10.5 qu'il existe ci € ]r tel que aci bi (mod I;r+1) ; 

il est clair que l'on peut choisir c; Ppour que ce soit un polyndme homogéne 

de degré r en les Xj , et la proposition 10,5 montre alors que ce choix est 

unique. Posant X‘i = Xi+ci , on vérifie immédiatement que AX'i EX'iél + 1éX'i 

(mod I;_H) . Enfin, on vérifie facilement que la continuité de 1'application A 

et le fait que l'on a choisi pour les cy des polynéomes homogénes en les Xj 

impliquent que les X'i = Xi+ci forment encore un systéme de coordonnées pour 

B (ces précautions n'étant utiles que lorsque la dimension est infinie). 
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CHAPITRE 1I1I 

COVECTEURS DE WITT 

Dans tout ce chapitre, p est un nombre premier fixé, 

§1.- Vecteurs et covecteurs de Witt. 

1.1. Pour tout entier n = 0 , soit @n le polynbéme, a coefficients entiers ra- 

tionnels, en les variables XO’Xl"' ] ’Xn défini par 

n n-1 
p n 

+ + + le .. p Xn . X ) =X ¢ (XO’Xl"" n 0 
n 

Rappelons (cf, par exemple, [43], p. 50) que, pour tout polynéme 

dans ZI[X,Y] , il existe une suite et une seule de polynémes 

vy € ZlX,. Y] 

b € Z[XO,Xl,YO,Yl] , 

b€ Z[XO,Xl,...,Xn,YO,Yl,...,Yn] , 

tels que, pour tout entier n = 0 , 

En particulier, au polynéme U = S = X+ Y correspond des polynémes 

_ - P, P _ p _ 
SO_XO+YO’ Sl X1+Y1+(XO+YO (X0+YO) )/p,...,Sn,... et au poly 

ném y = P = XY correspond des polyndmes P0 = XOYO , 

_ p p 
Pl XlYO +Y1XO + leYl""’Pn"" 

Les Sn et les Pn définissent un schéma en anneaux commutatifs, 

affine sur Spec Z , d'algébre affine %[XO,Xl, A SR AYRRR AUREE ]. 

D'od un foncteur covariant W de la catégorie des anneaux commutatifs dans 

elle-méme. Si R est un anneau commutatif, W(R) est l'anneau des vecteurs 

de Witt A coefficients dans R (sous-entendu relatifs au nombre premier p ). 

Un vecteur a € W(R) s'écrit 

.) et b=¢( ""'bn"") € W(R) , on a 

avec les ai € R . 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

a+thb=5s-= (SO,.- .,sn,...) et a.b=p= (pO,...I,pn,...) avec 

s, = Sn(ao,al,...,an : bo,bl,...,bn) , 

p, = Pn(aO’al""’an : bO’bl""’bn) 

1.2, Pour tout entier m = 1 , on peut considérer le schéma en anneaux Wm 

des vecteurs de Witt de longueur m ., Pour tout anneau commutatif R , 

Wm(R) est l'ensemble des a = (ao,al,...,a ) , avec les- a, € R, l'addi- 
m-1 

tion et la multiplication étant définies par les mé&mes formules que pour W(R) 

Pour m entier =21 et a = (aO,al,...,an,...) € W(R) , posons 

a = (ao,al,. .. ’am—l) € Wm(R) . Il est clair que l'application qui &8 a as- 

socie g(m) est un homomorphisme de l'anneau W(R) sur Wm(R) 

On voit que W(R) s'identifie & la limite projective des Wm(R) , ce qui 

permet de considérer W(R) comme un anneau commutatif linéairement topologi- 

sé, séparé et complet, 

Soit k un anneau commutatif et soit R un k-anneau. L'application ca- 

nonique de Wi(k) dans W(R) munit W(R) d'une structure de W(k)-anneau. 

Pour tout entier m =1 , l'application canonigue composée ‘ 

W(k) - Wm(k) - Wm(R) munit Wm(R) d'une structure de W(k)—a;meau. On voit , 

gque WI(R) s'identifie encore a lim Wm(R) , en tant que W(k)-anneau. En par- 

ticulier, W(R) peut &tre considéré comme un W(k)-anneau linéairement topolo- 

gisé, séparé et complet, 

1.3. Pour tout anneau commutatif R , et pour tout x € R , notons [x] 

1'élément de W(R) défini par [x] = (x,0,...,0,...) . On appelle [x] le 

représentant multiplicatif ou le représentant de Teichmiiller de x dans W(R) 

Il résulte de la définition des polyndmes Pn que l'application x —[x] est 

multiplicative (i.e., on a [x][y] = [xy] , si x,y € R). On voit aussi que, 

si x €R etsi a=(ag,...,an,...) € WR) , on a 
p n 

= p [x]a (xao,x COPRRRRS an,...) 

Soit alors k un anneau commutatif parfait de caractéristique p . Soit 

o le Frobenius absolu sur k et sur W(k) (on a donc ox = P si ox €k, 

p,ap,...,ap,. ) si a = (a ,an,...) € W(k) . On voit fa- 
0’71 n’"te - g'"1'"°° 

cilement que, dans W() , p = (0,1,0,...,0,...) , que 

et ca = (a ,a 
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COVECTEURS DE WITT 

Wm(k) = W) /p"W(k) et que, si a = (ao,al,...,an,...) € W(k) , on a 

® ny _-n n_-n L . 
a = Zop [o (an)] = Eop o ([an]) . Dans le cas parficulier o k est un 

n: = 

corps, Wi{k) est un anneau de valuation discréte, complet, de caractéristique 

0 , de corps résiduel Wl(k) = k , aboslument non ramifié (i.e. p engendre 

1'idéal maximal de W(k) ). 

Soit maintenant A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet, 

et soit QA l'ensemble de ses idéaux ouverts. Pour tout entier m , Wm(A) 

s'identifie & lim W (A/8) , ce qui permet de considérer les Wm(A) et 

e 

W(A) = lim Wm(A) comme des anneaux linéairement topologisés, séparés et 

complets, 

Ceci s'applique en particulier au cas od A = W(k) = lim Wm(k) , avec 

k anneau parfait de caractéristique p . On vérifie alors facilement \que 'ap- 

plication qui & [x] (représentant multiplicatif, dans W(k) , de x € k) as- 

socie [[x]] (représentant multiplicatif, dans W(W(k)) , de [x] € W(k) ) se 

prolonge de maniére unigue en un homomorphisme continu de la structure d'an- 

neau de Wi(k) dans W({W(k)) : si x € W(k) , on voit que son image dans 

W(W(k)) est (go,gc_l,. s SUP .) ou les x se calculent par récurrence au 
n n-1 

moyen de la formule o"(x) = zg + pzi) + ...+ pnzn 

En particulier, si R est un W(k)-anneau, on peut considérer W(R) et 

les Wm(R) comme des W(k)-anneaux. On voit que W(R) s'identifie encore & 

la limite projective des Wm(R) , en tant que W(k)-anneau, Si x € k et si 

a =(a,,a .,an,...) € W(R) , on voit que [x]a = ([X]ao,...,[Gn(X)]an,...); 
1 

on a des formules analogues pour les Wm(R) . Si on suppose R séparé et 

complet pour la topologie p-adique, on voit qu'il en est de méme des Wm(R) 

et de W(R) 

Dans le cas particulier ot R est un k-anneau, on peut aussi le consi- 

dérer comme un W(k)-anneau et on voit que les deux structures de W(k)-anneau 

définies sur W(R) coincident. 

1.4, Le morphisme de schémas affines Vv : W - W , qui & 
m m m+1 

) € Wm (R) , est com- (ao,al,.. ) € Wm(R) associe (0,a.,a.,...,a *Sm-1 0'%1 m-1 +1 
patible avec 1l'addition. Par passage & la limite, on définit ainsi un Z-foncteur 

u . 
en groupes CW = = lim Wm que nous appelons le groupe des covecteurs de 
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® ny _-n n_-n L . 
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n: = 
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Witt unipotents. 

On voit que, pour tout anneau commutatif R , un élément a € CW (R) 

peut se représenter comme un "covecteur unipotent” 

) a=(a ) =(...,8a ,...,a 
-n'n€lN -n —l'a 0 

ou les a € R et sont presque tous (i.e. tous sauf un nombre fini) nuls. La 

somme de deux covecteurs a = (... (A ,aO) et b=(.. ’b-n’ - ’bO) 

de CWY(R) est le covecteur c = (...,c_n,...,co) ol 

©n " Sm(a—m—n' ERL I LI R IR ’b—n—l'b—n) ! 

pour m suffisamment grand. 

1.5. Nous allons maintenant définir un Z-foncteur en groupes que nous appel- 

lerons le groupe CW des covecteurs de Witt et qui contiendra CWu comme 

sous~foncteur en groupes, 

En tant que Z-foncteur, pour tout anneau commutatif R , CW(R) est 

formé de l'ensemble des "covecteurs" a = (...,a _,...,a ,,a.) avec les 
-n’"’ -1"70 ' 

a_n € R , vérifiant 

il existe un entier r= 0 tel que l'idéal de R engendré par les a . 

(v) 
pour n=z2r , est nilpotent. 

; 

Si ® : R =8 est un homomorphisme d'anneaux, l'application CW(xy) 

est définie de maniére évidente, composante par composante. 

Si r et s sont des entiers = 0 , notons, pour tout anneau commuta- 

tif R, CW S(R) l'ensemble des a = (...,a_n,...,a_l,ao) , avec les 

a_, € R , vérifiant 

la puissance s-iéme de l'idéal engendré par les a , Pbour n=2r, 

(y_ ) 
r,s’ {(est nulle. 

On voit que CWr g qui est un schéma affine, est un sous-Z-foncteur de 

CW et que CW est la réunion des CWr 5 

Pour définir la loi de groupe sur CW , nous aurons besoin de la propo- 

sition suivante 
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COVECTEURS DE WITT 

PROPOSITION 1.1. - Soit R un anneau commutatif et soit a = ( a_ 

et b = ("'»’b—n""’bo) des éléments de CW(R) . Alors 

i) pour touf entier n = 0 , la suite des 

Sm(a_n_m, N L b—n—m’ - 'b—n—l ,b_n) est stationnaire : 

ii) pour tout n € IN , soit s la limite de la suite précédente : 

1'élément s = (""S—n""’SD) € CW(R) (i.e. les s_ vérifient 

la condition (V¥)). 

Commengons par démontrer deux lemmes 

LEMME 1.2. - Soit. t un entier = 0 et soit WO,Wl,...,Wt des entiers 
+ 

> 0 tels que Wy 0 et W W, Lt ptwt est divisible par pt 1 

Alors wy +w, +... +w > t(p-1) + p . 

La démonstration se fait par récurrence sur t 

B c'est clair si t =0 . 
L4 

8 si t=1, on voit que w doit é&tre divisible par p et s'écrit donc 
0 

wO = vp , avec Vv entier = 1 ., Posons wb = v+wl et wi = Wi+i 

pour 1 <i < t-1 . Alors wb # 0 et wb+pw‘1 + ...+ pt_lw,'c_l est di- 

visible par pt . L'hypothése de récurrence implique que 

W'O+w'l + ... +W,'£_1 > (t-1)(p-1) +p , ou vEw, tLL tw, o= (t-1)(p-1) + p 

donc Wyt w, F Lt w2 (t-1)(p-1) + p + v(p-1) = t(p-1) +p . 

LEMME 1.3. - Pour tout entier r > 0 , soit Dr 1'idéal de l'anneau des po- 

lyndmes Z[ (X 
-n)nE]N'(Y—n)nE]N] engendré par les X_n et les Y—n , avec 

n=>r . Soit r et s des entiers = 1 . Alors 

S X e K 3 YY) =8 XXXy s Y YY) (mod 

, r-1 si s<p, 
pour tout entier m = -1+ (s—p)/(p—l) si s=p . 

Démonstration : observons qu'il résulte de la définition des polynémes 

ns) 
r 

Sn que, si l'on donne aux variables Xi et Yi le poids pl , le polyn8me 

. ) n 
Sn(XO’Xl""’Xn : YO’Yl""’Yn) est isobare de poids p : et que 

Sm-i-l(O’XO""'Xm ; O,YO,...,Ym) = Sm(XO'Xl""’Xm ; YO’Yl""'Ym) 

On en déduit que Tm = Sm+1(X—m—1"“’YO) - Sm(X_m,...,YO) s'écrit 

comme combinaison linéaire & coefficients entiers rationnels de termes de la 

forme u v u, v u v 
+ +1 

x 0 oy O oy lyl o ymilymil 
-m~-1"-m-1"-m" -m 0 0 
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ol les ui et les Vi sont des entiers =0 et ol, si l'on pose 

m+1 m+1 
= + + + + = Wy u, +tv, , ona WO#O et Wy tpw, L.+ Wi D 

En particulier, pour tout entier t vérifilant 0 <t < m , 

+1 
W, + pw, + ...+ ptwt est divisible par pt et le lemme 1,2 implique que 

t(p-1)+p + + + -1) + ] Wotw, ot tw 2 t(p-1) + p , donc que Tm € 1ot 

Pour t = 0 , on voit que Tm € D§1+1 , ce gqui démontre le lemme, pour 

Si s =2p, etsi m=r-1+(s-p)/(p-1) , posons t=m+1-r . On a 
-1+ 

0 <t<m et Tmeni(p l)pcbf car t(p-1) +p = s 

Démonstration de la proposition 1.1 : soit r' et s (resp. r et s") 

des entiers tels que a € CWr' S,(R) (resp. b € CWr" S,,(R)). Posons 
! 

r = max{1,r',r"} et s = max{p,s'+s"} . On voit que l'idéal engendré par les 

a et les Db , avec n >=r , a sa puissance s-iéme nulle., Il résulte du 

lemme précédent que, quel gue soit l'entier n = 0 , pour tout 

m=>r-1+(s-p)/(p-1) , on a 

' b b ), S (a a eeo, @ 
( -m-n-1""""-n’ "-m-n-1 "T—n m -m-n""""" " -n’ -m-n’""""" T-n m+1 

d'ol l'assertion (i). 

La deuxiéme assertion est é&vidente. Plus précisément, on voit que si 

a€eECw, (R} et becCw, R, alors s € CW - R 23 
r',s r",s max{r',r"},s'+s 

La proposition 1.1 donne un sens & l'énoncé suivant : 

PROPOSITION 1.4.- Soit R un anneau commutatif. Si a = (...,a_n,...,ao) et 

b = (...,b_n,...,bO) € CW(R) , posons a+b =35 = (""S—n""'SO) avec 

(20 s_ = %fifm S @ e _qea_ D PP 

La loi -+ est une loi de groupe abélien sur CW(R) 

Démonstration : la commutativité et l'existence d'un élément-neutre 

0 =1(..,0,...,0,0) sont évidentes. Montrons que si a , b , ¢ € CW(R) , 

a+((b+c) = @+b) +c . Pour i=1,2,3 , soit r, et s, des entiers tels que 

a € CW Rl ., b €CW R} , c €CwW (R) . Posons 
r{,s1 ry,Sg r3,83 

r = max{l,rl,rz,r3 et s = max{p,sl+sz+s3} et soit m un entier vérifiant 

m=r-1+(s-p)/(p-1) . Comme a+b € CW (R) et 
ritrp,sytsy 
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COVECTEURS DE WITT 

b+c € CW (R) , on wvoit tout de suite, en appliguant le lemme 1.3, 
- rntrq,84+5 ‘ 237273 | 

que les composantes d'indice -n de a + (btc) et de (atb) + ¢ ne dépen- 

dent que des a_i , b—i , c_i avec 1 < n+m . On peut pour les calculer 

remplacer les a ., b_. , c_; pour i > n+m par 0 . Elles sont donc éga- 

< C s iz u 
les, d'aprés l'associativité dans CW (R) 

L'existence d'un inverse se démontre de maniére analogue. 

Il est clair que si ® : R = S est un homomorphisme d'anneaux commuta- 

tifs, l'application CW({p) : CW(R) - CW(S) est un homomorphisme de groupes. 

On a donc bien muni CW d'une structure de Z-foncteur en groupes, 

1.6. Pour tout anneau commutatif R , notons ’ZRR l'ensemble des idéaux nil- 

potents de R . Pour tout n € JIR et tout entier r = 0 , soit CW(R,n,r) le 

sous-groupe de CW(R) formé des éléments a = (...,a_n,...,aO 

a_ €n si n=r. On voit que CW(R,n,r) s'identifie & l'ensemble des 

applications de {0,-1,...,-n,...} dans R qui sont telles que l'image de -n 

) tels gue 

appartient @ n si n = r . On munit cet espace de la topologie de la conver- 

gence simple. Autrement dit, lorsque l'on identifie, de maniére évidente, 

CW(R,n,r) & Rxn , on obtient la topologie du produit direct (chaque facteur 

étant muni de la topologie discréte). 

On voit immédiatement que CW(R,n,r) devient ainsi un groupe topologi- 

que. 

Le groupe CW(R) s'identifie & la limite inductive des CWI(R,n,r) , pour 

n € fl’tR et r € IN . On appelle topologie naturelle de CW(R) la topologie de 

la limite inductive. 

Il est immédiat que CW(R) est séparé et complet pour cette topologie et 

que CWY(R) est un sous-groupe dense de CW(R) 

Enfin, il est clair que si @ : R = S est un homomorphisme d'anneaux 

commutatifs, l'application CW(¢) est continue ; autrement dit, on peut consi- 

dérer CW comme un foncteur covariant de la catégorie des anneaux commuta- 

tifs dans celle des groupes topologigues. 

Remarque : pour tout n € ‘JtR . soit CW(R,n) = ldm CW(R,n,r) . C'est le 
relN 

sous-groupe de CW(R) formé des éléments dont les composantes sont presque 
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toutes dans n . On voit que la topologie du sous-groupe CW(R,n) est celle 

du produit direct restreint (cf. par exemple [34], p. 138) R]N relativement a 

n pour chaque composante. 

Pour tout entier s = 0 , soit U(R,n,s) l'ensemble des 
. s-n 

a = (...,@a _,...,a a.) tels que a—n €n , pour tout n , et a € nP , 
-n -1"70 -n 

si n <s . Il est clair que les U®R,n,s) , pour s € IN , forment un systéme 

fondamental de voisinages ouverts de 0 dans CW(R,n) . En utilisant le ca- 

ractére isobare des polynémes quil définissent 1'addition dans les vecteurs de 

Wwitt (cf. n° 1.5), on voit que les U(R,n,s) sont des sous-groupes. Le groupe 

CW(R,n) admet donc un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 for- 

mé de sous-groupes. 

1.7. Comme tout Z-foncteur en groupes, CW s'étend, de maniére évidente a 

la catégorie des anneaux commutatifs, linéairement topologisés, séparés et com- 

plets : si R est un tel anneau, on pose CW(R) = lim CW({R/a) (o QR dé~ 
aEQ 

R 
signe l'ensemble des idéaux ouverts de R ). Les éléments de CW(R) peuvent 

encore se représenter comme des covecteurs a = (...,a_n,...,a_l,ao) , avec les 

a_n € R , vérifiant 

pour tout idéal ocuvert o de R , il existe des entiers r et s tels 

(gt) gue la puissance s-iéme de 1l'idéal de R engendré par les a n ! 

avec n=r , est contenue dans ¢ 

On évitera, bien sOr, de confondre CW(R) avec CW(RdiS) , ol Rdis 

désigne l'anneau (sans topologie) sous-jacent a l'anneau topologique R : l'in- 

clusion évidente CW(R,, ) ¢ CW(R) est, en général, stricte (sauf si la topo- 
dis 

logie de R est la topologie discréte !). 

Remargue : soit R un anneau commutatif, linéairement topologisé, séparé et 

\ u . . 
complet. Dans la suite, nous notons encore CW (R) le groupe 1}@ Wm formé 

des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles. On prendra 

garde que l'inclusion de cW'(R) dans lim cw(R/0) est, en général, stric- 

u aEQR 

te. Toutefois CW (R) est encore un sous-groupe dense de CW(R) 
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COVECTEURS DE WITT 

§ 2.- Endomorphismes. 

Dans tout ce paragraphe, on désigne par k un corps parfait de caracté- 

ristique P . On pose A = W(k) et on suppose A muni de la topologie p- 

adique. On désigne par o le Frobenius absolu sur k et sur A . 

2.1. Par restriction a& la catégorie des k-anneaux, CW (resp. CWu) définit 

un k-foncteur en groupes CWk (resp. CWE) Ici encore, pour tout k-anneau 

R , le groupe topologique CWk(R) est le séparé complété de CWE(R) pour la 

topcologie naturelle. 

Soit R un k-anneau et soit m un entier =1 , On sait (cf. n° 1.2) 

que Wm(R) a une Structure naturelle de A-anneau : si 

X = (XO’XI"“'Xn"") € Wk) =2 etsi a-= (aO’al"“’am—~1) € Wm(R) , on 

voit que xa = (by.by,....b ;) , avec b, = LC NS SUTIRIE A aO’al""’ai) 

En particulier, on voit que, si a = (aO,,..,am_l) € Wm(R) , on a 

(1) [x]la = (xa.,olx)a Gm—l(x)a ) pour x € k = ‘ OI ll' 7 m—'l L4 ! 

_ P _pP P (2)  pa (0,ay,a7 e _g) 

m 
3) pa =0 

En particulier, on déduit de (1) que si x € k et si 

a = (aO,al,...,am_l) € Wm(R) , on a 

v (Ix]a) = (0,%a ) = o HxIVy () 
m Q' "’ m-1 

Comme les [x] , pour x .6 k , engendrent un sous-groupe dense de- A et 

comme, d'aprés (3), Wm(R) est tué par pm , on en déduit que, pour tout 

X € A et tout a € Wm(R) , on a Vm(gg_q) = o—l(g)vm(g) 

Pour tout entier m = 1 , l'application de Ame(R) qui & (x,a) asso- 

, 1-m 
cie o (x)a munit le groupe additif de Wm(R) d'une structure de A-module. 

Ces structures sont maintenant compatibles avec les Vm et, par passage a la 

limite, on en déduit une structure de A-module sur CWY(R) . Comme Wm(R) 

est tué par pm , on voit que CWu(R) est un A-module de torsion, On déduit 

immédiatement de la définition que, pour tout a = (...,a_n,...,a_l,aO) € CWu(R) , 

on a les formules suivantes 

(4) si x = (XO,Xl,...,Xn,...) € A=Wk , ona xa= (""b—n”"’bO) avec 
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-n-m -n-m -n-m ] 
b_ =PI (xg) s (x,),..0.0 (x Jia_ __s.a_ g ), siom 

est tel que a_; = 0, pour i >n+m ; 

(5) si x € k [x]la = (...,0 "(®)a 0—1(x)a xa.) 7 — *0 e f —nl I _1' 0 7 

_ p P p (6) ona pa=(.,a_ j...al,.a])) 

u . ! 
Nous allons voir que A opére contin@ment sur CW (R) muni de la to- 

pologie naturelle, ce qui va nous permettre de munir CW(R) d'une structure de , 

A-module topologique. Pour cela, commengons par établir un lemme : * 

LEMME 2.1.- Pour tout entier r = 0 , soit Dr l'idéal de l'anneau des poly- 

ndémes k[(Y—n)nEIN] engendré par les Y_n ,avec n >r . Soit r et s des 

entiers > 1 . Alors, pour tout x = (XO’Xl"”’Xn"") €A, ona 

-m -m 
Pm(o (XO),...,O' (xm),Y_m,...,YO) 

-m~-1 -m-1 S 
= ; o7 12 D P oqlo (%) seeni0 (x )Y _qee YY) (mod p0) 

r-1 si s<p ; 
pour tout entier m = -1+ s—p)/(p—l) si s=p . 

Démonstration : soit R = k[(Y—n)nE]N] . Il résulte de la formule (4) ap- 

u 
pliquée au covecteur (O,...,O,Y_m,Y_m+1,...,YO) € CW (R) que 

._m —m 

' 4 P (o (g0 (x )iY¥_ o 

-m-1 -m-1 . v | 

On voit facilement sur la définition des Pi que, si l'on donne aux va- 
1 

riables Y—i le poids pm -1 les deux polynémes qui interviennent dans 1'é- 
+ 

noncé du lemme sont isobares de poids pm 1 . On déduit donc de 1'égalité 

précédente qu'ils différent par des combinaisons linéaires de mondmes de la for- 
w w W W 

me Y_rg_lY_nll...Y_;nYom'l_l , ou les Wi sont des entiers >0 , vérifiant 

: m+1 m+1 . . 
WO Z 0 et WO + pW, + ...+ p Wm+1 =p . La démonstration du lemme se 

termine alors comme celle du lemme 1.3. 

PROPOSITION 2.2.- Soit R un k-anneau. 

i) Soit x = (XO’Xl"”’Xn"") € A et soit a = (...,a_n,...,ao) € CW(R) . 

Pour tout entier n = 0 , la suite des 

P (o—n_m(x ),...,o—n—m(x ):a ,...,@ ) est stationnaire. 
m 0 m -m-n -n 

ii) Soit b n la limite de la suite ci-dessus. On a 
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b=1(..,b ,...,b .,b.) € CW(R) 
-n -1"70 

iii) L'application de A x CW(R) ui a3 (x,a) associe xa = b munit le 

groupe topologique CW(R) d'une structure de A-module topologique, 

, . u 
de torsion, séparé et complet et CW (R) en est un sous-A-module 

dense. 

iv) Les formules (5) et (6) restent valables pour tout a € CW(R) 

Démonstration : on sait (cf. n® 1.6) que CW(R) est réunion de ses 

sous-groupes CWI(R,n,r) , pour n parcourant l'ensemble des idéaux nilpotents 

de R et r l'ensemble des entiers = 0 

Il résulte du lemme 2.1 que si a € CW(R,n,r) , et si s est un entier 

> p tel que ns =0 , on a, pour tout x = (XO""'Xn"") € A, 

-n-m -n-m-1 
= i > r-1+(s- - P (o (xg);cva_) =P (o (xg)reevva_ ) st m = r-1+(s-p)/(p-1) , 

d'otd i) ; on voit aussi que b_n €n si n=2r, donc que b € CW({R,n,1) , 

d'ot, a fortiori, ii) ; on a donc en fait, par restriction, une application de 

A x CW(R,n,r) dans CW(R,n,r) . La continuité de cette restriction est mainte- 

nant triviale, d'od la continuité de l'application de A x CW(R) dans CW(R) 

puisque la topologie de CW(R) est celle de la limite inductive des CW(R,n,r). 

Compte-tenu de ce que la restriction de A x CW(R) - CW(R) & 

A % CWU(R) n'est autre que l'application qui définie la structure de A-module 

déja considérée sur CW (R) , les autres assertions de la proposition sont tri- 

viales. 

2.2. Soit R un k-anneau. Pour tout a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CW(R), posons 

_ p P P _ (7) Fa (...,a_n,...,a_l,ao) et Va (...,a_n_l,...,a_zla_l) 

On vérifie immédiatement que les applications I et V sont des endo- 

morphismes continus du groupe CW(R) et que, si a € CW(R) et x € A, 

Flxa) = o(x)Fa , 

xVa = V(o(xla) , 

(Va) = V(Fa) = pa . 

Notons alors Dk 1l'anneau de Dieudonné de k , i.e. l'anneau (non com- 

mutatif si k :éIFp ) engendré par A et deux éléments I et V soumis aux 

relations 
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Si I'on munit 1l'anneau D]< de la topologie p-adique, on voit que l'action 

de A définie par la proposition 2.2 et les formules (7) munissent CW(R) 

d'une structure de D, -module topologique. 
k 

Il est clair que la structure de D. -module a gauche qui vient d'étre défi- 
k 

nie sur chaque CWk(R) est fonctorielle en R . Elle dé&finit donc un homomor- 

phisme de l'anneau Dk dans l'anneau End(CWk) des endomorphismes (dans 

la catégorie des k-foncteurs en groupes) de CWk . On vérifie facilement que 

cet homomorphisme est injectif. Dans la suite, nous utilisons cet homomorphis- 

me pour identifier Dk 4 un sous-anneau de End(CWk) 

Remarques : 

1.- Si on note bk = lim Dk /pmDk le séparé complété de Dk pour la 

topologie p-adique, on voit que la structure de Dk—module a gauche sur CWk(R) 

se prolonge en une structure de D, -module topologique séparé et complet, et 
k 
~ 

gu‘en particulier f)k s'identifie & un sous-anneau de End(CWk) 

2.- S1 R est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet, on’ 

voit que CWk(R) = lim CWk(R/a) peut aussi &tre muni d'une structure de Dk— 

QEQR 

module topologique, séparé et complet, limite projective des Dk—modules 

k 

on voit que les formules (5), (6) et (7) sont encore valables et que 

CWk(R/a) . Si l'on représente les éléments de CW, (R) comme des covecteurs, 

(4 si x = (xg.X;.0x ) €A et a=(.,a_,..,2a_,a)) € CW, (R, on 

a xa = (.,b_,...b_ b)) avec 

= 1i -n-m -n-m -n-m . b_ ml-l)rf:m Pm(o (XD) Nej (Xl) feees O (xm) Pa_ @ ,a_n) 

3.~ Le plongement canonique de Dk dans En'd(CWk) donné ici n'est 

pas le seul possible, Soit en effet T un automorphisme du corps k . Par 

fonctorialité, il se relédve de maniére unique en un automorphisme de A = W(k): 

celui-ci se prolonge en un automorphisme de Dk , encore noté T en posant 

T(F) = F et (V) =V . Si on compose le plongement construit ici avec T on 

obtient un autre plongement de Dk dans End(CWk) 
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CWk(R/a) . Si l'on représente les éléments de CW, (R) comme des covecteurs, 

(4 si x = (xg.X;.0x ) €A et a=(.,a_,..,2a_,a)) € CW, (R, on 

a xa = (.,b_,...b_ b)) avec 

= 1i -n-m -n-m -n-m . b_ ml-l)rf:m Pm(o (XD) Nej (Xl) feees O (xm) Pa_ @ ,a_n) 

3.~ Le plongement canonique de Dk dans En'd(CWk) donné ici n'est 

pas le seul possible, Soit en effet T un automorphisme du corps k . Par 

fonctorialité, il se relédve de maniére unique en un automorphisme de A = W(k): 

celui-ci se prolonge en un automorphisme de Dk , encore noté T en posant 
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2.3. Soit k' un corps parfait contenant k . Il est clair que 

CWk(k') = CWE(k') = CWk,(k‘) est muni d= la topologie discréte. Soit 

A' = W(k') et soit K' le corps des fractions de A' , Tout élément de K 

s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme a = +§ pncwn([an]) , avec 

les a_ € k' ; on voit que l'application qui &8 a € K' rali>s>s—c§°cie le covecteur 

(...,a_n,...,a_l,ao) est A-linéaire continue, surjective et gue son noyau est 

pA' . Le A-module K'/pA' s'identifie donc a CWk(k') . Par transport de struc- 

ture, on en déduit une structure de Dk—module 4 gauche sur K'/pA' ; on voit 

que l'action de F et V est donnée par Fa = g(a) , Va = pcy_l(_a_) , pour 

tout a € K'/pA' . Comme la division par p définit un isomorphisme de K'/pA’ 

sur K'/A' , on peut dire aussi que CWk(k') est isomorphe & K'/A' 

2.4, Notons CWA la restriction de CW , considéré comme foncteur sur la 

catégorie des anneaux commutatifs linéairement topologisés, séparés et complets, 

a la catégorie des A-anneaux de ce type. 

Nous nous proposons de montrer que 1'on peut identifier le sous-anneau 

A[!J de Dk a4 un sous-anneau de l'anneau End(CWA) des endomorphismes 

du foncteur en groupes topologigues CWA . 

Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet, On sait 

(cf. n° 1.3) que le plongement canonique de A = W(k) dans W(a) = WW(k)) 

est continu et nous permet de considérer les anneaux Wm(R) comme des A- 

anneaux linéairement topologisés, séparés et complets ; en outre, si x € k et 

si a = (aO’al""’am ) € Wm(R) , on a -1 

[x]a = ([x]ao, 

‘on en déduit que 

v_([x]a) = (0,[xla.,...,[d™ T ]a 
m 0 

-1 
nep =0 UxDv a 

Comme les [x] , pour x € k , engendrent un sous-groupe dense de A , on 

-1 
- 

Pour tout entier m = 1 , l'application de Ame(R) dans Wm(R) qui 

1—m(g_)a munit le groupe additif de Wm(R) d'une structure 
N 
& (x,a) associe o 

de A-module topologique, séparé et complet, Ces structures sont maintenant 

compatibles avec les Vm et, par passage & la limite, on en déduit une struc- 
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ture de A-module topologique sur CWu(R) 

On déduit immédiatement de la définition que, pour tout 

a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWu(R) , on a les formules suivantes 

(4") si x € A et si (_}50,3_1,...,511,...) désigne 1'image de x dans W(4) , 

on a xa =_rg._.n.1,b_n,...,b_l,b0) , avec 

b =P (o %), 0 B Mx ) a ,ee.;@ ) si m  est un entier tel 
-n m “m -n-m -n 

que a—i =0 si i>n+m 

(5") si x €k, ona [x]a-= (...,O_n([x])a_n,...,0—1([X])a_1,[X]ao) 

PROPOSITION 2.3.- Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et 

complet. L'action de A sur CWu(R) définie ci-dessus est continue pour la 

topologie naturelle et se prolonge en une action de A sur CW(R) gqui munit 

CW(R) d'une structure de A-module topologique, séparé et complet. 

51 a-= (""a—n""’a—-l’ao) € CWA(R) . 

- -1 ‘ 
i) ona Ix]la=(..0 rl([:><])a_n,...,c5 (IxDa_,.[xlay) ., pour tout x €k; 

i) si x € A et si (250’221""’511"”) désigne l'image de x dans 

W) , ona xa = (..b_,...b_ ,b) , avec 
- 14 -n-m -n-m ) b_ ml-];r}?-w P (o VPR x ) &_ @iy 08g) 

Démonstration : il s'agit d'une généralisation de la proposition 2.2 (tout 

k-anneau, muni de la topolegie discréte devient un A-anneau linéairement topo- 

logisé, séparé et complet) et la démonstration est analogue : 

on commence par considérer le A-anneau profini R = A[[(Y-n)nE]N” des 

série formelles en les Y—n . En appliquant la formule (4") & 

(...,0,...,0,Y_m,.. Y .,Y) € CW¥R) , on voit que, dans R , .7 _1[ 0 

-m —-m 
PLlo Ty o T ) YY) 

~ ~m-1 ~m-1 . =P L 0 ) T )50, Y) 

Si 1'on note encore br 1'idéal de R engendré par les Y 0 avec 

n=r, le médme raisonnement que celui fait pour prouver le lemme 2.1 montre 

,Y ) (mod bs) 
r 
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si m est un entier satisfaisant les inégalités indiquées dans ce lemme. 

En utilisant cette congruence, on en déduit le résultat dans le cas ou la 

topologie de R est la topologie discréte par le méme raisonnement que celui 

fait pour prouver la proposition 2.2. Le cas général s'en déduit par passage a 

la limite. 

2.5. Soit R un A-anneau, linédairement topologisé, séparé et complet. Pour 

tout a = (...,a _,...,a 
-1 —l’a 

0) € CWA(R) , posons 

(7") Va = (...,a 

Il est clair que V est un endomorphisme continu de CWA(R) . On voit 

que l'action de A définie par la proposition 2.3 et celle de V qui vient 

d'étre définie munissent CWA(R) d'une structure de A[V]-module topologique 

(en désignant par A[y] le sous-anneau de Dk engendré par A et V). 

11 est clair que la structure de AlV]-module & gauche qui vient d'étre dé- 

finie sur chaque CWA(R) est fonctorielle en R . Elle définit donc un homo- 

morphisme de l'anneau A[!J dans l'anneau End(CWA) du foncteur en groupes 

topologiques CWA . Ici encore, on voit facilement que cet homomorphisme est 

injectif et nous l'utilisons pour identifier A[V] & un sous-anneau de End(CWA). 

§3.- Quelques séries formelles. 

3.1. Soit S un anneau commutatif, que l'on suppose muni de la topologie 

discréte. Soit X = (XO,X_l,...,X_n,...) une famille d'indéterminées indexée par 

les entiers < 0 . Notons S[X] I'anneau des polynémes, & coefficients dans 

‘S , en les X—n . On peut considérer S[X] comme un S-anneau topologique 

pour la topologie discréte. 

Soit S[[X]] le S-anneau topologique des séries formelles en les X 

Si I = IN(—]N) est 1'ensemble des i = (io,i_l,...,i_n,...) , avec les i, €N, 

presque tous nuls, S[[X]] est un S-module, topologiquement libre, isomorphe 
: in 1_ i_ 

a SlI , avec une base topologique canonique, celle des Xl— = XOOX_ll...X_nn... , 

pour i € T , Tout élément de S[[X]] g'écrit, de manidre unique, sous la 

forme i 

> a.X= , avec les a, € S , arbitraires. 
iem 1 1 
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iem 1 1 
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Pour tout entier r = 0 , soit 'Dr 1'idéal de S[X] engendré par les 

X , pour n >r , On voit que S[[x]] s'identifie au séparé complété de 

S[X] pour la topologie définie en prenant comme systéme fondamental de voisi- 

s 
nages ouverts de 0 les idéaux de la forme br+ DO , pour r et s entiers 

> (0 , En d'autres termes 

s(Ix]] = um sIx)/(o_+v7) 

et S[X] est un sous-anneau dense de S[[x]] 

Considérons maintenant les trois S-anneaux topologiques suivant : 

sUxI) = 1m s[x1/v® 

s*lxl] = um s[xi/v_, 

sUIx1l = 1im s[x1/v, 

On constate facilement qu'ils s'identifient & des sous-anneaux de S[[X]] 

contenant S[X] : si, pour tout i = (iO'i—l""’i—n"") € I , et pour tout entier 

r=0, onpose |i| = Z i _ , ona: 
. ' ner -0 

. 2 . SO[[K]] _ %Z o xb | Pour tout (r,s) € N” , les a; ., avec |_1_|r < sZ ' 

i€l L sont presque tous nuls s 

. ]_ i = SUIIx]] = gz axk | Powr tout r € N , les a; . avec |L|r 0, , 

€n = sont presque tous nuls 

. i our tout s IN , les a, , avec i < , s°IIx11 =3z a x| PO € i lily <s 
et = sont presque tous nuls 

On a un diagramme commutatif : 

S 
s(x) — s°llx] __ slixl] 

sClixll 

ol toutes les fléches sont injectives et continues, & image dense, 

3.2. Le produit tensoriel S[X] B S[X] s'identifie & l'anneau S[X,Y] des 

polynémes en les indéterminées XO’X—l""’X reee et YO’Y—l""’Y—n"" en 

posant X ®1 =X et 1®X =Y . 
-1 -n -n 

Notons S[[X,Y]] (resp. SO[[X,\_(]]) le produit tensoriel complété 
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siix]] éS SI[x1] (resp. SO[[X]] éS SO[[X]]) . 8i l'on note encore b 1'idéal de 

S[XIX] engendré par les X et les Y , avec n =r , on voit que l'on a 

aussi 

sUx.Y)) = tim sX.¥1/(o +02) et slx,¥N = lim s[x,¥]/0° 

Il est clair que S[[fi,_{]] est 1l'anneau des séries formelles, & coefficients 

dans S , en les X_ et les Y _ . Avec des notations évidentes, tout élé- 

ment de S[[X,Y]] s'écrit, de maniére unique, sous la forme Y a, Xy, 
i, jer 21 

~ 
avec les a, , arbitraires. Ici encore S [[_X,X]] s'identifie & un sous- € S 

11 

anneau de S[[X,XH 

3.3. Nous allons voir que le Z-foncteur en groupes CW peut se décrire a 

l'aide d'une structure de "bigébre topologique" sur l'anneau %O[[X]] 

Soit R un anneau commutatif. On a une bijection naturelle entre 1l'ensem- 

ble des familles a = (...,a_n,...,ao) d'éléments de R indexées par les entiers 

< 0 et l'ensemble des homomorphismes de l'anneau Z[X] dans R : & tout 

a correspond l'homomorphisme cpa défini par cpa(X_n) = a_n 

L'élément a appartient & CW(R) si et seulement s'il existe des entiers 

r et s tels que 1l'idéal engendré par les a_ . avec n >r , a sa puissan- 

ce s-iéme nulle. Il revient au méme de dire que le noyau de l'application cpa 

contient 1l'idéal bf B 

Par conséquent, si l'on munit R de la topologie discréte, on voit que 

CW(R) s'identifie & l'ensemble des homomorphismes continus de l'anneau 

Z[X] dans R , pour la topologie de %[X] définie en prenant comme systé- 

me fondamental de voisinages ouverts de 0 les idéaux bf . Autrement dit, 

°Il CW(R) = Hom (z"[[x]],R) 
cont 

Remarquons maintenant que le lemme 1.3 peut se réénoncer 

LEMME 3.1.- La suite des S X ,....X .,X.:;Y ,....,Y _,Y.) converge dans 
0 m -m =170 "T-m -1"70 

z [[X,Y]] 

Notons § = S(...,X_n,...,X_l,XO; ""Y—n""’Y—l’YO) la limite de cette 

suite et posons 
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LEMME 3.1.- La suite des S X ,....X .,X.:;Y ,....,Y _,Y.) converge dans 
0 m -m =170 "T-m -1"70 

z [[X,Y]] 

Notons § = S(...,X_n,...,X_l,XO; ""Y—n""’Y—l’YO) la limite de cette 

suite et posons 
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8p =8 = SC.X_ X0 Xgi Yl YY) 

S 1= 8l X | e XX Y YY) 

S _=58(...,X reeer X X o reaY reeer ¥ Y ) 
-m -n-m -m-1"""-m -n-m -m-1""-m 

On voit que ce sont tous des éléments de ZD[[X,X]] (ne pas confondre 

— = . = § S0 S avec le polynéme SO(XO,YO) XO+Y0 1. 

PROPOSITION 3.2.- 

i) Il existe un homomorphisme d'anneaux continu et un seul 

o+ w0 (X)) — z°[x)) & Z°lx) - z°Ux, ] tel que a(x_) =s__ 
pour tout n ., 

ii) L'application A munit l'anneau ZO[[X_]] ‘d'une structure de "bigébre 

topologigque", linéairement topologisée, séparée et compléte. 

iii) Pour tout anneau linéairement topologisé, séparé et complet R , le 

groupe CW(R) s'identifie a Homcont(ZO[[_X]],R) (la_structure de 

groupe sur ce dernier ensemble étant induite, de maniére évidente, 

par A . 

Démonstration : c'est clair ! 

Remargues : 

1.- On voit de méme que, pour tout anneau R (sans topologie), le 

groupe CWY(R) s'identifie 3 Homcont(%u[[_)g]],R) , oit l'on a mis sur R la 

topologie discréte. 

2.- Soit k un corps parfait de caractéristique p . Il est clair gque, pour 

tout k-anneau R , CWk(R) s'identifie aussi & l'ensemble des homomorphismes 

continus du k-anneau kO[[X]] dans R ; le plongement de D, dans 

End(CWk) induit un homomorphisme de l'anneau opposé & D]< dans l'anneau 

des endomorphismes continus de la bigébre topologique ko[[zi_]] . On peut faire 

le méme genre de remarque en remplagant k par A = W(k) et Dk par A[v]. 

3.4, Pour tout anneau topologique S et tout S-anneau topologigue B , nous 

notons Q,(B) le module des S-différentielles continues de l'anneau B et 
S 

d =d l'application canonique de B dans Q_(B) 
B/S S 
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Il est clair que ZO[[_}Q]] s'identifie & un sous-anneau topologique de 

Q°llx]l et que q, 
de QCD(CDO[[X]]) . Posons 

(ZO[[X]]) s'identifie & un sous—%o[[z]] -module topologique 

P2’ [(x1]) = fo € °[[x)] | da € 0 @ ([x]D} . 
On voit que P(ZO[[_}Q]]) est fermé dans CDO[[X]] . C'est le sous—ZO[[X]]— 

module de CDO[[Q(_]] formé des séries formelles EaiXL (la sommation é&tant 

O’i—l"" ({0,-1,...,-n,... }) ) & coefficients dans 

@® qui, d'une part, sont dans CDO[[X]] (i.e. on a un nombre fini de ai # 0 

2 

étendue aux i = (i i) €N 

avec |_i_lr < s , pour tout couple (r,s) € IN" ) et, d'autre part, satisfont 

i ai € Z , pour tout i et tout entier n = 0 

On définit de la mé&me maniére 

P [[x. Y1) = {oe@’llx,¥]]]d e o, @ [[x,¥ID)] 

Nous allons établir le résultat suivant : 

PROPOSITION 3.3.- Soit 8,,5_;,....5_ ,... les éléments de z°[x,¥]] qui 

définissent la structure de bigébre topologigue de %0[[§]] . Alors 

_ n _ n _ n 

i) les séries de terme général p nXE)n , P nYfin , P nSE)n convergent 

dans P(Z°[[X,¥]]) et l'ona 
-] _ n L _ n ® _ n 

Tp P+ D p P = Tp P 
n=0 -0 pn=0 - n=0 -n 

s N1 no1 
i1) les séries de terme général xP ~'dX ., YP T4y , sP ds 

0 -n -n -n -n -n -n 

convergent dans Q%(Z [[X,¥]]) et l'on a 

kel n =) n_ ] 1’1__ 

TxP -lgx  + yP lavy = psP lgs 
n:O -Nn -n n:O -n N n:O -n -n 

Démonstration : la proposition résulte trivialement du lemme suivant : 

LEMME 3.4.- Pour tout entier r = 0 , soit br 1'idéal de @IX,Y] engendré 

par les X«n et les Y—n , pour n = r ., Quels que soient les entiers r et 

s > 0 , il existe un entier m(r,s) tel que, si m > m(r,s) , alors 

™
3
 

p nXE)n + 2 p yp 
n m _, N 3 

= 2 p SP (mod v”) , 
n=0 -n -n r n=0 n=0 

od oY désigne l'adhérence, dans o%llx,v]] , de 1'idéal nf de o[x,v] . 

Démonstration : il est clair qu'il suffit de démontrer ce lemme lorsque les 

r 
entiers r et s satisfont r=>1, s =p et s £ p . Montrons qu'alors la 
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congruence annoncée est vérifide dés'que m = r-1+(s-p)/(p-1) 

il résulte de la définition des polyndmes Sn gque l'on a 

m n m n m n 
TP o+ L ™WP = 3 P 
_ -n — -N — -1l n=0 n=0 n=0 

en posant T—n = Sm—n(X~m’X—m+1’""X—n;Y—m’Y—m+1""’Y—n) . I1 suffit donc 

ph n — 
de montrer que, pour 0 £n <m , on a T_ = SI_Jn (mod bf) 

B Si n =r , on voit que T et S_ appartiennent a l'adhérence_de br , 
n n 

donc que TP et 8P 
-n -n 

~ n r 
appartiennent tous deux a bf c bllf' - nf , Dpuis- 

que s < pr . 

B Si n<r, ona, d'aprés le lemme 1.3, 

\ vrees X Y Y ) 
m'-n -m -n‘ " -m -n 

= Sm'+1—n(X 

S 

—m'—l""’X—n’Y—m'—l""'Y—n) (mod nr_nm) , 

pourvdu que m'-n > (r-n) -1+ (s-p)/(p-1) . C'est donc le cas si m' = m 

et, par passage a 
n 

fortiori, TI_)n = 13 

la limite, on en déduit T = 8 n (mod bf) ; donc, a o - 
S 

n {(mod nr) 

§4.- Le groupe formel des covecteurs. 

4,1, Soit k un anneau commutatif. Par restriction a la catégorie des k-anneaux, 

CW définit un k-foncteur en groupes CWk 

~ 
Soit k un anneau commutatif pseudo-compact. Par restriction & la caté- 

gorie des k-anneaux finis, CW définit un k-foncteur formel en groupes que 
AN 

nous notons CWk car c'est la complétion formelle du k-foncteur CWk 

Soit R un k-anneau fini. C'est un anneau artinien et son radical rR 
e 

est nilpotent. On en déduit que CWk(R) = CW(R) s'identifie & l'ensemble des 

covecteurs a = (...,a nrerrd 1,ao) , avec les a n € R vérifiant 

(V') pour presque tout n , a_, € rn - 

4.2, Soit toujours Kk un anneau commutatif pseudo-compact. Si R est un k- 

anneau fini, que 1'on munit de la topologie discréte, on a 
N 

CWk(R) = CW(R) = Homcom(ZO[[X]],R) . Considérons le produit tensoriel topolo- 
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gique B]S = ZO[[X]] éZ k = lim (%%[)_(]]/bf) - (k/a) , pour r et s entiers 

> 0 et a idéal ouvert de k : c'est un k-anneau topologique, linéairement 

topologisé, et 6\7\/k(R) s'identifie & l'ensemble Homcom(Bg,R) des homomor- 

phismes con;i\nus du k-anneau topologique B]S dans R . Par conséquent (cf. 

n® 1.4.8) CWk est un ]E—groupe formel dont l'algébre affine s'identifie & la 

complétion profinie de Bk . 

Si ® : R - S est un épimorphisme de k-anneaux finis, l'application 
A~ PN PN 

CWk(cp) : CWk(R) - CWk(S) est clairement surjective ; par conséquent, le k- 
N 

groupe formel CWk est lisse. 

~ . ) o i u T 
De la méme maniére, par restriction aux k-anneaux finis, CW définit 

P 

un k-foncteur formel en groupes CWE . On voit que c¢'est un k-groupe formel 

lisse dont l'algébre affine s'identifie & la complétion profinie de 
N N 

BE = %u[[x]] ®% k . Il est clair que CWE s'identifie de maniére naturelle & 
/\ 

un sous-groupe de CWk . 

Remargues : 
A\ N c S u,c 

1.- Soit CWk (resp. CWk' ) la composante connexe de CWk (resp. 
AN\ 

CWE) . On voit facilement que, pour tout k-anneau fini R , de radical rn 

on a 

)|a~n€rR , pour tout n=z=0} , 

c 
(R) = 

fa=(...,a n,...,ao) | les a_ ~sont tous dans r_ et presque tous nuls?} , 

u,c s . 5 s 
K } s'identifie & la complétion pro- 

finie de B]i = z°[[x]] é% k (resp. B, = z[[x]] éZ k) ; on voit d'ailleurs que 

Bk est déja profinie et s'identifie au k-anneau topologique k[[x]] des séries 

formelles en les X 4 coefficients dans k . 

ras c N 

et que l'algébre affine de CWk (resp. CW 

2.- S8i k est artinien, la topologie de k est la topologie discréte, et 

alors By = K [k, B = k"Ilx]] . ] = kClxN L 8, = lx]] B 
k 

4.3. Supposons maintenant que l'anneau commutatif pseudo-compact k est 

parfait de caractéristiqgue p . On a un homomorphisme évident de l'anneau 
N 

End(CW,) dans l'anneau End(CW,) des endomorphismes du k-groupe formel 
k k AN 

CWk . On vérifie facilement que la restriction de cet homomorphisme & Dk est 
P 

injective, Ceci nous permet d'identifier Dk 4 un sous-anneau de End(CWk) 
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Remarques : supposons que k est un corps parfait de caractéristique p . 

N 
1.- Soit B l'algébre affine de l'un des quatre k-groupes formels CW, |, 

S u 7> c S u,c K 
CW_ , CW  , CW,’' . L'image canonique de Z%[X] dans B s'identifie & 

l'an]?‘leau k[]f)g] des ];olynémes en les X—n a coefficients dans k et est den- 

se dans B . Soit T un automorphisme du corps k et soit @ un endomor- 

phisme continu de la structure d'anneau de B , T-semi-linéaire (i.e. tel que 

o(Mx) = T(Mep(x) , si A €k, x € B). Comme k[X] est dense dans B , 

o est complétement déterminé par les cp(X_n) , pour n =0 

Le Frobenius FB est o-semi-linéaire et I'on a évidemment FB(X—n) =XE_) . A 

L'endomorphisme de multiplication par p est linéaire et il résulte de la formu- 

le (6) du paragraphe 2 que p(X_n) = X?n—l . 

Le décalage VB est 0_1—semi—linéaire et vérifie PBVB = p . Soit Vé 

1'unique endomorphisme continu, -semi-linéaire, de B tel que 
5 

, pour tout n = 0 . On voit que F_V. est linéaire et vérifie VB ) = X B'B 
1 - p - = LIS L 1 PBVB(X—n) X-n—l . On a donc FBVB P FBVB , d'on \/B VB , puisque 

FB est injectif, En particulier 

(1) VB(X—n) - X—n—l 

P u 

2.~ La formule précédente implique que CWk est la "composante unipo- 
N 

tente" de CWk (cf. n°I1.7.6). 

3.~ Par complétion, on voit que f)k = lim Dk/pmDk s'identifie encore & 
AN - . 

un sous-anneau de End(CW.) . On voit qu'en fait D s'identifie & un sous- 

anneau de l'anneau Endcont(cwk) des endomorphismes "continus" de CW]< 

(i.e. des endomorphismes qui opérent continlment sur chaque groupe topologique 
P AN 

CW, (R) ). On peut montrer que l'on a D, = EndCO (CW.) . L'idée de la dé- 
N k ~ K nt k 

monstration est la suivante : co/r\nme CWE est "dense" dans GW]< , pour c/o\n— 

naftre un élément de Endcont(cwk) il suffit de connaftre sa restriction & CWE; 

c'est EE endomorphisme de C E , d'aprés la remarqus\précédente (qui implique 

que /(iWE est un soE\s—groupe "caractéristique" de CWk ) ; on vérifie que 

End(CW}i) = lim End((Wm)k) = lim D]</§_/'m]D]< = ]AD']\(L : il reste alors & constater que 
2 -~ oy ~V PP 
Dk s'identifie & un sous-anneau de D];\-/ et qu'un élément de Dk— définit un 

/\ 

u , , . A 
endomorphisme continu de CW si et seulement s'il appartient & D 

k k 

4.4, Soit k un corps parfait de caractéristique p . Si R est un k-anneau 
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5 

, pour tout n = 0 . On voit que F_V. est linéaire et vérifie VB ) = X B'B 
1 - p - = LIS L 1 PBVB(X—n) X-n—l . On a donc FBVB P FBVB , d'on \/B VB , puisque 
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P u 
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N 

tente" de CWk (cf. n°I1.7.6). 

3.~ Par complétion, on voit que f)k = lim Dk/pmDk s'identifie encore & 
AN - . 
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anneau de l'anneau Endcont(cwk) des endomorphismes "continus" de CW]< 
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P AN 
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N k ~ K nt k 
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2 -~ oy ~V PP 
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/\ 

u , , . A 
endomorphisme continu de CW si et seulement s'il appartient & D 

k k 

4.4, Soit k un corps parfait de caractéristique p . Si R est un k-anneau 
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profini, c¢'est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet et l'on a 
N 

encore CWk(R) = CW, (R) = CW(R) . C'est encore un Dk—module topologique. 
N 
CWk(R) comme des covecteurs, on 

k 

Lorsque l'on représente les éléments de 

voit gue 

@ si R est un k-anneau profini local, son idéal maximal m est topologique- 

ment nilpotent et 

C/”\R/_ (R) ( 
) a_4 € R, pour tout n , 

k =12 = Lea_eee8_408y
 a_, € m , pour presque tout n p 

B dans le cas général, le k-anneau profini R s'écrit comme un produit 
N P 

| lRj de k-anneaux profinis locaux et CWk(R) est le produit des CWk(Rj) : 
je] v 

on a donc 

a € R, pour tout n , 
-n 

C/V\V (R) ={a=(..,a a a.) 
k - Tent T T =170 | pour j fixé, a_n]. € mj pour presque 

tout n P 

ol l'on a noté a—nj la projection de a_, sur Rj et mj‘ l'idéal maxi- 

mal de Rj 

4.5 On suppose toujours que k est un corps parfait de caractéristique p et 

on pose A = W(k) , Dk = A[E,_\[] . Nous allons étudier la structure du Dk— 
AN 

module topologique CW. (R) lorsque R est un k-anneau fini ou profini. Pour 
k 

cela, introduisons quelques définitions 

soit M un Dk—module topologique. On suppose M profini (resp. pro- 

artinien) en tant que A-module topologique (cf. n°® 1.3.4) 

B nous disons que M est un D, -module A[F]-profini (resp. A[F}-pro- 
k 

artinien) si les sous—A[f] -modules ouverts forment un systéme fondamental 

de voisinages de 0 ; 

m de méme, nous disons que M est un Dk—module Dk—profini (resp. Dk-pro— 

artinien) si les sous-D, -modules ouverts forment un systéme fondamental de 
k 

voisinages de 0 

PROPOSITION 4.1,- Soit R un k-anneau fini ou profini. 
PN 

i) Muni de sa topologie naturelle, CW. (R) est un D, -module A[E] -pro- 
k k 

artinien. 
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ii} Le sous-module C/\NE(R) , .qui est ouvert dans W (R) , est un D, - 

(R) tels que la suite ; module A[E]—profini ; 1l est formé des | a € C/\7V' 
k 

des _Eng tend vers O 

N\ 

iii) Le sous-module C/Wet(R) , qui est fermé dans CW, (R) , est un D, - 
k k k 

module Dk—pro—artinien, discret si R est fini : on a 

A ® A\ ™ N 
SWE'R) = N F'EW, R = N p"EW, (R) 

k n=0 k n=0 k 

Démonstration : par passage a la limite, on wvoit gu'il suffit de démontrer 

cette proposition lorsque R est un k-anneau fini. Soit alors rp son radical 

t 
et Ret la partie étale de R , de sorte que R = Re @ rs - 

A\ N 
Montrons (iii). Il est clair que CW:E(R) = CWk(Ret) est fermé dans 

CWk(R) . Comme Re est réduit, il n'a pas d'idéaux nilpotents non triviaux 

s oas < et 
et on en déduit que CW_ (R) = CW (Ret) s'identifie & CWu(Ret) et est muni 

k k ' 

de la topologie discréte. L'anneau R®  s'écrit comme le produit d'un nombre 

fini d'extensions finies ki du corps k . On voit que CWk(Ret) s'identifie 

3 la somme directe des Cwk(ki) ; si 1l'on pose Ai = W(ki) et si 1l'on note , 

Ki le corps des fractions de Ai , on sait (cf. n®° 2.3) que Cwk(ki) s'iden- 

tifie, au A-module Ki/Ai , l'action de F étant donnée par Fa = o(a) , pour 
t 

tout a € Ki/Ai ; on en déduit que (_{VVE (R) , isomorphe & la somme directe 

des Ki/Ai est artinien et divisible, donc que 

® noN et o et 
t(R) = CW. A AR = 0BG “® 

si n est un entier tel que rgn = 0 , on voit que 

o"EW, (®) = F'EW (®) = CWI'R) 

ce qui achéve de prouver (iii). 

Le Dk—module C/\7V'](2(R) est formé des a = (...,a_n,...,ao) tels que 

a_, € rR - pour Itout n et est isomorphe, en tant qu'espace topologique au 

produit direct ri\r . On voit que les 

U(R,rR,s) 

s-n 
= {a =(.. a_ ,ao)‘a_HErR , pour tout n , et a_nér§ , si n<sl}, 

pour s € IN , forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 

dans C/"V\VE(R) et sont des sous-A[F]-modules. 
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Soit {yl,yz,...,de une base de rp sur k . Pour n € IN et 

1 <j<d" , soit Yo 1'élément de CI/\?V](Z(R) dont toutes les composantes sont 

nulles, sauf celle d'indice -n qui est égale a Yj . On voit tout de suite que 

le quotient 6’\\/\/'E(R)/U(R,rR,s) est engendré, en tant que A-module, par les 

images des Voo pour n < s . C'est donc un A-module de type fini. Comme 
I3 Ay 

CWE(R) est un groupe de p-torsion, on en déduit que les A[E] -modules 
PN 

CWE(R)/U(R,r ,s) sont des A-modules de longueur finie. Par conséquent, 
~ R 

CW]CE(R) est un Dk—module A[F]-profini, 

m m 
Soit m un entier tel que rg =0. Ona I'a=0, pour tout » 
N 

a € CWE(R) . Réciproquement, si a € CWk(R) est tel que la suite des Eng 
N N 

tend vers 0 , on a En_q € CWEt(R) , pour n >m . Comme CWEt(R) est 

, n . 
discret, ona F'a =0, pour n suffisamment grand, et toutes les composan- 

N N 
tes de a sont dans rp donc a € CWE(R) . Par conséquent, CWE(R) est 

SN\ 

bien l'ensemble des a € CW, (R) tels que la suite des Fng tend vers 0 K £ 

Comme (3/‘\7Vk(R) = C/‘\\/\/’(R,rR) , les U(R,rR,s) , pour s € N , forment 

encore un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 dans C/’\7Vk(R) . En 

particulier, C/W;(R) = U(R,rR,O) est ouvert dans 6’\\/\/'k(R) , ce qui achéve de 

prouver l'assertion (ii). 

Comme @Vk(R) = C/'\TVE(R) ® @VEt(R) , I'assertion (i) résulte des deux 

autres. 

§5.- Relévement des covecteurs. 

Dans ce paragraphe et dans le suivant, k désighe un corps parfait de 

caractéristique p , on pose A = W(k) et on note K le corps des fractions 

de A : on note o le Frobenius absolu opérant sur k , W(k) = A et K ., 

5.1. Appelons anneau p-adigque (cf. Lazard, [35] p. 69 : Serre dit " p-anneau 

strict” dans [43] p. 46) tout anneau R linéairement topologisé, séparé et 

complet, dont la topologie est la topologie p-adique (autrement dit R = lim S%/an ’ 

chaque quotient étant muni de la topologie discréte), et qui est tel que p est 

non diviseur de zéro dans R . 

De méme, nous appelons A-anneau p-adique tout A-anneau linéaire- 
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ment topologisé qui est un anneau p-adique, 

Si R est un A-anneau p-adique et si l'on pose RK = R®AK , on voit 

que R s'identifie & un sous-anneau de RK et que le A-module RK , muni de 

la topologie p-adique, est linéairement topologisé, séparé et complet : on a 

RK = lim &K/me , chaque quotient étant muni de la topologie discréte. 

PROPOSITION 5.1.- Soit ® un A-anneau p-adigue. Soit 
n 

- - ~ ~ ‘o -n-~ 
a = (...,a_n,.,.,a_l,ao) € CWA(R) . La série de terme général p a_n converge, 

dans RK = R@AK , pour la topologie p-adique. Notons v@bz(é) la somme de 

cette série, L'application v?rfl : CWA(R) - RK ainsi définie est une application 

A-linéaire continue. 

Démonstration : on a CWA(R) = CW(R) = lim CW(R/me) . Posons 

R = ®/pR , et, pour tout a €R , hotons a son image dans R . Si on se 

donne une suite d'éléments é—n , pour n € IN , de R , on voit facilement 

que (...,5_n,...,5_1,50) € CW,([®) si et seulement si 

(va_ ...ia_j.3p) € CWR) 

Soit & = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWA(R) . Alors 

a = ( .,a_n,...,a_l,ao) € CW(R) et il existe des entiers r et s tel que 

1'idéal n de R engendré par les a , avec n = r , est nilpotent. Si t 
t - ~ntb ; 

est un entier tel que nP = 0 , on en déduit, en particulier, que agn € PR , g 

~nl ~nt, . n-t n-t : 
pour tout n=r ;si n>r e n=1t, on a donc apn=(apn)p € pP R 

-n~_N n-t - - 
ou encore p naljn € pP N : la convergence de la série de terme général 

N~ Il . L , n-t 
p aljn résulte alors de ce que, pour t fixé, la suite des p -n  tend vers 

1'infini, 

Considérons une suite (ém)m convergente d'éléments de CWA(R) et 
€N 

soit a sa limite. Posons a = (...,a s eee,d ) et a={(..,a ,....8.). 
- —m m,-n m, 0 ~n 0 

On voit que la suite des a = ( A e O) converge, dans CW(R) 

S = --.,a 1ea 0y vers a = ( -n ao) 

Comme la topologie de CW(R) est celle de la lifnite inductive des 

CW(R,n,r) (cf, n® 1.6), il existe un idéal nilpotent n de R et un entier r 

tel que a_n En et a—n,m €n pox%tr tout n > r (et ceci quel que soit m ). 

Choisissons un entier t tel que nP =0 . Le méme raisonnement que celui 

que l'on vient de faire montre que, si n=2r et n =1t , on a 
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n-t -n.ph n-t_p -n- -n 
p 3® € pp R et p 3P € pp R , guel que soit m 

-n m,-n 

Soit u un entier = 1 . Soit no un entier vérifiant nO >r et no >t 

n- . . 
tel que p -n = u si n=ng. On voit que l'on a 

-n prl ~np" u 
a = a mod , tout n=n t tout p m, -n P n ( P R) pour tou o et tout m 

La convergence de la suite des ém dans CWA(SQ) vers a implique la 

convergence, pour tout n fixé, de la suite des ém n dans R vers a n 

Il existe donc un entier my tel que si m = mo et n = n0 , on a 

~ ~ u ~ Py 
a_rl m = a_n (mod p R) . Avec les mémes conditions sur m et sur n , on a 

donc 
.n upn 

aP = 4P (mod p R) , 
-n,m -n 
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On voit donc, finalement, que si m=m, , ona w @G ) = Y p ap 
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est congru (mod p R) & 2 p apn = WR(Q) , ce gui implique la continuité de 
. n=0 - 
w 
R 

11 résulte immédiatement de la définition des polyndémes Sn que la res- 

triction de VTJR 5 CWY(R) est additive. Comme on voit que CW"(R) est un 

sous—-groupe dense de CWA(R) , le fait que V?IR est additive s'en déduit par 

continuité. 

Comme le sous-groupe de A engendré par les [x] , pour x € k , est 

dense dans A , il suffit alors, pour montrer que VTIR est A-linéaire, de véri- 

fier que v@fi([x]g) = [x]v?rfi(g_) , pour tout x € k et tout a € CWA(R) : ceci 
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n 

o ™MIx)® = [x] 

Remarque : on aurait pu aussi déduire cette proposition de la proposition 3.3. 

5.2. Soit toujours R un A-anneau p-adique. Posons R, = R ®A k= R/pR . Il 
k 

est clair que l'application canonique de R sur Rj induit une application A- 

97

COVECTEURS DE WITT 

n-t -n.ph n-t_p -n- -n 
p 3® € pp R et p 3P € pp R , guel que soit m 

-n m,-n 

Soit u un entier = 1 . Soit no un entier vérifiant nO >r et no >t 

n- . . 
tel que p -n = u si n=ng. On voit que l'on a 

-n prl ~np" u 
a = a mod , tout n=n t tout p m, -n P n ( P R) pour tou o et tout m 

La convergence de la suite des ém dans CWA(SQ) vers a implique la 

convergence, pour tout n fixé, de la suite des ém n dans R vers a n 

Il existe donc un entier my tel que si m = mo et n = n0 , on a 

~ ~ u ~ Py 
a_rl m = a_n (mod p R) . Avec les mémes conditions sur m et sur n , on a 

donc 
.n upn 

aP = 4P (mod p R) , 
-n,m -n 

ou encore 

-n pn -n pn upn—n 
a = a mod R) poa =P oAl ( P 

d'ou 

—nhprl -n pn u 
a = a mod pal o, =P 8, ( pR) 

n . 
car up -n=>u s8i n=0 

®  _n n 

On voit donc, finalement, que si m=m, , ona w @G ) = Y p ap 
n 0 R m n=0 m, -n 

[e=] 

u N ll $ -~ ~ . . : . vy o2 3 

est congru (mod p R) & 2 p apn = WR(Q) , ce gui implique la continuité de 
. n=0 - 
w 
R 

11 résulte immédiatement de la définition des polyndémes Sn que la res- 

triction de VTJR 5 CWY(R) est additive. Comme on voit que CW"(R) est un 

sous—-groupe dense de CWA(R) , le fait que V?IR est additive s'en déduit par 

continuité. 

Comme le sous-groupe de A engendré par les [x] , pour x € k , est 

dense dans A , il suffit alors, pour montrer que VTIR est A-linéaire, de véri- 

fier que v@fi([x]g) = [x]v?rfi(g_) , pour tout x € k et tout a € CWA(R) : ceci 

résulte immédiatement de l'assertion (i) de la proposition 2.3 et du fait que 
n 

o ™MIx)® = [x] 

Remarque : on aurait pu aussi déduire cette proposition de la proposition 3.3. 

5.2. Soit toujours R un A-anneau p-adique. Posons R, = R ®A k= R/pR . Il 
k 

est clair que l'application canonique de R sur Rj induit une application A- 

97



GROUPES p-DIVISIBLES 

linéaire continue de CWA(R) dans ‘CWk(@k) ; on voit que cette application 

est surjective et que son noyau est le sous-A-module fermé CWA(p&) de 

CWA(R) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont dans DpR . 
~ n , . . 

Comme p -n = 1 , pour tout entier n = 0 , on voit que l'image par WR de 

CWA(pR) est pR . Par passage au quotient, on en déduit une application A- 

linéaire continue, que nous notons WR de CWk(Rk) dans le module quotient 

@K/p@ ) 

On voit que cette application WR peut se construire ainsi : si 

a=(..,.a ,...,a ,,a.) € CW. (R ) , on choisit, pour tout n , un reldvement -n’ o108 kK . 
‘o 42 —nNa- 

- de a 1 dans R : alors la série de terme général p aE’n converge 

dans RK et son image dans RK/pR ne dépend pas du choix des relévements . 

des a : c'est WR(Q) 

Remarques. 

1.- 11 est clair quer w et w sont des transformations naturelles au 

sens suivant : soit R et § deux A-anneaux p-adiques et soit ¢ un homo- 

morphisme du A-anneau R dans & ; il est clair que © s'étend de maniére 

unigque en un morphisme cpK de R dans & = S@A K et induit, par passa- 
K K 

ge au quotient une application A-linéaire P de RK/pR dans 8K/pS ; de 

méme, ¢ induit un morphisme Py de &k dans Sk =8 ®A k ; il est immé- 

diat que les diagrammes 

vTrR wg 
CWA(R)——-»&K CWk(Rk) RK/pR 

L cw ‘ A @KJ (1) oW l 3 j 
CW (s)—_>gK cwk(sk)—-—->gK/ps 

sont commutatifs. 

2.- L'application WR n'‘est, en général, ni injective, ni surjective. Tou-~ 

tefois, dans le cas ol Rk = k' est un corps parfait contenant k , on voit 

que wo n‘est autre que l'application réciproque de K'/pA' (o A'=W(k') , 

K' = Frac(A') ) dans CWk(k') construite au n°® 2.3 ; en particulier WR est 

alors un isomorphisme. Ceci reste, bien sdr, encore vrai dans le cas ou Rk 

est le produit d'un nombre fini de corps parfait contenant k 

5.3. Soit R un anneau linéairement topologisé, Nous disons qu'un idéal 1 

de R est un idéal co-p-adigque s'il est fermé et si l'anneau R/I , muni de la 
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topologie quotient, est un anneau p-adique. 

Nous disons qu'un anneau (resp. un A-anneau) est un anneau pro-p-adique 

(resp. un A-anneau pro-p-adigue) si, en tant gqu'anneau topologique, il s'iden- 

tifie & lim R/T , pour I parcourant l'ensemble des idéaux co-p-adiques de 

® . En particulier, tout A-anneau pro-p-adigque est un A-module topologique, 

sans torsion, 

Soit ® un A-anneau pro-p-adique. Nous disons qu'une famille 3 

d'idéaux co-p-adiques de ® détermine la topologie de R siles I+ an ; 

pour I € 3 et n € IN , forment un systéme fondamental de voisinages de 0 

dans R . Il revient au méme de dire gque tout idéal ouvert de R contient un 

idéal de la forme 1+ an , avec 1 €3 et n € IN . S'il en est ainsi, R 

s'identifie & lim R/T . 
Ie3 ‘ 

Il est clair que, si R est un A-anneau pro-p-adique, l'ensemble ER 

de tous les idéaux co-p-adiques de {& détermine la topologie de R . 4 

Soit R un A-anneau pro-p-adique et soit 3 une famille d'idéaux co-p- 

adiques de R gqui détermine la topologie de R® . Nous posons RK =R ®A K 
~ . s 

et R, = lim (R/T) ®, K = lim (RK/IRK) 
Ied Ied 

Si 1'on munit chaque quotient RK/IRK , gqui est un espace vectoriel sur 

K , de la topologie p-adique, éK devient un K-anneau topologique ; en tant 

que A-module, il est linéairement topologisé : c'est le séparé complété de RK 

pour la topologie définie en prenant comme systéme fondamental de voisinages 

de 0 les sous-A-modules de la forme IRK+an , pour T €38, ne€IN . 

L'injection canonique de R dans éK est continue. 

Pour tout I € 3 , on a, d'aprés la proposition 5.1, une application A- 

-~ 

linéaire continue WR/I de CWA(R/I) dans (6%/1)K . La commutativité du dia- 

~ 
gramme (1) permet de passer a la limite et on en déduit une application A- 

linéaire continue 

~3 ~ 3 
wo CWA(R) - Ry 

: Coa R A~ A PR 
Ici encore, si a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWA(R) . WR(Q) est la somme 
L - -n~pl 

de la série convergente de terme général p apn . 

De méme, si l'on pose R, = R/pR , on définit, par passage au quotient, 
k 

ou par passage & la limite en utilisant la commutativité du diagramme (1'), une 
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application A-linéaire continue 

8 ~3 
LA cwk(&k) - Ry /PR 

Si a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWk(Rk) et si & estun relédvement de 

a_, dans R , WS(Q) est l'image dans RK/pR de la somme de la série de 

a4 -N. 
terme général p aP 

~ 

5.4. La construction de l'anneau RK , associé a un A-anneau pro-p-adique R 

et & une famille & d'idéaux co-p-adiques de §® qui détermine la topologie de 

R , présente deux inconvénients 

B la structure de ‘RK dépend, en général, de maniére considérable, du choix 

de la famille & 

B si on choisit pour 8 1'ensemble de tous les idéaux co-p-adiques de R , 

1t A ~8 .2 . l'anneau R obtenu est en général "énorme" et peu maniable. 
K 

-~ 

On est alors conduit & remplacer RK par un anneau plus agréable, l'an- 
-~ an , , , , e . 

neau RK des "fonctions analytiques", qui s'identifie & un sous-anneau de 

chacun des RK 

~ , an 
Pour simplifier, nous n'allons donner la construction de RK que dans le 

cas particulier ol nous en aurons effectivement besoin : 

dans toute la fin de ce paragraphe, on note K' une extension finie tota- 

lement ramifiée du corps K , e le degré de l'extension, A' 1'anneau des 

entiers de K' , m une uniformisante de A' 

~ 

Nous allons définir l'anneau &Zn lorsque R est un A'-anneau profini, 

formellement lisse, "localement de dimension finie", autrement dit, ® est un 

A'-anneau profini et chaque composante locale de ® est isomorphe 4 un anneau 

de séries formelles, & un nombre fini d'indéterminées, & coefficients dans l'an- 

neau des entiers d'une extension finie non ramifiée de K' . Pour alléger 1'écri- 

ture, un tel anneau est appelé, dans la fin de ce paragraphe, un A'-anneau 

spécial, 

Soit R un A'-anneau spécial et soit RK =R ®A K=g ®A' K 

® Supposons d'abord que R est un anneau local et soit mR son idéal maxi- 

mal, Pour tout entier s = 1 , soit IS le sous-A'-module de RK défini 
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@ -+ ~ 
par | = Lo 0 108 . On note £ le séparé complété du A'-module R 

s n=1 R K K 

pour la topologie linéaire définie en prenant les Is comme systéme Ifonda- 

~a 
mental de voisinages ouverts de 0 ; on a donc RKn = l<i_r_n RK/IS , chaque 

quotient étant muni de la topologie discréte. On voit tout de suite que 

IS.IS o IS et que TT—t]S s Is' si (t+1)s' < s : on en déduit immédiate- 

ment que le produit dans &K est continu, d'old une structure de K'-anneau 

topologique sur é;n (la topologie de K' étant la topologie p-adique ; on 
~ an - . . . 

voit que RK est linéairement topologisé en tant que A'-module, mais pas 

en tant qu'anneau). 

e Si R est un A'-anneau spécial quelconque, et si & = | \Rm est la décom- 
~ T an 

position de R en produits d'anneaux locaux, on pose Rin = l i(fim)K 

C'est donc un K'-anneau topologique, séparé et complet, et c'est un A'~mo- 

dule linéairement topologisé. 

PROPOSITION 5,2, - 

i) Si ® est un A'-anneau spécial, l'application canonigue de ® dans 

~an , . , 
RK est continue et injective, 

P s an i 
il) Si R et 8 sont deux A'-anneaux spéciaux, (R R $)x  s'identifie 

. 2an 2 =an , ~an ~an 
anoniqu nt R ce gui a un sens car t canoniguement & R, ®,, S, (ce g Ry _g_ 8 

sont des A'-modules linéairement topologisés). 

- ~an , S s , 
iii) La correspondance R +~ RK est fonctorielle ; plus précisément, si - 

©: R - & est un homomorphisme continu de A'-anneaux spéciaux, il 
-~ 

é_w g gy_l 
, : ) , - : ~an 

existe un homomorphisme continu et un seul de { 
K K 

prolonge o . ‘ ' 

Nous allons d'abord donner une description "explicite" de éan " lorsque le K 

‘A'-anneau spécial R est un anneau local. Dans ce cas, soit I . un idéal de 

R qui est un élément maximal de l'ensemble des idéaux co-p-adiques de R et 

soit A" l'anneau-quotient ®/I . On voit que A" est l'anneau des entiers 

d'une extension finie non ramifiée X" de K' et que, si l'on choisit un sys- 

téme minimal de générateurs Xl’XZ""'Xd de I , l'anneau R s'identifie & 

" — " : "I " _ . \ m A'[[x]] = A [[Xl,Xz,...,Xd]] . Soit Ry le K'-anneau topologique lim RK/I Ry 4 

chague quotient, gui est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K 

étant muni de la topologie p-adique (dans la terminologie du n® 5.3, on a 

RK = RK , avec 8 = (I meEN 11 est clair que RK s'identifie & l'anneau 
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LN = KX Xy e X ] 
d 

LEMME 5.3.- Reprenons les hypothéses et les notations qui précédent. La topo- 

logie de RK définie par les IS est plus fine que celle qui est définie par 
~ -~ s . , , an 

les ™+ PR . On en déduit une application continue de RK dans RK . 

Celle-ci est injective et son image est formée des éléments de éK ui peu- 
o] -5\ n 

vent s'écrire sous la forme 20 m 1qun , avec u. €1 , pour tout n , et les 
n=0 

\)n sont des entiers tels que, pour tout e > 0 , la suite des —vn + ne tend 

vers l'infini, 

-~ ~ e . an 
Remargue : la derniére assertion signifie que l'image de RK dans RK est 

1""'Xd) , a coefficients dans K" , qui sont 

telles, que pour tout d-uple (Xl’X 

formée des séries formelles £(X 

2,...,Xd) formé d'éléments appartenant a 

1'idéal maximal de l'anneau des entiers du complété C d'une clbéture algébri- 

gque de K" , la série f(Xl’XZ""’Xd) est convergente dans C 

Démonstration du lemme : pour tout i = (i ,i,,...,i,) € N® , posons 

X‘i = Xilxiz Xid et |i]| =1, +1, + +1i On voit que tout élément de EAQI X 1 Xp e Xy i 1 o T 4 q X 

s'écrit, d'une mani&re et d'une seule sous la forme 

Z daiX“l‘ . 

i€INT = 

avec les a, € K" , et que R (resp. 'RK) s'identifie au sous-anneau de é; 
1 , 

formé des Eaix_'l‘ tels que a, € A" pour tout i (resp. tels que les a, 

sont & dénominateurs bornés). 

On voit aussi que 1'idéal maximal de R est mR = (m,I) = (TT,Xl,...,Xd) 

et on en déduit que, pour tout entier r = 1 , m; est 1'idéal engendré par les 

nr—li—‘gc;i— , pour 0 < l;_‘ < r ; autrement dit mé est un sous-A"-module fer- 

mé de R , topologiquement libre, admettant comme base topologique les 

flr—li_\x_i_ , pour 0 s |i] <r , et les Xi— , pour |i| >r 

Soit maintenant s un entier =1 ; si n > 1 , on voit que —n+1mgs 

est un sous-A"-module fermé de éIK , topologiquement libre, admettant comme 

base topologique les flns—[i_]—n+1xi_ , pour 0 < |L\ < ns , et les rr—nflxi‘ , 

pour \;_] > ns , On en déduit facilement que IS est formé des éléments 

Zaixl" de RK vérifiant 

(1) si |i] =s, v(@)=s-|i], 
(1) si ms < |i|] < (m+l)s , v(@,) 2 -m+1 , pour m entier =1, 
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ol l'on a noté v la valuation de K" normalisée par v(m) = 1 

; , 
Soit uy = Zai J.&“ , pour j € N , une suite d'éléments de R, qui est 

K 

une suite de Cauchy pour la topologie définie par les IS . La condition (la) 

implique que, pour i fixé , la suite des a, i converge dans K" ; ceci 
—_t 

signifie que la suite des u, est aussi une suite de Cauchy pour la topologie 

définie par les ™+ an ; par conséquent, la premiére topologie est plus fine 
~ ~ s 2 14 : . , , an 

que la seconde, et on voit immédiatement que l'application de RK dans RK 

que l'on en déduit est injective. 

—_ ~ 

Soit ]S 1'adhérence de Is dans RII< (pour la topologie définie par les 

™+ an ) : il est clair que I_S est formé& des Zaixl' € SSuIK qui vérifient les 

conditions (1a) et (lb) . Un élément Zaifi‘l' € @II{. est dans l'image de é;n si 

et seulement s'il est congru, modulo chaque TS , 4 un élément de RK . 

N 
On voit facilement gue tout élément de &K gqui n'est pas dans RK peut 

N 

- - 

s'écrire sous la forme L m Jun ou 

=0 j 
B les xj forment une suite strictement croissante d'entiers = 0 , 

B les nj forment une suite strictement croissante d'entiers = 0 , 

n, 
8 pour tout j , u, €1 , et, si =1, le terme homogéne de degré nj 

J 
en Xl""’Xd de u, n'a pas tous ses coefficients divisibles par 

) 
27 2 \ \ ~an , 

Supposons qu'un tel élément soit dans l'image de RK : on voit que, 

pour tout s = 1 , presque tous les J'un sont dans _I_s . Mais, pour j=>1, 

=X - j 
T Jun € ]S implique que - )\j > -m+1 si nj < (m+1)s donc que 

] 

- )\j+(nj/s) > 2 . Par conséquent, pour tout s > 1 , on a —xj+(nj/s) > 2, 

pour presque tout j ; il est clair que ceci implique que, pour tout e > 0 , 

‘la suite des —)\j+nje tend vers l'infini, et 1'élément considéré est bien de la 

forme indiquée dans le lemme. 

© =V - 
. s . n o1 2 I n 

Réciproquement, soit o = L 1 u, un élément de RK avec ur1 €1, 
n=0 

pour tout n , et “V, + ne tend vers l'infini, pour tout ¢ > 0 fixé. On a 

alors, pour s f{fixé, —\)n > -(n/s)+1 , pour presque tout n ; ce qui, 

) — 
d'aprés (1,) implique que T nul,1 € Is ; on en déduit que 1'élément considé- 

b 
. . . ~an - 

ré est bien dans l'image de RK dans RK . 

Compte-tenu du lemme précédent, la proposition 5.2, est essentiellement 

triviale lorsque les A'-anneaux spéciaux qui interviennent sont des anneaux lo- 
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caux ; le cas général s'en déduit en' décomposant les anneaux spéciaux qui in- 

terviennent en produits d'anneaux locaux. 

~ 

5.5. Socit f un A'-anneau spécial. Notons QA,(&) (resp. QA,(REH)) le A'- 

module des A'-différentielles continues de R (resp. @;n) . L'injection canonique 

de R dans é;n induit une application A'-linéaire de QAE(R) dans QA,(QZH); 

on voit que celle-ci est injective, et nous l'utilisons pour identifier QA,(R) a 

un sous-module de QA,(é;n) . Si d désigne l'application canonique de fi;n 

Zn) , nous notons P(R) Il'ensemble des éléments a € E@Zn tels que 

(®) . Il est clair que c'est un sous-A'-module fermé de S?ean 

dans Q ,(é 
A 

da € QA' 

Supposons & local et choisissons des coordonnées Xl’XZ""’Xd . Alors 

R s'identifie & l'anneau A”[[Xl’XZ"“’Xd]] des séries formelles en les X, & 

coefficients dans A" , anneau des entiers d'une extension finie non ramifiée 

a 
K" de K' , Utilisons le lemme 5.3 pour identifier @;n a un sous-anneau de 

n — '"I K [[xl,x .,Xd]] R - e 

Soit a = Zai_}g'l‘ € 6%; . On voit que a € P(R) si et seulement si les 

deux conditions suivantes sont satisfaites 

~an 
(Za) on a CLERK , 

(2,) pour tout i = (il,iz,...,id) € I[\Td et tout j € {1,2,...,d} , on a 

i,a, € A" 
J i 

Soit v la composante homogéne de degré n en les X, de o . La 

r 
condition (2.) implique que si r est le plus grand entier tel que p@® <n , 

b n -] 
'n ) T'n _ -rp 

alors p''v. € R ; si on pose u_=p''v. , on voit que a = 2, p “u_ , 
n n n n=0 n 

avec u, e 1# ; comme il est clair que, pour tout e > 0 , la suite des 

e + ne tend vers l'infini, il résulte du lemme 5.3 que la condition (Zb) im- 

plique la condition (Za) . 

Pour tout i = (il,iz,...,id) € INd , #0=1(0,0,...,0) , notons h{i) le 

plus grand entier h tel que ph divise tous les ij . On voit que P(R) est 

la somme directe de K" et d'un A"-module topologiquement libre admettant com- 

me base topologique les p—h('_l")xl' , pour 1 € ]Nd , 1L #0 

Si nous revenons maintenant au cas ol R est un A'-anneau spécial quel- 

conque, et si R= \ \Rm représente la décomposition de R en le produit de 
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ses composantes locales, on voit que P(R) = | |PR ) 

5.6. PROPOSITION 5.4.- Soit ® un A'anneau spécial, Soit 
n 

~ ~ ~ ~ .. Py -~ 
a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWA(R) . La série de terme général p aF_)n converge 

dans @;n . Notons VGR@) la _somme de cette série. L'application 

- Lan L. , . 
WR : CWA(R) - RK ainsi définie est A-linéaire continue et son image est con- 

tenue dans P(R) 

Remarque : la notation VGR ne crée pas de risque de confusion avec la nota- 

tion employée pour la proposition 5.1 : si Rf est un A'-anneau spécial qui est 

aussi un A-anneau-p-adique, R est un produit fini d'extensions finies non 

ramifiées de K' , Ry s'identifie & fi;n et les deux définitions de VTIR co- 

incident. A 

Démonstration : en décomposant ® en le produit de ses composantes lo- 

cales, on se raméne au cas ou l'anneau spécial est local. Supposons qu'il en 

est ainsi et reprenons les notations qui précédent. 

~ ~ ~ 

Si a = ( ..,a_n,...,a_l,ao) € CWA(R) , on voit que, pour n suffisam- 

n n 
~ -N~p -n_p -n (n+l)s , 

m (e m c S1 ment grand, a_, € mE , donc que p a’, €p 2 p q IS . 

prl > (n+l)s ; pour s fixé, ceci est vrai pour tout n suffisamment grand ; 

la convergence de la série en résulte. 

Si é‘ = ”',". .-.,A i TATA a, ( am,—n’ am,O) , pour m € IN , est une suite d'éléments 

de CW,(R). convergent vers un élément a = (...,&_ ,,..,50) , on voit que 

8 d'une part, il existe un entier r , indépendant de m , tel que les a q 
m, -~ 

et a sont dans m, ., pour n =r ; 

B d'autre part, pour n fixé, la suite des ém n converge, dans R , vers 

% n 

Soit s un entier =1 . La premiére condition montre ‘qu'il existe un en- 

tier n, , indépendant de m , tel que les p_nér%ri —n. et p_néfjz sont dans 

Is , pour n = ng . La deuxiéeme implique qu'il existe un entier mO tel que, 

si m=m,, p"néglri = p_nélfg (mod IS) , pour n <n, . la continuité de 

1'application VTIR s'en déduit. 

On voit que CWu(R) est dense dans CWA(R) . Le fait que la restriction 

de WR & CW (R) est A-linéaire résulte immédiatement des définitions : la 
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linéarité de W_ - s'en déduit, par continuité. 
R 

Tout élément o de @;n qui est dans l'image de VTIR s'écrit sous la 
o n O S 

forme 2P 1’151_3 ; on a donc da = Za}fn 1da_r1 € QA,(@) et o € P(R) , d'ol 
n=0 

la proposition. 

5.7. Revenons sur les vecteurs de Witt : soit R un A-anneau spécial. Posons 

R, = R@A k = R/pR . C'est un k-anneau profini. L'application canonique de R 

L induit une application de CWA(R) = CW(R) dans CW(Rk) = @Vk(flk) . 

Il est clair que c'est une application A-linéaire continue surjective et que son 

k 

sur R 

noyau CWA(pR) est formé des covecteurs dont toutes les composantes sont 

dans 1'idéal ©pR 

n n 
Si a € R , pour tout entier n =0, »p 1q(pa)p € pP "R < pR ; on en 

déduit que l'image de CWA(pR) par VGR est contenue dans pR . L'application 

v'\}R définit donc, par passage aux quotients, une application A-linéaire continue 

W, de cwk(szk) dans P(R)/pR 

PROPOSITION 5.5.- Soit R un A-anneau spécial. L'application A-linéaire conti- 

nue  w - CWk(Rk) - P(R)/pR définie ci~dessus est un isomorphisme, 

I_D_ézn_o_n_s_tfé‘gigp : en décomposant R en le produit de ses composantes lo- 

cales, on se raméne au cas ol R est local. En reprenant les notations du 

n® 5.5, on voit que, si l'on choisit des coordonnées, R s'identifie & 

A”[[Xl,Xz,...,Xd]] oli A" est l'anneau des entiers d'une extension non rami- 

ficge K" de KX . 

On sait (cf. n° 5.5) qu'une fois les coordonnées choisies; P(R) est la 

somme directe de K" et d'un A"-module topologiquement libre PC(R) admet- 

tant comme base topologique les p—h(‘i‘)gi— , pour 1 € ]Nd , i1 # 0 . En par- 

ticulier P(R) est un A"-module pro-artinien, et il en est de méme de P(R)/pR 
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k PN Pl 

k"[[Xl,X .,Xd]] ; on a donc CW.(R,) = CW. (R,) et c'est aussi un A"- 
20 k' k k" /]i ~ 

module pro-artinien (cf. prop. 4.1). On voit que CWEt(&k) = CWk(k”) s'iden- 

tifie par WR a K"/pA" (cf. n° 2.3) ; d'autre part, pour i € wd , 1 #0, 

posons 1i' =p —i ; on voit que l'image par WR du covecteur 

(...,0,...,0,X,0,...,0) (ot la seule composante non nulle est celle d'indice 
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linéarité de W_ - s'en déduit, par continuité. 
R 
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o n O S 
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k 
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n n 
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-h(i) ) est l'image dans P(R)/pR de p_h(l—)xl— . On en déduit que l'image de 

WR est dense dans P(R)/pR , donc que WR est surjective puisque c'est une 

application A"-linéaire continue d'un A"-module pro-artinien dans un autre. 

Montrons l'injectivité. Pour cela, si a = ZaiXL € Ry (avec les a, ek"), 
i ; 1 

notons a le relévement de a dans ® défini par a=2[ai]_}_{_L (ol [ai] 

désigne le représentant multiplicatif de a, dans A" = W(k") ). Si l'on no’c—e 

v la valuation X-adique dans Rk et % la valuation X-adigue dans R et 

dans K“[[Xl””’Xd]] , on a donc, pour tout a € Ry (@) = vi(a) 

Los as , , , , o~ et 
On a déja dit que w_ induit un isomorphisme de CWk (Rk) sur K"/pA" ; 

W, (8,) = CW@R,) ® CWE(R,) I ' W (R, formé d on a k(Rk = k(Rk) C kRk et 1'on voit que C k(Rk est Iformé des 

covecteurs a = (...,a_n,...,ao) vérifiant v(a_n) > 1 , pour tout n ; pour un 
© _. n 

tel covecteur, on voit que o = Zop napr1 € PY(R) : pour achever la démons- 
n= - 

tration de l'injectivité, il suffit donc de montrer que si a # 0 , alors «a £ pR . 

Pour cela, commengons par établir un lemme : 

LEMME 5.6.- Avec les hypothéses et les notations gui précédent, si o € PR , 

pour tout m € IN tel que a o # 0 , il existe m' € N tel gque 

-1 
v@ ) < p vi@ ) 

-m -m 

) , , -Nn~ -m+1 
Démonstration du lemme : il est clair que a = 2 p napn (mod p R) . 
______________________ n:m - 

m m 
~ (D M, - m ~maAp . 

O ( ) P = " n 1] l - 

na via__ p v(a_m) D v(a_m) rit poa’ commence" par un polynd 

me homogéne en les Xj , de degré p via_ ) , & coefficients dans K" , dont 

les coefficients ne sont pas tous dans p_m+1A" Il doit donc exister un entier 
_m-hpm') 

m' > m tel que G(p a’ . < pm\'}(a ) , i.e. tel que pm via _,) < pmv(a m); 

comme m' 2z m-+ 1 , on a donc v(a_m,) < p—lv(a_m) 

Tin de la démonstration de la proposition : si, avec les notations qui pré- 

‘cédent, il existait a € C/\7\/' ), a # 0, tel que a € pR , 1'hypothésé 

a # 0 impliquerait l'existence d'un entier mg tel que a_ - £ 0 ; on pour- 

rait alors construire par récurrence, en utilisant le lemme, une suite d'entiers 

: -1 
m.,m.,...,m,,... telle que vja ) < p via ) , pour tout 1 , ce qui con- 
071 it -mj 44 -m; 

tredit le fait que wv(a_) = 1 , pour tout n . 

Remarque : soit o le Frobenius absolu sur k et sur A = W(k) et soit 
PN 

T = U_l Pour tout k-anneau fini ou profini R , notons CW}I(R) le A-module 
N 

déduit de CW, (R) par l'extension des scalaires T : A - A (autrement dit 
k AN T ~ 

CWy (R) s'identifie a CWy(R) comme groupe abélien et, si L € A et 
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a € CWk(R) , multiplier A par a :dans CWk(R) revient & multiplier T()\) 
P ' S 

par a dans CWk(R) ). On voit que 1'on peut aussi décrire CW]Z(R) comme 

étant l'ensemble des covecteurs (...,a _,...,a ,) ou les a__ (indexés par les 
-n -1 

entiers strictement négatifs) vérifient les mémes conditions que celles demandées 
N 

pour CWk(R) , l'addition et la multiplication par un scalaire étant données par 

les mémes formules. On voit aussi que, avec ces conventions, l'application 

) (crid_seena_jiag) = (a_a_) 
Py T N 

permet d'identifier le A-module CWk(R) au quotient de CW 

module formé des covecteurs de la forme (...,0,...,0,a 

(R} par le sous- 

0) , i.e. le noyau de V. 

Si R est réduit (en particulier si R = § ol R est un A'-anneau spé- 
k 

cial), on voit que le novyau de V est aussi le noyau de p . 

Dans le cas ol R = R avec R un A-anneau spécial, on voit donc k 7 

S 

que l'application W induit un isomorphisme wsr; de CW]Z(Rk) sur PR)/R . 

§6.- Groupe de Cartier et exponentielle d'Artin-Hasse. 

6.1. Pour tout anneau commutatif R , nous notons A(R) = RI[T]] I'anneau des 

séries formelles en une variable T , & coefficients dans R , et C(R) le 

groupe multiplicatif des éléments de A(R) congrus & 1 modulo 1'idéal engen- 

dré par T 

On voit que C est, de maniére naturelle, un Z-foncteur en groupes ; il 

est clair que c'est un Z-groupe affine lisse, 

3* 

Soit u : IN - {0,-1,+1} 1la fonction de Mbobius 

uln) = (‘_—1)r si n est le produit de r nombres premiers distincts, 

0 dans les autres cas. 

Soit %(p) le localisé en p de l'anneau Z . Nous notons F(T) 1'élé- 

ment de l'anneau A(Z(p)) = Z(p)[[T]] défini par 

—_— -1 
F(T) = [ (- e 

n=1 

(n,p)=1 

Soit R un Z, ,-anneau., Pour tout a = (a,,a.,...,a_,...) € W(R) , notons 
(p) 0’71 n 

Ep(a) 1'élément de C(R) défini par 
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© n 
- p ER(Q) = l \ P(anT ) 

On sait {cf. par exemple, [15], chap. III, §1) que ER est un homomor- 

phisme injectif du groupe W(R) dans le groupe C(R) et il est clair que ER 

est fonctoriel en R . Autrement dit les ER , pour R décrivant les Z(p)— 

anneaux, définissent un monomorphisme 

de Z )—groupes atfines. 
(p 

(m) 
6.2. Soit m un entier =1 . Notons C' '(R) le sous-groupe de C(R) for- 

m 
mé des séries formelles congrues & 1 modulo 1'idéal engendré par TP | 11 

(m) 
est clair que C est un sous-Z-groupe affine de C et que le quotient 

Cm = G/C(m) est encore un Z-groupe affine lisse. 

Si. R est un Z(p) 0r 

= = = = i ] (m) - 5 — a, a, eTas 0 , on voit que ER(_a_) € C\IY(R) . Par passage au quo 

tient, on déduit donc de E un morphisme de Z(p)—groupes affines 

-anneau et si a = (a ,,an,...) € W(R) est tel que 

Pour tout anneau commutatif R et tout entier m = 1 , notons !\m(R) 
m 

l'anneau quotient AR)/TP AR) et T l'image de T dans Am(R) . On 
-m+1 

voit que Cm(R) s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau 

Am(R) gui sont congrus & 1 modulo 1'idéal engendré par T 
-m+1 

Si on identifie T a TP , A (R) s'identifie & un sous-anneau de 
-m+1 -m m 

A (R) : on en déduit un monomorphisme de C dans C : nous notons 
m+1 m m+1 

‘CCY  le Z-foncteur en groupes lEn Cm . On voit que, pour tout anneau commu- 

u o1z 
tatif R, CC (R) s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau 

CcA'R) = lim J\m(R) qui sont congrus & 1 modulo 1'idéal engendré par les T 

Il est clair que, pour tout m , le diagramme 

(W) — N (o 
M) M) 

v l 
E 
m+1 

(Wm+l)% (Cm+1)Z 
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a 
est commutatif. Par passage & la limite, on en déduit un morphisme de Z(p)_ 

foncteurs en groupes 

ce' : cwY — ccb 
Z Z 

(p) (p) 

Si R est un Z(p)—anneau et si a = (...,a_n,...,ao) € CW (R) , on voit 

que - 
u _ T CEx(@) rl1=(l) Fla_ T_) 

expression qui a un sens car, pour n assez grand, a_, = 0 , donc 

Fla T =1 @ T_) 

6.3. Soit S = IN[1/p] l'ensemble des nombres rationnels = 0 dont le déno- 

minateur est une puissance de p . Soit R un anneau commutatif, Tout élément 

du R-module RS s'écrit, avec des notations évidentes, d'une maniére et d'une 

seule, sous la forme- 

2, a b , avec les a_ €R ., 
SES S8 S 

Notons BA(R) le sous-R-module de RS formé des éléments Eases qui 

satisfont la propriété suivante : 

pour tout nombre réel r > 0 , il existe ¢ > 0 tel gue aé =0 , 

(2) 
si r-e =s<r. 

Soit o = Zases et B =2 bses deux éléments de BA(R) ; on voit fa- 

cilement que (&) implique, d'une part, que, pour tout s € S , les as‘bs" 

avec s'+s8" = s sont presque tous nuls et, d'autre part, gue, pour tout r >0 

il existe € >0 tel que as'bs" =0 sl r-e £ s'+s" <r ; on peut donc dé- 

finir un produit dans BA(R) en posant 

On voit que 1'on a ainsi muni BA(R) d'une structure de R-anneau 

Soit CA(R) le quotient de l'anneau BA(R) par 1l'idéal engendré par ep 

Si 1'on note _és I'image de GS dans CA(R) , tout élément de CA(R) s'écrit 

d'une maniére et d'une seule sous la forme > a6 , ou les aS sont 
s€S,s<p ° S 

dans R et vérifient (3) 

Nous notons CC(R) le groupe multiplicatif des éléments de CA(R) con- 
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grus a 1 modulo 1'idéal engendré par les _E)—S , pour s > 0 ., On voit que CC 

est de maniére naturelle un Z-foncteur en groupes. 

Si 1l'on identifie T—n et el/pn , on voit que CAU(R) s'identifie au 

sous-anneau de’ CA(R) formé des Zasfiq tels que les aS sont presque tous 

nuls, En particulier CCU s'identifie & un sous-Z-foncteur en groupes de CC . 

PROPOSITION 6.1.- Soit R un %(p)—anneau commutatif, 
oW 

i) Pour tout a = (...,a _,...,a, € CW(R) , le produit infini | |P(a T ) 
-n O n:O -Nn -n 

converge '"ponctuellement" dans CC(R) (i.e, si 
_mn _ 

| 1F@ T ) =%b 6 , la suite des b , pour s fixé est 
n=0 -n -n m,s s m,s —— 

stationnaire). 

[=-] 

ii) Pour tout a € CW(R) , posons CER(g) = | &P(a_nT_n) . L'application 
n_ 

CER est un homomorphisme injectif du groupe CW(R) dans CC(R) 

Pour tout i = (i) € %) posons |i| = 2i_ ; pour tout s € S - n HEZ ’ = n 7 ’ 

soit h{s) la somme des chiffres de s écrit "en base p ". Commengons 

par établir'quelques lemmes élémentaires 

LEMME 6.2.- Soit m un entier > 0 et soit s € S . Il n'y a qu'un nombre 

fini de i € }N(Z) tels que Zp_nin =5 et |i] <m 

Démonstration : quitte & multiplier s par une puissance de p , on peut 

. . r+1 . . 
supposer que s € IN ., Soit r un entier tel que s < p ; on a nécessaire- 

ment in =0 pour n < -r . Soit t le plus grand entier tel que i #0 . Si 

-t -2 -1 -2 t-1 
i, + + i+ i i+ + i+ i {- t >0, p iy +...+p 12 P 11 € IN , donc lt ... TD 12 p 11 est di 

visible par pt et, d'aprés le lemme 1.2, it + ... +12 +il = (t-1)(p-1) +p ; 

on en déduit que t < {m-1)/(p-1) . On a donc nécessairement in =0 si 

n < -r ousi n = (m-1)/(p-1) . Le lemme est alors évident. 

LEMME 6.3.- Soit i € %) et soit s = Ep—nin . Alors |i]| = h(s) 

. , . -n, , P 
Démonstration : soit s = 2p iy avec 0 < i < p , l'écriture de s 

en base p . Il faut montrer que Zin > Ejn . Quitte & multiplier par une puis- 

sance de ©p , on peut supposer que in = jn =0 , pour n > {0 ., Procédons par 

récurrence sur le plus grand entier r tel que j_r £ 0 

B si r =0, c'est clair ; 

B dans le cas général, on voit que i0 =y +pu , avec u € IN ; on a donc
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: r-1 . m-1 
i, +pj .+ + i = (uti +pioL o+ + i + ... 1 2 L O L (u 1_1) pi_, *...*Tp i et 1'hypothése 

5 i i +1 +i _+ + i + =93 . +F o +...+F de récurrence implique que (u 1_1) i, T ti RS NPT 

1 Py v o2 . + 3 + + 4 + > i + 4 + + i 1 A : : A1 — 
1'inégalité fpFi e+ = o T Tt s'en déduit immédia 

tement. 

LEMME 6.4.- Soit s,t € S . On a h(s+t) < h(s) + h(t) 

C'est une conséguence triviale du lemme précédent, 

LEMME 6.5.- Soit m un entier > 0 et soit Sm l'ensemble des s € S vé- 

rifiant h(s) < m . Pour tout nombre réel r > 0 , il existe e > 0 tel que, si 

s € Sm vérifie s <r , alors s €r-¢ 

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, si 

S < S <...<'S < ... 
n 

est une suite strictement croissante d'éléments de S tendant vers r , alors 

les h(sn) ne sont pas bornés. 

Considérons 1l'écriture en base p de chacun des 5, 

-t 
s = L p ¢ , avec les ¢ entiers presque tous nuls vérifiant 
nootez Wt n,t 

0 < Cn,t <p 

On voit facilement que, pour t fixé, la suite des cn,t est stationnai- 

re et que, si on note c, sa limite, le nombre réel r = t>Z—>o= p—tct est égal a 

la limite des s, Comme la suite des sS4 est strictement croissante, il y a 

une infinité de t tels que C, # 0 . La série de terme général c, est donc 

divergente et les h(sn) ne sont pas bornés, 

Démonstration de la_proposition 6.1. : pour tout 
a = (...,a_n,...,ao) € CW(R) , notons r, =T le plus petit entier tel que l'idéal 

de R engendré par les a_, - avec n = r , est nilpotent ; notons ba =1 

cet idéal et m_ = m le plus petit entier =1 tel que b o= 0 

Supposons d'abord que r, = 0 . On voit que F(a_nT_n) est un polyné- 

me de degré < m en T—n e? que le coefficient de Ti—n appartient & pl 

On en déduit que les mondmes non nuls intervenant dans le développement du 

produit infini sont de la forme 

a.TTTn , avec |i| =2Zi_ <m et a, Eb"i—‘ 
n n i a 

i _ - 
On a l lT_r:1 = GS , si s =Xp 1qin . Pour s fixé, le coefficient de 
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Es dans le produit infini est donc la somme a's = Zai , la sommation é&tant 

, . , -n, . ' .. étendué aux i tel que Lp i =5 et |i] < m ; c'est une somme finie, 

d'aprés le lemme 6.2, d'ol la convergence ponctuelle dans RS (si 

(s) 
S = {se8|s<p} ) ; de plus a, € bél}‘ c bz d'aprés le lemme 6.3, et on 

peut donc écrire 

CE.(a) = 2 a'f_  , avec a' € bh(s) , 
R S s 5 a 

sESm = 

et c'est un élément de CC(R) , d'aprés le lemme 6.5. 

Soit maintenant a = (...,a _,...,a,) un élément quelcongque de CW(R) et 
-n 0 

soit r = ra , m = ma . En appliquant ce qui précéde au covecteur 
o 

b = (...,a_n,...,a_r,0,0,....,0) on voit que le produit infini | | F(a_nT_n) con- 

verge dans CC(R) vers un élément de la forme > bo , ‘avec les b 
s€Sy S 8 S 

dans R . 

r-1 r 

D'autre part, on voit que | |F(a nT n) est un polynéme de degré < p 
n=0 T r 

en T—r+1 (car Tljr+1 = 0 ) ; pour tout entier j vérifiant 0 <j <pr , on a 

r-=1 
j - _l P X T 1 ” 

) = B et h(j/pr ) < (p-1)r : on en déduit que | Fa@a T ) s'é- 
-r+1 ., r-1 =0 -n -n 

i/p _ n= 
crit comme une somme finie de la forme ZES c'ses , avec les C:s dans 

s 
R . h(s)=(p-1)r 

La finitude de cette derniére somme implique que le produit infini 

= r-1 « B 

lzé Fla_ T_) = (le(l) F(a_nT_n)) (rllzll 
F(a_nT_n)> = (ZeLo ). (Z01F) 

converge dans CC(R) , ce qui achéve de prouver l'assertion (i). On voit en 

outre gque 1'inégalité h(s+t) < h(s) + h(t) (lemme 6.4) implique que 1'on peut 

écrire, en posant m' = m + (p-1)r , 

CER(a) = ¥ a'8  , avec les a' €R. 
s€S, . s’s s 

Montrons que si a et b € CW(R) , alors CER(Q'I‘JT_)) = CER(_Q).CER(Q) . 

a) Si a et b sont dans CW"([R) , cela résulte du n° 6.2. 

b) Dans le cas général, il suffit de montrer que pour chagque u € S fixé, 

les coefficients de —é.u dans CER(Q+Q) et dans CER(Q).CER(_@) sont égaux. 

Compte-tenu de (a) il suffit de montrer que pour un u donné, on peut trouver 

un entier t tel que si l'on remplace 
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—t’a—t+1""’a0) et a=+(.,a ,..,a) par (...,0,...,0,a 

h = (°"Ib l---rb ) par (---rOI---IOIb 

cela ne change le coefficient de -éu ni dans CER(§+_Q) ni dans CER(Q).CER(b) . 

Or, il existe des entiers My et m, tels que CER(g) et CER(_Q) peuvent 

s'écrire 

GER(_a_)= 2 al8_ et CER(Q)= 2 bl o, 
S€Sm, SES 

11 résulte facilement du lemme 6.5 qu'il n'existe gu'un nombre fini de couples 

(s,s') € Sml X Sm2 tels que s+s' = u . L'assertion résulte alors de ce gue, 

si d est un élément quelconque de CW(R) , le calcul du coefficient d'un Es 

donné dans CER(_(j_) ne dépend que d'un nombre fini des composantes d du 

covecteur d . 

Il reste & démontrer l'injectivité, Soit a un élément non nul de CW(R) . 

Si a € CWu(R) , il existe un entier t tel que a_, # 0 et a = (0 , pour 

n >t ; le coefficient de T ¢ dans CER(g) est a_ et CER(g) # 0 . Sup- 

posons donc que a £ CWu(R) et soit 1 le plus grand entier tel que 

a_p € bé , pour tout n = ra ; ona 1<i <rna . Soit t un entier tel que 

a_, 4 Dé"‘l . On voit que le coefficient de T_t dans CER(_a_) est congru & 

- i+1 , 
—a_, modulo ba et est donc # 0 : par conséqguent CER(_Q) # 0 

6.4. 11 est clair que l'application CER gui vient d'étre construite est foncto- 

rielle en R . 

Soit k un Z(p)—anneau. Par restriction aux k-anneaux, CC définit un 

k-foncteur en groupes gue nous notons CCk . La famille des CER , pour tout 

k-anneau R , définit un monomorphisme de k-foncteurs en groupes gue nous no- 

tons CE ou simplement CE : CW, - CC 
(k) k k 

Remarque : si k a de plus une structure d'anneau pseudo-compact, notons 

C%k le complété formel de CCk (on a donc @k(R) = CCk(R) , pour tout k- 
P 

anneau fini R ). On vérifie facilement que CCk est un k-groupe formel : soit 

S = {s€S|s<p} et soit § l'ensemble des parties S' de S qui vérifient : 

(3') pour tout r>0 , il existe € >0 tel que [r-¢,rlN Sc s 

Soit C = k[(XS) ]  1l'anneau des polynémes en les XS a coefficients dans 
s€s 

k ; pour tout S' € 8§ , notons IS‘ 1'idéal de C engendré par les Xy 
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pour s € S' . On voit que, pour tout k-anneau fini R , C/C\Zk(R) s'identifie 

a l'ensemble des homomorphismes continus du k-anneau € dans R , pour la 

topologie de C définie en prenant comme systéme fondamental de voisinages 

ouverts de 0 les idéaux de la forme aC + ISI , pour o idéal ouvert de k 
AN 

et S' € § . L'algébre affine de CCk s'identifie donc & la complétion profinie 

de C pour cette topologie {(cf. n® 4.8). 

6.5. Supposons maintenant que k est un corps parfait de caractéristique p . 

Nous allons caractériser 1l'image de CER dans CC(R) lorsque R est un k- 

anneau, 

Soit k une cléture algébrigque de k . Si a € k et si s est un élé- 
-r ) S 

ment de S de la forme p t , avec r et t entiers, nous notons a 1'u- 
— r -r, t 

nique élément b de k tel que bP = a' (autrement di b = ¢ Tah ). 

Soit £ un nombre premier # p . Notons ue le groupe des racines £- ” 

iédmes de l'unité dans k ; posons k2 = k(ue) et, pour tout k-anneau R , 

R\e = R®k k@ LS o= Zases € CC(R) , pour tout mn € UB , 

S— 
Zasfl 5, € CC(Re) 

et \__| (Zasnsfis) est invariant par l'action de Gal(ke/k) et appartient 
fléue ' 

donc a CC(R) . On a donc ainsi défini, pour tout k-anneau R , un endomor- 

phisme U€ du groupe CC(R) 

- : 5 — 
U,(Za_a) [T (Zan’s) 

nEUQ 

Soit, pour tout k-anneau R , 

CCT(R) = {a€CC(R) | Ue(l= 1 , pour tout & # p} 

Pour tout k-anneau R , notons CC'(R) 1l'ensemble des éléments Easgs 

de CC(R) vérifiant : 

il existe € >0 tel que l'idéal de R engendré par les aS , 

avec s <e¢ , est nilpotent. 

Il est clair que CC'(R) est un sous-groupe de CC(R) . Si 

a = Zasgs € CCR) , on a, pour r entier > 1 , 

r r—_ar r 

o = DaP P = 2 a?' @ . 
S S 0£S<p—r+1 S Spr 
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Nous allons caractériser 1l'image de CER dans CC(R) lorsque R est un k- 

anneau, 

Soit k une cléture algébrigque de k . Si a € k et si s est un élé- 
-r ) S 

ment de S de la forme p t , avec r et t entiers, nous notons a 1'u- 
— r -r, t 

nique élément b de k tel que bP = a' (autrement di b = ¢ Tah ). 

Soit £ un nombre premier # p . Notons ue le groupe des racines £- ” 

iédmes de l'unité dans k ; posons k2 = k(ue) et, pour tout k-anneau R , 

R\e = R®k k@ LS o= Zases € CC(R) , pour tout mn € UB , 

S— 
Zasfl 5, € CC(Re) 

et \__| (Zasnsfis) est invariant par l'action de Gal(ke/k) et appartient 
fléue ' 

donc a CC(R) . On a donc ainsi défini, pour tout k-anneau R , un endomor- 

phisme U€ du groupe CC(R) 

- : 5 — 
U,(Za_a) [T (Zan’s) 

nEUQ 

Soit, pour tout k-anneau R , 

CCT(R) = {a€CC(R) | Ue(l= 1 , pour tout & # p} 

Pour tout k-anneau R , notons CC'(R) 1l'ensemble des éléments Easgs 

de CC(R) vérifiant : 

il existe € >0 tel que l'idéal de R engendré par les aS , 

avec s <e¢ , est nilpotent. 

Il est clair que CC'(R) est un sous-groupe de CC(R) . Si 

a = Zasgs € CCR) , on a, pour r entier > 1 , 

r r—_ar r 

o = DaP P = 2 a?' @ . 
S S 0£S<p—r+1 S Spr 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

On en déduit que CC'(R) est contenu dans le sous-groupe CC _(R) de 
. p 

CC(R) formé des éléments d'ordre une puissance de p . 

Remarque 1 : si R est un k-anneau fini, le radical 'R de R est nilpotent, 

et la condition (¥') est équivalente & la suivante 

(y") il existe € >0 tel que a_ € fp o pour s <e . 

En particulier, on voit que CC'(R) = CC _(R) 

Enfin, nous posons CCT'(R) = CCT(R) N CC'(R) 

PROPOSITION 6.6.- Soit R un k-anneau. L'application CER est un isomor- 

phisme du groupe CWk(R) sur CCT'(R) 

Pour montrer que l'image est contenue dans CCT'(R) , nous aurons besoin 

du lemme suivant : 

LEMME 6.7.- Soit F(T) = (1—Tn)“‘(]”)/n € ZI[T]] et soit ¢ un nombre 
(n,p)=1 

premier # p . Dans Z(&T)[[T]] , on a 

'l rnm) = 1. 
neu, 

Démonstration du lemme : comme uln) = 0 si 22 divise n , on peut 

écrire 
F(T) =( ]—[ (1_Tn)u(n)/n).( ]—{ (l_Tne)u(ne)/nE) 

(n,po)=1 (n,pe)=1 

_ T ((I—Tn)e)u(n)/ne 
(n, po)=1\(1-T"? 

puisque u(ng) = -u(n) si (n,2) =1 . On a donc 

[T eem = T (fl <1—m2£“;€€)u(n)/ne 
néu, (n,pe)=1\n€u, (1-n "T°) 

[ (-1 
- T (néue )u(n)/n _ 

(n,po)=1\  (1-T"%) 

puisque I_[ (l—nnTn) =1-1"% i (n,2) =1 

nexp 

Démonstration de Im CER c CCT'(R) : soit a = (...,a_n,...,ao) € CW. (R) . 

On a CER(Q) =_‘_[P(a_nT__n) 

Soit £ un nombre premier # p . Il est clair que 
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COVECTEURS DE WITT 

U (CE_@@)=| |U, (F@ T ))=||(I\F(a n T )) 
I R _ 1 -n -n _ -n -n 

n=0 n=0\neu, 

-n 
Comme (2,p) =1 , on a ‘ F(a_nnp T_n) = | i F(fla_nT_n) =1, d'aprés le 

'fleug flEUg 
lemme 6.7. Par conséquent, CER(Q) € CCT(R) 

Le fait que les composantes de a vérifient la condition (¥) (cf. n° 1.5) 

implique trivialement que les coefficients de CER(Q) vérifient (¥') donc que 

CE_(a) € CC'(R) . Finalement, pour tout a € CW, (R) , 
R k 

CER(Q) € CCT(R) N CC'(R) = CCT'(R) 

Si v est un idéal de R et si £ est un nombre premier # p , nous 

notons be 'idéal v ®k k.e de RB = R®k ke . Etant donnés deux éléments 

o et B de CC(RE) etun e€>0 , 

B on pose o = B8 mod(v,e) si le coefficient de _es dans o - B appartient 

a bz,pour 0<s<e ; 

B on pose a =8 mode si a =8 mod(0,e) 

LEMME 6.8.- Soit S = {s€S | s<p} et soit & = Z—ds—és un élément de 
SES 

CCT'(R) 

i) Soit v un idéal de R et soit € un nombre réel > 0 tels que 

5 =1 mod(p,e) . On a dS € bz , pbour tout s € S vérifiant 

0 <s<e€e qgquin'est pas de la forme s = p , avec n entier. 

1]
 

ii) Soit €' un nombre réel >0 tel que b 1 mode . On a ds=0 

pour tout s € S vérifiant 0 <s < 2¢' qui n'est pas de la forme 
-Nn . 

s = p , avec n entier. 

Démonstration du lemme : commengons par prouver (i). Il est clair que si 

a et B sont deux éléments de CC(RE) vérifiant o = B = 1 mod(p,e) , on 

a+B8 -1 mod(bz,e) . Par conséquent, si & = 1 mod(v,¢) , on a 

S— s, — 
Us= | [(Zdn8)=1+ 2 2 md 8 

4 5 S s s 
ned p neu, 0O<s<e 

o)
 

1S
 
w
 

i
 

i
 

1+ T (2 n)dB, mod (02, ¢) 
O<s<e neup 

1
 

P -n . 
Soit s € S vérifiant 0 < s < e et s #p pour tout n . Il existe 

un £ # p tel que 'qs = 1 pour tout mn € ue . Le coefficient de —és dans
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GROUPES p-DIVISIBLES 

U _ d est donc Z 
2 

on a dS € bz 

1l
 

Comme ¢ est premiera p, si U 8 =1 2d mod v ' 
s 2 

La preuve de (ii) est analogue & celle de (i) si 1'on remarque que, o et 

B étant deux éléments de CC(R.) vérifiant o =8 =1 mod &' ) , On a 

aB = o +B -1 mod 2¢’ 

Fin de la démonstration de la proposition 6.6 : soit o € CCT'(R) . Com- 

me o € CC'(R) , il existe un e > 0 et un idéal nilpotent » de R tel que 

Montrons, par récurrence sur i , que pour tout entier 1 = 0 , il existe 

un Bi € Im CE tel que o = Bi mod(bzl,e) 
R 

@ pour i = 0 , on peut prendre BO =1 

B si o= Bi mod(bzi,e) , on a onBi_l = 1 mod(bzl,e) ; si O.B;I = Zcsgs 

et si bzi = p' , on a cS € » pour 0<s < e et, en particulier, 

c € p' si p—lrl < e ; donc ¢ = (...,c yeessC ,c.) € CW, (R) . On 
pn p~ 0 p—l 1 k 

voit que Yy = GER(_g) =1 _Zcp—nT—n mod(b'z,e) . Posons & = aBi_ly s il 

est clair que le coefficient de T __ = @p—n dans & appartient a p'2 et 

que 5 =1 mod(v',e) ; il résulte de l'assertion (i) du lemme 6.8 que 

8 =1 mod(b'z,e) ou encore que @ = Biy—l mod(bzl+l,e) et la récurren- 

ce est établie. 

En appliquant ceci & un entier i tel que bzi = 0 , on se raméne a mon- 

trer que, si o € CCT'(R) vérifie o =1 mode (pour un € donné > 0 ), 

alors o € Im CER . En prodédant par récurrence sur ¢' , on voit qu'il suffit de 

montrer que, pour tout nombre réel ¢' >0 , si a € CCT'(R) vérifie o =1 

mod ¢' , il existe B € Im CE tel que o = B mod 2¢' 
R 

-n . 

B s'il n'existe pas d'entier n tel que €' < p < 2¢' , il résulte de l'asser- 

tion (ii) du lemme 6.8 que o = 1 mod 2¢' et on peut prendre B =1 

B s'il existe un entier n tel que ¢' < p—n < 2¢' , 1l résulte de l'assertion 

(ii) du lemme 6.8 que o = 1 - aT_n mod 2¢' , pour un a € k convenable: 

on voit qu'il suffit alors de prendre B = P(aT_n) 

Remargue 2 : soit R un k-anneau. Par transport de structure, l'isomorphisme 

CER munit CCT'(R) d'une structure de Dk—module 4 gauche. Si 

o = 'Z}as—e_s € CCT'(R) , on voit que 
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COVECTEURS DE WITT 

FoL = Zap_e_ , 
= s s 

v'=%ad 
- s sp 

[x]a = ZzasxS é—s , pour tout x €k (on a noté [x] le représentant 

multiplicatif de x dans A = W(k) ). 

Remarque 3 : pour tout k-anneau R , soit BC(R) le groupe multiplicatif des 

éléments de BAR) congrus & 1 modulo l'idéal engendré par les es ., pour 

s > 0 . Pour tout nombre premier £ , notons B!\(R)e 1'anneau 

B/\(R)[X]/(Xe— 91) . On voit que c'est un BA(R)-module libre de rang £ et que, 

si l'on note T 1l'image de X , pour tout s € S , il existe un élément es/e 

i g 
de B/\(R)e et un seul, de la formve T et , tel que (es/e) = GS . Pour tout 

o = Zases € BC(R) , posons 

F()= | | (Da.ne ) 
S 2 €y s/2 

ve(a) = Easese 

On voit que F2 et \/'8 définissent des endomorphismes du groupe BC(R) 

et que Fe\le(a) = ab 

On voit aussi que le sous-groupe C(R) de BC(R) , formé des é&léments 

de la forme 2 a b (autrement dit le groupe multiplicatif des séries formel- 
SEIN S S 

les, de terme constant égal &8 1 , en la variable 91 = T0 ), est stable par 

VZ et F€ . Par restriction VE et l:"2 définissent des endomorphismes de 

C(R) ; ce sont les opérateurs du méme nom introduits par Cartier ([6], §2). 

Le noyau de la projection canonique de BC(R) sur CC(R) n'est pas 

stable par Ve , mais l'est par VEPB : par conséquent VBFB opére sur CC(R): 

on voit que, dans CC(R) , V. .F_=1U 
£ 2 g 

6.6, Supposons encore gue k est un corps parfait de caractéristique p . 

Nous posons A = W(k) et nous notons K le corps des fractions de A . 

. Comme au numéro précédent, nous posons S = IN[1/p] et § = {s€S| 0ss<p} . 

Nous allons, pour terminer ce paragraphe, utiliser ce qui a été fait au §5 pour 

donner une interprétation du module des covecteurs de Witt & coefficients dans 

C k) 

Pour tout anneau commutatif R , muni de la topologié discréte, munissons 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

l'anneau BA(R) de la topologie définie en prenant comme systéme fondamental 

de voisinages ouverts de 0 les idéaux (6 ) , pour m € IN . Il est clair 
p 

que BA(R) est un R-anneau linéairement topologisé, séparé et complet pour 

cette topologie. 

Soit (B‘A = lir_n BA(A/pn) . Il est clair que, si A est muni de la topolo- 

gie p-adique, (BA est un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. 

On voit que (BA s'identifie au sous-A-module de AS formé des éléments 

2, a 6 , avec les a_ dans A vérifiant 
s€S S S 8 

) pour tout entier n = 0 et tout nombre réel r > 0 , il existe 
) 
1 e >0 tel gque aSEpnA,g_i_ r-e €£s <r , 

Les idéaux (6 m,pn) , pour m , n € IN , forment un systdme fonda- 

mental de voisinages ouverts de 0 dans (BA . On en déduit, avec la termi- 

nologie du n® 5.3, que (BA est un A-anneau pro-p-adique et que l'ensemble 

8 des idéaux de CBA de la forme (8 

d'idéaux co-p-adiques de CBA qui détermine sa topologie, 

- ~ 8 ~ 
(B = = = i 'y - Posons K (OSA)K (BA ®AK et (BK (BK . Il est clair gue (BK s'iden 

tifie, en tant que K-anneau topologique a la limite projective des (BK/B mCBK , 
p 

m) , pour m entier, est une famille 
P 

chaque quotient étant muni de la topologie p-adique. 

~ 

On vérifie facilement que tout élément de (BK s'écrit d'une maniére et 

d'une seule sous la forme Zases , avec les aS € K vérifiant (@1) et 

5) pour tout r > 0 , il existe un entier m tel que pmas € A, si 
& 
2 s <r . 

Enfin, nous notons (Bi< le sous-espace vectoriel de G'BK formé des 

E:ases qui vérifient 

‘ pour tout r > 0 , il existe ¢ > 0 tel gque |aslp < cs , si 

3 2 s >r (en notant | lp la valeur absolue p-adique sur K ). 

On voit enfin gue le k-anneau linéairement topologisé 

CBk = (BA ®A k = (BA/p(BA s'identifie canoniquement & BA(k) 

On a défini au n°® 5.3 une application A-linéaire continue W; de 
~ A 

CWk((Bk) dans (BK/p<BA . En composant avec la multiplication par 1/p on en 
-] fi ~ P . : RSP . _ : . ® 

déduit une application A-linéaire continue mk p WCBA CWk(G3k) K/(BA . 
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nologie du n® 5.3, que (BA est un A-anneau pro-p-adique et que l'ensemble 

8 des idéaux de CBA de la forme (8 

d'idéaux co-p-adiques de CBA qui détermine sa topologie, 

- ~ 8 ~ 
(B = = = i 'y - Posons K (OSA)K (BA ®AK et (BK (BK . Il est clair gue (BK s'iden 

tifie, en tant que K-anneau topologique a la limite projective des (BK/B mCBK , 
p 

m) , pour m entier, est une famille 
P 

chaque quotient étant muni de la topologie p-adique. 

~ 

On vérifie facilement que tout élément de (BK s'écrit d'une maniére et 

d'une seule sous la forme Zases , avec les aS € K vérifiant (@1) et 

5) pour tout r > 0 , il existe un entier m tel que pmas € A, si 
& 
2 s <r . 

Enfin, nous notons (Bi< le sous-espace vectoriel de G'BK formé des 

E:ases qui vérifient 

‘ pour tout r > 0 , il existe ¢ > 0 tel gque |aslp < cs , si 

3 2 s >r (en notant | lp la valeur absolue p-adique sur K ). 
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On a défini au n°® 5.3 une application A-linéaire continue W; de 
~ A 

CWk((Bk) dans (BK/p<BA . En composant avec la multiplication par 1/p on en 
-] fi ~ P . : RSP . _ : . ® 

déduit une application A-linéaire continue mk p WCBA CWk(G3k) K/(BA . 
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] o @ ] ~ pd I3 -~ 

Si. a (...,a_n,...,aO) € CWk( k) et s; a_, désigne un relévement de a_, 

dans (BA , on voit que wk(g) est l'image, dans (BK/(BA de la somme de la 

série de terme général p‘n‘lél_DE . 

PROPOSITION 6.9.- L'application A-linéaire continue wk : CWk(CBk) - CEK/(BA est 

injective, Son image est (Bi{/@A . 

Démonstration : on voit que CW. (® ) est formé des ____________ : k' k 

= sae g Fi [ (B & lf. a ( A a_, aO) avec les a_, € o veérl iant 

il existe des entiers m et n tels que a € 0 ® , si 
( ||) O -n -m k - 
Y _— P 

n = . 
0 

En procédant comme pour démontrer l'injectivité de WR dans la proposi- 

tion 5.5, on voit facilement que si a = (...,a_n,...,ao) était un élément non 

nul de CWk((Bk) tel que mk(g_) = 0 , il existerait un entier m et une suite 

infinie DNy e B telle que a_ €9 m_ni(Bk , ce qui contredirait (¥"). 
1 

L'application w est donc injective. 
k 

| Soit a = (...,a_n,...,ao) € CWk((Bk) et soit m et ng des entiers tels 

que a_. € Gp_m(Bk , 81 n = nO . On peut choisir les relévements a_n des 

® 3 ® i > . Si a_, dans A pour que a_ € Gp_m s+ St > ng Si on pose 

0 NN ~ . 

a = E P nap E ® ; 

n=0 -n K 

on a alors 

ng-1 -n +1 0 . n > _ n n 

a = pnal_)+2pna“l_3=pofi+v, 
n=0 n=ngq 

= n 
..nAp 

® = avec B € ® et vy 2 p al_ 

A 
On voit que, pour tout s € S , le coefficient c¢cg de ©0g dans Yy vé- 

-m+n+ -m+ -m+n-+ 
rifie |cslp£pn si s<pmnl ; donc, si pmnss<pmnl , on a 

-1 m S \cs‘p £ p 

—n0+1 
Pour tout s € S , le coefficient bs de es dans p B wvériiie 

na-1 
\bs\p <p O : si r est un nombre réel > 0 , on a donc 

na-1 

s_llbslpsrlpO si s=r. 

On en déduit que pour tout r > 0 , le coefficient a_ de Gs dans « 
na—-1 

vérifie laslp < ¢lr)s , pour tout s >r , si l'on pose cir) = max(pm,r_lp 0 
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-1 
Par conséquent o , donc p o , vérifie (@3) et appartient a (Bi< . On a donc 

montré que l'image de mk est contenue dans (Bi{/CBA . 

Si oo = Eases est un élément quelconque de (BA , nous posons, pour 

tout entier n = 0 , (x(n) = Zo_n(as)e -n (rappelons que ¢ est le Trobenius 
Sp 

absolu). On voit que 

n 
(a(n))p = o (mod pCBA) ou encore que 

-n-1, (n),pt -n-1 -n 
p (cc())p =p a (modp @) 

A 

On en déduit facilement que l'image par . de CWu((Bk) (sous-groupe de 

CWk((Bk) formé des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles) 

®, /B, . est K/A 

Soit maintenant aq = Zases un élément de CBi< . Nous allons chercher 

un élément a de CW, (® ) tel que wk(g) soit égal & l'image de « dans 
k' k 

§,) montre que 2, a b e® 
, s°s 

i 4 ® (BK/CE)A . La condition ( Comme K/(BA est K - 

contenu dans l'image de 211’7 , on voit quoe_sl'on peut supposer a, = 0 pour 

s <1 ., D'aprés (@3) il existe donc un ¢ > 0 tel que ‘as\p < ¢cs , pour 

tout s € S 

Pour s <c 'p, ona laslp < p , donc laS\ <1 et a, €A ; pour 

tout entier n = 0 et pour c_1p“+l < s <c ipn*2  on 3 \aslp < pi*tZ 

donc |aS|p < p™1 | On a donc 

® 

* = n§0 (c—lpn+1§s<c—1pn+2 ases) (mod CB]-\) ! 

avec pn+1a €A si c:fllpm_1 <5 < c_lp1r1+2 Soit m € Z tel que 

m < c—lp . On voit que l'on peut réécrire o sous la forme 

S _-n-1 « = B epm+n8n (mod ®,) , 

les Bn étant des éléments de CBA . 

Pour achever la démonstration de la proposition il suffit donc d'établir le 

lemme suivant : 

LEMME 6.10.~- Soit m € Z et soit BO’BI""’Bn"" des éléments de (BA LA 

existe a € CW, (® ) tel que w, (a) soit égal 3 l'image dans ® /B, de == S kUK SeaEe Ty KA 
Zp 5 B 
n=0 pm+n n 

122 

GROUPES p-DIVISIBLES 

-1 
Par conséquent o , donc p o , vérifie (@3) et appartient a (Bi< . On a donc 

montré que l'image de mk est contenue dans (Bi{/CBA . 

Si oo = Eases est un élément quelconque de (BA , nous posons, pour 

tout entier n = 0 , (x(n) = Zo_n(as)e -n (rappelons que ¢ est le Trobenius 
Sp 

absolu). On voit que 

n 
(a(n))p = o (mod pCBA) ou encore que 

-n-1, (n),pt -n-1 -n 
p (cc())p =p a (modp @) 

A 

On en déduit facilement que l'image par . de CWu((Bk) (sous-groupe de 

CWk((Bk) formé des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles) 

®, /B, . est K/A 

Soit maintenant aq = Zases un élément de CBi< . Nous allons chercher 

un élément a de CW, (® ) tel que wk(g) soit égal & l'image de « dans 
k' k 

§,) montre que 2, a b e® 
, s°s 

i 4 ® (BK/CE)A . La condition ( Comme K/(BA est K - 

contenu dans l'image de 211’7 , on voit quoe_sl'on peut supposer a, = 0 pour 

s <1 ., D'aprés (@3) il existe donc un ¢ > 0 tel que ‘as\p < ¢cs , pour 

tout s € S 

Pour s <c 'p, ona laslp < p , donc laS\ <1 et a, €A ; pour 

tout entier n = 0 et pour c_1p“+l < s <c ipn*2  on 3 \aslp < pi*tZ 

donc |aS|p < p™1 | On a donc 

® 

* = n§0 (c—lpn+1§s<c—1pn+2 ases) (mod CB]-\) ! 

avec pn+1a €A si c:fllpm_1 <5 < c_lp1r1+2 Soit m € Z tel que 

m < c—lp . On voit que l'on peut réécrire o sous la forme 

S _-n-1 « = B epm+n8n (mod ®,) , 

les Bn étant des éléments de CBA . 

Pour achever la démonstration de la proposition il suffit donc d'établir le 

lemme suivant : 

LEMME 6.10.~- Soit m € Z et soit BO’BI""’Bn"" des éléments de (BA LA 

existe a € CW, (® ) tel que w, (a) soit égal 3 l'image dans ® /B, de == S kUK SeaEe Ty KA 
Zp 5 B 
n=0 pm+n n 

122 



COVECTEURS DE WITT 

];)_ézn_o_ris_tfggipg : soit m' € Z et soit YO’Yl""’Yn"" des éléments de 

(n))pn = . A (BA . Pour tout n = 0 , on a +(l\{n =Y, (mod p(BA) : par conséguent 

. -1 (n+1)\p™ ) 
Yn =D (Yn+l (Yn+l ) € CBA , pour tout n > 0 

et © ) n -] ' 
-n-1 -n-1 (n)\p -n-1 2 p e = 2 9 + T 9 _ n:O P pm|+nYn n:Op pml\{n n=0 P (m|+1)+nYn 

o0 

On voit donc que l'image de 2 p_n—le vy dans ®,/®  est égale & la t + 
pm n 

somme de l'image de ¥ p " 1g v' et de w (b) ol 
n=0 p(rr1'+1)+1r1 n k= 

= 216 ® ® b (""b—n""’bo) est un élément de CWk( k) tel que b_n € Gpm . « bour 

tout n . 

En appliquant ceci successivement @ m' = m,m+1,...,m+t,... , on voit que 

, , i1z ® — p 
l'on peut construire des éléments p-m’-tlm+1"“’-klm+t’”' de CW( k) vérifiant, 

pour tout t = 0 , 

B les coefficients de bfln+t appartiennent & © m+tCB]< , 

B i o 2 ®! + +,..+ , si 1 est un relévement dans K de Wy b Qm+1 'bm+t) on a 

a = i p—n—le B =aqa -+ i p‘“‘le 8 (mod ®.) , ol les 
n=0 pmin n t n=0 I:,(m+t)+n n,t A 

® 6n,t sont dans n 

On voit donc que la suite des a2 converge vers l'image de a dans 
t 

(BK/CBA ; le fait que les coefficients de -klm+t sont dans 6 m+t(B]'<: implique 

que la série de terme général pm+t converge, dans OWk((Bk) , vers un élé- 

ment a ; la continuité de wk implique que mk(_a_) est égal & l'image de « 

(B| dans K/(BA 

6.7. On conserve les hypothéses et les notations du numéro précédent. Posons 

Gk = CAKk) ; rappelons que c'est le quotient de l'anneau CBk = BA(k) par 1'i- 

déal engendré par ep . Notons CWk(epCBk) le sous-A-module fermé& de 

CWk((Bk) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont dans epcsk . 

Il est clair que 1'on a une suite exacte de A-modules topologiques 

) — CW, (B k) — CW () —0 0 — CW (Gp(B 1 Cp 
k k k 

. aS=O si s<p 

Soit ®y = {Za 6 €8 
laslpés pour tout s€ S 
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~ 

On voit que ®' < ® et qu'un élément o de ®, 6 de la forme 2, a & est 
K K K s=p S S 

dans CBI% si et seulement si pnaS € A, si pn <s <pn+1 Il est clair que 

(BI'<' est aussi l'ensemble des éléments de (BK qui peuvent s'écrire sous la for- 
~ 

<« 
-n-1 

Eop 8 Bn , avec des Bn € (BA ; 

On voit facilement (cf. la démonstration du lemme 6.10) que l'image par 

™ de CW (Gp(B ) est formé des éléments de (Bi{/(BA que l'on peut relever, 
k k k 

dans (Bk , en un élément de CBI% . Par passage au quotient, on en déduit un 

isomorphisme 

— . ®! ®Y + W CWk(Ck) — K/( v (BA) 

On peut énoncer ce résultat sous la forme suivante : 

PROPOSITION 6.11.- Notons ® le A-module formé des éléments ZaSGS , 
k 

avec 

as € K/A si s<p, 

K/p™MA si plss<p™! (pour n=1) , 

vérifiant les conditions (@l) , (@2) et (@3) . L'application W, définit, par 

passage au guotient, un isomorphisme Ek du A-module CWk(Ck) sur ®k . 

Remarque : en particulier, la structure de Dk—module a gauche sur CWk(Ck) se 

transporte sur ®k . On voit que l'action de F et de V sont définies par 

_ _ -1 
_E(Zases) = Zo(as)esp et y_(Eases) = 2P0 (as)es/p i 
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CHAPITRE TIII 

MODULE DE DIEUDONNE 

Dans tout ce chapitre et dans les suivants, on note k un corps parfait 

de caractéristique p , on note A = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt a 

coefficients dans k et Dk = A[L,V] l'anneau de Dieudonné de k . Si < 

; est un automorphisme de k , on note encore 1 son relévement & A ainsi 

que le prolongement de ce relédvement & D‘< (avec () =F , t(V) = V). 

Nous appliquerons ceci en particulier au Frobenius absolu ¢ (on a olx) = xp, 

| ~ pour tout x dans k). 

§1.- Classification des p-groupes formels. 

1.1. Nous disons qu'un groupe formel (commutatif) G sur k est un p- 

groupe formel s'il s'identifie & la limite inductive, pour n - « , des noyaux 

de la multiplication par p = . 

Les assertions suivantes sont évidentes 

a tout k-groupe formel connexe est un p-groupe formel ; 

c et c et | 
‘m s1 G =G xG , avec G connexe et G étale, est un k-groupe for- 

, , et ., 
mel, G est un p-groupe formel si et seulement si G l'est ; 

8 un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si Gi(k') 

est un groupe de p-torsion, pour toute extension finie k' du corps k ; 

g un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si G(R) 

est un groupe de p-torsion, pour tout k-anneau fini R ; 

8 la catégorie des p-groupes formels sur k est une sous-catégorie épaisse 

de la catégorie des k-groupes formels ; 

as 

@ le groupe CW‘< est un p-groupe formel. 

1.2, Soit G un k-groupe formel et soit BG son algébre affine. L'ensemble 
Zas 

des morphismes de k-schémas formels de G dans CWp s'identifie, par le 
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lemme de Yoneda, a C/WK(BG) et a donc une structure naturelle de Dk— 

module A[F] -pro-artinien (chap.II, prop.4.1). 

Soit MI(G) = Hom(G,C/W ) le groupe des morphismes (de k-groupes for- 
k 

AN\ 

mels) de G dans CWk . L'identification précédente permet de considérer 
A 

M(G) comme un sous—Dk-module topologique fermé de Cwk(BG) . Plus préci- 

sément, considérons les trois applications continues suivantes de BG dans 

B_®B. : le coproduit A 'application a ~ a({z)l , 1'application a =~ l1®a ; 
G G G’ 

par fonctorialité, elles induisent des applications continues de C/'\\/VK(BG) dans 

A N 
CWk(BG®BG 

a 

dentifie au sous—Dk-module fermé de CWk(BG) formé des éléments a véri- 

fiant AG(Q) =agl + 1&a . 

)  gque nous notons de la méme maniére ; on voit que MI(G) s'i- 

Si @ : G - H est un morphisme de k-groupes formels, il est clair que 

l'application évidente Mf(p) : M(H) = Hom(H,C/'\\N ) - M(G) = Hom(G,C/Wk) est 
k 

continue. 

Si maintenant G est un p-groupe formel et si, pour tout ne IN , Gn 

désigne le novau de la multiplication par pn dans G , on voit que MI(G) 

s'identifie & la limite projective des M(Gn) et que chaque M(Gn) est tué 

par p"' . On en déduit que fi p" M(G) = {0} et il en résulte facilement 

que MI(G) est un Dk—modulenflg;[f_] -profini. 

On a donc ainsi défini un foncteur contravariant M , que nous appelons 

le foncteur module de Dieudonné, de la catégorie des p-groupes formels sur k 

dans celle des Dk—modi.fles A[F] -profinis. Il est immédiat que M est addi- 

tif et exact & gauche. 

1.3. A tout Dk-module A[F] -profini M , on associe un k-foncteur en grou- 

pes formels G(M) en posant 

mcont 

Dy K ~ 
des applications Dk—linéaires continues de M dans CWk(R) (on CWk(R) 

VAN 

@ pour tout k-anneau fini R , G(M)([R) = Ho (M,CW, (R)) est le groupe 

est muni de sa topologie naturelle, cf. n°II.1.6) ; 

@ si n :R - S estun morphisme de k-anneaux finis, G(M)(n) est l'appli- 
N N\ AN 

cation qui, & ¢ : M - CW, (R) , associe CWk(n)Ocp : M - CWk(S) 
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Soit M un Dk-—module A[F] -profini . Comme CE\Wk est un k-groupe 

formel, c'est un foncteur exact & gauche et on en déduit que G(M) est un 

~ 
foncteur exact a gauche, donc que c'est un k-groupe formel (chap.I, prop.4.1). 

Soit R un k-anneau fini. On sait (n°II.4.5) que le A-module topologique 

C/WK(R) est le produit direct de C/WE(R) qui est tué par pm , pour m suf- 

o et 
fisamment grand, et de CWE (R) qui est discre;. Comme M est A[F]- 

o . . cont AN . . 
profini, on en déduit que le groupe HomA (I\/[«,CWk(R)) des applications A- 

linéaires continues de M dans C/’\\N (R) est de p-torsion. Il en est a fortio- 

. cont N ) 
ri de méme de G(M)R) = HomD (M,CWK(R)) . Par conséquent G(M) est un 

k 
p-groupe formel. 

On peut considérer G comme un foncteur contravariant de la catégorie 

des Dk—modules A[F]-profinis dans celle des p-groupes formels sur k : si 

: M - N est un morphisme de Dk—modules A[F]-profinis, Glp) est le 

morphisme de G(N) dans G(M) défini par : 

©
 

R GN)R) -» G(M)(R) est I'application 
A 

{qui, a y : N - C/\\/v'k(R) , associe o : M - CWk(R) 

Spour tout k-anneau fini R , Glp) 

Il est clair que G est un foncteur additif exact a gauche. 

1.4, L'objet essentiel de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant : 

THEOREME 1.- 

i) les foncteurs M et G sont adjoints & gauche. 

ii) Le foncteur M induit une anti-équivalence entre la catégorie des p- 

groupes formels sur k et celle des Dk—modules A[F] -profinis, et G 

est un guasi-inverse. 

iiil) Si G est un groupe fini sur k d'ordre p' , M(G) est un A- 

module de longueur finie r 

On voit que ce théoréme implique que le foncteur M est exact, donc 
N\ 

que le groupe CWk est un objet injectif dans la catégorie des p-groupes for- 

mels sur k . On a en fait un peu plus 

THEOREME 2.- Le groupe C/\\/\/k est un objet injectif dans la catégorie des k- 

groupes formels. 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

Comme tout k-groupe formel se décompose de maniére unique en le pro- 

duit direct d'un groupe connexe par un groupe étale, et comme tout k-groupe 

formel connexe est un p-groupe formel, on voit que la seule chose a démontrer, 

en sus du théoréme 1, est la proposition suivante 

o et 
PROPOSITION 1.1.- Le groupe CWE est un objet injectif de la catégorie des 

k-groupes formels étales. 

Ce résultat sera démontré au §2. 

Remarque : appelons Dk—module fini tout Dk—module a gauche qui est de lon- 

gueur finie en tant que A-module. On voit que, muni de la topologie discréte, 

tout D, _-module fini est A[F] -profini et méme D, -profini. Le théoréme précé- 
k k 

dent montre donc en particulier, par restriction & des catégories convenables, 

que 

@ le foncteur M induit une anti-équivalence entre p-groupes finis sur k 

et Dk—modu‘les finis ; 

a il induit aussi une anti-équivalence entre les groupes formels sur k qui 

sont des limites inductives de p=groupes finis et les Dk-modules profinis. 

1.5, Soit G un p-groupe fini sur k . On peut le considérer aussi bien 

comme un k-groupe affine que comme un k-groupe formel. En particulier, le 

groupe G(R) est défini pour tout k-anneau R (pas nécessairement fini). Nous 

nous proposcns de déduire du théoréme 1 une description de G(R) & l'aide 

de MI(G) 

PROPOSITION 1.2,~- Soit G un p-groupe fini sur k et soit M = M(G) 

Pour tout k-anneau R , le groupe G(R) s'identifie canoniquement (et fonc- 

toriellement en R) au groupe HomDk(M,CWk(R)) des applications Dk_ 

linéaires de M dans CWk(R) 

Démonstration : comme G est fini, M est un Dk—module fini et la 

topologie de M est la topologie discréte. Si R est un k-anneau fini, on a, 

d'aprés le théoréme 1, G(R) = Homcont(M,C/\?Vk(R)) = HomD (M,C/’\\N'k(R)) (car 
k k 

D 

la topologie de M est la topologie discréte) = Homp, (I\/I,CWk(R)) (car 
~ k 

CW, (R) = CW. K (R)) et la proposition est vraie. 
k 

Dans le cas général, soit %(R) 1l'ensemble des sous-k-anneaux finis de 
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R . Comme l'algébre affine de G est un k-anneau fini, on a 

G(R) = lim G(S) ; par conséquent, G(R) s'identifie canoniquement (et fonc- 

SEF(R) 
toriellement en R) & lim Hom (M,CWK(S)) . Tout revient donc a montrer 

Se%(R) k 
que, si u est une application Dk—linéaire de M dans CWk(R) , elle se 

factorise a travers un CWk(S) , pour un .S € %(R) convenable. 

Pour cela, choisissons des éléments a,, & - qui engendrent M 
1'=2"" 

en tant que A-module et posons u(gi) = (...,at_r1 RERRFLY i) . 11 est clair 

qu'il suffit de montrer que le sous-k-anneau S de R engendré par les a—ni' 
1 

pour n€IN et i=1,2,...,r , est fini. 

Supposons d'abord G unipotent. Il existe donc un entier s tel que 

MSM = 0 ., On a donc a_n ; =0 , pour n=¢g8 , et il n'y a qu'un nombre 

fini de a_. non nuls. Si, d'autre part, on a, pour i=1,2,...,r , 

Fa, =2\, .a. , avec les A, ,€A , on doit avoir 
1 1,773 i, : 

r 
(....ab ..., )= (eeeva  eeaian ) 

-n, i 0,i —q be] -1, 0.3 
j=1 

Si l'on note Xi i l'image de 9 j dans k , on en déduit facilement que 
[ 7 

l'on peut écrire 

r P ~ 
= . a .+ P_ , , : 

% n.i ;‘/'31 >\i,J -n,j n,l((a—m,J)n<m<s : ISJSI‘) 

ol les P ., sont des polynétmes a coefficients dans k . On voit alors, que 
[ 

S est engendré, en tant que k-espace vectoriel, par les mondmes en les 

anj , pour 0Osn<s et 1ls<isr , de degré < p en chacun d'eux ; 
’ 

c'est donc bien un k-anneau fini. 

Supposons maintenant G connexe et soit o l'idéal de S engendré 

bar les S Il existe un entier s tel que _F_SM = 0 ; on a donc 
7 

S S 
aE’n | = 0 , pour tout n et tout i, d'od ¢ =0 . Si, d'autre part, on a, 

pour i=1,2,...,r , Mgi = TV on doit avoir 
’ I 

r 
...,@ se..,d ) = - S ( n-1,if _111) P2 ( B 0,J) 

Si l'on note Qi i 1'image de pi i dans k , on en déduit facilement que 
] 1 

l'on peut écrire 
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I
 5 . ’ 

S-n-1,1 “,3%n,5 F ey ) i=1 

ol les Prl ; sont des polynémes, a coefficients dans k , sans terme cons- 
i 

tant, ni termes du premier degré. Comme 1'idéal o est nilpotent, on en dé- 

duit que l'on peut exprimer les a_, ; comme des polynémes en les ao j 
s 4 . 

Comme ‘38 i =0 , l'anneau S est bien un k-anneau fini. 

Le cas général s'en déduit en remarquant que tout p-groupe fini sur k 

est le produit d'un groupe étale (donc unipotent) par un groupe connexe. 

1.6. Montrons que les foncteurs M et G sont adjoints a gauche. Soit G 

un p-groupe formel sur k et soit M un Dk—module A[F] -profini. D'aprés 

le lemme de Yoneda, l'ensemble des morphismes de k-foncteurs formels de G 

dans G(M) s'identifie & G(M)(B.) (ot B désigne 1'algébre affine de G). 
G G 

Si BG = lim Ri , avec les Ri des k-anneaux finis, on a 

i€l 

t A GMEBL) = lim G(MR) = lim Hom """ (M, CW, (R)) = Hom ™ (M, W, (B _)) = G -~ i -~ Dk ki Dk kG 

VAN 

ensemble des applications Dk—linéaires continues de M dans CWk(BG) . On 

voit immédiatement que, dans cette identification, une application Dk—linéaire 

continue de M dans C/’\\Nk(BG) est un morphisme de k-groupes formels si et 

seulement si son image est contenue dans M(G) . On a donc ainsi construit 

une bijection entre le groupe Hom(G,G(M)) des morphismes du k-groupe for- 

mel G dans G(M) et le groupe I—IomDk(M, M(G)) des applications Dk— 

linéaires continues de M dans M(G) . On vérifie immédiatement que cette 

bijection est compatible avec les structures de groupe et est fonctorielle en G 

et M . Les foncteurs G et M sont donc bien adjoints a gauche. 

1.7. Socit M un Dk—module A[F] -pro-artinien. Nous disons que M est 

étale (resp. connexe) si FM = M (resp. si pour tout a € M , la suite des 

Fl'a  tend vers 0). 

PROPOSITION 1.3.- Tout Dk—module A[F] -pro-artinien s'écrit d'une manidre et 

d'une seule comme la somme directe d'un module étale et d'un module connexe . 

et i 
Démonstration : soit M un tel module. Soit M = N f_nl\/I et soit 
____________ n=0 

M° l'ensemble des g dans M tels que la suite des F%a tend vers 0 
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Il est clair que Mt et M® sont des sous—Dk—modules fermés de M , que 

c 
M est connexe, et que, si N est un sous—Dk—module étale (resp. connexe) 

de M , alors N cC MEt (resp. N c M®) . On voit donc qu'il suffit de montrer 

gqgue M = Mete{a M® et que 1\/[et est étale. 

Remarquons que les définitions de 1\/[et et M gardent leur significa- 

tion si M est seulement un A[F] -module pro-artinien (i.e. si l'action de V 

n'est pas définie). Comme les limites projectives filtrantes sont exactes dans 

la catégorie des A-modules pro-artiniens, on voit qu'il suffit de démontrer le 

lemme suivant 

LEMME 1.4.- Soit M un A[F] -module & gauche, gqui est artinien en tant que 

[on} . 

A-module. Posons Met = N EnM et soit M l'ensemble des aeM tels 
n=0 

- 

t 
gue f_n_a_ =0 , pour n suffisamment grand. Alors M = 1\/1e @Mc et 

Démonstration : comme M est artinien, la suite des F M est station- 

naire. Soit m un entier tel que EmM = N Enl\/[ . On a alors 

et et m c n=0 m 
M =FM =F M et M est le noyau de F . Le lemme s'en déduit. 

. - . et C 
Si M est un Dk—module A[F] -pro-artinien, et si M =M & M~ , 

avec MSt étale et MC connexe, nous appelons l\/Iet la composante étale 

de M ‘et MY la composante connexe de M 

Il résulte de la proposition 4.1 du chapitre II, que si R est un k- 
N P 

anneau fini ou profini, CWE(R) est la composante connexe de CWk(R) et 

CWE (R) sa composante étale. On en déduit immédiatement que 

@ si G est un k-groupe formel étale (resp. connexe), M(G) est étale 

(resp. connexe) ; 

@ si M est un Dk—module A[F] -profini étale (resp. connexe), le p-groupe 

formel G(M) est étale (resp. connexe). 

On voit donc que la démonstration du théoréme 1 se décompose en deux 

parties : le cas étale et le cas connexe. En fait, nous procéderons en trois 

étapes 

lére étape : on commence par démontrer l'exactitude de M restreint aux 

k-groupes formels étales, autrement dit, la proposition 1.1 : ce sera fait au 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

§2 , comme conséquence de l'étude du comportement de M vis a vis de 

'extension des scalaires ; 

2e étape : on montre (§3) que le noyau de V dans M(G) s'identifie 

4 l'espace tangent du dual de G et on en déduit le théoréme 1 dans le cas 

étale (proposition 3.4) ; 

3e étape : on montre (§4) que le quotient MI(G)/E M(G) s'identifie & 

l'espace cotangent de G et on en déduit le théoréme 1 dans le cas connexe 

(proposition 4.5). 

§2.- Extension des scalaires. 

2.1. Commengons par établir le résultat suivant 

PROPOSITION 2.1.- Soit k' une extension finie galoisienne de k . Soit M 

un W(k')-module pro-artinien sur lequel ¢ = Gal(k'/k) opére continGment et 

semi-linéairement (i.e. M est un W(k)[g] -module et si ge¢g , a€ W(k') , 

XxEM , ona glax) = gla)g(x)) . Alors 

i) 1'application de W(k')@w(k)MQ dans M gui 8 a®x associe ax 

est un isomorphisme ; 

ii) le G-module M est cohomologiquement trivial. 

Démonstration : posons A = W(k) et A' = W(k") 

Comme A' est un A[q] -module libre de rang 1 , le g-module A' ®A Mq 

est induit, donc cohomologiquement trivial et la deuxiéme assertion résulte de 

la premiére, 

’ Désignons par gl,gz,...,gn les éléments de ¢ et par el,ez,...,er1 

des éléments de A' qui relévent une base de k' sur k . Il est clair que 

les e, forment une base du A-module libre A' et que la matrice des gi(ej) 

est inversible dans A' 

Tout élément de A’ ®A Mq s'écrit, de maniére unigue, sous la forme 

n n 
> ej®aj , avec les aj € M . Si Z}ejaj =0, on a, pour tout i , 

0 =g (2ea)= (e)g (a) = (e )a, . Comme la matrice des (e)) est gl(j i J) ?gl( 9 J) ;Lgl( J)a] g, J) 
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inversible dans A' , ceci implique gue les aj sont tous nuls, et 1'applica- 

tion considérée est injective. 

Montrons que, si M# 0 , alors Mq # 0 1 soit en effet x un élément 

non nul de M . Pour tout j , l'élément u.(x) = Z g Z g, (e) ( ) 
i=1 o i=1 

appartient a M% . Comme les gi(x) ne sont pas nuls et comme la matrice 

des gi(ej) est inversible dans A' , les uj(x) ne sont pas tous nuls. 

Montrons la surjectivité dans le cas ol M est de longueur finie (en 

tant que A'-module) : il est clair qu'il suffit de montrer que lgA(MC‘) = lgA,(M); 

on le fait par récurrence sur lgA,(M) 

B c'est clair si lgA,(M) = 1 , car alors MQ # 0 implique que Mq est iso- 

morphe &8 k et M & k' ; 

B Ssupposons lgA,(M) > 1 . On sait gu'il existe un élément non nul x¢ I\/Iq 

et il est clair que l'on peut choisir x tel que px =20 

On a alors une suite exacte de A'-modules sur lesquels G opére semi- 

linéairement 

0 —k—> M — M — 0 

a laguelle correspond une suite exacte de A-modules 

0 — k — M¢ — Mm%~ o 

car HI(Q,k') = 0 . On a donc lgA(MQ) = lgA(M'q)fl = lgA,(M')+1 (par hypo- 

thése de récurrence) = lgA,(M) 

La surjectivité dans le cas o0 M est artinien s'en déduit en remarquant 

que M est alors la réunion des noyaux de la multiplication par p , pour 

reIN , et gque le novau de la multiplication par p’' est de longueur finie. 

Enfin, si M est pro-artinien et si N est un sous-A'-module ouvert, 

on voit que fl 9, (N) , qui est stable par G . est encore un sous-A'-module 

i=1 

ouvert. Par conséquent, M admet un systéme fondamental de voisinages ou- 

verts de 0 formés de sous-A'-modules stables par ¢ et la surjectivité de 

l'application se déduit, par passage & la limite, de la surjectivité dans le cas 

artinien. 
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2.2.. Soit k' une extension finie de k ; posons encore A = W(k) et 

A" = Wi(k') 

Si M est un Dk—module topologique, l'action de F et de V se pro- 

longe au A'-module A’ @AM en posant 

Flagx) = o(a)®Ix 
si achA' , xeM , 

vy_(a®x) = o_l(a)®yx 

et A' M devient ainsi un D, ,-module topologique qui est A'[(F] ~profini 

(resp. pro-artinien) si M est A[F] -profini (resp. pro-artinien). 

Supposons k'/k galoisienne et soit G = Gal(k'/k) . Si R est un k- 

anneau profini, ¢ opére continGment et semi-linéairement sur le k'-anneau 

profini k'@kR et I'on a (k'@ R)Q =R , 
k 

AN N 
D'autre part, il est clair que CWk' = CWk®kk' . Par fonctorialité, ¢ 

o~ 
opére continGment et semi-linéairement sur le A'-module pro-artinien CW (k'® R). 

k k 
P AN 

Si a=(..,a ,...,a .,a) e CW (k'® R) , on voit que a € (CWk.(k‘®kR))Q -n -1'% k' %k ° 
si et seulement si chaque a_ € (k'@kR)Q =R . Donc (CW ,k'® R)G s'iden- 

N 
k! k 

tifie a CW, (R) 
k 

Pour tout p—groupe/iormel G' sur k' , notons M'(G') le Dk,—module 

A'[F] -profini Hom(G',CWk,) . Si G est un p-groupe formel sur k d'algébre 

affine BG , ona (cf. n°1.2), avec des notations évidentes, 

N - - 
M'(G,.) = {a€ CW (k' By)| oa = agl + 18a] 

et 

~ 

M(G) = {ac¢€ C/V\Vk(BG) | ra =agl +1&a} 

Par conséquent, M(G) = (M'(G, )G . kl 

La proposition 2.1 implique alors que M'(Gk,) s'identifie & A' 2 M(G) 

Le méme résultat reste vrai si l'extension finie k'/k n'est pas galoisienne 

comme on le wvoit en plongeant k' dans une extension finie galoisienne k" 

de k et en regardant l'action de Gal(k"/k) 

On a donc démontré le résultat suivant : 

PROPOSITION 2.2.- Soit k' une extension finie de k et soit G un p- 
27N 

groupe formel sur k . Posons M = M(G) et M'= M'(Gk,) = Hom(Gk,,CWk,)' . 

i) L'application naturelle de W(k')® M dans M' est un isomor- 
Wik) 
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phisme. 

ii) Supposons l'extension k'/k galoisienne et soit ¢ = Gal(k'/k) . Le 

groupe (3 opére semi-linéairement et continGment sur M' et M = (M')Q . 

2.3. Nous allons maintenant démontrer la proposition 1.1 (cf. n°1.4). 

Soit k une cléture algébrique de k . Si G est un k-groupe formel 

étale, notons G(k) la réunion des G(k') pour k' parcourant les extensions 

finies de k contenues dans k . Si Q’k = Gal(E/k) , G(IZ) est un Qk— 

module discret et le foncteur G ~ G(k) induit une équivalence entre la caté- 

gorie des k-groupes formels étales et celle des Qk—modules discrets (n°I.7.1). 

Rappelons (n°II.2.3) que, si l'on note Anr la limite inductive des 

W(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k contenues dans k , 

, oet- o - 
et Knr le corps des fractions de Anr , le Qk module CWk (k) = CWk(k) 

s'identifie & Knr/Anr . La proposition 1.1 est donc équivalente & la proposi- 

tion suivante 

PROPOSITION 2.3.- Le module Knr/Anr est un objet injectif de la catégorie 

des Qk—modules discrets. 

];)_é_nlo_rlsLtfa_a‘c_ig_rl : Soit Y un sous-groupe invariant ouvert de Qk et soit 

k' le corps fixe de U . Soit A' = W(k') et soit K' le corps des fractions 

de A' . On voit que (Knr/Anr)u s'identifie & K'/A' . Posons 

G = Gallk'/k) = Qk/’z,( . Nous allons commencer par montrer que K'/A' est un 

Q—module injectif. 

Soit T un Q—module guelconque. On voit facilement que le groupe 

Hom%(T,K‘/A') peut étre considéré comme un A'-module pro-artinien sur lequel 

¢ opére continGment et semi-linéairement (la structure de A'-module et l'action: 

de ¢ sont évidentes ; la topologie est celle de la convergence simple ; com- 

me ¢ est un groupe fini, T est réunion de ses sous-%[g] -modules T 
f 

qui sont de type fini sur Z ; chaque Hom%(Tf,K'/A') est visiblement un A'- 

module artinien et Homz(l“,K'/A') , qui est la limite projective des 

HomZ(Ff,K'/A‘) est pro-artinien). 

Considérons alors une suite exacte de q—modules 

0O > I —-> T —- 1" — 0 
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Comme K'/A' est divisible, il lui correspond une suite exacte 

0 — HomZ(I‘",K'/A') — Hom%(l",K'/A') — Hom%(f',K'/A') — 0 

D'aprés la proposition 2.1, HomZ(l“",K'/A') est cohomologiquement trivial et 

la suite 

0 — Hom C",K'/A') — Hom (rC,K'/A'Y — Hom T',K'/A')—0 
Zgl AL Z[g] 

est encore exacte. Et K'/A' est bien un G-module injectif. | 

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit alers d'établir 

1'assertion suivante : 

PROPOSITION 2.4.- Soit A un Qk—module discret. Pour que A soit injectif 

(dans la catégorie des qk—modules discrets) il faut et il suffit que, pour tout 

sous-groupe ouvert invariant ¢ de Qk , Au soit un (Qk/’z,()—module injectif. 

Commengons par établir un lemme : 

IEMME 2.5.- Soit R un _anneau et soit M un R-module & gauche. Soient 

A et N deux sous-modules de M tels que ANN = {0} . On suppose A 

injectif. Alors il existe un sous-module N' de M contenant N tel que 
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injectivement sur son image 7 dans M . Comme A , donc 4 , est injectif, 

il existe un sous-module N' de M tel que ™M =as@¢N' . On voit que l'image 

réciproque N' de N' dans M répond & la question. 

Démonstration de la prop. 2.4 : si % est un sous-groupe ouvert inva- 

riant de qk , et si on pose @ = Qk/?,( , tout g-module peut étre considéré 

comme un qk—module discret sur lequel 9 opére trivialement. Pour un tel mo- 

dule M , on voit que Hom (M,A‘u) = Hom (] (M,A) et on en d‘éduit que 
ZLg, ] 

k 

Au est injectif si A l'est, 

Réciprogquement, soit M un Qk—module discret contenant A et soit N 

un sous—qk—module de M tel que NNA =0 et qui est maximal pour cette 

propriété. Pour tout sous-groupe ouvert invariant ¢ de qk , on voit que Nu ; 

est un sous-—(qk/’l,()-module de MY vérifiant NQ’(HAQ’( = 0 . Supposons A'L( 

injectif. D'aprés le lemme précédent, il existe un sous—(qk/’z,()—module N' de 

136

GROUPES p-DIVISIBLES 

Comme K'/A' est divisible, il lui correspond une suite exacte 

0 — HomZ(I‘",K'/A') — Hom%(l",K'/A') — Hom%(f',K'/A') — 0 

D'aprés la proposition 2.1, HomZ(l“",K'/A') est cohomologiquement trivial et 

la suite 

0 — Hom C",K'/A') — Hom (rC,K'/A'Y — Hom T',K'/A')—0 
Zgl AL Z[g] 

est encore exacte. Et K'/A' est bien un G-module injectif. | 

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit alers d'établir 

1'assertion suivante : 

PROPOSITION 2.4.- Soit A un Qk—module discret. Pour que A soit injectif 

(dans la catégorie des qk—modules discrets) il faut et il suffit que, pour tout 

sous-groupe ouvert invariant ¢ de Qk , Au soit un (Qk/’z,()—module injectif. 

Commengons par établir un lemme : 

IEMME 2.5.- Soit R un _anneau et soit M un R-module & gauche. Soient 

A et N deux sous-modules de M tels que ANN = {0} . On suppose A 

injectif. Alors il existe un sous-module N' de M contenant N tel que 

M = AN 

]_D_éfn_clrlsz_tfgt_ig_n__dl.l__lggn_nle_: soit M = M/N . Le sous-module A s'envoie i 

injectivement sur son image 7 dans M . Comme A , donc 4 , est injectif, 

il existe un sous-module N' de M tel que ™M =as@¢N' . On voit que l'image 

réciproque N' de N' dans M répond & la question. 

Démonstration de la prop. 2.4 : si % est un sous-groupe ouvert inva- 

riant de qk , et si on pose @ = Qk/?,( , tout g-module peut étre considéré 

comme un qk—module discret sur lequel 9 opére trivialement. Pour un tel mo- 

dule M , on voit que Hom (M,A‘u) = Hom (] (M,A) et on en d‘éduit que 
ZLg, ] 

k 

Au est injectif si A l'est, 

Réciprogquement, soit M un Qk—module discret contenant A et soit N 

un sous—qk—module de M tel que NNA =0 et qui est maximal pour cette 

propriété. Pour tout sous-groupe ouvert invariant ¢ de qk , on voit que Nu ; 

est un sous-—(qk/’l,()-module de MY vérifiant NQ’(HAQ’( = 0 . Supposons A'L( 

injectif. D'aprés le lemme précédent, il existe un sous—(qk/’z,()—module N' de 

136



MODULE DE DIEUDONNE 

M’Z’{ contenant N?’( tel que MQ’( = A?’(EBN‘ . Si, avec des notations évidentes, 

n+n' = 5 ¢ (N+N')na , on a, pour tout ge Yy , (g-1)n = (g-1)8 = 0 , puisque 

Nna = 0 ; par conséquent & ¢ A'L( et neN' . On a donc (N+N')na =0 , 

U d'ct N+N' =N , ce qui impligue N' = N , Si les A sont tous injectifs, 

on a donc Mu = A’L(@ Nu , pour tout Y , d'ot M = pA@eN , car M = lim Mu. 

2.4. Conservons les notations du n°2.3. Nous allons établir un résultat qui 

raméne la démonstration du théoréme 1 dans le cas étale au cas fini : 

PROPOSITION 2.6.- 

i} Tout p-groupe étale G est réunion de ses sous—groupes finis et le 

Dk—module topologique MI(G) s'identifie & lim M(Gf) , pour G 

parcourant les sous-groupes finis de G 

ii) Tout Dk—module A[F] -profini étale est Dk—profini (i.e. admet un sys- 

téme fondamental de voisinages ouverts de 0 formé de sous—Dk— 

modules). Si M est un tel module, le p-groupe formel étale G(M) 

s'identifie & lim G(M/N) , pour N parcourant les sous—Dk—modules 

ouverts de M 

Démonstration : 

i) Soit T un Qk—module discret de p-torsion, soit Y un sous—groupe’ 

invariant ouvert de Qk et soit @ = Qk/u . Comme (¢ est un groupe fini, le 

Q—module I‘u est réunion de ses sous-G-modules qui sont de type fini sur Z; 

comme T est de torsion, un tel sous-module est un groupe fini. Comme T 

U est la réunion des T , pour % parcourant les sous-groupes invariants ou- 

verts de qk , on voit que T est la réunion de ses sous-g-modules qui sont 

des groupes finis. L'équivalence de catégorie entre p-groupes formels étales et 

qk—modules discrets qui sont de p-torsion montre que si G est un p-groupe 

formel étale, G est la réunion de ses sous-groupes finis Gf . On a alors 
N AN SN 

M(G) = Hom(G,CW, ) = Hom(li_Ent,CW ) = lim Hom(G_,CW ) = lim 1_\_/I(Gf) 
k k f k 

ii) Soit M un Dk—module A[F'] -profini et soit QM I'ensemble des 

sous-A[F ]-modules ouverts de M . On sait que QM est un systéme fonda- 

mental de voisinages ouverts de 0 . Pour tout N € Q le quotient M/N M I 

est un A[F] -module, de longueur finie en tant que A-module. Si M est 

étale, on a FM = M et on en déduit que I est surjectif sur le quotient, 
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donc aussi injectif. Si x € N , x s'écrit Fy , pour un certain v e M ; 

comme l'image de [Fy dans le quotient est nulle, y &€ N , donc - Vx = py 

aussi. Les éléments de QM sont donc tous des sous—Dk—modules. 

On sait (cf. n°1.7) que si M est étale, G(M) est un p-groupe formel 

étale. Pour montrer que G(M) = lim G(M/N) , il suffit donc de montrer que, 
NEQM 

pour toute extension finie k' de k , G(M)(k') = lim GM/N)(k') . Or 

NEQM 
t ~ 

GM)(k') = Hom%Orl (M,CWk(k')) = Hom]c)ont(M,K'/A') , groupe des applications 
k k 

D, -linéaires continues de M dans K'/A' . Comme K'/A' est discret, la 
k 

continuité implique que le noyvau d'une telle application est cuvert et 

G(M)(k') = lim Hom_. (M/N,K'/A') = 1_i_r£1 G(M/N)(k") D 
NEQ,, k NEQy, 

§3.- Module de Dieudonné et espace tangent. 

3.1. Seoit G un p-groupe formel sur k , soit BG son algébre affine et 

soit IG 1'idéal d'augmentation de BG— . Soit VB = VBG le décalage comme 

Si endomorphisme de 1'anneau BG (n°I.7.5). 11 est clair que VB(IG) cIG 
n 

a la suite des VB(a) tend vers 0 . Autrement 

G et pour chague composante locale Bi de BG , les 

projections des Vg(a) dans Bi sont nulles pour n suffisamment grand. 

Dans le cas ot G est quelcongue, ceci implique que, pour tout a € IG et 

pour chaque composante locale Bi de B , les projections des Vg(a) dans 

Bi sont presque toutes dans 1'idéal maximal de Bi . Par conséquent (n°lIl.4.4), 

G est étale, pour tout ac¢l 

dit, pour tout a €l 

le covecteur 

n 
a = (...,a_n,...,a_l,ao) , avec a_ —VB(a) pour neIN , 

L S 

est un élément de CW, ( B 
k G) 

w L Fa ‘ 
Nous notons BG l'ensemble des éléments de CWK(BG) qui sont de la 

forme aW , bour un a ¢ IG . On wvoit que Bvé est un sous—Dk—module fermé 

s 

de CWK(BG) 

L'application a » a définit une bijection de IG sur BG . On voit 

que c'est en fait un homéomorphisme (si IG est muni de la topologie induite 
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par celle de B_.). 
G 

Soit maintenant a = (...,a_ !...,a_l,ao) un élément de MI(G) . On voit 

facilement que l'égalité AG(a) = a@l +1®a /iinplique que tous les a_, sont 

dans IG . Comme dans l'algébre affine de CW‘< , le décalage envoie X—n 

sur X—n—l (n°II.4.3, remarque 1), on voit que 

Va = (...,a_n_l,...,a_z,a_l) = (...,VB(a_n),,..,VB(a_l),VB(aO)) 

Donc, pour tout n , V_.(a ) = a et a€BY . On a donc démontré le 
B "-n -n-1 = G 

résultat suivant : 

PROPOSITION 3.1.- Si G est un p-groupe formel sur k et si B est son 
- G 

algébre affine, MI(G) est un sous—Dk—module fermé de BVGV . En particulier, 

l'application qui & a = (...,a _,...,a ,,a ) € M(G) associe a €1 est in- 
-1 -1""70 — 0o G — 

jective et continue. 

3.2. Regardons maintenant quel est le noyau de V dans MI(G) . C'est l'en- 

semble des a = (...,a _,...,a 
= -n -1 

conséquent, le novau de V s'identifie & l'ensemble des a € IG tels que 

=a gl +1¢ °1.8.6) a I ,C AG(aO) ao®1 1®a, ., ou encore (n°I.8.6) & l'ensemble Hom(G G,) des 

morphismes du k-groupe formel G dans le complété formel du groupe additif. 

,ao) € M(G) tels que a_ = si n=1 . Par 

Le noyau de V dans M(G) est, d'autre part, un sous-Dk—module fermé N 

de M(G) tel que VN = 0 . C'est donc un Dk/ka = k[F] -module topologi- 

gque. On a vu au n°1.8.7 que Hom(G,Ga) a une structure naturelle de k[F]- 

module topologique. On vérifie immédiatement que, dans l'identification qui 

précéde les deux structures de k[F]-modules topologiques coincident. 

Si ID(G) désigne le dual de Cartier de G , on sait (n°I.8.7) que 

\Hom(G,E}a) s'identifie au k[E] -module topologique t (k) . On peut donc 
D(G) 

énoncer : 

PROPOSITION 3.2.- Soit G un p-groupe formel sur k . L'application, gqui 

a = (...,<51_n,...,:-1_1 

un isomorphisme du novau de V dans MI(G) sur le k[F] -module topologigue 

Hom(G,G ) (k) 
a 

a 

,aO) associe a, s définit, par restriction au noyvau de V 

~ D) 

3.3. La démonstration du théoréme 1 dans le cas étale utilise le résultat sui- 

vant : 
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PROPCSITION 3.3.- ‘ 

i) Soit G un p-groupe fini sur k , d'ordre pr , el que VG =0 

Alors M(G) est un Dk—module fini vérifiant VM(G) = 0 dont la 

longueur sur A est égale & r 

ii) Soit M un Dk—module fini, de longueur sur A égale & r , véri- 

fiant VM = 0 . Alors G(M) est un groupe fini sur k , d'ordre pr, 

tel que VG =0 

Démonstration : 

i) Posons M = M(G) . Il est clair quee VM = 0 . Par conséquent, 

d'aprés la proposition 3.2, M s'identifie a t]D(G)(k) . Le fait que VG =0 

implique que F]D(G) =0 : comme D(G) a le méme ordre que G , on voit 

que l'algébre affine de ID(G) est de la forme k[xl,xz,...,xr]/(xll),xg,.,.,xf) 

. . s _ 2 . 
En particulier, tID(G)(k) IID(G)/I]D(G) est un espace vectoriel sur k de 

dimension r , donc aussi son dual t 

ii) S8i VM =0, ona pM=0 et M estun k[F]-module, de dimen- 

sion r sur k . Scit G = G(M) . Pour tout k-anneau fini R , on a 

G(R) = HomDk(M,CWk(R)) . Comme VM = 0 et comme le noyau de V dans 

CW, (R} est formé des covecteurs (...,0,...,0,ao) , on voit que G(R) s'iden- 
k 

tifie & Hom (M,R) (o R est muni de sa structure évidente de k[F] - 
k[L] 

module & gauche, I opérant par Fy = yp , pour tout vy € R). 

Soit (ui)lsi . une base de M sur k . Pour tout j compris entre 1 
< 

r 
et r , posons Fu, = b ai J,uLi , avec les ai jE k . 851 n est une appli- 

i=1 7 ! ' 

cation k-linéaire de M dans R , et si n(ui) = yi , on voit que mn est un 

élément de G(R) si et seulement si, pour tout j , fl(EUJ-) = En(uj) , l.e. 

si yp =3, a, ,v, . Par conséquent, l'algébre affine de G s'identifie au quo- 
i . i,j 1 J ) ] 

tient BG de l'anneau k[XI’XZ’""Xr] par 1'idéal engendré par les 

D iy iy i 
X - 2,a. .x, . Les images des x. x.%...x , pour 0<=i,<p , forment une 

j i i, i1 1 72 r ] 

base de BG sur k , donc BG est un espace vectoriel sur k de dimen- 

‘sion p' , autrement dit G est d'ordre p' . Comme l'addition dans G(R) est 

induite par l'addition dans R , on voit que le coproduit dans BG est défini 

par Ax; = xiél + lex, . Par conséquent Vo = 0 
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i . i,j 1 J ) ] 

tient BG de l'anneau k[XI’XZ’""Xr] par 1'idéal engendré par les 

D iy iy i 
X - 2,a. .x, . Les images des x. x.%...x , pour 0<=i,<p , forment une 

j i i, i1 1 72 r ] 

base de BG sur k , donc BG est un espace vectoriel sur k de dimen- 

‘sion p' , autrement dit G est d'ordre p' . Comme l'addition dans G(R) est 

induite par l'addition dans R , on voit que le coproduit dans BG est défini 

par Ax; = xiél + lex, . Par conséquent Vo = 0 
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3.4. Nous allons terminer ce paragraphe en démontrant le théoréme 1 dans le 

cas étale. On sait (cf. n°1.6) que les foncteurs M et G sont adjoints a 

gauche. Il suffit donc de prouver la proposition suivante 

PROPOSITICN 3.4.- 

i) Si G est un p-groupe fini étale d'ordre pr , M(G) est un A- 

module de longueur r 

ii) Pour tout p-groupe formel étale G , le morphisme de G dans 

G M(G) provenant de 1'adjonction est un isomorphisme. 

iii) Pour tout Dk~modu1e A[F] -profini étale M , l'homomorphisme de M 

dans MG(M) provenant de 1'adjonction est un isomorphisme. 

Démonstration : 

i) 8i G est un p-groupe fini étale simple, on a VG =0 , et l'as- 

sertion (i) est vraie, d'aprés la proposition 3.3. Le cas général s'en déduit 

par récurrence sur la longueur de G , en utilisant le fait (cf. n°2.3) que M, 

restreint aux k-groupes formels étales, est exact. 

ii) D'aprés la proposition 2.6, on voit, par passage a la limite, qu'il 

suffit de démontrer l'assertion (ii) dans le cas ot G est fini. Notons 

Us G - G MI(G) le morphisme défini par 1'adjonction. 

- Si G est simple, d'ordre pr , on a VG = 0 . Par conséquent, 

d'aprés la proposition 3.3, MI(G) vérifie V M(G) = 0 et est un A-module 

de longueur r , donc GMI(G) est encore d'ordre p' . Si ug n'était pas 

un isomorphisme, on aurait donc Ug = 0 , donc M(UG) =0 . C'est impossi- 

ble, puisque 1\_/[(uG) : MG MI(G) - M(G) est un épimorphisme et M(G) # 0 

- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G : En 

effet, comme M restreint aux k-groupes formels étales est exact, & toute 

suite exacte de p-groupes finis étales de la forme 

0 — G — G — G"— 0 

correspond une suite exacte 

0 — M(G") — M(@G) — M(@G') — 0, 

d'ou un diagramme commutatif 
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0 — G —~ G — .G" — 0 

el (et (el 

0 — GM(G') — GM(G) — GMI(G") 

ol les lignes sont exactes. On en déduit que u est un isomorphisme si u 
G G' 

et en sont. 
uGII 

iii) De méme, par passage a la limite, en utilisant la proposition 2.6, 

on voit qu'il suffit de démontrer 1'assertion (iii) dans le cas o0 M est de 

longueur finie sur A . 

Notons MY M - MG(M) le morphisme défini par 1'adjonction. 

- Si M est simple, le méme raisonnement qu'en (ii) montre que VM 

est un isomorphisme. 

- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de M (en 

tant que Dk—module) : A toute suite exacte 

0 M — M — M" — 0 

de Dk—modules finis étales, correspond une suite exacte 

0 — G(M") — G(M) — G(M') 

Comme les groupes g(M“) , G(M) et G(M') sont étales et comme M 

restreint aux groupes étales est exact, on a un diagramme commutatif 

6 — M — M — M" — 0 

P VM e 

MG(M') — MG(M) — MG(M") — 0 

et sont des ol les lignes sont exactes. On en déduit que, si v VL 

isomorphismes, Vi est un épimorphisme. Soit N le noyau de VIR Comme 

G est exact & gauche et comme G(v,,) est un épimorphisme, on voit que 
M 

GN) =0 

Supposons N # 0 . Comme N est étale, VN = VFN = pN et 

i N/VN 

d'ott, a fortiori, G(N) # 0 . Par conséquent, N =0 et VM est un isomor- 

phisme. 
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MODULE DE DIEUDONNE 

§4.— Module de Dieudonné et espace cotangent. 

4.1. Rappelons (cf. n°3.1) que, si G est un p-groupe formel sur k , tout 

élément de M(G) est de la forme bv(\; , pour un b0 appartenant & 1'idéal 

d'augmentation de l'algébre affine de G 

PROPOSITION 4.1.- Soit G wun p-groupe formel sur k . Sgit B son algé- 
G 

bre affine et soit IG l'idéal d'augmentation. Pour tout b € IG il existe 

bo € IG vérifiant bO = b modulo 1'adhérence de Ié tel que bgve M(G) 

Démonstration : comme ce résultat est trivialement vrai si G est étale, 

on peut supposer G connexe non réduit &8 0 

Pour tout entier m = 0 , notons B, = émB l'algébre affine de G™ et 

Im son idéal d'augmentation ; notons aussi, pour tout entier rz=1 , Im r 
14 

l'adhérence de I  dans B 
m m 

Soit éa le complété formel du groupe additif sur k . Si l'on considére 

le complexe C'(G,E}a) (n°1.10.4), on voit que le groupe des m-cochaines 

Cm(G,E}a) s'identifie & B_ . Nous notons aa : Bm - Bm l'opérateur bord 
m +1 

t., I t i I c I correspondan 1 est clair que aa( m) 41 

s 

Considérons d'autre part le complexe C'(G,CW, ) . Le groupe des m- 
k 

P 

cochafnes s'identifie a CWk(Bm) et contient B:nv (i.e. l'ensemble des 

o _.n 
a= (... ,a_n,...,a_l,ao) € CWk(Bm) tels que a_ € Im et a_, VBm(aO) . 

. Pa 

pour tout n). On voit que les B; forment un sous-complexe de C (G,CWk), 

: [ t 2 w w 
i.e. que l'image par l'opérateur bord de Bm est contenue dans Bm+l . Lors- 

1 : [ 3] w = = que l'on identifie Bm a Im (en envoyant a (...,a_n,...,ao) sur ao) 

l'opérateur bord induit une application, que nous notons aw , de Im dans 

1 1 (on a donc (awa)W = 3@%Y) si o est l'opérateur bord). 
m-+ 

On a donc = 0 , mais l'application aw n'est pas en général k- [s] BW aw o 

linéaire, ni méme additive. Toutefois, si c€l L ona ¢ = (...,c n""’co)' 
m, - 

n P ir P 
avec co =c et c =V, (c) ¢ Im . et on en déduit immédiatement que 

-n Bm 0 . 

(1.) si aeIrrl et CEIm,r , alors aw(a—c) = awa —awc (mod Im+l,r+1) , 

(12) si CEIm,r , alors awc = aac (mod Im+1,r+1) 

On voit que, si bg€l; , on a bvgel_\_/I(G) si et seulement si 3_(by)=0. 
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Pour tout bel, , on voit que awb = aab = 0 (mod I ) ; comme G est 
1 2,2 

connexe, Il et I2 sont topologiquement nilpotents et, compte-tenu de (11) , 

pour démontrer la proposition, il suffit de prouver le lemme suivant : 

IEMME 4.2.- Spoit r un entier = 2 et soit beI1 tel que awb € I2 o I 

existe cEIl,r tel que awb = awc (mod IZ,r+1) 

Démonstration : posons . b' = aWb . On voit que b' est un tenseur sy- 

métrique de Iz,r et que aWb = aw(awb) =0 ., D'aprés (12) , on a 

aab = 0 (mod I3,r+l) 

Si r n'est pas une puissance de p , il résulte de la proposition 10.5 

du chapitre I qu'il existe CEIl,r tel que Db' = aac (mod 12,r+1) . D'apres 

) donc 3 b=3y c (modl ) 
w w 

(1 2,r+1 

m
 2) on a aac 

aWc (mod I2,r+1 

Supposons donc que r=ps , avec s=1 . Choisissons (cf. n°I.9.1) 

un k-homomorphisme continu 8 d'un anneau de séries formelles k[[(XJ')J'ET]] 

sur BG tel que le noyvau de 6 soit l'adhérence de 1'idéal engendré par les 

v(i) ' 
'XJI,3 , pour y(j) # +to» (ol les vy(j) sont des éléments convenables de 

N#U {+=} , vérifiant y(j) = 2) et posons e(xj) =%, . Si 

AXLY) = p"l((X+Y)p—Xp—Yp) , la proposition 10.5 du chapitre I montre qu'il 

existe ceI1 r 
[ 

et des )\jek tels que 

s-1 

b + P (mod I ) =aac ZkJ.Ax]. ®1, ®xj ) (mo 2 r41) 

la sommation étant étendue aux j€J tels que s=y(j) 

Ies formules (11) et (1 montrent que 2) 

s-1 s-1 
o ) - 

> )\.J.A(Xj ®1, 1®xj ) (mod 12,r+1) Ll
 

(2) aw(b—C) 

et, pour achever la démonstration du lemme, il suffit de vérifier que ceci im- 

plique la nullité de tous les >\J. 

Pour tout entier m= 2 , posons 

o P oxPoxP o oxP) 
-1 Tm(x Ky X ) = p (X X m 1~ %2 m' ' 17772 m 

c'est un polyndbme a coefficients entiers rationnels. On voit que TZ(X,Y) =7 X,Y) 

et que, pour tout entier m=2 , 
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X, X ) i Xy reee 1 X ) =T 1 2""'Xm+1 + ¥ )t T (X X 

wW : W, w 
Pour u,.,u, € Im , notons u,&u 1'unique veIm tel que ul+u2 =v , 

1772 1 2 

Il est clair que @ munit Im d'une loi de groupe abélien et que 

i = + (4) si g = Im et u, € Im,r , ule}uz u, tu, (mod Im,r+1) 

Si on pose a = b-c , la formule (2) se réécrit 

s—~1 s-1 

2 3 () ZXJ.A(X? él,léxg? ) (mod I ) 1l
 

2,r+l1 

On voit tout de suite que pa = (apl)e(l®a) © aw(a) ; on a donc, 

d'aprés (4) , 

) R 'pS-l psS-1 
= - > 1 & (5) pa=(a®l)e(1&a) -2 xj/\(x]. ®1, ®X, ) (mod 12’r+1) 

Pour tout m=2 , soient G et Bm les éléments de Im définis par 

o = (@818..81)0 (18ad...a1) @...® (181®...0a) , 
ps_l,\ N - . pS"1 ~ -~ - ~ ps—l 

B =2A1T (x ®1®...81, 1@x ®...91,...,191l®...9x ) 
m jm ) J J 

Notons 4 le m-iéme itéré de A f(on a by = b 4 By = (A®@1)o A ,...). 

Par récurrence, on montre que, pour tout m=2 , 

(6) Aa=qg -8 (modl ) 
m m m m,r+l 

pour m=2 , c'est la formule (5) ; on voit que 

(A®l®---®1)(am) = q 
m+1 w 

= a4 aw(a)®1®. ®1 (mod I +1,r+1) (d'aprés (4)) 

ps—lA _ R R ps—lA R 

= o4 T ZxjA(xj ®lg...x®1 ,1®xj ®...%1) (mod Im+1,r+1) : 

- o A “ s-1 
1818xP &..&1,...,1 .®%P ; ® ®Xj ®...81,...,181® ®Xj )(mod Im+1,r+1) ; 

on voit donc, en utilisant (3), que 

) (A®l®...81)(@ -B ) = q ) 
m "~ m m+1—Bm+1 (mod Im 

ce qui achéve de prouver (6) 

Soit alors TSpI1 le sous-groupe de Ip formé des tenseurs symétriques 
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et soit s l'opérateur de symétrisation (on a donc 

s{u, ®u @...éup) = 2 ug(l)éug(z)é”'é u ). 1972 g(p) 
g 

g P 

Tout élément u de TS‘pI1 s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme 

~pP 

b(u)® +u0 , avec Db(u) € I1 et uOE s(Ip) . On sait (cf. n°I.7.6) que 

~p 
® = + = 8,3 VB(a) (Apa)O , avec VB(a) b(Apa) 

Soit Bk 1'algébre affine de C/Wk . Notons encore Ap le p-iéme itéré 

du coproduit dans B, . Comme V, (X.) = X_q (cf. n°I1.4.3, remarque 1), 
J k B0 &D 

on a, de la méme maniére, avec des notations évidentes, ApXO = X_1 +(ApXO)O . 

Notons ¢ l'homomorphisme de 1'algébre Bk dans BG défini par le 

covecteur a"V et = s : é B - & B On voit que (a X)) = On 

a donc o = 0 + W X)) = o I+ X ) = V(@)% + (40X ) -1 p 00 -1 p 0°°0 B p o 

et b(qp) = VB(a) 

D'aprés (6), on a Apa = ap*Bp (mod Ip,r“‘lA)p’ Comme 

b(Apa) b(ap) VVBG(a) , on en déduit que b(Bp) = 0 (mod Ip,r+1 Ip,ps+1) 

ou que b(p ) = 0 (mod I s-1 .) - Un calcul simple montre que 
p s-1 1,p +1 

b(Bp) = 25 c5_1()\.)x§.3 ; les >\j doivent donc étre tous nuls, ce qui achéve 

la démonstration du lemme. 

4.2, Soit G un p-groupe formel sur k , soit BG son algébre affine, soit 

IG 1'idéal d'augmentation et soit Ié l'adhérence de Ié . Rappelons 

. 2 
(cf. n°1.8.7) que l'espace cotangent t’é(k) = IG/IG de G a une structure 

naturelle de k[V] -module topologique, autrement dit de Dk—module topologique 

annulé par F 

PROPOSITION 4.3. - Soit G un p-groupe formel sur k . Soit e 1'applica~- 

tion de MI(G) dans t¥(k) gquia b =(...,b ""’b—l'bo) € M(G) associe 
. G -n 

l'image de bo dans té(k) . L'application us est Dk—linéaire continue sur- 

jective. Son novau est FMI(G) 

Démonstration : ici encore ce résultat est trivialement vrai si G est 

étale et nous supposons G connexe non réduit & 0 . On conserve les nota- 

tions utilisées dans le n°4.1. 
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si G est un p-groupe fini d'ordre p 

MODULE DE DIEUDONNE 

La linéarité et la continuité sont évidentes. La surjectivité n'est autre 

que la proposition 4.1. 

I1 est clair que FMI(G) est contenu dans le noyau de Comme . "o 

1'idéal d'augmentation est topologigquement nilpotent, on voit que, pour achever 

la démonstration de la proposition, il suffit de démontrer que, pour tout entier 

r=2 , si b est un élément de I1 . tel que bwe M(G) , il existe cEI1 v 
B W [ ; 

tel que b =c (mod Il,r+1) et ¢ € FMI(G) 

I3 W = Soit donc bEIl,r Il,r+1 tel que b ¢ M(G) . On a donc awb 0 

donc, d'aprés (12) , aab = 0 (mod I1 r+l) . D'aprés la proposition 10.5 du 

chapitre I ceci implique que r =pS , avec s entier = 1 et que 

pS (mod I b = ? )\jxj mo 1,r+1) , 

les >\j étant des éléments de k , la sommation étant étendue aux jeJ 

: d = =S . r+1) avec >0 (Kj)xJ 

D'aprés la proposition 4.1, il existe dO €1y vérifiant d() =d (mod I 
s 

d‘ge M(G) . Posons ¢ = dg . On voit que c¢ I1 . et vérifie 

¢ =b (mod I ) et c¥ ¢ FPM(G) « FM(G) 

S 
tels que s<v(j) . On a donc b =dP" (mod I1 

1’2) et 

1,r+1 

COROLIAIRE 1.- Si G est un p-groupe formel sur k tel que FG =0 , on 

a FM(G) = 0 et MI(G) s'identifie canoniquement & t¥ (k) . En particulier, 
- = G 

I' tel que Fo = 0, M(G) est un es- 

pace vectoriel sur k de dimension r 

C'est clair 1 

COROLLAIRE 2.- Le foncteur M , restreint & la catégorie des k=-groupes formels 

connexes, est exact. 

Il suffit en effet de montrer que, si G' - G est un monomorphisme de 

k~groupes formels connexes, l'application correspondante M(G) - M(G') est 

surjective. Comme M' = M(G') est un D, _-module A[F] -profini connexe, on 
k 

voit que si N est un sous—Dk—module fermé de M' , on aura N = M' si 

et seulement si N/(IM'NN) = M'/FM' 

Le fait que G' - G soit un monomorphisme implique que l'application 

correspondante sur les algébres affines est surjective, donc que l'application 

canonique (k) - té,(k) est surjective. t-)% 

G 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

Il est clair gque le diagramme 

M(G) 

3¢ —— e 1 tG(k) tg,(k) 

M(G") 

est commutatif. On en déduit que 1'application de M(G) dans 

t’é,( ) = M(G")/EM(G') est surjective, d'ou le corollaire. 

4,3, Soit M un D, -module A[F] -profini et soit G = G(M) . On sait 
k —_— 

(cf. n°I1.8.4) que l'espace tangent tG(k) de G s'identifie au noyau de 

Gle) : GKIt] A2 - G(k) ol e : k[t] A% » k est définie par e(itut) = ) 

si A,4 €k 

On voit que C/’\Rfk(k[t] /tz) est l'ensemble des covecteurs de la forme 

+ + + (.. .,}\_n p_nt,...,K__l p_lt,ko Mot) , avec les X et les Mo /\dans k 

et les >‘—n presque tous nuls. On voit aussi que le noyau de CWk(e) s'i- 

dentifie & CW k[t]/t et est formé des covecteurs de la forme 

(.-e,}.l_nt,---,u_l ugt) 
t 

En particulier, tG(k) s'identifie & Hom;On (M, CW (k[t] /t . Comme 
k 

. . < C 2 . . s 
il est clair que f_CWk(k[t]/t ) = 0 , on voit que l'on peut encore identifier 

t t (k) a Hom ™ (M/EM, cw (k[t] /%) 
G Dk 

Soit u¢ tG 
~ t 

(k) et soit u son image dans HomC:DOn (M/EM, CW k[t]/t ). 
k 

Pour tout a € M/FM , ufa) = (...,u_nt,...,u_lt,uot) P o0 = L.i_n(u,_a_) 

est un élément de k qui dépend de u et de a . Posons &__(u)(a) =u0(u,§_). 
M 

PROPOSITION 4.4.- Sgit M un Dk—module A[F] -profini et soit G = G(M) 

i) Pour tout u € tG(k) , l'application §M(u) : M/FM - k définie ci- 

dessus est k-linéaire continue. 

cont 

Stttk - gy 
k-linéaires continues de M/FM dans k , ainsi définie, est un 

ii) L'application (M/EM,k) , espace des applications 

isomorphisme de k-espaces vectoriels. 

Démonstration : il résulte immédiatement du fait que le carré de 1'idéal 

maximal de k[t]/t2 est nul que l'application qui & (... ,p_nt,...,p_lt,uot) 
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MODULE DE DIEUDONNE 

associe (u—n)ne]N définit un isomorphisme du k-espace vectoriel topologique 

,C 2 IN 5 . s o 
CWk (k[t] /t°) sur k . La premiére assertion de la proposition, ainsi que le 

fait que E;M est une application k-linéaire en résulient. 

Soit (_a_i), une base topologique du k-espace vectoriel profini M/FM . 
i€l . . o ‘ A~ 9 

Se donner une application k-linéaire continue 6§ : M/FM - CWk(k[t]/t ) re- 

i 3 i 'élé ts d vient a se donner une famille (u—n,i)ne]N,iEI d'éléments de k telle que, 

pour n fixé, presque tous les M_p s sont nuls : l'application 6 est alors 
’ 

définie par 9(_a_i) ( Hop o Koy g “0,1) 

Pour tout jel , YQJ, s'écrit sur la base des a, sous la forme 

Va, = 2 )\i jgi , avec les )\i i € k ; le fait que V est continue implique que, 

iel 77 ! : 
pour i fixé, presque tous les >‘i j sont nuls. 

4 

Il est clair que 1'application k-linéaire continue 6 définie ci-dessus 

sera Dy -linéaire si et seulement si, pour tout j€I , G(MQJ-) = _Y(G(_a_x_j)) . 

ou encore si 

-1,i 1) i i n,i i,3 
iz M Mo ) = 

= leaa,s L, L, . j ( u-l‘l—l,l H-Z,Jt H—l,]t) , pour tout jel 

Si les Mg i presque tous nuls, sont donnés, on voit que les “—n—l i 

se calculent, de proche en proche, par la formule 

le fait que les >‘i i sont presque tous nuls, pour i {ixé, implique que si 
7 

les u j sont presque tous nuls (n fixé), les Hop-1, le sont aussi. On 
7 

voit donc que les o j o presque tous nuls, étant donnés, il existe un élé- 
) ’ 

‘ment u de tG(k) et un seul tel que & 

gui montre que l'application & 

M(u)(gi) = kg ; ¢ pour tout i , ce 

t bijective. M St bijective 

4.4. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 1 dans le 

cas connexe. Compte-tenu de ce qui a été fait au §1, il suffit d'établir le ré- 

sultat suivant 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

PROPOSITION 4.5.- 

i) Si G est un p-groupe fini connexe d'ordre p , MI(G) est un A- 

module de longueur r 

ii) Pour tout k-groupe formel connexe G , le morphisme de G dans 

G M(G) provenant de 1'adjonction est un isomorphisme. 

iii) Pour tout Dk—module A[F] -profini connexe M , l'homomorphisme de 

M dans MG(M) provenant de l'adjonction est un isomorphisme. 

Démonstration : montrons (i) : si G est un p-groupe fini connexe sim- 

ple, ona F. =0 et (i) résulte du corollaire 1 de la proposition 4.3. Le 

cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G en utilisant le 

fait que M est exact (cor.2 de la prop.4.3). 

Pour tout k-groupe formel connexe G , notons Gn le sous-groupe de 

G novau de Fg . On sait que G = lim Gn . On a donc 

P N s 

M(G) = Hom(G,CW, ) = Hom(lim G_,CW, ) = lim Hom(G ,CW, ) = lim M(G ). 
k - n k - n k “~ n 

L'exactitude de M implique en outre que M(Gn) = 1\_/I(G)/E_n1\_/_I(G) 

De méme, pour tout Dk—module A[F] -profini connexe M , posons 

M = M/E™M . Il est clair que M = lim M_ . 

Si R est un k-anneau fini, le radical de R est nilpotent et on en dé- 

duit qu'il existe un entier r tel que f_rC/\?VE(R) =0 . On a donc GM)R) = ' 

Hom%ont(M,CAVVk(R)) = Hom%ont(M,C/'\/\VE(R)) (car M est connexe) = 

k r o C k cont o i Homcont(M/E M,CW,(R)) = lim Hom (M_,CW (R)) , donc G(M) = lim G(M ). 

Dy k - Dy n k 1 n 

En outre, comme G est exact & gauche, on voit que G_(Mn) = ((_3_(1\/[))n 

Ces considérations raménent en particulier la démonstration de l'assertion 

(ii) (resp. (iii)) au cas ol Pg =0 (resp. "M = 0). 

L'assertion (ii) se démontre alors par récurrence sur l'entier n tel que 

FlL =0 : n 

G 

e soit G un groupe tel que FG = 0 ; On voit que IMI(G) = 0 et on en 

déduit que T 0 . Il suffit donc de montrer que le morphisme cano- 
G M(@G) 

nique Ug G -» GM(G) induit un isomorphisme des espaces tangents. i 

D'aprés le corollaire 1 & la proposition 4.3, M(G) s'identifie canonique- 
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(ii) (resp. (iii)) au cas ol Pg =0 (resp. "M = 0). 

L'assertion (ii) se démontre alors par récurrence sur l'entier n tel que 

FlL =0 : n 

G 

e soit G un groupe tel que FG = 0 ; On voit que IMI(G) = 0 et on en 

déduit que T 0 . Il suffit donc de montrer que le morphisme cano- 
G M(@G) 

nique Ug G -» GM(G) induit un isomorphisme des espaces tangents. i 

D'aprés le corollaire 1 & la proposition 4.3, M(G) s'identifie canonique- 
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ment a té(k) ; la proposition 4.4 définit un isomorphisme canonique de 

tGM(G)(k) sur le dual topologique de MI(G) ; on a donc un isomorphisme 

de tG(k) sur t(_EzM(G) 

provenant de 1'adjonction. 

(k) et on vérifie facilement que c'est bien la fléche 

Soit G un groupe tel que Fé = 0. . On considére la suite exacte 

0-——>KerFG——>G—>ImFG——>O 

L'assertion (ii) se déduit de l'exactitude de M (cor. 2 & la prop. 4.3) 

et de l'hypothése de récurrence appliquée & Ker FG et Im FG (exacte- 

ment comme pour la démonstration de 1'assertion (ii) de la proposition 3.4). 

L'assertion (iii) se démontre de maniére analogue 

Soit M un Dk—module A[F] -profini tel que IM = 0 . On voit que 

= ' F = . = ' 'i- F_@(M) 0 , donc que FMG(M) 0 . Comme FIM 0 tg(l\/[)(k) s'i 

dentifie (prop. 4.4) au dual topologique de M , donc té(M) (k) s'identi- 

fie 8 M . Comme T =0, MG(M) s'identifie (cor.l & la prop.4.3) 
G(M) 

a té(k) donc a M et on vérifie encore que cette identification n'est 

autre que la fléche provenant de 1'adjonction. 

n P p 
Le cas d'un module M tel que FE'M = 0 s'en déduit par récurrence sur 

n (exactement comme pour la démonstration de l'assertion (iii) de la pro- 

position 3.4) : il suffit de considérer la suite exacte 

0 — FM —> M — M/FM — 0 ; 

~ 
on applique l'hypothése de récurrence & FM et & M/IM , et on utilise 

I'exactitude de M et le fait que si N est un Dk-module A[F] -profini 

non nul, G(M) # 0 , ce qui est une conséquence triviale de la proposition 

4.4, 

§ 5.- Dualité. 

Rappelons que le k-anneau Gk = Cplk) a été défini au n°lIl.6.7 comme 

étant l'anneau des éléments de la forme 2 a 6 (o S = {s€Z[1/p] | O<s<p}), 
— S S 

SES 

aS étant des éléments de k vérifiant 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

(¢) pour tout r>0 , il existe e3> 0 tel que as=0 Si r-e £ s <r 

Soit k une cloture algébrique de k . Pour tout x € k , notons Vo 

[ : 3 = ( Afini ) ) = S35 . 1'application de Ck dans Ck(x) Cpalk(x)) définie par vX(Z ases) Zasx es, 

il est clair que Vo est un homomorphisme de k-anneaux. 

Soit G un p-groupe fini sur k . Les éléments de G(Ck) sont les k- 

homomorphismes de 1'algébre affine BG de G dans le k-anneau ck 

Pour tout nombre premier ¢ # p , soit ME le groupe des racines ¢-iémes 

de 1'unité dans k et soit ke = k(pe) . Si e G(Ck) , nous posons 

u (p) = 2 v % on voit que, si eCh, Voo B - Cke est un élément 
eEpe 

de Glgp ) ; il en est donc de méme de u _(p) , mais, comme il est clair que 
2 

I'image de ue(cp) est contenue dans ¢, , on peut considérer ue(cp) comme 
k 

un élément de G(Ck) . Il est clair que u est un endomorphisme du groupe 
2 

G(Ck) 

Pour tout automorphisme <1 de k mnotons (1) 1'application de ck 

dans lui-méme définie par (7)(Z as—és) = E-g(as)és . Il est clair que c'est un 

endomorphisme de l'anneau (et non du k-anneau) Ck 

Notons FBG (resp. VBG) : BG - Bg l'endomorphisme (de 1l'anneau BG) 

définissant le Frobenius (resp. le décalage). Pour tout o ¢ G(Ck) , posons 

F . = oepo et V. = 0_1 ocpo F p'® <o>cpVBG o ® ( % i 

Il est clair que Fp-cp et Vp.cp sont des éléments de G(Ck) et que Fp et 

Vp sont des endomorphismes de G(Ck) 

PROPOSITION 5.1.~ Pour tout p-groupe fini G sur k soit M'(G) le sous- 

groupe de G(Ck) formé des éléments o vérifiant ue(cp) = 0 , pour tout nom- 

bre premier ¢ # p . 

~ 
i) Il existe une structure de Dk—module &4 gauche et une seule sur M'(G) 

vérifiant, pour tout o ¢ M'(G) , 

[elo =y o , si [e] désigne le représentant multiplicatif dans 
e 

A = W(k) d'un élément guelconque ¢ de k , 
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ii) Le D, -module a gauche M'(G) est un D, -module fini. Alors M' 
k k 

est (de maniére évidente) un foncteur covariant additif de la catégorie 

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules finis ; ce 

foncteur induit une éguivalence entre ces deux catégories. 

iii) Notons ID le foncteur contravariant additif de la catégorie des p- 

groupes finis sur k dans elle-méme qui &8 G associe son dual de 

Cartier. Il existe une équivalence naturelle entre les foncteurs M' 

et M-D. 

Démonstration : soit BG l'algébre affine du p-groupe fini G . Soit 

R = B! l'algébre affine du dual de Cartier ID(G) de G . Comme D(ID(G)) 

s'identifie & G , on sait (cf. n°1.5.5) que, pour tout k-anneau S , le 

groupe G(S) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif de 1'anneau 

R ®k S formé des éléments q vérifiant Aqg = g®a et ex =1 

Comme R est un k-anneau fini, on voit que l'anneau CA(R) défini au 

n°ll.6.3 s'identifie canoniquement a l'anneau R®k Calk) = R®k C, i on peut 

donc identifier le groupe G(Ck) au groupe multiplicatif C(G) formé des élé- 

ments o de CAR) vérifiant px =a®a et ex =1 

On vérifie immédiatement que, dans cette identification, pour tout nombre 

premier ¢ # p , l'application ue qui vient d'etre définie correspond a l'en- 

domorphisme UE de l'anneau Cp(R) , défini en II.6.5. Par conséquent le 

groupe M'(G) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif 

CT(G) = }aecCAR) |Aa = a@a + eca =1 , Uya =1 ., pour tout ¢ # pf 

Comme ¢gq =1 implique que ¢ appartient au groupe noté CC(R) 

en 11.6.3 et comme le groupe CCT(R) a été défini comme le sous-groupe de 

CC(R) formé des o vérifiant Uea =1, pour tout ¢{#p , on a 

CT(G) = {a € CCT(R) | Ax = a®a , eo = 1} 

Considérons alors l'isomorphisme CER : CWk(R) - CCT'(R) (prop.II.6.6). 

Le module de Dieudonné MI(D(G)) du groupe IXG) s'identifie & l'ensemble 

des a€ CW, (R) vérifiant pa = agl + 1ga (avec des notations évidentes). 
k 

On voit donc que CER ‘définit un isomorphisme du groupe M(D(G)) sur le 

groupe 

CT,(G) = {a€ CCT'(R) | aa = a®a] 
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Montrons que CT(G) = CTl(G) -: 

g comme G est un p-groupe fini tout é&lément de G{(¢ ) est d'ordre une 
k 

puissance de p ; comme CT(G) est isomorphe & un sous-groupe de G'(Gk), 

tout élément de CT(G) est d'ordre une puissance de p et appartient donc 

a CCT'(R) gqui, comme R est un k-anneau fini, est le sous-groupe des 

éléments de CCT(R) d'ordre une puissance de p ; d'od CT(G) c CTl(G) : 

B soit ¢ ¢ CTl(G) ; alors o = CER(_@_) avec a = (...,a__n,...,ao) e MD(G)) ; 

on sait (cf. n°3.1) que les a_, sont tous dans l'idéal d'augmentation de 

R ; on a donc E’JD(G)(a—n) = 0 pour tout n ; comme ¢ = flF(a—nT—n) , 

on en déduit que <cfa) =1 et o € CT(G) 

Cn a donc construit un isomorphisme du groupe MI(ID(G)) sur le p 
G 

groupe M'(G) : soit a = (...,a_n,...,a_l,ao) ¢ M(D(G)) et soit o = pG(g) ; 

si l'on pc—)se o = CER(_E}_) = flF(a_nT_n) et si l'on réécrit o sous la forme 

a =2, bses , on voit que ¢ est défini par 

px) = 2 x(bs)es , pour tout x¢ BG = R 

Par transport de structure M'(G) devient alors un Dk—module a gauche : 

montrons que cette structure satisfait 1'assertion (i) de la proposition : 

-n 
B soit e €k ;ona [ela=~(..,P a 

- p~n - Sw & . . lela = TJF(e a_ T _)=2c¢ b 6, ; donc, si x€B 

([e19) () = Zx(e®b 8 ) = T eSxb )5 

,e.,€a ) et 
-n o 

G I 

et [eloy = Voo 

_ p p _ D _<.Pz . . @8 ona Fa-= (...,a_n,...,ao) et Fa ‘_TF(a_nT_n) Zbs 8 ; donc, si 

x€B~ (Fp)(x) = Zx(bg)és ; mais, pour tout beR , on a x(bF) = (Apx)(bgo) 

(en appelant Ap le p-iéme itéré du co-produit dans BG) et 

ApX = VB (x) +y , ol y est un tenseur obtenu par "symétrisation" d'un 
G 

certain tenseur z ; on voit donc que x(bp) = ((Vng)(b))p = 0((Vng)(b)) : 

d'ot (Fp)(x) = L ol(Vy x)(b_))6_ , donc Fp = (odopo Vg ; 
BG s'' s BG 

ona Va = (""a—n—l’""a—l) _et Vg = flF(a_n_lT_n) = Zbs/pes ; donc, 

si x€Bg Vo) (x) = Zx(bs/p)es ; en utilisant le fait que VRa—n = a—n—l’v 

on voit que bs/p = vas ; en ralsonnant comme précédemment, on voit que 

obelVgp ) = xP(o) 5 done Wb = Zo” (P E, et V= (o THyoge 
Il est clair que 1'isomorphisme est fonctoriel en G . La proposition °c 

résulte alors du théoréme 1 du §1 
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Remarques : 

1.- Notons v l'endomorphisme du k-anneau [_\‘k défini par 

v(Z asés) = Easésp . On voit que pour tout ¢ ¢ M'(G) , on a aussi Vo = verp . 

2.- Lorsque le p-groupe fini G est connexe, on peut, dans la construc- 

tion qui précéde, remplacer, avec les notations du n°Il.6.2, l'anneau Ck = Cplk) 

par l'anneau Cp%k) = lim ./\m(k) (qui est le sous-anneau de Ck formé des 

> asés , avec les ag presque tous nuls)., Si, en effet, m est un entier 

SES 
m = i = tel que FG = 0 , on voit que G(Ck) G(Am(k)) 

5.2. Nous allons construire de deux maniéres différentes le dual d'un Dk— 

module fini. Il sera commode de la considérer comme un Dk—module a droite. 

Pour cela, observons que tout D -module & gauche M peut étre considéré 
k 

comme un Dk—module a droite, et vice versa, si l'on pose, pour tout xeM , 

ax xa , pour tout acA , 

Fx = xV et ¥Vx = xE 

En particulier, ceci permet de considérer tout Dk-module fini aussi bien 

comme un D, -module & gauche que comme un D, -module & droite, ce que nous 
k k 

ferons désormais. 

Si M est un Dk—module fini, nous notons M' = HomA(M,K/A) le A- 

module des applications A-linéaires de M dans K/A . On peut le munir d'une 

structure de Dk—module fini en posant, pour tout uéM' , tout xeM : 

(au)(x) = (ua)(x) = aulx) , pour tout ach , 

T uwx) = (W) = olulyx)) , 

VW& = WK = o HuEx) 

Il est clair que M — M' est un foncteur contravariant additif de la caté- 

gorie des Dk—modules finis dans elle-méme, induisant une dualité sur cette ca- 

tégorie. 

Pour ne¢Z , posons An =K/A si n<0 et An = K/p—nA si n=0 , 

et considérons le A-module ®Tk = _fl' An . Avec des notations évidentes, 

nez 

tout é&lément de ®Tk g'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme 

> aT_ , avec 
neZ n n 
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Pour cela, observons que tout D -module & gauche M peut étre considéré 
k 

comme un Dk—module a droite, et vice versa, si l'on pose, pour tout xeM , 

ax xa , pour tout acA , 

Fx = xV et ¥Vx = xE 

En particulier, ceci permet de considérer tout Dk-module fini aussi bien 

comme un D, -module & gauche que comme un D, -module & droite, ce que nous 
k k 

ferons désormais. 

Si M est un Dk—module fini, nous notons M' = HomA(M,K/A) le A- 

module des applications A-linéaires de M dans K/A . On peut le munir d'une 

structure de Dk—module fini en posant, pour tout uéM' , tout xeM : 

(au)(x) = (ua)(x) = aulx) , pour tout ach , 

T uwx) = (W) = olulyx)) , 

VW& = WK = o HuEx) 

Il est clair que M — M' est un foncteur contravariant additif de la caté- 

gorie des Dk—modules finis dans elle-méme, induisant une dualité sur cette ca- 

tégorie. 

Pour ne¢Z , posons An =K/A si n<0 et An = K/p—nA si n=0 , 

et considérons le A-module ®Tk = _fl' An . Avec des notations évidentes, 

nez 

tout é&lément de ®Tk g'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme 

> aT_ , avec 
neZ n n 
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K/A si n<0 , 

K/p™™A si n=0 

On munit ®Tk d'une structure de D, -bimodule en posant : 
k 

a(a T) =%TsaT , (Za T)a=Lo(a)aT |, 

E(X anTn) =7 O(an)Tn+1 , et (> anTn)f_ =7, anTn+1 , 

= -1 = Y(ZaT)=Zps (a)T, ;. (Za TV =%pa T 

(on prendra garde qu'ici la structure de Dk—module & droite n'est pas la struc- 

ture & droite induite par la structure de Dk-module a gauche). 

k ) le D 
module & droite des applications Dk—linéaires a gauche de M dans ®Tk Il 

est clair que M ~ M%¥* peut étre considéré comme un foncteur contravariant ad- 

Si M est un D, -module fini, nous notons M* = I—IomD (M, @T 

ditif de la catégorie des Dk—modu-lers finis dans celle des Dk—modules a droite. 

PROPOSITION 5.2.~- Pour tout Dk—module fini M , M*  est un Dk—‘module 

fini. Les foncteurs M - M' et M —~ M¥ de la catégorie des D, ~modules 

finis dans elle-méme sont naturellement équivalents. 

Démonstration : pour tout cpel\/l* et tout x€M , posons 

Pour tout entier n=0 , on a 

n, _ n _ oh _s n . , eEx) =2 (E x.0) T =Eok =20 ((x,cp)l,n)TmJrn ; | 
m m ? 

. . n n | en particulier ¢ ((X,cp)_n) = (F X,cp)o ou | 

-n,, . n 
1) &) =0 (E x,cp)o) , pour tout n=0 

n n n n -n 
D 1 = = = o e méme, on a ol x) rzn Vx,0) T = Vi) % po (G )T i en 

particulier pnc_n((x,cp)n) = (y_nx,cp)O ou encore ) 

-1 1’1(( 
(1) (X,cp)n =p _\[nx,cp) ) , pour tout n=0 

0 

Pour tout ©e M* , soit nM(cp) l'application de M dans K/A définie 

par () (x) = (x,9); , pour tout x€M . 
M 

Il est clair que )€ M' et que l'application Ny M* - M' est 
™M 
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A—linéaire‘. Si l'on pose u = nM(cp) , on voit que 

: -1 -1 
(UuE)(x) = ¢ (u(Ex)) =0 ((Ex,w)o) ; 

d'autre part nM(cpE)(x) = (x,cpf_)o ; mais  (pF)(x) = px)E = Z(X,cp)mff'm_l_1 , 

= — _1 t = — 
donc nM(cpE)(x) (x,cp)_1 o ((Ex,cp)o) . d'aprés (1) , et nM(Cpf_) 'r]M(QP)E ‘ 

De méme, on a (uW)i(x) = olu(Vx)) = o((yx,qo)o) ; d'autre part 

nM(qoM)(X) = (X',cpM)O ; mais  (@V)(x) = ox)V = Zp(x,cp)me_l , donc 

nM(cpy_)(x) = p(x,cp)1 = o((Vx,rp)O) , d'aprés (1') ; et nM(cPM) nM(cp)_'\L' . L'ap- 

plication M est donc Dk—linéaire a droite. 

Pour tout ueM' , soit n'N[(u) l'application de M dans 8, définie 

par } 

i We = L o TQENT__+ T op e @ )T 
n=1 n=0 

On vérifie immédiatement que (u) € M¥ et on déduit des formules (1) et M 
(1') que ‘nM et n'M sont des applications réciprogques l'une de l'autre, 

donc que M est un isomorphisme de M* sur M' . En particulier, M" 

est un Dk-module fini. 

Enfin, il est clair que l'isomorphisme est fonctoriel en M , ce ™ 
qui achéve la démonstration. 

5.3. Nous allons montrer maintenant gque, si G est un p-groupe fini sur k , 

le Dk-—module fini M'(G) s'identifie au dual de M(G) 

Pour cela nous utiliserons de facon essentielle l'isomorphisme w de 
k 

CWk(Ck) sur ®k défini en I1.6.7. 

Rappelons (cf. prop. 1I.6.11) que le D, -module & gauche @ est for- 
k k 

mé des éléments 2 b 8 , avec bs € K/A si s<p , bS cK/p ™A si 

N 04l seIN[1/p] 
p ss<p et nx1 , assujettis a vérifier des conditions notées (@1), (@2) 

et (@a) 

Notons ®Tll< l'ensemble des ZbSSSE@)k vérifiant bS=0 si s n'est 

pas une puissance entiére (positive ou négative) de p . Il est clair que c'est 

un sous-D. -module & gauche de ®k . Si, pour tout né€Z , on pose Tn =0 0’ 

K P 

on voit que les éléments de @T}; peuvent s'écrire sous la forme ZanTn . 

avec a_ € K/A si n<O , a € K/pP™™A si n>0 . Ceci permet d'identifier 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

®@T' & une partie du D, -bimodule @T défini au n° précédent. On constate 

fa:ilement que @'].’l'< e:t en fait un s:us—Dk-module a gauche de @Tk ; si l'on 

explicite les conditions (@1) . (@2) et (@3) pour les éléments de la forme 

ZanTn , on vérifie immédiatement que ®T]'< s'identifie & la partie de torsion 

de @T, , autrement dit au sous-D, -module & gauche de @T formé des élé- 
k k k 

ments dont l'ordre est une puissance de p . En particulier @T]‘< est stable 

pour l'action de Dk a droite et peut donc également étre considéré comme un 

Dk—bimodule. On voit gque, pour tout D -module fini M , 
k 

M* = HomDk(l\/l,@Tk) = HomDk(M,(@Tl'{) 

Soit maintenant G un p-groupe fini sur k et soit B son éylgébre 

affine. Il résulte de la proposition 1.2 gue l'application qui & o : BG - Ck 

associe la restriction de CWk(cp) : C'\Nk(BG) - CWk(Ck) a MI(G) est un iso- 

morphisme du groupe G(Gk) sur HomDk(M(G),CWK(Ck)) . En composant avec 

l'isomorphisme U_JK : CWk(C) - ®k ,on obtient un isomorphisme 

Ao G(Gk) — HomDk(l\_/I(G),(@k) 

qui est visiblement fonctoriel en G 

PROPOSITION 5.3.- Soit G un p-groupe fini sur k . L'application Aa in- 

-module M'(G) sur 

(¥) € M(G)*  si et 

duit, par restriction 3 M'(G) , un_isomorphisme du D 
k 

M(G)* = HomDk(l}_/I(G),®Ti<) (autrement dit, si cpeG(Ck) P A 

seulement si o € M'(G) et l'isomorphisme de la structure de groupes de M'(G) 

sur  M(G)* induit par )LG est Dk—linéaire). 

Démonstration : soit k une cloture algébrique de k et soit e €k 

L'application y Gk - C , définie au n°5.1, induit une application 
g k(e) 

cwk(ve) : cwk(ck) - cwk(ck(e)) 

des isomorphismes, il existe une application \A)e : k: - ®k(e) et une seule 

Comme les applications @, et w sont 
k k(e) 

qui rend le diagramme 

CWk(ve) 
cwk(ck) > cwk(ck(e)) 

" A ak(e) 
\)€ e 

% %% (e) 
- s 

commutatif. On voit facilement que ve(Zases) =7 [e] ases , pour tout 
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Zases € ®l<: (on a noté [e] le représentant multiplicatif de ¢ dans A). 

Notons encore A l'application de G(C ) dans HomD (M(G),6 
G k(e) k k(e) 

qui & y : BG - ck(e) fassocie 5k(e)° CWk(q;)\M(G) . Il est clair que, si 

cpEG(Ck) . XG(\)eocp) =V, o xG(cp) 

En particulier, pour tout nombre premier 2#p , comme u (p) = T y oo 
, eEpze 

(cf. n°5.1), on a )\G(ue(cp)) = X v oxG(cp) . On a donc, pour tout ae M(G), 

eEue € 

sig(o)a) = Zasg, . xG(ue(cp))(g) z (¢ ases) Z (L eap, =elZ aSGS), 
eepe SES s€S eEue SES\g 

ol Se; désigne l'ensemble des éléments de S = IN[1/p] divisibles par @ 

Par définition, ¢ est dans M'(G) si et seulement si ue(cp) = 0 , pour 

tout ¢ ; ou encore si et seulement si }\G(ue(cp)) =0 , pour tout ¢ . Cela 

revient a dire que, pour tout a € M(G) , si xG(cp)(_a_) = Zases ,ona a = 0, 

pour tout s ¢ S divisible par un nombre premier différent de p ; ou encore 

que a_ = 0 si s n'est pas une puissance entiére de p . On en déduit bien 

que @ € M'(G) si et seulement si )\G(cp) e M(@)* 

La restriction de ) a M'(G) est donc bien un isomorphisme de la 
G 

structure de groupe de M'(G) sur M(G)¥* et, pour achever la démonstration 

de la proposition, on voit qu'il suffit de vérifier que, pour tout © € M'(G) , 

)\G(Co[e]) = KG(CP)[e] , pour tout ¢ €k , 

A~ (F) = xG(cp)E G 

XG(cpM) = XG(cp)M . 

@ Pour tout ¢ck , ona ¢le]l =[clo = v oo et XG(cp[e]) = QEOXG(Cp) ; 

n ‘ 

p 

holole])(@ = Lb [e]P” S n T ZE e, = (Th T L], dod 

donc, pour tout a € M(G) , si )\G(cp)(g) = 2b, T, = Zbne 

XG(Cp[e] ) = XG(cp)[e] 

B Ona of = VP = vop , d'aprés la remarque 1 du n°5.1. Si v o ®k - ®|< 

est définie par V(2 CSGS) = Zcsesp , on voit que mkoCWk(v) = Vo, 

Pour tout a ¢ M(G) , si )\G(cp)(_a_) = ZbnTn = Zbnepn , on a donc 

@E)@ = v(Zb,T)) =Zb.T .y = (b TIE , d'od A, @F) = i,(E . >‘G = A= n - n+l 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

@ Par définition, on a oV = Fo = (0)epoV © = (0) B 

I1 est clair que si <6> : @k - ®k est l'application définie par 

<g>(zcses) =Zo(cs)es , on a mkocwk(<o>) = (0)e, 

D'autre part, si a = (...,a_n,...,ao) € M(G) , on sait (n°3.1) que 

VBG(a_n) =a_,_q . pour tout n , et on en déduit que CWk(VBG)(g) =Va . 

On a alors, pour tout a¢ M(G) , 

M@V (@ = e CW, (0)ope Vg )(@) = (§)a > CW, () (T a) 
= (5) (U0 (@) 

Si xG(cp)(g) = ZbnTn , on voit que 

~ _ ~ __1 R — (EYUOL@@)) = (6)(ZpoLb )T ) =Tpb T = (Tb TV, 

d'ol XG(Cp_\D = XG(Cp)X . 

COROLIAIRE 1.- les fonctewrs G ~ M'(G) et G - M(G)* de la catégorie 

k  dans celle des des p-groupes finis sur 

éguivalents. 

C'est clair puisque l'isomorphisme canonique de 

défini dans la proposition 5.3 est visiblement fonctoriel en 

CORCILIAIRE 2.- les foncteurs 

des p-groupes finis sur k dans celle des 

ment équivalents. 

G » M(D(@G)) 

Dk—modules finis sont naturellement 

M'(G) M(G)* 

G 

et G~ (M(G))' de la catégorie 

Dk—modules finis sont naturelle- 

Il suffit de composer les équivalences naturelles 

M(D(G)) — M(G)" — M*(G) 

définies par la proposition 5.1, 

position 5.2, 

COROLLAIRE 3.- Pour tout p-groupe fini G 

dule de Dieudonné de G 

— (M(G))' 

le corollaire 1 & la proposition 5.3 et la pro- 

sur k , notons MD(G) le mo- 

au sens de Gabriel ou Manin (tel qu'il est décrit 

par exemple dans de la catégorie 

k  dans celle des des p-groupes finis sur 

équivalents. 

[15], chap.Iil). Les foncteurs M et 1_\_/[D 

Dk—modules finis sont naturellement 

Il est clair qu'il suffit de démontrer ce résultat d'une part pour les 
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Si G est unipotent, on vérifie que MD(G) s'identifie & 

Hom(G,CWE) c M(G) = Hom(G,CWk) : mals, pour n assez grand, on a 
n 
VG = 0 , donc _\_/_n_a_ = 0 , pour tout a € M(G) et MI(G) = MD(G) 

Si G est de type multiplicatif, on a, par définition, 1\_/ID(G) = (MD(]D(G)))'F 

comme DD(G) est unipotent, 1_\_/ID(]D(G)) = MID(G)) et l'assertion résulte du 

corollaire 2. 

§6.— Groupes formels lisses., 

6.1. Soit G un p-groupe formel sur k et soit M = M(G) . On sait 

(n°I1.9.6) que G est lisse si et seulement si FG est un épimorphisme ; on 

voit que ceci revient a dire que l'action de F sur M est injective. S'il en 

est ainsi, M/IM s'identifie, d'aprés la proposition 4.3, & té(k) et G 

est de dimension finie si et seulement si M/FTM est un k-espace vectoriel 

de dimension finie ; ces deux dimensions sont alors égales. 

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout néIN , notons Gi le 

sous-groupe de G noyvau de Fg . Il est clair que 1\_/I(GIF1) s'identifie a 

M(G)/f_nl\_/I(G) . Le groupe G est connexe si et seulement si G = lim Gi . 

ou encore si et seulement si MI(G) s'identifie & lim M(G)/f_nl\_fi'iié) , i.e. si 

et seulement si l'action de F sur M(G) est topologiquement nilpotente. 

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout n€¢IN , notons C—n le 

noyau de la multiplication par p" dans G . Il est clair que M(Gn_) s'iden- 

tifie & M(G)/p"M(G) et que, comme G = lim G, . ona 

M(G) = 1im M(G)/p"M(G) 

Rappelons que la catégorie des groupes p-divisibles (cu de Barsotti-Tate) 

sur k s'identifie & la sous-catégorie pleine de celle des p-groupes formels 

sur k dont les objets G ont la propriété suivante : il existe un entier h 

tel que, pour tout n , Gn est d'ordre pnh ; l'entier h s'appelle alors la 

hauteur de G 

On voit que si G est un groupe p-divisible sur k , de hauteur h , 

M(G)/p™M(G) est un (A/p"A)-module libre de rang h , donc que M(G) est 

un A-module libre de rang h . Réciproquement si G est un p-groupe formel 
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sur k tel que 'M(G) est un A-module libre de rang fini, on voit que G 

est p-divisible. Enfin, il est clair que tout groupe p-divisible sur k est lis- 

se de dimension finie. 

Le théoréme 1 implique la proposition suivante 

PROPOSITION 6.1.- Le foncteur M induit une anti-équivalence entre la caté- 

gorie des p-groupes formels ligsses sur k et celle des Dk—modules A[F] - 

profinis sur lesquels l'action de F est injective. Si G est un p-groupe for- 

mel sur k et si M = M(G) 

i) le groupe G est connexe si et seulement si l'action de F sur M 

est topologiquement nilpotente ; 

ii) le groupe G est de dimension finie si et seulement si M/EM est 

un k-espace vectoriel de dimension finie (celle-ci est alors égale a 

la dimension de G) ; 

iil) le groupe G est p-divisible si et seulement si M est un A-module 

libre de rang fini {(celui-ci est alors égal 3 la hauteur de G). 

Remargues : 

1.~ Soit M un A[F] -module profini sur lequel 1'action de F est in- 

jective, Pour qu'il existe une struéture de Dk—module sur M qgui prolonge la 

structure de A[F] -module, il faut que pM < EM ; on voit que cette condition 

est aussi suffisante et qu'alors cette structure est unique :; pour tout a€M , 

Va est l'unigue be M tel que Fb = pa . On peut donc dire que M in- 

duit une anti-équivalence entre les p-groupes formels lisses sur k et les 

A[F] -modules profinis M sur lesquels l'action de F est injective et qui 

vérifient pM < FM 

2.,- Si G est un k-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie, 

on a M(G) = lim M(G)/_Enl\_/I(G) , chaque quotient étant muni de la topologie 

discréte. Ceci permet de considérer M(G) comme un A[[F]] -module et l'on 

voit que c'est un A[[E]] -module de type fini. De la méme maniére que dans 

la remarque 1, on voit que l'on peut dire que M induit une anti-équivalence . 

entre k-groupes formels lisses et .connexes de dimension finie et A[[E]] - 

modules M de type finis sur lesquels l'action de F est injective et qui vé- 

rifient pM < FM ., 
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Soit toujours G un k-groupe formel lisse et connexe de dimension finie 

et soit M = M(G) . Scit R un k-anneau fini ; on sait (th.1) que G(R) 

s'identifie canonigquement au groupe HomcDont(M,C/Wk(R)) des applications Dk— 

linéaires continues de M dans C/'\TVk(R) ; on voit gu'une telle application est 

toujours a valeurs dans C/WE(R) : comme l'action de F sur C/V\VE(R) est nil- 

potente, on peut considérer C/’\7\/'C(R) comme un A[[F]] -module. On voit que 
k 

G(R) s'identifie encore au groupe Hom (M,CWCS(R)) des applications 
A[E]} (V] k 

A[[F]] -linéaires de M dans CWE(R) gui commutent a l'action de V (les 

hypothéses de continuité sont inutiles). 

~3.- Le méme type de considérations montre que l'on peut dire que M 

induit une anti-équivalence entre groupes p-divisibles sur k et A[F]- 

modules M qui sont des A-modules libres de rang fini tels que pM < FM . 

Ou encore entre groupes p-divisibles sur k et Dk—modules gul sont 

des A-modules libres de rang fini (la topologie sur M qui est la topologie p- 

adique '"ne sert plus & rien"). 

~En particulier, soit G un groupe p-divisible sur k , soit M = M(G) 

et soit R un k-anneau fini. On voit que toute application A-linéaire de M 
PN 

dans CW, (R) est continue et l'on a, avec des conventions évidentes, 
k 

_ cont 
G(R) = HomDk (M,CW, R) = HomDk(M,C/V\Vk(R)) 

6.2. Soit G un p-groupe formel sur k qui est limite inductive de groupes 

finis (c'est le cas si G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie, 

en particulier si G est un groupe p-divisible). Soit R son algébre affine et 

soit M = MI(G) . Soit (Gi)i€I l'ensemble des sous-groupes finis de G 

\Pour tout i¢I , soit Ri 1'algeébre affine de Gi et soit Mi = M(Gi) :on a 

donc R = lim Ri et M = lim Mi 

Pour tout k-anneau S (pas nécessairement fini) notons G(S) le groupe 

des homomorphismes continus de R dans S (muni de la topologie discréte) ; 

on a donc G(S) = lim Gi(S) 

PROPOSITION 6.2.- Soit G un p-groupe formel sur k gui est limite induc- 

tive de groupes finis et soit M = M(G) . Pour tout k-anneau S le groupe 

G(S) s'identifie canoniguement (et fonctoriellement en S) au groupe 

Hom%ont(M,CWk(S)) des applications Dk—linéaires continues de M dans CWk(S). 
k 
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]_Dié_rrlo_rls_tfggigg : on sait (proposition 1.2) que, pour tout i€I , le groupe 

‘s P _ cont 
Gi(S) s'identifie & HomDk(Mi,CWk(S)) = HomD‘< (Mi,CW (8)) . Comme 

M =lm M, , on a G(S) = lim Hom%fint(Mi,CW 
k 

k(S)) et tout revient & montrer 

que si uEI—Iom%}){nt(M,CWk(S)) , son noyau est ouvert. T 

I1 résulte facilement de ce que M est profini qu'il existe un entier 

r>=0 et un idéal nilpotent n de S tel que, avec les notations du n°II.1.6, 

u(M) CWk(S,n,r) . Pour tout entier t=1 , notons CWk(nt) le sous—Dk— 

module fermé de CWk(S,n,r) formé des covecteurs dont toutes les composan- 

tes sont dans nt et Mt 1'image réciproque par u de CWk(nt) . Comme 

l<:(S,n,r) , I\/I1 est ouvert dans M : comme n 

est nilpotent, Mt est égal au noyau de u dés que t est suffisamment 

grand et il suffit de démontrer le lemme suivant 

CWk(n) est ouvert dans CW 

est ouvert dans M IEMME 6.3.- Pour tout entier t=1 , Mt+1 + 

Démonstration : posons E = nt/ntTl et CWk(E) = CWk(nt)/CWk(ntH) 

Pour tout a¢cn , notons a son image dans E . On vérifie immédiatement 

[l : : D t : g gue l'application, qui a (...,a_n,,..,a__l,aD) € CWk(n) associe (a—n)nEIN , 

induit, par passage au quotient, un isomorphisme du groupe topologique sous- 

jacent a CWk(E) sur E]N (la topologie de E]N étant la topologie produit, 

avec la topologie discréte sur chaque composante). Si on 1l'utilise pour identi- 

fier CWk(E) a E]N , on voit que CWk(E) est un Dk—module tué par I , 

ce qui permet de le considérer comme un k[V] -module, et que, pour tout 

~ _ (= E) 
8 (a—n)nelN ECWk( ) , on a 

Va = (a—n+1)nE]N 

5= (6"(x)a , tout x3d = (o (:x:)a_n)nEIN pour tout xck 

Il est clair que Mt est un Dk—module profini et gque u induit une ap- 

plication Dk—linéaire continue u' de Mt dans CWK(E) dont le noyau est 

Mt+1 et contient f_Mt . Posons 1\7It = 1\/It/£1\/[t ; c'est un k[V] -module profini 

et, par passage au quotient, u' induit une application k[V]-linéaire conti- 

nue U : 1\71t - CW (E) ; on voit qu'il suffit de démontrer que le novau de U 
k 

est ouvert dans 1\7[t 

~ 

Soit 6 : CWk(E) - E 1'application qui & <a—n)nEIN ~associe ag . Il 

est clair que 6 est k-linéaire continue. L'application 6-.u est donc k- 

linéaire continue et son image est un sous-k-espace vectoriel de dimension fi- 
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nie EBE' de E . En utilisant le fait que l'application U est V-linéaire, on 

voit facilement que 1l'image de 4 est contenue dans le sous-k[V] -module 

CW, (E') de CW, (E) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont 
k k 

dans E' . Comme l'anneau k ®@LE' (o0 la multiplication est définie par 

(x+3)(y+B) = xy + (xb+y3) , pour x,y€k , a,b€E') est fini, tout 
cont ,~ oy cont, ~ oy cont, ~ . 

u € Homk[y] (Mt’CWK(E )) I—IomDk (Mt,CWk(E ) I—IomDk (Mt,CWk(k@E )) a 

son noyau ouvert (en effet Q(I\N/It)(k@E') s'identifie & HomCDOnt(I\N/It,CWk(k@E')) 

et, comme 1\/Lt est profini, le groupe formel Q(l\7[t) est réunion de ses sous- 

groupes finis). 

Remarque : si le noyau de la multiplication par p est un groupe fini (en par- 

ticulier si G est un groupe p-divisible), toute application Dk—linéaire de M 

dans CWk(S) est continue et on a donc aussi G(S) = HomDk(M,CWk(S)) 

6.3. Soit G un groupe p-divisible sur k et soit, pour tout neIN , G 

le noyau de la multiplication par pn . La multiplication par p définit un 

n 

épimorphisme de G;m_1 sur Gn ; on en déduit, ‘par dualité, un monomorphis- 

me de ID(Gn) dans HD(Gn+1) . On voit que lim ]D(Gn) est un groupe p- 

divisible sur  k , de méme hauteur que G ; nous le notons ]Dp(G) et l'ap- 

pelons le dual de G ; il est clair que ]Dp définit de maniére évidente une 

dualité dans la catégorie des groupes p=divisibles sur k 

Soit maintenant M un Dk—module gui est un A-module libre de rang fi- 

ni ; on munit le A-module M4 des applications A-linéaires de M dans A 

d'une structure de Dk—module en posant, pour tout ue M et tout a¢€¢ M : 

Fula) = oluWa) et (Vula) = o"luFa) 

La correspondance M - Md définit, de maniére évidente, une dualité dans 

la catégorie des Dk—modules qui sont des A-modules libres de rang fini. 

PROPOSITION 6.4.- Les foncteurs G ~ (M(G))C1 et G~ 1\_/[(]Dp(G)) de la ca- 

tégorie des groupes p-divisibles sur k dans celle des Dk-modules sont na- 

turellement équivalents. 

Cela résulte immédiatement du corollaire 2 & la proposition 5.3. 

6.4. Pour terminer ce paragraphe, nous allons donner une interprétation élé- 

mentaire du module de Dieudonné d'un groupe formel lisse et de dimension finie. 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

Scit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur %k et soit 

R son algébre affine. Appelons relévement lisse de R la donnée d'un A- 

anneau spécial g (au sens du n°ll.5.4) et d'un isomorphisme de 

R/pR = R@)Ak sur R . Un tel relévement existe toujours (si R = TT Ri est 

la décomposition de R en produit d'anneaux locaux, alors, pour chaque i , 

un choix de coordonnées permet d'identifier Ri a l'anneau des séries formelles 

ki[[Xl,Xz,...,Xd]] 3 coefficients dans une extension finie ki de k : on 

peut prendre R = flfli , avec bii = W(ki)[[Xl,...,Xd]] et l'isomorphisme 

évident de ®/pR sur R) ; il est unique & isomorphisme non unique prés. 

-~ 

Soit A : R = RékR le coproduit et soit A @ R - &éAS% un homomorphié— 

me continu de A-anneaux qui reléve A (un tel homomorphisme existe toujours 

-on ne demande pas qu'il munisse ® d'une structure de bigébre formelle). 11 

est clair que A se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme conti- 

~an AN 
nu de g dans (R®Aman gue nous notons encore A 

K K 

Pour tout ¢ € @zn , posons 3o = ag@l - Ao + loa et 

M (G) = $a€P®) | Sa € pRE, 7] 

c'est un sous-A-module de P(R) contenant pR ; on voit que mJiR(G) ne dé- 

pend pas du choix du relévement A de Ao (si Bl est un autre relévement 

de A, on a &16 = BB (mod pR) , pour tout BER ; tout élément de P(n) 

s'écrit comme une somme infinie d'éléments de la forme p—napn , avec BER 

et nelN , et l'on a filBpn = fiBpn (mod p"*lR) donc Zl(p_nBpn) = fi(p—nBpn) 

(mod pR)). 

Posons ‘MHR(G) = W(}(R(G)/pfl . On peut considérer MHR(G) comme un 

sous-A-module de P(R)/pR . D'apréds la proposition 5.5 du chapitre II, l'appli- 

k 

P(®)/pR devient, par transport de structure, un Dk—module. On sait que MI(G) 

cation WR définit un isomorphisme de CW (R) sur P(»)/p® ; en particulier, 

est le sous—Dk—module de CWK(R) formé des covecteurs a tels que 

gél - pa + 1®a = 0 ; on en déduit le résultat suivant : 

PROPOSITION 6.5.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie 

sur k et soit ® un relévement lisse de l'algébre affine de G . Le module 

MHR(G) est un sous-—Dk-module de P(R)/pR et l'application wo induit un 

isomorphisme de MI(G) sur MHR(G) 
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CHAPITRE 1V 

GROUPES FORMELS LISSES SUR UN ANNEAU DE VALUATION DISCRETE 

§1.- Le cas e =1 

1.1. Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A = W(k) et 

soit R son algébre affine. Soit Gk =G ®Ak la réduction de G modulo p ; 

c'est un groupe formel lisse de dimension finie sur k dont l'algébre affine 

s'identifie &8 R, = R@Ak = ®/pR . On voit, avec les conventions de II.5.4 et 
k 

IIT.6.4, que R est un A-anneau spécial qui est un relévement lisse de Rk . 

Notons A : R - R ®A R (resp. Ak : Rk - Rk ®k tRk) le coproduit relatif & G 

{resp. a Gk) : il est clair que A reléve Ak . Notons encore A le prolon- 

gement de A & é;n et, pour tout o € @;n , posons dag = a®l - pAa+ 18a, 

Notons M H(G) le sous-A-module de @;n formé des o € P(R) tels que 

3a € pR @AR et MH(G) le quotient de NMW(G) par pR . Avec les notations 

du n° II1. 6.4, on a 7723:{((3)‘ = W(HR(G]() et MH(G) = MHR(Gk 

de la proposition 6.5 du chapitre III que MH(G) s'identifie canoniquement au 

module de Dieudonné M(Gk) de Gk . 

) . Il résulte donc 

Notons £(G) 1'ensemble des éléments o de P({R) tels que da =0 . 

Il est clair que £&(G) est un sous-A-module de MH(G) . Nous notons p(G) 

l'application A-linéaire 

k) c £¥(Gk) s on en 

déduit, par passage aux quotients, une application k-linéaire p(G) de 

£(G)/pL(G) dans MI(G,)/EM(G)) 

inclusion can, £(G) my (G) POl 

L'image par p(G) de p&(G) est contenue dans pMI(G 

k 

PROPOSITION 1.1.- Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A. 

Posons M = M(Gk) , £ =8G) et 7 =75(G) . Alors 

i) 1'application ¢ : £/pf - M/FM est un isomorphisme de k-espaces 

vectoriels 

ii) le A-module & est libre de rang fini. 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

Démonstration : 
i) posons p = p(G) . Soit o € & ; si p(d) =a , a s'écrit comme ; 

un covecteur (...,a ,...,a,.) & coefficients dans g et, quel que soit le 
-n 0 k cn..n ; 

choix des relévements &  des a _ dans R, a-2p él_jn € PR . 

Si a € £ esttel que ple) =a € FM , il existe b = (...,b_n,...,bo)e M 

tel que a = Fb = (...,bpn,...,bg) . Si, pour tout n, b_, estun relévement 
- n+1 

de b dans R , on a donc a-2p. (bp Ep"nbp € pr . 11 
. n+l 

existe donc un élément b, €R tel que « = Z D bp ( Z P n+1) : ! 
% n=-1 

on voit donc que B = p_lor. vérifie 3B =0 et B € P(R) . Donc o € pf , ce | 

qui montre que l'application § est injective. 

Pour montrer que { est surjective, commengons par établir un lemme 

LEMME 1.2.- Soit r un entier =1 et soit o € P(R) tel que 3a € prfl éAR. 

Il existe un élément vy € M¥(G) tel que oly) € IM et 
- +1 - 

a(Ct—pr 1y) € pr R ®A R (on a encore noté p la projection canonique de 

MU(C) sur MI(G) = M ). 

]_D_(élfn_clrl_s,_t_ljg’t_igg_gy__l_e_@_rn_q: si éaA est le complété formel du groupe ad- 
“h : 

ditif sur A, R® s'identifie au groupe des n-cochafnes de G & valeurs 

dans éaA et l'opérateur bord coincide, en dimension 1 , avec 9 

Si 1'on pose do = prB , alors B € EiéAR et vérifie 3B = 0 car 

praB = a(prB) = 3(d3a) =0 . Si bD désigne l'image de B dans fik ®k Rk , 

on a donc abo = 0 (o0 o désigne maintenant l'opérateur bord pour la coho- 

mologie de Gk 4 valeurs dans C:ak ). Si l'on pose 

) € SW. (R, & ) =cla ,Ew 

on voit que 3b = 0 (ou, cette fois-ci, 3 est l'opérateur bord pour la cohof 
A 

mologie de G a valeurs dans CW, ). Comme b est un tenseur symétrique, k k 0 | 
b est un 2-cocycle symétrigue. Comme GWk est un objet injectif de la caté- | 

gorie des groupes formels sur k (théoréme 2 du chapitre III), on a 

2 _ - . (Gk,GWk) = Ext (G CWk) =0 

P 

on en déduit l'existence d'un élément ¢ = (""C—n""'CO) € CWk(Rk) tel que 
~ 

’ ¢ = b . 51 l'on désigne par C—n un relévement de ¢ n dans R , on voit 

) n o 

donc que 5( Zop napn)____ 8 (mod pR@AR) . Posons y =p 2 p ¢ ; on a 
n= - 
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GROUPES FORMELS LISSES 

+ ~ 

200" 7y) = p'B (mod p 16% ®, R ) donc d(a-p 

On voit d'autre part que v est un relévement dans P(R) de 

pc = FVe = F(...,c ) ; mais 1'égalité dc = b montre que c 
-n+1"" -1 

3Vg) =Vb =0, donc que Vg € M . On voit donc que v € MB(G) et que 

oly) = pc € FM , d'ol le lemme, 

Pour montrer que P est éurjective, on voit qu'il suffit de vérifier que 

pour tout a € M , il existe o € & tel que p(a) =a (mod EM) 

Si a € M et si a, estun élément de P(R) tel que p(2y) =a , on 

sait que oy € mMU{(G) , donc que aul £ PR . 

Le lemme permet donc de construire par récurrence une suite 

\CTATIIITYA VS d'éléments de NH(G) tels que p(yr) € TM et 

r-1 r+1 2 
(@1—Yl—... -p Yr) EpP R ®A R , pour tout r . 

Mais MH(G) , extension du A-module profini MH(G) (= M) par le A- 

module pR qui est topologiquement libre donc profini, est un A-module profini. 

Il est donc séparé et complet pour la topologie p-adique. En particulier, la sé- 
o] -1 

rie de terme général 10r Yr converge dans PR) ; si a = al - Zlpr Y. ,on 
r_—_‘ - r 

voit que da =0 et que p(o) = pla.) - Epr lp(Yr) = p(Otl) (mod FM) et P 
r=1 1 

est bien surjective. 

L'assertion (ii) est alors évidente : d'aprés (i), £ est un A-module de 

type fini ; mais c'est un sous-A-module de P(R) qui est sans torsion ; il est 

donc libre de rang fini (on voit que son rang est égal a dimk(M/_EM) , donc a 

la dimension de G ). 

1.2. Notons !\2 la catégorie dont les objets sont les triplets (&, M,p) 

B ou M est un Dk—module profini sur lequel l'action de I est injective, 

tel que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur 

ko, 

g ol & est un A-module libre de rang fini, 

B ol p est une application A-linéaire de £ dans M telle que l'applica- 

tion p : £/p& - M/_EM , induite par passage aux quotients, est un isomor- 

phisme de k-espaces vectoriels. 

Un morphisme u : (£, M,p) - (£,M',p') de la catégorie J\i est un 
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B ou M est un Dk—module profini sur lequel l'action de I est injective, 

tel que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur 

ko, 

g ol & est un A-module libre de rang fini, 

B ol p est une application A-linéaire de £ dans M telle que l'applica- 

tion p : £/p& - M/_EM , induite par passage aux quotients, est un isomor- 

phisme de k-espaces vectoriels. 

Un morphisme u : (£, M,p) - (£,M',p') de la catégorie J\i est un 
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couple (us,uM) ‘formé d'une application A—linéaire us £ - &' et d'une 

application Dk—linéaire continue Upp M- M' tel que le diagramme 

Ug . 

soit commutatif. 

Il est clair que A]_E\ est une catégorie additive, 

La proposition 6.1 du chapitre III et la proposition 1.1 montrent que, si 

G est un p-groupe formel lisse, de dimension finie, sur A , le triplet 

£M,(G) = (£(G),M(G),0(G) est un objet de /\;i . 

Soit maintenant f : G' - G un morphisme de p-groupes formels lisses de 

dimension finie sur A . Par réduction modulo p , { induit un morphisme 

I« G -G donc une application D, -linéaire continue MI(f ) : M(G, ) - M(G!) . k" Tk k k -k k - Tk 
Soit, d'autre part, R (resp. R') l'algébre affine de G (resp. G') : le mor- 

+* 
phisme f induit un homomorphisme continu f° : R - R qui se prolonge, de 

maniédre unique, en un homomorphisme continu f; : éin - (R')Zn . Il est clair 

que f; envoie P(R) dans P(R') et &(G) dans &(G') . Si l'on note &£(f) 

la restriction de flz* & &£(G) , on vérifie immédiatement que le couple 

(S.(f),h_/[(fk)) est un morphisme de la catégorie !\i , 1l.e. gue le diagramme 

s@ 29 g 
p(G)l p'(G") l 

M(fk) 
M(Gk) M(Gi() 

est commutatif, 

Ceci permet de considérer SMA comme un Ioncteur contravariant de la 

catégorie des p-groupes formels lisses de dimension finie sur A dans AA ] 

On voit facilement que ce foncteur est additif. 

Rappelons (cf. n°I1.7.6) que l'on dit qu'un k-groupe formel H est unipo- 

tent si H = lim Ker VHOn . 81 G est un groupe formel sur A (plus généra- 

lement sur A' , anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée de 

K = Frac(d) ), nous disons que G est unipotent si Gk l'est. 

Notons enfin !\}C\ (resp. /\X) la sous-catégorie pleine de Ai dont les 
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objets sont les triplets (£,M,p) tels que M est "connexe" (resp. "unipo- 

tent") i.e. tels que l'action de F (resp. de V) sur M est topologiquement 

nilpotente. 

Il est clair que, si G est un p-groupe formel lisse de dimension finie 

sur A qui est connexe, (resp. unipotent), £MA(G) est un objet de A.CA:. 

u 
(resp. /\A) 

L'objet essentiel de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant : 

THEOREME 1. - Si p # 2 , le foncteur SMA induit une anti-équivalence entre 

la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A et la 

, . 2 
catégorie /\A . 

Pour p quelconque, la restriction de £MA aux p-groupes formels lisses 

et connexes (resp. et unipotents) de dimension finie sur A induit une anti- 

. . . c u 
équivalence entre cette catégorie et AA (resp. AA) 

1.3. Soit (£,M,p) un objet de j\i . Nous allons lui associer un foncteur co- 

variant de la catégorie des A-anneaux p-adiques (cf. n° II.5.1) dans celle des 

groupes abéliens. 

Soit 8 un A-anneau p-adique : 

® nous notons N _(8) (resp. NO(S)) le groupe HomA(S,SK) 
£ £ 

(resp. HomA(.S,SK/pS) des applications A-linéaires de & dans SK = S®AK 

(resp. dans SK/DS) ; 

B nous notons G. (&) le groupe Homcont(l\/[ CW, (& )) des applications D, - 
M Dy A i k 

linéaires continues de M dans CWk(Sk) (ou Sk = S®Ak) : 

\ s 0 s @ nous notons C.pp 1'application de GM(S) dans NS(S) gui &8 u € GM(S) 

associe Wg o uep (ol Wg CWk(Sk) - SK/pS est l'application qui a été 

définie au n°® II.5.2) ; il est clair que cpp est un homomorphisme de grou- 

pes ; 

(8) le produit fibré N _(8) x G,,(8 , ou B enfin, nous notons G 
£ nO(g) M (£, M, p) 

le morphisme de N£(S) dans N;(S) est celui qui provient de la projec- 

tion de § sur SK/pS et celui de G K (8) dans NO(S) est o 
M £ P 

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en S 
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Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse Gk dont le module de 

Dieudonné MO = I\_/I(Gk) 

que, & isomorphisme prés, d'aprés la proposition 6.1 du chapitre III) ainsi 

est isomorphe & M (un tel groupe existe et est uni- 

gu'un isomorphisme i de M sur 1\/[0 

Soit R 1l'algébre affine de Gk et choisissons un A-anneau spécial R 

qui reléve R . Choisissons enfin un isomorphisme 1t de § sur un sous-A- 

module 550 de P(R) tel que le diagramme 

g vé‘:o“ = P(R) \ 

°| W 

P(R) /PR 

i 
_— [t (24 M M 0 GWk (R) 

soit commutatif (il est clair qu'un tel 1t existe toujours) et notons 00 l'ap- 

(-1) 
plication A-linéaire 1i°po 1 : .550 - MO 

Pour tout A-anneau p-adigque § , notons: X&(S) 1'ensemble des homomor- 

phismes continus du A-anneau ® dans § . 

Si x € XR(S) , X se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme 

can 
continu de R dans 8§ : nous notons X sa restriction a & et 

K K L9 0 

Xx,: &£ - § l'application A-lindaire composée X, o1 
£ K .SZO 

De méme x induit un homomorphisme continu Xk : R - Sk donc une 

application Dk—llnealre CWk(xk) : CWK(R) - CWk(Sk) ; nous notons XMO sa 

restriction a MO et Xy, ¢ M - CWk(Sk) l'application Dk~11nea1re composée 

X ol 

My 
X () . L'application LEMME 1.3.- Pour tout x € XR(S) , (x 

) de XR(S) dans G 
e Xm0 € Cem,o) 

x = (8) est bijective si p # 2 ou si M X0 X 

est unipotent (i.e. si Gk l'est). 

(£, M,p) 

La démonstration de ce lemme est renvoyée au n° 1.6, 

1.4. Soit alors G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A et 

soit £1\/[A(G) = (£,M,p) . Il est clair que le lemme précédent s'applique en pre- 

nant Gk = G®Ak s 1\/[0 =M, 1= idM , R = l'algébre affine de G , 

SO = £ et 1 = 1d§5 . 
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PROPOSITION 1.4.- Scit G wun p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A, soit ® son algébre affine, et soit (&, M,p) = EM _(G) . Soit & un A- 
A 

~anneau p adique. Pour tout x E G(8) Homcom(R,S) . (XS,XM) € G(S,M,p)(g) 

et l'application x = (XS,XM) " est un homomorphisme du groupe G(8) dans 

G (8) ; c'est un isomorphisme si p # 2 ou si G est unipotent. 
(£,M,p) 

Démonstration : compte-tenu du lemme 1.3, il suffit de montrer que l'ap- 

plication x = (XS,XM) est un homomorphisme de groupes, ou encore que cha- 

cune des deux applications x ~. XM et x x£ est un homomorphisme de 

groupes. 

Pour l'application x = Xy c'est clair : on voit que c'est le composé de 

l'application canonique de G(8) dans G(Sk) = Gk(Sk) par l'isomorphisme ca- 

nonique de G, (8 ) sur G,,.(8) résultant de la proposition 6.2 du chapitre III. 
k' 7k M 

Montrons donc gque l'application x ~ XS est un homomorphisme de grou- 

pes. Soit A R ~ RéAR le co-produit ; il se prolonge en une application 

~an ~AN 2 23N 
AK : RK RK ®A RK 

z = x+vy . Les applications x,vy,z de R dans 8 se prolongent en des ho- 

~an ) ~an , 
XK’yK’ZK de RK dans SK .51 o € RK , on voit 

que zK(on) = (flgo(XK®yK)o AK)(CL) , o0 Ty SK ®A SK - SK est définie par la 

multiplication dans SK .8 o € £ , on a donc 

Soit x et y des éléments de G(8) et soit 

momorphismes continus 

z,(0) = z,(c) = (ngo(xKéyK))(aél + 18a) = m.(x 

= xL(a) + yL(OL) ; 

d'ot la proposition, 

1.5. Montrons maintenant le théordme 1 pour p # 2 et pour les groupes uni- 

potents (et p quelconque). 

I1 résulte du lemme de Yoneda qu'un groupe formel topologiquement plat 

sur A est complétement déterminé par la restriction du foncteur en groupes 

gu'il définit a la catégorie des A-anneaux p-adiques. 

Si p# 2 etsi (£ M,p) est un objet de Ai (resp. si p est quel- 

conque et si (& M,p) est un objet de AZ ), le lemme 1.3 implique qu'il exis- 

te un A-anneau spécial R tel que, pour tout A-anneau p-adique § , 

G(g M D)(S) s'identifie & 1l'ensemble des homomorphismes continus de {® dans 
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8§ , et ceci fonctoriellement en § ., On voit donc que G définit un p- 
(£, M,p) 

groupe formel G lisse et de dimension finie sur A , dont l'algébre affine est 

isomorphe & R . On vérifie immédiatement que £MA(G) s'identifie & (&, M,p) 

et que G est unipotent si M 1l'est. On en déduit que le foncteur £MA est 

essentiellement surjectif. 

Il reste donc & montrer que &MA est pleinement fidéle : soit G et G' 

deux groupes formels lisses et de dimension finie sur A . Posons 

SM,(G) = (£,M,p) , EM,(G) = (&, M',p") 

Avec des notations évidentes, il résulte de la proposition 1.4 que, pour tout A- 

anneau p-adique & , G'(8) (resp. G(8)) s'identifie canoniquement (et foncto- 

riellement en &) a N,Sl'(g) XN?:,(S)GM'(g) (resp. N£(8) XN?:(S)GM(S)) . 

Soit f un morphisme de G' dans G et soit SMA(f) = (&(f), M(f ) 

Pour tout A-anneau p-adique § , et tout x = (XS,' ,XM.) € G'(8) on a 

fg(x) = (XS,XM) avec xg = X ° &(f) et X = X ° M(fk) ; on voit donc 

que xg = 0 si &(f) =0 et Xy = 0 si 1\_/I(fk) = 0 ; par conséquent, si 

SMA(f) =0, on a fg(x) = 0 , pour tout A-anneau p-adique § et tout 

x € G'(8) , ce qui montre gue SMA est fidéle. 

Si maintenant u : (L,M,p) - (L',M',p') est un morphisme de la catégorie 

/\i (resp. AX si p=2), il définit, de maniére évidente, un morphisme 

Ug N£,(S) X \© (S)GM‘(S) - NS(S) X NO(S)GM(S) , pour tout A-anneau p-adique 
g £ 

§ , visiblement fonctoriel en & . D'ol une famille, fonctorielle en & , de 

morphisme fg : G'(8) » G(8) , i.e. un morphisme f: G' -~ G tel que 

eS:I\/[A(f) = u et le foncteur £M est pleinement fidéle. 
A 

1.6. Nous reprenons les hypothéses et les notations du lemme 1.3 que nous 

nous proposons de démontrer maintenant. Nous posons G(8) = G(S,M,p)(g)’ et 

nous utilisons l'application i (resp. 1) pour identifier M et MO (resp. & 

et £O). 

Comme tout p-groupe formel sur k , Gk se décompose en le produit 

direct d'un groupe G]i connexe et d'un groupe Git étale. Si RC (resp. Ret) 

désigne l'algébre affine de GE (resp. G]it) , R® et Ret s'identifient & des 

2o s , , et =~ C 
sous-anneaux de R et le produit définit un isomorphisme de R ®k R sur 
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1.6. Nous reprenons les hypothéses et les notations du lemme 1.3 que nous 

nous proposons de démontrer maintenant. Nous posons G(8) = G(S,M,p)(g)’ et 

nous utilisons l'application i (resp. 1) pour identifier M et MO (resp. & 

et £O). 

Comme tout p-groupe formel sur k , Gk se décompose en le produit 

direct d'un groupe G]i connexe et d'un groupe Git étale. Si RC (resp. Ret) 

désigne l'algébre affine de GE (resp. G]it) , R® et Ret s'identifient & des 

2o s , , et =~ C 
sous-anneaux de R et le produit définit un isomorphisme de R ®k R sur 
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et . et . 
R . Nous notons R le relévement de R dans R et nous choisissons un 

sous-anneau local Rc de R qui reléve R® ; ici encore le produit définit un 

isomorphisme de Ret @A RC sur R . 

Comme Gk = G]i X Git ,ona M= MC@I\/[et , avec MC = M(G]i) et 

ME = M(Git) ; tout élément a € M s'écrit donc d'une maniére et d'une seu- 

le sous la forme a = QC +_a_et , avec QC e M < CWk(RC) et 

—a—et € Met - CWk(Ret) 

Soit a € £ et soit a = p(o) = _@_C+§_et ¢ si gc = (...,a(jn,...,afl,ag) 

et _a_et = (...,af;,...,afii,agt) et si l'on choisit des relévements écjn des 

ac_:n dans §° et é?; des aé_y; dans Ret , WR(_Q_) est I'image, dans 

@ R n ® . n 

P(R)/pR de » p T@ESHP 4 Z);JrWaet)p Comme a = p(a) , l'image de 
n=0 -n n=0 - 

a dans P(R)/pR est WR(_Q) et l'on a donc a = a° + aet + pB , avec 

n n 
C -n,~C t -n, ~et t o =Tp @7 )" € PRY) , o =TpET)Y e P@™) et BeR . 

Choisissons des coordonnées X = (XI’XZ""’Xd) pour RC :  l'anneau 

R¢ s'identifie donc a A[[x]] :A[[Xl,...,Xd]] et R® a k[[X]] = k[[?{l,...,id]], 

en notant )N(i l'image de Xi dans R . 

Si maintenant al,uz,...,a est une base du A-module libre £ , chaque 
d 

oni peut s'écrire, compte-tenu de ce qui précéde, sous la forme 

C t 
o, = o, + Ga.e + pB I; i i i i 

C et 
) . a’ € P(R 

8tre considéré comme une série formelle en les Xj a coefficients dans K . 

et) c 
avec Cti € PR . Bi € R ; en particulier, chaque onf peut 

Commengons par établir un autre lemme : 

LEMME 1.5, - c 
JQ, c 

i) La matrice des % est 3 coefficients dans & et inversible dans 
c . 

RC J 
3PaC 

i 
i) la matrice des est & coefficients dans Rc ; si M est uni- 

32X 
potent (i.e. si Gk 1'est), ‘on peut choisir les coordonnées Xj et la base des 

oci pour gue cette matrice soit topologiguement nilpotente. 

Démonstration : 

. . C et , c 
i) Si pla,) = a, + a, et si a, = (...,a P 

1 1 —1 -1 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

n 

d,(,: ZZp—n(éC ,)p , pour des releévements convenables éc . des a’ , 
i - -n,i -n,i -n,i 

dans R 

Notons m (resp. m) 1'idéal maximal de RC (resp. RC) . Comme G]i 

c c 0 C <\.C c,.C 
est connexe, M = Hom(Gk,CWk) = Hom(Gk,CWk) est contenu dans CWk(R ), 

autrement dit tous les afn ; sont dans m ; par conséquent, tous les é(—:n ; 

sont dans m 

aoLiC 2 e} pn—l a(—;IC—:n i C 
Ona — = 2 (a ) — E R 

c ' c "y 
De plus, comme les é—ni sont dans m , (é_n i)p € , si 

n aaf aég | A 
p-1=>1, 1i,e. si n# 0, et %, EBXJ. (mod m) 

On sait (cf. proposition 4.3 du chapitre III) que l'application gqui a 

2 
a = (.. ,a_n,...,ao) € M® associe 1'image de a, dans m/m° , induit, par 

passage au quotient, un isomorphisme de MC/EMC sur m/m2 (3 t*c(k)) : 

Gy 
comme ¢ induit un isomorphisme 3§ : £/ps - M/FM et comme la projection 

de M sur M% induit un isomorphisme de M/TM sur Mc/_IjMC , on en dé- 
2 

duit que les images des ag ; dans m/m forment une base du k-espace vec- 
, 3aC 

1 

X, 
] 

toriel 'm/m2 : il en résulte que la matrice des est inversible dans 

%7 
axj 

donc aussi de celle RC ; on voit qu'il en est de méme de celle des 

c 
day 

X, 
] 

c 
des dans R 

apaf _p-1 [3a, . 
ii) Il est clair. que = . ) € R T1\3% 

ax? axPE\SK, 
] ] d 

Posons, pour l<is<d , &°. . =pb + 2 c, X + termes de d° > 2 

(avec les bi et les c, . dans A ). En utilisant le fait que les a° ; sont 
7 

2"a; -1 - 
pt.c? =P (mod m) 

i,] i,] 
tous dans m , on voit que il

 

fo
! 

p 
axj \PoC 

Il est clair que la matrice des est topologiquement nilpotente si et 

ax} 

seulement si la matrice des - cp . l'est, ou encore si et seulement si la ma- 
[ 

trice des Ei . est nilpotente dans k (en notant 5ij 1'image de ¢, . dans 
'] ' i, 

k). 
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GROUPES FORMELS LISSES 

Dire que M est unipotent revient & dire que l'action de V sur M/pM 

est nilpotente ; il revient au méme de dire que l'action de V sur M/TM 

l'est ; on en déduit que l'on peut trouver une base (51,52,...,§d) de M/IM 

sur k telle que M_S_d =0 et, pour 1<i<d, ygi = ou bien 0 ou bien 

é‘1—1—1 

Choisissons, pour 1 <i<d , un é&lément oci de & tel que l'image de 

p(oni) dans M/IM soit ii : le fait que p induise un isomorphisme de 

£/pf sur M/FM implique que de tels OLi existent et forment une base du 

A-module libre & . 

L'isomorphisme composé &/pf - M/IM - 1\/Ic/£1\/lc - m/m2 nous montre 

que, si l'on note Xi un relévement de 50 i dans Rc , les Xi forment un 

N ] c s ! c c c 
systéme de coordonnées pour ® . L'image de Va./ = (...,a_n_1 ey i) 

2 ) C I ) 7 

dans m/m est l'image de a dans m/m2 et c¢'est donc aussi celle de 
d -1,1 

'Zlci jXj : mais, comme la projection de M/FM sur MC/EMc est un k[V]- 
1= ’ 
isomorphisme, on voit que l'image de y_gf dans m/m2 est aussi celle de 

~ , . , ~ . L c 
M_a_i gui vaut ou bien 0 ou bien 4,4, ion voit donc que l'image de Mgi 

2 
dans m/m est 0 , sauf si Vi, 6 = & , auguel cas c'est l'ima . / va, =& ., quel ¢ e image de Xi+1 

Finalement les €, j sont nuls, sauf peut-é&tre certains des Ei i+l pour 

1 <£i<d et la matrice des Gi ; est bien nilpotente, 
r 

Démontrons maintenant le lemme 1.3 

Montrer que (X£,XM) € G(8) revient a montrer que le diagramme 

X 
£ 

£ ———>8K w 

P 

M — cwk(gk) — SK/pS 

est commutatif. Soit a € £ et soit a = (...,a_n,...,ao) = p(a) . On peut choi- 
. o} 

sir des relévements a_ des a_ dans R ©pour que O = Lp nagn ; on a 

= Yo Nx(z )P alors XS(CL) 2ip (X(a_n) ) 

D'autre part, on a xM(p(OL)) = (""Xk(a—n)""’xk(ao)) et (WSO X1 ® o) (a) 
—— ~ n R ~ 

est l'image dans SK/pS de 2p nbr:)n , en désignant par b—n un relévement 

guelconque dans § de Xk(a—n) ; il est clair que l'on peut choisir 

b—n = X(a_n) et on en déduit que (wgo X 

SK/pS , ce qui démontre la premiére partie du lemme, 

o p){a) est I'image de XS(C(.) dans 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

Soit £ wune application A-linéaire de &£ dans SK et soit n une ap- 

plication Dk—linéaire continue de M dans CWk(Sk) telles que (£,n) € G(8). 

Pour achever la démonstration du lemme, il faut montrer qu'il existe un homomor- 

phisme continu x : R = & et un seul tel gue x£ = £ et XM = n 

nt N 
D'aprés la proposition 6.2 du chapitre III, Hom%irl (M,CWk(Sk)) s'identifie & 

Gk(gk) : plus précisément, il existe un homomorphisme continu L R = Sk 

et un seul tel que nl@ = CWk(Xk)(g) , pour tout a € M 

Choisissons alors des Xi et des OL], comme dans le lemme 1.5 et cher- - 

chons quels sont les homomorphismes continus x : f — & tels que Xyg =N o 

ou, ce gui revient au méme, qui relévent Xk 

A et L . et , et 
Si 1'on note X, la restriction de %, a R , on voit que xk se 

. N , , . et et , 
reléve, de maniére unique, en un homomorphisme continu x TR - 8 ; si 

de plus, on pose }”{i = X (}Ei) € 8 on volit que la restriction de x a RC 
k k 

est déterminée par le d-uple (xl’XZ'“"Xd) , avec x, = X(Xi) ., et que les %, 

peuvent &tre des é&l&ments quelconques de § relevant les ?(i . Comme ® 

s'identifie & Ret @A RC , on a ainsi obtenu une bijection entre les x 1 R = & 

tels que Xy = noet les d-uples (xl,...,xd) d'éléments de & relevant les 

;{i 

Si maintenant x est un relévement quelcongue de Xk , on voit, d'aprés 

la premiére partie du lemme, que (Xg’XM) = (xx,n) € G(8) et on en déduit que 

le composé de x£ avec la projection de SK sur SK/pS est égal au compo- 

sé de x avec cette projection ; on en déduit que, pour tout o € £ , 

xs(a) - E(a) € pS . 

On voit donc que, pour achever la démonstration du lemme, il suffit d'éta- 

blir le résultat suivant : 

. . s , 0 0 
soit r un entier > 1 . Supposons gu'il existe un d-uple (xl,xz,.,.,xg) 

d'éléments de 8§ relevant les 5?:1 , uniquement déterminé modulo p! , tel que 

xg(a) - Ela) € prg , pour tout o« € £ . Il existe alors un d-uple (Xl’XZ""’Xd) 

d'éléments de S8 relevant les Xy uniguement déterminé modulo pr+1 , tel 

que x£(a) - E{a) € pr+18 , pour tout o € £ (on a noté xo (resp. x) le re- 

N .. 0 0 
lédvement de X, ~associé au d-uple (Xl,...,xd) (resp. (xl,...,xd) ). 

Pour le montrer, posons, pour 1 <i<d, xg(&i) = i(oci) + prYi , avec 
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Y4 € & . On voit que, avec des notations évidentes, 

0 c, 0 0 et, et 0 
= + + x£(ai) o, (Xl""'Xd) Xq (CLi ) pPX (Bi) 

) 0 r N f1z 
Pour 1 <i<d , posons xi = Xi +p yi , ou les v, sont des éléments 

guelconques de 8§ . On a 

et 
_|. &i) pX(Bi) 

Comme x(Xj) = XO(X],) (mod prS) , pour tout j , on voit que X(Bi) = x (8,) 

{mod prS) , pour tout i . On en déduit que 

C et, et 0 
= + xx(ai) % (Xl’“"xd) + xg (o) ) + px (B) 

- .0 c c, 0 0 

_ r c c, 0 0 r+1 
= i(&i) oy, t o (Xl’ ,xd) - oni(xl,...,xd) (mod p ~8) 

Posons x = (x x,) et xO = (x0 XO) Pour tout i dll.." d == ll' [ d 

= - = | ] n = (n,...,ny) € N" , posons |n| ny .t ng o, ont =ntangt 

|n| |n| n, n @ 
9 = ° et _YE =y 1 y On a of(gc_)—a(,:(fio) = 2" T ou, 
ax Mg 1 d i 1 n=1 _ 
= X1 ... A%y |nl=n 

Inl ¢ 
1 3% 0 n 

avec u_ = — (x).y 
n n! n 
o — X—-— 

Soit n E]Nd , avec n = |n| = 2 et soit s un entier tel que n,=1, 

_— - et m Ny g0 1,ns+l, ,nd) On a 

c 
oYY o0 n 11 M%) o n 

"n T o Tom (X (—)i—w?'fifi m | 3X )y = B ax® s &7 ax 

Soit vy la valuation p-adique, Si m—vp(ns) >r+ 1 , on voit que 

pnu € pr+S.Or 

@ si 2<n<p, n, est premier & p et rn—v(ns)=m22r2r+l : 

, t+ 
, avec t entier =1 , on a nsén<p , donc 

t . . . 
vin)<t et m-v (ns) >rp -t = r+1 , sauf si on a simultanément 

s p 

r=1, p=2 et t=1 

B si r=1, p=2 etsi n=2o0u3ld , on volil que n—vz(ns)zz , sauf 

si n est de la forme (0,...,0,2,0,...,0) 
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) 0 r N f1z 
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Finalement, on voit que 

+ B 

x0) = p —L(zo)yj (mod p 18) . . 

sauf, peut-étre, si p=2 et r =1, auquel cas on a 

. ¢ o d a0 . d azocc o 2 
o' ® - a’(x’) = EaT( Jov, + T 2(_)-y_ (mod 48) 

1 j j=1 axj ] 

Supposons d'abord p# 2 ou p=2 et r =2 . On a alors, pourtout i, 

aocc +1 

x (@) = E(a) + p (\f + Do (_0 ) (mod p’ " 8) 

Les yj doivent donc é&tre solutions du systéme d'équations 

c d °% o0 - Yi+EaX, (fi)-yj = 0 (mod p§) 

daf 
Comme la matrice des 5(—1— est inversible dans Rc , on voit que 1'image, 

J au 
dans Sk = 8/p8 , de celle des B (XO) est inversible ; le systéme d'équa- 

tions linéaires ci-dessus admet donc une solution et une seule modulo p , d'ou 

le résultat. 

Supposons enfin p =2 et r =1 . Le méme raisonnement montre que 

l'on doit résoudre le systéme d'équations 

c 2 c 
aon e} a 9 

Y+E )y+2 x%.v* = 0 (mod 28) . 
2 j 

oX, c 

J da 
On voit que l'image, dans Sk = 8/28 , de la matrice des S}T—Q{—O) 

2~C j L0 
(resp. des 21 (_}go) ) est inversible (resp. nilpotente) et l'on en déduit faci- 

X, 
) 

lement l'existence et l'unicité d'une solution modulo 2 

1.7. Nous allons maintenant indiquer comment on peut modifier les constructions 

des numéros précédents pour obtenir un analogue de la proposition 1.4 et une 

démonstration du théordme 1 pour les groupes connexes {pour p quelconque, 

bien qu'il suffirait, évidemment, de le faire pour p = 2 ). 

Soit G un p-groupe formel connexe sur k (pas nécessairement lisse) 

qui est réunion de ses sous-groupes finis, soit R son algébre affine et soit 

r 1'idéal maximal de R . Notons R# le A-anneau profini A @ 'R (la struc- 
R 

ture de A-module topologique est claire, le produit est défini par 
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). On voit 
# 

(A1+a)(u.l+b) = .l + (Ab+pa+ab) , si A,u €A et a,b € e 

que R# ®A k = Rfl/pR# s'identifie &8 R et il est clair qu'il existe sur R 

une structure de bigébre formelle et une seule telle que rn soit 1'idéal d'aug- 

mentation de R# et que la structure de bigébre formelle induite sur R , par 

passage au quotient, soit celle provenant de G ; nous notons G# le A-groupe 

é 
formel dont l'algébre affine est R 

Soit S un A-anneau (muni de la topologie discréte) et soit rS son nil- 

radical ; supposons gue Prg = 0 . Notons S' le k-anneau S' = k@t‘s ; on 

; si XEG#(S) , X est une voit que le nilradical de S' s'identifie & rg i 

application continue de R dans S et envoie rR dans 'q ; on en déduit 

que le groupe G#(S) s'identifie au groupe G(S') . D'aprés la proposition 6.2 

du chapitre III, le groupe G(8') s'identifie au groupe HomCD(;nt(l\/I,CWk(S')) 

des applications Dk—linéaires continues de M = M(G) dans CWk(S') . Si l'on 

note CWk(rS) le sous-D, -module fermé de CWk(S') formé des covecteurs 

dont toutes les composantes sont dans rS , on voit que 

CWk(S') = CWk(k) ® CWk(rS) 

Comme G est connexe, on a 

Homg;nt(l\/[,cwk(k)) ~ G(k) =0 et 

Homg])(nt(M,CWk(S')) = HomCDC])(nt(M,CWk(rS)) 

D'ol un isomorphisme canonique ué(S) de G#(S) sur I—Iom]cgont(I\/I,CWk(rS)) 

si x € G#(S) , ué(S)(x) est l'application qui & a = (...,a_:,...,ao) €M as- 

socie (...,x(a_n),...,x(ao)) € CWk(rS) (le fait que a € M implique gue tous 

les a_  sont dans e ). 

Soit maintenant § un A-anneau p-adigue et soit tg 1'idéal de § for- 

mé des x tels que % € p§ , pour n suffisamment grand. Si l'on pose 

S = S/prg , S est un A-anneau dont le nilradical rS = rg/pt'g vérifie 

prS = 0 , et la topologie induite sur S par la topologie p-adique sur § est 

la topologie discréte. 

Posons § = 8@ K. Soit a = (...,a ,...,a.) € CW, (r.) ; pour tout 
K -n 0 k'S 

n , soit a_, un relévement de a_, dans e ; on voit que la série 

-Nn.plt P % p 4P converge dans S, et que son image w. (a) dans S, /pr. ne dé- 

pend pas du choix des relévements des a n on voit facilement que 1l'appli- 
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cation Wo CWk(rS) SK/prg ainsi définie est A-linéaire. 

Soit (£,M,p) un objet de /\; . Soit § un A-anneau p-adique et soit 

= {x€g | x" € ps , pour n assez grand} : s 
8 comme au n° 1.3, nous notons N£(S) le groupe HomA(S,SK) des applica- 

tions A-linéaires de & dans SK =8 ®A K , et nous notons N£(8) le guo- 

tient HomA(S,,SK/prS) ; 

® nous notons Gg(S) le groupe Homcont(M,CW (r /pr_)) des applications 
M Dy kg8 

D, -linéaires continues de M dans CWk(rg/prS) ; 

B nous notons cp;r 1'application de GI\#/I(S) dans N;(S) qui & u € G&(S)“ 

associe Wg ouop ; il est clair que c'est un homomorphisme de groupes ; 

# enfin, nous notons G (8) le produit fibré N (8) x G#(S) , ou (£, M, p) ARV EIR v 
le morphisme de N _(8) dans N _(8) est celui qui provient de la projec- 

iy £ 

tion canonique de § sur &_/pr et celui de G#P (8) dans N#(S) est 
2 K K S M £ ‘ 

CPp . 

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en § et nous 

permettent de considérer G comme un foncteur covariant de la catégo- 
(£, M,p) 

rie des A-anneaux p-adiques dans celle des groupes abéliens, 

Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse G, -dont le module de 
k 

Dieudonné MO = M(Gk) est isomorphe & M (un tel groupe existe, est unique 

4 isomorphisme prés et est connexe) ainsi qu'un isomorphisme 1 de M sur 

M 
0 

Soit R 1'algébre affine de Gk et choisissons un A-anneau spécial R 

gui reléve R , ainsi qu'une augmentation ¢ , i.e. un homomorphisme continu. 

du A-anneau profini ® sur A , et notons 6-26 le novau de ¢ 

Le D. -module topologique CWE(R) est formé des covecteurs dont les 
k 

composantes sont toutes dans l'idéal maximal N de R ., Si 

a=1(..,a ,...,a.) € CWC(R) et si l'on choisit des relévements a des a 
= -n 0 k -n -n 

dans R° (et pas seulement dans & ), on voit que 1l'image W;(@_) de 

S _-naph C1a . 
Eop apn dans P(R)/er (ot o est 1'idéal maximal de R ) ne dépend pas 
n= - 
du choix de ces relévements ; on vérifie encore que l'application 

€ . c 
wo CWk(R) P(fl)/er 
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ainsi définie est A-linéaire continue. 

Choisissons enfin un isomorphisme 1 de " & sur un sous-A-module § 

de P(R) tel que le diagramme 

£~ g P{) 
<. 

pl "P(R) /pr 
. [ 

M—~M ~—cw°Rr ~ g 
0 k 

soit commutatif (1'existence d'un tel 1 est claire). 

Pour tout A-anneau p-adique § notons, comme en 1.3, X&(S) l'ensem- 

ble des homomorphismes continus du A-anneau f dans & . A x € XR(S) on 

associe, comme en 1.3, un élément X£ de NS(S) . On lui associe aussi un 

élément xle\:/[ de G&(S) de la maniére suivante : 

le A-anneau profini R/pR€ s'ider}:gifie 3 R# ; on a x(fle) c x(rR) = rq 

et x définit, par passage aux quotienf‘s, un homomorphisme continu 

x° R‘3 - S/prg ; il lui correspond donc un élément XI?/IO = ué(g/prg)(xe) de k k 
cont e _ € , 

HomDk (MO,CWk(rg/prg)) et x. xMoo i 

: € # . L LEMME 1.€3 .- Pour tout x € XR(i) , (X£,XM) € G(S,M,p)(g) . L'application 

X+ (X£’XM) de XR(S) dans G(S,M,p)(g) est bijective. 

La démonstration est entiérement analogue & celle du lemme 1.3. Avec les 

conventions employées dans la démonstration de ce lemme, on voit que le seul 

probléme est pour p =2 et r =1 ol l'on est ramené a résoudre un systéme 

d'équations du type 

2 daf 0 3%af 0 2 
Y, +ZBT(§ )-yj + 7 x).y" =0 (mod 28) 

j i x4 T 
] 

dont on veut montrer qu'il admet une solution (yl,yz,...,yd) formée d'éléments 

de e et que cette solution est unique modulo 28 ; on sait encore que l'ima- 
da§ 

ge, dans §&/28 , de la matrice des —ax—_l(go) est inversible ; il n'est plus 
] 
e 

toujours vrai que 1'image de celle des 1 (50) est nilpotente, mais on sait 
XS 

que les Yi sont dans rg ; l'existence et 1'unicité s'en déduisent facilement. 

Soit alors G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur 

A , et soit SMA(G) = (£ M,p) . Il est clair que le lemme précédent s'applique 

183

GROUPES FORMELS LISSES 

ainsi définie est A-linéaire continue. 

Choisissons enfin un isomorphisme 1 de " & sur un sous-A-module § 

de P(R) tel que le diagramme 

£~ g P{) 
<. 

pl "P(R) /pr 
. [ 

M—~M ~—cw°Rr ~ g 
0 k 

soit commutatif (1'existence d'un tel 1 est claire). 

Pour tout A-anneau p-adique § notons, comme en 1.3, X&(S) l'ensem- 

ble des homomorphismes continus du A-anneau f dans & . A x € XR(S) on 

associe, comme en 1.3, un élément X£ de NS(S) . On lui associe aussi un 

élément xle\:/[ de G&(S) de la maniére suivante : 

le A-anneau profini R/pR€ s'ider}:gifie 3 R# ; on a x(fle) c x(rR) = rq 

et x définit, par passage aux quotienf‘s, un homomorphisme continu 

x° R‘3 - S/prg ; il lui correspond donc un élément XI?/IO = ué(g/prg)(xe) de k k 
cont e _ € , 

HomDk (MO,CWk(rg/prg)) et x. xMoo i 

: € # . L LEMME 1.€3 .- Pour tout x € XR(i) , (X£,XM) € G(S,M,p)(g) . L'application 

X+ (X£’XM) de XR(S) dans G(S,M,p)(g) est bijective. 

La démonstration est entiérement analogue & celle du lemme 1.3. Avec les 

conventions employées dans la démonstration de ce lemme, on voit que le seul 

probléme est pour p =2 et r =1 ol l'on est ramené a résoudre un systéme 

d'équations du type 

2 daf 0 3%af 0 2 
Y, +ZBT(§ )-yj + 7 x).y" =0 (mod 28) 

j i x4 T 
] 

dont on veut montrer qu'il admet une solution (yl,yz,...,yd) formée d'éléments 

de e et que cette solution est unique modulo 28 ; on sait encore que l'ima- 
da§ 

ge, dans §&/28 , de la matrice des —ax—_l(go) est inversible ; il n'est plus 
] 
e 

toujours vrai que 1'image de celle des 1 (50) est nilpotente, mais on sait 
XS 

que les Yi sont dans rg ; l'existence et 1'unicité s'en déduisent facilement. 

Soit alors G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur 

A , et soit SMA(G) = (£ M,p) . Il est clair que le lemme précédent s'applique 

183



GROUPES p-DIVISIBLES 

en prenant Gk = QG ®A k , MO =M, 1=1id , R = l'algébre affine de G, 

¢ = l'augmentation provenant de G , £O = £ et 1 = id 

PROPOSITION 1.4'.- Soit G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension 

finie sur A , soit ® son algébre affine et soit (&£, M,p) = £MA(G) . Soit & 

un A-anneau p-adique. Pour tout x € G(8) = Homcont(fl,g) , 

e 8 . . . o € . . 4 
(XS,XM) € G(£,MID)(S) et l'application x (X.Si’XM) est un isomorphisme du 

groupe G{(8) sur el )(S) 
(£, M, 0 

la démonstration de cette proposition est entiérement analogue a celle de 

la proposition 1.4. Le théoréme 1 dans le cas connexe se déduit du lemme 1.3" 

et de la proposition 1.4' de la méme maniére qu'il se déduit, dans le cas . 

p# 2 , du lemme 1.3 et de la proposition 1.4, 

1.8. Le théoréme 1 implique le résultat suivant, d'ailleurs bien connu : 

COROLLAIRE. - Tout groupe formel liss% et de dimension finie sur k admet un 

relédvement lisse sur A . 

Soit, en effet, G un tel groupe formel. Il s'écrit sous la forme 

c et c et |, , , 
G =G xG , avec G connexe et G étale ; comme il est clair que 

Get se reléve, il suffit de vérifier que G° se reléve. Soit d sa dimension 

et soit M son module de Dieudonné ; soit gl,_e_l_z,...,gd des éléments de M 

qui reldvent une base de M/TM sur k ; soit €118 By la base canoni- 

que du A-module libre Ad et soit p l'application A-linéaire de Ad dans M 

définie par p(ei) =a, ., pour 1 <i<d . On voit que (Ad,M,p) est un ob- 

jet de ./\; gui définit un groupe formel lisse sur A relevant Gc 

1.9. Remarque : soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A.‘ 
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peut décrire le groupe G(S) des points de G & valeurs dans n'importe quel 
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rang fini) et un homomorphisme de & sur S . Soit a le noyau de cet homo- 
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surjectif et il suffit donc de savoir décrire son noyau. Si1 R est l'algébre af- 

fine de G et si 6{+ est 1'idéal d'augmentation, on voit que ce novau est le 
+ 

sous-groupe G(a) de G(8 formé des x : R - § tels que x(R ) < a . Le 
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A-module libre de rang fini A ® a peut &tre muni d'une maniére évidente d'une 

structure de A-anneau p-adique telle que la projection sur la premiére composan- 

te soit un homomorphisme d'anneaux. On voit que Gf(a) s'identifie au novau de 

la projection de G(A® a) sur G(A) 

1.10. Appelons systéme de Honda lisse sur A tout couple (L,M) 

B od M est un D, -module profini sur lequel l'action de I est injective, 
k 

tel que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur 

ko, 

@ ol L estun sous-A-module de M vérifiant FMNL = plL. et 

L/pL = M/FM 

Les systémes de Honda lisses sur A forment une catégorie Hi T un 

morphisme u : (L,M) - (L',M') est une application D, -linéaire continue de M 
k 

dans M' telle que u(L) < L' 

Il est clair que la catégorie He est additive. 
A 

Il existe un foncteur additif évident H : [\_fi - H/i : & un triplet (£, M,0) 

on associe le couple (L,M) ou L = p(£ . On voit que H n'est pas pleine- 

ment fidele. Cependant, on vérifie immédiatement : 

B que H est essentiellement surjectif ; 

B que deux objets de ./\A sont isomorphes si et seulement si leurs images par 

H sont isomorphes dans HA . 

Si l'on note Ll\/[A le foncteur Ho £MA , on voit donc que tout p-groupe 

formel G lisse et de dimension finie sur A est déterminé, & isomorphisme 

prés, par LMA(G) 

En particulier, soit Gk un p-groupe formel, lisse et de dimension finie 

sur k ; si p =2 supposons Gk connexe ou unipotent. On voit que déter- 

miner les classes d'isomorphismes des relévements lisses de Gk sur A re- 

” . ] . 2 ~ 

déterminer les classes d'isomorphisme des couples (L,M) de HA ou a 

M = I_\_/[(Gk) . Le groupe Aut(M) des automorphismes continus du Dk—module to- 

pologique M (gui est isomorphe au groupe des automorphismes de Gk ) opére 

a4 gauche sur l'ensemble A(M) des sous-A-modules L de M vérifiant 

IMNL = pL et L/pL = M/_F_l\/[ : les classes d'isomorphismes des relévements 
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lisses de Gk correspondent alors aux classes de A(M) suivant Aut(M) 

Remargue 1 : nous verrons au §2 du chapitre V que la classification des p- 

groupes formels lisses et de dimension finie sur A par leurs systémes de 

Honda n'est autre, dans le cas connexe, que celle qui avait été obtenue par 

Honda ([32], au langage prés et par des méthodes complétement différentes, la 

théorie de Honda ne donne pas de description de G(8) , elle consiste & cons- 

truire explicitement la loi de groupe formel). C'est pourquoi nous avons employé 

l'expression de "systéme de Honda'", bien que des objets du méme type aient 

été aussi considérés par Grothendieck ([29]). 

Soit maintenant G un groupe p-divisible sur A ., Il est clair qu'il re- 

vient au mé&me de dire que G est un p-groupe formel, lisse et de dimension 

finie sur A , tel que Gk est un groupe p-divisible sur k . Par conséquent 

(cf. rem. 3 du n°III.6.1), un p-groupe formel G , lisse et de dimension finie 

sur A , est un groupe p-divisible si et seulement si l\_/I(Gk) est un A-module 

libre de rang fini. 

) Notons alors l\i (resp. Hi) la sous-catégorie pleine de l\;Z“x (resp. Hi 

dont les objets sont les (£,M,p) (resp. les (L,M)) tels que M est un A- 

module libre de rang fini. Si (&£,M,p) est un objet de /\d , on voit que 
A 

p: £ - M est injective et on en déduit que la restriction du foncteur H a 

J , d 
/\.2 définit une équivalence entre la catégorie AA et Hi . 

- , C d,u . , _ d 
Si 1'on note HA (resp. HA ) la scus-catégorie pleine de HA dont 

les objets sont les couples (L,M) tels que M est connexe (resp. unipotent), 

le théoréme 1 impligue alors le résultat suivant : 

PROPOSITION 1.6.- Si p # 2 , le foncteur Ll\/IA induit une anti-équivalence 

entre la catégorie des groupes p-divisibles sur A et la catégorie H A - 

Pour p quelcongue, le foncteur Ll\/[A induit une anti-équivalence entre 

la catégorie des groupes p-divisibles connexes (resp. unipotents) sur A et la~ 

catégorie Hi’c (resp. Hi'u) 

On obtient ainsi les résultats annoncés dans [21]. Profitons-en pour si- 

gnaler que le théoréme 2' de [21] n'est énoncé correctement que pour p # 2 

L'énoncé correct dans le cas général est la proposition 1.6 ci-dessus. 

Remarque 2 : soit G un groupe p-divisible sur A et soit, pour tout entier 
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n, Gn le sous-groupe de G novau de la multiplication par prl . Soit § 

un A-anneau p-adique. Dans la proposition 1.4, nous avons noté G(8§) le 

groupe des homomorphismes continus de l'algébre affine de G dans § , i.e. 

le groupe des points de G , considéré comme groupe formel, a valeurs dans 

g . Ce groupe ne doit pas étre confondu avec le groupe des points de G , 

considéré comme limite inductive de groupes finis, & valeurs dans & , autre- 

ment dit avec le groupe lim Gn(S) . Il est clair que ce dernier s'identifie au 

sous-groupe de torsion Gtor(S) de G(8 

Avec des notations évidentes, si (L,M) = LM _(G) , le groupe G(8) ¢s'i- 

dentifie canoniquement (en supposant G unipotent ?i p = 2 ) au groupe 

NL(S) XNO(S)GM(S) (cf. prop. 1.4). Comme NL(g) est sans torsion et comme 

GM(S) est un groupe de torsion, on voit que Gtor(g) s'identifie au sous- 

groupe de GM(S) formé des u : M - CWk(Sk) tels que (Wgo w(@) =0 . On 

obtient une description analogue, dans le cas p =2 et G connexe, en uti- 

lisant la proposition 1.4°', 

Remarque 3 : soit G un groupe p-divisible sur A ; si p = 2 , supposons 

G unipotent. On vient de voir que, si & est un A-anneau qui est un A-module 

libre de rang fini, le groupe G, (8) s'identifie & un sous-groupe de 
tor 

GM(S) = HomDk(M,CWk(gk)) . On voit que la fléche Gtor(g) - GM(S) n'est 

autre que la composée de l'homomorphisme canonique de Gtor(g) c G(8) dans 

G(8/p8) = G(8 ) =G (Sk) par l'isomorphisme canonique de Gk( ) sur » K Sk 
Homyy (M,CWk(Sk)) . On en déduit donc que l'homomorphisme canonique de 

k 
Gtor(s) dans Gk(S]< 

(th, 3) et peut d'ailleurs se démontrer directement. 

)  est injectif. Ce résultat avait été annoncé dans [21] 

§2.- Le foncteur M =~ MA' 

Dans ce paragraphe et dans les suivants, on note K' wune extension finie 

totalement ramifide de K et e son degré. On note A' l'anneau des entiers 

de K' , m 1'idéal maximal de A' et on désigne par 1 une uniformisante de 

Al 

n 
On note vi(e) 1l'entier min {p -ne} et s(e) le plus petit entier s 

S nEMN 
tel que v(e) = p° -se . On écrit v et s au lieu de v(e) et s(e) lors- 
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qu'il n'y a pas de confusion possible. Remarquons que, si e < p-1, on a 

vie) =1 et sfe) =0 

(3) 
2.1. Pour tout Dk—module M , et pour tout entier j , nous notons M le 

Dk—module déduit de M par l'extension des scalaires o (rappelons que 

g désigne le Frobenius absolu sur k et A ; on le prolonge en un automor-. 

phisme de Dk en posant o(F) = I et o(¥Y) =V ). Dans la suite, nous iden- 

tifions le zp[g,y] -module sous-jacent & M 
(j 

au Zp[E,_\j_] -module sous-jacent’ 

—
 

& M : l'action d'un X € A sur M ) est alors la fleche a = o “(\)a 

Pour tout D, -module M et pour tout entier j , on note v (resp. f) 
k . y . 

l'application D, -linéaire de I\/I(J) dans 1\/[(J b G 
) k 

a € M(J) (identifi¢ & M ) associe Va (resp. Fa) 

(resp. dans M ) qui a 

Il est clair que, si M est un Dk—module topologique, M(]) est, de 

manidre naturelle, un D, -module topologique et que les applications v et | 
k 

sont continues. 

Considérons le cas particulier ol 1'on se donne un k-anneau linéairement 

topologisé, séparé et complet, R et ou M = CWk(R) . On pose alors 

cw?) =m0 
me des covecteurs (""a—n""’a—j—l’a—j) dont les composantes {(qui sont des 

éléments de R wvérifiant les conditions habituelles) sont indexées par les en- 

Il est commode de considérer les éléments de CW](;)(R) com- 

tiers < -j : avec ces conventions, les formules donnant l'addition et la mul- 

tiplication par un scalaire sont les mémes que celles gqui nous ont servies a 

définir le Dk—module CWk(R) . L'application v : CW](;)(R) - CW]iJ+1)(R) (resp. 

] (1) (3-1) s 414 
f: CW]< (R) CWk (R)) asspocue ap (""Z~n""'a—j—1’a—j) 1'élément 

(...,a_n,...,a_j_l) (resp. (...,a_n,...,a_j_l,a_j)) 

On voit que v est surjective et que f est injective si et seulement si 

R est réduit. 

2.2. Nous allons associer & tout D, -module M un A'-module M, 

g pour tout (i,j) € ZxZ , notons Mi(J) le A'-module m' ®A M(J) : 

B pour tout (i,j) € ZxZ , notons P, j : MEJ) - M§J_)1 1'application A'-linéaire 

déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion m - ml—l : 
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s 

(5) (j-1) B pour tout (i,j) € ZxZ , notons fi-,j : Mij - Mi l'application. A‘—lir?é_ 

aire, déduite, par extension des scalaires, de l'application f : M(J) ~ M(]_l); 

8 enfin, pour tout (i,j) € ZxZ , notons v, j : ng) - Mij_zl) 1'application 

A'-linéaire qui, &8 X ® a € m ®A M(j) , asléocie p_l)\ ® v(a) 

Pour tout sous-ensemble I de Z x Z , nous notons ,BI(M) le diagram- 

me (dans la catégorie des A'-modules) dont les objets sont les Mi(j) avec 

(i,j) € 1 et les fléches les q)i,j , fi,j et vi,j dont la source et le but 

sont des objets de 5.(M) . Il est clair que ce diagramme est commutatif, 
I 

Soit Ie l'ensemble des (i,j) € ZxZ vérifiant j = 0 et 

iz0 si j=20, 

i=2ploje sij=1 

On pose alors M _, = lim 5. (M) A 
(3) 

Lorsque M est un D. -module topologique, les Mi ont une structure 
k 

naturelle de A'-modules topologiques et les applications cpi j fi j et Vs i 

sont continues. On peut donc considérer MA' comme un A'-module topologique. 

On vérifie facilement que, si Ié est l'ensemble des (i,j) € Ie tels que 

i <1, on a encore MA' = lim 'BI‘ (M) . Comme I’e est un ensemble fini, on 

e 
voit que, si M est un Dk—module A-pro-artinien (resp. A-profini), MA' est 

un A'-module pro-artinien (resp. profini). 

Il est clair que la correspondance M = MA' est fonctorielle : si M et 

N sont des Dk—modules (topologiques) et si u : M - N est une application 

Dk—linéaire (continue), nous notons uA, : MA' - NA' I'application A'-linéaire 

(continue) induite par u 

Remarques : soit M un D, -module, 
k 

1.- Posons MO = A ®AM = M(()O) et, pour 1 <j<s+1 , 

-5 @ _ ) , , 
Mj = p°'m ®A M = M i-1 On voit que, étant donné un objet quelcon- 

p° -je 
que du diagramme By (M) , il existe un chemin partant de cet objet et allant 

e s+1 
vers l'un des M]. . On en déduit que l'application canonique de .@)0 1\/Ij dans 

J: 

MA' est surjective. 

_i ol - - 
2.- Posons en outre, pour 0<j<s , M = p JmIE> ®A I\/I(J) = M(J) et j i 

pi-je 
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g1 4 L -1 
MJ!'+1 =p ]mp ®A 1\/1(J L = M(Jj_l) (avec la convention que mp = A" ). En 

p’ -je 

"éliminant toutes les fléches inutiles", on voit facilement que MA' s'identifie 

a la limite inductive du diagramme 

® Mé N/ . My, M v 
0 0 ¢ @ S 
S N /N ¥y N s N Y N 

MO | Ml i 1\/I].+1 I\/IS Ms+l 

1 oMy s+l ° 

ol toutes les fléeches sont évidentes, 

En particulier, si 2 £e <p-1 , MA' est la limite inductive du diagram- 

me 

MI 

@ 0 v 
v N 

MO\ /Ml f0 Mlfl cpO 

2.3. Pour tout Dk—module M , regardons comment le A'-module MA' est re- 

lié au K'-espace vectoriel MK' =K ®A M =K ®A' (A ®AM) 

PROPOSITION 2.1.- Sgit M un Dk—module. Posons 

— 1 p— L] I >, : [] — (O) MK' =K ®A M =X ®A' (A ®AM) . La fleche canonique de A ®A M = I\/I0 

dans MA' induit, par extension des scalaires, un isomorphisme de MK' sur 

K ®A' MA’ 

Démonstration : pour tout (i,j) € ZxZ , l'inclusion de m' dans K' et 

() - M induisent, par passage au produit tensoriel, une 

(5) (5) 
application A'-linéaire de Mi 

l'application £l . M 

dans MK' : d'odl, par extension 

(i) 
des scalaires, une application K'-linéaire 0, j K ®A‘ 1\/IiJ dans MK’ . En 

i 
= ® m AM 

utilisant le fait que le novau de £/ est contenu dans e noyau de la multipli—: 

cation par p) et le fait que l'image de £J contient pJI\/I , on voit gue cha- 

que pi . est un isomorphisme, On voit que les pi i sont compatibles avec 
’ [4 

les fléches du diagramme ’&I (M) . On peut donc passer a la limite inductive 
e 

et on obtient encore un isomorphisme. 

Remarque : soit M un Dk—module gqui est un A-module libre de rang fini h 
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Alors MK' est un espace vectoriel de dimension h sur K' et il résulte de 

la proposition précédente que MA’/(MA')tor s'identifie & un réseau (i.e. un 

sous-A'-module libre de rang h ) de MK' ; il est clair que l'application 

£l M(]) - M est injective et que son image est le sous—Dk—module _EJI\/I de 

M . Si l'on utilise la platitude pour identifier les m' ®A_EJM a des réseaux de 

MK' , on voit que l'image de MA' dans MK' est 

A® M + Lp'mP & FlM=@®®e M+ 2 p'nd ® FuMm 

Si e £ p-1 , on montre facilement que M n'a pas de torsion et 
A| 

s'identifie donc au réseau A'®AM + p_lm ®A£M . Si e > p-1, en revanche, 

(MA')tor est un A'-module de longueur finie, non nul en général. 

2.4. Pour tout entier j vérifiant 0<j<s+l , soit T i l'ensemble des 
7 

(i,j') € Ié tels que j'=j . Pour tout D, -module M , on note I\/IA.[J'] la 
k 

limite inductive du diagramme b, (M) . On a donc MA'[O] = M,, et on voit 
elj S 

. N -s-1 p (s+1) 
+ ! = que MA,[S 1]  s'identifie a Ms+1 P m ®AM 

PROPOSITION 2.2,- Scit M un Dk—module sans F-torsion, Pour tout entier j 

vérifiant 0 <j <s , l'application canonigque de M [j+1] dans M est in- 
A A 

jective, 

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, pour tout j , 

l'application canonique de I\/IA,[jJrl] dans MA,[j] est injective. En utilisant 

les notations des remargues 1 et 2 du n® 2.2, on voit que MA,[J'] est la li- 

mite inductive du diagramme 

® M; 4 PRI can 
: — M lj+1 M, M, o Litl] 

N A 
] j+1 ] 

On voit qu'il suffit de montrer gue l'application canonique de 1\/[],4_1 dans la 

limite inductive du diagramme 

o Mj v 
N 

M, M 
)] j+1 

N B 
] i+ ] 
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est injective. 

Soit N =pJ 1mp ® M(J) soit & l'application de M, dans N dé-. A 7 ' i-1 —i-1 pJ 
duite par extension des scalaires de l'inclusion de »p mp dans p J mp 

et soit f l'application de M, dans N déduite par extension des scalai- 
j+1 

i+ 
(3+1) Il est clair que le diagramme res de f: M - M(J) 

M! 

80N 
M 

N @0 " 
\MJ+1 

est commutatif, Comme M est sans F-torsion, l'application f est injective. 

j+1 

-1 ol ~ 
Comme p ) mP  est un A-module plat, l'application f{ est encore injective 

et l'assertion en résulte facilement. 

2.5. Conservons les notations qui précédent. La proposition précédente permet, 

lorsque M est un D, -module sans F-torsion, d'identifier les MA'[” a4 des 
k 

sous-A'~-modules de MA' ; on obtient ainsi une suite décroissante 

= i i 4 = M,, MA,[O] S5 ...D MAI[]] > MA,[J'*'l] > ...D MA.[S 1] M_, . 

, le PROPOSITION 2.3.- Soit M un Dk—module sans F-torsion. Pour 0 <j <sg 

A'-module MA,[j]/MA,[j+1] est isomorphe, canoniquement et fonctoriellement 

] . 
en M, a mP /uP)e 

. -1 

A (M/_EM)(]) (en convenant gque m® = A ). 

]_?_é_rrlo_rls_t_rggi_gg : Comme MA.[J'] est la limite inductive du diagramme 

Y 
can. , 

+ . 

" CQ‘I 

My ) 

on voit que la composée de l'application canonique de 1\/[], dans MA.[J'] avec 

la projection de MA,[j] sur MA,[J']/MA,[Hl]A est surjective et que son 

noyvau est Im cp], + Im fj . D'oll un isomorphisme canonique de Mj/(Im cpj+Im fj) 

sur MA.[J']/MA.[Hl] . Or la multiplication par p—J définit un isomorphisme 

j-1 - -y pt ; 
canonigue de mP ®A M(J) sur 1\/Ij =p Jmp ®A M(J) 

réciprogque, par cet isomorphisme, de Im Py (resp. Im fj) est, avec des no- 

On voit que l'image 
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] ' i-1 | 
tations évidentes, ImmP ® M(J) (resp. Im mP ®A£M(J) " ) . Il est clair que 

j-1 i j 
le noyau de la projection de mP ® I\/I(J) sur (mp A 

j - j-1 . . : 
Im m? ®, M 4 1 P ®, ™Y et que MmO en 

phe a  (M/rm) 

-1 ' ‘ _ 

/mpJ) =N (M(J)/EM(J)) est 

est canoniquement isomor- 

On en déduit un isomorphisme canonique nj de 

-1 . 

5 (M/EM) M i i+1 sur A'[J]/MA'[J ] 

Enfin, il est clair que cette construction est fonctorielle en M 

COROLLAIRE 1.- Soit M un Dk—module sans I-torsion, Le A'-module 

MA./MA,[I] est tué par m et l'application qui 8 a € M associe l'image de 

1% a € A' ®A1\/I dans MA' induit; par passage aux guotients, un isomorphisme 

(de_k-espaces vectoriels) de M/FM sur MA,/MA,[l] 

Démonstration : c'est clair, cet isomorphisme n'est autre que l'application 

N définie ci-dessus. 

COROLLAIRE 2.- Soit M un D k—module sans F-torsion et soit L un sous—Dk— 

module de M vérifiant FMNL = FL ., L'application de LA‘ dans MA' dé- 

duite par fonctorialité de l'inclusion de L dans M , est injective. 

Démonstration : avec des notations évidentes, on voit que FIMNOL = FL 

implique que l'application canonique de L/FL dans M/EM est injective ; on 

voit qu'il en est de méme,pour 0 <j<s, de (L/EL)(]) - (M/_EM)(J) et de 
j_ 1 j . j-1 j . 

(mp /mp ) ®A (L/FL) (3) - (mp /mp ) ®A (M/EFM) 1) D'aprés la proposition 2.3, 

I'application canonique de LA'[j]/LA'[j+1] dans MA'[j]/MA'[j+1] est donc 

injective. Enfin il est clair que l'application canonique de LA' [s+1] = Ls+1 dans 

M. [s+1] = Ms est injective et l'assertion en résulte. 
Al +1 

2.6. Donnons maintenant d'autres propriétés d'exactitude du foncteur M b MA‘ . 

PROPOSITION 2.4.- Le foncteur M b MA‘ est exact a droite. 

Démonstration : soit 

une suite exacte de Dk—modules. Comme le produit tensoriel est exact a droite, 

on voit que, pour tout (i,j) € ZxZ% , la suite 

R o) I ) B 
1 1 1 
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est exacte. L'exactitude de la suite 

LA' — MA' —_— NA‘ — 0 

s'en déduit par passage a la limite inductive. 

COROLLAIRE 1.- Soit 

0 1L &M IH N — 0 

une suite exacte de Dk—modules sans F-torsion. La suite 

uAl uhl 

0 L, = M, Ny, 0 

est exacte. 

Démonstration : compte-tenu de la proposition 2.4, il suffit de montrer que 

Ua, est injective, Si l'on utilise u pour identifier L & un sous—Dk—module 

de M , on voit que le fait que N soit sans F-torsion équivaut & FMNL = FL ; 

il suffit alors d'appliquer le corollaire 2 & la proposition 2.3. 

COROLLAIRE 2, - Soit 

0 — 1L S m Iy 

une suite exacte de Dk—-modules sans F-torsion. Supposons que EINNv(M) = v(EM) . 

Alors la suite 

u u' A A 
0 — LA' — MA' — NA' 

est exacte. 

Démonstration : soit M le conoyau de u . Comme M s'identifie & un 

sous—Dk—-module de N , M est saris I-torsion et, d'aprés le corollaire 1, la 

suite 

O—>LA—>MA,——>MA,——>O | 

est exacte. Il suffit donc de montrer que l'application de 1\—/[A' dans NA' in- f 

duite par l'inclusion de M dans N est injective. Mais FNNOu'(M) = u'(FM) 

signifie ENfll\_/[ = jlT/I et il suffit d'appliquer le corollaire 2 & la proposition 

2.3. 

2.7. Donnons, pour terminer ce paragraphe, une description de MA' lorsgue 

'action de V sur le Dk—module M est surjective : 
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PROPOSITION 2.5.- Soit M n D, -module tel que VM = M , Alors l'applica- 
- Tk 

tion canonique de A' ®A M = I\/I(()O) dans 1\/IAl est surjective et son novau est 

le sous-A'-module ¥ ImmP ® KerV'| ) 
i=1 A M 

Remarques : 

1.- 81 j=2s8+1, ona j-1 = s donc p]—jeSpJ_l—(j—l)e et 

pJ = p]_1+e ; par conséquent, v 

o j+1 o j+1 o j+ Im(m R Ker V IM) < Im(pm ®A Ker V lM) < Im{m ®A p.Ker V lM) 

o7l j C Im(m D Ker V \I\/I) | 

® j—1 ] s+1 pJ_l ) i 
On en déduit que 2 ImmP ® KerV'| ) = 2 Im(m ® KerV'|.) . En par- 

j=1 A M i=1 A M 

ticulier, si M est A-pro-artinien, ce sous-A'-module est bien fermé dans 

A'® M 
A 

2.-Si M estun Dk—module tel que VM = M et tel que l'action de F 

est injective, on a alors Ker yJ = Ker leM et M s'identifie donc au e R 
®. Ker ple) . 

@ J 
quotient de A'®, M  par 2 Im(mP A ] A 

o j-1 , 

Démonstration de la proposition : posons N' = 2 Im(mp ®A Ker fl 
j=1 

et N = (A ®A M)/N' . Pour tout (i,j) € I, . nous allons définir une application 

(3) 
A'-linéaire 8, | : M.J 

i,] i 

i 

- N 

B si j =0, alors i1 = 0 , et l'application ei 0 est la composée de l'ap- 

plication canonique de m1®A M dans A'®A M et de la projection de 

A®AM sur N ; 

B si j =1, alors i = pJ -je , et tout élément de Mi(]) est somme finie 

" 4] -1 ’ 
d'éléments de la forme p ]X ®ya , avec i € m 0% = mP et a € M(]) : 

comme VM = M , on a MJM(j) = M(J) , ou enccore l'application 

v oM - M(J) est surjective ; il existe donc b € M tel que VJQ =a ; 

si b' est un autre élément de M tel que VJQ' =a,ona b =b+c, 

avec ¢ € Ker vle ; on en déduit que 1'élément A ®b - A®Db' de 

j-1 j 
1 . ~ . p 

A ®A M appartient a m ®A Ker V IM 

canonique de A'® M sur N . Il est alors clair qu'il existe une applica- 
A ) . 

tion A'-linéaire ei j : Mi(J) - N et une seule telle gque Gi J,(p J)\®g) soit 

l'image de A ®, b (e A ®AM) dans N 

, donc au novau de la projection 
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On voit tout de suite que les '8, ., sont compatibles avec les fléches du 

diagramme ,BI (M) ; on en déduit donc une application 
e 

8 : lim ,BIe(M) = MA' - N 

Comme le composé de la fléche canonique 8' de A ®A M dans 1\/IAI 

avec 0 n'est autre que la projection canonique de A ®A M sur N , on voit 

que le noyau de ©' est contenu dans N 

Pour montrer que le noyau de 8' contient N' , il suffit de vérifier que- 
j-1 i 

si =1, \NE mP et a € KerleM , alors 1'élément A ® a de A'®AM 

appartient au novau de B8' . Mais cet élément provient, par une fléche du dia- 
j-1 

gramme (M) , de l'étément rA®a de mP ®A M = M(?) . Ce dernier 
e . p " 

s'envoie, par une fléche de Jf (M), sur 1'élément p—J)\®vJ(Q) de 

oo g-1 . . € . . . 
D I P ® M(J) = M(J,> Comme a € Ker_\[_]I , on a VJ(_a_) = y]_a_ =0, 

A j=-1 M 
P -J]e 

d'od N' < Ker 98' 

Enfin le fait que VM = M implique que toutes les applications v, du 
i,j 

diagramme ’BI' (M) sont toutes surjectives et la surjectivité de 8' en résulte 
e 

trés facilement. 

§3.- Relévement des covecteurs (suite). 

On conserve les hypothéses et les notations du paragraphe précédent. Pour 

tout k-anneau R linéairement topologisé, séparé et complet, on note 

CWk,A'(R) le A'-module topologique (CWk(R))A' 

3.1. Rappelons (cf, n°II.5.1) que l'on a appelé anneau p-adique tout anneau 

& linéairement topologisé, séparé et complet, dont la topolegie est la topologie 

p-adique, tel que p n'est pas diviseur de 0 . On appelle A'-anneau p-adique 

tout A'-anneau topologique qui est un anneau p-adique. Il est clair que l'inclu- 

sion de A dans A' permet de considérer tout A'-anneau p-adigue comme un 

A-anneau p-adique. 

Pour tout A'-anneau p-adique § , on pose Sk = S@A, k =8ms et 

SK = S®A, K' = S®AK : on identifie § & un sous-anneau de SK de maniére 

évidente. On note P'(8) le sous-A'-module de SK engendré par les éléments 
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. N~ ~ 
de la forme p 1Qap ,avec n € N, a €m8& ; pour n suffisamment grand, 

- n 
ona p nép € 8§, pour tout 4 € m§ ; on en déduit que P'(§) est un sous- 

A'-module fermé de SK vérifiant mg& < P'(8) < m's (rappelons que 

v = min {p"-ne} ; en particulier, P'(S) = m& si e < p-1). 
neN 

Soit § un A'-anneau p-adique. On a défini au n° II.5.1 une application 

A-linéaire contmie Wg ;CWA(S) - gK . 81 &= (...,a_n,...,a_l,ao) € CWA(S) , 

alors VC'S(E_AI) = ZO p—nég . On voit que l'homomorphisme canonique de CWA(S) 
n: 

dans CWA(S/mS) = CW )  est surjectif et que son noyau est le sous-A-mo- K 8y 
dule fermé CWA(mS) de CWA(S) formé des éléments dont toutes les compo- 

santes sont dans m& : l'image de CWA(mS) par VGS est contenue dans P'(8) 

et, par passage aux guotients, on en déduit une application A-linéaire continue 

de CW dans SK/P‘(S) ; d'oll, par extension des scalaires, une applica- S (8) 
tion A'-linéaire continue 

Wy A'®, CW. (8 ) - SK/P (8) 
k' 7k 

LEMME 3.1.- Soit M = CWk(Sk) . Le novau de wé contient le sous-A'-mo- 

j = +1 
dule M' = 2 ImmP ® Ker V’ |.,) de A'® M ey AL Iy 28 A 

Démonstration : il suffit de montrer que, si j est un entier >0 , si 
‘ -+ 

X € mP et si b € KeryJ llM , on a w'g()\®p_) = 0 . On voit que b s'écrit 

sous la forme (""O""’O’b—j""’b—l’bo) : si B—n est un reldvement de b_n 

dans & , on voit que w'g(wg) est l'image, dans SK/P'(S) de 

I _n ~p p) 
B = 2 p Ab" . Soit m une uniformisante de A' ; on peut écrire \ = um , 

n=0 -n j— i p PRl P 
avec 4 € A' ., On a alors B=u Lp (7 b n) € P'(8 , d'ou 

n=0 - 
'(A®Db) = wg()\ b) 0 | 

S ] j+1 
Le sous-A'-module M' , qui est aussi 2 Im(mp ®A Ker V IM) , est fer- 

i=0 
mé dans A’ ®AM (cf. rem. 1 du n® 2.7) et l'application W:g induit, par pas- 

sage au quotient, une application A'-linéaire continue 

wé : (A'®A M)/M' - gK/P'(g) 

11 est clair que le Dk—module M = CWk(Sk) vérifie VM = M |, 11 résulte 

donc de la proposition 2.5 gque l'application canonique de A' ®A M dans MA' 

induit, par passage au quotient, un isomorphisme o de (A ®AM)/M' sur 

M . On obtient alors une application A'-linéaire continue Al 

wg = wioo VoW s - s /g 
k 
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Il est immédiat que l'application WS est une transformation naturelle au 

sens suivant : soit ¢ : 8 » 8§ un morphisme de A'-anneaux p-adiques ; soit 

\yk : 8 - g la fléeche déduite de { par extension des scalaires et soit 
k k 

: C (8) - CW (g') la fléche déduite de 
cw Wk,A' k k,A" Tk k,A'(wk) 

CWk(\\Jk) : CWk(gk) - CWk(Sk) par fonctorialité ; soit N\lJK : SK - SK la flé- 

che déduite de | par extension des scalaires et soit llJK : SK/P'(S) - SI'</P‘(S') 

la fléche déduite de LL;K par passage aux quotients (il est clair que 

\UK(P'(S)) c P'(8")) ; alors le diagramme 

WS | 

CWk,A'(gk) _ SK/P () 

est commutatif. 

3.2. Pour tout A'-anneau spécial (cf. n°II.5.4) R , on pose 

R, = R ®, k= )/Mmk . 

On identifie R® & un sous-anneau de RK = R@AK = R®A,K et RK a un 
~ 

sous-anneau de Rzn (id.). On a défini P(R) comme étant le sous-A'-module 
~ 

fermé de RO formé des o tels que da € Q_,(R) (en identifiant Q_,(R) a 
K . A A 

un sous-module de Q_,(R)) ) 
K''"K 

Soit P'(R) le sous-A'-module de fiiin engendré par les éléments de la 
_ n 

forme p nBp ,avec n €IN et B € mR : c'est un sous-A'-module fermé de 

P(R) , contenu dans RK et vérifiant mR < P'(R) < n'R . 

Soit ® un A'-anneau spécial, On a défini au n° II.5.6 une application 

A-linéaire continue VQR : GWA(fR) - P({R) . Ici encore l'homomorphisme canonique 

de CWA(R) dans CWA(R/mR) = CWk(@ ) est surjectif et son noyau est le 

sous-A-module fermé CWA(m&) de C\/\];A(R) formé des éléments dont toutes les 

composantes sont dans mR ; il est clair que l'image par WR de CWA(mR) 

est contenue dans P'(R) et, par passage aux quotients, on en déduit une ap- 

plication A-linéaire continue de CWk(&k) ~dans P(R)/P'(R) : d'ot, par exten- 

sion des scalaires, une application A'-linéaire continue 

w1 A'® CW, (R ) — PR)/P'(R) 
® k 

198 

GROUPES p-DIVISIBLES 

Il est immédiat que l'application WS est une transformation naturelle au 

sens suivant : soit ¢ : 8 » 8§ un morphisme de A'-anneaux p-adiques ; soit 

\yk : 8 - g la fléeche déduite de { par extension des scalaires et soit 
k k 

: C (8) - CW (g') la fléche déduite de 
cw Wk,A' k k,A" Tk k,A'(wk) 

CWk(\\Jk) : CWk(gk) - CWk(Sk) par fonctorialité ; soit N\lJK : SK - SK la flé- 

che déduite de | par extension des scalaires et soit llJK : SK/P'(S) - SI'</P‘(S') 

la fléche déduite de LL;K par passage aux quotients (il est clair que 

\UK(P'(S)) c P'(8")) ; alors le diagramme 

WS | 

CWk,A'(gk) _ SK/P () 

est commutatif. 

3.2. Pour tout A'-anneau spécial (cf. n°II.5.4) R , on pose 

R, = R ®, k= )/Mmk . 

On identifie R® & un sous-anneau de RK = R@AK = R®A,K et RK a un 
~ 

sous-anneau de Rzn (id.). On a défini P(R) comme étant le sous-A'-module 
~ 

fermé de RO formé des o tels que da € Q_,(R) (en identifiant Q_,(R) a 
K . A A 

un sous-module de Q_,(R)) ) 
K''"K 

Soit P'(R) le sous-A'-module de fiiin engendré par les éléments de la 
_ n 

forme p nBp ,avec n €IN et B € mR : c'est un sous-A'-module fermé de 

P(R) , contenu dans RK et vérifiant mR < P'(R) < n'R . 

Soit ® un A'-anneau spécial, On a défini au n° II.5.6 une application 

A-linéaire continue VQR : GWA(fR) - P({R) . Ici encore l'homomorphisme canonique 

de CWA(R) dans CWA(R/mR) = CWk(@ ) est surjectif et son noyau est le 

sous-A-module fermé CWA(m&) de C\/\];A(R) formé des éléments dont toutes les 

composantes sont dans mR ; il est clair que l'image par WR de CWA(mR) 

est contenue dans P'(R) et, par passage aux quotients, on en déduit une ap- 

plication A-linéaire continue de CWk(&k) ~dans P(R)/P'(R) : d'ot, par exten- 

sion des scalaires, une application A'-linéaire continue 

w1 A'® CW, (R ) — PR)/P'(R) 
® k 

198 



continue w_ : C 

GROUPES FORMELS LISSES 

Si M = cwk(szk) . 

que le noyau de WD'2 contient le sous-A'-module fermé 

on voit, comme dans le cas des A'-anneaux p-adiques, 

) de A'Q@ M 
=<} ] 4 

M' = 20 Im(mP @ Ker V) : 2 
j=0 A M 

d'oll, par passage au quotient, une application A'-linéaire continue Wo'?: de 

(A ®A M)/M' dans P(R)/P'(R) 

Comme VM = M , la proposition 2.5 implique que l'application canonique 

de A' ®A M dans MA' induit, par passage au quotient, un isomorphisme o 

de (A'@AM)/M‘ sur MA' . D'ol une application A'-linéaire continue 

_ n (_1) . | Wo = Wge® : CWk,A' (Rk) — PR)/P'(R) 

PROPOSITION 3.2.- Soit ® un A'-anneau spécial, L'application A'-linéaire 

Q Wk’A.(Rk) - P(R)/P'(R) est un isomorphisme. 

Démonstration : choisissons un A-anneau spécial RO contenu dans R 

qui releve Rk (i1 est clair qu'un tel anneau existe toujours : on se raméne au 

cas ol R est local ; si 1l'on choisit des coordonnées, R s'identifie alors a 

2,...,Xd]] a coefficients dans l'anneau 

A" des entiers d'une extension finie non ramifiée du corps des fractions de A'; 

un anneau des séries formelles A"[[Xl,X 

si k" est le corps résiduel de A" , on peut prendre 
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A 0 

Posons N = P(RO)/pRO . L'isomorphisme 
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défini au n® I1.5.7 permet de munir, par transport de structure, N d'une struc- 
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et les 6~n dans R (et ol 1™ est une uniformisante de A' ). 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

Il est immédiat que N' < P'(R) et que WR est le composé de l'isomor- 

phisme WRO,A' P My, 2 N, o= P(R)/N' et de la projection canonique de 

P(R)/N' sur P(R)/P'(R) . Tout revient donc & montrer que P'(R) < N' , ou en- 

core a établir le lemme suivant : 

n 
LEMME 3.3.- Soit n € N et soit b € mg . Alors p b € N' 

Démonstration : Ecrivons b sous la forme b = ZTT b , avec les 
"""""" i=1 

b, € &0 (ot ™ est une uniformisante de A' ), On procéde par récurrence sur 

n 

i i-1 
8 c'est clair si n = 0 , car flbi € N' , donc a fortiori wlbi = rrl T'rbi € N' : 

8 on vérifie facilement que 

e i pt Ml g i .p" ip" p" 
(Zmb)" = 2 p ‘olnb) )+Zfi bl 
i=1 1 r=0 r i i=1 

ol les c,pr sont des polynémes & coefficients dans Z ; on a donc 

-n pn n-l i .p' n 1p p 
pb=2pm((nb.))+2pfib ; 

r=0 r 1 i=1 

on déduit facilement de 1l'hypothése de récurrence que la premiére somme est 
N n 

dans N' : enfin, pour tout i =1, p n(rrbi)p € N' donc, a fortiori, 

-n_ i (i-1) R n 
P p bp =1 P .p (rrbi)p 

3.3. L'isomorphisme WR que l'on vient de construire définit une transformation 

naturelle : si ¢ : R - ®' est un morphisme de A'-anneaux spéciaux, le dia- 

gramme 

CW. A (®,) ——— P(R)/P' 

CW, () l 'w 
WRI 

Wi a (R,) R')/P 

(o0l toutes les flédches sont évidentes) est commutatif. 

De méme, si R est un A'-anneau spécial, si 8§ est un A'-anneau p- 

adique et si © : R - & est un homomorphisme continu de A'-anneaux, le dia- 

gramme 
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WR . 

cwk’A,(&k) ——— P(R)/P'(R) 

CWk,A‘ k K 

(ol toutes les fléches sont encore évidentes) est commutatif, 

Remarque : soit § un A'-anneau p-adique et soit P(8) le sous-A'-module de 
R ¢ | ~ 

S engendré par les p nbp , avec n € N, b € g . Il est clair que P(8) 
K 

contient P'(8) et que l'image de wg est contenue dans P(8)/P'(8) . Dans 

toute la suite de ce chapitre, on peut remplacer SK/P'(S) par P(8)/P'(8) sans 

changer ni les démonstrations, ni les résultats. 

On sait que P'(8) « m’s ; on pourrait de méme remplacer SK/P'(S) par 

N , . . . 
%K/m g et W, par son composé avec la projection canonique de SK/P‘(S) 

sur SK/mvS ; en revanche si R est un A'-anneau spécial, il sera essentiel 

de travailler avec P(R)/P'(R) et non avec P(R)/(mvR) N P(R) (l'application 

composée de W, avec la projection canonique de P(R)/P'(R) sur 

P(R)/(m"%) N P(R) n'est un isomorphisme que si m’g = P'(R) , ce qui se produit 

si et seulement si e < p-1). 

§4.- Groupes formels lisses sur A' 

On conserve les hypothéses et les notations des deux paragraphes précé- 

dents. 

4,1, Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit 

R son algébre affine. Soit Gk =G ®A' k sa fibre spéciale ; c'est un p-groupe 

formel lisse et de dimension finie sur k dont l'algébre affine s'identifie a 

Rk = R ®A' k et R est un A'-anneau spécial. 

N . — 2 . - 2 ] i = otons A : R - R ®A' R (resp. Ak Ry ngk &k) le coproduit relatif & 

G (resp. Gk) ; il est clair que A reléve Ak . Nous notons encore A le 

prolongement de A & éin et, pour tout o € @;n , Nous posons 

aa=a®1—fia+1®a. 

~ 

Notons 77231A,(G) le sous-A'-module de fi{in formé des o € P(R) tels 
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A Al 
que da € P'(R®,,R) et MH_, (G) le quotient de MHA,(G) par P'(R) (c'est 

donc un sous-A'-module de P{R)/P'(R) ). ) 

Posons enfin MA' (Gk) = (M(Gk))A' Il est clair que CWk(Rk) est un 

Dk—module sans FI-torsion. On sait que M(Gk) s'identifie & un sous—Dk—module 

de CWk(Rk) . En outre, si a = (...,a_n,...,ao) EM(Gk) HECWk(Rk) , on voit 

que l'image de a, dans té(k) est nulle et on en déduit (prop. 4.3 du chap. 

III) que a € El\_/I(Gk) . On a donc 1_\_/I(Gk) flECWk(Rk) = EM(GK) 

du corollaire 2 & la proposition 2.3 gque l'application canonique de MA'(Gk) 

et il résulte 

dans CWk A,(Rk) est injective. Nous l'utilisons pour identifier MA‘(Gk) a un 

sous-A'-module de CWk,A'(Rk) . Comme M(Gk) est fermé dans CWk(Qk) , 

MA'(Gk) est fermé dans CWk,A'(Rk‘)""~—'———‘w~w’ 

PROPOSITION 4.1.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A' et soit R son algébre affine. Soit Gk = G®A,k et Rk = R@A,k . 

i) Les A'-modules 7¥,,(G) = {aEP(R)IaaEP'(RéA, R)} et 

MHA,(G) = ?NHA,(G)/P'(R) ne dépendent que de la réduction modulo m 

du coproduit relatif &8 G . 

ii) La restriction de WR : CWk,A' (Rk 

isomorphisme du A'-module topologique MA'(G 

) - P(R)/P(R) & MA'(Gk) induit un 

) sur MH, (G) k 

Démonstration : il est clair que la premiére assertion résulte de la secon- 

de. Montrons (ii). 

Notons al l'application D. -linéaire continue de CW.(R,) dans 
k k' k 

CWk(Rk®kRk) qui a (...,a_n,...,ao) associe 

~ ~ ~ - + ~ -~ 

(va_ ®1,..,8,01) - (Loha o hag) + (L, 18a L., 1Rag) 

et 3 l'application de P(R)/P'(R) dans P(RéAS%)/P'(RéA. R) déduife, par pas- 

sage aux quotients, de l'application 3 définie plus haut. Il est clair que le 

diagramme 
1 1 A 

CWk,A,(Rk) —_— CWkIA, (Rkca]< Rk) 

w 2 W & 
R R®,, R 

P(R)/P'(R) —o—s P(@éA,@\/ P'(gzéA,fi) 

est commutatif. On en déduit que WR induit, par restriction, un isomorphisme 

202 

GROUPES p-DIVISIBLES 

A Al 
que da € P'(R®,,R) et MH_, (G) le quotient de MHA,(G) par P'(R) (c'est 

donc un sous-A'-module de P{R)/P'(R) ). ) 

Posons enfin MA' (Gk) = (M(Gk))A' Il est clair que CWk(Rk) est un 

Dk—module sans FI-torsion. On sait que M(Gk) s'identifie & un sous—Dk—module 

de CWk(Rk) . En outre, si a = (...,a_n,...,ao) EM(Gk) HECWk(Rk) , on voit 

que l'image de a, dans té(k) est nulle et on en déduit (prop. 4.3 du chap. 

III) que a € El\_/I(Gk) . On a donc 1_\_/I(Gk) flECWk(Rk) = EM(GK) 

du corollaire 2 & la proposition 2.3 gque l'application canonique de MA'(Gk) 

et il résulte 

dans CWk A,(Rk) est injective. Nous l'utilisons pour identifier MA‘(Gk) a un 

sous-A'-module de CWk,A'(Rk) . Comme M(Gk) est fermé dans CWk(Qk) , 

MA'(Gk) est fermé dans CWk,A'(Rk‘)""~—'———‘w~w’ 

PROPOSITION 4.1.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A' et soit R son algébre affine. Soit Gk = G®A,k et Rk = R@A,k . 

i) Les A'-modules 7¥,,(G) = {aEP(R)IaaEP'(RéA, R)} et 

MHA,(G) = ?NHA,(G)/P'(R) ne dépendent que de la réduction modulo m 

du coproduit relatif &8 G . 

ii) La restriction de WR : CWk,A' (Rk 

isomorphisme du A'-module topologique MA'(G 

) - P(R)/P(R) & MA'(Gk) induit un 

) sur MH, (G) k 

Démonstration : il est clair que la premiére assertion résulte de la secon- 

de. Montrons (ii). 

Notons al l'application D. -linéaire continue de CW.(R,) dans 
k k' k 

CWk(Rk®kRk) qui a (...,a_n,...,ao) associe 

~ ~ ~ - + ~ -~ 

(va_ ®1,..,8,01) - (Loha o hag) + (L, 18a L., 1Rag) 

et 3 l'application de P(R)/P'(R) dans P(RéAS%)/P'(RéA. R) déduife, par pas- 

sage aux quotients, de l'application 3 définie plus haut. Il est clair que le 

diagramme 
1 1 A 

CWk,A,(Rk) —_— CWkIA, (Rkca]< Rk) 

w 2 W & 
R R®,, R 

P(R)/P'(R) —o—s P(@éA,@\/ P'(gzéA,fi) 

est commutatif. On en déduit que WR induit, par restriction, un isomorphisme 

202 



GROUPES FORMELS LISSES 

~ 

du novyau de Bl sur celui de 3 qui n'est autre que MH, (G,) 
A' AV Tk 

n o @ &N 
Pour tout entier n = 0 , soit C~ = Cwkmk ) = CWk(Rk ) . On a une 

suite exacte de Dk—modules sans- F-torsion 

1 

0 —*M(Gk) — C1 =N C2 

2 1.1 1 1 , N s 
Admettons que FC" N3 C = 3 (FC”) ; le corollaire 2 & la proposition 2.4 

impligue gque la suite 
1 

1 a2 
0 MA'(G]() CA' — CA' 

, 1 
est exacte et MA'(Gk) est bien le noyau de aA, 

2 1.1 1 1 32 
Montrons donc que FC" N3 C™ = 3 (FC") . Pour cela, considérons le 

' A\ 
complexe de Hochschild de G]< a valeurs dans CWk . On voit que le groupe 

des n-cochafnes s'identifie & C" et que l'opérateur bord en degré 1 coinci- 
P 

de avec al . Comme CWk est injectif (th. 2 du §1 du chap. III), on a 

Hi(Gk,C{\?\/k) = Extl(Gk,({'\?\/’k) = 0 . Soit alors a € cl tel que alg = Fb , 

avec b € Cz ; il est clair que 93 a est une 2-cochafne symétrique, et on en 

déduit que b aussi ; on a g(azp) = az(f_k;) = azalg_ = 0 , donc azg =0, 

puisque 'CZ est sans F~torsion ; il existe donc a' € Cl tel que b = alg' 

1 1 
l(FC ) , d'ou le résultat: et on voit que alg = Fb = F(3a") = al(fé') €9 

4.2, Conservons les hypothéses et les notations du n° précédent et posons 

M = M(G,) ; onadonc M_, =M_(G) 
A' ATk 

Notons £A,(G) l'ensemble des o € P(R}) tels que 32ac =0 . Il est clair 

que c'est un sous-A'-module de mfiA,(G) . Notons p(G) l'application composée 

iso. can inclusion can, N proj. - . . £,,(G) mH,,(G) MH,,(G) M,, 

L'image par p(G) de m.S‘,A,(G) est contenue dans mMA, , lui-méme con- 

tenu, avec les notations du n° 2.4, dans M_ [1] puisque (cor. 1l & la prop. 
AI 

2.3) MA'/MA'[l ] est tué par m . Par passage aux quotients, p(G) induit 

donc une application k-linéaire de (G)/m&, (G) dans I\/IA,/I\/IAl [1] : en £A' 

composant avec l'isomorphisme canonique de MA,/MA,[I] sur M/FM (cor. 1 

a la prop. 2.3), on obtient une application k-linéaire 

p(G) @ £,,(G)/mE,,(C) — M/IM . 
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PROPOSITION 4.2.- Soit G wun p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

) . £=£,,(G) et o = p(G) . Alors A' , Posons M = M(Gk 

i) l'application 5 : £m& - M/FM est un isomorphisme de k-espaces 

vectoriels ; 

ii) le A'-module & est libre de rang fini. 

Démonstration : remarquons d'abord que la deuxiéme assertion résulte faci- 

lement de la premiére. Soit, en effet, &et "la sous-algébre étale maximale de 

R ", i.e. l'algébre afiine du quotient GeJE de G ©par sa composante neutre, 

On vérifie aisément que &N P(Ret) = 0 et que fi mnP(R) = P(Ret) On en 

déduit que nfiomn;‘, = (0 , D'autre part, la premiérrcle:%ssertion montre que &/m& 

est un k-espace vectoriel de dimension finie égale & celle de M/IM , i.e. & 

la dimension d de G . Comme & est un sous-A'-module de P(R) , il est 

sans torsion, et £ est un A'-module libre de rang d . 

Posons p = p(G) et N =CW (R,) ; on a donc CW (R,) =N 
kk kA" Tk Al 

Reprenons les notations du §2. On voit facilement que, pour tout (i,j) € Ie , 
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1 j= e v 
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C’l =R , Cz = § ). Soit 3" Cn - Cn 1 l'opérateur bord ; il est clair gue 
+ + + + 

n(m Cn) c mc" 1 et que l'application de CE = Cn/an dans CE 1o c" l/m(l’r1 1 

n a [] 1 A B 
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degré n de la cohomologie de Hochschild de Gk d valeurs dans le complé- 

té formel du groupe additif sur k ; nous le notons encore 

n n n+1 . . 
En outre, l'application » : C - C se prolonge, de maniére unique, 

n+1 
en une application A'~linéaire continue de P(Cn) dans P(C" ") , gue nous no- 

+1 
tons encore 3" ; on voit que 37N =0 et que al : P(R) - P(8) n'est 

autre que l'application 3 

Enfin, nous notons encore oo l'application 

- MHA,(G) 1so. can. M proj. can, mH,,(G) A 
2 

LEMME 4.3.- Soit «' € P'(8) un tenseur symétrique vérifiant 3"a' = 0 . Il 

existe vy € 772HA,(G) vérifiant p(y) € MA' [1] tel que ay= o 

Commengons par montrer comment la surjectivité de 7 se déduit du lem- 

me : comme l'application 

iso. can. 
ettt ettt 

proj, ' MK, (G) —— M, ————»MA./MA.[l] M/EM 

est surjective, il suffit de vérifier que si o € M¥,,(G) , il existe vy € MU, (G) 

vérifiant p(y) € I\/IA,[l] tel que a-v € £, i.e. tel que da = 3y . Il suffit 

d'appliquer le lemme & o' = 30 . 

Avant de démontrer le lemme, commengons par introduire quelques notations : 

soit T l'ensemble des (s+l)-uples d'entiers rationnels i = (io,il,...,is) 

vérifiant 

10 =1, 

i, —e+pj—pj-ISi.£i. , pour 1 <j<g 
i-1 ) i-1 

Pour tout i € I , soit P(‘l")(s) le sous-ensemble de SK = 8 ®A‘ K' for- 

mé des sommes finies d'éléments de la forme )\ocpj ,avec 0<j<s , X €EmI 

et o € 8 ; il est clair que c'est un sous-A'-module de SK . On voit en outre 

B que si i = (io,...,is) et i' = (ib,...,i') sont deux éléments de I ~ véri- 

fiant ij < ilf , pour tout j , alors pPd)(g) c P(i—)(g) ; 

j j-1 
B que si ij = ij_1 - e +pJ - pJ , pour tout j = 1 , alors 

0—1) + pj - je , pour tout j , et, par conséquent, 

p(g) = w0 1pi(g) 

B et que de ces deux résultats on déduit que, pour tout i = (iO,...,i ) €1, 
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¢ in-1 
ona P-(8) cm 0 P'(8) :; en particulier les P—{8) sont contenus dans 

P'(8) 

Le lemme 4.3 va résulter du lemme suivant : 

LEMME 4.4.- Soit i = ( i) €1 . iO""’ls 

i) Soit r le plus petit entier = 0 vérifiant ir = i et soit 

i=1i =is . Posons 

i+1+pJ-pr—(j—r)e , pour r<j<s 

Alors i' = (iO,il,...,iS) €I . 

(1) 
' un tenseur symétrique de P=(S) tel que aza' =0 

in-1 
Il existe vy € m 0 mH 

1 AI 

1) q) 

ii)  Soit «a 

(G) wvérifiant p(y) € MA,[I] tel que 

a' -dy € P 

Commencgons par montrer comment le lemme 4.4 implique le lemme 4.3 

+1 
munissons I de l'ordre induit par l'ordre lexicographique sur z° 

w9 Ona o € P8 =PLE(g) , avec 1% = (1,....p'—je,....0%-se) € T , et 

le lemme 4.4 montre que l'on peut trouver une suite strictement croissante 

_i_O < _i_l < <-l,—n < _Ln+1 < | 

d'éléments de I et des é}iments \SRACTILITA SUTEE de M¥,,(G) vérifiant 

p(Yn) € MA,[l] et vy € m:-(z_]'??ztflA,(G) , tels que | 

o - a(v1+\(2 +...+Yn) € P(i—n l)(S) (on a posé i = (ig,irll,...,irsl) ) 

On voit que le fait que la suite des 1 soit strictement croissante im- 

pligque que la suite des ig tend vers l'infini avec n . Comme les A'-modules 

MA' , MHA' (G) et 7#, (G sont visiblement séparés et complets pour la to- 

pologie m-adique, et comme toutes les applications qui interviennent sont conti- 

nues, on voit que la série de terme général y, converge dans mfiA,(G) et 
(=] 

que o' - 3 2 Yn) = 0 ; comme MA' [1] est un sous-A'-module fermé de 

n=1 
M,, , on a p(ZYn) = Ep(vn) € MA,[I] , d'od le lemme 4.3. 

1l reste & démontrer le lemme 4.4. La premiére assertion se vérifie sans 

difficulté. Prouvons la seconde : 
r 
t 

on voit que toute somme finie de la forme Z)\th , avec les xt dans 
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A' , les Bt dans & et les rt des entiers =r , est congrue modulo m& & 

la puissance p -iéme d'un élément de & . On en déduit que, si 1™ est une 

uniformisante de A' , on peut écrire o' sous la forme 

NS 
o' = TTlBp + B , 

1 
] 

ol B € 8 et ol Bl est une somme finie de termes de la forme (B')p , 

avec B' € § et ou bien j <r et i zij , ou bien j =r et {i' >1i : en 

particulier on voit que ‘Bl € P(L)(S) ; en outre les i' vérifient tous i' > i 

et n_lB € mg . 
1 

. r i . r i 
On a alors o =8P +n¢ lBl et 0 = az(fl ‘o) = BZ(Bp) + az(fl 1Bl) 

Soit B 1'image de B dans 8 = s/mg = Ci Comme rr—lBl € mg = mc? , 
- 2 ~pl 2 ~pl o 

on a az(fl 181) € mC3 et 3°(BP) =0 . Il est clair que 3°(BP) = (52(8))p 

et, comme l'anneau Ci est réduit, on a aZLNB =0 

Posons b = 8 et soit b 1'élément (""O""'O’b—r) de C/\Rfk(sk) . Le 
Ve 

groupe C‘Wk(gk) s'identifie au groupe des 2-cochafnes du complexe de 
. S 

Hochschild de Gk a valeurs dans CWk . S5i l'on note encore 52 l'opérateur 

bord en degré 2 de ce complexe, on voit que azb_r = 0 implique que 

azp_ =0 

T 
Mais o' est un tenseur symétrique et il en est de méme de Bp donc 

aussi de b—r = E ; on voit donc que b est un 2Z-cocycle symétrique. Comme 
2 N . . 1z _ A HS(Gk,CWk) = 0 , il existe un élément c¢ = (""c—n""’CO) € Cwk(Rk) tel que 

Si l'on note ¢' le covecteur 

c' = (""C—n+r""’CO’O""’0) 

(ou ¢, estla composante d'indice -r ), on voit que 

I, _ 
3 ¢! = (""0’""O’b—r’b—r+l""’b0) 

ou les b_j , pour 0 £ j <r-1, sont des éléments convenables de Sk 

Choisissons pour tout n un relévement 6_ de c_ dans R , et, 

pour 0 <j <r-1 , un relédvement 6_, de b . dans & . Si l'on pose 
=) -n-r. n-+r j B 

y' o= Eop Cpn , on voit que v' est un élément de P(R) vérifiant 
n= - . 
Ny r=1 _i.p) 

dy' = p TP + Zop 6P (mod P(9)) 
J: 
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r i, 
Posons y =pmy' ; on a 

A r-1 . 5. . 
dy = neP + ZO pr Jfllbpj (mod prmlP'(S)') 

i= - ) 

Finalement, on peut écrire a' - dy = Bl + 62 + 63 , avec Bl € P(L)(S) , 

r=1 i s ] . 
B, = 2L pr Jfllbp, et B, € prmlP'(S) . Montrons que B et B sont aussi 

dans P(i_l) (8) 

® pour Bz , il suffit de vérifier que i+ (r-jle = i; =i , pour 0 <j <r-1, 

" ce qui ne présente pas de difficultés ; 

J 
8 on voit que B est somme finie d'éléments de la forme )\(B')p , avec 

3 i+re+pl—j 
B eg , O<jss et Nem ©PI° ;i1 suffit donc de vérifier que, 

pour 0<j<s ,ona 1i+/(-je+ pJ > i; , ce qui ne présente pas, non plus, 

de. difficultés. 

. (1) e 1g-1 
On a donc o' -3y € P='(8 . Il reste & vérifier que v € m 

et que oply) € MA.[I] 

r r 
e posons y" =wPy' . On voit que y" € mP P(R) < P(R) et que 

_.r . r r-1  _. r-j j 
ay" = p P 8P + z p Ia® B j)p (mod P'(8)) , donc que y" € MH,,(G) ; 

= - 
i D i Fre—- r 

on en déduit que y = pm Dy" €m o pWZHA,(G) . Des inégalités 

i]. = ij_l—e+pJ —pJ—1 , on déduit que 1 = ir > iO—re+pr— 1 , donc que 

in—-1 

i+re - pr > iO -1, et vy appartient biena m 0 Wzl:lA,(G) 

B Enfin, comme d¢c =h = (""0""’0'b—r) ,ona 3a(Vg = V() =Vb =0 et 
+ 

Ve = (""c—n—l""'c—l) € MG) =M. Ona i-e = p’ - (rtl)e et Miiel) 
+ 

est un objet du difagramme _BI (M) . Si l'on identifie M a 1\/[(r D , on 

- 1 e + 

peut considérer p lrrl ® Vc comme un élément de M],(Lr_el) ; comme 

+1 
r+1 > 1 , l'image de Mi(lle) dans MA' est contenue dans MA' 1] . 1 

suffit alors pour terminer la démonstration de vérifier que p(y) est égal a 

-1 1 

l'image de p nl®y_q dans MA' 

4,3, Soit M un Dk—module sans P-torsion, soit &£ un A'-module et soit 

p: &~ MA' une application A'-linéaire. Comme MA'/MA' [1] est canonique- 

ment isomorphe & M/IM (cor. 1 & la prop. 2.3), le noyau de l'application 

composée 

208 

GROUPES p-DIVISIBLES 

r i, 
Posons y =pmy' ; on a 

A r-1 . 5. . 
dy = neP + ZO pr Jfllbpj (mod prmlP'(S)') 

i= - ) 

Finalement, on peut écrire a' - dy = Bl + 62 + 63 , avec Bl € P(L)(S) , 

r=1 i s ] . 
B, = 2L pr Jfllbp, et B, € prmlP'(S) . Montrons que B et B sont aussi 

dans P(i_l) (8) 

® pour Bz , il suffit de vérifier que i+ (r-jle = i; =i , pour 0 <j <r-1, 

" ce qui ne présente pas de difficultés ; 

J 
8 on voit que B est somme finie d'éléments de la forme )\(B')p , avec 

3 i+re+pl—j 
B eg , O<jss et Nem ©PI° ;i1 suffit donc de vérifier que, 

pour 0<j<s ,ona 1i+/(-je+ pJ > i; , ce qui ne présente pas, non plus, 

de. difficultés. 

. (1) e 1g-1 
On a donc o' -3y € P='(8 . Il reste & vérifier que v € m 

et que oply) € MA.[I] 

r r 
e posons y" =wPy' . On voit que y" € mP P(R) < P(R) et que 

_.r . r r-1  _. r-j j 
ay" = p P 8P + z p Ia® B j)p (mod P'(8)) , donc que y" € MH,,(G) ; 

= - 
i D i Fre—- r 

on en déduit que y = pm Dy" €m o pWZHA,(G) . Des inégalités 

i]. = ij_l—e+pJ —pJ—1 , on déduit que 1 = ir > iO—re+pr— 1 , donc que 

in—-1 

i+re - pr > iO -1, et vy appartient biena m 0 Wzl:lA,(G) 

B Enfin, comme d¢c =h = (""0""’0'b—r) ,ona 3a(Vg = V() =Vb =0 et 
+ 

Ve = (""c—n—l""'c—l) € MG) =M. Ona i-e = p’ - (rtl)e et Miiel) 
+ 

est un objet du difagramme _BI (M) . Si l'on identifie M a 1\/[(r D , on 

- 1 e + 

peut considérer p lrrl ® Vc comme un élément de M],(Lr_el) ; comme 

+1 
r+1 > 1 , l'image de Mi(lle) dans MA' est contenue dans MA' 1] . 1 

suffit alors pour terminer la démonstration de vérifier que p(y) est égal a 

-1 1 

l'image de p nl®y_q dans MA' 

4,3, Soit M un Dk—module sans P-torsion, soit &£ un A'-module et soit 

p: &~ MA' une application A'-linéaire. Comme MA'/MA' [1] est canonique- 

ment isomorphe & M/IM (cor. 1 & la prop. 2.3), le noyau de l'application 

composée 
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1S0. can. M/EM o) proj. 
£ ——M,, —>M, /M, (1] 

contient m& et nous notons p Ifapplication k-linéaire de &/m& dans M/IM 

induite par passage au quotient. 

Notons AZB\' la catégorie dont les objets sont les triplets (£, M, p) 

B ou M est un Dk—module profini sans F-torsion tel que le quotient M/FM 

est un espace vectoriel de dimension finie sur k [ 

B ot & est un A'-module libre de rang fini, 

B ou p est une application A'-linéaire de £ dans MA' telle que l'appli- 

cation k-linéaire 7 : £/m& - M/FM soit un isomorphisme. 

Un morphisme u : (£,M,p) - (£',M',p') de la catégorie A.li' est un cou- 

ple (us,uM) formé d'une application A'-linéaire ug : £ - &£ et d'une appli- 

cation Dk—lin_éaire continue LIVEE M - M' telles que le diagramme 

Ye _— . £ 

u 
M, A ) 

(ol l'on a posé Uy oA T (UM)A' ) soit commutatif. 

I1 est clair que A‘Z, est une catégorie additive. 

La proposition 6.1 du chapitre III et la proposition 4.2 montrent que, si 

G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' , le triplet 

_ , 2 
IM,.(G) = (£,.(G),M(G),p(G)) est un objet de Ay 

Soit maintenant f : G' - G un morphisme de p-groupes formels lisses et 

de dimension finie sur A' ., Par extension des scalaires, f induit un morphis- 

me fk : G}’< - Gk des fibres spéciales, donc une application Dk—linéaire conti- 

nue 1\_/[(fk) : M(Gk) - M(G]L:) . Soit, d'autre part, R (resp. R') 1'algébre affine 

de G (resp. G') ; le morphisme f induit un homomorphisme continu 

* R - R qui se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme continu 

v Ry ® )K 

dans &£(G') . Si l'on note &(f) la restriction de fi’é a &(G) , on vérifie 

Il est clair que fl*é envoie P(R) dans P(R')_et £(G) 

sans difficultés que le couple (£(f),M(f 
14 

AA' . l.e. que le diagramme 

k)) est un morphisme de la catégorie 
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sa) —E o 

5(G) 0(G") l 
M), Y 

M(G,) M(G) 

est commutatif, 

Ceci permet de considérer £MA, comme un foncteur contravariant de la 

catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A' dans f\!a 

On voit facilement que ce foncteur est additif, 

4.4, Nous allons maintenant associer a tout objet (&, M,p) de Ali' un 

foncteur covariant G de la catégorie des A'-anneaux p-adiques dans 
(£, M,p) 

celle des groupes abéliens , en généralisant la construction faite au n° 1.3 dans 

le cas e =1 

Soit & wun tel anneau (nous renvoyons au §3 pour la définition de SK . 

P'(8) , Sk et de l'application W CWk,A'(Sk) - SK/P (8) 

& nous notons NS(S) (resp. Ng(g)) le groupe HomA,(S,SK) (resp. 

HomA,(S,SK/P'(S)) des applications A'-linéaires de £ dans Sy (resp. dans 

SK/P (8) 

cont . , 
nous notons G, (8 le groupe Hom (M,CW_(8,)) des applications D, - M Dy k'K k 
linéaires continues de M dans CWk(Sk) : 

' s 0 s g nous notons cpp 1'application de GM(S) dans NS(S) qui & u EGM(S) 

associe Wg° uA,op ; il est clair que cpp est un homomorphismes de grou- 

pes ; 

g enfin nous notons G(S,M,p)(g) le produit fibré NS(S) XNg(S)GM(S) , ou le 

morphisme de Ng(g) dans NO(S) est celui qui provient de la projection 
£ 

canonique de &, sur SK/P'(S) et celui de G 
K M Ly ol 

Autrement dit un élément de G(J:,M,p)(g) est un couple (u£,uM) ol 

ug L - SK est une application A'-linéaire, Uy M - CWk(Sk) est une 

application Dk—linéaire continue, tel que le diagramme 

Ug 
£ — 

| 
M 

Sy &oi.‘ 
SK/P'(S) 

u ' MA' | o (s /:/v MA ) 8 
Al k,A" %k 
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est commutatif. 

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en 8§ . On voit 

gu'elles sont aussi fonctorielles en (£,M,p) , i.e. que tout morphisme 

u: (£, M,p) - (£,M',p0") induit, de manidre évidente, un morphisme de fonc- 

teurs en groupes de G , dans G 
group (£, M',p) (£,M,p) 

4.5. Dans toute la suite de ce chapitre, nous notons t le plus grand entier 

t n 
tel que p -te £ p -ne , pour tout entier n > 0 (on a donc t=s si 

S s-1 s+1 S s+1 S o 
-p < e <p -p |, t=s+1 si e=p -p ¢ en particulier 

t=0 si 1 <e<p-1 et t=1 si e=p-1). 

Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' . Pour 

tout A'-anneau p-adique & , notons G(8) le groupe des homomorphismes conti- 

nus de ® dans § et, pour tout entier r = 1 , G(mrg) l'ensemble des 

x € G(8) tels que l'image par x de l'idéal d'augmentation de R est conte- 

nue dans mrS . Il est clair que les G(mrS) forment en fait une suite décrois-~ 

sante de sous-groupes de G(8) et que G(S) est séparé et complet pour la 

topologie définie par cette suite de sous-groupes, i.e. que G(8) s'identifie 

canoniquement & lim G(8)/G(m'S) 

Il est clair que G(m& est le noyau de l'application canonique de G(8) 

dans G(8/mg) = Gk(gk) . Comme G est lisse, cette application est surjective 

et G(8)/G(m8 s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en & et en G ) 

Si G est étale, on voit que G(mrS) =0, pour tout r =1, On en dé- 

duit que, si l'on note G° 1la composante connexe de l'élément-neutre de G , 

on a Gim'e) = G%m'y , pour tout entier r = 1 

PROPOSITION 4.5.- Scit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A' et soit § un A'-anneau p-adigque. Pour tout entier r vérifiant 0 <r <t , 

' r r+1 ' 
le groupe G(mP &)/GmP ¢ est d'exposant p 

Démonstration : il est clair que l'on peut supposer G connexe. Soit d 

sa dimension, soit ® son algébre affine et soit Xl'XZ""'X des générateurs 
d 

de 1'idéal d'augmentation : on a donc §& = A'[[Xl,...,Xd]J 

sP 
Soit Ap TR - ol , le p-iéme itéré du coproduit. Il est clair que chaque 
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Ap(Xi) est une série formelle sans terme constant en les 

1® 1 @...é 1 ® Xj  18..81 et que c'est aussi un tenseur symétrique. On 

en déduit immédiatement que l'on peut écrire Ap(Xi) = a, + bi , ol a, est un 

tenseur obtenu par symétrisation d'un tenseur qui est une série formelle sans 

terme constant et ol bi ne contient pas de terme de degré < p par rapport 

a l'ensemble des variables. 

Si l'on note 1 1'endomorphisme de R qui définit la multiplication par 

p , on en déduit que n(Xi) = pai + bi , ol a' =a'{X , X)) et 
i i1t d 

bi = bi(X X ) sont des séries formelles sans terme constant et ou bi ne 1o Xy 

contient pas de terme de degré < p . 

r 
Soit x € GmP' 8) , soit v = px et soit, pour 1 <i <d , x = x(X,) , 

v, = v(Y.) . On a 

On voit que 
r r+1 

' PVPe ~ P bi(xl,.,.,xd) € mP)"s =m g 

et que | 

: e+p’ p'r pai(xl,...,xd) €m g Cm g, 

) ) . r+1 r pr+l 

puisque r <€ t-1 1implique p -p <e . On a donc 14 Em § , pour 

tout 1 , d'el le résultat, 

4.6. Conservons les hypothéses et les notations du numéro précédent et soit 

(£, M,p) = SMA,(G) 

Soit x € G(8) .: c'est un homomorphisme continu de R dans 8§ et il 

se prolonge de maniére unique en un homomorphisme continu de éin dans 3K; 

par restriction &8 £ , on obtient une application A'-linéaire XS : £ - SK. , 1.e. 

un élément du groupe N.Sf,(g) défini au numéro précédent, 

Notons cpé(g) : G(8) - NS(S) l'application qui &8 x associe Xo Pour 

tout o € £ , da =0 , par conséquent AG = a® 1 + 1®a et on en déduit que 

(8) est un homomorphisme de groupes. En outre il est clair que cpé(%) est 
ie 
fonctorielle en 8§ et en G 

Enfin, nous notons N;(S) le groupe des applications A'-linéaires de £ 

1 t 
dans mP g . On a N(S)CN(S)CNS(S). Si t=0, i.e. si e <p-1, 0 

£ £ 
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ona P'(8) =ms et N;(S) - Ng(S) 

PROPOSITION 4.6.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

t 
A' et soit & un A'-anneau p-adique. Si x € GmP'8) , alors 

mé(g)(x) = X € N;(S) et 1'application cpG(S) induit, par restriction, un iso- 

t 
morphisme de GmP 8 sur N;(S) 

Démonstration : il est clair que l'inclusion de G° dans G induit un 
t t 

isomorphisme de SA,(G) sur SA,(GC) . Comme GmPg) = G°mP g , on voit 

que l'on peut supposer G connexe. 

On voit que tout élément o de P(R) peut s'écrire (de maniére non uni- 

que) sous la forme 

o= 2om ( 2p a ) , 
i=0 -n,1 n: 

ol ™ est une uniformisante de A' et ol les &—h i € R . 

Soit oal,o,z,...,oad une base de & sur A' et écrivons chaque OL]. sous 

la forme 

e-1 ./ = . n -n 

n=0 -n,l J i=0 

avec les OL(]) . ER . 
-n,i 7 

Il résulte facilement du fait que 3(G) : £/m& - M/FM est un isomorphis- 

me que, si l'on pose Xj = ong’)o , alors Xl’XZ""’Xd forment. un systéme de 

coordonnées pour R , i.e. R = A'[[Xl,Xz,...,Xd]] et les G'(—Jr)l,i sont des sé- 

ries formell|es en les X]., a coefficients dans A' . On voit que, quitte & chan- 

ger les OLE)J,)l , on peut supposer que les XJ. sont dans l'idéal d:'augmentation. 

On doit alors avoir «,(0,0,...,0) = 0 et on en déduit facilement que l'on peut 

choisir les a(—jr)1 ; pour que ce soit des séries formelles sans terme constant 

NG 4 - o ) g0 (si 8l = oc_nli(O,...,O) , il suffit c?e remplace.r chaquel 7P (on_n’i) , qui 

est l'limage par VGR du' covecteur oni(]) = (""a(—]r)l,i""'aé],)i) € CW(R) , par 

VGE%(CLi(])—(""a(—Jr)1,i""’a(()J,)i)) ). 

LEMME 4.7.- Soit r un entier = pt et soit bl'bz""’bd des éléments de 

mrS . Alors, pour 1 <j <d , 

r+1 
onj(bl,bz,...,bd) (mod m " 8) i 

N
 

Démonstration du lemme : fixons l'entier j et posons 
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_ () o _ b—n,i = a_n’i(bl,bz,...,bd) (en particulier, on a bO,D = bj ). Comme 

o k%o x n Ky ) est une série formelle sans terme constant, b ., Em & ; 
—il, d -n,i 

n r n i -n pn i—ne+rprl 
on a donc b?n.EmpS et mp b € m : g . On a 

/1 -n,i1 

+t .ot 
i—ne+rprl = r+i+r(pn—l)—ne > r+i+(pn —pt—ne) . Il suffit de vérifier que 

i+(prl t—pt—ne) > 1, sauf si i =n =0, ce qui ne présente pas de difficulté, 

Fin de la démonstration de la proposition : pour tout entier r = 1 , l'ap- 

plication qui & x € G(mrS) associe le d-uple (al,az,...,ad) , avec aj =x(Xj) 

définit une bijection entre G(mrg) et (mlrg)d , et l'on voit que 

xL(ocj) = aj(al,az,...,ad) 

En appligquant le lemme pour r = pJC et bj = aj , on voit que si 
t 

x € GmP'8) , on a bien X € Nllj(g) 

t t 

Comme GmP g = lim G (mP S)/G(mrg) , il suffit, pour démontrer la deuxié- 

me assertion de vérifier que, étant donné un d-uple (al,az,,,.,ad) d'éléments 
t t 

de mP & , il existe, pour tout entier positif r , un élément x_ € GmP g , 

) . r+1 r+1 
uniquement déterminé modulo G{m ~§) tel que xr(onj) = a]. (mod m " 8) , pour 

tout j 

On procéde par récurrence sur r 

. . . t 
B c'est clair si r < p 

t 

B Supposons r = pJE et soit x 1 € G(mp g) tel que xr_l(aj) = aj (mod m' 8) 

aj -~ b, . L'élément Xr cherché doit étre 

de la forme X=X +y , avec vy € Gm's) . Comme 

- 

pour tout j . Posons xr_l(ocj) 

r+1 
+ ) = (o) + a,) , on doit i a,) = b, {(modm ) . L 1 Y)(OtJ) Xy J) v( ]) o it avoir y( J) J ( )r+1 e 

lemme montre que pour cela il faut et il suffit que y(X],) = b]. (modm ~8) , 

(% 

ce qui montre l'existence et l'unicité de vy , donc aussi de X modulo 

r+1 
Glm ~8) 

COROLLAIRE, - Sous les hypothéses de la proposition 4.5, 

t 

i) le groupe C(mP &) est sans torsion ; 

ii) le sous-groupe de torsion Gtor(mg) de G(m8) est le noyau de la 

restriction de cpé(g) 34 G(m8) et son exposant divise p ; 

iii) le sous-groupe de torsion Gtor(S) de G(8 est le noyau de cpé(S) 
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Démonstration : 

torsion. 

Comme N _(8) est sans torsion, G 1r(mS) est contenu dans le novyau de £ to 
la restriction de cpé(%) . Réciproquement, soit x € G(mS tel que Xo = 0. Il 

t 
résulte de la proposition 4.4 que ptx € GmP g ; comme (ptx)£ = ptxs =0, 

t N , . 
ona px =10, d'ol l'assertion ii). 

On voit de méme que Gtor(g) < ker cpé(g) . Réciproquement, soit 

x € ker cp£(8) . i.e. tel que x_, =0 . Comme G(%)/G(m8) est isomorphe & G iy 
Gk(Sk) qui est un groupe de p-torsion, il existe un entier i tel que 

plx € G(mS) . Comme (plx)£ = plx£ =0, on a pt(plx) = pt x = 0 et 

x € Gtor(g) 

4.7. Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A . Notons 

Gf le foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux p-adiques qui, a 

tout A'-anneau p-adique S , associe le groupe Gf(g) = G(8) . La correspon- 

dance G P Gf peut étre considérée, de maniére évidente, comme un foncteur 

covariant additif de la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension 

finie sur A' dans celle des foncteurs en groupes sur les A'-anneaux p-adiques, 

On voit facilement que ce foncteur est pleinement fideéle et nous 1'utilisons pour 

identifier la premiére de ces catégories & une sous-catégorie pleine de la secon- 

de. Autrement dit, dans la suite nous écrivons G au lieu de G . 

Pour tout p-groupe formel lisse et de dimension finie G sur A' , si 

(£,M,p) = £MA,(G) , nous posons G = G Nous nous proposons de 
(£, M, p) 

construire deux morphismes de foncteurs en groupes 

cpG : G - G et 

= pt-id et = pt-id— . tels que | G cpG,c LLIG e c° %g 

Soit  § wun A'-anneau p-adique. On a défini au numéro précédent un ho- 

momorphisme (:pé(g) : G(g) - NS(S) . Si maintenant x € G(8 , notons X, son 

image dans G (Sk) = G(8)/G(mg) . On sait (prop. 6.2 du chap. III) que le grou- k 

pe Gk(Sk) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en 8 ) au groupe 
cont _ . . HomDk (M,CWk(Sk)) = GM(S) : notons Xy l'image de Xy dans GM(S) 

(rappelons que X est la restriction & M de CWk(xk) : CWk(fiik) - CWk(Sk) ). 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

8 qui & x associe x est un homomor— M(g) : G(8) - G M pge 
phisme de groupes. 

L'application 1\/[( 

PROPOSITION 4.8.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A" et soit (&, M,p) = £MA,(G) . Soit & un A'-anneau p-adique. Pour tout 

x € G(8) 1'élément QpG(S)(x) :_(XJZ'XM) de NS(S)XGM(g) appartient & G(8) 

L'application cpG(S) 1 G{(8) - G(8) ainsi définie est un homomorphisme de grou- 

pes, fonctoriel en § ; son novau est le sous-groupe de torsion Gtor(mg) de 

G(ms) § 

Démonstration : dire gque (X£,XM) € G(8) revient a dire que le diagram- 

me 
X 
£ 

0 l i SK/P (8) 

M,A w 
M, CWkIA, (gk) g 

est commutatif, ce qui résulte immédiatement des définitions. 

Le fait que (8) est un homomorphisme de groupes (fonctoriel en § ) 
“G 

résulte de ce que les applications £(S) et gog(g) sont toutes les deux des e 
homomorphismes de groupes (fonctoriels en & ). 

Enfin, le noyau de cpG(s) est formé des x € G(S). tels que Xo = 0 et 

X = 0 . La deuxidme condition est équivalente a X, = 0 , donc & x € G(m9) . 

Le corollaire & la proposition 4.6 montre alors gque XJZ = (0 équivaut a 

x € G (m9) 
tor 

Construisons maintenant LLrG : soit u = (uS,uM) € Gl(s) . Soit 
| 

u, € Gk(gk) l'image de uy, par 1'isomorphisme canonique de GM(S) sur f 

Gk(gk) . Choisissons un élément x de GI(8 qui reléve Uy (un tel élément 

existe toujours car G est lisse). Si cpG(S)(X) = (XS,XM) , on voit que 

XM = uM et que XS = u£ (mod P'(8)) (i.e. qui pour tout o € & , 

Xo () = u£(OL) (mod P'(8)) )} puisque (XS,XM) € G(8) 

t t t T t., L~ . . 
On a (px)s = PX, donc (px)S = pu, (mod p P'(8)) , d'ou on déduit 

t t t -t 
que (p x)£ =p ug (mod ) puisque P'(8 < mP "*®g | Autrement dit 

(ptx)s - ptus € N;(S) et, d'aprés la proposition 4.6, il existe un élément 
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t 
t 

v € GmP 8) et un seul tel que Vo = (ptx)£ - ptu£ . Sil'on pose z =px-V, 

. _ t _ t 
on voit que 2o = (p x)£ Ve pug . 

P 
PROPOSITION 4.9.- Avec les hypothéses et les notations qui précédent, 1'élé= 

ment 2z € G(S) ne dépend pas du choix du relévement =x de Uy - L'applica- 

tion \UG(S) : G(Y) - CG(8) qui & u = (uS,uM) associe 2z est un homomorphis— 

me de groupes, fonctoriel en § . On a \hG(S)ocpG(S) = pt.idG(S) et 

— t 3 QpG(S)o \\JG(S) =p 'ldG(S) 

Démonstration : soit X' un autre relévement de x . On a x' = % ____________ t 

(mod G{mS8)) et, d'aprés la proposition 4.4, ptx' = ptx (mod GmP &) . Si v 
t 

est l'unique élément de GmP & tel que (ptx') = ptu£ , et si _'Y' 

t t t < £ t . 
z' =px'-y' ,onadonc z'-z=(px'-px)-y' +y € GmP g et 

(z'-2z) ., =0, d'od =z s -z =0 , ce qui prouve la premiére assertion. 

Les autres assertions sont alors évidentes. 

4.8, On a le résultat suivant qui généralise le théoréme 1 

THEOREME 2.- Si e < p-1 , le foncteur SMA, induit une anti-équivalence 

entre la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A' 

et la catégorie Ai, 

La démonstration de ce théoréme est entidrement analogue & celle du théo- 

réeme 1. Donnons-en les grandes lignes 

soit G et G' deux p-groupes formels lisses et de dimension finie sur 

A' et soit (& M,p) = =S‘ll\/IA,(G) , (&, M',p") = SMA,(G') . Tout morphisme 

n: (£,M,p) = (£,M',p') induit de manidre évidente un morphisme a* de 

G' =G dans G = G . Comme e <p-1, ona t=20, et ~ (£, M, o) B (£,M, ) o P 
les morphismes \bG : G - G et cpg, : G' - G' sont des isomorphismes., Si 

on pose n* = \bGofi*o Por G' - G , on vérifie immédiatement que 

SMA,(n*) = n et la pleine fidélité s'en déduit. 

Il reste a vérifier que S;MA, est essentiellement surjectif., Pour cela, 

soit (£,M,p) un objet de [\i, . Choisissons un p-groupe formel lisse Gk 

sur k dont le module de Dieudonné 1\/[0 = 1_\_/I(Gk) est isomorphe &8 M (un 

tel groupe existe et est unique, & isomorphisme prés,d'aprés la prop. 6.1 du 

chap. III) ainsi qu'un isomorphisme i de M sur MO 
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Soit R l'algébre affine de le et choisissons un A'-anneau spécial R 

gul reléve R . Choisissons enfin un isomorphisme 1 de & sur un sous-A'- 

module 'S:O de P{R) tel gque le diagramme 

1 £ -8, © ~ P(R) &oj.‘ | 

pl /P(R)/mse | 
i 
A _ W 

M,, (MO)A, e Cwk,A,(&) R 

soit commutatif (rappelons que, comme e < p-1 , ona P'(R) = mf ). Enfin, 

l'application A'-linéaire Lopet de 'SO dans (MO)A, notons o 

Pour tout A'-anneau p-adique & , notons XR(S) I'ensemble des homo- 

morphismes continus de ® dans § . 

Si x € XR(S) , X se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme | 

continu de é;n dans SK ; nous notons x£ sa restriction & £O et 

0 
KXo, & - 8 1I'application A'-linéaire composée x_ o 1 
£ K 'SO 

De méme x induit un homomorphisme continu X, R - Sk donc une ap- 

plication Dk—linéaire continue CWk(xk) de CWk(R) dans CWk(Sk) : nous 

notons XMO sa restriction & 1\/[O et XM M - CWk(Sk) 1'application Dk— 

linéaire composée Xl\/[ o1 , Il est clair que le théoréme résulte alors du lemme 
0 

suivant : 

LEMME 4.10,.- Pour tout x € XR(S) , [x 

) de X,(8) dans G 

)(8) . L'application PRESYURS G M, p 
x = { )(S) est bijective. ERS Vi (£, M, 

Il s'agit d'une généralisation du lemme 1.3 et la démonstration se transpo- 

se sans difficulté. 

Remarque : notons /\2, (resp. AX,) la sous-catégorie pleine de [\i, dont les 

objets sont les triplets (L,M,p) , avec M ‘“connexe" (resp. "unipotent") (cf. 

n® 1.2). Par une généralisation sans difficultés des raffinements utilisés pour 

e =1 et p=2, on démontre que, si e = p-1 (et, bien sdr, aussi si 

e < p-1), la restriction de SMA, a la catégorie des p-groupes formels lisses 

et connexes (resp. unipotents) de dimension finie sur A' induit une antiéquiva_— 

lence entre cette catégorie et la catégorie AZ, (resp. AX,) 

4.9, Lorsque e = p-1 , le foncteur SMA, n'est plus essentiellement surjec- 
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i 
A _ W 

M,, (MO)A, e Cwk,A,(&) R 

soit commutatif (rappelons que, comme e < p-1 , ona P'(R) = mf ). Enfin, 

l'application A'-linéaire Lopet de 'SO dans (MO)A, notons o 

Pour tout A'-anneau p-adique & , notons XR(S) I'ensemble des homo- 

morphismes continus de ® dans § . 

Si x € XR(S) , X se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme | 

continu de é;n dans SK ; nous notons x£ sa restriction & £O et 

0 
KXo, & - 8 1I'application A'-linéaire composée x_ o 1 
£ K 'SO 

De méme x induit un homomorphisme continu X, R - Sk donc une ap- 

plication Dk—linéaire continue CWk(xk) de CWk(R) dans CWk(Sk) : nous 

notons XMO sa restriction & 1\/[O et XM M - CWk(Sk) 1'application Dk— 

linéaire composée Xl\/[ o1 , Il est clair que le théoréme résulte alors du lemme 
0 

suivant : 

LEMME 4.10,.- Pour tout x € XR(S) , [x 

) de X,(8) dans G 

)(8) . L'application PRESYURS G M, p 
x = { )(S) est bijective. ERS Vi (£, M, 

Il s'agit d'une généralisation du lemme 1.3 et la démonstration se transpo- 

se sans difficulté. 

Remarque : notons /\2, (resp. AX,) la sous-catégorie pleine de [\i, dont les 
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et connexes (resp. unipotents) de dimension finie sur A' induit une antiéquiva_— 

lence entre cette catégorie et la catégorie AZ, (resp. AX,) 

4.9, Lorsque e = p-1 , le foncteur SMA, n'est plus essentiellement surjec- 
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tif, ni méme, en général, pleinement fidéle. Toutefois, on a le résultat suivant : 

PROPOSITION 4.11.- Soit G et G' deux p-groupes formels lisses et de di- 

mension finie sur A' . L'homomorphisme canonique du groupe Hom(G',G) dans 

Hom(SMA,(G),SMA,(G')) est injectif et son image contient 

pt.Hom(SM o (G). 5, (G) 
Démonstration : soit ® l'algébre affine de G . Il est clair que si 

a € P(R) , alors da € Q,,(R) (on a identifié le module des A'-différentielles 
A 

continues (R) de R & un sous-module du module des K'-différentielles 

continues de l'anneau fiin ). Il résulte immédiétemen‘c de la proposition 4,2 et 

de l'isomorphisme canonique entre U /A et té(A') (cf. prop. 8.1 du chap. I) 

que l'application qui &8 o associe da induit, par restriction a £A,(G) , un 

isomorphisme de JZA,(G) sur wG/A' : il est clair que cet isomorphisme est 

fonctoriel par rapport & G 

Soit alors f un morphisme de G' dans G et soit f : G -G le 
k k k 

morphisme induit sur les fibres spéciales. Supposons que 

m Il résulte de ce qui précéde que &(f) = 0 implique que l'application A'- 

linéaire de w dans induite par f est nulle : on en déduit W 

facilement que le novau de f contient la composante neutre G' de G' , 

donc que f se factorise & travers le quotient G'e = G'/G'c qui est un 

groupe formel étale. 

m Comme le foncteur M est fidéle, M(fk) = 0 implique fk =0 ; on en 

déduit facilement que l'image de f{ est contenue dans la composante neutre 

c 
G de G 

On voit donc que f se factorise & travers un morphisme d'un groupe éta- 

le dans un groupe connexe et est donc bien nul. 

Soit maintenant n € Hom(SMA,(G),S,MA,(G')) et soit m* le morphisme de 

G' dans G induit par n ;si n¥*= LbGo—fi*ocpG, , on vérifie immédiatement 

que SMA,(n*) = ptn et la deuxiéme assertion de la proposition s'en déduit. 

Remarque : on peut montrer que, si e < 2(p-1) , la restriction de SMA, a la 

catégorie des p-groupes formels lisses et connexes, de dimension finie sur A', 

est pleinement fidéle., Ceci n'est plus vrai, en revanche, si e = 2p-1 (méme 
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en se restreignant aux groupes p-divisibles). 

§5.- Groupes p-divisibles sur A’ 

On conserve les hypoth&ses et les notations des trois paragraphes précé- 

dents. 

5.1. Notons Hi, la catégorie dont les objets sont les couples (L,M) 

2 o M est un D, -module profini sur lequel l'action de F est injective, tel 
k 

que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur k ; 

B ol L est un sous-A'-module de MA' tel que l'application de L/mL dans 

MA,/MA,[l] (= M/FM) déduite, par passage aux quotients, de l'inclusion 

de L dans MA' est un isomorphisme. 

Un morphisme u : (L,M) = (L',M') de la catégorie He est une appli- 
Al 

cation Dk—linéaire continue de M dans M' telle que Uy (L) < L' (o0 

Ups o MA' - I\/I'A, est l'application déduite de u par fonctorialité). 

I1 est clair que la catégorie Hi, est additive. 

Nous notons Hi, la sous-catégorie pleine de H/i' dont les objets sont 

les couples (L,M) tels que M est libre de rang fini sur A et L est li- 

bre sur A' (si e < p-1 , I\/IAl est sans torsion et la deuxieme assertion 

résulte de la premiére). 

Si G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' , nous 

notons LA'(G) l'image de SA,(G) dans MA,(Gk) par l'application p(G) . 1l 

résulte du n° 4.3 que le couple LMA,(G) = (LA,(G),I\_/I(Gk 

1 
HA' . On peut, en fait, de maniére évidente, considérer LMA' comme un 

foncteur contravariant additif de la catégorie des p-groupes formels lisses et de 

))  est un obijet de 

dimension finie sur A' dans H 
Al 

PROPOSITION 5.1.- Si G est un groupe p-divisible sur A' , LMA,(G) est 

un objet de Hz, . De plus 

i) si e < p-1 , la restriction de LMA' 4 la catégorie des groupes p- 

divisibles sur A' induit une anti-équivalence entre cette catégorie et 

d 
HA' ; 
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ii) si G et G' sont deux groupes p-divisibles sur A' , l'homomorphis- 

~ (G),LMA.(G')) est in- 

(@), 1M, ,(G") 
me canonigue de Hom(G',G) dans Hom(LM 

jectif et son image contient p Hom(LM 
Al 

Démonstration : si G est un groupe p-divisible sur A' , Gk est un 

groupe p-divisible sur k et M(Gk) est un A-module libre de rang fini (prop. 

6.1 du chap. III). On voit alors que montrer que LMA.(G) est un objet de 

HA' revient & vérifier que 1l'application p(G) est injective. Si elle ne 1'était 

pas, on voit que l'on pourrait trouver un élément non nul o € P'(R) tel que 

~ 
da =aoa®1 + 1 é o . On voit que, quitte & multiplier o par une puissance 

convenable d'une uniformisante de A' , on peut supposer que o € R et 

o« £ mR . L'image de o dans l'algebre affine de G]< définirait un homomor- 

phisme non nul de Gk dans le groupe additif, ce qui n'est pas possible puis- 

que Gk est p-divisible. 

L'assertion (i) résulte alors trivialement du théoréme 2 (n°® 4.8) et l'asser- 

tion (ii) de la proposition 4.11. 

5.2. Soit K[F,V] 1l'anneau (non commutatif si k # _P_p) K® D, = K& AlF,v]. 
ATk A 

Si M est un Dk—module, le K-espace vectoriel 1\/[K = K@AM est, de maniére 

évidente, un K[_lj,_\[] -module & gauche : la correspondance M b MK est foncto- 

rielle. 

Notons Hd la catégorie dont les objets sont les couples (L 
K MK) K"’ 

8 ou MK est un K[f,y]—module & gauche qui est un espace vectoriel de di- 

mension finie sur le corps K 

B ol LK' est un sous-K'-espace vectoriel de MK' = K' ®K MK . Un morphis- 

) o (T \ Ao d o me u : (LK"MK) (LK,,MK) de la catégorie HK' est une application 

K[F,V]-linéaire de MK dans MK telle que uK,(LK,) c LK' (on a noté 

u M, - M! l'application déduite de u par extension des scalaires), 
Kr - K K 

Il est clair que Hd est une catégorie additive. Kl 

Enfin, on a un foncteur additif évident de la catégorie Hz, dans Hg, 

& tout objet (L,M) de Hi, , on associe le couple (LK"MK) 

B ol MK = K®AM : 

B et ol LK' est l'image dans MK' = K ®K1\/IK de K ®A'L (d'aprés la propo- 
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). sition 2.1, M., s'identifie canoniquement & X' 8 M 
AI 

En composant la restriction de LMA' a la catégorie des groupes p-divi- 

sibles sur A' avec ce foncteur, on obtient un foncteur contravariant additif 

LMK' de la catégorie des groupes p-divisibles sur A' dans Hg, 

PROPOSITION 5.2,- Scoit G et G' deux groupes p-divisibles sur A' . L'ho- 

momorphisme canonique de Hom(G',G) dans Hom(LMK,(G),LMK,(G')) est in- 

jectif et induit, "par extension des scalaires, un isomorphisme de 

CDp® Hom(G',G) dans Hom(LM (G),LMK,(G')) (autrement dit LM , consi- 
Z K! K' 

p 

déré comme un foncteur contravariant de la catégorie des groupes p-divisibles 

sur A' "a isogénies prés" dans HK‘ , est pleinement fidéle). 

Démonstration : il est immédiat que Hom(LM, , K (G),LM ____________ : A A 

(G) ,LMK, (G')) s'identifie' canoniquement 

(G")) est un Zp— 

module sans torsion et que Hom(LMK, 

a CDp ®Zp Hom(LMA,(G),LMA,(G')) . La proposition résulte alors de l'assertion 

(i1} de la proposition 5.1, 

5.3. Soit G un groupe p-divisible sur A' . Nous allons donner une interpré- 

(G),M_(G)) en terme de "fonctions analytiques". tation de LM, (G) = (LKI ¥ 
KI 

Soit ® l'algébre affine de G ., Il est clair que K®AR = K' ®A,R (resp. 

o p— [] I~ '] 1L _ ~an 

K®A (R@A, R) =K ®A' (R@A, R®)) s'identifie au sous-anneau de RK (resp. 

(RéA, R)En) formé des a tels que pna € R (resp. R@A,R) pour n 

assez grand. On voit que l'on a aussi X' ®A' R =K®& P(R) et 
A 

K'®,, (S%@A. R) = K P (R®A. R) 

En reprenant les notations du n° 4.1, on voit alors que 

an S 

s'identifie au sous-K'-espace vectoriel de Rin formé des o € K' ®A' P(R) tels 

que 3o € K' ®A‘ (RS R) et que K' ®A' MHA,(G) s'identifie au quotient 

MH_, (G) de 772&1;?(@) par K' ®A' R . Il est clair que 1l'isomorphisme de 

M, (G,) sur MH, (G) défini au n® 4.1 induit, par extension des scalaires, un AV Al 
isomorphisme de M,,(G) = K'® M_(G) = K'®,, M, ,(G,) sur MH;,H(G) 

K! KK k 

Si l'on note SZ?(G) le K'-espace vectoriel formé des o € K'® 6 P(R) 
A 

tels que o0 = 0 et L;I,Q(G) 1'image de °S:EI,I(G) dans MHE?(G) , on voit 
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tout de suite que L;n(G) est aussi l'image de LK’ (G) par l'isomorphisme ca- 

nonique de MK'(G) sur MH;?(G) 

Montrons, pour terminer, que, dans la définition de MH 
an ~an LK' (G) , on peut remplacer K ®A' P(R) par Ry 

PROPOSITION 5.3.- Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit R son al- 

gébre affine. Si o € R;“ vérifie 3o € K'®,, (@éA, R) , alors « € K'®,, P(R) 

Plus précisément : 

Démonstration : il est clair qu'il existe un entier n tel que 

a(p"a) € RéA,R ot P'(RéA, R) . Avec les notations du n° 4.2, on voit que 

a(pna) est un tenseur symétrique de P'(R@A, R) vérifiant az(a(pna)) =0 

D'aprés le lemme 4.3, il existe donc y € P(R) tel que 3y = 3(p a) . Quitte 
s - : ] a remplacer & par a-p Y , on voit que 1'on peut supposer Jque o = 0 

Soit alors ¢ : R - A' 1'homomorphisme d'augmentation et soit 
san an - R i - eK PR X Soit I le noyau de ¢ et IK ce 

lui de EK . On voit facilement que 2da = 0 implique que a € IK et que 

l'application qui &8 B € £1a<,n(G) associe son image modulo Ilz< définit un iso- 
an 

morphisme de SK' (G) sur IK/IIZ< . Pour achever la démonstration, il suffit donc 

d'établir le lemme suivant : 

~ 

- K' son prolongement & ® 

LEMME 5.4.- Soit a € IIZ< .S d=0, alors a=0. 

Démonstration : il est clair que I/I2 est un A'-module libre de rang la 

dimension d de G et que IK/IIZ< s'identifie & K' ®A' (I/IZ) . Soit 

Xl’XZ""'Xd des éléments de R qui relédvent une base de I/I2 . On voit 
. , r ,r+1 , AP facilement que, pour tout entier r > 1 , IK/IK s'identifie & l'espace vecto- 

riel des polynémes homogénes de degré r en les Xi a coefficients dans K' 

et que AXi = Xié 1+ léXi (mod IK®IK) . Il résulte alors facilement de la 

broposition 10.4 du chapitre I que si r > 2 est tel que a € III;: , alors 
+1 

o € IrK ; autrement dit a € N Ilr< . 
0 relN 

Notons le facteur local de R correspondant & 1'élément-neutre et 

(@;n)o " la composante de é;n correspondante. Il est clair que o € flIIr< re- 

vient a dire que la composante a de o dans (é;n)o est nulle, 

Soit AC I'anneau des entiers du complété C d'une cléture algébrique 
. ‘ _ cont . San | o de K' . Pour tout x € G(AC) = Hom (R,Ac) , notons  x Ry C 1l'ap 

plication qui prolonge x . Il est clair que l'application gui & x € G(AC) as- 
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socie x(a) définit un homomorphisme de G(AC) dans le groupe additif de C . 

Pour tout x € G(AC) , il existe un entier n tel que pnx € GC(AC) , autre- 

ment dit tel que 1'application pnx se factorise a travers la projection de R 

sur RO : on a alors (prx)K(a) = 0 (puisque OLO =0 ), donc pr.xK(on) =0, 

d’ol xK(OL) = (0 , pour tout x € G(Ac) . On en déduit facilement que ceci im- 

plique que o = 0 . 

Remargue : soit AC l'anneau des entiers du complété C d'une cléture algé- 

brique de KXK' . Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit N l'unique 

sous-schéma en groupes fermé fini et plat de G tel que N(AC) =G (mA) 

On a un diagramme commutatif 

0 — N(AC) _ G(AC) — (G/N)(A) — 0 c 
I I 

0 _.’Gtor(mAC)_»G(AC) — G(A.) 
C 

dont les lignes sont exactes. Comme (G/N)(AC) est un groupe p-divisible 

) est contenu dans l'image de G(A.) , 
212 , t— 

(au sens élémentaire) et comme p G(AC c 

on voit que (G/N)(AC) = ptC—S(AC) . La connaissance de LMA,(G) détermine 

donc (G/N)(Ac) , donc aussi, d'aprés le théoréme de pleine fidélité de Tate, 

le groupe p-divisible G/N . 
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CHAPITRE V 

COMPLE MENTS 

§1.- Le module de Tate. 

On conserve les notations des chapitres III et IV. On note B un anneau 

qui est soit k , soit A' (ce qui comprend le cas B = A = W() lorsque 

e =1). On note C le complété d'une cléture algébrique K' de XK' et A 
C 

l'anneau des entiers de C . 

1.1. Soit G un groupe p-divisible sur B et soit R son algébre affine. 

Pour tout B-anneau topologique S , on note G(S) le groupe des homomorphis- 

mes continus du B-anneau R dans S et Gtor(s) son sous-groupe de tor- 

sion. On voit que G(S) s'identifie & 1lim G(S)/p"G(S) , ce qui permet de 

considérer G(S) et Gtor(s) comme des %p—modules. Nous posons 

I(G)(S) = Homy (@ /Z ,G(S)) = Hom, @ /Z .G, (5) , { 

P p 

T_J'_O(G)(S) = Homzp(CDp,Gtor(S)) , 

Uu(G)(8) = Homg (@ ,G(S)) 
p 

Si, pour tout u € U(G)(8) , on pose u(p_n) =u cela permet de consi- 

dérer u comme une suite (uO,ul,...,un,...) d'éléments de G(S) vérifiant 

PU_L g = U - On voit que QO(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie au sous—Zp— 

module de U(G)(S) formé des u tels que ug € Gtor(s) (resp. ug = 0) . On 

voit aussi que QO(G)(S) s'identifie canoniquement a CJ;)p®Z T(G)(S) 

” P 

L'application, qui a8 u associe u,. , définit un homomorphisme de 
0 

U(G)(S) (resp. QO(G)(S)) dans G(S) (resp. Gtor(s)) dont le noyau est T{(G)(S), 

d'ol un diagramme commutatif 

0 — I@G)S) — UGS — G 6) 

H r r 
0 — IG)S) — UG)s) — GI(S) 

dont les lignes sont exactes. Lorsque G(S) est un groupe p-divisible (au 
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sens élémentaire 1), l'application u .- ug es: surjective. C'est en particulier 

le cas lorsque B =A' et S :AC , auquel cas nous posons T(G) = _T_(G)(AC) , 

UD(G) = I_J_O(G)(AC) , U@ = Q(G)(Ac) ; les lignes du diagramme commutatif 

0 —» — [ —_— T(G) UO(G) Gtor(AC) 0 

| f f 
0 — T(G) — UG) — G(AC) — 0 

sont alors exactes. On sait que T(G) , qui est le module de Tate de G , 

est un Z_-module libre de rang fini égal & la hauteur h de G et que, par 

conséquent, UO(G) est un espace vectoriel sur CDp de dimension h 

Remarques : 

1.- Il est clair que les constructions de T(G)(S) , U_(G)(S) et U(G)(S) 

sont, de maniére évidente, fonctorielles en G et en S 

Soit @ : G - G' une isogénie de groupes p-divisibles sur B et soit N 

son noyau. On voit facilement que, pour tout S , les applications 

[_IO(G)(S) - _I_JO(G')(S) et U(G)(S) » U(G')(S) sont des isomorphismes et que la 

suite exacte des Extzp(CDp/Zp,—) donne une suite exacte 

0 — T(G)ES) — T(G')(S) — N() — 0 

(1'application de T(G")(S) dans N(S) peut se définir aihsi : comme G - G 

est une isogénie, il existe un entier r tel que p'G'(S) < Im @(S) ; on en 

déduit que si u = (uO,...,un,...) ¢ T(G')(S) , les u sont tous dans 1'image 

de o(S) ; si fln est un relévement dans G(S) de u, , l'image de u dans 

N(S) est l'image de pnfln pour n suffisamment grand). 

2.- Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit Gk = G®A,k sa 

fibre spéciale., Scit & wun A'-anneau p-adique et soit Sk = S@A, k = 8/ms . 

Notons u - U 1'application canonique de G(8) dans G (8k) . Elle induit un 
k 

homomorphisme de U(G)(g) dans Q(Gk)(g ) qui est, en fait, un isomorphisme : 
k 

@ cet homomorphisme est injectif : si u = (uO,...,u ..) est un élément non 
n'’ 

nul de U(G)(8) , il existe un entier m tel que um;é 0 ; si ® est l'al- 
+ 

gébre affine de G et R 1'idéal d'augmentation, on en déduit qu'il exis- 
) + r+l ) . ) . 

te un entier r tel que um(R ) Zm 8 ; on voit facilement que cela impli- 

: -+ r+l-is . [ que que, pour isr , um_l_i(fi% ) & m g ; on a donc um+r(6%+) Z mg , d'ol 

um_,_r# 0 et l'image de u dans Q(Gk)(gk) n'est pas nulle. 
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@ cet homomorphisme est surjectif : si *t = (to,... ,tn,...) € H(Gk)(gk) . choi- 

sissons, pour tout n , un élément fnE G(8) qui reléve t (c'est tou- 

jours possible car G est lisse) ; on voit que (pfn+1—fn)(R+) Cm3 et on 

en déduit facilement que, pour tout entier n fixé, la suite des pmfn+m 

converge dans le groupe G(8) (qui est séparé et complet pour la topologie 

p-adique) ; si on note u la limite de cette suite, on voit que 

u = (uO,...,un,...) est un élément de U(G)(S) qui reléve t 

Ce résultat nous permettra d'identifier QO(G)(S) et T(G)(8) & des sous- 

Z -modules de U(G, )& ) 
p k' Tk 

1.2. Soit G un groupe p-divisible sur k et soit S un k-anneau (quel- 

conque, mais muni de la topologie discréte). On voit que G(S) est un groupe 

de p-torsion et on a donc U(G)(S) = HO(G)(S) 

Pour tout entier n=0 , soit Gn le noyau de la multiplication par p® 

dans G . Il est clair que T(G)(S) s'identifie & lim Gn(S) , la fléche de 

Gn+1(S) dans Gn(S) étant la multiplication par p , et que U(G)(S) s'iden- 

tifie a lim G (S) , ou l'on a posé G(n)(S) = G(S) , pour tout entier nz=0 , 

(§) dans G 
(n) 

et od la fleche de G (n+1) (n)(S) est la multiplication par p 

Soit M = MI(G) le module de Dieudonné de G . La structure de Dk— 

module & gauche sur M se prolonge, de maniére évidente, en une structure 

de Dk—module sur K®AM . L'identification de M é un sous—Dk—module de 

K®AM permet d'identifier K®AM a lim p ™M , et la multiplication par pn 

définit un isomorphisme de p™™M sur M . La proposition 6.2 du chapitre III 

implique donc le résultat suivant : 

PROPOSITION 1.1.- Soit G un groupe p-divisible sur k et soit M = M(G) 

Soit S un k-anneau. Alors U(G)(S) = _I_JO(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie 

canoniguement, et fonctoriellement en S et en G , au CDp—espace vectoriel 

(resp. au Zp—module) HomDk(KQEAM, CW,(S)) (resp. HomDk((K®AM)/M,CWk(S))) 

des applications Dy -linéaires de K®AM (resp. (K@AM)/M) dans CWk(S) 

1.3. Nous allons maintenant donner une autre description de T(G)(S) et de 

U(G)(S) , lorsque G est un groupe p-divisible sur k et S un k-anneau, 

qui peut parafire plus compliquée, mais qui devrait étre plus commode pour cer- 

taines applications. 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

Pour cela, commengons par introduire les "bivecteurs de Witt". Soit p 

un anneau commutatif quelcongue. Pour tout entier m= 0 , posons 

CWm(j\) = CW(p) et BW(A) = lim CWm(A) , l'application de CWm (pA) dans 
+1 

CWm(/\) étant définie par 

(ceiy@a 4 een s ) — (...,a 
-n -1'¢ 

0 - 

(autrement dit, c'est le décalage). 

On voit que BW  peut étre considéré comme un foncteur covariant de la 

catégorie des anneaux commutatifs dans celle des groupes abéliens. Il résulte 

S 
de la définition de CW(A) que BW(A) s'identifie, en tant qu'ensemble, & 

'ensemble des "bivecteurs" 

yeeesd 4 ..) = (a) (...,8  ,...,8 1 0 2nez -n ~1%0"¢ 

ol les a, pour ne Z , sont dans A et vérifient la condition 

il existe un entier n, et un idéal nilpotent o de p tel gue 

ane a 81 1'lsn0 

Si maintenant A est un k-anneau, on voit que BW(p) peut encore étre 

considéré comme un D -module : si a = (...,8 _,eee,8n,0..,8_4...) € BW(p) , 
k -n 0 m 

on a 

Fa = (...,a" , ab . ,al ) 
-n 0 m 

Va = ('"'a—n—l""'a—l'""am—-l' ) 

hla = (...,o"n(K)a_n,...,)\aO,...,om()\)am,...) , pour tout A ¢k 

Enfin, si p est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet, 

on pose BW(p) = lim BW(A/a) , pour ¢ parcourant les idéaux ouverts de ) ; 

les éléments de BW(p) peuvent encore se représenter, de maniére évidente, 

comme des covecteurs. 

Nous allons d'autre part associer a tout anneau S de caractéristique p , 

un anneau parfait ¥(S) , linéairement topologisé, séparé et complet, de la 

maniére suivante 

pour tout entier r€IN , on pose Sr=S , et ¥(8) = lim Sr , l'applica- 

tion de Sr+1 dans Sr étant 1'élévation 3 la puissance p-iéme (la to- 

pologie de X(8) est la topologie de la limite projective, chaque Sr 

étant muni de la topologie discréte). 
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-n -1'¢ 

0 - 
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S 
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-n 0 m 
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On voit gu'un élément x de K(S) peut se représenter comme une suite 

1214 Lo L p _ 1 ' 
O,Xl,...,Xr,...) d'éléments de S vérifiant Xr+1 Xr , et que I1'addi 

tion et la multiplication se font alors "composante par composante". 

X = (x 

On voit que si S est un k-anneau, K(S8) devient un k-anneau parfait, 

linéairement topologisé, séparé et complet, en posant, pour tout A* €k et tout 

X = (XO,X1 ees ,Xr,.‘..) € K (S) , 

—l(xfx ‘e ,c‘r(x)xr, er) Ax = (A\x,,0 { 
0 

Si a = (...,a_n,...,ao,...,am,...) € BW(#({S)) , alors, pour tout meZ% , 

a peut s'écrire a_ = (a ..) , avec les a dans S et 
m,O'am,l'"'am,r" m,r 

p = 
] : : moe+ - Cmor Nous notons n, l'application de BW(K(S)) dans CWk(S) 

qui & a = (am)mEZ ¢ BW(x(S)) associe (""a—n,O""'a—l,O'a0,0 

clair que ul est Dk—linéaire et nous notons BWO(:}L(S)) son noyau. 

PROPOSITION 1.2.- Scoit G un groupe p-divisible sur k et soit M = M(G). 

) . 11 est 

Soit S wun k-anneau. Alors U(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie canoniguement 

(et fonctoriellement en S et G) & HomDk(M,BW(}a(S))) (res 

HomDk(M ,BWO(}C(S))) ). 

Démonstration : pour tout r¢IN , posons Vr(S) = CWk(S) et soit 

V(8) = lim Vr(S) , l'application de -Vr+1(S) dans Vr(S) étant la multiplication 

Soit n, BW({K (S)) - CWk(S) = Vr(S) l'application qui & 

(...,a ver ;8ngeee 8. ,...) associe (...,a v s @ a ) ; on vérifie F I 7 OI 1 ml 1 _n_'_r'rl Fa _1+r'rl r'r I 

que m est Dk—linéaire et que le diagramme 

n 

BW((S)) r+l 

est commutatif. On obtient donc ainsi une application Dy -linéaire 

n : BW(H(S)) - V(S) 

On vérifie tout de suite que mn est injective. Mais 1 est aussi sur- 

jective : soit b = (Qr)re]N e V(S) , avec p_r € Vr(S) = CWk(S) . Si 

= i p = Qr (... 'b—n feee b ’bO,r) , on voit que b—n—l,r+1 b—n,r , pour tout n 
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et tout r ; on en déduit que b = nla) , avec a = (...,a__,...,a 

...) pour n=z=0 a_, = (b—n,O'b—n—l,l""'b—n—r,r' 

-1 
. p pm 
- lb reees ’ pecey Free a_ (bO,m 0.m bO,m b—l,m+1 bm—s,s ) pour m>0 

Par conséquent, n est un isomorphisme. 

Or, si l'on pose G(r)(S) = G(8) , on a U(G)S) = lim G(r)(S) , la fléche 

de S) dans G(r)(S) étant la multiplication par p . Comme G(r)(S) = G(S)- 
ey 

s'identifie canoniquement (et fonctoriellement) & HomDk(M,CWK(S)) (cf. prop. 

6.2 du chap.lll) = HomDk(M,Vr(S)) , on voit que U(G)(8) = lim HomDk(M,Vr(S)) 

est aussi HomDk(M,li.I_n \4(8)) qui s'identifie a HomDk(M,BW(MS))) en utili- 

sant 1l'isomorphisme n 

Un élément u de U(G)(S) est dans T(G)(S) si et seulement si son 

image dans G(O)(S) est nulle ; si on identifie U(G)(S) a HomDéM,BW(}c(S))), 

on voit que cela revient & dire que nge Y = 0 , donc que ue¢ HomDk(M,BWO(}L(S))). 

1.4. Soit & un A'-anneau p-adique. Notons Res(8) l'ensemble des familles 

= (X(n))nez d'éléments de & , indexées par les entiers rationnels, vérifiant X 

(X(n+1))p = x(n) , pour tout néeZ . 

Soient x = (x )ne% et v = (v )nE% deux éléments de Res(g) . 1l 

: . . . (n+m) _ (n+m), ,Mm 
est clair gue, pour tout entier n fixé, la suite des (x +y )P est | 

convergente dans & ; si l'on note z(n) sa limite, on voit que =z = (z(n))rlez 

est un élément de Res(8) 

On vérifie alors facilement que 1l'on munit Res(g) d'une structure de k- 

anneau en posant, pour X,Y ¢ Res(8) 

(X+Y)(n) = lim (X(n+m)+y(n+m))pm , 
m—+ew 

(xy)(n) - X(l’l)y(n) 

()™ = g7 )X(n) = [Gwn(k)]x(n) , pour tout A€k (on [A] est le 

représentant de Teichmiller de . dans W(k) = A ¢ A') 

Notons ResT (8) le sous-ensemble de Res(8) formé des x tels que 

(0) B 
X € m8& . On vérifie immédiatement que Res (g) est un idéal de Res(g) et 

+ 

A’ N 
que Res(8) est séparé et complet pour la topologie ResA,(S)—adique. 
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PROPOSITION 1.3.- Soit g un A'-anneau p-adigque et soit Sk = S®A,k = $/m§ . 

Les k-anneaux topologigues Res(8) et H(Sk) sont isomorphes, canoniguement 

et fonctoriellement en & . 

~ 

Démonstration : pour tout s &€ & , notons s son image dans & . Si 
____________ o~ —~ k 

¢ Res(s) , on voit que x = (x(o),...,x(n),...) € H(Sk) et il est 

immédiat que l'application X+ X est un homomorphisme continu de Res(8) 

dans (s ) . Si u=(u.,...,u ,...) € ¥(S,) , notons u un relédvement de 
k 0 n k n 

u dans & . On voit facilement que, pour tout entier n fixé, la suite des 

~{n) .m 
ug+m converge dans & vers un élément u , he dépendant pas du choix 

(n)) 
nez 

u - u est continue et que les applications x - x et u - u sont inverses 

des relévements, et que 1 = (U € Res(8) . On vérifie que l'application 

I'une de l'autre. 

Remarque : soit K" un sous-corps du corps des fractions K' de A' conte- 

nant le corps des fractions K de A = W{k) et soit 1'idéal maximal m AII 

de A" . Tout A'-anneau p-adique § peut étre considéré comme un A"-anneau 

p-adique. Les k-anneaux topologiques KX (§/mg)} et K(S/mA,,S) sont canonique- 

ment isomorphes puisqu'ils s'identifient tous deux & Res(8) . Sur Res(g) , 

les topologies Res_, (8)-adiques et Res;”(g)—adiques colincident donc, mais 

(8) est, en général, stricte. 

+ 

+ A’ 
l'inclusion ResA,(g) o ResA,I 

Compte-tenu de la remarque 2 du n°1.1 et de la proposition 1.2, la pro- 

position 1.3 implique le résultat suivant 

COROLIAIRE. - Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit M = I_\_/I(Gk) 

Pour tout A'-anneau p-adique g , U(G)(8) s'identifie canoniquement (et fonc- 

toriellement en & et G) a HomDk(M,BW(Res(S))) 

1.5. Le reste de ce paragraphe est consacré & donner une description de U_(G), 
0 

et plus généralement de LIO(G)(g) pour tout A'-anneau p-adique & , lorsque G 

est un groupe p-divisible sur A' , & l'aide du couple LMK,(G)=(LK,(G),1\/[K(G)) 

défini au n°IV.5.2. 

Commengons par énoncer les résultats (nous les démontrerons dans les 

n°S suivants) 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

PROPOSITION 1.4.- Soit g un A'-anneau p-adique et soit 

S Keg, 8 ®A.S 
K A 

i) pour tout (x ) ¢ BW(Res(8) , 2 pnx(n) converge dans S¢ 
n' nez ne n ‘ 

ii ! i i : BWR - , i A i ii) lappllcez’;l)on bwg (Res(g)) gK qui a (Xn)ne% associe 

2 pnxn , est K-linéaire. 

nez 

THEOREME 1.- Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit (I_,M ) =LM_ (G) 
K'""K K' 

Pour tout A'-anneau p-adigue § , posons SK = K®Ag =K'®,,8 et soit 

b : K B BW(Res(8)) - &, l'application K'-linéaire déduite de bWS par 

(MK,BW(Res (8))) , notons 

w 
s,K' K 

extension des scalaires. Pour tout u € Hom 
K[E,V] 

Uy K ®KMK - K S BW(Res(8)) l'application K'-linéaire déduite de u par 

extension des scalaires. Alors _U_'O(G)(S) s'identifie canoniquement, et foncto- 

riellement en G et 8§ , au sous—@p—espace vectoriel de 

HomK[E,y_] (MK,BW(Res(S))) formé des u tels que uK‘(LK') c ker bWS,K‘ 

Nous démontrerons en fait un résultat plus précis : si G est un groupe 

p-divisible sur A' , notons Gm le plus petit sous-schéma en groupes fermé 

de G tel que, pour tout A'-anneau p-adigue 8§ , Gm(g) est le noyau de 

Gtor(g) - Gk(gk) (i1 revient au méme de dire que c'est le plus petit sous- 

schéma en groupes fermé de G tel gque Gm(AC) est le novau de 

Gtor(AC) - Gk(AC/mAC) . On voit facilement que Gm est un schéma en grou- 

pes fini et plat sur A' et que le quotient G/Grn (dans la catégorie des 

faisceaux en groupes fppf sur A') est un groupe p-divisible isogéne a G 

PROPQSITION 1.5.- Conservons les hypoth&ses et les notations du théoréme 

précédent et soit M = M(Gk) (identifié & un sous—Dk—module de 1\/[K :K®AM). 

, + P 
Soit BW X (Res(g)) le sous—Dk—module de BW(Res(g)) Iformé des (Xn)nEZ 

tels que XI’(T.O) € Resg.(g) pour ns0 . Alors ;[‘_(G/Gm)(S) s'identifie canoni- 

quement, et fonctoriellement en G et g , au sous—Zp—module de 

+ . 
HomDk(M,BW /A (Res(g))) formé des u tels gue uK,(LK,) c ker bWS,K" 

Remargues : 

1.- 8i e<p-1 , ou si e=p-1 et si G est unipotent, on voit (cf. i 

n°1v.4.8) que G_ = 0 , donc que _I_‘(G/Gm)(g) = T(G)(g) 
.\ , 

2.- On voit facilement que BW(Res(8)) s'identifie & K®ABW /n (Res(g)). 

On en déduit que Hom (MK,BW(Res(S))) = Homp, (MK,BW(Res(g))) s'iden- 
k K/E,Y] 
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tifie 3 @ ®_. Hom (M,BWJr . (Res(8))). Comme la projection de G sur 

G/Gm est une isogénie, I_JO(G)(%) et I_IO(G/Gm)(S) s'identifient et le théora- 

me 1 résulte donc de la proposition 1.5. 

1.6. Commengons par démontrer la proposition 1.4. 

Rappelons que ‘1'on a défini au n°II.5.1 une application A-linéaire conti- 
~ 

nue w, : CW(g) - 8 
~ 

On voit (cf. n°IV.3.1) que l'image par w de 
<Y K 3 

CW(m$) est contenue dans P'(8) et, par passage aux quotients, on en déduit 
0 

une application W CW(gk) - gK/P'(g) 

Reprenons les notations utilisées dans la démonstration de la proposition 

1.2 et soit, pour tout entier r = 0 ', 

r 
WS : Vr(Sk) = CW 

l'application obtenue en composant wg avec l'application de gK/P‘(g) dans 

r 

r 1 k(gk) - sK/p P'(8) 

SK/prP'(S) déduite, par passage aux quotients, de la multiplication par p 

dans SK Il est clair que le diagramme 

+1 

v, (s) v s /o' P (g) 
r+1 "k K p 

p proj.can. 
wr 

v (s,) —_s SK/prs 
r 

est commutatif. 

On sait que BW(Res(8)) = BW(H(SK)) s'identifie & lim Vr(gk) ; comme 

il existe un entier y tel que P'(8) < pVYS , lim /prP'(S) s'identifie 3 . 

Par passage a la limite, les applications WrS définissent donc une application 

A-linéaire bwg de BW (Res(8)) dans SK et il suffit, pour démontrer la pro- 

position 1.4, d'établir le lemme suivant : 

0 
IEMME 1.6.- On a bwg = bwg (i.e., pour tout x = (Xn)neZ € BW (Res(8)) , 

> pnx(n) converge et bwg(x) = 2, pnxgl)). 
nezZ n nez 

Démonstration : si a = (...,a_n,...,a_l,ao) € Vr(Sk) = CWk(Sk) et si 

é—n est un relévement de a_p dans & , on voit que w{g(g) est 1'image, 

@« — ~ 

modulo p'P'(g) , de T p ot o pn 
n=0 -n 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

Ijiisque 1Sildentlfle Rei(\gz A H(%k) ;X = (Xn mez S identifie a 

~ . (0) (m) N (m) s m) . 
x = (Xn R IR .) (on X est l'image de xg dans ék ). 

On voit que l'image n (x) de x dans V(g ) = CW(g, ) est 

(r) (r) (r), | (r) . (r) 
(on. 2 SNSPEIYS ST ) ; comme X est un relévement dans & de X 

Wrg(flr(-}i)) est l'image, modulo p'P'(8) , de 

n ® _-n+r,_ () \p ® -n#_(r-n) _ L oy (n) 

rEop on) T nEO F Tenw o -E ' 
et, en passant & la limite, on a bien bwg(>_<) = 3 pnxnn) 

nez 

1.7. Démontrons maintenant la proposition 1.5. 

Posons (L,M) = LMA,(G) et soit p l'inclusion de L dans MA' 

Soit G = G(L M p) le foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux 

p-adiques défini au n° IV.4.7. Commengons par établir un lemme 

LEMME 1.7.- le Zp—module T(G/G )(8) s'identifie canoniquement, et foncto- 
— m 

riellement en G eten § , & 

T(G)(8) = Hom (Q)p/Zp,@(S)) = Hom (CDp/Z ’-Gtor(g)) 
Zp Zp P 

Démonstration du lemme : Soit Uy (@)(s) = Homy (@ .G, (8)) . Tout 
élément de (_I_O(G_)(S) peut s'écrire sous la forme 4 = (uO,u1 ,un, .) , avec 

o € Gtor(g) et pU_ =0 . Soit ' : I_IO(G)(S) - U (G)(8) 1'application qui 

& u associe ¢'(Q) = (q;G(g)(ut),wG(S)(utfl) (8 )(u 1,1),...) (od t est 

: G - G est le morphisme défini au l'entier défini au n° IV.4.5 et ol g ¢ 

n° Iv.4.7). 

Comme (8o (5) = pt-idG(g) et p5(8)oy,(8) = pt-idé—(g) (cf. prop. 

4.9 du chap. IV) , on voit que §' est un isomorphisme de CDp—espaces vec- = 

toriels. 

Pour tout u € G(g) , notons u' son image dans (G/Gm)(S) et soit 

] / 1 : . 2 A 

o't U_O(G)(g) 5 QO(G/Gm)(S) l'application qui, & (uo,ul,...,un,...) € [_JO(G)(S) , 

associe (ub,u'l,...,ul"l,...) . Il est clair que ¢' est aussi un isomorphisme 

de CDp—espaces vectoriels., 

L'application @', §' est donc un isomorphisme de _I_JO(G)(S) sur 
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COMPLEMENTS 

U_O(G/Gm)(g) . Pour achever la démonstration du lemme, il suffit alors de véri- 

fier que, si U ¢ U (G)(g) , o' (y'(Q) € _T_(G/Gm)(g) si et seulement si 
0 

a e TG)(g) 

Posons u = (uo,ul,...,un,...) ;) =u = (uo,ul,...,un,...) et 

©'(w) = u' = (up,u),.,u,e) . On ovoit que u € I(G/G_)(s) si et seulement 

si u'O = 0 , ou encore si et seulement si Up appartient au noyvau de la pro- 

jection de G(8) dans (G/Gm)(g) , qui est Gm(g) . On voit que 

Gm(g) = Gtor(mS) est le novau de cpG(g) (prop. 4.8 du chap.IV). Donc 

u' € T(G/Gy)(8) si et seulement si cpG(g)(uO) = 0 ; comme uy = ¢G(g)(ut) , 

U;G(S) o CPG . 

c'est encore équivalent a ptfit =0, i.e. d u,=0,o0ua uce TG 

i & i 3 u = . o = pb.j — ceci est équivalent & (g) (ut) 0 ; comme q;G(S) cpG(g) p '1dG(S) , 

Démonstration de la proposition 1.5 : on sait (prop. 1.2) que _I(Gk)(gk) 

s'idAentifie, canoniquement et fonctoriellement, & HomDk(M,BWO(}c(gk))) . Lors~- 

que l'on identifie, & l'aide de la proposition 1.3, }fi(gk) 4 Res{(8) , donc 

BW(}{(SK)) 3 BW(Res(8)) , on voit que BWO(M(gk)) s'identifie a BW—F/A. Res(8)). 

. e s + 
On peut donc identifier I_(Gk)(gk) a HomDk(M,BW X (Res(g))) 

Rappelons (cf. n° IV.4.4) que le groupe G(8) est formé des couples 

( ) , avec u. € Hom_,(L,S.)) , uy € HomDk(M,CWk(Sk)) tel que le dia- A L AR 
gramme 

u 
L L » SK 

proj.can. 

P gK/P'(S) 

w 
8 

UM,A' / 

M, > cwklA.(sk) | 

est commutatif. Comme HomA,(L,gK) est sans torsion, on voit que 

(uL,uM) € Gtor(g) si et seulement si up = 0 . On en déduit qge le sous- 

groupe —Gtor(g) de G(8) s'identifie au sous-groupe de HomDk(M,CWK(SK)) 

formé des UM tels que wgo uM,A'° p =0 . 

La proposition 6.2 du chapitre III montre que HomDk(I\/I,CWk(Sk)) s'iden- 

tifie a Gk(gk) . En particulier, 1l'application de Gtor(g) dans Gk(gk) qui 

N 
en résulte est injective et T(G)(8) s'identifie & un sous—%p—module de 

(G, ) () 
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Lorsque l'on identifie I*(Gk)(gk) a HomDkgM,BW / (Res(8))) , tout 

élément u El(Gk)(Sk) peut s'écrire sous la forme u = (uo,ul,...,ur,...) avec 

ure HomDk(M’Vr(Sk)) = HomDk(M,CWk(gk)) ) ug = 0 et pu. 4 = u. . On voit 

immédiatement gu'un tel u ¢ I(—G)(gk) si et seulement si, pour tout entier 

r=0 ’Wgour,A'°p=O | 

Pour tout entier ;20 , posons Vr,A'(gk) = CWK,A'(SK) et soit 

WS,r : Vr,A‘(gk) - SK/p P'(g) 1'application obtenue en composant wg avec 

1'application de SK/P'(S) dans gK/prP'(g) obtenue, par passage aux quotients, 

a partir de la multiplication par pr dans gK . On a un diagramme commutatif 

! Yl A : Y r+l r-ll—l , 
M, Y (s,) gK/p P'(g) 

idl P lproj .can. 

M Ye,nr v s Wg r JoTp (<) 
LA' i,A' k S pl S 

~ 
qui, par passage & la limite, défini des applications 

u | w 
OO,A N S,oo - o® MA' lim Vr,A'(Sk) SK 

et il est clair que u€T(G)(g) si et seulement si Wg ol ai°p = 0 

Il résulte facilement de la proposition 2.5 du chapitre IV gque 1'applica- 

tion canonique de A' CW (gk) dans CW (g ) est surjective et que son % k,A Sk 
noyau est tué par une puissance de p (qui ne dépend que de 1'indice de ra- 

mification absolu e de A'). Comme lim Vr(Sk) s'identifie & BW(Res(g)) , 

on en déduit que lim Vr (gk) s'identifie a A' ®) BW(Res(g)) =K' % BWRes(S)). 
Al 

11 est immédiat que l'application W : K'@KBW(Res(S)) - SK s'identifie & 
- 

bwg K et on voit facilement que le diagramme 

L — M, 
A um’AI 

BW (Res(g)) 

/K" 1 e P S i ~ ! K®A'L LK' K®KM K®A'MA' 

est commutatif. On a donc bw_ ,, cu (L) = 0 si et seulement si 
S,K o, A 

uK,(LK,) c ker bW%,K' , ce gui achéve la démonstration. 
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COMPLEMENTS 

1.8. Remarques : 

1.- Soit @G = GalK'/K') . Le groupe G opére, par continuité, sur C 

et sur AC , donc aussi, par fonctorialité, sur Res(AC) , sur BW(Res(AC)) 

et sur BWK,(Res(AC)) = K'@K BW(ReS(AC)) ; en outre, il est clair que 1'appli- 

cation bWAC,K' : BWK‘(Res(AC)) - C est G-linéaire. 

Soit V un CDp[q] -module & gauche, de dimension finie sur CDp , avec 

action de ¢ continue. Notons MI%(V) le K[F,V]-module a gauche 

(V,BW(Res(a _))) des applications CDp[q] -linéaires de V dans H 
"o g] C 

BW(Res(AC)) . On voit que le K'-espace vectoriel 

MK,(V) Hom(Dp[Q] (V,BWK|(Res(AC)}) s'identifie canoniquement a K Sy MK(\/) 

Nous notons L%, (V) le sous-K'-espace vectoriel de MI%,(V) formé des élé- 

ments dont l'image appartient au noyau de bvvA K 
CI 

On peut montrer ([24]) que si V est de Hodge-Tate de type (ni)iEZ , 

alors Mg(V) est un espace vectoriel sur K de dimension = 3 n, et 

© i=0 

Lq (V) est un espace vectoriel sur K' de dimension < ¥ n, 

i=1 

[Rappelons ce que signifie "V est de Hodge-Tate de type (ni)iEZ " 

soit x : G~ Z; le caractére qui donne l'action de 'G sur les racines de 

x(g) 1'unité d'ordre une puissance de p (on a donc g(g) = ¢ , pour toute 

racine de 1'unité ¢ d'ordre une puissance de p et pour tout g¢ q). On 

fait opérer (¢ semi-linéairement sur VC = C ®CD V en posant 

P 
glcgv) = gle)®gl(v) , pour tout ge€g , ceC , veV . Pour tout i€Z , on 

note Vé le sous-K'-espace vectoriel de VC formé des x tels que 

glx) = X(g)ix , pour tout g&G . L'application évidente de & (C@KVE) dans 

’ 1€Z 

VC est alors injective (cf. [42], p.122) et on dit que V est de Hodge- 

Tate si c'est un isomorphisme ; si 1l'don appelle ny la dimension (nécessai- 
: , 

rement finie) de VC sur K' , on dit, plus précisément, que V est de 

Hodge-Tate de type‘ (ni)iEZ'] 

2. Soit alors ¢ un groupe p-divisible sur A' , de dimension d et 

de hauteur h . On voit que T(G) est un Zp[q] -module, libre de rang h 

sur Zp et que, par conséguent, UO(G) = CDp®Z T(G) est un CDp[Q] -module, 

de dimension h sur CDp . On sait (cf.[44], §4,cor.2 au th.3) qu'il est de 
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soit x : G~ Z; le caractére qui donne l'action de 'G sur les racines de 

x(g) 1'unité d'ordre une puissance de p (on a donc g(g) = ¢ , pour toute 

racine de 1'unité ¢ d'ordre une puissance de p et pour tout g¢ q). On 

fait opérer (¢ semi-linéairement sur VC = C ®CD V en posant 

P 
glcgv) = gle)®gl(v) , pour tout ge€g , ceC , veV . Pour tout i€Z , on 

note Vé le sous-K'-espace vectoriel de VC formé des x tels que 

glx) = X(g)ix , pour tout g&G . L'application évidente de & (C@KVE) dans 

’ 1€Z 

VC est alors injective (cf. [42], p.122) et on dit que V est de Hodge- 

Tate si c'est un isomorphisme ; si 1l'don appelle ny la dimension (nécessai- 
: , 

rement finie) de VC sur K' , on dit, plus précisément, que V est de 

Hodge-Tate de type‘ (ni)iEZ'] 

2. Soit alors ¢ un groupe p-divisible sur A' , de dimension d et 

de hauteur h . On voit que T(G) est un Zp[q] -module, libre de rang h 

sur Zp et que, par conséguent, UO(G) = CDp®Z T(G) est un CDp[Q] -module, 

de dimension h sur CDp . On sait (cf.[44], §4,cor.2 au th.3) qu'il est de 
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Hodge-Tate de type (ni)ieZ avec 

ng = h-d 

n, = 

n, =0 si 1i# 0,1 

(G) ., UG) = U (G 
s'identifie, en tant que CDp[Q.] -module, au sous-module de 

Il résulte du théoréme 1 que, si (LK"MK) =LM 

HomK[E,_\[] (MK,BW(ReS(AC)) formé des u tels que uK‘(LK') est contenu dans 

le noyau de bWA g On en déduit, de maniére évidente, des applications de 
Cl 

G G , 
I\/IK dans MK(UO(G)) et de LK‘ dans LK'(UO(G)) et on montre facilement 

gu'elles sont injectives. Le résultat précédent et des considérations sur les 

dimensions impliquent alors que ce sont des isomorphismes. On obtient ainsi 

un procédé pour construire le couple LM _,(G) & partir de la seule connaissan- 
KI 

ce du CDp[Q] -module UO(G) 

§2.— Travaux de Honda. 

Dans ce paragraphe, on conserve les hybothéses et les notations du 

chapitre IIT et du § 1 du chapitre IV. On se propose de retrouver les résultats 

de Honda sur la classification des lois de groupe formel commutatif sur 

A = W(k) et sur k en les interprétant & la lumiére des résultats gue nous 

avons obtenus. 

2.1. Soit B un anneau commutatif. Rappelons que l'on appelle loi de groupe 

) d'Yl""’Yd))lsiéd , a coeff1c1entsr 

dans B , en les 2d wvariables XIXZ"“’Xd’Yl""’Yd , vérifiant, avec des 

formel (sous-entendu commutatif) & d paramétres sur B , la donnée d'un d- 

uple de séries formelles T(X,Y) = (Ti(X ¢ 

notations évidentes 

De ces axiomes, on déduit immédiatement l'existence d'un d-uple de sé- 

ries formelles sans terme constant, & coefficients dans B , unique, 
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h) = (h X, ,....X X (¥ ) tel que TX,hX)) =X ,X) =0 
d1<i<d 

Lorsque B est un anneau commutatif pseudo-compact, se donner une loi 

de groupe formel & d paramétres sur B revient & se donner une structure de 

bigébre formelle sur le B-anneau profini R = B[[XI’XZ""’Xd]] : I'anneau 

R®BR s'identifie a B[[Xl"“’xd'Yl""’Yd” en posant Xi®1 = Xi , 

1@%}(1 = Yi et le coproduit A est défini par AXi riO*('X) , l'augmentation 

par e(Xi) = 0 . On a ainsi associé & toute loi de groupe formel T° sur B 

un groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur B , que nous no- 

tons GT 

Si, de plus, B est local, on voit que, réciprogquement, étant donné un 

groupe formel G lisse et connexe de dimension finie d sur B , d'algébre 

affine R , le choix d'un systéme de coordonnées (i.e. le choix d'un d-uple 

XI'X sees X d'éléments de R relevant une base de t*(B) sur B) permet 
2 d G 

d'associer & G une loi de groupe formel &8 d paramétres sur B 

2.2. Pour tout anneau commutatif B et tout entier dx=1 , nous notons 

/\d( 

Xl,X 

B) = B[[Xl'XZ""’Xd” l'anneau des séries formelles en les d variables 

,...,Xd a coefficients dans B . Si, pour tout i = (il,iz,...,id) , on 

SRR g | . q : 
pose 2(_1‘ = X1 X2 ...Xd , tout élément de A (B) s'écrit, d'une maniére et 

2 

i d 
d'une seule, sous la forme Zd ai}gl‘ , avec les a, € B . Nous notons AO(B) 

iemd 4 : 
1'idéal de /\d(B) formé des séries formelles sans terme constant. 

Lorsque B est un anneau topologique, on munit Ad(B) de la topologie 

produit ; 1'idéal j\g(B) est alors fermé dans j\d(B) 

On munit A =W(k) et son corps des fractions K de la topologie p- 

adique et on note K[[E]] (resp. A[[F]] ) l'anneau topologique (avec la topo- 

® ‘ 
logie produit) des séries formelles (non commutatives si k £ F ) 2 a,El 

i=0 
a coefficients dans K (resp. A), avec la régle Fa = o(a)F , pour tout acK 

I 

(resp. A). On voit que A[[F]] s'identifie au séparé complété du sous-anneau 

A[F] de Dk = A[F,V] pour la topologie F-adique. 

On peut munir le K-espace vectoriel topologique /\(g(K) d'une structure 
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~ 
de K[[F]] -module. topologique & gauche en posant 

E(La, X = Zola, X . 

Avec les conventions du n°II.5.4, on voit que /\d(A) est un A-anneau 

spécial et que (cf. n°II.5.5) P(Ad(A)) s'identifie au sous-A-module fermé 

de /\d(K) formé des Zai_}gl‘ tels que iJ,ai €A , pour tout i = (il,iz,...,id)elNd 

et pour j=1,2,...,d 

Nous notons P(AS(A)) l'intersection de P(/\d(A)) avec /\g(K) . On voit 

gue c'est un sous-A[[F]] -module fermé de A%(K) qui contient lui-méme pAg(A) 

comme sous-A[[F]] -module fermé. En particulier le quotient P(Ag(A))/pA(é(A) est 

muni d'une structure de A[[F]] -module topologique. 

Si l'on pose R = /\d(A) , on voit que l'anneau Rk = @@Ak = R/PR s'i- 

dentifie a /\d(k) . On a défini au n° II.5.7 un isomorphisme de A-modules 
PN 

topologiques WR : CWK(RK) - P(R)/pR , autrement dit 

w2 G (%) (@) ont) 
On voit tout de suite que la restriction de WR au sous-A-module fermé 

o~ d P . 
CWk(AO(k)) , formé des covecteurs dont toutes les composantes sont des séries 

formelles sans terme constant, induit un isomorphisme 

w s O, (5K — PUS@)onS (@) 
Il est clair que CWk(Ag(k)) n'est autre que CWE(/\d(k)) et que l'action de 

F sur ce module est topologiquement nilpotente. Ceci permet de considérer 

o d 
CWk(AO 

wd est, en fait, un isomorphisme de A[[F]] -modules topologiques. 

(k)) comme un A[[F]] -module topologique et on vérifie facilement que 

2.3. Soit T" une loi de groupe formel & d paramétres sur A . Posons 

0 = fa e PGA®) | aCE M -a®-a® ¢ pa @1 

Tg(©) = foePUSE) | &, D)oo € prg ®)] 

On voit que ce sont des sous-A-modules fermés de P(/\d(A)) , que 

d 
mo(r) = ¥ N P(/\.O 

du n°IV.1.1, 7@ = nuG 

(A)) , que MHT) = pPAa m;tLO(I‘) et que, avec les notations 

) 

Si l'on pose, en outre 

£ = faePd@) | or®,Y) = o +a@] | 
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on voit que &) < 772]&0(?) et que g£() = £(GT) 

De plus, il est clair que le quotient MH(T) = mn(r)/pAd(A) , qui n'est 

autre que MH(GF) , s'identifie canoniquement a WzJiO(I‘)/p[\.CS(A) 

Comme GF est connexe, MH({) = MH(GT) peut étre considéré comme 

un A[[F]] -module & gauche. On voit tout de suite que 77(310(?) est un sous- 

A[[F]] -module fermé de P(Ag(A)) et que la structure de A[[L]] -module sur 

MH() est la structure quotient. 

Soit p(") 1'application A-linéaire 

incl. roj.can. ) proj 
&) ———— UEN MH(T) 

On sait (cf. remarque 2 du n°III.6.1) que se donner un D, -module pro- 
k 

fini M sur lequel l'action de F est injective tel que dimkM/EM < tw 

revient & se donner un A[[F]] -module & gauche de type fini sur lequel l'action 

de I est injective et qui vérifie pMc FM . La catégorie /\X définie au 

n°Iv.1.2 peut donc &tre considérée comme la catégorie dont les objets sont 

les triplets (£,M,p) 

~ 
e ou M est un A[[F]] -module & gauche de type fini, avec action de F in- 

jective, tel quen pMcFM , 

m ou & est un A-module libre de rang fini, 

B o0 p : & - M est une application A-linéaire telle que !'application 

0 : &/p& » M/EM induite par p , par passage aux quotients, est un iso- 

morphisme. 

En paraphrasant les résultats du §1 du chapitre IV, on voit alors que la 

correspondance T - £MH(T) = (£(),MH(@),p({)) peut étre considérée, de ma- 

fiiére évidente, comme un foncteur contravariant additif de la catégorie des lois 

de groupe formel sur A dans /\X , quil induit une anti-équivalence entre ces 

deux catégories. 

On voit, en outre, que () et MH() ne dépendent que de la réduc- 

tion rk; de T modulo p et que le foncteur, qui & rk associe 

MH(Tk) = MH() (o0 T est un relévement arbitraire de I‘k) , induit une 

anti-équivalence entre la catégorie des lois de groupe formel sur k et celle 

des A[[F]] -modules a gauche, de type fini, avec action de [F injective et 
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pMcEM 

Ces résultats sont essentiellement, et au langage prés, ceux de Honda 

([32]) dans le cas particulier ol la base est soit A soit k . Nous nous pro- 

OS guivants, d'indiquer comment se construit le "dictionnaire": posons, dans les n 

cela revient, en fait, a expliquer comment on peut construire explicitement le 

triplet £MH() & partir de la connaissance du "logarithme" de T° et vice- 

versa. 

2.4, Pour tout entier dz1 , notons md 1'anneau des matrices carrées (d,d) 

A coefficients dans A[[F]] . Avec des notations évidentes, toute matrice 
(o] 

uegjd peut s'écrire, d'une maniére et d'une seule, sous la forme u = 3, C;F_v, 
v=0 V 

avec les C des matrices carrées (d,d). & coefficients dans A . Avec 

V jos) 

Honda, disons gu'une matrice u = 2, C _V € Qld est spéciale si CO = p-ld 

(ol 1d est la matrice unité). 

Soit maintenant (£,M,p) un obJetNde h, et soit (ei)lsisd une base 

de § sur A . Pour tout i , posons ei= p(ei) . Comme ¢ est un isomor- 

phisme, les Ei engendrent M comme A[[F]] -module. Comme pM < FM , 

on voit qu'il existe des é&léments aij € A[[F]] tels que, pour 1l<is<d , 

d 
p-2. =3 a, Ft, . 

=1 7 
Autrement dit, si l'on note ue 9, la matrice p-ld - (aij)E , on voit 

d 

que u est une matrice spéciale et que l'on a 

en notant ¢ la matrice colonne des Ei 

Cette matrice spéciale u n'est, bien sOr, pas uniguement déterminée. 

Outre le fait qu'elle dépend du choix d'une base de § , on voit gu'elle est 

définie & multiplication & gauche par un élément de Ad de la forme 

1+ }% C FY opreés. 

v=1 Vv 

Réciproquement, toute matrice spéciale uezud , on peut associer un 

objet (£,M,p) de p, , muni d'une base de & sur A : 

>
 
Q
o
 

B on pose &£ = A ; 

m si est la base canonique du A[[[]] -module & gauche (A[[F]] )d , 
CRIPIP 
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et si u est la matrice des uij , on note M le quotient de (A[[E]])d 
d 

par le sous-A[[F]] -module engendré par les 2 uijej , pour 1lsi=<d ; 

=1 
= pd , l'application p est celle g si (g.) est la base canonique de ¢ 

i"l<icd 

qui & &, associe l'image de e, dans M 
1 

2.5. Soit T une loi de groupe formel & d paramétres sur A et soit 

(£, M,p) = SMH(T) 

Il résulte facilement du n°® 2.3 que, pour i =1,2,...,d, il existe un 

(S(K))z) et que le d-uple 

21'82""’€d est une base de & sur A ; nous le notons eI‘ et 1'appelons 

élément ei € & et un seul tel que ei EXi (mod (p 

la_ base canonique de §& (Honda l'appelle le "transformer" de T). Il est com- 

mode de considérer eI‘ comme le wvecteur colonne 

2! 

2 

%4 

et nous notons EI‘ le vecteur colonne des Ei = p(ei) 

Soit alors u € g[d une matrice spéciale telle que u-EP = 0 . Pour 

i=1,2,...,d , la i-&@me composante du vecteur coclonne u.er appartient au 

d(A)) sur P(/\d(A))/pAg(A) et est donc de la 
0 0 

forme pa, . avec a, ¢ /\O(A) . Comme u = pl 

novau de la projection de P(p 

" . 
q vl , avec vezud , on voit 

que 

2 d 
a, = X, (mod (A (A)7) 

i i o ; 

Connaissant eT , on peut calculer explicitement une matrice spéciale u 
. o 

telle que u.Er = 0 : on cherche u sous la forme u= 3 C _E\) , avec les 

C des matrices & coefficients dans A , et les C se calculent de proche 
v v 

en proche : on a C et, si C 'Cl"" C sont choisis, C\J est = p.1 , 
0o~ Pig 0 v-1 

le relévement arbitraire d'une matrice & coefficients dans k gqui est unique- 

ment déterminée : soit e‘i la i-éme composante du vecteur colonne 

v-1 d v d 
(CO+Cl_F_ +...+cv_1£ )-er 0(A) +E7N 

toute matrice C = (ci].) , & coefficients dans A , la i-éme composante e'i' 

; on voit que z'i € ph (K) et que, pour 

+C_ F+..+ v-licpY). Arif ] de (CO CI-F— C\) lf_ CEY) 81“ vérifie 
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GROUPES p-DIVISIBLES i 

N 

Vie )x2” (mod (18P T ) 
1 137 0 R

 

If L
o
 

hV] d d Vi1 
P (mod pat@) + (1S®)P Kt 0 RCOLIM 

et la matrice C = (Cij) est déterminée, modulo p , par 
v 

cj = —c—v(c'ij) (mod pA) , pour 1=<i,jsd 

2.6, Réciproquement, soit (£,M,p) un objet de Az . Choisissons une base 

81'22""'2d de & sur A et soit u eajd une mairice spéciale telle que, 

avec des notations évidentes, u-2 = 0 . Si l'on veut que ¢ s'identifie a la 

base canonique ZI“ du A-module &) d'une loi de groupe formel [T définie 

sur A , telle que (§£,M,p) s'identifie a &MH(T) , il résulte de ce qui pré- 

céde qu'il doit exister un d-uple Gy 1Oy renesOly d'éléments de [\(S(A) , vérifiant 

a, = Xi (mod (A%(A))z) pour tout i , tel que, si on appelle o le vecteur 

colonne dont la i-éme composante est ai , on ait 

. = pa UET p 

On voit que, pour o fixé, cette équation a une solution et une seule 

dans  (15K)® 
rées (d,d) & coefficients dans K[[F]] et on a ¢ 

(la matrice u est inversible dans l'anneau des matrices car- 

r " u_l-pcx = put-q) et 

que cette solution est, en fait, un vecteur colonne dont les composantes sont 

a coefficients dans P(Ag(A)) 

Il n'est alors pas difficile de vérifier, en utilisant les résultats rappelés 

au n° 2.2, que, pour toute base 21,82,...,8d de & sur A , toute matrice 

spéciale ued telle que u-E = 0 , tout d-uple «, 0, ,ee.,0 d'éléments 
d 1°%2 d ° 

de /\(g(A) satisfaisant a; = Xi (mod(/\%(A))z) , si l'on pose 21“ = pu 

l'unique d-uple T'(X,Y) de séries formelles sans terme constant, a coefficients 

(O 

dans K , vérifiant BF(T(X_,X)) = 21“0_() + ZT(X_) , est une loi de groupe formel 

définie sur A (i.e. les coefficients de T sont, en fait, dans A) telle que 

¢MH(T) s'identifie & (£,M,p) . On vérifie en outre qu'en faisant varier la 

base 81,2 la matrice u et le d-uple ¢ , on obtient toutes les lois 
21 [ d 7 

de groupe formel définies sur A telles que SMH(T) =~ (£,M,p) (en fait il 

suffit de faire varier la base et, la base étant choisie, soit de fixer u et 
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faire varier ¢ , soit de fixer ¢ et de faire varier u) 

Tous les résultats que nous avons obtenus sur les groupes formels lisses 

et connexes, de dimension finie, sur A ou sur k , peuvent alors se tradui- 

re en termes de matrices spéciales : on retrouve ainsi les énoncés de Honda. 

Remarque : Honda travaille, en fait, dans un cadre plus général : la base © 

est l'anneau des entiers d'un corps de caractéristique 0 muni d'une valuation 

discréte, a corps résiduel k de caractéristique p#0 . Honda suppose donné, 

en outre, un endomorphisme 1 de © induisant, par réduction modulo 1'idéal 

maximal, un endomorphisme T de k qui est une puissance strictement posi- 

tive du Frobenius absolu. Honda construit alors une famille de lois de groupe 

formel définies sur © ; il montre gque, lorsque p est une uniformisante de O 

et T est le Frobenius absolu, il obtient ainsi toutes les lois de groupes for- 

mels définies sur © . Lorsque £ est complet et k parfait, L. Cox (dans 

le cas de dimension 1, cf. [9] et [10]) et J.M. Decauwert (dans le cas géné- 

ral, cf. [11] et [12]) ont montré que les lois de groupe formel construites par 

Honda sont exactement celles qui, aprés une éventuelle extension non ramifiée 

des scalaires, peuvent étre munies d'une structure de A-module formel, ot A 

est un sous-anneau de O tel que l'extension Q/A est non ramifiée. 

Decauwert explique en outre comment ces constructions peuvent s'interpréter en 

termes de modules de Dieudonné. 

§3.- Thécrie de Cartier (courbes typigues). 

Dans ce paragraphe, les hypothéses et les notations sont celles du cha- 

pitre III. 

3.1. Appelons Dk—module 4 gauche (resp. & droite) de type ¢&cf tout Dk- 

module & gauche (resp. & droite) M séparé et complet pour la topologie F- 

adique sur lequel l'action de F est injective et qui est tel que M/TM 

(resp. M/MF) est de dimension finie sur k 

Les D, -modules & gauche (resp. a droite) de type £cf forment une sous- 
k 

catégorie pleine de la catégorie des Dk—modules topologiques & gauche (resp. 

a droite). On sait (prop. 6.1 du chap.Ill) que le foncteur M induit une anti- 

245

COMPLEMENTS 

faire varier ¢ , soit de fixer ¢ et de faire varier u) 

Tous les résultats que nous avons obtenus sur les groupes formels lisses 

et connexes, de dimension finie, sur A ou sur k , peuvent alors se tradui- 

re en termes de matrices spéciales : on retrouve ainsi les énoncés de Honda. 

Remarque : Honda travaille, en fait, dans un cadre plus général : la base © 

est l'anneau des entiers d'un corps de caractéristique 0 muni d'une valuation 

discréte, a corps résiduel k de caractéristique p#0 . Honda suppose donné, 

en outre, un endomorphisme 1 de © induisant, par réduction modulo 1'idéal 

maximal, un endomorphisme T de k qui est une puissance strictement posi- 

tive du Frobenius absolu. Honda construit alors une famille de lois de groupe 

formel définies sur © ; il montre gque, lorsque p est une uniformisante de O 

et T est le Frobenius absolu, il obtient ainsi toutes les lois de groupes for- 

mels définies sur © . Lorsque £ est complet et k parfait, L. Cox (dans 

le cas de dimension 1, cf. [9] et [10]) et J.M. Decauwert (dans le cas géné- 

ral, cf. [11] et [12]) ont montré que les lois de groupe formel construites par 

Honda sont exactement celles qui, aprés une éventuelle extension non ramifiée 

des scalaires, peuvent étre munies d'une structure de A-module formel, ot A 

est un sous-anneau de O tel que l'extension Q/A est non ramifiée. 

Decauwert explique en outre comment ces constructions peuvent s'interpréter en 

termes de modules de Dieudonné. 

§3.- Thécrie de Cartier (courbes typigues). 

Dans ce paragraphe, les hypothéses et les notations sont celles du cha- 

pitre III. 

3.1. Appelons Dk—module 4 gauche (resp. & droite) de type ¢&cf tout Dk- 

module & gauche (resp. & droite) M séparé et complet pour la topologie F- 

adique sur lequel l'action de F est injective et qui est tel que M/TM 

(resp. M/MF) est de dimension finie sur k 

Les D, -modules & gauche (resp. a droite) de type £cf forment une sous- 
k 

catégorie pleine de la catégorie des Dk—modules topologiques & gauche (resp. 

a droite). On sait (prop. 6.1 du chap.Ill) que le foncteur M induit une anti- 

245



GROUPES p-DIVISIBLES 

équivalence entre la catégorie des groupes formels lisses et connexes de di- 

mension finie sur k et celle des Dk—modules 3 gauche de type 2cf 

Nous nous proposons de construire une dualité entre Dk—modules a gau- 

che de type 8cf et Dk—modules a4 droite de type gcf 

-n 
3.2. Pour tout entier nz=1 , posons Bn = p A/A , et considérons le A- 

module @ic= \—[ Bn . Avec des notations évidentes, tout élément de @ic 5'é- 

n>1 : 

crit d'une maniére et d'une seule sous la forme 2 bnT;1 , avec bn € p "A/A. 

n>1 ' 

Posons en outre T'0 = 0 . On munit ®l< d'une structure de Dk-bimodule 

en posant 

"1 [] — 1 >\ }\(ZbnTn) Z‘,xbnTn , pour tout €A, 

E(Zb T') = Lo )T . 
Y = S a1 ' \Y(Zb ) = Tpo"le )T 

et 

I — n ] /(ZbnTn)k g (MbnTn , pour tout x €A , 

4 
! F — 1 

(ZbnTn)— ZbnTn+1 

(ZbnTn)y‘ - Z>pbnTn—l 

Il est clair que @‘a(c est un Dk—module 4 gauche (resp. a droite) séparé 

et complet pour la topologie F-adique, sur lequel l'action de F est injective‘. 

Pour tout D, -module & gauche M de type ¢cf , notons 

cont (M’®Qc) le D, -module & droite des applications D, -linéaires a 
Dk-—g k k MY = Hom K 

gauche continues de M dans @kec; on voit que MY est un Dk—module a 

droite, séparé et complet pour la topologie F-adique, sur lequel l'action de F 

est injective. Il est clair que la correspondance M MV est, de maniére 

évidente, un foncteur contravariant additif. 

On définit de la méme maniére un foncteur contravariant additif de la ca- 

tégorie des D, -modules & droite de type ¢cf dans celle des Dk—modules a 
k 

gauche, séparés et complets pour la topologie F-adique, avec action de F 

cont 
injective : & N on associe N’ = Hom (N,@BO). 

Dk—d k 
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PROPOSITION 3.1.- 

i) Si M f(resp. N) est un Dy -module & gauche (resp. & droite) de type 

gcf , MV (resp. N*) est un Dk—module a droite (resp. & gauche) 

de type  e¢cf . 

ii) Le foncteur M — MY induit une anti-équivalence entre Dk—modules 

a gauche de type ¢cf et Dk—modules 3 droite de type ¢&cf et le 

foncteur N ~» N/ est un guasi-inverse. 

];)_é_nlqlls_tfgt_i_og : on a défini au n® II1.5.2 le Dk—bimodule @Tk formé 

des éléments de la forme >, aT , avec 
n n 

nez 

€ K/A si n<?0 

a 
n c K/p™™A si n=0 

Pour tout entier r > 0 , soit @T le sous—Dk—bimodule de @T for- 
k,r k 

mé des 2a T vérifiant 
n n 

=0 si ng-r 

a_ € p A/ si -r<n<0 

€ P TA/ A si on> 0 

(r) 
Notons @Tk le Dk—bimodule qui‘ 

B en tant que D -module & gauche est @T 
k k,r ! 

B en tant que Dk—module a droite est le module déduit de ®Tk , par l'exten- 

n . r ’ 
sion des scalaires g 

Autrement dit, @T‘(:) s'identifie en tant gu'ensemble & @Tk r ; l'action 

de Dk & gauche est la méme et celle de Dk & droite est définie par, pour 

(r) tout ZanTn ¢ @Tk , 

n-r 
(2 anTn))\ =3q (>\)anT1r1 , pour tout A € A , 

(Z anTn)E =za Tl 

(Za T )V =%paT ; . 
r+1 r N 

On voit tout de suite que l'application n ®Tl(< ) - @Té) , qui & 

2a T associe 2,a T , est D, -linéaire & gauche et 3 droite, surjective ; 
nn n n+l ( +k1) 

son novau est formé des ac€ @Tkr tels que Fa = 0 , ce qui équivaut a 

alfl = 0 
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On voit aussi que l'application ‘n(r) : @ff—» T!ir) , qui a Z b T' 

associe nZ,lme o est Dk—linéaire a gauche et a droite, surjerzztllve ; son 

noyau est Fr@iC @icfi . Comme, en outre, nror](rfl) = n(r) , @ic s'identi- 

fie a lim @T](;) en tant que Dk—module topologique, & gauche aussi bien 

gu'd droite (la topologie étant la topologie F-adique sur @Ekc et la topologie de 

(r) 
la limite projective, avec topologie discréte sur les quotients, sur lim ®Tk ). 

(r) 
k 

module & gauche aussi bien qu'a droite). 

Dans cette identification, @T est le conoyau de F dans © (comme 
k 

Soit alors M un D, -module, par exemple a gauche, de type ¢gcf . On 

v o_ cont & cont )y _ . o)y 
a M HomDk (M, @k) I—IomDk (M, lim @Tk ) lim I—?[omDk__g(l\/I,OTk ) = 

— 1 (r) = 1lim HomDk_g(l\/I/f_ M'®Tk ) 

Pour tout Dk—module & gauche L , notons L(_r) le Dk—module a gauche 

déduit de L par l'extension des scalaires ¢ ¢ (on convient en outre d'iden- 
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(r) 
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K (x) 
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k™ 
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k 
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/E 

le Frobenius F définit une application Dk-linéaire 4 gauche de M 

-r))* £ (M y o (i) AT ; i3 
(-r) 

dans 
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COMPLEMENTS 

-r—1 
C N M( ) qui induit, par passage aux quotients, une application Dk—hnealre a 

gauche 

fr : M(-r)/ErM(—r) . M(—r-l)/ErflM(—r—l) 
! 

et f;e est la fléche duale. En particulier, comme l'action de F sur M est 

injective, fr est injective et f;‘“ est surjective. 

(—r))% s'identifie & MY/MYE' On en déduit immédiatement que (M(_r)/f_rl\/[ 

et la proposition résulte facilement de la dualité entre Dk—modules finis & gau- 

che et Dk—modules finis & droite définie par le foncteur L -~ L¥ (prop.5.2 

du chap. III). 

3.3. Pour tout anneau commutatif R , nous notons A(R) = R[[T]] !'anneau 

des séries formelles en une variable & coefficients dans R . 

Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur k 

Avec Cartier ([7]), nous appelons courbe de G tout &lément du groupe topo- 

logique G(pk)) = G(K[[T]]) = lim G(k[T]/Tn) et nous notons C(G) le grou- 

pe des courbes. Comme 1'a remarqué Cartier, ce groupe est muni des endomor- 

phismes suivants 

a) pour tout x € k , on note (x) l'endomorphisme de C(G) induit 

par l'unique endomorphisme du k-anneau profini p(k) qui envoie T 

sur xT ; 

b) pour tout entier n =1 , on note V, l'endomorphisme de C(G) 

induit par l'endomorphisme de Ak) qui envoie T sur T" : 

c) pour tout entier n =1 , notons Tl’TZ""'Tn les n racines (dis- 

tinctes ou non) du polynéme X"-T dans une cléture algébrique du 

corps des fractions de p(k) et A(n)(k) le k-anneau profini 

/\(k)[Tl,TZ,...,Tn]‘ ; pour 1 <is=n , soit Py l'homomorphisme de 

C(G) dans G(/\(n)(k)) induit par l'homomorphisme du k-anneau pro- 

fini A(k) dans j\(n)(k) qui envoie T sur Ti ; on vérifie facile- 

ment que, pour tout o ¢ C(G) , Izl; P provient d'un élément de 

C(G) et d'un seul (par l'homomoégl}lisme induit par l'inclusion de 

Ak)  dans /\(n)(k)) ; nous notons Fyp cet élément. 

Une courbe o ¢ C(G) est dite typique si Fncp = (0 , pour tout entier n 
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GROUPLES p-DIVISIBLES 

premier & p . Il est clair que l'ensemble CT(G) _ des courbes typigues de G 

est un sous-groupe fermé de C(G) stable par les opérateurs (x) , pour x€k, 

Fp et Vp . On voit aussi que l'on peut considérer CT , de maniére évidente’, 

comme un foncteur additif de la catégorie des groupes formels lisses et 

connexes, de dimension finie sur k , dans celle des groupes abéliens topolo- 

giques, munis d'endomorphismes (x) , pour x€k , Fp et Vp 

Remargue : on évitera de confondre les groupes C(G) et CT(G) définis ici 

lorsque G est un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur k 

avec les groupes notés de la méme maniére définis au n°III.5.1 lorsque G 

est un p-groupe fini sur k 

3.4. Pour tout Dk—module a gauche M , notons M(l) le Dk—module a gauche 

déduit de M par l'extension des scalaires ¢ (cf. n°IV.3.1). Si R est un 

(1) (1)  (R) k-anneau fini ou profini, on pose CWk (R) = (CW . Rappelons (id.) 

(R) peut s'écrire comme un covecteur gue tout élément de C/V\V'!il) 

(...,a_n,...,a_z,a_l) dont les composantes sont des éléments de R indexés 

par les entiers < -1 . L'application vp qui a a = (...,a_n,...,a_l,aO)ECWk(R) 

associe (...,a_n,...,a_z,a_l) € C/Wlil)(R) est une application Dk—linéaire sur- 

jective de CWK(R) sur C/W‘il)(R) dont le noyau est le noyau de V dans 

CWk(R) 

Soit A = W(k) et soit & = AA) = A[[T]] ; on a donc 

8 = 8/p8 = 8@, k = KkIT]] = alk) 

On a défini (cf. prop. 5.5 du chap.Il) un isomorphisme W CWk(Sk) - P(g)/ps. 

On voit que l'image ‘par wo du noyau de V dans CW, (s, ) est 8/pgs . On 
k Tk 

déduit donc de Wg , par passage aux quotients, un isomorphisme 

(1) | &,(1) 
we o CW (8,) — Pls)/s . 

Soit maintenant G un groupe formel lisse et connexe de dimension finie 

sur k , et soit M = M(G) . On sait (cf. th.1l du chap. III) que, pour tout k- 

anneau fini R , le groupe G(R) s'identifie, canoniguement et fonctoriellement, 

t 
au groupe Hom%On (M,C@VK(R)) ; il est clair que ce dernier groupe est canoni- 

k ¢ ~ 
guement isomorphe au groupe Hom]%On (M(l),CW](:)(R)) . Par passage & la limi- 

k 

te, on voit que C(G) = G([[T]]) s'identifie & Hom%int(l\/l(l),C/W‘il)(k[[T]] ). 

250 

GROUPLES p-DIVISIBLES 

premier & p . Il est clair que l'ensemble CT(G) _ des courbes typigues de G 

est un sous-groupe fermé de C(G) stable par les opérateurs (x) , pour x€k, 

Fp et Vp . On voit aussi que l'on peut considérer CT , de maniére évidente’, 

comme un foncteur additif de la catégorie des groupes formels lisses et 

connexes, de dimension finie sur k , dans celle des groupes abéliens topolo- 

giques, munis d'endomorphismes (x) , pour x€k , Fp et Vp 

Remargue : on évitera de confondre les groupes C(G) et CT(G) définis ici 

lorsque G est un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur k 

avec les groupes notés de la méme maniére définis au n°III.5.1 lorsque G 

est un p-groupe fini sur k 

3.4. Pour tout Dk—module a gauche M , notons M(l) le Dk—module a gauche 

déduit de M par l'extension des scalaires ¢ (cf. n°IV.3.1). Si R est un 

(1) (1)  (R) k-anneau fini ou profini, on pose CWk (R) = (CW . Rappelons (id.) 

(R) peut s'écrire comme un covecteur gue tout élément de C/V\V'!il) 

(...,a_n,...,a_z,a_l) dont les composantes sont des éléments de R indexés 

par les entiers < -1 . L'application vp qui a a = (...,a_n,...,a_l,aO)ECWk(R) 

associe (...,a_n,...,a_z,a_l) € C/Wlil)(R) est une application Dk—linéaire sur- 

jective de CWK(R) sur C/W‘il)(R) dont le noyau est le noyau de V dans 

CWk(R) 

Soit A = W(k) et soit & = AA) = A[[T]] ; on a donc 

8 = 8/p8 = 8@, k = KkIT]] = alk) 

On a défini (cf. prop. 5.5 du chap.Il) un isomorphisme W CWk(Sk) - P(g)/ps. 

On voit que l'image ‘par wo du noyau de V dans CW, (s, ) est 8/pgs . On 
k Tk 

déduit donc de Wg , par passage aux quotients, un isomorphisme 

(1) | &,(1) 
we o CW (8,) — Pls)/s . 

Soit maintenant G un groupe formel lisse et connexe de dimension finie 

sur k , et soit M = M(G) . On sait (cf. th.1l du chap. III) que, pour tout k- 

anneau fini R , le groupe G(R) s'identifie, canoniguement et fonctoriellement, 

t 
au groupe Hom%On (M,C@VK(R)) ; il est clair que ce dernier groupe est canoni- 

k ¢ ~ 
guement isomorphe au groupe Hom]%On (M(l),CW](:)(R)) . Par passage & la limi- 

k 

te, on voit que C(G) = G([[T]]) s'identifie & Hom%int(l\/l(l),C/W‘il)(k[[T]] ). 

250 



COMPLEMENTS 

1 
Finalement, 1!'application W(S) permet d'identifier le groupe C(G) au groupe 

t 
Hom]cjOn (M(]),P(S)/S) (en munissant le A-module topologique P(g)/S de la 

k 
PN 

structure de D, -module topologique déduite de celle de CW(kl)(k[[T]]) par 

transport de structure). 

On voit (cf.n® I1.5.5) que P(8) est formé des séries formelles 3 aiTl , 

i=0 

avec les a].L € K vérifiant iai €A , pour tout i . Avec des notations éviden- 
® I 

tes, P(8)/s est le A-module formé des éléments de la forme 3 aiTl , avec 
i=0 

-1 
agy € K/A et a; €1 A/A , pour iz 1 . On voit facilement que 1l'action de 

F etV sur P(g)/s est définie par 

E(Zaifi) - T o(a)FP 

Y(Lafh = Zpfi_l(aip)f‘i 

Considérons les endomorphismes suivants du A-module P(8)/s : 

a) pour tout x e k , soit VX(Zaifl) = Z[x]laifl (ou [x] est le 

représentant multiplicatif de x dans A = W(k)) ; 

. . ~1 ~ni 
b) pour tout entier n=1 , soit vn(ZaiT) = ZaiT ; 

c) pour tout entier nx1 , soit fn(Z aifl) = Znainfi 

On vérifie facilement que, lorsque l'on identifie C(G) a 

cont 
HomD (Mu),P(%)/S) , on a, pour tout ue€ C(G) , 

k 

(X)u = v, eu pour tout x €k , 

(1) Vnu =V oeu pour tout entier n=1 , 

Fu=1f cu ., pour tout entier n>1 
n n 

| . ‘ £ s . . , . & . 79 
D'autre part, il est immédiat que 1'application, qui & ) bnT € ®k 

n=1 
o T 

associe T bnTp c P(g)/8 , est D, -linéaire & gauche, injective. Nous l'uti- 
n=1 Py 

lisons pour identifier ®k a un sous-Dk—module 34 gauche de P(g)/s 

cont 
Les formules (1) montrent que si u ¢ Hom (M(l),P(S)/%) et si n=1, 

D 
k 

on a Fnu = 0 si et seulement si l'image de u est contenue dans le sous- 

P ~1 . 
A-module de P(8)/8 formé des ZaiT tels que a‘__m =0 , pour tout 1i=20 

Si l'on veut que cette condition soit satisfaite pour tout entier n premier a p, 

on doit avoir a; = 0 si i n'est pas une puissance de p et on en déduit 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

(1) t 
qu'un élément u € HomlcjOn (M o ,P(g)/8) est une courbe typique si et seule- 

: ‘ & 
ment si l'image par u de M(l) est contenue dans ®k . On a donc démon- 

tré la proposition suivante 

PROPOSITION 3.2.- Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension 

finie sur k . Le groupe C(G) (resp. CT(G)) s'identifie, canoniquement et 

fonctoriellement en G , au groupe Hom%ont(M(l)(G),P(S)/é) 

1 & weso. (@)Y = Hon®™ mV@),6) (onavoss MMiG) = @' - 

3.5. Rappelons que tout Dk'—module a droite L peut etre muni d'une structure 

de Dk—module 4 gauche en posant, pour tout ac€ L , 

ra = an , pour tout A €A , 

Fa = av , 

Va = aF 

Nous appelons cette structure la structure de Dk—module a4 gauche induite par 

la structure de Dk—module a droite. 

PROPOSITION 3.3.- Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension 

1 - Vg 
finie sur k et soit M = M 

i) il existe sur le groupe topologique CT(G) une structure de Dk— 

module topologique & gauche et une seule telle que, pour tout & CT(G), 

[x]ow = (x)p , pour tout x¢k , 

Fop = F t Vo =V . Iy pQDe__CP pCP 

1 t 1 199 
ii) lorsque l'on identifie CT(G) au groupe (I\/I( ))\) = HomcDong(M( )'®k) , o 

cette structure de D. -module & gauche est celle qui est induite par la 
k 

structure de Dk—module a droite de (M(l))\) . 

Démonstration : il est clair que, s'il existe une structure de Dk—module 

topologique & gauche sur CT(G) vérifiant les conditions requises en (i) , 

celle-ci est unique. Il suffit donc, pour démontrer la proposition, de vérifier 

que CT(G) , muni de la structure de Dk—module a gauche induite par la struc- 

ture de Dk—module 3 droite de (M vérifie bien ces conditions ; autrement 

(1) (1) e} 
dit que, pour tout u : M - ®k et tout ae M , on a 
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celle-ci est unique. Il suffit donc, pour démontrer la proposition, de vérifier 

que CT(G) , muni de la structure de Dk—module a gauche induite par la struc- 

ture de Dk—module 3 droite de (M vérifie bien ces conditions ; autrement 

(1) (1) e} 
dit que, pour tout u : M - ®k et tout ae M , on a 
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((xyu)a) = ula).lx] , pour tout =xck , 

(Vpu)(a) = uf(a). 

_(Fpu)(a) = ula).Vv , 

|
 

7 

N 
ce qui se, fzit facilement & l'aide des formules (1) 

Cette proposition nous permet de retrouver le résultat suivant do & 

Cartier ([7]) 

COROLLAIRE. - Appelons Dk—module 4 gauche de type "dual de <¢cf" tout Dk_ 

module 3 gauche L , séparé et complet pour la topologie V-adique, sur lequel 

l'action de V est injective, tel que L/VL est de dimension finie sur k 

Alors, 

i) si G est un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur 

k , CT(G) est un Dk—module 4 gauche de type "dual de @gcf" : 

ii) le foncteur G ~ CT(G) induit une équivalence entre la catégorie 

des groupes formels lisses et connexes de dimension finie sur k 

et celle des Dk—modules a gauche de type "dual de fcf". 

En effet, CT s'identifie au composé des foncteurs G ~ M(G) , 

M - M(l) , N = NY . Le premier induit une anti-équivalence entre la catégo- 

rie des groupes formels lisses et connexes, de dimension finie suwr k , et 

celle des Dk—modules a4 gauche de type &cf (prop.6.1 du chap.Ill). Le se- 

cond induit visiblement une équivalence de la catégorie des Dk—modules a gau- 

che de type £fcf sur elle-méme. Le troisiéme induit une anti-équivalence en- 

tre Dk—modules a gauche de type 2cf et Dk—modules a droite de type 2cf 

Enfin, il est clair que, si L est un Dk—module a droite, alors L , muni de 

la structure de Dk—module d gauche induite, est de type "dual de £€cf" si 

et seulement si L est un Dk—module ad droite de type 2cf 

Remarque : on peut aussi déduire trés facilement des constructions qui préce- 

dent le fait (da a Cartier) que tout élément de C(G) s'écrit d'une manidre et 

d'une seule sous la forme 3. VnYn , avec vy € CT(G) (et ou I(p) est 

nel(p) 
l'ensemble des entiers > 0 premiers a p). 

3.6. Lorsque l'on se restreint aux Dy -modules & gauche de type ¢cf qui 

sont libres de rang fini sur A (i.e. aux modules de Dieudonné des groupes 

p-divisibles connexes sur k ), on peut donner une description plus simple de 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

la dualité M - M’ 

Soit, en effet, M un Dk—module a gauche, libre de rang fini sur A 

Rappelons (cf. n° II1.6.3) que l'on peut munir le A-module Md des applica- 

tions A-linéaires de M dans A d'une structure de Dk—module & gauche, en 

posant, pour tout u € I\/Id et tout ae M , 

(Fu)(a) = o(uVa)) et (Vu)(a) = o~ '(u(Fa)) , 

et que la correspondance M - Md définit une dualité dans la catégorie des 

Dk—modules a gauche qui sont des A-modules libres de rang fini. 

PROPOSITION 3.4.- Les restrictions des foncteurs M » I\/[d et M- MY a 

la catégorie des Dk—modules a gauche qui sont simultanément libres de rang 

fini sur A et de type 8cf sont naturellement équivalentes (on a muni Mv 

de sa structure de Dk—module a4 gauche induite par sa structure de Dk—module 

a droite). 

Démonstration : soit M un Dk—module 3 gauche de type &cf , libre de 

rang fini sur A . Pour tout u¢€ Md , soit pM(u) Y/ @ic 1'application dé- 

finie par 

W@ = ¥ p LT p . 
M n=1 n 

(u) est D -linéaire & gauche, donc que, pour On vérifie facilement que K 

(u) € MY 
d M 

tout ue M, oM 

On vérifie aussi que Py M - I\/Iv est Dk—linéaire & gauche, i.e. 

d 
gu'elle est additive et que, pour tout u€M , tout aeM , 

(Owu)(a) = (u)(a).» , pour tout A €A , 
PMm oM 

(Vu)(a) = (uw(a).E , M M 

pM(_Eu)(a) = py W@V . 

Il est clair que est fonctorielle en M et il suffit donc pour P 
M 

démontrer la proposition de vérifier que P est bijective., Sur M la topolo- 

gie F-adique et la topologie p-adique coincident et il existe donc un entier 

r=z1 tel que Erl\/[ c pM , ce qui implique FrmM c pmM , pour tout entier 

mx=1 

Soit u € Ker on On voit gque, pour tout ae€ M , u(yna) € pnA , donc 

254

GROUPES p-DIVISIBLES 

la dualité M - M’ 

Soit, en effet, M un Dk—module a gauche, libre de rang fini sur A 

Rappelons (cf. n° II1.6.3) que l'on peut munir le A-module Md des applica- 

tions A-linéaires de M dans A d'une structure de Dk—module & gauche, en 

posant, pour tout u € I\/Id et tout ae M , 

(Fu)(a) = o(uVa)) et (Vu)(a) = o~ '(u(Fa)) , 

et que la correspondance M - Md définit une dualité dans la catégorie des 

Dk—modules a gauche qui sont des A-modules libres de rang fini. 

PROPOSITION 3.4.- Les restrictions des foncteurs M » I\/[d et M- MY a 

la catégorie des Dk—modules a gauche qui sont simultanément libres de rang 

fini sur A et de type 8cf sont naturellement équivalentes (on a muni Mv 

de sa structure de Dk—module a4 gauche induite par sa structure de Dk—module 

a droite). 

Démonstration : soit M un Dk—module 3 gauche de type &cf , libre de 

rang fini sur A . Pour tout u¢€ Md , soit pM(u) Y/ @ic 1'application dé- 

finie par 

W@ = ¥ p LT p . 
M n=1 n 

(u) est D -linéaire & gauche, donc que, pour On vérifie facilement que K 

(u) € MY 
d M 

tout ue M, oM 

On vérifie aussi que Py M - I\/Iv est Dk—linéaire & gauche, i.e. 

d 
gu'elle est additive et que, pour tout u€M , tout aeM , 

(Owu)(a) = (u)(a).» , pour tout A €A , 
PMm oM 

(Vu)(a) = (uw(a).E , M M 

pM(_Eu)(a) = py W@V . 

Il est clair que est fonctorielle en M et il suffit donc pour P 
M 

démontrer la proposition de vérifier que P est bijective., Sur M la topolo- 

gie F-adique et la topologie p-adique coincident et il existe donc un entier 

r=z1 tel que Erl\/[ c pM , ce qui implique FrmM c pmM , pour tout entier 

mx=1 

Soit u € Ker on On voit gque, pour tout ae€ M , u(yna) € pnA , donc 

254



COMPLEMENTS 

n n r que u(V' M) c p A , pour tout entier n=0 . Comme EmM Cpml\/[ implique 
rm rm 

p M = y”“g M c pmyrml\/[ , Oon a, pour tout entier m=0 , 

pMu(M) = u(pf™M) pmu(me) c pm+rmA , donc u(M) ¢ pA ; comme ceci 

est vrai pour tout m ona u=0 et est bien injéctive. PM 

Pour tout a € M , notons a l'unique élément de M tel que 

piMa = pmam . Soit u' un élément guelconque de M\) . Pour tout a fixé 

dans M , on voit que l'on peut écrire 

wi ) =2p Yol )T, 
m n,m n 

ol bn,m € A et est uniquement déterminé modulo pn . En écrivant que 

_rma = pmam , on montre facilement que p(l_r)mbrm,m € A . En écrivant que 

Eram = pam+1 , on vérifie que 

Trmy, - pr(m¥)H (mod A) rm,m r(m+1),m+1 

(1-r)my, 
rm,m 

u(a) € A . Il n'y a alors pas de difficulté & vérifier que l'application a - uf(a) 

On en déduit que la suite des p converge vers un élément 

de M dans A est A-linéaire, donc que uc¢ Md et que pM(u) = u' , d'ou 

la surjectivité. 

COROLLAIRE. - Soit G un groupe p-divisible connexe sur k et soit ]Dp(G) 

son dual. Les Dk—modules & gauche CT(G) et 1\_/1(1)(1Dp(G)) sont _isomorphes, 

canoniquement et fonctoriellement en G 

En effet, CT(G) est canoniquement isomorphe a (1\_/1(1)(G))v (prop.4.2), 

(1_\_/I<])(G))V s'identifie & (M(I)(G))d d'aprés la proposition précédente, on voit 

tout de suite que (l\_/I(l)(Gr))d s'identifie a (I_\_/I(G)d)(l) , et 1\_/I(G)d s'identi- 

fie a M(D,(G)) d'aprés la proposition 6.4 du chap. III, donc G\_A(G)d)(l) s'i- - p 

dentifie a M(Dp(G))(l) = 1_\_/I(1)(]Dp(G)) 

3.7. Remarques : 

l.- 8i G est un p-groupe formel sur k , la connaissance de M(G) 
1 

est équivalente 3 celle de (1_\_/I(G))(1) = l_\_/I( )(G) (et on prendra garde que, 

suivant les auteurs, ce qui est appelé "module de Dieudonné de G" s'iden- 

(1) 
tifie soit & MI(G) , soit & M '(G)). On peut se demander s'il est plus com- 

(1) mode de travailler avec M(G) ou avec M (G) . Du point de vue adopté 

dans ce mémoire, on voit que cela est indifférent lorsque 1'on travaille sur k , 
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mais qu'il est plus commode de travailler avec MI(G) lorsque l'on étudie les 

relédvements de G sur Wi(k) 

On a vu que, pour interpréter les résultats de Honda c'est MI(G) qui 

(1) 
convient le mieux, alors que pour ceux de Cartier c'est M ~'(G) qui est le 

plus naturel. 

Lorsque l'on veut relier nos résultats & la cohomologie de de Rham (& la 

maniére de Oda, [41], ou de Mazur-Messing, [38], chap.I, §4, via les ex- 

(1) 
tensions universelles), on s'apergoit que c'est M (G) le plus naturel. 

2.- Lorsque l'on veut relier nos constructions & 1'étude des extensions 

universelles des groupes p-divisibles, les résultats s'énoncent plus commodé- 

(1) 
ment avec M 

(1) 
M "(G) et MI(G) : soit B un anneau qui est soit k , soit A' (anneau 

(G) , mais, pour les obtenir, on travaille simultanément avec 

des entiers d'une extension finie totalement ramifiée, de degré e , du corps 

Vv des fractions K de A = W(k)), soit A'/m”Y (ot m est une puissance non 

nulle de 1'idéal maximal m de A'). Soit CWB le B-groupe formel défini 

par restriction de CW aux B-anneaux finis (cf. n° II.4.1). On déduit facile- 

ment du §2 du chapitre II que le sous-~anneau AlV] de Dk = AlF,V] s'i- 

dentifie canoniguement & un sous-anneau de l'anneau des endomorphismes de 

CW 
B 

Soit G un groupe p-divisible sur B , soit Gk = G ®Bk sa fibre spé- 

clale et soit EGr l'extension universelle de G (cf. par exemple, [38], 

chap.I, §1). On peut montrer que, si B =k ou W(k) , le complété formel 

EG de EG s'identifie canonigquement, et fonctcoriellement en G , au B- 

foncteur en groupes formels 

1 
(1) ),C/'\7\/' (R)) , pour tout B-anneau fini R E' (R) = Hom K B M c A[M](— (G 

Ce résultat reste-t-il vrai dans le cas général (i.e. B = A' , avec e # 1 , 

ou B =A'/mv) ? 

~ N 

Notons, d'autre part, N(G) le A[V]-module & gauche Hom(Eg,CWB) 

On construit facilement une application A[V] -linéaire a gauche de N(G) 

1 
dans 1_\_/[( )(G) . Lorsque B =A , on peut montrer que cette application est un 

isomorphisme ; ceci reste-t-il vrai lorsque B = A' (avec e # 1) ? Que peut- 

on dire dans le cas général ? 
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COMPLEMENTS 

Nous reviendrons sur ces questions dans une publication ultérieure ; ceci 

nous permettra en particulier d'expliciter le lien entre nos travaux et ceux de 

Mazur-Messing ([38]) donc aussi ceux de Grothendieck et Messing ([29], [30], 

[397]). 

257

COMPLEMENTS 

Nous reviendrons sur ces questions dans une publication ultérieure ; ceci 

nous permettra en particulier d'expliciter le lien entre nos travaux et ceux de 

Mazur-Messing ([38]) donc aussi ceux de Grothendieck et Messing ([29], [30], 

[397]). 

257



(1] 

[2] 

[3] 

[4] 

(5] 

(6] 

[7] 

(81 

[9] 

[10] 

[11] 

[12] 

[13] 

GROUPES p-DIVISIBLES 

BIBLIOGRAPHIE 

I. BARSOTTI, Moduli canonici e gruppi analitici commutativi, Ann. Scuola 

Norm. Sup. Pisa, 13 (1959), 303-372. 

I. BARSOTTI, Analytical Methods for Abelian Varieties in Positive Charac- 

teristic, Coll. Théorie des groupes algébriques, C.B.R.M., 

Bruxelles, 1962, 

I. BARSOTTI, Metodi analitici per varietd abeliane in caratteristica positi- 

va, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 18 {1964), 1-25 ; 19 (1965), 

277-330 et 481-512 ; 20 (1966), 101-137 et 331-365. 

N. BOURBAKI, Eléments de mathématique : algébre commutative, chap. I 

et II, Hermann, Paris, 1961, 

N. BOURBAKI, Eléments de mathématique : algébre commutative, chap. III 

et IV, Hermann, Paris, 1961. 

P. CARTIER, Groupes formels associés aux anneaux de Witt généralisés, 

C.R. Acad. Sci. Paris, 265 (1967), 50-52, 

P. CARTIER, Modules associés a un groupe formel commutatif., Courbes 

typigques, C.R. Acad. Sci. Paris, 265 (1967), 129-132. 

P. CARTIER, Relévement des groupes formels commutatifs, Sém. Bourbaki, 

1968/69, exposé 359, Lecture Notes in Mathematics, n® 179, 

Springer, Berlin, 1971. 

L. COX, Formal A-modules, Bull. Amer. Math. Soc., 79 (1973), 690-694. 

L. COX, Formal A-modules over p-adic integer rings, Compositio Mathe- 

matica, 29 (1974), 287-308. 

J.-M. DECAUWERT, Classification des A-modules formels, C.R. Acad. 

Sci. Paris, 282 (1976), 1413-1416. 

J.-M. DECAUWERT, Modules formels, thése de 3e cycle (1976), Univer- 

sité scientifigue et médicale de Grenoble. 

M. DEMAZURE, A. GROTHENDIECK, Schémas en groupes I, Séminaire du 

Bois-Marie 1962/64 (SGA 3), Lecture Notes in Mathematics, n°® 151 

Springer, Berlin 1970. 

258 

(1] 

[2] 

[3] 

[4] 

(5] 

(6] 

[7] 

(81 

[9] 

[10] 

[11] 

[12] 

[13] 

GROUPES p-DIVISIBLES 

BIBLIOGRAPHIE 

I. BARSOTTI, Moduli canonici e gruppi analitici commutativi, Ann. Scuola 

Norm. Sup. Pisa, 13 (1959), 303-372. 

I. BARSOTTI, Analytical Methods for Abelian Varieties in Positive Charac- 

teristic, Coll. Théorie des groupes algébriques, C.B.R.M., 

Bruxelles, 1962, 

I. BARSOTTI, Metodi analitici per varietd abeliane in caratteristica positi- 

va, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 18 {1964), 1-25 ; 19 (1965), 

277-330 et 481-512 ; 20 (1966), 101-137 et 331-365. 

N. BOURBAKI, Eléments de mathématique : algébre commutative, chap. I 

et II, Hermann, Paris, 1961, 

N. BOURBAKI, Eléments de mathématique : algébre commutative, chap. III 

et IV, Hermann, Paris, 1961. 

P. CARTIER, Groupes formels associés aux anneaux de Witt généralisés, 

C.R. Acad. Sci. Paris, 265 (1967), 50-52, 

P. CARTIER, Modules associés a un groupe formel commutatif., Courbes 

typigques, C.R. Acad. Sci. Paris, 265 (1967), 129-132. 

P. CARTIER, Relévement des groupes formels commutatifs, Sém. Bourbaki, 

1968/69, exposé 359, Lecture Notes in Mathematics, n® 179, 

Springer, Berlin, 1971. 

L. COX, Formal A-modules, Bull. Amer. Math. Soc., 79 (1973), 690-694. 

L. COX, Formal A-modules over p-adic integer rings, Compositio Mathe- 

matica, 29 (1974), 287-308. 

J.-M. DECAUWERT, Classification des A-modules formels, C.R. Acad. 

Sci. Paris, 282 (1976), 1413-1416. 

J.-M. DECAUWERT, Modules formels, thése de 3e cycle (1976), Univer- 

sité scientifigue et médicale de Grenoble. 

M. DEMAZURE, A. GROTHENDIECK, Schémas en groupes I, Séminaire du 

Bois-Marie 1962/64 (SGA 3), Lecture Notes in Mathematics, n°® 151 

Springer, Berlin 1970. 

258 



BIBLIOGRAPHIE 

[14] M. DEMAZURE, P. GABRIEL, Groupes algébrigques I, Masson, Paris, 1970. 

[15] M. DEMAZURE, Lectures on p-Divisible Groups, Lecture Notes in Mathe- 

matics, n® 302, Springer, Berlin, 1972, 

[161 7. DIEUDONNE, Lie groups and Lie hyperalgebras over a field of charac- 

teristic p>0 , I , Comm. Math. Helv., 28 (1954), 87-118 ; II, 

Amer. J. Math., 77 (1955), 218-244 ; III, Math. Z., 63 (1955), 

53-75 ; IV, Amer. J. Math., 77 (1955), 429-452 : V, Bull. Soc. 

Math. France, 84 (1956), 207-239 ; VI, Amer. J. Math., 79 

(1957), 331-388 ; VII, Math. Ann., 134 (1957), 114-133. 

(171 7. DIEUDONNE, Witt groups and hyperexponential groups, Mathematika, 

2, (1955), 21-31. : 

[18]1 7. DIEUDONNE, Introduction to the Theory of Formal Groups, Dekker, 

New-York, 1973, 

[19] J.-M. FONTAINE, Points d'ordre fini d'un groupe formel sur une extension 

non ramifiée de Zp , Journées arithmétiques de Grenoble 1973, 

Bull. Soc. Math. France, Mémoire 37 (1974), 75-79. 

[20] J.-M. FONTAINE, Sur la construction du module de Dieudonné d'un groupe 

formel, C.R. Acad. Sci, Paris, 280 (1975), 1273-1276. 

[21] J.-M. FONTAINE, Groupes p-divisibles sur les vecteurs de Witt, C.R. 

Acad. Sci. Paris, 280 (1975), 1353-1356. 

[22] J.-M. FONTAINE, Groupes finis commutatifs sur les vecteurs de Witt, C,. 

R. Acad. Sci. Paris, 280 (1975), 1423-1425,. 

[23] J.-M. FONTAINE, Groupes commutatifs finis et plats sur un anneau de va- 

luation discréte, en préparation. 

[24] J.-M. FONTAINE, Module de Dieudonné et module de Tate des groupes p- 

divisibles, en préparation. 

[25] A. FROHLICH, Formal Groups, Lecture Notes in Mathematics, n°® 74, 

Springer, Berlin, 1968. 

[26] P. GABRIEL, Des catégories abéliennes, Bull. Soc. Math. France, 90 

(1962), 323-348. 

[27] P. GABRIEL, Sur les catégories localement ncethériennes et leurs applica- 

tions aux algébres étudiées par Dieudonné, Séminaire J.-P. Serre, 

1960. 

[28] A. GROTHENDIECK, 7J. DIEUDONNE, Eléments de géométrie algébrique, 

tome I, Springer, Berlin, 1971. ' 

259

BIBLIOGRAPHIE 

[14] M. DEMAZURE, P. GABRIEL, Groupes algébrigques I, Masson, Paris, 1970. 

[15] M. DEMAZURE, Lectures on p-Divisible Groups, Lecture Notes in Mathe- 

matics, n® 302, Springer, Berlin, 1972, 

[161 7. DIEUDONNE, Lie groups and Lie hyperalgebras over a field of charac- 

teristic p>0 , I , Comm. Math. Helv., 28 (1954), 87-118 ; II, 

Amer. J. Math., 77 (1955), 218-244 ; III, Math. Z., 63 (1955), 

53-75 ; IV, Amer. J. Math., 77 (1955), 429-452 : V, Bull. Soc. 

Math. France, 84 (1956), 207-239 ; VI, Amer. J. Math., 79 

(1957), 331-388 ; VII, Math. Ann., 134 (1957), 114-133. 

(171 7. DIEUDONNE, Witt groups and hyperexponential groups, Mathematika, 

2, (1955), 21-31. : 

[18]1 7. DIEUDONNE, Introduction to the Theory of Formal Groups, Dekker, 

New-York, 1973, 

[19] J.-M. FONTAINE, Points d'ordre fini d'un groupe formel sur une extension 

non ramifiée de Zp , Journées arithmétiques de Grenoble 1973, 

Bull. Soc. Math. France, Mémoire 37 (1974), 75-79. 

[20] J.-M. FONTAINE, Sur la construction du module de Dieudonné d'un groupe 

formel, C.R. Acad. Sci, Paris, 280 (1975), 1273-1276. 

[21] J.-M. FONTAINE, Groupes p-divisibles sur les vecteurs de Witt, C.R. 

Acad. Sci. Paris, 280 (1975), 1353-1356. 

[22] J.-M. FONTAINE, Groupes finis commutatifs sur les vecteurs de Witt, C,. 

R. Acad. Sci. Paris, 280 (1975), 1423-1425,. 

[23] J.-M. FONTAINE, Groupes commutatifs finis et plats sur un anneau de va- 

luation discréte, en préparation. 

[24] J.-M. FONTAINE, Module de Dieudonné et module de Tate des groupes p- 

divisibles, en préparation. 

[25] A. FROHLICH, Formal Groups, Lecture Notes in Mathematics, n°® 74, 

Springer, Berlin, 1968. 

[26] P. GABRIEL, Des catégories abéliennes, Bull. Soc. Math. France, 90 

(1962), 323-348. 

[27] P. GABRIEL, Sur les catégories localement ncethériennes et leurs applica- 

tions aux algébres étudiées par Dieudonné, Séminaire J.-P. Serre, 

1960. 

[28] A. GROTHENDIECK, 7J. DIEUDONNE, Eléments de géométrie algébrique, 

tome I, Springer, Berlin, 1971. ' 

259



GROUPES p-DIVISIBLES 

[29] A. GROTHENDIECK, Groupes de’ Barsotti—'I‘ate et cristaux, Actes du 

Congrés Intern. des Math, 1970, tome I, 431-436, Gauthiers- 

Villars, Paris 1971, 

[30] A. GROTHENDIECK, Groupes de Barsotti-Tate et cristaux de Dieudonné, 

Université de Montréal, Montréal, 1974. 

[31] M. HAZEWINKEL, Constructing Formal Groups 1 : over Z(p)—algebras, 

Netherlands Scheool of Economics, Econometric Institute, Report 

7119, 1971. 

[32] T. HONDA, On the theory of commutative formal groups, Journ. Math. 

Soc. Japan, 22 (1970), 213-246. 

[33] H. KRAFT, Kommutative algebraische p-gruppen, Sonderforschungsbereich 

40, Theoretische Mathematik, Universitdt Bonn, Bonn, 1975, 

[34] S. LANG, Algebraic Number Theory, Addison-Wesley, Reading, 1970. 

[35] M. LAZARD, Bemerkungen zur Theorie der bewerteten Korper und Ringe, 
Math. Nach., 12 (1954), 67-73. 

[36] M. IAZARD, Commutative Formal Groups, Lecture Notes in Mathematics, 

n® 443, Springer, Berlin 1975, 

[37] Y. MANIN, The theory of commutative formal groups over fields of finite 

characteristic, Russian Math. Surveys, 18 (1963), 1-83, 

[38] B. MAZUR, W. MESSING, Universal Extensions and One Dimensional 

Crystalline Cohomology, Lecture Notes in Mathematics, n® 370, 

Springer, Berlin, 1974. 

[39] W. MESSING, The Crystals Associated to Barsotti-Tate Groups : with 

Applications to Abelian Schemes, Lecture Notes in Mathematics, 

n® 264, Springer, Berlin, 1972. 

{40] B. MITCHELL, .Theory of Categories, Academic Press, New-York, 1965. 

[41] T. ODA, The first de Rham cohomology group and Dieudonné modules, 

Ann. Ecole Norm. Sup., 2 (1959), 63-125. 

[42] TJ.-P. SERRE, Sur les groupes de Galois attachés aux groupes p-divisibles, 

Proceedings of a Conference on Local Fields, Nuffic Summer 

School at Driebergen, 118-131, Springer, Berlin, 1967. 

[43] J.-P. SERRE, Corps locaux, 2e éd., Hermann, Paris, 1968. 

[44] J. TATE, p-Divisible Groups, Proceedings of a Conference on Local Fields, 

Nuffic Summer School at Driebergen, 158-183, Springer, Berlin, 

1967. . 

260 

GROUPES p-DIVISIBLES 

[29] A. GROTHENDIECK, Groupes de’ Barsotti—'I‘ate et cristaux, Actes du 

Congrés Intern. des Math, 1970, tome I, 431-436, Gauthiers- 

Villars, Paris 1971, 

[30] A. GROTHENDIECK, Groupes de Barsotti-Tate et cristaux de Dieudonné, 

Université de Montréal, Montréal, 1974. 

[31] M. HAZEWINKEL, Constructing Formal Groups 1 : over Z(p)—algebras, 

Netherlands Scheool of Economics, Econometric Institute, Report 

7119, 1971. 

[32] T. HONDA, On the theory of commutative formal groups, Journ. Math. 

Soc. Japan, 22 (1970), 213-246. 

[33] H. KRAFT, Kommutative algebraische p-gruppen, Sonderforschungsbereich 

40, Theoretische Mathematik, Universitdt Bonn, Bonn, 1975, 

[34] S. LANG, Algebraic Number Theory, Addison-Wesley, Reading, 1970. 

[35] M. LAZARD, Bemerkungen zur Theorie der bewerteten Korper und Ringe, 
Math. Nach., 12 (1954), 67-73. 

[36] M. IAZARD, Commutative Formal Groups, Lecture Notes in Mathematics, 

n® 443, Springer, Berlin 1975, 

[37] Y. MANIN, The theory of commutative formal groups over fields of finite 

characteristic, Russian Math. Surveys, 18 (1963), 1-83, 

[38] B. MAZUR, W. MESSING, Universal Extensions and One Dimensional 

Crystalline Cohomology, Lecture Notes in Mathematics, n® 370, 

Springer, Berlin, 1974. 

[39] W. MESSING, The Crystals Associated to Barsotti-Tate Groups : with 

Applications to Abelian Schemes, Lecture Notes in Mathematics, 

n® 264, Springer, Berlin, 1972. 

{40] B. MITCHELL, .Theory of Categories, Academic Press, New-York, 1965. 

[41] T. ODA, The first de Rham cohomology group and Dieudonné modules, 

Ann. Ecole Norm. Sup., 2 (1959), 63-125. 

[42] TJ.-P. SERRE, Sur les groupes de Galois attachés aux groupes p-divisibles, 

Proceedings of a Conference on Local Fields, Nuffic Summer 

School at Driebergen, 118-131, Springer, Berlin, 1967. 

[43] J.-P. SERRE, Corps locaux, 2e éd., Hermann, Paris, 1968. 

[44] J. TATE, p-Divisible Groups, Proceedings of a Conference on Local Fields, 

Nuffic Summer School at Driebergen, 158-183, Springer, Berlin, 

1967. . 

260 



SUMMARY 

Let k be a perfect field of characteristic p# 0 , let A = W(k) the 

ring of Witt vectors with coefficients in k and let Dk = A[F,V] the 

Dieudonné-ring, i.e. the (non-commutative, if k # IFp) ring generated by A 

and two elements F and V subject to the relations 

La
s]
 

<
 

=VF =p , 

|
 

o
 

= 0o(a)E , aV = Vol(a) , for any a € A 

(where o is the absolute Frobenius on A). 

It is well-known that commutative finite group-schemes, of rank a 

power of p , can be classified by their Dieudonné-modules, which are left 

Dk—modules, of finite length as A-modules. 

By using Witt ,;covec’tors, we gilve a new description of the Dieudonné- 

module MI(G) of such a groiip G : we construct a coinmutative formal group- 

scheme C/\\/\/'k over k , whose endomorphismé ring contains Dk . and then 

M(G) is defined as Hom(G,C/\\Nk) . This construction avoid the decomposition 

of the group into an unipotent group and a multiplicative type one. We give 

also a description of G , as a group-functor, in terms of M(G) : if 

M = M(G) , for any finite, commutative and associative k-algebra R , the 

group G(R) can be identified, canonically and functorially in R and G , to 

HomDk(M,CWK(R)) 

Since Grothendieck and Messing, one knows that it is possible to asso- 

ciate to any p-divisible group H over A a couple (L,M) , where M is 

the Dieudonné-module of the special fiber of H and L a suitable sub-A- 

module of M , and that the correspondence H - (L,M) classifies p-divisible 

groups over A . A new construction of the functor H ~ (L,M) is given (ac- 

tually, not exactly the same (L,M) as in Grothendieck or Messing). We give 

also a description of a quasi-inverse functor, as well as a description of the 

Tate-module of H in terms of the couple (L,M) 
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Suitable generalisations of those results to p-divisible groups and com- 

mutative smooth formal group-schemes over the integers of a local field of cha- 

racteristic 0 and residue field k are given. 

We explain also how our constructions are related to the work of Cartier 

on commutative formal group-laws over k and of Honda on commutative formal 

group-laws over k and W(k) 
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