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INTRODUCTION

0.1. Soit p un nombre premier, soit k un corps parfait de caractéristique
p , soit A = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans k ,
soit A' Il'anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps

des fractions de A et soit e le degré de cette extension .
Le présent mémoire a pour objet

@ la classification, & isomorphisme prés, des (schémas en) groupes formels

commutatifs sur k ;

@ la classification, & isomorphisme prés, des (schémas en) groupes formels,

lisses et de dimension finie, sur A et sur A' si e < p-1:

e la classification, a isogénie prés, des groupes de Barsotti-Tate (ou groupes

p-divisibles) sur A'

0.2. Ce mémoire a été congu pour pouvoir étre lu par les non-spécialistes

il suffit, en principe, de connaftre un peu d'algébre commutative (par exemple
celle de Bourbaki) et les rudiments du langage des catégories (par exemple,
[40]). On a essayé d'étre aussi "élémentaire" que possible. On a systémati-
quement négligé le point de vue "géométrique" au profit du point de vue
"fonctoriel" (et on a escamoté les difficultés d'ordre logique : les '"catégories"
de foncteurs que l'on considére ne sont de "vraies" catégories qu'a condition
de se restreindre & un univers convenable, ce qui est implicitement supposé).
Dans cet esprit, donnons, dé&s maintenant, quelques définitions (nous les re-
prendrons dans un cadre plus général au chapitre I) : soit B un anneau gui

est soit k , soit A , soit A

B on appelle B-anneau fini toute B-algébre associative, commutative et unitai-

re qui est un B-module de longueur finie :

s un B-foncteur formel est un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux

finis dans celle des ensembles ; on dit que c'est un schéma fini sur B
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s'il est représentable, que c'est un schéma formel sur B si c'est une li-

mite inductive de schémas finis ;

a un B-foncteur en groupes formels (commutatifs) est un objet en groupes

(commutdtifsk) dans la catégorie des B-foncteurs formels ; autrement dit c'est
un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux finis dans celle des

groupes (commutatifs) ; un groupe formel sur B (resp. un groupe fini sur k)

est un foncteur en groupes formels dont le foncteur formel sous-jacent est

un schéma formel (resp. fini) ;

e un groupe formel G sur B est lisse si, pour tout B-anneau fini R et
tout idéal I de R de carré nul, l'homomorphisme canonique de G(R)

dans G(R/I) est surjectif ;

@ un p-groupe formel G sur B est un groupe formel commutatif de p-

torsion (i.e. G s'identifie & lim Ker pn\G) ;
8 un p-groupe fini sur k est un p-groupe formel qui est un groupe fini ;

@ un groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate, sur k est un p-groupe formel

tel que la multiplication par p est un épimorphisme, & noyau fini ; un
groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate sur A ou A' est un p-groupe for-
mel lisse qui, par restriction aux k-anneaux finis, définit un groupe p-
divisible sur k (en fait, il v a seulement équivalence entre la catégorie
des groupes formels que l'on vient de définir et celle des groupes p-divi-

sibles).

0.3. Il nous a semblé utile de rassembler dans un chapitre préliminaire (chap.I)
les résultats classiques et élémentaires sur les groupes formels qui sont utili-
sés da‘ns la suite. Il ne contient aucune idée vraiment nouvelle, tout au plus
quelques variantes de résultats bien connus ([13]1, [14]1, [15], [27], [28] ,
[36]). Sa lecture est vivement déconseillée aux spécialistes qui l'utiliseront

comme un chapitre de références.

0.4. Les quatre premiers paragraphes du chapitre II ont pour objet l'étude et la

construction des covecteurs de Witt.

Soit m un entier = 1 . On sait ce que c'est que le schéma en anneaux

commutatifs '\/Vm des vecteurs de Witt : pour tout anneau commutatif R ,
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W _(R) est formé des éléments de la forme (a_,a yeee, @ ) , avec les a, - |
m 0"1. m-1 i
dans R ; 1'addition et la multiplication sont données par des polyndmes conve- |

nables & coefficients entiers rationnels (cf. n° II.1).
3 A . 41" — ,7 1 2 7
Le morphisme de schémas Vm : \/\m V\m+1 , qui, & (aO,...,am_l)eV\ (R),

m
.
0 m—l) € \/\m+1

associe (0,a (R) , est compatible avec 1'addition. Par passa-
ge a la limite, il nous permet de définir le Z-foncteur en groupes commutatifs

seess @

u
CW" = 1i_r>n ’\Nm » que nous appelons le groupe des covecteurs de Witt unipo-

tents.

Pour tout anneau commutatif R , on peut munir le groupe CWu(R) d'une
structure de groupe topologique (telle que si o : R -8 , l'homomorphisme
u
CW (@) est continu). On note CW(R) le complété séparé de CWU(R) pour

cette topologie. En tant qu'ensemble, CW(R) s'identifie 3 l'ensemble des co-

vecteurs de Witt

a = (...,a_n,...,a_l,ao) , |

ou les a n sont des éléments de R vérifiant la condition

il existe un entier r>0 tel que 1'idéal de R engendré par les a no
(y) ‘ )

our n=r , est nilpotent.

Le groupe CWu(R) s'identifie au sous-groupe de CW(R) formé des a
tels que les a__n sont presque tous nuls ; c'est un sous-groupe dense de

CW(R)

Cette cohstruction est faite au §1 . Les endomorphismes du groupe CW
sont étudiés au §2 . Par restriction & la catégorie des k-anneaux finis, CW
définit un p-groupe formel lisse (3/\7\/'k sur k qui est introduit au §4. Le §3
a pour but de donner une description de l'algébre affine de vak et de cer-

tain de ses sous-groupes et ne joue qu'un ré6le tout a fait secondaire.

0.5. Soit ¢ le Frobenius absolu sur A (i.e. l'unique automorphisme continu

P (mod pA) , pour tout a € A) et soit Dk = A[F,V]

l'anneau (non commutatif si k # ]Fp) engendré par A et deux éléments T

de A tel que ofa) = a

et V soumis aux relations FV =VF =p , Fa = o(a)f et aV = Vol(a) ,

pour tout a € A

Appelons Dk—module A[F] -profini tout Dk—module & gauche qui est un
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A[F] -module profini sur lequel V opére continGment. On montre que, si G

est un p-groupe formel sur k , le groupe Hom(G,C@\/’k) des morphismes (dans
la catégorie des groupes formels sur k) de G dans C/'\\/\/'k a une structure na-
turelle de Dk-module A[F] -profini ; on le note MI(G) et on l'appelle le module

de Dieudonné de G . Il est clair que M peut étre considéré comme un fonc-

teur contravariant additif de la catégorie des p-groupes formels sur k dans
celle des Dk—modulesAA[f_] -profinis. Les quatre premiers paragraphes du chapi-

tre III ont pour objet la démonstration des deux théorémes suivants

THEOREME 1.- Le foncteur M est pleinement fidéle et induit une anti-

équivalence entre la catégorie des p-groupes formels sur k et celle des Dk_

modules A[F] -profinis.

’ ~ N
THEOREME 2.- Le groupe CW est un objet injectif de la catégorie des grou-

k
pes formels commutatifs sur k

On construit, en outre, un foncteur quasi-inverse G du foncteur M :

si M est un Dk—module A[F] -profini

m pour tout k-anneau fini R , le groupe G(M)(R) est le groupe

t P
;OD (M,CWK(R)) des applications Dk—linéaires continues de M dans
k

Wo(R
cvk() .

Hom

m si ¢ : R - S estun morphisme de k-anneaux finis, l'application G(M)(p)

est la fléche évidente.

0.6. Appelons Dk—module fini tout Dk—module 4 gauche qui est de longueur
finie en tant que A-module. On a une notion de dualité dans la catégorie des
Dk—modules finis (cf. n° III.5) et nous notons M' le dual d'un Djp-module
fini M

Si G est un p-groupe fini sur k , notons ID(G) son dual de Cartier ;
c'est un p-groupe fini sur k et M(G) et M(IX{G)) sont des Dk—modules
finis. L'objet du §5 du chapitre IIl est de montrer que les foncteurs
G - M(IDG)) et G - (M(G))' sont naturellement équivalents. On y utilise,
de fagon essentielle, le § 6 du chapitre II qui a pour objet l'étude de l'expo-
nentielle d'Artin-Hasse, la construction d'un anneau un peu compliqué, noté

Cplk) = ¢, et 1'étude des covecteurs de Witt & coefficients dans C

k k
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On déduit facilement de ce résultat le fait que le foncteur "module de
Dieudonné des p-groupes finis sur k" construit déns ce mémoire est naturel-
lement équivalent au foncteur "module de Dieudonné traditionnel" (qui nécessi-
te la décomposition du groupe considéré en le produit d'un groupe unipotent par

un groupe de type multiplicatif).

La construction de l'équivalence naturelle entre G - M(IXG)) et
G -~ (M(G))' utilise un intermédiaire : la construction d'un foncteur covariant

M' de la catégorie des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules

finis, qui est l'analogue, pour ces groupes, du module des courbes typiques de
Cartier pour les groupes formels lisses et connexes sur k : en tant que groupe

M'(G) est le sous-groupe de G(c, ) formé des o tels que ue(a) = 0 , pour

tout nombre premier ¢ # p (ou u: est l'analogue de l'opérateur Feove de

Cartier). Si G est un groupe connexe tel que Fg =0, on a |

G(ck) = G(k[T]/Tpm) et la construction de M (G) se simplifie considérable- <
;

ment.

0.7. Le {6 du chapitre III a pour objet de donner une autre description du mo- '
dule de Dieudonné d'un p-groupe formel sur k lorsque celui-ci est lisse.
C'est en fait le point de départ du chapitre IV et on y utilise de facon essen-

tielle 1'étude du '"relévement des covecteurs" faite au §5 du chapitre II.

0.8. Le but du chapitre IV est la classification des p-groupes formels lisses

sur A' , 3 isomorphisme prés, lorsque e =< p-1 et des groupes p-divisibles

sur A' , & isogénie prés, pour e quelconque. i

Le §1 correspond au cas e = 1 , autrement dit A = A' , que nous avons

préféré traiter séparément afin de ne pas mélanger les difficultés.

Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A et soit g
son algébre affine. Par extension des scalaires, G définit un p-groupe formel
lisse Gk sur k dont l'algébre affine est Rk =R @Ak = /PR . Soit K le
corps des fractions de A et soit &K =R ®AK . Avec des notations évidentes,
soit PY(R) le sous-A-module de RK formé des o tels que da € QA(M) ,
module des A-différentielles continues de 1'anneau { , identifié & un sous-

module de QK(RK) . On munit Pu(R) d'une topologie A-linéaire convenable et

u
on note P(R) le séparé complété de P (R) pour cette topologie (si G est
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connexe et si (Xl’X X.) est un systéme de coordonnées pour R , i.e.

g ey
si R = A[[Xl,Xz,...,Xd]] , P(R) s'identifie au module des séries formelles en
les XJ. , A coefficients dans K , qui vérifient %— € R , pour tout j). On

J

construit au §5 du chapitre II une application A-linéaire continue

Fay
wo CWk(ﬂk) - P(R)/pR qui est, en fait, un isomorphisme.

Soit A R - R éAg-z le coproduit. Cette application se prolonge en une

application, encore notée Ao , de P(R) dans P(R éA R) . Soit

mHG) = @€ PR) | da - a®1 - 18q € pwéAR} .

On démontre au § 6 du chapitre III que w induit un isomorphisme de M(G,)

R k
sur MH(G) = 7¥ (G)/pR

Notons &(G) le sous-A-module de P(R) formé des o« tels que

Ao = a®l + 1éq . Soit p(G) 1l'application A-linéaire composée

BAHKC” 1so.can. 154((;k);

k)/'EM(Gk_> , induite

incl.can. proj.can.,

+(G) T H(G)

on démontre que l'application p(G) : £(G)/pe(G) - M(G

par passage aux quotients, est un isomorphisme.

e .
Soit AA la catégorie dont les objets sont les triplets (£,M,p)

a ou M est un Dk—module profini, tel que l'action de F sur M est in-

jective et M/FM est un espace vectoriel sur k de dimension finie,
B ol & est un A-module libre de rang fini,

B ol p : &£~ M est une application A-linéaire qui induit, par passage aux

quotients, un isomorphisme 0 : &/pt - M/EM ;
et dont les fléches sont évidentes.
On voit que l'on peut considérer la correspondance
G = £M(G) = (£(G), MG, ),p(G))

comme un foncteur contravariant additif £M de la catégorie des p-groupes
formels lisses sur A dans /\]i . Le but du §1 du chapitre IV est de montrer
que, si p# 2 , ce foncteur est pleinement fidéle et induit une anti-équivalen-
ce entre les deux catégories. On a des résultats analogues pour p=2 a
condition de se restreindre soit aux groupes '"unipotents'" soit aux groupes

connexes.
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un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

s

description du groupe G(8) & l'aide du triplet
Sk = S@Ak P SK = S@AK , soit NS(S)

de & dans & et soit GM(S) le groupe des
nues de M dans C{\/\Vk(gk); si p#2 ou si

s'identifie canoniquement,

et fonctoriellement en

A et soit

un A-anneau qui est un A-module libre de rang fini. On donne aussi une

(£:M/p) = LM(G) : soit

le groupe des applications A-linéaires

applications Dk—linéaires conti-
G est unipotent le groupe G(8)

8 , au sous-groupe de

x A 3 .
Ni(s) GM(g) formé des (XS,XM) tels que le diagramme
XL
Sk |
%3].
~
¢ S./ps
K
M —M 48
kS
(ot We est une application A-linéaire construite au §5 du chapitre II) est
commutatif.

Dans le cas des groupes p-divisibles, l'application p(G) est injective ;
soit L(G) 1l'image de £(G) par p(G) . En associant @& G le couple
(L(G),l\_/[(Gk)) , on obtient une anti-équivalence entre la catégorie des groupes
p-divisibles sur A et une catégorie I—I}Ci dont les objets sont des couples
(L,M) , ot M est un D -module et L un sous-A-module de M , avec des

k
propriétés convenables.

0.9. A' , des résultats analogues a ceux que l'on

a sur A , on est conduit a introduire un foncteur M = I\/IAl

Pour pouvoir obtenir, sur

de la catégorie

des Dk—modules dans celle des A'-modules, et c'est l'objet du §2 du chapi-

tre IV.
o . (1)

Pour tout entier j , soit M

j

un Dk—module .

M par l'extension des scalaires

Soit M

déduit de

le Dk—module

o} (o ¢ est le Frobenius abso-

lu). Le décalage (resp. le Frobenius) induit une application D -linéaire

vJ, : M(j) - M(j+1) (resp. fj Soit m 1l'idéal maximal de A'.
Alors MA' est la limite igductivg d'un diagramme (assez compliqué) dont les
objets sont certains des ml®AM(J) et les fléches sont construites & partir des
vj et des fj Lorsque e =< p-1 , MA' est la limite inductive du diagramme



INTRODUCTION

M /

AI

pm@l\/I

A®a) =A®a , XO()\@’Q) =p rgv.(a) , V.(l®a) =Ai®a ,
vh®a) = ref(a)

Dans le cas particulier ot M - est un A-module libre de type fini (i.e.

ot M= M(G, ), avec G un groupe p-divisible sur k), on a une applica-

k k .
tion A'-linéaire de MA' sur un réseau de MK‘ = I\/I®AK' (od K'= Frac(d'))
que l'on peut décrire trés simplement. Le noyau de cette application est la par-
tie de torsion (M,,) de M, ; celle-ci est nulle si esp-1 , mais est
A''tor A

un A'-module fini, non nul, en général, si e=zp

0.10. Dans le §3 du chapitre IV, on utilise les constructions:du §2 pour éten-
dre aux A'-algébres les résultats sur les relédvements des covecteurs dans les

A-algébres obtenus au §5 du chapitre II :

@ soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit R
sonn algébre affine. On définit, comme dans le cas e=1 (n°0.8) un A'-
module topologique P(r) . On note P'(R) 1'adhérence du sous-A'-module
de P(R) engendré par les éléments de la forme p—napn , avec a € mR
et n€ N (si e<p-1, on a P'(ﬂ)"—‘mﬂi) . Soit 6% = R@A k . On cons-
truit un isomorphisme W du A'-module ka A'( k) = (CWK(RK))A' sur

P(r)/P'(R)

8 soit & un A'-anneau qui est un A'-module libre de rang fini. Soit

S, = S@AK = S®A‘ K', & = S@ k = 8/mg . On définit, comme pour R ,

K k

un sous-A'-module P'(g8) de %K . On construit alors une application A'-
AN

. P ] — P|

lindaire  w, de CWk,A'(gk) (ka.( k))A' dans SK/ (8)

0.11. Conservons les hypothéses et les notations du n° précédent pour décrire

les résultats du §4 du chapitre IV .

Le coproduit A : R - b%@AR se prolonge en une application encore notée

A de P(R) dans P(R@Aw) . Nous notons W(JiA,(G) le sous-A'-module fermé
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de P(R) formé des ¢ tels que Ax ~a®1 - 1&g € P'(RéAR) et -

MHA,(G) = ?T(JiA,(G)/P'(R) . On démontre que l'application W induit un isomor-

phisme canonique de MA' (Gk) = (M(Gk))A' sur MHA,(G)

Soit AEA,(G) = {0€PR) | 4o = w®l + 1®a} et soit pA,(G) 1'application
A'~linéaire composée

£A.(G) incl. TH. (G) proj. can. ‘MHA-(G) iso.can. MA| (Gk)

On définit alors une catégorie /\i, , dont les objets sont des triplets
(£,M,p) ot M est un Dk-—module, £ un A'-module et p une application
A'-linéaire de & dans MA' vérifiant des propriétés convenables. La corres -
pondance G - (SZA,(G),I\_/I(GK),pA, (G)) définit un foncteur contravariant additif

S:MA, de la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur

. ¢
A' dans AA'

On montre que, si e <p-1 , le foncteur &MA, induit une anti-

équivalence entre ces deux catégories. Pour tout G et pour tout A'-anneau &

qul est un A'-module libre de rang fini, on peut donner une description du
groupe G(8) , a l'aide du triplet ALMA, (G) et de 1'application w, , qui est ;
du méme genre que ce qui a été fait pour e =1 !

Si e =p-1 , on a des résultats analogues, & condition de se restreindre

soit aux groupes unipotents, soit aux groupes connexes.

Lorsque e est guelconque, S,MA, n'est pas pleinement fidéle (du moins

si e=2p-1) et je ne sais pas décrire l'image essentielle. Toutefois, & tout
¢ ,
objet (£,M,p) de la catégorie A , on peut associer un foncteur en groupes

AI
G sur la catégorie des A'-anneaux qui sont des A'-modules libres de

(€. M,p)
rang fini. Si (£,M,p) = S’,MA,(G) , ot G est un p-groupe formel lisse et de
dimension finie sur A' , on peut construire deux morphismes de foncteurs en
: - { : - G érifiant
groupes ch : G G(S;,I\/I,p) et ¢G G(£,M,p) vérifiant
q;Goch = pt.idG et cho q;G = pt.idG(£ Mo (o t est un entier qui ne

t n
dépend que de e : c'est le plus grand entier tel que p -te £ p -ne , pour

tout entier n = 0).

0.12. Dans le §5 du chapitre IV, on applique les résultats du §4 aux groupes

p-divisibles : si G est un groupe p-divisible sur A' , 1l'application p(G)

10
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est injective et on note LA' (G) son image. En associant & G le couple
(LA'(G)’M(GK)) , on obtient un foncteur contravariant additif LMAI de la caté-
gorie des groupes p-divisibles sur A' dans une catégorie, notée Hz, dont

les objets sont formés de couples (L,M) , avec M un Dk—module et L un

sous-A'-module de MA' , jouissant de propriétés convenables.

Si e <p-1 , ce foncteur induit une anti-équivalence.

Si e=p-1, il n'en est plus de méme. Cependant, si G est un groupe
p-divisible sur A' , notons Gm le plus petit sous-schéma en groupes fermé
de G tel que, pour tout A'-anneau & qui est un A'-module libre de rang
fini, Gm(g) soit le noyau de la fléche canonique de G(8) dans
G(s/mg) = Gk(gk) . On constate que Gm est un schéma en groupes fini et
plat sur A' annulé par 10t et que le quotient G/Gm est un groupe p-
divisible sur A' , isogéne & G . On peut donner une description de G/Gm ,

considéré comme foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux qui sont

des A'-modules libres de rang fini, a 1l'aide du couple LMA' (G)

a

Ceci implique aussi une classification & isogénie prés des groupes p-

divisibles sur A' : notons Hg, la catégorie dont les objets sont les couples
(L,M) , avec M un (Dk ®AK)-module et L un sous-K'-espace vectoriel de
MK' = M®KK' , avec une définition évidente pour les fléches.

En associant & G le couple LMK,(G) = (LK,(G),M

MK(Gk) = M(Gk)®AK et LK‘(G) = LA'(G) ®A'K , on obtient un foncteur contra-
variant additif pleinement fideéle LMK' de la catégorie "des groupes p-

K(Gk)) , avec

divisibles sur A' , & isogénie prés" dans HK‘
0.13.8cit G un groupe p-divisible sur A' et soit & un A'-anneau qui est
un A'-module libre de rang fini. Les méthodes développées au chapitre IV per-
mettent de décrire le groupe G(8) (o0, du moins, si e =z p-1 , le groupe
(G/Gm)(g)) 4 l'aide du couple (L,M) = Ll\/[Al (G) . On doit donc pouvoir dé-
crire les modules galoisiens Tp(G) , module de Tate de G (ou Tp(G/Gm) si
e=p-1) et, pour e quelconque, CDp®% Tp(G) . C'est ce que l'on fait au

§1 du chapitre V P

Cette description est assez compliquée : soit AC 1'anneau des entiers
du complété C d'une cléture algébrique K' de K' . Soit Res@.) = lim Rn’

= nelN

11
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N _ \ . . S ot
ol Rn AC/pAC ;. I'application de transition de Rn+1 dans er1 étant la

fleche x = xP . On définit le groupe BW(Res(AC)) des "bivecteurs de Witt
a coefficients dans Res(AC) "; si ¢ = Gal®'/K') , on montre que l'on peut

considérer BW(Res(A )) aussi bien comme un Dk—module 3 gauche que comme

un K[G] -module a gagche ; on peut en outre définir une application K[G] -
linéaire bwAC : B\N(Res(AC)) - C et on note bWAC,K' : K ®KBW(Res(AC)) - C
l'application K'-linéaire déduite de bwAC par extension des scalaires.

Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit (LK,,MK) = LMK,(G)
Pour tout u € Hoka(MK,BW(Res(AC))) , notons Uy, :K'8K I\/IK - K %BW(R@S(AC))

"application K'-linéaire déduite de u par extension des scalaires. Alors

(MK,BW(Res(A M)

CDp@Z Tp(G) s'identifie au sous-@p[q] -module de HomD o

p k
S )
formé des u tgls que uK'(LK" C ker bWAC,K‘
Nous étudierons ailleurs ([24]) le D, ~module Hom

k @, [6] (

lorsque U est un CDp[Q] -module admettant une décomposition de Hodge-Tate.

U,BW(Res (A _)))

C

Cela devrait nous permetire en particulier de montrer que, réciproquement, on

peut reconstruire le couple (L ,,M_ ) associé & un groupe p-divisible G sur

K
A' & partir de la seule connaissance du Q@ [G]-module @ &, T (G) (par
P o Z, P
exemple, M, devrait s'identifier & Hom (®p®Z Tp(G),BW(Res(AC))) ).

K CDp[C}] b

0.14. Dans le §3 du chapitre V, on explique comment on peut retrouver les
résultats de Cartier sur la classification des groupes formels lisses et connexes,

de dimension finie sur k au moyen de courbes typiques ([7]1).

Dans le §2 , on explique comment on retrouve les résultats de Honda

([32]) sur les mémes groupes et sur leurs relévements sur Wi(k)

0.15.On a compris que ce mémoire repose sur la construction des covecteurs
de Witt, C'est Barsotti ([1], [2], [3]) qui en a entrepris le premier une étude
systématique (pour classifier les groupes formels commutatifs, lisses et
connexes, de dimension finie sur k , et, au moins lorsque k est-algébrique-
ment clos, les groupes p-divisibles sur k ). Notre construction est différente
de celle de Barsotti et nous semble plus commode (Barsotti défini les covec-

teurs a coefficients dans un anneau qui est une algébre sur ]Fp ou sur @

12
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et dont le groupe additif est muni d'une topologie %(p)—linéaire ; la somme de
deux covecteurs n'est alors pas partout définie et, pour obtenir un groupe addi-

A

tif, il faut se restreindre a une partie convenable de l'ensemble des covecteurs,

N

qu'il faut préciser & chaque fois).

0.16.0On a vu que beaucoup des résultats contenus dans ce mémoire se rap-
prochent de résultats connus et que nous expliquons (not. au chap. V) les rap-
ports avec certains d'entre eux. L'avantage le plus net de nos méthodes nous
semble &tre qu'a chaque fois on obtient une description du groupe formel étu-

dié, considéré comme foncteur en groupes commutatifs sur une catégorie conve-

nable, & l'aide de l'objet qui le classifie (& ma connaissance, le seul cas ol
ceci avait pu étre fait est celui des p-groupes finis unipotents sur k ,

Grothendieck [30]).

Je voudrais maintenant dire quelques mots sur la construction "tradition-

nelle" du module de Dieudonné.

C'est Dieudonné qui, le premier, a montré que l'on pouvait classifier cer-

tains groupes formels commutatifs sur k , a l'aide de Dk—modules a gauche.

Au langage prés, il obtient ([16] , voir surtout IV) une équivalence entre la ca-
tégorie des groupes formels commutatifs, lisses et connexes, de dimension fi-

nie sur k et celle des Dk—modules d'un type particulier. Il utilise pour cela

le "groupe hyperexponentiel" dont il démontre [17] qu'il est isomorphe au grou-

pe additif des vecteurs de Witt.

Les idées de Dieudonné ont été reprises par de nombreux auteurs (Cartier,

Gabriel, Barsotti, Manin,...). Soit Fcuk la catégorie des p-groupes finis

connexes uipotents sur k ; Gabriel [27] a utilisé ses propres travaux sur les
‘catégories pro-artiniennes [26] pour construire une anti-équivalence entre cette

catégorie et celle des D, -modules finis, sur lesquels l'action de F et celle

k

de V sont nilpotentes : la catégorie Fcuk a un seul objet simple, le grou-

pe o (d'algébre affine k[X]/X® , avec AX = X®1 + 18X , eX = 0) ; on

construit son enveloppe injective dans la catégorie lim Fcu (qui se trouve

k

N U,C .
étre le groupe formel gue nous notons CWKI au §4 du chapitre II) et on
P
montre que l'anneau des endomorphismes de cwd© est, & peu de chose prés,
k N

1'anneau Dk

13
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Il est alors facile d'en déduire une classification compléte des p-groupes
finis sur k : un peu de cohomologie galoisienne permet de se débarrasser des
groupes étales, et les groupes de type multiplicatif se raménent aux groupes
étales par la dualité de Cartier (voir,‘ entre autres, [37], chap.I, [15], chap.
IIT, [14], chap.V). Cette classification se trouve étre naturellement équivalen-
te & la notre (cf. cor.3 & la prop.5.3 du chap.IIl) et s'étend, bien sQr, par
passage a la limite, aux groupes formels qui sont limite inductive de p-groupes
finis. Outre le fait d'eétre un peu plus générale, notre classification présente
l'avantage de ne pas recourir & la dualité de Cartier pour la partie de type
multiplicatif. C'est trés commode, aussi bien pour décrire le groupe des points
d'un groupe formel & l'aide de son module de Dieudonné que pour l'étude des

relévements en caractéristique 0

Signalons en passant, bien que ce type de problémes ne soit pas du tout
étudié dans ce mémoire que divers auteurs ont tenté, a juste titre, de rendre
cette classification plus précise en étudiant les Dk—modules eux-mémes (cf.
Dieudonné ([16], VII) pour les groupes formels lisses et connexes, de dim.
finie, & isogénie prés, Manin [37] pour les mémes groupes, & isomorphisme
prés lorsque k est algébriquement clos, Kraft [33], pour les groupes finis

tués par p).

0.17. C'est Grothendieck qui, le premier, a pensé que l'on devait pouvoir clas-
sifier les groupes p-divisibles sur A' (& isomorphismé prés si e <p-1, &
‘isogénie prés pour e quelconque) au moyen d'un couple formé du module de
Dieudonné M de la fibre spéciale et d'un sous-module d'une extension des
scalaires convenable de M . Les premiers résultats ont été annoncés par
Cartier ([8] , via l'étude des courbes typiques) et Grothendieck ([29], [30],
via la construction des cristaux de Dieudonné). Les travaux de Grothendieck
ont été repris systématiquement par Messing ([39]) qui obtient une classifica-
tion compléte pour e <p-1 ([39], chap.V, th.1.6), puis par Mazur et Messing
([38]1) avec une étude détaillée des extensions universelles des groupes p-
divisibles et des schémas abéliens. Le lecteur regrettera, a juste titre, que ne

soit pas explicité ici comment ces résultats se relient aux nétres. Cela nous

aurait emmené trop loin.

Nous indiquons toutefois briévement et sans démonstration (chap.V,
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n°3.7, rem. 2) comment on peut construire l'extension universelle d'un groupe
p-divisible G sur k (resp. sur A), connaissant son module de Dieudonné
(resp. le module de Dieudonné de la fibre spéciale), a l'aide du groupe des

covecteurs de Witt. Nous espérons pouvoir généraliser cette construction.

0.18.A l'origine de ce travail, il vy a une question que m'avait posée Serre
déterminer l'image de Galois dans la représentation p-adique définie par une
courbe elliptique sur K = Frac(d) , avec bonne réduction supersinguliére,
J'avais fait les calculs "& la main" en me servant des travaux de Hazewinkel
[31] . Le contraste entre la simplicité du résultat [19] et la complexité des
calculs donnait envie de comprendre ce qui était caché derriére. Dans un pre-
mier temps, cela m'a conduit & interpréter les résultats de Honda [32] en ter-
mes de modules de Dieudonné "& la Gabriel”. D'olt ce mémoire qui contient

finalement un peu plus que cela.

Dans un deuxi}éme temps, cela m'a conduit & donner une classification
des schémas en groupes finis et plats sur A , du> méme type que celle qui
est donnée ici pour les groupes p-divisibles. Les résultats ont été annoncés
dans [22] et seront démontrés dans [23] . [23] contiendra aussi les résul-
tats sur les courbes elliptiques et une classification, au moins partielle, des

schémas en groupes finis et plats sur A' lorsque e < p-1

o
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CHAPITRE I

THEORIE EIEMENTAIRE DES SCHEMAS
EN GROUPES AFFINES COMMUTATIFS

§1.- Schémas affines.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, k est un anneau commutatif quel-

conque.

1.1. On appelle k-anneau toute k-algébre associative, commutative et unitaire.
En d'autres termes un k-anneau est un couple (R,iR) ol R est un anneau
commutatif et iR un homomorphisme de k dans R (par abus de langage, on
parlera le plus souvent du k-anneau R , 1l'application iR étant sous-
entendue). Les k-anneaux forment une catégorie, avec comme fléches les mor~

phismes unitaires de k-algébres.

1.2. Par définition, un k-foncteur est un foncteur covariant de la catégorie des
k-anneaux dans celle des ensembles. Se donner un k-foncteur X revient donc
a se donner, pour tout k-anneau R , un ensemble X(R) , et, pour tout mor-
phisme €& : R - S de k-anneaux, une application X(£) : X(R) - X(S) , de ma-
niére que, si € :R - S et n : S - T sont des morphismes de k-anneaux,

on ait X(ne &) = X(n)° X(§)

Les k-foncteurs forment (& condition de se restreindre & un univers conve-
nable) une catégorie : si X et Y sont deux k-foncteurs, un morphisme
@ X - Y est la donnée d'une famille d'application Pg X(R) - Y(R) , pour
tout k-anneau R , fonctorielle en R (i.e. si € : R - S est un morphisme

de k-anneaux, le diagramme

)

X(R) —2—+ Y[R)
X(t:)‘ lY(i)
©

S ¥(S)

est commutatif).
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1.3, Si A est un k-anneau, on note SpkA le k-foncteur défini par :

w pour tout k-anneau R , SpkA(R) = Hom, (A,R) , ensemble des morphismes

k
du k-anneau A dans R ;
B pour tout morphisme de k-anneaux & : R - S , SpkA(E) est l'application

qui, & x : A-> R , associe fox : A - S

On voit que Spy peut étre considéré comme un foncteur contravariant de
la catégorie des k-anneaux dans celle des k-foncteurs : si n : A - B est un

morphisme de k-anneaux, Spkn : SpkB - SpkA est défini par

(Spkn)R T XE€ SpkB(R) = Homk(B,R) — Xom € Homk(A,R) = SpkA(R)

1.4, Si X est un k-foncteur et si A est un k-anneau, il existe {(lemme de

Yoneda) une bijection de l'ensemble Hom (SpkA,X) des morphismes

k-foncteurs
du k-foncteur SpkA dans X sur l'ensemble X(A) . Celle-ci s'obtient en

associant & o : SpkA - X 1'élément (idA) de X(A) . La bijection réci-

“A

proque associe & x € X(A) le morphisme o : Sp,A - X défini par :

k
pour tout k-anneau R , Pp associe a n : A - R 1'élément

X(n)(x) € X(R)

En particulier, on voit que si A et B sont des k-anneaux, le lemme
Y cfinit 1j i t H A, B H B,A);
de Yoneda définit une bijection entre Omk—foncteurs(Spk Spk ) et omk( A)
autrement dit, le foncteur Spk est pleinement fidéle.

1.5. Si X est un k-foncteur, on note @k(X) ou, plus simplement, @&X)

l'algébre affine de X : c'est un k-anneau. En tant qu'ensemble, @X) est

l'ensemble des morphismes du k-foncteur X dans la droite affine (i.e. le k-
foncteur Dy défini par Dk(R) = R , qui est visiblement isomorphe & Spkk[T] ).
Se donner un élément f de @(X) revient donc & se donner une famille d'ap-
plications f_ : X(R) - R , pour tout k-anneau R , fonctorielle en R . La

R
structure de k-anneaux sur O(X) est définie par (si f,g € 6(X), ) € k)

(f+g)R(X) = f_(x) + gR(X)

R
(fg)R(x) = fR(x)gR(x)  pour tout k-anneau R et tout x € X(R)
(M)R(X) = XfR(X)

I1 v a un morphisme canonique Gy X - Spk@(X) : pour tout k-anneau R ,

: X(R) - Hom, (6(X),R) associe & x € X(R) !l'application f — f_(x) de

(ay)p k R

18
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oX) dans R .

On voit que la correspondance X — O(X) définit, de maniére évidente,
un foncteur contravariant Ok de la catégorie des k-foncteurs dans celle des

k-anneaux et que, si ¢ : X » Y est un morphisme de k-foncteurs, le dia-

gramme
Q
X X Sp, G(X)
~ k
th SkaS*k ()
oy
Y ‘Spk@Qﬂ

est commutatif.

1.6. On appelle k-schéma affine (ou schéma affine sur k) tout k-foncteur qui

est représentable. Autrement dit un k-foncteur X est un k-schéma affine si

et seulement s'il existe un k-anneau A tel que X = SpkA . On voit immé—’

diatement que ceci est équivalent & dire que la fléche canonique

Oy X - Ska(X) est un isomorphisme. On voit également que

s le foncteur Spk. induit une anti-équivalence entre la catégorie des k-
anneaux et celle des k-schémas affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la

catégorie des k-foncteurs dont les objets sont les k-schémas affines) ;

8 si X est un k-foncteur et si Y est un k-schéma affine, tout morphisme
v : X - Y se factorise, de maniére unique, & travers le morphisme canoni-

que . : X - SpkO(X)

X

1.7. La catégorie des k-foncteurs a des limites projectives. En particulier :

B si X et Y sont des k-foncteurs, le k-foncteur XxY est défini par
(X xY)(R)

X xY) s'idéntifie a oX) ®, oY) ;

X(R)XxYR) ;: si X et Y sont affines, XxY l'est aussi et

@ plus généralement, si X , Y et Z sont des k-foncteurs et si o : X - Z
et ¢ Y- 7 sont des morphismes de k-foncteurs, le k-foncteur sz Y
est défini par (X X, Y)(R) = {(x,y) € XR) x Y(R) \ch(x) = \pR(y)} ;s X, X
et Z sont affines, X XY l'est aussi et O X, Y) s'identifie &

z
olX) & o(Y)

o(Z)

1.8. Soit k' un k-anneau. Pour tout k'-anneau R , nous notons R[k] le
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k-anneau déduit de R par restriction des scalaires.

Si X est un k-foncteur, nous notons X'k‘ le k'~foncteur défini par

Xk'(R) = X( ) , pour tout k'-anneau R , et les fldches évidentes. La cor-

R

k]
respondance X ka' définit, de maniére évidente, un foncteur covariant de
la catégorie des k-foncteurs dans celle des k'-foncteurs, que l'on appelle le

changement de base ou l'extension des scalaires. On voit que

g le changement de base commute aux limites projectives ;

m sSi1 X est un k-schéma affine, Xk' est un k'-schéma affine dont 1'algé-
bre affine s'identifie a k' &, C}k(X)

§ 2.- Groupes affines.

2.1. On appelle k-foncteur en groupes tout objet en groupes dans la catégorie

des k-foncteurs. Il revient au méme de dire gu'un k-foncteur en groupes est

un foncteur covariant de la catégorie des k-anneaux dans celle des groupes.

Si G est un k-foncteur, se donner une loi de composition interne sur
chaque G(R) (pour R décrivant les k-anneaux), fonctorielle en R , revient
a se donner un morphisme de k-foncteurs Mg * GxG - G . On laisse au lec-
teur le soin d'écrire toutes les propriétés que doit vérifier m. pour que cha-

que G(R) soit un groupe.

Les k-foncteurs en groupes forment une catégorie : un morphisme
o : G - H de k-foncteurs en groupes est un morphisme des k-foncteurs sous-

jacents, compatible avec la structure de groupe, 1i.e. tel que le diagramme

m
G
GxG > G
R ®
m
HxH 2 ~H

soit commutatif.

2.2. On appelle k-schéma en groupes affine ou, plus simplement, k-groupe
affine (ou encore groupe affine sur %k ) tout k-foncteur en groupes dont le k-

foncteur sous-jacent est un k-schéma affine.

Si G est un k-schéma affine et si B = ¢(G) , se donner un morphisme
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mG : GxG - G revient, d'aprés le lemme de Yoneda, a se donner un morphis-

me de k-anneaux AG = AB : B - B ®k B

On vérifie alors que, si R est un k-anneau et si x,y : B - R sont

des éléments de G(R) , le composé de x et y est l'application

A .
®
B B 8 B xX®y - R 8 R produit R

B

Si B est un k-anneau et si A, : B - B®B est un morphisme de k-

B
anneaux, on voit facilement que pour que SpkAB munisse G = SpkB d'une
structure de k-groupe affine, il faut et il suffit que les trois propriétés sui-

vantes solent vérifiées

(Bl) (associativité) le diagramme

o h
B B BoB

AB | 1dB®AB
AB®1dB
B®B ———— . B®B®B

est commutatif ;

(Bz) (existence d'un élément-neutre) il existe un morphisme de k-anneaux
€g ° B - k tel que le diagramme
id_ ®¢
B®B B B Bok

est commutatif ;

(BS) (existence d'un inverse) il existe un endomorphisme op du k-anneau B
tel que le diagramme
id ®o
A B®B B B =B ®B
y c i \gioduit
B B -k B 2B
roduit
N __—re
B®B 51d B®B
OB® "B

est commutatif.
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Remargue : il résulte de l'unicité de '1'élément-neutre et de 1l'inverse dans un
ensemble muni d'une loi de composition interne associative que, étant donné
AB vérifiant (Bl) ., les applications e¢p et 9 vérifiant (Bz) et (B3) , si
elles existent, sont uniques.

2.3. Nous appelons k-bigébre la donnée d'un couple (B,AB) oh. B est un
k-anneau et AB : B -8B ®k B est un morphisme de k-anneaux vérifiant les

axiomes (Bl) , (Bz) et (B3) . Par abus de langage, nous parlerons de la k-

bigébre B , l'application AB étant sous-entendue. L'application b s'ap-
pelle le coproduit, R s'appelle l'augmentation et OB l'antipodisme. On
note B+ 1'idéal d'augmentation, 1i.e. le noyau de €

Soit B une k-bigébre. On voit que le composé €p ° iB est l'identité
sur k . En particulier, l'application 1ig est injective et nous l'utilisons
pour identifier k & un sous-anneau de B ; on voit que, en tant que k-modu-

le, B = ket .

Pour tout f€B , posons &f = 1gf - ABf + f®1l . Il résulte de (By)
que si f¢& Bt , alors 6f € B+® Bt

Les k-bigeébres forment une catégorie : un morphisme n : B - C de k-

bigébres est un morphisme des k-anneaux sous-jacents tel que le diagramme

JAY
B B B, B
nj nen
A
C
C Cs, C

est commutatif.

On voit que le foncteur Sp]< peut encore étre considéré comme un fonc-
teur contravariant de la catégorie des k-bigébres dans celle des k-foncteurs
en groupes et qu'il induit une anti-équivalence entre les catégorie des k-
bigébres et celle des k-groupes affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la
catégorie des k-foncteurs en groupes dont les objets sont les k-groupes affines).
Un foncteur quasi-inverse consiste a associer a tout k-groupe affine G son
algébre affine @(G) ; le produit tensoriel @(G) ®k@(G) s'identifie & 1'algébre

affine de G x G et le coproduit A : 3(G) - (@) ®kO(G) est défi-

G “6G)

ni par :
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si f€r(@G) , pour tout k-anneau R , (AGf)R((x,y)) = fR(XY) si
(x,v) € GR) xG(R) = (GxG)(R)

Si G est un k-groupe affine et si B est une k-bigébre, l'ensemble
des morphismes de k-foncteurs de SpkB dans G s'identifie, par le lemme
de Yoneda, & G(B) . On voit que, dans cette identification, un élément
x€ G(B) est un morphisme de k-foncteurs en groupes si et seulement s'il vé-
rifie

Glag)x) = Glix).Gli))x) |

o i, et i, : B - B®kB sont définies par il(f) =f®l et iz(f) = 1Q®f

2.4. La catégorie des k-foncteurs en groupes admet des limites projectives

et celle des k-bigébres a des limites inductives. En particulier :

B la catégorie des k-foncteurs en groupes a un objet nul : le groupe e dé-
fini par ek(R) = {1} , pour tout k-anneau R ; c'est un k-groupe affine

dont 1l'algébre affine s'identifie a k ;

B si G et G' sont deux k-foncteurs en groupes, le k-foncteur en groupes
GxG' est défini par (GxG')(R) = G(R) xG'(R) , pour tout k-anneau R ;
si G et G' sont affines d'algébres affines B et B' , GxG' est affine,

d'algébre affine B® B' ; on voit que le coproduit : B®B' - B®B'® BgB'

K BpgR:!
est le composé

Ar® An' id_®t®id_,
BB B®BgB'®B' B B > BeB'€ B&®B'

B®B'
ol t : B®B' - B'®B est définie par t(f®f') = f'®f ;

g plus généralement, si G , G' et H sont trois k-foncteurs en groupes et
si o : G- H et § :G' - H sont des morphismes de k-foncteurs en
groupes, le produit fibré GXHG' est le k-foncteur en groupes défini par
(G xHG')(R) = G(R) XH(R) G'(R) , pour tout k-anneau R ; si G , G' et H
sont affines, il en est de méme de G XH G' et son algébre affine s'iden-

tifie & ©(G) @ ) a(G")

o(H

2.5. 81 G = SpkB est un k-groupe affine, on voit que G est commuatif
(i.e., pour tout k-anneau R , G(R) est un groupe abélien) si et seulement

si la bigébre B est "co-commutative",i.e. si l'image par de tout élé-

bp
ment de B est un tenseur symétrique, ou encore si B vérifie 1'axiome
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(B,) (commutativité) le diagramme

AV \
A
B B

- B®kB

4

(ot t(f®g) = gef) est commutatif.

Dans toute la suite de ce mémoire, tous les k-foncteurs en groupes

considérés (et, par conséquent, tous les k-groupes affines) sont supposés com-

mutatifs, et le mot "commutatif" sera sous-entendu. De méme, par k-bigébre

nous entendons désormais k-bigébre co-commutative. Pour tout k-foncteur en

groupes G , nous notons additivement le groupe abélien G(R)

On voit immédiatement que les catégories des k-foncteurs en groupes,
des k-groupes affines et des k-bigébres sont additives. La premiére d'entre
elles est abélienne, mais les deux autres (qui sont anti-équivalentes) ne le

sont pas en général (cf. §6).

§ 3.- Anneaux et modules profinis.

Les résultats de ce paragraphe sont énoncés sans démonstration et sont
empruntés, pour l'essentiel & [28], chap. 0, n°7.1 et 7.7 (pour les n° 3.1 et
3.2) et a [13], exposé Vilg, §0 (pour les n° suivants ; voir aussi [26],

p.390 et suivantes, et [14], chap. V, §2).

Dans ce paragraphe, tous les anneaux sont supposés commutatifs.

3.1. On dit gu'un anneau topologique A est linéairement topologisé s'il

existe un systéme fondamental de voisinages de = 0 formé d'idéaux (ceux-ci

sont alors ouverts).

Si A est un anneau linéairement topologigé, on note ‘QA lI'ensemble

des idéaux ouverts de A et A le séparé complété de A ; on voit que A

s'identifie & lim A/a , chaque quotient étant muni de la topologie discréte
——
aEQA

et que A est lui-méme un anneau linéairement topologisé.

Si.- A est un anneau topologique, on appelle A-anneau topologique la

donnée d'un couple (B,ig) ol B est un anneau topologique et iB :A- B
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un homomorphisme continu. Par abus de langage, on parle du A-anneau topolo-

gique B , l'application iB étant sous-entendue.

Si A est un anneau linéairement topologisé, un A-anneau linéairement

topologisé est donc un couple (B,iB) ol B est un anneau linéairement to-

pologisé et iB : A - B un homomorphisme continu.

Si A est un anneau linéairement topologisé et si M est un A-module

topologique, on dit que M est linéairement topologisé s'il existe un systéme

fondamental de voisinages de 0 formé de sous-modules (ceux-ci sont alors:

ouverts).

Si M est un A~-module linéairement topologisé, on note l'ensem-

A
M
ble des sous-modules ouverts de M et M le séparé complété de M ; on

~

voit que M s'identifie & 14112 M/N , chaque quotient M/N étant muni de

la topologie discréte, et quen M a une structure naturelle de A-module li-

néairement topologisé.

3.2. Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet, et soient
M et N deux A-modules linéairement topologisés, séparés et complets. Le

produit tensoriel M®AN peut étre considéré comme un A-module linéairement

topologisé en prenant comme systéme fondamental de voisinages de 0 les sous-

dul de la f ! + ! ! !
modules de la forme Im(M ®AN) Im(M®AN) , pour M EAM et N'¢ AN .

On appelle cette topologie le produit tensoriel des topologies de M et de N,

et on note M®AN le séparé complété de M®, N pour cette topologie. On
voit facilement que MéAN s'identifie & lim(M/M') ®A/a (N/N') , pour
QEQA , M‘EAM , N'E/\N tels que gM < M' et aN © N' , chague quotient

étant muni de la topologie discréte.

Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet et soit
M , N , M' , N' quatre A;modules linéairement topologisés, séparés et
complets. Si u: M- M et v : N - N' sont des applications A-linéaires
continues, il est clair que l'application u®v définit par passage aux pro-
duits tensoriels complétés une application A-linéaire continue de MéAN dans

M'éAN' : on la note u®v

On définit de la méme maniére le produit tensoriel complété d'un nombre

fini quelconque de A-modules linéairement topologisés . Les propriétés usuelles
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d'associativité et commutativité sont vérifiées.

Si B et C sont deux A-anneaux linéairement topologisés, séparés et
complets, on voit que la topologie du produit tensoriel sur B®AC admet un
systéme fondamental de voisinages de 0 formé des idéaux Im(b ®A C)+Im(B®Ac),
pour b € QB et ceQC . On en déduit que B ®AC peut étre considéré comme
un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. Les applications

b — b®l et c—1®c de B et C dans B g, C induisent des applications

A
continues de B et C dans B@AC . On voit que celles-ci permettent de
considérer B®, C comme "la" somme directe de B et C dans la catégorie

A
des A-anneaux linéairement topologisés, séparés et complets.

3.3. On appelle anneau pseudo-compact tout anneau linéairement topologisé,

séparé et complet, A , tel que, pour tout a€Q, , l'anneau A/q est arti-

A
nien.

Les anneaux pseudo-compacts forment une sous-catégorie pleine de la
catégorie des anneaux linéairement topologisés, séparés et complets. Si A
est un anneau pseudo~compact, on voit que tout idéal ouvert de A est fer-
mé et que l'adhérence §§ d'un idéal quelconque o de A est l'intersection
des idéaux ouverts qui contiennent ¢ . Notons WM I'ensemble des idéaux

A

maximaux ouverts de A et, pour tout m € M. , posons Am = lim (A/a)m/a .

A
pour tous les idéaux ouverts g de A contenus dans m . On voit facile-
ment que chaque Am est un anneau local pseudo-compact et que A s'iden-
tifie & A
i 3 HL_[m -

A

Nous notons r le radical de Jacobson de A . C'est un idéal fermé

A
qui est l'intersection des idéaux maximaux ouverts de A ; c'est aussi l'ensem-
ble des x&€A qui sont topologiquement nilpotents. Soit x€A et soit, pour
tout mEEmA ’ xm la projection de x sur Am ; on voit que x¢€ rA si et
seulement si chaque Xm est dans l'idéal maximal de Am . Enfin, si l'on
note km le corps résiduel de Am , il est clair que Z—\/rA s'identifie &
1T &,

mE‘,)JIA

3.4. Dans toute la suite de ce paragraphe, on désigne par k un anneau

pseudo-compact.
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On appelle k-module pro-artinien (resp. k-module profini) tout k-module

linéairement topologisé, séparé et complet tel que, pour tout M' € A , le

M
quotient M/M' est un k-module artinien (resp. de longueur finie). Les k-
modules pro-artiniens forment une catégorie, avec comme fléches les applica-

tions k-linéaires continues.

Si M est un k-module pro-artinien et si M' est un sous-module fer-
mé, M' et M/M' , munis de la topologie induite, sont des k-modules pro-
artiniens. De plus, si u : M - N est un morphisme de k-modules pro-
artiniens, l'image (ensembliste) de u est un sous-k-module fermé de N
On en déduit que la catégorie des k-modules pro-artiniens est abélienne et on
voit que la catégorie des k-modules profinis en est une sous-catégorie épaisse

(elle est donc aussi abélienne).

Si (l\/Ii)i€I est un systéme projectif de k-modules pro-artiniens (resp.
profinis), la limite projective des M (dans la catégorie des k-modules),
munie de la topologie de la limite projective, est un k-module pro—artinien
(resp. profini) et s'identifie & la limite projective des Mi dans la catégorie
des k-modules pro-artiniens.

Si de plus I est un ensemble ordonné filtrant, le foncteur l}in est

iel
exact. En particulier, si (Mi)iEI est un systéme projectif filtrant de k-modu-
les pro-artiniens, et si les applications de transition sont surjectives, l'ap-

plication canonique de L]ﬂl Mi dans chaque I\/Ii est surjective.
i€l
Si M et N sont deux k-modules pro-artiniens (resp. profinis), il en

est de méme du produit tensoriel complété MéAN . En outre, le produit

tensoriel complété est exact & droite et commute aux produits infinis. En par-
ticulier, si k = ﬂ k , tout k-module pro-artinien M s'identifie au pro-
mEﬂJ?k m
duit ﬂ M de ses composantes locales M =k é) M
m m

m@]k m k

Nous appelons k-module fini tout k-module profini qui est de longueur

finie. Si M est un k-module fini, la topologie de M est donc la topologie
discréte. Si M est un k-module fini et si N est un k-module profini, on

voit que l'application canonique de M®kN dans MékN est bijective.

Dans le cas ol k est un produit fini d'anneaux locaux ncethériens
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(nécessairement séparés et complets), tout idéal de %k est fermé et tout k-
module, muni de la topologie discréte, devient un k-module topologique. Les
k-modules finis ne sont alors rien d'autre que les k-modules de longueur finie

munis de la topologie discréte.

3.5. Pour tout ensemble I , le k-module kI , muni de la topologie produit
est un k-module profini. On dit qu'un k-module profini M est topologique-
ment libre s'il est isomorphe & un module de la forme kI . On voit qu'il re-
vient au méme de dire qu'il existe une famille (ei), d'éléments de M tels

iel
que

g d'une part, pour tout M'Ep , presque tous les ei sont dans M' ;

M.
@ d'autre part, tout élément de M s'écrit d'une maniére et d'une seule

sous la forme 20 a,ei , avec les a, dans k
iel

est appelée une base topologigque de M

Une telle famille (ei)iEI

On a le résultat suivant

PROPOSITION 3.1. - Soit P un k-module profini. Les assertions suivantes

sont équivalentes

i) le k-module P est projectif ;

i) le foncteur M +~ MékP (de la catégorie des k-modules profinis

dans elle-méme) est exact ;

iii) pour tout idéal maximal ouvert m de k , la _composante locale

P =k ékP de P ést un k -module topologigquement libre. ;
m m m

On appelle k-module topologiquement plat tout k-module profini vérifiant

les conditions équivalentes de la proposition 3.1.

3.6. Si N est un k-module (sans topologie), nous notons N' le k-module
topologique des applications linéaires de N dans k (la topologie étant celle
de la convergence simple). Il est clair que 1'on peut considérer la correspon-
dance N ~— N' comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-modu-

les dans celle des k-modules topologiques.

De méme, si M est un k-module topologique, nous notons M¥* le k-

module des applications linéaires continues de M dans %k . La correspondan-
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ce M — M¥* est, ici encore, fonctorielle.

Lorsque k est artinien (en particulier lorsque k est un corps), on
voit que M +~ M¥* induit une anti-équivalence entre la catégorie deé k-
modules profinis projectifs (resp. topologiquement libres) et celle des k-modu-
les projectifs (resp. libres), et que N — N' est un quasi-inverse de M — M¥*.
Si N est un k-module libre et si (ei), est une base de N , on voit que

iel
, définis par e'i(ej) = 61 i forment une base topologique de N' ; on

7

les e!
i

1'appelle la base duale de celle des ei et réciproquement.

Toujours lorsque k est artinien, on voit que, si M et P sont des
k-modules profinis et si P est projectif, les k-modules (M ék P)* et
M ®k P* sont isomorphes. De méme, si N et Q sont des k-modules et si

Q est projectif, (N ®k Q)' et N ék Q' sont isomorphes.

3.7. On appelle k-anneau profini tout k-anneau tobologique dont le k-module

sous-jacent est profini.

Si A est un k-anneau profini et si N est un sous-k-module de A ,
on montre qu'il existe un idéal ouvert g de A contenu dans N . On en

déduit que A est un anneau pseudo-compact.

La catégorie des k-anneaux profinis (les fléches sont les homomorphismes
continus de k-anneaux) admet des limites projectives : si (Ai)iel est un sys-
téme projectif de k-anneaux profinis, le k-module sous-jacent & la limite pro-
jective des Ai est la limite projgactive des k-modules sous-jacents et la

structure d'anneau est évidente.
Cette catégorie admet aussi des limites inductives finies. En particulier :

‘m si A et B sont deux k-anneaux profinis, il en est de méme de Aé)kB et

Aék B s'identifie & la somme directe de A et de B ;

m plus généralement, si A , B et C sont trois k-anneaux profinis et si
g: C-A et n:C->B sontdes morphismes de k-anneaux profinis, la
somme amalgamée de A et de B au-dessous de C s'identifie au k-

anneau profini A éc B

On appelle k-anneau fini tout k-anneau profini dont le k-module sous-

jacent est de longueur finie. Dans le cas ol k est un produit fini d'anneaux
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