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INTRODUCTION

0.1. Soit p un nombre premier, soit k un corps parfait de caractéristique
p , soit A = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans k ,
soit A' Il'anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps

des fractions de A et soit e le degré de cette extension .
Le présent mémoire a pour objet

@ la classification, & isomorphisme prés, des (schémas en) groupes formels

commutatifs sur k ;

@ la classification, & isomorphisme prés, des (schémas en) groupes formels,

lisses et de dimension finie, sur A et sur A' si e < p-1:

e la classification, a isogénie prés, des groupes de Barsotti-Tate (ou groupes

p-divisibles) sur A'

0.2. Ce mémoire a été congu pour pouvoir étre lu par les non-spécialistes

il suffit, en principe, de connaftre un peu d'algébre commutative (par exemple
celle de Bourbaki) et les rudiments du langage des catégories (par exemple,
[40]). On a essayé d'étre aussi "élémentaire" que possible. On a systémati-
quement négligé le point de vue "géométrique" au profit du point de vue
"fonctoriel" (et on a escamoté les difficultés d'ordre logique : les '"catégories"
de foncteurs que l'on considére ne sont de "vraies" catégories qu'a condition
de se restreindre & un univers convenable, ce qui est implicitement supposé).
Dans cet esprit, donnons, dé&s maintenant, quelques définitions (nous les re-
prendrons dans un cadre plus général au chapitre I) : soit B un anneau gui

est soit k , soit A , soit A

B on appelle B-anneau fini toute B-algébre associative, commutative et unitai-

re qui est un B-module de longueur finie :

s un B-foncteur formel est un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux

finis dans celle des ensembles ; on dit que c'est un schéma fini sur B
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s'il est représentable, que c'est un schéma formel sur B si c'est une li-

mite inductive de schémas finis ;

a un B-foncteur en groupes formels (commutatifs) est un objet en groupes

(commutdtifsk) dans la catégorie des B-foncteurs formels ; autrement dit c'est
un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux finis dans celle des

groupes (commutatifs) ; un groupe formel sur B (resp. un groupe fini sur k)

est un foncteur en groupes formels dont le foncteur formel sous-jacent est

un schéma formel (resp. fini) ;

e un groupe formel G sur B est lisse si, pour tout B-anneau fini R et
tout idéal I de R de carré nul, l'homomorphisme canonique de G(R)

dans G(R/I) est surjectif ;

@ un p-groupe formel G sur B est un groupe formel commutatif de p-

torsion (i.e. G s'identifie & lim Ker pn\G) ;
8 un p-groupe fini sur k est un p-groupe formel qui est un groupe fini ;

@ un groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate, sur k est un p-groupe formel

tel que la multiplication par p est un épimorphisme, & noyau fini ; un
groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate sur A ou A' est un p-groupe for-
mel lisse qui, par restriction aux k-anneaux finis, définit un groupe p-
divisible sur k (en fait, il v a seulement équivalence entre la catégorie
des groupes formels que l'on vient de définir et celle des groupes p-divi-

sibles).

0.3. Il nous a semblé utile de rassembler dans un chapitre préliminaire (chap.I)
les résultats classiques et élémentaires sur les groupes formels qui sont utili-
sés da‘ns la suite. Il ne contient aucune idée vraiment nouvelle, tout au plus
quelques variantes de résultats bien connus ([13]1, [14]1, [15], [27], [28] ,
[36]). Sa lecture est vivement déconseillée aux spécialistes qui l'utiliseront

comme un chapitre de références.

0.4. Les quatre premiers paragraphes du chapitre II ont pour objet l'étude et la

construction des covecteurs de Witt.

Soit m un entier = 1 . On sait ce que c'est que le schéma en anneaux

commutatifs '\/Vm des vecteurs de Witt : pour tout anneau commutatif R ,
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W _(R) est formé des éléments de la forme (a_,a yeee, @ ) , avec les a, - |
m 0"1. m-1 i
dans R ; 1'addition et la multiplication sont données par des polyndmes conve- |

nables & coefficients entiers rationnels (cf. n° II.1).
3 A . 41" — ,7 1 2 7
Le morphisme de schémas Vm : \/\m V\m+1 , qui, & (aO,...,am_l)eV\ (R),

m
.
0 m—l) € \/\m+1

associe (0,a (R) , est compatible avec 1'addition. Par passa-
ge a la limite, il nous permet de définir le Z-foncteur en groupes commutatifs

seess @

u
CW" = 1i_r>n ’\Nm » que nous appelons le groupe des covecteurs de Witt unipo-

tents.

Pour tout anneau commutatif R , on peut munir le groupe CWu(R) d'une
structure de groupe topologique (telle que si o : R -8 , l'homomorphisme
u
CW (@) est continu). On note CW(R) le complété séparé de CWU(R) pour

cette topologie. En tant qu'ensemble, CW(R) s'identifie 3 l'ensemble des co-

vecteurs de Witt

a = (...,a_n,...,a_l,ao) , |

ou les a n sont des éléments de R vérifiant la condition

il existe un entier r>0 tel que 1'idéal de R engendré par les a no
(y) ‘ )

our n=r , est nilpotent.

Le groupe CWu(R) s'identifie au sous-groupe de CW(R) formé des a
tels que les a__n sont presque tous nuls ; c'est un sous-groupe dense de

CW(R)

Cette cohstruction est faite au §1 . Les endomorphismes du groupe CW
sont étudiés au §2 . Par restriction & la catégorie des k-anneaux finis, CW
définit un p-groupe formel lisse (3/\7\/'k sur k qui est introduit au §4. Le §3
a pour but de donner une description de l'algébre affine de vak et de cer-

tain de ses sous-groupes et ne joue qu'un ré6le tout a fait secondaire.

0.5. Soit ¢ le Frobenius absolu sur A (i.e. l'unique automorphisme continu

P (mod pA) , pour tout a € A) et soit Dk = A[F,V]

l'anneau (non commutatif si k # ]Fp) engendré par A et deux éléments T

de A tel que ofa) = a

et V soumis aux relations FV =VF =p , Fa = o(a)f et aV = Vol(a) ,

pour tout a € A

Appelons Dk—module A[F] -profini tout Dk—module & gauche qui est un
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A[F] -module profini sur lequel V opére continGment. On montre que, si G

est un p-groupe formel sur k , le groupe Hom(G,C@\/’k) des morphismes (dans
la catégorie des groupes formels sur k) de G dans C/'\\/\/'k a une structure na-
turelle de Dk-module A[F] -profini ; on le note MI(G) et on l'appelle le module

de Dieudonné de G . Il est clair que M peut étre considéré comme un fonc-

teur contravariant additif de la catégorie des p-groupes formels sur k dans
celle des Dk—modulesAA[f_] -profinis. Les quatre premiers paragraphes du chapi-

tre III ont pour objet la démonstration des deux théorémes suivants

THEOREME 1.- Le foncteur M est pleinement fidéle et induit une anti-

équivalence entre la catégorie des p-groupes formels sur k et celle des Dk_

modules A[F] -profinis.

’ ~ N
THEOREME 2.- Le groupe CW est un objet injectif de la catégorie des grou-

k
pes formels commutatifs sur k

On construit, en outre, un foncteur quasi-inverse G du foncteur M :

si M est un Dk—module A[F] -profini

m pour tout k-anneau fini R , le groupe G(M)(R) est le groupe

t P
;OD (M,CWK(R)) des applications Dk—linéaires continues de M dans
k

Wo(R
cvk() .

Hom

m si ¢ : R - S estun morphisme de k-anneaux finis, l'application G(M)(p)

est la fléche évidente.

0.6. Appelons Dk—module fini tout Dk—module 4 gauche qui est de longueur
finie en tant que A-module. On a une notion de dualité dans la catégorie des
Dk—modules finis (cf. n° III.5) et nous notons M' le dual d'un Djp-module
fini M

Si G est un p-groupe fini sur k , notons ID(G) son dual de Cartier ;
c'est un p-groupe fini sur k et M(G) et M(IX{G)) sont des Dk—modules
finis. L'objet du §5 du chapitre IIl est de montrer que les foncteurs
G - M(IDG)) et G - (M(G))' sont naturellement équivalents. On y utilise,
de fagon essentielle, le § 6 du chapitre II qui a pour objet l'étude de l'expo-
nentielle d'Artin-Hasse, la construction d'un anneau un peu compliqué, noté

Cplk) = ¢, et 1'étude des covecteurs de Witt & coefficients dans C

k k
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On déduit facilement de ce résultat le fait que le foncteur "module de
Dieudonné des p-groupes finis sur k" construit déns ce mémoire est naturel-
lement équivalent au foncteur "module de Dieudonné traditionnel" (qui nécessi-
te la décomposition du groupe considéré en le produit d'un groupe unipotent par

un groupe de type multiplicatif).

La construction de l'équivalence naturelle entre G - M(IXG)) et
G -~ (M(G))' utilise un intermédiaire : la construction d'un foncteur covariant

M' de la catégorie des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules

finis, qui est l'analogue, pour ces groupes, du module des courbes typiques de
Cartier pour les groupes formels lisses et connexes sur k : en tant que groupe

M'(G) est le sous-groupe de G(c, ) formé des o tels que ue(a) = 0 , pour

tout nombre premier ¢ # p (ou u: est l'analogue de l'opérateur Feove de

Cartier). Si G est un groupe connexe tel que Fg =0, on a |

G(ck) = G(k[T]/Tpm) et la construction de M (G) se simplifie considérable- <
;

ment.

0.7. Le {6 du chapitre III a pour objet de donner une autre description du mo- '
dule de Dieudonné d'un p-groupe formel sur k lorsque celui-ci est lisse.
C'est en fait le point de départ du chapitre IV et on y utilise de facon essen-

tielle 1'étude du '"relévement des covecteurs" faite au §5 du chapitre II.

0.8. Le but du chapitre IV est la classification des p-groupes formels lisses

sur A' , 3 isomorphisme prés, lorsque e =< p-1 et des groupes p-divisibles

sur A' , & isogénie prés, pour e quelconque. i

Le §1 correspond au cas e = 1 , autrement dit A = A' , que nous avons

préféré traiter séparément afin de ne pas mélanger les difficultés.

Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A et soit g
son algébre affine. Par extension des scalaires, G définit un p-groupe formel
lisse Gk sur k dont l'algébre affine est Rk =R @Ak = /PR . Soit K le
corps des fractions de A et soit &K =R ®AK . Avec des notations évidentes,
soit PY(R) le sous-A-module de RK formé des o tels que da € QA(M) ,
module des A-différentielles continues de 1'anneau { , identifié & un sous-

module de QK(RK) . On munit Pu(R) d'une topologie A-linéaire convenable et

u
on note P(R) le séparé complété de P (R) pour cette topologie (si G est
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connexe et si (Xl’X X.) est un systéme de coordonnées pour R , i.e.

g ey
si R = A[[Xl,Xz,...,Xd]] , P(R) s'identifie au module des séries formelles en
les XJ. , A coefficients dans K , qui vérifient %— € R , pour tout j). On

J

construit au §5 du chapitre II une application A-linéaire continue

Fay
wo CWk(ﬂk) - P(R)/pR qui est, en fait, un isomorphisme.

Soit A R - R éAg-z le coproduit. Cette application se prolonge en une

application, encore notée Ao , de P(R) dans P(R éA R) . Soit

mHG) = @€ PR) | da - a®1 - 18q € pwéAR} .

On démontre au § 6 du chapitre III que w induit un isomorphisme de M(G,)

R k
sur MH(G) = 7¥ (G)/pR

Notons &(G) le sous-A-module de P(R) formé des o« tels que

Ao = a®l + 1éq . Soit p(G) 1l'application A-linéaire composée

BAHKC” 1so.can. 154((;k);

k)/'EM(Gk_> , induite

incl.can. proj.can.,

+(G) T H(G)

on démontre que l'application p(G) : £(G)/pe(G) - M(G

par passage aux quotients, est un isomorphisme.

e .
Soit AA la catégorie dont les objets sont les triplets (£,M,p)

a ou M est un Dk—module profini, tel que l'action de F sur M est in-

jective et M/FM est un espace vectoriel sur k de dimension finie,
B ol & est un A-module libre de rang fini,

B ol p : &£~ M est une application A-linéaire qui induit, par passage aux

quotients, un isomorphisme 0 : &/pt - M/EM ;
et dont les fléches sont évidentes.
On voit que l'on peut considérer la correspondance
G = £M(G) = (£(G), MG, ),p(G))

comme un foncteur contravariant additif £M de la catégorie des p-groupes
formels lisses sur A dans /\]i . Le but du §1 du chapitre IV est de montrer
que, si p# 2 , ce foncteur est pleinement fidéle et induit une anti-équivalen-
ce entre les deux catégories. On a des résultats analogues pour p=2 a
condition de se restreindre soit aux groupes '"unipotents'" soit aux groupes

connexes.
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un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

s

description du groupe G(8) & l'aide du triplet
Sk = S@Ak P SK = S@AK , soit NS(S)

de & dans & et soit GM(S) le groupe des
nues de M dans C{\/\Vk(gk); si p#2 ou si

s'identifie canoniquement,

et fonctoriellement en

A et soit

un A-anneau qui est un A-module libre de rang fini. On donne aussi une

(£:M/p) = LM(G) : soit

le groupe des applications A-linéaires

applications Dk—linéaires conti-
G est unipotent le groupe G(8)

8 , au sous-groupe de

x A 3 .
Ni(s) GM(g) formé des (XS,XM) tels que le diagramme
XL
Sk |
%3].
~
¢ S./ps
K
M —M 48
kS
(ot We est une application A-linéaire construite au §5 du chapitre II) est
commutatif.

Dans le cas des groupes p-divisibles, l'application p(G) est injective ;
soit L(G) 1l'image de £(G) par p(G) . En associant @& G le couple
(L(G),l\_/[(Gk)) , on obtient une anti-équivalence entre la catégorie des groupes
p-divisibles sur A et une catégorie I—I}Ci dont les objets sont des couples
(L,M) , ot M est un D -module et L un sous-A-module de M , avec des

k
propriétés convenables.

0.9. A' , des résultats analogues a ceux que l'on

a sur A , on est conduit a introduire un foncteur M = I\/IAl

Pour pouvoir obtenir, sur

de la catégorie

des Dk—modules dans celle des A'-modules, et c'est l'objet du §2 du chapi-

tre IV.
o . (1)

Pour tout entier j , soit M

j

un Dk—module .

M par l'extension des scalaires

Soit M

déduit de

le Dk—module

o} (o ¢ est le Frobenius abso-

lu). Le décalage (resp. le Frobenius) induit une application D -linéaire

vJ, : M(j) - M(j+1) (resp. fj Soit m 1l'idéal maximal de A'.
Alors MA' est la limite igductivg d'un diagramme (assez compliqué) dont les
objets sont certains des ml®AM(J) et les fléches sont construites & partir des
vj et des fj Lorsque e =< p-1 , MA' est la limite inductive du diagramme
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M /

AI

pm@l\/I

A®a) =A®a , XO()\@’Q) =p rgv.(a) , V.(l®a) =Ai®a ,
vh®a) = ref(a)

Dans le cas particulier ot M - est un A-module libre de type fini (i.e.

ot M= M(G, ), avec G un groupe p-divisible sur k), on a une applica-

k k .
tion A'-linéaire de MA' sur un réseau de MK‘ = I\/I®AK' (od K'= Frac(d'))
que l'on peut décrire trés simplement. Le noyau de cette application est la par-
tie de torsion (M,,) de M, ; celle-ci est nulle si esp-1 , mais est
A''tor A

un A'-module fini, non nul, en général, si e=zp

0.10. Dans le §3 du chapitre IV, on utilise les constructions:du §2 pour éten-
dre aux A'-algébres les résultats sur les relédvements des covecteurs dans les

A-algébres obtenus au §5 du chapitre II :

@ soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit R
sonn algébre affine. On définit, comme dans le cas e=1 (n°0.8) un A'-
module topologique P(r) . On note P'(R) 1'adhérence du sous-A'-module
de P(R) engendré par les éléments de la forme p—napn , avec a € mR
et n€ N (si e<p-1, on a P'(ﬂ)"—‘mﬂi) . Soit 6% = R@A k . On cons-
truit un isomorphisme W du A'-module ka A'( k) = (CWK(RK))A' sur

P(r)/P'(R)

8 soit & un A'-anneau qui est un A'-module libre de rang fini. Soit

S, = S@AK = S®A‘ K', & = S@ k = 8/mg . On définit, comme pour R ,

K k

un sous-A'-module P'(g8) de %K . On construit alors une application A'-
AN

. P ] — P|

lindaire  w, de CWk,A'(gk) (ka.( k))A' dans SK/ (8)

0.11. Conservons les hypothéses et les notations du n° précédent pour décrire

les résultats du §4 du chapitre IV .

Le coproduit A : R - b%@AR se prolonge en une application encore notée

A de P(R) dans P(R@Aw) . Nous notons W(JiA,(G) le sous-A'-module fermé
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de P(R) formé des ¢ tels que Ax ~a®1 - 1&g € P'(RéAR) et -

MHA,(G) = ?T(JiA,(G)/P'(R) . On démontre que l'application W induit un isomor-

phisme canonique de MA' (Gk) = (M(Gk))A' sur MHA,(G)

Soit AEA,(G) = {0€PR) | 4o = w®l + 1®a} et soit pA,(G) 1'application
A'~linéaire composée

£A.(G) incl. TH. (G) proj. can. ‘MHA-(G) iso.can. MA| (Gk)

On définit alors une catégorie /\i, , dont les objets sont des triplets
(£,M,p) ot M est un Dk-—module, £ un A'-module et p une application
A'-linéaire de & dans MA' vérifiant des propriétés convenables. La corres -
pondance G - (SZA,(G),I\_/I(GK),pA, (G)) définit un foncteur contravariant additif

S:MA, de la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur

. ¢
A' dans AA'

On montre que, si e <p-1 , le foncteur &MA, induit une anti-

équivalence entre ces deux catégories. Pour tout G et pour tout A'-anneau &

qul est un A'-module libre de rang fini, on peut donner une description du
groupe G(8) , a l'aide du triplet ALMA, (G) et de 1'application w, , qui est ;
du méme genre que ce qui a été fait pour e =1 !

Si e =p-1 , on a des résultats analogues, & condition de se restreindre

soit aux groupes unipotents, soit aux groupes connexes.

Lorsque e est guelconque, S,MA, n'est pas pleinement fidéle (du moins

si e=2p-1) et je ne sais pas décrire l'image essentielle. Toutefois, & tout
¢ ,
objet (£,M,p) de la catégorie A , on peut associer un foncteur en groupes

AI
G sur la catégorie des A'-anneaux qui sont des A'-modules libres de

(€. M,p)
rang fini. Si (£,M,p) = S’,MA,(G) , ot G est un p-groupe formel lisse et de
dimension finie sur A' , on peut construire deux morphismes de foncteurs en
: - { : - G érifiant
groupes ch : G G(S;,I\/I,p) et ¢G G(£,M,p) vérifiant
q;Goch = pt.idG et cho q;G = pt.idG(£ Mo (o t est un entier qui ne

t n
dépend que de e : c'est le plus grand entier tel que p -te £ p -ne , pour

tout entier n = 0).

0.12. Dans le §5 du chapitre IV, on applique les résultats du §4 aux groupes

p-divisibles : si G est un groupe p-divisible sur A' , 1l'application p(G)

10
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est injective et on note LA' (G) son image. En associant & G le couple
(LA'(G)’M(GK)) , on obtient un foncteur contravariant additif LMAI de la caté-
gorie des groupes p-divisibles sur A' dans une catégorie, notée Hz, dont

les objets sont formés de couples (L,M) , avec M un Dk—module et L un

sous-A'-module de MA' , jouissant de propriétés convenables.

Si e <p-1 , ce foncteur induit une anti-équivalence.

Si e=p-1, il n'en est plus de méme. Cependant, si G est un groupe
p-divisible sur A' , notons Gm le plus petit sous-schéma en groupes fermé
de G tel que, pour tout A'-anneau & qui est un A'-module libre de rang
fini, Gm(g) soit le noyau de la fléche canonique de G(8) dans
G(s/mg) = Gk(gk) . On constate que Gm est un schéma en groupes fini et
plat sur A' annulé par 10t et que le quotient G/Gm est un groupe p-
divisible sur A' , isogéne & G . On peut donner une description de G/Gm ,

considéré comme foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux qui sont

des A'-modules libres de rang fini, a 1l'aide du couple LMA' (G)

a

Ceci implique aussi une classification & isogénie prés des groupes p-

divisibles sur A' : notons Hg, la catégorie dont les objets sont les couples
(L,M) , avec M un (Dk ®AK)-module et L un sous-K'-espace vectoriel de
MK' = M®KK' , avec une définition évidente pour les fléches.

En associant & G le couple LMK,(G) = (LK,(G),M

MK(Gk) = M(Gk)®AK et LK‘(G) = LA'(G) ®A'K , on obtient un foncteur contra-
variant additif pleinement fideéle LMK' de la catégorie "des groupes p-

K(Gk)) , avec

divisibles sur A' , & isogénie prés" dans HK‘
0.13.8cit G un groupe p-divisible sur A' et soit & un A'-anneau qui est
un A'-module libre de rang fini. Les méthodes développées au chapitre IV per-
mettent de décrire le groupe G(8) (o0, du moins, si e =z p-1 , le groupe
(G/Gm)(g)) 4 l'aide du couple (L,M) = Ll\/[Al (G) . On doit donc pouvoir dé-
crire les modules galoisiens Tp(G) , module de Tate de G (ou Tp(G/Gm) si
e=p-1) et, pour e quelconque, CDp®% Tp(G) . C'est ce que l'on fait au

§1 du chapitre V P

Cette description est assez compliquée : soit AC 1'anneau des entiers
du complété C d'une cléture algébrique K' de K' . Soit Res@.) = lim Rn’

= nelN

11
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N _ \ . . S ot
ol Rn AC/pAC ;. I'application de transition de Rn+1 dans er1 étant la

fleche x = xP . On définit le groupe BW(Res(AC)) des "bivecteurs de Witt
a coefficients dans Res(AC) "; si ¢ = Gal®'/K') , on montre que l'on peut

considérer BW(Res(A )) aussi bien comme un Dk—module 3 gauche que comme

un K[G] -module a gagche ; on peut en outre définir une application K[G] -
linéaire bwAC : B\N(Res(AC)) - C et on note bWAC,K' : K ®KBW(Res(AC)) - C
l'application K'-linéaire déduite de bwAC par extension des scalaires.

Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit (LK,,MK) = LMK,(G)
Pour tout u € Hoka(MK,BW(Res(AC))) , notons Uy, :K'8K I\/IK - K %BW(R@S(AC))

"application K'-linéaire déduite de u par extension des scalaires. Alors

(MK,BW(Res(A M)

CDp@Z Tp(G) s'identifie au sous-@p[q] -module de HomD o

p k
S )
formé des u tgls que uK'(LK" C ker bWAC,K‘
Nous étudierons ailleurs ([24]) le D, ~module Hom

k @, [6] (

lorsque U est un CDp[Q] -module admettant une décomposition de Hodge-Tate.

U,BW(Res (A _)))

C

Cela devrait nous permetire en particulier de montrer que, réciproquement, on

peut reconstruire le couple (L ,,M_ ) associé & un groupe p-divisible G sur

K
A' & partir de la seule connaissance du Q@ [G]-module @ &, T (G) (par
P o Z, P
exemple, M, devrait s'identifier & Hom (®p®Z Tp(G),BW(Res(AC))) ).

K CDp[C}] b

0.14. Dans le §3 du chapitre V, on explique comment on peut retrouver les
résultats de Cartier sur la classification des groupes formels lisses et connexes,

de dimension finie sur k au moyen de courbes typiques ([7]1).

Dans le §2 , on explique comment on retrouve les résultats de Honda

([32]) sur les mémes groupes et sur leurs relévements sur Wi(k)

0.15.On a compris que ce mémoire repose sur la construction des covecteurs
de Witt, C'est Barsotti ([1], [2], [3]) qui en a entrepris le premier une étude
systématique (pour classifier les groupes formels commutatifs, lisses et
connexes, de dimension finie sur k , et, au moins lorsque k est-algébrique-
ment clos, les groupes p-divisibles sur k ). Notre construction est différente
de celle de Barsotti et nous semble plus commode (Barsotti défini les covec-

teurs a coefficients dans un anneau qui est une algébre sur ]Fp ou sur @

12
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et dont le groupe additif est muni d'une topologie %(p)—linéaire ; la somme de
deux covecteurs n'est alors pas partout définie et, pour obtenir un groupe addi-

A

tif, il faut se restreindre a une partie convenable de l'ensemble des covecteurs,

N

qu'il faut préciser & chaque fois).

0.16.0On a vu que beaucoup des résultats contenus dans ce mémoire se rap-
prochent de résultats connus et que nous expliquons (not. au chap. V) les rap-
ports avec certains d'entre eux. L'avantage le plus net de nos méthodes nous
semble &tre qu'a chaque fois on obtient une description du groupe formel étu-

dié, considéré comme foncteur en groupes commutatifs sur une catégorie conve-

nable, & l'aide de l'objet qui le classifie (& ma connaissance, le seul cas ol
ceci avait pu étre fait est celui des p-groupes finis unipotents sur k ,

Grothendieck [30]).

Je voudrais maintenant dire quelques mots sur la construction "tradition-

nelle" du module de Dieudonné.

C'est Dieudonné qui, le premier, a montré que l'on pouvait classifier cer-

tains groupes formels commutatifs sur k , a l'aide de Dk—modules a gauche.

Au langage prés, il obtient ([16] , voir surtout IV) une équivalence entre la ca-
tégorie des groupes formels commutatifs, lisses et connexes, de dimension fi-

nie sur k et celle des Dk—modules d'un type particulier. Il utilise pour cela

le "groupe hyperexponentiel" dont il démontre [17] qu'il est isomorphe au grou-

pe additif des vecteurs de Witt.

Les idées de Dieudonné ont été reprises par de nombreux auteurs (Cartier,

Gabriel, Barsotti, Manin,...). Soit Fcuk la catégorie des p-groupes finis

connexes uipotents sur k ; Gabriel [27] a utilisé ses propres travaux sur les
‘catégories pro-artiniennes [26] pour construire une anti-équivalence entre cette

catégorie et celle des D, -modules finis, sur lesquels l'action de F et celle

k

de V sont nilpotentes : la catégorie Fcuk a un seul objet simple, le grou-

pe o (d'algébre affine k[X]/X® , avec AX = X®1 + 18X , eX = 0) ; on

construit son enveloppe injective dans la catégorie lim Fcu (qui se trouve

k

N U,C .
étre le groupe formel gue nous notons CWKI au §4 du chapitre II) et on
P
montre que l'anneau des endomorphismes de cwd© est, & peu de chose prés,
k N

1'anneau Dk

13
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Il est alors facile d'en déduire une classification compléte des p-groupes
finis sur k : un peu de cohomologie galoisienne permet de se débarrasser des
groupes étales, et les groupes de type multiplicatif se raménent aux groupes
étales par la dualité de Cartier (voir,‘ entre autres, [37], chap.I, [15], chap.
IIT, [14], chap.V). Cette classification se trouve étre naturellement équivalen-
te & la notre (cf. cor.3 & la prop.5.3 du chap.IIl) et s'étend, bien sQr, par
passage a la limite, aux groupes formels qui sont limite inductive de p-groupes
finis. Outre le fait d'eétre un peu plus générale, notre classification présente
l'avantage de ne pas recourir & la dualité de Cartier pour la partie de type
multiplicatif. C'est trés commode, aussi bien pour décrire le groupe des points
d'un groupe formel & l'aide de son module de Dieudonné que pour l'étude des

relévements en caractéristique 0

Signalons en passant, bien que ce type de problémes ne soit pas du tout
étudié dans ce mémoire que divers auteurs ont tenté, a juste titre, de rendre
cette classification plus précise en étudiant les Dk—modules eux-mémes (cf.
Dieudonné ([16], VII) pour les groupes formels lisses et connexes, de dim.
finie, & isogénie prés, Manin [37] pour les mémes groupes, & isomorphisme
prés lorsque k est algébriquement clos, Kraft [33], pour les groupes finis

tués par p).

0.17. C'est Grothendieck qui, le premier, a pensé que l'on devait pouvoir clas-
sifier les groupes p-divisibles sur A' (& isomorphismé prés si e <p-1, &
‘isogénie prés pour e quelconque) au moyen d'un couple formé du module de
Dieudonné M de la fibre spéciale et d'un sous-module d'une extension des
scalaires convenable de M . Les premiers résultats ont été annoncés par
Cartier ([8] , via l'étude des courbes typiques) et Grothendieck ([29], [30],
via la construction des cristaux de Dieudonné). Les travaux de Grothendieck
ont été repris systématiquement par Messing ([39]) qui obtient une classifica-
tion compléte pour e <p-1 ([39], chap.V, th.1.6), puis par Mazur et Messing
([38]1) avec une étude détaillée des extensions universelles des groupes p-
divisibles et des schémas abéliens. Le lecteur regrettera, a juste titre, que ne

soit pas explicité ici comment ces résultats se relient aux nétres. Cela nous

aurait emmené trop loin.

Nous indiquons toutefois briévement et sans démonstration (chap.V,
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n°3.7, rem. 2) comment on peut construire l'extension universelle d'un groupe
p-divisible G sur k (resp. sur A), connaissant son module de Dieudonné
(resp. le module de Dieudonné de la fibre spéciale), a l'aide du groupe des

covecteurs de Witt. Nous espérons pouvoir généraliser cette construction.

0.18.A l'origine de ce travail, il vy a une question que m'avait posée Serre
déterminer l'image de Galois dans la représentation p-adique définie par une
courbe elliptique sur K = Frac(d) , avec bonne réduction supersinguliére,
J'avais fait les calculs "& la main" en me servant des travaux de Hazewinkel
[31] . Le contraste entre la simplicité du résultat [19] et la complexité des
calculs donnait envie de comprendre ce qui était caché derriére. Dans un pre-
mier temps, cela m'a conduit & interpréter les résultats de Honda [32] en ter-
mes de modules de Dieudonné "& la Gabriel”. D'olt ce mémoire qui contient

finalement un peu plus que cela.

Dans un deuxi}éme temps, cela m'a conduit & donner une classification
des schémas en groupes finis et plats sur A , du> méme type que celle qui
est donnée ici pour les groupes p-divisibles. Les résultats ont été annoncés
dans [22] et seront démontrés dans [23] . [23] contiendra aussi les résul-
tats sur les courbes elliptiques et une classification, au moins partielle, des

schémas en groupes finis et plats sur A' lorsque e < p-1

o
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CHAPITRE I

THEORIE EIEMENTAIRE DES SCHEMAS
EN GROUPES AFFINES COMMUTATIFS

§1.- Schémas affines.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, k est un anneau commutatif quel-

conque.

1.1. On appelle k-anneau toute k-algébre associative, commutative et unitaire.
En d'autres termes un k-anneau est un couple (R,iR) ol R est un anneau
commutatif et iR un homomorphisme de k dans R (par abus de langage, on
parlera le plus souvent du k-anneau R , 1l'application iR étant sous-
entendue). Les k-anneaux forment une catégorie, avec comme fléches les mor~

phismes unitaires de k-algébres.

1.2. Par définition, un k-foncteur est un foncteur covariant de la catégorie des
k-anneaux dans celle des ensembles. Se donner un k-foncteur X revient donc
a se donner, pour tout k-anneau R , un ensemble X(R) , et, pour tout mor-
phisme €& : R - S de k-anneaux, une application X(£) : X(R) - X(S) , de ma-
niére que, si € :R - S et n : S - T sont des morphismes de k-anneaux,

on ait X(ne &) = X(n)° X(§)

Les k-foncteurs forment (& condition de se restreindre & un univers conve-
nable) une catégorie : si X et Y sont deux k-foncteurs, un morphisme
@ X - Y est la donnée d'une famille d'application Pg X(R) - Y(R) , pour
tout k-anneau R , fonctorielle en R (i.e. si € : R - S est un morphisme

de k-anneaux, le diagramme

)

X(R) —2—+ Y[R)
X(t:)‘ lY(i)
©

S ¥(S)

est commutatif).
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1.3, Si A est un k-anneau, on note SpkA le k-foncteur défini par :

w pour tout k-anneau R , SpkA(R) = Hom, (A,R) , ensemble des morphismes

k
du k-anneau A dans R ;
B pour tout morphisme de k-anneaux & : R - S , SpkA(E) est l'application

qui, & x : A-> R , associe fox : A - S

On voit que Spy peut étre considéré comme un foncteur contravariant de
la catégorie des k-anneaux dans celle des k-foncteurs : si n : A - B est un

morphisme de k-anneaux, Spkn : SpkB - SpkA est défini par

(Spkn)R T XE€ SpkB(R) = Homk(B,R) — Xom € Homk(A,R) = SpkA(R)

1.4, Si X est un k-foncteur et si A est un k-anneau, il existe {(lemme de

Yoneda) une bijection de l'ensemble Hom (SpkA,X) des morphismes

k-foncteurs
du k-foncteur SpkA dans X sur l'ensemble X(A) . Celle-ci s'obtient en

associant & o : SpkA - X 1'élément (idA) de X(A) . La bijection réci-

“A

proque associe & x € X(A) le morphisme o : Sp,A - X défini par :

k
pour tout k-anneau R , Pp associe a n : A - R 1'élément

X(n)(x) € X(R)

En particulier, on voit que si A et B sont des k-anneaux, le lemme
Y cfinit 1j i t H A, B H B,A);
de Yoneda définit une bijection entre Omk—foncteurs(Spk Spk ) et omk( A)
autrement dit, le foncteur Spk est pleinement fidéle.

1.5. Si X est un k-foncteur, on note @k(X) ou, plus simplement, @&X)

l'algébre affine de X : c'est un k-anneau. En tant qu'ensemble, @X) est

l'ensemble des morphismes du k-foncteur X dans la droite affine (i.e. le k-
foncteur Dy défini par Dk(R) = R , qui est visiblement isomorphe & Spkk[T] ).
Se donner un élément f de @(X) revient donc & se donner une famille d'ap-
plications f_ : X(R) - R , pour tout k-anneau R , fonctorielle en R . La

R
structure de k-anneaux sur O(X) est définie par (si f,g € 6(X), ) € k)

(f+g)R(X) = f_(x) + gR(X)

R
(fg)R(x) = fR(x)gR(x)  pour tout k-anneau R et tout x € X(R)
(M)R(X) = XfR(X)

I1 v a un morphisme canonique Gy X - Spk@(X) : pour tout k-anneau R ,

: X(R) - Hom, (6(X),R) associe & x € X(R) !l'application f — f_(x) de

(ay)p k R

18
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oX) dans R .

On voit que la correspondance X — O(X) définit, de maniére évidente,
un foncteur contravariant Ok de la catégorie des k-foncteurs dans celle des

k-anneaux et que, si ¢ : X » Y est un morphisme de k-foncteurs, le dia-

gramme
Q
X X Sp, G(X)
~ k
th SkaS*k ()
oy
Y ‘Spk@Qﬂ

est commutatif.

1.6. On appelle k-schéma affine (ou schéma affine sur k) tout k-foncteur qui

est représentable. Autrement dit un k-foncteur X est un k-schéma affine si

et seulement s'il existe un k-anneau A tel que X = SpkA . On voit immé—’

diatement que ceci est équivalent & dire que la fléche canonique

Oy X - Ska(X) est un isomorphisme. On voit également que

s le foncteur Spk. induit une anti-équivalence entre la catégorie des k-
anneaux et celle des k-schémas affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la

catégorie des k-foncteurs dont les objets sont les k-schémas affines) ;

8 si X est un k-foncteur et si Y est un k-schéma affine, tout morphisme
v : X - Y se factorise, de maniére unique, & travers le morphisme canoni-

que . : X - SpkO(X)

X

1.7. La catégorie des k-foncteurs a des limites projectives. En particulier :

B si X et Y sont des k-foncteurs, le k-foncteur XxY est défini par
(X xY)(R)

X xY) s'idéntifie a oX) ®, oY) ;

X(R)XxYR) ;: si X et Y sont affines, XxY l'est aussi et

@ plus généralement, si X , Y et Z sont des k-foncteurs et si o : X - Z
et ¢ Y- 7 sont des morphismes de k-foncteurs, le k-foncteur sz Y
est défini par (X X, Y)(R) = {(x,y) € XR) x Y(R) \ch(x) = \pR(y)} ;s X, X
et Z sont affines, X XY l'est aussi et O X, Y) s'identifie &

z
olX) & o(Y)

o(Z)

1.8. Soit k' un k-anneau. Pour tout k'-anneau R , nous notons R[k] le
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k-anneau déduit de R par restriction des scalaires.

Si X est un k-foncteur, nous notons X'k‘ le k'~foncteur défini par

Xk'(R) = X( ) , pour tout k'-anneau R , et les fldches évidentes. La cor-

R

k]
respondance X ka' définit, de maniére évidente, un foncteur covariant de
la catégorie des k-foncteurs dans celle des k'-foncteurs, que l'on appelle le

changement de base ou l'extension des scalaires. On voit que

g le changement de base commute aux limites projectives ;

m sSi1 X est un k-schéma affine, Xk' est un k'-schéma affine dont 1'algé-
bre affine s'identifie a k' &, C}k(X)

§ 2.- Groupes affines.

2.1. On appelle k-foncteur en groupes tout objet en groupes dans la catégorie

des k-foncteurs. Il revient au méme de dire gu'un k-foncteur en groupes est

un foncteur covariant de la catégorie des k-anneaux dans celle des groupes.

Si G est un k-foncteur, se donner une loi de composition interne sur
chaque G(R) (pour R décrivant les k-anneaux), fonctorielle en R , revient
a se donner un morphisme de k-foncteurs Mg * GxG - G . On laisse au lec-
teur le soin d'écrire toutes les propriétés que doit vérifier m. pour que cha-

que G(R) soit un groupe.

Les k-foncteurs en groupes forment une catégorie : un morphisme
o : G - H de k-foncteurs en groupes est un morphisme des k-foncteurs sous-

jacents, compatible avec la structure de groupe, 1i.e. tel que le diagramme

m
G
GxG > G
R ®
m
HxH 2 ~H

soit commutatif.

2.2. On appelle k-schéma en groupes affine ou, plus simplement, k-groupe
affine (ou encore groupe affine sur %k ) tout k-foncteur en groupes dont le k-

foncteur sous-jacent est un k-schéma affine.

Si G est un k-schéma affine et si B = ¢(G) , se donner un morphisme
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mG : GxG - G revient, d'aprés le lemme de Yoneda, a se donner un morphis-

me de k-anneaux AG = AB : B - B ®k B

On vérifie alors que, si R est un k-anneau et si x,y : B - R sont

des éléments de G(R) , le composé de x et y est l'application

A .
®
B B 8 B xX®y - R 8 R produit R

B

Si B est un k-anneau et si A, : B - B®B est un morphisme de k-

B
anneaux, on voit facilement que pour que SpkAB munisse G = SpkB d'une
structure de k-groupe affine, il faut et il suffit que les trois propriétés sui-

vantes solent vérifiées

(Bl) (associativité) le diagramme

o h
B B BoB

AB | 1dB®AB
AB®1dB
B®B ———— . B®B®B

est commutatif ;

(Bz) (existence d'un élément-neutre) il existe un morphisme de k-anneaux
€g ° B - k tel que le diagramme
id_ ®¢
B®B B B Bok

est commutatif ;

(BS) (existence d'un inverse) il existe un endomorphisme op du k-anneau B
tel que le diagramme
id ®o
A B®B B B =B ®B
y c i \gioduit
B B -k B 2B
roduit
N __—re
B®B 51d B®B
OB® "B

est commutatif.
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Remargue : il résulte de l'unicité de '1'élément-neutre et de 1l'inverse dans un
ensemble muni d'une loi de composition interne associative que, étant donné
AB vérifiant (Bl) ., les applications e¢p et 9 vérifiant (Bz) et (B3) , si
elles existent, sont uniques.

2.3. Nous appelons k-bigébre la donnée d'un couple (B,AB) oh. B est un
k-anneau et AB : B -8B ®k B est un morphisme de k-anneaux vérifiant les

axiomes (Bl) , (Bz) et (B3) . Par abus de langage, nous parlerons de la k-

bigébre B , l'application AB étant sous-entendue. L'application b s'ap-
pelle le coproduit, R s'appelle l'augmentation et OB l'antipodisme. On
note B+ 1'idéal d'augmentation, 1i.e. le noyau de €

Soit B une k-bigébre. On voit que le composé €p ° iB est l'identité
sur k . En particulier, l'application 1ig est injective et nous l'utilisons
pour identifier k & un sous-anneau de B ; on voit que, en tant que k-modu-

le, B = ket .

Pour tout f€B , posons &f = 1gf - ABf + f®1l . Il résulte de (By)
que si f¢& Bt , alors 6f € B+® Bt

Les k-bigeébres forment une catégorie : un morphisme n : B - C de k-

bigébres est un morphisme des k-anneaux sous-jacents tel que le diagramme

JAY
B B B, B
nj nen
A
C
C Cs, C

est commutatif.

On voit que le foncteur Sp]< peut encore étre considéré comme un fonc-
teur contravariant de la catégorie des k-bigébres dans celle des k-foncteurs
en groupes et qu'il induit une anti-équivalence entre les catégorie des k-
bigébres et celle des k-groupes affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la
catégorie des k-foncteurs en groupes dont les objets sont les k-groupes affines).
Un foncteur quasi-inverse consiste a associer a tout k-groupe affine G son
algébre affine @(G) ; le produit tensoriel @(G) ®k@(G) s'identifie & 1'algébre

affine de G x G et le coproduit A : 3(G) - (@) ®kO(G) est défi-

G “6G)

ni par :
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si f€r(@G) , pour tout k-anneau R , (AGf)R((x,y)) = fR(XY) si
(x,v) € GR) xG(R) = (GxG)(R)

Si G est un k-groupe affine et si B est une k-bigébre, l'ensemble
des morphismes de k-foncteurs de SpkB dans G s'identifie, par le lemme
de Yoneda, & G(B) . On voit que, dans cette identification, un élément
x€ G(B) est un morphisme de k-foncteurs en groupes si et seulement s'il vé-
rifie

Glag)x) = Glix).Gli))x) |

o i, et i, : B - B®kB sont définies par il(f) =f®l et iz(f) = 1Q®f

2.4. La catégorie des k-foncteurs en groupes admet des limites projectives

et celle des k-bigébres a des limites inductives. En particulier :

B la catégorie des k-foncteurs en groupes a un objet nul : le groupe e dé-
fini par ek(R) = {1} , pour tout k-anneau R ; c'est un k-groupe affine

dont 1l'algébre affine s'identifie a k ;

B si G et G' sont deux k-foncteurs en groupes, le k-foncteur en groupes
GxG' est défini par (GxG')(R) = G(R) xG'(R) , pour tout k-anneau R ;
si G et G' sont affines d'algébres affines B et B' , GxG' est affine,

d'algébre affine B® B' ; on voit que le coproduit : B®B' - B®B'® BgB'

K BpgR:!
est le composé

Ar® An' id_®t®id_,
BB B®BgB'®B' B B > BeB'€ B&®B'

B®B'
ol t : B®B' - B'®B est définie par t(f®f') = f'®f ;

g plus généralement, si G , G' et H sont trois k-foncteurs en groupes et
si o : G- H et § :G' - H sont des morphismes de k-foncteurs en
groupes, le produit fibré GXHG' est le k-foncteur en groupes défini par
(G xHG')(R) = G(R) XH(R) G'(R) , pour tout k-anneau R ; si G , G' et H
sont affines, il en est de méme de G XH G' et son algébre affine s'iden-

tifie & ©(G) @ ) a(G")

o(H

2.5. 81 G = SpkB est un k-groupe affine, on voit que G est commuatif
(i.e., pour tout k-anneau R , G(R) est un groupe abélien) si et seulement

si la bigébre B est "co-commutative",i.e. si l'image par de tout élé-

bp
ment de B est un tenseur symétrique, ou encore si B vérifie 1'axiome
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(B,) (commutativité) le diagramme

AV \
A
B B

- B®kB

4

(ot t(f®g) = gef) est commutatif.

Dans toute la suite de ce mémoire, tous les k-foncteurs en groupes

considérés (et, par conséquent, tous les k-groupes affines) sont supposés com-

mutatifs, et le mot "commutatif" sera sous-entendu. De méme, par k-bigébre

nous entendons désormais k-bigébre co-commutative. Pour tout k-foncteur en

groupes G , nous notons additivement le groupe abélien G(R)

On voit immédiatement que les catégories des k-foncteurs en groupes,
des k-groupes affines et des k-bigébres sont additives. La premiére d'entre
elles est abélienne, mais les deux autres (qui sont anti-équivalentes) ne le

sont pas en général (cf. §6).

§ 3.- Anneaux et modules profinis.

Les résultats de ce paragraphe sont énoncés sans démonstration et sont
empruntés, pour l'essentiel & [28], chap. 0, n°7.1 et 7.7 (pour les n° 3.1 et
3.2) et a [13], exposé Vilg, §0 (pour les n° suivants ; voir aussi [26],

p.390 et suivantes, et [14], chap. V, §2).

Dans ce paragraphe, tous les anneaux sont supposés commutatifs.

3.1. On dit gu'un anneau topologique A est linéairement topologisé s'il

existe un systéme fondamental de voisinages de = 0 formé d'idéaux (ceux-ci

sont alors ouverts).

Si A est un anneau linéairement topologigé, on note ‘QA lI'ensemble

des idéaux ouverts de A et A le séparé complété de A ; on voit que A

s'identifie & lim A/a , chaque quotient étant muni de la topologie discréte
——
aEQA

et que A est lui-méme un anneau linéairement topologisé.

Si.- A est un anneau topologique, on appelle A-anneau topologique la

donnée d'un couple (B,ig) ol B est un anneau topologique et iB :A- B
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un homomorphisme continu. Par abus de langage, on parle du A-anneau topolo-

gique B , l'application iB étant sous-entendue.

Si A est un anneau linéairement topologisé, un A-anneau linéairement

topologisé est donc un couple (B,iB) ol B est un anneau linéairement to-

pologisé et iB : A - B un homomorphisme continu.

Si A est un anneau linéairement topologisé et si M est un A-module

topologique, on dit que M est linéairement topologisé s'il existe un systéme

fondamental de voisinages de 0 formé de sous-modules (ceux-ci sont alors:

ouverts).

Si M est un A~-module linéairement topologisé, on note l'ensem-

A
M
ble des sous-modules ouverts de M et M le séparé complété de M ; on

~

voit que M s'identifie & 14112 M/N , chaque quotient M/N étant muni de

la topologie discréte, et quen M a une structure naturelle de A-module li-

néairement topologisé.

3.2. Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet, et soient
M et N deux A-modules linéairement topologisés, séparés et complets. Le

produit tensoriel M®AN peut étre considéré comme un A-module linéairement

topologisé en prenant comme systéme fondamental de voisinages de 0 les sous-

dul de la f ! + ! ! !
modules de la forme Im(M ®AN) Im(M®AN) , pour M EAM et N'¢ AN .

On appelle cette topologie le produit tensoriel des topologies de M et de N,

et on note M®AN le séparé complété de M®, N pour cette topologie. On
voit facilement que MéAN s'identifie & lim(M/M') ®A/a (N/N') , pour
QEQA , M‘EAM , N'E/\N tels que gM < M' et aN © N' , chague quotient

étant muni de la topologie discréte.

Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet et soit
M , N , M' , N' quatre A;modules linéairement topologisés, séparés et
complets. Si u: M- M et v : N - N' sont des applications A-linéaires
continues, il est clair que l'application u®v définit par passage aux pro-
duits tensoriels complétés une application A-linéaire continue de MéAN dans

M'éAN' : on la note u®v

On définit de la méme maniére le produit tensoriel complété d'un nombre

fini quelconque de A-modules linéairement topologisés . Les propriétés usuelles
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d'associativité et commutativité sont vérifiées.

Si B et C sont deux A-anneaux linéairement topologisés, séparés et
complets, on voit que la topologie du produit tensoriel sur B®AC admet un
systéme fondamental de voisinages de 0 formé des idéaux Im(b ®A C)+Im(B®Ac),
pour b € QB et ceQC . On en déduit que B ®AC peut étre considéré comme
un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. Les applications

b — b®l et c—1®c de B et C dans B g, C induisent des applications

A
continues de B et C dans B@AC . On voit que celles-ci permettent de
considérer B®, C comme "la" somme directe de B et C dans la catégorie

A
des A-anneaux linéairement topologisés, séparés et complets.

3.3. On appelle anneau pseudo-compact tout anneau linéairement topologisé,

séparé et complet, A , tel que, pour tout a€Q, , l'anneau A/q est arti-

A
nien.

Les anneaux pseudo-compacts forment une sous-catégorie pleine de la
catégorie des anneaux linéairement topologisés, séparés et complets. Si A
est un anneau pseudo~compact, on voit que tout idéal ouvert de A est fer-
mé et que l'adhérence §§ d'un idéal quelconque o de A est l'intersection
des idéaux ouverts qui contiennent ¢ . Notons WM I'ensemble des idéaux

A

maximaux ouverts de A et, pour tout m € M. , posons Am = lim (A/a)m/a .

A
pour tous les idéaux ouverts g de A contenus dans m . On voit facile-
ment que chaque Am est un anneau local pseudo-compact et que A s'iden-
tifie & A
i 3 HL_[m -

A

Nous notons r le radical de Jacobson de A . C'est un idéal fermé

A
qui est l'intersection des idéaux maximaux ouverts de A ; c'est aussi l'ensem-
ble des x&€A qui sont topologiquement nilpotents. Soit x€A et soit, pour
tout mEEmA ’ xm la projection de x sur Am ; on voit que x¢€ rA si et
seulement si chaque Xm est dans l'idéal maximal de Am . Enfin, si l'on
note km le corps résiduel de Am , il est clair que Z—\/rA s'identifie &
1T &,

mE‘,)JIA

3.4. Dans toute la suite de ce paragraphe, on désigne par k un anneau

pseudo-compact.
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On appelle k-module pro-artinien (resp. k-module profini) tout k-module

linéairement topologisé, séparé et complet tel que, pour tout M' € A , le

M
quotient M/M' est un k-module artinien (resp. de longueur finie). Les k-
modules pro-artiniens forment une catégorie, avec comme fléches les applica-

tions k-linéaires continues.

Si M est un k-module pro-artinien et si M' est un sous-module fer-
mé, M' et M/M' , munis de la topologie induite, sont des k-modules pro-
artiniens. De plus, si u : M - N est un morphisme de k-modules pro-
artiniens, l'image (ensembliste) de u est un sous-k-module fermé de N
On en déduit que la catégorie des k-modules pro-artiniens est abélienne et on
voit que la catégorie des k-modules profinis en est une sous-catégorie épaisse

(elle est donc aussi abélienne).

Si (l\/Ii)i€I est un systéme projectif de k-modules pro-artiniens (resp.
profinis), la limite projective des M (dans la catégorie des k-modules),
munie de la topologie de la limite projective, est un k-module pro—artinien
(resp. profini) et s'identifie & la limite projective des Mi dans la catégorie
des k-modules pro-artiniens.

Si de plus I est un ensemble ordonné filtrant, le foncteur l}in est

iel
exact. En particulier, si (Mi)iEI est un systéme projectif filtrant de k-modu-
les pro-artiniens, et si les applications de transition sont surjectives, l'ap-

plication canonique de L]ﬂl Mi dans chaque I\/Ii est surjective.
i€l
Si M et N sont deux k-modules pro-artiniens (resp. profinis), il en

est de méme du produit tensoriel complété MéAN . En outre, le produit

tensoriel complété est exact & droite et commute aux produits infinis. En par-
ticulier, si k = ﬂ k , tout k-module pro-artinien M s'identifie au pro-
mEﬂJ?k m
duit ﬂ M de ses composantes locales M =k é) M
m m

m@]k m k

Nous appelons k-module fini tout k-module profini qui est de longueur

finie. Si M est un k-module fini, la topologie de M est donc la topologie
discréte. Si M est un k-module fini et si N est un k-module profini, on

voit que l'application canonique de M®kN dans MékN est bijective.

Dans le cas ol k est un produit fini d'anneaux locaux ncethériens
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(nécessairement séparés et complets), tout idéal de %k est fermé et tout k-
module, muni de la topologie discréte, devient un k-module topologique. Les
k-modules finis ne sont alors rien d'autre que les k-modules de longueur finie

munis de la topologie discréte.

3.5. Pour tout ensemble I , le k-module kI , muni de la topologie produit
est un k-module profini. On dit qu'un k-module profini M est topologique-
ment libre s'il est isomorphe & un module de la forme kI . On voit qu'il re-
vient au méme de dire qu'il existe une famille (ei), d'éléments de M tels

iel
que

g d'une part, pour tout M'Ep , presque tous les ei sont dans M' ;

M.
@ d'autre part, tout élément de M s'écrit d'une maniére et d'une seule

sous la forme 20 a,ei , avec les a, dans k
iel

est appelée une base topologigque de M

Une telle famille (ei)iEI

On a le résultat suivant

PROPOSITION 3.1. - Soit P un k-module profini. Les assertions suivantes

sont équivalentes

i) le k-module P est projectif ;

i) le foncteur M +~ MékP (de la catégorie des k-modules profinis

dans elle-méme) est exact ;

iii) pour tout idéal maximal ouvert m de k , la _composante locale

P =k ékP de P ést un k -module topologigquement libre. ;
m m m

On appelle k-module topologiquement plat tout k-module profini vérifiant

les conditions équivalentes de la proposition 3.1.

3.6. Si N est un k-module (sans topologie), nous notons N' le k-module
topologique des applications linéaires de N dans k (la topologie étant celle
de la convergence simple). Il est clair que 1'on peut considérer la correspon-
dance N ~— N' comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-modu-

les dans celle des k-modules topologiques.

De méme, si M est un k-module topologique, nous notons M¥* le k-

module des applications linéaires continues de M dans %k . La correspondan-
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ce M — M¥* est, ici encore, fonctorielle.

Lorsque k est artinien (en particulier lorsque k est un corps), on
voit que M +~ M¥* induit une anti-équivalence entre la catégorie deé k-
modules profinis projectifs (resp. topologiquement libres) et celle des k-modu-
les projectifs (resp. libres), et que N — N' est un quasi-inverse de M — M¥*.
Si N est un k-module libre et si (ei), est une base de N , on voit que

iel
, définis par e'i(ej) = 61 i forment une base topologique de N' ; on

7

les e!
i

1'appelle la base duale de celle des ei et réciproquement.

Toujours lorsque k est artinien, on voit que, si M et P sont des
k-modules profinis et si P est projectif, les k-modules (M ék P)* et
M ®k P* sont isomorphes. De méme, si N et Q sont des k-modules et si

Q est projectif, (N ®k Q)' et N ék Q' sont isomorphes.

3.7. On appelle k-anneau profini tout k-anneau tobologique dont le k-module

sous-jacent est profini.

Si A est un k-anneau profini et si N est un sous-k-module de A ,
on montre qu'il existe un idéal ouvert g de A contenu dans N . On en

déduit que A est un anneau pseudo-compact.

La catégorie des k-anneaux profinis (les fléches sont les homomorphismes
continus de k-anneaux) admet des limites projectives : si (Ai)iel est un sys-
téme projectif de k-anneaux profinis, le k-module sous-jacent & la limite pro-
jective des Ai est la limite projgactive des k-modules sous-jacents et la

structure d'anneau est évidente.
Cette catégorie admet aussi des limites inductives finies. En particulier :

‘m si A et B sont deux k-anneaux profinis, il en est de méme de Aé)kB et

Aék B s'identifie & la somme directe de A et de B ;

m plus généralement, si A , B et C sont trois k-anneaux profinis et si
g: C-A et n:C->B sontdes morphismes de k-anneaux profinis, la
somme amalgamée de A et de B au-dessous de C s'identifie au k-

anneau profini A éc B

On appelle k-anneau fini tout k-anneau profini dont le k-module sous-

jacent est de longueur finie. Dans le cas ol k est un produit fini d'anneaux
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locaux ncethériens, un k-anneau fini n'est rien d'autre qu'un k-anneau artinien

muni de la topologie discréte.

§4.- Schémas formels.

Dans tout ce paragraphe, k désigne un anneau commutatif pseudo-

compact.

4,1, On appelle k-foncteur formel tout foncteur covariant de la catégorie des

k-anneaux finis dans celle des ensembles.

Comme les k-foncteurs (cf. §1) les k-foncteurs formels forment une

-catégorie.

Soit X un k-foncteur formel. Pour tout k-anneau profini R , on pose

XR) = lim X(R/a) . Il est clair que l'on a ainsi prolongé X en un foncteur

aEQR

covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des ensembles. On
voit facilement que le foncteur ainsi défini commute aux limites projectives

filtrantes. Il suffit en effet de le montrer lorsque (Ri)iel est un systéme pro-
jectif filtrant de k-anneaux finis. Soit, pour tout couple 1i=<j d'éléments de

| , fij : Rj - Ri 1'application de transition. Pour tout i , sqit

.ﬁ. fij(R') . Comme Ri est un k-anneau fini, il existe ji €1 tel que
j=i

~
I

R!

i fij (R, ) ; on en déduit que l'application évidente de lim X(R') dans
i —-—

; i

i

lign X(Ri) est une bijection. Si R = 1i_m Ri , on a aussi R = l<i£n R'i et
l'application canonique R - R'i est surjective (cf. n°3.4) ; soit a, son

noyvau ; on voit gue l'ensemble des o, est cofinal dans l'ensemble des

idéaux ouverts de R et on en déduit que X(R) = lim X(R/q) s'identifie &
. . aEQR
lim X(Ri) .

Aussi, dans toute la suite, un k-foncteur formel sera considéré aussi
bien comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux finis dans les ensembles
que comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux profinis dans les ensem-

bles, qui commute aux limites projectives filtrantes.
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4.2, Si A est un k-anneau profini, on note Spka le k-foncteur formel dé-

fini par :

m pour tout k-anneau fini R , Spf AR) = Homcont(A,R) , ensemble des mor-

k k
phismes (de. k-anneaux profinis) de A dans R‘;

® pour tout morphisme de k-anneaux finis € : R - S , Spka(‘i) est l'ap-

plication qui, &8 x : A - R , associe £.x : A - S

De la méme maniére qu'au n°1.3, on voit que l'on peut considérer Spfk

comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans

celle des k-foncteurs formels.

Si (Ai)iel est un systéme projectif filtrant de k-anneaux finis et si
A = lim A‘i , un raisonnement analogue a celui fait au n°4.1 montre que, pour

tout k-anneau fini R , Spka(R.) = lim Spf Ai(R) , autrement dit que

k

Spka = lim Spkai .
Soient A et R deux k-anneaux profinis. Il est clair que
. cont . e cont
Spka(R) = lim Homk (A,R/q) s'identifie & l'ensemble I—Iomk (A,R) des

aEQR
morphisme (de k-anneaux profinis) de A dans R . On prendra garde toute-
fois que, si R n'est pas un k-anneau fini et si A = lim Ai , Spf. A(R) ne

A (R)
1

k

s'identifie pas en général a li_rg Spfk

4.3. Si X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau fini, il existe

une bijection naturelle entre l'ensemble Hom (Spf, A,X) des morphismes de

k-ff k

k-foncteurs formels de Spka dans X et l'ensemble X(3) (lemme de

Yoneda). Celle-ci se construit comme au n°1l.4.

Si maintenant X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau

A,X) = Hom(lim Spfk(A/g),X) = lim Hom(Spfk(A/q,X).
aEQA

Ce dernier ensemble s'identifie, par le lemme de Yoneda, & lim X(A/a) = X(A)

profini, on a Hom (Spf

k-ff k

et on a encore une bijection entre Homk_ff(Spka,X) et X(A) . En particulier

si A et B sont des k-anneaux profinis, on a une bijection entre

cont
Homk_ff(Spka,Spka) et Homk'

pleinement fidéle.

(A,B) ; autrement dit, le foncteur Spfk est
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~

4.4, Tout k-foncteur X définit, par. restriction & la catégorie des k-anneaux
finis, un k-foncteur formel noté X (on a donc XR) = X(R) pour tout k-anneau

fini R) et appelé le complété formel de X

Par exemple, le complété formel f)k de la droite affine Dy est défini
par f)k(R) = R , pour tout k-anneau fini R , et les fléches évidentes (dans
ce cas particulier, on wvoit que l'on a aussi f)k(R) = R , pour tout k-anneau
profini R). On prendra garde de ne pas confondre Dk avec la '"droite for-

melle" qui est le k-foncteur formel D](z qui associe a tout k-anneau fini son

radical.

4.5, Si X est un k-foncteur formel, on note @}f{(X) ou,; plus simplement,

@f(X) l'algébre affine de X . En tant qu'ensemble, @f(X) est l'ensemble

des morphismes du k-foncteur formel X dans ]Ajk . Un élément f de @f(X)

est donc une famille d'applications fR : X(R) = R , pour tout k-anneau fini R,

f
variant fonctoriellement en R . La structure d'anneau sur @& (X) est définie
comme au n°1.5. La topologie est celle de la convergence simple. Autrement

dit, pour tout k-anneau fini R et tout x ¢ X(R) , soit I'application

CpX,R

de @f(X) dans R définie par P, R(f) = fR(x) ; la topologie de @f(X) est

la topologie la moins fine rendant toutes ces applications continues. Il est
clair que Gf(X) est ainsi un anneau linéairement topologisé dont les idéaux
ouverts sont les idéaux qui contiennent une intersection finie d'idéaux de la
forme ker ch’R . On voit que Gf(X) est séparé et complet pour cette topo-
logie ; comme chaque quotient @f(X)/ker ®. R est un k-anneau fini, Gf(X)

est bien un k-anneau profini.

Ici encore, il y a un morphisme cancnique q. : X - Spf, ¢(X) , défini

X k
comme au n°1l.5, la correspondance X — @(X) peut étre considérée comme un

f ) :
foncteur contravariant & de la catégorie des k-foncteurs formels dans celle

k
des k-anneaux profinis et, si @ : X - Y est un morphisme de k-foncteurs

formels, le diagramme

Q.
X —-—X—-——»»spfk@f(x)
Spf @f( )
o pf, O (@

o f
Y ———— Spf, 6 (¥)

est commutatif.
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4.6. On dit qu'un k-foncteur formel X est un k-schéma formel (ou un schéma

formel sur k) s'il existe un k-anneau profini A tel que X = Spka . Comme

Spf. A = lim Spfk(A/a) , 1l revient au méme de dire que X est limite induc-

aGQA

tive filtrante de k-foncteurs formels représentables.

On voit immédiatement gqu'un k-foncteur formel X est un k-schéma for-

f
mel si et seulement si la fléche canonique a. : X - Spf, ¢ (X) est un isomor-

X k

phisme. On voit également que

8 le foncteur Spf induit une anti-équivalence entre la catégorie des k-

k
anneaux profinis et celle des k-schémas formels (i.e. la sous-catégorie
pleine de la catégorie des k-foncteurs formels dont les objets sont les k-

schémas formels) ;

@ si X est un k-foncteur formel et si Y est un k-schéma formel, tout
morphisme ¢ : X - Y se factorise, de maniére unique, a travers le mor-

phisme canonique q., : X - Spfk(}f(X)

X

4.7. On peut caractériser les k-schémas formels parmi les k-foncteurs formels

de la maniére suivante

PROPOSITION 4.1. - Un k-foncteur formel est un schéma formel si et seule-

ment s'il est exact & gauche.

Il est clair que la condition est nécessaire. Indigquons pourquoi elle est
suffisante : soit X un k-foncteur formel exact & gauche. Si R est un k-
anneau fini et si R' est un sous-k-anneau de R , R' s'identifie a
R' x. R' et l'application canonique X(R') - X(R) est injective et nous permet

R

d'identifier X(R') & un sous-ensemble de X(R) . Si R1 et R2 sont deux
sous-k-anneaux d'un k-anneau fini R , RlﬂR s'identifie 8 R, x. R et

2 1 "R "2
on a donc X(RlﬂRz) = X(Rl)ﬂX(R

2) . A tout k-anneau fini R , et & tout
x € X(R) , on peut donc associer le plus petit sous-k-anneau Rx de R tel
que X € X(RX) ; c'est l'intersection des sous-k-anneaux R' de R tels que

x € X(R")

Appelons couple minimal tout couple (R,x) formé d'un k-anneau fini R
et d'un élément x € X(R) tel que RX = R ., Les couples minimaux forment

une catégorie, une fléche € : (R,x) - (R',y) étant un morphisme de k-anneaux
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finis de R dans R' tel que X(@B)x) =v .

On voit que cette catégorie est "filtrante a gauche" : si (R,x) et
(R',y) sont deux couples minimaux, il est clair que ((RxR')(xly),(x,y)) est
un couple minimal qui s'envoie a la fois sur (R,x) et sur (R',y) . On voit
que l'on peut parler du k-anneau profini A = lHn R , pour (R,x) parcourant

les couples minimaux.

On a un morphisme f : X - X' = Spf, A défini par :

k

@ pour tout k-anneau fini R , fR : X(R) - X'(R) est l'application qui &

x € X(R) associe l'application composée

A can. R incl. R
X

et on vérifie facilement que f est un isomorphisme.

4.8, Soit X un k-schéma affine et soit A = @(X) son algébre affine. Il
est clair que le complété formel X de X est un k-schéma formel ; on voit
que (}f(}A{) s'identifie & A = li_r_n A/qg , pour o parcourant les idéaux de A
tels que le quotient A/a , muni de la topologie discréte, soit un k-anneau

fini. Nous appelons A la complétion profinie de A

De méme, soit A un k-anneau linéairement topologisé et soit X le
cont
k

il est clair que X est un k-schéma formel et on voit que son algébre affine

k-foncteur formel défini par X(R) = Hom (A,R) , pour tout k-anneau fini R;

s'identifie & A = lizn A/q , pour o parcourant les idéaux ouverts de A de

codimension finie. Nous appelons encore A la complétion profinie de A

Appelons k-schéma fini tout k-foncteur formel qui est représentable, au-
trement dit tout k-schéma formel dont 1'algébre affine est un k-anneau fini.
Les k-schémas finis forment une sous-catégorie pleine de la catégorie des k-
schémas formels. Dans le cas o k est un produit fini d'anneaux locaux
ncethériens, tout k-anneau artinien, muni de la topologie discréte est un k-
anneau fini (autrement dit on a A=A , pour tout k-anneau fini A ) et la ca-
tégorie des k-schémas finis s'identifie aussi & une sous-catégorie pleine de

la catégorie des k-schémas affines.

4,9, La catégorie des k-foncteurs formels a des limites inductives. Une li-

mite inductive de k-schémas formels est encore un k-schéma formel et son
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~

algébre affine s'identifie & la limite projective des algébres affines.

La catégorie des k-foncteurs formels a aussi des limites projectives. Une
limite projective finie de k-schémas formels est encore un k-schéma formel.

Par exemple

B si X et Y sont deux k-schémas formels, l'algébre affine de XxY s'iden-

f ~
tifie a ¢ X) ®, oY) ;
m plus généralement, si ¢ : X -2 et y :Y - Z sont des morphismes de

de k-schémas formels, 1'algébre affine de X x_ Y s'identifie a

~ f Z
o X ® f © (Y)
o (2)

4.10. Soit k' un k-anneau fini. Si R est un k'-anneau fini, le k-anneau

R[k] déduit de R par restriction des scalaires est un k-anneau fini. Ceci
permet de définir un foncteur changement de base X +— Xk' , comme au n°1.8.
Si X est un k-schéma formel, on voit que Xk' est un k'-schéma formel

dont 1'algébre affine s'identifie & k' g Gf(X) = k' ék C}f(X)

Soit maintenant k' un anneau pseudo-compact et & : k - k' un homo-
morphisme continu. On voit que & munit k' d'une structure de k'-anneau
linéairement topologisé et que, si A est un k-anneau profini, k' ék A est
un k'-anneau profini. Si X est un k-schéma formel, on note Xk' , le k'-
schéma formel Spfk,(k' ék @f(X)) ; dans le cas ol k' est un k-anneau fini,

les deux définitions de Xk‘ coincident.

§5.- Groupes formels et dualité de Cartier.
5.1. Soit k un anneau commutatif pseudo-compact.

On appelle k-foncteur en groupes formels (sous-entendu commutatif) tout

objet en groupes abéliens dans la catégorie des k-foncteurs formels. Il revient
au méme de dire gqu'un k-foncteur en groupés formels est un foncteur covariant
de la catégorie des k-anneaux finis dans celle des groupes abéliens. Tout k-
foncteur en groupes formels G se prolonge, de maniére unique, en un fonc-
teur covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des groupes

abéliens, qui commute aux limites projectives filtrantes, en posant,
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GR) = lim G(R/a) ., pour tout k-anneau profini R
a€0y ‘

On appelle k-schéma en groupes formels (sous-entendu commutatif) ou,

plus simplement, k-groupe formel, ou groupe formel sur k , tout k-foncteur

- en groupes formels dont le k-foncteur formel sous-jacent est un k-schéma for-

mel.

On appelle k-bigébre formelle (sous-entendu co-commutative) la donnée

d'un couple (B,AB) ot B est un k-anneau profini et o A, : B - B ék B

B
est un morphisme de k-anneaux profinis satisfaisant les quatre axiomes suivants:

(Bf) le diagramme

1 | n
~ B B B @B
ABl ldy ® 45
AR ®id,
B&B—b— Prp3B&B

-est commutatif ;

'(sz) il existe un morphisme de k-anneaux profinis H€B : B - k ‘tel que le
. -diagramme

id_®e

A B ®B E_B B®k

2 idp I

B -~ B

m ) {12

B®B ~3 > k®B
€g® g

est commutatif ;

f ' ' _
(B.) il existe un endomorphisme_ o du k-anneau profini B tel que le dia-

3 B
gramme » -
id;®o R
- B®B B_B B &B ,
AV Qx;odult
€ i
B B -k = > B

AN . _Aroduit

B B®B ~1d > B®B
| | Op ®1%
est commutatif ;
(Bi) le diagramme
B&®B
A
A N
B B . R&B
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g®f) est commutatif.

(o0 t(f®g)

5.2. On adopte la méme terminologie qu'au n°2.3 ; en particulier, si B est
une k-bigébre formelle, B s'écrit B = keaB+ , avec Bt 1'idéal d'augmenta-
tion. Ici encore, si f&€B , on pose &f = 1&f - ABf+f®1 : si feBT, alors
5f ¢ BT@B' .

De la méme maniére qu'au paragraphe 2, on voit que les k-foncteurs en
groupes formels, les k-groupes formels et les k-bigébres formelles forment
trois catégories additives. La deuxiéme est une sous-catégorie pleine de la

premiére et le foncteur Spf induit une anti-équivalence entre la troisiéme et

k
la seconde, le foncteur @li étant un quasi-inverse.

5.3. Nous disons qu'une k-bigébre formelle est topologiguement plate si le

k-module profini sous-jacent est topologiquement plat, i.e. projectif. Nous

disons qu'un k-groupe formel est topologiquement plat si son algébre affine

l'est.

De méme, si k' est un anneau commutatif quelconque, nous disons
gu'une k'-bigébre est plate si le k'-—rﬁodule sous-jacent est plat ; nous disons
qu'un k'-groupe affine est plat si son algébre affine l'est ; dans le cas ol k'
est artinien, il revient au méme de dire que l'algébre affine est un k'-module

projectif.

5.4, Soit maintenant k un anneau commutatif artinien.

Soit B une k-bigébre formelle topologiquement plate. Alors (cf. n°3.6)
le k-module B' des applications linéaires continues de B dans k est pro-
‘jectif, donc plat. Par transposition, le coproduit AB : B -~ B®B définit une
application A]'S : (B®B)‘ =~ B'®@B' - B' qui munit B' d'une structure de k-

anneau. Soit m. : B®B - B 1'application définie par (f®g) = fg ; elle in-

B > B
duit une application TT]'B : B - (B®B)'=B'®B' , i.e. un coproduit. On vérifie
que l'on a ainsi muni B' d'une structure de k-bigébre. Il est clair que la
correspondance B — B' définit en fait un foncteur contravariant de la catégo-
rie des k-bigébres formelles topologiquement plates dans celle des k-bigébres

plates.

Si G est un k-groupe formel topologiquement plat, et si B est son
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algébre affine, nous notons ID(G) et appelons dual de Cartier de G le k-

groupe affine SpkB' . Il est clair que la correspdndance G — ID(G) définit
un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes formels topologiquement

plats dans celle des k-groupes affines plats.

Si C est une k-bigébre plate, on munit de la méme maniére le k-mo-
dule topologique C¥* des applications linéaires de C dans k d'une struc-
ture de k-bigébre formelle topologiquement plate. Si H est un k-groupe affine

plat d'algébre affine C , nous notons ]]AD(H) et appelons dual de Cartier de

~

H le k-groupe formel Spka* . Il est clair que l'on peut considérer DD
comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes affines plats

dans celle des k-groupes formels topologiquement plats.

On voit immédiatement que le foncteur ID induit en fait une anti-
équivalence entre la catégorie des k-groupes formels topologiquement plats et

~

celle des k-groupes affines plats et que ID est un quasi-inverse.

Dans le cas particulier ot k est un corps, on a ainsi obtenu une anti-
équivalence entre la catégorie des k-groupes formels et celle des k-groupes

affines.

5.5. Soit maintenant k un anneau commutatif ncethérien.

Tout k-module de type fini est alors de présentation finie. On en déduit
(cf. [41, chap.Il, §3) qu'un k-module de type fini est plat si et seulement
s'il est projectif, ou encore si et seulement s'il est localement libre. En par-

ticulier, le dual d'un k-module plat de type fini est encore plat de type fini.

On appelle k-groupe fini tout k-groupe affine dont l'algébre affine est

un k-module de type fini.

On peut définir, exactement comme au n° précédent, une dualité de la
catégorie des k-groupes finis et plats dans elle-méme. On note encore D(G)

et on appelle encore dual de Cartier de G le dual d'un k-groupe fini et plat

ainsi construit. Il est clair que D(ID(G)) s'identifie canoniquement a G

Soit G un k-groupe fini et plat et soit B son algébre affine. Soit B'
la bigébre duale. Pour tout k-anneau R 1'ensemble sous-jacent & D(G)(R)
est formé des homomorphismes du k-anneau B' dans R et c'est un sous-

ensemble du k-module des applications k-linéaires de B' dans R . Comme
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ce dernier est canoniquement isomorphe & B ) R , D(G)(R) s'identifie & un

sous~ensemble de B ®k R . On vérifie facilement que, dans cette identifica-
tion, D(G)(R) est formé des ¢ vérifiant Ao = a®a et ex =1 (on a
noté A : B &, R - (B ®k R) B (B ®k R) 1'application qui prolonge le coproduit

A :B - B ®k B et ¢ : B ®k R - R 1'application qui prolonge l'augmentation

¢ : B> k) et que la loi de groupe est induite par la multiplication dans l'an-

neau. Il résulte alors du lemme de Yoneda que DI(G)(R) n'est autre que le

groupe Mor(GR,pR) des morphismes dans la catégorie des R-foncteurs en
groupes (ou des R-groupes affines) de GR dans Hp (on désigne par Mg le
groupe multiplicatif sur R , 1i.e. on a (S) = S¥ , groupe multiplicatif des

MR
éléments inversibles du R-anneau S ; c'est un R-groupe affine, dont 1'algébre

affine s'identifie a R[X,X_l] ).

Si maintenant k est un anneau commutatif ncethérien pseudo-compact,
il est clair que toute k-algébre qui est un k-module de type fini peut étre
considérée comme une k-algébre profinie. Ceci permet de considérer la catégo-
rie des k-groupes finis et plats comme une sous-catégorie pleine aussi bien
de la catégorie des k-groupes affines que de celle des k-groupes formels. Il

est clair que les notions de dualité définies au n°5.4 et dans ce n° colincident.

§6.— Novaux et conovaux.

6.1. Soit k un anneau commutatif.

On sait (n°2.5) que la catégorie des k-foncteurs en groupes (commutatifs)
est abélienne. Soit ¢ : G - H un morphisme de k-groupes affines et soit N
le noYau de ¢ dans la catégorie des k-foncteurs en groupes (pour tout k-
‘anneau R‘ , N(R) est donc le noyau de c@R : G(R) - H(R)). Soit B (resp.
C) l'algébre affine de G (resp. H) et soit o : C - B le morphisme
correspondant a o . Soit C+ 1'idéal d'augmentation de C . Il est clair que
N(R) s'identifie au sous-groupe de G(R) formé des u : B - R tels que
cp(C+) c ker u . En tant gu'ensemble, N(R) s'identifie donc & l'ensemble des
homomorphismes du k-anneau B/Bap"“(C+) dans R et N est un k-groupe
affine. C'est donc aussi le noyau de ¢ dans la catégorie des k-groupes af-

fines.

39



GROUPES p-DIVISIBLES

On voit, de la méme maniére, que, si k est un anneau commutatif
pseudo-compact, la catégorie des k-groupes formels a des noyaux. Si

@ : G - H est un morphisme de k-groupes formels, le noyau N de o ,

dans la catégorie des k-groupes formels, est le noyau de ¢ dans la catégo-
rie des k-foncteurs en groupes formels. Si B (resp.C) est l'algébre affine
de G (resp.H) et si cp* : C - B est le morphisme correspondant a o ,
l'algébre affine de N s'identifie au quotient de B par l'adhérence de 1'i-

déal de B engendré par cp*(C+)

Remarque : en revanche, si ¢ : G - H est un morphisme de k-groupes af-
fines (resp. formels), il n'est pas vrai en général que le conoyau de ¢ dans
la catégorie des k-foncteurs en groupes (resp. formels) est un k-groupe affine

(resp. formel).

Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que k est un corps.

6.2. Si B et B' sont deux k-espaces vectoriels profinis (i.e. des k-espaces
vectoriels topologiques, topologiquement libres) et si C (resp. C') est un
sous-espace vectoriel fermé de B (resp. B') , on voit que Cék C' s'iden-

tifie canoniquement & un sous-espace vectoriel fermé de Bé)kB'

Si B est une k-bigébre formelle, nous appelons sous-k-bigébre formelle

de B tout sous-k-anneau fermé C de B tel que OB(C) c C et

A (C) ¢ C®C . Il est clair que A induit alors une structure de k-bigébre

B B
formelle sur C

Soit B une k-bigébre formelle et soit A une partie fermée de B
contenant k . L'ensemble des sous-k-bigébres formelles de B contenues
dans A est non vide (il contient k) et il est clair que la réunion bB(A)
des sous k-bigébres formelles de B contenues dans A est encore une sous- |

k-bigébre formelle.

Soit alors ¢ : G - H un morphisme de k-groupes formels. Soit B
(resp. C) 1l'algébre affine de G (resp. H) et soit o* : C - B le morphisme
correspondant & ¢ . Soit o 1'idéal fermé de C , noyau de o* . Si
¢y :+ H - H' est un morphisme de k-groupes formels correspondant & un mor-
phisme {* : C' - C de k-bigébres formelles, on voit que (oo = 0 si et

seulement si {*(C') est contenu dans k@qa . Il est clair que y*(C') est
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une sous-k-bigeébre formelle de C . On voit donc que Yo = 0 si et seu-

lement si ¢*(C') < b _(k&a) . On en déduit que ¢ admet un conoyau ] et

C
que l'algébre affine de ] g'identifie & bc(k@a)

On définit de la méme maniére la notion de sous-k-bigébre d'une k-
bigébre. Si B est une k-bigébre et si A est une partie de B contenant k,
on peut encore parler de la plus grande sous-k-big&bre bB(A) de B contenue
dans A . On montre de la méme fagon que la catégorie des k-groupes affines

admet des conoyaux.

6.3. PROPOSITION 6.1.- Soit o : G - H un_morphisme de k-groupes affines
l|

resp. formels) et soit C algébre affine de H . l'algébre affine du conovau

de ¢ , dans la catégorie des k-groupes affines (resp. formels), s'identifie au

sous-anneau de C formé des f tels gque, pour tout k-anneau (resp. tout k-

anneau fini) R , tout ue¢ H(R) et tout v e GR) , on ait fR(u+ch(v)) = fR(u) .

Démonstration : la démonstration est la méme dans les deux cas. Sup- "

posons, par exemple, que G et H sont des k-groupes formels.

Soit ] le conoyau de ¢ et soit B (resp. E) l'algébre affine de G
(resp. J). Notons mn : C - B le morphisme de k-bigébres formelles correspon-
dant & ¢ . Le morphisme Df(p) : ID(H) » ID(G) des k-groupes affines duaux
correspond & un morphisme n' : B' - C' des k-bigébres duales. Il est clair
gque la bigébre duale E' de E s'identifie & 1'algébre affine du noyau de
D(p) . Soit F la sous-k-bigébre n'(B') de C' . Il résulte du n°6.1 que
E' s'identifie au quotient de C' par 1'idéal v de C' engendré par F+ H
par conséquent, E s'identifie & l'orthogonal de b dans C . Autrement dit,
E = 3feC \ (xyN(E) = 0 pour x¢ c', v e P+$ . Par définition du produit dans
C'" , on a encore, E = ;fEC l (x®y+)(Af) = 0 pour x€C' , y+€F+z , en

notant A le coproduit dans C

L'élément-unité de C' n'est autre que l'augmentation €o de C et

on voit que tout y € F s'écrit sous la forme vy = y(l)ec +yt , avec y+€F+

On a donc, pour x¢ C' , yveF ,

(xey)(8f) = (xoy(l)e )(8D) + (x®y¥)(af) = x(By(1) + (x@y ) (af)
= (xey)(E®1) + (x@yT)(aAf)

On voit donc que E = 3feC \ (x@y)(Af—fél) =0 si xeC' , yEFg , l.e.
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que E est formé des fe C tels que Af -f®1 .appartient & l'orthogonal
(C'®P)"' de C'@F dans C ® C : si on désigne par o le noyau de 1 ,
on voit que (C'®F)* n'est autre que C®q . On en déduit que

E = {fcC | af-f&1 € C&aq)

Il est immédiat que la condition af -f®1 ¢ C®a équivaut a
fR(u +ch(v)) = fR(u) , pour tout k-anneau fini R , tout ue€ H(R) et tout
v ¢ G(R)
Remargue : on voit que la proposition 6.1 revient a dire que l'algébre affine
du conoyau de ¢ , dans la catégorie des k-groupes affines (resp. formels),

s'identifie & l'algébre affine du conoyau de o dans la catégorie des k-

foncteurs en groupes (resp. formels) .

6.4. PROPOSITION 6.2.- Soit B une k-bigébre (resp. k-bigébre formelle)

et soit C une sous-k-big&bre (resp. formelle) de B . Alors

i) l'algébre B®CB (resp. B®CB) est un B-module libre (resp. topolo-

giquement libre) pour l'action de B définie par multiplication &

gauche ;

ii) soit G (resp. H) le k-groupe affine (resp. formel) correspondant

3 B (tesp. C) et soit ¢ : G » H le morphisme correspondant &

l'inclusion de C dans B ; l'ensemble C' des f¢ B tels que

f®Cl = 1®C

est une sous-k-bigébre (resp. formelle) de B contenant C et

f dans B®CB (resp. f®cl=1®cf dans B@cB)

s'identifie & l'algébre affine de la coimage de o .

Démonstration : la démonstration est la méme dans les deux cas. Sup-
posons par exemple que B est une k-bigébre. Si on note ¢ l'idéal de B
engendré par C+ , il résulte du n°6.1 que l'algébre affine du noyau N de

¢ s'identifie & B/a

Considérons le produit fibré G XI—I G ; on voit que, pour tout k-anneau

R, (G XH G)(R) est formé des (x,y) € G(R) xG(R) tels que ch(x) = ch(y)
D'autre part, (GxN)R) est formé des (u,v) € G(R)xG(R) tels que ch(v) = 0.
On voit donc que l'on définit un isomorphisme ¢ de G x_. G sur G x N en

H
posant, pour tout k-anneau R et tout (x,y) ¢ (G xHG)(R) . q;R(x,y) = (x,vy-%) .
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L'isomorphisme { induit un isomorphisme r de @(GXN)y—@(G)@%@(N)=B®kB/q

sur o(Gx . G) = ¢G) ®

G)=Bg®_.B : on voit que est l'application qui
H (1) (G que 1 pp q

C
f®kg € B ) B/s associe la fonction h définie sur G XHG par

a
hR(x,y) = fR(x) gR(y—x) , pour tout k-anneau R et tout (x,y) ¢ (G XH G)(R)

On voit que mn est aussi une application B-linéaire, pour la structure
de B-module définie par la multiplication & gauche sur B ®k B/a et sur

B ®C B .La premiére assertion de la proposition résulte alors de ce que

B ®) B/a est un B-module libre.

On voit que C' est formé des fecB tels que f_(x) (y) , pour tout

rRX = 1p
k-anneau fini R et tout (x,y) € (G XHG)(R) ; comme tout élément
(x,v) € (G xHG)(R) s'écrit sous la forme (u,ut+v) , avec (u,v) ¢ (GxN)R) ,
et réciproquement, on voit que C' est aussi l'ensemble des f e B tels que,
pour tout k-anneau fini R et pour tout (u,v) ¢ (GxN)R) , fR(u) = fR(u+v)
D'aprés la proposition 6.1, c'est donc 1l'algébre affine du conoyau de N -G,

autrement dit de la coimage de o

6.5. PROPOSITION 6.3.- Scit B une k-bigébre formelle et soit C une sous-

k-bigébre formelle. Alors B est un C-module topologiquement plat et C est

facteur direct de B en tant que C-module.

Commengons par établir un lemme

LEMME 6.4.- Scit C un k-anneau pseudo-compact et soient B un C-anneau

profini et M un C-module profini. Si B éCM est un B-module topologique-

ment libre, M est un C-module topologigquement plat.

"le produit de ses composantes locales et soient B = _\—[Bm et M = ﬂl\/[m
les décompositions correspondantes des C-modules B et M . Il est clair que
Bé)CM s'identifie au produit des B écmM et que chacun d'entre eux est un
m m
Bm—module topologiquement libre. On est donc ramené a montrer que, pour tout
m , M est un C -module topologiquement libre, autrement dit on peut sup-
m

m
poser que C est un anneau local.

~ ~

Soit alors m 1'idéal maximal de C et soient C =Cm et B = B/mB .

Au diagramme commutatif d'anneaux pseudo-compacts
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Qr=—0
Ty ~——

correspond un diagramme commutatif

M — B M

_—

5 & B& . M
C®CM —_ B®C
Soit (Gi)ieI une base topologique du 6—espace vectoriel profini aécl\/[

et soit (u,) les images des Gi par une section C-linéaire continue. Com-

i"iel
me m est topologiquement nilpotent, on voit que M est 1'adhérence du sous-

module engendré par les ui . Comme gé M s'identifie a ﬁéé(éé M) , on

C C
voit que les 1®C Gi forment une base topologique du B-module topologique-
ment libre §Q§CM . Comme B@CM est un B-module topologiquement libre,
on en déduit que les 1®C Uy forment une base topologique de Béc M sur B .

Par conséquent, les uy sont "topologiquement linéairement indépendants'" sur
C et M est un C-module topologiguement libre admettant (ui)iEI comme base
topologique.

Démontrons maintenant la proposition 6.3 : il suffit d'appliquer le lemme
précédent & M = B car on sait (prop.6.2) que B@CCB est un B-module topo-
logiquement libre. Le fait que C est facteur direct de B provient de ce que
chaque Cm est facteur direct de Bm = Mm , comme on le voit en remarquant

gue dans la démonstration du lemme on peut choisir la base topologique

(u,),_ . pour qu'elle contienne 1
1'iel

6.6. PROPOSITION 6.5.- La catégorie des k-groupes formels et celle des k-

groupes affines sont abéliennes.

Remarquons que, grace a la dualité entre ces deux catégories, il suffit
de la démontrer pour 1l'une d'entre elles. Nous admettrons ce résultat classique
(cf.[13] , exposé VIIB,§2) dont nous ne connaissons pas de démonstration suf-

fisamment élémentaire pour rentrer dans le cadre de ce chapitre.

Remarqgues :

1.- Comme on sait que la catégorie des k-groupes affines (resp. formels)

admet des novaux et conoyvaux, il suffit, pour montrer que cette catégorie est
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abélienne de vérifier que pour tout morphisme ¢« , le morphisme canonique de
la coimage de ¢ dans l'image de ¢ est un isomorphisme. On voit trés fa-
cilement que cela revient a démontrer les deux résultats suivants : soit

o : G- H un morphisme de k-groupes affines (resp. formels) correspondant a

un morphisme ¢* : C- B de k-bigébres (resp. formelles)

(Pl) si ¥ est injective, la coimage de ¢ est H ;

(P,) si o* est surjective, l'image de ¢ est G

2
Il résulte en outre de la dualité entre groupes affines et groupes formels
que la propriété (P,) (resp. (PZ)) pour les groupes affines est équivalente

1

a la propriété (Pz) (resp. (Pl)) pour les groupes formels.

2 .- Montrons la propriété (Pl) pour les groupes formels : si on identi-
fie C & une sous-k-bigébre formelle de B , on sait (prop. 6.2) que l'algé-
bre affine de la coimage de ¢ est l'ensemble C' des fe¢ B tels que
f éC 1 =1 éC f dans B éc B . Comme C est facteur direct de B en tant
que C-module (prop. 6.3), on voit que C' = C , donc que H s'identifie

bien a la coimage de o

3.- En particulier, on a une démonstration compléte du fait que la caté-
gorie des k-groupes finis est abélienne : la propriété (Pl) est vérifiée, car
il suffit de considérer G et H comme des groupes formels ; la propriété

(P,,) est vérifiée car (Pl) est vérifiée pour D(H) - ID(G)

2

4.- Nous avons préféré pouvoir utiliser librement dans la suite la pro-
position 6.5, afin de ne pas alourdir les démonstrations. Le lecteur conscien-
cieux pourra remarquer que, moyennant quelques précautions supplémentaires,
nous aurions pu ne pas utiliser ce résultat (la prop. 6.3, en revanche, sera
utilisée de facgon essentielle). Pour les corps parfaits de caractéristique non
nulle, la proposition 6.5 serait alors apparue comme un corollaire de la classi-

fication des groupes formels par leurs modules de Dieudonné (chap.III).

§7.- Groupes étales et connexes.

Dans ce paragraphe, k est un corps parfait, on note k une cléture

algébrique de k et @ le groupe de Galois de k/k
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7.1. On appelle @—-module discret tout groupe abélien T sur lequel & opére

linéairement et continGment (le groupe T étant muni de la topologie discréte).

Les @-modules discrets forment, de maniére évidente, une catégorie abélienne.

Un k-groupe formel est dit étale si son algébre affine est un k-anneau

pro-étale, i.e. un produit d'extensions finies de k

Si G est un k-groupe formel quelconque, on note G(k) la limite in-
ductive des Gi(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k conte-
nues dans k . Il est clair que l'on a ainsi défini un foncteur covariant addi-

tif de la catégorie des k-groupes formels dans celle des ®-modules discrets.

Si T est un @-module discret, le k-anneau B des fonctions sur T ,
a valeurs dans k , qul commutent a l'action de Galois, muni de la topologie
de la convergence simple, est un k-anneau profini pro-étale et a une structure
naturelle de k-bigébre formelle (le coproduit est défini par (af)(y,vy') = f(y+y')).
C'est 1'algébre affine d'un k-groupe formel étale G(I') . Il est clair que l'on
a ainsi défini un foncteur covariant additif de la catégorie des @-modules dis-

crets dans celle des k-groupes formels étales.

On vérifie immédiatement que le fonctewr G +— Gi(k) , restreint & la ca-
tégorie des k-groupes formels étales, induit une équivalence entre cette caté-
gorie et celle des @-modules discrets et que le foncteur T — G() est un

quasi-inverse.

7.2. Un k-groupe formel G est dit connexe si son algébre affine est un
anneau local. On voit qu'il revient au méme de dire que G(k') = 0 , pour
toute extension finie k' de k , ou encore que G(k) = 0

Soit G un k-groupe formel et soit B son algébre affine. Pour tout k-

et

anneau fini R , notons son radical. Soit G (R) = G(R/rR) et soit

a<(

r
R
R) le novau de G(R) - G®t(R) .

On voit qu'un élément u : B-R de G(R) est dans GC(R) si et seu-

+

lement si u(B+) < rp (ot B est 1'idéal d'augmentation). On en déduit que
G° est un k-groupe formel dont 1l'algébre affine B® s'identifie a la compo-
sante locale de B correspondant & 1'idéal maximal BT ; c'est donc un k-

groupe formel connexe et nous l'appelons la composante connexe ou la compo-

sante neutre de G (l'expression correcte serait "la composante connexe de
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1'élément neutre").

Comme k est parfait, on voit que tout k-anneau fini R peut s'écrire

R ou Ret est la plus grande sous-algébre étale
et

de R (et est canoniquement isomorphe a R/rR) . On voit donc que G (R)

t
sous la forme R = Re Br

s'identifie a G(Ret) et que c'est aussi le groupe des homomorphismes conti-
nus du k-anneau profini pro-étale BeJE = B/rB (ol re désigne le radical de
B) dans R . On en déduit que Get est un k-groupe formel étale. Comme
Get(lz) = G(kK) , on voit que, si l'on pose T = G(k) , on a, avec les notations
du n°7.1, G =am

On voit enfin que la suite 0 - GC(R) - G(R) - GEt(R) est scindée et
que G s'identifie canoniquement au produit direct de G par Get (et
aussi que B s'identifie canoniguement a Betéch)g Nous appelons et la

composante étale de G

Finalement, 1'étude des groupes formels sur un corps k parfait se dé-
compose en deux parties : celle des groupes formels étales (ou, ce qui revient

au méme, des @-modules discrets) et celle des groupes formels connexes.

7.3. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k

(toujours supposé parfait).

On dit qu'un A-groupe formel topologiquement plat G est connexe (resp.

étale) si son algébre affine est un anneau local (resp. un produit de A-algébres

On voit immédiatement que le fonctewr G = Gk induit une équivalence
entre la catégorie des A-groupes formels topologiquement plats étales et celle
_des k-groupes formels étales (en fait, Gk étant donné, il existe un A-groupe
formel G topologigquement plat, unique & isomorphisme unique prés, qui rele-

ve Gk , et G est étale).

Soit G un A-groupe formel topologiquement plat et soit B son algébre

affine. Pour tout A-anneau fini R , notons son radical. Posons

,
et . C R et
G (R) = G(R/rR) et soit G (R) le novau de G(R) - G (R)

On voit que G est encore un A-groupe formel topologiguement plat
dont 1'algébre affine B® s'identifie & la composante locale de B correspon-

dant & l'unique idéal maximal de B contenant 1'idéal d'augmentation. En par-
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, . c
ticulier G est connexe et nous l'appelons la composante connexe ou neutre

de G

~

Soit m 1'idéal maximal de A . Pour tout A-anneau fini R , soit R
le k-anneau fini R/mR . Il est clair que R/rR s'identifie & Pz/rﬁ ; on a
donc Get(R) = G(R/rR) = Gk(ﬁ/rﬁ) = (Gk)et(f{) . On en déduit que Gt g'i-
dentifie au A-groupe formel topologiquement plat relevant (G;k)et . Nous l'ap-

pelons le gquotient étale de G .

On déduit immédiatement de l'exactitude la suite

0 — G — & — c& — o

k k k

celle de la suite

0 —c° — ¢ — &~ o

et
(ceci signifiant que GC s'identifie au noyau de G - G et que l'algébre
affine de G est un module fidélement topologiquement plat sur 1'algébre af-

fine de Get) .

7.4. Si 1 est un automorphisme du corps k et si G est un k-groupe af-
fine (resp. formel) d'algébre affine B , nous notons G' le k-groupe affine
(resp. formel) déduit de G par l'extension des scalaires 1 : k—>k et B(T)
son algébre affine. On voit que l'on peut (et c'est ce que nous ferons toujours
dans la suite) identifier 1'anneau (resp. topologique) sous-jacent a B(T) 3 B
et que le coproduit est le méme ; seule la multiplication par les scalaires

) “1)b

change : le produit de ) ¢k par be¢ B(T (identifié & B) est 7

(produit calculé dans B)

Supposons maintenant que k est de caractéristique p# 0 et soit ¢

le Frobenius absolu sur k (on a donc o)) = }\p , pour tout ) ¢ k).

Pour tout k-groupe affine (resp. formel) G d'algébre affine B , nous
notons FB l'application de B dans B définie par I-‘B(b) =bP . 11 est

clair que FB peut étre considéré comme un morphisme de la k-bigébre (resp.

formelle) B(G) dans B et définit donc un morphisme PG : G -GY , appelé

le Frobenius.

.. , , n
Plus généralement, pour tout entier n >0 , on voit que FB peut étre
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n
considéré comme un morphisme de la k-bigébre (resp. formelle) B(O ) dans B
n
et définit donc un morphisme de G dans GY ; par abus d'écriture, nous le
notons F2 si, pour tout ie¢ IN , on pose Gi = GOl et Pi = FG , on
: i

G
voit que Fl = F o F .0 FO

G n-1 n-2°""
Pour tout k-anneau fini R , on voit que le radical de R est formé des
n
x tels que xP° =0 , pour n suffisamment grand. Les assertions suivantes

sont évidentes

c n . .
8 si G est un k-groupe formel, G~ = lim Ker PG ; en particulier G est
connexe si et seulement si G = lim Ker Fg :
B si G est un k-groupe formel, G est étale si et seulement si FG est

un monomorphisme ; s'il en est ainsi, c'est un isomorphisme.

7.5. Supposons toujours k de caractéristique p# 0 . Comme le foncteur
"dual de Cartier" commute au changement de base, on voit que, si G est
un k-groupe affine (resp. formel), le k-groupe formel (resp. affine) ]]AD(G)(j

(resp. D(G)%) s'identifie & D(G°) (resp. DEY) . Le morphisme

kad O O ] x J e
S : D - . : - 1 ' .
F]D(G) (G) D(G) (resp F]D(G) ID(G) D(G)” ) induit, par dualité
un morphisme VG . c% .G , appelé Verschiebung ou décalage. Si B est
l'algébre affine de G , nous notons VB l'application de B dans B(O)

(identifiée & B ) correspondante. On définit de la méme maniére, et avec les

n
mémes abus de notations que pour le Frobenius, les applications V. : B-B

n cn B
t V., :G -
e G G
Donnons maintenant une description "explicite" de VB . Soit G un k-

groupe formel et soit B son algébre affine. Pour tout entier m =1 , notons

‘Am : B - émB le m-iéme itéré du coproduit (on a donc 6y = idB ' Az = A
le coproduit, Ao = (A & id ..
m m=-2

) o A si mzx2).
®" “B m

-1

Notons TSpB le sous-k-espace vectoriel fermé des tenseurs symétriques
de épB . Soit s 1'application k-linéaire continue de &P dans TSpB qui,

a b1®b2

-~

~ . ~ A~ -~ . p
... ®b_ associe 2 b b ...®Db et soit TS B
® p (1)%°g(2)® "% Pg(p) 6o
gEEp
l'image de s . On voit facilement que tout élémgnt de TSpB s'écrit d'une

maniédre et d'une seule sous la forme w = (b(w))® + w_, avec b(w) €B et

0
p
WOE TSOB
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Pour tout cé€B , Ap(C)E TSPB . Nous allons montrer que VB(c) = b(Ap(c)) .

Soit  B' 1'algébre affine de D(G) . Notons <( , ) 1'application k-
bilinéaire canonique de B xB' dans - k et ( , >o l'application k-bilinéaire
(O)X(BI)(G)
(o)

tifie 1'anneau B a B et l'anneau (B')

canonique de B dans k . On voit tout de suite que si l'on iden-

(@ 5 p , on a (b,x>0=(<b,x>)p,
pour b€eB , x¢B!'

Si ceB , et si I'on pose b = b(Ap(c)) , on a, pour tout x ¢ (B')(O) ,

PP p
(Vgeux)_ = (e, Fpx) = (c,x") = (Apc,X®p> = <(b(ApC))® XEy o+ ((ApC)O,X® )
= (b®p,x®p) = ((b,x)P = (b,x)_, d'od Ve =b

On a, bien str, la méme description de VB dans le cas o G est un

k-groupe affine.

Il résulte immédiatement de ce qui précéde que, pour toute k-bigébre

(resp. toute k-bigébre formelle) B , on a VBoFB = FBo VB = p.idB , ou en-
core que, pour tout k-groupe formel (resp. affine) G , on a VGo FG = p-idG
et F _ oV, = p.id

G G O

7.6. Supposons toujours k de caractéristique p# 0 . Nous disons qu'un

k-groupe formel G est unipotent si G = li_r>n Ker v 0
GO

Pour tout k-groupe formel G , nous appelons composante unipotente de

G le k=-groupe formel li_rg Ker V" . Il est clair que c'est un k-groupe for-
GO
mel unipotent, invariant par tout automorphisme de G

7.7. Un k-groupe affine G est dit unipotent (resp. de type multiplicatif) si

son dual de Cartier est un k-groupe formel connexe (resp. étale). Tout k-groupe
affine s'écrit donc, d'une maniére et d'une seule, comme le produit direct d'un

groupe unipotent et d'un groupe de type multiplicatif.

Dans le cas ou la caractéristique de k est non nulle et ot G est un
k-groupe fini, on wvoit que G est unipotent, en tant que k-groupe affine, si
et seulement s'il est unipotent en tant que k-groupe formel (avec la définition

du n°7.6).

On voit enfin que la catégorie des k-groupes finis se décompose en qua-
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tre sous-catégories

B la catégorie des k-groupes finis étales de type multiplicatif,
B celle des k-groupes finis étales unipotents,
m celle des k-groupes finis connexes de type multiplicatif,

@ celle des k-groupes finis connexes unipotents.

On laisse au lecteur le soin de décrire, lorsque la caractéristique de k
est non nulle, chacune de ces sous-catégories en terme de l'action du

Frobenius et du décalage.

Si G est un k-groupe fini, nous appelons ordre de G (on dit aussi
rang de G) la dimension de son algébre affine comme espace vectoriel sur le

corps k

Si G est un k-groupe fini étale, on voit que l'ordre de G est égal a

celui du groupe fini Gi(k)
Montrons que, si
0 — G — G — G" — 0

est une suite exacte de k-groupes finis, l'ordre de G est le produit de l'or-

dre de G' par celui de G"

@ en utilisant la décomposition d'un k-groupe fini en le produit direct d'un
k-groupe fini connexe par un k-groupe fini étale, on voit que l'on peut sup-
poser soit que les trois groupes considérés sont connexes, soit qu'ils sont

étales ;

m le résultat est évident si les k-groupes finis considérés sont étales puis-
que l'ordre de chacun d'entre eux n'est autre que l'ordre du groupe de ses

points & valeurs dans k ;

m supposons donc les trois groupes connexes et soit B l'algébre affine de

G , soit B+ son idéal d'augmentation. L'algébre affine C de G" s'i-
dentifie & une sous-k-bigébre (formelle) de B ; c'est un anneau local dont
1'idéal maximal n'est autre que 1l'idéal d'augmentation C+ = CﬂB+ . On
voit que I1'algébre affine B de G' s'identifie au quotient B/BC+ , ou
encore a (C/C+) ®c B . Comme C est local, il résulte de la proposition
6.3 que B est un C-module libre ; il est clair que l'on obtient une base
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~

de B sur C en relevant une bése de B sur k . La dimension de B

sur k est donc égale au produit de celle de B par celle de C , ce

qui achéve la démonstration. ' |
En particulier, on voit que, pour gu'une suite
6 —>— G - G — G" — 0

de k-groupes finis soit exacte, il faut et il suffit que les deux conditions

suivantes soient réalisées
i) pour tout k-anneau fini R , la suite
0 —&— G'R) — GR) — G"(R)

est exacte ;

ii) l'ordre de G est égal au produit de l'ordre de G' par celui de G"

§8.— Espaces tangent et cotangent.

Dans.ce paragraphe, k est un anneau commutatif.

+
8.1. Soit ‘G un k-groupe affine, soit B son algébre affine ; notons B
+ +.2 |
1'idéal d'augmentation et B2 = (B')” . Pour tout k-anneau R , nous appelons ;
i

espace cotangent de G & valeurs dans R , et notons tE(R) le R-module
+  +
(B /Bz) ®k R ; nous appelons espace tangent de G & valeurs dans R , et
+  +
notons tG(R) le R-module des applications k-linéaires de B /B2 dans R

8.2. Soit toujours G un k-groupe affine d'algébre affine B et soit Qk(B)

le B-module des k-différentielles de 1l'anneau B . Il résulte du lemme de

Yoneda que se donner un @ € Qk(B) revient 3 se donner, pour tout k-anneau

R et tout u€ G(R) , un élément wR(u) de Qk(R) de maniére que, si

® : R - S est un morphisme de k-anneaux, on ait wS(G(cp)(u)) = Qk(cp)(u)R(u))

(si w=2 aidbi € Qk(B) et si u:B - R est un élément de G(R) , on a |

wp(w) =T ula)du(b))) . |
On dit qu'une différentielle y ¢ Qk(B) est invariante si, pour tout k- |

anneau R et pour u,v € G(R) , on a (utv) = mR(u) +wR(v) . On note

Yr

52



SCHEMAS EN GROUPES

w le sous-k-module de Qk(B) formé des différentielles invariantes.

G/k

Notons A : B - B 8, B le coproduit et i1 (resp. iz)

l'application b — b®1 (resp. b — 1gb) . Toujours par Yoneda, on voit que

B—»B@kB

k(A)(w) = (Qk(i1)+q((iz))(w) . Comme

Qk(B) est un B-module, l'extension des scalaires définit un homomorphisme de

B ®k UJG/k dans Qk(B)

e est formé des w € Qk(B) tels que Q

PROPOSITION 8.1.- Le k-module wG/k est canoniquement isomorphe & té(k)

et 1'homomorphisme canonigue de B ®k wG/k dans Qk(B) est un isomorphisme.

Démonstration : soit I 1le noyau de l'application de B ®kB dans B

définie par le produit. On sait que Qk(B) s'identifie a I/I2

Considérons le morphisme n : GxG - GxG qui, pour tout k-anneau R,
associe & (x,y) € G(R)xG(R) 1l'élément (x,x-y) . Il est clair que n est un
automorphisme de G xG induisant l'identité sur la premiére composante. Par
conséquent m induit un automorphisme n¥ de B ®kB qui est B-linéaire
(pour la structure de B-module sur B ®k B définie par la multiplication a gau-

che).

On voit que le diagramme

b

GxG s GxG

(x) = (x,0) , est commutatif. Il induit, sur les bi-

ol 6R(X) = (x,x) et VR
gébres, un autre diagramme commutatif
B<—-——i-d——— B
prod l | ldB ®¢cp

3
Bg B«'— Bg, B

ot les fléches horizontales sont des isomorphismes et les fléches verticales

+ +
sont surjectives ; les noyaux de ces derniéres, i.e. I et B ®kB (car B
est facteur direct de B en tant que k-module) s'identifient donc canonique-

+  + ;
ment. On en déduit que 1/1° s'identifie 3 B ®, (B /B,) , donc & B®kt’é(k)

Enfin, on vérifie facilement que, dans cette identification, wG/k s'i~

53



GROUPES p-DIVISIBLES

iFia A par
dentifie & tG(k)

8.3. Soit toujours G un k-groupe affine d'algébre affine B . Pour tout B-

anneau R , notons Derk(B,R) le R-module des k-dérivations de B dans R '

(remarquons que tout k-anneau R peut étre considéré comme un B-anneau au
. . p €B can
moyen de l'application composée B > k R).

Il résulte de la propriété universelle du module des différentielles que
Derk(B,R) s'identifie canoniquement au R-module des applications B-linéaires

de Qk(B) dans R . Comme Qk(B) est canoniquement isomorphe a
B B (B+/B;) ) Derk(B,R) s'identifie au R-module des applications k-linéaires

de B+/B; dans R , i.e. & tG(R)

Soit Derk(B) = Derk(B,B) le module des k-dérivations de B dans B

k(B) , nous notons D; 1'élément de Derk(B®kB) défini par

Dl(x®kY) = D(x) ® Y - Nous disons qu'un élément de Derk(B) est une k-

dérivation invariante si, pour tout x € B , A(Dx) = Dl(Ax) , ol A est le

Si D € Der

coproduit. On vérifie immédiatement que, lorsque l'on identifie Derk(B) a

tG(B) , le k-module des dérivations invariantes s'identifie a tG(k)

8.4. Pour tout k-anneau R , notons R(t) = R®k k(t) 1l'algébre des nombres
duaux a valeurs dans R , i.e. l'algébre R[T]/T2 (on a noté t 1'image de |
T). Pour tout k-groupe affine G , on note LieG(R) le noyau de 1'homomor-
phisme canonique de G(R(t)) dans G(R) (provenant de l'application R-linéaire
de R(t) dans R qui envoie t sur 0). Dire qu'un élément u€G(R(t)) est

+
dans Lie G(R) revient & dire que u(B) c tR({t) . Comme t2 =0 , le novyau
+

de u contient alors B2 et u induit une application k-linéaire

+  + ~
u:B /B2 - R ; on vérifie immédiatement que l'application uw~ u définit un

isomorphisme du groupe LieG(R) sur tG(R)

8.5. Tout ce qui précéde se transpose, de maniére évidente, au cas des grou-
pes formels. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif pseudo-

compact. Soit G un k-groupe formel, d'algébre affine B , soit Bt 1'idéal
+
d'augmentation et soit B2 1'adhérence de (B+)2 dans B . Pour tout k-

anneau fini ou profini R , l'espace cotangent de G & valeurs dans R est

+  + o~
le R-module topologique t"é(R) = (B /Bz) ®kR et 1l'espace tangent est le R-
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module t_(R) des applications k-linéaires continues de B+/B; dans R . Le

G
B-module QK(B) des k-différentielles continues de l'anneau B s'identifie a
B ék té(k) , le k-module des différentielles invariantes WG A s'identifiant a

t*é(k) : le B-module des k-dérivations continues de B & valeurs dans B

s'identifie encore & tG(B) et celui des k-dérivations invariantes a tG(k)

Enfin, pour tout k-anneau fini ou profini R , tG(R) s'identifie & LieG(R)
Remarque : supposons k local et soit G un k-groupe formel topologique-
ment plat. Si G est étale, on a évidemment B—; = B+ et tG(R) = t"é(R) =0,
pour tout k-anneau fini ou profini R ; dans le cas général, on voit gque tG(R)
(resp. t"é(R)) s'identifie canoniquement & tGC(R) (resp. t*GC(R))

8.6. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif artinien. Soit G
un k-groupe formel topologiquement plat et soit éa le complété formel du
groupe additif (on a donc éa (R) = R , muni de l'addition, pour tout k-anneau
fini R).J Comme k s'identifie, de maniére évidente, & un sous-anneau de
l'anneau des endomorphismes de éa . le groupe Hom(G,éa) des morphismes
(de k-groupes formels) de G dans éa a une structure naturelle de k-module
topologique (la topologie étant celle de la convergence simple). On voit que
Hom(G,éa) s'identifie, grace a Yoneda, au sous-k-module fermé de l'algébre
affine B de G formé des u tels que Au = uél + 1&u (en notant A

le coproduit).

Soit ID(G) le dual de Cartier de G et soit B' son algébre affine.
Notons ( , ) l'application k-bilinéaire canonique de BxB' dans k
Comme (u,xy) = (Au,x®y) , on voit qu'un élément u de B est dans
Hom(G,éa) si et seulement si (u,xy) = (uél + 1éu,x®y) , pour x,vy €B',
i.e. si et seulement si (u,xy) = (u,x)ely) + e(x)(u,y) , pour x,y €B' (ol
e : B' 5k est l'2ugmentation).Si l'on munit k de sa structure de B'-anneau
provenant de l'augmentation, on voit que ceci revient & dire que l'application
k-linéaire u de B' dans k est une dérivation. Par conséquent, Hom(G,éa)
s'identifie au k-module topologique des k-dérivations de B' dans k , donc -
a t]D(G)(k) (la topologie étant encore celle de la convergence simple).

De la méme maniére, si G est un k-groupe affine plat, on voit que le

k-module Horh(G,Ga) s'identifie canoniquement a t=- (k)
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8.7. Supposons maintenant que k est un corps parfait de caractéristique
p#0

Nous notons k[V] (resp. k[F]) 1l'anneau (non commutatif si k # IF'p)
engendré par k et un élément V (resp. F) soumis aux relations
\V = Vo) = V" (resp. Fx = o(\)E = APF) pour tout rek . On appelle k[V]-
module topologique (resp. k[F] -module topologique) tout k[V] -module (resp.
k[F] -module) qui est un k-espace vectoriel topologique sur lequel V (resp.F)

opére continQment.

Soit G un k-groupe formel et soit B son algébre affine. Il est clair

+ +
gue V. est un endomorphisme continu de l'anneau B , que V_(B) c B et

B B
+ +
VB(BZ) c B2 . Par passage au quotient, VB opére donc continGment sur
. +  +
t’é(k) =B /B2 . En posant Vu = VB(u) , pour tout u¢€ t”é(k) , on voit que
l'on munit le k-espace vectoriel topologiquement libre t"é(k) d'une structure

de k[V]-module topologique.

Il est clair que G +— té(k) peut ainsi étre considéré comme un fonc-
teur contravariant de la catégorie des k-groupes formels dans celle des k[V] -

modules topologiques qui sont des k-espaces vectoriels topologiquement libres.

De la méme maniére, dans le cas des k-groupes affines, on voit que la
correspondance G +— té(k) peut étre considérée comme un foncteur contrava-
riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[V] -modules.

Soit, de nouveau, G un k-groupe formel et B son algébre affine. Si
l'on identifie Hom(G,éa) & un sous-k-espace vectoriel fermé de B , on voit
(u) = u®  aussi. En posant Fu = F_(u) , pour

B B
tout u € Hom(G,Ga) , on voit que l'on munit le k-espace vectoriel topologique-

que, si ueHom(G,éa) , F

ment libre Hom(G,éa) d'une structure de k[F]-module topologique.

Si maintenant M est un k[V] -module, on munit le k-espace vectoriel
topologique dual M' = Hom(M,k) d'une structure de k[F]-module topologique
en posant (En)(x) = o(n(Vx)) , pour tout n e M' et tout x€ M .

En particulier, si G est un k-groupe formel, on a deux structures natu-

relles de k[F] -module topologique sur t )(k) : celle provenant de 1l'isomor-

, D(G
phisme canonique entre Hom(G,Ga) et tID(G)(k) et celle obtenue par dualité,
a partir de la structure de k[V] -module sur t"ﬁ)(G)(k) ; on vérifie immédiate-
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ment que ces deux structures coincident.

Il est clair que la correspondance G +— Hom(G,éa) ~ t (k) peut

D(G)
gtre considérée comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes

formels dans celle des k[F] -modules topologiques.

Ceci se transpose aux groupes affines et la correspondance

G — Hom(G,Ga) == t]f)(G

riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[F] -modules.

)(k) peut étre considérée comme un foncteur contrava-

§9.- Structure des groupes formels connexes sur un corps.

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait.

9.1. Commengons par introduire la définition suivante :

@ si k est de caractéristique 0 , on dit gu'un k-anneau profini local est

~

élémentaire si c'est un anneau de séries formelles & coefficients dans k ;

@ si k est de caractéristique p# 0 , on dit qu'un k-anneau profini local
est élémentaire s'il existe un ensemble J et des éléments y(j) € N¥U{+w}
tels que cet anneau soit isomorphe au quotient de l'anneau des séries for-

melles k[[(Xj)je 11 par l'adhérence de 1'idéal engendré par les XLJPV(]) ,

]
pour y(j) # +w

Le but de ce paragraphe est d'établir le résultat suivant :

THEOREME 1.- Soit G un k-groupe formel connexe. Son algébre affine est un

k-anneau profini local élémentaire.

+
Démonstration : soit B l'algébre affine de G , soit B 1'idéal d'aug-
2

+ +
mentation et soit B2 l'adhérence, dans B , de (B)

+ , + +
Soit s une section k-linéaire continue de té(k) =B /B2 dans B

L'image de s est un sous-espace vectoriel fermé de B , canoniquement

*
isomorphe & tG(k) . Soit (yj)jEI une base topologique de cet espace vecto-

riel topolog‘iquement libre. Il est clair gu'il existe un homomorphisme continu
6 du k-anneau profini A = k[[(Yj)J’GI]] dans B et un seul tel que
G(Yj) = yj . On voit que 8§ est surjectif et, comme les images des yj dans

t"é(k) forment une base topologique de tf(k) , que le noyau o de 6 est
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un idéal fermé de A contenu dans l'adhérence du carré de 1'idéal maximal

de A

Soit Qk(A) le A-module topologique des k-différentielles continues de

I'anneau A . Il est clair que Qk(A) est un A-module topologiquement libre

admettant les de comme base topologique. De méme, si Qk(B) désigne le
B-module topologique des k-différentielles continues de l'anneau B , on voit
(cf. n°8.5) que Qk(B) est un B-module topologiquement libre admettant les

dyj comme base topologique. On en déduit que si a€gq , on a _"‘aa; €a .
pour tout j J

Notons enfin, pour tout entier n=>1 , In l'adhérence de la puissance
n-iéme de l'idéal maximal de A . On a vu que g¢gcC 12
9.2. Supposons que k est de caractéristique 0 et montrons que 6 est
injectif. Si ce n'était pas le cas, il existerait un entier n=2 tel que g cIn

, e c12 , N
et o & In+1 . Si a était un élément de g n'appartenant pas a In+1 , on

voit que l'on pourrait trouver j tel que —aa—YEi- Q’In . On aurait donc

oa N -
——¢& ¢ , d'ol une contradiction.

BYJ.

Dans toute la suite, nous supposons donc que k est de caractéristique
p#0
9.3. Supposons gue FG =0 , autrement dit que, pour tout x € BJr , on a
xp= 0 . Alors o contient 1l'adhérence ag de 1'idéal de A engendré par les
Y? . Montrons que gq = ag Sinon, il existerait un entier n tel que

+ + Si t I + , it écri
ac I *a, et a ¢In+1 o i aca et ¢ n41 T8 + On pourrait écrire
a = a'+a" , avec a' série formelle homogéne non nulle de degré n en les
Yj , dont le degré par rapport & chaque variable est < p et a" ¢ Ir1+1 +a0 .

ol da
n+l
- i e—— C I et — C ; on en déduit

Il est clair que, pour tout j , ~3 n que N3 L n dédui
ue oa’ el + On voit que lJ'on ourrait choisir j our que éé'—g/l +a

on aurait donc -aa—;—j- Z In+aO , d'ol ga-% Z ¢ , d'ol une contradiction.

9.4, Passons maintenant au cas général. Pour tout entier r>=0 , soit

r
Vr = {achA l aP €a} . Il est clair que les Vi, forment une suite croissante

~

d'idéaux fermés de A , Pour chaque r , le quotient Vr = Vr/(VrﬂIZ) est un
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sous-k-espace vectoriel fermé de 1/12 , lui-méme canoniquement isomorphe &
+  +
= f3t
B /B2 tG(k)
q=VOCV1CV2c...chc Ll
= v Vi ¥ ~ ~ t%
0=VyeVyceV,c...cVc... c /1, tG(k)

Pour tout a ¢l , notons a son image dans I/I2 . Appelons bon sys-

téme de coordonnées pour A relativement 8 G et 6 tout systéme de coor-

~

données X = (Xj)jE] de A tel gque, pour tout entier r>= 0 , les images Xj

des X], qui sont dans Vr forment une base topologique de \N{, . On voit

facilement gqu'un tel systéme existe toujours.
Soit X = (Xj)jE] un bon systéme de coordonnées pour A relativement
a& G et 8 . Pour tout je€J , posons

o sl X, £ U Vo,

X, . r=0
v() = V70G) = =
r si X, € V-V
j r r-1
p\)(j)
Notons p = b(6,X) 1'adhérence de 1'idéal de A engendré par les Xj ,

pour les j tels que y(j) # += . Il est clair que p < a . Pour achever la

démonstration du théoréme, on voit qu'il suffit d'établir le lemme :

LEMME 9.1.- Soit X = (XJ')J'EI un bon systéme de coordonnées pour A rela-
tivement 8 G et 6 . Le novau o de 6 est l'idéal b(8,X)

Démonstration : pour tout jeJ , soit xj 1'image de Xj dans B et,

pour tout entier r=1 , soit ¥ (resp. A) 1'adhérence de 1'idéal de B
T Tr

r r
“(resp. A) engendré par les x? (resp. les X?). On voit que g = (a+7‘rA)

r=1
et il suffit donc de montrer que, pour tout entier r=1 , on a b+7? = a+‘fr

On voit que Br = B/‘fr s'identifie a 1'algébre affine du groupe Gr =Ker Fé

et que, si l'on note er 1'application composée

A—2 B S

~

X = (XJ')J'EI est un bon systéme de coordonnées pour A relativement a Gr

et er . On voit aussi que le novyau de Gr est a+‘Tf} et que b(@r,§)=b+TrA.
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I1 suffit donc de démontrer le lemme dans le cas oﬁ il existe un entier rx>1

tel que FrG =0 , i.e. dans le cas ou vy(j) = r , pour tout je€7J . Nous

allons procéder par récurrence sur r :
@8 si r=1 , cela résulte du n°9.3 ;
@ dans le cas général, soit C = {bp{beB} . Il est clair que C est une
sous-k-bigébre formelle de B ; elle correspond & un quotient H de G
qui est un k-groupe formel connexe vérifiant 1—“1"—1 =

H

que la co-image de FG . L'idéal d'augmentation ct de cC n'est autre

+ ~ + -
que son idéal maximal ; c'est aussi CNB . On voit que B = (C/C )®CB

0 et qui n'est autre

s'identifie & 1'algébre affine du noyau de FG . Il résulte du n® 9.3 que le

novau de la projection de A sur B est l'idéal T]i\ , adhérence de 1'idéal

engendré par les X? . On en déduit que les images, dans B , des élé-

n.
ments de la forme | \ X,J , avec les nj des entiers presque tous nuls

j€J
vérifiant Osnj<p , forment une base topologique de B sur k = C/C+ .

D'aprés la proposition 6.3, B est un C-module topologiquement plat,

donc topologiquement libre puisque C est local. Ce qui précéde montre donc

n:
que les éléments de B de la forme ﬂ x.) | avec les n, des entiers pres-
€]
que tous nuls vérifiant 0 < nj < p , forment une base topologique de B sur C.

Soit, d'autre part, J' Il'ensemble des jeJ tels que y(j) =2 et soit

A = K[[ (leo)jEI']] . La restriction de 8 & A' est un homomorphisme conti-
nu 6' de A' sur C dont le noyau est gnA' . On voit que X' = (ij'))je]'

est un bon systéme de coordonnées pour A' relativement &8 H et §' et
que b(8',X') = b(8,X)NA" . L'hypothése de récurrence appliquée & H implique
que b(6,X) n A" = gnA'

Soit A = k[[(Xf)J.E]]] .Si jeI-T X?e b(8,X) N A, ; on en déduit

que (6,X) NAs =aNA

C

Soit A = A/b(6,X) et soit }N{j l'image de Xj dans A . On voit que
6 induit une application surjective & : A-B (on a §(Xj) = Xj) et que la
restriction de 6§ a A' = k[[()N(iP)jeI]] est injective et a pour image C ; on
peut donc identifier C & un sous-anneau fermé de A et 0 devient alors

une application C-linéaire continue.

~

On wvoit que A est un C-module topologiquement libre admettant les élé-
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ments de la forme \__‘ X’ , avec les n, des entiers presque tous nuls véri-
jeJ
fiant O<n,<p , comme base topologique. On a vu que les images de ces élé-

ments par 6 forment une base de B sur C . On en déduit que 8 est

bijective, ce qui achéve la démonstration.

9.5. Remarques :

1.- Supposons k de caractéristique 0 . Le théoréme implique que, si
G est un k-groupe fini connexe, G est trivial ; autrement dit, tout k-groupe

fini est étale,

2.- Supposons k de caractéristique p#0 . Si G est un k-groupe
fini connexe non trivial, le théoréme implique qu'il existe des entiers

d,v(1),v(2),...,v(d) = 1 tels que l'algébre affine de G est isomorphe &
V(1) v(2) v(d)
P p p

k[Xl'XZ'“"'de/(Xl ,X2 ,...,Xd )

connexe est d'ordre une puissance de p

En particulier, tout k-groupe fini

9.6. On dit gu'un k-groupe formel est lisse si son algébre affine est "formel-
lement lisse", i.e. si, pour tout k-anneau fini R et tout idéal I de R de

carré nul, l'application canonique de G(R) dans G(R/I) est surjective.

On voit que tout k-groupe formel étale est lisse et on en déduit gu'un
k-groupe formel G est lisse si et seulement si GC l'est. Un k-groupe for-
mel connexe est lisse si et seulement-si son algébre affine est un anneau de
séries formelles & coefficients dans k . Un k-groupe formel est lisse si et
seulement si son algébre affine est un anneau de séries formelles & coefficients
dans un produit d'extensions finies du corps k

Si k est de caractéristique 0 , il résulte du théoréme que tout k-
groupe formel connexe est lisse et, par conséquent, tout k-groupe formel est
lisse.

Si k est de caractéristique p#0 , il résulte du théoréme que, pour
qu'un k-groupe formel connexe G soit lisse, il faut et il suffit gque FG soit
un épimorphisme. On en déduit gu'un k-groupe formel G , d'algébre affine B ,
est lisse si et seulement si FG est un épimorphisme, ou encore si et seu-
lement si l'application F est injective.

B

Si G est un k-groupe formel lisse, on appelle dimension de G la di-
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mension du k-espace vectoriel tG(k). . On voit que la dimension de G est

égale & celle de G°€

Lorsque k est de caractéristique p#0 , on voit qu'un k-groupe formel

lisse G est de dimension finie si et seulement si Ker FG est un groupe

fini. Dans ce cas, si G est de dimension d , on voit que Ker FG est

d
d'ordre p et, plus généralement, que, pour tout entier n=0 , Keng est un
k~groupe fini d'ordre pndl . En particulier G° = lim Ker Pg est limite induc-

tive de k-groupes finis.

9.7. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k
On dit encore qu'un A-groupe formel G est lisse si, pour tout A-anneau fini
R et tout idéal I de R de carré nul, l'application canonique de G(R)

dans G(R/I) est surjective.

On démontre facilement gu'un A-groupe formel lisse est topologiquement
plat et que, si G est un A-groupe formel topologiquement plat, G est lisse

) . c c C ) .
si et seulement si G, = (G, ) = (G7) l'est, ou encore si et seulement si

k k k
l'algébre affine de G€ est un anneau de séries formelles & coefficients dans

t
A ., Supposons qu'il en est ainsi et notons B , Bc , Be . Bk , BE , Bit les

algébres affines respectives de G , G° , Gt , G, GE , Git . On a vu

k
que Bk s'identifie canoniquement a Bit ék BE ; 1'homomorphisme canonique

de BS dans B, se reléve (non canoniquement) en un homomorphisme conti-

k

nude B® dans B et B est donc isomorphe a Bt 3 BC

®n . En particulier,

pour tout A-anneau fini R , la suite

et
(

0 — G°R) — GR) — G°R) — 0

est exacte.

§1 0.- Cohomologie de Hochschild.

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait de caractéristique 0

ou p f(od p est un nombre premier fixé).

10.1. Pour tout entier r>=2 , soit Br(X,Y) = (X+Y)r -xX-Y ¢ Z[X,Y] , soit
n, le pged des coefficients de Br(X,Y) et soit Cr(X,Y) = ﬂr_lBr(X'Y) ; c'est
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donc un polynéme a deux variables, homogéne de degré r , dont les coeffi-
cients sont des entiers premiers entre eux.

Commencgons par rappeler le résultat suivant, da a Lazard ([36] , p.44)

a qui nous renvoyons pour la démonstration :

PROPOSITION 10.1.- Soit A wun groupe abélien et soit r un entier > 2

Soit PX,Y) = 2 ai ,Xle un polynd®me homogéne de degré r , en deux va-
i+j=r '
riables X et Y , & coefficients dans A . On suppose que P(Y,X) = P(X,Y)

et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Il existe alors un c€A et un
seul tel que PX,Y) = cCr(X,Y)

On en déduit facilement le résultat suivant

-1
PROPOSITION 10.2.- Soit A(X,Y) = p  (X+Y)P-xP-¥®) ¢ Z[X,¥] et soit r un

entier > 2

i) Soit PX) = ax" un polyndéme homogéne, non nul, de deqré r e

une variable X , & coefficient dans k . On a P(Y)-PX+Y)+PX)# 0,

sauf si et seulement si k est de caractéristique p et r est une

puissance de p

ii) Soit PX,Y) = 2, ay X'Y' un polynéme homogéne de deqré r , en
i+j=r )
deux variables X et Y , & coefficients dans k , vérifiant

P(Y,X) = P(X,Y) et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Alors

- si k est de caractéristique 0 , ou si r n'est pas une puig-

sance de p , il existe un c€ k et un seul tel que

PX,Y) = c(x+V) -x =¥

PR ; S :
- si k est de caractéristique p et si r=p (avec s entier > 1),

s-1 -1
il existe un c € k et un seul tel que PX,Y) = cAXP ,Yps ).

Démonstration : on vérifie facilement que les coefficients de

r _r
Br(X,Y) = (X+Y) -X -Y' sont des entiers premiers entre eux sauf si, et seule-
ment si, r est une puissance d'un nombre premier ¢ , augquel cas le pgcd

est ¢
L'assertion (i) est alors triviale.

L'assertion (ii) résulte alors de la proposition 10.1, si l'on remarque que
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C S(X,Y) = p'l((X+Y)pS—XpS—YpS) est un polynéme, & coefficients dans Z ,

p s-1 s-1
congru modulo p , a AP ,YP

10.2. On sait (cf. [14], p. 185) ce que c'est que la cohomologie de
‘Hochschild des k-foncteurs en groupes. On définit de la méme maniére la co-
homologie de Hochschild des foncteurs en groupes formels. Nous ne nous inté-
resserons en fait qu'au cas ol les k-foncteurs en groupes formels considérés
sont des k-groupes formels commutatifs et ot la loi d'opération est triviale :
soient G et J deux k-groupes formels (commutatifs). Pour tout entier n=0 ,

le groupe des n-cochatnes de G & valeurs dans J est l'ensemble C™G,])

des morphismes de k-foncteurs formels (ou de k-schémas formels) de G dans

J , muni de la loi de groupe abélien induite par 7J .

L1z n . 5 .
Se donner un élément f de C ' (G,J]) revient donc a se donner, pour

tout k-anneau fini R , une application f_ : (G(R))n - J(R) , wvariant foncto-

R
riellement par rapport & R .

On définit un opérateur bord an : C(G,T) - C (G,J) par la formule

n n i
= + - ces .
(BRfR)(Ul qu l"'lun+1) fR(uz l"'lun+1) i§1 ( 1) fR(ull 'uj.+ui+1 Joe lun+])
n+1
+ (- cees
(-1) fR(ul, un)
On vérifie immédiatement que anoan_ =0 , pour n=1; on note

n

C'(G,]) le complexe (Cn(G,I),an)nelN ; on note Zn(G,I) le noyau de 3

et Bn(G,I) 1'image de yn-1 pour n=1 , BO(G,]) = 0 ; on note HB(G,])
le groupe quotient Zn(G,I)/Bn(G,I) et on l'appelle le n-iéme groupe de

Hochsgchild de G & valeurs dans J . Enfin, nous écrirons 3 au lieu de an

lorsqu'il n'y aura pas de confusions possible sur l'entier n .

On voit, en particulier, que HS(G,]) s'identifie & J(k) et que Hé(G,])
s'identifie au groupe Hom(G,J]) des morphismes de G dans J , dans la ca-

tégorie des k-~groupes formels.

Nous notons CE(G,I) le groupe des Z-cocycles symétriques, i.e. le
sous-groupe de CZ(G,]) formé des f tels que fR(u,v) = fR(v,u) , pour tout
k-anneau fini R et pour u,v ¢ GR) . On pose Zg(G,I) = Ci(G,I) N ZZ(G,I) .
11 est clair que BZ(G,I) c ZZ(G,I) et on note Hi(G,I) le sous-groupe

z2Gn/piG.D de B
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On vérifie par des procédés standards (cf., par exemple, [14], 1II, §3,
n°2) que Hz(G,I) s'identifie canoniquement au groupe des classes d'exten-
sions E de G par J qui sont encore des k-groupes formels commutatifs
et qui sont scindées en tant qu'extensions de k-schémas formels (cette dernié-
re condition revenant, en fait, & dire que, pour tout k-anneau fini R , la
suite

0 — JR) — ER) — GR) — 0

est exacte).

10.3. PROPOSITION 10.3.- Soit (Gi)iel une famille de k-groupes formels et

soit ] un k-groupe formel. Alors

1 1
i) les groupes HO(@Gi,I) et HHO(Gi,I) sont canoniquement isomorphes;
ii) les groupes Hi(@Gi,I) et HHi(GiJ) sont canoniguement isomorphes.

Hom(€G,,]) = I Hom(G,.]) ~ HHé(GiJ) , d'od (i)

1 N
Démonstration : on voit que HO(@Gi,I) s'identifie canoniquement &

Soit Resi : Hi(@Gj,I) - Hz(Gi'D le moiphisme de restriction et soit

Res : Hi(EBGi,I) - HH2<G1’D le produit des Resi . Nous allons montrer que

Res est un isomorphisme.

2
Soit e ¢ HS(@Gi,I) et soit E un représentant de la classe d'exten-
sions de EBGi par J définie par e . Scoit m la projection de E sur GBGi.
Pour tout i€ I et tout k-anneau fini R , notons Ei(R) l'image réciproque

de Gi(R) par T On voit que la suite

R °
0 — JR) — ER) — G,R) — 0

est exacte ; le k-foncteur formel Ei est donc un k-groupe formel, extension

de Gi par J , scindée en tant gqu'extension de schémas formels, et on voit

facilement que la classe de cette extension correspond a l'élément ei = Resi(e)

2
de HS(Gi,I)

On voit, tout aussi facilement, que, pour tout k-anneau fini R , E(R)
s'identifie & la somme amalgamée (dans la catégorie des groupes abéliens) des
Ei(R) sous J(R) , autrement dit au quotient de @Ei(R) par le sous-groupe de

(](R))(I) formé des u = (ui)iel tels que Zui =0 (comme E est un k-
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groupe formel, E - est lui-méme la somme amalgamée des Ei sous ] , dans

la catégorie des k-groupes formels).

Si tous les e sont nuls, chaque Ei s'identifie a IxGi et, par
conséquent, E s'identifie & Ix(@Gi) , donc e =0 et l'application Res

est bien injective.

Donnons-nous maintenant, pour chaque i , un élément e € Hi(Gi,])
et un représentant Ei de la classe d'extensions de Gi par J correspon-
dante. Pour tout k-anneau fini R , notons E(R) la somme amalgamée des
Ei(R) sous J(R) . On voit que l'on a ainsi défini un k-foncteur en groupes

formels E . Comme pour tout R , la suite
0 — J(R) — ER) — @Gi(R) — 0

est exacte, E est un k-groupe formel extension de @Gi par J , scindée

en tant qu'extensions de k-schémas formels. Il est clair que si e désigne
2

1'élément de I—IS(@Gi,I) défini par E , on a Resi(e) = e, , pour tout i

La surjectivité de 1'application Res en résulte.

10.4, Soit G et J deux k-groupes formels et soit B 1'algébre affine de G

Par Yoneda, C™G,]) s'identifie au groupe ](@‘f((Gn)) = J(&"B)

Supposons maintenant que J = éa est le complété formel du groupe ad-
- ditif. On voit que Ga(én B) s'identifie au groupe additif de &"B et a une
structure naturelle de k-espace vectoriel topologique, topologiquement libre. Il

est clair que les applications an sont k-linéaires continues, ce qui permet
n(G,Ga) , Bn(G,éa) , HE(G’éa) comme des k-espaces

vectoriels topologiquement libres ; il en est de méme de Ci(G,Ga) (qui s'i-

de considérer les 27

~

dentifie & l'espace vectoriel des tenseurs symétriques de B®B ), Zi(G,E}a)
et HZ(G,é)

s a

Avec l'identification qui précéde, si A : B - BEB est le co-produit, on

voit que

n .
n ~ ~ ~ ~ ~ : i o ~ ~ ~
+ 2, (-
> (b, ®... 1®b1 R+ .® br1 ( 1)b1®...®Abi®bi+1®bn

®
o
Il

+1. -
nb@b

+ (-1) 1972

&...8b_®1
& ®bn
Supposons maintenant que G est la somme directe d'une famille, in-

dexée par un ensemble I ., de copies du groupe formel additif é; ; en d'au-
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tres termes, l'algébre affine de G est un anneau de séries formelles

Al = &

pour tout i€l
. i1 ~n . .
Pour tout entier n =0 , tout élément de & B s'écrit, d'une maniére et

foe]

d'une seule, sous la forme 2 u. ou u. est une série formelle homogéne
r=0

de degré r en les lé...léxiélé...él . Ceci nous permet de considérer

n n -
Cn(G,Ga) comme un espace vectoriel topologique gradué, i.e. C (G,Ga)

[oe]

s'identifie & T_A Cn'r(G,éa) , ol Cn’r(G,Ga) est le sous-k-espace vecto-
r:

riel fermé de Cn(G,éa) formé des séries formelles homogénes de degré r

On voit que cette graduation est compatible avec l'opérateur bord et in-
duit donc une graduation sur la cohomologie. Avec des notations évidentes,

1 - e n,r ~ 2 ~ = 2,r -~
on a HO(G,Ga) —W HO (G,Ga) et HS(G,Ga) —'ﬂ' Hs (G’Ga)
r=0 r=0
Rappelons que l'on a noté pA(X,Y) le polyndbme, & coefficients dans Z,

b M) P - xP - vP)

PROPOSITION 10.4.- Conservons les hypothéses et notations qui précédent et

soit r un entier = 2

i) Si k est de caractéristique 0 ou si r n'est pas une puissance

Lro o~y _ 2,r oy
de p,ona Hj (G,G)) =0 et H_ (G.,G)) =0

ii) Si k est de caractéristique p et si r=p , avec t=1 , on a

1, - I
HO r(G,Ga) ~ k™, les Xz , pour i€1 , forment une base topologi-
que de Hé'r(G,@a) = ler(G,éa) sur k
2 r ~ I pt—l . ~ t—l
- on a HS’ (G,Ga) ~ k* , les images des /\(Xi ®1,1®X§) )
dans Hi'r(G,f}a) , pour i€l , forment une base topologigue de
Hz'r(G,é ) dans k
Démonstration ccmme G = EBGi , avec G, = éz , la proposition 10.3
nous raméne au cas ou G est de dimension 1 , i.e. au cas ot B = k[[X]]

avec AX = X&1 + 18X

. r S .
Si aX , avec a €k , est un l-cocycle homogéne de degré r , on a

a(aXr) = ad(X) = a(1<§9xr - (X&1 + 1(;3)()r +x'®1) ; d'aprés la proposition 10.2,
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si a# 0 , cette expression est nulle, si et seulement si k est de caracté-

. 1[ -~
ristique p et r est une puissance de p , d'ou le résultat pour HO 1F(G,Ga).

Toute 2-cochafne homogéne de degré r s'écrit, d'une maniére et d'une
seule comme un polynéme P(X&1,1@X) homogéne de degré r ; c'est une 2-
cochafne symétrique si et seulement si P(Y X) = P(X,Y) . On voit que c'est

un 2-cocycle si et seulement si P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0

Si k est de caractéristique 0 , ou si r n'est pas une puilssance
de p , il résulte de la proposition 10.2 qu'il existe c¢ k tel que ,
PX,Y) = c((X+Y)r—Xr—YI) . On voit donc que PX®1, 1é>X) = a(—ch) et 1l'as-

sertion (i) en résulte.

Si k est de caractéristique p et si r=pt , avec t entier = 1 ,
il résulte de la proposition 10.2 qu'il existe c ¢ k tel que
PX,Y) = cA(Xpt—l,th_l) ,Comme ona ab =0, pour tout b € B , homogéne
de degré p' , on voit bien que l'image de /\(Xpt~1é1 , 1<§Xpt_1) forme une

base du k-espace vectoriel Hi'r(G,f}a)

10.5. Soit G un k-groupe formel connexe quelconque et soit B son algébre
affine. Pour n,r¢ N , avec r =1 , notons C?(G,éa) l'adhérence de la
puissance r-iéme de l'idéal maximal de énB = Cn(G,Ga) . On obtient ainsi
une filtration des k-espaces vectoriels topologiques Cn(G,@a) qui est visi-
blement compatible avec l'opérateur bord. Nous notons H?(G,éa) (resp.

2 ~
H r(G’Ga)) la composante homogéne de degré r du gradué associé a

7

~

n ~ 2
HO(G,Ga) (resp. I—IS(G,G )

a

Choisissons maintenant un anneau de séries formelles A = k[[(xi)iEI” ,
un homomorphisme continu surjectif 8 du k-anneau A sur B et des
v(i) € NU{+tw} , avec vy(i) = 2 , tels.que le noyvau ¢ de 8 soit 1l'adhé-
rence de 1'idéal engendré par les Xf\) t) , pour (i) # += (cela est toujours
possible d'aprés le théoréme 1 du §9 ; si k est de caractéristique 0 , on

a y(i) = +o» , pour tout i , et 6 est un isomorphisme). Posons X, = G(Xi)

PROPOSITION 10.5.- Conservons les hypothé&ses et notations qui précédent et

soit r un entier = 2 . Alors

i) si k est de caractéristigue 0 ou si r n'est pas une puissance
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o |
de b, ona H(GE)=0 et H (GG&)=0;

— T a
— . t .
ii) si k est de caractéristique p et si r=p , avec t entier = 1 ,
pt
- les images des Xi , pour 1 parcourant les éléments de I tels

que (i) >t , forment une base topologique de Hrl(G,(A}a) sur k ;

t-1 A ot-1
- les images des /\(in3 1, lxxlf ) , pour i parcourant les élé-

ments de I tels que v(i) = t , forment une base topologique de
2

Hslr(G,f}a) sur k.
Démonstration : en posant AXi = Xiél + léXi , on voit que l'on peut
identifier A = k[[ (Xi)ieI]] a l'algébre affine du k-groupe formel G' = (é:)(l).
On voit que, pour tout i , Axi = xi®1 + l@xi modulo 1'adhérence du carré

de 1'idéal maximal de B®&B . On en déduit que 8 induit un homomorphisme
continu surjectif du complexe gradué associé au complexe C'(G',éa) sur le
complexe gradué associé au complexe C'(G,éa) . On voit aussi (par exemple,

en relevant de maniére évidente la base topologique de B sur k formée des

n, .

i . , ces v(i)

Xi , avec les ni des entiers presque tous nuls, vérifiant 0 < ni <p )
gque cet homomorphisme est scindé. L'assertion résulte alors de la proposition

10.4.

10. 6.- PROPOSITION 10.6.- Si k est de caractéristique 0 , tout k-groupe for-

mel connexe est isomorphe & une somme directe de copies du groupe formel

additif  G°¢
a

Démonstration : soit G un k-groupe formel connexe. On sait (théoréme
1 du §9) que l'algébre affine B de G est de la forme k[[(Xi)iel}] . Tout
revient donc & montrer que l'on peut choisir les coordonnées Xi pour que
X, = X @1 + 18X

Pour tout entier r= 1 , soit Ir (resp. I;) 1'adhérence de la puissance
r-iéme de 1'idéal maximal de B (resp. B®B). Il est clair gue, quel que soit
le choix des X; , on a AXi = Xiél + 159Xi '(mod I'2) . On en déduit qu'il
suffit de prouver le lemme suivant

IEMME 10.7.- Soit r un entier = 2 et soit (Xi)iEI un systéme de coordon-
nées de B telles que AXi = Xiél + 1@}(i (mod I;r) , pour tout i . Il existe

un systéme de coordonnées (X'i)iel de B telles que, pour tout i ,
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' = [ 13 + = 1 '
xi xi (mod ]r) et AXi xi®1 1@){i (mod Irﬂ)

Démonstration : posons AXi = Xi®1 + lé}(i +bi , avec bi € IlL . On voit
que bi est un tenseur symétrique et que, comme bi = —aXi , abi =0 . Il ré-
sulte de la proposition 10.5 qu'il existe Ci € ]r tel que aci = bi (mod ]1Ir+1) ;
il est clair que 1l'on peut choisir c; Ppour que ce soit un polyndme homogéne
de degré r en les Xj , et la proposition 10.5 montre alors que ce choix est
unique. Posant X'i = Xi+ci , on vérifie immédiatement que AX_f_l EX'iél + 1éX'i
(mod I;r+1) . Enfin, on vérifie facilement que la continuité de 1'application A
et le fait que l'on a choisi pour les c; des polyndémes homogénes en les XJ-
impliquent que les X'i = Xi+ci forment encore un systéme de coordonnées pour

B (ces précautions n'étant utiles que lorsque la dimension est infinie).
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CHAPITRE 1II

COVECTEURS DE WITT

Dans tout ce chapitre, p est un nombre premier fixé.

§1.- Vecteurs et covecteurs de Witt.

1.1. Pour tout entier n = 0 , soit @n le polynbéme, a coefficients entiers ra-

tionnels, en les variables XO’Xl"" ,Xn défini par
n n-1
_ P p n

@n(XO,Xl,...,Xn)—XO +le +...+an.‘

Rappelons (cf, par exemple, [43], p. 50) que, pour tout polynéme
dans ZI[X,Y] , il existe une suite et une seule de polyndmes

vy € ZlX,. Yl

i € Z[XO,Xl,YO,Yl] ,

b € Z[XO'Xl""’Xn’YO’Yl""’Yn] ,

tels que, pour tout entier n = 0 ,

lll(@n(XO,Xl,...,Xn),én(YO,... ’Yn)) = @n(\bo,lbl,...,\l!n)

En particulier, au polynéme { = S = X +Y correspond des polynémes

_ _ P, P _ p _
Sy =Xgt Yy . Sy X1+Y1+(XO+YO (XO+Y0) )/p,...,Sn,... et au poly
ném y = P = XY correspond des polynbémes P0 = XOYO ,

p p

= + +

P XY Y. X leYl""’Pn""

1 170 170
‘ Les Sn et les Pn définissent un schéma en anneaux commutatifs,
affine sur Spec Z , d'algébre affine Z[X X ,....X ,... 5 Yy ....Y ,...].
D'od un foncteur covariant W de la catégorie des anneaux commutatifs dans
elle-méme. Si R est un anneau commutatif, W(R) est l'anneau des vecteurs

de Witt & coefficients dans R (sous-entendu relatifs au nombre premier p ).

Un vecteur a € W(R) s'écrit

)

,...) , avec les a, € R .
1 n" " i

"bn"") € W(R) , on a
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+ = = = =
a+tb=s (so,...,sn,...) et a.b=p (po,.A...,pn,...) avec
Sn:Sn(aO’al""’an"bO’bl""’bn) ,
Ph = Pn(aO’al""’an i bO’bl""’bn)

1.2, Pour tout entier m = 1 , on peut considérer le schéma en anneaux Wm
des vecteurs de Witt de longueur m . Pour tout anneau commutatif R ,

Wm(R) est l'ensemble des a = (ao,al,...,a ) , avec les. a, € R, l'addi-

m-1
tion et la multiplication étant définies par les mé&mes formules que pour W(R)
Pour m entier =1 et a = (ao,al,...,an,...) € W(R) , posons

a = (ao,a ) € Wm(R) . Il est clair que l'application qui & a as-

1reeed )
socie g(m) est un homomorphisme de l'anneau W(R) sur Wm(R)

On voit que W(R) s'identifie & la limite projective des Wm(R) , ce qui
permet de considérer W(R) comme un anneau commutatif linéairement topologi-

sé&, séparé et complet,

Soit k un anneau commutatif et soit R un k-anneau. L'application ca-
nonique de Wi(k) dans W(R) munit W(R) d'une structure de W(k)-anneau.
Pour tout entier m =1 , l'application canonigque composée
W(k) - Wm(k) - Wm(R) munit Wm(R) d'une structure de W(k)—a?meau. On voit
que W(R) s'identifie encore & lim Wm(R) , en tant que W(k)-anneau. En par-
ticulier, - W(R) peut &tre considéré comme un W (k)-anneau linéairement topolo-

gisé, séparé et complet,

1.3. Pour tout anneau commutatif R , et pour tout x € R , notons [x]
1'élément de W(R) défini par [x] = (x,0,...,0,...) . On appelle [x] le

représentant multiplicatif ou le représentant de Teichmiiller de x dans W(R)

Il résulte de la définition des polyndmes Pn que l'application x —[x] est

multiplicative (i.e., on a [xlly] = [xy] , si x,y € R). On voit aussi que,
si x €R etsi a=(ag,...,apn,...) € WR) , on a
D n
= p
[x]a (an,x ajs.e X an,...)

Soit alors k un anneau commutatif parfait de caractéristique p . Soit

o le Frobenius absolu sur k et sur W(k) (on a donc ox = xP si x € k ,

p _Dp p
O’al""'an"")

cilement que, dans W() , p = (0,1,0,...,0,...) , que

et ca = (a si a-= (ao,al,...,an,...) € W(k) . On voit fa-
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Wm(k) = W) /p"W(k) et que, si a = (ao,al,...,an,...) € Wk) , on a
2 n;_-n n_-n g , N

a = Zop [o (an)] = Eop o ([an]) . Dans le cas particulier ot k est un
n: =

corps, Wi{k) est un anneau de valuation discréte, complet, de caractéristique
0 , de corps résiduel Wl(k) = k , aboslument non ramifié (i.e. p engendre
1'idéal maximal de W(k) ).

Soit maintenant A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet,

et soit QA l'ensemble de ses idéaux ouverts. Pour tout entier m , Wm(A)
s'identifie a lim W (A/o) , ce qui permet de considérer les Wm(A) et
aeQ)

W(A) = lim Wm(A) comme des anneaux linéairement topologisés, séparés et

complets.

Ceci s'applique en particulier au cas od A = W(k) = lim Wm(k) , avec
k anneau parfait de caractéristique p . On vérifie alors facilement \que 'ap-
plication qui & [x] (représentant multiplicatif, dans W(k) , de x € k) as-
socie [[x]] (représentant multiplicatif, dans W(W()) , de [x] € W(k) ) se
prolonge de maniére unique en un homomorphisme continu de la structure d'an-

neau de W(k) dans W(W(k)) : si x € W(k) , on voit que son image dans

W(w(k)) est (50,51,. Ce X .) ol les X se calculent par récurrence au
n n-1
moyen de la formule o(x) = zg + p§}1) + ... pnzn

En particulier, si R est un W(k)-anneau, on peut considérer W(R) et
les Wm(R) comme des W(k)-anneaux. On voit que W(R) s'identifie encore a
la limite. projective des Wm(R) , en tant que W(k)-anneau. Si x € k et si

a = (a,,a .,an,...) € W(R) , on voit que [x]a = ([x]ao,...,[OH(X)]an,...);

1
on a des formules analogues pour les Wm(R) . Si on suppose R séparé et

complet pour la topologie p-adique, on voit qu'il en est de méme des Wm(R)

et de W(R)

Dans le cas particulier o R est un k-anneau, on peut aussi le consi-
dérer comme un W(k)-anneau et on voit que les deux structures de W(k)-anneau

définies sur W{(R) coincident.

1.4. Le morphisme de schémas affines VvV : W - W , qui a
m m m+1

@a.,a.,...,a ) € W (R) associe (0,a.,a., ) €W (R) , est com-
m m m

0°%1 -1 0'%1 -1 +1
patible avec l'addition. Par passage a la limite, on définit ainsi un Z-foncteur

u .
en groupes CW = lim Wm que nous appelons le groupe des covecteurs de
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Witt unipotents.

On voit que, pour tout anneau commutatif R , un élément a € CWu(R)

peut se représenter comme un "covecteur unipotent”

a=f_)oen=Goova_oooa_ia))

ol les a_, € R et sont presque tous (i.e. tous sauf un nombre fini) nuls. La

somme de deux covecteurs a = (... e ,ao) et b=(.. ’b—n’ - ,bO)
de CWY(R) est le covecteur c = (...,c_n,...,co) ol
°.n ~ Sm(a—m—-n' e 8 P e ’b—n—l'b—n) ’

pour m suffisamment grand.

1.5. Nous allons maintenant définir un Z-foncteur en groupes que nous appel-

lerons le groupe CW des covecteurs de Witt et qui contiendra CWu comme

sous-foncteur en groupes.

En tant que Z-foncteur, pour tout anneau commutatif R , CW(R) est

formé de l'ensemble des "covecteurs" a = (...,a _,...,a

e 1 ) , avec les

laO

a—n € R , vérifiant

il existe un entier r=0 tel que l'idéal de R engendré par les a .

(v)

pour n=r , est nilpotent.

Si ® : R - S est un homomorphisme d'anneaux, l'application CW(y)

est définie de maniére évidente, composante par composante.

Si r et s sont des entiers = 0 , notons, pour tout anneau commuta-

tif R, CW_ (R) l'ensemble des a=(...,a ,...,a ,,a.) , avec les
r,s - -n -1"70
a n € R , vérifiant
la puissance s-iéme de l'idéal engendré par les a , pour n=zr,

(v_ )

r,s’” (est nulle.

On voit que CWr g qui est un schéma affine, est un sous-Z-foncteur de

CW et que CW est la réunion des CWr S
Pour définir la loi de groupe sur CW , nous aurons besoin de la propo-

sition suivante
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PROPOSITION 1.1. - Soit R un anneau commutatif et soit a = ( a_ ,aO)
et b = ("'~’b—n"”’b0) des éléments de CW(R) . Alors
i) pour tout entier n = 0 , la suite des
Sm(a—n—m’ co.oa__qea b—n—m’ A 'b—n—l’b—n) est stationnaire :

ii) pour tout n € IN , soit s N la limite de la suite précédente ;

1'élément s = (...,s_n,...,sD) € CW(R) (i.e. les s_ vérifient

la condition (V¥)).

Commengons par démontrer deux lemmes

LEMME 1.2. - Soit. t un entier = 0 et soit WO’Wl""’Wt des entiers
t +

> 0 tels que W 0 et W + pW, + ...+ p W, est divisible par pt L

Alors wy+w, +... +w > t(p-1) + p

La démonstration se fait par récurrence sur t

8 c'est clair si t = 0

.
’

8 si t= 1, on voit que w doit é&tre divisible par p et s'écrit donc

0

= i ' = + [— ’
WO vp , avec Vv entier = 1 . Posons WO v W1 e’ct 1Wi Wi+1
pour 1 <1i < t-1 . Alors W(') 0 et W'0 + pw‘1 + ... +D W,'E_l est di-

L t 5 . . .
visible par p . L'hypothése de récurrence implique que

Wb +W'l + ... +W;£_1 > (t-1)(p-1) +p , ou Vv +w1 + ... +wt > (t-1)(p-1) + p
donc W + W, + ...t w, = (t-1)(p-1) + p + v(p-1) = t(p-1) +p .
LEMME 1.3. - Pour tout entier r > 0 , soit Dr 1'idéal de l'anneau des po-
lynémes Z[(X-—n)nEIN'(Y—n)nE]N] engendré par les X_rl et les Y—n , avec
n=>r . Soit r et s des entiers > 1 . Alors
; s
S ( : = veeer X , reeer Y ) (mod b
m X—m""'XO ! Y—m""'YO) Sm+1(X-—m—1'X—m XO Y—m—l Y—m O) mo r)
, r-1 si s<p,
pour tout entier m = -1+ (s—p)/(p—l) si s=p .

Démonstration : observons qu'il résulte de la définition des polyndmes

Sn que, si l'on donne aux variables Xi et Yi le poids pl , le polynéme

. , n
Sn(XO’Xl""’Xn : YO’Yl""’Yn) est isobare de poids p ; et que
Sm+1(OIXOI---IXm ; OlYol--olYm) = Sm(Xolxll---le ,: YO’Yl I---IYm)

On en déduit que Tm = Sm+1(X—m—l""’Y0) - Sm(X_m,...,YO) s'écrit
comme combinaison linéaire & coefficients entiers rationnels de termes de la
forme u v u, Vv u v

0 0 1.1 m+l. m+il

X—m—lY—m—lx-m Cm X0 Y0 ,
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ou les ui et les v],L sont des entiers =0 et ot, si l'on pose

m+1 m+1

= + + + + =
Wy u, +tv, , ona WO#O et Wyt pw, L+ Wi D

En particulier, pour tout entier t vérifiant 0 <t < m ,

+
Wo + pw, + ...+ ptw,C est divisible par pt 1 et le lemme 1.2 implique que
t(p-1)+p
+ + + - 0
Wt Wyt Wy > t(p-1) + p , donc que Tm € mtlot
P

Pour t = 0 , on voit que T , ce qui démontre le lemme, pour

4]
m6 m+1

Si s >p, etsi m=r-1+(s-p)/(p-1) , posons t=m+1-r . On a

-1)+
0 <ts<m et TmEb;(p l)pCDf car t(p-1) +p = s

Démonstration de la proposition 1.1 : soit r' et s' (resp. r" et s")

des entiers tels que a € CWr' S,(R) (resp. b € CWr" s“(R))' Posons
r = max{1,r',r"} et s = max{p,s'+s"} . On voit que l'idéal engendré par les
a_ et les b, avec n 2r , a sa puissance s-iéme nulle. Il résulte du

lemme précédent que, quel que soit l'entier n = 0 , pour tout

m=>r-1+(s-p)/(p-1) , on a

a : S a ...,d& _:b
m( -m-n' -n’ "-m-n -n m+1" -m-n-1""""""-n’' " -m-n-1 -n
d'ou l'assertion (i).

La deuxiéme assertion est évidente. Plus précisément, on voit que si

g E Cer,Sl(R) et _}2 E CWrn,Sn(R) ’ alors ..S_ e CWmaX{r',r”},Sl‘l’S"(R)
La proposition 1.1 donne un sens & l'énoncé suivant :
PROPOSITION 1.4.- Soit R un anneau commutatif. Si a = (...,a_n,...,ao) et
b = (...,b_n,...,bO) € CW(R) , posons a+b =35 = (""S—n""’SO) avec
@) ®on " Il«éinm Sm(a—n-m""’a—n—l’a—n ‘ b—n—m""’b-n—l’b—n)

La loi + est une loi de groupe abélien sur CW(R)

Démonstration : la commutativité et l'existence d'un élément-neutre

0=¢(...,0,...,0,0) sont évidentes. Montrons que si a , b , ¢ € CWQR) ,

(b+c) = (@+b) +¢c . Pour i =1,2,3 , soit r, et s des entiers tels que

[o3}
+

CcCw R) , b € CW R) , c €CwW (R) . Posons
I‘l,Sl I‘2,SZ 1’3,53

= max{1l,r

|
m

..1
|

r3} et s = max{p,s +sz+33} et soit m un entier vérifiant

1'% 1

— + - - +
m>r-1+(s-p)/(p-1) . Comme a+b € CWr1+r2,Sl+sz(R) et
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b+c € CW (R) , on voit tout de suite, en appliquant le lemme 1.3,
- = rn+rq,SH+s ‘

2713+°2°°3 J
que les composantes d'indice -n de a + (b+tc) et de (atb) + ¢ ne dépen-
dent que des a_; b_i P Cy avec i < n+m . On peut pour les calculer
remplacer les a_i , b_i , c_i pour 1 >n+m par 0 . Elles sont donc éga-

< " u
les, d'aprés l'associativité dans CW (R)
L'existence d'un inverse se démontre de maniére analogue.

Il est clair que si ® : R - S est un homomorphisme d'anneaux commuta-
tifs, l'application CW(p) : CW(R) = CW(S) est un homomorphisme de groupes.

On a donc bien muni CW d'une structure de Z-foncteur en groupes.

1.6. Pour tout anneau commutatif R , notons ’IRR l'ensemble des idéaux nil-

potents de R . Pour tout n € 'ZRR et tout entier r = 0 , soit CW(R,n,r) le

sous-groupe de CW(R) formé des éléments a = (...,a_n,...,aO
a_rl €n si n=r . On voit que CW(R,n,r) s'identifie & l'ensemble des

applications de {0,-1,...,-n,...} dans R qui sont telles que l'image de -n

) tels que

appartient & n si n = r . On munit cet espace de la topologie de la conver-
gence simple. Autrement dit, lorsque l'on identifie, de maniére évidente,

N
CW(R,n,r) a R xn , on obtient la topologie du produit direct (chaque facteur

étant muni de la topologie discréte).

On voit immédiatement que CW(R,n,r) devient ainsi un groupe topologi-

que.

Le groupe CW(R) s'identifie & la limite inductive des CWI(R,n,r) , pour

n € SRR et r € IN . On appelle topologie naturelle de CW(R) la topologie de

la limite inductive.

Il est immédiat que CW(R) est séparé et complet pour cette topologie et

que CWY(R) est un sous-groupe dense de CW(R)

Enfin, il est clair que si @@ : R = S est un homomorphisme d'anneaux
commutatifs, l'application CW(p) est continue ; autrement dit, on peut consi-
dérer CW comme un foncteur covariant de la catégorie des anneaux commuta-

tifs dans celle des groupes topologiques.

Remarque : pour tout n € YRR , soit CW(R,n) = lim CW(R,n,r) . C'est le
relN
sous-groupe de CW(R) formé des éléments dont les composantes sont presque
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toutes dans n . On voit que la topologie du sous-groupe CW(R,n) est celle
du produit direct restreint (cf. par exemple [34], p. 138) R]N relativement a

n pour chaque composante.

Pour tout entier s = 0 , soit U(R,n,s) 1l'ensemble des
. s-n
a=1(.,a ,...,a .,a. tels que a_ €n , pourtout n, et a_ € nP ,

-n -1"70 -n
si n < s . Il est clair que les UR,n,s) , pour s € IN , forment un systéme
fondamental de voisinages ouverts de 0 dans CW(R,n) . En utilisant le ca-
ractére isobare des polynémes qui définissent 1'addition dans les vecteurs de
Witt (cf. n° 1.5), on voit que les U(R,n,s) sont des sous-groupes. Le groupe
CW(R,n) admet donc un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 for-

mé de sous-groupes.

1.7. Comme tout Z-foncteur en groupes, CW s'étend, de maniére évidente a

la catégorie des anneaux commutatifs, linéairement topologisés, séparés et com-

N

plets : si R est un tel anneau, on pose CW(R) = lim CW(R/a) (ol QR dé-~
QEQ
R

signe l'ensemble des idéaux ouverts de R ). Les éléments de CW(R) peuvent

encore se représenter comme des covecteurs a = (...,a_n,...,a_l,ao) , avec les
a_, € R , vérifiant

pour tout idéal ouvert o de R , il existe des entiers r et s tels
(\yt) gue la puissance s-iéme de 1'idéal de R engendré par les a 0

avec n=r , est contenue dans a

On évitera, bien slr, de confondre CW(R) avec CW(Rdis) , ou Rdis
désigne l'anneau (sans topologie) sous-jacent a l'anneau topologique R : l'in-

clusion évidente CW(R ., ) « CW(R) est, en général, stricte (sauf si la topo-

dis
logie de R est la topologie discréte !).
Remarque : soit R un anneau commutatif, linéairement topologisé, séparé et

: u . .
complet. Dans la suite, nous notons encore CW (R) le groupe 1£n Wm formé
des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles. On prendra

garde que l'inclusion de cWY(R) dans lim cw(R/0) est, en général, stric-
u aéQR
te. Toutefois CW (R) est encore un sous-groupe dense de CW(R)
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§ 2. - Endomorphismes.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par k un corps parfait de caracté-
ristique p . On pose A = W(k) et on suppose A muni de la topologie p-

adique. On désigne par o le Frobenius absolu sur k et sur A .

2.1. Par restriction & la catégorie des k-anneaux, CW (resp. cw")  définit

un k-foncteur en groupes CWk (resp. CWE) Ici encore, pour tout k-anneau
R , le groupe topologique CWk(R) est le séparé complété de CWE(R) pour la

topologie naturelle.

Soit R un k-anneau et soit m wun entier =1 , On sait (cf. n° 1.2)
que Wm(R) a une structure naturelle de A-anneau : si

X = (XO’XI"“'Xn"") € Wk) =2 etsi a-= (BO’al""’am—-l) S Wm(R) , on

voit que xa = (bo’bl""’bm—l) , avec bi = Pi(XO’Xl""’Xi ; aO’al""’ai)
En particulier, on voit que, si a = (aO,,..,am_l) € Wm(R) , on a
(1) [x]a = (xa.,0(x)a Gm—l(x)a ) , pour x € k
_ OI ll' 1 m—'l 1 7
_ D _D D
(2)  pa (0,ay,a7, a_q)

3) pla =0

En particulier, on déduit de (1) que si x € k et si

a = (aO’al""’am—l) € Wm(R) , on a

v_([x]a) = (0,xa ) = o HIx)Vy ()

m Q" -/ m-1
Comme les [x] , pour x € k , engendrent un sous-groupe dense de A et
comme, d'aprés (3), Wm(R) est tué par pm , on en déduit que, pour tout

X € A ettout a €W (RN, ona V (xa = 0_1(5)\/’ (a)
. m m m

Pour tout entier m = 1 , l'application de Ame(R) qui &8 (x,a) asso-

, 1-m
cie o

(x)a munit le groupe additif de Wm(R) d'une structure de A-module.
Ces structures sont maintenant compatibles avec les Vm et, par passage a la
limite, on en déduit une structure de A-module sur CWY[R) . Comme Wm(R)
est tué par pm , on voit que CWu(R) est un A-module de torsion, On déduit
immédiatement de la définition que, pour tout a = (...,a_n,...,a_l,ao) e cW @R,
on a les formules suivantes

(4) si x = (XO’XI""’Xn"") €A =W(k) , ona xa-= (...,b_n,...,bo) avec
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-n-m -n-m . _-n-m . .
b_ =PI (xq) (%))t (x Jia_ a8 ), siom
est tel que a_; = 0, pour i >n+m ;
. -n -1 |
5) si x€ k, I[xla=~(..,0 ®a _,..,0 ®a  ,xa,) ; |
-n -1 0 |
(6) ona pa = (...,a" aP &P ) .

—n-177""%-27%11
u .
Nous allons voir que A opére continiment sur CW (R) muni de la to-
pologie naturelle, ce qui va nous permettre de munir CW(R) d'une structure de

A-module topologique. Pour cela, commengons par établir un lemme :

LEMME 2.1.- Pour tout entier r = 0 , soit Dr 1'idéal de l'anneau des poly-

némes kl[(Y ) ] engendré par les Y , avec n >=r . Soit r et s des
B -n'n€lN -n ' — =
entiers > 1 . Alors, pour tout X = (xo,xl,...,xn,...) €A, ona
-m -m
; s Y
Pm(o (Xo)le--lo- (Xm)IY__ml' 0)
-m-1 -m-1 S
= H 0
Pm+1(0 (XO),...,G (Xm+l)’Y—m—l’ "Y—l’YO) (mod r)
r-1 si s<p
pour tout entier m = r—1+(s—p)/(p—1) si s=p .
Démonstration : soit R = k[(Y-n)nE]N] . Il résulte de la formule (4) ap-
~ u
pliquée au covecteur (O,...,O,Y_m,Y_m+1,...,YO) € CW (R) que
'Y .Y
P (0 " (xg)...,0 (x )iY_ 0
-m-1 -m-1
_ . Y
= Pm+1(0 (XO), Fae) (Xm+l)IOIY_mI 0)
On voit facilement sur la définition des Pi que, si 1'on donne aux va-
1
riables Y—-i le poids pm 1-1 les deux polynémes qui interviennent dans 1'é-
+
noncé du lemme sont isobares de poids pm L . On déduit donc de 1'égalité

précédente qu'ils différent par des combinaisons linéaires de mondémes de la for-

w w W, W
me Y—rg—lY—rrll"'Y—;nYOm+1 , ou les W, sont des entiers =0 , vérifiant
: +1 +1 , )
WO Z0 et W0 + pw1 + ...t pm Wm_|~1 = pm . La démonstration du lemme se

termine alors comme celle du lemme 1.3.

PROPOSITION 2.2.- Soit R un k-anneau.

i) Soit x = (XO’Xl""’Xn"") €A et soit a =(..,a _,...,a

Pour tout entier n = 0 , la suite des
-n-m -n-m
(x

P (o

m ):a ,...,@ ) est stationnaire.

(XO)""’O m -m-n -n

ii) Soit b n la limite de la suite ci-dessus. On a
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b= (..,b ,...,b  ,b.) € CW(R)
-n -1'70

iii) L'application de A x CW(R) ui & (x,a) associe xa = b munit le

groupe topologique CW(R) d'une structure de A-module topologique,

. ) u
de torsion, séparé et complet et CW (R) en est un sous-A-module

dense.

iv) Les formules (5) et (6) restent valables pour tout a € CW(R)

Démonstration : on sait (cf. n° 1.6) que CW(R) est réunion de ses

sous-groupes CWI(R,n,r) , pour n parcourant l'ensemble des idéaux nilpotents

de R et r l'ensemble des entiers = 0

Il résulte du lemme 2.1 que si a € CW(R,n,r) , et si s est un entier
> p tel que n® =0 , on a, pour tout x = (XO,...,Xn,...) €A,
-n-m -n-m-1
= i >r-1+(s- -
P (o (xg);coa_ ) =P (o (xg)reva_) st m =r-1+(s-p)/(p-1) ,
d'ol i) ; on voit aussi que b—n €n si n=r, donc que b € CW(R,n,r) ,

d'od, a fortiori, ii) ; on a donc en fait, par restriction, une application de
A x CW(R,n,r) dans CW(R,n,r) . La continuité de cette restriction est mainte-
nant triviale, d'od la continuité de l'application de A x CW(R) dans CW(R)

puisque la topologie de CW(R) est celle de la limite inductive des CW(R,n,r).

Compte-tenu de ce que la restriction de A x CW(R) - CW(R) a
A x CW(R) n'est autre que l'application qui définie la structure de A-module

déja considérée sur CW (R) , les autres assertions de la proposition sont tri-

viales.,
2.2. Soit R un k-anneau. Pour tout a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CW(R) , posons
p p P
Fa = (..., feees . = (..., feens p
(7)  Fa = ( a”, a”, aO) et Va = ( a__1 a_, a_l)

On vérifie immédiatement que les applications F et V sont des endo-

morphismes continus du groupe CW(R) et que, si a € CW(R) et x € A ,

Flxa) = o(®Fa ,
xVa = V(olx)a) ,
F(va) = V(Fa) = pa .

Notons alors Dk l'anneau de Dieudonné de k , i.e. l'anneau (non com-
mutatif si k ;éIFp ) engendré par A et deux éléments F et V soumis aux

relations
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Fx = o(x)F , pour tout x € A,
(8) xV = Vo(x) , pour tout x € A ,
F=FV=p,.

Si 1'on munit 1'anneau Dk de la topologie p-adique, on voit que l'action

de A définie par la proposition 2.2 et les formules (7) munissent CW(R)

d'une structure de D, -module topologique.

k
Il est clair que la structure de Dk—module a gauche qui vient d'étre défi-
nie sur chaque CWk(R) est fonctorielle en R . Elle définit donc un homomor-
phisme de l'anneau Dk dans l'anneau End(GWk) des endomorphismes (dans

la catégorie des k-foncteurs en groupes) de CWk . On vérifie facilement que
cet homomorphisme est injectif, Dans la suite, nous utilisons cet homomorphis-

me pour identifier Dk d un sous-anneau de End(CWk)

Remargques :
1.- Si on note bk = lim Dk/mek le séparé complété de Dk pour la

topologie p-adique, on voit que la structure de Dk—module a4 gauche sur CWk(R)

se prolonge en une structure de Dk—module topologique séparé et complet, et

gu'en particulier Dk s'identifie & un sous-anneau de End(CWk)

2.- Si R est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet, on’

voit que CWk(R) = lim CWk(R/a) peut aussi &tre muni d'une structure de Dk—
uEQR
module topologique, séparé et complet, limite projective des Dk—modules

CWk(R/a) . Si l'on représente les éléments de CWk(R) comme des covecteurs,

on voit que les formules (5), (6) et (7) sont encore valables et que

(4 si x = (xp,x;,.%x,...) €A et a=(.,a_...,a_.3;) € CW (R , on
a Xa = (...,b_n,...,b_l,bo) avec
= i -n-m -n-m -n-m .
b_ ml—l:r—nl-oc P (o (x4).0 (%)) ,eeni0 (x Jia_ _oeea__jsa_)

3.- Le plongement canonique de Dk dans Enrd(CWk) donné ici n'est
pas le seul possible, Soit en effet T un automorphisme du corps k . Par
fonctorialité, il se reléve de maniére unique en un automorphisme de A = W(k):
celui-ci se prolonge en un automorphisme de Dk , encore noté T en posant
T(F) = F et 7(V) =V . Si on compose le plongement construit ici avec 1 on

obtient un autre plongement de Dk dans End(CWk)
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2.3. Soit k' un corps parfait contenant k . Il est clair que

CWk(k') = CWE(k') = CWk,(k‘) est muni d= la topologie discréte. Soit

A' = W(k') et soit K' le corps des fractions de A' ., Tout élément de K

s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme a = +§ pnc—n([an]) , avec
les a_ € k' ; on voit que l'application qui @ a € K r<‘}i>s>s—<()mcie le covecteur
(...,a~n,...,a«1,a0) est A-linéaire continue, surjective et gue son noyau est
pA' . Le A-module K'/pA' s'identifie donc & CWk(k') . Par transport de struc-
ture, on en déduit une structure de Dk—module 4 gauche sur K'/pA' ; on voit
que l'action de I et V est donnée par Fa = o(a) , Va = pO_l(g) , pour
tout a € K'/pA' . Comme la division par p définit un isomorphisme de K'/pA'

sur K'/A' , on peut dire aussi que CWk(k') est isomorphe & K'/A'
2.4. Notons CWA la restriction de CW , considéré comme foncteur sur la
catégorie des anneaux commutatifs linéairement topologisés, séparés et complets,

a la catégorie des A-anneaux de ce type.

Nous nous proposons de montrer que 1'on peut identifier le sous-anneau
Alv] de D]< 4 un sous-anneau de l'anneau End(CWA) des endomorphismes

du foncteur en groupes topologiques CWA .

Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. On sait

(cf. n°® 1.3) que le plongement canonique de A = W(k) dans W(A) = WW(k))

est continu et nous permet de considérer les anneaux Wm(R) comme des A-

anneaux linéairement topologisés, séparés et complets ; en outre, si x € k et

si a = (aO’al""’am—l) € Wm(R) , on a
: m-1
[x]a = ([XJaO,[O(X)]al,...,[o x)]a_ )
m-1
‘on en déduit que
_ m-1 _ -1

Vm([X]g) = (O,[X]ao,...,[o (X)]am_l) =0 ([x])'\/’mga_ .
Comme les [x] , pour x € k , engendrent un sous-groupe dense de A , on
“voit que, pour tout x € A et tout a € Wm(R) , on a Vm(z:_g) = o—l(;_{_)Vm_ .

Pour tout entier m = 1 , l'application de Ame(R) dans Wm(R) qui

l_m(gc_)a munit le groupe additif de Wm(R) d'une structure

N

d (x,a) associe o

de A-module topologique, séparé et complet. Ces structures sont maintenant

compatibles avec les Vm et, par passage & la limite, on en déduit une struc-
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ture de A-module topologique sur CW"(R)

On déduit immédiatement de la définition que, pour tout

a = (...,a ,...,a_l,ao) € CWu(R) , on a les formules suivantes

X ,...) désigne l'image de x dans W() ,

(4") si x € A et si (_}go,gc_l,...,_n

on a xa =_r5._.n'1’b_n’mlb’l’b0) , avec
b =P (o (x.),...,o07 " (x ):a ,...,@ ) si m est un entier tel
-n m “m -n-m -n
que a_i =0 si i>n+m ;
(5") si x €k, ona [x]a-= (...,O_H([x])a_n,...,0_1([X])a_1,[X]ao)

PROPOSITION 2.3.- Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et

complet. L'action de A sur CWu(R) définie ci-dessus est continue pour la

topologie naturelle et se prolonge en une action de A sur CW(R) gui munit

CW(R) d'une structure de A-module topologique, séparé et complet.

Si a=(..a_,..a_.a) € CWQ® ,

) ona I[x]a= (...,o_n([X])a_n,...,o_l([x])a_l,[x]ao) , pour tout x €k;

il) si x € A et si (_)go,ggl,...,_}gn,...) désigne l'image de x dans
W() , ona xa = ( “’b—n""’b—l’bO) , avec
- 14 -n-m -n-m .
b—n mliT-oo Pm(o (50),...,0 (_>gm) ; a—n—m""’a—l'aO)

Démonstration : il s'agit d'une généralisation de la proposition 2.2 (tout

k-anneau, muni de la topologie discréte devient un A-anneau linéairement topo-

logisé, séparé et complet) et la démonstration est analogue :

on commence par considérer le A-anneau profini R = A[[(Y—-n)nEIN” des

N

série formelles en les Y—n . En appliquant la formule (4") &

(...,0,...,0,Y_m,.. Y .,Y) € CWu(R) , on voit que, dans R ,

.7 _1[ O
-m -m
P (0™l s e ) 5 YY)
~ ~m-1 ~m-1 _
P 100 &) ieei0 & q) 5 0Y_ Y

Si 1'on note encore Dr 1'idéal de R engendré par les Y—n , avec

n =r, le méme raisonnement que celui fait pour prouver le lemme 2.1 montre

.Y ,Y) (mod nf)

-1"70
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si m est un entier satisfaisant les inégalités indiquées dans ce lemme.

En utilisant cette congruence, on en déduit le résultat dans le cas ou la
topologie de R est la topologie discréte par le méme raisonnement que celui
fait pour prouver la proposition 2.2. Le cas général s'en déduit par passage a

la limite.

2.5. Soit R un A-anneau, linéairement topologisé, séparé et complet. Pour

tout a = (...,a _,...,a

-n —l’a

0) € CWA(R) , posons

(7") Va = (...,a

Il est clair que V est un endomorphisme continu de CWA(R) . On voit
que l'action de A définie par la proposition 2.3 et celle de V qui vient
d'étre définie munissent CWA(R) d'une structure de A[M] -module topologique

(en désignant par A[V] le sous-anneau de Dk engendré par A et V).

Il est clair que la structure de A[V]-module & gauche qui vient d'étre dé-
finie sur chaque CWA(R) est fonctorielle en R . Elle définit donc un homo-
morphisme de l'anneau A[y_J dans l'anneau End(CWA) du foncteur en groupes
topologiques CW._ . Ici encore, on voit facilement que cet homomorphisme est

A
injectif et nous l'utilisons pour identifier A[V] & un sous-anneau de End(CWA).

§3.- Quelques séries formelles.

3.1. Soit S un anneau commutatif, que l'on suppose muni de la topologie
discréte. Soit X = (XO,X_l,...,X_n,...) une famille d'indéterminées indexée par
les entiers < 0 . Notons S[g(_] i'anneau des polynémes, a coefficients dans
\S , en les X—n . On peut considérer S[X] comme un S-anneau topologique

pour la topologie discreéete.

Soit S[[x]] le S-anneau topologique des séries formelles en les X

Si I = ]N<—]N) est l'ensemble des 1 = (io,i_l,...,i_n,...) , avec les i €N,
presque tous nuls, S[[_)g]] est un S-module, topologiquement libre, isomorphe

; in 1_ i_
a SH , avec une base topologique canonique, celle des _}gi = XOOX_ll...X_nn... ,

pour i € I . Tout élément de S[[X]] s'écrit, de maniére unique, sous la

forme i
> a.X= , avec les a, € S , arbitraires.
ien 1 L
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Pour tout entier r = 0 , soit ‘br 1'idéal de S[ﬁ] engendré par les

X , pour n >r ., On voit que S[[x]] s'identifie au séparé complété de

S[X] pour la topologie définie en prenant comme systéme fondamental de voisi-
s

0 ° pour r et s entiers

nages ouverts de 0 les idéaux de la forme Dr + D

> (0 . En d'autres termes
s(Ix1) = 1im S[x]/(0_+07)

et S[X] est un sous-anneau dense de S[[X]]

Considérons maintenant les trois S-anneaux topologiques suivant :

slx]) = um s[x1/v®
s*l[x]] = Lim s[x]/v_
sIx1] = 1im s[x]/v;

On constate facilement qu'ils s'identifient & des sous-anneaux de S[[X]]

contenant S[X] 1 si, pour tout i = (io,i_l,...,i_n,...) € I , et pour tout entier |
r>0, onpose |i| = 2 i_, ona:
r nxr ~I
. 2 ,
SD[[K]] Z%Z a.K‘l‘ pour tout (r,s) € IN” , les ai_ , avec l_l_]r < 52 '
i€l L sont presque tous nuls s
SUIIx]] =gz a‘2(:i_ pour tout r € IN , les a; . avec |i_|r =0 , §,
€T - sont presque tous nuls
i tout N , les ., i < ,
SCIIX1] ___32 o xb | Pour tout s € es a; , avec \1_\0 s
iell L sont presque tous nuls
On a un diagramme commutatif :
u
s [[x]]
Oy~ X
slx] — s”[[x]] - slixll
/
sClx]]

ol toutes les fléches sont injectives et continues, & image dense.

3.2. Le produit tensoriel S[X] g S[X] s'identifie & l'anneau S[X,Y] des

polynémes en les indéterminées XO’X-—l""’X seee et YO’Y—l""’Y—n"" en

posant X ®1 =X et 1®X =Y
-n -n

_.n'

Notons S[[X,Y]] (resp. SO[[X,X]]) le produit tensoriel complété
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sllx])] ® SI[x]] (resp. SO[[X]] ® SO[[_X]]) . 8i l'on note encore b 1'idéal de

S S
S[_)g,\_{] engendré par les X_ et les Y_ , avec n = r , on voit que l'on a
aussi
slx,¥]] = 1im SIX,¥1/(0_+0)) et s°[[x,¥]] = Lim slx,¥1/v

11 est clair que S[[X,Y]l est l'anneau des séries formelles, & coefficients

dans S , en les X_ et les Y _ . Avec des notations évidentes, tout élé-
ment de S[[X,Y]] s'écrit, de maniére unique, sous la forme 2 a, .X_LZ‘L ,
i,jer L1

~

N . 0 . e
avec les a, . , arbitraires. Ici encore S [[_X,X]] s'identifie & un sous-

€ S
1]
anneau de S[[X,X]]

3.3. Nous allons voir que le Z-foncteur en groupes CW peut se décrire a

1'aide d'une structure de "bigébre topologique" sur l'anneau ZO[[X]]

Soit R un anneau commutatif. On a une bijection naturelle entre l'ensem-
ble des familles a = (...,a_n,...,ao) d'éléments de R indexées par les entiers
< 0 et l'ensemble des homomorphismes de l'anneau Z[_)_(] dans R : & tout

a correspond l'homomorphisme cpa défini par cpa(X_n) = a_n .

L'élément a appartient & CW(R) si et seulement s'il existe des entiers
r et s tels que l'idéal engendré par les a_, . avec n >r , a sa puissan-
ce s-iéme nulle. Il revient au méme de dire que le noyau de 1'application cpa

s
contient 1'idéal br

Par conséquent, si l'on munit R de la topologie discréte, on voit que
CW(R) s'identifie & l'ensemble des homomorphismes continus de l'anneau
Z[g(_] dans R , pour la topologie de Z[x] définie en prenant comme systé-

. 12 S .
me fondamental de voisinages ouverts de 0 les idéaux br . Autrement dit,

CW(R) = Hom (zo[[z]] ,R)
cont

Remarquons maintenant que le lemme 1.3 peut se réénoncer

LEMME 3.1.- la suite des S X ,....X ., X.;Y ,....,Y _,Y ) converge dans
0 m  -m -1"7°0" "-m -1"70
z [[x,Y]]
Notons S = S(...,X_n,...,X_l,XO; ""Y—n""’Y—l’YO) la limite de cette

suite et posons
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Sg =8 = S, X_ s, X_WXo5 Y YY)
S_l_s(. ,X_n_ll IX 21X_11 IY_n_ll--- Y_ZIY_l) 7

S _=s(..X oo X X oY R 4 Y )
-m -n-m -m-1"""-m -n-m -m-1""-m

On voit que ce sont tous des éléments de ZO[[_X,X]] (ne pas confondre

— A . p— §
SO S avec le polynéme SO(XO,YO) XO+YO 1.

PROPOSITION 3.2.-
i) Il existe un homomorphisme d'anneaux continu et un seul

p s 2Z°lx) — z°Ux]) 8 2°UxN = 2°0x, Y]] tel que alx ) =s_

pour tout n .

ii) L'application A munit l'anneau ZO[[X_]] d'une structure de "bigébre

topologique", linéairement topologisée, séparée et compléte.

iii) Pour tout anneau linéairement topologisé, séparé et complet R , le

groupe CW(R) s'identifie a Homcont(xo[[x_]],R) (la_structure de

groupe sur ce dernier ensemble étant induite, de maniére évidente,

par A .

Démonstration : c'est clair !

Remarques :

1.- On voit de méme que, pour tout anneau R (sans topologie), le
groupe CWY(R) s'identifie & Homcont(%u[[zi_]],R) , ou l'on a mis sur R la

topologie discréte.

2.- Soit k un corps parfait de caractéristique p . Il est clair que, pour
tout k-anneau R , CWk(R) s'identifie aussi & l'ensemble des homomorphismes
continus du k-anneau kO[[X]] dans R ; le plongement de D, dans
End(CWk) induit un homomorphisme de l'anneau opposé a Dk dans l'anneau
des endomorphismes continus de la bigébre topologique ko[[z]] . On peut faire
le méme genre de remarque en remplagant k par A = W(k) et D, par Alv].
3.4. Pour tout anneau topologique S et tout S-anneau topologigque B , nous
notons Q,(B) le module des S-différentielles continues de l'anneau B et

S
d =d l'application canonique de B dans Q,(B)

B/S S
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Il est clair que ZO[[_}Q]] s'identifie 8 un sous-anneau topologique de

0
@ [[x]] et que
de

QZ(ZO[[_}Q]]) s'identifie & un sous—ZO[[X]]—module topologique
QCD(CDO[[X]]) . Posons
P [[x]]) = (o € @ [[x]] | do € 0 @ ([xI)} .

On voit que P(ZO[[_XH) est fermé dans CDO[[X]] . C'est le sous—ZO[[z]]—
module de CDO[[_X]] formé des séries formelles ZaiXL (la sommation étant

({o,-1,...,-n,... 1 )

i o, i ,0.) ENN a coefficients dans
0’ -1 -n

@® qui, d'une part, sont dans CDO[[X]] (i.e. on a un nombre fini de aLi #0

étendue aux i = (i

avec I_i_‘r < s , pour tout couple (r,s) € ]N2 ) et, d'autre part, satisfont

i ai € Z , pour tout i et tout entier n = 0

On définit de la méme maniére
P@’llx, Y1) = (o ellx, )| du e ay @ [lx, Y1)

Nous allons établir le résultat suivant :

PROPOSITION 3.3.- Soit §,,5_,...,8_ ,... les éléments de z°[x, Y]l qui
définissent la structure de bigébre topologigue de %%[XH . Alors
-np" -n,p" ~n.p"
i) les séries de terme général p X_rl , P Y—n , P S—n convergent

dans P(%O[[E_(,X]]) et 1'on a

_ n L -n n ® -n n
p nXF_’ + Zp YP = ZYp P

o}
Less

s noq
, YP Thay -, sP "ias

n
ii) les séries de terme général XF_)n_ldX

convergent dans Q%(ZO[[_X,X]]) et 1'on a

i n ® n_ o n__

TxP -lagx + »vP lay = »sP “las .
n:O -n -n n:O -n -n n:O -n -n

Démonstration : la proposition résulte trivialement du lemme suivant :

LEMME 3.4.- Pour tout entier r > 0 , soit b 1'idéal de @I[X,Y] engendré

par les X“n et les Y_n , pour n >r . Quels gue soient les entiers r et

s = 0 , il existe un entier m(r,s) tel que, si m > m(r,s) , alors

Sk

n m n m n
-n.,p “N,p - “Nap S
+ =
p X2+ Zp YD nzziop sP  (mod v’) ,

n n=0 -

ol —hf désigne 1'adhérence, dans CDO[[X,X]] , de 1'idéal bf de @IX,Y] .

Démonstration : il est clair qu'il suffit de démontrer ce lemme lorsque les

r
entiers r et s satisfont r>1, s >p et s £ p . Montrons qu'alors la
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congruence annoncée est vérifiée dés'que m > r-1+(s-p)/(p-1)

il résulte de la définition des polynémes Sn gque l'on a

m __ N m _. I m _n, pb
TP o+ D P = P P
n=0 - n=0 . n=Q -n
en posant T—n = Sm—n(x~m’x—m+1'""X—n;Y—-m’Y—m+l""’Y—n) . I1 suffit donc

n —_
de montrer que, pour 0 £n <m , on a Tpr1 = SE_)rl (mod bf)

8 Si n=>=r, on voit que T et S N appartiennent & l'adhérence de br ,

n n
donc que TP et 8P
-n -n

r

N

n r
appartiennent tous deux a bf c bl? c bf’ , puis-—

que s < p

B Si n<r, ona, d'aprés le lemme 1.3,

. (X l,.-./X ;Y |/---/Y )
m -n -m -n -m -n

= Sm'+1—n(X

S
Py —n’Y—m'—l""'Y—n) (mod br_n+n) ,

pourvu que m'-n > (r-n)-1+(s-p)/(p-1) . C'est donc le cas si m' = m

~

et, par passage & la limite, on en déduit T = S o (mod brs) ; donc, a
n n — B -

fortiori, TP SP (mod v°)

—_— -n -n r

1]

§4.- Le groupe formel des covecteurs.

4,1, Soit k un anneau commutatif. Par restriction a la catégorie des k-anneaux,

CW définit un k-foncteur en groupes CWk

~

Soit k un anneau commutatif pseudo-compact. Par restriction & la caté-

gorie des k-anneaux finis, CW définit un k-foncteur formel en groupes que

nous notons (;X\IVk car c'est la complétion formelle du k-foncteur CWk

Soit R un k-anneau fini. C'est un anneau artinien et son radical rs
est nilpotent. On en déduit que C/'\7\/'k(R) = CW(R) s'identifie & l'ensemble des
covecteurs a = (...,a_n,...,a_l,ao) , avec les a_r1 € R vérifiant
(") pour presgue tout n , a_n € rR .

4.,2. Soit toujours k un anneau commutatif pseudo-compact. Si R est un k-
anneau fini, que 1'on munit de la topologie discréte, on a

N
CWk(R) = CW(R) = Homcom(ZO[[X]],R) . Considérons le produit tensoriel topolo-
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gique B0 - ZO[[XH ézk = lim (%0[[}_(]]/\3:) ®_(k/a) , pour r et s entiers

k Z.

>0 et a 1idéal ouvert de k ; c'est un k-anneau topologique, linéairement
0

R des homomor-

k cont k ) ©

phismes continus du k-anneau topologique Bg dans R . Par conséquent (cf,
VN

n° 1.4.8) CWk est un k-groupe formel dont l'algébre affine s'identifie & la

complétion profinie de Bg .

PN
topologisé, et CW. (R) s'identifie & l'ensemble Hom (B

Si ® : R - S est un épimorphisme de k-anneaux finis, l'application
Pas PN PN
CWk(cp) : CWk(R) - CWk(S) est clairement surjective ; par conséquent, le k-
N

groupe formel CWk est lisse.

~ N ) . s . u L ra s
De la méme maniére, par restriction aux k-anneaux finis, CW définit
N

un k-foncteur formel en groupes CWE . On voit que c'est un k-groupe formel

lisse dont l'algébre affine s'identifie & la complétion profinie de
R N
Bl]i = Zu[[XH ®% k . Il est clair que CWE s'identifie de maniére naturelle &
oy
un sous-groupe de CWk .
Remargues :
PN ~

c > 4, c
1.- Soit CW]< (resp. CWk' ) la composante connexe de CW]< (resp.

PN
CWE) . On voit facilement que, pour tout k-anneau fini R , de radical re

on a

)|a_n€rR , pour tout n=0} ,

{a=1(..a ,...,ao) | les a__ sont tous dans r. et presque tous nuls} ,

E’C) s'identifie & la complétion pro-
finie de Bk = ZC[[X]] é% k (resp. Bk = z[[x]] éZ k) : on voit d'ailleurs que

Bk est déja profinie et s'identifie au k-anneau topologique k[[g(_]] des séries

formelles en les X 4 coefficients dans k .

PaN c PN
et que l'algébre affine de CWk (resp. CW
c

2.- Si k est artinien, la topologie de k est la topologie discréte, et

alors B) = k°[x1] , B = «Mlx]] . B = xClx]) B, = x[x]]

B
k
4.3, Supposons maintenant que l'anneau commutatif pseudo-compact k est
parfait de caractéristique p . On a un homomorphisme évident de l'anneau

N
End(CW,) dans l'anneau End(CW,) des endomorphismes du k-groupe formel

k k

VN

CWk . On vérifie facilement que la restriction de cet homomorphisme a Dk est
Pas

injective. Ceci nous permet d'identifier Dk d un sous-anneau de End(CWk)
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Remarques : supposons que Kk est un corps parfait de caractéristique p .

A
1.- Soit B l'algébre affine de 1'un des quatre k-groupes formels CWk ,
P N
u,

N
CWE , CWE , CWk ¢ . L'image canonique de Z[X] dans B s'identifie &

1'anneau k[zi_] des polyndmes en les X_ a coefficients dans k et est den-
se dans B . Soit T un automorphisme du corps k et soit ¢ un endomor-
phisme continu de la structure d'anneau de B , T-semi-linéaire (i.e. tel que
p(Ax) = T(Mo(x) , si A €k, x € B). Comme k[X] est dense dans B ,

o est complétement déterminé par les cp(X_n) , pour n =0

Le Frobenius FB est o-semi-linéaire et I'on a évidemment FB(X_n) :X?n'
L'endomorphisme de multiplication par p est linéaire et il résulte de la formu-
le (6) du paragraphe 2 que p(X_n) = X?n—l

Le décalage VB est o_l—semi—-linéaire et vérifie FBVB = p . Soit Vé

1'unique endomorphisme continu, -semi-linéaire, de B tel que

.
, pour tout n = 0 , On voit que FBVi3 est linéaire et vérifie

VB(X_n) = X_n_1
! = D L = ol o= i
FBVB(X_n) X—n—l . On a donc FBVB p FBVB , d'ou VB VB , puisque
FB est injectif, En particulier
(1) VB(X_n) = X—n—l
PN u
2.—- La formule précédente implique que CWk est la "composante unipo-
N

tente" de GWk (cf. n°I.7.6).

3.~ Par complétion, on voit que ﬁk = lim Dk/mek s'identifie encore a

A - .

un sous-anneau de End(CW.) . On voit qu'en fait D s'identifie & un sous-
anneau de l'anneau Endcont(cwk) des endomorphismes '"continus" de CWk

(i.e. des endomorphismes qui opérent continlment sur chaque groupe topologique

) . L'idée de la dé-
A

~

A~ A~
CW. (R) ). On peut montrer que l'ona D, = EndCO (Cw

k ~ k nt k
monstration est la suivante : co/r\nme CWE est "dense" dans CWk , pour c/o\n-
naftre un élément de Endcont(cwk) il suffit de connaftre sa restriction & CWE;
c'est Br\l endomorphisme de C E , d'aprés la remarqus\précédente (qui implique
gue /(iWLkl est un soB\s—groupe "caractéristique" de CWk ) ; on vérifie que
lij\nd(CW}Li) = lim End((Wm)k) = lim Dk/:\_/'r,n\Dl< = f)']\f : il reste alors fivconstater que
Dk s'identifie & un sous—an/n\eau de Dlz-/ et qu'un élément de o définit un
endomorphisme continu de CWE si et seulement s'il appartient & ]Sk

4.4, Soit k un corps parfait de caractéristique p . Si R est un k-anneau
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profini, c'est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet et l'on a

VN
encore CWk(R) = CW, (R) = CW(R) . C'est encore un Dk—module topologique.
N
CWk(R) comme des covecteurs, on

k
Lorsque l'on représente les éléments de

voit que

B si R est un k-anneau profini local, son idéal maximal m est topologique-
ment nilpotent et

a € R, pour tout n ,

N -n
ka(R) R (""a—n""'a—l’a()) a_ €m , pour presque tout n ;

B dans le cas général, le k-anneau profini R s'écrit comme un produit

S P
| lR], de k-anneaux profinis locaux et CWk(R) est le produit des ka(Rj) :
je] ,

on a donc

a € R, pour tout n ,

-n
C/V\\/' (R) ={a=1(..,a a a.)
k - Ten =170 | pour j fixé, a—nj Emj pour presque
tout n ,
ol l'on a noté a—nj la projection de a_, sur Rj et mj‘ l'idéal maxi-
mal de Rj

4.5 On suppose toujours que k est un corps parfait de caractéristique p et

on pose A = W(k) , Dk = A[E,y] . Nous allons étudier la structure du Dk—
PN

module topologique CWk(R) lorsque R est un k-anneau fini ou profini. Pour

cela, introduisons quelques définitions

soit M un Dk—module topologique. On suppose M profini (resp. pro-

artinien) en tant que A-module topologique (cf. n° I1.3.4)

B nous disons que M est un D, -module A[F]-profini (resp. A[F}-pro-

k
artinien) si les sous-A[F]-modules ouverts forment un systéme fondamental

de voisinages de 0 ;

B de méme, nous disons que M est un Dk—module Dk—grofini (resp. Dk-—pro—

artinien) si les sous-D. -modules ouverts forment un systéme fondamental de

k
voisinages de 0

PROPOSITION 4.1,- Soit R wun k-anneau fini ou profini.
N

i) Muni de sa topologie naturelle, CWk(R) est un Dk—module A[E] -pro-

artinien.
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ii) Le sous-module C%E(R) , .qui est ouvert dans Cﬁ\/k(R) , est un Dk—-

(R) tels que la suite

module A[F]-profini ; il est formé des a € W

k
des Png tend vers 0

Py P
iii) Le sous-module CWet(R) , qui est fermé dans CW, (R) , est un D, -

k k k
module Dk—pro—ar'tinien, discret si R est fini ¢ on a
N et @ A ® N
W, ®R) = N F'EW, R) = N p"EW, (R)
n=0 n=0

Démonstration : par passage a la limite, on voit qu'il suffit de démontrer

cette proposition lorsque R est un k-anneau fini. Soit alors r son radical

R
t
et Ret la partie étale de R , de sorte que R = Re @ r

R -
Montrons (iii). Il est clair que CJ/'\?\/'?(R) = (f'\\Nk(Ret) est fermé dans

(3/'\7Vk(R) . Comme IRet est réduit, il n'a pas d'idéaux nilpotents non triviaux J

et on en déduit que CW (R) CWk(Ret) s'identifie a CwW" (R et) et est muni

de la topologie discréte, L anneau R®Y s'écrit comme le produit d'un nombre

fini d'extensions finies ki du corps k . On voit que CWk(Ret) s'identifie

3 la somme directe des ka(ki) ; si l'on pose Ai = W(ki) et si 1'on note

Ki le corps des fractions de Ai , on sait (cf. n° 2.3) que ka(ki) s'iden-

tifie, au A-module Ki/Ai , 1'action de F étant donnée par Fa = o(a) , pour
A :
tout a € Ki/Ai ; on en déduit que (3/\7\/'; (R) , isomorphe & la somme directe

des Ki/Ai est artinien et divisible, donc que |

g N N
N P EWS'R) = m PEWSR) = SWTR)
n=0 k k k
si n est un entier tel que rg = 0 , on voit que
P N N
pPEW, (R) = F'EW, (R) = GWwtw)
k = k k
ce qui achéve de prouver (iii).
N.C .
Le Dk—module CWk(R) est formé des a = (...,a_n,...,ao) tels que
a_n € 'R pour tout n et est isomorphe, en tant qu'espace topologique au
produit direct rl]i\T . On voit que les
U(R,rR,S)
pSn
={a=(..a_,...a))]a_ €ry , pour tout n , et a_ €ry , si n<s},

pour s € IN , forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0

dans CJ/\?\/'E(R) et sont des sous-A[F]-modules.
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Soit {yl,yz,...,yd,] une base de r, sur k . Pour n € N et

k
nulles, sauf celle d'indice -n qui est égale a Yj . On voit tout de suite que

.l N C
1 <j<d , soit Xn . 1'élément de CW,(R) dont toutes les composantes sont

7

N
le quotient CWE(R)/U(R,rR,s) est engendré, en tant que A-module, par les

images des Voo pour n < s . C'est donc un A-module de type fini. Comme

1

N\
CWE(R) est un groupe de p-torsion, on en déduit que les A[F]-modules

VN
CWE(R)/U(R,rR,s) sont des A-modules de longueur finie. Par conséquent,

PN
CWﬁ(R) est un D, -module A[F]-profini.

k
m m

Soit m un entier tel que rg =0. Ona I a=0, pour tout 7

N\
a € CWE(R) . Réciproquement, si a € CWk(R) est tel que la suite des Eng

N N

tend vers 0 , on a En_q € CWEt(R) , pour n>m , Comme CW;t(R) est
discret, on a Ena =0 , pour n suffisamment grand, et toutes les composan-

a :

N
kR) . Par conséquent, EWE(R) est

k
Fn_a_l tend vers 0 .

N\
tes de a sont dans rp - donc a € CW

PSS
bien l'ensemble des a € CW, (R) tels que la suite des

K £
Comme C/'\T\/k(R) = C/'\7V'(R,rR) , les U(R,rR,s) , pour s € IN , forment
encore un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 dans C/’\\Nk(R) . En
particulier, C/\7V'§(R) = U(R,rR,O) est ouvert dans C/\7V'k(R) , ce qui achéve de
prouver l'assertion (ii).
Comme @Vk(R) = C/'\7V'§(R) &) 6’\\/\/'Et(R) , l'assertion (i) résulte des deux

autres.

§5.- Relévement des covecteurs.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, k désigne un corps parfait de
caractéristique p , on pose A = W(k) et on note K le corps des fractions

de A : on note o le Frobenius absolu opérant sur k , W(k) = A et K .

5.1. Appelons anneau p-adique (cf. Lazard, [35] p. 69 ; Serre dit " p-anneau

strict" dans [43] p. 46) tout anneau R linéairement topologisé, séparé et

n
complet, dont la topologie est la topologie p-adique (autrement dit R = lim R/P R,
chaque quotient étant muni de la topologie discréte), et qui est tel que p est

non diviseur de zéro dans R .

De méme, nous appelons A-anneau p-adigue tout A-anneau linéaire-
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ment topologisé qui est un anneau p-adique.

Si R est un A-anneau p-adique et si l'on pose @K = R@A K , on voit

que R s'identifie & un sous-anneau de RK et que le A-module RK , muni de
la topologie p-adique, est linéairement topologisé, séparé et complet : on a

RK = lim RK/me , chaque quotient étant muni de la topologie discréte.

PROPOSITION 5.1.- Soit ® un A-anneau p-adigue. Soit

A-linéaire continue.

n
- ~ " . -n» ‘
a = 'a—n"“'a—l'aO) € CWA(R) . La série de terme général p a’ ~ converge, |
dans RK = R@AK , pour la topologie p-adique. Notons V’\}D?,(é-) la somme de
cette série. L'application VGR : CWA(R) - Ry ainsi définie est une application

Démonstration : on a CWA(R) = CW(R) = lim CW(R/me) . Posons

R = f/pR , et, pour tout a €R , notons a son image dans R . Si on se

donne une suite d'éléments a , ¢+ pour n €IN , de R , on voit facilement

que (...,5_n,...,§_1,50) € CW,([®) si et seulement si
(o,a_..ia_j.3p) € CWR) .
Soit & = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWA(R) . Alors
a = ( "a—n""'a—l’aO) € CW(R) et il existe des entiers r et s tel que
1'idéal n de R engendré par les a L ¢ avec n > r , est nilpotent. Si t
t - ~nt

est un entier tel que nP = 0 , on en déduit, en particulier, que agn € PR ,
st ~ b, n-t n-t

pour tout n>r :si n>r e n=>1t, on a donc apn=(apn)p € pP R

-n-~_N n-t B -
ou encore p nai_)n € pP N ; la convergence de la série de terme général

-n~,.n . L X n-t
p aI_?n résulte alors de ce que, pour t fixé, la suite des p -n tend vers

1'infini.

Considérons une suite (é'm)m convergente d'éléments de CWA(R) et

N
soit a sa limite. Posons a_ = (...,a ..., 4 ) et a=(.,a ,..4).
= —m m,-n m, 0 -n 0 |
On voit que la suite des a_ = (...,a ,...,a_ ) converge, dans CW(R)
~m m,-n , 0
vers a = (...,a _,...,a
= ( -n 0)

Comme la topologie de CW(R) est celle de la lifnite inductive des
CW(R,n,r) (cf. n®° 1.6), il existe un idéal nilpotent n de R et un entier r
tel que a_n €En et a—n,m €n pomir tout n > r (et ceci quel que soit m ).
Choisissons un entier t tel que nP = 0 . Le méme raisonnement que celui

que l'on vient de faire montre que, si n=2r et n =1t , on a
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n n-t

-n- n-t_p -n~ -n
p 3P € pp R et p 3P € pp R , quel que soit m
-1 m,-n
Soit u un entier = 1 . Soit nO un entier vérifiant n0 >r et no >t
n_
tel que p -n>u si n = n, . On voit que l'on a
n n
-na.p __-nap u
a = a mod , t > t
p M, -n p n (mod p R) pour tout n=n, et tout m

~

La convergence de la suite des a dans CWA(R) vers a implique la

convergence, pour tout n fixé, de la suite des a N dans R vers a
, -
Il existe donc un entier m, tel que si m = mD et n = n, . on a
~ ~ u ~ iy s
a_n o = a_n (mod p R) . Avec les mémes conditions sur m et sur n , on a
1
donc
P Pn Upn
a = a (mod p =~ ) ,
-n,m -n

ou encore

-n.p" -n.p" up -n
) = a mod ,
N ( P )
d'ou
n.p” . p" "
= 3 d
P a o, =P & (mod p R)
n .
car up -n =>u si n=0
(oo
On voit donc, finalement, que si m>m_, , ona w. (@ )= 2p ngP
n 0 R —m n=0 m,-n
(oo
est congru (mod p'R) & 2 op népn = VTIR(_é_) , ce qui implique la continuité de
R n=0 -
w
™

I1 résulte immédiatement de la définition des polyndémes Sn gque la res-
triction de VTJR a CWY(R) est additive. Comme on voit que CcW'(R) est un
sous-groupe dense de CWA(R) , le fait que VGR est additive s'en déduit par

continuité.

Comme le sous-groupe de A engendré par les [x] , pour X € k , est
dense dans A , il suffit alors, pour montrer que V?IR est A-linéaire, de véri-
fier que VTIR([X]_a_) = [x]vTIR(_a_) , pour tout x € k et tout a € CWA(R) ¢ ceci

résulte immédiatement de l'assertion (i) de la proposition 2.3 et du fait que
n

o MNP = [x]

Remargue : on aurait pu aussi déduire cette proposition de la proposition 3.3.

5.2. Soit toujours R un A-anneau p-adique. Posons R, = R ®A k = R/pr . 1l

k
est clair que l'application canonique de R sur Rj induit une application A-
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linéaire continue de CWA(R) dans xCWk(Rk) ; on voit que cette application

est surjective et que son noyau est le sous-A-module fermé CWA(pR) de

CWA(R) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont dans pR .

~

n , . '
Comme p -n = 1 , pour tout entier n = 0 , on voit que l'image par WR de

CWA(pR) est pR . Par passage au quotient, on en déduit une application A-

linéaire continue, que nous notons WR de CWk(R-k) dans le module quotient

RK/pR )

On voit que cette application WR peut se construire ainsi : si

a = (...,a_ ,...,a_l,ao) € CWk(Rk) , on choisit, pour tout n , un relédvement
- n o o ~naph
a de a_n dans R ; alors la série de terme général p a_n converge

dans RK et son image dans RK/pR ne dépend pas du choix des relévements .

des a : c'est WR(Q)

Remarques.

1.- 11 est clair quer w et w sont des transformations naturelles au
sens suivant : soit R et § deux A-anneaux p-adiques et soit ¢ un homo-
morphisme du A-anneau R dans § ; il est clair que ¢ s'étend de maniére
unique en un morphisme cpK de R dans 8, 6 = S®A K et induit, par passa-

K K
ge au quotient une application A-linéaire ¢ de RK/pR dans SK/pS ; de

méme, o induit un morphisme cpk de Rk dans 8k =8 ®Ak ; 1l est immé-
diat que les diagrammes
W w
CW , (R) ———=8 Cw, ®,) Ry /PR
1 oW , e (1) CW(Cpk)l 3 |
Wg Wg
ch(s) — 8 cwk(sk) ——-——»SK/pS

sont commutatifs,

2.- L'application WR n'‘est, en général, ni injective, ni surjective. Tou-

tefois, dans le cas ou Rk = k' est un corps parfait contenant k , on voit
que W& n'est autre que l'application réciproque de K'/pA' (o A'=W(k") ,
K' = Frac(A') ) dans CWk(k') construite au n° 2.3 ; en particulier wo est

alors un isomorphisme. Ceci reste, bien sdr, encore vrai dans le cas ou Rk

est le produit d'un nombre fini de corps parfait contenant k

5.3. Soit R wun anneau linéairement topologisé. Nous disons qu'un idéal 1

de R est un idéal co-p-adique s'il est fermé et si l'anneau R/I , muni de la

98




COVECTEURS DE WITT

topologie quotient, est un anneau p-adique.

Nous disons qu'un anneau (resp. un A-anneau) est un anneau pro-p-adique

(resp. un A-anneau pro-p-adique) si, en tant qu'anneau topologique, il s'iden-

tifie a l<i£n R/1 , pour I parcourant l'ensemble des idéaux co-p-adiques de
® . En particulier, tout A-anneau pro-p-adique est un A-module topologique,

sans torsion.

Soit R un A-anneau pro-p-adique. Nous disons qu'une famille 3
d'idéaux co-p-adiques de R détermine la topologie de R siles I+ an ,
pour I € 3 et n € IN , forment un systéme fondamental de voisinages de 0
dans R . Il revient au méme de dire que tout idéal ouvert de R contient un
idéal de la forme I + an , avec I €3 et n € IN . S'il en est ainsi, R
s'identifie & lim R/T .

Ie3

Il est clair que, si R est un A-anneau pro-p-adique, l'ensemble GR

de tous les idéaux co-p-adiques de { détermine la topologie de R . '

Soit ® un A-anneau pro-p-adique et soit 3 wune famille d'idéaux co-p-

adiques de R qui détermine la topologie de R . Nous posons RK =R ®A K
3 . o
et R, = lim (/D) ®, K = lim (R,/IR,)

1€d 1€
Si I'on munit chaque quotient RK/IRK , gqui est un espace vectoriel sur

K , de la topologie p-adique, éK devient un K-anneau topologique ; en tant

que A-module, il est linéairement topologisé : c'est le séparé complété de E-BK

pour la topologie définie en prenant comme systéme fondamental de voisinages

de 0 les sous-A-modules de la forme IRK+an , pour T €38, n €N .

L . , ~3 .
L'injection canonique de R dans RK est continue.

Pour tout I € 3 , on a, d'aprés la proposition 5.1, une application A-

~

linéaire continue Wo /1 de CWA(R/I) dans (6~‘¢/I)K . La commutativité du dia-

~

gramme (1) permet de passer & la limite et on en déduit une application A-

linéaire continue

~3 ~ 3
wo CW,(R) = Ry .
. oA R A~ A AT
Ici encore, si & = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWA(R) , WR(_Q_) est la somme

L .y -nsph
de la série convergente de terme général p apn .

De méme, si l'on pose R, = f/pR , on définit, par passage au quotient,

k
ou par passage & la limite en utilisant la commutativité du diagramme (1'), une
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application A-linéaire continue

& ~3
wp 1 CW, ®,) - R, /PR
Si a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWk(Rk) et si a_  est un relevement de
a_n dans R , Wg(g) est 1l'image dans RK/pR de la somme de la série de

.. -Nn.
terme général p &P

~

5.4. La construction de l'anneau RK , associé a un A-anneau pro-p-adique f

et & une famille 8 d'idéaux co-p-adiques de R qui détermine la topologie de

R , présente deux inconvénients

~3 . .. s 4z ,
B la structure de &K dépend, en général, de maniére considérable, du choix

de la famille &

B si on choisit pour 8 l'ensemble de tous les idéaux co-p-adiques de R ,

Ly

~3
l'anneau RK obtenu est en général "énorme" et peu maniable.

~

On est alors conduit 3 remplacer RK par un anneau plus agréable, l'an-

~

an ) : , ) e
neau f des "fonctions analytiques", qui s'identifie & un sous-anneau de
K aq

chacun des RK

~

, an
Pour simplifier, nous n'allons donner la construction de RK que dans le

cas particulier ol nous en aurons effectivement besoin :
dans toute la fin de ce paragraphe, on note KXK' 4une extension finie tota-
lement ramifiée du corps K , e le degré de l'extension, A' 1'anneau des

entiers de XK' , 7 une uniformisante de A’

~

Nous allons définir 1'anneau R;n lorsque R est un A'-anneau profini,
formellement lisse, "localement de dimension finie", autrement dit, R est un
A'-anneau profini et chaque composante locale de f est isomorphe & un anneau
de séries formelles, & un nombre fini d'indéterminées, & coefficients dans l'an-
neau des entiers d'une extension finie non ramifiée de K' . Pour alléger 1'écri-

ture, un tel anneau est appelé, dans la fin de ce paragraphe, un A'-anneau
spécial,

Soit R un A'-anneau spécial et soit =R ®A K=g ®A' K

RK
B Supposons d'abord que R est un anneau local et soit mR son idéal maxi-

mal. Pour tout entier s = 1 , soit IS le sous-A'-module de szK défini
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o

-n+ ~
par ] = o n lmns . On note Ran le séparé complété du A'-module R
S n=1 R K K
pour la topologie linéaire définie en prenant les IS comme systéme Ifonda-
mental de voisinages ouverts de 0 ; on a donc @En = 1<i_r_n RK/IS , chaque

guotient étant muni de la topologie discréte. On voit tout de suite que

IS.IS ond IS et que TT—tIS c IS, si (t+1)s' < s ; on en déduit immédiate-
ment que le produit dans RK est continu, d'ol une structure de K'-anneau
topologique sur ssu;n (la topologie de K' étant la topologie p-adique ; on

~

an . . C 2 ' :
voit que RK est linéairement topologisé en tant que A'-module, mais pas

en tant qu'anneau).

e Si R est un A'-anneau spécial quelconque, et si ® = | \Rm est la décom-
~ T 7. yan
position de R en produits d'anneaux locaux, on pose Rin = l l(ﬂm)K

C'est donc un K'-anneau topologique, séparé et complet, et c'est un A'-mo-

dule linéairement topologisé.

PROPOSITION 5.2, -

i) Si R est un A'-anneau spécial, l'application canonique de R dans
~an

RK est continue et injective.
, s . oy an \ .
il) Si R et & sont deux A'-anneaux spéciaux, (R @ 8)r  s'identifie
. =2an 2 ~an , ~an ~an
canoniguement a R ce gui a un sens car t
q R ®p 8¢ (ce g Rg et 8

sont des A'-modules linéairement topologisés).

g . san . . .
iii) La correspondance R~ RK est fonctorielle ; plus précisément, si -

®: R - & est un homomorphisme continu de A'-anneaux spéciaux, il

dans &7 qui

. . R L .. I\an
existe un homomorphisme continu et un seul de RK

prolonge o .

~

Nous allons d'abord donner une description "explicite" de R;r.l" Ioréque le
-A'-anneau spécial R est un anneau local. Dans ce cas, .soit I - un idéal de
R qui est un élément maximal de l'ensemble des idéaux co—p—adique‘s de R et
soit A" l'anneau-quotient &/I . On voit que A" est l'anneau des entiers

d'une extension finie non ramifiée X" de K' et que, si l'on choisit un sys-

téme minimal de générateurs Xl’XZ""'Xd de I , l'anneau R s'identifie &
Av[[x]] = A”[[XI’XZ"“’XdH . Soit @%{ le K'-anneau topologique lim RK/Imﬁ%K ,

chague quotient, qui est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps XK'

étant muni de la topologie p-adique (dans la terminologie du n° 5.3, on a
AI ’*8 m) ) AI

RK = RK , avec & = (I mEN I1 est clair que RK s'identifie & l'anneau
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K [[x]] = K“[[Xl,Xz,...,Xd]]

LEMME 5.3.- Reprenons les hypothéses et les notations qui précédent. La topo-

x
|
|
|
i
e
|
%
s
i
E
%
;
]
i
;
]

logie de RK définie par les IS est plus fine que celle qui est définie par

L . , , ~an ~
les ™+ p’R . On en déduit une application continue de RK dans RK . |
Celle-ci est injective et son image est formée des éléments de ETEK ui peu-

STV n
vent s'écrire sous la forme 20 m rlun , avec u. €1 , pour tout n , et les |
n=0

vn sont des entiers tels que, pour tout e > 0 , la suite des —vn + ne tend

vers l'infini,

~ ~

Remargue : la derniére assertion signifie que l'image de R?n dans RK est
X

formée des séries formelles £(X ) , & coefficients dans K" , qui sont

1o Xy
telles, que pour tout d-uple (xl,xz,...,xd) formé d'éléments appartenant a
1'idéal maximal de l'anneau des entiers du complété C d'une cléture algébri-
gue de K" , la série f(xl,xz,...,xd) est convergente dans C

Démonstration du lemme : pour tout i = (i,,i,,...,i,) € n? , posons
X‘i = Xilxiz Xid et |i| =1, +1i, + +1 On voit que tout élément d E%I
X 1 Xy Xy i 1 g T q q e e Ry
s'écrit, d'une maniére et d'une seule sous la forme

T oax
i_é]Nd L

avec les a, € K" , et que R (resp. ‘RK) s'identifie au sous-anneau de SA%II<

1 ,
formé des ZaiX'l' tels que ai € A" pour tout i (resp. tels que les ai

sont & dénominateurs bornés).

On voit aussi que 1'idéal maximal de R est m, = (m,I) = (TT,Xl,...,Xd)
et on en déduit que, pour tout entier r = 1 , m; est 1'idéal engendré par les
ﬂr—li—‘x_i— , pour 0 < l;_\ < r ; autrement dit méj est un sous-A'"-module fer-
mé de R , topologiquement libre, admettant comme base topologique les
wr_li—\x—i’ , pour 0 s |i]| =1 , et les Xi— , pour |i]| >r

Soit maintenant s wun entier =1 ; si n = 1 , on voit que —n+1mns

R
est un sous-A"-module fermé de RII< , topologiquement libre, admettant comme

ns—[i_]—n+1xi_ , pour 0 < |i| < ns , et les ﬁ—n+12<-_i_ ,

base topologique les

pour |i| > ns . On en déduit facilement que Is est formé des éléments

Eaigg-l- de R vérifiant

K
(1a) si |i]| =8, v(ai_) >s - |i] ,
(1,) si ms < |i| < (m+l)s , v(a,) 2 -m+1 , pour m entier > 1 ,
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ol l'on a noté v la valuation de K" normalisée par v(m) =1

i :
Soit uj = Zai J.&“ , pour j € IN , une suite d'éléments de R qui est

K
une suite de Cauchy pour la topologie définie par les IS . La condition (la)

implique que, pour i fixé , la suite des ai i converge dans K" ; ceci

—_

signifie que la suite des u, est aussi une suite de Cauchy pour la topologie

définie par les ™+ an ; par conséquent, la premiére topologie est plus fine

£ s . . . an
que la seconde, et on voit immédiatement que l'application de RK dans RK

que l'on en déduit est injective.

p— ~

Soit ]S 1'adhérence de IS dans RII< (pour la topologie définie par les

™+ an ) : il est clair que ]_s est formé des 2 aiX‘l‘ € SQIK qui vérifient les
conditions (1a) et (lb) . Un élément ZaixL € @%{ est dans l'image de ézn si

et seulement s'il est congru, modulo chaque Ts , & un élément de RK .
.y ~T - .
On voit facilement que tout élément de &K qui n'est pas dans RK peut
fos) -— N
s'écrire sous la forme U m Jun ol
j=0 j

B les xj forment une suite strictement croissante d'entiers = 0 ,

B les nj forment une suite strictement croissante d'entiers = 0 ,

n,
B pour tout j , u, €1 , et, si j =1, le terme homogéne de degré nj
]
en Xl""’Xd de unj
21 2 . \ ~an .
Supposons qu'un tel élément soit dans l'image de RK ; on voit que,

> 1 , presque tous les Jun sont dans —I—s . Mais, pour j=1,

n'a pas tous ses coefficients divisibles par

pour tout s
-\ - ]
it Jun € IS implique que - )“j > -m+1 si nj < (m+1)s donc que
j ,

- )\j+(nj/s) > 2 . Par conséquent, pour tout s = 1 , on a —xj+(nj/s) > 2,
pour presque tout j ; il est clair que ceci implique que, pour tout e > 0 ,
‘la suite des —xj+nje tend vers l'infini, et 1'élément considéré est bien de la

forme indiquée dans le lemme.

© =V -
. , n A I n
Réciproquement, soit a = 2L 1 u, un élément de RK avec un €1,
n=0
pour tout n , et “V, + ne tend vers l'infini, pour tout ¢ > 0 fixé. On a

alors, pour s fixé, —\)n > -(n/s)+1 , pour presque tout n ; ce qui,

v —
d'aprés (1,) implique que 1 nur1 € IS ; on en déduit que 1'élément considé-

b
) , , ~an A
ré est bien dans l'image de RK dans RK .
Compte-tenu du lemme précédent, la proposition 5.2, est essentiellement

triviale lorsque les A'-anneaux spéciaux qui interviennent sont des anneaux lo-
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caux ; le cas général s'en déduit en' décomposant les anneaux spéciaux qui in-

terviennent en produits d'anneaux locaux.

22M)

5.5. Soit R® wun A'-anneau spécial. Notons QA,(R) (resp. QA,(RK le A'-

module des A'-différentielles continues de & (resp. @;n) . L'injection canonique
de ® dans @;n induit une application A'-linéaire de QA‘ () dans QA' (@En) p
on voit que celle-ci est injective, et nous l'utilisons pour identifier QA,(R) a
un sous-module de QA,(é;n) . Si d désigne l'application canonique de @;n
dans QA,(ézn) , nous notons P(R) l'ensemble des éléments a € R tels que
da € Q

K
A (R) . Il est clair que c'est un sous-A'-module fermé de %

qan
Supposons ® local et choisissons des coordonnées Xl'XZ""’Xd . Alors
R s'identifie & l'anneau A"[[XI’XZ’”"Xd]] des séries formelles en les X, &
coefficients dans A" , anneau des entiers d'une extension finie non ramifiée

~

K" de K' ., Utilisons le lemme 5.3 pour identifier sizn a un sous-anneau de

_ S
21-.-1Xd]] - RK .

Soit a = Eai;g'l‘ € SQI . On voit que a € P(R) si et seulement si les

krllx,,x

K
deux conditions suivantes sont satisfaites

(2,) pour tout i = (il,iz,...,id) € I[\Td et tout j € {1,2,...,d} , on a
i.a, € A"
i

Soit Vo la composante homogéne de degré n en les X, de o . La

r

condition (Zb) implique que si r, est le plus grand entier tel que p ™ < n ,
r r ® -r

alors p™_€R ; sionpose u =pPv_, on voit que a= 2 p Du_ ,

n n n n=0 n

avec u_ e ; comme il est clair que, pour tout e > 0 , la suite des

- + ne tend vers l'infini, il résulte du lemme 5.3 que la condition (Zb) im-

plique la condition (Za) .

Pour tout i = (il,iz,...,id) € INd , #0=1(0,0,...,0) , notons h(i) le
plus grand entier h tel que ph divise tous les i]. . On voit que P(R) est
la somme directe de K" et d'un A"-module topologiquement libre admettant com-
me base topologique les p_h('_i")xi' , pour i € ]Nd , 1 #0

Si nous revenons maintenant au cas ol R est un A'-anneau spécial quel-

conque, et si R= \ \Rm représente la décomposition de R en le produit de
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ses composantes locales, on voit que P(R) = | |P(R )

5.6. PROPOSITION 5.4.- Soit ® un A'anneau spécial. Soit

n
~ ~ ~ ~ st P N~
a = (...,a n""’a—l’aO) € CWA(R) . La série de terme général p alfn converge
~an A A . . , ,
dans RK . Notons WR(Q) la somme de cette série, L'application
- Lan L . .
WR : CWA(R) - RK ainsi définie est A-linéaire continue et son image est con-
tenue dans P(R)
Remarque : la notation vTrR ne crée pas de risque de confusion avec la nota-

tion employée pour la proposition 5.1 : si R est un A'-anneau spécial qui est
aussi un A-anneau-p-adique, R est un produit fini d'extensions finies non
ramifiées de K' , Ry s'identifie & @Zn et les deux définitions de VV& co-
Incident.

Démonstration : en décomposant R en le produit de ses composantes lo-
cales, on se raméne au cas ou l'anneau spécial est local. Supposons qu'il en
est ainsi et reprenons les notations qui précédent.

~ ~ A~

Si a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWA(R) , on voit que, pour n suffisam-
n n
- -Nap -n p - I (n+l)s - o
ment grand, a_n € ms\)u , donc que p a—n €Ep mﬂ P mﬂ Is , si

pn > (n+l)s ; pour s fixé, ceci est vrai pour tout n suffisamment grand ;

la convergence de la série en résulte.

= (...,a. ...,a our m &€ IN ' est une suite d'éléments
( ’ m,_nl 7 m,O) 7 p 7 e

- convergent vers un élément a = (...,a ,...,50) , on voit que

Si
de CWA(Q

gm>

N

8 d'une part, il existe un entier r , indépendant de m , tel que les a 0
m, -

et a sont dans mR , pour n =r

B d'autre part, pour n fixé, la suite des é.m n converge, dans R , vers

% n
Soit s wun entier =1 . La premiére condition montre ‘qu'il existe un en-
tier no , indépendant de m , tel que les p_nég:_n' et p_négz sont dans
Is , pour n = ng - La deuxiéme implique qu'il existe un entier mO tel que,
si m=mg, p_nér%ri T p_nég’z (mod IS) , pour n < nj La continuité de

1'application VQR s'en déduit.
On voit que CW"(R) est dense dans CWA(R) . Le fait que la restriction

~ < u s . , P P
de WR & CW (R) est A-linéaire résulte immédiatement des définitions ; la
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linéarité de wW_ = s'en déduit, par continuité.

R
Tout élément o de Ss,la{n qui est dans l'image de VTIR s'écrit sous la
o n S s S
forme 2P nél_)n ; on a donc da = Za}_an 1da_r1 € QA'(R) et a € P(R) , d'ol

n=0
la proposition.

5.7. Revenons sur les vecteurs de Witt : soit R un A-anneau spécial. Posons

R, = R®A k = R/pR . C'est un k-anneau profini. L'application canonique de R

K induit une application de CWA(R) = CW(R) dans CW(Rk) = @Vk(ﬂk) ;

Il est clair que c'est une application A-linéaire continue surjective et que son

k
sur R

novyau GWA(pR) est formé des covecteurs dont toutes les composantes sont
dans 1'idéal ©pR .
-n n n
Si a € R , pour tout entier n >0, p (pa)p € pp I8 < pR ; on en
déduit que l'image de CWA(pR) par VTIR est contenue dans pR . L'application
VT/'R définit donc, par passage aux quotients, une application A-linéaire continue

wo de CWk(ﬂk) dans P(R)/pR .

PROPOSITION 5.5.- Soit R un A-anneau spécial. L'application A-linéaire conti-

nue W, : CWk(Rk) - P(R)/pR définie ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration : en décomposant R en le produit de ses composantes lo-

cales, on se raméne au cas ol R est local. En reprenant les notations du
n® 5.5, on voit que, si l'on choisit des coordonnées, R s'identifie a
A“[[Xl,Xz,...,Xd]] ot A" est l'anneau des entiers d'une extension non rami-

fice K" de K.

On sait (cf. n®° 5.5) qu'une fois les coordonnées choisies; P(R) est la
somme directe de K" et d'un A"-module topologiquement libre Pc(&) admet-

h(i)_XL , pour 1 € ]Nd , i #0 . En par-

tant comme base topologique les p—
ticulier P(R) est un A"-module pro-artinien, et il en est de méme de P(R)/pfR

qui est la somme directe de K"/pA" et de PC(R)/(pR) N P (R)

Si k" désigne le corps résiduel de A" , on voit que Rk s'identifie &
Pl P
k"[[Xl,Xz,...,Xd]] ; on a donc CWk(S\Zk) = CWk,,(&k) et c'est aussi un A"-
S
module pro-artinien (cf. prop. 4.1). On voit que C/Wit(&k) = CWk(k”) s'iden-
tifie par WR a K"/pA" (cf. n° 2.3) ; d'autre part, pour ie€ wd , 1 #0,
posons 1i' = p —i ; on voit que l'image par WR du covecteur

(...,0,...,0,X=,0,...,0) (ou la seule composante non nulle est celle d'indice
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-h(i) ) est l'image dans P(R)/pR de p_h(l‘)gl . On en déduit que l'image de
WR est dense dans P(R)/pR , donc que WR est surjective puisque c'est une
application A"-linéaire continue d'un A"-module pro-artinien dans un autre.

Montrons l'injectivité. Pour cela, si a = ZaiXL € Ry (avec les a, € k"),

. L —_— . : =
notons a le relévement de a dans ® défini par a=2[ai]2{_L (ol [ai]

désigne le représentant multiplicatif de ai dans A" = W(k") ). Si l'on not_e
v la valuation X-adique dans ﬂk et G—la valuation X-adique dans { et
dans K“[[Xl,...,Xd]] , on a donc, pour tout a € Ry v@) = v(a)
P . 1 . ] 1 /\et " "
On a déja dit que w_ induit un isomorphisme de CW._ (R,) sur K"/pA" ;
CW. (R,) = CWet(R ) ® CWC(R ) et l'on voit que CWS(R ) est formé des
on a k" k "k k "k kg
covecteurs a = (...,a_n,...,ao) vérifiant v(a_n) > 1 , pour tout n ; pour un
® __. . n
tel covecteur, on voit que o = Zop napr1 € PY(R) : pour achever la démons-
n= -

tration de l'injectivité, il suffit donc de montrer que si a £ 0 , alors o £ PR.

Pour cela, commengons par établir un lemme :

LEMME 5.6.- Avec les hypothéses et les notations gui précédent, si o € pR g

pour tout m € IN tel que a . 4 0 , il existe m' € IN tel que

-1
v@a ) = p vi@ )
-m -m
© n ’
-Nna- -m+1
Démonstration du lemme : il est clair que «o = 2 p napn (mod p R) .
—————————————————————— n:m -
m m
~ (D Mma,~ m -maA.p h
O ( ) e P 1] " l -
na v@_ p v(a_m) p v(a_m) et p a’_ commence" par un polynd
me homogéne en les Xj , de degré pmv(a_ ) , & coefficients dans K" , dont
les coefficients ne sont pas tous dans p’m"'lA" Il doit donc exister un entier
- LN ml N 1
m' > m tel que G(p m al_jm,) < pmv(a_ ) , i.e. tel que pm via_ ) < pmv(a_m);
comme m' >m+ 1 , on a donc v(a_m,) < p—lv(a_m)

Fin de la démonstration de la proposition : si, avec les notations qui pré-

< ras .
cédent, il existait a € CWE(Rk) , a # 0, tel que a € pR , l'hypothése
a # 0 impliquerait l'existence d'un entier mg tel que a_. - £ 0 : on pour-

rait alors construire par récurrence, en utilisant le lemme, une suite d'entiers
, -1 , .
m.,m._,...,m,,... telle que v|a < p via , pour tout 1 , ce qui con-
0" 1 1 TMy4 ~mj

tredit le fait que v(a_n) > 1 , pour tout n .

Remarque : soit o le Frobenius absolu sur k et sur A = W(k) et soit

PN
T = 0_1 Pour tout k-anneau fini ou profini R , notons CW]Z(R) le A-module
déduit de CW, (R) par l'extension des scalaires T : A - A (autrement dit

k
ANT P
CWy(R) s'identifie & CWy(R) comme groupe abélien et, si L € A et
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N 5T . N s
a € CWk(R) , multiplier )\ par a ‘dans CWk(R) revient & multiplier T()\)
P ’ S
par a dans CWk(R) ). On voit que l'on peut aussi décrire CW]Z(R) comme
étant l'ensemble des covecteurs (...,a _,...,a ,) ou les a__n (indexés par les

-1 -1
entiers strictement négatifs) vérifient les mémes conditions que celles demandées

P
pour CW. (R) , 1'addition et la multiplication par un scalaire étant données par

k
les mémes formules. On voit aussi que, avec ces conventions, l'application

(---la_nl---la_llao) b= (---la_nl---/a_l)
N T N\
permet d'identifier le A-module CWk(R) au quotient de CWk(R) par le sous-
module formé des covecteurs de la forme (...,0,...,0,a0) , i.e. le noyau de V.

Si R est réduit (en particulier si R = § ot R est un A'-anneau spé-

k
cial), on voit que le noyau de V est aussi le noyau de p .

Dans le cas ot R =R avec R un A-anneau spécial, on voit donc

k 7

. T SN T
que l'application wo induit un isomorphisme wo de CWk(Rk) sur PR)/R .

§6.- Groupe de Cartier et exponentielle d'Artin-Hasse.

6.1. Pour tout anneau commutatif R , nous notons A(R) = R[[T]] 1'anneau des
séries formelles en une variable T , & coefficients dans R , et C(R) le
groupe multiplicatif des éléments de A(R) congrus & 1 modulo 1l'idéal engen-

dré par T

On voit que C est, de maniére naturelle, un Z-foncteur en groupes ; il

est clair que c'est un Z-groupe affine lisse.

3*
Soit u : N - {0,-1,+1} la fonction de Mobius

u(n) = (‘_—1)r si n est le produit de r nombres premiers distincts,

0 dans les autres cas.,

Soit Z(p) le localisé en p de l'anneau % . Nous notons TI(T) 1'élé-
ment de l'anneau A(Z(p)) = Z(p)[[T]] défini par

— -1
F(T) = [ (- win)

nx=1

(n,p)=1
Soit R un Z, ,-anneau, Pour tout a = (a,,a.,...,a_,...) € W(R) , notons
(p) 0’71 n

Er(a) 1'élément de C(R) défini par
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[=~]

n
E (a) = D) F(anTp )

On sait {(cf. par exemple, [15], chap. III, §1) que ER est un homomor-

phisme injectif du groupe W(R) dans le groupe C(R) et il est clair que ER

est fonctoriel en R . Autrement dit les ER , pour R décrivant les Z(p)—
anneaux, définissent un monomorphisme
E: W — C
Z(p) Z(p)
de Z, ,-groupes affines.
(p)
(m)

6.2. Soit m un entier =1 . Notons C' '(R) le sous-groupe de C(R) for-

m
mé des séries formelles congrues & 1 modulo 1'idéal engendré par TP . Il

(m)

est clair que C est un sous-Z-groupe affine de C et que le guotient
Cm = C/C(m) est encore un Z-groupe affine lisse.

Si R est un Z(p)—anneau et si a = (aO,..,,an,...) € W(R) est tel que
a. =a, = = a = 0 , on voit que E_(a) € c(m) (R) . Par passage au quo-

0 1 m-1 R
tient, on déduit donc de E un morphisme de %(p)—groupes affines

Pour tout anneau commutatif R et tout entier m > 1 , notons _./\m(R)
m
l'anneau quotient A(R)/TP A(R) et T—m+1 l'image de T dans Am(R) . On

voit que Cm(R) s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau

| . S i1z , T
/\m(R) qui sont congrus a modulo 1'idéal engendré par Cm+l
Si on identifie T a Tp , M (R) s'identifie & un sous-anneau de
-m+1 -m m
A (R) : on en déduit un monomorphisme de C dans C : nous notons
m+1 m m+1

‘CCY le Z-foncteur en groupes li_gl Cm . On voit que, pour tout anneau commu-

tatif R , CCu(R) s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau

cAtR) = lim /\m(R) qui sont congrus & 1 modulo l'idéal engendré par les T

Il est clair que, pour tout m , le diagramme

(W_) Fm (c )
m Z(p) m Z(p)
v l
E
W) mtl e )
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est commutatif. Par passage a la limite, on en déduit un morphisme de Z(p)—
foncteurs en groupes .
CE" : CW,, — ccl

Si R est un Z(p)—anneau et si a = (...,a_n,...,aO) € CWY[R) , on voit

que

u ——
CER(g) = n=(l) F(a—nT-n)

expression qui a un sens car, pour n assez grand, a—n = 0 , donc

F(a_nT_n) =1

6.3. Soit S = IN[1/p] l'ensemble des nombres rationnels = 0 dont le déno-
minateur est une puissance de p . Soit R un anneau commutatif, Tout élément
du R-module RS s'écrit, avec des notations évidentes, d'une maniére et d'une

seule, sous la forme-

2, a b , avec les a_ €R .
s€s S S s

Notons BA(R) le sous-R-module de RS formé des éléments Zases qui

satisfont la propriété suivante :

pour tout nombre réel r > 0 , il existe e > 0 tel que aé =0 ,

(2)

si r-e £s<r.

Soit a = Zases et B =2 bSGS deux éléments de BA(R) : on voit fa-
cilement que (8) implique, d'une part, que, pour tout s € S , les as'bs”
avec s'+s" = s sont presque tous nuls et, d'autre part, que, pour tout r >0
il existe € >0 tel que as'bs" =0 si r-e £ s'+s" <r ; on peut donc dé-

finir un produit dans BA(R) en posant

G‘B = S' S?ESaslellesl_}_sli

On voit que 1'on a ainsi muni BA(R) d'une structure de R-anneau

Soit CA(R) le quotient de l'anneau BA(R) par l'idéal engendré par ep
Si 1'on note _QS I'image de 6, dans CAR) , tout élément de CA(R) s'écrit
d'une maniére et d'une seule sous la forme 2 a 6 , ou les aS sont

s€S,s<p S S
dans R et vérifient (3) .

Nous notons CC(R) le groupe multiplicatif des éléments de CA(R) con-
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grus a 1 modulo 1'idéal engendré par les 95 , pour s > 0 ., On voit que CC

est de maniére naturelle un Z-foncteur en groupes.
Si 1'on identifie T—n et El/pn , on voit que cAM(R)  s'identifie au

sous-anneau de CA(R) formé des Zasﬁq tels que les a sont presque tous

nuls. En particulier CCu s'identifie & un sous-Z-foncteur en groupes de CC .

PROPOSITION 6.1.- Soit R un %(p)—anneau commutatif,

i) Pour tout a = (...,a _,...,a,) € CW(R) , le produit infini \ |P(a T )
-n O n:O -n -n
converge '"ponctuellement" dans CC(R) f(i.e. si
_m —
| TF@ T ) ="b B , la suite des b , pour s fixé est
n:O -n -n m,S S m,S
stationnaire).

[=-]

ii) Pour tout a € CW(R) , posons CER(§) = | (gF(a_nT_n) . L'application

n_..
CER est un homomorphisme iniectif du groupe CW(R) dans CC(R)
Pour tout i = (i) € ]N(Z) posons |i| = 2Zi_ ; pour tout s € S
= n' ne€Z ! = n ' !
soit h(s) la somme des chiffres de s écrit "en base p ". Commengons

par établir'quelques lemmes élémentaires

LEMME 6.2.- Soit m un entier > 0 et soit s € S . Il n'y a gu'un nombre

fini de i € ]N(Z) tels que Zp_nin =s et |i| <m

Démonstration : quitte & multiplier s par une puissance de ©p , on peut

. . r+l . .
supposer que s € IN . Soit r un entier tel que s < p ~; on a nécessaire-

ment in =0 pour n < -r . Soit t le plus grand entier tel que i # 0 . Si

-t -2 -1 -2 -1
i, + + i+ i i+ + i+ i i—
t>0, p i+..+p i P L € IN , donc i+...*p 12 piy est di
visible par pt et, d'aprés le lemme 1.2, iJE +...+ i2 + il > (t-1)(p-1) +p ;
on en déduit que t < (m-1)/(p-1) . On a donc nécessairement in =0 si

n < -r ousi n = (m-1)/(p-1) . Le lemme est alors évident.

LEMME 6.3.- Soit i € N% ot soit s = Ep—nin . Alors |i| = h(s)

P . . -n, . e
Démonstration : soit s = Lp iy avec 0 < iy < p , l'écriture de s

en base p . Il faut montrer que Zin > Ejn . Quitte & multiplier par une puis-
sance de ©p , on peut supposer gue in = jn =0, pour n > 0 . Procédons par
récurrence sur le plus grand entier r tel que j_r # 0

B si r =0, c'est clair ;

B dans le cas général, on voit que i0 = I, +pu , avec u € IN :; on a donc
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-1 m-1,

r .
i . +pj .+ + i = (u+i +opio + + + ... ' 2
J_{FPi_,t e tp g (u 1_1) pi_, +...*+p i et 1'hypothése
4 i i +i +i _+ + i + > . +F _+...+F
de récurrence implique que (u 1_1) it vl 4o PR PSR
s 2 1y 2 . + : + + + > . + i +..‘ + ' 1 2 , : 2 (e
1'inégalité fpFi et +e gt j_, s'en déduit immédia

tement.

LEMME 6.4.- Soit s,t € S . On a h(s+t) < h(s) + h(t)

C'est une conséquence triviale du lemme précédent.

LEMME 6.5.- Soit m un entier > 0 et soit Sm l'ensemble des s € S vé-

rifiant h(s) < m . Pour tout nombre réel r > 0 , il existe e > 0 tel que, si

s € Sm vérifie s <r , alors s €£r-¢

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, si

s, < s, <...<'s_ <.
n .
est une suite strictement croissante d'éléments de S tendant vers r , alors

les h(sn) ne sont pas bornés.
Considérons 1l'écriture en base p de chacun des S,

-t T
s = L p ¢ , avec les ¢ entiers presque tous nuls vérifiant
n t€EZ n,t n,t

< <
0 cn,t p

On voit facilement que, pour t fixé, la suite des S est stationnai-
re et que, si on note c, sa limite, le nombre réel r = 25 p—tc,C est égal a

2~
la limite des S, - Comme la suite des s, est strictement croissante, il y a

une infinité de t tels que c, # 0 . La série de terme général c, est donc

divergente et les h(sn) ne sont pas bornés.

Démonstration de la proposition 6.1. : pour tout

a = (...,a_n,...,a ) € CW(R) , notons r =r le plus petit entier tel que 1'idéal

0

de R engendré par les a_, . avec > r , est nilpotent ; notons Da =P

cet idéal et m_ = m le plus petit entier =1 tel que b o= 0

Supposons d'abord que r, = 0 . On voit que P(a_nT_n) est un polyné-
me de degré <m en T__ et que le coefficient de Ti_n appartient & ol
On en déduit que les mondmes non nuls intervenant dans le développement du

produit infini sont de la forme

a,. | |T , avec |i| =2Zi_ <m et a.Ebl'i—‘
n n 1~ 7a

i -
On a I lT_lrl:1 = GS , si s =2Xp nin . Pour s fixé, le coefficient de
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@S dans le produit infini est donc la somme a'é = Zai , la sommation étant
P . . -n, . - s
étendue aux i tel que Lp i =5 et |i] <m ; c'est une somme finie,
d'aprés le lemme 6.2, d'ol la convergence ponctuelle dans R (si

(s)

S = {se8|s<p} ) ; de plus a, € b)}'l"‘ c b}; d'aprés le lemme 6.3, et on

peut donc écrire
CE.(a) = 2 a'f_ , avec a' € bh(s) ,
R S's S a
SESm =

et c'est un élément de CC(R) , d'aprés le lemme 6.5.

Soit maintenant a = (...,a _,...,a,) un élément quelconque de CW(R) et

-n 0
soit r = ra , m = ma . En appliquant ce qui précéde au covecteur
-]
b=~(.,a_,.,a_,0,0,..,0 on voit que le produit infini | | F@_ T ) con-
, — n=r
verge dans CC(R) vers un élément de la forme 25 b'9 , avec les b
SESm S S S
dans R .
r-1
D'autre part, on voit que | |F(a nT 1,1) est un polynéme de degré < pr
n=0 T
r
en T—r+l (car TF_)r+1 = 0 ) ; pour tout entier j vérifiant 0 <j <pr , on a
. r-1
) =98 et h(j/pr 1) < (p-1)r ; on en déduit que | Fla T ) s'é-
-r+1 ., =1 =0 -n -n
i/p _ n=
crit comme une somme finie de la forme ZE)S c'Ses , avec les c'S dans
s
R . h(s)=(p-1)r

La finitude de cette derniére somme implique que le produit infini

© r—-1 *® —
TTre ) = (T ]rer ) {TT reny) = (Beys). (2ug®)

converge dans CC(R) , ce qui achéve de prouver l'assertion (i). On voit en

outre que l'inégalité h(s+t) < h(s) + h(t) (lemme 6.4) implique que l'on peut

écrire, en posant m' = m + (p-1)r ,

CER(a) = ¥ a's , avec les a' € R .
s€S_ . s’s s

Montrons que si a et b € CW(R) , alors CER(Q+Q) = CER(_a_).CER(Q) .

a) Si a et b sont dans CW"(R) , cela résulte du n° 6.2.

b) Dans le cas général, il suffit de montrer que pour chaque u € S fixé,
les coefficients de —éu dans CER(g+p) et dans CER@)'CER@) sont égaux.
Compte-tenu de (a) il suffit de montrer que pour un u donné, on peut trouver

un entier t tel que si l'on remplace
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a = (...,a_n,...,ao) par (""O"""O’a—t'a—t+1""’a0) et
Q = ("'lb_nl"'lbo) par (---IOI---lolb_tlb_t+11---/b0) ’
cela ne change le coefficient de @u ni dans CER(_a_+_kg) ni dans CER(Q).CER(b) .
Or, il existe des entiers m, et m, tels que CER(Q) et CER(_b) peuvent
s'écrire
CEx(@ = ? alf, et CE( = ezs bLo_
s€ mq S my

I1 résulte facilement du lemme 6.5 qu'il n'existe qu'un nombre fini de couples
(s,s') € Sml X sz tels que s+s' = u ., L'assertion résulte alors de ce que,
si d est un élément quelconque de CW(R) , le calcul du coefficient d'un Es

donné dans CER(_Q) ne dépend gque d'un nombre fini des composantes d du.

covecteur d .

Il reste & démontrer l'injectivité., Soit a un élément non nul de CW(R) .

Si a € CWu(R) , il existe un entier t tel que a_, # 0 et a = (0 , pour

n >+t : le coefficient de T ¢ dans CER(g) est a_, et CER(Q) # 0 . Sup-

posons donc que a £ CWu(R) et soit i le plus grand entier tel que

a_P € bé , pour tout n > ra ;ona 1<1i <rr1a . Soit t un entier tel que

a_, £ bgfl . On voit que le coefficient de T_t dans CER(g) est congru a
- i+1 ,

-a_, modulo ba et est donc # 0 ; par conséquent CER(_@_) # 0

6.4, Il est clair que l'application CER qui vient d'étre construite est foncto-

rielle en R .

Soit k un %(p)—anneau. Par restriction aux k-anneaux, CC définit un

k-foncteur en groupes que nous notons CCk . La famille des CER , pour tout

k-anneau R , définit un monomorphisme de k-foncteurs en groupes que nous no-

ou simplement CE : CW, - CC

tons CE K K

(k)
Remarque : si k a de plus une structure d'anneau pseudo-compact, notons

C/Z? le complété formel de CC (on a donc ole (R) = CC, (R) , pour tout k-

k k k k
anneau fini R ). On vérifie facilement que 6(\3]< est un k-groupe formel : soit
S = {s€S | s<p} et soit & l'ensemble des parties $' de s qui vérifient :

(') pour tout r>0 , il existe € >0 tel gque [r-¢,r[ N S c s

Soit C = k[(XS) ] 1l'anneau des polynémes en les XS a coefficients dans

S€S
k ; pour tout S' € 8§ , notons IS‘ 1'idéal de C engendré par les Xg
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pour s € S' . On voit que, pour tout k-anneau fini R , C/ék(R) s'identifie

a l'ensemble des homomorphismes continus du k-anneau C dans R , pour la
topologie de C définie en prenant comme systéme fondamental de voisinages

ouverts de 0 les idéaux de la forme aC +IS, , pour o idéal ouvert de k

N\
et S' € § . L'algébre affine de CCk s'identifie donc & la complétion profinie

de C pour cette topologie (cf. n° 4.8).

6.5. Supposons maintenant que k est un corps parfait de caractéristique p .
Nous allons caractériser 1l'image de CER dans CC(R) lorsque R est un k-

anneau.

Soit k une cléture algébrique de k . Si a € '12 et si s est un élé-

-r ) S
ment de S de la forme p 't , avec r et t entiers, nous notons a 1'u-

t

. 21 2 N pr . . _ -r, t
nique élément b de k tel que bP = a' (autrement di b =0c (@) ).

]

Soit 2 un nombre premier # p . Notons ue le groupe des racines 2-

iémes de l'unité dans k ; posons ke = k(ue) et, pour tout k-anneau R ,
Re = R®k k@ .81 a = Eases € CC(R) , pour tout mn € HP, ,
See
Ta n"8_ € CCR,)
et ‘—_| (ZaSnS”G—S) est invariant par l'action de Gal(kg/k) et appartient
T]GHQ '

donc @& CC(R) . On a donc ainsi défini, pour tout k-anneau R , un endomor-
phisme U€ du groupe CC(R)
- : s—
Ue(Eases) = 1] (Zasn 8.)
nexp

Soit, pour tout k-anneau R ,
CCT(R) = {a€CCR) | Ue(l= 1 , pour tout 2 # p}

Pour tout k-anneau R , notons CC'(R) 1l'ensemble des éléments Easgs

de CC(R) vérifiant :

il existe € >0 tel que l'idéal de R engendré par les atS ,

avec s <e¢ , est nilpotent.

Il est clair que CC'(R) est un sous-groupe de CC(R) . Si

a = Zases € CCR) , on a, pour r entier > 1 ,
r r_ r

o = TaP BP = 2 a? 7 )
S S O£s<p_r+1 S Spr
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On en déduit que CC'(R) est contenu dans le sous-groupe CC _(R) de

. p
CC(R) formé des éléments d'ordre une puissance de p .

Remarque 1 : si R est un k-anneau fini, le radical 'R de R est nilpotent,

et la condition (¥') est équivalente & la suivante

(y") il existe ¢ >0 tel gque a, € rp o Rour s <e .
En particulier, on voit que CC'(R) = CC _(R)

Enfin, nous posons CCT'(R) = CCT(R) N CC'(R)

PROPOSITION 6.6.- Soit R un k-anneau. L'application CER est un isomor-

phisme du groupe CWk(R) sur CCT'(R)

Pour montrer que l'image est contenue dans CCT'(R) , nous aurons besoin
du lemme suivant :

n,u(n)/n

LEMME 6.7.- Soit F(T) = [ | (1-T% € Z[[T]] et soit ¢ un nombre

premier # p . Dans Z(&T)[[T]] , on a

'l ) = 1.

né€u,p
Démonstration du lemme : comme un) = 0 si 22 divise n , on peut
écrire
P(T) =( W (1_Tn)U(n)/n)_( H (l_TnE)u(ne)/ne)
(n,po)=1 (n,p2)=1
- T ((I—Tn)€>tihﬂ/ne
(n,pe)=1\(1-T"%
puisque u(ng) = -p(n) si (n,2) =1 . On a donc
TTeem = T (]—[ (1—n;1ign)8)u(n)/n8
uSty (n,p2)=1\n€u, (1-n Tne)
1 a-n"1%
- T (néue )uhﬂ/n -
(n,p2)=1\  (1-T"9

puisque ﬁ (l—nnTn) =1-1"% s (n,2) =1
neu,

Démonstration de Im CER c CCT'(R) : soit a = (...,a_n,...,ao) € CW. (R) .

On a CER(Q) =_‘—fP(a_nT_n

Soit £ un nombre premier # p . Il est clair que
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[ @ - -n
U,(CE @)= T [U, (Fa_ T )) = 1_[( [ TFa_n° T_n))
¢ n=0 n=0 NEML n

-n
Comme (2,p) =1 , on a | F(a_nnp T—n) = | i P(na__nT_n) =1, d'aprés le
n€u, My

lemme 6.7. Par conséquent, CER(Q) € CCT(R)

Le fait que les composantes de a vérifient la condition (¥) (cf. n° 1.5)
implique trivialement que les coefficients de CER(Q) vérifient (¥') donc que

CE_(a) € CC'(R) . Finalement, pour tout a € CW. (R) ,

R k

CER(Q) € CCT(R) N CC'(R) = CCT'(R)

Si v est un idéal de R et si £ est un nombre premier # p , nous
notons ne 1'idéal v ®k ke de RJZ = R®k ke . Etant donnés deux éléments
a et B de CC(RQ) etun e¢>0 ,
B on pose a = B mod(p,e) si le coefficient de _GS dans o - B appartient

a be,pour 0<s<e

@ on pose a =B mode si a =8 mod(0,e)

LEMME 6.8.- Soit S = {s€S | s<p} et soit & = Z—ds—és un élément de
S€S
CCT'(R)

i) Soit ©® un idéal de R et soit € un nombre réel > 0 tels que

5 =1 mod(p,e) . On a dS € b2 , pour tout s € S vérifiant

. n .
0 <s<e gquin'est pas de la forme s = p , avec n entier.

i

ii) Soit €' un nombre réel >0 tel que b 1 mode . On a ds=0

pour tout s € S vérifiant 0 <s <2¢' qui n'est pas de la forme

s =p , avec n entier.

Démonstration du lemme : commengons par prouver (i). Il est clair que si

o et B sont deux éléments de CC(RE) vérifiant o = B8 = 1 mod(b,e) , on

a+B8 -1 mod(bz,e) . Par conséquent, si & = 1 mod(v,e) , on a
S — IS —
Us= | [(Zdn8)=1+ 2 2 md 8
2 S S S s
nEUp n€u, 0<s<e

o)
(S
w

]

i

]

1+ 2 (Z ns)ds—es mod(bz,e)
O<s<e me&u,

_— -n .
Soit s € S vérifiant 0 <s < e et s #0p pour tout n . Il existe

un 2 # p tel que 'qs = 1 pour tout n € ue . Le coefficient de —és dans
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2

U & est donc @ = 'Bds mod b Comme ¢ est premiera p , si U_. 8 =1

2
2
on a dSED

La preuve de (ii) est analogue & celle de (i) si l'on remarque que, a et

B étant deux éléments de CC(R.) vérifiant o =8 =1 mod €'

P , on a

B = o +B -1 mod 2¢'

Fin de la démonstration de la_proposition 6.6 : soit o € CCT'(R) . Com-

me o € CC'(R) , il existe un e > 0 et un idéal nilpotent » de R tel que

o =1 mod(yp,e)

Montrons, par récurrence sur 1 , que pour tout entier i > 0 , il existe

un Bi € Im CE tel que a = Bi mod(bzl,e)

R

B pour 1 =0 , on peut prendre BO =1

B osi oo =B mod(bzi,e) , on a onBi_l =1 mod(bzl,e) ; si aB;l = ZCSES
et si bzi = p' , on a cS € » pour 0 <s < e et, en particulier,
c € »' si p_n < e¢ ; donc ¢ = (...,c yeeesC ,c,) € CW (R) . On

p~n p~ D p—l 1 k

voit que Y = CER(_c_) =1 —Ecp_nT_r1 mod(b'z,e) . Posons & = aBi_ly s il
est clair que le coefficient de T_n = Ep—n dans & appartient a p'2 et
que © =1 mod(v',e) ; il résulte de l'assertion (i) du lemme 6.8 que
8 =1 mod(b'z,e) ou encore que o = Biy—l mod(bzl+1,e) et la récurren-

ce est établie.

En appliquant ceci a un entier i tel que bzi = 0 , on se raméne & mon-
trer que, si o € CCT'(R) vérifie o =1 mod e (pour un € donné > 0 ),
alors o € Im CER . En prodédant par récurrence sur €' , on voit qu'il suffit de
montrer que, pour tout nombre réel ¢' >0 , si a € CCT'(R) vérifie o =1

mod ¢' , il existe B € Im CE tel que o = B mod 2¢'

R
s : -n 1 : A 1
B s'il n'existe pas d'entier n tel que €' < p < 2¢' , il résulte de l'asser~

tion (ii) du lemme 6.8 que o = 1 mod 2¢' et on peut prendre B =1 ;
B s'il existe un entier n tel que €' < p—r1 < 2¢' , il résulte de l'assertion
(ii) du lemme 6.8 que o = 1 - aT_I1 mod 2¢' , pour un a € k convenable;

on voit qu'il suffit alors de prendre B8 = P(aT_n)

Remargque 2 : soit R un k-anneau. Par transport de structure, l'isomorphisme

CER munit CCT'(R) d'une structure de Dk—module a gauche. Si
o = Zasﬁs € CCT'(R) , on voit que
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r* = 238

= s s

v¢=%ad

~ s sp

[x]a = EasxS S_S , pour tout x €k (on a noté [x] le représentant

multiplicatif de x dans A = W(k) ).

Remarque 3 : pour tout k-anneau R , soit BC(R) le groupe muitiplicatif des

éléments de BANR) congrus & 1 modulo 1'idéal engendré par les GS , pour
s > 0 . Pour tout nombre premier £ , notons BA(R)Q l'anneau
B/\(R)[X]/(Xe— 81) . On voit que c'est un BA(R)-module libre de rang £ et que,

si 1'on note T l'image de X , pour tout s € S , il existe un élément es/e

i g
de BA(R)Q et un seul, de la forme T et , tel que (es/e) = GS . Pour tout
o = Eases € BC(R) , posons
F()= | | (Dane ,)
S
2 iy s/2
ve(a) = Zasese

On voit que FE et Vg définissent des endomorphismes du groupe BC(R)

et que FBVB(O.) = qf
On voit aussi que le sous-groupe C(R) de BC(R) , formé des éléments

de la forme 2 a8 (autrement dit le groupe multiplicatif des séries formel-

sEN S S
les, de terme constant égal &8 1 , en la variable 81 = TO ), est stable par
Ve et F\(3 . Par restriction Ve et I-“e définissent des endomorphismes de
C(R) ; ce sont les opérateurs du méme nom introduits par Cartier ([6], §2).

Le noyau de la projection canonique de BC(R) sur CC(R) n'est pas
stable par Ve , mais l'est par Vgl-“e : par conséquent VEFB opére sur CC(R):
on voit que, dans CCR) , V. F_ =1

g2 g
6.6. Supposons encore que k est un corps parfait de caractéristique p .
Nous posons A = W(k) et nous notons K le corps des fractions de A .
. Comme au numéro précédent, nous posons S = ]N[l/p] et S = {s€S \ O£s<p} .
Nous allons, pour terminer ce paragraphe, utiliser ce qui a été fait au §5 pour
donner une interprétation du module des covecteurs de Witt & coefficients dans

C (k)

Pour tout anneau commutatif R , muni de la topologié discréte, munissons
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l'anneau BA(R) de la topologie définie en prenant comme systéme fondamental

de voisinages ouverts de 0 les idéaux (6 ) , pour m € IN . Il est clair
p

que BA(R) est un R-anneau linéairement topologisé, séparé et complet pour

cette topologie.

Soit = 1<i£n BA(A/pn) . Il est clair que, si A est muni de la topolo-

(BA
gie p-adique, (BA est un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet.

S 3 ‘1z
On voit que (BA s'identifie au sous-A-module de A formé des éléments

2 a b , avec les a_  dans A vérifiant
SES S s S
) pour tout entier n = 0 et tout nombre réel r > 0 , il existe
)
1 e >0 tel gque aSEpnA,g_i r-e £s <r ,

Les idéaux (8 m,pn) , pour m , n € IN , forment un systédme fonda-

mental de voisinages ouverts de 0 dans (BA . On en déduit, avec la termi-

nologie du n® 5.3, que (BA est un A-anneau pro-p-adique et que l'ensemble

§ des idéaux de CBA de la forme (8 m) , pour m entier, est une famille
p

d'idéaux co-p-adiques de (BA qui détermine sa topologie.
N ] -
® = = = i ' -
Posons K (GBA)K (BA ®AK et (BK (BK . Il est clair que (BK s'iden

tifie, en tant que K-anneau topologique & la limite projective des (BK/G m(BK ,
p
chaque quotient étant muni de la topologie p-adique.

~

On vérifie facilement que tout élément de (BK s'écrit d'une maniére et

d'une seule sous la forme Zases , avec les aS € K vérifiant (@1) et

(5.) pour tout r > 0 , il existe un entier m tel que pmaS € A, si
&

2 s <r .

Enfin, nous notons (Bk le sous-espace vectoriel de :%K formé des

Eﬁases qui vérifient

‘ pour tout r > 0 , il existe ¢ > 0 tel gue |aslp < cs , si
).

3 | s =r (en notant | \p la valeur absolue p-adique sur K

On voit enfin que le k-anneau linéairement topologisé

Gsk = (BA ®A k = (BA/p(BA s'identifie canoniquement & BA(k)

On a défini au n°® 5.3 une application A-linéaire continue W; de
- A
CWk((Bk) dans (BK/p(BA . En composant avec la multiplication par 1/p on en

g . . P . _ -3 .
déduit une application A-linéaire continue mk =p WCBA : (IWk(GSk) CBK/(BA ;
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i = (..., feees ® i a &s1i le

Si. a ( a_, ao) € CWk( k) et s; a_, désigne un relévement de a_,
dans (BA , on voit que wk(g) est l'image, dans (BK/CBA de la somme de la
série de terme général p‘n‘légg .

PROPOSITION 6.9.- L'application A-linéaire continue W, CWk((Bk) - éK/GsA est

injective, Son image est (BI'</(BA .

Démonstration : on voit que CW, (B ) est formé des

____________ : k'“k
—_— Pl .f-
a = ( ,a_n,...,a_l,ao) , avec les a_, € (Bk vérifiant
il existe des entiers m et n tels que a € 6 ® , si
(Y ||) O -n p-m k
>
n ng -

En procédant comme pour démontrer l'injectivité de WR dans la proposi-
tion 5.5, on voit facilement que si a = (...,a_n,...,ao) était un élément non
nul de CWk(CBk) tel que mk(g_) = 0 , il existerait un entier m et une suite
infini ® ' irai R
infinie nl,nz,...,ni, telle que a_ni £ 9 m-n; ce qui contredirait (¥")
L'application mk est donc injective.

Soit a = (...,a_n,...,ao) € CWk((Bk) et soit m et ng, des entiers tels
gque a € 6 ® , si n =n. . On peut choisir les relévements a des
-n p~m k A 0 -n

® ® i > . Si
a_, dans 5 pour que a_ € ep_m N = n, i on pose
@ = 2 p MaP € B,
n=0
on a alors
ng-1 -n_+1
0 . _ n n
a = pnaI_)+Z)pnéF_)*p B+ vy ,
n=0 n=ng
<] n

P

On voit que, pour tout s € S , le coefficient cg de 6g dans Yy vé-

) -m+n+ -m+ -m+n-+
rifie |cslpspn si s<pmnl : donc, si pmnﬁs<pmnl , on a
-1 m
S ‘cs‘p < p
—n0+1
Pour tout s € S , le coefficient bS de es dans p B vérifie
na-1
\bs\p <p0 : si r est un nombre réel > 0 , on a donc
nn-1
s_llbslpsrlpo si s=r.
On en déduit que pour tout r > 0 , le coefficient a_ de 95 dans o
nn-1

vérifie laslp < ¢cl(r)s , pour tout s =r , si l'on pose c(r) = max(pm,r'lp 0
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-1
Par conséquent o , donc p o , vérifie (@3) et appartient a (Bi< . On a donc

montré que l'image de w, est contenue dans CBi{/(BA )

k
Si o = Eases est un élément quelconque de (BA , nous posons, pour
tout entier n = 0 , oc(n) = Ec_n(as)e -n (rappelons que o est le Frobenius
absolu). On voit que °F
(or,(n))pn = o {(mod p(BA) ou encore que
p—n—l(a(n))pn = p—n_la (mod p_n(BA)

On en déduit facilement que 1l'image par W de CWu((Bk) (sous-groupe de

CW, (B, ) formé des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles)

k'k

est CBK/CBA.
Soit maintenant o = Zases un élément de CBi< . Nous allons chercher
un élément a de CWk(CBk) tel que wk(g) soit égal a l'image de a dans
! iti ® ®
(BK/CBA . La condition (@2) montre que 0s§<1ases € K - Comme K/GEZ»A est
contenu dans l'image de ®, , on voit que l'on peut supposer as = 0 pour
s <1 . D'aprés (@3) il existe donc un ¢ > 0 tel que ‘as\p < ¢cs , pour
tout s € S
Pour s < c—lp , on a laslp < p , donc |aS\ <1 et a €A ; pour
tout entier n = 0 et pour c lpftl <5 < c71pn*2 | on 3 \aslp < pitZ
donc \aslp < p™*1 | On a donc
[==]
= ®
* n§O (c—lpn+1§S<c—1pn+2 ases) (mod A) !
+ -1 n+ -1 n+
avec pnla € A siclpnlﬁs<clpr12 Soit m € Z tel que
m -1

< ¢ "p . On voit que l'on peut réécrire o sous la forme

-n-1
®
p epm+n8n (mod A) ,

2
1
Lss

n
les Bn étant des éléments de CBA .
Pour achever la démonstration de la proposition il suffit donc d'établir le

lemme suivant :

LEMME 6.10.- Soit m € Z et soit BO’BI""’Bn"” des éléments de (BA LA
existe a € CW, (® ) tel que w (a) soit égal & l'image dans ®,/® de
S kUK e Ty KA

2 p 9 B

n=0 pm+n n
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]_D_ézn_o_rls_tfg‘_c_i_ozl : soit m' € Z et soit YO’YI""’Yn"“ des éléments de
(n))pn = . A
(BA . Pour tout n =0 , on a (;{n =Y (mod pCBA) : par conséqguent
| (n+1) pn+ )
Yn =D (Yn+l (Yn+1 ) € CBA , pour tout n > 0
et © © n © .
-n-1 -n-1 (n)\p -n-1
= + '
n§0p epmurrerl n§0p (epmlyn ) nZJOp ’ (ml+1)+nYn '
==}
On voit donc que l'image de 2 p—n—le y_ dans ®,/® est égale & la
n=0 p1rn'+n n - K' A ,
(] —1’1—1 1 ~
somme de l'image de n§op ep(m'+1)+nYn et de mk(_kg) ol
= 416 ® ®
b = (.. ’b—n"“’bO) est un élément de ka( k) tel que b_n € epm \ + pour
tout n
En appliquant ceci successivement & m' = m,m+1,...,m+t,... , on voit que
. , i1z ® - p
l'on peut construire des éléments _b_m,_gmﬂ,...,_lgmﬂ,... de CW( k) vérifiant,
pour tout t = 0 ,
B les coefficients de 2m+t appartiennent a © m+tCBk ,
B i 2 ®! + +,..+ ,
si ' est un relévement dans K de W b Qm+l 'klm+t) on a
a = i p—n—le B =aqa + i p‘“‘le 8 (mod ®) ou les
n=0 pmtn n t  n=0 p(m+t)+n n,t A"
®
6n,t sont dans N

On voit donc que la suite des «, converge vers l'image de a dans

t
(BK/CBA ; le fait que les coefficients de _kgmﬂ sont dans 6 m+t(Bk' implique
que la série de terme général Qm+t converge, dans GWk((Bk) , vers un élé-
ment a ; la continuité de w, implique que W, (a) est égal & l'image de «a

k k

®!' /B
dans K/ A

6.7. On conserve les hypothéses et les notations du numéro précédent. Posons

Gk = CANk) ; rappelons que c'est le quotient de l'anneau CBk = BA(k) par 1'i-
déal engendré par ep . Notons CWk(ep(Bk) le sous-A-module fermé de
CWk((Bk) formé-des covecteurs dont toutes les composantes sont dans epoak .

Il est clair que 1'on a une suite exacte de A-modules topologiques

) — CW,_(®

K k)—>CW((3)——>O

0 — CW (Bp(B Gy

k k

R aS=0 si s<p
Soit ®y = |2a 68, €B
laslpss pour tout s€S
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~

On voit que @®" < ®' et qu'un élément a de ®, de la forme 2 a 8 est
K K K s=p S S

dans (BIZ si et seulement si pnaS € A, si pn <s <pn+1 Il est clair que

(BI'% est aussi l'ensemble des éléments de (BK qui peuvent s'écrire sous la for-

me

~

LLgs

-n-1
o) 9pn+1Bn , avec des Bn € @A .

On voit facilement (cf. la démonstration du lemme 6.10) que l'image par

™ de CW (ep(B

n

) est formé des éléments de (Bi(/(BA que l'on peut relever,

k k k
dans (Bk , en un élément de (Bl'é . Par passage au quotient, on en déduit un
isomorphisme

W, CWk(Ck) — CBK/((BIZ + (BA)

On peut énoncer ce résultat sous la forme suivante :

PROPOSITION 6.11;- Notons ® le A-module formé des éléments EaSGS ,

k
avec
¢ K/A si s<p,
S K/p™PA si plss<p®™l (pour n=1) ,
vérifiant les conditions (@1) , (@2) et (@3) . L'application W, définit, par
passage au guotient, un isomorphisme W du A-module CWk(Ck) sur ®k .

Remarque : en particulier, la structure de Dk—module a gauche sur CWk(Ck) se

transporte sur ®k . On voit que l'action de F et de V sont définies par

F(Za8) = Dola)e et V(Tas) = Zpo‘l(as)es/p .
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CHAPITRE 1III

MODULE DE DIEUDONNE

Dans tout ce chapitre et dans les suivants, on note k un corps parfait
de caractéristique p , on note A = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt a
coefficients dans k et Dk = A[E,V] l'anneau de Dieudonné de k . Si <
est un automorphisme de k , on note encore ¢ son relévement & A ainsi
que le prolongement de ce relévement a Dk (avec () =F , t(Vv) = V).
Nous appliquerons ceci en particulier au Frobenius absolu ¢ (on a o(x) = xp,

pour tout x dans k).

§1.- Classification des p-groupes formels.

1.1. Nous disons qu'un groupe formel (commutatif) G sur k est un p-

groupe formel s'il s'identifie a la limite inductive, pour n - « , des noyaux

de la multiplication par p_n
les assertions suivantes sont évidentes
B tout k-groupe formel connexe est un p-groupe formel ;

. Cc et c et |
‘m si G =G xG , avec G connexe et G étale, est un k-groupe for-

, et
mel, G est un p-groupe formel si et seulement si G l'est ;

@ un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si Gi(k")

est un groupe de p-torsion, pour toute extension finie k' du corps k ;

g un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si G(R)

est un groupe de p-torsion, pour tout k-anneau fini R ;

8 la catégorie des p-groupes formels sur k est une sous-catégorie épaisse

de la catégorie des k-groupes formels ;

N\
®m le groupe CW‘< est un p-groupe formel.

1.2. Soit G un k-groupe formel et soit BG son algébre affine. L'ensemble

N\
des morphismes de k-schémas formels de G dans CWy s'identifie, par le
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N\
lemme de Yoneda, a CWK(BG) et a donc une structure naturelle de Dk—

module A[F] -pro-artinien (chap.II, prop.4.1).

. A
Soit MI(G) = I—Iom(G,CWk) le groupe des morphismes (de k-groupes for-

N\
mels) de G dans ka . L'identification précédente permet de considérer

M(G) comme un sous—Dk-module topologique fermé de C/WK(BG) . Plus préci-

sément, considérons les trois applications continues suivantes de BG dans

B_&B. : le coproduit A 'application a ~ aél , l'application a = 1@a ;

G G G '
par fonctorialité, elles induisent des applications continues de C/‘\\NK(BG) dans
A N
CWk(BG®BG e
dentifie au sous—Dk-module fermé de CWK(BG
fiant AG(g_) =_§_é1 + 1®a .

) que nous notons de la méme maniére ; on voit que MI(G) s'i-

) formé des éléments a véri-

Si @ : G - H est un morphisme de k-groupes formels, il est clair que

S
1'application évidente M(p) : M(H) = Hom(I—I,C/'\\N ) - M(G) = Hom(G,CW, ) est

k k

continue.

Si maintenant G est un p-groupe formel et si, pour tout né€e IN , Gn

désigne le noyau de la multiplication par pn dans G , on voit que M(G)
s'identifie & la limite projective des 1\_/I(Gn) et que chaque 1\_/I(Gn) est tué
par p"' . On en déduit que ﬁ p" M(G) = {0} et il en résulte facilement
que M(G) est un Dk—modulen—g[ﬁ] -profini.

On a donc ainsi défini un foncteur contravariant M , que nous appelons

le foncteur module de Dieudonné, de la catégorie des p-groupes formels sur k

dans celle des Dk—modi.ﬂes A[F] -profinis. Il est immédiat que M est addi-
tif et exact & gauche.

1.3. A tout Dk-module A[F] -profini M , on associe un k-foncteur en grou-

pes formels G(M) en posant

rrlcont
Dy K ~
des applications Dk—linéaires continues de M dans CWk(R) (ot CWK(R)

N\
@ pour tout k-anneau fini R , G(M)(R) = Ho (M,CW, (R)) est le groupe

est muni de sa topologie naturelle, cf. n°Il.1.6) ;

m si n:R - S estun morphisme de k-anneaux finis, G(M)(n) est l'appli-

N\ N\ AN
cation qui, & @ : M -~ CW, (R) , associe CWk(’r])°Cp : M - CWk(S)
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Soit M un Dk—module A[F] -profini . Comme é\Wk est un k-groupe

formel, c'est un foncteur exact & gauche et on en déduit que G(M) est un

foncteur exact a gauche, donc que c'est un k-groupe formel (chap.I, prop.4.1).

Soit R un k-anneau fini. On sait (n°II.4.5) que le A-module topologique

N , X N\ _C . . m
CWK(R) est le produit direct de CWk(R) qui est tué par p~ , pour m suf-

o et
fisamment grand, et de CW, (R) qui est discre;. Comme M est A[F]-

L . , K cont AN , .
profini, on en déduit que le groupe Hom (M,CW, (R)) des applications A-

A k
linéaires continues de M dans CW (R) est'de p-torsion. Il en est a fortio-
. cont I )
ri de méme de G(M)RR) = HomD (M,CWk(R)) . Par conséquent G(M) est un

k
p—groupe formel.

On peut considérer G comme un_ foncteur contravariant de la catégorie

des Dk—modules A[F]-profinis dans celle des p-groupes formels sur k : si

: M - N est un morphisme de Dk—modules A[F]-profinis, Glp) est le

morphisme de G(N) dans G(M) défini par :

RS

Spour tout k-anneau fini R , Q(cp)R : GIN)(R) - G(M)(R) est l'application

N\
{qui, a y : N - C/\\Nk(R) , associe (o : M - CWk(R)

Il est clair que G est un foncteur additif exact a gauche.

1.4. L'objet essentiel de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 1. -

i) les foncteurs M et G sont adjoints & gauche.

ii) Le foncteur M induit une anti-équivalence entre la catégorie des p-

groupes formels sur k et celle des Dk—modules A[F] -profinis, et G

est un guasi-inverse.

iii) 8i G est un groupe fini sur k d'ordre p" , M(G) est un A-

module de longueur finie r .

On voit que ce théoréme implique que le foncteur M est exact, donc

N\
que le groupe CWk est un objet injectif dans la catégorie des p-groupes for-

mels sur k . On a en fait un peu plus

THEOREME 2.- Le groupe C/\\/\/k est un objet injectif dans la catégorie des k-

groupes formels.
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Comme tout k-groupe formel se décompose de maniére unique en le pro-
duit direct d'un groupe connexe par un groupe étale, et comme tout k-groupe
formel connexe est un p-groupe formel, on voit que la seule chose a démontrer,

en sus du théoréme 1, est la proposition suivante

PROPOSITION 1.1.- Le groupe C/\\/\/';jE est un objet injectif de la catégorie des

k-groupes formels étales.

Ce résultat sera démontré au §2.

Remargue : appelons Dk—module fini tout Dk—module a gauche qui est de lon-
gueur finie en tant que A-module. On voit que, muni de la topologie discréte,

tout D -module fini est A[F] -profini et méme D -profini. Le théoréme précé-

k k
dent montre donc en particulier, par restriction & des catégories convenables,

que

B le foncteur M induit une anti-équivalence entre p-groupes finis sur k

et Dk—modu’les finis ;

@ il induit aussi une anti-équivalence entre les groupes formels sur k qui
sont des limites inductives de p-groupes finis et les Dk-modules profinis.
1.5. Soit G un p-groupe fini sur k . On peut le considérer aussi bien
comme un k-groupe affine que comme un k-groupe formel. En particulier, le
groupe G(R) est défini pour tout k-anneau R (pas nécessairement fini). Nous
nous proposcns de déduire du théoréme 1 une description de G(R) & l'aide

de M(G)

PROPOSITION 1.2.- Soit G un p-groupe fini sur k et soit M = M(G)

Pour tout k-anneau R , le groupe G(R) s'identifie canoniquement (et fonc-

toriellement en R) au groupe Hoka(M,CWk(R)) des applications Dk—

linéaires de M dans CWk(R)

Démonstration : comme G est fini, M est un Dk—module fini et la

topologie de M est la topologie discréte. Si R est un k-anneau fini, on a,

n™ (M W, R)) = Hom— (M,CW, R)) (car
Dk K k

la topologie de M est la topologie discréte) = Homp (M,CWk(R)) (car

~ k
CWk R) = CW

d'aprés le théoréme 1, G(R) = Ho

k D

k(R)) et la proposition est vraie.

Dans le cas général, soit %(R) l'ensemble des sous-k-anneaux finis de
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R . Comme l'algébre affine de G est un k-anneau fini, on a

G(R) = lim G(S) ; par conséquent, G(R) s'identifie canoniquement (et fonc-
SEF(R)
toriellement en R) a lim Hom (M,CWK(S)) . Tout revient donc & montrer
Se%(R) k
que, si u est une application Dk—linéaire de M dans CWk(R) , elle se
factorise a travers un CWk(S) , pour un S € %(R) convenable.

,a qui engendrent M

Pour cela, choisissons des éléments a P ERRRNE-"

112

en tant que A-module et posons u(gi) = (...,a_n REREFLY i) . Il est clair

qu'il suffit de montrer que le sous-k-anneau S de R engendré par les a—ni'

4

pour n€IN et i=1,2,...,r , est fini.

Supposons d'abord G unipotent. Il existe donc un entier s tel que

y_SM = (0 . On a donc a_n ; =0, pour n=s , et il n'y a qu'un nombre
fini de a_, non nuls. Si, d'autre part, on a, pour i=1,2,...,r ,
Fa, =2\, .,a. , avec les \, , €A , on doit avoir
1 i,j77 i, ‘
r
(oova” e, )= Toa (eeiva eeaian )
-n,i 0,i NP -n,j 0,j

j=1

Si 1'on note )':i i 1'image de ), j dans k , on en déduit facilement que

' ll

l'on peut écrire

r
a> =X % a_ . +P_ .a ) .
-n,i -1 i,j =-n,j n,i -m,j n<m<s, lsj<r
ou les P ., sont des polyndbmes & coefficients dans k . On voit alors, dque

7

S est engendré, en tant que k-espace vectoriel, par les mondmes en les

anj , pour Osn<s et 1l<i<r , de degré < p en chacun d'eux ;
1

c'est donc bien un k-anneau fini.

Supposons maintenant G connexe et soit g 1l'idéal de S engendré

. ) _ S

par les a_, ¢ Il existe un entier s tel que F"M = 0 ; on a donc
S S

aF_’n i =0 , pour tout n et tout i , d'ou P =0 . Si, d'autre part, on a,

pour i =1,2,...,r , ygi =Zui J__a_lj , on doit avoir
’ ’

(...,a .,a .)=Z‘3u. (evova L o.a,al )

-n-1,i""" -1,i i=1 i,]

Si l'on note Qi j 1'image de by i dans k , on en déduit facilement que

7 !

l'on peut écrire
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TN

. + P
a—n—l,i “i,ja—n,j n,i((a—-m,j)) !

j=1

ol les Pn i sont des polynémes, a coefficients dans k , sans terme cons-

7

tant, ni termes du premier degré. Comme 1'idéal ¢ est nilpotent, on en dé-

duit que l'on peut exprimer les a_n { comme des polynémes en les ag j
s ' '
Comme ag j =0 , l'anneau S est bien un k-anneau fini.

Le cas général s'en déduit en remarquant que tout p-groupe fini sur k

est le produit d'un groupe étale (donc unipotent) par un groupe connexe.

1.6. Montrons que les foncteurs M et G sont adjoints & gauche. Soit G
un p-groupe formel sur k et soit M un Dk—module A[F] -profini. D'aprés
le lemme de Yoneda, l'ensemble des morphismes de k-foncteurs formels de G

dans G(M) s'identifie & G(M)(B.) (ou B désigne l'algébre affine de G).

G G
Si BG = lim Ri , avec les Ri des k-anneaux finis, on a
icl
GMEB~) = lim G(IMR.) = lim Hom°™ (M,EW (R) = Hom ™ (M, EW. 3 )
= G -~ i - Dk ki Dk kG

VAN
ensemble des applications Dk—linéaires continues de M dans CW, (B.) . On

B
kG
voit immédiatement que, dans cette identification, une application Dk-linéaire

. AN
continue de M dans CWK( ) est un morphisme de k-groupes formels si et

BG
seulement si son image est contenue dans M(G) . On a donc ainsi construit
une bijection entre le groupe Hom(G,G(M)) des morphismes du k-groupe for-
mel G dans G(M) et le groupe Hoka(M, M(G)) des applications Dk—
linéaires continues de M dans M(G) . On vérifie immédiatement que cette
bijection est compatible avec les structures de groupe et est fonctorielle en G

et M . Les foncteurs G et M sont donc bien adjoints & gauche.

1.7, Soit M un Dk—module A[F] -pro-artinien. Nous disons que M est

étale (resp. connexe) si FM = M (resp. si pour tout a € M , la suite des

F' tend vers 0).

PROPOSITION 1.3.- Tout Dk—module A[F] -pro-artinien s'écrit d'une maniére et

d'une seule comme la somme directe d'un module étale et d'un module connexe.

et ©
Démonstration : soit M un tel module. Soit M = N E_nl\/l et soit

———————————— n=0
M° l'ensemble des a dans M tels que la suite des F"™a tend vers 0
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Il est clair que Mt et M® sont des sous—Dk—modules fermés de M , que

M®  est connexe, et que, si N est un sous—Dk—module étale (resp. connexe)
de M , alors N c Met (resp. N c M®) . On voit donc qu'il suffit de montrer
gue M = Met@l\/{c et gue Met est étale.

Remarquons que les définitions de 1\/[et et MC gardent leur significa-

tion si M est seulement un A[F] -module pro-artinien (i.e. si l'action de V
n'est pas définie). Comme les limites projectives filtrantes sont exactes dans
la catégorie des A-modules pro-artiniens, on voit qu'il suffit de démontrer le

lemme suivant

LEMME 1.4.- Soit M un A[F] -module & gauche, gui est artinien en tant gue

A-module. Posons Met = N EnM et soit MS l'ensemble des acM tels
n=0 I

t
gue f_ng =0 , pour n suffisamment grand. Alors M = Me @MC et
Fvet = met

. o . n ,
Démonstration : comme M est artinien, la suite des I "M est station-

naire. Soit m un entier tel que EmM = N gnl\/[ . On a alors
et et m C n=0 m
M =FM =F M et M est le noyau de F . Le lemme s'en déduit.

Si M est un Dk—module A[F] -pro-artinien, et si M = Met@ M© .

avec M€ étale et MC connexe, nous appelons Met la composante étale

de M et M® la composante connexe de M

Il résulte de la proposition 4.1 du chapitre II, que si R est un k-
Vs e
anneau fini ou profini, CWE(R) est la composante connexe de CWk(R) et

~ et . P Y
CWk (R) sa composante étale. On en déduit immédiatement que

@ si G est un k-groupe formel étale (resp. connexe), M(G) est étale

(resp. connexe) ;

m si M est un Dy -module A[F] -profini étale (resp. connexe), le p-groupe

formel G(M) est étale (resp. connexe).

On voit donc que la démonstration du théoréme 1 se décompose en deux
parties : le cas étale et le cas connexe. En fait, nous procéderons en trois

étapes

lére étape : on commence par démontrer l'exactitude de M restreint aux

k-groupes formels étales, autrement dit, la proposition 1.1 : ce sera fait au
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§2 , comme conséquence de l'étude du comportement de M vis a vis de
l'extension des scalaires ;

2e étape : on montre (§3) que le noyau de V dans MI(G) s'identifie
ad l'espace tangent du dual de G et on en déduit le théoréme 1 dans le cas
étale (proposition 3.4) ;

3e étape : on montre (§4) que le quotient MI(G)/EM(G) s'identifie &
l'espace cotangent de G et on en déduit le théoréme 1 dans le cas connexe

(proposition 4.5).

§ 2 .- Extension des scalaires.

2.1. Commengons par établir le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1.- Soit k' une extension finie galoisienne de k . Soit M

un Wi(k')-module pro-artinien sur lequel ¢ = Gal(k'/k) opére continGment et

semi-linéairement (i.e. M est un Wi(k)[g]-module et si geg , ae W(k') ,

x€ M, ona glax) = gla)g(x)) . Alors

i) 1'application de W(k')@w(k) MQ dans M gdqui & a®x associe ax

est un isomorphisme ;

ii) le G-module M est cohomologigquement trivial.

Démonstration : posons A = W(k) et A' = W(k')

Comme A' est un A[q] -module libre de rang 1 , le g-module A' ®A Mq
est induit, donc cohomologiquement trivial et la deuxiéme assertion résulte de

la premiére.

’ Désignons par gl,gz,...,gn les éléments de G et par el,ez,...,en
des éléments de A' qui relévent une base de k' sur k . Il est clair que

les e, forment une base du A-module libre A' et que la matrice des gi(ej)

est inversible dans A'

Tout élément de A’ ®A MQ s'écrit, de maniére unique, sous la forme
n

e,aj =0 , on a, pour tout 1i ,
: J

j=1

0 = gi(jZ, ejaj) = ? gi(ej)gi(aj) = j/_] gi(ej)aj . Comme la matrice des gi(ej) est

n
eJ_@aJ, , avec les aJ.E Mq . Si
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inversible dans A' , ceci implique que les aj sont tous nuls, et 1'applica-

tion considérée est injective.
Montrons que, si M# 0 , alors MQ # 0 : soit en effet x un élément

n n
non nul de M . Pour tout j , 1'élément u,(x) = 3, gi(e_x) = 3 gi(ej)gi(x)

i=1 i=1
appartient a M% . Comme les gi(x) ne sont pas nuls et comme la matrice

des gi(ej) est inversible dans A' , les uj(x) ne sont pas tous nuls.

Montrons la surjectivité dans le cas ot M est de longueur finie (en
tant que A'-module) : il est clair qu'il suffit de montrer que lgA(MQ) = lgA,(M);

on le fait par récurrence sur lgA,(M)

B c'est clair si lgA,(M) = 1 , car alors MQ # 0 implique que M% est iso-
morphe a8 k et M & k' ;

B Supposons lgA,(M) > 1 . On sait gqu'il existe un élément non nul x¢ Mq

et il est clair que l'on peut choisir x tel que px =20

On a alors une suite exacte de A'-modules sur lesquels G opére semi-

linéairement
0 —k'—> M — M — 0

a laguelle correspond une suite exacte de A-modules
0 — k — M% — Mm% o

car HI(Q,k') = 0 . On a donc lg (Mq) = lgA(M‘q)H = lgA,(M')+1 (par hypo-

A
thése de récurrence) = lgA,(M)
La surjectivité dans le cas o0 M est artinien s'en déduit en remarquant
. , C1s . r
que M est alors la réunion des noyaux de la multiplication par p , pour

r

reIN , et que le novau de la multiplication par p' est de longueur finie.

Enfin, si M est pro-artinien et si N est un sous-A'-module ouvert,

n

on voit que N gi(N) , qui est stable par ¢ , est encore un sous-A'-module
i=1

ouvert. Par conséquent, M admet un systéme fondamental de voisinages ou-

verts de 0 formés de sous-A'-modules stables par G et la surjectivité de
l'application se déduit, par passage & la limite, de la surjectivité dans le cas

artinien.
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2.2. Soit k' une extension finie de k ; posons encore A = W(k) et

A' = W(k')

Si M est un Dk—module topologique, l'action de F et de V se pro-

longe au A'-module A’ @AM en posant
Flagx) = o(a)®Ex
si acA' , xeM ,
Vagx) = O_l(a)®yx

et A' ®AM devient ainsi un D, ,-module topologique qui est A'[F] -profini

kl
(resp. pro-artinien) si M est A[F] -profini (resp. pro-artinien).

Supposons  k'/k galoisienne et soit G = Gal(k'/k) . Si R est un k-
anneau profini, G opére continGment et semi-linéairement sur le k'-anneau

profini k'@kR et l'on a (k'®kR)Q =R .

S

S
D'autre part, il est clair que CWk' = CWk®k k' . Par fonctorialité, ¢

~
opére continGment et semi-linéairement sur le A'-module pro-artinien CWk‘ (k'®kR).
A S
Si a=(..,2 ,...,a .,a) e CW (k'® R) , on voit que a € (CW, , (k'® R))G
= -n -1"% k' %k o~ ke %k
si et seulement si chaque a_ € (k'@kR)Q =R . Donc (CW, ,(k'® R)G s'iden-

k' k
N\
tifie & CW, (R)

k
Pour tout p—groupe/iormel G' sur k' , notons M'(G') le Dk,—module
A'[F] ~-profini Hom(G',CWk,) . Si G est un p-groupe formel sur k d'algébre
affine BG , ona (cf. n°1.2), avec des notations évidentes,
I R “
M'(Gk.) = {ace CWk.(k' ® Bg) | ba = agl + 1®a}

et

~

M(G) = {ac€ C/v\vk(BG) | a2 =agl +18&a}

Par conséquent, M(G) = (M'(G, )G .

kl

La proposition 2.1 implique alors que 1_\_/I'(G ) s'identifie a A' ®A M(G)

kl
Le méme résultat reste vrai si l'extension finie k'/k n'est pas galoisienne
comme on le wvoit en plongeant k' dans une extension finie galoisienne k"

de k et en regardant l'action de Gal(k"/k)
On a donc démontré le résultat suivant :
PROPOSITION 2.2.- Soit k' wune extension finie de k et soit G un p-

7\
groupe formel sur k . Posons M = M(G) et M'= M'(G ,) = Hom(Gk,,CWk,)

kl

i) L'application naturelle de W(k')® M dans M' est un isomor-

Wik)
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phisme.

ii) Supposons l'extension k'/k galoisienne et soit ¢ = Gal(k'/k) . Le

groupe ( opére semi-linéairement et continGment sur M' et M = (M‘)Cf .

2.3. Nous allons maintenant démontrer la proposition 1.1 (cf. n°1.4).

Soit k wune cléture algébrique de k . Si G est un k-groupe formel

étale, notons G(k) la réunion des Gi(k') pour k' parcourant les extensions
finies de k contenues dans k . Si Qk = Gal(k/k) , G() est un Gy~

module discret et le foncteur G ~ G(k) induit une équivalence entre la caté-

gorie des k-groupes formels étales et celle des qk—modules discrets (n°I.7.1).

Rappelons (n°II.2.3) que, si l'on note Anr la limite inductive des
Wi(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k contenues dans k ,

: oSet - o=
et Knr le corps des fractions de Anr , le Qk module ka (k) = CWk(k)
s'identifie a Knr/Anr . La proposition 1.1 est donc équivalente & la proposi-

tion suivante

PROPOSITION 2.3.- Le module Knr/Anr est un objet injectif de la catégorie

des Qk—modules discrets.

Démonstration : Soit Y un sous-groupe invariant ouvert de Qk et soit
k' le corps fixe de U . Soit A' = W(k') et soit K' le corps des fractions
de A' . On voit que (Km_/Am)u s'identifie & K'/A' . Posons

G = Gallk'/k) = Qk/u . Nous allons commencer par montrer que K'/A' est un

G-module injectif.

Soit T un g-module quelconque. On voit facilement que le groupe

HomZ(T,K'/A') peut eétre considéré comme un A'-module pro-artinien sur lequel

¢ opére continGment et semi-linéairement (la structure de A'-module et 1l'action:
de ¢ sont évidentes ; la topologie est celle de la convergence simple ; com-
me ¢ est un groupe fini, T est réunion de ses sous-Z[G] -modules I‘f

qui sont de type fini sur Z ; chaque Hom%(Tf,K'/A') est visiblement un A'-
module artinien et Hom%(l“,K'/A') , qui est la limite projective des

Hom,_ (I". ,K'/A') est pro-artinien).

Z f
Considérons alors une suite exacte de Q—modules

0—>Tl—>r—>r"—>0
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Comme K'/A' est divisible, il lui correspond une suite exacte

0 — Hom%(I‘”,K'/A') — Hom%(P,K'/A') — Hom%(l“',K'/A') — 0
D'aprés la proposition 2.1, HomZ(l“”,K'/A') est cohomologiquement trivial et
la suite

0 — Hom C",K'/A') — Hom r,K'/A') — Hom ' ,K'/A')—0

Z[g] AL Z[g]

est encore exacte. Et K'/A' est bien un G-module injectif. o ;

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit alors d'établir

1'assertion suivante :

PROPOSITION 2.4.- Soit A un qk—module discret. Pour que A soit injectif

(dans_la catégorie des Qk—modules discrets) il faut et il suffit que, pour tout

sous-groupe ouvert invariant 9 de Q’k , Au soit un (Qk/’z,()-module injectif.

Commencons par établir un lemme :

IEMME 2.5.- Soit R un anneau et soit M un R-module & gauche. Soient

A et N deux sous-modules de M tels que ANN = {0} . On suppose A

injectif. Alors il existe un sous-module N' de M contenant N tel que

M = AN

Démonstration du lemme : soit M = M/N . Le sous-module A s'envoie

injectivement sur son image »’E dans M . Comme A , donc 3 , est injectif,
il existe un sous-module N' de M tel que M =aA@N' . On voit que 1'image

réciprogue N' de N' dans M répond & la question.

Démonstration de la prop. 2.4 : si 9 est un sous-groupe ouvert inva-

riant de C‘k , et si on pose ( = Qk/’a , tout G-module peut étre considéré
comme un qk—module discret sur lequel 9 opére trivialement. Pour un tel mo-

(M, A% = Hom

(M,A) et on en déduit que
Z[G] ) q

dule M , on voit que Hom

U

Z(G, ]

k

A est injectif si A l'est.

Réciproquement, soit M un Qk—module discret contenant A et soit N
un sous—qk—module de M tel que NNA =0 et qui est maximal pour cette
propriété. Pour tout sous-groupe ouvert invariant ¢ de qk , on voit que Nu
est un sous-—(qk/’l,()—module de Mu vérifiant NQ’(QA’M = (0 . Supposons A'M

injectif. D'aprés le lemme précédent, il existe un sous—(qk/’z,()—module N' de
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Mu contenant N?’< tel que M?’( = A?’(EBN‘ . Si, avec des notations évidentes,

n+n' = 5¢ (N+N')nA , on a, pour tout ge Yy , (g-1)n = (g-1)8 = 0 , puisque

Nna = 0 ; par conséquent & ¢ Au et neN' . On a donc (N+N')nap =0,

U

d'oct N+N' =N , ce qui impliqgue N' = N . Si les A sont tous injectifs,

on a donc Mu = Au@ Nu , pour tout YU , d'ocd M = pA@eN , car M = lim M,L( .
2.4. Conservons les notations du n°2.3. Nous allons établir un résultat qui

raméne la démonstration du théoréme 1 dans le cas étale au cas fini :

PROPOSITION 2.6.-

i} Tout p-groupe étale G est réunion de ses sous-groupes finis et le

Dk—module topologique MI(G) s'identifie & lim 1\_/[(Gf) , pour Gf

parcourant les sous-groupes finis de G

ii) Tout Dk—module A[F] -profini étale est Dk—profini (i.e. admet un sys-

téme fondamental de voisinages ouverts de 0 formé de sous—Dk—

modules). Si M est un tel module, le p-groupe formel étale G(M)

s'identifie & lim G(M/N) , pour N parcourant les sous—Dk-modules

ouverts de M

Démonstration :

i) Soit T un Qk—module discret de p-torsion, soit Y un sous—groupe’
invariant ouvert de Qk et soit ¢ = Qk/’u . Comme (¢ est un groupe fini, le
G-module r'b( est réunion de ses sous-G-modules qui sont de type fini sur Z;

comme T est de torsion, un tel sous-module est un groupe fini. Comme T

U

est la réunion des T% , pour % parcourant les sous-groupes invariants ou-
verts de Qk , on voit que T est la réunion de ses sous—q-—modules qui sont
des groupes finis. L'équivalence de catégorie entre p-groupes formels étales et
qk—modules discrets qui sont de p-torsion montre que si G est un p-groupe
formel étale, G est la réunion de ses sous-groupes finis Gf . On a alors

N N\ N
M(G) = Hom(G,CW,) = Hom(li_rpr,CW ) = lim Hom (G_,CW ) = lim 1_\_/I(Gf)

k k f k

ii) Soit M un Dk—module A[F] -profini et soit QM I'ensemble des

sous-A[F ]-modules ouverts de M . On sait que QM est un systéme fonda-

mental de voisinages ouverts de 0 . Pour tout N € Q le quotient M/N

M 7
est un A[F] -module, de longueur finie en tant que A-module. Si M est

étale, on a FM = M et on en déduit que I est surjectif sur le quotient,
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donc aussi injectif. Si x€ N , x s'écrit Fy , pour un certain y € M ;
comme l'image de Fy dans le quotient est nulle, y &€ N , donc ' Vx = py

aussi. Les éléments de QM’ sont donc tous des sous—Dk—modules.

On sait (cf. n°1.7) que si M est étale, G(M) est un p-groupe formel

étale. Pour montrer que G(M) = lim G(M/N) , il suffit donc de montrer que,

NGQM
pour toute extension finie k' de k , GM)(k') = lim G(M/N)(k') . Or
NEQM
. cont -~ . cont v . ,
G(M)(k') = HomD (M,CWk(k ) = HomD (M,K'/A') , groupe des applications
k k
D -linéaires continues de M dans K'/A' . Comme K'/A' est discret, la

k
continuité implique que le novau d'une telle application est ouvert et
G(M)(k') = lim Hom_ (M/N,K'/A') = lim G(M/N)(k")

D
NeqQ,, k NEQ,

§3.- Module de Dieudonné et espace tangent.

3.1, Soit G un p-groupe formel sur k , soit BG son algébre affine et
soit IG 1'idéal d'augmentation de BG . Soit VB = VBG le décalage comme
endomorphisme de l'anneau BG (n°I1.7.5). Il est clair que VB(IG) cIG . Si

. . n
G est étale, pour tout a€ 1. , la suite des VB(a) tend vers 0 . Autrement

G

c et pour chagque composante locale Bi de BG , les

projections des VrBl(a) dans Bi sont nulles pour n suffisamment grand.

Dans le cas ot G est quelconque, ceci implique que, pour tout a € IG et

pour chaque composante locale Bi de B , les projections des Vg(a) dans

Bi sont presque toutes dans 1'idéal maximal de Bi . Par conséquent (n°II.4.4),

dit, pour tout a€l

le covecteur

n
a = (...,a_n,...,a_l,ao) , avec a_ —VB(a) pour nelN ,

L. as
est un élément de CW, (

B
k G)
w Fa ‘

Nous notons BG l'ensemble des éléments de CWK(BG) qui sont de la
forme aW , pour un a ¢ IG . On voit que Bmé est un Sous—Dk—module fermé

N
de cwk(BG)

. , w cee s . , w .

L'application a » a définit une bijection de IG sur BG . On voit

que c'est en fait un homéomorphisme (si I est muni de la topologie induite

G
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par celle de B_).

G
Soit maintenant a = (...,a_n,...,a_l,ao) un élément de M(G) . On voit
facilement que 1'égalité AG(a) = a@l +1®a /iinplique que tous les a_, sont
dans IG . Comme dans l'algébre affine de CWk , le décalage envoie X—n
sur X—n—l (n°II1.4.3, remarque 1), on voit que
Va = (...,a_n_l,...,a_z,a_l) = (...,VB(a_n),....,VB(a_l),VB(aO))
Donc, pour tout n , V_.(a ) = a et acBY . On a donc démontré le

B " -n -n-1 = G
résultat suivant :

PROPOSITION 3.1.- Si G est un p-groupe formel sur k et si B est son

— G
algébre affine, MI(G) est un sous—Dk—module fermé de BVGV . En particulier,
l'application qui & a = (...,a ,...,a ,,a )€ M(G) associe a €1 est in-
-n -1'% — "o G —

jective et continue.

3.2. Regardons maintenant quel est le noyau de V dans MI(G) . C'est l'en-

semble des a = (...,a_n,...,a_l,ao) € M(G) tels que a_ = si n=1 . Par
conséquent, le noyau de V s'identifie & l'ensemble des aO € IG tels que
AG(aO) = ao®1 + 1®a, , ou encore (n°I.8.6) & l'ensemble Hom(G,Ga) des

morphismes du k-groupe formel G dans le complété formel du groupe additif.
Le noyau de V dans M(G) est, d'autre part, un sous-Dk—module fermé N
de M(G) tel que VN = 0 . C'est donc un Dk/ka = k[F'] -module topologi-
que. On a vu au n°1.8.7 que Hom(G,Ga) a une structure naturelle de k[EF]-
module topologique. On vérifie immédiatement que, dans l'identification qui

précéde les deux structures de k[F]-modules topologiques coincident.

Si ID(G) désigne le dual de Cartier de G , on sait (n°I.8.7) que

~Hom(G,E}a) s'identifie au k[F] -module topologique t )(k) . On peut donc

D(G
énoncer :

PROPOSITION 3.2.- Soit G un p-groupe formel sur k . L'application, gqui

a = (...,a_n,...,a_1

un isomorphisme du novau de V dans MI(G) sur le k[F]-module topologigue

Hom(G,G ) (k)
a

a
,ao) associe ag s définit, par restriction au novau de V

~ D)

3.3. La démonstration du théoréme 1 dans le cas étale utilise le résultat sui-

vant :
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PROPOSITION 3.3.- .
i) Soit G un p-groupe fini sur k , d'ordre pr , tel que VG =0

Alors M(G) est un Dk—module fini vérifiant VM(G) = 0 dont la

longueur sur A est égale &8 r

ii) Soit M un Dk—module fini, de longueur sur A égale & r , véri-

fiant VM = 0 . Alors G(M) est un groupe fini sur k , d'ordre pr,

tel que VG =0

Démonstration :

i) Posons M = M(G) . Il est clair quer VM = 0 . Par conséquent,

d'aprés la proposition 3.2, M s'identifie & t (k) . Le fait que V_ =0

D(G) G
implique que F]D(G) =0 : comme D(G) a le méme ordre que G , on voit
que l'algébre affine de ID(G) est de la forme k[xl,xz,...,xr]/(x?,xg,.,.,xf)

3 2
. . _ : .
En particulier, tID(G)(k) I]D(G)/IID(G) est un espace vectoriel sur k de

dimension r , donc aussi son dual t

ii) Si VM =0, ona pM=0 et M est un k[F]-module, de dimen-
sion r sur k . Soit G = G(M) . Pour tout k-anneau fini R , on a
G(R) = I—Ioka(M,CWk
CW, (R) est formé des covecteurs (..,,0,...,0,ao) , on voit que G(R) s'iden-

k
tifie & Hom

(R)) . Comme VM = 0 et comme le noyau de V dans

K[F] (M,R) (o R est muni de sa structure évidente de k[F] -

module & gauche, F opérant par Fy = yp , pour tout vy € R).

Soit (ui)lsisr une base de M sur k . Pour tout j compris entre 1
et r , posons Fu, = ;él ai,jui , avec les ai,j €k . Si n est une appli-
cation k-linéaire de M dans R , et si n(ui) = yi . on voit que mn est un
élément de G(R) si et seulement si, pour tout j , n(ﬁuj) = En(uj) , i.e.
si yp =3, a, ,v. . Par conséquent, l'algébre affine de G s'identifie au quo-

j ) i,j i
J i ]

tient BG de l'anneau k[XI’XZ““'Xr] par 1'idéal engendré par les

x - 2,a, ,x, . Les images des x, x.,%...x , pour 0=<i,<p , forment une

j i i,j i 1 72 r J

base de BG sur k , donc BG est un espace vectoriel sur k de dimen-
‘sion p' , autrement dit G est d'ordre p' . Comme l'addition dans GI(R) est
induite par l'addition dans R , on voit que le coproduit dans BG est défini

par Ax; = xiél + l®x, . Par conséquent Vg = 0
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3.4. Nous allons terminer ce paragraphe en démontrant le théoréme 1 dans le
cas étale. On sait (cf. n°1.6) que les foncteurs M et G sont adjoints a

gauche. Il suffit donc de prouver la proposition suivante
PROPOSITION 3.4.~

i) Si G est un p-groupe fini étale d'ordre plr , MI(G) est un A-

module de longueur r

ii) Pour tout p-groupe formel étale G , le morphisme de G dans

G M(G) provenant de 1'adjonction est un isomorphisme.

iii) Pour tout Dk~module A[F] -profini étale M , l'homomorphisme de M

dans MG(M) provenant de 1'adjonction est un isomorphisme.

Démonstration :

i) Si G est un p-groupe fini étale simple, on a VG =0 , et l'as-
sertion (i) est vraie, d'aprés la proposition 3.3. Le cas général s'en déduit
par récurrence sur la longueur de G , en utilisant le fait (cf. n°2.3) que M,

restreint aux k-groupes formels étales, est exact.

ii) D'aprés la proposition 2.6, on voit, par passage & la limite, qu'il
suffit de démontrer l'assertion (ii) dans le cas od G est fini. Notons

Us G - G M(G) le morphisme défini par l'adjonction.

- Si G est simple, d'ordre p' , on a Ve = 0 . Par conséquent,
d'aprés la proposition 3.3, M(G) vérifie V M(G) = 0 et est un A-module
de longueur r , donc GMI(G) est encore d'ordre pr . Si Us n'était pas
un isomorphisme, on aurait donc ug = 0 , donc 1_\_/I(uG) =0 ., C'est impossi-
ble, puisque 1\_/[(uG) : MG M(G) - M(G) est un épimorphisme et M(G) # 0

- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G : En
effet, comme M restreint aux k-groupes formels étales est exact, & toute

suite exacte de p-groupes finis étales de la forme
0O — G — G — G"— 0

correspond une suite exacte
0 — M(G") — M(G) — M(@G') — 0,

d'olt un diagramme commutatif
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0 — & — G — G' — 0
el e el
0 — GM(G') — GM(G) — GMI(G")

ol les lignes sont exactes. On en déduit que u est un isomorphisme si u

G G'

et en sont.

u
GII
iii) De méme, par passage a la limite, en utilisant la proposition 2.6,

on voit qu'il suffit de démontrer 1'assertion (iii) dans le cas oi M est de

longueur finie sur A .
Notons 2y : M - MG(M) le morphisme défini par l'adjonction.

- Si M est simple, le méme raisonnement qu'en (ii) montre que vM

est un isomorphisme.
- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de M (en

tant que Dk—module) : A toute suite exacte

0O > M — M — M" — 0

de Dk—modules finis étales, correspond une suite exacte

0 — G(M") — G(M) — G(M')

Comme les groupes Q(M") , G(M) et G(M') sont étales et comme M

restreint aux groupes étales est exact, on a un diagramme commutatif
0 — M — M — M" — 0
P Y YL
MG(M') — MG(M) — MG(M") — 0

ol les lignes sont exactes. On en déduit que, si et sont des

VMI VMII

isomorphismes, VM est un épimorphisme. Soit N le noyau de VM . Comme

G est exact & gauche et comme Gl(v ) est un épimorphisme, on voit que

M
G(N) =0

Supposons N # 0 . Comme N est étale, VN = VFN = pN et

N/VN = N/pN £ 0 . D'aprés la proposition 3.3, on aurait donc G(N/VN) # 0 ,
d'ott, a fortiori, G(N) # 0 . Par conséquent, N =0 et Yl est un isomor-
phisme.
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§4.— Module de Dieudonné et espace cotangent.

4.1. Rappelons (cf. n°3.1) que, si G est un p-groupe formel sur k , tout
élément de MI(G) est de la forme bv(x)z , pour un b0 appartenant a 1'idéal
d'augmentation de 1'algébre affine de G

PROPOSITION 4.1.- Soit G wun p-groupe formel sur k . Spit B son algé-

G
bre affine et soit IG 1'idéal d'augmentation. Pour tout b € IG il existe
bO € IG vérifiant bO = b modulo 1'adhérence de Ié tel que b‘ge M(G)

Démonstration : comme ce résultat est trivialement vrai si G est étale,

on peut supposer G connexe non réduit &8 0

Pour tout entier m > 0 , notons Brn = émB l'algébre affine de G et

Im son idéal d'augmentation ; notons aussi, pour tout entier r=1 , Im c
!

1'adhérence de Ir dans B
m m

Soit é’a le complété formel du groupe additif sur k . Si l'on considére
le complexe C'(G,éa) (n°1.10.4), on voit que le groupe des m-cochaines

Cm(G,ESa) s'identifie & B . Nous notons aa : Bm - Bm 1'opérateur bord

m +1

dant. Il t clai I c I
correspondan est clair que aa( m) 41

N
Considérons d'autre part le complexe C'(G,CW, ) . Le groupe des m-

cochafnes s'identifie a C/’\7\/k(Bm) et contient Brwn (ik.e. l'ensemble des
a = (...,a_n,...,a_l,ao) € C/Wk(Bm) tels que a_ € Im et a_ = ng(ao) .
pour tout n). On voit que les BX forment un sous-complexe de C'(G,C/V\Vk),
i.e. que l'image par l'opérateur bord de Brwn est contenue dans Bjnv+1 . Lors-
que l'on identifie BY a1 (en envoyant a = (...,a _,...,a ) sur a)

m m -n o o

l'opérateur bord induit une application, que nous notons aw , de Im dans

1 1 (on a donc (awa)w = 3(aV) si 3 est l'opérateur bord).

m-+

On a donc awoaw = 0 , mais l'application aW n'est pas en général k-
w

linéaire, ni méme additive. Toutefois, si ceIm . ona ¢ = (...,c_n,...,co),
avec ¢ =c¢ et c = vo (c) el , et on en déduit immédiatement que
o -n Bm o m,r
(11) si aEIrrl et CEIm,r , alors aw(a—c) = awa - 3,,C (mod Im+1,r+1) ,
(12) si CEIm,r , alors awc = aac (mod Im+1,r+1)

On voit que, si boeIl , on a bv(\)’el_\_/I(G) si et seulement si 9 (b0)=0.
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Pour tout beI1 , on voit que awb = aab = 0 (mod I2 2) ; comme G est
connexe, I1 et I2 sont topologiquement nilpotents et, compte-tenu de (11) ,
pour démontrer la proposition, il suffit de prouver le lemme suivant :

LEMME 4.2.- Scoit r un entier = 2 et _soit beI1 tel que awb € 12 . i

existe CEIl,r tel que awb = awc {mod IZ r+1)

i

Démonstration : posons . b' = awb . On voit que b' est un tenseur sy-
Atri 'o= = . D 2 1 ,
métrique de Iz'1r et que aWb aw(awb) 0 D'aprés ( 2) on a
3 b' =0 (mod I3,r+1)
Si r n'est pas une puissance de p , il résulte de la proposition 10.5
du chapitre I qu'il existe CEIl,r tel que b' = aac (mod 12,r+1) . D'aprés
(12) on a aac = awc (mod Izer) donc awb =3,C (mod IZ,r+1)

Supposons donc que 1r=pS , avec s=1 ., Choisissons (cf. n°I.9.1)
un k-homomorphisme continu 6 d'un anneau de séries formelles k[[(Xj)jeI]]

sur BG tel que le noyau de 6 soit l'adhérence de 1'idéal engendré par les
v(j) '

X? , pour y(j) # +o» (ol les vy(j) sont des éléments convenables de

N#U {+e} , vérifiant y(j) = 2) et posons e(xj) =% . Si

AX,Y) = p—l((X+Y)p—Xp—Yp) , la proposition 10.5 du chapitre I montre qu'il

existe cel
1,r

7

et des )\J_ek tels que
s-1

b + P a1, 16xP° " (mod I )
=aac Zk}./\xj ®1, ®x]. ) (mo 2 41!

la sommation étant étendue aux j€J tels que s<v(j)

Les formules (11) et (12) montrent que

s-1 s-1

C ) -
> XJ.A(XJ_ ®1, 1®xj ) (mod 12,r+1)

1l

(2) aw(b—C)

et, pour achever la démonstration du lemme, il suffit de vérifier que ceci im-

plique la nullité de tous les >\J.
Pour tout entier m= 2 , posons

+...4X )p—xp-xp-...—xi) ;

-1
I--'IX ) = p ((X1+X2 m 1 2

T (Xl 'X2 m

m

c'est un polyn®tme a coefficients entiers rationnels. On voit que TZ(X,Y) = 7X,Y)

et que, pour tout entier m=2 ,
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-+ =
(3) j\(Xl,X ) + Tm(X Ky 1 Xy geee i X ) T (Xl'XZ""'Xm+1)

2 17273 m+1 m+1

w

w
Pour u,,u, € Im , hotons u,®u 1'unique veIm tel que L1‘{V+u2 =v ,

1772 1 2
Il est clair que @ munit Im d'une loi de groupe abélien et que
i = +
(4) si u € Im et u, € Im,r ;U eu, u, +u, (mod I ,r+1)

Si on pose a = b-c , la formule (2) se réécrit

s-1 R s-1
ZKjA(X? é1,1®x§) ) (mod I )

A
N

Q/
2
m

2,r+1

On voit tout de suite que pa = (a@l)e(l®a) © aw(a) ; on a donc,

d'aprés (4) ,
- ~ Pt ps1
= - S 15
5) pa= ((a®l) e (1®a) -2 xj/\(xj ®l,1ex, ) (mod 12,r+1)

Pour tout m=2 , soient C et Bm les éléments de Im définis par

o = (0®1®...010)a (182a®...01) &...8 (1&818...9a) ,

‘ ps-l,\ . N " pS"]-A N ~ o~ ~ ps—l
B = 22T (x ®1®...81, 19x, ®..91,...,191®...® x, )
m i'm™j j j

Notons b le m-iéme itéré de A (on a Az = A, A3 = (A@1)o A ,euu).

Par récurrence, on montre que, pour tout m=2 ,

(6) Aaz=ag -8B (modl )

m m m m,r+l

pour m=2 , c'est la formule (5) ; on voit que

~

(b@l®..el ) =a 0 6 @&ls...81)

m+1 w
= a4 T aw(a)®1®... ®1 (mod Im+1,r+1) (d'aprés (4))
ps—lA . R R pS—lA R
= a4 " ij[\(xj ®1lg...®1 ,1®xj ®...%1) (mod Im+1,r+1) ;
et que
ps—lA PO ~ o8-1_. 4
Lhel® ®1)(B ) = Z)\ij(Xj ®R1I® ®1+1®Xp ®...061 ,
1618:°° 5. 81 1616..5xP°
® ®Xj ®...81,...,18 ®"'®Xj )(mod Im+1,r+1) ;

on voit donc, en utilisant (3), que

(A®1®...81)(_-B_) = q ),

B m+1—Bm+1 (mod 1

r+1

7

ce qui achéve de prouver (6)

Soit alors TSpI1 le sous-groupe de Ip formé des tenseurs symétriques
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et soit s 1'opérateur de symétrisation (on a donc

s(u,®@u.®...8u ) = X ug(l)éug(z)é...é u ).

1 2
p s g(p)
p
Tout élément u de TS‘pI1 s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme
~p
b(u)® +u0 , avec b(u) € Il et qu s(Ip) . On sait (cf. n°I.7.6) que
Y
®
= -+ =
A2 VB(a) (Apat)O , avec VB(a) b(Apa)
Soit Bk l'algébre affine de C/'\7\/'k . Notons encore Ap le p-iéme itéré
du coproduit dans B, . Comme V, (X.) = X_4q (cf. n°I1.4.3, remarque 1),

' &
on a, de la méme maniére, avec des notations évidentes, ApXO = X_1 +(ApXO)O .

Notons ¢ 1l'homomorphisme de 1'algébre Bk dans BG défini par le
QP ~
w - 8 . P . -
covecteur a et y=¢ :&B -g BG . On voit que W(ApXO) o - On
d = (Xé’p) + y((a X))
a donc OLp =y -1 ¥ Ap 0

et bla ) = V_(a)
p

e d
o) = Rl DT + e XD = V@ + (e X))

B
D'aprés (6), on a Apa = ap—ap (mod Ip,r+13p" Comme
P &
b{A a) = bla ) = Vp (a) , on en déduit que b =0 d1I =1
(8, ) (ap | BG( ) it q (Bp) (mo — p,psﬂ)

"
[em}
3
0
o
s}

ou gue b(Bp) ) . Un calcul simple montre que

s-1
b(Bp) =2 c_l(x.)xﬁ? : les >‘j doivent donc étre tous nuls, ce qui achéve
la démonstration du lemme.

4.2. Soit G un p-groupe formel sur k , soit BG son algébre affine, soit

IG 1'idéal d'augmentation et soit Ié 1'adhérence de Ié . Rappelons
cf. n°I1.8.7) que l'espace cotangent t"é(k) = IG/Ié de G a une structure

naturelle de k[V] -module topologique, autrement dit de Dk—module topologique

annulé par F

PROPOSITION 4.3. - Soit G un p-groupe formel sur k . Soit e 1'applica-

tion de MI(G) dans té(k) qui & b = (""b—n""’b—l'bo) € M(G) associe

l'limage de b_ = dans té(k) - L'application n. est D, -linéaire continue sur-

jective. Son novau est FM(G)

Démonstration : ici encore ce résultat est trivialement vrai si G est

étale et nous supposons G connexe non réduit @ 0 . On conserve les nota-

tions utilisées dans le n°4.1.
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La linéarité et la continuité sont évidentes. La surjectivité n'est autre

que la proposition 4.1.

Il est clair que FMI(G) est contenu dans le noyau de Comme

_ e
1'idéal d'augmentation est topologiquement nilpotent, on voit que, pour achever

la démonstration de la proposition, il suffit de démontrer que, pour tout entier

r=2 , si b est un élément de I tel que b e M(G) , il existe cel,
_ W '] 1
tel que b =c (mod Il,r+1) et ¢ € FM(G)
, w —

Soit donc beIl,r Il,r+1 tel que b ¢ M(G) . On a donc awb 0
donc, d'aprés (12) , aab = 0 (mod Il r+l) . D'aprés la proposition 10.5 du
chapitre I ceci implique que r = pS , avec s entier = 1 et que

% (mod I, )
b = Z )\jx]_ mo 141!

J

les >\j étant des éléments de k , la sommation étant étendue aux jeJ

) , avec d =Zc_s(>\j)xj

S
i = p
tels que s<vy(j) . On a donc b =d (mod Il,r+1

D'aprés la proposition 4.1, ié existe d0 €l vérifiant d0 =d (mod 1112) et
d‘ge M(G) . Posons ¢ = dg . On voit que c¢€ Il,r et vérifie

c=b(mod I ) et cVe F°M(G) c EM(G)

COROLIAIRE 1.- Si G est un p-groupe formel sur k tel que FG =0 , on
a FM(G) = 0 et MI(G) s'identifie canoniquement & té(k) . En particulier,
si G est un p-groupe fini d'ordre p' tel gque FG =0, M(G) est un es-

pace vectoriel sur k de dimension r

C'est clair

COROLIAIRE 2.- Le foncteur M , restreint & la catégorie des k-groupes formels

connexes, est exact.

Il suffit en effet de montrer que, si G' - G est un monomorphisme de
k-groupes formels connexes, l'application correspondante M(G) - M(G') est
surjective. Comme M' = M(G') est un D, -module A[F] -profini connexe, on

k

voit que si N est un sous—Dk—module fermé de M' , on aura N = M' si

et seulement si N/(EM'NN) = M'/EM'
Le fait que G' - G soit un monomorphisme implique que l'application
correspondante sur les algébres affines est surjective, donc que l'application

canonique té(k) - té,(k) est surjective.
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Il est clair que le diagramme

M(G) M(G")

e e

3¢ —_—
£, (k) (k)

est commutatif. On en déduit que 1'application de M(G) dans

t’é,( ) = M(G")/EM(G') est surjective, d'ol le corollaire.

4,3, Soit M un D -module A[F] -profini et soit G = G(M) . On sait

k —_
(cf. n°I1.8.4) que l'espace tangent tG(k) de G s'identifie au noyau de
G(e) : k[t]/t - Gk) ol e : k[t]/t2 - k est définie par e(A+ut) = 1 ,

si A,4 € k

On voit que C/’\R/'k(k[t] /tz) est l'ensemble des covecteurs de la forme

+ + +
(...,}\_n u_nt,...,K__l p_lt,ko pot) , avec les A et les H_ dans k

N
et les >‘—n presque tous nuls. On voit aussi que le noyau de CWk(e) s

i=-

N

N\
dentifie & CWE(k[t]/tz) et est formé des covecteurs de la forme

.-.,}J. t,o-o,‘l t,“ t

En particulier, tG(k) s'identifie a HomD (M, CW [t]/t . Comme
k
il est clair que f_C/'\?VE(k[t]/tz) = 0 , on voit que l'on peut encore identifier
t (k) a Hom "™ (M/FM, CW (k[t] /%)
G Dk |
- t i
Soit u ¢ tG(k) et soit u son image dans HomcDOn (M/EM, CW k[t]/t . g
k
Pour tout a € M/EM , u(a) = ('“'“—nt""’“-lt’“ot) coU p o= u_n(u,g)
est un élément de k qui dépend de u et de a . Posons §M(u)(g) = po(u,g_)

PROPOSITION 4.4.- Soit M un Dk—module A[F] -profini et soit G = G(M)

i) Pour tout u € tG(k) , l'application §M(u) : M/EM - k définie ci-

dessus est k-linéaire continue.

cont
M k)~ &
k-linéaires continues de M/FM dans k , ainsi définie, est un

i) L'application § (M/FM,k) , espace des applications

isomorphisme de k-espaces vectoriels.

Démonstration : il résulte immédiatement du fait que le carré de 1'idéal

maximal de k[t]/t2 est nul que l'application qui a (... ,p_nt,...,p_lt,uot)

148



‘ment u de t_(k) et un seul tel que &

MODULE DE DIEUDONNE

associe (u—n)ne]N définit un isomorphisme du k-espace wvectoriel topologique

:C 2 IN . . " o
CWk (k[t] &%) sur k . La premiére assertion de la proposition, ainsi que le

fait que § est une application k-linéaire en résultent.

M

Soit  (a,), une base topologique du k-espace vectoriel profini M/FM

1"iel . . o ' A~ 9
Se donner une application k-linéaire continue 6 : M/FM - CWk(k[t]/t ) re-

vient & se donner une famille (p_n i)nelN iel d'éléments de k telle que,

pour n fixé, presque tous les S sont nuls : l'application 6 est alors

’

by toug b)

définie par 9(_6_1) = (""“—n,l , .

Pour tout jel , _\_/gj s'écrit sur la base des a, sous la forme

Va, = 2 )\i jg-i , avec les ki i € k ; le fait que V est continue implique que,
iel ! :

pour i fixé, presque tous les >\i . sont nuls.

4

Il est clair que l'application k-linéaire continue 6 définie ci-dessus

sera Dy -linéaire si et seulement si, pour tout j€I , e(yg_j) = _\[(G(QJ.)) .

ou encore si

j"-n,i . i,37-1,1

1 1

foor @y juy PEren @y 0 )t,(?)\iljpoli)t)=

= (..,p ""’“-Z,jt'u—l J,t) , pour tout jel

7

t
-n-1 lj

Si les Mo, ! presque tous nuls, sont donnés, on voit que les M_ 1 i

se calculent, de proche en proche, par la formule

= lei.u .

Hon-1,; i 1.d7-n,i

le fait que les >‘i i sont presque tous nuls, pour i fixé, implique que si

7

les u ., sont presque tous nuls (n fixé), les le sont aussi. On

-n,j Hon-1,;

7

presque tous nuls, étant donnés, il existe un élé-
G hdhﬂ(gg = Hgp

gui montre gque l'application ?;‘M est bijective.

voit donc que les Ho i

pour tout i , ce

4.4, Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 1 dans le
cas connexe. Compte-tenu de ce qui a été fait au §1, il suffit d'établir le ré-

sultat suivant
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PROPOSITION 4.5.-

i) Si G est un p-groupe fini connexe d'ordre pr , MI(G) est un A-

module de longueur r

ii) Pour tout k-groupe formel connexe G , le morphisme de G dans

G M(G) provenant de 1'adjonction est un isomorphisme.

iii) Pour tout Dk-module A[F] -profini connexe M , l'homomorphisme de

M dans MG(M) provenant de 1'adjonction est un isomorphisme.

Démonstration : montrons (i) : si G est un p-groupe fini connexe sim-

ple, on a PG = 0 et (i) résulte du corollaire 1 de la proposition 4.3. Le
cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G en utilisant le

fait que M est exact (cor.2 de la prop.4.3).

Pour tout k-groupe formel connexe G , notons Gn le sous-groupe de

G novau de Fg . On sait que G = lim Gn . On a donc
N\ N )
M(G) = Hom(G,CW, ) = Hom(lim G_,CW, ) = lim Hom(G_,CW, ) = lim M(G ).
k - n k =~ n k -~ n

L'exactitude de M implique en outre que M(Gn) = M(G)/EHM(G)

De méme, pour tout Dk—module A[F] -profini connexe M , posons

M_ = M/E'M . Il est clair que M = lim M_ .

Si R est un k-anneau fini, le radical de R est nilpotent et on en dé-

duit qu'il existe un entier r tel que f_rC/\R/'E(R) =0 . On adonc GM)R) =

HomZ ™ (M, EW, (R) = Hom P™(M,CWI(R)) (car M est connexe) =
k r ~C k cont e
HomSOM (M/F'M, CWER)) = lim Hom (M_,CW_(R)) , donc G(M) = lim G(M ).
Dk k - Dy n k - &

En outre, comme G est exact & gauche, on voit que G_(Mn) = ((_E«_(l\/l))n

Ces considérations raménent en particulier la démonstration de l'assertion

(ii) (resp. (iii)) au cas ol Fg =0 (resp. "M = 0).

L'assertion (ii) se démontre alors par récurrence sur l'entier n tel que

Fi’.=0":

n
G
B soit G un groupe tel que FG = 0 ; On voit que EM(G) = 0 et on en

déduit que F 0 . Il suffit donc de montrer que le morphisme cano-

GM@G) ~
nique Us © G - GM(G) induit un isomorphisme des espaces tangents.

D'aprés le corollaire 1 & la proposition 4.3, M(G) s'identifie canonique-
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ment a té(k) ; la proposition 4.4 définit un isomorphisme canonique de

tGM(G)(k) sur le dual topologique de M(G) ; on a donc un isomorphisme

de tG(k) sur t(_}_l\_/I(G)

provenant de 1'adjonction.

(k) et on vérifie facilement que c'est bien la fléche

Soit G un groupe tel que Fé = 0. . On considére la suite exacte

0—>KerFG——>G—>‘ImFG——>O

L'assertion (ii) se déduit de l'exactitude de M (cor. 2 & la prop. 4.3)

et de l'hypothése de récurrence appliquée & Ker FG et Im FG (exacte-

ment comme pour la démonstration de 1'assertion (ii) de la proposition 3.4).
L'assertion (iii) se démontre de maniére analogue

Soit M un D, -module A[F]-profini tel que FM = 0 . On voit que

k
F =0 , donc que FMG(M) =0 . Comme FM =0 , (k) s'i-

G (M) geleY)

dentifie (prop. 4.4) au dual topologique de M , donc té(l\/[) (k) s'identi-
fie 3 M . Comme FG(M) =0, MG(M) s'identifie (cgr.l a la prop.4.3)
3 t*(k) donc & M et on vérifie encore que cette identification n'est

G
autre que la fléche provenant de 1'adjonction.
Le cas d'un module M tel que EnM = 0 s'en déduit par récurrence sur
n (exactement comme pour la démonstration de 1'assertion (iii) de la pro-

position 3.4) : il suffit de considérer la suite exacte

0 — FM — M — M/EM — 0 ;

A

on applique l'hypothése de récurrence & FM et & M/EM , et on utilise
l'exactitude de M et le fait que si N est un Dk—module A[F] -profini
non nul, G(M) # 0 , ce qui est une conséquence triviale de la proposition

4.4,

§5.- Dualité.

Rappelons que le k-anneau Ck = Cplk) a été défini au n°lIl.6.7 comme

étant l'anneau des éléments de la forme 2 a 6 (ot S = {s€zZ[1/p] lOss<p}),

-— S8
SES
aS étant des éléments de k vérifiant
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(8) pour tout r >0 , il existe e>0 tel que a, =0 si r-e<s<r

Soit k une clsture algébrique de k . Pour tout x € k , notons V.
l'application de C dans C

k k(x
il est clair que Vo est un homomorphisme de k-anneaux.

= ( Afini ) = Sg .
) Cpalk(x)) définie par VX(ZaSBS) Zasx GS,

Soit G un p-groupe fini sur k . Les éléments de G(Ck) sont les k-

homomorphismes de l'algébre affine BG de G dans le k-anneau ck

Pour tout nombre premier ¢ # p , soit Mo le groupe des racines ¢-iémes

de 1'unité dans k et soit ke = k(pe) . Sioo e G(Ck) , nous posons

u (o) = 2 v °® ;on voit que, si eEpe PV e BG - C  est un élément
eEpe 4

de Glcp ) ; il en est donc de méme de ug(cp) , mais, comme il est clair que

I'image de ue(cp) est contenue dans Ck , on peut considérer ue(cp) comme

un élément de G(Gk) . Il est clair que u est un endomorphisme du groupe

2
G(Ck)

Pour tout automorphisme <1 de k mnotons (1) l'application de Gk
dans lui-méme définie par (7)(Z asés) = Zr(as)és . I1 est clair que c'est un
endomorphisme de l'anneau (et non du k-anneau) Ck

Notons Fg . (resp. \@G) : By » Bg l'endomorphisme (de l'anneau B.)

définissant le Frobenius (resp. le décalage). Pour tout o ¢ G(Ck) , posons

V.p = (o-lyoepo Ry
pCP 4 Yo BG

Il est clair que Fp-cp et Vp.cp sont des éléments de G(Ck) et que Fp et

Pp.cp = <g>ocpo\,hG et

Vp sont des endomorphismes de G(Ck)

PROPOSITION 5.1.- Pour tout p-groupe fini G sur k soit M'(G) le sous-

groupe de G(Ck) formé des éléments ¢ vérifiant ue(cp) = 0 , pour tout nom-

bre premier & # p .

~

i) Il existe une structure de Dk—module 4 gauche et une seule sur M'(G)

vérifiant, pour tout o ¢ M'(G) ,

[elo =y oo , si [e] désigne le représentant multiplicatif dans
€

A = W(k) d'un élément guelconque ¢ de k ,

Fo =TF . et Vo =V.. .
£P pCP_.___CP pCP
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ii) Le Dk—module 4 gauche M'(G) est un Dk—module fini. Alors M

est (de maniére évidente) un foncteur covariant additif de la catégorie

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules finis ; ce

foncteur induit une équivalence entre ces deux catégories.

iii) Notons ID le foncteur contravariant additif de la catégorie des p-

groupes finis sur k dans elle-méme qui &8 G associe son dual de

Cartier. Il existe une équivalence naturelle entre les foncteurs M

et M-D.

Démonstration : soit BG 1'algébre affine du p-groupe fini G . Soit

R = B! l'algébre affine du dual de Cartier ID(G) de G . Comme D(ID(G))
s'identifie & G , on sait (cf. n°I.5.5) que, pour tout k-anneau S , le
groupe G(S) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif de 1’anneau

R ®k S formé des éléments o vVvérifiant Aq = g®a et ex =1

Comme R est un k-anneau fini, on voit que l'anneau CA(R) défini au

n°ll.6.3 s'identifie canoniquement & 1l'anneau R®k Cak) = R®k Ck ; on peut '

donc identifier le groupe G(Ck) au groupe multiplicatif C(G) formé des élé-

ments o de CAR) vérifiant A0 =a®a et ea =1

On vérifie immédiatement que, dans cette identification, pour tout nombre

premier ¢ # p , l'application u't3 qui vient d'étre définie correspond a l'en-

domorphisme UB de 1'anneau Cp(R) , défini en II.6.5. Par conséquent le

‘groupe M'(G) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif

CT(@G) = }aeCAR) |Aa = a®a , ca =1 , Uya =1, pour tout ¢ #p}

Comme ¢g = 1 implique que o appartient au groupe noté CC(R)
en I1.6.3 et comme le groupe CCT(R) a été défini comme le sous-groupe de

CC(R) formé des ¢ vérifiant Uea =1, pour tout ¢#p , on a
CT(G) = {a € CCTR) | aa = a®a , ea = 1

Considérons alors l'isomorphisme CER : CWk(R) - CCT'(R) (prop.lI.6.6).

Le module de Dieudonné MI(D(G)) du groupe ID(G) s'identifie & l'ensemble

des a€ CW, (R) vérifiant pa = ag@l + lg®a (avec des notations évidentes).

k
On voit donc que CER ‘définit un isomorphisme du groupe M(D(G)) sur le

groupe

CT,(G) = }a€ CCT'(R) | da = a®a/
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Montrons que CT(G) = CTl(G) -
B comme G est un p-groupe fini tout élément de G(Gk) est d'ordre une
puissance de p ; comme CT(G) est isomorphe & un sous-groupe de G(Ck),
tout élément de CT(G) est d'ordre une puissance de p et appartient donc

a CCT'(R) qui, comme R est un k-anneau fini, est le sous-groupe des

éléments de CCT(R) d'ordre une puissance de p ; d'oud CT(G) c CTl(G) ;

B soit ¢ € CTI(G) ; alors o = CER(g) avec a = (...,a_n,...,ao) € MIM(G)) ;
on sait (cf. n°3.1) que les a_, sont tous dans 1'idéal d'augmentation de
R ; on a donc QJD(G)(a—n) =0 pour tout n ; comme q = l_[F(a_nT_n) ,

on en déduit que efa) =1 et o € CT(G)

du groupe M(ID(G)) sur le

QG(Q) ;

si l'on pose q = CER(_a_) = ﬂF(a_nT_n) et si l'on réécrit o sous la forme

On a donc construit un isomorphisme Pe

groupe M'(G) : soit a = (...,a_n,...,a_l,ao) ¢ M(D(G)) et soit o =

a = 2 bsés , on voit que ¢ est défini par

px) = 2 X(bs)es , pour tout x¢ BG =R

Par transport de structure M'(G) devient alors un Dk—module a gauche :

montrons que cette structure satisfait 1'assertion (i) de la proposition :

-n
m soit ¢ €k ;ona [ela=(..,eP a_n,,..,eao) et

- p~h - Sw. 3. .
lela = T[F(e a_ T ) =2 6, ; donc, si xe€B

([elp)x) = Zx(esbsés) =3 esx(bs)es

G I
et [elog = Voo
= p p = 1% = Pz . i
8 ona Fa (...,a_n,...,ao) et Fq ﬂF(a_nT_n) stes ; donc, si »
x€BL (Fp)(x) = Zx(bg)és : mais, pour tout beR , on a x(bF)= (Apx)(b )

(en appelant Ap le p-iéme itéré du co-produit dans BG) et

ApX = Vp (x) +y , ol y est un tenseur obtenu par "symétrisation" d'un
G

certain tenseur z ; on voit donc que x(b°) = ((Vng)(b))p = o((VBGx)(b)) ;
d'ou (Fp)(x) = Zo((VBGX)(bS))és , donc Fop = <o>ocpoVBG ;

@ ona Va = (""a—n—l"”’a—l) —et Vo = ﬂP(a_n_lT_n) = st/pes ; donc,
si x€Bg , Vo) (x) = Zx(bs/p)es ; en utilisant le fait que VRa-—n = a-n—l’,

on voit que bs/p = vas ; en railsonnant comme précédemment, on voit que

o(x(Vpb ) = xP(b,) i donc (Vo)(x) = Zo_l(xp(bs))éS et V = <G—1>ocpo FBG

I1 est clair que l'isomorphisme est fonctoriel en G . La proposition

"G
résulte alors du théoréme 1 du §1
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Remarques :

1.- Notons v Il'endomorphisme du k-anneau j_\k défini par

v(Z asés) = Zasésp . On voit que pour tout ¢ € M'(G) , on a aussi Vo = Vo .

2.- Lorsque le p-groupe fini G est connexe, on peut, dans la construc-
tion qui précéde, remplacer, avec les notations du n°Il.6.2, l'anneau Ck = Cp(k)
par l'anneau CpY%(k) = lim /\m(k) (qui est le sous-anneau de Ck formé des
Zgasés , avec les ag presque tous nuls). Si, en effet, m est un entier
s€

tel que F™ = 0 , on voit que GI(C

& ) = Gln_ (k)

k
5.2. Nous allons construire de deux maniéres différentes le dual d'un Dk—
module fini. Il sera commode de la considérer comme un Dk—module a droite.

Pour cela, observons que tout D -module & gauche M peut étre considéré

k
comme un Dk—module a droite, et vice versa, si l'on pose, pour tout xeM ,
ax = xa , pour tout a€Ah ,

Fx = xV et Vx = xE

En particulier, ceci permet de considérer tout Dk—module fini aussi bien

comme un D -module & gauche que comme un D, -module & droite, ce que nous

k k
ferons désormais.

Si M est un Dk—module fini, nous notons M' = HomA(M,K/A) le A-
module des applications A-linéaires de M dans K/A . On peut le munir d'une

structure de Dk—module fini en posant, pour tout ueM' , tout xeM :

(au)(x) = (ua)(x) = au(x) , pour tout ach ,
Fu)x) = (W) = oulx)) ,
Vu) () = WP = ¢ uEx)

Il est clair quee M — M' est un foncteur contravariant additif de la caté-
gorie des Dk—modules finis dans elle-mé&me, induisant une dualité sur cette ca-
tégorie.

Pour ne¢Z , posons An =K/A si n<0 et An = K/p—nA si n=0 ,

et considérons le A-module ®Tk = ﬂ An . Avec des notations évidentes,
nez
tout élément de ®Tk s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme

> a Tn , avec
nez
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K/A si n<0 ,
K/p™ ™A si n=0

On munit ®Tk d'une structure de D, -bimodule en posant :

k
a(y) anTn) =3, aanTn ' (2 anTn)a =2 on(a)anTn p
(2 anTn) =7 a(an)Tn+1 , et (D anTn)_F_ =3 a T g+
— -1 —
V(ZaT)=2po (@ )T ;. (Za TV =Zpa T

(on prendra garde qu'ici la structure de D, -module & droite n'est pas la struc-

k
ture & droite induite par la structure de Dk—-module a gauche).

Si M est un Dk—module fini, nous notons M* = HomD (M’®Tk) le Dk_ {

module a droite des applications Dk-linéaires a gauche de M dans @Tk Il

est clair que M ~ M%* peut étre considéré comme un foncteur contravariant ad- |

ditif de la catégorie des D, -modules finis dans celle des Dk—modules a droite.

k

PROPOSITION 5.2.- Pour_tout Dk—module fini M , M*  est un Dk—‘module

fini. Les foncteurs M~ M' et M~ M¥ de la catégorie des Dk—modules

finis dans elle-méme sont naturellement équivalents.

Démonstration : pour tout cpel\/l* et tout x€M , posons

Pour tout entier n=0 , on a

n ., _ n _ oh _ s N .
o x) =2 (£ x,cp)me Fokx) =20 ((I><,cp)m)TmJrn ;
m m
o n n
en particulier ¢ ((X,cp)_n) = (F x,cp)O ou
-n,,.n
(1) (X,Cp)_n =g ((E x,cp)o) , pour tout n=0 .
» no, _ n _n _ n -n )
De méme, on a oV x) j%';n Vx,) T = Viok % po (x,p) )T _ ien
particulier pnc_n((x,cp)n) = (y_nx,cp)o ou encore

(1) (X,cp)n = p-non((_\[nx,cp)o) , pour tout n=0

Pour tout cpeM* , soit nM(cp) l'application de M dans K/A définie

par (@) (x) = (X,cp)o , pour tout x€M .

M

Il est clair que () e M' et que l'application Ny M* - M' est

M
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A—linéaireA. Si l'on pose u = nM(cp) , on voit que
~ -1 -1
(WE)(x) = 0 (u(Ex) =0 ((f_x,cP)O) ;
d'autre part nM(cpE)(x) = (x,cpf)o ; mais  (pF)(x) = ox)E = Z(X,Qp)me+1 .
= = -1 ! P =
donc  n@E)() = (x,0)_; =0 ((E_x,cp)o) , d'aprés (1) , et ny (@F) = n @E .
De méme, on a (uW)(x) = o(u(Vx)) = o((y_x,cp)o) ; d'autre part
ny @V ) = &,0V)g ; mais (V) (x) = o)V = Zpk,e) T _; , donc
nM(cpy)(x) = p(x,cp)1 = c((Vx,cp)O) , d'aprés (1') ; et nM(c,oM) nM(cp)M . L'ap-
plication M est donc Dk—linéaire a droite.
Pour tout ueM' , soit n'M(u) l'application de M dans ®k définie
par ,
W6 = Lo TERNT__+ T op o @ )T,

n=1 n=0

On vérifie immédiatement que ﬂ'NI(u) € M¥ et on déduit des formules (1) et
(1') que et

M n'M sont des applications réciproques l'une de l'autre,
donc que M est un isomorphisme de M* sur M' . En particulier, M
est un Dk—module fini.

Enfin, il est clair que l'isomorphisme est fonctoriel en M , ce

™M
gui achéve la démonstration.

5.3. Nous allons montrer maintenant que, si G est un p-groupe fini sur k ,

le D, -module fini M'(G) s'identifie au dual de MI(G)

k

Pour cela nous utiliserons de facon essentielle 1'isomorphisme c—ék de
CWK(Ck) sur @, défini en 1I.6.7.

Rappelons (cf. prop. II.6.11) que le Dk-module & gauche ®k est for-
mé des éléments 2 b 8 , avec bS €eK/A si s<p , bS cK/p ™A si
N 0+ seIN[1/p]

p <s<p et n>=1 , assujettis a vérifier des conditions notées (@1), (@2)
et (§>3)

Notons @Tll< l'ensemble des stes€®k vérifiant bS=O si s n'est

pas une puissance entiére (positive ou négative) de p . Il est clair que c'est

un sous-D, -module & gauche de ®k . Si, pour tout né&€Z , on pose Tn =0 0’

K P
on voit que les éléments de @TL peuvent s'écrire sous la forme ZanTn .
avec a_€ K/A si n<O0 , a € K/pP™™A si n>0 . Ceci permet d'identifier
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®T! & une partie du D, -bimodule @T défini au n° précédent. On constate

fa:ilement que @'].’I'< e:t en fait un s:us—Dk-module d gauche de @Tk ; si l'on
explicite les conditions (@1) , (@2) et (@3) pour les éléments de la forme
ZanTn , on vérifie immédiatement que @T]‘< s'identifie & la partie de torsion
de @Tk , autrement dit au sous—Dk-modu1e a gauche de ®Tk formé des élé-

ments dont l'ordre est une puissance de p . En particulier @T!‘< est stable

pour l'action de Dk a droite et peut donc également étre considéré comme un

Dk—bimodule. On voit que, pour tout D -module fini M ,

k
M* = Hom~ (M,@T,) = Hom. (M,®T')
Dk k Dk k

Soit maintenant G un p-groupe fini sur k et soit B son é’vlgébre
affine. Il résulte de la proposition 1.2 que l'application qui & o : BG - Ck
associe la restriction de CWK(CP) : ka(BG) - CWk(ck) a MI(G) est un iso-

morphisme du groupe G(Ck) sur Hoka(l\_/I(G),CWk(Gk)) . En composant avec

C CWk(C) - 8  ,on obtient un isomorphisme

XG : G(Ck) — Hoka(M(G),®

l'isomorphisme w

"

qui est visiblement fonctoriel en G

PROPOSITION 5.3.- Soit G wun p-groupe fini sur k . L'application A in-

-module M'(G) sur

duit, par restriction 8 M'(G) , un_isomorphisme du D

k

M(G)* = Hoka(I_\_/I(G),®TI'<) (autrement dit, si @eGl(c) , Mg

seulement si ¢ € M'(G) et 1l'isomorphisme de la structure de groupes de M'(G)

(@) € M(G)* si et

sur  M(G)* induit par >‘G est Dk—linéaire).

Démonstration : soit k une cloture algébrique de k et soit ¢ € k

L'application y C;k - C , définie au n°5.1, induit une application
€

k(e)
ka(\’e) : cwk(ck) - cwk(ck(e)) Ty k(e)

des isomorphismes, il existe une application \A)e : ®k . ®k(e) et une seule

Comme les applications et sont

qui rend le diagramme

CWk(ve)
cwk(ck) > cwk(ck(e))
oy ) U_jk(e)
Ve R
®k ®k(e)

- s
commutatif. On voit facilement que ve(Zases) =2 [e] ases , pour tout
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Zases € ®k (on a noté [e] le représentant multiplicatif de ¢ dans A).

Notons encore XG l'application de G(Ck(e)) dans Hoka(M(G),®k(€))
qui & y : BG - Ck(e) fiSSOClG T (o) ° CWk(L]J)‘M(G) . Il est clair que, si
peGlc) . xG(veocp) = veoxG(cp)

En particulier, pour tout nombre premier & #p , comme u (p) = T y g

€€H2€
(cf. n°5.1), on a )\G(ue(cp)) = X v oXG(cp) . On a donc, pour tout aec M(G),
eEue €
i = = ) gS = : 5 = X
si xG(cp)(_a_) =2asb XG(ue(cp))(g) 2 (&g ases) L (2 eMas, =e( a8),
eepe s€S s€S eEue SESZ
ol S, désigne l'ensemble des éléments de S = IN[1/p] divisibles par @

e

Par définition, ¢ est dans M'(G) si et seulement si ue(cp) = 0 , pour

>\G(u_(3
revient a dire que, pour tout a € M(G) , si xG(cp)(_a_) = Zases ,ona a = 0,

tout ¢ ; ou encore si et seulement si (@)) = 0 , pour tout ¢ . Cela

pour tout s ¢ S divisible par un nombre premier différent de p ; ou encore

que a_ = 0 si s n'est pas une puissance entiére de p . On en déduit bien
que @ ¢ M'(G) si et seulement si >\G(cp) e M(@)*
La restriction de ) & M'(G) est donc bien un isomorphisme de la

G
structure de groupe de M (G) sur M(G)* et, pour achever la démonstration

de la proposition, on voit qu'il suffit de vérifier que, pour tout © € M'(G) ,
XG(CD[E]) = XG(CP)[e] , pour tout ¢ €k ,

xG(cpf_) = xG(qo)_F_

A~ (V) = )

G

@ Pour tout c¢ck , ona ¢le]l =[clo = v oo et XG(cp[e]) = QeoXG(cp) ;

donc, pour tout a € M(G) , si )\G(cp)(g) = 2b, T, = ane 0o
P

ha@le])(@) = an[e]pné)pn = Zb o™, = (b T )e] , d'od
rg@lel) = (e)le]

@ Ona oFf = VP = voep , d'aprés la remarque 1 du n°5.1. Si v o ®k — ®k
est définie par V(X CSBS) = chesp , on voit que @, ° CWk(v) = Vel
Pour tout a € M(G) , si }\G(cp)(_a_l_) = anTn = anepn , on a donc

= (b T)E , d'od \.(F) = )

(pF)(a) = G(anTn) =Xb T -

>\G == n-n+l
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= Par définition, on a @V = Fp = (¢)o®oVp
G

Il est clair que si <8> : @k - ®k est l'application définie par

(0)(Ze8) =Lalc)s_ , ona & CW (o) = (3o,

D'autre part, si a = (...,a_n,...,ao) € M(G) , on sait (n°3.1) que

, pour tout n , et on en déduit que CW (VBG)(Q_) = Va .

VB (a )=a K

G -n -n-1
On a alors, pour tout a¢ M(G) ,

W@ = @ OCWk(<O>ocpoVBG))(_a_) = (<6>oaskocwk(cp))(yg)

k
= <5>(M(>\G(Cp)(_a_)))
Si XG(cp)(_c‘zl.) = anTn , on voit que
(UM @ @) = (3)(Zpo™ )T ) =Tpb T ., = (b TV,

COROLLAIRE 1.- Les foncteuwrs G - M'(G) et G - M(G)* de la catégorie

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules finis sont naturellement

équivalents.

C'est clair puisque l'isomorphisme canonique de M'(G) sur M(G)*

défini dans la proposition 5.3 est visiblement fonctoriel en G

COROLIAIRE 2.- Les foncteurs G - M(D(G)) et G ~ (M(G))' de la catégorie

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules finis sont naturelle-

ment équivalents.

Il suffit de composer les équivalences naturelles

M(D(G)) = M'(G) — M(G)* —= (M(QG))'

définies par la proposition 5.1, le corollaire 1 & la proposition 5.3 et la pro-

position 5.2.

COROLIAIRE 3.- Pour tout p-groupe fini G sur k , notons 1\_/ID(G) le mo-

dule de Dieudonné de G au sens de Gabriel ou Manin (tel gu'il est décrit

par _exemple dans [15], chap.Ill). Les foncteurs M et 1_\_/[D de la catégorie

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk-—modules finis sont naturellement

équivalents.

Il est clair qu'il suffit de démontrer ce résultat d'une part pour les

groupes unipotents, d'autre part pour les groupes de type multiplicatif.
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A Si G est unipotent, on vérifie que 1\_/ID(G) s'identifie &
I—Iom(G,CWE) c M(G) = Hom(G,GWk) : mais, pour n assez grand, on a
n

VG =0, donc V'a =0, pour tout ac MG et MG = MD(G)

Si G est de type multiplicatif, on a, par définition, MD(G) = (1\_/5:)(]13(@)))'7
comme DD(G) est unipotent, I_\_/ID(]D(G)) = MID(G)) et l'assertion résulte du

corollaire 2.

§6.- Groupes formels lisses.

6.1. Soit G un p-groupe formel sur k et soit M = M(G) . On sait
(n°I1.9.6) que G est lisse si et seulement si FG est un épimorphisme ; on
voit que cecl revient & dire que l'action de F sur M est injective. S'il en
est ainsi, M/FM s'identifie, d'aprés la proposition 4.3, & té(k) et G
est de dimension finie si et seulement si M/FM est un k-espace vectoriel

de dimension finie ; ces deux dimensions sont alors égales.

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout né&€IN , notons Gi le
sous-groupe de G noyau de Fg . Il est clair que M(Gi) s'identifie a
M(G)/Enl\_/I(G) . Le groupe G est connexe si et seulement si G = lim Gi .
ou encore si et seulement si M(G) s'identifie & lim M(G)/f_nl\_/f’(}) , i.e. si

et seulement si l'action de F sur M(G) est topologiquement nilpotente.

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout né€IN , notons Gn le

noyau de la multiplication par p" dans G . Il est clair que M(Gn_) s'iden-

tifie & M(G)/p™M(G) et que, comme G = lim Gn , on a
M(G) = lim M(G)/p" M(G)

Rappelons que la catégorie des groupes p-divisibles (ou de Barsotti-Tate)

sur k s'identifie a la sous-catégorie pleine de celle des p-groupes formels
sur k dont les objets G ont la propriété suivante : il existe un entier h
tel que, pour tout n , Gn est d'ordre prlh ; l'entier h s'appelle alors la

hauteur de G

On voit que si G est un groupe p-divisible sur k , de hauteur h ,
M(G)/p™™M(G) est un (A/p"A)-module libre de rang h , donc que M(G) est

un A-module libre de rang h . Réciproquement si G est un p-groupe formel
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sur k tel que M(G) est un A-module libre de rang fini, on voit que G
est p—divisible. Enfin, il est clair que tout groupe p-divisible sur k est lis-

se de dimension finie.
Le théoréme 1 implique la proposition suivante

PROPOSITION 6.1.- Le foncteur M induit une anti-équivalence entre la caté-

gorie des p-groupes formels lisses sur k et celle des Dk—modules A[F] -

profinis sur lesquels l'action de F est injective. Si G est un p-groupe for-

mel sur k et si M = M(G)

i) le groupe G est connexe si et seulement si l'action de F sur M

est topologiquement nilpotente ;

ii) le groupe G est de dimension finie si et seulement si M/FM est

un k-espace vectoriel de dimension finie (celle-ci est alors égale a

la dimension de G) ;

iii) le groupe G est p-divisible si et seulement si M est un A-module

libre de rang fini (celui-ci est alors égal & la hauteur de G).

Remargues :

1.~ Soit M un A[F] -module profini sur lequel l'action de F est in-
jective. Pour qu'il existe une structure de Dk—module sur M qui prolonge la
structure de A[F] -module, il faut que pM < FM ; on voit que cette condition
est aussi suffisante et qu'alors cette structure est unique : pour tout a€M ,
Va est l'unique be M tel que Fb = pa . On peut donc dire que M in-
duit une anti-équivalence entre les p-groupes formels lisses sur k et les
A[F] -modules profinis M sur lesquels l'action de F est injective et qui

vérifient pM < FM

2.- Si G est un k-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie,
on a M(G) = lim M(G)/_Enl\_/I(G‘) , chaque quotient étant muni de la topologie
discréte. Ceci permet de considérer M(G) comme un A[[F]] -module et l'on
voit que c'est un A[[F]] -module de type fini. De la méme maniére que dans
la remarque 1, on voit que l'on peut dire que M induit une anti-équivalence .
entre k-groupes formels lisses et connexes de dimension finie et A[[F]] -
modules M de type finis sur lesquels l'action de F est injective et qui vé-

rifient pM < FM .
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Soit toujours G un k-groupe formel lisse et connexe de dimension finie
et soit M = M(G) . Soit R un k-anneau fini ; on sait (th.1) que GI(R)
s'identifie canoniquement au groupe HOmcDont(M,C/Wk(R)) des applications Dk—
linéaires continues de M dans C/‘\7Vk(R) ;k on voit qu'une telle application est
toujours a valeurs dans C/'\/\VE(R) ; comme l'action de F sur C/V\V'E(R) est nil-
potente, on peut considérer C/\/\VC(R) comme un A[[F]] -module. On voit que

k
G(R) s'identifie encore au groupe Hom (M,CWCS([R)) des applications

A[E]T (V] k

A[[F]] -linéaires de M dans CWk(R) qui commutent a l'action de V (les

hypothéses de continuité sont inutiles).
3.- Le méme type de considérations montre que l'on peut dire que M
induit une anti-équivalence entre groupes p-divisibles sur k et A[F]-

modules M qui sont des A-modules libres de rang fini tels que pM < EM .

Ou encore entre groupes p-divisibles sur k et Dk—modules gqui sont
des A-modules libres de rang fini (la topologie sur M qui est la topologie p-

adique '"ne sert plus & rien").

- En particulier, soit G un groupe p-divisible sur k , soit M = M(G)
et soit R un k-anneau fini. On voit que toute application A-linéaire de M
)
dans CW, (R) est continue et l'on a, avec des conventions évidentes,

k

GR) = Hom%ont
k

(M,CW, R) = Hoka(M,C/V\V'k(R))

6.2. Soit G un p-groupe formel sur k qui est limite inductive de groupes
finis (c'est le cas si G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie,
en particulier si G est un groupe p-divisible). Soit R son algébre affine et
soit M = MI(G) . Soit (Gi)iEI l'ensemble des sous-groupes finis de G

\Pour tout i€l , soit Ri 1'algébre affine de Gi et soit Mi = 1_\_/I(Gi) ; on a

donc R=1;r_nRu_.L et M=1<i£n1\/li

Pour tout k-anneau S (pas nécessairement fini) notons G(S) le groupe
des homomorphismes continus de R dans S (muni de la topologie discréte) ;

on a donc G(8) = lim Gi(S)

PROPOSITION 6.2.- Soit G un p-groupe formel sur k gui est limite induc-

tive de groupes finis et soit M = M(G) . Pour tout k-anneau S le groupe

G(S) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en S) au groupe

HomcDont(M,CWk(S)) des applications D, -linéaires continues de M dans CW,(S).
k
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Démonstration : on sait (proposition 1.2) que, pour tout i€I , le groupe

T 3 cont
Gi(S) s'identifie & Hoka(Mi,CWk(S)) = Hoka (Mi,CWk(S)) . Comme
(S)) et tout revient & montrer

M = lim M, , on a G(S) = lim Hom%int(Mi,CWk
que si u¢€ Hom%]){nt(M,CWk(S)) , son noyau est ouvert.

Il1 résulte facilement de ce que M est profini qu'il existe un entier
r>0 et un idéal nilpotent n de S tel que, avec les notations du n°II.1.6,

u(M) < CWk(S,n,r) . Pour tout entier t=1 , notons CWk(nt) le sous—Dk—
module fermé de CWk(S,n,r) formé des covecteurs dont toutes les composan-

tes sont dans nt et Mt 1"image réciproque par u de CWk(nt) . Comme

CWk(n) est ouvert dans CWk(S,n,r) . 1\/11 est ouvert dans M ; comme n

est nilpotent, Mt est égal au noyvau de u dés que t est suffisamment

grand et il suffit de démontrer le lemme suivant

IEMME 6.3.- Pour tout entier t=1 , M est ouvert dans M

t+1 t
. . =ttt - t t+1
Démonstration : posons E = n/n et CWk(E) = CWk(n )/ka(n )
Pour tout aent , notons & son image dans E . On vérifie immédiatement
1 ; : PN t . ~
que l'application, qui a (...,a_n,,..,a_l,ao) € CWk(n) associe (a—n)nEIN ,

induit, par passage au quotient, un isomorphisme du' groupe topologique sous-
N IN

jacent a CWk(E) sur E (la topologie de E étant la topologie produit,

avec la topologie discréte sur chaque composante). Si on l'utilise pour identi-

fier CW, (E) a E]N , on voit que CW,_(E) est un D -module tué par F ,

k k k
ce qui permet de le considérer comme un k[V] -module, et que, pour tout
8 =@_) e €CW E) , on a
Va = (a—n+1)n€]N
~ -n ~
xa (o (X)a—n)nEIN , pour tout xck
Il est clair que Mt est un Dk—module profini et que u induit une ap-
plication Dk—linéaire continue u' de Mt dans CWk(E) dont le noyau est
Mt+1 et contient EMt . Posons l\r\/JIt = Mt/EMt ; c'est un k[V] -module profini

et, par passage au quotient, u' induit une application k[V]-linéaire conti-

nue U : l\N/JZt - CW, (E) ; on voit qu'il suffit de démontrer que le noyvau de 1

k
est ouvert dans 1\'7[t

~

Soit 6 : CWk(E) - E 1'application qui & <a—n)nEIN ~associe  ag . Il
est clair que 6 est k-linéaire continue. L'application 8ou est donc k-

linéaire continue et son image est un sous-k-espace vectoriel de dimension fi-
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nie E' de E . En utilisant le fait que l'application U est V-linéaire, on
voit facilement que 1'image de u est contenue dans le sous-k[V]-module
CWK(E') de CWk(E) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont
dans E' . Comme l'anneau k ®@E' (ou la multiplication est définie par
(x+3)(y+B) = xy + (xb+y3) , pour x,y€k , a,b€E') est fini, tout

ue HomSOM! (1 ,cw ®') = Homcom(l\?[t,cw E') = Homg;nt(l\N/It,CWk(k@E')) a

k[V] "t k Dy k
son noyau ouvert (en effet Q(I\N/It)(keaE') s'identifie a HomcDont(l\N/It,CWk(k@E'))
~ k
et, comme M, est profini, le groupe formel _Q(Mt) est réunion de ses sous-

groupes finis).

Remarque : si le noyau de la multiplication par p est un groupe fini (en par-
ticulier si G est un groupe p-divisible), toute application Dk—linéaire de M

dans CWk(S) est continue et on a donc aussi G(S) = Hoka(M,CWk(S))

6.3. Soit G un groupe p-divisible sur k et soit, pour tout ne¢ IN , Gn
le noyvau de la multiplication par pn . La multiplication par p définit un
épimorphisme de G.m_1 sur Gn ; on en déduit, par dualité, un monomorphis-—
me de lD(Gn) dans ]D(Gn+1) . On voit que lim ]D(Gn) est un groupe p-
divisible sur k , de méme hauteur que G ; nous le notons ]Dp(G) et l'ap-
pelons le dual de G ; il est clair que ]Dp définit de maniére évidente une

dualité dans la catégorie des groupes p-divisibles sur k

Soit maintenant M un Dk—module qui est un A-module libre de rang fi-
ni ; on munit le A-module M4 des applications A-linéaires de M dans A

d'une structure de Dk—module en posant, pour tout u¢€ Md et tout a¢ M :
(Fw(a = olulVa) et Vwl) = o luEa)

La correspondance M - Md définit, de maniére évidente, une dualité dans
la catégorie des Dk—modules qui sont des A-modules libres de rang fini.

PROPOSITION 6.4.- Les foncteurs G ~ (M(G))d et G+~ 1\_/[(]Dp(G)) de la ca-

tégorie des groupes p-divisibles sur k dans celle des Dk—modules sont na-

turellement équivalents.

Cela résulte immédiatement du corollaire 2 a la proposition 5.3.

6.4. Pour terminer ce paragraphe, nous allons donner une interprétation élé-

mentaire du module de Dieudonné d'un groupe formel lisse et de dimension finie.
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Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur k et soit

R son algébre affine. Appelons relévement lisse de R la donnée d'un A-

anneau spécial § (au sens du n°Il.5.4) et d'un isomorphisme de

R/pR = R®Ak sur R . Un tel relédvement existe toujours (si R = TT Ri est
la décomposition de R en produit d'anneaux locaux, alors, pour chaque 1i ,
un choix de coordonnées permet d'identifier Ri a l'anneau des séries formelles
ki[[xl'XZ""'Xd]] a coefficients dans une extension finie ki de k ; on
peut prendre R = ﬂRi , avec bti = W(ki)[[Xl,...,Xd]] et 1'isomorphisme

évident de ®/pR sur R) ; il est unique & isomorphisme non unique preés.

~

Soit A : R - RékR le coproduit et soit A : R - RéAs% un homomorphis—

me continu de A-anneaux qui reléve A (un tel homomorphisme existe toujours
-on ne demande pas qu'il munisse ® d'une structure de bigébre formelle). Il

est clair que A se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme conti-

an N
)

~an PN
nu de R dans (R&. R que nous notons encore A

K ATK
Pour tout ¢ € @zn , posons Son =a®l - Ao, + léq et
M¥(G) = a€PR) | 8o € pr&, 1} ;

c'est un sous-A-module de P(R) contenant pR ; on voit que mJiR(G) ne dé-
pend pas du choix du relévement A de A (si /]1 est un autre relévement
de A, on a AR = AB (mod pR) , pour tout BER ; tout élément de P(n)
s'écrit comme une somme infinie d'éléments de la forme p—ann , avec PBER
et nelN , et l'on a Blapn = 28P"  (mod p"*lR) donc Zl(p—nﬁpn) = AlpRgP™
(mod pR)).

Posons MHR(G) = W(ﬂR(G)/pﬂ . On peut considérer MHﬂ(G) comme un

sous-A-module de P(R)/pR . D'aprés la proposition 5.5 du chapitre II, 1l'appli-

k
P(®)/pR devient, par transport de structure, un Dk—module. On sait que MI(G)

cation WR définit un isomorphisme de CW, (R) sur P(»)/p% ; en particulier,

est le sous—Dk—module de CWk(R) formé des covecteurs a tels que

gél - ha t 1ég = 0 ; on en déduit le résultat suivant

PROPOSITION 6.5.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie

sur k et soit ® un relévement lisse de l'algébre affine de G . lLe module

MHM(G) est un sous-—Dk-module de P(R)/pR et l'application w induit un

R
isomorphisme de M(G) sur MHR(G)
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CHAPITRE IV

GROUPES FORMELS LISSES SUR UN ANNEAU DE VALUATION DISCRETE

§1.- Le cas e =1

1.1, Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A = W(k) et
soit R son algébre affine. Soit Gk = G®Ak la réduction de G modulo p ;
c'est un groupe formel lisse de dimension finie sur k dont l'algébre affine
s'identifie a Rk = R®A k = R/pR . On voit, avec les conventions de II.5.4 et
IIT.6.4, que R est un A-anneau spécial qui est un relévement lisse de Rk .

Notons A : R - R ® & (resp. A, : R, - R,_® R ) le coproduit relatif & G

A k k k "k 'k
(resp. a Gk) ; il est clair que A reléve Ak . Notons encore A le prolon-
gement de A & é;n et, pour tout o € ﬁzn , posons da = a®1 - Ao+ lécx.
Notons M H(G) le sous-A-module de @;n formé des a € P(R) tels que

3o € pR @AR et MH(G) le quotient de NMH(G) par pR . Avec les notations

du n°I1I.6.4, on a 7MB(G) = M¥ (G,) et MH(G) = MHR(G ) . Il résulte donc

‘ Rk k
de la proposition 6.5 du chapitre III que MH(G) s'identifie canoniquement au
module de Dieudonné I_\_/I(Gk) de Gk .

Notons £(G) l'ensemble des éléments o de P(R) tels que da =0 .
Il est clair que &£(G) est un sous-A-module de M¥(G) . Nous notons p(G)
l'application A-linéaire

iso. can

inclusion .~ MH(G) [ . M(G

can.,

£(G) ~ oy (q) Brol

L'image par p(G) de p&(G) est contenue dans pM(G,) € FM(G,) ; on en

k k
déduit, par passage aux quotients, une application k-linéaire p(G) de

£(G)/pL(G) dans M(G,)/IM(G,)

PROPOSITION 1.1.- Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A.
Posons M = M(G,) , £ = &G) et 7 = 5(G) . Alors

k
i) 1'application § : £/p£ - M/FM est un isomorphisme de k-espaces

vectoriels ;

ii) le A-module & est libre de rang fini.
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Démonstration :

i) posons p = p(G) . Soit o € £ ; si p(d) =a , a s'écrit comme ;
un covecteur (...,a_n,...,ao) a coefficients dans Rk et, quel gue soit le !‘
choix des relévements & _  des a_ dans R , a—zp—négz € PR .

Si a € £ esttel que pla) =a € FM , il existe b = (...,b_n,...,bo)é M
tel que a = Fb = (...,b}_)n,...,bg) . Si, pour tout n , };-n est un relévement

- -~ n ~.n+1
de b dans R , on a donc o -2p rl(b}jn)p = awzp"nbgn € prR . Il

- n+1 © - n
= p( Z p 'pP ) ;
n=0

=]
existe donc un élément b €R tel que a = 2 p nb}j 1

n=-1 n
on voit donc que B = p_loc vérifie 3B =0 et B € P(R) . Donc a € pf , ce i

qui montre que l'application § est injective.

Pour montrer que { est surjective, commengons par établir un lemme

LEMME 1.2.- Soit r un entier =1 et soit o € P(R) tel que 3da € prﬂ éAR .

Il existe un élément vy € MH(G) tel que oly) € IM et

- + ~
3(a-p" 1y) €p 1@ ®A R f(on a encore noté p la projection canonique de
ME(G) sur M(G) = M ).

Démonstration du lemme : si é est le complété formel du groupe ad-

—————————————————————— aA
n
ditif sur A, R® s'identifie au groupe des n-cochafnes de G & valeurs

dans GaA et 1'opérateur bord coincide, en dimension 1 , avec

Si 1l'on pose do = prB , alors B € &éAsa et vérifie 3B = 0 car

prBB = a(prB) =3(a) =0 . Si bO désigne l'image de B dans Rk ék Rk ,

on a donc abo = 0 (o0 ® désigne maintenant l'opérateur bord pour la coho-

mologie de Gk a valeurs dans éak ). Si 1l'on pose
1 N\
(G, ,CW.) ,

) € EW
€ kr OV

b = (...,0,...,0,b0 k(Rk®k sak) = C

on voit que 3b = 0 (o, cette fois-ci, 3 est l'opérateur bord pour la cohoj

N\
mologie de Gk a valeurs dans CWk ). Comme b0 est un tenseur symétrique,

P
b est un 2-cocycle symétriqgue. Comme CWk est un objet injectif de la caté-

gorie des groupes formels sur k (théoréme 2 du chapitre III), on a

nG,,éw,) = ext’ (G, ,&W,) =0 ;
s kUK T Pap ke TR
P
on en déduit l'existence d'un élément ¢ = (""C—n""’CO) € CWk(&k) tel que

~

9¢ = b . Si l'on désigne par c_, un relévement de C—h dans R , on voit

® n © __ N
donc que a( > op NP )E 8 (mod pR®, R) . Posons Yy =p 2. p P L ona
n=0 A n=0 -n

-n
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+1_ - -1
3p y) = p'B (mod p' s 2, R) donc d(a-p

On voit d'autre part que v est un relévement dans P(R) de

pc = FVec = F(...,c ’C—1> : mais 1'égalité 3dc = b montre que

1
c) =Vb =0, donc que Vc € M ., On voit donc que vy € MB(G) et que

oly) = pc € FM , d'od le lemme.

Pour montrer que p est éurjective, on voit qu'il suffit de vérifier que

pour tout a € M , il existe o € £ tel que p(a) =a (mod FM)

Si a € M et si o, est un élément de P(R) tel que p(Cll) =a , on

sait que oy € MU (G) , donc que aal € PR .

Le lemme permet donc de construire par récurrence une suite

Y Ygreees Yoo  d'éléments de MHU(G) tels que ply) € EM et
r-1 r+l =
(al_Yl_"' -p Yr) €EpPp R ®A R , pour tout r .

Mais NM¥(G) , extension du A-module profini MH(G) (= M) par le A-
module pR qui est topologiquement libre donc profini, est un A-module profini.
Il est donc séparé et complet pour la topologie p-adique. En particulier, la sé-

o<}
-y , -1
rie de terme général pr Y, converge dans P(R) ; si a = 0L1 - Elpr Y , on
r:

r
m —
voit que da = 0 et que p(a) = pla,) - Zpr lp(Yr) = p(al) (mod FM) et P
r=1

1
est bien surjective.

L'assertion (ii) est alors évidente : d'aprés (i), £ est un A-module de
type fini ; mais c'est un sous-A-module de P(R) qui est sans torsion ; il est
donc libre de rang fini (on voit que son rang est égal a dimk(l\/I/_F_M) , donc a

la dimension de G ).

1.2. Notons f\i la catégorie dont les objets sont les triplets (&, M,p)

B o0 M est un Dk—module profini sur lequel l'action de I est injective,
tel que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur
k

2 ol & est un A-module libre de rang fini,

B ol p est une application A-linéaire de &£ dans M telle que l'applica-
tion p : £/p& - M/EM , induite par passage aux quotients, est un isomor-

phisme de k-espaces vectoriels.

Un morphisme u : (£, M,p) - (£,M',p') de la catégorie !\i est un
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couple (us,uM) formé d'une application A-linéaire ug £ - £' et d'une |
application Dkulinéaire continue Upp M- M' tel que le diagramme [
ug |

soit commutatif.

Il est clair que [\i est une catégorie additive.

La proposition 6.1 du chapitre III et la proposition 1.1 montrent que, si
G est un p-groupe formel lisse, de dimension finie, sur A , le triplet
°EMA(G) = (S(G),M(Gk),p(G)) est un objet de /\i .

Soit maintenant f : G' - G un morphisme de p-groupes formels lisses de
dimension finie sur A . Par réduction modulo p , f induit un morphisme
fk : Gk - Gk donc une application Dk—lmealre continue M(fk) : M(Gk) - M(Gk).
Soit, d'autre part, R (resp. R') l'algébre affine de G (resp. G') : le mor-

*
phisme f induit un homomorphisme continu f  : R - R' qui se prolonge, de
an

maniére unique, en un homomorphisme continu f;:: : ézn - (R')K . Il est clair
que f¥ envoie P(R) dans PR') et &G) dans &(G') . Si l'on note &(f)

K
la restriction de flz" & &£(G) , on vérifie immédiatement que le couple

(Sj(f),l\_/[(fk)) est un morphisme de la catégorie I\e , i.e. que le diagramme

A
£(f)

D,
5 (C) l o' (G) l
M(5,)
M(Gk) M(GL)

est commutatif,

Ceci permet de considérer SMA comme un foncteur contravariant de la
catégorie des p-groupes formels lisses de dimension finie sur A dans j\ﬁ .
On voit facilement que ce foncteur est additif.

Rappelons (cf. n°1.7.6) que l'on dit qu'un k-groupe formel H est unipo-
tent si H = lim Ker VHOn . 81 G est un groupe formel sur A (plus généra-
lement sur A' , anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée de

K = Frac(d) ), nous disons que G est unipotent si Gk l'est.

L
Notons enfin !\X (resp. /\X) la sous-catégorie pleine de !\A dont les
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objets sont les triplets (£,M,p) tels que M est "connexe" (resp. "unipo-
tent") i.e. tels que l'action de F (resp. de V) sur M est topologiquement

nilpotente.

Il est clair que, si G est un p-groupe formel lisse de dimension finie
sur A qui est connexe, (resp. unipotent), £MA(G) est un objet de "\Z
u
(resp. /\A)

L'objet essentiel de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 1. - Si p # 2 , le foncteur SMA induit une anti-équivalence entre

la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A et la

, . 2
catégorie [\A .

Pour p guelcongue, la restriction de SMA aux p-groupes formels lisses

et connexes (resp. et unipotents) de dimension finie sur A induit une anti-

P . . C u
équivalence entre cette catégorie et AA (resp. AA)

1.3. Soit (£,M,p) un objet de j\i . Nous allons lui associer un foncteur co-

variant de la catégorie des A-anneaux p-adiques (cf. n° II.5.1) dans celle des

groupes abéliens.

Soit & un A-anneau p-adique :

)

B nous notons N _(8) (resp. NO(S)) le groupe HomA(S,S

(resp. HomA(.S,;:K/pS) des a;:plications A-linéaires de SiK dans SK = S®AK
(resp. dans SK/pS) ;

B nous notons GM(S) le groupe Hom%int(M,CWk(Sk)) des applications Dk—
linéaires continues de M dans CWk(Sk) (ol Sk = S®Ak) :

@ nous notons cpp 1'application de GM(S) dans NE(S) gqui & u € GM(S)
associe Wq o uep (o Wg CWk(Sk) - SK/pS est l'application qui a été

définie au n° II.5.2) : il est clair que cpp est un homomorphisme de grou-

pes ;

B enfin, nous notons G(S,M,D)(g) le produ‘it fibré NS(S) XNE%(S)GM(S) , ol
le morphisme de NS(S) dans Ng(s) est celui qui provient de la projec-
. , 0
tion de 8, sur SK/pS et celui de GM(g) dans N£(S) est cpp

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en S
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Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse Gk dont le module de

Dieudonné M_ = M(G est isomorphe & M (un tel groupe existe et est uni-

0 k)
que, & isomorphisme prés, d'aprés la proposition 6.1 du chapitre III) ainsi

gu'un isomorphisme 1 de M sur 1\/I0

Soit R 1l'algébre affine de Gk et choisissons un A-anneau spécial R
qui reléve R . Choisissons enfin un isomorphisme 1 de § sur un sous-A-

module £O de P(R) tel que le diagramme

g ns:O“ - P(R) \
|
%%

P(R)/pR

i
— Cp [
M M 0 cWk (R)

soit commutatif (il est clair qu'un tel ¢ existe toujours) et notons o4 l'ap-
plication A-linéaire 1i° po t(—l) : £0 - MO
Pour tout A-anneau p-adique & , notons - XR(S) l'ensemble des homomor-

phismes continus du A-anneau f dans § .

Si x € X (8) , x se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme

R
continu de &an dans 8§ : nous notons X sa restriction a & et
K K £O 0
x. : £ -8 l'application A-linéaire composée X, o1
£ K ‘S:O
De méme x induit un homomorphisme continu xk R - Sk donc une
application Dk—lmealre CWk(Xk) : GWk(R) - CWk(Sk) ; nous notons XMO sa
restriction a MO et Xy, M - CWk(Sk) l'application Dk~11nea1re composée
X ol .
My
LEMME 1.3.- Pour tout x € XR(S) , (X£'XM) € G(S,M,p)(g) . L'application
x - (XS,'XM) de XR(S) dans G(S,M,p)(g) est bijective si p # 2 ou si M
est unipotent (i.e. si G, l'est).

k

La démonstration de ce lemme est renvoyée au n° 1.6,

1.4. Soit alors G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A et
soit =Sll\/IA(G) = (£,M,p) . Il est clair que le lemme précédent s'applique en pre-
nant Gk = G®Ak , 1\/[0 =M, i= idM , R = l'algébre affine de G ,

£O=£ et 1=1d£.
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PROPOSITION 1.4.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

A , soit R son algébre affine, et soit (£, M,p) = SMA(G) . Soit & un A-

di (9 =
- anneau p-adigue. Pour tout x € G(8) = Hom__ . (R,8) , (xor %)) € G(£ M, )(S)

et l'application x =~ (x_,x ) " est un homomorphisme du groupe GI(8) dans

By
G

(8) ; c'est un isomorphisme si p # 2 ou si G est unipotent.

(£,M,p)

Démonstration : compte-tenu du lemme 1.3, il suffit de montrer que l'ap-

plication x = x£ X ) est un homomorphisme de dgroupes, ou encore que cha-

cune des deux applications x =~ XM et x r x£ est un homomorphisme de

groupes.
Pour l'application x = X\ c'est clair : on voit que c'est le composé de
l'application canonique de G(8) dans G(Sk) Gk( k) par l'isomorphisme ca-

nonique de G, (8 ) sur G,,(8) résultant de la proposition 6.2 du chapitre III.
k' 7k M

Montrons donc gue l'application x » x est un homomorphisme de grou-

By

pes. Soit A R - R éAR le co-produit ; il se prolonge en une application

~an san , f1z .
b ¢ Ry RK ®A RK . Soit x et y des éléments de G(8) et soit
z = x+y . Les applications x,vy,z de R dans 8 se prolongent en des ho-

, , ~an ) . =~an ;
momorphismes continus K’YK K de RK dans SK .81 o € RK , on voit
que zK(cx) = (TTS (x ®yK) )(OL) R P SK ®A SK SK est définie par la
multiplication dans SK .81 o € £ , on a donc
= ( = o ( 2 2 + 2 = D1 + 1&
ZS(CL) ZK‘O') (1'[g (XK®YK))(O.®1 1®0a) TTS(XS(O,)®1 1®y£(01))

= XL(OL) + yL(on) ;

d'ot la proposition.

1.5. Montrons maintenant le théordme 1 pour p # 2 et pour les groupes uni-

potents (et p quelconque).

I1 résulte du lemme de Yoneda qu'un groupe formel topologiquement plat
sur A est complétement déterminé par la restriction du foncteur en groupes

qu'il définit & la catégorie des A-anneaux p-adiques.

Si p# 2 etsi (£ M,p) est un objet de Ai (resp. si p est quel-

conque et si (&£, M,p) est un objet de /\z ), le lemme 1.3 implique qu'il exis-

te un A-anneau spécial R tel que, pour tout A-anneau p-adique § ,

G )(S) s'identifie & 1'ensemble des homomorphismes continus de { dans

(£, M,
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8§ , et ceci fonctoriellement en 8 . On voit donc que G définit un p-

(£, M,p)
groupe formel G lisse et de dimension finie sur A , dont l'algébre affine est
isomorphe & R® . On vérifie immédiatement que SMA(G) s'identifie & (&£, M,p)

et que G est unipotent si M l'est. On en déduit que le foncteur SMA est

essentiellement surjectif.
Il reste donc a montrer que SMA est pleinement fidéle : soit G et G

deux groupes formels lisses et de dimension finie sur A . Posons

$MA(G) = (&,M,p) , EM,(G) = (£, M",0")

Avec des notations évidentes, il résulte de la proposition 1.4 que, pour tout A-
anneau p-adique & , G'(8) (resp. G(S)) s'identifie canoniquement (et foncto-

riellement en &) & N£,(S) X 50 (S)GM.(S) (resp. N£(S) xNo(S)GM(S)).

g By
Soit f un morphisme de G' dans G et soit SMA(f) = (£(f),l_\_/1(fk))
Pour tout A-anneau p-adique & , et tout x = (XS, Xyp) € G'(8) on a
fg(x) = (XS,XM) avec Xg = Xg° £(f) et X\ S X M(fk) ; on voit donc
que xg = 0 si &(f) =0 et Xy = 0 si 1\_/I(fk) = 0 ; par conséquent, si
SMA(f) =0, on a fg(x) = 0 , pour tout A-anneau p-adique § et tout

x € G'(8) , ce qui montre que SMA est fidéle.

Si maintenant u : (L,M,p) - (L',M',p') est un morphisme de la catégorie

A (resp. AX si p=2), il définit, de maniére évidente, un morphisme

2
A .
ug - N'S:,(S) XN%(S)GM‘(S) - NS(S) X N%(S)GM(S) , pour tout A-anneau p-adique
8 , visiblement fonctoriel en & . D'ol une famille, fonctorielle en § , de
morphisme fS : G'(8) » G(8) , i.e. un morphisme f: G' - G tel que

EM (f) = u et le foncteur £M

A A est pleinement fidéle.

1.6. Nous reprenons les hypothéses et les notations du lemme 1.3 que nous
nous proposons de démontrer maintenant. Nous posons G(8) = G(S M Q)(S)’ et

nous utilisons l'application i (resp. 1) pour identifier M et 1\/[0 (resp. &

et SO).

Comme tout p-groupe formel sur k , Gk se décompose en le produit
direct d'un groupe GE connexe et d'un groupe Git étale. Si R (resp. Ret)
désigne l'algébre affine de GE (resp. Git) , Rc et Ret s'identifient & des

L ope , , et = c
sous-anneaux de R et le produit définit un isomorphisme de R ®k R sur
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et . et .
R . Nous notons R le relevement de R dans R et nous choisissons un

sous-anneau local RC de R qui reléve RC : ici encore le produit définit un
isomorphisme de Ret @A RC sur R .

Comme Gk = G]i X Git ,ona M= 1\/[C<JBI\/IeJE , avec ME = I\_/I(G]i) et
Mot = M(Git) ; tout élément a € M s'écrit donc d'une maniére et d'une seu-
le sous la forme a = _a_C +§et , avec gc e M® < CWk(RC) et
éet € I\/[et - CWk(Ret)

Soit a € £ et soit a = pla) = §_C+get : si gc = (...,afn,...,afl,ag)
et get = (...,a?;,...,afa,agt) et si 1l'on choisit des relévements écjn des

~ t :
afn dans RC et ai:l des aejn dans Ret , WR(_Q) est l'image, dans
[=-] _ - n 0 '_ N t n
P(R)/pR de » p @)Y + » pHaE° )P Comme a = p(a) , l'image de
n=0 -n n=0 - ‘
a dans P(R)/pR est WR(_Q_) et l'on a donc a = OLC + aet + pB , avec
n n
-Nn,~ t -n,~et t

o =Tp @)Y e PeY) , o =TpMET)P € PR%) et Bewn .

Choisissons des coordonnées X = (Xl'XZ""’Xd) pour RC :  l'anneau
R s'identifie donc a A[[X]] =A[[X1,...,Xd]] et R® a k[[X]] = k[[?{l,...,id]],
en notant >~<i l'image de Xi dans R .

Si maintenant OOy ene Oy €St une base du A-module libre & , chaque
oni peut s'écrire, compte-tenu de ce qui précéde, sous la forme

cn.=of+a?t+p6.,

1 1 1 1
avec OLiC € P(Rc) , aiet € P(Ret) . Bi € R ; en particulier, chaque aic peut

étre considéré comme une série formelle en les Xj a coefficients dans K .

Commengons par établir un autre lemme :

LEMME 1.5. - c
aqi C
i) La matrice des 3% est & coefficients dans R et inversible dans
- .
RC J
3PaC
i
ii) la matrice des est & coefficients dans RC ; si M est uni-
ax]P
potent (i.e. si Gk 1'est), ‘on peut choisir les coordonnées Xj et la base des

OLi pour gue cette matrice soit topologiguement nilpotente.

Démonstration :

. . o] et . c
i) Si p(oni) =a  *ta  etsi a’ = (...,a yee.,@
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n

o = Dp ME® )P, pour des relévements convenables ac . des a°
i . -n,i -n,i -n,1i
dans R

Notons m (resp. m) 1'idéal maximal de RC (resp. RC) . Comme G]i

e L, CD C 0NC c,.C
est connexe, M = Hom(Gk,CWk) = Hom(Gk,CWk) est contenu dans CWk(R ),
autrement dit tous les ac_:n i sont dans m ; par conséquent, tous les éc_:n ;
sont dans m
ad’f 2 c pn—l aaA(fn i C
Ona — = 2 (a ) — € R
c ' c mq

De plus, comme les é—ni sont dans m , (é_n i)p € , si
. sal  2A7 X
p-1=>1, 1i,e. si n#0, et %, Ean (mod m)

On sait (cf. proposition 4.3 du chapitre III) que l'application qui a
ar= (...,a_n,...,ao) € M associe l'image de aO dans m/m2 , induit, par
passage au quotient, un isomorphisme de MC/EMC sur m/m2 (2 t*c(k)) :

Gy

comme p induit un isomorphisme 7§ : £/pL - M/FM et comme la projection
de M sur M induit un isomorphisme de M/FTM sur 1\/1(:/_}:1\/1C , on en dé-

2
duit que les images des ag ; dans m/m forment une base du k-espace vec-
' 3a€

1

oX,
]

2 , . . .
toriel m/m : il en résulte que la matrice des est inversible dans

%7 4

an

donc aussi de celle

RC ; on voit qu'il en est de méme de celle des
c
felehy
X, o
J ap@i ap—l aoni c
ii) Il est clair. que = . ) ER

T1\3%
ax? axPE\eX,

(o]

des dans R

] ] d
Posons, pour 1 <i<d, écl L= pb,1 + c, ij + termes de d° =2
- j=1 1 .
(avec les bi et les ci ., dans A ). En utilisant le fait que les acn ; sont

7

o -
.p!.cp, = —cp_ (mod m)

1,] 1]

~

tous dans m , on voit que

il
(e}

b
oX; Py

Il est clair que la matrice des

est topologiquement nilpotente si et
ax?
seulement si la matrice des - cp . l'est, ou encore si et seulement si la ma-

7

trice des Ei . est nilpotente dans k (en notant Eij l'image de ¢, . dans

] ' i,]
ko).
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Dire que M est unipotent revient & dire que l'action de V sur M/pM

est nilpotente ; il revient au méme de dire que l'action de V sur M/FM

l'est ; on en déduit que l'on peut trouver une base (51,52,...,§d) de M/IM
sur k telle que y_@;d =0 et, pour 1<i<d, ygi = ou bien 0 ou bien
241

Choisissons, pour 1 <i<d , un élément oni de & tel que l'image de
o(oni) dans M/TM soit _611 : le fait que p induise un isomorphisme de

£/pf& sur M/FM implique que de tels o, existent et forment une base du

A-module libre & .

L'isomorphisme composé &/pf& - M/FM - 1\/Ic/£l\/[c - m/rn2 nous montre

que, si l'on note Xi un relévement de éO ; dans Rc , les Xi forment un
. ) . ! c c C
systéme de coordonnées pour RC . L'image de _\[gi = (...,a_n_1 i,...,a_1 i)
2 ' c ’ . 12
dans m/m est l'image de a dans m/m? et c'est donc aussi celle de

d -1,1

Izlci ij : mais, comme la projection de M/FM sur I\/IC/EMC est un k[V]-
1= !

isomorphisme, on voit que l'image de y_gf dans m/m2 est aussi celle de

~ , . , ~ . s c
_\[gi qui vaut ou bien 0 ou bien ng ; on voit donc que l'image de Mgi
2 ~
dans m/m est 0 , sauf si V& 6 =3 , auquel cas c'est l'ima .
/) va, 4. uquel ¢ e image de Xi+1
Finalement les ¢&, . sont nuls, sauf peut-é&tre certains des Ei i+l pour

7 4

1 £1i<d et la matrice des Ei ; est bien nilpotente.

7

Démontrons maintenant le lemme 1.3

Montrer que (X£,XM) € G(8) revient & montrer que le diagramme
X
£
< ” gK proj.
° | »
XM S
M —— CWk(Sk) —_ SK/pg
est commutatif. Soit a € £ et soit a = (...,a_n,...,ao) = p(a) . On peut choi-
sir des relévements 5—1’1 des a_n dans R pour que o = Zp_négn ; on a

alors x,(@) = Bp "x@_)P)

k(a_n),...,xk(ao)) ?t (wgo xMop)(a)

-n~pn ,
est 1'image dans SK/pS de 2p nbifn , en désignant par b—n un relévement

D'autre part, on a x,. . (p(a) = (...,x

quelconque dans § de Xk(a—n) ; il est clair que l'on peut choisir

b = X(é_n) et on en déduit que (wgo X

o p)(o) est l'image de x,(a) dans

M £

8K/p8 , ce qui démontre la premiére partie du lemme.
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Soit € une application A-linéaire de & dans & et soit n une ap-

K
plication Dk—linéaire continue de M dans CWk(gk) telles que (£,m) € G(9).
Pour achever la démonstration du lemme, il faut montrer gu'il existe un homomor-
phisme continu x : ® - & et un seul tel que x£ = g et Xpp =M
nt, , P
D'aprés la proposition 6.2 du chapitre III, Hom%?: \M,CWk(Sk)) s'identifie &
Gk(gk) : plus précisément, il existe un homomorphisme continu Xy R - Sk

et un seul tel que mnla) = CWk( )@ , pour tout a € M

*x

Choisissons alors des Xi et des OL]. comme dans le lemme 1.5 et cher-

chons quels sont les homomorphismes continus x : f — & tels que Xpp =N
ou, ce qui revient au méme, qui relévent x]<
, et . . et , et
Si 1'on note Xk la restriction de Xk a R , on voit que Xk se
. . , , . et et ,
reléve, de maniére unique, en un homomorphisme continu x TR - 8 ; si

de plus, on pose }”{i = X (}N{i) €8s on voit que la restriction de x a RC

k k

est déterminée par le d-uple (Xl’XZ"'"’Xd) , avec x, = X(Xi) , et que les %,
peuvent &tre des él&ments quelconques de § relevant les 5&1 . Comme
s'identifie a &et @A RC , on a ainsi obtenu une bijection entre les x 1 R = &
tels que Xy oM et les d-uples (Xl""'xd) d'éléments de & relevant les

X,
i

Si maintenant x est un relévement quelconque de Xk , on voit, d'aprés

la premiére partie du lemme, que (XS,XM) = (xs,n) € G(8) et on en déduit que

le composé de XS avec la projection de SK sur SK/pS est égal au compo-

sé de x avec cette projection ; on en déduit que, pour tout o € £ ,

xo(0) - Ela) € ps .

On voit donc gque, pour achever la démonstration du lemme, il suffit d'éta-

blir le résultat suivant :

, , . , 0
soit r un entier = 1 . Supposons gu'il existe un d-uple (xl,xg,...,xg)

d'éléments de 8§ relevant les ii , uniquement déterminé modulo pf , tel que

xg(a) - E(a) € prg , pour tout o € £ . Il existe alors un d-uple (Xl’XZ""’Xd)
d'éléments de 8 relevant les X, uniguement déterminé modulo pr+1 , tel
que XS(OL) - E(a) € pr+18 , pour tout o € £ (on a noté xO (resp. x) le re-
N . 0 0
lévement de X, ~associé au d-uple (Xl""’xd) (resp. (xl,...,xd) ).

Pour le montrer, posons, pour 1 <i<d , xg(oni) = i(oci) + pryi , avec
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v. € 8 . On voit que, avec des notations évidentes,

0 C( 0 ,XO) + Xet

« et) 0
£ i1 d £

(Oti + px (Bi)

0 £1 2
Pour 1 <i<d , posons X, = X, + pryi , ou les A sont des éléments
quelconques de & . On a

x () = o (X, ,...,%x,) + Xet(aiet) + px(Bi)

d £

_O(

Comme x(X].) = x Xj) (mod prS) , pour tout j , on voit que X(Bi) = x (B))

{mod prS) , pour tout i . On en déduit que

C et, et 0
= +
X;:(G'i) o (Xl"”’xd) + X (O'i ) + px (Bi)
- .0 c c, 0
= xp (o) + ol(x) . .,xd) a (%] xy)
_ r c, 0 0 r+1
= @(@i) TPy, ot (Xl" ,xd) - ai(xl,...,xd) (mod p ~8)
Posons x = (x x,) et xO = (xO XO) Pour tout
= dll"'l d P 170 d .
= = = |
n = (n,..,ny) €N, posons |n| nyt..tng . nt=nptangt
|n| n| n, n o
9 = ° et yt =y L y On a Gf:(_}g)~0£<.:(§0) = 2p" T ou_,
ax2 np Mg L d L 1 n=1 _
= 31 ... Xy lnl=n
Inl ¢
1 9% 0 n
avec u_ = — x7).y
n n! n
il — X——-
Soit n eN% , avec n = |n| = 2 et soit s wun entier tel que n,=1,
= ( -
et m L N 1,n 1 ,nd) On a
c c
o™ O%Y o0 a1 o1 M%) o n
Tl ol LR Sl el vl = A AN
- = X s s = X s

donc nu € 8.
s
Soit vy la valuation p-adique, Si m—vp(ns) >r+ 1, on voit que
1omurl e p™ls . or

B si 2<n<p, ng est premier & p et T vp(ns) =m=>2r>r+1 ;
, t+1 . +1
®  si pt <n<p , avec t entier =21 , on a 1r1S sn < pJE , donc
t . .
vp(ns) <t et m—vp(ns) >rp -t = r+1 , sauf si on a simultanément
r=1, p=2 et t=1 ;
B si r=1, p=2 etsi n=2ou3ld , on voit que n—vz(ns)zz,sauf

si n est de la forme (0,...,0,2,0,...,0)
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Finalement, on voit que

d acxc
) + :
Cx) - o xY =p — x%y, (mod p' 1S) / )
1 ]=1 aX] ]
sauf, peut-étre, si p =2 et r =1, auquel cas on a
c c d a&f d azac 2
of(®) - o’x%) =2 izgi—(o)y + D —— &0yl (mod 43)
j=1°% =1 3x’ J
j
Supposons dabord p# 2 ou p=2 et r =2 . On a alors, pourtout i,
c
r aai 0 r+1
xp(a) = E(a) + p Yi+233-<j—(§ )-v;| (mod p "8)

Les yj doivent donc étre solutions du systéme d'équations

Eaaf 0 _
s —é—}-(-.-(_g ).yj =0 (mod p%)

daf
Comme la matrice des -a—X—l— est inversible dans Rc , on voit que 1'image,
J aon
dans Sk = 8/p8 , de celle des 5 (XO) est inversible ; le systéme d'équa-

tions linéaires ci-dessus admet donc” une solution et une seule modulo p , d'ou

le résultat.

Supposons enfin p =2 et r =1 . Le méme raisonnement montre que

l'on doit résoudre le systéme d'équations

c 2 ¢
aon d cx 2
Y, * D v, + D x9.y" = 0 (mod 28) .
2 J
oX, c
J da
On voit que l'image, dans Sk = 8/28 , de la matrice des —a—i—(ggo)
320§ j
(resp. des 21 (_}go) ) est inversible (resp. nilpotente) et l'on en déduit faci-
X
)

lement l'existence et 1'unicité d'une solution modulo 2

1.7. Nous allons maintenant indiguer comment on peut modifier les constructions
des numéros précédents pour obtenir un analogue de la proposition 1.4 et une
démonstration du théordme 1 pour les groupes connexes {pour p quelconque,

bien qu'il suffirait, évidemment, de le faire pour p = 2 ).

Soit G un p-groupe formel connexe sur k (pas nécessairement lisse)
qui est réunion de ses sous-groupes finis, soit R son algébre affine et soit
r 1'idéal maximal de R . Notons R# le A-anneau profini A @ rR (la struc-

R
ture de A-module topologique est claire, le produit est défini par
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). On voit
#

(A1+a)(u.1+b) = u.l + (Ob+pa+ab) , si \,u €A et a,b € e
que Rﬁ ®A k = R#/pR# s'identifie &8 R et il est clair qu'il existe sur R
une structure de bigébre formelle et une seule telle que 'n soit 1'idéal d'aug-

mentation de R“ et que la structure de bigébre formelle induite sur R , par

passage au quotient, soit celle provenant de G ; nous notons Gﬁ le A-groupe
$

formel dont 1'algébre affine est R

Soit S un A-anneau (muni de la topologie discréte) et soit rS son nil-

radical ; supposons gque prs = 0 . Notons S' 1le k-anneau S' = k@rs ; on
#

voit que le nilradical de S' s'identifie & ¢ si x € G(S) , x estune

S ’
application continue de R dans S et envoie Y dans g ; on en déduit
que le groupe GS(S) s'identifie au groupe G(S') . D'aprés la proposition 6.2

du chapitre III, le groupe G(S') s'identifie au groupe HomcDont(M,CWk(S'))
k
des applications Dk—linéaires continues de M = M(G) dans CWk(S') . Si l'on

note CWk(rS) le sous—Dk-module fermé de CWk(S') formé des covecteurs
dont toutes les composantes sont dans rS , on voit que

(k) ® CW, (r.)

CWk(S) = CWk kg

Comme G est connexe, on a

Hom M (M, CW, (k) ~ G(k) = 0 et
Dy k
cont Y cont
Hoka (M,CWk(S )) = Hoka (M,CWk(rS))
A ; . . ] 4 cont
D'odl un isomorphisme canonique uG(S) de G*%*S) sur HomD (M,CWk(rS))
' k
si x € Gg(S) , ué(S)(x) est l'application qui & a = (...,a_n,...,ao) € M as-
socie (...,x(a_n),...,x(ao)) € CWk(rS) (le fait que a € M implique qgue tous
les a sont dans r_ ).
-n R

Soit maintenant 8§ un A-anneau p-adigue et soit rg 1'idéal de 8§ for-
mé des x tels que X" € pS , pour n suffisamment grand. Si 1l'on pose
S = S/prg , S est un A-anneau dont le nilradical rq = rg/prg vérifie
prS = 0 , et la topologie induite sur S par la topologie p-adique sur § est

la topologie discréte.

Posons SK =g ®A K. Soit a = (...,a_n,...,ao) € CWk(rS.) ; pour tout

n , soit a

-n un relévement de a_, dans g ; on voit que la série
-n.ph .
i p ab converge dans § et gque son image W#(§) dans &./pr ne dé-
n=0 -n K 8 K'*'¢g
pend pas du choix des relévements des a_n ; on voit facilement que l'appli-
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cation Wg CWk(rS) SK/prg ainsi définie est A-linéaire.

Soit (£,M,p) un objet de /\; . Soit & un A-anneau p-adique et soit

re = {xeg | x* € ps , pour n assez grand} :

8 comme au n° 1.3, nous notons NS(S) le groupe HomA(éi,SK) des applica-
tions A-linéaires de & dans SK = g ®A K , et nous notons N£(8) le quo-
tient HomA(S,SK/prS) :

B nous notons G#(S) le groupe Homcont(l\/[ CW, (r /pr_)) des applications

M Dy ! kg s
D, -linéaires continues de M dans CWk(rg/prg) ;

B nous notons cp: l'application de G;/I(S) dans N;(S) qui & u E'Gf/f(g,)“
associe Wg ouUop ; il est clair que c'est un homomorphisme de groupes ;

8 enfin, nous notons G (8) le produit fibré N (8) x G#(S) , ou

(£, M, o) RS N EIR v
le morphisme de N _(8) dans N _(8) est celui qui provient de la projec-

S £
tion canonique de & sur &_/pr et celui de G# (8) dans N#(S) est
8 K K s M £
CPp .

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en § et nous

permettent de considérer G comme un foncteur covariant de la catégo-

(£, M,p)
rie des A-anneaux p-adiques dans celle des groupes abéliens.

Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse Gk dont le module de

Dieudonné M, = M(G,) est isomorphe &8 M (un tel groupe existe, est unique

0 k
a4 isomorphisme prés et est connexe) ainsi qu'un isomorphisme 1 de M sur

My

Soit R 1'algébre affine de Gk et choisissons un A-anneau spécial R
qui reldéve R , ainsi qu'une augmentation ¢ , i.e. un homomorphisme continu.

du A-anneau profini ® sur A , et notons Re le novau de €

Le D, -module topologique CWE(R) est formé des covecteurs dont les

k
composantes sont toutes dans l'idéal maximal rR de R . Si
a= (...,a_n,...,a ) € CWS(R) et si l'on choisit des relévements 4 des a

0 k -n -n
dans Re (et pas seulement dans R ), on voit que l'image w;(_a_) de

® _n..n
Eop napn dans P(R)/er (ot o est 1'idéal maximal de & ) ne dépend pas
n= -

du choix de ces relévements : on vérifie encore que l'application
€

" c —
wo CW, (R) P(ﬂ)/er
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ainsi définie est A-linéaire continue.

Choisissons enfin un isomorphisme 1t de & sur un sous-A-module §
de P(R) tel que le diagramme

g . £, P{)

<o

pl "P(R) /pr
. €

M = M, CW]S(R) Va

soit commutatif (l'existence d'un tel 1 est claire).

Pour tout A-anneau p-adique § notons, comme en 1.3, X&(S) 1l'ensem-
ble des homomorphismes continus du A-anneau ® dans & . A x € XR(S) on

associe, comme en 1.3, un élément x_., de N (8 . On lui associe aussi un

£ £
élément xle\:/[ de G:/[(S) de la maniére suivante
le A-anneau profini R/pR€ s'identifie & R# ;on a X(R€) c x(rR)wC g
et x définit, par passage aux quotienté, un homomorphisme continu
€ - € # € .
: — S « 9 i AlA =
Xy R /prg ; 11 lui correspond donc un élément XMO uG(S/prg)(xk) de
cont e _ € , ‘
Hoka (MO,CWk(rg/pt‘g)) et X = XMOo i,
, € # , . .
LEMME l.€3 .- Pour tout x € XR(i) , (X£,XM) € G(S,M,p)(g) . L'application
X (X£’XM) de XR<S) dans G(S,M,p)(g) est bijective.

La démonstration est entiérement analogue & celle du lemme 1.3. Avec les
conventions employées dans la démonstration de ce lemme, on voit que le seul

probléme est pour p =2 et r =1 ol l'on est ramené & résoudre un systéme

d'équations du type
c a2 c
i

BOLI 0 Qs 0 2
Y, + =Y.y, + T (x).y; =0 (mod 28)
J j
dont on veut montrer qu'il admet une solution (yl,yz,...,yd) formée d'éléments
de T et que cette solution est unique modulo 28 ; on sait encore que l'ima-
da§
ge, dans 8/28 , de la matrice des -——2(x0) est inversible ; il n'est plus
]
azqu
toujours vrai que 1l'image de celle des 1 (_>gO) est nilpotente, mais on sait
X
que les Y sont dans rg ; l'existence” et 1'unicité s'en déduisent facilement.

Soit alors G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur

A , et soit SMA(G) = (£,M,p) . Il est clair que le lemme précédent s'applique
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en prenant Gk = G ®A k , MO =M, 1=1id , ® = l'algébre affine de G,

e = l'augmentation provenant de G , ’S:O = £ et 1t =1id

PROPOSITION 1.4'.- Soit G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension -

finie sur A , soit ® son algébre affine et soit (&, M,p) = £MA(G) . Soit &

un A-anneau p-adique. Pour tout x € G(8) = Homcont(ﬁa,g) , ’

€ - . . , o € . . 4
(X£’XM) € G(S,M,p)(g) et l'application x (X£’XM) est un isomorphisme du
groupe G(8) sur el )(S)

(£, M,p
La démonstration de cette proposition est entiérement analogue a celle de

la proposition 1.4, Le théoréme 1 dans le cas connexe se déduit du lemme 1.3’

et de la proposition 1.4' de la méme maniére qu'il se déduit, dans le cas A

p #2 , du lemme 1.3 et de la proposition 1.4.

1.8. Le théoréme 1 implique le résultat suivant, d'ailleurs bien connu :

COROLLAIRE. - Tout groupe formel liss% et de dimension finie sur k admet un

relévement lisse sur A .

Soit, en effet, G wun tel groupe formel. Il s'écrit sous la forme

c et c et | . .
G =G x@G , avec G connexe et G étale ; comme il est clair que

Get se reléve, il suffit de vérifier que G° se reléve. Soit d sa dimension
et soit M son module de Dieudonné ; soit gl,gz,...,gd des éléments de M
qui relévent une base de M/ITM sur k ; soit €118g0ei€y la base canoni-

que du A-module libre Ad et soit p 1l'application A-linéaire de Ad dans M
définie par p(ei) =a, , pour 1 <i<d. On voit que (Ad,M,p) est un ob-
jet de A; gui définit un groupe formel lisse sur A relevant G°

1.9. Remarque : soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A.
Si p =2 , supposons G connexe ou unipotent. Soit (£, M,p) = £M(G) . On
peut décrire le groupe G(S) des points de G & valeurs dans n'importe quel
A-anneau fini S & l'aide du triplet (&, M,p) . En effet, on vérifie facilement
qgue l'on peut trouver un A-anneau p-adique § (qui est un A-module libre de
rang fini) et un homomorphisme de & sur S . Soit a le noyau de cet homo-
morphisme. Comme G est lisse, 1'homomorphisme de G(8 dans G(S) est
surjectif et il suffit donc de savoir décrire son noyau. Si R est l'algébre af-
fine de G et si R+ est 1'idéal d'augmentation, on voit gque ce novyau est le

+
sous-groupe G(a) de G(8 formé des x : R - 8 tels que x(R ) < a . Le
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A-module libre de rang fini A ® a peut &tre muni d'une maniére évidente d'une
structure de A-anneau p-adique telle que la projection sur la premiere composan-
te soit un homomorphisme d'anneaux. On voit que Gf(a) s'identifie au noyau de

la projection de G(A® a) sur G(a)

1.10. Appelons systéme de Honda lisse sur A tout couple (L,M)

B ol M estun Dk—module profini sur lequel l'action de I est injective,
tel que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur

ko,

@ ol L estun sous-A-module de M vérifiant FMNL = pL et

L/pL = M/IM

Les systémes de Honda lisses sur A forment une catégorie Hi T un

morphisme u : (L,M) - (L',M') est une application D, -linéaire continue de M

k
dans M' telle que wu(L) < L'

Il est clair que la catégorie H‘(3 est additive.

A
Il existe un foncteur additif évident H : Ai - H/i : & un triplet (£, M,p)
on associe le couple (L,M) ot L = p(£ . On voit que H n'est pas pleine-

ment fidele, Cependant, on vérifie immédiatement :
@8 que H est essentiellement surjectif ;

. e . , , ,
# que deux objets de AA sont isomorphes si et seulement si leurs images par

H sont isomorphes dans HA .
Si 1'on note LMA le foncteur Ho £MA , on voit donc que tout p-groupe
formel G lisse et de dimension finie sur A est déterminé, a isomorphisme

prés, par LI\/IA(G)

En particulier, soit Gk un p-groupe formel, lisse et de dimension finie

sur k ; si p =2 supposons Gk connexe ou unipotent. On voit que déter-

miner les classes d'isomorphismes des relévements lisses de G sur A re-
K 2

déterminer les classes d'isomorphisme des couples (L,M) de HA ou

a
M = I_\_/[(Gk) . Le groupe Aut(M) des automorphismes continus du Dk—module to-

pologique M (qui est isomorphe au groupe des automorphismes de Gk ) opére

d gauche sur l'ensemble A(M) des sous-A-modules L de M vérifiant

vient

FMNL =pL et L/pL = M/FM ; les classes d'isomorphismes des rel@vements
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lisses de Gk correspondent alors aux classes de A(M) suivant Aut{(M)
Remarque 1 : nous verrons au §2 du chapitre V que la classification des p-
groupes formels lisses et de dimension finie sur A par leurs systémes de
Honda n'est autre, dans le cas connexe, que celle qui avait été obtenue par
Honda ([32], au langage prés et par des méthodes complétement différentes, la
théorie de Honda ne donne pas de description de G(8) , elle consiste & cons-
truire explicitement la loi de groupe formel). C'est pourquoi nous avons employé
l'expression de "systéme de Honda", bien gque des objets du méme type aient

été aussi considérés par Grothendieck ([29]).

Soit maintenant G un groupe p-divisible sur A . Il est clair qu'il re-
vient au méme de dire que G est un p-groupe formel, lisse et de dimension

finie sur A , tel que Gk est un groupe p-divisible sur k . Par conséquent

(cf. rem. 3 du n°III.6.1), un p-groupe formel G , lisse et de dimension finie

sur A , est un groupe p-divisible si et seulement si l\_/I(Gk) est un A-module

libre de rang fini.

Notons alors Ai (resp. Hi) la sous-catégorie pleine de /\iX (resp. H/i)

dont les objets sont les (£,M,p) (resp. les (L,M)) tels que M est un A-

module libre de rang fini. Si (£,M,p) est un objet de !\d , on voit que

A
p: £ ~ M est injective et on en déduit que la restriction du foncteur H a
, , d
Ai définit une équivalence entre la catégorie ,/\A et Hi .
o ,C d,u ) , , d
Si 1'on note HA (resp. HA ) la scus-catégorie pleine de HA dont

les objets sont les couples (L,M) tels que M est connexe (resp. unipotent),

le théoréme 1 implique alors le résultat suivant :

PROPOSITION 1.6.- Si p # 2 , le foncteur LI\/IA induit une anti-équivalence

entre la catégorie des groupes p-divisibles sur A et la catégorie HA .

Pour p gquelconque, le foncteur Ll\/[A induit une anti-équivalence entre

la catégorie des groupes p-divisibles connexes (resp. unipotents) sur A et la~

catégorie Hi'c (resp. Hi'u)

On obtient ainsi les résultats annoncés dans [21]. Profitons-en pour si-
gnaler que le théoréme 2' de [21] n'est énoncé correctement que pour p # 2

L'énoncé correct dans le cas général est la proposition 1.6 ci-dessus.

Remarque 2 : soit G un groupe p-divisible sur A et soit, pour tout entier
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n , Gn le sous-groupe de G novau de la multiplication par prl . Soit 8§
un A-anneau p-adique. Dans la proposition 1.4, nous avons noté G(8) le
groupe des homomorphismes continus de l'algébre affine de G dans § , i.e.
le groupe des points de G , considéré comme groupe formel, a valeurs dans
& . Ce groupe ne doit pas étre confondu avec le groupe des points de G ,
considéré comme limite inductive de groupes finis, & valeurs dans §& , autre-
ment dit avec le groupe lir'n Gn(g) . Il est clair que ce dernier s'identifie au

sous-groupe de torsion Gtor(S) de G(8

Avec des notations évidentes, si (L,M) = LMA(G) , le groupe G(8 s'i-
dentifie canoniquement (en supposant G wunipotent si p = 2 ) au groupe

N. (8) x G. (8) (cf. prop. 1.4). Comme N_(8 est sans torsion et comme
L NO(S) M L

GM(S) est un groupe de torsion, on voit que Gtor(g) s'identifie au sous-
groupe de GM(S) formé des u : M - CWk(Sk) tels que (Wgo w(@) =0 . On

obtient une description analogue, dans le cas p =2 et G connexe, en uti-

lisant la proposition 1.4"'.

Remarque 3 : soit G un groupe p-divisible sur A ; si p = 2 , supposons
G unipotent. On vient de voir que, si § est un A-anneau qui est un A-module
libre de rang fini, le groupe Gtor(g) s'identifie & un sous-groupe de

GM(S) = Hoka(M,CWk(Sk)) . On voit que la fléche Gtor(g) - GM(S) n'est
autre que la composée de l'homomorphisme canonique de Gtor(g) c G(8) dans
G(8/p8) = G(Sk) = Gk(gk) par l'isomorphisme canonique de Gk(gk) sur
Hoka(M,CWk(Sk)) . On en déduit donc que l'homomorphisme canonique de
Gtor(g) dans Gk(Sk) est injectif. Ce résultat avait été annoncé dans [21]

(th. 3) et peut d'ailleurs se démontrer directement.

§2.- Le foncteur M =~ MA'

Dans ce paragraphe et dans les suivants, on note K' wune extension finie
totalement ramifiée de K et e son degré. On note A' l'anneau des entiers
de K' , m 1'idéal maximal de A' et on désigne par 1 une uniformisante de
X

n
On note v(e) l'entier min {p -ne} et s(e) le plus petit entier s

S né€N
tel que v(e) = p° -se . On écrit v et s au lieu de v(e) et s(e) lors-
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qu'il n'y a pas de confusion possible. Remarquons que, si e < p-1, on a

vie) =1 et se) =0

(3)

2.1, Pour tout Dk—module M , et pour tout entier j , nous notons M le
Dk—module déduit de M par l'extension des scalaires O'J (rappelons que
o désigne le Frobenius absolu sur k et A ; on le prolonge en un automor-.

phisme de D, en posant o(F) = F et o(V) =V ). Dans la suite, nous iden-

k .
tifions le Zp[f,y]—module sous-jacent & M(J)

(i

au %p[g,y] -module sous-jacent’

~—

& M ; l'action d'un A € A sur M est alors la fléche a P G—J(x)g

Pour tout D, -module M et pour tout entier j , on note v (resp. f)

k
, Ly .
1'application Dk—linéaire de I\/I(J) (G+1) (
a € M(J) (identifi¢ & M ) associe Va (resp. Fa)

dans M (resp. dans M ) qui a

()

Il est clair que, si M est un Dk—module topologique, M est, de

maniére naturelle, un D, -module topologique et que les applications v et f

k
sont continues.

Considérons le cas particulier ot l'on se donne un k-anneau linéairement

topologisé, séparé et complet, R et od M = CW (R) . On pose alors

, , k .
CW](!)(R) = M(J) I1 est commode de considérer les éléments de CW](:)(R) com-
me des covecteurs (...,a _,...,a ) dont les composantes (qui sont des

.. . a
-n -j=1""-j
éléments de R vérifiant les conditions habituelles) sont indexées par les en-
tiers < -j : avec ces conventions, les formules donnant l'addition et la mul-
tiplication par un scalaire sont les mémes que celles qui nous ont servies a

) ) gy = cwi*D
) G-1) o
£ oW (

k k
K R) - CWk R)) associe & (...,a_n,...,a_j_l,a_].) 1'élément
(...,a ,...,a ., .) (resp. (...,a" _,...,a

b p p
-n -j-1 -n -j—l’a—j))

définir le D, -module CW, (R) . L'application v : CW (R) (resp.

On voit que v est surjective et que f est injective si et seulement si

R est réduit.

2.2. Nous allons associer a tout Dk—module M un A'-module MA'

B pour tout (i,j) € ZxZ , notons MEJ) le A'-module rrtl ®A M(]) H
® pour tout (i,j) € ZxZ , notohs cpi j : Mfl]) - Mij—)l 1l'application A'-linéaire
déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion m - rnl—1 ;
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s

() (j-1)

B pour tout (i,j) € ZxZ , notons fi,j : 1\/[1j - I\/Ii l'application‘ A‘—lir?é—
aire, déduite, par extension des scalaires, de l'application f : M(J) - M(]_l);
8 enfin, pour tout (i,j) € ZxZ , notons v, j : I\/Igj) - Mij_zl) I'application
A'-linéaire qui, & \x ® a € mt ®A M(j) , as:,Socie p_l)\ ® v(a)
Pour tout sous-ensemble I de Z x Z , nous notons =Z?'I(l\/[) le diagram-
me (dans la catégorie des A'-modules) dont les objets sont les Mij) avec
(i,j) € 1 et les fléches les Cpi,j , fi,j et vi,j dont la source et le but
sont des objets de 5. (M) . Il est clair que ce diagramme est commutatif,

I

Soit Ie l'ensemble des (i,j) € ZxZ vérifiant j = 0 et

iz0 si j=20,

i = pj_l—je si j =1

On pose alors M _, = lim 5. (M)
A - Tlg
Lorsque M est un Dk—module topologique, les MiJ)
naturelle de A'-modules topologiques et les applications cp]_L i fi j et vy i

sont continues. On peut donc considérer MA' comme un A'-module topologique.

ont une structure

On vérifie facilement que, si I'e est l'ensemble des (i,j) € Ie tels que

i £1 , on a encore MA‘ = lim ’BI‘ (M) . Comme I’e est un ensemble fini, on
e
voit que, si M est un Dk—module A-pro-artinien (resp. A-profini), MA' est

un A'-module pro-artinien (resp. profini).

Il est clair que la correspondance M & MA' est fonctorielle : si M et
N sont des Dk—modules (topologiques) et si u : M - N est une application
Dk—linéaire (continue), nous notons uA, : MA' - NA' l'application A'-linéaire

(continue) induite par u

Remargues : soit M un D, -module.

k
1.- Posons I\/I0 = A ®AM = M(()O) et, pour 1 <j<s+1 ,
-5 p7! G _ ) ,
Mj = p°'m ®A M = M i-1 On voit que, étant donné un objet quelcon-
p° -je
gue du diagramme ’BI (M) , il existe un chemin partant de cet objet et allant
e s+1
vers l'un des M, . On en déduit que l'application canonique de @O Mj dans
J:
MA' est surjective.
i ) ; -
2.- Posons en outre, pour 0<j<s , M = p P ®A M(J) = M(J) et
j i
p-'-je
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-j p7l j+ j+ -1
MJ{'+1 =p JP ®A M(J D M(Jj_l) (avec la convention gque m® = A" ). En
p’ “-je
"éliminant toutes les fléches inutiles", on voit facilement que MA' s'identifie
a la limite inductive du diagramme
® Mé v, . My, M v
0 0 ® ) S
A N N S N N
MO , M1 ] 1\/Ij+1 Ms Ms+1
N RN S N e N S N
1 b s+1 °
ol toutes les fléches sont évidentes.,
En particulier, si 2 <e £p-1 , MA' est la limite inductive du diagram-
me
Ml
@ 0 v
0 N\
MO\ /Ml
1E0 Ml.. cpo
2.3. Pour tout Dk—module M , regardons comment le A'-module MA' est re-
lié au K'-espace vectoriel MK' =K ®A M =K ®A' (A ®AM)
PROPOSITION 2.1.- Scit M un Dk—module. Posons
— ] — [ 1 = . ] — (O)
MK' =K ®A M =K ®A' (A ®AM) . La fléeche canonique de A ®A M = I\/IO
dans MA' induit, par extension des scalaires, un isomorphisme de MK' sur
K'®,, M,

Démonstration : pour tout (i,j) € ZxZ , l'inclusion de m' dans K' et

""""""""" (3)

- M induisent, par passage au produit tensoriel, une

(3)

l'application £l . M

dans MK' ; d'oll, par extension
(3)

des scalaires, une application K'-linéaire 0, j : K ®A‘ Mi] dans MK’ . En

utilisant le fait que le noyau de £ est contenu dans le noyau de la multipli—;

cation par pJ et le fait que l'image de £} contient pJM , on voit que cha-

application A'-linéaire de MEJ) = rni ®A M

que pi . est un isomorphisme., On voit que les pi i sont compatibles avec

’ 4

les fléches du diagramme 5. (M) . On peut donc passer & la limite inductive

I
e
et on obtient encore un isomorphisme.

Remarque : soit M un Dk—module gui est un A-module libre de rang fini h
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Alors MK' est un espace vectoriel de dimension h sur K' et il résulte de
la proposition précédente que MA'/(MA')tor s'identifie & un réseau (i.e. un
sous-A'-module libre de rang h ) de MK' ;11 est clair que l'application

fj : M(j) - M est injective et que son image est le sous-D —modul_e _Ejl\/I de

, .k
M . Si l'on utilise la platitude pour identifier les m' ®A_EJM a des réseaux de

MK' , on voit que l'imag'e i:{e MA' dans MK' e:il -

(a'®, M) + Elp-impJ °, M = (a 8, M) + j2=31 oI °, v

Si e < p-1, on montre facilement que MA‘ n'a pas de torsion et
s'identifie donc au réseau A' ®AM + p_lm ®A_EM . Si e >p-1, en revanche,
(1\/IA,)tor est un A’'-module de longgeur finie, non nul en général.
2.4. Pour tout entier j vérifiant 0 <j <s+l , soit I' . 1'ensemble des
(i,j') € I tels que j'=j . Pour tout D, -module M , lon note MA,[j] la
limite inductive du diagramme E‘Ié .(M) . On a donc MA'[O] = MA' et on voit
que MA,[erl} s'identifie a MS+'1J = p_s—lmpS ®A M(S+1)
PROPOSITION 2.2,- Soit M un Dk—module sans F-torsion, Pour tout entier j
vérifiant 0 <j <s , l'application canonique de MA,[j+l] dans MA' est in'—

jective.

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, pour tout j ,

l'application canonique de MA,[j+1] dans MA,[J'] est injective. En utilisant

les notations des remarques 1 et 2 du n° 2.2, on voit que MA,[J‘] est la li-

mite inductive du diagramme

® M; v,
PRI can
. . j+1
N A
] i+1 ]
On voit qu'il suffit de montrer que l'application canonique de Mj+l dans la
limite inductive du diagramme
MI
, j v,
cp]/ ] \J
M, M
] j+1
N LB
] i+ )
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est injective.

—_ - J i
Soit N =pJ 1mp ®A M(J) ; soit @ l'application de M, dans N dé-._

i pl-1
duite par extension des scalaires de l'inclusion de p Jmp dans p m

et soit f 1'application de M, dans N déduite par extension des scalai-

G+1) _ .0) rl
res de f: M - MV Il est clair que le diagramme

M!

BTN

M, M

j j+1
~ Cp;\ Mn 'éjl ~
) j+1 f

N
est commutatif. Comme M est sans F-torsion, l'application f est injective.
-i-1 o) ) ~
Comme p 77 P est un A-module plat, l'application f est encore injective

et 1l'assertion en résulte facilement.

2.5. Conservons les notations qui précédent. La proposition précédente permet,

lorsque M est un D, -module sans F-torsion, d'identifier les MA'[“ a des

k
sous-A'-modules de MA' ; on obtient ainsi une suite décroissante
= j j + =
M,, M, [0] = ...2 MA.[J] ) MA,[J‘*‘l] > ..o M,,ls 1] M_,

, le

PROPOSITION 2.3.- Soit M un Dk—module sans F-torsion. Pour 0 <j <s

A'-module MA‘[j]/MA'[j+1] est isomorphe, canoniquement et fonctoriellement

i-1 ' ; -1
en M, 38 (mP /mpl) ®, (M/_EM)(]) (en convenant que m° = A' ).

]_D_é_rrlqn_s_tfggigg : Comme MA'[j] est la limite inductive du diagramme

M _9_@_11__» M [j+1]’ ,

\\‘7],

/ j+1 A
)
Mi )
on voit que la composée de l'application canonique de I\/I]_ dans MA.[J'] avec
la projection de MA,[J‘] sur MA,[j]/MA,[j%-l] est surjective et gque son
noyvau est Im cp], + Im fj . D'oll un isomorphisme canonique de Mj/(Im cpj+Im fj)

sur MA'[j]/MA'[j+1] . Or la multiplication par p ° définit un isomorphisme

; -1 .
-1 (3) - P §)
s j _ i p ]
m ®A M sur 1\/Ij P m ®A M

réciprogue, par cet isomorphisme, de Im Py (resp. Im fj) est, avec des no-

canonique de On voit que l'image
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j - j-1 '
tations évidentes, Im mP ®A M(J) (resp. Im mP ®A£M(J)

) . Il est clair que
i-1 - i-1 j . .
le noyau de la projection de mP ®A M(J) sur @ /mP) ®A (M(J)/_F_M(])) est
j . j-1 , , .
Im m” ®, MY 4 1 P ®, MY et que MY em
phe a (M/_EM)(J) On en déduit un isomorphisme canonique ﬂj de

()

est canoniquement isomor-

j-1 j
mP  /mP) @

5 (M/EM)

‘ i+
sur MA,[J]/MA.[J 1] .
Enfin, il est clair que cette construction est fonctorielle en M

COROLLAIRE 1.- Soit M un Dk—module sans [P-torsion. Le A'-module

MA,/MA,[I] est tué par m et l'application gqui 8 a € M associe l'image de

1% a € A' ®AM dans MA' induit; par passage aux guotients, un isomorphisme

(de_k-espaces vectoriels) de M/FM sur MA,/MA,[I] .

Démonstration : c'est clair, cet isomorphisme n'est autre que l'application

M définie ci-dessus.

COROLLAIRE 2.- Soit M un D

k—module sans F-torsion et soit L un sous—Dk—

module de M vérifiant FMNL = FL ., L'application de LA' dans MA' dé-

duite par fonctorialité de l'inclusion de L dans M , est injective.

Démonstration : avec des notations évidentes, on voit que FMNL = FL

implique que l'application canonique de L/FL dans M/FM est injective ; on

voit qu'il en est de méme,pour 0 <j <s, de (L/EL)(]) - (M/_F_M)<J) et de

j—

1 j . j-1 j .
(mp /mp ) ®A (L/_EL)(J) - (mp /mp ) ®A (M/IM) 1) D'aprés la proposition 2.3,
l'application canonique de LA‘[j]/LA'[j+1] dans MA'[j]/MA'[j+l] est donc
injective. Enfin il est clair que l'application canonique de LA' [s+1] = Ls+1 dans

M, [s+1] = Ms est injective et l'assertion en résulte.

A +1

2.6. Donnons maintenant d'autres propriétés d'exactitude du foncteur M Pk MA’ .

PROPOSITION 2.4.- Le foncteur M b MA' est exact & droite.

Démonstration : soit

une suite exacte de Dk—modules. Comme le produit tensoriel est exact a droite,

on voit que, pour tout (i,j) € ZxZ , la suite

O R ) BN ) I
1 1 1
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est exacte. L'exactitude de la suite

Ly — M,, — N, — 0

s'en déduit par passage a la limite inductive.

COROLLAIRE 1.- Soit

0 =1L M BN — 0

une suite exacte de Dk—-modules sans F-torsion. La suite

uA. uhl
0 — 1, == M, == N, — 0

est exacte.

Démonstration : compte-tenu de la proposition 2.4, il suffit de montrer que

Ua, est injective. Si l'on utilise u pour identifier L & un sous—Dk—module
de M , on voit que le fait que N soit sans F-torsion équivaut a FMNL = FL ;

il suffit alors d'appliquer le corollaire 2 & la proposition 2.3.

COROLLAIRE 2, - Soit

0 —L M > N

une suite exacte de Dk—modules sans F-torsion. Supposons que EINNv(M) = v(EM) .

Alors la suite

u u'
Al A’
0 — L, = M, = N,

est exacte.

Démonstration : soit M le conoyau de u . Comme M s'identifie & un

sous—Dk—-module de N , M est sans I-torsion et, d'aprés le corollaire 1, la
suite

O—>LA —>MA,—> MA‘ — 0
est exacte. Il suffit donc de montrer que l'application de MA. dans NA' in-

duite par l'inclusion de 1—\.—/[ dans N est injective. Mais ENﬂu‘(M)=u'(_EM)
signifie fNﬂl\_/I = le/I et il suffit d'appliquer le corollaire 2 & la proposition
2.3,

2.7. Donnons, pour terminer ce paragraphe, une description de MA' lorsque

l'action de V sur le Dk—module M est surjective :
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-module tel que VM = M . Alors l'applica-

dans MA' est surjective et son novau est

i=1 A M
Remarques :
1.- 81 j=2s8+1 , ona j-1 = s donc pJ—jeépJ_l—(j—l)e et
pJ > pJ_l+e ; par conséquent,
D j+1 P j+1 ot j+
Im(m ®A Ker V \M) < Im(pm ®A Ker V IM) c Im(m ®A p.Ker Vv \M)
c Im(mpl_ ® Ker Vj| )
A - 'M ‘
® j-1 ] s+l pJ"l j
On en déduit que 2 ImmP ® KerV'| ) = Im(m ® KerV'|.) . En par-
i=1 A M i=1 A M
ticulier, si M est A-pro-artinien, ce sous-A'-module est bien fermé dans
A ®A M

2.- Si M est un Dk—module tel que VM = M et tel que l'action de F

est injective, on a alors Ker f = Ker pJ]M et M s'identifie donc au-

e R

2] ] .

quotient de A'® M par 2 ImmP  ® Ker le )

A i=1 A M j-1

Démonstration de la proposition : posons N' = )3 Im(mp ®A Ker MJ\M)
_____________________________ J:].

et N = (A ®A M)/N' . Pour tout (i,j) € Ie , nous allons définir une application
A'-linéaire 0, , : M.(J)
1,] 1

- N

m si j =0, alors 1 = 0 , et l'application ei 0 est la composée de l'ap-

plication canonique de ml®A M dans A'®A M et de la projection de

A'®AM sur N ;

B si j =1, alors i = pJ—l—je , et tout élément de M,(J)' est somme finie
o -] itje _ p7t (3)
d'éléments de la forme p A®y a , avec X €m C m et a €M ;

comme VM = M , on a ij(j) = M(j) , ou encore l'application
vj T M - M(j) est surjective ; il existe donc b € M tel que ng =a ;
si b' est un autre élément de M tel que ng' =a,ona b =b+c,
avec c € Ker vle ; on en déduit que 1'élément L ®b - A®Db' de
A'®A M appartient a- mp]_1 ®A Ker Mj ll\/[
canonique de A'® M sur N . Il est alors clair qu'il existe une applica-

A i .
tion A'-linéaire Bi i : Mi(J) - N et une seule telle gque Oi j(p J>\®g) soit

l'image de 'X@AQ (€ A'®AM) dans N

, donc au novau de la projection
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On voit tout de suite que les '8, ., sont compatibles avec les fléches du

diagramme "BI (M)» : on en déduit donc une application
e

6 : lim .BIe(M) = MA‘ - N

Comme le composé de la fléche canonique 6' de A ®A M dans MA'
avec B n'est autre que la projection canonigue de A ®A M sur N , on voit
que le noyau de ©6' est contenu dans N ‘

Pour montrer que le noyau de ©' contient N' , il suffit de vérifier que-

j-1 ~
si j=1, X\ €mP et a € KerleM , alors l'élément 1 ® a de A'® M
appartient au noyau de 8' . Mais cet élément provient, par une fléche du dia-
j-1
gramme .81 (M) , de 1'élément X1®a de mP ®AM = I\/I(?)l . Ce dernier
) e | pi-
s'envoie, par une fléche de Jf (M), sur 1'élément p_J)\®vJ(g) de
o g-l . . € . , .
D n P ® M(J) = M(J_> Comme a € Keryll , on a VJ(§_) = y]_a_ =0 ,
A j=-1 M
P -Je

d'od N' < Ker 9'

Enfin le fait que VM = M implique que toutes les applications v, du

i,]
diagramme “BI' (M) sont toutes surjectives et la surjectivité de 8' en résulte
e
trés facilement.

§3.- Relévement des covecteurs (suite).

On conserve les hypothé&ses et les notations du paragraphe précédent. Pour
tout k-anneau R linéairement topologisé, séparé et complet, on note
CWk,A'(R) le A'-module topologique (CWk(R))A'

3.1. Rappelons (cf. n°II.5.1) que l'on a appelé anneau p-adique tout anneau

8§ linéairement topologisé, séparé et complet, dont la topologie est la topologie

p-adique, tel que p n'est pas diviseur de 0 . On appelle A'-anneau p-adique

tout A'-anneau topologique qui est un anneau p-adique. Il est clair que l'inclu-
sion de A dans A' permet de considérer tout A'-anneau p-adique comme un

A-anneau p-adique.

Pour tout A'-anneau p-adique S , on pose Sk = S@A, k =8ms et

SK = 8®A, K' = S®AK : on identifie & & un sous-anneau de SK de maniére

évidente. On note P'(8) le sous-A'-module de SK engendré par les éléments
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‘ — ~
de la forme p 1qap ,avec n € IN , a é€m8 ; pour n suffisamment grand,
- n
ona p nép € S, pour tout 4 € m§ ; on en déduit que P'(8) est un sous-
A'-module fermé de SK vérifiant mg& < P'(§) < m's (rappelons que
v = min {p"-ne} : en particulier, P'(S) =mg si e < p-1).
n€elN

Soit § un A'-anneau p-adique. On a défini au n° II.5.1 une application
A-linéaire contmie Wg ;ICWA(S) - gK .S &= (...,a_n,...,a_l,ao) € CWA(S) ,
alors Wg(é) = 2 p 4P . On voit que l'homomorphisme canonique de CWA(S)

n=0 -

dans CWA(S/mS) = CW )  est surjectif et que son novyau est le sous-A-mo-

k(8
dule fermé CWA(mS) de CWA(g) formé des éléments dont toutes les compo-

santes sont dans m& ; l'image de CWA(mg) par VQS est contenue dans P'(8)

et, par passage aux quotients, on en déduit une application A-linéaire continue
k' "k
tion A'-linéaire continue

de CW. (g ) dans SK/P‘(S) ; d'ol, par extension des scalaires, une applica-

(s

Wy A ®A CwW k) - SK/P (2)

k

LEMME 3.1.- Soit M = CWk(gk) . Le novau de W'g contient le sous-A'-mo-
j

dule M' = j§0 Im (m? R, Ker yjﬂ\M) de A'® M

Démonstration : il suffit de montrer que, si j est un entier >0 , si
X € mpj et si b € KeryjHlM , on a w'g(x®2) = 0 . On voit que b s'écrit
sous la forme (""0""’0’b—j""'b—l’bO) ¢ si B_H est un reldvement de b_n

dans & , on voit que W'g()\®2) est 1'image, dans SK/P'(S) de
)

-n - J
B= 2 p nxbp . Soit m une uniformisante de A' ; on peut écrire ) = uﬂp ,
n=0 -n P
I
avec W €A' . Onaalors B=u Lp ( b n) € P'(8 , d'ou
n=0 -
w' (A®Db) = 0
S
S j +1
Le sous-A'-module M' , qui est aussi Im(mp ®A KerV ‘M) , est fer-
j:
mé dans A' ®A M (cf. rem. 1 du n®2.7) et l'application Wé induit, par pas-

sage au quotient, une application A'-linéaire continue

wé : (A'®A M)/M' - gK/P'(g)

I1 est clair que le Dk—module M = CWk(Sk

donc de la proposition 2.5 que l'application canonique de A' ®A M dans MA'

induit, par passage au quotient, un isomorphisme ¢ de (A’ ®AM)/M' sur

) vérifie VM = M . 1l résulte

M . On obtient alors une application A'-linéaire continue

A (-1)
W = Wioo : cwk,A,(g ) = 8/P'(9)

k
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Il est immédiat que l'application Wg est une transformation naturelle au

sens suivant : soit ¢ : & - & un morphisme de A'-anneaux p-adiques ; soit

\bk : Sk - S{{ la flédche déduite de | par extension des scalaires et soit
CWk,A,(\Vk) : CWk,A'(Sk) - CWk,A'(Sk) la fleche déduite de
CWk(\Uk) : CWk(Sk) - CWk(Sk) par fonctorialité ; soit LLJK : SK ~ 8y la fle-

che déduite de | par extension des scalaires et soit EK : gK/P'(S) - SI'</P'(S')
la fléche déduite de \LIK par passage aux quotients (il est clair que

\lJK(P'(S)) c P'(8')) ; alors le diagramme

WS |
cwk'A,(sk) _ SK/P (8)

CWk,A' (¥,)

est commutatif.

3.2. Pour tout A'-anneau spécial (cf. n°II.5.4) R , on pose

Rk=R®A,k=R/mR.

On identifie R & un sous-anneau de RK = R®AK = R®A'K et RK a un

sous-anneau de R;n (id.). On a défini P(R) comme étant le sous-A'-module

fermé de R0 formé des o tels que da € Q. (R) (en identifiant 0 ,(R) a

K - A A

un sous-module de QK,(RK ) )
Soit P'(R) le sous-A'-module de @;n engendré par les éléments de la
forme p_ann , avec n €IN et B € mR ; c'est un sous-A'-module fermé de

P(R) , contenu dans RK et vérifiant mR < P'(R) < m\)si .

Soit ® un A'-anneau spécial. On a défini au n° II.5.6 une application
A-linéaire continue V\;& : CWA(R) - P(R) . Ici encore l'homomorphisme canonique

de CWA(R) dans CWA(R/mR) = CW, (R,) est surjectif et son noyau est le

k'k
sous-A-module fermé CWA(mR) de CWA(R) formé des éléments dont toutes les

~

composantes sont dans mR ; il est clair que l'image par WR de CWA(mR)
est contenue dans P'(R) et, par passage aux dquotients, on en déduit une ap-

plication A-linéaire continue de CWk(Rk) ~dans P(R)/P'(R) ; d'ou, par exten-

sion des scalaires, une application A'-linéaire continue

w, @ A'® CW, (R ) — PR)/P'(R)

® k
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Si M = cwk(s%k) ,

que le novyau de WD’2 contient le sous-A'-module fermé

Y

on voit, comme dans le cas des A'-anneaux p-adiques,

) de A'® M ;

M'—’;Dz(pj®1< vt
= mim pRerV A

j=0
d'ot, par passage au quotient, une application A'-linéaire continue Ws'%' de

(A ®A M)/M' dans P(R)/P'(R)

M

Comme VM = M , la proposition 2.5 implique que l'application canonique

de A' ®A M dans MA‘ induit, par passage au quotient, un isomorphisme o
de (A'®AI\/I)/M' sur MA' . D'ol une application A'-linéaire continue
— n (_1) . t
Wy = Wge® : CWk,A' (Rk) — P(R)/P'(R)

PROPOSITION 3.2.- Soit ® un A'-anneau spécial. L'application A'-linéaire

continue wo CWk A,(Rk) - P(R)/P'(R) est un isomorphisme.

Démonstration : choisissons un A-anneau spécial RO contenu dans R

qui releve Rk (i1 est clair qu'un tel anneau existe toujours : on se raméne au
cas oud R est local ; si l'on choisit des coordonnées, {f s'identifie alors a

2,...,Xd]] a coefficients dans l'anneau
A" des entiers d'une extension finie non ramifiée du corps des fractions de A';

un anneau des séries formelles A"[[Xl,X

si k" est le corps résiduel de A" , on peut prendre
6%0 = W(k“)lle,Xz,...,Xd]] ). On voit que A ®A RO s'identifie & R et
A'® PR a P ).

Posons N = P(RO)/pRO . L'isomorphisme

WRO : CWk(Rk) =M — P(RO)/pRO =N
défini au n°® I1.5.7 permet de munir, par transport de structure, N d'une struc-
ture de Dk—module topologique et WRO induit un isomorphisme

Wﬁ'o’A' : MA' — NA'

Le Dk—module N , comme M , vérifie VN = N et NA' s'identifie
(prop. 2:5) au quotient de A’ ®A N par le sous-A'-module
i Im(mp] ®A Ker yjH‘N) . On voit que NA' s'identifie aussi au quotient de
i=0
P(R) = A'®A P(RO) par le sous-A'-module N' de jP(R)j enger;ldré par
Im(A' ®Ap6%0) = pR et les éléments de la forme L néop_nf)}_jn , pour j € IN
et les B—n dans RO (et ot 1™ est une uniformisante de A' ).
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I1 est immédiat que N' < P'(R) et que W est le composé de 1'isomor-

W&OIA' : MA' - NA‘ = P(R)/N' et de la projection canonique de

P(R)/N' sur P(R)/P'(R) . Tout revient donc & montrer que P'(R) < N' , ou en-

phisme

core & établir le lemme suivant :

n
LEMME 3.3.- Soit n € IN et soit b € mR . Alors p—nbp € N

Démonstration : Ecrivons b sous la forme b = _% TTibi , avec les
b, € RO (o 1 est une uniformisante de A' ). On pré?:léde par récurrence sur
n
B c'est clair si n =0, car TTbi € N' , donc a fortiori rribi = ni_lnbi € N' :

8 on vérifie facilement que

e n n-1 n-r i pr e ipn pn
(Zab)? = 2 " e ((@b)P) + TP pP
i=1 1 =0 r i i=1 i
ou les c,pr sont des polynémes & coefficients dans Z ; on a donc
n ot n=1 _ . r e __,n n
p ¥ = D p e (b)) + D P Y
r=0 r ! i=1 1

on déduit facilement de l'hypothése de récurrence que la premiére somme est

_ n
dans N' : enfin, pour tout i >1 , p n(rrbi)p € N' donc, a fortiori,
-n ip" p" (i-1) S n

P bf = P (b )p

p m -P i

3.3. L'isomorphisme WR que l'on vient de construire définit une transformation

naturelle : si ¥ : R = R' est un morphisme de A'-anneaux spéciaux, le dia-

gramme
'R .
CWk,A'(Rk) ——— P(R)/P'(R)
CW, (1) l JwK’
WRI 1 1 I
CWk,A,(R,) — P(R")/P'(R")

k —

(ol toutes les flédches sont évidentes) est commutatif.

De méme, si R est un A'-anneau spécial, si 8§ est un A'-anneau p-
adique et si © : R - & est un homomorphisme continu de A'-anneaux, le dia-

gramme
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WR

cwk,A, (&k) P(R)/P'(R)
CW, 5 ‘ Dy
Wg |
CWk’A,(Sk) _ SK/P (8)

(ol toutes les fléches sont encore évidentes) est commutatif,

Remarque : soit & un A'-anneau p-adique et soit P(8) le sous-A'-module de

Al ~
S engendré par les p nbp , avec n € N, b € g . Il est clair que P(g)

K
contient P'(8) et que l'image de Wy est contenue dans P(8)/P'(8) . Dans
toute la suite de ce chapitre, on peut remplacer SK/P'(S) par P(8)/P'(8) sans

changer ni les démonstrations, ni les résultats.

On sait que P'(8§ c m”s ; on pourrait de méme remplacer SK/P'(S) par
%K/m\)g et wg par son composé avec la projection canonique de SK/P‘(g)
sur SK/mvS ; en revanche si ® est un A'-anneau spécial, il sera essentiel

vV

de travailler avec P(R)/P'(R) et non avec P(R)/(m’R) N P(R) (l'application

composée de wo avec la projection canonique de P(R)/P'(R) sur
P(R)/(m”R) N P(R) n'est un isomorphisme que si m’) = P'(R) , ce qui se produit

si et seulement si e < p-1 ).

§4.- Groupes formels lisses sur A'

On conserve les hypothéses et les notations des deux paragraphes précé-

dents.

4,1, Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit

R son algébre affine. Soit G]< = G®A' k sa fibre spéciale ; c'est un p-groupe

formel lisse et de dimension finie sur k dont l'algébre affine s'identifie a

Rk = R®A, k et R est un A'-anneau spécial.

Notons A : R = R ®A' R (resp. Ak : Rk - ngk Rk) le coproduit relatif a
G (resp. Gk) ; il est clair que A reléve Ak . Nous notons encore A le
prolongement de A 3 é;n et, pour tout o € @in , nhous posons

aa=a@§l—[:cc+l<§>oc.

~

Notons MHA,(G) le sous—-A'-module de Qin formé des o € P(R) tels
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que da € P (R@A, R) et MH,,

(@) le quotient de muA,(G) par P'(R) (c'est
donc un sous-A'-module de P{R)/P'(R) ). )

Il est clair que CW, (R,) est un

fi M
Posons enfin (G 1 Ry

NCRIEN VRN
Dk—module sans F-torsion. On sait que 1\_/[(Gk

de CWk(Rk) . En outre, si a = (...,a_n,...,ao k) ﬂ_ECWk(Rk) , on voit

que l'image de a dans t¥*(k) est nulle et on en déduit (prop. 4.3 du chap.

0 G
III) que a € FM(G,) . On a donc MI(G,) N FCW. (R,) = FM(G

k
) € M(G

K K (R k) et il résulte

du corollaire 2 a la proposition 2.3 que l'application canonique de MA'(Gk)

~

dans CW (R,) est injective. Nous l'utilisons pour identifier M_ (G,) & un

k,A'" 7k ATk
sous-A'-module de CW (R,) . Comme M(G,) est fermé dans CW, ()

k,A" Tk k
MA'(G est fermé dans CW (Rk‘ -

k) k,A'

k k) 7

PROPOSITION 4.1.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

A' et soit R son algébre affine. Soit G, = G®,,k et R

K A =8k

k
i) Les A'-modules 7¥,,(G) = {a€P(R)[32€P'(R®),R)} et

MHA,(G) =M%, ,(G)/P'(R) ne dépendent que de la réduction modulo m

du coproduit relatif &8 G .

ii) La restriction de wo CWk,A' (Rk

isomorphisme du A'-module topologique MA'(G

) sur MH, (G)

k
Démonstration : il est clair que la premiére assertion résulte de la secon-

de. Montrons (ii).

Notons al I'application D, -linéaire continue de CWk(R ) dans

k k
CWk(Rk®kRk) qui & (...,a_n,...,ao) associe
(va_ @1,..,8,®1) - (L@ eoha) + (G180 L., 18ag)
et 3 l'application de P(R)/P'(R) dans P(G%éA&)/P'(RéA,R) déduife, par pas-

sage aux quotients, de l'application 3 définie plus haut. Il est clair que le

diagramme

1
35 )
CWk,A,(Rk) —_— CWkIA, (Rk®k &k)
w 2 W o
R R, R
PR)/P'(R) ——r P(RéA@i/ P-(@éA,m

est commutatif, On en déduit que WR induit, par restriction, un isomorphisme
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~

du novyau de 51 sur celui de 3 qui n'est autre que MH_, (G.)

A ATk
n AN RN &
Pour tout entier n > 0 , soit C = CWk(Rk ) = CWk(puk ) . On a une
suite exacte de Dk—modules sans I'-torsion
1
0 -—>1\_/[(Gk) — Cl = C2

Admettons que _ECZ n alcl = 3 (FC") ; le corollaire 2 & la proposition 2.4

implique que la suite
1

1 °p 2
0 MA'(Gk) CA' — CA'
. 1
est exacte et MA,(Gk) est bien le novyau de BA,
C 2 1.1 1 1 12
Montrons donc que FC" N3 C~ = 3 (FC") . Pour cela, considérons le
' A\
complexe de Hochschild de G]< a valeurs dans CWk . On voit que le groupe

des n-cochafnes s'identifie 3 C7 et que l'opérateur bord en degré 1 coinci-

AN\
de avec al . Comme ka est injectif (th., 2 du §1 du chap. III), on a

Hi(Gk,C/\?\/k) = Extl(Gk,é\?\/’k) = 0 . Soit alors a € cl tel que alg =Tb ,
avec b € C‘2 ; il est clair que 3 a est une 2-cochafne symétrique, et on en
déduit que b aussi ; on a f(azg) = az(g_k;) = azalg_ = 0 , donc azg =0,
puisque 'CZ est sans F-torsion ; il existe donc a' € C1 tel que b = alg'

1
et on voit que alg = TFb = E(Blg') = 51(_1?__51') € 3 (EC

1) , d'ou le résultat;

4.2. Conservons les hypothéses et les notations du n° précédent et posons

M = M(G,) ; onadonc M_, = M_(G,)

Al ATk

Notons £A,(G) l'ensemble des o € P(R) tels que a3a = 0 . Il est clair

que c'est un sous-A'-module de mﬁA,(G) . Notons p(G) l'application composée

inclusion proj. can, iso. can

£A.(G) , > WZﬁA.(G) > MHA.(G) > MA‘
L'image par p(G) de m.SlA,(G) est contenue dans mMA, , lui-méme con-
tenu, avec les notations du n° 2.4, dans M_ [1] puisque (cor. 1l & la prop.

Al
2.3) MA’/MA'[l ] est tué par m . Par passage aux quotients, p(G) induit

donc une application k-linéaire de £A,(G)/m£A,(G) dans MA'/MA' [1] ; en
composant avec l'isomorphisme canonique de MA,/MA,[I] sur M/EM (cor. 1

a la prop. 2.3), on obtient une application k-linéaire

p(G) : &£,,(G)/mg,,(G) — M/EM .
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PROPOSITION 4.2.- Soit G wun p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

A" . Posons M = M(G,) , £=£,,(G) et o = p(G) . Alors

i) l'application 7 : £mf - M/FM est un isomorphisme de k-espaces

vectoriels ;

ii) le A'-module & est libre de rang fini.

Démonstration : remarquons d'abord que la deuxiéme assertion résulte faci-

lement de la premiére. Soit, en effet, Ret "la sous-algébre étale maximale de

R ", i.e. l'algébre affine du quotient GeJE de G par sa composante neutre,
[o=]

On vérifie aisément que &N P(Ret) =0 et que N m P(R) = P(Ret) On en

-] n=0
déduit que ﬂomnéi = 0 . D'autre part, la premiére assertion montre que &/m$
n:

est un k-espace vectoriel de dimension finie égale & celle de M/IM , i.e. &
la dimension d de G . Comme & est un sous-A'-module de P(R) , il est

sans torsion, et & est un A'-module libre de rang d .

Posons p = p(G) et N = CW,(R,) ; on a donc CW (R,) =N

k( k k,A" 7k A'
Reprenons les notations du §2. On voit facilement que, pour tout (i,j) € Ie ,

1'image de l'application

(j) can. WR o .
N, N, P(R)/P'(R)
1

j- e .
est contenue dans (mP "PR)+P'(R))/P'(R) . On en déduit que l'image par Wo

de N, [1] est contenue dans (mP(R) + P'(R))/P'(R) , donc dans (mP(R))/P'(R)
puisque P'(R) < mP(R)

[1]

Soit o € £ tel que p(o) € MA,[l] . Il est clair que MA,[l] c N

et on en déduit que l'image de o dans P(R)/P'(R) est contenue dans

AI

(mP®))/P'(R) . Si m est une uniformisante de A' , on peut donc écrire
a=1B avec B € P(R) ; ona moB = 3(mB) =232 =0, donc 3B = 0 puisque
P(&éA,R) est sans torsion. Donc B € £ et o = 1B &€ m& , ce qui prouve que
P est injective.

Posons alors § = R@A,R et considérons le complexe de Hochschild de G

3 valeurs dans le complété formel du groupe additif sur A' . Pour tout entier

SN
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