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INTRODUCTION 

0.1. Soit p un nombre premier, soit k un corps parfait de caractéristique 

p , soit A = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k , 

soit A‘ l'anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps 

des fractions de À et soit e le degré de cette extension. 

Le présent mémoire a pour objet 

a, sm la classification, à isomorphisme près, des (schémas en) groupes formels 

commutatifs sur k : 

la classification, à isomorphisme près, des (schémas en) groupes formels, 

lisses et de dimension finie, sur A et sur A' si e < p-1 : 

2 la classification, à isogénie près, des groupes de Barsotti-Tate (ou groupes 

p-divisibles) sur A' 

0.2. Ce mémoire a été conçu pour pouvoir être lu par les non-spécialistes 

il suffit, en principe, de connaître un peu d'algèbre commutative (par exemple 

celle de Bourbaki) et les rudiments du langage des catégories (par exemple, 

[40]). On a essayé d'être aussi "élémentaire" que possible. On a systémati- 

quement négligé le point de vue "géométrique" au profit du point de vue 

"fonctoriel" (et on a escamoté les difficultés d'ordre logique : les "catégories" 

de foncteurs que l'on considère ne sont de "vraies" catégories qu'à condition 

de se restreindre à un univers convenable, ce qui est implicitement supposé). 

Dans cet esprit, donnons, dès maintenant, quelques définitions (nous les re- 

prendrons dans un cadre plus général au chapitre I) : soit B un anneau qui 

est soit k , soit À , soit A' 

m on appelle B-anneau fini toute B-algèbre associative, commutative et unitai- 
re qui est un B-module de longueur finie : 

m un B-foncteur formel est un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux 

finis dans celle des ensembles : on dit que c'est un schéma fini sur B 
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s'il est représentable, que c'est un schéma formel sur B si c'est une li- 

mite inductive de schémas finis : 

a un B-foncteur en groupes formels (commutatifs) est un objet en groupes 

(commutatifs) dans la catégorie des B-foncteurs formels ; autrement dit c'est 

un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux finis dans celle des 

groupes (commutatifs) : un groupe formel sur B (resp. un groupe fini sur k) 

est un foncteur en groupes formels dont le foncteur formel sous-jacent est 

un schéma formel (resp. fini) ; 

= un groupe formel G sur B est lisse si, pour tout B-anneau fini R et 

tout idéal I de R de carré nul, l'homomorphisme canonique de G(R) 

dans G(R/I) est surjectif ; 

un p-groupe formel G sur B est un groupe formel commutatif de p- 

torsion (i.e. G s'identifie à lim Ker p |G) ; 

s un p-groupe fini sur k est un p-groupe formel qui est un groupe fini ; 

w un groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate, sur k est un p-groupe formel 
~ 

tel que la multiplication par p est un épimorphisme, à noyau fini ; un 

groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate sur A ou A' est un p-groupe for- 

mel lisse qui, par restriction aux k-anneaux finis, définit un groupe p- 

divisible sur k (en fait, il y a seulement équivalence entre la catégorie 

des groupes formels que l'on vient de définir et celle des groupes p-divi- 

_sibles). 

0.3. Il nous a semblé utile de rassembler dans un chapitre préliminaire (chap.1) 

les résultats classiques et élémentaires sur les groupes formels qui sont utili- 

sés dans la suite. Il ne contient aucune idée vraiment nouvelle, tout au plus 

quelques variantes de résultats bien connus ([13], [14], [15], [27], [28], 

[36]). Sa lecture est vivement déconseillée aux spécialistes qui l'utiliseront 
comme un chapitre de références. 

0.4. Les quatre premiers paragraphes du chapitre IT ont pour objet l'étude et la 
construction des covecteurs de Witt. 

Soit m un entier > 1 . On sait ce que c'est que le schéma en anneaux 

commutatifs W, des vecteurs de Witt : pour tout anneau commutatif R , 
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ocr ty 

dans R >; l'addition et la multiplication sont données par des polynômes conve- 

Wf) est formé des éléments de la forme (a ) , avec les a. 

nables à coefficients entiers rationnels (cf. n° II.1). 

£ -W WwW A 7 Le morphisme de schémas Vin : W on Wu , qui, a (Agee JEW (R), 

T associe (0,a (R) , est compatible avec l'addition. Par passa- 

ge à la limite, il nous permet de définir le Z-foncteur en groupes commutatifs 

por à 

u 
CW = lim Wn , que nous appelons le groupe des covecteurs de Witt unipo- 

tents. 

Pour tout anneau commutatif R , on peut munir le groupe CW" (R) d'une 
structure de groupe topologique (telle que si oe: R- S , l'homomorphisme 

u 
CW (p) est continu). On note CW(R) le complété séparé de CW (R) pour 

cette topologie. En tant qu'ensemble, CWI(R) s'identifie à l'ensemble des co- 

vecteurs de Witt 

a = (eee, A_ a ,,80) 

où les a sont des éléments de R vérifiant la condition 

il existe un entier r>0 tel que l'idéal de R engendré par les a ; 
(y) 

‘pour ner , est nilpotent. 

Le groupe CW" (R) s'identifie au sous-groupe de CW(R) formé des a 
tels que les an sont presque tous nuls ; c'est un sous-groupe dense de 

CW (R) 

Cette construction est faite au § 1. Les endomorphismes du groupe CW 

sont étudiés au §2 . Par restriction à la catégorie des k-anneaux finis, CW 
FAN 

définit un p-groupe formel lisse CW. sur k qui est introduit au §4. Le §3 

a pour but de donner une description de l'algèbre affine de CW). et de cer- 

tain de ses sous-groupes et ne joue qu'un rôle tout à fait secondaire. 

0.5. Soit o le Frobenius absolu sur A (i.e. l'unique automorphisme continu 

P (mod pA) , pour tout aéA) et soit D, = A[F,V] 
l'anneau (non commutatif si k% F,) engendré par A et deux éléments F 

de A tel que o(a) = a 

et V soumis aux relations FV = VF = p , Fa = o(a)F et aV = Vot(a), 

pour tout a€eAÂ 

Appelons D, -module A[F] -profini tout D, -module à gauche qui est un 
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A[F]-module profini sur lequel V opère continQOment. On montre que, si G 

est un p-groupe formel sur k , le groupe Hom(G ,CW,,) des morphismes (dans 
la catégorie des groupes formels sur k) de G dans Cw, a une structure na- 
turelle de D, -module A[F]-profini ; on le note M(G) et on l'appelle le module 

de Dieudonné de G . Il est clair que M peut être considéré comme un fonc- 

teur contravariant additif de la catégorie des p-groupes formels sur K dans 

celle des D, -modules ALE] -profinis. Les quatre premiers paragraphes du chapi- 

tre III ont pour objet la démonstration des deux théorèmes suivants 

THÉOREME 1.- Le foncteur M est pleinement fidèle et induit une anti- 

équivalence entre la catégorie des p-groupes formels sur k et celle des D, 
modules A[F] -profinis. 

THEOREME 2.- Le groupe CW, est un objet injectif de la catégorie des grou- 
pes formels commutatifs sur k 

On construit, en outre, un foncteur quasi-inverse G du foncteur M : 

si M est un D -module AfF]-profini 
kK 

= pour tout k-anneau fini R , le groupe G(M)(R) est le groupe 

Home" (M, CW, (R)) des applications D, -linéaires continues de M dans 
k 

ww (R CV | ), 

a si o:R- S est un morphisme de k-anneaux finis, l'application G(M) (vw) 

est la flèche évidente. 

0.6. Appelons D, ~module fini tout D, -module à gauche qui est de longueur 

finie en tant que A-module. On a une notion de dualité dans la catégorie des 

k 
fini M 

D -modules finis (cf. n° III.5) et nous notons M' le dual d'un D,-module 

Si G est un p-groupe fini sur k , notons ID(G) son dual de Cartier ; 
c'est un p-groupe fini sur k et M(G) et M(D(G)) sont des D, -modules 

finis. L'objet du §5 du chapitre II] est de montrer que les foncteurs 

Ge M(IX(G)) | et Gr (M(G))' sont naturellement équivalents. On y utilise, 
de façon essentielle, le § 6 du chspitre IT qui a pour objet l'étude de l'expo- 

nentielle d'Artin-Hasse, la construction d'un anneau un peu compliqué, noté 
CA(k) = @ , et l'étude des covecteurs de Witt à coefficients dans C 

K K 
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On déduit facilement de ce résultat le fait que le foncteur "module de 

| Dieudonné des p-groupes finis sur k" construit dans ce mémoire est naturel- 
lement équivalent au foncteur "module de Dieudonné traditionnel" (qui nécessi- 

te la décomposition du groupe considéré en le produit d'un groupe unipotent par 

un groupe de type multiplicatif). 

La construction de l'équivalence naturelle entre G» M(IXG)) et 

Gr (M(G))' utilise un intermédiaire : la construction d'un foncteur covariant 

M' de la catégorie des p-groupes finis sur k dans celle des D, -modules 

finis, qui est l'analogue, pour ces groupes, du module des courbes typiques de 

Cartier pour les groupes formels lisses et connexes sur k : en tant que groupe 

M'(G) est le sous-groupe de G(c,) formé des «a tels que u (a) = 0 , pour k 
tout nombre premier £ 4 p (ot Uy est l'analogue de l'opérateur Poe Vy de 

Cartier). Si G est un groupe connexe tel que Fo = 0 , on a 
m 1 

G(c,) = G(K[T]/TP ) et la construction de M(G) se simplifie considérable- 
ment. 

0.7. Le §6 du chapitre III a pour objet de donner une autre description du mo- 

dule de Dieudonné d'un p-groupe formel sur k lorsque celui-ci est lisse. 

C'est en fait le point de départ du chapitre IV et on y utilise de façon essen- 

tielle l'étude du “relèvement des covecteurs" faite au § 5 du chapitre Il. 

0.8. Le but du chapitre IV est la classification des p-groupes formels lisses 

sur A’ , à isomorphisme près, lorsque e < p-1 et des groupes p-divisibles 

sur A' , à isogénie près, pour e quelconque. 

Le $ 1 correspond au cas e = 1 , autrement dit A = A' , que nous avons 

préféré traiter séparément afin de ne pas mélanger les difficultés. 

Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A et soit R 

son algèbre affine. Par extension des scalaires, G définit un p-groupe formel 

lisse Gy, sur k dont l'algèbre affine est Ry = À Sa k = g/prR . Soit K le 

Kk = R & À . Avec des notations évidentes, 

soit PU(R) le sous-A-module de formé des q tels que da€é Q, (ve) ; 

module des A-différentielles continues de l'anneau g , identifié à un sous- 

corps des fractions de A et soit % 

module de Oy (RL) . On munit P'(R) d'une topologie A-linéaire convenable et 
on note P(g) le séparé complété de P(R) pour cette topologie (si G est 
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connexe et si (XX reer X a) est un système de coordonnées pour RR , i.e. 

si NN = AL[X, Xo ree XG TI , P(g). s'identifie au module des séries formelles en 

les x, , a coefficients dans K , qui vérifient = ER , pour tout j). On 
j 

construit au 9 du chapitre II une application A-linéaire continue 

Wa CW, (R,) + P(R)/pR qui est, en fait, un isomorphisme. 

soit AiR-R SAR le coproduit. Cette application se prolonge en une 

application, encore notée A , de P(g) dans P(r 8, R) . Soit 

mulG) = {2 € P(R) [aa -a8l-180 € pre R) . 
On démontre au § 6 du chapitre III que w induit un isomorphisme de M(G,) R k 

sur MH(G) = Z%H(G)/pR 

Notons £(G) le sous-A-module de P(R) formé des x tels que 

Aa = a@1 + 1@q . Soit p(G) l'application A-linéaire composée 

(GC) incl.can. > 7 4(G) proj.can. MH(G) iso.can. M(G \ 
k 

)/E M(G ) , induite on démontre que l'application p(G) : S(G)/p£(G) - M(G, F L 

par passage aux quotients, est un isomorphisme. 

£ . 
Soit An la catégorie dont les objets sont les triplets (£,M,b) 

e où M est un D, -module profini, tel que l'action de F sur M est in- 

jective et M/FM est un espace vectoriel sur k de dimension finie, 

m ou + est un A-module libre de rang fini, 

m où p : £ > M est une application A-linéaire qui induit, par passage aux 

quotients, un isomorphisme p : £/p$ - MAM : 

et dont les flèches sont évidentes. 

On voit que l'on peut considérer la correspondance 

G+ sM(G) = (s(G),MG,) ,e(G)) 

comme un foncteur contravariant additif £M de la catégorie des p-groupes 

formels lisses sur À dans IN . Le but du $1 du chapitre IV est de montrer 
que, si p#2 , ce foncteur est pleinement fidèle et induit une anti-équivalen- 

ce entre les deux catégories. On a des résultats analogues pour p=2 à | 
condition de se restreindre soit aux groupes "“unipotents" soit aux groupes 
connexes. 
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Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur À et soit 

GS un A-anneau qui est un A-module libre de rang fini. On donne aussi une 

description du groupe G(g) A l'aide du triplet (£,M,p) = £M(G) : soit 

S = $@,k , & = S@,K , soit N MS) le groupe des applications A-linéaires 
k A K À 

de £ dans § et soit Gate) le groupe des applications D, -linéaires conti- 

nues de M dans cw, (8,) : si p#2 ou si G est unipotent le groupe G(S8) 
s'identifie canoniquement, et fonctoriellement en § , au sous-groupe de 

N (8) XG), (8) formé des Ge, x ) tels que le diagramme 
L M 

RE 
> Six | 

2: 

TM a p S_/pS 
K 

M - C (8) 

S 

commutatif. 

(où w est une application A-linéaire construite au $5 du chapitre Il) est | 

Dans le cas des groupes p-divisibles, l'application p(G) est injective ; 

soit L(G) l'image de £(G) par p(G) . En associant à G le couple 

(L(G),M(G, )) , on obtient une anti-équivalence entre la catégorie des groupes 
kK 

p-divisibles sur A et une catégorie HS dont les objets sont des couples 
(L,M) , où M est un D, -module et L un sous-A-module de M , avec des 

propriétés convenables. 

0.9. Pour pouvoir obtenir, sur A' , des résultats analogues à ceux que l'on 

a sur À , on est conduit à introduire un foncteu Mr M, de la catégorie 

des D, -modules dans celle des A'-modules, et c'est l'objet du $2 du chapi- 

tre IV. 

Soit M un D, -module . Pour tout entier j , soit Mb) 
déduit de M par l'extension des scalaires oJ (où o est le Frobenius abso- 

le D, -module 

lu). Le décalage (resp. le Frobenius) induit une application D, -linéaire 

V, : MÜ) — mtd) (resp. f : mMÜ) > mMÜ-1)) . Soit m l'idéal maximal de A’. 
Alors M, est la limite inductive d'un diagramme (assez compliqué) dont les 

i j . ; L . objets sont certains des m 8, M9) et les flèches sont construites à partir des 
V, et des î, . Lorsque esp-l , My. est la limite inductive du diagramme 
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ÿ A'®, ae oe ‘ne, MO) 
IN us 

mt A @, 

où YA Sa) = À@a , XQ 82) = pA &v_(a) , ViA@a) =A@a, 0 

Py @a) = À@ f, (a) 

Dans le cas particulier où M est un A-module libre de type fini (i.e. 

où M= M(G) , avec G un groupe p-divisible sur k), on a une applica- 
k k | 

tion A'-linéaire de M, sur un réseau de M, = Me, K' (où K'=Frac(A')) 

que l'on peut décrire très simplement. Le noyau de cette application est la par- 

; celle-ci est | esp-1 , mai tie de torsion (M de M, celle-ci est nulle si e<p mais est 

un A'-module fini, non nul, en général, si ezp 

0.10. Dans le $3 du chapitre IV, on utilise les constructions du $2 pour éten- 

dre aux A'-algébres les résultats sur les relèvements des covecteurs dans les 

A-algébres obtenus au $5 du chapitre II : 

# soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit & 

son algèbre affine. On définit, comme dans le cas e=1 (n° 0.8) un A'- 

module topologique P(r) . On note P'(R) l'adhérence du sous-A'-module 

de P(g) engendré par ies éléments de la forme om npn , avec ae mm 
et né€ WN (si e<p-1 , on a P'(n) = mit) . Soit Re = R@,K . On cons- 

rs “ms 

truit un isomorphisme We du A'-module CW, rf) = (CW, RL), sur 

P(x) /P' (R) 

# soit § un A'-anneau qui est un A'-module libre de rang fini. Soit 

8S = §@ K = 88, K', S&S = 8@,,k = S/mS . On définit, comme pour R , 
K A A' k 

un sous-A'-module P'(s) de Sy . On construit alors une application A'- 
AN NS 

‘ 2 : — P! linéaire w, de CW. (8) (CW (s,)),, dans 8. / (s) 

0.11. Conservons les hypothèses et les notations du n° précédent pour décrire 

les résultats du $ 4 du chapitre IV . 

Le coproduit A : nm — RER se prolonge en une application encore notée 

A de P(g) dans P(R&, n) . Nous notons TH, (G) le sous-A'-module fermé 
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de P(g) formé des an tels que Au -a&l - 1&a € P'(RS, ®) et 

MH, (G) = MH, (G)/P'(R) . On démontre que l'application w,, induit un isomor- 

phisme canonique de Mai (G,) = (M(GL)) a, sur MH, (G) 

Soit 4,,(G) = ta€P(®) | do = agi +1@a} et soit p,,(G) l'application 
A'-linéaire composée 

A' 

. iso.can. 
- MEAG) - M,,(G 

s. (G) incl. > m8.(G) proj. can. 
à ) 

k 
g . On définit alors une catégorie An , dont les objets sont des triplets 

(£,M,p) où M est un D -module, £ un A'-module et p une application 
k 

A'-linéaire de &£ dans Ma. vérifiant des propriétés convenables. La corres- 

pondance G -— G,.(G),M(G,),p,,(G)) définit un foncteur contravariant additif 

M, de la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur 
£ 

A’ dans an Aa 

On montre que, si e<p-1 , le foncteur £M., induit une anti- 
À 

équivalence entre ces deux catégories. Pour tout G et pour tout A'-anneau § 

qui est un A'-module libre de rang fini, on peut donner une description du 

groupe G(8) , à l'aide du triplet iM,, (G) et de l'application We , qui est 

du même genre que ce qui a été fait pour e=1 

Si e=p-l , on a des résultats analogues, à condition de se restreindre 

soit aux groupes unipotents, soit aux groupes connexes. 

Lorsque e est quelconque, iM, n'est pas pleinement fidèle (du moins 

si ez2p-l) et je ne sais pas décrire l'image essentielle. Toutefois, à tout 
| £ 
objet (£,M,p) de la catégorie A , on peut associer un foncteur en groupes 

A! 

Gis M. p) sur la catégorie des A'-anneaux qui sont des A'-modules libres de 

rang fini. Si (£,M,p) = £M,,(G) , où G est un p-groupe formel lisse et de 
A! 

dimension finie sur A' , on peut construire deux morphismes de foncteurs en 

: G — G et &,M,o) Vo : G - G vérifiant JOUPEE (£,M,p) de 
Lt. _ ot . | | le ° Ve =p vida et Poe Vo p 18g Mo) (où t est un entier qui ne 

t n 
dépend que de e: c'est le plus grand entier tel que p-te =p -ne , pour 

tout entier nz>0). 

0.12. Dans le $5 du chapitre IV, on applique les résultats du $4 aux groupes 

p-divisibles : si G est un groupe p-divisible sur A' , l'application p(G) 
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est injective et on note L. (G) son image. En associant à G le couple 
A | 

(L,.(G),M(G, )) , on obtient un foncteur contravariant additif LM,, de la caté- 

gorie des groupes p-divisibles sur A' dans une catégorie, notée He, dont 
les objets sont formés de couples (L,M) , avec M un D, -module et L un 

sous-A'-module de M, , jouissant de propriétés convenables. 

Si e<p-l , ce foncteur induit une anti-équivalence. 

Si ezp-1 , il n'en est plus de même. Cependant, si G est un groupe 

p-divisible sur A’ , notons G le plus petit sous-schéma en groupes fermé 

de G tel que, pour tout A'-anneau § qui est un A'-module libre de rang 

fini, G. (8) soit le noyau de la flèche canonique de G(S) dans 
G(S/mS) = G, (s,) . On constate que Ge est un schéma en groupes fini et 

plat sur A' annulé par pt et que le quotient G/G,, est un groupe p- 
divisible sur A' , isogéne à G . On peut donner une description de G/G,, ; 
considéré comme foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux qui sont 

des A'-modules libres de rang fini, à l'aide du couple LM,,(G) 
A 

Ceci implique aussi une classification à isogénie près des groupes p- 

divisibles sur A' : notons He, la catégorie dont les objets sont les couples 
(L,M) , avec M un (D, 8, K)-module et L un sous-K'-espace vectoriel de 

M = Me, K , avec une définition évidente pour les flèches. 

En associant à G le couple LM, (G) = (L(G), M,(G,)) , avec 

M,(G,) = M(G,)®,K et Le: (G) = L,, (G) @,.K , on obtient un foncteur contra- 

variant additif pleinement fidéle LM, de la catégorie "des groupes p- 

divisibles sur A' , à isogénie près" dans Hes 

0.13.Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit § un A'-anneau qui est 

un A'-module libre de rang fini. Les méthodes développées au chapitre IV per- 

mettent de décrire le groupe G(S) (où, du moins, si e2p-l , le groupe 

(G/G )(8)) à l'aide du couple (L,M) = LM,, (G) . On doit donc pouvoir dé- 

crire les modules galoisiens 1, (G) , module de Tate de G (ou T (G/G,) si 

ezp-1l) et, pour e quelconque, ae TG) . C'est ce que l'on fait au 

§ 1 du chapitre V P 

Cette description est assez compliquée : soit Aa l'anneau des entiers 

du complété C d'une clôture algébrique K' de K' . Soit Res(A .) = lim R ; 
C née IN 
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où R, = AL/PA A , l'application de transition de Ro dans Ro étant la 

flèche x xP . On définit le groupe BW(Res(A )) des "bivecteurs de Witt 

à coefficients dans Res (A) "> si G = GalK'/K') , on montre que l'on peut 

considérer BW/(Res(A_)) aussi bien comme un D, -module à gauche que comme 

un K[G]-module à jauche ; On peut en outre définir une application K[G] - 
linéaire Pa : BW (Res (A) ~ C et on note PVA CE: : K' &, BW(Res (A) > C 

l'application K'-linéaire déduite de Ow par extension des scalaires. 

Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit (LM) = LM, (G) 

Pour tout u€ Homp, (M, BW(Res (AC) , notons uy, :K'a, M, = K' § BW (Res (A) 

l'application K'-linéaire déduite de u par extension des scalaires. Alors 

9, Zz, 1, (G) s'identifie au sous-Q [6] -module de Hom,, (Me BW (Res (AC) 

formé des u tels que uy Li) C ker ans 

Nous étudierons ailleurs ([24]) le D -module Hom 
K D 16] 

lorsque U est un Qt] -module admettant une décomposition de Hodge-Tate. 

(U,BW(Res(A _))) 
C 

Cela devrait nous permettre en particulier de montrer que, réciproquement, on 

peut reconstruire le couple (L,.,,M,) associé à un groupe p-divisible G sur 
K 

À" a partir de la seule connaissance du @[G]-module @Q.@®, T (G) (par 
p p Z, P 

exemple, M devrait s'identifier à Hom &. T (G),BW(Res(A . p devra CS UE 

0.14, Dans le $ 3 du chapitre V, on explique comment on peut retrouver les 

résultats de Cartier sur la classification des groupes formels lisses et connexes, 

de dimension finie sur k au moyen de courbes typiques ([7]). 

Dans le §2 , on explique comment on retrouve les résultats de Honda 

([32]) sur les mêmes groupes et sur leurs relèvements sur W(k) 

0.15. On a compris que ce mémoire repose sur la construction des covecteurs 

de Witt. C'est Barsotti ([1], [2], [3]) qui en a entrepris le premier une étude 

systématique (pour classifier les groupes formels commutatifs, lisses et 

connexes, de dimension finie sur k , et, au moins lorsque K est algébrique- 

ment clos, les groupes p-divisibles sur Kk ). Notre construction est différente 

de celle de Barsotti et nous semble plus commode (Barsotti défini les covec- 

teurs à coefficients dans un anneau qui est une algèbre sur E, ou sur @Q 
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et dont le groupe additif est muni d'une topologie Z(,) linéaire + la somme de 

deux covecteurs n'est alors pas partout définie et, pour obtenir un groupe addi- 

tif, il faut se restreindre à une partie convenable de l'ensemble des covecteurs, 

qu'il faut préciser à chaque fois). 

0.16. On a vu que beaucoup des résultats contenus dans ce mémoire se rap- 
prochent de résultats connus et que nous expliquons (not. au chap. V) les rap- 

ports avec certains d'entre eux. L'avantage le plus net de nos méthodes nous 

semble être qu'à chaque fois on obtient une description du groupe formel étu- 

dié, considéré comme foncteur en groupes commutatifs sur une catégorie conve- 

nable, à l'aide de l'objet qui le classifie (à ma connaissance, le seul cas où 

ceci avait pu être fait est celui des p-groupes finis unipotents sur k , 

Grothendieck [30]). 

Je voudrais maintenant dire quelques mots sur la construction "tradition- 

nelle" du module de Dieudonné. 

C'est Dieudonné qui, le premier, a montré que l'on pouvait classifier cer- 

tains groupes formels commutatifs sur k , à l'aide de D, -modules à gauche. 

Au langage près, il obtient ([16], voir surtout IV) une équivalence entre la ca- 

tégorie des groupes formels commutatifs, lisses et connexes, de dimension fi- 

nie sur Kk et celle des D, -modules d'un type particulier. Il utilise pour cela 

le “groupe hyperexponentiel" dont il démontre [17] qu'il est isomorphe au grou- 

pe additif des vecteurs de Witt. 

Les idées de Dieudonné ont été reprises par de nombreux auteurs (Cartier, 

Gabriel, Barsotti, Manin,...). Soit Feu, la catégorie des p-groupes finis 

connexes uipotents sur k : Gabriel [27] a utilisé ses propres travaux sur les 

catégories pro-artiniennes [26] pour construire une anti-équivalence entre cette 

catégorie et celle des D, -modules finis, sur lesquels l'action de F et celle 
K 

de V sont nilpotentes : la catégorie Fou, a un seul objet simple, le grou- 
pe a (d'algèbre affine k[X] /xP , avec AX = X@1i + 1@X , eX = O0) : on 
construit son enveloppe injective dans la catégorie lim Fcu (qui se trouve 

kK 
| | AN U,C UN 

être le groupe formel que nous notons CW, au $4 du chapitre Il) et on 

montre que l'anneau des endomorphismes de CWE'S est, à peu de chose près, 
l'anneau D, 
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Il est alors facile d'en déduire une classification complète des p-groupes 

finis sur k : un peu de cohomologie galoisienne permet de se débarrasser des 

groupes étales, et les groupes de type multiplicatif se ramènent aux groupes 

étales par la dualité de Cartier (voir, entre autres, [37], chap.I, [15], chap. 

III, [14], chap. V). Cette classification se trouve être naturellement équivalen- 

te à la notre (cf. cor.3 à la prop.5.3 du chap.III) et s'étend, bien sûr, par 

passage a la limite, aux groupes formels qui sont limite inductive de p-groupes 

finis. Outre le fait d'être un peu plus générale, notre classification présente 

l'avantage de ne pas recourir à la dualité de Cartier pour la partie de type 

multiplicatif. C'est trés commode, aussi bien pour décrire le groupe des points 

d'un groupe formel à l'aide de son module de Dieudonné que pour l'étude des 

relévements en caractéristique 0 

Signalons en passant, bien que ce type de problémes ne soit pas du tout 

étudié dans ce mémoire que divers auteurs ont tenté, a juste titre, de rendre 

cette classification plus précise en étudiant les D, -modules eux-mêmes (cf. 

Dieudonné ([16], VII) pour les groupes formels lisses et connexes, de dim. 

finie, à isogénie près, Manin [37] pour les mêmes groupes, à isomorphisme 

près lorsque Kk est algébriquement clos, Kraft [33], pour les groupes finis 

tués par p). 

0.17. C'est Grothendieck qui, le premier, a pensé que l'on devait pouvoir clas- 

sifier les groupes p-divisibles sur A' (a isomorphisme près si e<p-l , à 
‘isogénie près pour e quelconque) au moyen d'un couple formé du module de 

Dieudonné M de la fibre spéciale et d'un sous-module d'une extension des 

scalaires convenable de M . Les premiers résultats ont été annoncés par 

Cartier ([8], via l'étude des courbes typiques) et Grothendieck ([29], [30], 

via la construction des cristaux de Dieudonné). Les travaux de Grothendieck 

ont été repris systématiquement par Messing ([39]) qui obtient une classifica- 

tion complète pour e <p-1 ([39], chap. V, th.1.6), puis par Mazur et Messing 

([38]) avec une étude détaillée des extensions universelles des groupes p-. 

divisibles et des schémas abéliens. Le lecteur regrettera, à juste titre, que ne 

soit pas explicité ici comment ces résultats se relient aux nôtres. Cela nous 

aurait emmené trop loin. 

Nous indiquons toutefois brièvement et sans démonstration (chap. V, 
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n° 3.7, rem.2) comment on peut construire l'extension universelle d'un groupe 

p-divisible G sur k (resp. sur A), connaissant son module de Dieudonné 

(resp. le module de Dieudonné de la fibre spéciale), à l'aide du groupe des 

covecteurs de Witt. Nous espérons pouvoir généraliser cette construction. 

0.18.A l'origine de ce travail, il y a une question que m'avait posée Serre 

déterminer l'image de Galois dans la représentation p-adique définie par une 

courbe elliptique sur K = Frac(A) , avec bonne réduction supersinguliére. 

J'avais fait les calculs "à la main" en me servant des travaux de Hazewinkel 

[31]. Le contraste entre la simplicité du résultat [19] et la complexité des 

calculs donnait envie de comprendre ce qui était caché derrière. Dans un pre- 
mier temps, cela m'a conduit à interpréter les résultats de Honda [32] en ter- 
mes de modules de Dieudonné "a la Gabriel". D'ot ce mémoire qui contient 

finalement un peu plus que cela. 

Dans un deuxième temps, cela m'a conduit à donner une classification . 

des schémas en groupes finis et plats sur A , du même type que celle qui 
est donnée ici pour les groupes p-divisibles. Les résultats ont été annoncés 

dans [22] et seront démontrés dans [23] . [23] contiendra aussi les résul- 

tats sur les courbes elliptiques et une classification, au moins partielle, des 
schémas en groupes finis et plats sur A' lorsque esp-l 

ae
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CHAPITRE I 

THÉORIE ELEMENTAIRE DES SCHEMAS 

EN GROUPES AFFINES COMMUTATIFS 

§1.- Schémas affines. 

Dans ce paragraphe et dans le suivant, k est un anneau commutatif quel- 

conque. 

1.1. On appelle k-anneau toute k-algébre associative, commutative et unitaire. 

En d'autres termes un k-anneau est un couple (R, ip) ou R est un anneau 

commutatif et ip un homomorphisme de k dans R (par abus de langage, on 

parlera le plus souvent du k-anneau R , l'application ip étant sous- 

entendue). Les k-anneaux forment une catégorie, avec comme flèches les mor- 

phismes unitaires de k-algèbres. 

1.2. Par définition, un k-foncteur est un foncteur covariant de la catégorie des 

k-anneaux dans celle des ensembles. Se donner un k-foncteur X revient donc 

à se donner, pour tout k-anneau R , un ensemble X(R) , et, pour tout mor- 

phisme & : R-— S de k-anneaux, une application X(£) : X(R) —- X(S) , de ma- 

nière que, Si §€ :R-+S et mn :5-T sont des morphismes de k-anneaux, 

on ait X(no 6) = X(n)° X(§) 

i Les k-foncteurs forment (à condition de se restreindre a un univers conve- 

nable) une catégorie : si X et Y sont deux k-foncteurs, un morphisme 

om : X > Y est la donnée d'une famille d'application PR : X(R) — Y(R) , pour 

tout k-anneau R , fonctorielle en R (i.e. si § :R-—-S est un morphisme 

de k-anneaux, le diagramme 

ep 
X(R) Rvp) 

x) jee | 
Ps 

X(S) > Y(S) 

est commutatif). 
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1.3. Si À est un k-anneau, on note: Sp, À le k-foncteur défini par : 

w pour tout k-anneau R, Sp, A(R) = Hom, (A,R) , ensemble des morphismes k 
du k-anneau A dans R : 

# pour tout morphisme de k-anneaux 6 :R-S_, Sp, A(s) est l'application 

qui, à x :A-R , associe ox : À ... 58 

On voit que Sp, peut être considéré comme un foncteur contravariant de 

la catégorie des k-anneaux dans celle des k-foncteurs : si mn : À - B est un 

morphisme de k-anneaux, SPN : SPLB — Sp, À est défini par 

(Sprnp : XE Sp, B(R) = Hom, (B ,R) I> XoNE Hom, (A ,R) = Sp, A(R) 

1.4. Si X est un k-foncteur et si A est un k-anneau, il existe (lemme de 

Yoneda) une bijection de l'ensemble Hom (Sp, A,X) des morphismes 
— k-foncteurs k 

du k-foncteur Sp, À dans X sur l'ensemble X(A) . Celle-ci s'obtient en 

associant à : Sp, À — X l'élément p, id.) de X(A) . La bijection réci- 

proque associe à x€e X(A) le morphisme o : Sp, À - X défini par : 

pour tout k-anneau R, PR associe à mn : À + R l'élément 

X(n)(x) € X(R) 

En particulier, on voit que si A et B sont des k-anneaux, le lemme 

Sfinit ijecti t H Sp, A, B H ; ; de Yoneda définit une bijection entre OM, _éoncteurs! PL Sp, ) et om, (B A) 

autrement dit, le foncteur SP, est pleinement fidéle. 

1.5. Si X est un k-foncteur, on note O, &) ou, plus simplement, G(X) 

l'algèbre affine de X : c'est un k-anneau. En tant qu'ensemble, o@(X) est 

l'ensemble des morphismes du k-foncteur X dans la droite affine (i.e. le k- 

foncteur D, défini par D, (R) = R , qui est visiblement isomorphe à Sp, KIT] ). 

Se donner un élément f de G(X) revient donc à se donner une famille d'ap- 

plications fp : X(R) - R , pour tout k-anneau R , fonctorielle en R . La 

structure de k-anneaux sur G(X) est définie par (si f,g € GX), À €k) 

(f+g) (x) = E(x) + gp (x) 

(fg) , () = F (x)g, (x) / pour tout k-anneau R et tout x € X(R) 

(fab) = Af, (00) 

Il y a un morphisme canonique Cy : X — Sp, OX) : pour tout k-anneau R , 

: X(R) = Hom, (G(X),R) associe à xe X(R) l'application f + f_(x) de lay) p k R 
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ex) dans R. 

On voit que la correspondance Xt O(X) définit, de manière évidente, 

un foncteur contravariant O, de la catégorie des k-foncteurs dans celle des 

k-anneaux et que, si @m:X—- Y est un morphisme de k-foncteurs, le dia- 

gramme 

x ——% esp ox) | k 

| Sp, G, (ep) 
y——*_+sp ow) 

est commutatif. 

1.6. On appelle k-schéma affine (ou schéma affine sur k) tout k-foncteur qui 

est représentable. Autrement dit un k-foncteur X est un k-schéma affine si 

et seulement s'il existe un k-anneau A tel que X= Spy À . On voit immé- 

diatement que ceci est équivalent à dire que la flèche canonique 

Oy | X = Sp, OX) est un isomorphisme. On voit également que 

a le foncteur Spy. induit une anti-équivalence entre la catégorie des k- 
anneaux et celle des k-schémas affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la 

catégorie des k-foncteurs dont les objets sont les k-schémas affines) ; 

es si X est un k-foncteur et si Y est un k-schéma affine, tout morphisme 

o : X > Y se factorise, de maniére unique, a travers le morphisme canoni- 

que > X — Sp, GX) . ox 

1.7. La catégorie des k-foncteurs a des limites projectives. En particulier : 

m si X et Y sont des k-foncteurs, le k-foncteur XXY est défini par © 

(Xx Y)(R) = X(R) x V(R) ; si X et Y sont affines, XxY l'est aussi et 

cXxY) s'identifie à G(X) By, O(Y) ; 

a» plus généralement, si X , Y et Z sont des k-foncteurs et si op : X — Z 

et y:Y-2 sont des morphismes de k-foncteurs, le k-foncteur À Xo Y 

est défini par (X x Y)(R) = {(x,y) € X(R) x Y{R) | PR (x) = Vplv)} > si X,Y 

et Z sont affines, X x Y l'est aussi et G(Xx, Y) s'identifie à 
Z Z 

OX) 8. 17) OW) 

1.8. Soit k' un k-anneau. Pour tout k'-anneau R , nous notons Rey le 
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k-anneau déduit de R par restriction des scalaires. 

Si X est un k-foncteur, nous notons X, le k'-foncteur défini par 

X,_,(R) = X( ) , pour tout k'-anneau R , et les flèches évidentes. La cor- R 
[k] 

respondance xX TX: définit, de manière évidente, un foncteur covariant de 

la catégorie des k-foncteurs dans celle des k'-foncteurs, que l'on appelle le 

changement de base ou l'extension des scalaires. On voit que 

w le changement de base commute aux limites projectives ; 

aw Si X est un k-schéma affine, A est un k'-schéma affine dont l'algé- 

bre affine s'identifie à k' @ 6, (X) 
kk 

§ 2.- Groupes affines. 

2.1. On appelle k-foncteur en groupes tout objet en groupes dans la catégorie 

des k-foncteurs. Il revient au même de dire qu'un k-foncteur en groupes est 

un foncteur covariant de la catégorie des k-anneaux dans celle des groupes. 

Si G est un k-foncteur, se donner une loi de composition interne sur 

chaque G(R) (pour R décrivant les k-anneaux), fonctorielle en R , revient 

a se donner un morphisme de k-foncteurs Ma > GXG —> G . On laisse au lec- 

teur le soin d'écrire toutes les propriétés que doit vérifier Mq pour que cha- 

que G(R) soit un groupe. 

Les k-foncteurs en groupes forment une catégorie : un morphisme 

o : G —- H de k-foncteurs en groupes est un morphisme des k-foncteurs sous- 

jacents, compatible avec la structure de groupe, i.e. tel que le diagramme 

m G 
GXG > CG 

Xe cp 

ME 

y
 

H
i HXxH 

soit commutatif. 

2.2. On appelle k-schéma en groupes affine ou, plus simplement, k-groupe 

affine (ou encore groupe affine sur k ) tout k-foncteur en groupes dont le k- 

foncteur sous-jacent est un k-schéma affine. 

Si G est un k-schéma affine et si B = @(G) , se donner un morphisme 
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Ma : GxG — G revient, d'après le lemme de Yoneda, à se donner un morphis- 

de k- = : Bo B me de k-anneaux A Ap B B &. 

On vérifie alors que, si KR est un k-anneau et si x,y : B - R sont 

des éléments de G(R) , le composé de x et y est l'application 

A B x ®y 
> B > R B B @, R 8, 

dui | 

produit ~R 

Si B est un k-anneau et si Ap : B > B@B est un morphisme de k- 

anneaux, on voit facilement que pour que SP, Ap munisse G = Sp, B d'une 

structure de k-groupe affine, il faut et il suffit que les trois propriétés sui- 

vantes soient vérifiées 

(B.) (associativité) le diagramme 
1 

A 
B B > B@B 

Ap | id, &AL 
A8 id 

B@B —~B@B®B 

est commutatif ; 

(B,) (existence d'un élément-neutre) il existe un morphisme de k-anneaux 

Ep : B - k tel que le diagramme 

id_®@E€e 

Ap B@B B® >B@k 
{2 

idp 
B > B&B. 

BK, {e 
B@B Did > k @B 

tB B 
est commutatif ; 

(B,) (existence d'un inverse) il existe un endomorphisme Op du k-anneau B 

tel que le diagramme 

id_@ o 
A B@B BB »> B @B 
BT € i produit 

B 12 >~k B > B 

BOMB @B San Be | 
Be B 

est commutatif. 
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Remarque : il résulte de l'unicité de l'élément-neutre et de l'inverse dans un 

ensemble muni d'une loi de composition interne associative que, étant donné 

Ap vérifiant. (B,) , les applications ep et o, vérifiant (Bo) et (B3) y Si 

elles existent, sont uniques. 

2.3. Nous appelons k-bigèbre la donnée d'un couple (B, Ap) ou B est un 

k-anneau et Ap : B- B & B est un morphisme de k-anneaux vérifiant les 

axiomes (B,) , (Bo) et (B3) . Par abus de langage, nous parlerons de la k- 

bigèbre B , l'application Ap étant sous-entendue. L'application Ap s'ap- 

l'antipodisme. On pelle le coproduit, ep s'appelle l'augmentation et Ch 

note BT l'idéal d'augmentation, i.e. le noyau de Ep 

Soit B une k-bigébre. On voit que le composé En ° ip est l'identité 

sur k . En particulier, l'application ip est injective et nous l'utilisons 

pour identifier k à un sous-anneau de B : on voit que, en tant que k-modu- 

le, B = k@eB* . 

Pour tout f€B , posons ôf = 1@f - A 

que si € BT , alors 6f € B'@ Bt 
pt +f@l . Il résulte de (Bo) 

Les k-bigèbres forment une catégorie : un morphisme mn : B - C de k- 

bigèbres est un morphisme des k-anneaux sous-jacents tel que le diagramme 

A 
B By B@, B 

n nen 
A C 

C - C& C 

est commutatif. 

On voit que le foncteur Spy peut encore être considéré comme un fonc- 

teur contravariant de la catégorie des k-bigèbres dans celle des k-foncteurs 

en groupes et qu'il induit une anti-équivalence entre les catégorie des k- 
bigèbres et celle des k-groupes affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la 

catégorie des k-foncteurs en groupes dont les objets sont les k-groupes affines). 
~ 

Un foncteur quasi-inverse consiste a associer a tout k-groupe affine G son 
~ algèbre affine @(G) : le produit tensoriel ©@(G) &, O(G) s'identifie à l'algèbre 

affine de GxG et le coproduit A. = A ) : G(G) - GG) &, O(G) est défi- 
"G OG 

ni par : 
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si f€@Q@(G) , pour tout k-anneau R , (Af), (Gc, y) = Ep (xy) si 

(x,y) € G(R) x G(R) = (Gx G)(R) 

Si G est un k-groupe affine et si B est une k-bigébre, l'ensemble 
des morphismes de k-foncteurs de Sp, B dans G s'identifie, par le lemme 

de Yoneda, à G(B) . On voit que, dans cette identification, un élément 

x€G(B) est un morphisme de k-foncteurs en groupes si et seulement s'il vé- 

rifie 

G(A,) (x) = Gliq) (x) .Glig) x) , 

où i, et i, : B — Be, B sont définies par i, (£) = f@1l et i, () = lef 

2.4. La catégorie des k-foncteurs en groupes admet des limites projectives 

et celle des k-bigébres a des limites inductives. En particulier : 

m la catégorie des k-foncteurs en groupes a un objet nul : le groupe ey dé- 

fini par e, (R) = {1} , pour tout k-anneau R ; c'est un k-groupe affine 

dont l'algèbre affine s'identifie a k : 

a si Get G' sont deux k-foncteurs en groupes, le k-foncteur en groupes 

GxG' est défini par (GxG')(R) = G(R)xG'(R) , pour tout k-anneau R : 

si G et G' sont affines d'algébres affines B et B' , GxG' est affine, 

d'algébre affine Be, B : on voit que le coproduit Apap! : B@B' — BSB'S BSB' 

est le composé | 
Ap® Ap! id,@ t@id_, 

B@B' > BS BeB'@B' > B@B'S B@B' 

ot t : B@B' > B'@B est définie par t(fef') = f'@f ; 

æ plus généralement, si G , G' et H sont trois k-foncteurs en groupes et 

si » : G->H et y:G'- H sont des morphismes de k-foncteurs en 

groupes, le produit fibré GX G est le k-foncteur en groupes défini par 

(G X41 GR) = G(R) X57(R) G'(R) , pour tout k-anneau R; si G,G' et H 

sont affines, il en est de même de G Xey G' et son algèbre affine s'iden- 

tifie à AG) @ ) G(G') O(H 

2.9. Si G = Sp, B est un k-groupe affine, on voit que G est commuatif 

(i.e., pour tout k-anneau R , G(R) est un groupe abélien) si et seulement 
si la bigébre B est "co-commutative",i.e. si l'image par Ap de tout élé- 

ment de B est un tenseur symétrique, ou encore si B vérifie l'axiome 
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(B,) (commutativité) le diagramme 

Bf SE 

A B B 
> Be, B 

4 

(ot t(f@g) = g@f) est commutatif. 

Dans toute la suite de ce mémoire, tous les k-foncteurs en groupes 

considérés (et, par conséquent, tous les k-groupes affines) sont supposés com- 

mutatifs, et le mot "commutatif" sera sous-entendu. De même, par k-bigébre 

nous entendons désormais k-bigébre co-commutative. Pour tout k-foncteur en 

groupes G , nous notons additivement le groupe abélien G(R) 

On voit immédiatement que les catégories des k-foncteurs en groupes, 

des k-groupes affines et des k-bigèbres sont additives. La première d'entre 

elles est abélienne, mais les deux autres (qui sont anti-équivalentes) ne le 

sont pas en général (cf. § 6). 

&3.- Anneaux et modules profinis. 

Les résultats de ce paragraphe sont énoncés sans démonstration et sont 

empruntés, pour l'essentiel à [28], chap. 0, n°7.1 et 7.7 (pour les n° 3.1 et 

3.2) et à [13], exposé VIR, §0 (pour les n° suivants ; voir aussi [26], 

p.390 et suivantes, et [14], chap. V, 62). 

Dans ce paragraphe, tous les anneaux sont supposés commutatifs. 

3.1. On dit qu'un anneau topologique À est linéairement topologisé s'il 

existe un système fondamental de voisinages de 0 formé d'idéaux (ceux-ci 

sont alors ouverts). 

Si À est un anneau linéairement topologigé, on note On l'ensemble 

des idéaux ouverts de A et A le séparé complété de A; on voit que A 

s'identifie a lim A/a , chaque quotient étant muni de la topologie discréte 
acQn 

et que A est lui-même un anneau linéairement topologisé. 

Si. À est un anneau topologique, on appelle A-anneau topologique la 

donnée d'un couple (B,ip) où B est un anneau topologique et in : À —- B 
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un homomorphisme continu. Par abus de langage, on parle du A-anneau topolo- 

gique B , l'application in étant sous-entendue. 

Si A est un anneau linéairement topologisé, un A-anneau linéairement 

topologisé est donc un couple (B, in) ou B est un anneau linéairement to- 

pologisé et in : À = B un homomorphisme continu. 

Si À est un anneau linéairement topologisé et si M est un A-module 

topologique, on dit que M est linéairement topologisé s'il existe un système 

fondamental de voisinages de (0 formé de sous-modules (ceux-ci sont alors: 

ouverts) . 

Si M est un A-module linéairement topologisé, on note l'ensem- A M 
ble des sous-modules ouverts de M et M le séparé complété de M :0on 

voit que M s'identifie à lim M/N , chaque quotient M/N étant muni de 
NEA 

la topologie discrète, et que M a une structure naturelle de A-module li- 

néairement topologisé. 

3,2. Soit À un anneau linéairement topologisé, séparé et complet, et soient 

M et N deux A-modules linéairement topologisés, séparés et complets. Le 

produit tensoriel Me, N peut être considéré comme un A-module linéairement 

topologisé en prenant comme système fondamental de voisinages de 0 les sous- 

modules de la forme Im(M' 8, N) + Im(M®, N') , pour M: € Au et N'Ee An 

On appelle cette topologie le produit tensoriel des topologies de M et de N, 

et on note M®, N le séparé complété de Me, N pour cette topologie. On 

voit facilement que M®, N s'identifie à lim(M/M') 8 a (N/N') , pour 

a€ Q , M'Ely 1 NE Ay tels que aMcM' et aN © N' , chaque quotient 

étant muni de la topologie discréte. 

Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet et soit 

M , N , M: , N' quatre A-modules linéairement topologisés, séparés et 
complets. Si u : M - M' et v : N - N' sont des applications A-linéaires 

continues, il est clair que l'application u@v définit par passage aux pro- 
duits tensoriels complétés une application A-linéaire continue de M&, N dans 

M' 8, N' : on la note u®v 

On définit de la même manière le produit tensoriel complété d'un nombre 

fini quelconque de A-modules linéairement topologisés. Les propriétés usuelles 
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d'associativité et commutativité sont vérifiées. 

Si Bet C sont deux A-anneaux linéairement topologisés, séparés et 

complets, on voit que la topologie du produit tensoriel sur Be, © admet un 

système fondamental de voisinages de 0 formé des idéaux Im(b &, C) +Im(Be, 0) 

pour be Op et cE NG . On en déduit que B 8, C peut être considéré comme 

un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. Les applications 

bt b@l et cr 1@c de Bet C dans B@,C induisent des applications 
A 

continues de Bet C dans BS, C . On voit que celles-ci permettent de 

considérer B@, C comme "la" somme directe de B et C dans la catégorie 

des A-anneaux linéairement topologisés, séparés et complets. 

3.3. On appelle anneau pseudo-compact tout anneau linéairement topologisé, 

séparé et complet, A , tel que, pour tout a€n, , l'anneau A/a est arti- 
A 

nien. 

Les anneaux pseudo-compacts forment une sous-catégorie pleine de la 

catégorie des anneaux linéairement topologisés, séparés et complets. Si A 

est un anneau pseudo-compact, on voit que tout idéal ouvert de À est fer- 
mé et que l'adhérence g d’un idéal quelconque ga de A est l'intersection 

des idéaux ouverts qui contiennent ga . Notons My l'ensemble des idéaux 

maximaux ouverts de A et, pour tout m € M , posons A = lim (A/a) , 
_— a A 

pour tous les idéaux ouverts a de A contenus dans m . On voit facile- 

ment que chaque À est un anneau local pseudo-compact et que A s'iden- 
tifie à TI A 

men, 

Nous notons ra 

qui est l'intersection des idéaux maximaux ouverts de A; c'est aussi l'ensem- 

le radical de Jacobson de A . C'est un idéal fermé 

ble des x€A qui sont topologiquement nilpotents. Soit x€A et soit, pour 

tout mem 1X la projection de x sur A : on voit que xé ra si et 

seulement si chaque x est dans l'idéal maximal de A, . Enfin, si l'on 

note K le corps résiduel de À , il est clair que A/t s'identifie a 

TT Ka 
mem, 

3.4. Dans toute la suite de ce paragraphe, on désigne par k un anneau 

pseudo-compact. 
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On appelle k-module pro-artinien (resp. k-module profini) tout k-module 

linéairement topologisé, séparé et complet tel que, pour tout M'Ee A , le M 

quotient M/M' est un k-module artinien (resp. de longueur finie). Les k- 

modules pro-artiniens forment une catégorie, avec comme fléches les applica- 

tions k-linéaires continues. 

Si M est un k-module pro-artinien et si M' est un sous-module fer- 

mé, M' et M/M' , munis de la topologie induite, sont des k-modules pro- 
artiniens. De plus, si u:M-N_ est un morphisme de k-modules pro- 

artiniens, l'image (ensembliste) de u est un sous-k-module fermé de N 
On en déduit que la catégorie des k-modules pro-artiniens est abélienne et on 

voit que la catégorie des k-modules profinis en est une sous-catégorie épaisse 

(elle est donc aussi abélienne). 

Si (Mi) ict est un systéme projectif de k-modules pro-artiniens (resp. 

profinis), la limite projective des M, (dans la catégorie des k-modules), 

munie de la topologie de la limite projective, est un k-module pro-artinien 
(resp. profini) et s'identifie à la limite projective des M; dans la catégorie 

des k-modules pro-artiniens. 

Si de plus I est un ensemble ordonné filtrant, le foncteur lim est 
icI 

exact. En particulier, si (Mi) cy est un systéme projectif filtrant de k-modu- 

les pro-artiniens, et si les applications de transition sont surjectives, l'ap- 

plication canonique de lim M, dans chaque M; est surjective. 
ic] 

Si M et N sont deux k-modules pro-artiniens (resp. profinis), il en 

est de méme du produit tensoriel complété Me, N . En outre, le produit 

tensoriel complété est exact a droite et commute aux produits infinis. En par- 
ticulier, si k = |] k , tout k-module pro-artinien M s'identifie au pro- 

mem, m 
duit I] M de ses composantes locales M, = ke M 

| men, 

Nous appelons k-module fini tout k-module profini qui est de longueur 

finie. Si M est un k-module fini, la topologie de M est donc la topologie 

discrète. Si M est un k-module fini et si N est un k-module profini, on 

voit que l'application canonique de M @, N dans M @, N est bijective. 

Dans le cas où Kk est un produit fini d'anneaux locaux ncethériens 
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(nécessairement séparés et complets), tout idéal de k est fermé et tout k- 

module, muni de la topologie discrète, devient un k-module topologique. Les 

k-modules finis ne sont alors rien d'autre que les k-modules de longueur finie 

munis de la topologie discrète. 

I 
3.9. Pour tout ensemble I, le k-module k , muni de la topologie produit 

est un k-module profini. On dit qu'un k-module profini M est topologique- 
, . I . 1 ment libre s'il est isomorphe à un module de la forme k . On voit qu'il re- 

vient au même de dire qu'il existe une famille (edict d'éléments de M tels 

que 

d'une part, pour tout M'EA presque tous les e, sont dans M' : 
M ‘ 

m d'autre part, tout élément de M s'écrit d'une manière et d'une seule 

sous la forme >) ae, , avec les a, dans k 
icl 

Une telle famille (e,) est appelée une base topologique de M 
i€l 

On a le résultat suivant : 

PROPOSITION 3.1. - Soit P un k-module profini. Les assertions suivantes 

sont équivalentes 

i) le k-module P est projectif ;_ 
ii) le foncteu M Me, P (de la catégorie des k-modules profinis 

dans elle-même) est exact : 

iii) pour tout idéal maximal ouvert m de k , la composante locale 

P =k 8, P de P est un k -module topologiquement libre. 
m m m 

On appelle k-module topologiquement plat tout k-module profini vérifiant 

les conditions équivalentes de la proposition 3.1. 

3.6. Si N est un k-module (sans topologie), nous notons N' le k-module 

topologique des applications linéaires de N dans k (la topologie étant celle 

de la convergence simple). Il est clair que l'on peut considérer la correspon- 

dance N + N' comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-modu- 
les dans celle des k-modules topologiques. 

De même, si M est un k-module topologique, nous notons M* le k- 

module des applications linéaires continues de M dans Kk . La correspondan- 
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ce M rt M* est, ici encore, fonctorielle. 

Lorsque k_ est artinien (en particulier lorsque k est un corps), on 

voit que M + M* induit une anti-équivalence entre la catégorie des k- 
modules profinis projectifs (resp. topologiquement libres) et celle des k-modu- 

les projectifs (resp. libres), et que N+ N' est un quasi-inverse de M + M*, 

Si N est un k-module libre et si (ei); est une base de N , on voit que 

les e; , définis par e;(e,) = OF forment une base topologique de N' ; on 

l'appelle la base duale de celle des e; et réciproquement. 

Toujours lorsque k est artinien, on voit que, si M et P sont des 

k-modules profinis et si P est projectif, les k-modules (M a, P)* et 
M* By P* sont isomorphes. De même, si N et Q sont des k-modules et si 

Q est projectif, (N By, Q)' et N' 8, Q' sont isomorphes. 

3.7. On appelle k-anneau_profini tout k-anneau topologique dont le k-module 

sous-jacent est profini. 

Si A est un k-anneau profini et si N est un sous-k-module de À, 

on montre qu'il existe un idéal ouvert a de A contenu dans N . On en 

déduit que À est un anneau pseudo-compact. 

La catégorie des k-anneaux profinis (les flèches sont les homomorphismes 

continus de k-anneaux) admet des limites projectives : si Air est un sys- 

tème projectif de k-anneaux profinis, le k-module sous-jacent à la limite pro- 

jective des À, est la limite projective des k-modules sous-jacents et la 

structure d'anneau est évidente. 

Cette catégorie admet aussi des limites inductives finies. En particulier 

‘a si A et B sont deux k-anneaux profinis, il en est de même de A@ B et 
A® B s'identifie à la somme directe de A et de B=; 

u plus généralement, si A , B et C sont trois k-anneaux profinis et si 

8 : C- À et m:C-8B sont des morphismes de k-anneaux profinis, la 

somme amalgamée de A et de B au-dessous de C s'identifie au k- 

anneau profini À 80 B 

On appelle k-anneau fini tout k-anneau profini dont le k-module sous- 

jacent est de longueur finie. Dans le cas où k est un produit fini d'anneaux 
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locaux noethériens, un k-anneau fini n'est rien d'autre qu'un k-anneau artinien 

muni de la topologie discréte. 

§4.- Schémas formels. 

Dans tout ce paragraphe, k désigne un anneau commutatif pseudo- 

compact. 

4,1. On appelle k-foncteur formel tout foncteur covariant de la catégorie des 

k-anneaux finis dans celle des ensembles. 

Comme les k-foncteurs (cf. §1) les k-foncteurs formels forment une 

Catégorie. 

Soit X un k-foncteur formel. Pour tout k-anneau profini R , on pose 
X(R) = lim X(R/a) . Il est clair que l'on a ainsi prolongé X en un foncteur 

ae 

covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des ensembles. On 

voit facilement que le foncteur ainsi défini commute aux limites projectives 

filtrantes. Il suffit en effet de le montrer lorsque (R), est un système pro- 
ieI 

jectif filtrant de k-anneaux finis. Soit, pour tout couple isj d'éléments de 

I, aT : R, -R, l'application de transition. Pour tout i , soit 

Ry = 1) fj) . Comme R, est un k-anneau fini, il existe i, € I tel que 
j2i 

Ri = fs (R,) ; on en déduit que l'application évidente de lim X(Ri) dans 
1 ji | 

lim X(R,) est une bijection. Si R = lim R, , on a aussi R = lim R et 

l'application canonique R - R; est surjective (cf. n°3.4) ; soit a, son 

noyau ; on voit que l'ensemble des a, est cofinal dans l'ensemble des 

idéaux ouverts de R et on en déduit que X(R) = lim X(R/a) s'identifie à 
ae 

lim X(R) 

Aussi, dans toute la suite, un k-foncteur formel sera considéré aussi 

bien comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux finis dans les ensembles 

que comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux profinis dans les ensem- 

bles, qui commute aux limites projectives filtrantes. 
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4.2. Si À est un k-anneau profini, on note Spt À le k-foncteur formel dé- 

fini par : 

Cont ( 

k L 
phismes (de. k-anneaux profinis) de A dans R : 

# pour tout k-anneau fini R, ‘Spf A(R) = Hom A,R) , ensemble des mor- 

= pour tout morphisme de k-anneaux finis 6 :R>S, Spf, A(§) est l'ap- 
k 

plication qui, à x:A-R , associe §.x : AS 

De la même manière qu'au n°1.3, on voit que l'on peut considérer Sp, 

comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans 

celle des k-foncteurs formels. 

Si Air est un système projectif filtrant de k-anneaux finis et si 

A = lim A. , un raisonnement analogue a celui fait au n°4.1 montre que, pour 

tout k-anneau fini R , Spf, A(R) = lim Spf, A. (R) , autrement dit que 

Sp, À = lim Spi, À, . 

Soient À et R deux k-anneaux profinis. Il est clair que 

. cont er cont Spf, A(R) = lim Hom, (A,R/a) s'identifie à l'ensemble Hom, (A,R) des 
a€Op 

morphisme (de k-anneaux profinis) de A dans R . On prendra garde toute- 

fois que, si R n'est pas un k-anneau fini et si A = lim A. , Spf. A(R) ne 

s'identifie pas en général à lim Spf À. (R) 
k 

4,3. Si X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau fini, il existe 

une bijection naturelle entre l'ensemble H (Spf, A,X) des morphismes de OM) wep PPTL 
k-foncteurs formels de Spf À dans X et l'ensemble X(A) (lemme de 

Yoneda). Celle-ci se construit comme au n°1.4. 

Si maintenant X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau 

profini, on a Hom (Spf, A,X) = Hom(lim Spf (A/a) ,X) = lim Hom(Spf, (A/a ,X). 
k-ff 

GEO, 

_ Ce dernier ensemble s'identifie, par le lemme de Yoneda,A lim X(A/a) = X(A) 

(Spf, A,X) et X(A) . En particulier 

k 

et on a encore une bijection entre Hom 
k-ff k 

si A et B sont des k-anneaux profinis, on a une bijection entre | 
cont ; | Hom, _,-(Spf, À,Spf,B) et Hom, (A,B) ; autrement dit, le foncteur Spt, est 

pleinement fidéle. 
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~ 4.4. Tout k-foncteur X définit, par. restriction à la catégorie des k-anneaux 

finis, un k-foncteur formel noté X (on a donc X(R) = X(R) pour tout k-anneau 

fini R) et appelé le complété formel de xX. 

Par exemple, le complété formel D, de la droite affine D, est défini 

par D, (R) = R , pour tout k-anneau fini R , et les flèches évidentes (dans 
ce cas particulier, on voit que l'on a aussi D, (R) = R , pour tout k-anneau 

profini R). On prendra garde de ne pas confondre Dy avec la "droite for- 

melle" qui est le k-foncteur formel DP qui associe à tout k-anneau fini son 
radical. 

4.5. Si X est un k-foncteur formel, on note o! (x) ou, plus simplement, 
k 

x l'algèbre affine de X . En tant qu'ensemble, o (xX) est l'ensemble 
des morphismes du k-foncteur formel X dans D . Un élément f de Foy) 

est donc une famille d'applications f, : X(R) = R , pour tout k-anneau fini R, 
R 

f variant fonctoriellement en R . La structure d'anneau sur @(X) est définie 

comme au n°1.5. La topologie est celle de la convergence simple. Autrement 

dit, pour tout k-anneau fini R et tout xeX(R) , soit l'application xR 
de a! (x) dans R définie par p. pt) = f(x) : la topologie de 3 (x) est 
la topologie la moins fine rendant toutes ces applications continues. Il est 

clair que ot (x) est ainsi un anneau linéairement topologisé dont les idéaux 
ouverts sont les idéaux qui contiennent une intersection finie d'idéaux de la 

forme ker PL R . On voit que ot (x) est séparé et complet pour cette topo- 
logie ; comme chaque quotient a (X) /ker De R est un k-anneau fini, a! (x) 
est bien un k-anneau profini. 

Ici encore, il y a un morphisme canonique : X — Spf G(X) , défini ax k 
comme au n°1.5, la correspondance Xr @(X) peut être considérée comme un 

| | f 2 . foncteur contravariant ©6 de la catégorie des k-foncteurs formels dans celle k 
des k-anneaux profinis et, si vo :X- Y est un morphisme de k-foncteurs 

formels, le diagramme 
OF 

x xX, Spec (X) 

f 
ep SpiO. (cp) 

O 

Y Y > Spf, (M) 
est commutatif. 
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4,6. On dit qu'un k-foncteur formel X est un k-schéma formel (ou un schéma 

formel sur k) s'il existe un k-anneau profini A tel que X = Spt A . Comme 

Spf, A = lim Spf, (A/a) , il revient au même de dire que X est limite induc- 
ac), 

tive filtrante de k-foncteurs formels représentables. 

On voit immédiatement gu'un k-foncteur formel X est un k-schéma for- 
f 

mel si et seulement si la flèche canonique a,,:X- Spi, G (X) est un isomor- 
X 

phisme. On voit également que 

æ le foncteur Spf induit une anti-équivalence entre la catégorie des k- 
k 

anneaux profinis et celle des k-schémas formels (i.e. la sous-catégorie 

pleine de la catégorie des k-foncteurs formels dont les objets sont les k- 

schémas formels) : 

m si X est un k-foncteur formel et si Y est un k-schéma formel, tout 

morphisme o:X- Y se factorise, de manière unique, à travers le mor- 

: X — Spf x hi 

phisme canonique a, k 

4,7. On peut caractériser les k-schémas formels parmi les k-foncteurs formels 

de la manière suivante 

PROPOSITION 4.1. - Un k-foncteur formel est un schéma formel si et seule- 
~ 

ment s'il est exact a gauche. 

Il est clair que la condition est nécessaire. Indiquons pourquoi elle est 

suffisante : soit X un k-foncteur formel exact à gauche. Si R est un k- 

anneau fini et si R' est un sous-k-anneau de R, R' s'identifie à 

R' x. R' et l'application canonique X(R') ~ X(R) est injective et nous permet 
Ro | 

d'identifier X(R') à un sous-ensemble de X(R) . Si R et R sont deux 
1 2 

sous-k-anneaux d'un k-anneau fini R , RAR, s'identifie a R, Xp R, et 

on a donc X(R,NR,) = X(R,) NX(R,) . A tout k-anneau fini R , et à tout 

x € X(R) , on peut donc associer le plus petit sous-k-anneau Ro. de R tel 

que xe X(R,) : c'est l'intersection des sous-k-anneaux R' de R tels que 

x € X(R') 

Appelons couple minimal tout couple (R,x) formé d'un k-anneau fini R 

et d'un élément xe X(R) tel que Ry = R . Les couples minimaux forment 

une catégorie, une flèche € : (R,x) - (R',y) étant un morphisme de k-anneaux 
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finis de R dans R' tel que X(&)(x) = y 

On voit que cette catégorie est “filtrante à gauche" : si (R,x) et 

(R',y) sont deux couples minimaux, il est clair que (RXR) Vy Gey) est 

un couple minimal qui s'envoie à la fois sur (R,x) et sur (R',y) . On voit 

que l'on peut parler du k-anneau profini A = lim R , pour (R,x) parcourant 

les couples minimaux. 

On a un morphisme f: X —- X' = Spf À défini par 
k 

8 pour tout k-anneau fini R , fe : X(R) > X'(R) est l'application qui à 

x € X(R) associe l'application composée 

A can. -R, incl. _R 

et on vérifie facilement que f est un isomorphisme. 

4,8. Soit X un k-schéma affine et soit A = @(X) son algèbre affine. Il 

est clair que le complété formel X de X est un k-schéma formel : on voit 

que À s'identifie à À = lim A/a , pour a parcourant les idéaux de A 
tels que le quotient A/a , muni de la topologie discréte, soit un k-anneau 

fini. Nous appelons A la complétion profinie de A 

De même, soit A un k-anneau linéairement topologisé et soit X le 
cont 

Uk 
il est clair que X est un k-schéma formel et on voit que son algèbre affine 

k-foncteur formel défini par X(R) = Ho (A,R) , pour tout k-anneau fini R: 

s'identifie à A = lim A/a , pour a parcourant les idéaux ouverts de A de 

codimension finie. Nous appelons encore A la complétion profinie de A 

Appelons k-schéma fini tout k-foncteur formel qui est représentable, au- 

trement dit tout k-schéma formel dont l'algèbre affine est un k-anneau fini. 

Les k-schémas finis forment une sous-catégorie pleine de la catégorie des k- 

schémas formels. Dans le cas où k est un produit fini d'anneaux locaux 

nœæœthériens, tout k-anneau artinien, muni de la topologie discrète est un k- 

anneau fini (autrement dit on a A=A , pour tout k-anneau fini A) et la ca- 
tégorie des k-schémas finis s'identifie aussi à une sous-catégorie pleine de 

la catégorie des k-schémas affines. 

4.9. La catégorie des k-foncteurs formels a des limites inductives. Une li- 

mite inductive de k-schémas formels est encore un k-schéma formel et son 
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algèbre affine s'identifie à la limite projective des algèbres affines. 

La catégorie des k-foncteurs formels a aussi des limites projectives. Une 

limite projective finie de k-schémas formels est encore un k-schéma formel. 

Par exemple 

m si X et Y sont deux k-schémas formels, l'algèbre affine de XXY s'iden- 
f a tifie à GX &, oY) ; 

m plus généralement, si » :X-7Z et y : Y - Z sont des morphismes de 

de k-schémas formels, l'algèbre affine de XXx,Y s'identifie à 
E Z, 

ce, G (Y) 
@ (Z) 

4.10. Soit k' un k-anneau fini. Si R est un k'-anneau fini, le k-anneau 

Rg déduit de R par restriction des scalaires est un k-anneau fini. Ceci 

permet de définir un foncteur changement de base Xt X , comme au n°1.8. 

Si X est un k-schéma formel, on voit que X, est un k'-schéma formel 

dont l'algèbre affine s'identifie à k' &. ox) = k' CR ot (x) 

Soit maintenant k' un anneau pseudo-compact et € : k = k' un homo- 

morphisme continu. On voit que #8 munit k' d'une structure de k'-anneau 

linéairement topologisé et que, si A est un k-anneau profini, k' CR À est 

un k'-anneau profini. Si X est un k-schéma formel, on note X, , le k'- 

schéma formel Spf, (k! Cu 3! (X)) - dans le cas où k' est un k-anneau fini, 
les deux définitions de Xe coincident. 

§5.- Groupes formels et dualité de Cartier. 

5.1. Soit k un anneau commutatif pseudo-compact. 

On appelle k-foncteur en groupes formels (sous-entendu commutatif) tout 

objet en groupes abéliens dans la catégorie des k-foncteurs formels. Il revient 

au même de dire qu'un k-foncteur en groupes formels est un foncteur covariant 
de la catégorie des k-anneaux finis dans celle des groupes abéliens. Tout k- 

foncteur en groupes formels G se prolonge, de manière unique, en un fonc- 

teur covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des groupes 

abéliens, qui commute aux limites projectives filtrantes, en posant, 
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G(R) = lim G(R/a) , pour tout k-annéau profini R. 
aE Op | | 

On appelle k-schéma en groupes formels (sous-entendu commutatif) ou, 
.. plus simplement, k-groupe formel, ou groupe formel sur k , tout k-foncteur 

en groupes formels dont le k-foncteur formel sous-jacent est un k-schéma for- 
mel. 

On appelle k-bigèbre formelle (sous-entendu co-commutative) la donnée 

d'un couple (B, Ap) ou B est un k-anneau profini et où Ap : B - B cu B 
est un morphisme de k-anneaux profinis satisfaisant les quatre axiomes suivants: 

f | | | 
GB.) le diagramme A | 

| | 3 Op BB 

Lg id, 8 Ag 
Y A@id, _Y 

B@B — Be | Boe ®@®B@B 
est commutatif : 

(8) il existe un morphisme de k-anneaux profinis ep > Bok tel que le 
: _diagramme | 

id, Be 
à B @B: BD, Bek 

| B7 | idp - 4 

ÈS Le 
B@B = Kk@B 

L Bes 
est commutatif ; 

Ca) il existe un endomorphisme CB du k-anneau profini B tel que le dia- 
gramme _ SO — | 

_ B@B B B > B&B | 
“BY 7 | | NÉ 

| € = i | | 

AN a | | a produit ‘B B&B — 98 F0 
Se Op OB | 

est commutatif : L | | 

B) le diagramme ee 7 | 
| B®B 

LA \ NN | Â on B Bs B&B 
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(où t(f@g) = g@f) est commutatif. 

5.2. On adopte la même terminologie qu'au n°2.3 ; en particulier, si B est 

une k-bigébre formelle, B s'écrit B = k@B" , avec BY l'idéal d'augmenta- 
tion. Ici encore, si f€B , on pose ôf = 1@f- Af + £1 : si LE Bt , alors 

sfc BTSB’ . 

De la même manière qu'au paragraphe 2, on voit que les k-foncteurs en 

groupes formels, les k-groupes formels et les k-bigébres formelles forment 

trois catégories additives. La deuxiéme est une sous-catégorie pleine de la 

premiére et le foncteur Spf induit une anti-équivalence entre la troisiéme et 
k 

la seconde, le foncteur ci étant un quasi-inverse. 

5.3. Nous disons qu'une k-bigèbre formelle est topologiquement plate si le 

k-module profini sous-jacent est topologiquement plat, i.e. projectif. Nous 

disons qu'un k-groupe formel est topologiquement plat si son algèbre affine 

l'est. 

De même, si k' est un anneau commutatif quelconque, nous disons 

qu'une k'-bigébre est plate si le k'-module sous-jacent est plat ; nous disons 
qu'un k'-groupe affine est plat si son algèbre affine l'est ; dans le cas où k' 

est artinien, il revient au même de dire que l'algèbre affine est un k'-module 

projectif. 

5.4. Soit maintenant k un anneau commutatif artinien. 

Soit B une k-bigèbre formelle topologiquement plate. Alors (cf. n°3.6) 

le k-module B' des applications linéaires continues de B dans K est pro- 
jectif, donc plat. Par transposition, le coproduit Ap : B - B@B définit une 
application Ap : (B@B) = B'@B' = B' qui munit B' d'une structure de k- 
anneau. Soit TL : B@B + B l'application définie par (f@g) = fg; elle in- B re MB | 
duit une application TR : B —- (B@B)'=B'@B' , i.e. un coproduit. On vérifie 

que l'on a ainsi muni B' d'une structure de k-bigébre. Il est clair que la 

correspondance Br B' définit en fait un foncteur contravariant de la catégo- 
rie des k-bigébres formelles topologiquement plates dans celle des k-bigébres 

plates. 

Si G est un k-groupe formel topologiquement plat, et si B est son 
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algèbre affine, nous notons ID(G) et appelons dual de Cartier de G le k- 

groupe affine Sp, B' . Il est clair que la correspondance Gt D(G) définit 
un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes formels topologiquement 

plats dans celle des k-groupes affines plats. 

SiC est une k-bigébre plate, on munit de la même manière le k-mo- 

dule topologique C* des applications linéaires de C dans k_ d'une struc- 

ture de k-bigébre formelle topologiquement plate. Si H est un k-groupe affine 

plat d'algèbre affine C , nous notons D(H) et appelons dual de Cartier de 
H le k-groupe formel Spi, C* . Il est clair que l'on peut considérer ID 

comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes affines plats 

dans celle des k-groupes formels topologiquement plats. 

On voit immédiatement que le foncteur ID induit en fait une anti- 

équivalence entre la catégorie des k-groupes formels topologiquement plats et 
Pad 

celle des k-groupes affines plats et que ID est un quasi-inverse. 

Dans le cas particulier où k est un corps, on a ainsi obtenu une anti- 

équivalence entre la catégorie des k-groupes formels et celle des k-groupes 

affines. 

5.5. Soit maintenant k un anneau commutatif nœthérien. 

Tout k-module de type fini est alors de présentation finie. On en déduit 

(cf. [4], chap.II, §3) qu'un k-module de type fini est plat si et seulement 

s'il est projectif, ou encore si et seulement s'il est localement libre. En par- 

ticulier, le dual d'un k-module plat de type fini est encore plat de type fini. 

On appelle k-groupe fini tout k-groupe affine dont l'algébre affine est 

un k-module de type fini. 

On peut définir, exactement comme au n° précédent, une dualité de la 

catégorie des k-groupes finis et plats dans elle-même. On note encore ID(G) 

et on appelle encore dual de Cartier de G le dual d'un k-groupe fini et plat 

ainsi construit. Il est clair que ID(D(G)) s'identifie canoniquement à G 

Soit G un k-groupe fini et plat et soit B son algèbre affine. Soit B' 

la bigèbre duale. Pour tout k-anneau R l'ensemble sous-jacent à ID(G)(R) 

est formé des homomorphismes du k-anneau B' dans R et c'est un sous- 

ensemble du k-module des applications k-linéaires de B' dans R . Comme 
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ce dernier est canoniquement isomorphe a B &, R , ID(G)(R) s'identifie à un 

sous-ensemble de B &. R . On vérifie facilement que, dans cette identifica- 

tion, ID(G)(R) est formé des q vérifiant Aq =a@a et ea = 1 (on a 

noté A :8B &, R — (B &, R) Bp (B a R) l'application qui prolonge le coproduit 

A : B - B 8, B et e : B By R — R l'application qui prolonge l'augmentation 

e : B — k) et que la loi de groupe est induite par la multiplication dans l'an- 

neau. Il résulte alors du lemme de Yoneda que ID(G)(R) n'est autre que le 

groupe Mor(G sup) des morphismes dans la catégorie des R-foncteurs en 

groupes (ou des R-groupes affines) de Gp dans He (on désigne par Hp le 

groupe multiplicatif sur R , i.e. on a (S) = S* , groupe multiplicatif des FR 
éléments inversibles du R-anneau $ ; c'est un R-groupe affine, dont l'algèbre 

affine s'identifie à RIX, x7] ). 

Si maintenant k est un anneau commutatif nœthérien pseudo-compact, 

il est clair que toute k-algèbre qui est un k-module de type fini peut être 

considérée comme une k-algèbre profinie. Ceci permet de considérer la catégo- 

rie des k-groupes finis et plats comme une sous-catégorie pleine aussi bien 

de la catégorie des k-groupes affines que de celle des k-groupes formels. Il 

est clair que les notions de dualité définies au n°5.4 et dans ce n° coincident. 

§ 6 .- Noyaux et conoyaux. 

6.1. Soit k un anneau commutatif. 

On sait (n°2.5) que la catégorie des k-foncteurs en groupes (commutatifs) 

est abélienne. Soit @© :G- H un morphisme de k-groupes affines et soit N 

le noyau de co dans la catégorie des k-foncteurs en groupes (pour tout k- 

anneau R , N(R) est donc le noyau de PR : G(R) — H(R)). Soit B (resp. 
C) l'algèbre affine de G (resp. H) et soit o* : C + B le morphisme 

correspondant à o . soit ct l'idéal d'augmentation de C . Il est clair que 
N(R) s'identifie au sous-groupe de G(R) formé des u : B DR tels que 
(Ct) c ker u . En tant qu'ensemble, N(R) s'identifie donc à l'ensemble des 

homomorphismes du k-anneau B/Bo*(C*) dans R et N est un k-groupe 
affine. C'est donc aussi le noyau de « dans la catégorie des k-groupes af- 

fines. 
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On voit, de la même manière, que, si k est un anneau commutatif 

pseudo-compact, la catégorie des k-groupes formels a des noyaux. Si 

co : G - H est un morphisme de k-groupes formels, le noyau N de o , 
dans la catégorie des k-groupes formels, est le noyau de vw dans la catégo- 

rie des k-foncteurs en groupes formels. Si B (resp.C) est l'algèbre affine 

de G (resp.H) et si co” : C + B est le morphisme correspondant à o , 

l'algèbre affine de N s'identifie au quotient de B par l'adhérence de l'i- 
déal de B engendré par o*(C*) 

Remarque : en revanche, si om : G - H est un morphisme de k-groupes af- 

fines (resp. formels), il n'est pas vrai en général que le conoyau de y dans 

la catégorie des k-foncteurs en groupes (resp. formels) est un k-groupe affine 

(resp. formel). 

Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que k est un corps. 

6.2. Si Bet B' sont deux k-espaces vectoriels profinis (i.e. des k-espaces 

vectoriels topologiques, topologiquement libres) et si C (resp. C') est un 

sous-espace vectoriel fermé de B (resp. B') , on voit que Ce, C' s'iden- 

tifie canoniquement à un sous-espace vectoriel fermé de Be, B 

Si B est une k-bigébre formelle, nous appelons sous-k-bigébre formelle 

de B tout sous-k-anneau fermé C de B tel que Op (C) ce C et 

Ap (C) (es Cac . Il est clair que Ap induit alors une structure de k-bigèbre 
formelle sur C 

Soit B une k-bigèbre formelle et soit A une partie fermée de B 

contenant k . L'ensemble des sous-k-bigèbres formelles de B contenues 

dans À est non vide (il contient k) et il est clair que la réunion b.{(A) 
B 

des sous k-bigèbres formelles de B contenues dans À est encore une sous- 

k-bigébre formelle. 

Soit alors oo: G-H un morphisme de k-groupes formels. Soit B | 
(resp. C) l'algèbre affine de G (resp. H) et soit »* : C > B le morphisme 

correspondant à o . Soit a l'idéal fermé de C , noyau de w* . Si 

y : H — H' est un morphisme de k-groupes formels correspondant à un mor- 

phisme |* : C' + C de k-bigèbres formelles, on voit que om = 0 si et 

seulement si y*(C') est contenu dans k@a . Il est clair que y*(C') est 
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une sous-k-bigèbre formelle de C . On voit donc que yom = 0 si et seu- 

lement si y*(C') c b.(k@a) . On en déduit que gm admet un conoyau J et 
C 

que l'algèbre affine de J s'identifie à bo(k@a) 

On définit de la méme maniére la notion de sous-k-bigébre d'une k- 

bigébre. Si B est une k-bigébre et si A est une partie de B contenant k, 

on peut encore parler de la plus grande sous-k-bigèbre bp (A) de B contenue 

dans À . On montre de la même façon que la catégorie des k-groupes affines 

admet des conoyaux. 

.3. PROPOSITION 6.1.- Soit «wo : G-H un _morphisme de k-groupes affines 6 i 

(resp. formels) et soit C l'algèbre affine de H . L'algèbre affine du conoyau 

de o , dans la catégorie des k-groupes affines (resp. formels), s'identifie au 

sous-anneau de C formé des f tels que, pour tout k-anneau (resp. tout k- 

anneau fini) R , tout ue H(R) et tout ve G(R) , on ait f (utp, (v)) = f, (u) . 

Démonstration : la démonstration est la même dans les deux cas. Sup- 

posons, par exemple, que Get H sont des k-groupes formels. 

Soit J le conoyau de o et soit B (resp. E) l'algèbre affine de G 

(resp. J). Notons mn : © - B le morphisme de k-bigèbres formelles correspon- 

dant à o . Le morphisme ID(w) : D(H) - D(G) des k-groupes affines duaux 

correspond à un morphisme m' : B' + C' des k-bigèbres duales. Il est clair 

que la bigébre duale E' de FE s'identifie à l'algèbre affine du noyau de 

D(y) . Soit F la sous-k-bigèbre mn'(B') de C' . Il résulte du n°6.1 que 

E' s'identifie au quotient de C' par l'idéal pb de C' engendré par FT: 
par conséquent, E s'identifie à l'orthogonal de +b dans C . Autrement dit, 

E = ifeC | (xy*)(f) = 0 pour xe C', vTe F°} . Par définition du produit dans 
C' , on a encore, E = 1feC | (x@yt)(Af) = 0 pour xE€C' , y €Ft} , en 
notant A le coproduit dans C 

L'élément-unité de C' n'est autre que l'augmentation EG de C et 

on voit que tout veF s'écrit sous la forme y = yl(l)e + yT , avec yre FT, 
C 

On a donc, pour xeC' , ver, 

Gay) = (e@y(eQ)(at) + e@y*)(af) = x(fy(1) + ey Daf) 
= (x@y)(E@1) + (k@y") (af) 

On voit donc que E = \£EC | (x @ v)(Af - £@1) = 0 si xeC', YEF| , i.e. 
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que E est formé des fe C tels que nf-f@l1 appartient à l'orthogonal 

(C'@F)* de C'@F dans C@C : si on désigne par a le noyau de ns 
on voit que (C' @F)* n'est autre que Cea . On en déduit que 

E = jfec |af-f8l € Cea} 

Il est immédiat que la condition a~f-f@l € C@a équivaut à 

£ Cu +, (v)) = f, (u) , pour tout k-anneau fini R , tout ue H(R) et tout 

v € G(R) 

Remarque : on voit que la proposition 6.1 revient à dire que l'algèbre affine 

du conoyau de vw , dans la catégorie des k-groupes affines (resp. formels), 

s'identifie à l'algèbre affine du conoyau de vw dans la catégorie des k- 

foncteurs en groupes (resp. formels). 

6.4. PROPOSITION 6.2.- Soit B une k-bigèbre (resp. k-bigèbre formelle) 

et soit C une sous-k-bigébre (resp. formelle) de B . Alors 

i) l'algèbre B@.B (resp. B& .B) est un B-module libre (resp. topolo- 

giquement libre) pour l'action de B définie par multiplication à 

gauche ; 

ii) soit G (resp. H) le k-groupe affine (resp. formel) correspondant 
~ à B (resp. C) et soit »:G-H le morphisme correspondant à 

l'inclusion de C dans B; l'ensemble C' des f€8B tels que 

fee 1 = lect dans B@.B (resp. fe 1 = leat dans Bec) 

est une sous-k-bigèbre (resp. formelle) de B contenant C et 
x s'identifie à l'algèbre affine de la coimage de o . 

Démonstration : la démonstration est la méme dans les deux cas. Sup- 

posons par exemple que B est une k-bigébre. Si on note gq l'idéal de B 

engendré par onl , il résulte du n°6.1 que l'algèbre affine du noyau N de 
© s'identifie à B/a 

Considérons le produit fibré G Key G ; on voit que, pour tout k-anneau 

R, (G Xo G)(R) est formé des (x,y) € G(R) xG(R) tels que PR (x) = ply) 

D'autre part, (GxN)(R) est formé des (u,v) € G(R) xG(R) tels que Pp iv) = 0, 

On voit donc que l'on définit un isomorphisme y de Gx,,G sur GxN en 
H 

posant, pour tout k-anneau R et tout (x,y) € (G Xpr GR) ’ Wp (xey) = (x,y-x) . 
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L'isomorphisme y induit un isomorphisme "n de CIGXN)-G(G)& O(N) = Be B/a 

sur G6(G X11 G) = G(G) CANTAL = B@.B : on voit que mn est l'application qui 

a Leg € B & B/a associe la fonction h définie sur G XG par 

hey) = f(x) JR (y-x) , pour tout k-anneau R et tout (x,y) € (G Xp G(R) 

On voit que n est aussi une application B-linéaire, pour la structure 
~ de B-module définie par la multiplication à gauche sur B @, B/a et sur 

B Ba B .La première assertion de la proposition résulte alors de ce que 

B Cu B/a est un B-module libre. 

On voit que C' est formé des f€B tels que f_(x) (y) , pour tout pix) = tp 
k-anneau fini R et tout (x,y) € (G Xp GUAR) : comme tout élément 

(x,y) € (G X 17 G)(R) s'écrit sous la forme (u,utv) , avec (u,v) e (GX N)(R) , 

et réciproquement, on voit que C' est aussi l'ensemble des feB tels que, 

pour tout k-anneau fini R et pour tout (u,v)e (GXN)(R) , £, (u) = £, (u+v) 

D'après la proposition 6.1, c'est donc l'algèbre affine du conoyau de N-@G , 

autrement dit de la coimage de o 

6.5. PROPOSITION 6.3.- Soit B une k-bigébre formelle et soit C une sous- 

k-bigébre formelle. Alors B est un C-module topologiquement plat et C est 

facteur direct de B en tant que C-module. 

Commençons par établir un lemme 

LEMME 6.4.- Soit C un k-anneau pseudo-compact et soient B un C-anneau 

profini et M un C-module profini. Si B aM est un B-module topologique- 

ment libre, M est un C-module topologiquement plat. 

‘le produit de ses composantes locales et soient B = |B et M = TIM 
m m 

les décompositions correspondantes des C-modules Bet M . Il est clair que 

B&M s'identifie au produit des BF Sq M et que chacun d'entre eux est un 
m 

B module topologiquement libre. On est donc ramené à montrer que, pour tout 

m, M est un C -module topologiquement libre, autrement dit on peut sup- 
m m 

poser que C est un anneau local. 

et 

Soit alors m l'idéal maximal de C et soient C = Ch et B = B/MB. 
Au diagramme commutatif d'anneaux pseudo-compacts 
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O
1

 
—

0
Q

0
 

W
e

 
<

<
 

(7
 

correspond un diagramme commutatif 

M — B 

| 
Ce. M — B&M 

cM 

> 
G

a
)
 > 

Cad 

Soit (U,) cr une base topologique du C-espace vectoriel profini C8QM 

et soit (u,), les images des u, par une section C-linéaire continue. Com- 
ici 

me m est topologiquement nilpotent, on voit que M est l'adhérence du sous- 

module engendré par les uy. Comme B@,M s'identifie a B Be, (CB, M) , on 
voit que les 18 u, forment une base topologique du B-module topologique- 

ment libre B@QM . Comme B&M est un B-module topologiquement libre, 

on en déduit que les 18, u, forment une base topologique de B& M sur B. 

Par conséquent, les us sont “topologiquement linéairement indépendants" sur 

C et M est un C-module topologiquement libre admettant Cu). comme base 

topologique, 

Démontrons maintenant la proposition 6.3 : il suffit d'appliquer le lemme 

précédent à M =B car on sait (prop.6.2) que B@ CB est un B-module topo- 

logiquement libre. Le fait que C est facteur direct de B provient de ce que 

chaque om est facteur direct de Ba = Ma , comme on le voit en remarquant 

que dans la démonstration du lemme on peut choisir la base topologique 

(u,), pour qu'elle contienne 1 
icI 

6.6. PROPOSITION 6.5.- La catégorie des k-groupes formels et celle des k- 

groupes affines sont abéliennes. 

Remarquons que, grâce à la dualité entre ces deux catégories, il suffit | 

de la démontrer pour l'une d'entre elles. Nous admettrons ce résultat classique 

(cf. [13], exposé VIIp ,$ 2) dont nous ne connaissons pas de démonstration suf- 

fisamment élémentaire pour rentrer dans le cadre de ce chapitre. 

Remarques 

1.- Comme on sait que la catégorie des k-groupes affines (resp. formels) 

admet des noyaux et conoyaux, il suffit, pour montrer que cette catégorie est 
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abélienne de vérifier que pour tout morphisme o , le morphisme canonique de 

la coimage de « dans l'image de o est un isomorphisme. On voit très fa- 

cilement que cela revient a démontrer les deux résultats suivants : soit 

o : G+H un morphisme de k-groupes affines (resp. formels) correspondant à 

un morphisme o* : C-B de k-bigèbres (resp. formelles) 

(P,) si vf est injective, la coimage de w est H ; 

(P,) si o* est surjective, l'image de » est G 
2 

Il résulte en outre de la dualité entre groupes affines et groupes formels 

que la propriété (P,) (resp. (P.)) pour les groupes affines est équivalente 
1 2 

à la propriété @P,,) (resp. (P,)) pour les groupes formels. 

2.- Montrons la propriété (P,) pour les groupes formels : si on identi- 
fie C à une sous-k-bigèbre formelle de B , on sait (prop. 6.2) que l'algè- 

bre affine de la coimage de vw est l'ensemble C' des feB tels que 

f 8 1 = 1 8e f dans B 8 B . Comme C est facteur direct de B en tant 
que C-module (prop. 6.3), on voit que C' = C , donc que H s'identifie 

bien à la coimage de o 

3.- En particulier, on a une démonstration complète du fait que la caté- ~ 

gorie des k-groupes finis est abélienne : la propriété (P,) est vérifiée, car 

il suffit de considérer G et H comme des groupes formels ; la propriété 

(P,) est vérifiée car (P, ) est vérifiée pour D(H) - D(G) 

4.- Nous avons préféré pouvoir utiliser librement dans la suite la pro- 

position 6.5, afin de ne pas alourdir les démonstrations. Le lecteur conscien- 

cieux pourra remarquer que, moyennant quelques précautions supplémentaires, 

nous aurions pu ne pas utiliser ce résultat (la prop. 6.3, en revanche, sera 

utilisée de façon essentielle). Pour les corps parfaits de caractéristique non 
nulle, la proposition 6.5 serait alors apparue comme un corollaire de la classi- 

fication des groupes formels par leurs modules de Dieudonné (chap.lIll). 

§7.- Groupes étales et connexes. 

Dans ce paragraphe, k est un corps parfait, on note k une clôture 

algébrique de k et @ le groupe de Galois de Kk/k 
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7.1. On appelle G-module discret tout groupe abélien [ sur lequel G opère 

linéairement et continQOment (le groupe T étant muni de la topologie discrète). 

Les @-modules discrets forment, de manière évidente, une catégorie abélienne. 

Un k-groupe formel est dit étale si son algèbre affine est un k-anneau 

pro-étale, i.e. un produit d'extensions finies de k 

Si G est un k-groupe formel quelconque, on note G(k) la limite in- 

ductive des G(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k conte- 

nues dans k . Il est clair que l'on a ainsi défini un foncteur covariant addi- 

tif de la catégorie des k-groupes formels dans celle des G-modules discrets. 

Si I est un G-module discret, le k-anneau B des fonctions sur [T , 

à valeurs dans k , qui commutent à l'action de Galois, muni de la topologie 
de la convergence simple, est un k-anneau profini pro-étale et a une structure 

naturelle de k-bigèbre formelle (le coproduit est défini par (af)(y,y') = f(yty')). 

C'est l'algèbre affine d'un k-groupe formel étale G(r) . Il est clair que l'on 

a ainsi défini un foncteur covariant additif de la catégorie des @-modules dis- 

crets dans celle des k-groupes formels étales. 

On vérifie immédiatement que le foncteurr G + G(k) , restreint a la ca- 
tégorie des k-groupes formels étales, induit une équivalence entre cette caté- 

gorie et celle des G-modules discrets et que le foncteur T + G(T) est un 

quasi-inverse. 

7.2. Un k-groupe formel G est dit connexe si son algébre affine est un 

anneau local. On voit qu'il revient au même de dire que G(k') = 0 , pour 

toute extension finie k' de k , ou encore que G(k) = 0 

Soit G un k-groupe formel et soit B son algèbre affine. Pour tout k- 

rp son radical. Soit GR) = G(R/rp) et soit 
R) le noyau de G(R) > G€(R) 

anneau fini R , notons 

en 

On voit qu'un élément u : B-R de G(R) est dans G°(R) si et seu- 
+ + ; . 

lement si u(B ) cr, (ot B est l'idéal d'augmentation). On en déduit que 
R 

GS est un k-groupe formel dont l'algèbre affine B° s'identifie à la compo- 
sante locale de B correspondant à l'idéal maximal Bt : c'est donc un k- 
groupe formel connexe et nous l'appelons la composante connexe ou la compo- 

sante neutre de G (l'expression correcte serait "la composante connexe de 
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l'élément neutre‘), 

Comme k est parfait, on voit que tout k-anneau fini R peut s'écrire 
et sous la forme R=R © PRs où Re est la plus grande sous-algèbre étale 

et 
de R (et est canoniquement isomorphe à R/t,) . On voit donc que G (R) 

s'identifie a G(r) et que c'est aussi le groupe des homomorphismes conti- 
nus du k-anneau profini pro-étale Bo = B/t, (ot ra désigne le radical de 
B) dans R . On en déduit que Get est un k-groupe formel étale. Comme 
Gtk) = GI 
du n°7.1, 

k) , on voit que, si l'on pose [ = G(k) , on a, avec les notations 
et 

G = G(T) 

et On voit enfin que la suite 0 - G(R) + G(R) + G (R) est scindée et 
et . 

que G s'identifie canoniquement au produit direct de GT par G (et 
et + aussi que B s'identifie canoniquement à B @, BY). Nous appelons Get la 

composante étale de G. 

Finalement, l'étude des groupes formels sur un corps k parfait se dé- 

compose en deux parties : celle des groupes formels étales (ou, ce qui revient 
au même, des @-modules discrets) et celle des groupes formels connexes. 

7.3. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k 

(toujours supposé parfait). 

On dit qu'un A-groupe formel topologiquement plat G est connexe (resp. 

étale) si son algébre affine est un anneau local (resp. un produit de A-algébres 

On voit immédiatement que le foncteur G + G, induit une équivalence 

entre la catégorie des A-groupes formels topologiquement plats étales et celle 

des k-groupes formels étales (en fait,. Gy étant donné, il existe un A-groupe 

formel G _ topologiquement plat, unique à isomorphisme unique près, qui relè- 

ve Gy. , et G est étale). 

Soit G un A-groupe formel topologiquement plat et soit B son algèbre 

affine. Pour tout A-anneau fini R , notons Tp son radical. Posons 

GTR) = GR/r,) et soit. G(R) le noyau de G(R) - GTR) 
C 

On voit que G est encore un A-groupe formel topologiquement plat 

dont l'algébre affine B° s'identifie à la composante locale de B correspon- 
dant à l'unique idéal maximal de B contenant l'idéal d'augmentation. En par- 
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, C , ticulier G est connexe et nous l'appelons la composante connexe ou neutre 

de G 

~ 

Soit m l'idéal maximal de A . Pour tout A-anneau fini R , soit R 

le k-anneau fini R/mR . Il est clair que R/tp s'identifie à R/tg : ona 

donc GR) = G(R/rp) = G, (R/rg) = CHE . On en déduit que Gt s'i- 
yet dentifie au A-groupe formel topologiquement plat relevant (GG, Nous l'ap- 

pelons le quotient étale de G 

On déduit immédiatement de l'exactitude la suite 

C et 
GG + GG 0 

celle de la suite 

0 + +~Gg — Gt _~ 9 
et (ceci signifiant que G° s'identifie au noyau de G-G et que l'algèbre 

affine de G est un module fidèlement topologiquement plat sur l'algèbre af- 

fine de Gey . 

7.4. Si + est un automorphisme du corps k et si G est un k-groupe af- 

fine (resp. formel) d'algèbre affine B , nous notons G' le k-groupe affine | 

(resp. formel) déduit de G par l'extension des scalaires t:k-—-7k et pit) 
son algébre affine. On voit que l'on peut (et c'est ce que nous ferons toujours 

dans la suite) identifier l'anneau (resp. topologique) sous-jacent à p(t) a B 
et que le coproduit est le méme ; seule la multiplication par les scalaires 

change : le produit de À€ek par be pit) (identifié à B) est 2 A)b 
(produit calculé dans B). 

Supposons maintenant que k est de caractéristique p#0 et soit o 

le Frobenius absolu sur k (on a donc oi) =.” , pour tout X ck). 

Pour tout k-groupe affine (resp. formel) G d'algèbre affine B , nous 

notons Fa l'application de B dans B définie par F, (b) = bP . Il est 
clair que Pa peut être considéré comme un morphisme de la k-bigèbre (resp. 

forme lle) B(o) dans B et définit donc un morphisme Fa . G- G° , appelé 
le Frobenius. 

a | | n 
Plus généralement, pour tout entier n>0 , on voit que Fa peut être 
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considéré comme un morphisme de la k-bigèbre (resp. formelle) pio) dans B 
et définit donc un morphisme de G dans Go" : par abus d'écriture, nous le 
notons Po : Si, pour tout ic¢ IN , on pose G, = Got et F; = Po. , on 

_ voit que PG = Pav? hoc. Fg : 
Pour tout k-anneau fini R , on voit que le radical de R est formé des 

x tels que xp" = 0 , pour n suffisamment grand. Les assertions suivantes 
sont évidentes 

C n . . 
8m si G est un k-groupe formel, G = lim Ker Po * en particulier G est 

connexe si et seulement si G = lim Ker FG : 

m si G est un k-groupe formel, G est étale si et seulement si F est 
. G 

un monomorphisme ; s'il en est ainsi, c'est un isomorphisme. 

7.5. Supposons toujours k de caractéristique p#0 . Comme le foncteur 

"dual de Cartier" commute au changement de base, on voit que, si G _ est 

un k-groupe affine (resp. formel), le k-groupe formel (resp. affine) ID(G)° 
(resp. ID(G)°) s'identifie à D(G°) (resp. D(G°)) . Le morphisme 

° L > [ 9 : ~~ | 0 |: j ité PIC) : D(G) D(G) (resp. FDC) : D(G) D(G)~ ) induit, par dualité, 

un morphisme Va GG, appelé Verschiebung ou décalage. Si B est 

l'algèbre affine de G , nous notons Ve l'application de B dans pi?) 
(identifiée à B) correspondante. On définit de la même manière, et avec les 

| n 
mêmes abus de notations que pour le Frobenius, les applications V_ : B-8B 

et Vi: Go ~ G ° G : 

Donnons maintenant une description "explicite" de Ve . soit G un k- 

groupe formel et soit B son algèbre affine. Pour tout entier mz>1l , notons 

A, : B — 2 B le m-ième itéré du coproduit (on a donc A, = id, ; à, =A, 
. _ 3; le coproduit, he (A id. 9 ) o À si m> 2). 

SRB — 1 

Notons TSPB le sous-k-espace vectoriel fermé des tenseurs symétriques 
de &PB . Soit s l'application k-linéaire continue de &PB dans TSPB qui, 

m . ~ 2 | “ “ “ p à b,@b 22. &Db associe D2 b b 222 @D et soit TS*B 12°28 p gee 90° Pg (2) 77 * Pg) 6 
p 

l'image de s . On voit facilement que tout élément de TSPp s'écrit d'une 
maniére et d'une seule sous la forme w = (b(w))® + Wo , avec b(w)eB et 

P Wo E TS B 
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Pour tout ceB, a (c)e TSPB . Nous allons montrer que Vp (c) = b(A (oc) . 

Soit B' l'algèbre affine de D(G) . Notons € , l'application k- 

bilinéaire canonique de BxB' dans k et (¢ , > l'application k-bilinéaire 

canonique de B(o) y (pry 60) dans k . On voit tout de suite que si l'on iden- 
(o) tifie l'anneau B à B et l'anneau (iy (0) à B' , ona (b,x) = ((b,x))", 

pour beB , xeB' 

Si ceB , et si l'on pose b= ba, te) , ON a, pour tout xe (pr) (© , 
p SP op p 

(Vp CrX) = (c, Fx) = (c,x?) = CA cue ) = ((b(ae))® xe > + ((a 6) x? ) 
S p = (b> , x8 > = ((b,x))® = (b,x) , d'où Vic = b 

On a, bien sûr, la même description de Ve dans le cas où G est un 

k-groupe affine. 

Il résulte immédiatement de ce qui précéde que, pour toute k-bigébre 

(resp. toute k-bigèbre formelle) B , on a VB ° FR = Pao Ve = p-id, , ou en- 

core que, pour tout k-groupe formel (resp. affine) G , ona V.oF., = p.id 
G G 

PooV., = p-id 
G G ew 

et 

7.6. Supposons toujours k de caractéristique p#0 . Nous disons qu'un 

k-groupe formel G est unipotent si G = lim Ker v" 
Ge? 

Pour tout k-groupe formel G , nous appelons composante unipotente de 

G le k-groupe formel lim Ker V" . Il est clair que c'est un k-groupe for- 
Go 

mel unipotent, invariant par tout automorphisme de G 

7.7. Un k-groupe affine G est dit unipotent (resp. de type multiplicatif) si 

son dual de Cartier est un k-groupe formel connexe (resp. étale). Tout k-groupe 

affine s'écrit donc, d'une maniére et d'une seule, comme le produit direct d'un 

groupe unipotent et d'un groupe de type multiplicatif. 

Dans le cas où la caractéristique de k est non nulle et où G est un 

k-groupe fini, on voit que G est unipotent, en tant que k-groupe affine, si 

et seulement s'il est unipotent en tant que k-groupe formel (avec la définition 

du n°7.6). 

On voit enfin que la catégorie des k-groupes finis se décompose en qua- 
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tre sous-catégories 

m la catégorie des k-groupes finis étales de type multiplicatif, 

wm celle des k-groupes finis étales unipotents, 

w celle des k-groupes finis connexes de type multiplicatif, 

a celle des k-groupes finis connexes unipotents. 

On laisse au lecteur le soin de décrire, lorsque la caractéristique de k 

est non nulle, chacune de ces sous-catégories en terme de l'action du 

Frobenius et du décalage. 

Si G est un k-groupe fini, nous appelons ordre de G (on dit aussi 

rang de G) la dimension de son algèbre affine comme espace vectoriel sur le 

corps k 

Si G est un k-groupe fini étale, on voit que l'ordre de G est égal a 

celui du groupe fini G(k) 

Montrons que, si 

0 — G— G—~ G" — 0 

est une suite exacte de k-groupes finis, l'ordre de G est le produit de l'or- 

dre de G' par celui de G'" 

@ en utilisant la décomposition d'un k-groupe fini en le produit direct d'un 
k-groupe fini connexe par un k-groupe fini étale, on voit que l'on peut sup- 

poser soit que les trois groupes considérés sont connexes, soit qu'ils sont 

étales ; 

m le résultat est évident si les k-groupes finis considérés sont étales puis- 

que l'ordre de chacun d'entre eux n'est autre que l'ordre du groupe de ses 
~ 

points à valeurs dans k ; 

m supposons donc les trois groupes connexes et soit B l'algèbre affine de 

G , soit BY son idéal d'augmentation. L'algébre affine C de G" s'i- 
dentifie à une sous-k-bigèbre (formelle) de B ; c'est un anneau local dont 

l'idéal maximal n'est autre que l'idéal d'augmentation oil = ns . On 
voit que l'algèbre affine B de G' s'identifie au quotient B/BC* , ou 
encore a (C/c*) @.B . Comme C est local, il résulte de la proposition 

C 

6.3 que B est un C-module libre ; il est clair que l'on obtient une base 
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~ 

de B sur C en relevant une base de B sur k . La dimension de B 
sur k est donc égale au produit de celle de B par celle de C , ce 

qui achéve la démonstration. 

En particulier, on voit que, pour qu'une suite 

O~- G— GG — Gc" — 0 

de k-groupes finis soit exacte, il faut et il suffit que les deux conditions 

suivantes soient réalisées 

i) pour tout k-anneau fini R , la suite 

0 — G'(R) — G(R) — G"(R) 

est exacte ; 

ii) l'ordre de G est égal au produit de l'ordre de G' par celui de G" 

§38.- Espaces tangent et cotangent. 

Dans ce paragraphe, k est un anneau commutatif. 

+ 

8.1. Soit G un k-groupe affine, soit B son algèbre affine ; notons B 
+ + 2 

l'idéal d'augmentation et B, = (B ) . Pour tout k-anneau R , nous appelons 

espace cotangent de G à valeurs dans R , et notons te (R) le R-module 
+ + 

(B /B,) Sy R ; nous appelons espace tangent de G à valeurs dans R , et 
++ 

notons t a(R) le R-module des applications k-linéaires de B 72, dans R 

8.2. Soit toujours G un k-groupe affine d'algèbre affine B et soit 0, (B) 

le B-module des k-différentielles de l'anneau B . Il résulte du lemme de 

Yoneda que se donner un we 0, (B) revient a se donner, pour tout k-anneau 

R et tout ue G(R) , un élément Wp (u) de a, (R) de manière que, si 

ws(G{p)(u)) = 0, (P) Wp (u)) 
(si w =D a db , € 0, (B) et si u : B - R est un élément de G(R) , on a 

o : R- S est un morphisme de k-anneaux, on ait 

Wp (u) =) u(a,)du(b.)) 

On dit qu'une différentielle w € Q, (B) est invariante si, pour tout k- 

anneau R et pour u,v € G(R) , on a Wp (u+v) = Wp (u) + wp (v) . On note 
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de ke le sous-k-module de 0, (B) formé des différentielles invariantes. 

Notons A : B - B By B le coproduit et i, (resp. i, 

l'application b + b@1 (resp. b + 1@b) . Toujours par Yoneda, on voit que 

) : B-B@ B 

Wey est formé des w€ 0, (B) tels que 0, (A) (w) = () (15) +9, G9)) (w) . Comme 

Q(B) est un B-module, l'extension des scalaires définit un homomorphisme de 
k 

B 8, de dans 0, (B) 

PROPOSITION 8.1.- Le k-module Ve A est canoniquement isomorphe à t& (k) 

et l'homomorphisme canonique de B & "Gk dans 0, (B) est un isomorphisme. 

Démonstration : soit I le noyau de l'application de B &, B dans B 

définie par le produit. On sait que 0, (B) s'identifie à 1/12 

Considérons le morphisme mn : GxG - GxG qui, pour tout k-anneau R, 

associe à (x,y) € G(R)xG(R) l'élément (x,x-y) . Il est clair que n est un 

automorphisme de GxG induisant l'identité sur la première composante. Par 

conséquent mn induit un automorphisme n* de B @, P qui est B-linéaire 

(pour la structure de B-module sur B@ B définie par la multiplication à gau- 
k 

che). 

On voit que le diagramme 

qg—it.¢ 
J À 

GxG 1, GxG 

où Op (x) = (x,x) et Vp (x) = (x,0) , est commutatif. Il induit, sur les bi- 

gébres, un autre diagramme commutatif 

pi B 
prod | | id, @Ep 

4 
Bg, B+1— Be, B 

où les flèches horizontales sont des isomorphismes et les flèches verticales 

sont surjectives ; les noyaux de ces dernières, i.e. I et B & BT (car B 
est facteur direct de B en tant que k-module) s'identifient donc canonique~ 

ment. On en déduit que /’ s'identifie à B a 8°/8,) , donc à B@, talk) 
Enfin, on vérifie facilement que, dans cette identification, Yoh s'i- 
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ein NS 4 | dentifie à té (k) . 

8.3. Soit toujours G un k-groupe affine d'algèbre affine B . Pour tout B- 

anneau R , notons Der, (B,R) le R-module des k-dérivations de B dans R 

(remarquons que tout k-anneau R peut être considéré comme un B-anneau au 
€ moyen de l'application composée B B, k Ca? >R). 

Il résulte de la propriété universelle du module des différentielles que 

Der, (B,R) s'identifie canoniquement au R-module des applications B-linéaires 

de 0, (B) dans R . Comme Q,.(B) est canoniquement isomorphe à 

B & (B*/#;) , Der, (B,R) s'identifie au R-module des applications k-linéaires 
de B'/B, dans R , i.e. à ta R) 

Soit Der, (B) = Der, (B,B) le module des k-dérivations de B dans B 

. (B) , nous notons D, l'élément de Der, (B @, B) défini par 

D, (xa, y) = D(x) BY: Nous disons qu'un élément de Der, (B) est une k- 

dérivation invariante si, pour tout x€B , A(Dx) = D, (ax) , ot À est le 

Si DE Der 

coproduit. On vérifie immédiatement que, lorsque l'on identifie Der, (B) à 

t. (B) , le k-module des dérivations invariantes s'identifie à tek) 

8.4. Pour tout k-anneau R , notons R(t) = R &, k(t) l'algèbre des nombres 

duaux à valeurs dans R , i.e. l'algèbre R(T] /T2 (on a noté t l'image de 

T). Pour tout k-groupe affine G , on note LieG(R) le noyau de l'homomor- 

phisme canonique de G(R(t)) dans G(R) (provenant de l'application R-linéaire 

de R(t) dans R qui envoie t sur 0). Dire qu'un élément uéG(R(t)) est 
; + 

dire que u(B) c tR(t) . Comme 7 = 0 , le noyau Q
ue

 

dans LieG(R) revient 

+
 

de u contient alors B, et u induit une application k-linéaire 

u : B 7/8) — R ; on vérifie immédiatement que l'application ur u définit un 

isomorphisme du groupe LieG(R) sur tg R) 

8.5. Tout ce qui précède se transpose, de manière évidente, au cas des grou- 

pes formels. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif pseudo- 

compact. Soit G un k-groupe formel, d'algébre affine B , soit Bt l'idéal 

d'augmentation et soit By l'adhérence de (pt)? dans B . Pour tout k- 
anneau fini ou profini R , l'espace cotangent de G à valeurs dans R est 

+ ot A | 
le R-module topologique te (R) = (B /B,) a R et l'espace tangent est le R- 
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module ta (R) des applications k-linéaires continues de Bt/B, dans R. Le 
B-module Q, (B) des k-différentielles continues de l'anneau B s'identifie Q

ue
 

Q
D

 

2 tit , - 3 iffé i i "j tifi B Sy ta, {k) le k-module des différentielles invariantes YG /k s'identifiant 

ta (k) : le B-module des k-dérivations continues de B à valeurs dans B 

s'identifie encore à te 8) et celui des k-dérivations invariantes à tk) 

Enfin, pour tout k-anneau fini ou profini R , te (R) s'identifie à Lie G(R) 

Remarque : supposons k local et soit G un k-groupe formel topologique- 
| + + L | 
ment plat. Si G est étale, on a évidemment B, = B et ta (R) = té, (R) = 0, 

pour tout k-anneau fini ou profini R ; dans le cas général, on voit que ta) 

(resp. t*(R)) s'identifie canoniquement à t _(R) (resp. t* (R)) 
G | exe ac 

8.6. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif artinien. Soit G 
un k-groupe formel topologiquement plat et soit G. le complété formel du 
groupe additif (on a donc G. (R) = R , muni de l'addition, pour tout k-anneau 

fini R). Comme k s'identifie, de manière évidente, à un sous-anneau de 

l'anneau des endomorphismes de G, , le groupe Hom(G,G,) des morphismes 
(de k-groupes formels) de G dans G, a une structure naturelle de k-module 
topologique (la topologie étant celle de la convergence simple). On voit que 

Hom(G,G.) s'identifie, grâce à Yoneda, au sous-k-module fermé de l'algèbre 
affine B de G formé des u tels que Au = u@l + 1&u (en notant A 
le coproduit). 

Soit ID(G) le dual de Cartier de G et soit B' son algèbre affine. 

Notons € , l'application k-bilinéaire canonique de BxB' dans k 

Comme (u,xy = (Au,x@y} , on voit qu'un élément u de B est dans 

Hom(G,G ) si et seulement si (u,xy) = (u@l + 1@u,x@y) , pour x,y EB', 
i.e. si et seulement si (u,xy) = (u,x)e(y) + e(x)(u,y) , pour x,y € B' (où 

e : B'k est l'sugmentation).Si l'on munit k de sa structure de B'-anneau 
provenant de l'augmentation, on voit que ceci revient a dire que l'application 

k-linéaire u de B' dans k est une dérivation. Par conséquent, Hom(G,G ) 
s'identifie au k-module topologique des k-dérivations de B' dans k , donc 

a tay '*? (la topologie étant encore celle de la convergence simple). 

De la même manière, si G est un k-groupe affine plat, on voit que le 

k-module Hom(G,G_) s'identifie canoniquement à t Bia) *? 
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8.7. Supposons maintenant que k ést un corps parfait de caractéristique 

p# 0 

Nous notons k[V] (resp. k[F]) l'anneau (non commutatif si k # F ) 

engendré par k et un élément V (resp. F) soumis aux relations 

AV = Vol) = VA? (resp. FA = oU)E = APE) pour tout jek . On appelle k[V]- 
module topologique (resp. k[F]-module topologique) tout k[V] -module (resp. 
k[F] -module) qui est un k-espace vectoriel topologique sur lequel V (resp. F) 

opère continûment. 

Soit G un k-groupe formel et soit B son algèbre affine. Il est clair 
+ + 

que Va est un endomorphisme continu de l'anneau B , que V, (B ) c B et 
+ + | . . 

V,(B,) c B, . Par passage au quotient, Vp opère donc continQment sur 

x + + 
ta (k) = B /B . En posant Vu = Vp (u) , pour tout ue te (k) , on voit que 

l'on munit le k-espace vectoriel topologiquement libre té. (k) d'une structure 

de k[V]-module topologique. 

Il est clair que G +» talk) peut ainsi être considéré comme un fonc- 

teur contravariant de la catégorie des k-groupes formels dans celle des k[V]- 

modules topologiques qui sont des k-espaces vectoriels topologiquement libres. 

De la même manière, dans le cas des k-groupes affines, on voit que la 

correspondance G +» ta(k) peut être considérée comme un foncteur contrava- 

riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[V]-modules. 

Soit, de nouveau, G un k-groupe formel et B son algèbre affine. Si 

l'on identifie Hom(G ,G.) à un sous-k-espace vectoriel fermé de B , on voit 
g(u) =u? aussi. En posant Fu = Fi, (u) , pour 

tout ueé Hom(G,G ) , on voit que l'on munit le k-espace vectoriel topologique- 

que, si u € Hom(G,G) , FE 

ment libre Hom(G,G.) d'une structure de k[F]-module topologique. 

Si maintenant M est un k[V]-module, on munit le k-espace vectoriel 

topologique dual M' = Hom(M,k) d'une structure de k[F]-module topologique 

en posant (Fn)(x) = o(n(Vx)) , pour tout neM' et tout xe€e M 

En particulier, si G est un k-groupe formel, on a deux structures natu- 

relles de Kk[F]-module topologique sur t (k) : celle provenant de l'isomor- 
| D(G) 

phisme canonique entre Hom(G,G ) et tD(c) K) et celle obtenue par dualité, 

à partir de la structure de Kk[V]-module sur Dia) '*? > on vérifie immédiate- 
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ment que ces deux structures coincident. 

Il est clair que la correspondance G + Hom(G,G_) = t (k) peut | 
D(G) 

être considérée comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes 

formels dans celle des k[F] -modules topologiques. 

Ceci se transpose aux groupes affines et la correspondance 

Gee Hom(G ,G ) a BIC) 

riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[F] -modules. 

(k) peut être considérée comme un foncteur contrava- 

§9.- Structure des groupes formels connexes sur un corps. 

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait. 

9.1. Commengons par introduire la définition suivante 

m si k est de caractéristique O0 , on dit qu'un k-anneau profini local est 

~ élémentaire si c'est un anneau de séries formelles à coefficients dans k : 

m si k est de caractéristique p#0 , on dit qu'un k-anneau profini local 

est élémentaire s'il existe un ensemble J et des éléments \(j) € IN*U{+ } 

tels que cet anneau soit isomorphe au quotient de l'anneau des séries for- 

melles k[[(X,). UL j jeJ 
pour V(j) # + 

J] par l'adhérence de l'idéal engendré par les xpv) ; 

Le but de ce paragraphe est d'établir le résultat suivant 

THEOREME 1.- Soit G un k-groupe formel connexe. Son algèbre affine est un 

k-anneau profini local élémentaire. 

+ 

Démonstration : soit B l'algèbre affine de G , soit B l'idéal d'aug- 
2 

) 
Ee I AT SO amt 

+ + 
mentation et soit B, l'adhérence, dans B , de (B 

++ | + 
Soit s une section k-linéaire continue de t& (k) = B 7B, dans B 

L'image de s est un sous-espace vectoriel fermé de B , canoniquement 
x 

isomorphe à t_(k) . Soit (y,), 
G j je] 

riel topologiquement libre. Il est clair qu'il existe un homomorphisme continu 

une base topologique de cet espace vecto- 

6 du k-anneau profini A = KIL(Y,) ol dans B et un seul tel que 
8x.) = Y, . On voit que 6 est surjectif et, comme les images des Y, dans 

ta tk) forment une base topologique de t&(k) , que le noyau a de 86 est 
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un idéal fermé de À contenu dans l'adhérence du carré de l'idéal maximal 

de A 

Soit @ (A) le A-module topologique des k-différentielles continues de 
K 

l'anneau À . Il est clair que A (A) est un A-module topologiquement libre 
k 

admettant les dy. comme base topologique. De même, si 0, (B) désigne le 

B-module topologique des k-différentielles continues de l'anneau B , on voit 

(cf. n° 8.5) que n, (B) est un B-module topologiquement libre admettant les 

dy, comme base topologique. On en déduit que si a€ a , on a <> Ea, 
pour tout j J 

Notons enfin, pour tout entier n>l, L l'adhérence de la puissance 

n-ième de l'idéal maximal de A . On a vu que gq cl, 

9.2. Supposons que k est de caractéristique 0 et montrons que 8 est 

injectif. Si ce n'était pas le cas, il existerait un entier n>2 tel que a cl 

et ag L . ol à était un élément de Nu n appartenant pas à Li , on 

voit que l'on pourrait trouver j tel que sv, gl . On aurait donc 
0a N ue: —— £ a , d'où une contradiction. 
3%, 

Dans toute la suite, nous supposons donc que K est de caractéristique 

p#0 

9.3. Supposons que Pa = 0 , autrement dit que, pour tout xé BY , ona 
xP = 0 . Alors a contient l'adhérence ah de l'idéal de À engendré par les 
yy . Montrons que gq = ah Sinon, il existerait un entier n tel que 
ac I tag et ag Lust Si a€a et g Lu ta, , on pourrait écrire 

a=a'ta" , avec a' série formelle homogène non nulle de degré n en les 

Y, , dont le degré par rapport à chaque variable est < p et a" € 1 ta,. 
] 1 30 n+l 0 

Il est clair que, pour tout j , <7 on LL et que NA (es a > on en déduit 

da" | oF da' 
que A € Ita On voit que l'on pourrait choisir j pour que ay, no 

on aurait donc 3Y, g Ita , d'où < £ a » d'où une contradiction. 

9.4. Passons maintenant au cas général. Pour tout entier r>0 , soit 
r 

V = {aeA | aP €a} . Il est clair que les V. forment une suite croissante 
~ 

d'idéaux fermés de A . Pour chaque r , le quotient V. = V /W_AL,) est un 
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sous-k-espace vectoriel fermé de I/15 , lui-même canoniquement isomorphe à 
+ + 

= + B /B, té, (k) 

= V CV EVE .. a 0 1 ) cVc . cil 

f f | 
o=VcoV cWc... cc... cI, ~ th) 

Pour tout ael , notons a son image dans I/l, . Appelons bon sys- 

téme de coordonnées pour A relativement à G et 9§ tout système de coor- 

données X = KD icy de A tel que, pour tout entier r2=0 , les images x, 
des x, qui sont dans V. forment une base topologique de Ÿ . On voit 
facilement qu'un tel système existé toujours. 

Soit X = er un bon système de coordonnées pour À relativement 

à Get 8 . Pour tout je TJ , posons 

too j Sl À, £g LU V : 
X,. r>0 vG) = vi) = ° 

r si X, € V-V 
j r r-l 

py Ü) 
Notons b = b(8,X) l'adhérence de l'idéal de A engendré par les x, , 

pour les j tels que y(j) # te . Il est clair que b € a . Pour achever la 

démonstration du théorème, on voit qu'il suffit d'établir le lemme 

LEMME 9.1.- Soit X = me un bon système de coordonnées pour À rela- 
tivement à G et 6 . Le noyau a de 9 est l'idéal b(8,X) | 

Démonstration : pour tout je] , soit x, l'image de x, dans B et, 

pour tout entier r21l1 , soit f (resp. À, l'adhérence de l'idéal de B : i 
r r (resp. A) engendré par les xP (resp. les XP). On voit que a = (a+) 

j J ral 
et il suffit donc de montrer que, pour tout entier r>1 , on a b+ÿA = arf. . 

On voit que Be = B/T s'identifie à l'algèbre affine du groupe G. =Ker Fe 
et que, si l'on note 6. l'application composée 

a—_~ p Pro): B/E, 4 

~ 

X = Ky) icy est un bon système de coordonnées pour A relativement à G. 
A et 0. . On voit aussi que le noyau de 9. est a+ et que b(8.,X)=b+5 . 
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Il suffit donc de démontrer le lemme dans le cas où il existe un entier r>l 
| r | | 

tel que Fo = 0 , i.e. dans le cas où y(j) < r , pour tout je] . Nous 

allons procéder par récurrence sur r : 

æm si r=1 , cela résulte du n°9.3 ; 

w dans le cas général, soit C= (bP|beB] . Il est clair que C est une 
sous-k-bigèbre formelle de B ; elle correspond à un quotient H de G 

3 # + # —] 0 qui est un k-groupe formel connexe vérifiant FL = 0 et qui n'est autre 
que la co-image de F. . L'idéal d'augmentation onl de C n'est autre 

G + ~~ +, = que son idéal maximal ; c'est aussi CNB . On voit que B=(C/C )@B 

s'identifie à l'algèbre affine du noyau de Po . Il résulte du n° 9.3 que le 

noyau de la projection de A sur B est l'idéal i , adhérence de l'idéal 

engendré par les x, . On en déduit que les images, dans B , des élé- 
el Nn; 

ments de la forme | | x. , avec les n, des entiers presque tous nuls 
jEJ 

vérifiant Osn,<p , forment une base topologique de B sur k= C/ct . 

D'après la proposition 6.3, B est un C-module topologiquement plat, 

donc topologiquement libre puisque C est local. Ce qui précède montre donc 

TN: 

que les éléments de B de la forme TJ x.) , avec les nj des entiers pres- 
j<J 

que tous nuls vérifiant 0 < n, <p , forment une base topologique de B sur C. 

Soit, d'autre part, J' l'ensemble des jeT tels que y(j)=2 et soit 

A' = Kf[ OD) en ll . La restriction de 868 à A' est un homomorphisme conti- 
nu 6" de A sur C dont le noyau est gafA' . On voit que X' = Ce 
est un bon système de coordonnées pour A’ relativement à H et 8' et 

que 6(6',X') = b(8,X)NA' . L'hypothèse de récurrence appliquée à H implique 

que b(8,X) n A' = an 

Soit A, = k[L(XP) J]. Si jeJj-J' , x, € b(6,X) NA on en déduit 
C j je] 

que b(0,X) NAG =a NAG 

Soit A = A/b(8,X) et soit x, l'image de x, dans A . On voit que 

C ; 

6 induit une application surjective 6: A+B (on a aK) = x.) et que la 

restriction de 8 à A' = KER) I est injective et a pour image C : on 

peut donc identifier C aun sous-anneau fermé de A et 6 devient alors 

une application C-linéaire continue. 

~ 

On voit que A est un C-module topologiquement libre admettant les élé- 
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ments de la forme {| X.° , avec les n, des entiers presque tous nuls véri- 
je] 

fiant Osn,<p , comme base topologique. On a vu que les images de ces élé- 
~ ~ 

ments par 6 forment une base de B sur C . On en déduit que 6 est 

bijective, ce qui achéve la démonstration. 

9,5. Remarques 

1.- Supposons Kk de caractéristique 0 . Le théorème implique que, si 

G est un k-groupe fini connexe, G est trivial ; autrement dit, tout k-groupe 

fini est étale. 

2.- Supposons Kk de caractéristique p#0 . Si G est un k-groupe 

fini connexe non trivial, le théorème implique qu'il existe des entiers 

d,v(l1),v(2),...,v(d) = 1 tels que l'algèbre affine de G est isomorphe à 

pv) ,vU) -_ KIX, Myre XQ] At Xe XG 
connexe est d'ordre une puissance de p 

En particulier, tout k-groupe fini 

9.6. On dit qu'un k-groupe formel est lisse si son algèbre affine est "formel- 

lement lisse", i.e. si, pour tout k-anneau fini R et tout idéal I de R de 

carré nul, l'application canonique de G(R) dans G(R/I) est surjective. 

On voit que tout k-groupe formel étale est lisse et on en déduit qu'un 

k-groupe formel G est lisse si et seulement si G° l'est. Un k-groupe for- 
mel connexe est lisse si et seulement si son algèbre affine est un anneau de 

séries formelles à coefficients dans k . Un k-groupe formel est lisse si et 
seulement si son algèbre affine est un anneau de séries formelles à coefficients 

dans un produit d'extensions finies du corps k 

Sik est de caractéristique 0 , il résulte du théorème que tout k- 

groupe formel connexe est lisse et, par conséquent, tout k-groupe formel est 

lisse. 

Si k est de caractéristique p#0 , il résulte du théorème que, pour 
qu'un k-groupe formel connexe G soit lisse, il faut et il suffit que Pa soit 

un épimorphisme. On en déduit qu'un k-groupe formel G , d'algèbre affine B , 

est lisse si et seulement si F est un épimorphisme, ou encore si et seu- | 
G 

lement si l'application F est injective. 
B 

Si G est un k-groupe formel lisse, on appelle dimension de le la di- 
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mension du k-espace vectoriel tk): . On voit que la dimension de G est 

égale à celle de G° 

Lorsque k est de caractéristique p#0 , on voit qu'un k-groupe formel 

lisse G est de dimension finie si et seulement si Ker Pa est un groupe 

fini. Dans ce cas, si G est de dimension d=, on voit que Ker Po est 
d a ; d'ordre p et, plus généralement, que, pour tout entier n>0, Ker Fa est un 

nd n k-groupe fini d'ordre p . En particulier Go = lim Ker Pa est limite induc- 
tive de k-groupes finis. 

9,7. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k 

On dit encore qu'un A-groupe formel G est lisse si, pour tout A-anneau fini 

R et tout idéal I de R de carré nul, l'application canonique de G(R) 

dans G(R/I) est surjective. 

On démontre facilement qu'un A-groupe formel lisse est topologiquement 

plat et que, si G est un A-groupe formel topologiquement plat, G est lisse 

si et seulement si Ge = (G,)° = (a), l'est, Ou encore si et seulement si 
l'algèbre affine de G° est un anneau de séries formelles à coefficients dans 

A . Supposons qu'il en est ainsi et notons B , B° ’ Bot , By , By , Be. les 
algèbres affines respectives de G , G° 1 gt 1 G A Gy , cr . On a vu 
que BL s'identifie canoniquement à Br 8, By ; l'homomorphisme canonique 
de Be dans By se relève (non canoniquement) en un homomorphisme conti- 

~ Sa Bo , En particulier, nu de B° dans B et B est donc isomorphe à Bet 
pour tout A-anneau fini R , la suite 

0 —+ G°(R) — GR) —+ GR) — 0 

est exacte. 

§10.- Cohomologie de Hochschild. 

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait de caractéristique 0 

ou p (ot p est un nombre premier fixé). 

10.1.Pour tout entier r2=2 , soit B .(X, Y) = (x-+Y)" -x'-y € ZIX,Y] , soit 
1s ; _ —] . a! n. le pged des coefficients de B (X,Y) et soit C (X,Y) = 1, B (X,Y) : c'est 
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donc un polynôme à deux variables, homogène de degré r , dont les coeffi- 

cients sont des entiers premiers entre eux. 

Commençons par rappeler le résultat suivant, dQ à Lazard ([36], p.44) 

à qui nous renvoyons pour la démonstration : 

PROPOSITION 10.1.- Soit A un groupe abélien et soit r un entier > 2 

Soit P(X,Y) = 2 a, x vi un polynôme homogène de degré r , en deux va- 
itj= ‘ 

~ riables X et Y , à coefficients dans A . On suppose gue P(Y,X) = P(X,Y) 

et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0. Il existe alors un ceA et_un 

seul tel que P(X,Y) = cC (X,Y) 

On en déduit facilement le résultat suivant : 

PROPOSITION 10.2.- Soit (X,Y) = p ((x+y)P-xP-y?) € ZIX,Y] et soit r un 
entier > 2 

i) Soit P(X) = aX” un polynôme homogène, non nul, de degré r e 
une variable X , à coefficient dans k . On a P(Y) - P(X+Y) +P(X)£ 0, 

sauf si et seulement si k est de caractéristique p et r est _une 

puissance de p 

ii) Soit P(X,Y) = ?, a, Xx yY un polynôme homogène de degré r , en 
itj=r 7"? 

deux variables X et Y , à coefficients dans k , vérifiant 

P(Y,X) = P(X,Y) et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Alors 

- si k est de caractéristique 0, ou si r n'est pas une puis- 

sance de p , il existe un cék et un seul tel que 

P(X,Y) = c((X+Y) -X° -y) : 
PSE S - si k est de caractéristique p et si r=p (avec s entier = 1), 

| | s-l -1 il existe un cék et un seul tel que P(X,Y) = cA(XP .YP® ). 

Démonstration : on vérifie facilement que les coefficients de 
COS M MMi Eee 

r © | B (X,Y) = (X+Y) -X _-Y sont des entiers premiers entre eux sauf si, et seule- 
ment si, r est une puissance d'un nombre premier @ , auquel cas le pgcd 

est @ 

L'assertion (i) est alors triviale. 

L'assertion (ii) résulte alors de la proposition 10.1, si l'on remarque que 
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C (SY) = pTL((X+Y)PS - xp* - yp$) est un polynôme, à coefficients dans Z , 
P s-l s-l 

congru modulo p , à (xP ,YP 

10.2. On sait (cf. [141, p. 185) ce que c'est que la cohomologie de 

Hochschild des k-foncteurs en groupes. On définit de la même manière la co- 

homologie de Hochschild des foncteurs en groupes formels. Nous ne nous inté- 

resserons en fait qu'au cas où les k-foncteurs en groupes formels considérés 

sont des k-groupes formels commutatifs et ot la loi d'opération est triviale 

soient Get J deux k-groupes formels (commutatifs). Pour tout entier n2>0, 

le groupe des n-cochaînes de G à valeurs dans J est l'ensemble C(G ,7) 

des morphismes de k-foncteurs formels (ou de k-schémas formels) de G" dans 

J , muni de la loi de groupe abélien induite par J . 

212 n N Se donner un élément f de C'(G,]J) revient donc à se donner, pour 

tout k-anneau fini R , une application f, : (G(R))” ~ J(R) , variant foncto- 
R 

riellement par rapport a R. 

+1 On définit un opérateur bord 2” : CG, J) aon (G,J) par la formule 
n n i | 

(af Muy Uy rere oy) = Felts were Uy) + 2 (-1) Fu, u,+u. ) RR itd ns 
i=] 

+ cut f_(u R poe) 

On vérifie immédiatement que 3 02 = 0 , pour n>1l : on note 
C'(G,]) le complexe (CCD) em * on note Z"(G,J) le noyau de à 
et B°(G, ]) l'image de ani , pour nel , B°(G,)) = 0 ; on note H4(G.J) 
le groupe quotient Z(G ,J)/BTMXG,)J) et on l'appelle le n-ième groupe de 

n 

Hochschild de G à valeurs dans J . Enfin, nous écrirons à au lieu de 5" 
lorsqu'il n'y aura pas de confusions possible sur l'entier n . 

On voit, en particulier, que He (G,D s'identifie à J(k) et que HOG) 
s'identifie au groupe Hom(G,J) des morphismes de G dans J , dans la ca- 

tégorie des k-groupes formels. 

Nous notons CGD le groupe des 2-cocycles symétriques, i.e. le 
2(G,7) formé des f tels que £ (u,v) = f (vu) , pour tout 

_k-anneau fini R et pour u,v € G(R) . On pose Z2(G.,]) = c2(G,J) a Z22(G,]J) . 
Il est clair que B2(G, I) c Z°(G,J) et on note H4(G,)) le sous-groupe 
Z(G,J)/B(G.1) de H2G,)) 

sous-groupe de C 
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On vérifie par des procédés standards (cf., par exemple, [14], II, § 3, 

n°2) que #-(G,1) s'identifie canoniquement au groupe des classes d'exten- 
sions E de G par J qui sont encore des k-groupes formels commutatifs 

et qui sont scindées en tant qu'extensions de k-schémas formels (cette derniè- 

re condition revenant, en fait, à dire que, pour tout k-anneau fini R , la 

suite 

0 —+ J(R) — E(R) — G(R) — 0 

est exacte). 

10.3. PROPOSITION 10.3.- Soit Gi une famille de k-groupes formels et 

soit J un k-groupe formel. Alors 

4 4 | 
i) les groupes H (eG, J) et NH (G, ,1) sont canoniquement isomorphes: 

2 ii) les groupes H°(8G,,)) et LH (G,,J) sont canoniquement isomorphes. 
1 ~ Démonstration : on voit que H (eG, J) s'identifie canoniquement a 

Hom(€G, ,J) = 1Hom(G,,J) + 1Hj(G,,J) , d'où (i) 

Soit Res, : H-(@G, J) = HO(G,,J) le mo:phisme de restriction et soit 

Res : (eG. ,J) = nHA(G, J) le produit des Res. . Nous allons montrer que 
Res est un isomorphisme. 

2 | 
Soit ee€ H (8G, .J) et soit E un représentant de la classe d'exten- 

sions de eG, par J définie par e . Soit m la projection de E sur @G,. 

Pour tout ic€I et tout k-anneau fini R , notons E,(R) l'image réciproque 

de G,R) par Te - On voit que la suite 

0 — J(R) — E (R) — GR) — 0 

est exacte ; le k-foncteur formel E, est donc un k-groupe formel, extension 

de G, par J , scindée en tant qu'extension de schémas formels, et on voit 

facilement que la classe de cette extension correspond à l'élément e; = Res (e) 
2 

de H (G,,7) 

On voit, tout aussi facilement, que, pour tout k-anneau fini R , ER) 

s'identifie à la somme amalgamée (dans la catégorie des groupes abéliens) des 

E AR) sous J(R) , autrement dit au quotient de SE (R) par le sous-groupe de 

(J(R)) OD) formé des u = (Ui) icy tels que Zu, = 0 (comme E est un k- 
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groupe formel, E est lui-même la somme amalgamée des E, sous J , dans 

la catégorie des k-groupes formels). 

Si tous les e; sont nuls, chaque E, s'identifie a JxG, et, par 

conséquent, E s'identifie à J x (@G,) , donc e=0 et l'application Res 

est bien injective. 

Donnons-nous maintenant, pour chaque i, un élément e, € H°(G,,D 
et un représentant E, de la classe d'extensions de G, par J correspon- 

dante. Pour tout k-anneau fini R , notons E(R) la somme amalgamée des 

E (R) sous J(R) . On voit que l'on a ainsi défini un k-foncteur en groupes 

formels E . Comme pour tout R , la suite 

0 —» J(R) —» E(R) —- @G (2) — 0 

est exacte, E est un k-groupe formel extension de ®G, par J , scindée 

en tant qu'extensions de k-schémas formels. Il est clair que si e désigne 
2 bee 

l'élément de H (@G,,1) défini par E , on a Res. (e) = e; , pour tout i 

La surjectivité de l'application Res en résulte. 

10.4, Soit Get J deux k-groupes formels et soit B l'algèbre affine de G 

Par Yoneda, C'(G,J) s'identifie au groupe (6, (G")) = J(87B) 

Supposons maintenant que J = G_ est le complété formel du groupe ad- 

_ditif. On voit que CAC B) s'identifie au groupe additif de &°B et a une 
structure naturelle de k-espace vectoriel topologique, topologiquement libre. Il 

est clair que les applications à” sont k-linéaires continues, ce qui permet 
de considérer les z'(G,G ) , B"(G,G ) , H (GG) comme des k-espaces 

0 
vectoriels topologiquement libres ; il en est de méme de c{(G,G_) (qui s'i- 
dentifie à l'espace vectoriel des tenseurs symétriques de B&B), z°(G,G ) 
et H°(G,G) 

S a 

Avec l'identification qui précède, si A : B — B&B est le co-produit, on 
voit que 

3 (b.&...8@b.) = 1@b, g...@b +s (ib. é & Ab.@b...&@b 1 n 1° n 2, 1 ‘°° i? itl 

ntl “a “a “a oan 
+ — , (-1) b,@b,8...&b 81 

Supposons maintenant que G est la somme directe d'une famille, in- 

dexée par un ensemble I , de copies du groupe formel additif Ge ; en d'au- 
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tres termes, l'algébre affine de G est un anneau de séries formelles 

RIT CE), |] = & kK[[X]] et le coproduit A est défini par AX, = X,@1 + 1&X, 
tel iel 

pour tout jiel 

. ré # sn # E 1 
Pour tout entier n>0 , tout élément de @ B s'écrit, d'une manière et 

CO 

d'une seule, sous la forme 2) Ups ou u, est une série formelle homogéne 
r=0 

de degré r en les 1@...1@X,a1@.. . @l . Ceci nous permet ce considérer 
à | | n a 

c'(G,G) comme un espace vectoriel topologique gradué, i.e. C (G,G.) 

s'identifie a li c''(G,G.) , ou c'"(G,G) est le sous-k-espace vecto- 
— 

riel fermé de CTM(G,G,) formé des séries formelles homogénes de degré r 

On voit que cette graduation est compatible avec l'opérateur bord et in- 

duit donc une graduation sur la cohomologie. Avec des notations évidentes, 

n 2 = n,r = 2 a = 2,0 à on a H_(G,G,) = IT Ho (G,G,) et H(G,G,) = TT He (G,G.) 

Rappelons que l'on a noté (X,Y) le polynôme, à coefficients dans Z, 

po tx+y)P - xP y?) 

PROPOSITION 10.4.- Conservons les hypothèses et notations qui précèdent et 

soit r un entier > 2 

i) Si k est de caractéristique 0 ou si r n'est pas une puissance 
lyr 2 _ | 2,0 © : 

de p , on a Hy (G,G.) = 0 et He (G,G,) = 0 

ii) Si k est de caractéristique p et si r=p , avec t2l1,ona 
1, + I | Hy ‘(GG ) =k , les x. , pour i€TÏ , forment une base topologi- 

que de He (GG ) = z1r(G,G ) sur k : 
y) r A I . pti ~ a t-1 

- ona He (G,G ) = kv , les images des MX, @1,1QXP ) 

dans He" (GG) , pour ie I , forment une base topologique de 
2,0 2 

A. (G,G.) dans k 

Démonstration : comme G = eG, , avec G, = G- , la proposition 10.3 
nous ramène au cas où G est de dimension 1 , i.e. au cas où B = k[[X]] 

avec AX = XS1 + 1X 

| r | . i, | 
Si aX , avec a€k , est un l-cocycle homogène de degré r , on a 

3(aX') = aa(x') = a(1 ex - (X&1 + 1 &X)° +x @1) : d'après la proposition 10.2, 
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si a#0 , cette expression est nulle, si et seulement si k est de caracté- 
1 ,r 
0 (GG). ristique pet r est une puissance de p , d'où le résultat pour H 

Toute 2-cochafne homogène de degré r s'écrit, d'une manière et d'une 

seule comme un polynôme P(X@1,1@X) homogène de degré rj; c'est une 2- 
cochaîne symétrique si et seulement si P(Y X) = P(X,Y) . On voit que c'est 

un 2-cocycle si et seulement si P(Y,Z) - P(X+Y¥,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 

Si k est de caractéristique 0 , ou si r n'est pas une puissance 

de p , il résulte de la proposition 10.2 qu'il existe cek tel que 

P(X,Y) = c((X+¥) - x" - vi) . On voit donc que P(X@1, 1 @X) = 3(-cX') et l'as- 
sertion (i) en résulte. 

Si k est de caractéristique p et si r = pt , avec t entier > 1, 
il résulte de la proposition 10.2 qu'il existe cek tel que 

t-1 t-1 
P(X,Y) = cA(XP ,YP 

de degré pt , on voit bien que l'image de A(xPe 
) ,Comme on a àb = 0 , pour tout beB , homogène 

1 2 — ] loi 1exPt ) forme une 
base du k-espace vectoriel Ho '"(G,G)) 

10.5. Soit G un k-groupe formel connexe quelconque et soit B son algèbre 

affine. Pour n,re IN , avec r>1, notons c'(G,G.) l'adhérence de la 
puissance r-ième de l'idéal maximal de &'B = c?(G,G.) . On obtient ainsi 

une filtration des k-espaces vectoriels topologiques cn(G,G.) qui est visi- 
blement compatible avec l'opérateur bord. Nous notons H7(G,G.) (resp. 

2 A 

He (GiGa)) la composante homogène de degré r du gradué associé a 
~ n * 2 

H (G,G,) (resp. H,(G,G )) 
a 

], Choisissons maintenant un anneau de séries formelles A = KILOS) 7 

un homomorphisme continu surjectif 8 du k-anneau A sur B et des 

y (i) € INUf+æ} , avec y(i) 22, tels que le noyau a de 6 soit l'adhé- 

rence de l'idéal engendré par les xP i , pour yi) # +e (cela est toujours 
possible d'après le théorème 1 du §9; si k est de caractéristique 0 , on 
a y(i) = +» , pour tout i, et 6 est un isomorphisme). Posons x, = 8x.) 

PROPOSITION 10.5.- Conservons les hypothèses et notations qui précèdent et 
soit r un entier > 2 . Alors 

i) si k est de caractéristique 0 ou si r n'est pas une puissance 
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1 m ~ 

de p, ona HA(G,G.) = 0 et Hy? (G,G.)=0; 
— — sr a 

ii) si k est de caractéristique p et si r=p , avec t entier 21, 

- les images des x , pour i parcourant les éléments de I tels 
que vi) > t , forment une base topologique de H(G,G_) sur k ; 

t-1. x ot] 
- les images des A el, Lex? ) , pour i parcourant les élé- 

ments de I tels que y(i) > t , forment une base topologique de 
9 k 

A. GG) sur k 

Démonstration : en posant AX, = X,@1 + 1@X, , on voit que l'on peut 
identifier A = k[[ ey Hl à l'algèbre affine du k-groupe formel G' = Gy, 

On voit que, pour tout i , Ax, = x eI + 16x, modulo l'adhérence du carré 

de l'idéal maximal de B&B . On en déduit que 68 induit un homomorphisme 

continu surjectif du complexe gradué associé au complexe c'(G',G.) sur le 

complexe gradué associé au complexe C'(G,G,) . On voit aussi (par exemple, 

en relevant de manière évidente la base topologique de B sur k_ formée des 
n, 

1 . . Fa ' , y (4) | | X, avec les n, des entiers presque tous nuls, vérifiant O< n, <p ) 

que cet homomorphisme est scinaé. L'assertion résulte alors de la proposition 

10.4. 

10.6.- PROPOSITION 10.6.- Sik est de caractéristique 0 , tout k-groupe for- 

mel connexe est i$somorphe à une somme directe de copies du groupe formel 

additif à 
RS a 

Démonstration : soit G un k-groupe formel connexe. On sait (théorème 

1 du $ 9) que l'algèbre affine B de G est de la forme KIL(X) 5 ll . Tout 

revient donc à montrer que l'on peut choisir les coordonnées Xx, pour que 

OX, = X 81 + 18X; 

Pour tout entier r> 1 , soit J. (resp. J.) l'adhérence de la puissance 

r-iéme de l'idéal maximal de B (resp. B@B). Il est clair que, quel que soit 

le choix des X; , on à AX = X81 + 1X, (mod J) . On en déduit qu'il 

suffit de prouver le lemme suivant 

LEMME 10.7.- Soit r un entier > 2 et soit pis un système de coordon- 

nées de B telles que AX, = X el + 1@X, (mod JV) , pour tout i. Il existe 

un systéme de coordonnées mi) ict de B telles que, pour tout i, 
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1 = to i À + D vi Ù Xt X, (mod J.) et AX’ X:@1 24 (mod Jy) 

Démonstration : posons AX. = X,@1 + 1®X, +b, , avec b. € J. . On voit 

que D, est un tenseur symétrique et que, comme db. = ox, ; ob. = 0. Il ré- 

b, (mod Jay? a IL
 sulte de la proposition 10.5 qu'il existe C, € J. tel que oc, 

il est clair que l'on peut choisir Cc; pour que ce soit un polynôme homogène 

de degré r en les x, , et la proposition 10.5 montre alors que ce choix est 

unique. Posant x, = Xtc; , on vérifie immédiatement que ax: =X 1 + 18X; 

(mod Jey? . Enfin, on vérifie facilement que la continuité de l'application A 

et le fait que l'on a choisi pour les oc, i des polynômes homogènes en les Xj 

impliquent que les X; = X, +c; forment encore un systéme de coordonnées pour 

B (ces précautions n'étant utiles que lorsque la dimension est infinie). 
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CHAPITRE II 

COVECTEURS DE WITT 

Dans tout ce chapitre, p est un nombre premier fixé. 

§1.- Vecteurs et covecteurs de Witt. 

1.1. Pour tout entier n > 0 , soit oan le polynéme, a coefficients entiers ra- 

tionnels, en les variables Kyi hyp rene Xe défini par 
ph 

= + 8 (Ky Xp re20eK) = XQ + PX 
n-l 

+ + i de px, 

Rappelons (cf, par exemple, [43], p. 50) que, pour tout polynôme ¥y 

dans ZÎX,Y] , il existe une suite et une seule de polynômes 

€ ZX, ,Y, 1, 

V, € ZX-.X, 20 l, 

VE ZK XX YO Yee YL, 

tels que, pour tout entier n > 0, 

V(b (XOX eee X),8 YG, 2) = BV Ur ee- iV) 

En particulier, au polynôme = S = X+Y correspond des polynémes 
_ _ p , y _ p _ Sy =X) to: Sy X, +, + (+ Yq (X) + Yo) )/p,...,8 ,... et au poly 

nome wt = P = XY correspond des polynômes Po = X Yo , 
_ P p Py TT X1ŸY0 + YX + px Ys foe @ e Pa oe 

Les Se et les P, définissent un schéma en anneaux commutatifs, 
affine sur Spec Z , d'algèbre affine ZX, ,X,, wee À - Yo: wee 2er le 
D'où un foncteur covariant W de la catégorie des anneaux commutatifs dans 

elle-même. Si R est un anneau commutatif, W(R) est l'anneau des vecteurs 
de Witt à coefficients dans R (sous-entendu relatifs au nombre premier p ). 

Un vecteur a€ W(R) s'écrit 

) bees ,...) , avec les a, ER. 
1 n° i 

1h. ,...) € W(R) , on a 
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atb=s (Sore Spore.) et a.b=p Por: Pare.) avec 

s, = S (agrees +18, i b,,b,,...,b) , 

Pr = P fag Byres Ay ;b,,b,,...,b) 

1.2. Pour tout entier m > 1 , on peut considérer le schéma en anneaux we 

des vecteurs de Witt de longueur m . Pour tout anneau commutatif R , 

W ni) est l'ensemble des a= (@:8,,...,a ) , avec les: a, ER , l'addi- 
| m-1 

tion et la multiplication étant définies par les mêmes formules que pour W/(R) 

Pour m entier > 1 et a= A Be € W(R) , posons 

(m) ( m-1) € Wate . Il est clair que l'application qui à a as- 
socie a(m) est un homomorphisme de l'anneau W(R) sur War 
a AyrApreee sa 

On voit que W(R) s'identifie à la limite projective des Wine , ce qui 

permet de considérer W(R) comme un anneau commutatif linéairement topologi- 

sé, séparé et complet. 

Soit k un anneau commutatif et soit R un k-anneau. L'application ca- 

nonique de W(k) dans W(R) munit W(R) d'une structure de W(k)-anneau. 
Pour tout entier m 21 , l'application canonique composée 

W(k) - Walk = WP munit at) d'une structure de W(k)-anneau. On voit 
que W(R) s'identifie encore à lim Wat , en tant que W(k)-anneau. En par- 

ticulier, W(R) peut être considéré comme un W(k)-anneau linéairement topolo- 

gisé, séparé et complet. 

1.3. Pour tout anneau commutatif R , et pour tout x € R , notons [x] 

l'élément de WIR) défini par [x] = (x,0,...,0,...) . On appelle [x] le 

représentant multiplicatif ou le représentant de Teichmüller de x dans WIR) 

Il résulte de la définition des polynômes P, que l'application x [x] est 

multiplicative (i.e., on a I[xlly] = [xy], si x,y € R). On voit aussi que, 

si x ER et si a = (ap,...,an,...) € W(R) , on a 

= P ph [xla (xa) .x ar... dk a ,...) 

Soit alors k un anneau commutatif parfait de caractéristique p . Soit 

o le Frobenius absolu sur k et sur W(k) (on a donc ox = xP si x €k, 
_ pp LP p D oe et oa A si a (@,:a,,...,8,,...) € W(k) . On voit fa 

cilement que, dans W(k) , p = (0,1,0,...,0,...) , que 
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W (k) = W(k)/p W(k) et que, si a = (a Br...) € W(k) , on a 
oo | 

a= 2 o [Lo "a )| = 2; p o (La, D . Dans le cas particulier où k est un 
n= | 

corps, W(k) est un anneau de valuation discrète, complet, de caractéristique 

0 , de corps résiduel W,(k) = k , aboslument non ramifié (i.e. p engendre 
1 

l'idéal maximal de W(k) ). 

Soit maintenant A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet, 

et soit On l'ensemble de ses idéaux ouverts. Pour tout entier m , Ww) 

s'identifie a lim W_ (A/a) , ce qui permet de considérer les W (A) et 
ae) A 

W(A) = lim W (a) comme des anneaux linéairement topologisés, séparés et 

complets. 

Ceci s'applique en particulier au cas où A = W(k) = lim We) , avec 

k anneau parfait de caractéristique p . On vérifie alors facilement que l'ap- 
plication qui à [x] (représentant multiplicatif, dans W(k) , de x € k ) as- 

socie [|[x]] (représentant multiplicatif, dans W(W(k)) , de [x] € W(k) ) se 
prolonge de maniére unique en un homomorphisme continu de la structure d'an- 

neau de W(k) dans W(W(k)) : si x € W(k) , on voit que son image dans 

W(W(k)) est (Ky Xr Xe .) où les x, se calculent par récurrence au 

moyen de la formule of(x) = xp + px t+... + p x: 

En particulier, si R est un W(k)-anneau, on peut considérer W(R) et 

les Wat comme des W(k)-anneaux. On voit que W(R) s'identifie encore à 

la limite. projective des WAR) , en tant que W(k)-anneau. Si x € k et si 
18. .) € W(R) , on voit que. [xla = (IxJa,,.. . Le" Gla ,....); 

on a des formules analogues pour les W_(R) . Si on suppose R séparé et 

complet pour la topologie p-adique, on voit qu'il en est de même des Wate 

et de W(R) 

Dans le cas particulier où R est un k-anneau, on peut aussi le consi- 

dérer comme un W(k)-anneau et on voit que les deux structures de W(k)-anneau 

définies sur W(R) coïncident. 

1.4. Le morphisme de schémas affines V : W -W , qui à 
m m mt+1 

0" 1° °° —] id © Wu: 
patible avec l'addition. Par passage à la limite, on définit ainsi un Z-foncteur 

(a. ,a a ) € Wat associe (0,a (R) , est com- 

u 
en groupes CW = lim We que nous appelons le groupe des covecteurs de 
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Witt unipotents. 

, aie u 
On voit que, pour tout anneau commutatif R , un élément a € CW (R) 

peut se représenter comme un "covecteur unipotent" 

) a =(a_) = (...,8 _,...,a -n n€IN -n _,'° 0 

ou les an € R et sont presque tous (i.e. tous sauf un nombre fini) nuls. La 

somme de deux covecteurs a = (664 ,8_ ree AG) et b= C..,b_ ,...,b) 
u 5 

de CW (R) est le covecteur c = (.. Core. Ch) où 

c = $ (a peer ,a 3b pe. yD yb) , 
-n m -m-n -n-l° -n° -m-n =n-i" -n 

pour m suffisamment grand. 

1.5. Nous allons maintenant définir un Z-foncteur en groupes que nous appel- 
, u . 

lerons le groupe CW des covecteurs de Witt et qui contiendra CW comme 

sous-foncteur en groupes. 

En tant que Z-foncteur, pour tout anneau commutatif R , CW(R) est 

formé de l'ensemble des "covecteurs" a = (...,a ,...,a ,,4,) avec les 
-n/ "°° "4" ' 

ain € R , vérifiant 

il existe un entier rz 0 tel que l'idéal de R engendré par les a , 

(y) pour n2r , est nilpotent. 

Si ©: R-S est un homomorphisme d'anneaux, l'application CW(w) 

est définie de manière évidente, composante par composante. 

Si r et s sont des entiers > 0 , notons, pour tout anneau commuta- 

tif R , CW. (R) l'ensemble des a = (...,a ,...,a ,,a ) , avec les 
r,s -n -1° 0 

a ER , vérifiant 
— 

la puissance s-iéme de l'idéal engendré par les a n! pour ner, 
(y rs) est nulle. 

On voit que CW . 5! qui est un schéma affine, est un sous-Z-foncteur de 

CW et que CW est la réunion des CW. 5° 

Pour définir la loi de groupe sur CW , nous aurons besoin de la propo- 

sition suivante 
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PROPOSITION 1.1. - Soit R un anneau commutatif et soit a = (... Apr ,à 

et b= C..,b_,,...,b,) des éléments de CW(R) . Alors 

i) pour tout entier n > 0 , la suite des 

ACER 18 8 ni b_ Lae bb.) est stationnaire : 

ii) pour tout n € IN , soit s : la limite de la suite précédente : 

) € CW(R) (i.e. les Sa vérifient l'élément Ss = (6.678 sees Sp 

la condition (¥)). 

Commengons par démontrer deux lemmes 

LEMME 1.2. - Soit t un entier > 0 et soit Wor Wyre ee Wy des entiers 

se t+1 
z 0 tels que Wo #0 et Wy + pw, +... +pw, est divisible par p 

Alors w.+t+w. + +w. > t(p-1) + p. 0 1 + 

La démonstration se fait par récurrence sur t 

8 c'est clair si t = 0 ; 

& si t > 1 , on voit que Wo doit 6tre divisible par p et s'écrit donc 

Wy = YP, avec v entier = 1 . Posons Wo = v+w, et wi = Wiad 

pour 1<i < t-1 . Alors Wo #0 et Wo + PW) +... Ft pow est di- 
visible par p . L'hypothèse de récurrence implique que 
Wotwt...+w,., = t-1)(p-1)+p, ou vtw, +... tw, z (t-1)(p-1) +p 

donc Wy + wi +... t w, 2 (t-1)(p-1) +p+v(p-1) = t(p-1) +p. 

LEMME 1.3. - Pour tout entier r > 0 , soit De l'idéal de l'anneau des po- 

à 7 , lynémes L(x) nen Yn nen! engendré par les xX et les Y , avec 

n >r. Soit r et s des entiers > 1 . Alors 
| Ss 

S ( . : = , por XA © Ÿ , pes Ÿ (mod » m Km Xo ’ nr Yo) Sint PE m1 x mn 0 -m-1l Yon ) m9 ) 
r-l si s<p, 

t > Si 

pour tou FLE" m > r-1+ (s-p) /(p-1) si s=p. 

Démonstration : observons qu'il résulte de la définition des polynémes 
+ ms cms ut me une ue Mie Mee Me Men Meet 

S, que, si l'on donne aux variables x. et ÿ, le poids D” , le polynôme 
n . SK: X eX, : Yor Vy reer) est isobare de poids p : et que 

Stork ree Xn ; 0,Y.,...,Y ) = S XX hn ; Yor Yyreer YD 

On en déduit que Ta = S ati pr Yo) - SK, tt tg) s'écrit 

comme combinaison linéaire à coefficients entiers rationnels de termes de la 

forme uv u y 

xo Vo Lt Loti, mti 
-m-l -m-1 -m -m°°° 0 0 ‘ 
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où les u, et les A sont des entiers >0 et où, si l'on pose 

| | | m+i m+1 
= + + + + = A u,+v, , on a w, #0 et Wy tPpw,+... +P w p 

En particulier, pour tout entier t vérifiant 0<t<m, 
+ 

Wo + pw, tee. + p'w, est divisible par pb 1 et le lemme 1.2 implique que 
t(p-1)+p + + + -1) + D Wo tw,t... tw, zt(p-1)+p, donc que T € bd 

Pour t = 0 , on voit que Th € CAE , ce qui démontre le lemme, pour 
S <p. 

Si s > p , et si mz>r-1+(s-p)/(p-1) , posons t = m+1-r. On a 
-i)+ 0 <t < m et Tn € pti 1) Pe CR car t(p-1) +p >Ss 

Démonstration de la proposition 1.1: soit r' et s' (resp. r" et s'") 
US NUS UN ANS CN UE CNE HN ANUS NON CON POUR CN CON ONE UE UE Ut OU ONU GONE MURS OU de UN UE UNE ON un GO MON nom comes 

des entiers tels que a € Cw 5B) (resp. bE€ CW sm). Posons 

r = max{l,r',r"} et s = max{p,s'+s"} . On voit que l'idéal engendré par les 

a. et les ba , avec ne2r , asa puissance s-iéme nulle. Il résulte du 

lemme précédent que, quel que soit l'entier n = 0 , pour tout 

m2>r-1+(s-p)/(p-1) , ona 

S (@ ur. cn men’ en m+ 2 

d'où l'assertion (i). 

La deuxième assertion est évidente. Plus précisément, on voit que si 

a E CW, _(R) et bE CW, _,(R) , alors s € CW on . (R) r',s r",S max{r',r"},s'+s 

La proposition 1.1 donne un sens à l'énoncé suivant : 

PROPOSITION 1.4.- Soit R un anneau commutatif. Si a = (..,a_, eves Ap) et 

b= (..,b_.,...,b) € CW(R) , posons at+tb=s = (..,s_ reser Sp) avec 

(2) s_,. = Lim Sn tone ra ja ibn. b ,,b ) 

La loi + est une loi de groupe abélien sur CW/(R) 

Démonstration : la commutativité et l'existence d'un élément-neutre 
a cut sut ON ue SHI Une Set NE one 

.,0,...,0,0) sont évidentes. Montrons que si a,b,c € CW(R) , 

lo
 

+
 

C
e

 
+

 
. 

Il [C
R 

+
 

o
n

 

b) +c . Pour i= 1,2,3 , soit r, et S, des entiers tels que 
(R) , be CW (R) , ç € CW (R) . Posons 

P4785] r9,589 T3, 83 

|
 

m
 

Q
 

£
 

= max{l,r +
 | = +S,+ et soi ti Ari fi Total et s max{p,s, S, s, it m un entier vérifiant 

~ + _ _ + m > r-1+(s-p)/(p-1) . Comme a+b € OW, +rp,s, 485% et 
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b+c € CW (R) , on voit tout de suite, en appliquant le lemme 1.3, 
a Pot lq,S5tS ; 2 3172 73 | 

que les composantes d'indice -n de a + (b+c) et de (atb) +c ne dépen- 

dent que des a_; , bi. , C_; avec i < n+m . On peut pour les calculer 

remplacer les a. , bi ’ C_; pour i zn+m par 0. Elles sont donc éga- 
x 1 Q : Zs u les, d'après l'associativité dans CW (R) 

L'existence d'un inverse se démontre de maniére analogue. 

Il est clair que si w : R - S est un homomorphisme d'anneaux commuta- 

tifs, l'application CWi(w) : CW(R) - CW(S) est un homomorphisme de groupes. 

On a donc bien muni CW d'une structure de Z-foncteur en groupes. 

1.6. Pour tout anneau commutatif R , notons 1 l'ensemble des idéaux nil- 
potents de R . Pour tout nEÆ€ te et tout entier r > 0 , soit CW(R,n,r) le 

sous-groupe de CW(R) formé des éléments a = (a, eee AG 

a. E n si n >r. On voit que CW(R,n,r) s'identifie à l'ensemble des 

applications de {0,-1,...,-n,...}) dans R qui sont telles que l'image de -n 

) tels que 

appartient à n si n >r. On munit cet espace de la topologie de la conver- 

gence simple. Autrement dit, lorsque l'on identifie, de manière évidente, 
. r IN | | 

CW(R,n,r) à Rxn , on obtient la topologie du produit direct (chaque facteur 

étant muni de la topologie discrète). 

On voit immédiatement que CW(R,n,r) devient ainsi un groupe topologi- 
que. 

Le groupe CWIR) s'identifie à la limite inductive des CW(R,n,r) , pour 

n € Rp et r € IN . On appelle topologie naturelle de CW(R) la topologie de 

la limite inductive. 

Il est immédiat que CW(R) est séparé et complet pour cette topologie et 

que CW"(R) est un sous-groupe dense de CW/(R) 

Enfin, il est clair que si :R 8 est un homomorphisme d'anneaux 

commutatifs, l'application CWiw) est continue ; autrement dit, on peut consi- 

dérer CW comme un foncteur covariant de la catégorie des anneaux commuta- 

tifs dans celle des groupes topologiques. 

Remarque : pour tout n € te . soit Cw(R,n) = im CWIR,n,r) . C'est le 
r€IN 

sous-groupe de CW(R) formé des éléments dont les composantes sont presque 
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toutes dans n . On voit que la topologie du sous-groupe CW(R,n) est celle 
IN du produit direct restreint (cf. par exemple [34], p. 138) R relativement a 

m pour chaque composante. 

Pour tout entier s > 0 , soit U(R,n,s) l'ensemble des 
| s-n 

a = (...,8 ,...,a ., tels que a n , pour tout n , et nP , a= ( -n -l 80) aque -n c P | el c 
si n <s . Il est clair que les U(R,n,s) , pour s € IN , forment un système 

— 

fondamental de voisinages ouverts de 0 dans CW(R,n) . En utilisant le ca- 

ractére isobare des polynômes qui définissent l'addition dans les vecteurs de 

Witt (cf. n° 1.5), on voit que les U(R,n,s) sont des sous-groupes. Le groupe 

CWIR,n) admet donc un système fondamental de voisinages ouverts de 0 for- 

mé de sous-groupes. 

1.7. Comme tout Z-foncteur en groupes, CW s'étend, de manière évidente à 

la catégorie des anneaux commutatifs, linéairement topologisés, séparés et com- 

plets : si R est un tel anneau, on pose CW(R) = lim CW(R/a) (où O, dé- 
aE, 

signe l'ensemble des idéaux ouverts de R). Les éléments de CW(R) peuvent 

encore se représenter comme des covecteurs a = (...,a ,...,a ) , avec les -n _1'¢ 0 
a. ER , vérifiant 

pour tout idéal ouvert a d R , il existe des entiers ret s tels 

(4) que la puissance s-ième de l'idéal de R engendré par les a a! 

avec ne2r , est contenue dans oa 

On évitera, bien sûr, de confondre CW(R) avec CWI...) , ou Rais 

désigne l'anneau (sans topologie) sous-jacent à l'anneau topologique R : l'in- 

clusion évidente CW(R j ) « CW(R) est, en général, stricte (sauf si la topo- 
dis 

logie de R est la topologie discrète !). 

Remarque : soit R un anneau commutatif, linéairement topologisé, séparé et 
u 4 | Cl complet. Dans la suite, nous notons encore CW (R) le groupe lim We formé 

des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles. On prendra 

garde que l'inclusion de Cw" (R) dans lim Cw" (R/a) est, en général, “stric- 
u GEO, 

te. Toutefois CW (R) est encore un sous-groupe dense de CW/(R) 
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§ 2.- Endomorphismes. 

Dans tout ce paragraphe, on désigne par k un corps parfait de caracté- 

ristique p . On pose A = W(k) et on suppose A muni de la topologie p- 

adique. On désigne par o le Frobenius absolu sur k et sur A. 

2.1. Par restriction à la catégorie des k-anneaux, CW (resp. cw") définit 
un k-foncteur en groupes CW). (resp. Cw,) Ici encore, pour tout k-anneau 
R , le groupe topologique CW, (R) est le séparé complété de CW, (R) pour la 
topologie naturelle. 

Soit R un k-anneau et soit m un entier =1 . On sait (cf, n° 1, 2) 

que Ww, (R) a une structure naturelle de A-anneau : si 

x = (x,,x,,.,x eee) € Wk) = À et si a = (a,,a,,..,a 4) € WLR) , on 

voit que xa= (by, bir b _.) , avec b. = P(x) Ky reer ; Après /a,) 

En particulier, on voit que, si a= (Agrees a _y) € W_R , ona 

(1) [xla = (xa o(x)a ola ) , pour x € k = ° 0’ 1’ 4 m-1l 1 [A 

_ p _p p | 
(2) pa (0,a,,a,,..,a 1), 

(3) pa =0 

En particulier, on déduit de (1) que si x € k et si 

a = (Apr Ayre ) € Wt , ona 
- 1] 

m-i V_([xla) = (0,xa xa) = 0 ([x]W, (a) m gro 
m-1 

Comme les [x] , pour x € k , engendrent un sous-groupe dense de À et 

comme, d'après (3), W_(R) est tué par p_ , on en déduit que, pour tout 
x € À et tout a € W_(R) , on a V (xa) = oh (x) V (a) 

| m m m 

Pour tout entier m > 1 , l'application de AxW _(R) qui à (x,a) asso- 
1- vas cie o xa munit le groupe additif de Wa? d'une structure de A-module. 

Ces structures sont maintenant compatibles avec les Vin et, par passage a la 

limite, on en déduit une structure de A-module sur Cw"(R) . Comme Weal 

est tué par p , on voit que Cw" (R) est un A-module de torsion, On déduit 
immédiatement de la définition que, pour tout a = (...,a., /8_ 51) E Cw" (R) , 
on à les formules suivantes 

(4) si x= (Kye Xy rover KX reed € A = W(k) , ona xa = (..,b_ pees Do) avec 
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x), oc | 
est tel que a_, = 0 , pour i>n+m : 

(5) si x € k, Ixla = (...,0 PU 11% 

p p Py (6) ona pa = (...,a per pra 

u ; 
Nous allons voir que A opère continGment sur CW (R) muni de la to- 

pologie naturelle, ce qui va nous permettre de munir CW(R) d'une structure de 

A-module topologique. Pour cela, commençons par établir un lemme : 

LEMME 2.1.- Pour tout entier r > 0 , soit 0d l'idéal de l'anneau des poly- 
r 

nômes KEY) nen! engendré par les Y. , avec n >r. soit r et s des 

entiers > 1 . Alors, pour tout x = (KX y reer KX ee) € À , on a 

-m -m 
. Y Po (x),..,06 (KEY eee Yo) 

-m-l -m-1 S 
= ; ., , dv Pat? (Xp) eves CREER RE YQ) (mod b ) 

r-l si s<p 

pour tout entier M 2}. 14(s-p)/(p-1) si s>p. 

Démonstration : soit R= kL(Y_ en] . Il résulte de la formule (4) ap- 
| u pliquée au covecteur (0,...,0,V Your) € CW (R) que 

) m p. m' -m''""" 0 
-m-i 

; ss Ÿ oO (x yp ideY i. = P (o ) 
m+l 

On voit facilement sur la définition des P, que, si l'on donne aux va- 
44-4 

riables Y_, le poids p_ tri les deux polynômes qui interviennent dans l'é- 
# 7 t +] À + # ' a noncé du lemme sont isobares de poids Dp . On déduit donc de l'égalité 

0 

précédente qu'ils diffèrent par des combinaisons linéaires de monômes de la for- 

wo WW] Wm. m+t1 . , me Yi mn a 2 Yo , ou les w, sont des entiers 20 , vérifiant 
i 

+1 +1 , ; Wo #0 et Wo + pw, +...+ p Ww = p_ . La démonstration du lemme se. 
termine alors comme celle du lemme 1.3. 

1 mt+1 

PROPOSITION 2.2.- Soit R un k-anneau. 

it x = +. } ts. | = eves tue 7 ° i) Soit x (Ky 1X 1 x ) € À et soit a = ( an a) € CW(R) 

Pour tout entier n > 0 , la suite des 
-n-m -n-m 

P (o (x) ,...,0 (x )j:a yes. _) est stationnaire. 
m 0 m -m-n -n 

ii) Soit b A la limite de la suite ci-dessus. Ona 
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b = (...,b _,...,b ,,b,) € CW(R) -n -1° 0 

iii) L'application de A xCW(R) qui à (x,a) associe xa = b munit le 

groupe topologique CW(R) d'une structure de A-module topologique, 
2 a u de torsion, séparé et complet et CW (R) en est un sous-A-module 

dense. 

iv) Les formules (5) et (6) restent valables pour tout a € CW(R) 
main 

Démonstration : on sait (cf. n° 1.6) que CW(R) est réunion de ses 

sous-groupes CW(R,n,r) , pour n parcourant l'ensemble des idéaux nilpotents 

de R et r l'ensemble des entiers = 0 

Il résulte du lemme 2.1 que si a € CW(R,n,r) , et si s est un entier 

> p tel que n° = 0 , on a, pour tout x = Hprrx ve) € À ,. 
-n-m -n-m-l | 

= > r-1+(s- _ P (9 &)....8 ) = Pal (&),...a .) si m2 r-1+(s-p)/(p-1) , 

d'où i) ; on voit aussi que by En si nezr =, donc que b € CW(R,n,r) , 

d'ot, a fortiori, ii) ; on a donc en fait, par restriction, une application de 

A x CW(R,n,r) dans CW(R,n,r) . La continuité de cette restriction est mainte- 

nant triviale, d'où la continuité de l'application de A x CW(R) dans CW/(R) 

puisque la topologie de CW(R) est celle de la limite inductive des CW(R,n,r). 

Compte-tenu de ce que la restriction de A x CW(R) - CW(R) à 

A x Cw" (R) n'est autre que l'application qui définie la structure de A-module 
déja considérée sur CW" (R) , les autres assertions de la proposition sont tri- 
viales. 

2.2. Soit R un k-anneau. Pour tout a = (...,a_,,...,8a 1G) € CW(R), posons 

p P p 7 Fa = (..., poses , = (..., beset , . (7) Fa = ( ann a_. ay) et Va = ( an] a a) 

On vérifie immédiatement que les applications F et V sont des endo- 

R) et x EA, —
 

morphismes continus du groupe CW(R) et que, si a € CW 

F(xa) = o(x)Fa , 

xVa = V(o(x)a) , 

F(Va) = V(Fa) = pa 

Notons alors D, l'anneau de Dieudonné de K , i.e. l'anneau (non com- 

mutatif si kKk + ) engendré par À et deux éléments F et V soumis aux 

relations 
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Fx = o(x)F , pour tout x € A, 

(8) XV = Vo(x) , pour tout x €A, 

= F I<
 

=p. 

Si l'on munit l'anneau D, de la topologie p-adique, on voit que l'action 

de A définie par la proposition 2.2 et les formules (7) munissent CW/(R) 

d'une structure de D, -module topologique. 
k 

Il est clair que la structure de D, -module à gauche qui vient d'être défi- 

nie sur chaque CW, (R) est fonctorielle en R . Elle définit donc un homomor- 

phisme de l'anneau D, dans l'anneau End(CW, ) des endomorphismes (dans 

la catégorie des k-foncteurs en groupes) de CW. . On vérifie facilement que 

cet homomorphisme est injectif. Dans la suite, nous utilisons cet homomorphis- 

me pour identifier D, à un sous-anneau de End(CW, ) 

Remarques 

. ~ _ 4: m 1.- Si on note D, = lim D, /p D, 

topologie p-adique, on voit que la structure de D, -module à gauche sur CW, (R) 

le séparé complété de D, pour la 

se prolonge en une structure de D, -module topologique séparé et complet, et 
k 

qu'en particulier D, s'identifie à un sous-anneau de End(CW, ) 

2.- Si R est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet, on 

voit que CW, (R) = lim CW 
GEQp 

module topologique, séparé et complet, limite projective des D, -modules 

(R/a) peut aussi être muni d'une structure de D, - 
k k 

Cw, (R/0) . Si l'on représente les éléments de CW, (R) comme des covecteurs, 

on voit que les formules (5), (6) et (7) sont encore valables et que 

(4) si x =(k,,x,,..,x eee) EA et a = (..,a ,..,a ,,a,) € CWL(R) , on 

a xa = (..,b_. ,...,b_,,b) avec 
= lj -n-m -n-m -n-m ba an Pte (X_) 1.0 (x,) poner O (x) TEE ein] /a_) 

3.- Le plongement canonique de D, dans End(CW, ) donné ici n'est 
pas le seul possible, Soit en effet T un automorphisme du corps k . Par 

fonctorialité, il se relève de manière unique en un automorphisme de A = W(k); 

celui-ci se prolonge en un automorphisme de D, , encore noté T en posant 

TE) = F et T(V) = V . Si on compose le plongement construit ici avec T on 

obtient un autre plongement de D, dans End(CW, ) 
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2,3, ooit k' un corps parfait contenant k . Il est clair que 

CW, (k') = CW, (k') = CW, (k') est muni d= la topologie discrète. Soit 
A' = W(k') et soit K' le corps des fractions de A' . Tout élément de K' 

s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme a = S$ po (la) , avec 
les a, € k' ; on voit que l'application qui à a € K' Associe le covecteur 
(...,8_,,...,8a 1 18) est A-linéaire continue, surjective et que son noyau est 

pA' . Le A-module K'/pA' s'identifie donc à Cw, (k') . Par transport de struc- 

ture, on en déduit une structure de D, -module à gauche sur K'/pA' : on voit 

que l'action de F et V est donnée par Fa = o(a) , Va = po (a) , pour 

tout a € K'/pA' . Comme la division par p définit un isomorphisme de K'/pA' 

sur K'/A' , on peut dire aussi que CW, (k') est isomorphe à K'/A' 

2.4. Notons CW, la restriction de CW , considéré comme foncteur sur la 

catégorie des anneaux commutatifs linéairement topologisés, séparés et complets, 

à la catégorie des A-anneaux de ce type. 

Nous nous proposons de montrer que l'on peut identifier le sous-anneau 

A[V] de D, à un sous-anneau de l'anneau End(Cw,) des endomorphismes 

du foncteur en groupes topologiques CW . 

Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. On sait 

(cf. n° 1.3) que le plongement canonique de A = W(k) dans W(A) = W(W(k)) 
est continu et nous permet de considérer les anneaux WR comme des A- 

anneaux linéairement topologisés, séparés et complets : en outre, si x € k et 

_,) € W,(R) ,ona 
0" 1 1 

_ m-1 | 
[xla = (xla,,lotx)la lo G)la _.) ; 

‘on en déduit que 

_ | m-1l _ _-l V_(txla) = (O,[xJap,. fo (x)Ja__,) =o ([x])V_a ; 

Comme les [x] , pour x EK , engendrent un sous-groupe dense de À , on 
voit que, pour tout x € À et tout a € W_(R) , ona Vj &a) = 97 GV a 

Pour tout entier m > 1 , l'application de A x W_(R) dans Wath qui 
LS à (x,a) associe o P(x)a munit le groupe additif de Weal? d'une structure 
de A-module topologique, séparé et complet. Ces structures sont maintenant 

compatibles avec les Vin et, par passage a la limite, on en déduit une struc- 
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ture de A-module topologique sur cw" (rR) 

On déduit immédiatement de la définition que, pour tout 

a = (..,a 7,8 a) € CWŸ(R) , on à les formules suivantes 

(4") si x € À et si (Hq Ky reer Brees) désigne l'image de x dans W(A) , 

ona xa robin 1Po) , avec | | 

b =P (o (x ),...,0 MX ja jeu ) Si m est un entier tel 
-n m 0 —m -n-m -n 

que a_; = 0 si i>n+tm : 

(5") si xEk ,ona [xla = Co “(Lela evo (Ixla_.,[xle.) 

PROPOSITION 2.3.- Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et 
. u 2 fins : complet. L'action de A sur CW (R) définie ci-dessus est continue pour la 

topologie naturelle et se prolonge en une action de A sur CW(R) qui munit 

CW(R) d'une structure de A-module topologique, séparé et complet. 

Si a =(..,a a ,,a) € CW,(R , 

i) ona I[x]a = Co (Ixla_ vc (LxNa_,,-Lxlay) , pour tout x €k; 
ii) si x € À et si (x,,x /X ) désigne l'image de x dans gk pr Saye 

W(A) , on a xa = (..,b_ yee, B_5 bp) , avec 
_ 4 -n-m -n-m 

Dn nit Pale Kg) aver &,,) ‘ nm" 81 189) 
Démonstration : il s'agit d'une généralisation de la proposition 2.2 (tout 

k-anneau, muni de la topologie discrète devient un A-anneau linéairement topo- 

logisé, séparé et complet) et la démonstration est analogue : 

on commence par considérer le A-anneau profini R = ALL) em]! des 

série formelles en les Y. . En appliquant la formule (4") à 

(0,0, rover ¥_4/ YQ) € Cw" (R) , on voit que, dans R, 
—m —m 

Po (p),.,c OK) EY ve 

_— -m-1l -m-1l 
= Pg (Kp) reer Gun): 0,Y re, Yo) 

Si l'on note encore D l'idéal de R engendré par les von , avec 
n > r , le même raisonnement que celui fait pour prouver le lemme 2.1 montre 
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si m est un entier satisfaisant les inégalités indiquées dans ce lemme. 

En utilisant cette congruence, on en déduit le résultat dans le cas où la 

topologie de R est la topologie discrète par le même raisonnement que celui 

fait pour prouver la proposition 2.2. Le cas général s'en déduit par passage à 

la limite. 

2.5. Soit R un A-anneau, linéairement topologisé, séparé et complet. Pour 

) € CW ai) , posons tout a = (...,a peer À -n 17? 0 

(7") Va = (...,a 

Il est clair que V est un endomorphisme continu de Cw , (R) . On voit 

que l'action de A définie par la proposition 2.3 et celle de V qui vient 
d'être définie munissent Cw, (R) d'une structure de A[V]-module topologique 

(en désignant par ALV] le sous-anneau de D, engendré par A et V). 

Il est clair que la structure de AlLV|-module à gauche qui vient d'être dé- 

finie sur chaque CW.(R) est fonctorielle en R . Elle définit donc un homo- 
À 

morphisme de l'anneau A[V] dans l'anneau End(CW,) du foncteur en groupes 

topologiques CW . Ici encore, on voit facilement que cet homomorphisme est 

injectif et nous l'utilisons pour identifier ALV] à un sous-anneau de End(CW,,) . 

§3.- Quelques séries formelles. 

3.1. Soit S un anneau commutatif, que l'on suppose muni de la topologie 

discrète. Soit X = (X es .) une famille d'indéterminées indexée par 
0’ -n 

les entiers <0 . Notons SLX] l'anneau des polynômes, à coefficients dans 

S , en les x_n . On peut considérer SÎX] comme un S-anneau topologique 

pour la topologie discrète. 

Soit 

Si I = IN 

S[[x]] le S-anneau topologique des séries formelles en les Xn 

(IN) est l'ensemble des i = ( i ,....) , avec les i E IN, i.,i 0’ -j’°" -n 

presque tous nuls, S[[x]] est un S-module, topologiquement libre, isomorphe 
i i — ] -n _ Xe ”., 4 

pour i € I. Tout élément de S[[x]] s'écrit, de manière unique, sous la 

i 
a si , avec une base topologique canonique, celle des X= = xx 

forme 
D a, x , avec les a. € S , arbitraires. 

ieT 
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Pour tout entier r > 0 , soit LA l'idéal de SÎX] engendré par les 

Xn , pour n >r. On voit que SLLX]] s'identifie au séparé complété de 
SLX] pour la topologie définie en prenant comme systéme fondamental de voisi- 

S 
0 4 

nages ouverts de 0 les idéaux de la forme LS b pour r et s entiers 

> 0 |. En d'autres termes 

Ss 
) SIX] = lim s[x]/(v +05 4 

et SLX] est un sous-anneau dense de S[[X]] 

Considérons maintenant les trois S-anneaux topologiques suivant : 

sVELx}] = lum six] /o° , 
s“[Lx]] = lim SIx}/o_ , 

S*[[X]] = lim sIx]/vp 

On constate facilement qu'ils s'identifient à des sous-anneaux de SI[[X]] 

contenant SIX] : si, pour tout i = ( ee res) € I , et pour tout entier 

r > 0 , on pose li] = Di , ona: 
| Yr ner 7 

2 
— 1 ; Î sUrrx 1] -Sy axi pour tout (r,s) € IN Ê es a, , avec il < s | . 

ic + sont presque tous nuls 

| | tout IN , 1 , i} =O, stirxy] -)2 a xt pour tout r € es 8, avec lil 0 . 

ici = sont presque tous nuls 

: our tout s IN , les a, , avec i < , STIX =)Z ax pre . i lg <s 
(ict + sont presque tous nuls 

On a un diagramme commutatif : 

oe S [IX] . 

s[x] — s [[X]] « SIIXI , 

S°[Ix]] 
où toutes les flèches sont injectives et continues, à image dense. 

3.2. Le produit tensoriel SÎX| 8 S[X] s'identifie à l'anneau SIX,Y] des 

polynômes en les indéterminées Kyi X_ que Kress et Se eee ETS ae en 

posant X @l = X et 1@X = Y 
-n -n 

Notons SI[LX,Y]] (resp. S°[Ix, 11) le produit tensoriel complété 
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SILX]] CA SILX]] (resp. s°[Lxl] Bq s°[Lx]]) . Si l'on note encore D, l'idéal de 
SIX,Y] engendré par les X_ et les YY , avec n zr, on voit que l'on a . 

aussi 

sULX,¥I] = lim SIX,¥J/(p,+0°) et S°ULX.¥]] = lim S[x,y1/0° 

Il est clair que SIIX,Y]] est l'anneau des séries formelles, à coefficients 

dans $S , en les x_n et les von . Avec des notations évidentes, tout élé- 

ment de SILX,Y]] s'écrit, de manière unique, sous la forme 2 a, Res , 
i,jel = 

avec les a,, , arbitraires, Ici encore s'IIx, vl] s'identifie à un sous- Ee S 
ids 

anneau de SILX,Y]] 

3.3. Nous allons voir que le Z-foncteur en groupes CW peut se décrire à 

l'aide d'une structure de "bigébre topologique" sur l'anneau Z[Ix]] 

Soit R un anneau commutatif. On a une bijection naturelle entre l'ensem- 

ble des familles a = (..,8_ reer AG) d'éléments de R indexées par les entiérs 

0 et l'ensemble des homomorphismes de l'anneau ZX] dans R : à tout lA
 

correspond l'homomorphisme p. défini par px.) = a. 

L'élément a appartient à CW(R) si et seulement s'il existe des entiers 

r et s tels que l'idéal engendré par les a , avec n >r, asa puissan- 

ce s-ième nulle. Il revient au même de dire que le noyau de l'application 0. 
' Lae S 

contient l'idéal D 

Par conséquent, si l'on munit R de la topologie discrète, on voit que 

CWIR) s'identifie à l'ensemble des homomorphismes continus de l'anneau 

ZX] dans R , pour la topologie de ZX] définie en prenant comme systé- 
. . 12 S , 

me fondamental de voisinages ouverts de 0 les idéaux D. . Autrement dit, 

CW(R) = Hom (w° [Lx] ],R) 
cont 

Remarquons maintenant que le lemme 1.3 peut se réénoncer 

LEMME 3.1.- La suite des S (X ,...,X ,,X,;Y _,...,Y ,,Y,) converge dans 
0 m* -m -1° 0° -m -1" 0 

Z [IX,Y]] 

Notons S = SC. X reer XX i Yr Ÿ Yo) la limite de cette 

suite et posons 
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Si =S = SC...) X_ reer X_y XQ Ye Y 0) ' 

847 S(. À: DCE DST 1 Y 91Y 1) f 

S = S( oo X ! Xx Xx i oft 4 iv iY ) -m -n-m -m-i -m -n-m -m-l -m 

On voit que ce sont tous des éléments de Z°[Ix, v]l (ne pas confondre 
Y)=XxX +Y 1). S, = S avec le polynôme 58 K, ; 0 0 0 0 0 

PROPOSITION 3.2.- 

i) Il existe un homomorphisme d'anneaux continu et un seul 

a: mx] — ax 6 wUixl] = wll] tel que ak) =s_, 
pour tout on. 

ii) L'application A munit l'anneau 2° (xt) d'une structure de "bigébre 
topologique", linéairement topologisée, séparée et complète. 

iii) Pour tout anneau linéairement topologisé, séparé et complet R , le 

groupe CW(R) s'identifie à Hom .(Z"{LxI1.R (la structure de 
groupe sur ce dernier ensemble étant induite, de manière évidente, 

par A. 

Démonstration : c'est clair ! 

Remarques 

1.- On voit de même que, pour tout anneau R (sans topologie), le 

groupe Cw" (R) s'identifie à Hom .(Z [XI] ,R) , où l'on à mis sur R la 
topologie discrète. 

2.- Soit k un corps parfait de caractéristique p . Il est clair que, pour 

tout k-anneau R , CW, (R) s'identifie aussi à l'ensemble des homomorphismes 

continus du k-anneau kO[[x]] dans R : le plongement de D dans 
k 

End(CW, ) induit un homomorphisme de l'anneau opposé à D, dans l'anneau 

des endomorphismes continus de la bigèbre topologique TEx . On peut faire 
le même genre de remarque en remplaçant k par A = W(k) et D, par Alv]. 

3.4. Pour tout anneau topologique S et tout S-anneau topologique B , nous 

notons 0,(B) le module des S-différentielles continues de l'anneau B et 
S 

d = d l'application canonique de B dans 9N.(B) B/S S 
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Il est clair que 2 (xl s'identifie à un sous-anneau topologique de 
o [Ix] et que Oy (Z° (LX) s'identifie à un sous-Z0[[X]]-module topologique 
de Ap (Q LIN . Posons 

P(Z [IxXI) = fo € @°[[x]] | ax € 0, (æ°[Ex1h) . 
On voit que p(z[[x]]) est fermé dans o [ix] . C'est le sous-Z° [[x]] - 
module de o° [xl] formé des séries formelles Dax (la sommation étant 
étendue aux i = (i,i,,..,i ,..) € mt0e-le,-n.. J) ) à coefficients dans 
@ qui, d'une part, sont dans o° [ix] (i.e. on a un nombre fini de a, # 0 

2 avec lil < 8 , pour tout couple (r,s) € IN’ ) et, d'autre part, satisfont 

i a, € Z , pour tout i et tout entier n > 0. 

On définit de la même manière 
PA UX,¥I]) = fo € @°[[x,¥I] | do € a (4 UX, II)} 
Nous allons établir le résultat suivant : 

PROPOSITION 3.3.- Soit S.,S S les éléments de z (x, v]] qui 0‘ 1"! -n°°°° 

définissent la structure de bigèbre topologique de zw [Lx] . Alors 
n _n vt 

p p Yon , Pp Son convergent 
n 

y # s # * —hn —n i) les séries de terme général p xr , D 
dans pm [[x, v]]) et l'on a 

œ _ n œ _ n co _ n 

> p xP + Dp “yP = Dp SP : 
n=0 me n=0 ~—n n=0 —n 

n ~ — “ly gP lag 
n -n -n ~n 

n 

ii) les séries de terme général xP Tax , yP 
convergent dans Oy (@ (XXII) et l'on a 

œ n co n_ co nN 
DxP -lax + SyP lay = ys? “las 

n=0 -n — "1 n=0 -—n -n n=0 -n ~T 

Démonstration : la proposition résulte trivialement du lemme suivant : 

LEMME 3.4.- Pour tout entier r = 0 , soit D, l'idéal de @ÎX,Y] engendré 

par les Xn et _ les Yon , pour n >r . Quels que soient les entiers r et 

s > 0 , il existe un entier m(r,s) tel que, si m =m(r,s) , alors 
m _, on m _, 7 m _, on = 

D p XP + Dp YP = Dp SP (mod tv’), 
n 0 n=0 -n r 

où bd désigne l'adhérence, dans QÙ[EX, x] , de l'idéal os de OIXx,x] . 

Démonstration : il est clair qu'il suffit de démontrer ce lemme lorsque les 
r 

entiers r et s satisfont r > 1 , s 2p et s < p . Montrons qu'alors la 
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congruence annoncée est vérifiée dès'que m > r-1+(s-p)/(p-1) 

il résulte de la définition des polynômes S, que l'on a 

m | n mo n m _ n 
Dp xP + Hp ByP = Dp PrP 

n=0 n=0 

en posant Tha = Sen em Some ent vem vem tt en) . Il suffit donc 

pn n — 
de montrer que, pour 0 <n<m,ona Ti = se, (mod »*) 

5 Si n >r, on voit que T n et S n appartiennent a l'adhérence de D. , 
n pn ~ 7 on + 5 

donc que TP et orn appartiennent tous deux à oP Cc vf (en D. , puis- 

que s<p., 

@ Si n <r, ona, d'après le lemme 1.3, 

So, (XK yee X FY yee. 
m'-n -m -n’ -m -n 

= . S 
7 Sinden yt pt ei ge ey! (mod D n+n) ’ 
pourvu que m'-n > (r-n)-1+(s-p)/(p-1) . C'est donc le cas si m' =m 

et, par passage a la limite, on en déduit T n = $ (mod ve) : donc, a 
n n — | 

fortiori, TP = SP (mod »°) 
a -n -n r 

§4.- Le groupe formel des covecteurs. 

4,1. Soit k un anneau commutatif. Par restriction à la catégorie des k-anneaux, 

CW définit un k-foncteur en groupes CW. 

Soit k un anneau commutatif pseudo-compact. Par restriction à la caté- 

gorie des k-anneaux finis, CW définit un k-foncteur formel en groupes que 
~ | 

nous notons CW car c'est la complétion formelle du k-foncteur CW 
k k 

Soit R un k-anneau fini. C'est un anneau artinien et son radical fr 
| R on 

est nilpotent. On en déduit que Cw, (R) = CW(R) s'identifie à l'ensemble des 

covecteurs a = (...,a _,...,a ,,a,) , avec les a € R vérifiant 
-n -1° 0 -n 

(J') pour presque tout n, a. € TR: 

4.2. Soit toujours k un anneau commutatif pseudo-compact. Si R est un k- 

anneau fini, que l'on munit de la topologie discrète, on a 
MS 

CW, (R) = CW(R) = Hom, (@ UxI),R) . Considérons le produit tensoriel topolo- 
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gique Be = vaaibal @ k= lim (Z° [x1] /o-) @. (k/a) , pour r et s entiers 
k WH Z 

> 0 et a idéal ouvert de k ; c'est un k-anneau topologique, linéairement 
oN 

topologisé, et CW, (R) s'identifie a l'ensemble Hom (BR des homomor- 
phismes continus du k-anneau topologique Be dans R . Par conséquent (cf. 

FAN 

n° 1.4.8) CW, est un k-groupe formel dont l'algébre affine s'identifie a la 

complétion profinie de By . 

Si m:R-7S est un épimorphisme de k-anneaux finis, l'application 
MS oN “TM 

CW, (op) : CW, (R) > Cw, (8) est clairement surjective ; par conséquent, le k- 
LAN 

groupe formel CW, est lisse. 

om 4 + s s i] ' u Ed ‘ + De la même manière, par restriction aux k-anneaux finis, CW définit 
M ; 

un k-foncteur formel en groupes cw, . On voit que c'est un k-groupe formel 
lisse dont l'algèbre affine s'identifie à la complétion profinie de 

x “N 
BL = % (Lx]] 8 k . Il est clair que cw, s'identifie de maniére naturelle a 

SR 

un sous-groupe de CW, . 

Remarques 
TN Pa“ C TS u,c 

1.- Soit CW. (resp. CW’) la composante connexe de CW, (resp. 
A k k k 
cw, ) . On voit facilement que, pour tout k-anneau fini R , de radical TR , 
on à 

)la_ ere , pour tout n>0},, 

Cc 

k 
) | les a. sont tous dans Tp et presque tous nuls}, 

R) N CW,(R) = 

Lars 

AN C TN 

et que l'algèbre affine de CW, (resp. CW 

finie de B, = Zz ILxX]] 8y k (resp. BL = Z{IX]] 8y k) +; on voit d'ailleurs que 
BL est déjà profinie et s'identifie au k-anneau topologique kKLLX]] des séries 
formelles en les Xn à coefficients dans k . 

u,c, 
L s'identifie à la complétion pro- 

2.- Si k est artinien, la topologie de k est la topologie discrète, et 

alos Be = k(x] , Bt = kx], Bo = K°[Ix]]) , B = k{[x]l 
k k k k 

4,3, Supposons maintenant que l'anneau commutatif pseudo-compact Kk est 

parfait de caractéristique p . On a un homomorphisme évident de l'anneau 
TN 

End(CW,) dans l'anneau End(CW,). des endomorphismes du k-groupe formel 
TS k k 

CW, . On vérifie facilement que la restriction de cet homomorphisme à D, est 
Des 

injective. Ceci nous permet d'identifier D, à un sous-anneau de End(CW,) 
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Remarques : supposons que k est un corps parfait de caractéristique p. 

NN 

1.- Soit B l'algèbre affine de l'un des quatre k-groupes formels CW, , 
TT u ae TT 'u,c K CW, , CW, , CW . L'image canonique de Z[ÎX] dans B s'identifie à 

l'anneau kIX] des polynômes en les Xn a coefficients dans k et est den- 

se dans B . Soit T un automorphisme du corps k et soit @ un endomor- 

phisme continu de la structure d'anneau de B , T-semi-linéaire (i.e. tel que 

o(rxx) = t(A)o(x) , si À Ek, x €B). Comme KkÎX] est dense dans B, 
® est complètement déterminé par les piX_ ) , pour n > 0 

Le Frobenius Fe est o-semi-linéaire et l'on a évidemment FR) =x". 

L'endomorphisme de multiplication par p est linéaire et il résulte de la formu- 

le (6) du paragraphe 2 que PE.) = xP 
-n-1 

Le décalage Ve est o + -semi-linéaire et vérifie FRY p = p . Soit Va 
l'unique endomorphisme continu, 5 -semi-linéaire, de B tel que 
VL(K_.) = x n-1 , pour tout n > 0. On voit que FoVa est linéaire et vérifie 

! = p Lo — = hon Do — 1 PV, (X__) ey . On a donc POV, p FeVa , d'où Ve Va , puisque 

Pe est injectif. En particulier 

(1) V3 (X_,) ~ x nel 
TS u 

2.- La formule précédente implique que CW, est la ‘composante unipo- 
oN 

tente" de Cw, (cf. n° I. 7.6). 

3.- Par complétion, on voit que D, = lim D,/p D, s'identifie encore à 
NX TT x 

un sous-anneau de End(CW,) . On voit qu'en fait D s'identifie à un sous- 
KA. k | | “N 

anneau de l'anneau End og (CW,) des endomorphismes "continus" de CW 
nt k k 

(i.e. des endomorphismes qui opèrent continûment sur chaque groupe topologique 

) . L'idée de la dé- 
“Ns 

nm oN où 
CW, (R) ). On peut montrer que l'on a D, = End (CW 

k x Kk nt k 
monstration est la suivante : comme CW est "dense" dans CW , pour con- 

k k ~ PS 

naître un élément de End, (CW,) il suffit de connaître sa restriction à CWe ont k k 
c'est un endomorphisme de owe , d'après la remarque précédente (qui implique 

IN oN 

que cw, est un sous-groupe "caractéristique" de CW, ) ; on vérifie que 
AN A End (CW,) = lim End((W__),) = lim D, Dk = D : il reste alors à constater que 

Le * a # ~V Pal Q Q D, s'identifie à un sous-anneau de De et qu'un élément de De définit un 
oN 

' 1, u 4 | Q ~ A 
endomorphisme continu de CW si et seulement s'il appartient a D 

k k 

4,4, Soit k un corps parfait de caractéristique p . Si R est un k-anneau 
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profini, c'est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet et l'on a 
oN 

encore CW, (R) = Cw, (R) = CW(R) . C'est encore un D, -module topologique. 
ZN 

-Lorsque l'on représente les éléments de Cw, (R) comme des covecteurs, on 

voit que 

m si R est un k-anneau profini local, son idéal maximal m_ est topologique- 

ment nilpotent et 

a. € R , pour tout n=, 

0) a ñ Em , pour presque tout n ; 
oN 

CW, (R) = {a =(...,8 ,...,a k = -n 17? 

TM dans le cas général, le k-anneau profini R s'écrit comme un produit 
— ~ “a 

| |R, de k-anneaux profinis locaux et Cw, (R) est le produit des CW AR, ) . 
jET | 
on a donc 

a € R , pour tout n=, | 
-n 

“~ 
CW, (R) =! a= { ,a / ,a ,a_) : ‘ie k = -n -1" 0 | pour j fixé, a. € m, pour presque 

tout n | , 

où l'on a noté a. la projection de a. sur R, et m, l'idéal maxi- 

mal de R, 

4,5 On suppose toujours que k est un corps parfait de caractéristique p et 

on pose A = W(k) , D, = ALF,V] . Nous allons étudier la structure du D,- 
“N 

module topologique CW,(R) lorsque R est un k-anneau fini ou profini. Pour 
k | 

cela, introduisons quelques définitions : 

soit M un D, -module topologique. On suppose M profini (resp. pro- 

artinien) en tant que A-module topologique (cf. n° 1.3.4) 

@ nous disons que M est un D, -module ALF] -profini (resp. AIF] -pro- 

artinien) si les sous-AlF]-modules ouverts forment un système fondamental 

de voisinages de 0 ; 

#m de même, nous disons que M est un D, -module D, -profini (resp. D, -pro- 

artinien) si les sous-D, -modules ouverts forment un système fondamental de 

voisinages de 0 

PROPOSITION 4.1.- Soit R un k-anneau fini ou profini. 
oN 

i) Muni de sa topologie naturelle, CW, (R) est un D, -module ALF] -pro- 

artinien. 
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ii) Le sous-module CWE (R) , qui est ouvert dans Cw (R) , est un D. - 
| k k 

module ALF] -profini : il est formé des a € CW, (R) tels que la suite 
des Fa tend vers 0. 

iii) Le sous-module. SWE (R) , qui est fermé dans EW, (R) , est un D, - 
module D, -pro-artinien, discret si R est fini : on a 

Pas D PAS œ aN Ewe'(R) = N FEW, (R) = N p'ÉW. (R) 
k n=0 k n=0 k 

Démonstration : par passage à la limite, on voit qu'il suffit de démontrer 

cette proposition lorsque R est un k-anneau fini. Soit alors r son radical 
R 

et Re la partie étale de R , de sorte que R= R°t or) PR: 
an van Montrons (iii). Il est clair que CWE) = EW (R°) est fermé dans 

Pa CW, (R) . Comme Ret est réduit, il n'a pas d'idéaux nilpotents non triviaux 
ZX | et on en déduit que EN (R) = cw, (R*) s'identifie à cwh Re} 

de la topologie discréte. L'anneau Ret s'écrit comme le produit d'un nombre 
et est muni 

fini d'extensions finies ky du corps k . On voit que Cw, (R*) s'identifie 
à la somme directe des CW, (k,) > si l'on pose A, = W({k,) et si l'on note 

K, le corps des fractions de A. , on sait (cf. n° 2.3) que CW, (k,) s'iden- 

tifie, au A-module K,/A, , l'action de F étant donnée par Fa = o(a) , pour 
t tout a € KA, : on en déduit que CNE (R) , isomorphe à la somme directe 

des K,/A, est artinien et divisible, donc que 
eo na et = net Set 

CW, (R) = F CW, (R) = CW, (R) : 

n 
si n est un entier tel que re = 0 , on voit que 

van FAN pn EW, (R) = FCW, (R) = ENT (R) 

ce qui achève de prouver (iii). 

LC 2 Le D, -module Cw, (R) est formé des a = (...,a _,...,a,) tels que 
k -n 0 

aa € Tp , pour tout n et est isomorphe, en tant qu'espace topologique au 

produit direct re . On voit que les 

U(R, tp) 
ps 1 

= fa =(...,8_ ,..,a)la er , pour tout n, et a €r2 , Si n<s}, 

pour s € IN , forment un système fondamental de voisinages ouverts de 0 
NC dans CW, (R) et sont des sous-A[F]-modules. 
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Soit [vivons vai une base de TR sur k . Pour n € IN et 
Duo NC 

1<j<d' , soit va . l'élément de CW, (R) dont toutes les composantes sont 

nulles, sauf celle d'indice -n qui est égale à y, . On voit tout de suite que 
NC , 

le quotient CW (R)/U(R, tr ,S) est engendré, en tant que A-module, par les 

images des Yn j , pour hs <s , C'est donc un A-module de type fini. Comme 
CWE (R) est un groupe de p-torsion, on en déduit que les ALF] -modules 
EWE(R)/UIR, F5) sont des A-modules de longueur finie. Par conséquent, 
EWC (R) est un D, -module A[F]-profini. 

m 
m Soit m un entier tel que re = 0, On a Fa = 0 , pour tout 

a € CW (R) est tel que la suite des Fa. onTM 

a € CW,(R) . Réciproquement, si F 
k k 

n Net | “TM eat 
tend vers 0, ona Fa€ CW, (R) , pour n > m . Comme CW, (R) est 

discret, ona Poa = 0 , pour n suffisamment grand, et toutes les composan- 
C 

k 

(R) tels que la suite des 

LS (R) . Par conséquent, CW (R) est 
n 

F a tend vers 0 

“ZN 

tes de a sont dans TR donc a € CW 
ZN 

bien l'ensemble des a € CW k £ 

Comme EN, (R) = EWIR, r.) , les UR,r,,5) , pour s € IN , forment 
encore un système fondamental de voisinages ouverts de Q dans EW, (R) . En 
particulier, CWE (R) = U(R, r,, 0) est ouvert dans Cw, (R) , ce qui achéve de 
prouver l'assertion (ii). 

Comme Ew, (R) = EWE IR) ® ENT (R) , l'assertion (i) résulte des deux 
autres. 

§5.- Relèvement des covecteurs. 

Dans ce paragraphe et dans le suivant, Kk désigne un corps parfait de 

caractéristique p , on pose A = W(k) et on note K le corps des fractions 

de A : on note o le Frobenius absolu opérant sur k , W(k) =A et K. 

5.1. Appelons anneau p-adique (cf. Lazard, [35] p. 69 : Serre dit " p-anneau 
strict" dans [43] p. 46) tout anneau & linéairement topologisé, séparé et 

complet, dont la topologie est la topologie p-adique (autrement dit & = lim 2/p R ’ 
chaque quotient étant muni de la topologie discréte), et qui est tel que p est 

non diviseur de zéro dans RR. 

De même, nous appelons A-anneau p-adique tout A-anneau linéaire- 
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ment topologisé qui est un anneau p-adique. 

Si ® est un A-anneau p-adique et si l'on pose Re = R 8, K , on voit 

que À s'identifie à un sous-anneau de Rie et que le A-module Re , muni de 

la topologie p-adique, est linéairement topologisé, séparé et complet : on a 

Re = lim Rie/P'R , chaque quotient étant muni de la topologie discrète. 

PROPOSITION 5.1.- Soit ® un A-anneau p-adique. Soit 
n “a # a” “a , ' , , “Ta 

a= (..,a_,,..,8 a) € CW, (R) . La série de terme général op ar converge, 
dans Re = À @,K , pour la topologie p-adique. Notons W (a) la somme de 

cette série. L'application We : CW, (R) > Re ainsi définie est une application 

A-linéaire continue. 

Démonstration : on a Cw, (R) = CW(R) = lim CW(R/p' R) . Posons 
R = R/pR , et, pour tout a ER , notons a son image dans KR. Si on se 

donne une suite d'éléments à n! pour né€éIN , de & , on voit facilement 
... ... ... Py | | que (...,a_,,...,8_,,a0) € CW,( ) si et seulement si 

(...,a_.,...,a ,,a,) € CW(R) 

Soit à = ( 8.8 8 p) € Cw, (R) . Alors 

a= (..,a_,..,8a .,,a) € CW(R) et il existe des entiers r et s tel que 

l'idéal n de R engendré par les a. , avec n >r, est nilpotent. Si t 
t ant 

est un entier tel que nP = 0 , on en déduit, en particulier, que al, Emr , 
. an Ant, n-t n-t 

pour tout n>r : si n>r et n > t=, ona donc aP = (GP )P E pP RK 
“Na n n-t 4 4 2 , ou encore p ar, € pP MR : la convergence de la série de terme général 

-n..n À oo | n-t 
D are résulte alors de ce que, pour t fixé, la suite des p -n tend vers 

l'infini. 

Considérons une suite (à ) convergente d'éléments de CW, (R) et 
m m€IN 

soit a sa limite. Posons à = (...,a à ) et à = (...,a 8). = =m Ce. m,-n'‘""" m,0 n°" 0) 
On voit que la suite des a = (...,a pee À ) converge, dans CW/(R) 

=m m,-n m,0 
vers a= (..,a reser G) 

Comme la topologie de CW(R) est celle de la limite inductive des 
CW(R,n,r) (cf. n° 1.6), il existe un idéal nilpotent n de R et un entier r 

tel que a. En et am En pour tout n > r (et ceci quel que soit m ). 

Choisissons un entier t tel que nP = 0 . Le même raisonnement que celui 

que l'on vient de faire montre que, si n>7r et n>t,ona 
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n n-t n n-t ; —na -n -n« -n p aP € bP R et p aP € po R , quel que soit m 
-n m,-n 

Soit u un entier > 1. soit Ny un entier vérifiant Ng >r et Ny >t 
n-t ; ,; 

tel que p -n > u si n > Ny - On voit que l'on a 

_n pn _n pi u 

p à, 7 P à (mod p ®) , pour tout ne No et tout m 

La convergence de la suite des a, dans CW, (R) vers a implique la 

convergence, pour tout n fixé, de la suite des a. _n dans ® vers 4 n 

Il existe donc un entier My tel que si m > mp et n > Ny , ona 
ES “~ u mn ‘ : 
a. m = a (mod p R) . Avec les mêmes conditions sur m et sur n, ona 

donc | 
n k up” 

aP = a (mod p ~*~ RR) , 
-n,m -n 

ou encore 

-n.p” -n D up =n 
à = a od , P 8, m°P 4, (mod p R ) 

d'ou 
-nap” -n.p” u 

= à d pam =P ay (mod p R) 

car up?-n >u si n>0 
® np 

On voit donc, finalement, que si m>m,. , on a w(a_)= Dp aP n 0 fi m n=0 m,-n 
œ 

est congru (mod D'R) à Dp a = w, (4) , ce qui implique la continuité de 
. n=0 ~ 

WwW 
RR 

Il résulte immédiatement de la définition des polynémes 5 que la res- 
~ triction de We à CW'(R) est additive, Comme on voit que. CW°(R) est un 

sous-groupe dense de CW, (R) , le fait que we est additive s'en déduit par 
continuité. 

Comme le sous-groupe de À engendré par les [xl , pour x € k , est 
dense dans À , il suffit alors, pour montrer que We est A-linéaire, de véri- 
fier que wo (Lx]a) = [x]w_(a) , pour tout x € k et tout a € CW,(R) : ceci 

R — A 
résulte immédiatement de l'assertion (i) de la proposition 2.3 et du fait que 

(oo {x}? = [x] 
Remarque : on aurait pu aussi déduire cette proposition de la proposition 3.3. 

5.2. Soit toujours R® un A-anneau p-adique. Posons Ry = À 8; k = R/pR . Il 

est clair que l'application canonique de À sur ®, induit une application A- 
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linéaire continue de CW, (a) dans CW, (R,) : on voit que cette application 

est surjective et que son noyau est le sous-A-module fermé CW, (pe) de 

CW, (R) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont dans ph . 
n | | . = 

Comme p -n 21 , pour tout entier n =O, on voit que l'image par Wo de 

CW , (PR) est pr . Par passage au quotient, on en déduit une application A- 

linéaire continue, que nous notons We de CW, (R,) dans le module quotient 

R/ pR . 

On voit que cette application Wo peut se construire ainsi: si 

a = (...,a _,...,€ ,,a,) € CW.(R,) , on choisit, pour tout n , un relèvement 
= -n -1" 0 kKk Kk L n 

a 
yos , # nea un de a n dans g ; alors la série de terme général p aP converge 

dans Re et son image dans Ry /PR ne dépend pas du choix des rel€évements . 
des a : c'est w (a) 

Remarques. 

1.- Il est clair que w et w sont des transformations naturelles au 

sens suivant : soit R et $8 deux A-anneaux p-adiques et soit o un homo- 

morphisme du A-anneau À dans § ; il est clair que © s'étend de manière 

unique en un morphisme Pr de Rie dans oe = s 8, K et induit, par passa- 

ge au quotient une application A-linéaire D de Ri /PR dans 8,/p8 > de 

même, © induit un morphisme PL de Re dans 8, = § 8, k : il est immé- 

diat que les diagrammes 
~ 

We Wa 
CW, (2) ——+&, CW, (R,) ~R,/PR 

(1) CW(ep) | | «| (1') ta | Oe | 
Weg Ws cw, (8) ——> 8, CW, (8,) + 8,/PS 

sont commutatifs. 

2.- L'application Wo n'est, en général, ni injective, ni surjective. Tou- 

tefois, dans le cas ot Ry = k' est un corps parfait contenant k , on voit 

que Wo n'est autre que l'application réciproque de K'/pA' (où A' = W(k') , 

K' = Frac(A') ) dans CW, (k') construite au n° 2.3 ; en particulier We est 

alors un isomorphisme. Ceci reste, bien sûr, encore vrai dans le cas où Ry 

est le produit d'un nombre fini de corps parfait contenant k 

9.3. Soit ® un anneau linéairement topologisé. Nous disons qu'un idéal I 

de ® est un idéal co-p-adique s'il est fermé et si l'anneau R/I , muni de la 

98 



COVECTEURS DE WITT 

topologie quotient, est un anneau p-adique. 

Nous disons qu'un anneau (resp. un A-anneau) est un anneau pro-p-adique 

(resp. un A-anneau pro-p-adique) si, en tant qu'anneau topologique, il s'iden- 

tifie à lim R/I , pour I parcourant l'ensemble des idéaux co-p-adiques de 

R . En particulier, tout A-anneau pro-p-adique est un A-module topologique, 

Sans torsion, 

Soit ® un A-anneau pro-p-adique. Nous disons qu'une famille à 

d'idéaux co-p-adiques de R détermine la topologie de Rg si les I+ DR ' 
pour IE et n € IN , forment un système fondamental de voisinages de 0 

dans À . Il revient au même de dire que tout idéal ouvert de 8R contient un 

idéal de la forme I+tp Re , avec IE et né€N. S'il en est ainsi, R 
s'identifie à lim R/I . 

IEù 
Il est clair que, si ® est un A-anneau pro-p-adique, l'ensemble Bo 

de tous les idéaux co-p-adiques de mR détermine la topologie de RK. 

Soit R un A-anneau pro-p-adique et soit & une famille d'idéaux co-p- 

adiques de R qui détermine la topologie de #8 . Nous posons Rie = f 8x K 
ad | | _ 7. et ®, = lim (8/1) @, K = lim (R,/IR,) 

IE [Ed 

Si l'on munit chaque quotient R/TR , qui est un espace vectoriel sur 
K 

K , de la topologie p-adique, à devient un K-anneau topologique ; en tant 

que A-module, il est linéairement topologisé : c'est le séparé complété de Rie 

pour la topologie définie en prenant comme système fondamental de voisinages 

de 0 les sous-A-modules de la forme IR + plie , pou IE , ne IN. 
ne | Bo L'injection canonique de R dans Re est continue. 

| Pour tout I € 3 , on a, d'après la proposition 5.1, une application A- 

linéaire continue We de CW , (R/T) dans (R/T) . La commutativité du dia- 

gramme (1) permet de passer a la limite et on en déduit une application A- 

linéaire continue 

a3 AB 
wo: CW,(R) > Ry . 

. : fa — Las ~ Cod At Pa 
Ici encore, si a = (...,8 ,,...,8 Aq) € CW, (R) w, (a) est la somme 

ao ae -n<ph de la série convergente de terme général p ar 

De même, si l'on pose &, = R/pR , on définit, par passage au quotient, 
k 

ou par passage à la limite en utilisant la commutativité du diagramme (1'), une 
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application A-linéaire continue 

8 av 
Wo ©: CWL(R) > Ry / PR 

Si a = (...,8_,,...,a_,,a) € CW, (R,) et si a. est un relèvement de 

a. dans R, wo (a) est l'image dans Re /PR de la somme de la série de 
| # s - NN x terme général p äâP 

~ 

9.4, La construction de l'anneau & associé à un A-anneau pro-p-adique R gq K 4 

et à une famille 8 d'idéaux co-p-adiques de R qui détermine la topologie de 

R , présente deux inconvénients 

at a“ # # en ' Ed ’ #® la structure de Ree dépend, en général, de maniére considérable, du choix 

de la famille @ ; 

~ si on choisit pour à l'ensemble de tous les idéaux co-p-adiques de R , 

l'anneau Ra obtenu est en général "énorme" et peu maniable. 

ai L 
On est alors conduit à remplacer Re par un anneau plus agréable, l'an- 

a an | | | | ee 
neau À des "fonctions analytiques", qui s'identifie à un sous-anneau de K 
chacun des Re 

, an Pour simplifier, nous n'allons donner la construction de Re que dans le 

cas particulier où nous en aurons effectivement besoin : 

dans toute la fin de ce paragraphe, on note K' une extension finie tota- 

lement ramifiée du corps K , e le degré de l'extension, A' l'anneau des 

entiers de K' , mt une uniformisante de A! 

as 

Nous allons définir l'anneau Re lorsque ff est un A'-anneau profini, 
formellement lisse, "localement de dimension finie", autrement dit, ® est un 

A'-anneau profini et chaque composante locale de R est isomorphe à un anneau 

de séries formelles, à un nombre fini d'indéterminées, à coefficients dans l'an- 

neau des entiers d'une extension finie non ramifiée de K' . Pour alléger l'écri-. 

ture, un tel anneau est appelé, dans la fin de ce paragraphe, un A'-anneau 

spécial. 

Soit & un A'-anneau spécial et soit Rie = R 8, K = R Bas K' 

@ Supposons d'abord que R est un anneau local et soit me son idéal maxi- 

mal. Pour tout entier s > 1 , soit T le sous-A'-module de R défini 
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oe) -—n+ a 

par Je = DT D me . On note a le séparé complété du A'-module R 
n=1 

pour la topologie linéaire définie en prenant les J, comme systéme fonda- 
K 

san . mental de voisinages ouverts de 0 ;ona donc Ra = lim R/S g , chaque 

quotient étant muni de la topologie discrète. On voit tout de suite que 

Jo, Cc J. et que TT, Cc Jan si (ttl)s' < s ; on en déduit immédiate- 
ment que le produit dans Rae est continu, d'où une structure de K'-anneau 

topologique sur a (la topologie de K' étant la topologie p-adique ; on 
voit que ue est linéairement topologisé en tant que A'-module, mais pas 
en tant qu'anneau). | 

= Si ® est un A'-anneau spécial quelconque, et si R = | IR, est la décom- 
| A TT an position de ® en produits d'anneaux locaux, on pose Re = | (CP 

C'est donc un K'-anneau topologique, séparé et complet, et c'est un A'-mo- 

dule linéairement topologisé. 

PROPOSITION 5.2.- 

i) Si 8 est un A'-anneau spécial, l'application canonique de mR dans 
-an 
Re est continue et injective. 

a 2 an he. ii) Si ® et S sont deux A'-anneaux spéciaux, (R Ba: Sx s'identifie 
, can: «an | san ran. 

canoniquement a @ ce qui a un sens car et queme Re Bar Sy (ce g ! Ry et Sy 

sont des A'-modules linéairement_topologisés). 

_ | | .. an - : U, ou oo 
iii) La correspondance À Re est fonctorielle :. plus précisément, Si 

© : R 2 S$ est un homomorphisme continu de A'-anneaux spéciaux, il 

dans 8" qui . . .... . aan 
existe un homomorphisme continu et un seul de Re 

prolonge oo. 

fn 

Nous allons d'abord donner une description "explicite" de ie lorsque le 
-ÀA'-anneau spécial ® est un anneau local. Dans ce cas, ‘soit I . un idéal de 
R qui est un élément maximal de l'ensemble des idéaux co-p-adiques de Rg et 
soit A" l'anneau-quotient R/I . On voit que A" est l'anneau des entiers 

d'une extension finie non ramifiée K" de K' et que, si l'on choisit un sys- 

tème minimal de générateurs Xr Xo reer À de I, l'anneau S'identifie a 

A"[[x]] = A" UX, ,X,,...,X 1] . Soit a, le K'-anneau topologique lim R/T Rag , 
chaque quotient, qui est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K' 

étant muni de la topologie p-adique (dans la terminologie du n° 5.3, on a 
AI a8 my aa 
Rie = Re , avec & = {I mEN u est clair que Ree s'identifie à l'anneau 
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KLEXM = K'IEX, % 0 XG] 

LEMME 5.3.- Reprenons les hypothèses et les notations qui précèdent. La topo- 

logie de RK définie par les J. est plus fine que celle qui est définie par 
K 

a + 2 4 + san ~ les IT + pig . On en déduit une application continue de Re dans Rie . 
Celle-ci est injective et son image est formée des éléments de Rie qui peu- 

oe —\ n 

vent s'écrire sous la forme DE: ni avec u €TÏT , pour tout n , et les ER 

n=0 n n 
Ve sont des entiers tels que, pour tout € > 0 , la suite des TV, + ne tend 

vers l'infini. 

; san 2] 
Remarque : la dernière assertion signifie que l'image de Re dans Re est 

formée des séries formelles EX, +X) , à coefficients dans K" , qui sont 

telles, que pour tout d-uple ex, X ) formé d'éléments appartenant à 

l'idéal maximal de l'anneau des entiers du complété C d'une clôture algébri- 

que de K'"', la série E(x) Xo reves X est convergente dans C 
d 

, , d 
Démonstration du lemme : pour tout i = ( ,i,) € IN , posons ——< LIL LIL LILLLLZ —= lyrlose. d 

cie xlx2 x ot lil =i, +i,+..+i.. On voit que tout élément de À! XK 1 Ro ky i 1 D Tee. da” q K 

s'écrit, d'une manière et d'une seule sous la forme 

2 es , 
iEIN — 

avec les a, € K" , et que R (resp. Ry) s'identifie au sous-anneau de Ry 
formé des Dax tels que a, € A" pour tout i (resp. tels que les a, 
sont à dénominateurs bornés). _ 7 

On voit aussi que l'idéal maximal de R est me = (1,1) = (TX, yee Xa) 

et on en déduit que, pour tout entier r > 1, me est l'idéal engendré par les 
at lil yt , pour 0 < | i | <r ; autrement dit me est un sous-A"-module fer- 
mé de AR , topologiquement libre, admettant comme base topologique les 

lili , pour 0s fil <r , et les x , pour fil >r. 
, ; ; -ntl ns 

Soit maintenant s un entier =1 : si n > 1 , on voit que me 
a aT , , | 

est un sous-A"-module fermé de fx , topologiquement libre, admettant comme 
-|i |[-n+1. i | -n+1l.i base topologique les re li | m xX= , pour 0 < Li | < ns , et les n 0 Li , 

pour Li | > ns . On en déduit facilement que J est formé des éléments 

Da, x de À, vérifiant 

(1,) si ms < |i] < (mti)s , v(a,) z -m+1, pour m entier > 1 

Jr
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où l'on a noté v la valuation de K" normalisée par v(r) = i 

ci eae. ; 
Soit u, = La, ~~ , pour j € IN , une suite d'éléments de Rx qui est 

une suite de Cauchy pour la topologie définie par les J. . La condition (1.) 
implique que, pour i fixé , la suite des a, converge dans kK" : ceci 

— ! 

signifie que la suite des u, est aussi une suite de Cauchy pour la topologie 
n , os ; . définie par les IT + PR 3 par conséquent, la première topologie est plus fine 

thos 24s | . | . san 
que la seconde, et on voit immédiatement que l'application de Rie dans Re 

que l'on en déduit est injective. 

ms ~ 

Soit J. l'adhérence de J, dans Re (pour la topologie définie par les 
7 + p'R ) : il est clair que J est formé des Z'a,x- € Re gui vérifient les 

) . Un élément Da, xX ER san 

mme 

tn
 

est dans l'image de $& si I 
b K K 

et seulement s'il est congru, modulo chaque Ti , à un élément de R 

conditions (1) et (1 

K : 

I 
On voit facilement que tout élément de Re qui n'est pas dans Re peut 

[es] — 

a 0 J LT s'écrire sous la forme 7 u, ot 
j=0 j 

IV
 

[æ
 

e les À, forment une suite strictement croissante d'entiers 

IV
 

8 les n, forment une suite strictement croissante d'entiers 0, 

n, | 

#8 pour tout j , Un. E I) , et, si j = 1 , le terme homogène de degré n, 

en Xpr.s À, de Un, 

# # + # san ® Supposons qu'un tel élément soit dans l'image de Rie * on voit que, 
—)., 

> 1, presque tous les mT Ju sont dans I, . Mais, pour j=l, 

n'a pas tous ses coefficients divisibles par Tt 

pour tout Ss 

— À: — | J. 
T Ju, € J. implique que - À, > -m+il si A, < (m+l)s donc que 

| 

- À; + (n/s) > 2 . Par conséquent, pour tout s z 1 , on a ~ A, + (n,/s) > 2, 
pour presque tout j : il est clair que ceci implique que, pour tout e > 0, 

‘la suite des “A; Fnye tend vers l'infini, et l'élément considéré est bien de la 

forme indiquée dans le lemme. 

Oo —V A a n ere I n Réciproquement, soit a= No u, un élément de Rae avec u. E I, 
n=0 

pour tout n , et TV, + ne tend vers l'infini, pour tout €e > 0 fixé. On a 

alors, pour s fixé, - VA > -(n/s)+1 , pour presque tout n ; ce qui, 

d'après (1,) implique que mT Fu, € I. * on en déduit que l'élément considé- 
I À | | -an 2 

ré est bien dans l'image de Re dans Rae . 

Compte-tenu du lemme précédent, la proposition 5.2, est essentiellement 

triviale lorsque les A'-anneaux spéciaux qui interviennent sont des anneaux lo- 
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caux ; le cas général s'en déduit en décomposant les anneaux spéciaux qui in- 

terviennent en produits d'anneaux locaux. 

~ 

5.5. Soit R® un A'-anneau spécial. Notons 2 yi (R) (resp. A, RE) le A'- 
module des A'-différentielles continues de 8 (resp. a) L'injection canonique 
de R dans Re induit une application A'-linéaire de On: (R) dans Qu D: 
on voit que celle-ci est injective, et nous l'utilisons pour identifier On (R) a 

un sous-module de Re) . si d désigne l'application canonique de te 
dans A Re) , nous notons P(R) l'ensemble des éléments a € D tels que A 

da € Op (R) . Il est clair que c'est un sous-A'-module fermé de Re 

Supposons local et choisissons des coordonnées Ky Xo rere Xs . Alors 

R s'identifie à l'anneau AUX, ,X,,...,X 1] des séries formelles en les x, a 

coefficients dans A" , anneau des entiers d'une extension finie non ramifiée 

K" de K' . Utilisons le lemme 5.3 pour identifier i a un sous-anneau de 
_ al gre Xa = ÀL . 

Soit a= Da, xX € Ry . On voit que a € P(R) si et seulement si les 

K" I(x, x 

deux conditions suivantes sont satisfaites 

san 
(2,) ona ae Rie , 

) (2,) pour tout i = (isdn reeerdg) € No et tout j € {1,2,...,d} , ona 
i,a, € A" 
ji 

Soit vn la composante homogène de degré n en les x, de a. La 
r 

D) implique que si Th est le plus grand entier tel que p@<n, 
r œ -r r 

alors p Vv ER : si on pose us = D A , on voit que a 

condition (2 

1 M
 

L
e

 5
 

¢
 

“TS +ne tend vers l'infini, il résulte du lemme 5.3 que la condition (2, ) im- 

plique la condition (2) . 

Pour tout i = (ip rig reer i) € N° , # 0=(0,0,...,0) , notons h(i) le 
plus grand entier h tel que ph divise tous les i, . On voit que P(g) est 

la somme directe de K" et d'un A"-module topologiquement libre admettant com-. 

me base topologique les pW yi , pour i € we , i #0 
Si nous revenons maintenant au cas où gf est un A'-anneau spécial quel- 

conque, et si R= | IR, représente la décomposition de R en le produit de 
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ses composantes locales, on voit que P(R) = | | P(R ) 
m 

5.6. PROPOSITION 5.4.- Soit Rm un A'tanneau spécial. Soit 
n 

a ~ “ n ~o4 , , "+ a — (...,a_,,...,8 _ 1 18) € CW, (R) . La série de terme général p aP converge 
dans a . Notons w, (a) la_somme de cette série. L'application 
x an pis NU ; , 

Wo} Cw , (R) = Rie ainsi définie est A-linéaire continue et son image est con- 

tenue dans P(f) 

Remarque : la notation We ne crée pas de risque de confusion avec la nota- 

tion employée pour la proposition 5.1 : si ® est un A'-anneau spécial qui est 

aussi un A-anneau-p-adique, ® est un produit fini d'extensions finies non 

ramifiées de K' , Rie s'identifie à À et les deux définitions de Wo CO- 
incident. | 

_ Démonstration : en décomposant f en le produit de ses composantes lo- 

cales, on se ramène au cas où l'anneau spécial est local. Supposons qu'il en 

est ainsi et reprenons les notations qui précèdent. 

~ ~ ~ 

Si à = (..,4 ,,...,8 89) € Cw (a) , on voit que, pour n suffisam- 
n n | = —na -n -n (ntl)s , ment grand, an € mo , donc que p aP € p me cp m! Cc J , si 

D” > (n+l)s : pour s fixé, ceci est vrai pour tout n suffisamment grand ; 
la convergence de la série en résulte. 

Si a = ey eee a Fi r . | ° | | 'é A à, im, <n! an, 0) pour m € IN , est une suite d'éléments 

de CW, (R) convergent vers un élément 4 = (...,a are) , on voit que 

8 d'une part, il existe un entier r , indépendant de m tel que les 4 n 
. | m,— 

et a. sont dans m. , pour ner; os 

“ d'autre part, pour n fixé, la suite des a. A converge, dans , vers 
”~ 

a 
-n 

soit s un entier 21 . La première condition montre qu'il existe un en- 
nn nan oo 

tier D: indépendant de m , tel que les p Eu n et p ap sont dans 

J. , pour n > Noy La deuxiéme implique qu'il existe un entier me tel que, 

à “Nap = —Nsp ‘ , ‘1 2 | Si m>m, , a = 1 < 0 p m,-n p ar (mod J pour n<n, La continuité de 

l'application We s'en déduit. 

; u | . On voit que CW (R) est dense dans. CW, (R) . Le fait que la restriction 
~ x | u : Pa ‘ # ' 2 ' 2 û 1 | | de w à CW (R) est A-linéaire résulte immédiatement des définitions : la R 

105 



GROUPES p-DIVISIBLES 

linéarité de Wo s'en déduit, par continuité. 

~ 2 s n . 1: ~ if a 
Tout élément a de Rie qui est dans l'image de Wo s'écrit sous la 

co n nD 

forme 2 p ap : on a donc da = D 4P “laa € AN, (mR) et a € P(r) , d'où n=0 -n —n —n À 

la proposition. 

9.7. Revenons sur les vecteurs de Witt : soit ® un A-anneau spécial. Posons 

R, = RS, k = R/pR . C'est un k-anneau profini. L'application canonique de À 
k A 

sur Ry induit une application de CW, (a) = CW(R) dans CW (Ry) = EN, (R) . 
Il est clair que c'est une application A-linéaire continue surjective et que son 

noyau CW , (pR) est formé des covecteurs dont toutes les composantes sont 

dans l'idéal pr. 

-n p” n 
(pa) € pP “2g c pR : on en Si a € R , pour tout entier n > 0 , p (pa 

déduit que l'image de CW, (pe) par We est contenue dans pR . L'application 

VA définit donc, par passage aux quotients, une application A-linéaire continue 

w. de CW.(R,) dans P(R)/pr . 
RR, k 

PROPOSITION 5.5.- Soit ® un A-anneau spécial. L'application A-linéaire conti- 

k 

nue Wo : CW, (R,) - P(R)/pR définie ci-dessus est un isomorphisme. 

Démonstration : en décomposant ® en le produit de ses composantes lo- 

cales, on se ramène au cas où R est local. En reprenant les notations du 

n° 5.5, on voit que, si l'on choisit des coordonnées, R s'identifie à 

A"LLX, ,X.,.. 

fiée K" de K. 

XI où A" est l'anneau des entiers d'une extension non rami- 

On sait (cf. n° 5.5) qu'une fois les coordonnées choisies, P(R) est la 

somme directe de K" et d'un A"-module topologiquement libre Pp“ (g) admet- 

tant comme base topologique les ph Wd , pour i € N° , i #0. En par- 
ticulier P(R) est un A"-module pro-artinien, et il en est de même de P(R)/pR 

qui est la somme directe de K"/pA" et de P(g) /(pR) a P“(g) 

Sik" désigne le corps résiduel de A" , on voit que Ry s'identifie à 

k'IEX,,X,,...,X Il : on a donc EN, (R,) = EN, .(R,) et c'est aussi un A"- 
module pro-artinien (cf. prop. 4.1). On voit que WE (RL) = EN, (k") s'iden- 
tifie par Wo Lo (cf. n° 2.3) ; d'autre part, pour i € ING , igo, 

posons i' =p “i ; on voit que l'image par We du covecteur 

(...,0,..2,0,X= ,0,..., 0) (ot la seule composante non nulle est celle d'indice 
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-h(i) ) est l'image dans P(R)/pr de pW yh . On en déduit que l'image de 
We est dense dans P(R)/pR , donc que We est surjective puisque c'est une 

application A"-linéaire continue d'un A"-module pro-artinien dans un autre. 

Montrons l'injectivité. Pour cela, si a= Da, xX € Re (avec les a, Ek"), 
. i we h ‘ = 

notons à le relèvement de a dans g défini par à = Bla, 1x (où la, | 
désigne le représentant multiplicatif de a, dans A" = Wk") ). Si l'on note 
v la valuation X-adique dans & et v la valuation X-adique dans & et 

k 

dans K'ILX,,...,X Il , on à donc, pour tout a € RL , v(a) = v(a) 

. 4: , . , TT et 
On a déjà dit que w induit un isomorphisme de CW, (R k ) sur K"/pA"; 

k 

Cw, (a) = Gwe.) © Gwe.) l' Gwe, ) formé d on a y (Ry, = L (Ry, k Ry et l'on voit que 7 Ry est formé des 

covecteurs a = (...,a Lan) vérifiant via D) > 1 , pour tout n ; pour un 
_ se Hn _ 

tel covecteur, on voit que a= LP rap € PC(R) + pour achever la démons- 
n= - 

tration de l'injectivité, il suffit donc de montrer que si a #0, alors a £ PR. 
Pour cela, commençons par établir un lemme : 

LEMME 5.6.- Avec les hypothèses et les notations qui précèdent, si a € DR ; 
pour tout m € IN tel que aa #0 , il existe m' € IN tel que 

—] 

-nap" m+1 
© 

Démonstration du lemme : il est clair que a= 2p a n (mod p 
n=m = 

R) . 

x P| a m On a ES =p v(a__) =p via__,) et p _m 
me homogéne en les x, , de degré p'v(a ) , à coefficients dans kK" , dont 

_ m 
map CL ul A a commence" par un polynô- 

les coefficients ne sont pas tous dans p7mtlan . Il doit donc exister un entier 
-m'. m' nt ' 

m' > m tel que 9 Fm gp } < pv(a__) , i.e. tel que po v(a_ 1 < pv(a__) ; 
-m 

-l 
comme m' >m+l1l, on a donc v(a mn) <p v(a mn) 

Fin de la démonstration de la proposition : si, avec les notations qui pré- 
00 em un mme eut nue ce eut ce ue nu sue RE moe a ae sont nt une ne Mo ee At na mue NN ME Aie HUE ONE ONU HO GNT DR DU us ou unie 

. FN ‘ . 
cédent, il existait a € CW ), a #4 0 , tel que a € pr , l'hypothèse 

a # O0 impliquerait l'existence d'un entier My tel que ain . 4 0 : on pour- > 
rait alors construire par récurrence, en utilisant le lemme, une suite d'entiers 

| -1 | | oo 

m_.,m.,...,m,,.. telle que via | sp via | , pour tout 1 , ce qui con- 
oy wt Mi +] -m; É Le | 

tredit le fait que v(a_ ) > 1 , pour tout n. 

Remarque : soit o le Frobenius absolu sur k et sur A = W(k) et soit 
TN 

T = gl . Pour tout k-anneau fini ou profini R , notons CW (R) le A-module 
déduit de CW.(R) par l'extension des scalaires T : À - À (autrement dit 

k 
MT TS 

CW,(R) s'identifie à CWL(R) comme groupe abélien et, si À € À et 
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IN LTM_T . ; ; 
a € CW, (R) , multiplier À par a ‘ dans CW, (R) revient à multiplier (A) 

TS TS 
par a dans CW, (R) ). On voit que l'on peut aussi décrire CW) (R) comme 
étant l'ensemble des covecteurs (...,a_ ,..,a .) où les a. (indexés par les 

entiers strictement négatifs) vérifient les mêmes conditions que celles demandées 
“N 

pour CW, (R) , l'addition et la multiplication par un scalaire étant données par 
k 

les mêmes formules. On voit aussi que, avec ces conventions, l'application 

) (..,8_,,..,8 ,,a4) MO (..,8,,..,a. 

oN Pan 
permet d'identifier le A-module Gwl(R) au quotient de CW,(R) par le sous- k x 
module formé des covecteurs de la forme (...,0,...,0,a,) , i.e. le noyau de V. 

Si R est réduit (en particulier si R = Ry Où ® est un A'-anneau spé- 

cial), on voit que le noyau de V est aussi le noyau de p 

Dans le cas où R= Ry , avec R un A-anneau spécial, on voit donc 
TaN que l'application Wo induit un isomorphisme we de CW (R,) sur P(R)/R® 

§6.- Groupe de Cartier et exponentielle d'Artin-Hasse. 

6.1. Pour tout anneau commutatif R , nous notons A(R) = RI[T]] l'anneau des 

séries formelles en une variable T , à coefficients dans R , et C(R) le 

groupe multiplicatif des éléments de A(R) congrus à 1 modulo l'idéal engen- 

dré par T 

On voit que C est, de manière naturelle, un Z-foncteur en groupes : il 

est clair que c'est un Z-groupe affine lisse. 

x 
Soit u: IN - {0,-1,+1} la fonction de Môbius 

u(n) = (-1)° si n est le produit de r nombres premiers distincts, 

0 dans les autres cas. 

Soit Zs) le localisé en p de l'anneau Z . Nous notons F(T) l'élé- 

ment de l'anneau MZ) DT défini par 

F(t) = TI (ern 4m 
n=l 

(n,p)=1 

Soit R un Z, ,-anneau. Pour tout a = (a,,a,,...,a_,...) € W(R) , notons 
(p) 0" 1 n 

Ep(a) l'élément de C(R) défini par 
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E 

E_(a) = a | F(a TP) 
R —( n 

i
 —

—
 

On sait (cf. par exemple, [15], chap. III, § 1) que Ee est un homomor- 

phisme injectif du groupe W(R) dans le groupe C(R) et il est clair que ER 

est fonctoriel en R . Autrement dit les Ee , pour R décrivant les Z 

anneaux, définissent un monomorphisme 

de Z ) “groupes affines. 
(p 

m) 6.2. Soit m un entier 21 . Notons o! (R) le sous-groupe de OC(R) for- 
m 

mé des séries formelles congrues à 1 modulo l'idéal engendré par TP. Il 
(m) est clair que C est un sous-Z-groupe affine de C et que le quotient 

Ca = c/o est encore un Z-groupe affine lisse. 
Si R est un Zr) gr 

= = = = i 7 (m) - ap a. 7 à 0 , on voit que E, (a) € CMV(R) . Par passage au quo 

tient, on déduit donc de E un morphisme de Z(,)7 groupes affines 

-anneau et si a = (a 18 re) € W(R) est tel que 

Pour tout anneau commutatif R et tout entier m > 1 , notons AR) 
| m 

l'anneau quotient A(R)/TP A(R) et T l'image de T dans AR) . On 
-mt+1 

voit que CR s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau 

hth) qui sont congrus à 1 modulo l'idéal engendré par Lou 

Si on identifie T à TP , A(R) s'identifie à un sous-anneau de 
-m+i -m m 

A (R) : on en déduit un monomorphisme de C dans C * nous notons m+l m m+l 
‘CCU le Z-foncteur en groupes lim ce . On voit que, pour tout anneau commu- 

u # ” 
tatif R , CC (R) s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau 

CA" (R) = lim AR) qui sont congrus à 1 modulo l'idéal engendré par les T_ 

Il est clair que, pour tout m , le diagramme 

(W_) w+ (C_) 
m Z() TM Zo) 

ve | | 
E 

m+l 

(W +z (Cave 
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x 

est commutatif. Par passage à la limite, on en déduit un morphisme de Zi) 

foncteurs en groupes 

CE": cwl — CC, 
Z Z 

(p) (p) 

Si R est un Z,,, anneau et si a= (6,8 pores Qo) € CW" (R) , on voit 
que © 

CE (a) = | | Fa _T 
R — -n -n n=0 

expression qui aun sens car, pour n assez grand, a n 0 , donc 

Fa T )=1 
-n -n 

6.3. Soit S = IN[1/pl l'ensemble des nombres rationnels > 0 dont le déno- 

minateur est une puissance de p. Soit R un anneau commutatif. Tout élément 

du R-module R° s'écrit, avec des notations évidentes, d'une manière et d'une 
seule, sous la forme: 

2 a 8 , avec les a €R. 
ses S S S 

Notons BA(R) le sous-R-module de R° formé des éléments da. qui 
satisfont la propriété suivante : 

pour tout nombre réel r > 0 , il existe €e > 0 tel que a, = 0, 
(&) 

si r-ess<r., 

Soit a= wa 8. et 6 = 2 b 0. deux éléments de BAR) : on voit fa- 

cilement que (#&) implique, d'une part, que, pour tout s € S , les a bou 

avec s'+s" = s sont presque tous nuls et, d'autre part, que, pour tout r >0 

il existe €e > 0 tel que abo. = 0 si r-e < s'ts" <r ; on peut donc dé- 

finir un produit dans BA(R) en posant 

a = 2: a ,b 0, +a! 
s',s"€S Ss Ss S TS 

On voit que l'on a ainsi muni BA(R) d'une structure de R-anneau 

Soit CA(R) le quotient de l'anneau BA(R) par l'idéal engendré par 8, 

Si l'on note 8. l'image de 9. dans CA(R) , tout élément de CA(R) s'écrit 

d'une maniére et d'une seule sous la forme 2) a 0 , où les al sont 
s€S,s<p *° § 

dans R et vérifient (4). 

Nous notons CC(R) le groupe multiplicatif des éléments de CA(R) con- 
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grus à 1 modulo l'idéal engendré par les 8. , pour s > 0 ,. On voit que CC 

est de manière naturelle un Z-foncteur en groupes. 

Si l'on identifie Ta et 9,72 , on voit que CA“ (R) s'identifie au 
sous-anneau de CA(R) formé des dah. tels que les a. sont presque tous 

nuls. En particulier CC" s'identifie à un sous-Z-foncteur en groupes de CC, 

PROPOSITION 6.1.- Soit R un 4 (.) anneau commutatif, 
co 

i) Pour tout a = (...,a _,...,a,) € CW(R) , le produit infini | | Fa T ) 
-n 0 n=0 -n -n 

converge "ponctuellement" dans CC(R) (i.e. si 
_ _ 

| | Fla T ) = Ub A , la suite des b , pour s fixé est 
n=0 “Hh -n ' mrs 
stationnaire). 

2 
ii) Pour tout a € CW(R) , posons CE, (a) = | {Ft . L'application 

n= 

CE, est un homomorphisme injectif du groupe CW(R) dans CCR) 

Pour tout i = (i_) € nw posons lil = Zi. ; pour tout s €S 
— n n€Z, ’ — n ‘ ! 

soit h(s) la somme des chiffres de s écrit "en base p ". Commençons 

par établir quelques lemmes élémentaires 

LEMME 6.2.- Soit m un entier > 0 et soit s € S . Il n'y a qu'un nombre 

fini de ie wi tels que Dp i =s et |i | <m 
n 

Démonstration : quitte à multiplier s par une puissance de p , on peut 

r P ; 
supposer que s € IN . Soit r un entier tel que s <p + on a nécessaire- 

ment 1, = 0 pour n < -r . Soit t le plus grand entier tel que i, ZO. Si 
1 t-2, t-1. t _ 

i. + + i + i + + + | — t > 0, p i, .. p i, p i, € IN, donc i. ee p 1, p i, est di 

visible par pt et, d'après le lemme 1.2, ite. +i, +i, > (t-1)(p-1) +p ; 

on en déduit que t < (m-1)/(p-1) . On a donc nécessairement i, = 0 si 

n< -r ou si n > (m-1)/(p-1) . Le lemme est alors évident. 

LEMME 6.3.- Soit i € nw) et soit s = Dp . Alors |il| = h(s) 
“ + + —Nl, ’ a # Démonstration : soit s = Zp J, , avec O0 < i, <p , l'écriture de s 

mont one om come voue com dm nu come one on 

en base bp. Il faut montrer que Di > Dj, . Quitte à multiplier par une puis- 

sance de p , on peut supposer que 1 = in = 0 , pour n > 0 . Procédons par 

récurrence sur le plus grand entier r tel que j_. f 0 

® si r = 0 , c'est clair; 

@ dans le cas général, on voit que ie = Jo + pu , avec u € IN : on a donc 
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| -] -1 j,+pji, +... + p j_. = (uti_,) +pi_,t... +p" i +... et l'hypothèse 
de récurrence implique que (uti_ + i +i t+... 25, +j_,+...+)_ 3 )+i ji j +... 

-2 -m 

Jo + j_y TT j_. s'en déduit immédia- 
1 

l'inégalité i, +i +... ti +... 2 g 0 —] -m 
tement. 

LEMME 6.4.- Soit s,t €S . On a _ h(stt) < h(s) + h(t) 

C'est une conséquence triviale du lemme précédent. 

LEMME 6.5.- Soit m un entier > 0 et soit Sn l'ensemble des s €S vé- 

rifiant h(s) < m . Pour tout nombre réel r > 0 , il existe €e > 0 tel que, si 

s € Sn vérifie s <r, alors s <r-e 

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, si 

S < S < eee < 7) < ooo 
n : 

est une suite strictement croissante d'éléments de S tendant vers r , alors 

les h(s. ) ne sont pas bornés. 

Considérons l'écriture en base p de chacun des so 

-t s = 2) pc , avec les c entiers presque tous nuls vérifiant 
n tz nt n,t 

0 < “nt <P 
On voit facilement que, pour t fixé, la suite des Cat est stationnai- 

re et que, si on note C, sa limite, le nombre réel r= we pc, est égal a 
la limite des so . Comme la suite des sy est strictement croissante, il y a 

une infinité de t tels que C, #0. La série de terme général C, est donc 

divergente et les h(s ) ne sont pas bornés. 

Démonstration de la proposition 6.1. : pour tout 
ore A) MEN mm UTED NKR OEY SMM SNS URL UNE US RS OMENS UN MAUR SEH SER ASUS SD As ISH Nm mY nt 

) € CW(R) , notons r =r le plus petit entier tel que l'idéal a — CE a eae a Rudi ( LA -n’ U a 

n de R engendré par les a, avec > r , est nilpotent ; notons dD. = Ÿ 
eee cet idéal et m =m le plus petit entier 21 tel que pb = 0 

-n -n 
Supposons d'abord que TS = 0 , On voit que F(a T _) est un polynô- 

me de degré <m en Ta et que le coefficient de Tl appartient a bi 
On en déduit que les monômes non nuls intervenant dans le développement du 

produit infini sont de la forme 

a,. | [Tt , avec lil = Di <m et a, e slt 
né€IN L a 

i _ _ 
On a | IT = 8, , si s= Dp “i . Pour s fixé, le coefficient de 
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ce dans le produit infini est donc la somme a = La, , la sommation étant 

étendué aux i tel que Dp i =s et |jil <m ; c'est une somme finie, 
d'après le lemme 6.2, d'où la convergence ponctuelle dans R° (si 
S = {se S|ls<p} ) : de plus a, € pt! Cc p's) , d'après le lemme 6.3, et on 
peut donc écrire 7 7 7 

CE.(a) = 2» a'8 , avec a' € phils) ; 
R S s S a 

ses,, = 

et c'est un élément de CC(R) , d'après le lemme 6.5. 

Soit maintenant a = (...,a Drap) 

soit r= rT , m= m . En appliquant ce qui précède au covecteur 
(ee) 

un élément quelconque de CW(R) et 

b = (...,a peer, 0 yeees 0) on voit que le produit infini | | F(a_T_) con- 
verge dans CC(R) vers un élément de la forme 2) be. , avec les bt 

sés | 
dans R. m 

m
y I 

p
h

 

D'autre part, on voit que F(a T ) est un polynôme de degré < p 
-n -n 

C
D

 
m

m
e 

ee
 

c
e

e
 

| bags | r 
= 0); pour tout entier j vérifiant O<j<p , ona 

r-1 

r 
p en Tet (car Tous 

T? = À et hG/p +) < (p-l1)r : on en déduit que | F(a T ) s'é- 
-r+]1 i/o} n=0 -n -n 

crit comme une somme finie de la forme 21 c'§ , avec les c 
ses S S S 

R . | h(s)<(p-1)r 

dans 

La finitude de cette derniére somme implique que le produit infini 

meet 

oo r-1 oo _ _ | F(a_ T_) = ‘ rer) | a) = (2116 .). (bi) | | 
n=0 n=r n 

converge dans CC(R) , ce qui achève de prouver l'assertion (i). On voit en 

outre que l'inégalité h(stt) < h(s) + h(t) (lemme 6.4) implique que l'on peut 

écrire, en posant m' = m+(p-l)r , 

CE (a) = >) a'8 , avec les a' ER, 
R s s S SES)! 

Montrons que si a et b € CW(R) , alors CE, (a + b) = CE, (a) . CE, (b) . 

a) Si a et b sont dans Cw" (R) , cela résulte du n° 6.2. 

b) Dans le cas général, il suffit de montrer que pour chaque u € $S fixé, 

les coefficients de EN dans CE, (atb) et dans CE, (a). CE, (b) sont égaux. 

Compte-tenu de (a) il suffit de montrer que pour un u donné, on peut trouver 

un entier t tel que si l'on remplace 
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a = (..,a a.) par (..,0,..,0,a ,,a ,,,,..,a) et 

b = (6.6, reer Dp) par (..,0,...,0,b ,,b ,,,,..,b) , 

cela ne change le coefficient de o, ni dans CE, (a+b) ni dans CE, (@).CE, (b) . | 

Or, il existe des entiers m, et m, tels que CE, (a) et CE, () peuvent 

s'écrire | 

CE, (a) = . ae. et CE, (b) = 2 be. 
s€ m4 S mo 

Il résulte facilement du lemme 6.5 qu'il n'existe qu'un nombre fini de couples 

(s,s') € Sn: x Sm, tels que s+s' = u . L'assertion résulte alors de ce que, 

si d est un élément quelconque de CW(R) , le calcul du coefficient d'un 8. 

donné dans CE, (d) ne dépend que d'un nombre fini des composantes d du. 

covecteur d. 

Il reste à démontrer l'injectivité. Soit a un élément non nul de CW(R). 

Si a € CWTM(R) , il existe un entier t tel que a. # 0 et a = 0 , pour 
n> t ; le coefficient de T. dans CE, (a) est a, et CE, (a) #0. Sup- 

posons donc que a € CW" (R) et soit i le plus grand entier tel que 
a. € ba , pour tout ner ; ona 1<¢i <m, . Doit t un entier tel que 
a. F4 pitt . On voit que le coefficient de Ty dans CE, (a) est congru a 

— i+] À 
ra. modulo D. et est donc #0 : par conséquent CE, (a) Z 0 

6.4. Il est clair que l'application CE, qui vient d'être construite est foncto-. 

rielle en R. 

Soit k un 4 (.y~anneau. Par restriction aux k-anneaux, CC définit un 

k-foncteur en groupes que nous notons CO, . La famille des CE, , pour tout 

k-anneau R , définit un monomorphisme de k-foncteurs en groupes que nous no- 

ou simplement CE : CW, - CC tons CE L L 
(k) 

Remarque : si k a de plus une structure d'anneau pseudo-compact, notons 

EC, le complété formel de CC, (on a donc EC, (R) = CC, (R) , pour tout k- 
oN 

anneau fini R ). On vérifie facilement que CO, est un k-groupe formel : soit 

S = {ses | s<p} et soit S l'ensemble des parties S' de Ss qui vérifient : 

(&') pour tout r>0O , il existe e>0 tel que [r-e,rl Nf Ses: 

Soit ¢€ = kL(X.) | l'anneau des polynémes en les X. a coefficients dans ses 
k : pour tout S' € § , notons Ios l'idéal de C engendré par les Xe, 
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pour s € S' , On voit que, pour tout k-anneau fini R , CE, (R) s'identifie 
a l'ensemble des homomorphismes continus du k-anneau C dans Rk , pour la 

topologie de C définie en prenant comme système fondamental de voisinages 

ouverts de 0 les idéaux de la forme aC + La , pour a idéal ouvert de k 
SN 

et S' € § . L'algèbre affine de CO, s'identifie donc a la complétion profinie 

de C pour cette topologie (cf. n° 4.8). 

6.5. Supposons maintenant que k est un corps parfait de caractéristique p. 

Nous allons caractériser l'image de CE, dans CC(R) lorsque R est un k- 

anneau. 

nes 

Soit k une clôture algébrique de Kk . Si a € Kk et si s est un élé- 
-r | S 

ment de S de la forme p t , avec r et t entiers, nous notons a l'u- 
_ r -r, t nique élément b de k tel que bP = at (autrement di b=o ‘(a ). 

Soit £ un nombre premier # p . Notons Hp le groupe des racines 2- 

ièmes de l'unité dans k : posons k, = k(H,) et, pour tout k-anneau R , 

R, = RS, Ky . Si a= La 6. € CC(R) , pour tout 7 € Ly , 

S— 

Lan 8, € CO(R 5) 

et 1 | (Qua n°8 ) est invariant par l'action de Gal(k, /k) et appartient 
NEU p S S | 

donc à CC(R) . On a donc ainsi défini, pour tout k-anneau R , un endomor- 

phisme U, du groupe CCR) 

—~ . s— 

U,(2a, 8.) = TI (Lan 6.) 
NEL p 

Soit, pour tout k-anneau R , 

CCT(R) = {a€CC(R) | U a= 1 , pour tout &#p} 

Pour tout k-anneau R , notons CC'(R) l'ensemble des éléments Das. 
de CCR) vérifiant : 

il existe € > 0 tel que l'idéal de R engendré par les a. ; 

avec s<e , est nilpotent. 

Il est clair que CC'(R) est un sous-groupe de CC(R). Si 

a, = La 0. € CCR) , on a, pour r entier > 1, 
r_yf r 

oP = Dah ah e D APG 
0<s<p 77! S r 

sp 
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On en déduit que CC'(R) est contenu dans le sous-groupe CC (R) de 
ioe] 

p 
CC(R) formé des éléments d'ordre une puissance de p. 

Remarque 1: si R est un k-anneau fini, le radical Te de R est nilpotent, 

et la condition (¥') est équivalente à la suivante 

(y) il existe e>0 tel que ai € rp. Pour s <e, 

En particulier, on voit que CC'(R) = CC (R) 

Enfin, nous posons CCT'(R) = CCT(R) N CC'(R) 

PROPOSITION 6.6.- Soit R un k-anneau. L'application CE, est un isomor- 

phisme du groupe CW, (R) sur CCT'(R) 

Pour montrer que l'image est contenue dans CCT'(R) , nous aurons besoin 

du lemme suivant : 

LEMME 6.7.- Soit F(t) = | | a-ry4/n € gift] et soit @ un nombre 
(n,p)=1 | 

premier # p . Dans ZT) [IT] , ona 

| | Fmt) = 1. 
TEL p 

Démonstration du lemme : comme u(n) = 0 si 2° divise n, on peut 
écrire 

F(T) = | TI er 0/7) | TI crrnsynind/ne) 
( (n, p2)=1 n,p£)=1 

(UE ue 
(n,p£)=1 (1-T°Ÿ) 

puisque u(n£) = -u(n) si (n,2) = 1 , On a donc 
nn 2 

TT rm = TT TT 2212 a Il 

NEL p (n,pe)=1 \n€uy (1-n T ) 

[I (1-7 T°) _ Tl [ne jt _1 
(n,pe=1\ (1-70) 

puisque { ] (1-9 T”) =1-T7 gi (n,2) = 1 
TIEL. p 

Démonstration de Im CE, c CCT'(R) : soit a=(...,a_ rap) € Cw, (R) . 

On a CE, (a) = | [F@_t_) 

Soit 2 un nombre premier # p . Il est clair que 
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[ee a 
D U (CE (a) = | [U, (Fla T » = TT TT Fe nT } 

£ R _ £ -n -n _ -n -n 
n=0 n=0 NEL » 

=n Comme (2,p) = 1, ona | | F(a_ np T_.) = | | P(ma_T_,) = 1, d'aprés le 

lemme 6.7. Par conséquent, CE, (a) € CCT(R) 

Le fait que les composantes de a vérifient la condition (¥) (cf. n° 1.5) 

implique trivialement que les coefficients de CE, (a) vérifient (¥') donc que 

CE, (a) € CC'(R) . Finalement, pour tout a € Cw, (R) , 

CE, (a) € CCT(R) N CC'(R) = CCT'(R) 

Si » est un idéal de R et si 2 est un nombre premier # p , nous 

notons 0, l'idéal »b @, Ky de R, = R®, Kp . Etant donnés deux éléments 

a et B de CC(R,) et un e>0, 
£ 

B mod(b,e) si le coefficient de 8. dans a-8 appartient tt
 

# on pose «a 

a b, » pour D<s<E ; 

m on pose a= 8 mode si a =8$B mod(0,e) . 

LEMME 6.8.- Soit S = {s€S|s<p} et soit 6 = D a 6. un élément de 
| ses 

CCT'(R) 

i) Soit » un idéal de R et soit ¢ un nombre réel > 0 tels que 
2 = ue 6 = 1 mod(v,e) . On a de Ep» , pour tout s € S vérifiant 

| , ' -n . 
O<s<e qui n'est pas de la forme s = p , avec n entier. 

ii) Soit ¢' un nombre réel >0 tel que ô = 1 mode' , On a d. = 0 

pour tout s € S vérifiant 0 <s <2e' qui n'est pas de la forme 
n 

S =p , avec n entier. 

Démonstration du lemme : commençons par prouver (i). Il est clair que si 
uv ms me ue eue ne sun veu cum ue ce ue ne ut ee ee! 

a et B sont deux éléments de CCR,) vérifiant a = B = 1 mod(t,e) , on 

a+8 -1 mod(n?,c) . Par conséquent, si 6 
U,5= | [(Daw eo) =1+ DL nd 8. 

TELL p NEUp O<s<e 

1 mod(b,e) , ona it
l 

D
 

R
 

T
H

 

ill
 

iH
 1+ YD ( » na 8 mod(b, €) 

O<s<e TEM p 

# % # “nN Q Soit s € S vérifiant 0 <s <e et s#p pour tout n . Il existe 

un À? # p tel que n° = 1 pour tout n € Uy . Le coefficient de Cu dans 
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U,6 est donc | ed. mod b2 . Comme ? est premier a p, si U,8 = 1, 
ona d € o” | 

S 

La preuve de (ii) est analogue à celle de (i) si l'on remarque que, a et 

B étant deux éléments de CC(R.) vérifiant a = 8 = 1 mode' , on a 
£ 

aB = a +8 -1 mod 2e' 

Fin de la démonstration de la_proposition 6,6 : soit a € CCT'(R) . Com- 
me à € CC'(R) , il existe un e > 0 et un idéal nilpotent » de R tel que 

a = 1 mod(v,e) 

Montrons, par récurrence sur i , que pour tout entier i > 0 

un B. € Im CE 

, il existe 

R tel que a= B. mod(»2", ¢) 

# pour i= 0 , on peut prendre By = 1 ; 

i _ _ 
1 mod(v4 ,€) : si ap, L Dc 4 

i Ss 

it
l 

i _ & si a= 8, mod(b2 ,¢) , ona a8 
i et si v2 I Œ

 

fe
) 

5
 

D
 c € »' pour 0<s<e et, en particulier, 

Cc Ep si p <e - donc c = (...,c pour C ,C.) € CW,(R) . On 
pn p7n pv} 1 k 

voit que Y= CE, (a) = 1 2e Ty mod(p'“, ¢) . Posons 6 = apy sil 
est clair que le coefficient de T = Suen dans Ô appartient a b'2 et 
que § = 1 mod(v',e) : il résulte de l'assertion (i) du lemme 6.8 que 

8 = 1 mod(b'2,e) Ou encore que a= By mod(b2, ¢) et la récurren- 
ce est établie. 

~ # # i = ni En appliquant ceci à un entier i tel que p2 = 0 , on se ramène à mon- 

trer que, si a € CCT'(R) vérifie a = 1 mode (pour un €e donné > 0), 

alors a € Im CE, . En prodédant par récurrence sur €e' , on voit qu'il suffit de 

montrer que, pour tout nombre réel ¢' > 0 , si a € CCT'(R) vérifie a= 1 

mod €" , il existe 8 € Im CE, tel que a= 8B mod 2e 

“nN m s'il n'existe pas d'entier n tel que ¢' <p < 2e' , il résulte de l'asser- 

tion (ii) du lemme 6.8 que & = 1 mod 2e' et on peut prendre B = 1 . 

i 

n B s'il existe un entier n tel que e¢' < on < 2e' , il résulte de l'assertion 

(ii) du lemme 6.8 que a=1- aT mod 2e' , pour un à € k convenable: 

on voit qu'il suffit alors de prendre 8 = F(aT_) 

Remarque 2 : soit R un k-anneau. Par transport de structure, l'isomorphisme 

CE, munit CCT'(R) d'une structure de D, -module à gauche. Si 

a= DESCE € CCT'(R) , on voit que 
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FO = Da 6, 
— ss 

v® = );ja 8, 
s sp 

[xla = Dax 8. , pour tout x€k (on a noté Ix] le représentant 
multiplicatif de x dans A = W(k) ). 

Remarque 3 : pour tout k-anneau R , soit BC(R) le groupe multiplicatif des 
éléments de BNR) congrus à 1 modulo l'idéal engendré par les 8 , pour 

s > 0 . Pour tout nombre premier 2 , notons BAR), l'anneau 

BA(R)[x]/(X° - 9.) . On voit que c'est un BA(R)-module libre de rang 2 et que, 

si l'on note Tt l'image de X , pour tout s € S , il existe un élément 95/0 
i g de BA (R) , et un seul, de la forme T 9, , tel que (Bi 72) = 8 . Pour tout 

Qa = La 0. € BC(R) , posons 

F (a) = | | (Za n°0 ) 
S nEup s/£ 

V, (a) = dats, 

On voit que Py et Vo définissent des endomorphismes du groupe BC(R) 

F = gf et que eV po) a 

On voit aussi que le sous-groupe C(R) de BC(R) , formé des éléments 

de la forme 2 a (autrement dit le groupe multiplicatif des séries formel- 8 

les, de terme Éd ctant égal à 1 , en la variable 0, = To ), est stable par 
Vo. et F, . Par restriction Vo et F, définissent des endomorphismes de 

C(R) : ce sont les opérateurs du même nom introduits par Cartier ([6], §2). 

Le noyau de la projection canonique de BC(R) sur CC(R) n'est pas 

stable par V, , mais l'est par Vo : par conséquent Velo opère sur CC(R); 

on voit que, dans CC(R , VF =U 
g 8 £ 

6.6. Supposons encore que k est un corps parfait de caractéristique p. 

Nous posons A = W(k) et nous notons K le corps des fractions de A. 

. Comme au numéro précédent, nous posons S = N[i/p| et S = {ses | O<s<p}. 

Nous allons, pour terminer ce paragraphe, utiliser ce qui a été fait au §5 pour 

donner une interprétation du module des covecteurs de Witt à coefficients dans 

C A(k) 

Pour tout anneau commutatif R , muni de la topologie discréte, munissons 
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l'anneau BA(R) de la topologie définie en prenant comme système fondamental 

de voisinages ouverts de 0 les idéaux (6 ,) , pour m € IN . Il est clair 
p 

que BA(R) est un R-anneau linéairement topologisé, séparé et complet pour 

cette topologie. 

Soit ®, = lim BA(A/p) . Il est clair que, si A est muni de la topolo- 
gie p-adique, Bs est un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. 

On voit que Ba s'identifie au sous-A-module de 2° formé des éléments 
ts? , avec les a, dans A vérifiant 

pour tout entier n > 0 et tout nombre réel r > 0 , il existe 

@) e > O0 tel que a, € pA, si r-e ssc<r., 
P. n ~ Les idéaux (8 m'P ) , pour m, n € IN , forment un système fonda- 

mental de voisinages ouverts de 0 dans Br . On en déduit, avec la termi- 

nologie du n° 5.3, que Ba est un A-anneau pro-p-adique et que l'ensemble 

& des idéaux de GA de la forme (6 

d'idéaux co-p-adiques de Bn qui détermine sa topologie. 

lai ai “ 
63) = = = i Vy _ Posons x Bx GB, 8, K et By By . Il est clair que Be s'iden 

tifie, en tant que K-anneau topologique à la limite projective des B,/8 mB, , 
p 

m) , pour m entier, est une famille 
p 

chaque quotient étant muni de la topologie p-adique. 

om 

On vérifie facilement que tout élément de Be. s'écrit d'une manière et 

d'une seule sous la forme da 0. , avec les a. € K vérifiant ($.) et 
1 

pour tout r > 0 , il existe un entier m tel que pa EA, si 
(3, ) s 

2 s<r, 

Enfin, nous notons Br le sous-espace vectoriel de By formé des 

La. qui vérifient 

pour tout r > 0 , il existe c > 0 tel que lat, £ CS , si 

3 {sr (en notant | lo la valeur absolue p-adique sur K ). 

On voit enfin que le k-anneau linéairement topologisé 

B, —@ ' a a k = G,/P8, s'identifie canoniquement à BA(k) 

ral 4 , 4 4 + À # 4 Ü On a défini au n° 5.3 une application A-linéaire continue We de 
A A 

Cw, (@,) dans B,/ PB, . En composant avec la multiplication par 1/p on en 
-1 à 

déduit une application A-linéaire continue wm =P "en : CW, (B,) — 8,/6, . 
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Q — a ' # # 2 ~ Si. a (...,a_ ,...,a0) E Cw, ( L) et si a. désigne un relèvement de a. 

dans By , on voit que w, (a) est l'image, dans 8,/8, de la somme de la 
2 a, , Ni n série de terme général pA tape 

PROPOSITION 6.9.- L'application A-linéaire continue w, : CW,(@ k LB) 7 6/6, es k 

injective. Son image est 8,/8, . 

Démonstration : on voit que CW, (8) est formé des 
re <=- k k 

= “7 t ! & = ifi a = ( a pra; ap) avec les a. € L vérifiant 

il existe des entiers m et n tels que a € 0 BG. , si 
(y") 0 “nN pm k 

n2Mp). 

En procédant comme pour démontrer l'injectivité de We dans la proposi- 

tion 5.5, on voit facilement que si a = (...,a ,...,a.) était un élément non 
-n 0 

nul de CW, (8) tel que w, (a) = 0 , il existerait un entier m et une suite 
‘ ‘ , G . 5 . ie infinie Ny Ng rere Tiree telle que a. £ € mn + ce qui contredirait (¥"). 

1 p 

L'application Dy, est donc injective. 

Soit a = (...,a _,...,a,) € Cw, (B) et soit m et n des entiers tels | 
ey 8g 

0 

que a. € m0 k , Si ne Ny . On peut choisir les relévements a. des 

® à ® > . Si a. dans À pour que à € ‘om A! si n > Ng Si on pose 

œ nn A 

a= Dp aP EG , 
| n=0 on K 

on a alors 
Ng-1 -n.+1 0 _n. _ n n a = pi + D pra =p 7 pry, 
n=0 n=ng 

co n 

avec BEG, et y = 2 p rar 
n=ng 

On voit que, pour tout s € S , le coefficient cs de 9, dans y vé- 
_ n , -mtn+il ; —~mtn -mtnt+l1 rifie Ic. | <p sis<p - donc, si p <s <p , ona 

—n,t1l 
Pour tout s € S , le coefficient b. de 8 dans p 0 8 vérifie 

nn-i 
lb | <p? : si r est un nombre réel > 0 , on a donc 

na-l 
s*|b.| < rip 0 si sar, 

On en déduit que pour tout r > 0 , le coefficient a. de pe dans « 
n m poly 0 vérifie lac, < c(r)s , pour tout s =r, si l'on pose c(r) = max(p 
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x — 1 Les . L Par conséquent a, donc p a=, vérifie (3) et appartient a GB, . On a donc 

montré que l'image de D est contenue dans 8,/8, . 

Si a= ia 0. est un élément quelconque de sm, , nous posons, pour 

tout entier n >0, a) = Zo “(a.)é _n (rappelons que o est le Frobenius 
Sp | 

absolu). On voit que 
n (n),p _ (a *) = a (mod pB ,) ou encore que 

-n-1, (n)p® -n-1 -n p (a ))P =p a (modp @,) 
A 

On en déduit facilement que l'image par Wy, de Cw" (a ) (sous-groupe de 
k 

CW, (8 ) formé des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles) 
k 

est 8,/8, . 

Soit maintenant a = Za 0. un élément de @, . Nous allons chercher 

un élément a de CW, (@,) tel que w, (a) soit égal à l'image de a dans 

! iti 63) G B/B, . La condition (3,) montre que on ss EB, . Comme £/8 est 

contenu dans l'image de ww , on voit que l'on peut supposer a, = 0 pour 

s < 1 . D'après (..) il existe donc un © > 0 tel que last, < CS , pour 

tout s ES 

Pour s < c tp , ona la lp <p , donc ja. | < 1 et à, € À ; pour 
tout entier n > 0 et pour culpMtl < 5 < c”ipnt2 , on a als < pire | 
donc lat, < pot On a donc 

iw ©] 

= @ 2 nan ante 2%, ) (mod a) , 
+ _ + _ + | 

avec pa, € A si cl lpttt es < ol ptt4 soit m € Z tel que 
mM < c tp . On voit que l'on peut réécrire a sous la forme 

“ -n-1 
a = ® 2 P 8 nen (mod @,) , 

les BS étant des éléments de GA . 

Pour achever la démonstration de la proposition il suffit donc d'établir le 

lemme suivant : 

LEMME 6.10.- Soit m € Z et soit Bye grrr. des éléments de By . Il 

existe a € Cw, (@,) tel que my, (a) soit égal à l'image dans 8,/8, de 
5 -n-l 
À p ° m enên 
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Démonstration : soit m' € Z et soit Yor Yyrr nr des éléments de 
| (n)) pi _ . 2 Ba . Pour tout n > 0 , ona (a = Y, (mod p&,) * par conséquent 

, . ol (n+1) pit | Yn = D ae ae | € Bn , pour tout n > 0 

-n-1 -n-1 (n)\p -n-l Dp = 2 6 + 2 ; — n=0 ? m'inin n=0" om n=0 P (m'+1)+n*n 
ee) 

On voit donc que l'image de 2 ptt, Yn dans B,/B est égale à la 
n= 

' + pm'+n 

y' et de w,(b) ot 
o*) 

4 -n-1 somme de l'image de 2p ? {m'+1)#n n k 
n=0 

— lé 3) B b (..4,D_ sees Do) est un élément de Cw, ) tel que b. E om k » pour 

tout n 

En appliquant ceci successivement à m' = m,mtl,...,mtt,... , on voit que 

! 41é 63) Srifi l'on peut construire des éléments b ,b ,,,..,b ,,,.... de CW( L) vérifiant, 

pour tout t = 0, 

#m les coefficients de b appartiennent à 9 mt , 

a i a à G! + + + yy, si a est un relévement dans . de Dy b b tl b ae ona 

o= » pty B =a, + » p Bt, § (mod ®.) , ot les n= pmtn n t n=0 p(m+t) +n n,t A 

§ 63) not sont dans A - 

On voit donc que la suite des CL, converge vers l'image de a dans 
8/8, ; le fait que les coefficients de batt sont dans Pom implique 

que la série de terme général b ., converge, dans CW, (&,) , vers un élé- 

ment a : la continuité de w implique que @,(a) est égal à l'image de a 
k Kk — 

B! /R dans 4 A 

6.7. On conserve les hypothéses et les notations du numéro précédent. Posons 
Cy = CA(k) ; rappelons que c'est le quotient de l'anneau By. = BA(k) par l'i- 

déal engendré par oy . Notons CW (8 ) le sous-A-module fermé de 
k k 

Cw, (B, ) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont dans 9% . 

Il est clair que l'on a une suite exacte de A-modules topologiques 

0 —- CW, (8,8) — Cw, (8, ) — Cw, (C,) — 0 

mn a=0 si s<p 

Soit @! = | 2a 0 ER, 
K S S K lasl, < s pour tout s€5s 
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On voit que GB € Bi. et qu'un élément a de GB de la forme 2 a 8 est 
K K «K s=p Ss Ss 

u , , n . nN n+l , 
dans Ge si et seulement si p a EA, si p <s<Pp Il est clair que 

Be est aussi l'ensemble des éléments de cu qui peuvent s'écrire sous la for- 
me 

= -n-l 2 P Pati , avec des BF € Bn . 

On voit facilement (cf. la démonstration du lemme 6.10) que l'image par 

RB 2 242 i B \ 
Dy de CW, (6. L) est formé des éléments de B,/ A UE l'on peut relever, 

dans Be , en un élément de Be . Par passage au quotient, on en déduit un 

isomorphisme 

_ . QB! B" + Dw, + CWL(C,) —+ @,/(8, +@,) 

On peut énoncer ce résultat sous la forme suivante : 

PROPOSITION 6.11.- Notons ® le A-module formé des éléments La 0, , 

avec 

K/A Si s<p, 

K/p "A si p®<s<pTM! (pour n>1), 

) . L'application vw définit, par vérifiant les conditions (8) , (8,) et (6 
3 k 

passage au quotient, un isomorphisme LA du A-module CW, (Cy) sur OL . 

Remarque : en particulier, la structure de D,,-module à gauche sur Cw, (C,) se 

transporte sur Oy. . On voit que l'action de F et de V sont définies par 

_ _ - 1 F(a 0.) = Zo(a)8. et v(2a 0 ) = po CRERA , 
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CHAPITRE III 

MODULE DE DIEUDONNÉ 

Dans tout ce chapitre et dans les suivants, on note k un corps parfait 

de caractéristique p , on note A = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt à 

coefficients dans k et D, = A[F,V] l'anneau de Dieudonné de Kk . Si + 

est un automorphisme de k , on note encore + son relèvement à À ainsi 

que le prolongement de ce relèvement à D, (avec t(F) =F, +(V) = V). 

Nous appliquerons ceci en particulier au Frobenius absolu o (on a ox) = xP 
pour tout x dans k). 

§1.- Classification des p-groupes formels. 

1.1. Nous disons qu'un groupe formel (commutatif) G sur k est un p- 

groupe formel s'il s'identifie à la limite inductive, pour ne , des noyaux 

de la multiplication par pb" 

Les assertions suivantes sont évidentes 

me tout k-groupe formel connexe est un p-groupe formel ; 

C et Cc et , 
‘me si G=G xG , avec G connexe et G étale, est un k-groupe for- 

et 
mel, G est un p-groupe formel si et seulement si G l'est ; 

a un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si G(k') 

est un groupe de p-torsion, pour toute extension finie k' du corps k ; 

a un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si G(R) 

est un groupe de p-torsion, pour tout k-anneau fini R ; 

sp la catégorie des p-groupes formels sur k est une sous-catégorie épaisse 

de la catégorie des k-groupes formels ; 

NX 

a le groupe CW, est un p-groupe formel. 

1.2. Soit G un k-groupe formel et soit Ba son algébre affine. L'ensemble 
SN 

des morphismes de k-schémas formels de G dans CW, s'identifie, par le 
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oN 

lemme de Yoneda, a CW, (BA) et a donc une structure naturelle de D,- 

module A[F]-pro-artinien (chap.II, prop.4.1). 

“N . 
Soit M(G) = Hom(G,CW le groupe des morphismes (de k-groupes for- 

mels) de G dans CW. . L'identification précédente permet de considérer 

M(G) comme un sous-D, -module topologique fermé de CW, (BQ) . Plus préci- 
sément, considérons les trois applications continues suivantes de Bo dans 

B.@B.: le coproduit A. , l'application ar a@l , l'application ar lea; 
G G G 

SN 

par fonctorialité, elles induisent des applications continues de CW, (BQ) dans 
A a 

CW, BL ®BQ) que nous notons de la même manière ; on voit que M(G) s'i- 

dentifie au sous-D, -module fermé de CW, Be 
fiant A, (a) = agi + 1Qa . 

) formé des éléments a véri- 

Si vo : G — H est un morphisme de k-groupes formels, il est clair que 
LS / 

l'application évidente M(w) : M(H) = Hom(H, CW, ) ~ M(G) = Hom(G,CW, ) est 

continue. 

Si maintenant G est un p-groupe formel et si, pour tout ne IN, G 
n 

désigne le noyau de la multiplication par p° dans G , on voit que M(G) 
s'identifie à la limite projective des M(G,,) et que chaque M(G,) est tué 

n » 1 se Un ; 2 . par p |. On en déduit que M p M(G) = {0} et il en résulte facilement 
n=0 

que M(G) est un D, -module A[F ] -profini. 

On a donc ainsi défini un foncteur contravariant M , que nous appelons 

le foncteur module de Dieudonné, de la catégorie des p-groupes formels sur k 

dans celle des D, -modules A[F]-profinis. Il est immédiat que M est addi- 
tif et exact à gauche. 

1.3. À tout D, -module A[F]-profini M , on associe un k-foncteur en grou- 

pes formels G(M) en posant 

Mont 

Dk À A 
des applications D, -linéaires continues de M dans Cw, (R) (où CW, (R) 

TN 

@ pour tout k-anneau fini R , G(M)(R) = Ho (M,CW, (R)) est le groupe 

est muni de sa topologie naturelle, cf. n°II.1.6) ; 

m si n:R-S est un morphisme de k-anneaux finis, G(M)(n) est l'appli- 
aN “TM “N 

cation qui, à » : M > CW,(R) , associe CW, (n}e © : M > CW, (5) 
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Soit M un D, -module A[F]-profini . Comme Cw, est un k-groupe 
formel, c'est un foncteur exact à gauche et on en déduit que G(M) est un 

foncteur exact à gauche, donc que c'est un k-groupe formel (chap.I, prop.4.1). 

Soit R un k-anneau fini. On sait (n°II.4.5) que le A-module topologique 
oN , , LN 0: , , m 

CW, (R) est le produit direct de CW, (R) qui est tué par p , pour m suf- 
JS et 

fisamment grand, et de CW. (R) qui est discret. Comme M est A[F]- 
AN profini, on en déduit que le groupe Home °TM (M, CW, 

LAN 
linéaires continues de M dans CW (R) est de p-torsion. Il en est a fortio- 

ri de même de G(M)(R) = Home" (M, CW 
k 

(R)) des applications A- 

. (R)) . Par conséquent G(M) est un 

p-groupe formel. 

On peut considérer G comme un foncteur contravariant de la catégorie 

des D, -modules A[F]-profinis dans celle des p-groupes formels sur k: si 

co : M - N est un morphisme de D, -modules A[F]-profinis, Glo) est le 

morphisme de G(N) dans G(M) défini par : 

| pour tout k-anneau fini R , Glo), : G(N)(R) ~ G(M)(R) est l'application 
PA: oN fqui, à y : N — CW, (R) , associe you : M = CW, (R) 

Il est clair que G est un foncteur additif exact à gauche. 

1.4. L'objet essentiel de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant : 

THEOREME 1.- 

~ i) les foncteurs M et G sont adjoints à gauche. 

ii) Le foncteur M induit une anti-équivalence entre la catégorie des p- 

groupes formels sur k et celle des D, modules A[F] -profinis,et G 

est un quasi-inverse. 

iii) Si G est un groupe fini sur k d'ordre pi , M(G) est un A- 

module de lonqueur finie r 

On voit que ce théorème implique que le foncteur M est exact, donc 
SN 

que le groupe CW. est un objet injectif dans la catégorie des p-groupes for- 

mels sur k . On a en fait un peu plus 

THEOREME 2.- Le groupe CW, est un objet injectif dans la catégorie des k- 
groupes formels. 
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Comme tout k-groupe formel se décompose de manière unique en le pro- 

duit direct d'un groupe connexe par un groupe étale, et comme tout k-groupe 

formel connexe est un p-groupe formel, on voit que la seule chose à démontrer, 

en sus du théorème 1, est la proposition suivante 

PROPOSITION 1.1.- Le groupe cwe est un objet injectif de la catégorie des 
k-groupes formels étales. 

Ce résultat sera démontré au §2. 

Remarque : appelons D, -module fini tout D, -module à gauche qui est de lon- 

gueur finie en tant que A-module. On voit que, muni de la topologie discrète, 

tout D -module fini est A[F]-profini et même D, -profini. Le théorème précé- 
k k 

dent montre donc en particulier, par restriction a des catégories convenables, 

que 

# le foncteur M induit une anti-équivalence entre p-groupes finis sur k 

et D, -modules finis : 

@ il induit aussi une anti-équivalence entre les groupes formels sur K qui 

sont des limites inductives de p-groupes finis et les D, -modules profinis. 

1.5. Soit G un p-groupe fini sur k . On peut le considérer aussi bien 
comme un k-groupe affine que comme un k-groupe formel. En particulier, le 

groupe G(R) est défini pour tout k-anneau R (pas nécessairement fini). Nous 

nous proposons de déduire du théorème 1 une description de G(R) à l'aide 
de M(G) 

PROPOSITION 1.2.- Soit G un p-groupe fini sur k et soit M = M(G) 

Pour tout k-anneau R , le groupe G(R) s'identifie canoniquement (et fonc- 

toriellement en R) au groupe Homp, (M,CW, (R)) des applications D, - 

linéaires de M dans cw, (R) 

Démonstration : comme G est fini, M est un D, -module fini et la 
— vues ur us sun ou net ut ue US Cu Ne 

topologie de M est la topologie discrète. Si R est un k-anneau fini, on a, 

d'après le théorème 1, G(R) = Home (M, GW, (R) = Hom, (M,CW,(R)) (car 
Dy k 

la topologie de M est la topologie discrète) = Homp (M,CW, (R)) (car 
co 

k 

CW, (R) = CW k (R)) et la proposition est vraie. 
kK 

Dans le cas général, soit %(R) l'ensemble des sous-k-anneaux finis de 
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R . Comme l'algèbre affine de G est un k-anneau fini, on à 

G(R) = lim G(S) : par conséquent, G(R) s'identifie canoniquement (et fonc- 
SEFUR) 

toriellement en R) à lim Homp (M,CW, (S)) . Tout revient donc à montrer 
SE (R) K 

que, si u est une application D, -linéaire de M dans CW, (R) , elle se 

factorise à travers un CW, (S) , pour un SE %(R) convenable. 

Pour cela, choisissons des éléments a.,,a à. qui engendrent M 12" 
en tant que A-module et posons u(a,) = (.. cran gree 

qu'il suffit de montrer que le sous-k-anneau S de R engendré par les a. 
/ 

18 y) . Il est clair 
f 

pour né€ N et i=1,2,...,r , est fini. 

Supposons d'abord G _ unipotent. Il existe donc un entier s tel que 
Ss ' VM= 0. On a donc ani = 0 , pour ne2s , et il n'y a qu'un nombre 

fini de a_. j non nuls. Si, d'autre part, on a, pour i=1,2,...,r , 

Fa. =2 2, .a , avec les À, ,€A, on doit avoir 
1 1,j J l,j 

p p . (...,a porn )J = DR, .(...,a peee @, ) 
“N,l O,i j=l 1,J “nN, J 0,j 

Si l'on note À, l'image de hi dans k , on en déduit facilement que 
4 i 

l'on peut écrire 

r 

a = Dk ia, +P Mla) _), -n,i j-1 i,j -n,] n,i -m,jn<m<s , l<j<r 

où les P sont des polynômes à coefficients dans k . On voit alors, que 
a 

S est engendré, en tant que k-espace vectoriel, par les monômes en les 

a , pour Osn<s et 1l<i<r , de degré < p en chacun d'eux ; 
il, 

c'est donc bien un k-anneau fini. 

Supposons maintenant G connexe et soit a l'idéal de S engendré 
oo . . S 

par les ani’ Il existe un entier s tel que F M = 0; on a donc 

Ss Ss 
aie 7 0 , pour tout n et tout i, d'où aP = 0. Si, d'autre part, on a, 
pour i=1,2,...,r, Va, =24u, ;à , on doit avoir 

| 4 

r 

(...,a 2278, J = Dy, ,(...,a poser ,) -n-1.i'° -] _ n-1,i Vo jar td n,j 0,j 

Si l'on note My l'image de uy, dans k , on en déduit facilement que 
4 4 

l'on peut écrire 
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I 
M

n
 

uy ;2 ..+ P (fa .)) , a , 
-n-1,i j -n,j n,i -m,)j j=l 

ou les P, i sont des polynômes, à coefficients dans k , sans terme cons- 

tant, ni termes du premier degré. Comme l'idéal 4 est nilpotent, on en dé- 

duit que l'on peut exprimer les a_. , comme des polynémes en les ap 
S ; | 1 

Comme ap , = 0 , l'anneau S est bien un k-anneau fini. 

Le cas général s'en déduit en remarquant que tout p-groupe fini sur k 

est le produit d'un groupe étale (donc unipotent) par un groupe connexe. 

1.6. Montrons que les foncteurs M et G sont adjoints à gauche. Soit G 

un p-groupe formel sur k et soit M un D, -module A[F]-profini. D'après 

le lemme de Yoneda, l'ensemble des morphismes de k-foncteurs formels de G 

dans G(M) s'identifie à G(M)(B.) (où B. désigne l'algèbre affine de G). G G 
Si Ba = lim R, , avec les R; des k-anneaux finis, on a 

ic 

G(M)(B-) = lim G(M)(R) = lim HomS°TM (mM, GW, (R)) = Home (mM, Gv. B_)) = G —_ i <— D, K ji D, kG 

ensemble des applications D, -linéaires continues de M dans cw, (B.) . On 
voit immédiatement que, dans cette identification, une application D, -linéaire 

continue de M dans CW, (B.) est un morphisme de k-groupes formels si et 
seulement si son image est contenue dans M(G) . On a donc ainsi construit > 
une bijection entre le groupe Hom(G,G(M)) des morphismes du k-groupe for- 

mel G dans G(M) et le groupe Homp (M, M(G)) des applications D, - 

linéaires continues de M dans M(G) . On vérifie immédiatement que cette 

bijection est compatible avec les structures de groupe et est fonctorielle en G 
et M. Les foncteurs G et M sont donc bien adjoints à gauche. 

1.7. Soit M un D, -module A[F]-pro-artinien. Nous disons que M est 

étale (resp. connexe) si FM = M (resp. si pour tout aéM , la suite des 

Fla tend vers 0). 

PROPOSITION 1.3.- Tout D, -module A[F | -pro-artinien s'écrit d'une manière et 

d'une seule comme la somme directe d'un module étale et d'un module connexe . 

et 0 Démonstration : soit M un tel module. Soit M = = FM et soit 
CO n=0 

M l'ensemble des a dans M tels que la suite des FTMa tend vers 0 
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Il est clair que Met et M° sont des sous-D,-modules fermés de M, que 
M° est connexe, et que, si N est un sous-D, -module étale (resp. connexe) 

de M , alors Nec Met (resp. Nc M°) . On voit donc qu'il suffit de montrer 
que M = Mele M et que met est étale. 

oes age t C ; ra Remarquons que les définitions de M° et M gardent leur significa- 
tion si M est seulement un A[F]-module pro-artinien (i.e. si l'action de V 

n'est pas définie). Comme les limites projectives filtrantes sont exactes dans 

la catégorie des A-modules pro-artiniens, on voit qu'il suffit de démontrer le 

lemme suivant 

LEMME 1.4.- Soit M un A[F] -module à gauche, qui est artinien en tant que 

A-module. Posons M* = a FM et soit M° l'ensemble des ac M tels mere 

n=0 
t | que F'a = 0 , pour n suffisamment grand. Alors M = M° @ Mo et 

FMEt = met 

# + ii La La nN , Démonstration : comme M est artinien, la suite des F M est station- 

naire. Soit m un entier tel que FM = (1) F°M . On a alors 
et et m C n=0 m 

M =FM =F M et M est le noyau de F . Le lemme s'en déduit. 

Si M est un D, -module A[F]-pro-artinien, et si M = Mo M° ’ 
avec M&t étale et MC connexe, nous appelons oct la composante étale 
de M et Mf la composante connexe de M 

Il résulte de la proposition 4.1 du chapitre II, que si R est un k- 
“ss PNR 

anneau fini ou profini, Cw, (R) est la composante connexe de Cw, (R) et 
7 et 24: 

CW. (R) sa composante étale. On en déduit immédiatement que 

m si G est un k-groupe formel étale (resp. connexe), M(G) est étale 

(resp. connexe) : 

» si M est un D,-module A[F]-profini étale (resp. connexe), le p-groupe 

formel G(M) est étale (resp. connexe). 

On voit donc que la démonstration du théorème 1 se décompose en deux 

parties : le cas étale et le cas connexe. En fait, nous procéderons en trois 

étapes 

lère étape : on commence par démontrer l'exactitude de M restreint aux 

k-groupes formels étales, autrement dit, la proposition 1.1 : ce sera fait au 
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§2 , comme conséquence de l'étude du comportement de M vis à vis de 

l'extension des scalaires : 

2e étape : on montre (§3) que le noyau de V dans M(G) s'identifie 

à l'espace tangent du dual de G et on en déduit le théorème 1 dans le cas 

étale (proposition 3.4) : 

3e étape : on montre ($4) que le quotient M(G)/FM(G) s'identifie à 

l'espace cotangent de G et on en déduit le théorème 1 dans le cas connexe 

(proposition 4.5). 

§ 2.- Extension des scalaires. 

2.1. Commengons par établir le résultat suivant : 

PROPOSITION 2.1.- Soit k' une extension finie galoisienne de k . Soit M 

un W(k')-module pro-artinien sur lequel G = Gal(k'/k) opère contindment et 

semi-linéairement (i.e. M est un W(k)[c] -module et si ge, a€ Wik') , 

x€M , on a g(ax) = g(a)g(x)) . Alors 

i) l'application de Wk’) eg) M° dans M qui à a&@gx associe ax 
est un isomorphisme : 

ii) le G-module M est cohomologiquement trivial. 

Démonstration : posons A = W(k) et A' = W(k') 

Comme A' est un AIG] -module libre de rang 1 , le G-module A' 8 MG 
est induit, donc cohomologiquement trivial et la deuxième assertion résulte de 

la première. 

ési 1 Tan pees, les éléments de et Tr €e.,e, yee ,F | Désignons par 9: J Tn S G pa 11° ñ 

des éléments de A' qui relèvent une base de k' sur Kk . Il est clair que 

les e, forment une base du A-module libre A' et que la matrice des gle) 

est inversible dans A 

Tout élément de A’ Bn MG s'écrit, de manière unique, sous la forme 
n 

@a, , avec les a, € MG . Si Lea, = 0 , on a, pour tout i, 
j=l 

0 = a (2 e.a.) = (e.)g.(a.) = >, g.(e.)a, . Comme la matrice des (e) est 3,0 ÿ 2 sil D 9; ;) 2 9; ÿ ; g, ( ÿ 
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inversible dans A' , ceci implique que les a, sont tous nuls, et l'applica- 

tion considérée est injective. 

Montrons que, si M#0 _, alors M 4 0: soit en effet x un élément 
n n 

non nul de M . Pour tout j , l'élément u(x) = }, g,(e.x) = > g,(e.,)9,(x) 
i=1 i=l 

appartient a MG . Comme les g, (x) ne sont pas nuls et comme la matrice 
des g,(e,) est inversible dans A' , les u(x) ne sont pas tous nuls. 

Montrons la surjectivité dans le cas où M est de longueur finie (en 

tant que A'-module) : il est clair qu'il suffit de montrer que 19, (MY) = 19; (M) ; 
on le fait par récurrence sur Ig, (M) 

a c'est clair si 19, , (M) = 1 , car alors MG 4 Q implique que MG est iso- 
morphe à k et M à k' : 

@ supposons ig, (M) > 1 . On sait qu'il existe un élément non nul %xe M4 
À 

et il est clair que l'on peut choisir x tel que px=0 

On a alors une suite exacte de A'-modules sur lesquels G opère semi- 

linéairement 

O —~ k'—~> M —~ M' —~ 0 

a laquelle correspond une suite exacte de A-modules 

0 +k —> mt —> M$ — 0 

car x (G,k') = 0. On a donc Ig, (M0) = 19, (M'9) +1 = Ig, (M')+1 (par hypo- 
thèse de récurrence) = lg,,(M) 

La surjectivité dans le cas où M est artinien s'en déduit en remarquant 
# * | + Ê x r 

que M est alors la réunion des noyaux de la multiplication par p , pour 

reIN , et que le noyau de la multiplication par pl est de longueur finie. 

Enfin, si M est pro-artinien et si N est un sous-A'-module ouvert, 

on 

on voit que () g,(N) , qui est stable par g , est encore un sous-A'-module 
i=l 

ouvert. Par conséquent, M admet un système fondamental de voisinages ou- 

verts de 0 formés de sous-A'-modules stables par G et la surjectivité de 

l'application se déduit, par passage à la limite, de la surjectivité dans le cas 

artinien. 
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2.2. Soit k' une extension finie de k ; posons encore A = W(k) et 

A’ = W(k') 

Si M est un D -module topologique, l'action de F et de V se pro- 
kK 

longe au A'-module A' &1 M en posant 
fl F(a@x) = o(a) @Fx 

si a€A' , xEM , 
ot (a) @ Vx V(a @x) 

men 

et A' M devient ainsi un D, ,-module topologique qui est A'[F]-profini Bn k! 

(resp. pro-artinien) si M est A[F]-profini (resp. pro-artinien). 

Supposons k'/k galoisienne et soit G = Gal(k'/k) . Si R est un k- 

anneau profini, G opère continûment et semi-linéairement sur le k'-anneau 

profini k'@ R et l'on a (k' @, RS =R. 
LS JS 

D'autre part, il est clair que CW. = CW, & k' . Par fonctorialité, G 
— 

opère continûment et semi-linéairement sur le A'-module pro-artinien CW,, (k'& R). 
LS “a 

3 = (...,8 ,...,a ., '@ R), it W ,(k! G Si a= ( a. ay a ) € CW, (k CR ) , on voit que ae (C afk @, R)) 
AN 

si et seulement si chaque a € {k'@, RS = R . Donc (CW, .(k'@, R))G s'iden- 
n~ 

tifie a CW, (R) 

Pour tout p-groupe formel G' sur k' , notons M'(G') le D, ,-module 

A'[F]-profini Hom(G' , GW, ,) . Si G est un p-groupe formel sur k d'algébre 
affine Ba , on a (cf. n°1.2), avec des notations évidentes, 

“NS k x 
M'(G,,) = {ae CW, ,(k'@e BQ) | 4a = a@l + 18a} 

et 

La proposition 2.1 implique alors que M (G,.) s'identifie à A' &, M(G) 
Le même résultat reste vrai si l'extension finie k'/k n'est pas galoisienne 

comme on le voit en plongeant k' dans une extension finie galoisienne k" 

de k et en regardant l'action de Gal(k"/k) 

On a donc démontré le résultat suivant : 

PROPOSITION 2.2.- Soit k' une extension finie de k et soit G un p- 
LN 

) = Hom(G,,,CW,,) . groupe formel sur k . Posons M = M(G) et M' =M'(G k' 

i) L'application naturelle de wWk)e,,r) M dans M' est un isomor- 
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phisme. 

ii) Supposons l'extension k'/k galoisienne et soit G = Gal(k'/k) . Le 

groupe G opère semi-linéairement et continOment sur M' et M = (M')G 

2.3. Nous allons maintenant démontrer la proposition 1.1 (cf. n°1. 4). 

Soit k une clôture algébrique de k . Si G est un k-groupe formel 

étale, notons G(k) la réunion des G(k') pour k' parcourant les extensions 

finies de k contenues dans k . Si Gy = Gal(k/k) , G(k) est un Ge 

module discret et le foncteur Gwe G(k) induit une équivalence entre la caté- 

gorie des k-groupes formels étales et celle des G,-modules discrets (n°1.7.1). 

Rappelons (n°II.2.3) que, si l'on note Att la limite inductive des 

W(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k contenues dans k , 
Set me 

et Kor le corps des fractions de A , le om module CW, (k) = Cw, (k) 

s'identifie a Ko or . La proposition 1.1 est donc équivalente a la proposi- 

tion suivante 

PROPOSITION 2.3.- Le module K /A est un objet injectif de la catégorie 

des G,-modules discrets. 

Démonstration : Soit % un sous-groupe invariant ouvert de G et soit 

k' le corps fixe de UW. Soit A' = W(k') et soit K' le corps des fractions 

de A' . On voit que &_/A 7 s'identifie à K'/A' . Posons 
G = Gal(k'/k) = G/U . Nous allons commencer par montrer que K'/A' est un 

G-module injectif. 

Soit ~[ un G-module quelconque. On voit facilement que le groupe 

Hom,,(T,K'/A') peut être considéré comme un A'-module pro-artinien sur lequel 
G opère continQment et semi-linéairement (la structure de A'-module et l'action: 

de G sont évidentes ; la topologie est celle de la convergence simple ; com- 

me G est un groupe fini, IT est réunion de ses sous-Z[g] -modules le 

qui sont de type fini sur Z : chaque Hom, (©, K'/A") est visiblement un A'- 

module artinien et Hom, (I ,K'/A') , qui est la limite projective des 

Homy (I, , K'/A') est pro-artinien). 

Considérons alors une suite exacte de G-modules 

Op pr" — 0 
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Comme K'/A' est divisible, il lui correspond une suite exacte 

O — Hom, (P" ,K'/A') — Hom (T,K' /A') — Hom_(r',K'/A') — 0 
Z Z 

D'après la proposition 2.1, Hom,,(r",K'/A') est cohomologiquement trivial et 

la suite 

0 —» Hom ",K'/A') — Home] DK /A) — Hom (r',K'/A')—+ 0 
“LG | ZG] 

est encore exacte. Et K'/A' est bien un G-module injectif. 

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit alors d'établir 

l'assertion suivante : 

PROPOSITION 2.4.- Soit A un G, “module discret. Pour que A soit injectif 

(dans la catégorie des -modules discrets) il faut et il suffit que, pour tout SA 
sous-groupe ouvert invariant de ; Ne soit un (c, /W-module injectif. u G, soit un (Gq 

Commençons par établir un lemme : 

LEMME 2.5.- Soit R un anneau et soit M un R-module à gauche. Soient 

A et N deux sous-modules de M tels que ANN = {0} . On suppose A 

injectif. Alors il existe un sous-module N' de M contenant N tel que 

M = A@N' 

Démonstration du lemme : soit M= M/N . Le sous-module A s'envoie 

injectivement sur son image A dans M. Comme À , donc À , est injectif, 

il existe un sous-module N' de M tel que M = A@N' . On voit que l'image 

réciproque N' de N' dans M répond à la question. 

Démonstration de la prop. 2.4 : si % est un sous-groupe ouvert inva- 

riant de Ge? et si on pose G = G/U , tout G-module peut être considéré 

comme un G, “module discret sur lequel Y opère trivialement. Pour un tel mo- 

(M,a4% = Hom (M,A) et on en déduit que ZIG] ) q dule M , on voit que Hom 
ZG, 1 

au est injectif si A l'est. 

Réciproquement, soit M un G, module discret contenant A et soit N. 

un sous-q, -module de M tel que NnNA = 0 et qui est maximal pour cette 

propriété. Pour tout sous-groupe ouvert invariant % de Ge , on voit que nu 
est un sous -(q, /U)-module de MU vérifiant NU na = 0 . Supposons Ne 
injectif. D'aprés le lemme précédent, il existe un sous —(q, /Y)-module N' de. 
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MU contenant nu tel que mu = AE N' . oil, avec des notations évidentes, 
ntn' = 6 € (N+N')NA , on a, pour tout geu, (g-i)n = (g-1)6 = 0 , puisque 

NNA = 0; par conséquent Sb € a 4 et neN' . On a donc (N+N')N QA=oO, 
U d'où N+N' = N , ce qui implique N' = N . Si les A sont tous injectifs, 

7 Ye on a donc MU = A a NU , pour tout UU, d'où M = A@N , car M = lim M 

2.4. Conservons les notations du n°2.3. Nous allons établir un résultat qui 

ramène la démonstration du théorème 1 dans le cas étale au cas fini: 

PROPOSITION 2.6.- 

i) Tout p-groupe étale G est réunion de ses sous-groupes finis et le 
D, -module topologique M(G) s'identifie à lim M(G,) , pour G, 

parcourant les sous-groupes finis de G 

ii) Tout D -module A[F]-profini étale est D, -profini (i.e. admet un sys- 
k 

téme fondamental de voisinages ouverts de 0 formé de sous-D. - 
k 

modules). Si M est un tel module, le p-groupe formel étale G(M) 

s'identifie à lim G(M/N) , pour N parcourant les sous-D, -modules 

ouverts de M 

Démonstration : 

i) Soit T un G, module discret de p-torsion, soit % un sous-groupe 

invariant ouvert de et soit = G /y . Comme est un groupe fini, le Ge GT G/U G 
U G-module T est réunion de ses sous-G-modules qui sont de type fini sur Z; 

comme TJ est de torsion, un tel sous-module est un groupe fini. Comme T 

est la réunion des ru , pour % parcourant les sous-groupes invariants ou- 
verts de Ge , on voit que FT est la réunion de ses sous-G-modules qui sont 
des groupes finis. L'équivalence de catégorie entre p-groupes formels étales et 

G, “modules discrets qui sont de p-torsion montre que si G est un p-groupe 

formel étale, G est la réunion de ses sous-groupes finis Ge . On a alors 

M(G) = Hom(G,GW,) = Hom(limG,, CW, ) = lim Hom(G,,CW,) = lim M(G,) 
k f k f 

ii) Soit M un D, -module A[F |] -profini et soit Qu l'ensemble des 

sous-A[F ]-modules ouverts de M . On sait que Qu est un système fonda- 

mental de voisinages ouverts de 0 . Pour tout NEQ le quotient M/N M LA 

est un A[F]-module, de longueur finie en tant que A-module. Si M est 

étale, on a FM = M et on en déduit que F est surjectif sur le quotient, 
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donc aussi injectif. Si x€N , x s'écrit Fy , pour un certain ye M : 

comme l'image de Fy dans le quotient est nulle, yeéeN , donc : Vx = py 

aussi. Les éléments de Ons sont donc tous des sous-D, -modules . 

On sait (cf. n°1.7) que si M est étale, G(M) est un p-groupe formel 

étale. Pour montrer que G(M) = lim G(M/N) , il suffit donc de montrer que, 
NEN), 

pour toute extension finie k' de k , G(M)(k') = lim G(M/N)(k') . Or 
Neo, 

; cont ~ ' cont Uni | | 
G(M)(k') = Hom, (M, CW, (k )) = Homp (M,K'/A') , groupe des applications 

kK k 
D, -linéaires continues de M dans K'/A' . Comme K'/A' est discret, la 

k 
continuité implique que le noyau d'une telle application est ouvert et 

G(M)(k') = lim Hom, (M/N,K'/A') = lim G(M/N)(k') 
NEO * NEO 

§3.- Module de Dieudonné et espace tangent. 

3.1. Soit G un p-groupe formel sur k , soit Ba son algèbre affine et 

soit ve l'idéal d'augmentation de Ba . soit Vp = Vp le décalage comme 

endomorphisme de l'anneau Ba (n° 1.7.5). Il est clair que VU) cl, . Si 
n 

G est étale, pour tout aé In , la suite des VA (a) tend vers 0 . Autrement 

dit, pour tout ae ve et pour chaque composante locale B, de Ba , les 

projections des ve (a) dans B, sont nulles pour n suffisamment grand. 
Dans le cas où G est quelconque, ceci implique que, pour tout aeé In et 

pour chaque composante locale Be de B , les projections des Va (a) dans 

B, sont presque toutes dans l'idéal maximal de Be . Par conséquent (n°II.4.4), 

le covecteur 

n 
a = Ce ) , avec à. = V, (a) pour nel, 

516 de CW. (B_) est un élément de Ade 

A 

Nous notons Be. l'ensemble des éléments de Cw, (B.) qui sont de la 
forme a” , pour un ae ie . On voit que Bo est un sous-D, ~module fermé 

SN 

de CW, (BQ) 

L'application apr a” définit une bijection de Tn sur Bo . On voit 
que c'est en fait un homéomorphisme (si ver est muni de la topologie induite 
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par celle de B_). 
G 

Soit maintenant a = (...,a_ peeve Q_ 8) un élément de M(G) . On voit 

facilement que l'égalité A (a) = a@l +1@a implique que tous les a. sont 

dans Ia . Comme dans l'algèbre affine de CW , le décalage envoie X_ 

sur X_ 1 (n°I1.4.3, remarque 1), on voit que 

Va = (sage 18 918 1) = ( VV), G@ ) 

Donc, pour tout n, V3 (2_,) = a_n-l et a€ Be. . On a donc démontré le 
résultat suivant : 

PROPOSITION 3.1.- Si G est un p-groupe formel sur k et si B est son ol —G 
algèbre affine, M(G) est un sous-D, -module fermé de Ba . En particulier, 
l'application qui à a = (...,a ,...,a ,,a ) € M(G) associe a €l est _in- 

-n -1"-o O G ———— 
jective et continue. 

3.2. Regardons maintenant quel est le noyau de V dans M(G) . C'est l'en- 

semble des a = (sa 7,8 28) € M(G) tels que a_ 7 si n>1l . Par 

conséquent, le noyau de V s'identifie à l'ensemble des a, € Ta tels que 

doa.) = aoe! + 1@a, , ou encore (n°I.8.6) à l'ensemble Hom(G,G,) des 

morphismes du k-groupe formel G dans le complété formel du groupe additif. 

Le noyau de V dans M(G) est, d'autre part, un sous-D, -module fermé N 

de M(G) tel que VN = 0 . C'est donc un D,/VD, = k[F]-module topologi- 

que. On a vu au n°1.8.7 que Hom(G,G,) a une structure naturelle de k[F]- 

module topologique. On vérifie immédiatement que, dans l'identification qui 

précède les deux structures de k[F]-modules topologiques coincident. 

Si ID(G) désigne le dual de Cartier de G , on sait (n°1.8.7) que 

Hom(G,G_) s'identifie au k[F]-module topologique (k) . On peut donc 'DIG) 
énoncer : 

PROPOSITION 3.2.- Soit G un p-groupe formel sur k . L'application, qui à 

a = (...,a area 1134) associe a, , définit, par restriction au noyau de V 

un isomorphisme du noyau de V dans M(G) sur le k[F] -module topologique 

Hom(G,G_) (k) 
a = TDG) 

3.3. La démonstration du théorème 1 dans le cas étale utilise le résultat sui- 

vant : 
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PROPOSITION 3.3.- | 

i) Soit G un p-groupe fini sur k , d'ordre p° , tel que Va = 0 
Alors MG) est un D, -module fini vérifiant VM(G) = 0 dont la 

longueur sur À est égale à r 

ii) oit M un D -module fini, de longueur sur A égale à r , véri- 

V M = 0. Alors G(M) est un groupe fini sur k , d'ordre D, 

V 

| 

i) Posons M = M(G) . Il est clair que VM = 0 . Par conséquent, 

d'après la proposition 3.2, M s'identifie à tia) *? . Le fait que Vo = 0 

implique que FDC) = 0 : comme D(G) a le même ordre que G , on voit 

que l'algèbre affine de ID(G) est de la forme KL) eee] AKG Xp exe) 
; ; 3 _ 2 En particulier, tp(c)K) b(c)/Ip(c) est un espace vectoriel sur Kk de 

dimension r , donc aussi son dual t 

ii) Si VM=0 ,on a pM=0 et M est un k[F]-module, de dimen- 

sion r sur k . Soit G = G(M) . Pour tout k-anneau fini R , on a 

G(R) = Homp, (M, CW, (R)) . Comme VM = 0 et comme le noyau de V dans 

Cw, (R) est formé des covecteurs (...,0,...,0,a ) , on voit que G(R) s'iden- 

tifie à Homrp] (M,R) (où R est muni de sa structure évidente de k[Fj - 

module à gauche, F opérant par Fy = y , pour tout yeR). 

Soit Gi une base de M sur k . Pour tout j compris entre 1 

et r , posons Fu, = 2 a, ju avec les a; ek . Si n est une appli- 

cation k-linéaire de M dans R , et si n(u,) = Y; , on voit que mn est un 

élément de G(R) si et seulement si, pour tout j , nŒu = En(u) y i.e. 

Si y? =>) a, .y, . Par conséquent, l'algèbre affine de G s'identifie au quo- 
J ; 1,j 1 

i 

tient Ba de l'anneau KX] Xr XI par l'idéal engendré par les 

p Ly ly ir , 
x — 2 aX: Les images des x, Xo x. + Pour Os i;<P, forment une 

i À 

base de BG sur k , donc Ba est un espace vectoriel sur k de dimen- 

‘sion pl , autrement dit G est d'ordre pl . Comme l'addition dans G(R) est 

induite par l'addition dans R , on voit que le coproduit dans Ba est défini 

= x 81 + 18x, . Z = par AX, x, ® 8x, Par conséquent Ve 0 
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3.4. Nous allons terminer ce paragraphe en démontrant le théorème 1 dans le 

cas étale. On sait (cf. n°1.6) que les foncteurs M et G sont adjoints à 

gauche. Il suffit donc de prouver la proposition suivante 

PROPOSITION 3.4.- 

i) Si G est un p-groupe fini étale d'ordre D , M(G) est un A- 
module de lonqueur r 

ii) Pour tout p-groupe formel étale G , le morphisme de G dans 

GM(G) provenant de l'adjonction est un isomorphisme. 

iii) Pour tout D, -module A[F]-profini étale M , l'homomorphisme de M 

dans MG(M) provenant de l'adjonction est un isomorphisme. 

Démonstration : 
— ur men ue ue mu (tt mu ut count ue ann 

i) Si G est un p-groupe fini étale simple, on a Va = 0 , et l'as-. 

sertion (i) est vraie, d'après la proposition 3.3. Le cas général s'en déduit 

par récurrence sur la longueur de G , en utilisant le fait (cf. n°2.3) que M, 
restreint aux k-groupes formels étales, est exact. 

ii) D'après la proposition 2.6, on voit, par passage à la limite, qu'il 
suffit de démontrer l'assertion (ii) dans le cas où G est fini. Notons 

Un: G-> GM(G) le morphisme défini par l'adjonction. 

- Si G est simple, d'ordre pl , ona Vex = 0 . Par conséquent, 

d'après la proposition 3.3, M(G) vérifie V M(G) = 0 et est un A-module 

de longueur r , donc GM(G) est encore d'ordre pl . ol Ucn n'était pas 

un isomorphisme, on aurait donc Un = 0 , donc M(u,) = 0 , C'est impossi- 

ble, puisque Mu.) : MGM(G) = M(G) est un épimorphisme et M(G) # 0 
G 

- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G : En 

effet, comme M restreint aux k-groupes formels étales est exact, à toute — 

suite exacte de p-groupes finis étales de la forme 

0 GCG— G— G'~ 0 

correspond une suite exacte 

0 — M(G") — M(G) — M(G') — 0, 

d'où un diagramme commutatif 
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0 — GO — G + Gr — 0 

iver ie nes 

0 — GM(G') — GM(G) — GM(G") 

est un isomorphisme si u où les lignes sont exactes. On en déduit que Ua GC! 

et en sont. u G" 

iii) De même, par passage à la limite, en utilisant la proposition 2.6, 

on voit qu'il suffit de démontrer l'assertion (iii) dans le cas où M est de 

longueur finie sur A. 

Notons VM : M - MG(M) le morphisme défini par l'adjonction. 

- Si M est simple, le même raisonnement qu'en (ii) montre que VM 

est un isomorphisme. 

- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de M (en 

tant que D, -module) : À toute suite exacte 

0 — M —> M —~ M" — 0 

de D, -modules finis étales, correspond une suite exacte 

0 — G(M") — G(M — G(M') 

Comme les groupes G(M") , G(M) et G(M') sont étales et comme M 
restreint aux groupes étales est exact, on a un diagramme commutatif 

0 — M' — M — M" > 0 

Vv Vv V | M' | M | M" 

MG(M') — MG(M — MG(M") — 0 

où les lignes sont exactes. On en déduit que, si Vu et Vu" sont des 

isomorphismes, Vu est un épimorphisme. Soit N le noyau de VM Comme 

G est exact à gauche et comme G(v,y) est un épimorphisme, on voit que 

G(N) = 0 

Supposons N # 0 . Comme N est étale, VN = VEN = pN et 

N/VN = N/pN # O0 . D'après la proposition 3.3, on aurait donc G(N/VN) 4 0, 
d'où, a fortiori, G(N) # 0. Par conséquent, N=0 et v est un isomor- M 

phisme. 
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§4.- Module de Dieudonné et espace cotangent. 

4.1. Rappelons (cf. n°3.1) que, si G est un p-groupe formel sur k , tout 
... élément de M(G) est de la forme bv , pour un b appartenant à l'idéal 

0 
d'augmentation de l'algèbre affine de G 

0 

PROPOSITION 4.1.- Soit G un p-groupe formel sur k . Soit Ba son algè- 

bre affine et soit In l'idéal d'augmentation. Pour tout be I il existe 

Ww be € Ia vérifiant be = b modulo l'adhérence de I tel que Do € M(G) 

Démonstration : comme ce résultat est trivialement vrai si G est étale, 

on peut supposer G connexe non réduit a0 

Pour tout entier mz>0 , notons Ban = 2B l'algèbre affine de GTM et 
I son idéal d'augmentation ; notons aussi, pour tout entier r>1l, I . 

4 

l'adhérence de D dans B 
m m 

Soit G. le complété formel du groupe additif sur k . Si l'on considère 
le complexe c'(G,G ) (n°1.10.4), on voit que le groupe des m-cochaînes 
c"(G,G ) s'identifie à B . Nous notons à :B -—8B l'opérateur bord 

a m a m m +1 

t. t I )cTI correspondant. Il est clair que à. ( on m+ 
TS . 

Considérons d'autre part le complexe C'(G,CW, ) . Le groupe des m- 

cochaînes s'identifie à cw, (B_) et contient Be (i.e. l'ensemble des 
a= (...,8_ ,...,a_,,8 ) € cw, (B_) tels que a € I et a. = Va (80) ' 

pour tout n). On voit que les Be forment un sous-complexe de c'(G,ÉW), 
i.e. que l'image par l'opérateur bord de B est contenue dans Be . Lors- 
que l'on identifie B à I (en envoyant a = (...,a _,...,a_) sur a) 

m m -n O O 

l'opérateur bord induit une application, que nous notons 8 , de I dans 
w _ Ww , ' 2 I atl (on a donc (3 a) d(a”) si 3 est l'opérateur bord). 

On a donc = 0 , mais l'application Oy n'est pas en général k- o9 Oy? Ow wy 
linéaire, ni méme additive. Toutefois, si cel, _ ona c = (...,c TA 

, _ 

n : ek 4: avec c =c etc =V_ (c_) eI , et on en déduit immédiatement que 
O -n Ban O m,r 

iH
 ) si aél et cel , alors 3, ba-c) m mr 32 - 3c (mod I ), 

mt+l ,r+1 

2) si cel, , alors ne = dc (mod Loi rt 

On voit que, si bel , ona big € M(G) si et seulement si 0, (bg)=0. 
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Pour tout bel. , on voit que 3. ye = à D = 0 (mod I ) +; comme G est 
1 2,2 

connexe, I et I, sont topologiquement nilpotents et, compte-tenu de (1,) ; 

pour démontrer la proposition, il suffit de prouver le lemme suivant : 

LEMME 4.2.- Soit r un entier = 2 et soit bel, tel que 3b € I, cr Il 

existe cel, tel que à = d.,C (mod Lo ee 

Démonstration : posons :b' = d,,P . On voit que b' est un tenseur sy- 

Atri 1 — = . D' à 1 ; métrique de I, et que 8 P Bp OP) 0 . D'après ( 2) ona 

ob = 0 (mod I ) 3,rtl 

Si r n'est pas une puissance de p , il résulte de la proposition 10.5 

tel que b'= 3c (mod Lo 41) . D'après 

) donc 3p = oC (mod Io +t) 

du chapitre I qu'il existe cel, | 

(1 ) ona 3c = d,,C (mod Lo rt 
2 

Supposons donc que r=p" , avec s>1l . Choisissons (cf. n°1.9.1) 

un k-homomorphisme continu 9 d'un anneau de séries formelles RIT). ]] 
J 

sur Ba tel que le noyau de 6 soit l'adhérence de l'idéal engendré par les 

N16) | 
x, , pour y(j) # to (où les y(j) sont des éléments convenables de 
N*Uf{to} , vérifiant y(j) = 2) et posons 9(X,) = x; . Si 

A(X,Y) = p7t((x+y)P - xP - y?) , la proposition 10.5 du chapitre I montre qu'il 
existe cel et des À, EK tels que 

1,r 

s-l b! + (xP 81,18 ps") (mod I ) 

la sommation étant étendue aux jé€J tels que s<vy(j) 

Les formules (1,) et (1,) montrent que 

s-1. | (xP 1 18x97 d ) DAA x; Ql, 8x; ) (mo Ly etl in
 (2) à, (b-0) 

et, pour achever la démonstration du lemme, il suffit de vérifier que ceci im- 

plique la nullité de tous les À, 

Pour tout entier mz2 , posons 

-1 P Pp .,p p 
07 = + + eee 7 T Ay Xn, X ) p ((X, X, +, x) xX" -X x) 

2 2 1 2 

c'est un polynôme à coefficients entiers rationnels. On voit que T, (X,Y) = A(X,Y) 

et que, pour tout entier m>2, 
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Xe eee X ) =T m+1) 2 3 m+l (XX pier 1X (3) AK, ,X ) + TX, +X 
2 m+l 

| Ww Pour u,,u, € l , notons u,@u l'unique vel tel que uV+u = ve 1 m m 1 2 2 1 2 
Il est clair que @ munit I,, d'une loi de groupe abélien et que 

) . = + (4) si u, € Le et u, E Lat , u,œu, = u,+u, (mod rt 

Si on pose a = b-c , la formule (2) se réécrit 

s-l . s-l 

2 À AGE, @l, Lexy ) (mod I ) (2') à, (a) 2 r+ il
 

On voit tout de suite que ja = (a@l)e(le@a) © 3, (a) : on a donc, 

d'aprés (4) , 
s-l s-1 

m _ (ae ayy LP +p (5) aa = ((aS1)@(18a)) - Z À AGE, @1, ex! ) (mod To 41) 

Pour tout m>2 , soient an et 8, les éléments de In définis par 

a” (a@1®... @1) © (10a®...@1) O...6 (181...@a) , 
ps-l. te . ps1. . . . pst 

8 =DrT (x @1@...@1,1@x, @...@1,..,1@1@...@x, ) 
~m j m J J 

Notons A, le m-iéme itéré de A (on a A, =A, à, = (AQ1)o À gece) 

Par récurrence, on montre que, pour tout m>2, 

(6) bine = m7 Bin (mod I rt) 

pour m=2 , c'est la formule (5) ; on voit que 

(A@lg...e@l) =a, 4,8 (9 (a)@18...@1) 

= Gay 7 0, (2) @1@... 81 (mod Ltt ret) (d'aprés (4)) 

ps! . . . — wscl. . 
= à y — ZA Mx; @1e Ql, 18x, @...®1) (mod I tl prt : 

) ; 
s-l A NE ©) “~ S S 2 <P 1818x" 8...81,..,1818...8x; | (mod Lou rtd 

on voit donc, en utilisant (3), que 

(1818.81) -8.) = Ott Pm+l (mod I 41) ; 
f 

ce qui achéve de prouver (6) 

Soit alors TS", le sous-groupe de L formé des tenseurs symétriques 
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et soit s l'opérateur de symétrisation (on a donc 

s(u, @u ®...8u,) = ), u Su @...@ Up) 

Tout élément u de TS°I, s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme 
s P | 

b(u)® +u, , avec b(u) € I, et Uy € s(T ) . On sait (cf. n°1.7.6) que 
@ =m + = A8 Vp (a) (8) , avec V, (a) b(a_ a) 

Soit BL l'algèbre affine de cw, . Notons encore Ay le p-iéme itéré 
du coproduit dans B, . Comme V, (X.) = X_4 (cf. n°II.4.3, remarque 1), 

d k BL 0 ep 
on a, de la même manière, avec des notations évidentes, Ao = X_; HA x) . 

Notons 4 l'homomorphisme de l'algèbre By dans Ba défini par le 
SD A 

Ww _ np, , oP ; _ covecteur a Oe cp : @ By @ Ba . On voit que yta Xo) a . On 
Pas Sp SP 

@ @ @ + = = YORE) + GO X pq) = OIF + (YO XN = Vala)? + (yO XD a donc qa = p*0'0 

et bla_) = Vi (a) 
p B 

) . Comme Il
 D'après (6), on a a8 A PD (mod Lord 

fa p 
b{A a) = b(q ) = Va (a) , on en déduit que b(8 © = 0 (mod I ) = | 

p p 2 °G p,rtl p,p°+ 
où que p(B.) 0 (mod L s-] L . Un calcul simple montre que 

:P + s—1 
b(B ) = 2; oT (x? : les À, doivent donc être tous nuls, ce qui achève 
la démonstration du lemme. 

iH
 

4,2. Soit G un p-groupe formel sur k , soit Ba son algébre affine, soit 

ve l'idéal d'augmentation et soit I l'adhérence de I . Rappelons 
(cf. n°1.8.7) que l'espace cotangent te (k) = 1/1 de G a une structure 
naturelle de k[V]-module topologique, autrement dit de D, -module topologique 

annulé par F 

PROPOSITION 4.3. - Soit G un p-groupe formel sur k . Soit Ne l'applica- 

tion de M(G) dans te (k) qui à b = (..,b_ ,...,b ,,b) € M(G) associe 

l'image de De dans té (k) . L'application "a est D, -linéaire continue sur- 
jective. Son noyau est FM(G) 

Démonstration : ici encore ce résultat est trivialement vrai si G est 

étale et nous supposons G connexe non réduit à 0 . On conserve les nota- 

tions utilisées dans le n°4.1. 
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La linéarité et la continuité sont évidentes. La surjectivité n'est autre 

que la proposition 4.1. 

Il est clair que FM(G) est contenu dans le noyau de Comme | Le 
l'idéal d'augmentation est topologiquement nilpotent, on voit que, pour achever 

la démonstration de la proposition, il suffit de démontrer que, pour tout entier 

r>2 , si b est un élément de 1, - tel que b € M(G) , il existe cel, - 
_ WwW a 4 

tel que b=c (mod Ly ptt? et c € FM(G) 

. W _ Soit donc bel, Ly 4 tel que b € M(G) . On a donc 8b 0 

donc, d'aprés (1,) ; à = 0 (mod I, ey . D'aprés la proposition 10.5 du 

chapitre I ceci implique que r = p° , avec s entier >= 1 et que 
S 

_ p b = À x, (mod Lo) , 

les À, étant des éléments de k , la sommation étant étendue aux je] 

tels que s<y(j) . On a donc be dP° (mod Ty ey , avec d= Lo (hx; 
D'aprés la proposition 4.1, il existe de el; vérifiant de = d (mod I, 0) et 

dy € M(G) . Posons c = di . On voit que cel, et vérifie 
c=b (mod I, .,,) et cW € F°M(G) c FM(G) 

COROLIAIRE 1.- Si G est un p-groupe formel sur k tel que Fa = 0 , on 

a FM(G) = 0 et M(G) s'identifie canoniquement à LE (k) . En particulier, 

si G est un p-groupe fini d'ordre pl tel que Fe = 0 , M(G) est un es- 

pace vectoriel sur k de dimension r 

C'est clair |! 

COROLLAIRE 2.- Le foncteur M , restreint à la catégorie des k-groupes formels 

connexes, est exact. 

Il suffit en effet de montrer que, si G' - G est un monomorphisme de 

k-groupes formels connexes, l'application correspondante M(G) - M(G') est 

surjective. Comme M' = M(G') est un D -module A[F]-profini connexe, on 
k 

voit que si N est un sous-D, -module fermé de M' , on aura N = M' si 

et seulement si N/(FM'NN) = M'/EM' 

Le fait que G' = G soit un monomorphisme implique que l'application 

correspondante sur les algèbres affines est surjective, donc que l'application 

canonique t&(k) + t® (k) est surjective. 
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Il est clair que le diagramme 

M(G) > M(G') 

of 
té (k) > th, (k) 

est commutatif. On en déduit que l'application de M(G) dans 

t* (k) = M(G')/FM(G') est surjective, d'où le corollaire. G' 

4.3. Soit M un D, -module ALF] -profini et soit G = G(M) . On sait 

(cf. n°1.8.4) que l'espace tangent ta (k) de G s'identifie au noyau de 

G(e) : G(k[t] #2) — G(k) où € : k[t] 2 ~ k est définie par e(Atut) = À, 
si A WER 

“om On voit que Cw, (k[t ] /) est l'ensemble des covecteurs de la forme 
+ + + (...,À tre. A tte ut) , avec les À et les Ma dans k 

TS 

et les À, presque tous nuls. On voit aussi que le noyau de CW, fe) s'i- 
aN dentifie a Cw kit] fe?) et est formé des covecteurs de la forme 

(... 2H ts eee rH_y trot) 

; , a der à cont NC 2 En particulier, te (k) s'identifie à Hom, (M,CW, (k[t] /t )). Comme 
L | 

ge 2 . - il est clair que Pow, (k[t] 7A ) = 0 , on voit que l'on peut encore identifier 

t_(k) à Hom?OTM (mem, GWo(k[t] 2) 
G D, k | 

Soit ueé te (k) et soit U son image dans Hom, NM /EM, EN, (k[t] 2) )). 
k 

Pour tout ac M/FM , ua) = Cu te. shyt wt) , ob HW = u_, (u,a) 

est un élément de k qui dépend de u et de a. Posons 5 yf) (a) = Hy (ua). 

PROPOSITION 4.4.- Soit M un D, ~module A[F]-profini et soit G = G(M) 

i) Pour tout ué tk) , l'application St) : M/FM - k définie ci- 

dessus est k-linéaire continue. 

ii) L'application £.,:t_{k)- yoo eM, k) , espace des applications M G ae 
k-linéaires continues de M/FM dans k , ainsi définie, est_un 

isomorphisme de k-espaces vectoriels. 

Démonstration : il résulte immédiatement du fait que le carré de l'idéal 

maximal de k[t] AA est nul que l'application qui a (... Mt. tnt) 
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associe (hs ne IN définit un isomorphisme du k-espace vectoriel topologique 

Lec 7 2 IN à ue oo, CW, (k[t] A°) sur k . La premiére assertion de la proposition, ainsi que le 

fait que Su est une application k-linéaire en résultent. 

Soit (a) ie] une base topologique du k-espace vectoriel profini M/FM 
oN Se donner une application k-linéaire continue 6 : M/FM - WE kit] 2°) re- 

vient à se donner une famille (uen jet d'éléments de k telle que, 

pour n fixé, presque tous les Mon sont nuls : l'application 6 est alors 
i 

Sfini = (..., Cece, t, définie par 8(a.) ( bn i Hs à Ho à) 

Pour tout jel , Va. s'écrit sur la base des a; sous la forme 

[<
< 

lo
 Il 2 À, à; avec les À; € k : le fait que V est continue implique que, 

iel 7’ ! 
pour i fixé, presque tous les À; sont nuls. 

Il est clair que l'application k-linéaire continue 868 définie ci-dessus 

sera D,-linéaire si et seulement si, pour tout jel , (ai) = V(8(a,)) : 

ou encore si 

env he pon pt ŒA, jh; -n,i . oi i : j 2) 

= (...,u fresh) jt it) , pour tout jel 
é -n-1l J 

Si les Hoy! presque tous nuls, sont donnés, on voit que les Mn j 

se calculent, de proche en proche, par la formule 

Hn-1,j 7 2h Hani 
le fait que les À; sont presque tous nuls, pour i fixé, implique que si 

4 

les uw . sont presque tous nuls (n fixé), les le sont aussi. On rh] Hn-1,j 
voit donc que les bp ; presque tous nuls, étant donnés, il existe un élé- 

t = 3 mt) (ay) = by 5 

qui montre que l'application SM est bijective. 

ment u de k) et un seul tel que § , pour tout i, ce 

4.4. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 1 dans le 

cas connexe. Compte-tenu de ce qui a été fait au §1, il suffit d'établir le ré- 

sultat suivant 
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PROPOSITION 4.5.- 

i) Si G est un p-groupe fini connexe d'ordre p , M(G) est un A- 
module de lonqueur r 

ii) Pour tout k-groupe formel connexe G , le morphisme de G dans 

GM(G) provenant de l'adjonction est un isomorphisme. 

iii) Pour tout D, -module A[F] -profini connexe M , l'homomorphisme de 

M dans MG(M) provenant de l'adjonction est un isomorphisme. 

Démonstration : montrons (i) : si G est un p-groupe fini connexe sim- 
pu sms on um om GE CEE NC Cm mme Eee 

ple, on a Pa = 0 et (i) résulte du corollaire 1 de la proposition 4.3. Le 

cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G en utilisant le 

fait que M est exact (cor.2 de la prop.4.3). 

Pour tout k-groupe formel connexe G , notons G, le sous-groupe de 

G noyau de Fo . On sait que G = lim G, On a donc 
Pet TMS POS 

M(G) = Hom(G,CW,) = Hom(lim G ,CW ) = lim Hom(G ,CW ) = lim M(G ). 
k + “n k —_ n K = n 

L'exactitude de M implique en outre que M(G. ) = M(G)/F°M(G) 

De même, pour tout D, -module A[F]-profini connexe M, posons 

M, = M/F°M . Il est clair que M = lim M, . 

Si R est un k-anneau fini, le radical de R est nilpotent et on en dé- 
TS . 

duit qu'il existe un entier r tel que FEW, (R) = 0 . On a donc G(M)(R) = 

Homeo(M, CW (R)) = Homeo(M, GWE (R)) (car M est connexe) = 
D, k D, k 

TN Homeont (mem, CWC(R)) = lim Hom° (M ,CWC(R)) , donc G(M) = lim G(M_). 
D, — k > Dy n k - n 

En outre, comme G est exact à gauche, on voit que G(M,) = (G(M)) 

Ces considérations ramènent en particulier la démonstration de l'assertion 

(ii) (resp. (iii)) au cas ot Fa = 0 (resp. F°M = 0). 

L'assertion (ii) se démontre alors par récurrence sur l'entier n tel que 

F. = 0: 
n 

G 

a soit G un groupe tel que Pa = 0; On voit que FM(G) = 0 et on en 

déduit que Fa M(G) = 0 . Il suffit donc de montrer que le morphisme cano- 

nique UG © G — GM(G) induit un isomorphisme des espaces tangents. 

D'après le corollaire 1 à la proposition 4.3, M(G) s'identifie canonique- 
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ment a ta (k) : la proposition 4.4 définit un isomorphisme canonique de 

tema) *? sur le dual topologique de M(G) ; on a donc un isomorphisme 

de ta tk) sur temic) 

provenant de l'adjonction. 

(k) et on vérifie facilement que c'est bien la flèche 

m sSoit G un groupe tel que PO = 0 . On considère la suite exacte 

0 — Ker Fo + G —~ImF,e — 0 

L'assertion (ii) se déduit de l'exactitude de M (cor. 2 à la prop. 4.3) 

et de l'hypothèse de récurrence appliquée a Ker Fa et Im Fa (exacte- 

ment comme pour la démonstration de l'assertion (ii) de la proposition 3.4). 

L'assertion (iii) se démontre de maniére analogue 

8 Soit M un D,-module A[F]-profini tel que FM = 0. On voit que 
k 

F = 0 , donc que FMG(M) = 0 . Comme FM=0, (k) s'i- 
G(M) 

dentifie (prop. 4.4) au dual topologique de M , donc EM) 

= 0 , MG(M) s'identifie (cor.1 à la prop. 4.3) 

*G(M) 
(k) s'identi- 

fie à M . Comme FG(M) 

à ta (k) donc à M et on vérifie encore que cette identification n'est 

autre que la flèche provenant de l'adjonction. 
n ea 2 æ Le cas d'un module M tel que F M = 0 s'en déduit par récurrence sur 

n (exactement comme pour la démonstration de l'assertion (iii) de la pro- 

position 3.4) : il suffit de considérer la suite exacte 

0 —> FM — M — MAM — 0 ; 

on applique l'hypothèse de récurrence à FM et à M/FM , et on utilise 

l'exactitude de M et le fait que si N est un D, -module A[F]-profini 

non nul, G(M) # 0 , ce qui est une conséquence triviale de la proposition 

4.4. 

§9.- Dualité. 

5.1. Rappelons que le k-anneau Ce = CaA(k) a été défini au n°II.6.7 comme 

étant l'anneau des éléments de la forme 2 a 0. (où S ={seZ[1/p] | O<s<p}), 
SES 

les a. étant des éléments de Kk vérifiant 
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(&) pour tout r>0 , il existe e > 0 tel que a, = 0 si r-e <s <r 

Soit k une clôture algébrique de k . Pour tout xEk , notons V5 

l'application de € dans € (x) > CA(k(x)) définie par v.. (2 a 6.) = ba x°0.: 
k k(x 

il est clair que Vy est un homomorphisme de k-anneaux. 

Soit G un p-groupe fini sur k . Les éléments de G(C,) sont les k- 

homomorphismes de l'algèbre affine Ba de G dans le k-anneau Cy, 

Pour tout nombre premier @€#p , soit He le groupe des racines @-iémes 

de l'unité dans k et soit K, = k(U,) . Si ME G(C,) , nous posons 

u, () = 2 vy op ; on voit que, si ec, 7 Vie @: Ba ~ Ck, est un élément 
EC, 

de G(C, ) ; il en est donc de même de u , (p) , mais, comme il est clair que 

l'image de Ug (p) est contenue dans CG, , on peut considérer u, (p) comme 
k 

un élément de G(C ) . Il est clair que u est un endomorphisme du groupe 
k 2 

G(C,) 

Pour tout automorphisme + de k notons (+) l'application de Cy 

dans lui-même définie par (7)(Z a 0) = Zr(a,)8, . Il est clair que c'est un 

endomorphisme de l'anneau (et non du k-anneau) CL 

Notons fp, (resp. Be) : Be ~ BG l'endomorphisme (de l'anneau B,.) 

définissant le Frobenius (resp. le décalage). Pour tout wE€ G(c,) , posons 

Fi. = os et Vi. = (amt yomok pre = (0) pepe pi? ~ (0 “°° EB 

Il est clair que FE, +0 et V9 sont des éléments de G(c,) et que FL et 

V, sont des endomorphismes de G(C,) 

PROPOSITION 5.1.- Pour tout p-groupe fini G sur k soit M'(G) le sous- 

groupe de G(c,) formé des éléments © vérifiant u, (op) = 0 , pour tout nom- 
bre premier €#p 

~ i) Il existe une structure de D, -module à gauche et une seule sur M'(G) 

vérifiant, pour tout we M'(G) , 

Lelp =y om , si [el désigne le représentant multiplicatif dans 
€ 

A = W(k) d'un élément quelconque €e de Kk, 
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ii) Le D, -module à gauche M'(G) est un D, -module fini. Alors M' 
est (de manière évidente) un foncteur covariant additif de la catégorie 

des p-groupes finis sur k dans celle des D, -modules finis ; ce 

foncteur induit une équivalence entre ces deux catégories. 

iii) Notons ID le foncteur contravariant additif de la catégorie des p- 

groupes finis sur k dans elle-même qui à G associe son dual de 

Cartier. Il existe une équivalence naturelle entre les foncteurs M’ 

et M-D. 

Démonstration : soit Ba l'algèbre affine du p-groupe fini G . Soit 
men cos com mms cum sue mu vous onu Me eus An 

R = e l'algèbre affine du dual de Cartier D(G) de G . Comme D(D(G)) 

s'identifie à G , on sait (cf. n°1.5.5) que, pour tout k-anneau S , le 

groupe GS) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif de l'anneau 

R By S formé des éléments a vérifiant Aq =a@a et ea = 1 

Comme R est un k-anneau fini, on voit que l'anneau CA(R) défini au 

n°II.6.3 s'identifie canoniquement à l'anneau RS, CA(kK) = R @, Ce : on peut | 

donc identifier le groupe G(C,) au groupe multiplicatif C(G) formé des élé- 

ments a de CA(R) vérifiant Aa =a@a et ea = 1 

On vérifie immédiatement que, dans cette identification, pour tout nombre 

premier €#p , l'application Up qui vient d'étre définie correspond a l'en- 

domorphisme U, de l'anneau CA(R) , défini en II.6.5. Par conséquent le 

groupe M'(G) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif 

CT(G) = fae CAR) Aa = a@a , co = 1, U,a = 1 , pour tout @ # pi 

Comme ea = 1 implique que «à appartient au groupe noté CCR) 

en II.6.3 et comme le groupe CCT(R) a été défini comme le sous-groupe de 

CC(R) formé des a vérifiant Uo = 1, pour tout @#p, ona 

CT(G) = ja € CCT(R) | da = aa , ea = 1 | 

Considérons alors l'isomorphisme CE, : CW, (R) ~ CCT'(R) (prop.II.6.6). 

Le module de Dieudonné M(D(G)) du groupe IG) s'identifie à l'ensemble 

des ae CW,.(R) vérifiant ja = a@l + l@æa (avec des notations évidentes). 
k 

On voit donc que CE, définit un isomorphisme du groupe M(D(G)) sur le 

groupe 

CT, (G) = ja € CCT! (R) | Aa = a Ba | 
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Montrons que CT(G) = CT, (G) a 

m comme G est un p-groupe fini tout élément de G(c,) est d'ordre une 

puissance de p ; comme CT(G) est isomorphe à un sous-groupe de G(¢ ) 
tout élément de CT(G) est d'ordre une puissance de p et appartient donc 

à CCT'(R) qui, comme R est un k-anneau fini, est le sous-groupe des 

éléments de CCT(R) d'ordre une puissance de p; d'où CT(G) c CT.(G) : 
1 

m soit aé CT (G) : alors à = CE, (a) avec a= (a rap) € M(D(G)) ; 

on sait (cf. n°3.1) que les a. sont tous dans l'idéal d'augmentation de 

R ; on a donc D(c) Fy! = 0 pour tout n : comme a = TIF@.T_) , 

on en déduit que e(a) = 1 et a € CT(G) 

On a donc construit un isomorphisme du groupe M(ID(G)) sur le p G 
groupe M'(G) : soit a = (..,8_ ,...,a 1 AG) € M(D(G)) et soit » = Pa (a) : 

j ! = = T : 1 AA ' si l'on pose a CE, (a) TT] Fla, _n) et si l'on réécrit a sous la forme 

œ = 2 be. , on voit que o est défini par 

o(x) = 2 x(b 8. , pour tout xé Bo = R 

Par transport de structure M'(G) devient alors un D, -module à gauche ; 

montrons que cette structure satisfait l'assertion (i) de la proposition : 

| -n 

soit e €k; on a [ela = (...,6eP a pore ea ) et 

_ pun _ soz. ; [ela = |[Fle a_iT_,) = Zeb 8, ; donc, si xeBL , 

(Celo)(x) = Zx(e°b 6.) = Ze”x(b 6, et [elo = Vio Pi 

_ p p _ p _s,.Ps | pe ona Fa (..,a rere 1A) et Fa FIF(e,T_) 2b. pi : donc, si 

xe BQ , (Ee)(x) = 2 x(be)6. ; mais, pour tout beR , ona x(b?) = (a, 20) 
(en appelant do le p-iéme itéré du co-produit dans Ba) et 

A x = VB.) ty , ou y est un tenseur obtenu par "symétrisation" d'un 

certain tenseur zj; on voit donc que x(b?) = (Va (D) = o((Vp x) (D) . 
d'où (Feo) (x) = 2 (Vp x)(b,)) 8, , donc Feo = (G)o Po ‘Bo : 

@ ona Va - (Ca ae ,a_,) et Va = TTFG@_, 7.) = 2b 6159s : donc, 

si x€Bo , (Veo) (x) = Zx(b, 184 : en utilisant le fait que Vpa_n = ni" 

on voit que > 5/p = VRP ; en raisonnant comme précédemment, on voit que 

lp = -1 = p * = — le) (e) o(x(V,b .)) xP (bi) ; donc (Vol) = Bo (x be. et V = (a “Jog Bo 

Il est clair que l'isomorphisme est fonctoriel en G . La proposition de 
résulte alors du théorème 1 du § 1 
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Remarques 

1.- Notons v l'endomorphisme du k-anneau Ny défini par 

v(> a 8.) = La . On voit que pour tout we M'(G) , on a aussi Vp = vw. 

2.- Lorsque le p-groupe fini G est connexe, on peut, dans la construc- 

tion qui précède, remplacer, avec les notations du n°11.6.2, l'anneau CL = CA(k) 

par l'anneau CATM(k) = lim A (k) (qui est le sous-anneau de Cy formé des 
= 

a Vs , avec les a, presque tous nuls). Si, en effet, m est un entier 
ses. | 

m _ _ tel que Pa 0 , on voit que G(c,) GCA k)) 

5.2. Nous allons construire de deux maniéres différentes le dual d'un D,- 

module fini. Il sera commode de la considérer comme un D, -module à droite. 
x Pour cela, observons que tout D -module à gauche M peut être considéré 

k 

comme un D, -module à droite, et vice versa, si l'on pose, pour tout xeM, 

ax = xa , pour tout ac€A , 

(Fx = xV et Vx = xF 

En particulier, ceci permet de considérer tout D, -module fini aussi bien 
~ comme un D, module à gauche que comme un D 

ferons désormais. 

, module à droite, ce que nous 

Si M est un D, -module fini, nous notons M' = Hom, (M,K/A) le A- 

module des applications A-linéaires de M dans K/A . On peut le munir d'une 

structure de D, -module fini en posant, pour tout uéM' , tout xe M : 

(au)(x) = (ua)(x) = au(x) , pour tout acA , 

(Fu)(x) = (uV)(x) = o(u(Vx)) , 

(Vu)(x) = (uF)(x) = 57 l(u(F x)) 
Il est clair que M+M' est un foncteur contravariant additif de la caté- 

gorie des D, -modules finis dans elle-même, induisant une dualité sur cette ca- 

tégorie. 

“nN ; Pour neZ , posons AL =K/A si n<0 et A = K/p A si n>0, 

et considérons le A-module ET, = TI A, . Avec des notations évidentes, 
ncZ 

tout élément de OT, s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme 

» aT, avec 
neg DA 
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K/A si n<0, 
a, € 

K/p "A si n>0 

On munit ET, d'une structure de D, -bimodule en posant 

a(> aT) = daa T, , (2 a T a = Zo (aa T, ' 

F(2 at.) = Lola )T a, , et (2 a TE = Za T ; 

| _ -1 _ V(Z a T ) = Po (aT ._; ; 02 a TV = 2 pa, T _; 

(on prendra garde qu'ici la structure de D, -module à droite n'est pas la struc- 

ture à droite induite par la structure de D,-module à gauche). 

Si M est un D -module fini, nous notons M* = Homy (M,@T,) le D,- 
k 

module a droite des applications D, -linéaires à gauche de M dans OT, . Il 

est clair que Mw M* peut être considéré comme un foncteur contravariant ad- 

ditif de la catégorie des D, -modules finis dans celle des D, -modules à droite. 

PROPOSITION 5.2.- Pour tout D, -module fini M, M* est un D, -module 
fini. Les foncteurs Mr M' et M M* de la catégorie des D, -modules 

finis dans elle-même sont naturellement équivalents. 

Démonstration : pour tout © € M* et tout x€e M , posons 

Pour tout entier n>0 , on a 

(Ex) = > (Exo) T_ = Fy) = x o((x,@) JT 

en particulier o ((x,0)__) = Ex), ou 

(1) Gp). =o (Ex) , pour tout n>0 

De même, ona ox) =D Wx.) T= Vee) = Zpo ((&,w) Tt en 
m 

particulier pro ((x,9)_) = (V"x,~p) p ou encore 

A) (x,@) = po ((V"x,@),) , pour tout n>0 

Pour tout oe M* , soit My) l'application de M dans K/A définie 

par (co) (x) = ,œ), , pour tout xeM . Au 

Il est clair que (9) € M' et que l'application NM À M* >= M' est 1m 
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A-linéaire. Si l'on pose u = Ty ©? , on voit que 

(uF)(x) = 0 (u(Ex)) = o ((Ex,0) o) : 

d'autre part Tq PE) (x) = (x,@E) ; mais (oF)(x) = o(x)F = Lo) Ta ’ 
donc na (PE) Ce) = (xp), = a1 ((Ex,0) 9) , d'après (1) , et Ty OE) = yy PE ; 

De même, on a (uV)(x) = o(u(Vx)) = o((Vx,¢) 9) : d'autre part 

Nyy OW &) = GpV), ; mais (oV)(x) = p(x)V = Zp(x,w) T _, , donc 
na OM) Go) = px). = o((Vx 4) 4) , d'après (1') ; et My PW) = Ty - L'ap- 

plication nm est donc D, linéaire à droite. 

Pour tout ueM' , soit Ay) l'application de M dans cu définie 

par | 
(ee) _ n (ee) _ 

ny we) = Do “UE sX))T + 2 poo (AW x)T . 
n=1 n=0 

(u) € M* et on déduit des formules (1) et On vérifie immédiatement que nu 

(1') que. nm et nu sont des applications réciproques l'une de l'autre, 

donc que nm est un isomorphisme de M* sur M'.En particulier, M 
est un D, -module fini. 

Enfin, il est clair que l'isomorphisme est fonctoriel en M , ce nm 
qui achève la démonstration. 

5.3. Nous allons montrer maintenant que, si G est un p-groupe fini sur k , 
le D, -module fini M'(G) _s'identifie au dual de M(G) 

Pour cela nous utiliserons de façon essentielle l'isomorphisme de 

Cw, (C,) sur O, défini en 11.6.7. 
My 

Rappelons (cf. prop. II.6.11) que le D -module à gauche on est for- 
k 

mé des éléments 2. b 8, , avec b € K/A si s<p, b. ceK/p "A si 
a ntl s€IN[1/p] 

p <s<p_ et n>1l , assujettis à vérifier des conditions notées (8,), (3) 

et (&,) 

Notons OT, l'ensemble des Zb8,€Ee, vérifiant b = 0 si s n'est 

pas une puissance entière (positive ou négative) de p . Il est clair que c'est 

un sous-D -module à gauche de GO, . oi, pour tout neZ , on pose TL, = 0 
k p' 

on voit que les éléments de OT, peuvent s'écrire sous la forme Lat. , 

avec a € K/A si n<0, ae K/p NA si n>O . Ceci permet d'identifier 
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OT, à une partie du D, -bimodule OT, 

facilement que OT, est en fait un sous-D, -module à gauche de OT, ; si l'on 

explicite les conditions (&.) , (6,) et (84) pour les éléments de la forme 

défini au n° précédent. On constate 

2 
vat. , on vérifie immédiatement que @T 

K 
de OT, , autrement dit au sous-D, -module à gauche de OT, formé des élé- 

ments dont l'ordre est une puissance de p . En particulier OT, est stable 

s'identifie à la partie de torsion 

pour l'action de D, à droite et peut donc également être considéré comme un 

D, -bimodule . On voit que, pour tout D -module fini M, 
k 

M* = Homp (M, eT) = Homp, (M,67,) 

Soit maintenant G un p-groupe fini sur Kk et soit Ba son algébre 

affine. Il résulte de la proposition 1.2 que l'application qui a o : Bo — CL 

associe la restriction de CW, (p) : Cw, (B,) = Cw, (C,) à M(G) est un iso- 

morphisme du groupe G(c,) sur Homp, (M(G) ,CW, (C,)) . En composant avec 

l'isomorphisme Dy, : Cw, (Cc) > O, on obtient un isomorphisme 

À : G(C,) — Homp, (M(G),0 ) 
G k 

qui est visiblement fonctoriel en G 

PROPOSITION 5.3.- Soit G un p-groupe fini sur k . L'application ho in- 

-module M'(G) sur duit, par restriction à M'(G) , un isomorphisme du D 
k 

M(G)* = Homp, (M(G), eT, ) (autrement dit, si pe G(c,) , he, ©) e M(G)* si et 

seulement si we M'(G) et l'isomorphisme de la structure de groupes de M'(G) 

sur M(G)* induit par À est D, -linéaire). 
G kK 

Démonstration : soit k une clôture algébrique de k et soit e€ k 
ee uen QD ee SU ae ee MIND 

L'application y : Cc. ~ Œte) , définie au n°5.1, induit une application 
€ 

cw ly) : cw, (C,) = CW, (Cy, (2) 

des isomorphismes, il existe une application ve : O, = ee) et une seule 

Comme les applications Dy et De (6) sont 

qui rend le diagramme 

Cw, ) 

cw, (c,) 7 CW, C, (.) 
Dy . De (e) 

Ve 
or 0 

a Ss commutatif. On voit facilement que y (2:a 6.) = » [el] a 0. , pour tout 
€ . 
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Z a 8. € ®, (on a noté [el le représentant multiplicatif de ¢ dans A). 

) Notons encore À l'application de G(C c ) dans Homy (M(G),@ k(e) k ~~ k(e) 

qui à y : Bia CL (6) associe o CW. 
G 

EGG) , AG ep) = V2 Ag (©) 

. Il est clair que, si Be.) ° COWL. | aay 

En particulier, pour tout nombre premier @#p , comme u (9) = 2 yon 

ceH, 

(cf. n°5.1), on a dba, (9) = D y ° Ac (p) . On a donc, pour tout ae M(G), 
ECU p © 

si À (cp) (a) = Za 6 1 À (u (p)) (a) = > (Deas) = Z(XZ Sag =e(Za8), 
G $ s€H, ses ss ses ECU, ss s€S, . 

ou Sy désigne l'ensemble des éléments de S = IN[1/p] divisibles par 2 

Par définition, © est dans M'(G) si et seulement si u, () = 0 , pour 

tout £ ; ou encore si et seulement si holy, ()) = 0, pour tout @. Cela 

revient à dire que, pour tout ace M(G) , si he be) (a) = 2 a 0. , On à à = 0, 

pour tout sesS _ divisible par un nombre premier différent de p : ou encore 

que a, = 0 si s n'est pas une puissance entière de p . On en déduit bien 

que we M'(G) si et seulement si ho) E M(G)* . 

La restriction de } à M(G) est donc bien un isomorphisme de la 
G 

structure de groupe de M (G) sur M(G)* et, pour achever la démonstration 

de la proposition, on voit qu'il suffit de vérifier que, pour tout we M'(G) , 

ho ele] ) = ho (ple] , pour tout e€k , 

(GE) = A. p)E G 

holo) = 2 

m Pour tout eek , ona ole] = [elo = Veo et AUD = Vo (D) ; 
donc, pour tout aé M(G) , si he) @) = 2b,T, = 2 b, 9 no! 

p 

À (Le) (a) = Db [e]P on = Lb ov(lel)Ty = (2b T le] , d'où 

el) = rg lle] 

m Ona oF = VO = vo~ , d'après la remarque 1 du n°5.1. Si vi: on — O, 

est définie par v(?, c 8.) = cs , on voit que By? cw, (v) = vo, 

Pour tout aé M(G) , si ka (p) (a) = ub tT = 29 n , on a donc 

GE) (@) = VZbT) = ZT = (DIE , d'où QG) = CE . MeNLS 

159 



GROUPES p-DIVISIBLES 

m Par définition, on a oV = Fo = (Sep Vr 

Il est clair que si (6) : Cu — ® est l'application définie par 

(o)(2c 8 ) = Zo(c.)8, , on à Be CW, ((o)) = (oh, 

D'autre part, si a = (...,a pase Qo) e M(G) , on sait (n°3.1) que 
-n 

VB 8 n) = à, + pour tout n , et on en déduit que CW) (VB) (a) = Va . 

On a alors, pour tout ae M(G) , 

k (OV) (a) = Ge CW, (Coop Vp) (a) = ((5)oG,° CW, ()) (Va) 
= (5) (VA. () (a))) 

Si hop) (a) = db T, , on voit que 

(5) (VAG @) (a))) = (S)(Lpo7 tb T = dpb T = (Db Tv , 

d'où he (WW) = ke IV 

COROLLAIRE 1.- Les foncteurs G- M'(G) et G M(G)" de la catégorie 

des p-groupes finis sur k dans celle des D, -modules finis sont naturellement 

équivalents. 

C'est clair puisque l'isomorphisme canonique de M'(G) sur M(G)* 

défini dans la proposition 5.3 est visiblement fonctoriel en G 

COROLLAIRE 2.- Les foncteurs G- M(D(G)) et Gr (M(G))' de la catégorie 

des p-groupes finis sur k dans celle des D, -modules finis sont naturelle- 

ment équivalents. 

Il suffit de composer les équivalences naturelles 

M(D(G)) —=M'(G) —»M(G)* + (M(G)): mms 

définies par la proposition 5.1, le corollaire 1 à la proposition 5.3 et la pro- 

position 5.2. 

COROLLAIRE 3.- Pour tout p-groupe fini G sur k , notons M, (G) le mo- 

dule de Dieudonné de G au sens de Gabriel ou Manin (tel qu'il est décrit 

par exemple dans [15], chap.III). Les foncteurs M et M; de la catégorie 

des p-groupes finis sur k dans celle des D, -modules finis sont naturellement 

équivalents. 

Il est clair qu'il suffit de démontrer ce résultat d'une part pour les 

groupes unipotents, d'autre part pour les groupes de type multiplicatif. 
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Si G est unipotent, on vérifie que M. (G) s'identifie à 

Hom(G,CW,) c M(G) = Hom(G,CW, ) : mais, pour n assez grand, on a 
n Va = 0 , donc Vea = 0 , pour tout ae M(G) et M(G) = M. (G) 

Si G est de type multiplicatif, on a, par définition, M, (G) = MD (G)))"; 

comme D(G) est unipotent, M.(D(G)) — MIUD(G)) et l'assertion résulte du 

corollaire 2. 

§6.- Groupes formels lisses. 

6.1. Soit G un p-groupe formel sur k et soit M = M(G) . On sait 

(n°1.9.6) que G est lisse si et seulement si Fa est un épimorphisme : on 

voit que ceci revient à dire que l'action de F sur M est injective. S'il en 

*(k) et G 
G 

est de dimension finie si et seulement si M/FM est un k-espace vectoriel 

est ainsi, M/FM s'identifie, d'après la proposition 4.3, à t 

de dimension finie ; ces deux dimensions sont alors égales. 

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout néIN , notons el le 
sous-groupe de G noyau de Fe, . Il est clair que M(G) s'identifie à 
M(G)/F°M(G) . Le groupe G est connexe si et seulement si G = lim Gi , 
ou encore si et seulement si M(G) s'identifie à lim M(G)/F°M'C) , i.e. si 
et seulement si l'action de F sur M(G) est topologiquement nilpotente. 

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout néIN , notons Gh le 

noyau de la multiplication par p" dans G . Il est clair que M(G, ) s'iden- 

tifie à M(G)/p"M(G) et que, comme G = lim G, , on a 

M(G) = lim M(G)/p" M(G) 
men 

Rappelons que la catégorie des groupes p-divisibles (ou_de Barsotti-Tate) 

sur k s'identifie a la sous-catégorie pleine de celle des p-groupes formels 

sur k dont les objets G ont la propriété suivante : il existe un entier h 

tel que, pour tout nn, G, est d'ordre pnh ; l'entier h s'appelle alors la 
hauteur de G 

On voit que si G est un groupe p-divisible sur k , de hauteur fh , 

M(G)/p"M(G) est un (A/pTMA)-module libre de rang h , donc que M(G) est 

un A-module libre de rang h . Réciproquement si G est un p-groupe formel 
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sur k tel que M(G) est un A-module libre de rang fini, on voit que G 

est p-divisible. Enfin, il est clair que tout groupe p-divisible sur Kk est lis- 

se de dimension finie. 

Le théorème 1 implique la proposition suivante 

PROPOSITION 6.1.- Le foncteur M induit une anti-équivalence entre la caté-. 

gorie des p-groupes formels lisses sur k et celle des D, -modules A[F] - 

profinis sur lesquels l'action de F est injective. Si G est _ un p-groupe for- 

mel sur k et si M = M(G) 

i) le groupe G est connexe si et seulement si l'action de F sur M 

est topologiquement nilpotente : 

ii) le groupe G est de dimension finie si et seulement si M/FM est 

un k-espace vectoriel de dimension finie (celle-ci est alors égale à 

la dimension de G ) : 

iii) le groupe G est p-divisible si et seulement si M est un A-module 

libre de rang fini (celui-ci est alors égal à la hauteur de G). 

Remarques 

1.- Soit M un A[F]-module profini sur lequel l'action de F est in- 

jective. Pour qu'il existe une structure de D, -module sur M qui prolonge la 
structure de A[F]-module, il faut que pM c FM : on voit que cette condition 

est aussi suffisante et qu'alors cette structure est unique : pour tout a€M, 

Va est l'unique be M tel que Fb = pa. On peut donc dire que M in- 

duit une anti-équivalence entre les p-groupes formels lisses sur K et les 

AÏF | -modules profinis M sur lesquels l'action de F est injective et qui 

vérifient pM c FM 

2.- Si G est un k-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie, 

on a M(G) = lim M(G)/F°M(G) , Chaque quotient étant muni de la topologie 
discrète. Ceci permet de considérer M(G) comme un A[[F]] -module et l'on 

voit que c'est un A[[F]]-module de type fini. De la même manière que dans 

la remarque 1, on voit que l'on peut dire que M induit une anti-équivalence : 

entre k-groupes formels lisses et connexes de dimension finie et A[[F]] - 
modules M de type finis sur lesquels l'action de F est injective et qui vé- 

rifient pM cc FM 
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Soit toujours G un k-groupe formei lisse et connexe de dimension finie 

et soit M = M(G) . Soit R un k-anneau fini ; on sait (th.1) que G(R) 

s'identifie canoniquement au groupe Home (M, GW, (R)) des applications D,- 
linéaires continues de M dans Cw, (R) * on voit qu'une telle application est 
toujours a valeurs dans CW, (R) : comme l'action de F sur CWE AR) est nil- 
potente, on peut considérer CWE (R) comme un A[[F]] -module. On voit que 

7 cs ~ C as G(R) s'identifie encore au groupe HOMAILE TI Iv] (M, CW, (R)) des applications 

A[[F]] -linéaires de M dans Cw, (R) qui commutent à l'action de V (les 

hypothéses de continuité sont inutiles). 

3.- Le méme type de considérations montre que l'on peut dire que M 

induit une anti-équivalence entre groupes p-divisibles sur k et A[F]- 

modules M qui sont des A-modules libres de rang fini tels que pM € FM . 

Ou encore entre groupes p-divisibles sur K et D, -modules qui sont 

des A-modules libres de rang fini (la topologie sur M qui est la topologie p- 

adique “ne sert plus à rien"). 

_ En particulier, soit G un groupe p-divisible sur k , soit M = M(G) 

et soit R un k-anneau fini. On voit que toute application A-linéaire de M 
TS 

dans CW, (R) est continue et l'on a, avec des conventions évidentes, 
kK 

_ cont ~ _ lan 
G(R) = Homp, | (M,CW, (R)) = Homp, (M, CW, (R)) 

6.2. Soit G un p-groupe formel sur k qui est limite inductive de groupes 
finis (c'est le cas si G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie, 

en particulier si G est un groupe p-divisible). Soit R son algèbre affine et 

soit M = M(G) . Soit (Gr l'ensemble des sous-groupes finis de G 

Pour tout i€I, soit R, l'algèbre affine de G, et soit M, = M(G,) > ona 

donc R = lim R, et M = lim M, 

Pour tout k-anneau S (pas nécessairement fini) notons G(S) le groupe 

des homomorphismes continus de R dans S (muni de la topologie discrète) ; 

on a donc G(S) = lim G, (S) 

PROPOSITION 6.2.- Soit G un p-groupe formel sur k qui est limite induc- 

tive de groupes finis et soit M = M(G) . Pour tout k-anneau S le groupe 

G(S) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en S) au groupe 

Homa (M,CW, (S)) des applications D, -linéaires continues de M dans cw, (8). 
k 

163 



GROUPES p-DIVISIBLES 

Démonstration : on sait (proposition 1.2) que, pour tout i¢€I , le groupe 

ea tee à : cont G(s) s'identifie à Homp, (M;,CW, (8) = Homp, (M,,CW,(S)) . Comme 

M = lim M, , ona G(S) = lim Homp,TM (M, ,CW, (5)) et tout revient à montrer 
que si u€ HOME (M, CW, (S)) , son noyau est ouvert. 

Il résulte facilement de ce que M est profini qu'il existe un entier 

r>0 et un idéal nilpotent n de S tel que, avec les notations du n°II.1.6, 

u(M) CW, (S, 1,1) . Pour tout entier t21 , notons Cw, (n°) le sous-D, - 
module fermé de CW,(S,n,r) formé des covecteurs dont toutes les composan- 

tes sont dans n° et M, l'image réciproque par u de CW, (n°) . Comme 
CW, (n) est ouvert dans CW,(S,n,r) , M, est ouvert dans M : comme n 

est nilpotent, M, est égal au noyau de u dès que t est suffisamment 

grand et il suffit de démontrer le lemme suivant 

LEMME 6.3.- Pour tout entier t21 , M, 44 est ouvert dans M, 

(a) /ow, (n°7) 
t ~ : # û Q Q 2 Q Pour tout a€n , notons à son image dans E . On vérifie immédiatement 

) € Cw 

Démonstration : posons E = nt/nt+l et CW, (E) = CW 

I : : : os t : a que. l'application, qui à (eee ,..,8 AG , a) associe G_ nen ; 

induit, par passage au quotient, un isomorphisme du groupe topologique sous- 
IN jacent à Cw, (E) sur EN (la topologie de E étant la topologie produit, 

avec la topologie discrète sur chaque composante). Si on l'utilise pour identi- 

fier CW (EE) à EN , on voit que CW, (E) est un D -module tué par F , 
k kK 

ce qui permet de le considérer comme un k[V] -module, et que, pour tout 

a = (8) vey © CWE) , on a 

Va = (a_ tne 
~ — -n ~ 

xd = (o Ga_ en , pour tout xek 

Il est clair que M, est un D, -module profini et que u induit une ap- 

plication D, -linéaire continue u' de M, dans CW, (E) dont le noyau est 

M44 et contient EM, . Posons M, = M,/EM, : c'est un k[V] -module profini 
et, par passage au quotient, u' induit une application k[V]-linéaire conti- 

nue u: M, - CW, (E) ; on voit qu'il suffit de démontrer que le noyau de uw 
kK 

est ouvert dans M, 

Soit @: Cw, (E) ~ E l'application qui à (a_ en associe à, . Il 

est clair que 8 est k-linéaire continue. L'application 6ou est donc k- 

linéaire continue et son image est un sous-k-espace vectoriel de dimension fi- 
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nie E' de E . En utilisant le fait que l'application ü est V-linéaire, on 
+ 

voit facilement que l'image de u est contenue dans le sous-k[V] -module 

CW, (E') de CW, (E) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont 

dans E' . Comme l'anneau k@E' (où la multiplication est définie par 

(x+3)(y+) = xy + (xb+ya) , pour x,y€k , 4,5€E') est fini, tout 
cont ,— Wy cont ,.~ Wy cont ,~ ; k[V] (M, ,CW (E')) = Hom (M, ,CW, (E )) Homp, (M, ,CW (K@E')) a 

k 

son noyau ouvert (en effet G(M,)(k @E’) s'identifie a Home" (M, ,CW, (k@E")) 

u € Hom k 

et, comme M, est profini, le groupe formel G(M,) est réunion de ses sous- 
groupes finis). 

Remarque : si le noyau de la multiplication par p est un groupe fini (en par- 

ticulier si G est un groupe p-divisible), toute application D, linéaire de M 

dans CW,(S) est continue et on a donc aussi G(S) = Homp, (M,CW, (8)) L ( 

6.3. Soit Gun groupe p-divisible sur k et soit, pour tout neN, G 

le noyau de la multiplication par pi . La multiplication par p définit un 
n 

épimorphisme de G sur G,, : on en déduit, par dualité, un monomorphis- n+l 

me de D(G ) dans D(G, +1) . On voit que lim D(G ) est un groupe p- 

divisible sur k , de même hauteur que G : nous le notons D, (G) et l'ap- 

pelons le dual de G ; il est clair que D, définit de manière évidente une 

dualité dans la catégorie des groupes p-divisibles sur k 

Soit maintenant M un D, -module qui est un A-module libre de rang fi- 

ni ; on munit le A-module M des applications A-linéaires de M dans A 
d'une structure de D, -module en posant, pour tout ue M et tout a€ M : 

(Fu)(a) = c(u(Va)) et (Vu)(a) = o7 (ula) mes 

La correspondance M | M définit, de manière évidente, une dualité dans 
la catégorie des D, -modules qui sont des A-modules libres de rang fini. 

PROPOSITION 6.4.- Les foncteurs G# (u(a))? et Gr M(D, (G)) de la ca- 
tégorie des groupes p-divisibles sur k dans celle des D, -modules sont na- 

turellement équivalents. 

Cela résulte immédiatement du corollaire 2 à la proposition 5.3. 

6.4. Pour terminer ce paragraphe, nous allons donner une interprétation élé- 

mentaire du module de Dieudonné d'un groupe formel lisse et de dimension finie. 
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Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur k et soit © 

R son algèbre affine. Appelons relèvement lisse de R la donnée d'un A- 

anneau spécial g (au sens du n°II.5.4) et d'un isomorphisme de 

R/pR = RB, k sur R . Un tel relèvement existe toujours (si R = 1] R; est 
la décomposition de R en produit d'anneaux locaux, alors, pour chaque i , | 
un choix de coordonnées permet d'identifier R, à l'anneau des séries formelles 

kK ILX, Xo... 

peut prendre & = Tir, , avec oF = Wk JEL, 1... Kal et l'isomorphisme 

Xa à coefficients dans une extension finie kK, de k: on 

évident de R/pr sur R) : il est unique à isomorphisme non unique près. 
TM 

Soit A : R — R@, R le coproduit et soit A : R — RO, K un homomorphis- 
me continu de A-anneaux qui relève A (un tel homomorphisme existe toujours 

-on ne demande pas qu'il munisse ® d'une structure de bigèbre formelle). Il 

est clair que À se prolonge, de manière unique, en un homomorphisme conti- 
~ aan AN nu de RK dans (RB. De que nous notons encore A 

K 

Pour tout «€ ee , posons Sc. = a@l _ Ac. + 1®a et 

MH (G) = Ja eP(R) | Sa € PRO, RK : 

c'est un sous-A-module de P(t) contenant pR ; on voit que TH (G) ne dé- 
pend pas du choix du relèvement À de A (si A, est un autre relèvement 

de A ,on a À ,8 = AB (mod pf) , pour tout BER : tout élément de P(w) 
n 

s'écrit comme une somme infinie d'éléments de la forme p 8? , avec BER 
~ on « ~ , on on a et nelN , et l'on a ABP = Age (mod p®t!e) donc A, (p Asp ) = A(p gp”) 

(mod pR)). 

Posons MH (G) = 70 (G)/PR . On peut considérer MH. (G) comme un 

sous-A-module de P(Rr)/pR . D'après la proposition 5.5 du chapitre II, l'appli- 

k 

P(n)/p8R devient, par transport de structure, un D, -module. On sait que M(G) 

cation Wo définit un isomorphisme de CW, (R) sur P(n)/pi : en particulier, 

est le sous-D, -module de CW, (R) formé des covecteurs a tels que 

a@l - Aa + l®a = 0; on en déduit le résultat suivant : 

PROPOSITION 6.5.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie 

sur k et soit g un relèvement lisse de l'algèbre affine de G . Le module 

MH, (G) est un sous-D, -module de P(R)/pR et l'application Wo induit un © 

isomorphisme de M(G) sur MH, (G) 
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CHAPITRE IV 

GROUPES FORMELS LISSES SUR UN ANNEAU DE VALUATION DISCRÈTE 

$1.- Le cas e = 1 

1.1. Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A = W(k) et 

soit Rm son algèbre affine. Soit Gy = G 8, k la réduction de G modulo p : 

c'est un groupe formel lisse de dimension finie sur k dont l'algèbre affine 

s'identifie à Ry = R@, k = f/pR . On voit, avec les conventions de II.5.4 et 

II1.6.4, que R est un A-anneau spécial qui est un relèvement lisse de Ry . 

Notons A :R-8R 8, R (resp. A, t R 7 Ry, 8, R, ) le coproduit relatif à G 
(resp. à G,) : il est clair que A relève A Notons encore A le prolon- 

gement de A a Re et, pour tout x € a , posons da = a®1- Aa+1@a, 
Notons # H(G) le sous-A-module de a formé des a € P(r) tels que 
Sa € pR @, et MH(G) le quotient de MH) par pr . Avec les notations 
du n° Ill.6.4, on a MEG) = MH (Gy) et MH(G) = MH (G,) . Il résulte donc 

de la proposition 6.5 du chapitre III que MH(G) s'identifie canoniquement au 

module de Dieudonné M(G,) de Gy, . 

Notons Æ£(G) l'ensemble des éléments a de P(R) tels que ta = 0. 

Il est clair que £(G) est un sous-A-module de MH(G) . Nous notons p(G) 
l'application A-linéaire 

iso, can inclusion - MH(G) . “+ M(G can s £ (G) - mu(G) Poh 

L'image par p(G) de p&(G) est contenue dans pM(G,) iy) 

déduit, par passage aux quotients, une application k-linéaire 6(G) de 

£(G)/p£(G) dans M(G,)/FM(G,) 

c FM(G 

k 

PROPOSITION 1.1.- Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A. 

Posons M = M(G,) , £= £(G) et 6 = 6(G) . Alors 
k 

i) l'application § : £/p£ - M/FM est un isomorphisme de k-espaces 

vectoriels : 

ii) le A-module £ est libre de rang fini. 
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Démonstration : 
i) posons p = p(G) . Soit a € £ : si p(a) =a, a s'écrit comme 

un covecteur (..,a_ ; 80) à coefficients dans Ry et, quel que soit le 
. nn 

choix des relèvements a_. des a. dans R , œ-2;p ral. € pr . 

Si a €£ est tel que pla) =a € FM , il existe b = (..,b_.,...,b)€ M 

tel que a = Fb = Cu, Deo 4, Bp) . Si, pour tout n, b_, est un relèvement 
_ Un « n ..n+i 

de bp. dans R , on a donc a-Dp "br = à - 2p RÉEL € pR . Il 
L co -napt! co -n- n 

existe donc un élément b, ER tel que a= 2% p b = Pl 2 p bP . 
1 n=-] —-n n=0 -n+] 

on voit donc que 8 = pla vérifie 08 = 0 et 8 € P(R) . Donc a € p£ , ce 
qui montre que l'application 6 est injective. 

Pour montrer que 9 est surjective, commençons par établir un lemme : 

LEMME 1.2.- Soit r un entier =1 et soit a € P(R) tel que Ôô& € DR 8,8. 
Il existe un élément y € MH(G) tel que ply) € FM et 

_ + pe d(a-p° My € D le EN R (on a encore noté op la projection canonique de 
MH(G) sur M(G,) = M ). 

Démonstration du lemme : si Ga est le complété formel du groupe ad- 

ditif sur A, R® s'identifie au groupe des n-cochaînes de G à valeurs 

dans Gia et l'opérateur bord coincide, en dimension 1 , avec à 

Si l'on pose 3a = p 8B , alors BE RER et vérifie a8 = 0 car 
p 38 = 3(p 8) = (04) = 0. Si b désigne l'image de 8 dans & © & 

0 k k “k ' 
on a donc db, = 0 (ot à désigne maintenant l'opérateur bord pour la coho- 

mologie de Gy à valeurs dans Gi. ). Si l'on pose 
ZX = I XX 

) € CW,(R, 8, 8) = C (G ,CW,) , b = (...,0,...,0,b k! k 0 

on voit que ob = 0 (où, cette fois-ci, 96 est l'opérateur bord pour la coho- 
NX 

mologie de G à valeurs dans CW, ). Comme b est un tenseur symétrique, 
k k 0 

MS 
b est un 2-cocycle symétrique. Comme CW, est un objet injectif de la caté- 

gorie des groupes formels sur k (théorème 2 du chapitre III), on a 

2 <~ _ 1 <r) . H(G, , CW,) = Ext, (G,, CW,) = 0 ; 

LS 
on en déduit l'existence d'un élément c = (66670 _ ch) € CW, (Ry) tel que 

| dc = b . Si l'on désigne par cs un relèvement de Cn dans , on voit 
co _n n co -n nN 

donc que a( 2p oP Je B (mod pR®, R) . Posons y=p 2p GP : on à 
n=0 —nN A n=0 —n 
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+1, & -1 +1 + d(p Y) = pB (mod p' R &, R) donc d(a-p TR 

On voit d'autre part que y est un relèvement dans P(R) de 

pe = FVc = Fl...,c ) : mais l'égalité dc = b montre que e: 
—ntl1 7. -1 

A(Vc) = Vb = 0 , donc que Ve € M. On voit donc que y € MH(G) et que 

p(y) = pc € FM , d'où le lemme. 

Pour montrer que 6 est surjective, on voit qu'il suffit de vérifier que 

pour tout a € M , il existe a € £ tel que p(a) =a (mod FM) 

Si a € M et si a, est un élément de P(R) tel que p(a;) =a, on 

sait que a. E MH(G) , donc que où. € pR . 

Le lemme permet donc de construire par récurrence une suite 

Var Vo reser Varese d'éléments de MH(G) tels que pty) € FM et 
r-1 rt+1 

(a, -Y re -p Y) Ep R 8, R , pour tout r. 

Mais MH(G) , extension du A-module profini MH(G) (=M) par le A- 

module pR qui est topologiquement libre donc profini, est un A-module profini. 

Il est donc séparé et complet pour la topologie p-adique. En particulier, la sé- 
(oe) _ | : rie de terme général D LV. converge dans P(R) : si a= a. - 2p Y , on 

fo) _ = 

voit que da= 0 et que p(a) = p(a.) - Dp “ely,) = p(a,) (mod FM) et 06 
r=1 

est bien surjective. 

L'assertion (ii) est alors évidente : d'après (i), £ est un A-module de 

type fini ; mais c'est un sous-A-module de P(g) qui est sans torsion ; il est 

donc libre de rang fini (on voit que son rang est égal A dim,(M/FM) , donc a k 

la dimension de G). 

1.2. Notons Ay la catégorie dont les objets sont les triplets (£,M,p) 

e ou M est un D, -module profini sur lequel l'action de F est injective, 

tel que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur 

k , 

8 ou £ est un A-module libre de rang fini, 

H ou p est une application A-linéaire de £ dans M telle que l'applica- 

tion p : £/p£ > M/FM , induite par passage aux quotients, est un isomor- 

phisme de k-espaces vectoriels. 

Un morphisme u: (£,M,p) - (£',M',p') de la catégorie My est un 
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couple (Ug, Uy, formé d'une application A-linéaire Ue : £ - £' et d'une 

application D, -linéaire continue Une! M-M' tel que le diagramme 

"sg 

soit commutatif. 

Il est clair que IN est une catégorie additive. 

La proposition 6.1 du chapitre III et la proposition 1.1 montrent que, si 

G est un p-groupe formel lisse, de dimension finie, sur A , le triplet 

SM,(G) = (£(G),M(G,),p(G)) est un objet de A . 

Soit maintenant f: G' - G un morphisme de p-groupes formels lisses de 

dimension finie sur A . Par réduction modulo p , f induit un morphisme 

f : G —+ G, donc une application D,-linéaire continue M(f,) : M(G.) + M(G'). k ° “k k k — k k k 
Soit, d'autre part, ® (resp. &') l'algèbre affine de G (resp. G') : le mor- 

phisme f induit un homomorphisme continu i” : R > R' qui se prolonge, de 
maniére unique, en un homomorphisme continu fe : a > CPS . Il est clair 

que fe envoie P(g) dans P(R') et £(G) dans £(G') . Si l'on note S£(f) 
la restriction de fe à £(G) , on vérifie immédiatement que le couple 

(£(£), M(£,)) est un morphisme de la catégorie hy , i.e. que le diagramme 

s(q) £2. sr) 
(0) | p'(G") 

+ M) 
M(G,) - M(G,) 

est commutatif, 

Ceci permet de considérer iM, comme un foncteur contravariant de la. 

catégorie des p-groupes formels lisses de dimension finie sur A dans An 

On voit facilement que ce foncteur est additif. 

Rappelons (cf. n° 1.7.6) que l'on dit qu'un k-groupe formel H est unipo- 

tent si H = lim Ker Von . Si G est un groupe formel sur A (plus généra- 

lement sur A' , anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée de 

K = Frac(A) ), nous disons que G est unipotent si Gy l'est. 

£ Notons enfin An (resp. Na) la sous-catégorie pleine de An dont les 
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objets sont les triplets (£,M,p) tels que M est "connexe" (resp. ‘“unipo- 

tent") i.e. tels que l'action de F (resp. de V) sur M est topologiquement 

nilpotente. 

Il est clair que, si G est un p-groupe formel lisse de dimension finie 

sur À qui est connexe, (resp. unipotent), £M, (G) est un objet de Me 
u 

(resp. An) 

L'objet essentiel de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant : 

THEOREME 1.- Si p # 2 , le foncteur IM, induit une anti-équivalence entre 

la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A et la 
# 4 p 

catégorie . atégor An 

Pour p quelconque, la restriction de M, aux p-groupes formels lisses 

et connexes (resp. et unipotents) de dimension finie sur A induit une anti- 
2 a C u équivalence entre cette catégorie et An (resp. hn) 

1.3. Soit (£,M,o) un objet de Ay . Nous allons lui associer un foncteur co- 
variant de la catégorie des A-anneaux p-adiques (cf. n° II.5.1) dans celle des 

groupes abéliens. 

Soit S un A-anneau p-adique : 

# nous notons N,(8) (resp. ne(s)) le groupe Hom,(£,8.,) 
(resp. Hom (2, 8/08) des applications A-linéaires de : dans Sy = S 8, K 
(resp. dans 8,/p8) ; 

® nous notons Gts) le groupe Homp (M, CW, (8,)) des applications D,- 
linéaires continues de M dans CW, (s,) (où S). = $®, k) . 

@ nous notons p, l'application de Gus dans Ne (5) qui à u € Gt) 
associe Wa ° ue p (où Wa : Cw, (s,) — 8,/p8 est l'application qui a été 

définie au n° II.5.2) : il est clair que pe est un homomorphisme de grou- 

pes ; | 

# enfin, nous notons Ge M, 9) © le produit fibré N Q (8) 150 (gem , ou 

le morphisme de N (Ss) dans Ny (5) est celui qui provient de la projec- 
tion de S§ sur S,/PS et celui de G K (3) dans NE est M £ Po 

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en 5S 
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Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse Gy dont le module de 

Dieudonné M, = M(G,) est isomorphe à M _ (un tel groupe existe et est uni- 
0 k 

que, à isomorphisme près, d'après la proposition 6.1 du chapitre III) ainsi . 

qu'un isomorphisme i de M sur M, 

Soit R l'algèbre affine de Gy et choisissons un A-anneau spécial R 

qui relève R . Choisissons enfin un isomorphisme 1 de Æ£ sur un sous-A- 

module So de P(r) tel que le diagramme 

| = p19) /pa 
W 

M— >M. <> CW, (R) R 
0 k 

soit commutatif (il est clair qu'un tel 1 existe toujours) et notons Po l'ap- 
(-1) plication A-linéaire i°pot : Lo — M 

Pour tout A-anneau p-adique $ , notons XC) l'ensemble des homomor- 

phismes continus du A-anneau À dans §&. 

Si x € X (8) , & se prolonge, de manière unique, en un homomorphisme 
san continu de RQ dans §& > nous notons x sa restriction à £ et 

K K Lo 0 
x. : £- § l'application A-linéaire composée xX, o1 

£ K Lo 

De même x induit un homomorphisme continu x, : R - 8. donc une 
k 

application D, -linéaire CW, (x, : CW, (R) — Cw, (S,) : nous notons *M sa 

restriction à M, et x: M - Cw, (8, l'application D, -linéaire composée 

x oi. 
Mo 

Xx (8) . L'application LEMME 1.3.- Pour tout x € X (8) , (x 

) de x, (8) dans G 
£ M € Ge, M, 9) 
(S) est bijective si p #2 ou si M xe ( * or Ml (£,M,p) 

est unipotent (i.e. si Gy l'est). 

La démonstration de ce lemme est renvoyée au n° 1.6. 

1.4. Soit alors G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur À et 

soit £M, (G) = (£,M,0) . Il est clair que le lemme précédent s'applique en pre- 

nant Ge = Ge, k , M; = M , i= id, , R = l'algèbre affine de G, 

LL = et t= id, . 
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PROPOSITION 1.4.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A, soit m® son algèbre affine, et soit (£,M,p) = £M,(G) . Soit S un A- 
A 

_ ] ( = anneau_p-adique, Pour tout x € G(s) Hom ont (Rs 8) ; Ge: Xp 4) € Gis M0) © 

et l'application xr { s'*M) est un homomorphisme du groupe G(S) dans 

G (S$) : c'est un isomorphisme si p #2 ou si G est unipotent, 
(£,M,0) 

Démonstration : compte-tenu du lemme 1.3, il suffit de montrer que l'ap- 
cm ve ue me ont mes cet un un ue somme 

plication xt Rex) est un homomorphisme de groupes, ou encore que cha- 

cune des deux applications x +. Xn et xP Xo est un homomorphisme de 

groupes. 

Pour l'application xP Xn c'est clair : on voit que c'est le composé de 

l'application canonique de G(S8) dans G(s,) = G,(8,) par l'isomorphisme ca- 

) sur G,,(8) résultant de la proposition 6.2 du chapitre III. nonique de G.,{(s M kok 

Montrons donc que l'application x» Xo est un homomorphisme de grou- 
pes. soit A:R- R® R le co-produit ; il se prolonge en une application 

À 
san san : -an — oe a 

Me: Re Re By Ry . Soit x et y des éléments de G(S) et soit | 

z = x+y . Les applications x,y,z de m dans $ se prolongent en des ho- 
| a, san -. san 

momorphismes continus ir Vy 2x de Re dans Se . oi ae Re , on voit 

que z (0) = (Teo (x, By,) ° A) (a) , OÙ Ta: se a Se > Se est définie par la 

multiplication dans Sx . Si aeé&£, ona donc 

=z (a) = o (x8 21+ 10a) =n. d1+18 z (a) Zy(O) (Te (x, Oy) (Bl 1 @a) Tg (Xp (081 18 y (a) 

= x, (a) + yz (a) ; 

d'ot la proposition. 

1.5. Montrons maintenant le théorème 1 pour p # 2 et pour les groupes uni- 

potents (et p quelconque). 

Il résulte du lemme de Yoneda qu'un groupe formel topologiquement plat 

sur À est complètement déterminé par la restriction du foncteur en groupes 

x 

qu'il définit a la catégorie des A-anneaux p-adiques. 

Si p#2 et si (£,M,p) est un objet de he (resp. si p est quel- 
congue et si (£,M,o) est un objet de An ), le lemme 1.3 implique qu'il exis- 
te un A-anneau spécial R tel que, pour tout A-anneau p-adique § , 

G (8) s'identifie à l'ensemble des homomorphismes continus de Rg dans 
(£,M,p 

173 



GROUPES p-DIVISIBLES 

S , et ceci fonctoriellement en § . On voit donc que Gi définit un p- 
£,M,p) 

groupe formel G lisse et de dimension finie sur A , dont l'algèbre affine est 

isomorphe à À . On vérifie immédiatement que £M, (G) s'identifie à (£,M,p) 

et que G est unipotent si M l'est. On en déduit que le foncteur M, est 

essentiellement surjectif. 

Il reste donc à montrer que iM, est pleinement fidéle : soit G et G' 

deux groupes formels lisses et de dimension finie sur A . Posons 

£M,(G) = (£,M,p) , £M,(G') = (£',M',01) . 

Avec des notations évidentes, il résulte de la proposition 1.4 que, pour tout A- 

anneau p-adique $, G'(S) (resp. G(S)) s'identifie canoniquement (et foncto- 
riellement en §) à N (8) X 70 (gym (®) (resp. N (8) X 470 (2) m8) . 

£' . g 
Soit f un morphisme de G' dans G et soit iM , (£) = (£(f),M(f 

Pour tout A-anneau p-adique $ , et tout x = (Xo, Xi) € G'(8) ona 

f(x) = Rex) avec Xe = Xue £(f) et Ky = Xr? M(£,) : on voit donc 

que Xe = 0 si S(f) = 0 et Xu = 0 si M(£,) = 0 ; par conséquent, si 

£ M, (f) = 0 |, on a f(x) = 0 , pour tout A-anneau p-adique $ et tout 

x € G'(S) , ce qui montre que iM, est fidéle. 

Si maintenant u : (L,M,o) - (L',M',o') est un morphisme de la catégorie 

1 (resp. ha si p=2), il définit, de manière évidente, un morphisme 
Ug : N (8) X NO om: (9) - N (8) x nO (9) Fy) , pour tout A-anneau p-adique 

£' £ 
S$ , visiblement fonctoriel en §. D'où une famille, fonctorielle en §$, de 

morphisme fe + G'(S) - G(s) , i.e. un morphisme f: G'- G tel que 

£ M, (£) =u et le foncteur £M est pleinement fidèle. A 

1.6. Nous reprenons les hypothéses et les notations du lemme 1.3 que nous 

nous proposons de démontrer maintenant. Nous posons G(8) = Gis M9 ® et 

nous utilisons l'application i (resp. 1) pour identifier M et M, (resp. £ 

et i). 

Comme tout p-groupe formel sur k , Gy se décompose en le produit 

direct d'un groupe Gy connexe et d'un groupe Gr étale. Si Ro (resp. Re) 
désigne l'algébre affine de Gy (resp. Gr) , R° et Ret s'identifient à des 
sous-anneaux de R et le produit définit un isomorphisme de Ro & R° sur k 
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et . et 4 
R . Nous notons f le relèvement de R dans R et nous choisissons un 

sous-anneau local R° de Rg qui relève R° : ici encore le produit définit un 
isomorphisme de get 8, Qo sur À . 

Comme Gy = Gy X Ge , ona M= M° @ uct , avec M° = M(G,) et 
t Vee = M(G,) : tout élément a € M s'écrit donc d'une manière et d'une seu- 

le sous la forme a= a” + at , avec a° € M° CW, (R°) et 
a°! € wet c cw, (R°) 

Soit a €£ et soit à = pla) = acta ; si a° = (...,a° ...,a° ,a0) 
et act = Cat, 80) et si l'on choisit des relèvements a”. des 

A t | a dans Rg et ae des a dans ae , w, (a) est l'image, dans 
co Un n COS n 

P(R)/prR de Dp (a )P + Dp tyP . Comme a = p(a) , l'image de 
n=0 EL n=0 Th 

a dans P(R)/pR est w, (a) et l'on a donc a =a + ot + pp , avec 
n n C —N,AaC C et -n,-et et a = Dp “(al Pg PR, a = Dp (@°)P ePR°) et BER 

Choisissons des coordonnées X = (XX, 1X) pour R® : l'anneau 
2° s'identifie donc à A[[X]] = AÏX,,...,X J] et R° à Kk[[X]| = kITX,,...,X 11, 
en notant x. l'image de x, dans R 

Si maintenant C1 Gy reves Oy est une base du A-module libre £ , chaque 

ea peut s'écrire, compte-tenu de ce qui précède, sous la forme 

a = a + at + pe, 
l 1 1 l 

et et 
a” € P(R~) 

Cc avec a € P(R°) ' ' Be € R : en particulier, chaque aL, peut 
6tre considéré comme une série formelle en les x, a coefficients dans K. 

Commençons par établir un autre lemme : 

LEMME 1.5.- C Od, 
i) La matrice des x= est a coefficients dans R° et inversible dans 

R° ; 
3Pa° 

ii) la matrice des - est à coefficients dans R° ; Si M est uni- 
ox? 

potent (i.e, si Gy, l'est), on peut choisir les coordonnées x, et la base des 

on pour que cette matrice soit topologiquement nilpotente. 

Démonstration : 

C et : Cc i) Si p(a.) =a ta, etsi a, = (...,a poor à 
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— mn . n ‘ À 
a = Dp Mae yP , pour des relèvements convenables 47 des a° | i -n, i -n,i -n,i 
dans À 

Notons m (resp. m) l'idéal maximal de Ro (resp. R°) . Comme G° 
| AN est connexe, Mo = Hom(G, , CW, ) = Hom(G,, ÉW,) est contenu dans CWE(RT) 

autrement dit tous les a. j sont dans m : par conséquent, tous les 47. : 
sont dans m 

oc ~ C p'-1 4, i C On a — = 2 (a ) — ER 
Ox, n=0 -n,1l OX, 

~ | A A — ] A De plus, comme les a”. i sont dans m, ( - D” Em , si 
: ou” aD , | 

-1 > 1 , ice. ; = M m p > i.e. si n #0 et Na SX (mod m) 
J j 

On sait (cf. proposition 4.3 du chapitre III) que l'application qui à 
| 2 a = (..,a_ seer) € M° associe l'image de ap dans m/m , induit, par 

passage au quotient, un isomorphisme de M°/EM* sur m/m° (- ex tk) . 
GK 

comme p induit un isomorphisme 6 : £/p£ - M/FM et comme la projection 

de M sur M° induit un isomorphisme de M/FM sur M°/FM° , on en dé- 
2 duit que les images des a5 : dans m/m forment une base du k-espace vec- 

2 aa i toriel m/m” : il en résulte que la matrice des x est inversible dans 
j . 

C LYS i 
R * on voit qu'il en est de même de celle des a , donc aussi de celle 

C "J 
Oa: C 
as , des x , dans . 

d'a, APT 30, c 
ii) Il est clair. que =) sx ER 

ax; 2x} ÿ 
Posons, pour l<i<d_, a", ‘ = pb, + uc, 5 + termes de d° 22 

Tdi, j=l t . 

(avec les b. et les Cc. dans A). En utilisant le fait que les 3” : sont 
LA C / 

. a” a. 1 . 
tous dans m , on voit que =p plc. = - ce. (mod m) 

sxP 1) 1) 

Il est clair que la matrice des est topologiquement nilpotente si et 

ax} 
seulement si la matrice des - oP _ l'est, ou encore si et seulement si la ma- 
trice des CA . est nilpotente dans k (en notant C, . l'image de c, dans 

k ). 
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Dire que M est unipotent revient à dire que l'action de V sur M/pM 

est nilpotente ; il revient au même de dire que l'action de V sur M/FM 

l'est : on en déduit que l'on peut trouver une base &,,8,,. 8 4) de M/FM 

sur Kk telle que Va, = 0 et, pour 1lsi<d, Va, = ou bien 0 ou bien 

i+] 
Choisissons, pour l1si<d, un élément c, de S£ tel que l'image de 

o (a. dans M/FM soit a, : le fait que p induise un isomorphisme de 

£/p£ sur M/FM implique que de tels a existent et forment une base du 

A-module libre £., 

L'isomorphisme composé £/p£ >~- M/FM - M°/FM° a m/m° nous montre 
que, si l'on note xX. un relévement de à) à dans R° , les xX forment un 
système de coordonnées pour ®° . L'image de Va! = (at jura, D 
dans m/m° est l'image de an, : dans m/m2 et c'est donc aussi celle de 
De, x : mais, comme la projection de M/FM sur M°/EM* est un k[V]- 
isomorvhisme, on voit que l'image de Va! dans m/m° est aussi celle de 
Va, qui vaut ou bien 0 ou bien aay * on voit donc que l'image de Vay 
dans m/m° est 0 , sauf si Va. = Bay , auquel cas c'est l'image de Xeaae 
Finalement les c, , sont nuls, sauf peut-être certains des C, sel pour 

i LA 

1<i<d et la matrice des C, est bien nilpotente. 
i 

Démontrons maintenant le lemme 1.3 

) € G(S) revient à montrer que le diagramme Montrer que (Kar Xq 4 

x £ 
ÊL — SK proj. 

| >: xM 8 M ——> Cw, | 8, ) 8,/pS 

est commutatif. Soit a € £ et soit a = (..,a_ peers) = o(a) . On peut choi- 
à nn | sir des relèvements a. des a dans ® pour que a = Dp EU ’ ona 

_ . n 
alors x,(o) = Dp (x(â_ )P) 

D'autre part, ona xp (a) = (666% (A) eee (Ap) et (Wee xy? p) (a) 
-nson | est l'image dans TAE de 2p bp , en désignant par ba un relévement 

quelconque dans § de x, (a _ ) : il est clair que l'on peut choisir 

b = x(a _) et on en déduit que (wa ° X 11 ° o)(a) est l'image de x 9 (a) dans 

8,/PS , ce qui démontre la première partie du lemme. 
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Soit € une application A-linéaire de £ dans §&, et soit mn une ap- 

plication D, -linéaire continue de M dans CW, (S,) Les que (€,n) € GS). 
Pour achever la démonstration du lemme, il faut montrer qu'il existe un homomor- | 

phisme continu x :R® > § et un seul tel que Xe = 6 et Xi = 7 

D'après la proposition 6.2 du chapitre III, Homp, (M, CW, (8) s'identifie à 
G, (8) : plus précisément, il existe un homomorphisme continu x, © R — s, 

et un seul tel que na) = CW, (x) (a) , pour tout a € M 

Choisissons alors des Xx, et des om comme dans le lemme 1,5 et cher- 

chons quels sont les homomorphismes continus x : R - § tels que yy = Ns 

ou, ce qui revient au méme, qui relévent Xy 

Si l'on note x la restriction de xy a Ro , on voit que x se 
relève, de manière unique, en un homomorphisme continu yet : act - § ; si 
de plus, on pose x, = x, (X,) € 8, , on voit que la restriction de x 4 R° 

est déterminée par le d-uple (Xp reves XQ) , avec xX, = x(X,) , et que les x, 

peuvent être des éléments quelconques de § relevant les x . Comme & 

s'identifie a hn 8, a” , on a ainsi obtenu une bijection entre les x:R- S&S 
tels que Xa =m et les d-uples OS ee XG) d'éléments de § relevant les 

À; 
Si maintenant x est un relèvement quelconque de Xx, , on voit, d'aprés 

la première partie du lemme, que Xp) = (x 6,7) € G(S) et on en déduit que 

le composé de Xo avec la projection de Sx sur 8,/p8 est égal au compo- 

sé de x avec cette projection : on en déduit que, pour tout a € £ , 

x (a) - E(a) € ps. 

On voit donc que, pour achever la démonstration du lemme, il suffit d'éta- 

blir le résultat suivant : 

. , - 0 soit r un entier = 1 . Supposons qu'il existe un d-uple (x,,x,,...,x 

d'éléments de § relevant les x, , uniquement déterminé modulo pl , tel que 

x (2) - E(a) € ns , pour tout ®& € £ . Il existe alors un d-uple (Kp Xo x 
d'éléments de § relevant les Xe uniquement déterminé modulo pti , tel 
que x 6 (a) ~ E(a) € pits , pour tout à € £ (ona noté x0 (resp. x) le re- 

) ). ) (resp. (x 

Pour le montrer, posons, pour 1<i<d, x (0) = (a) + PY, , avec 

lévement de XL associé au d-uple (x Ko pee wer d 
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y, € & . On voit que, 

Pour 1s 

quelconques de 

Comme x{X,) = 

GROUPES 

C(,0 0, , et x x et, 

i id L (ce, 
i 

i<d , posons X, = 

S . Ona 

et, et 
+ gd tx) 

x (X,) (mod p's) y po 

FORMELS LISSES 

avec des notations évidentes, 

08) + DX P 1 
0 r . aye 

X; +p y, , où les Y; sont des éléments 

+ px(B,) 

ur tout j , on voit que x(B,) = x (8,) 

(mod p's) , pour tout i. On en déduit que 
C et, et 0 

= ¢ ; + + x (4) a (x) Xo (a ) + px (8) 

_ _0 Cy. c, 0 0 = x, (2) + a, (x, 27 rx (Kir X4) 

_ r c, 0 0 rt1 = &(a,) + py, + a (x, 1X4) rac oar 1X4) (mod p 8) 

Posons x = (x x.) et xo = (0 2°) Pour tout qi LA d a . 1°° Ca d | 

n = n.,, ny) € IN“ , posons |n| = n, +...+ ny: ni = n,! nl ; 

|n| |n| n, on œ 3 -_° et yr ayy. Ona ox) -a(x) = DpTM Du, 3x2 n, n 1 d i n=1 L 
= dX1 .. OXq [a [=n 

In| c 
1 9% , 0 on 

avec u en à (x ).y 
= —* X— 

Soit n en? , avec n= |n| =2 et soit s un entier tel que n, 2 1, 
= ( _ et m Ny reer Mey 1,n ur 14) Ona 

donc nu € $. 
son 

Soit Vp 

m le | rt 
pu € p 

la valuation p-adique, 

Or 

B si 2<n<p, ne est premier à 

| t+1 t+1 
@ si p <n <Pp , avec t entier 21, on a n, Sn <P 

v (fn) <t 
Ss 

r = ll, p=2 et 

t 
et m-v (n) > rp -t 

t= 1 : 

p = 2 et si n=2 

si n est de la forme (0,...,0,2 

Si m-v (n.) > r+1l , on voit que 

p et r rv my) = me 2r > r+1 . 

, donc 

> r+l , sauf si on a simultanément 

ou 3 , on voit que n - vom) > 2 , sauf 

Os. 0) 
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Finalement, on voit que 

r a ba +1 
C CO = io r a(x) - a (x) = p 2 x = (x y, (mod p 8) , 

sauf, peut-être, si p= 2 et r= 1, auquel cas on a 

. ; d aa, d 3a, ) 
a(x) - a°(x0) = Ra a (x0). y, + 2 3 > (x9). y (mod 48) 

1 1 =] j= 1 3X ] 

j 

Supposons d'abord p#2 ou p=2 et r > 2 . On a alors, pourtout i, 
Cc 

r 3a, 0 r+1 
= + + Dj — . x(a) = &(a,) + ply, UK, (x°) Y, (mod p 8) 

Les y, doivent donc être solutions du système d'équations 

dar 
Y, + Uy 7 )-y, = 0 (mod ps) 

long c 
Comme la matrice des 3x. est inversible dans R® , on voit que l'image, 

C 
à: 

dans s. = $/pS , de celle des = (x9) est inversible ; le système d'équa- 
tions linéaires ci-dessus admet donc une solution et une seule modulo p , d'où 

le résultat, 

= 1. Le même raisonnement montre que Supposons enfin p=2 et r 

l'on doit résoudre le système d'équations 

aa, ana 
CADRE &0).y = 0 (mod 28) . 

OX, c 
J elem 

= §/28 , de la matrice des SE On voit que l'image, dans 8 0) 
d2a£ 

(resp. des 5 
ox, 

lement l'existence et l'unicité d'une solution modulo 2 

* (x 0) ) est inversible (resp. nilpotente) et l'on en déduit faci- 

1.7. Nous allons maintenant indiquer comment on peut modifier les constructions 

des numéros précédents pour obtenir un analogue de la proposition 1.4 et une 

démonstration du théorème 1 pour les groupes connexes (pour p quelconque, 

bien qu'il suffirait, évidemment, de le faire pour p = 2 ). 

Soit G un p-groupe formel connexe sur k (pas nécessairement lisse) 

qui est réunion de ses sous-groupes finis, soit R son algébre affine et soit 

rR l'idéal maximal de R . Notons r° le A-anneau profini A @ TR (la struc- 
ture de A-module topologique est claire, le produit est défini par 
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(X.i+a)(u.i+b) = \U.1 + (ib+ua+ab) , si À,u € À et a,b € Tp ). On voit 

que r*@, k = R */op * s'identifie à R et il est clair qu'il existe sur Re 
une structure de bigébre formelle et une seule telle que TR soit l'idéal d'aug- 

mentation de RF et que la structure de bigébre formelle induite sur R , par 
passage au quotient, soit celle provenant de G _ ; nous notons G* le A-groupe 
formel dont l'algèbre affine est Rr? . 

Soit S un A-anneau (muni de la topologie discrète) et soit Po son nil- 

radical ; supposons que Pt, = 0 .Notons S' le k-anneau S' = k@r, : on 

voit que le nilradical de S' s'identifie à ra : si x € as) , X est une 
application continue de R dans S$S et envoie TR dans Po i on en déduit 

que le groupe G *(s) s'identifie au groupe G(S') . D'après la proposition 6.2 
du chapitre III, le groupe G(S') s'identifie au groupe Hom5TM(M, CW, (8") 
des applications D, -linéaires continues de M = M(G) dans CW, (S') . Si l'on 

note CW, (ra) le sous-D, -module fermé de Cw, (S') formé des covecteurs 

dont toutes les composantes sont dans ra , on voit que 

CW, (8) = CW, (k) ® CW) (ro) 

Comme G est connexe, on a 

HomE (M, Cw, (k) = Gk) = 0 et 

HomE (M, Cw, (S') = Hom" (M, CW, (rg) 

D'où un isomorphisme canonique > u fis) de G *s) sur Homi (M, CW, (rg) 
si x € a *(s) , a &(S) 6 est l'application qui à a = (op vere) € M as- 
socie (..,x(@_ ),...,x(e.)) € CW, (rg) (le fait que a € M implique que tous 

les a_. sont dans tp ). 

Soit maintenant S un A-anneau p-adique et soit ra l'idéal de S for- 

mé des x tels que x" € pS , pour n suffisamment grand. Si l'on pose 
S = S/pra , S est un A-anneau dont le nilradical to = te /Ph 4 vérifie 

pra = 0 , et la topologie induite sur S par la topologie p-adique sur $ est 

la topologie discrète. 

P = . i = so, feces L ; osons 8, = 8 @, K. Soit a ( CE a) € CW, (ra) pour tout 

n , soit a_, un relèvement de a. dans re : on voit que la série 
_ n ÿ p ap converge dans §& et que son image w_(a) dans S /pr ne dé- 

n=0 Th K S$ K's 
pend pas du choix des relévements des a, 7 on voit facilement que l'appli- 
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cation we : CW ) — $,/ Pt « ainsi définie est A-linéaire. KM hg 
Soit (£,M,p) un objet de An . soit S un A-anneau p-adique et soit 

= {x€g | x" €pS , pour n assez grand} : "s 
8 comme au n° 1.3, nous notons N (8) le groupe Hom, (£, 8,) des applica- 

tions A-linéaires de £ dans 8x = § 8x K , et nous notons N (8) le quo- 

tient Hom, (£,8,/pr «) ; 

B nous notons c* ig) le groupe Homeo(M CW. (r_/pr.)) des applications 
M Dy ! kg "8 

D,-linéaires continues de M dans CW, (ra /PT a) ; 

# nous notons CA l'application de ME dans nfs) qui à u e G(s) 
associe Wa eucp ; il est clair que c'est un homomorphisme de groupes ; 

# ge & . a enfin, nous notons Sis om, o)'® le produit fibré N (8) «ny # (9 m8) , où 

le morphisme de N (8) dans N,(S) est celui qui provient de la projec- 

tion canonique de §& sur S./pr et celui de c* (S) dans n*(g) est 
# K K S M £ 

a 
Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en § et nous 

permettent de considérer G comme un foncteur covariant de la catégo- 
(£,M,p) 

rie des A-anneaux p-adiques dans celle des groupes abéliens. 

Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse Gy ‘dont le module de 

Dieudonné My = M(G, 

à isomorphisme près et est connexe) ainsi qu'un isomorphisme i de M sur 

) est isomorphe à M (un tel groupe existe, est unique 

Mo 
Soit R l'algèbre affine de Gy, et choisissons un A-anneau spécial RK 

qui relève R , ainsi qu'une augmentation € , i.e. un homomorphisme continu, 

du A-anneau profini R sur À , et notons R ° le noyau de € 

Le D, -module topologique CW£(R) est formé des covecteurs dont les 
k k 

composantes sont toutes dans l'idéal maximal TR de R. Si 

a= (..,8 reer) € Cw (R) et si l'on choisit des relévements an des a. 
dans R° (et pas seulement dans g ), on voit que l'image w° (a) de 

© _n.n R 
uP aP dans P(R)/pre (où ro est l'idéal maximal de ) ne dépend pas 

n= 

du choix de ces relèvements ; on vérifie encore que l'application 
€ % C — we © CW (R) P(2)/pr, 
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ainsi définie est A-linéaire continue. 

Choisissons enfin un isomorphisme 1 de Æ£ sur un sous-A-module £& 

de P(R) tel que le diagramme 

£ ++ c+ Pia) 
"29 

p | DT. 
; € M + M —- CWL(R) “we 

soit commutatif (l'existence d'un tel 1 est claire). 

Pour tout A-anneau p-adique S$ notons, comme en 1.3, X (8) l'ensem- 

ble des homomorphismes continus du A-anneau R dans 8.A x € X, (8) on 

associe, comme en 1.3, un élément x, de N(S . On lui associe aussi un £ £ 
élément x de cf (s) de la maniére suivante 

le A-anneau profini 2/ PR” s'identifie à R* : on a x(R°) Cc x(r) Cc la 
et x définit, par passage aux quotients, un homomorphisme continu 

€ ë | | € # € | : — S * 4 AA = xy R A : il lui correspond donc un élément *M u(8/pr a) (x, ) de 

cont € _ € | | Homy, (My, CW, (r ,/prg)) et x, Mi” i. 

e # _ LEMME 13" Pour tout x € al , (XX) € G(s,M, 0) © . L'application 

X ex) de X, (8) dans Gis M0) 9) est bijective. 

La démonstration est entièrement analogue à celle du lemme 1.3. Avec les 

conventions employées dans la démonstration de ce lemme, on voit que le seul 

problème est pour p= 2 et r = 1 où l'on est ramené à résoudre un système 

d'équations du type 
ZAC aa © a “as 

Y, + D(x). y. + 2) - (x). y? = 0 (mod 28) 
j 

dont on veut montrer qu'il admet une solution (Vy Vo sever y) formée d'éléments 

de Te et que cette solution est unique modulo 28 ; on sait encore que l'ima- 
| | da ge, dans S/28 , de la matrice des ax, &0) est inversible ; il n'est plus 

J 

32° | toujours vrai que l'image de celle des 1 (x9) est nilpotente, mais on sait 
OX: 

que les Y; sont dans l'a ; l'existence et l'unicité s'en déduisent facilement. 

Soit alors G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur 

À , et soit £M, (G) = (£,M,p) . Il est clair que le lemme précédent s'applique 
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en prenant G, = Ge, k , M, = M , i= id , ® = l'algèbre affine de G, 

e = l'augmentation provenant de G , Zo = £ et 1 = id 

PROPOSITION 1.4'.- Soit G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension. 

finie sur A, soit 8 son algèbre affine et soit (£,M,o) = £M, (G) . Soit § 

un A-anneau p-adique. Pour tout x € G(S) = Hom (RS) , | 
€ À at: 4 € ex) € Gis M,0) © et l'application x (K 9 X1p) est un isomorphisme du 

groupe G(S) sur GF (8 
(£,M,p 

La démonstration de cette proposition est entièrement analogue à celle de 
la proposition 1.4. Le théorème 1 dans le cas connexe se déduit du lemme 1.3’ 

et de la proposition 1.4' de la même manière qu'il se déduit, dans le cas | 
p À 2 , du lemme 1.3 et de la proposition 1.4. 

1.8. Le théorème 1 implique le résultat suivant, d'ailleurs bien connu : 

COROLLATRE,- Tout groupe formel lis et de dimension finie sur k admet un 
relèvement lisse sur À. 

Soit, en effet, G un tel groupe formel. Il s'écrit sous la forme 
et Cc et, ; , G = cg‘ x G , avec G connexe et G étale ; comme il est clair que 

et 
G 

et soit M son module de Dieudonné ; soit a 

LS a É Ed a t C ~ 0 Q Q se relève, il suffit de vérifier que G se relève, Soit d sa dimension 

à, des éléments de M 

grrr ea la base canoni- 

que du A-module libre ad et soit o l'application A-linéaire de ad dans M 

prague 

qui relèvent une base de M/FM sur k ; soit e,,e 

définie par p(e.) = a, , pour 1 < i < d . On voit que (A, M, 9) est un ob- 
jet de hn qui définit un groupe formel lisse sur À relevant en 

1.9. Remarque : soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur À. 

Si p= 2, supposons G connexe ou unipotent. Soit (£,M,o) = £M(G) . On | 
peut décrire le groupe G(S) des points de G à valeurs dans n'importe quel 

A-anneau fini S à l'aide du triplet (£,M,0) . En effet, on vérifie facilement 

que l'on peut trouver un A-anneau p-adique § (qui est un A-module libre de 

rang fini) et un homomorphisme de S$ sur S.. Soit a le noyau de cet homo- 

morphisme. Comme G est lisse, l'homomorphisme de G(S dans G(S) est 

surjectif et il suffit donc de savoir décrire son noyau. Si 8 est l'algèbre af- 

fine de G et si a” est l'idéal d'augmentation, on voit que ce noyau est le 
+ 

sous-groupe G(a) de G(S) formé des x:R-8 tels que x(R ) ca. Le 
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A-module libre de rang fini A@ a peut être muni d'une manière évidente d'une 

structure de A-anneau p-adique telle que la projection sur la première composan- 

te soit un homomorphisme d'anneaux. On voit que G(a) s'identifie au noyau de 

la projection de G(A@®a) sur G(A) 

1.10. Appelons système de Honda lisse sur A tout couple (L,M) 

#2 où M est un D, -module profini sur lequel l'action de F est injective, 

tel que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur 

k, 

m où L est un sous-A-module de M vérifiant FMML = pL et 

L/pL = M/FM 

Les systèmes de Honda lisses sur À forment une catégorie Hy : un 

-linéaire continue de M morphisme u : (L,M) - (L',M') est une application D, 

dans M' telle que u(L) € L' 

Il est clair que la catégorie He est additive. 

Il existe un foncteur additif évident KH : My — Hy : à un triplet (£,M,o) 
on associe le couple (L,M) où L = p(£) . On voit que H n'est pas pleine- 
ment fidèle. Cependant, on vérifie immédiatement : 

@ que H est essentiellement surjectif ; 

# que deux objets de IN sont isomorphes si et seulement si leurs images par 
H sont isomorphes dans Hy . 

Si l'on note LM, le foncteur Ho M, , on voit donc que tout p-groupe 

formel G lisse et de dimension finie sur À est déterminé, à isomorphisme 

près, par LM, (G) 

En particulier, soit G, un p-groupe formel, lisse et de dimension finie 

sur k ; si p = 2. supposons Gy connexe ou unipotent. On voit que déter- 

miner les classes d'isomorphismes des relévements lisses de G, sur À re- 

a * + + £ M déterminer les classes d'isomorphisme des couples (L,M) de Ay où à 

M = M(G,) . Le groupe Aut(M) des automorphismes continus du D, -module to- 

pologique M (qui est isomorphe au groupe des automorphismes de Gy ) opère 

à gauche sur l'ensemble A(M) des sous-A-modules L de M vérifiant 

FMAL= pL et L/pL = M/FM =; les classes d'isomorphismes des relévements 
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lisses de G correspondent alors aux classes de A(M) suivant Aut(M) 

Remarque 1 : nous verrons au §2 du chapitre V que la classification des p- 

groupes formels lisses et de dimension finie sur A par leurs systèmes de 

Honda n'est autre, dans le cas connexe, que celle qui avait été obtenue par 

Honda ([32], au langage près et par des méthodes complètement différentes, la 

théorie de Honda ne donne pas de description de G(S) , elle consiste à cons- 
truire explicitement la loi de groupe formel). C'est pourquoi nous avons employé 

l'expression de “système de Honda", bien que des objets du même type aient 

été aussi considérés par Grothendieck ([29]). 

Soit maintenant G un groupe p-divisible sur A. Il est clair qu'il re- 

vient au même de dire que G est un p-groupe formel, lisse et de dimension 

finie sur À , tel que Gy est un groupe p-divisible sur k . Par conséquent 

(cf. rem.3 du n° III.6.1), un p-groupe formel G , lisse et de dimension finie 

sur À , est un groupe p-divisible si et seulement si M(G, ) est un A-module 

libre de rang fini. 

Notons alors ne (resp. Ho) la sous-catégorie pleine de hy (resp. n°) 
dont les objets sont les Mo) (resp. les (L,M)) tels que M est un à 
module libre de rang fini. Si (£,M,0) est un objet de ne , on voit que 
p: £ > M est injective et on en déduit que la restriction du foncteur H à 

ae définit une équivalence entre la catégorie ne et He . 

A (resp. ao) À 
les objets sont les couples (L,M) tels que M est connexe (resp. unipotent), 

1c À | d 
Si l'on note H la sous-catégorie pleine de H dont 

le théoréme 1 implique alors le résultat suivant : 

PROPOSITION 1.6.- Si p # 2 , le foncteur LM, induit une anti-équivalence 

entre la catégorie des groupes p-divisibles sur À et la catégorie Hy . 

Pour p quelconque, le foncteur LM, induit une anti-équivalence entre 

la catégorie des groupes p-divisibles connexes (resp. unipotents) sur A et la” 

catégorie Ho’ (resp. no) 
On obtient ainsi les résultats annoncés dans [21]. Profitons-en pour si- 

gnaler que le théorème 2' de [21] n'est énoncé correctement que pour p # 2 

L'énoncé correct dans le cas général est la proposition 1.6 ci-dessus. 

Remarque 2 : soit G un groupe p-divisible sur À et soit, pour tout entier 

186 



GROUPES FORMELS LISSES 

n , G. le sous-groupe de G noyau de la multiplication par p_ . ooit § 
un A-anneau p-adique. Dans la proposition 1.4, nous avons noté G(S) le 

groupe des homomorphismes continus de l'algèbre affine de G dans S , i.e. 
le groupe des points de G , considéré comme groupe formel, à valeurs dans 

S . Ce groupe ne doit pas être confondu avec le groupe des points de G , 

considéré comme limite inductive de groupes finis, à valeurs dans 8 , autre- 

ment dit avec le groupe lim G (3) . Il est clair que ce dernier s'identifie au 

sous-groupe de torsion G8) de G(s) 

Avec des notations évidentes, si (L,M) = LM,(G) , le groupe G(S8) s'i- 
A 

dentifie canoniguement (en supposant G unipotent si p = 2 ) au groupe 

N, (8) X 9 G), (8) (cf. prop. 1.4). Comme N, (8) est sans torsion et comme 
N; (8) 

Guts) est un groupe de torsion, on voit que Gt) s'identifie au sous- 

(S groupe de G),'9) formé des u : M > CW, L) tels que (Wa o u)(L) = 0 . On 

obtient une description analogue, dans le cas p = 2 et G connexe, en uti- 

lisant la proposition 1.4". 

Remarque 3 : soit G un groupe p-divisible sur A ; si p= 2 , supposons 

G unipotent. On vient de voir que, si S est un A-anneau qui est un A-module 

libre de rang fini, le groupe G, (8) s'identifie à un sous-groupe de 
tor 

Gy, lS) = Homp (M,CW (&,)) . On voit que la flèche G (8) - G,,(S8) n'est 
k k tor M 

autre que la composée de l'homomorphisme canonique de Gt) € G(s) dans 

G(S/p8) = G(s, L ) = G,(S,) par l'isomorphisme canonique de G,(S,) sur 

Homp, (M,CW (S& }) . On en déduit donc que l'homomorphisme canonique de 
kok k 

kook 

Gos) dans G,(8,) est injectif. Ce résultat avait été annoncé dans [21] 
(th. 3) et peut d'ailleurs se démontrer directement. 

$2.- Le foncteur M - M A! 

Dans ce paragraphe et dans les suivants, on note K' une extension finie 

totalement ramifiée de K et e son degré. On note A’ l'anneau des entiers 

de K' , m l'idéal maximal de A' et on désigne par tm une uniformisante de 
A' 

, , n , , On note vie) l'entier min {p -ne} et s(e) le plus petit entier s 
n EIN 

tel que vle) = p° - se . On écrit v et s au lieu de vie) et s(e) lors- 
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qu'il n'y a pas de confusion possible. Remarquons que, si e <p-1 ,ona 

v(e) = 1 et s(e) = 0 

(j) 
2.1. Pour tout D, -module M , et pour tout entier j , nous notons M le 

D, -module déduit de M par l'extension des scalaires o (rappelons que 
o désigne le Frobenius absolu sur k et À ; on le prolonge en un automor-. 

phisme de D, en posant o(F) = F et o(V) = V ). Dans la suite, nous iden- 

tifions le Z LE,V]-module sous-jacent à M 
(j 

au Z LEVI -module sous -jacent | 

D
L

 à
 

à M : l'action d'un À € À sur M est alors la flèche ak o (a 

Pour tout D, -module M et pour tout entier j , on note v (resp. f) 
< (j) (+1) (j-1) l'application D, -linéaire de M dans M (resp. dans M ) qui a 

a € M) (identifié à M ) associe Va (resp. Fa) 
Il est clair que, si M est un D, -module topologique, uM) est, de 

maniére naturelle, un D, -module topologique et que les applications v et f 
k 

sont continues. 

Considérons le cas particulier où l'on se donne un k-anneau linéairement 

topologisé, séparé et complet, R et ou M = CW, (R) . On pose alors 

ow!) ip) = wy) Il est commode de considérer les éléments de owl (R com- 
me des covecteurs (...,a ,...,a ) dont les composantes (qui sont des . , 7a 

-n —j-1 -j 
éléments de R vérifiant les conditions habituelles) sont indexées par les en- 

tiers < -j : avec ces conventions, les formules donnant l'addition et la mul- 

tiplication par un scalaire sont les mêmes que celles qui nous ont servies à 
+ définir le D, -module CW, (R) . L'application v : owl) (R) = cw! 1) (py (resp. 

f : cw) (py - cw5Yeay) associe a (...,a _,...,a . .,a ,) l'élément 
k k D D D? -)j-1" -j 

Ca ea 5) (resp. C,8/,n.al, 1,2 ,)) 

On voit que v est surjective et que f est injective si et seulement si 

R est réduit. 

2.2. Nous allons associer a tout D, -module M un A'-module M; 

m pour tout (i,j) € Z2xZ , notons me le A'-module m ® mY) , A 

TM pour tout (i,j) € ZxZ , notons y, : my) > Mo) l'application A'-linéaire 
’ i-1l 

déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion m -m . 
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1 

(j-1) # pour tout (i,j) € Z2xZ , notons fy : M, | M; l'application A'-liné- 

aire, déduite, par extension des scalaires, de l'application f: mo > mun) . 

# enfin, pour tout (i,j) € ZxZ , notons Vv. : My) — Mor} l'application 
A'-linéaire qui, à À ® a € mn 8, mÜ) ’ associe pty ® v(a) 

Pour tout sous-ensemble I de &xZ , nous notons (M) le diagram- 

(j) me (dans la catégorie des A'-modules) dont les objets sont les M; avec 

, f{. et v, , dont la source et le but 
1,J 1,) 1,) 

sont des objets de B, (M) . Il est clair que ce diagramme est commutatif, 

(i,j) € I et les flèches les o i 

Soit I, l'ensemble des (i,j) € ZxZ vérifiant j > 0 et 

p
t
 

M
 

0 si j=0, 

i > pi-l-_je si j > 1 

On pose alors M, = lim D. (M) 
e 

Lorsque M est un D, -module topologique, les mv ont une structure 
naturelle de A'-modules topologiques et les applications °, ; i, et A 

sont continues. On peut donc considérer M comme un A'-module topologique. 
A! 

On vérifie facilement que, si Te, est l'ensemble des (i,j) € I, tels que 

i<1 , on à encore My: = lim D. (M) . Comme I est un ensemble fini, on 
e 

voit que, si M est un D,-module A-pro-artinien (resp. A-profini), M, est 

un A'-module pro-artinien (resp. profini). 

Il est clair que la correspondance M + M, est fonctorielle : si M et 

N sont des D, -modules (topologiques) et si u : M - N est une application 

D, -linéaire (continue), nous notons Un? My - Ny l'application A'-linéaire 

(continue) induite par u 

Remarques : soit M un D, -module. 

1,- Posons M = A'®,. M = m0) 
1 0 A 0 

(3) (5) 

et, pour 1l<j<stl, 

M, = pm? 8 M = M j-1 On voit que, étant donné un objet quelcon- 
p -je 

que du diagramme Dr (M) , il existe un chemin partant de cet objet et allant 
e stl | 

vers l'un des M, . On en déduit que l'application canonique de nna dans 

M; est surjective. 
| og | | 

2.- Posons en outre, pour 0<j<s , M'= p ln? © uM) = 9) et ; A | pl-je 
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-j pul. j+ j+ “i M". =p Jin? @ M 1) _ ui 1) (avec la convention que mP = A'), En 
j+1 À pi”Lie 

"éliminant toutes les flèches inutiles", on voit facilement que M, s'identifie 

à la limite inductive du diagramme 

oe M, Vo .. M' vy, | M' ov 
eNO KN ran a ar ae 

My | M, bee Mi wee M. M... 

K M! Ae AN a TAN M A! AN A £\ M" Ao. 
1 1 "#1 | s+1 

où toutes les flèches sont évidentes. 

En particulier, si 2<e<p-1l, Mai est la limite inductive du diagram- 

me 

M! 

AN 
Le M, 

f " 0 M; % 

2.3. Pour tout D, -module M , regardons comment le A'-module My. est re- 

lié au K'-espace vectoriel M. = K 8x M = K 8: (A 8, M) 

PROPOSITION 2.1.- Soit M un D, -module. Posons | 
— t — ' ! = : t _ (0) My. = K 8, M = K'@,, (A &, M) . La flèche canonique de A 8, M = My 

dans My: induit, par extension des scalaires, un isomorphisme de M, sur 

K Bn Mai 

Démonstration : pour tout (i,j) € ZxZ , l'inclusion de m dans K' et 
D nn (j) l'application f? : M - M induisent, par passage au produit tensoriel, une 

(j) (j) application A'-linéaire de M; = m &, M dans M. : d'où, par extension. 

des scalaires, une application K'-linéaire P, : K' Bn. mv) dans My, . En 
utilisant le fait que le noyau de f? est contenu dans ‘le noyau de la multipli- 
cation par oy et le fait que l'image de f/ contient pM , on voit que cha- 
que o, , est un isomorphisme. On voit que les P, sont compatibles avec 

u 4 

les flèches du diagramme Æ$ (M) . On peut donc passer à la limite inductive 
I 

et on obtient encore un isomorphisme. 

Remarque : soit M un D, -module qui est un A-module libre de rang fini h. 
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Alors M est un espace vectoriel de dimension h sur K' et il résulte de 
K' 

la proposition précédente que M /(M ne, s'identifie à un réseau (i.e. un 

sous-A'-module libre de rang h ) de M, : il est clair que l'application 

f) : MU) - M est injective et que son image est le sous-D, -module FIM de 
M . Si l'on utilise la platitude pour identifier les m” 8, FM à des réseaux de 

M. , on voit que l'image de My dans M. est 

Oo , j-1 , st] La j-l , 
(A'®, M) + Dp mt @ FIM = (A'@ M) + D pm @ Fim 

Si e < p-1 , on montre facilement que M; n'a pas de torsion et 

s'identifie donc au réseau A' 2, M + pm 8, EM . Si e > p-1l =, en revanche, 
Ma tor est un A'-module de longueur finie, non nul en général. 

2.4. Pour tout entier j vérifiant O<j<stl , soit I' l'ensemble des 
/ 

(i,j') € I tels que j' =j . Pour tout D, -module M , on note M Lil la 

limite inductive du diagramme 8 (M) . On a donc M, Lo] = M et on voit 
I", A! 

que M, [s+1] s'identifie à M =p 
— 2 S s-i D 

A' st] 
2, M 

PROPOSITION 2.2.- Soit M un D, -module sans F-torsion, Pour tout entier j 

vérifiant 0<j<s , l'application canonique de M [j+1 | dans M st in- | A: ESt 2 A! 

jective. 

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, pour tout j , 

l'application canonique de M,,lj+1] dans M, Li] est injective. En utilisant 

les notations des remarques 1 et 2 du n°2.2, on voit que M, [5] est la li- 

mite inductive du diagramme 

Cp ME V vw ION can 
M. M. ——— M [iti] . 

J j+1 A 
À Æ 
J ÿ+1 J 

On voit qu'il suffit de montrer que l'application canonique de Ms dans la 

limite inductive du diagramme | 

eo Mi v 
PEN 

M . M 
J jtl 

i, 7! 
J jH J 
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est injective. 

, j , 
-j-1 ~ soit N = p? mP 8x uM) : soit © l'application de M, dans N dé- 

~i pi- | ji j duite par extension des scalaires de l'inclusion de op In? dans p LP 
et soit f l'application de M: dans N déduite par extension des scalai- 

4 | 

res de ff: M 1) — mo Il est clair que le diagramme 

, ] V, 5 / NG 
M; Mi; 

~ A M" & ~ 
Cp j+i f 

N 

est commutatif. Comme M est sans F-torsion, l'application f est injective. 
-~i-1 D ~ 

Comme p J mP est un A-module plat, l'application f est encore injective 
et l'assertion en résulte facilement. 

2.0. Conservons les notations qui précédent. La proposition précédente permet, 

lorsque M est un D, -module sans F-torsion, d'identifier les M, lil à des 

sous-A'-modules de My ; on obtient ainsi une suite décroissante 
Myr = M, L0] D... 2 M, Lil > M, ,lj+1] D... D M, .Ls+1] = M... 

PROPOSITION 2.3.- Soit M un D, -module sans F-torsion. Pour 0<j<s , le 

A'-module My. li]/M,,[i+1] est isomorphe, canoniquement et fonctoriellement 

en M,a (n/m?) 8, (M/rM) (en convenant que ne = À! ), 
Démonstration : Comme M, li] est la limite inductive du diagramme 

M v 

Y ù can M M; —+ M,, biti] , 
TAN À 

M" j 

j+1 

on voit que la composée de l'application canonique de M. dans M, Li] avec 
la projection de M, Li] sur M, Li1/M,, Dit. est surjective et que son 

noyau est Im °; + Im Ê, . D'où un isomorphisme canonique de M,/(Im o, + Im f) 

sur M, liJ/M,,li+1] . Or la multiplication par p? définit un isomorphisme 
pit (j) -j po? (j) canonique de m 8; M sur M, = p m 8; M 

réciproque, par cet isomorphisme, de Im p; (resp. Im f) est, avec des no- 

On voit que l'image 
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a p! (5) ot (j) | tations évidentes, Imm @, M (resp. Imm @, FM) . Il est clair que 
A A 

j-l j-l oj | | 
le noyau de la projection de mP 8, uM) sur (mP /mP’) 8, (M0) /rMÜ)) est 

Dt) pt (j) (yen 0) Im m 8, M + Imm 8x FM et que M /FM est canoniquement isomor- 
(j) On en déduit un isomorphisme canonique n, de 

(j) J J 
(MP /mP) e, 

phe à (M/FM) 
_] 

(M/EM) sur M,,Lj]/M,, Litt] . 

Enfin, il est clair que cette construction est fonctorielle en M 

COROLLAIRE 1.- Soit M un D -module sans F-torsion, Le A'-module 
k 

My./M, 1] est tué par m et l'application qui à a € M associe l'image de 

12 a € À' 8, M dans Ma, induit, par passage aux quotients, un isomorphisme 

(de k-espaces vectoriels) de M/FM sur M,,/M, 111] 

Démonstration : c'est clair, cet isomorphisme n'est autre que l'application 

No définie ci-dessus. 

COROLLAIRE 2.- Soit M un D,-module sans F-torsion et soit L un sous-D, - 

module de M vérifiant FMNML = FL . L'application de L,, dans M, dé- 

duite par fonctorialité de l'inclusion de L dans M , est injective. 

Démonstration : avec des notations évidentes, on voit que FMNL = FL 

implique que l'application canonique de L/FL dans M/FM est injective ; on 
(3) (j) voit qu'il en est de méme, pour 0<j<s, de (L/FL)' - (M/FM) et de 

pl", pl (j) pt» GO on. (m /m° ) 8, (L/FL) - (m /m° ) 8, (M/FM) . D'aprés la proposition 2.3, 

l'application canonique de L, DI/L, Li+1] dans M, lil/M,, litt] est donc 

injective. Enfin il est clair que l'application canonique de oN [s+1] = Led dans 

M, Ls+1] = M ,; est.injective et l'assertion en résulte. 

2.6. Donnons maintenant d'autres propriétés d'exactitude du foncteur M kb M, . 

PROPOSITION 2.4.- Le foncteur MH M,, est exact à droite. 

Démonstration : soit 
mont 00 cmt out one come muet nent te mme moe 

une suite exacte de D, -modules. Comme le produit tensoriel est exact à droite, 

on voit que, pour tout (i,j) € ZxZ , la suite 

1 1 1 
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est exacte. L'exactitude de la suite 

Ly + M, — Ny, — 0 : 

s'en déduit par passage à la limite inductive. 

COROLLAIRE 1.- Soit 

OL M n—o 

une suite exacte de D, -modules sans [F-torsion, La suite 

Un: u' ' A A 
0 — La —+ M —+ Na 0 

est exacte. 

Démonstration : compte-tenu de la proposition 2.4, il suffit de montrer que 
ee MON OS ut OU He GO ut dune mms 

Unt est injective. Si l'on utilise u pour identifier L à un sous-D, -module 

de M , on voit que le fait que N soit sans F-torsion équivaut à FMNL =FL; 

il suffit alors d'appliquer le corollaire 2 a la proposition 2.3. 

COROLLAIRE 2.- Soit 

OL M N 

une suite exacte de D, -modules sans F-torsion. Supposons que FNANv(M) = v(FM). 

Alors la suite 

u u! A A 0 — L,, — M, > Nui 

est exacte. 

Démonstration : soit M le conoyau de u . Comme M s'identifie à un 

sous-D, -module de N , M est sans F-torsion et, d'après le corollaire 1, la 
suite 

0 + L + M, — M —+ 0 

est exacte. Il suffit donc de montrer que l'application de M, _ dans Ni in- 
duite par l'inclusion de M dans N est injective. Mais FNfu'(M) =u'(FM) 
signifie ENA M = FM et il suffit d'appliquer le corollaire 2 à la proposition 
2.3. 

2.7, Donnons, pour terminer ce paragraphe, une description de M, lorsque 

l'action de V sur le D, -module M est surjective : 

194 



GROUPES FORMELS LISSES 

PROPOSITION 2.5.- Soit M un D, -module tel que VM = M . Alors l'applica- 
k 

tion canonique de A' 8x M = Mw dans Ma: est surjective et son noyau est 
co j-l . 

le sous-A'-module 2 Im(mP @®, Ker v | ) 

Remarques 

l1.- Si j 2 stl, on a j-1 z s donc p-je < pl-(j-tje et 
p} > pile : par conséquent, | 

I in? 2 Ker P|) Im Pg Ker V'l| je m2 Ker "| ) mim ®, Ker V M m(pm a Ser V M m (m a P-Ker V M 

pi”? en Em (ra 8; Ker V lao 
co j- j stl nil | j | 

On en déduit que Zim(mP ®, KerV|,,) = 2% Im(m @, Ker V |,,) . En par- 
j=1 À M j=1 À M 

ticulier, si M est A-pro-artinien, ce sous-A'-module est bien fermé dans 

'® A M 

2.- Si M est un D, -module tel que VM = M et tel que l'action de PF 

est injective, on a alors Ker V lu = Ker plu et M, s'identifie donc au 
[ee] j + 

p J quotient de A 2: M par rn Bn Ker p Eve 

Démonstration de la_ proposition : posons N' = 2 Enr? 2, Ker Vi] 4) 
j= 

et N = (A! 8, M)/N' . Pour tout (i,j) € I, , nous allons définir une application 

A'-linéaire rar : mv) ~ N 
e si j= 0, alors i= 0 ' et l'application 950 est la composée de l'ap- 

plication canonique de m @, M dans A' Bn M et de la projection de 
A 8 M sur No; 

HW si j > 1 , alors ji > pot -je , et tout élément de vay est somme finie 
d'éléments de la forme pr @n a, avec hE mie Cc 1 et a € uM ; 
comme VM = M , ona vu) = MÜ) , ou encore l'application 
vit M - mo est surjective : il existe donc b € M tel que vb =a ; 
si b' est un autre élément de M tel que vb! =a, ona b'=b+c, 

lu : on en déduit que l'élément X\®@b - 18 b' de 
j-l j 

A' M i à: mP CA appartient à m 8, Ker V Fv 

canonique de A'®, M sur N . Il est alors clair qu'il existe une applica- 
A 

tion A'-linéaire 9, ; : mv) > N et une seule telle que 9, iP 1. @a) soit 
l'image de x ®, b (€ A'®, M) dans N 

avec c € kerv 

, donc au noyau de la projection 
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On voit tout de suite que les ‘8. sont compatibles avec les fléches du 
4 

diagramme £, (M) ; on en déduit donc une application 
e 

8 : lim Br (M) = M: — N 

Comme le composé de la flèche canonique 6' de A' 8x M dans Mai 

avec § n'est autre que la projection canonique de À Bn M sur N , on voit 

que le noyau de 686' est contenu dans N' | 

Pour montrer que le noyau de §6' contient N' , il suffit de vérifier que: 
j-1 si j > LL , RE mP et a € Ker V’|,, , alors l'élément »}@®a_ de A'@, M 

appartient au noyau de §6' . Mais cet élément provient, par une flèche du dia- 
| j-l gramme D. (M) , de l'élément \®Sa de mP ER M = Me Ce dernier 

e | pi- 

s'envoie, par une flèche de À (M), sur l'élément p 2 ® v’(a) de 
_, ji ec . 

p Im ? @ m0 = MU) Comme a € Ker V?| , on a v (a) = Wa = 0, 
A j-l . M 

p “je 
d'où N' c Ker 6' 

Enfin le fait que VM = M implique que toutes les applications v, du 
i,j 

diagramme D, (M) sont toutes surjectives et la surjectivité de 6' en résulte 
e 

très facilement. 

83.- Relèvement des covecteurs (suite). 

On conserve les hypothèses et les notations du paragraphe précédent. Pour 

tout k-anneau R linéairement topologisé, séparé et complet, on note 

CW (R) le A'-module topologique (CW, (R)) 
k,A' k A! 

3.1. Rappelons (cf. n° 11.5.1) que l'on a appelé anneau p-adique tout anneau 

S linéairement topologisé, séparé et complet, dont la topologie est la topologie 

p-adique, tel que p n'est pas diviseur de 0 . On appelle A'-anneau p-adique 

tout A'-anneau topologique qui est un anneau p-adique. Il est clair que l'inclu- 

sion de A dans A' permet de considérer tout A'-anneau p-adique comme un 

A-anneau p-adique. 

Pour tout A'-anneau p-adique §$ , on pose 8 = $8, k = S/mS et 

SK = S Sn: K' = S Oy K ; on identifie S$ à un sous-anneau de Sy de maniére 

évidente. On note P'(S) le sous-A'-module de Se engendré par les éléments 
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de la forme DSP" , avec ne€EN , aems ; pour n suffisamment grand, 
ona Da" € § , pour tout à € mS : on en déduit que P'(S) est un sous- 
A'-module fermé de 8e vérifiant mS € P'(S) € m’s (rappelons que 

V = min {p°-ne] - en particulier, P'(S) =mS si e < p-1 ). 

Soit S$ un A't-anneau p-adigque. On a défini au n° 11.5.1 une application 

A-linéaire continue We : OW, (8) > 8, . Si a = (..,4_ ,..,8 1 1p) € cw, (s) , 

alors wa (8) = 2 p ap . On voit que l'homomorphisme canonique de Cw (Ss) 

dans CW , (S/ms) = CW, (8,) est surjectif et que son noyau est le sous-A-mo- 

dule fermé CW, (ms) de CW, (8) formé des éléments dont toutes les compo- 

santes sont dans mS ; l'image de CW , (ms) par We est contenue dans P'(8) 

et, par passage aux quotients, on en déduit une application A-linéaire continue 

W,(S de C (Sy 

tion A'-linéaire continue 

) dans $,/P'(8) : d'où, par extension des scalaires, une applica- 

wi : A'®, CW,(8) 3 8 ,/P'(S) S À kik 

LEMME 3.1.- Soit M = Cw, (8,) . Le noyau de We contient le sous-A'-mo- 

dul M = Simm? 0, K vil ) de À'@, M ule = on m(m” ®, Ker V m) de A 

Démonstration : il suffit de montrer que, si j est un entier =0, si 
j+1 

—— = — un un us un um mt nt = ee 

À € me? et si b € Ker V ona wt(X@b) = 0 . On voit que db s'écrit 
M ’ SS 

sous la forme (..,0,..,0,b_ sere by, Do) - si ba est un relévement de b. 

dans § , on voit que we (A 8b) est l'image, dans 8,/P'(8) de 

joo j 
B= 2p ABE . soit tm une uniformisante de A' ; on peut écrire À = unr? ' 

n=0 jo, pom n 
avec u € À' , Ona alors 8B =U DD (n® b D € P'(s) , d'où 

n=0 ~ 
wi (~@b) = 0 

S 
5 J j+1 Le sous-A'-module M' , qui est aussi 2 Im(m? Bn Ker V Fv , est fer- 

j=0 
mé dans A'®, M (cf. rem. 1 du n° 2.7) et l'application w' induit, par pas- 

A 

sage au quotient, une application A'-linéaire continue. 

We (A'S) M)/M' = 8 ,/P'(S) 

& 

Il est clair que le D,-module M = CW, (8,) vérifie VM=M . Il résulte 

donc de la proposition 2.5 que l'application canonique de A' Bn M dans Mai 

induit, par passage au quotient, un isomorphisme ww de (A' @, M)/M' Sur 
My . On obtient alors une application A'-linéaire continue 

_ 1 (-1) . 1 Wa = Wa° P : CW a(S) 8,/P (S) 
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Il est immédiat que l'application Wa est une transformation naturelle au 

sens suivant : soit J: $ - S' un morphisme de A'-anneaux p-adiques ; soit 

Ve : Sy. — 8, la flèche déduite de wt par extension des scalaires et soit 

CW a (by) : CW, a (8) = CW a(S) la flèche déduite de 

Cw, (4,) CW, (8) — CW, (8, ) par fonctorialité ; soit %k Sx 7 & la flè- 

che déduite de V par extension des scalaires et soit Ve : S,/P'(8) > 8,/P'(8) 

la flèche déduite de Ve par passage aux quotients (il est clair que 

V(P'(8)) <c P'(S')) ; alors le diagramme 

Ws CW, ai (8,) > 8,/P (S) 

Ÿ We Ÿ 

CW, ar (Sy) > 8,/P (s') 

est commutatif. 

3.2. Pour tout A'-anneau spécial (cf. n° II.5.4) 8 , on pose 

= R &, , k = R/MR . Ry A 
On identifie ® à un sous-anneau de Re = ROK = R@,,K et Ry a un 

sous-anneau de a (id.). On a défini P(R) comme étant le sous-A'-module 
~ 

fermé de me formé des a tels que da € Oy 1 (R) (en identifiant Oy (R) a 
un sous-module de Oe. (RE) ) 

Soit P'(R) le sous-A'-module de Re engendré par les éléments de la 
_ n 

forme p gp , avec n € IN et B € mR : c'est un sous-A'-module fermé de 
P(R) , contenu dans Rx et vérifiant mer € P'(R) € mR. 

Soit ® un A'-anneau spécial. On a défini au n° 11.5.6 une application 

A-linéaire continue We : CW , (R) > P(R) . Ici encore l'homomorphisme canonique 

de CW, (R) dans CW , (R/mR) = CW, (R,) est surjectif et son noyau est le 

sous-A-module fermé CW,(mR) de CW. (kr) formé des éléments dont toutes les 
A A 

composantes sont dans mg ; il est clair que l'image par We de CW , (me) 

est contenue dans P'(R) et, par passage aux quotients, on en déduit une ap- 

plication A-linéaire continue de CW, (R,) dans P(R)/P'(R) ; d'où, par exten- 

sion des scalaires, une application A'-linéaire continue 

we : A'@, CW, (R,) —> P(R)/P'(R) 
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Si M = CW) (Ry) , 

que le noyau de Wo contient le sous-A'-module fermé 

on voit, comme dans le cas des A'-anneaux p-adiques, 

2 j + M' = D Im(mP 8, Ker V)'!| ) de A'@ M : Z A j=0 M A 

d'où, par passage au quotient, une application A'-linéaire continue Ws de 

(A' 8, M)/M' dans P(R)/P'(R) 

Comme VM = M , la proposition 2.5 implique que l'application canonique 

de A EN M dans M, induit, par passage au quotient, un isomorphisme © 

de (A' 8x M)/M' sur M; . D'où une application A'-linéaire continue 

Ww. = wie oD) : CW (R,) — P(R)/P'(R) 
R R k,A' k 

PROPOSITION 3.2.- Soit R un A'-anneau spécial. L'application A'-linéaire 

continue w. : CW (R.) — P(r) /P'(R) est un isomorphisme. 
R k,A' k 

Démonstration : choisissons un A-anneau spécial Ro contenu dans ®R 

qui relève & (il est clair qu'un tel anneau existe toujours : on se ramène au 
k 

cas où &® est local : si l'on choisit des coordonnées, RR s'identifie alors à 

un anneau des séries formelles A" UX, Xo. Xgl à coefficients dans l'anneau 

A" des entiers d'une extension finie non ramifiée du corps des fractions de A'; 

si k" est le corps résiduel de A" , on peut prendre 

Ro = W(k")Lx,,Xx,,...,X 1] ). On voit que A 81 Reo s'identifie à À et 

A' 8, P(R,) à P(R)). 

Posons N = P(g) /PR 4 . L'isomorphisme 

"a CW, (R,) = M —- P(R,)/PR, = N 

défini au n° II.5.7 permet de munir, par transport de structure, N d'une struc- 

ture de D, -module topologique et Wo induit un isomorphisme 
0 

Mit yA ° Ma de NA: 

Le D, -module N , comme M , vérifie VN = N et Na s'identifie 

(prop. 2.5) au quotient de A’ 8, N par le sous-A'-module 
| + > tm (mP” 8, Ker Vv? Lo . On voit que Nu s'identifie aussi au quotient de 

j=0 
P(g) = A' EN P(R) par le sous-A'-module N' de P(R) engendré par 

j LL on 

Im(A' 8, PRO) = pR et les éléments de la forme mp”. 2 p “BP , pour j € IN 
et les ba dans Ro (et où nm est une uniformisante de A' ). 
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Il est immédiat que N' c P'(f) et que w- est le composé de l'isomor- 
R 

phisme Wo ni My > Ny = P(R)/N' et de la projection canonique de 

P(R)/N' sur P(R)/P'(R) . Tout revient donc à montrer que P'(R) € N' , ou en- 

core à établir le lemme suivant : 
n 

LEMME 3.3.- Soit n € IN et soit b € mg . Alors pb? € N' 

Démonstration : Ecrivons b sous la forme b = D mi b, , avec les 
RS i=1 

b, € Ro (où tT est une uniformisante de A' ). On procède par récurrence sur. 

n 

i-] # c'est clair si n= 0 , car mb, € N' , donc a fortiori mb, = Tb, EN'; 

on vérifie facilement que 

€, à D n=l n-r i D ip” D (Zmb) = 2 p w((mb) + Dn bo, 
ou les pe sont des polynômes à coefficients dans ZB : on a donc 

-n D nol + i. pl ©. -n ip My” p D =D p ol(mb)") + Dp m°p, 
r=0 7 1 i=l 

on déduit facilement de l'hypothése de recurrence que la premiére somme est 

dans N' : enfin, pour tout i >1, 7 nb)? € N' donc, a fortiori, 
ne i (i-1) el p D pe = 1 P .p (mb) 

3.3. L'isomorphisme We que l'on vient de construire définit une transformation 

naturelle : si 4 : ® > R' est un morphisme de A'-anneaux spéciaux, le dia- 

gramme 

CW a (V3) i | 

) OW BHA) ———> P(R')/P'(R') 

(où toutes les flèches sont évidentes) est commutatif. 

De même, si ® est un A'-anneau spécial, si S$ est un A'-anneau p- 

adique et si © :® — $ est un homomorphisme continu de A'-anneaux, le dia- 

gramme 
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CW ai (®,) —— P(R)/P' (2) 

CW, A (p,) | Dy 

CW) lS 
(où toutes les flèches sont encore évidentes) est commutatif. 

Remarque : soit S un A'-anneau p-adique et soit P(S) le sous-A'-module de 
en 

p bP, S engendré par les avec n EN, b € §., Il est clair que P(S) 
K 

contient P'(S) et que l'image de We est contenue dans P(8)/P'(S) . Dans 

toute la suite de ce chapitre, on peut remplacer 8,./ P'(8) par P(S)/P'(S) sans 

changer ni les démonstrations, ni les résultats. 

On sait que P'(S) € ms : on pourrait de même remplacer 8,/P'(8) par 

g/m’ 8 et Ww. par son composé avec la projection canonique de 8,/P'(8) 
sur g/m” § : en revanche si R est un A'-anneau spécial, il sera essentiel 
de travailler avec P(R)/P'(R) et non avec P(R)/(mŸR) N P(R) (l'application 
composée de Wo avec la projection canonique de P(g)/P'(R) sur 

P(R)/(m°r) N P(R) n'est un isomorphisme que si m'R = P'(f) , ce qui se produit 
si et seulement si e < p-1 ). 

S4.- Groupes formels lisses sur A' 

On conserve les hypothèses et les notations des deux paragraphes précé- 

dents. 

4.1. Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit 

R son algèbre affine. Soit Gy = G Ba k sa fibre spéciale ; c'est un p-groupe 
formel lisse et de dimension finie sur k dont l'algèbre affine s'identifie à 

Ry = R®,, k et mR est un A'-anneau spécial. 

Notons A:R-R Bik (resp. A, : Ry — RB, Ry) le coproduit relatif a 

G (resp. G,) : il est clair que A relève AL . Nous notons encore A le 

prolongement de A a a et, pour tout a € a , nous posons 
da = a@l - Aa + 18a. 

Notons ma, (G) le sous-A'-module de D formé des a € P(r) tels 
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A! A 
que da € P'(R®,R) et MH, (G) le quotient de #%H,,(G) par P'(R) (c'est 

donc un sous-A'-module de P(g)/P'(R) ) ; 

Il est clair que CW, (Rg Posons enfin M, (G,) = m(G,));, k L) est un 

D, -module sans F-torsion. On sait que M(G, ) s'identifie à un sous-D, -module 

de CW, (R,) . En outre, si a= (..,a 1...) € M(G, ) A FCW, (R,) , on voit 

que l'image de ah dans t& (x) est nulle et on en déduit (prop. 4.3 du chap. 

III) que a € FM(G,) On a donc M(G,) a FCW, (R,) = FM(G,) 

du corollaire 2 à la proposition 2.3 que l'application canonique de M,,(G.) 

et il résulte © 

A" k 
dans CW, ar (Ry) est injective. Nous l'utilisons pour identifier M, (G,) à un 

sous-A'-module de CW ar (Ry) . Comme M(G,) est fermé dans CW, (Ry) ; 

My (G,) est fermé dans CW,. A (Ry) 

PROPOSITION 4.1.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A' et soit 8 son algèbre affine. Soit G = = GS: k et Ry = Re, k . 

i) Les A'-modules %H,,(G) = {a€P(R (R) [Sa EP'(RS,, R)} et 

MH, , (G) = MB ( (G)/P'(R) ne dépendent que de la réduction modulo m 

du coproduit relatif à G. 

ii) La restriction de Wo! CW a (R.) - P(R)/P'(R) à M. (G,.) induit un 

isomorphisme du A'-module topologique MAG ) sur MH, ,(G) 
k 

Démonstration : il est clair que la premiére assertion résulte de la secon- 

de. Montrons (ii). 

Notons 3! l'application D, -linéaire continue de CW) (R,). dans 
CW,(R, 8, Rp) qui à (...,8 ap) associe 

~ ù ~ + nm ~ 

(a. 81,..,a,@1) - (..,Aa Aa) + (..,18a ,..,1#a) 

et à l'application de P(R)/P'(R) dans P(R®, R)/P'(RÈ. à) déduite, par pas-. A! 

sage aux quotients, de l'application 93 définie plus haut. Il est clair que le 

diagramme 
1 

ae | 

CW ar (Rp) ~ CW, ar (Rx BR) 
W 2 | R "RE. R 

R)/P'(R) Ô — PR, R\/P! (R8,,R) 
est commutatif. On en déduit que Wo induit, par restriction, un isomorphisme 
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es 

du noyau de 31 sur celui de à qui n'est autre que MH,.(G.) 
A' A’ k 

n a @ an 
Pour tout entier n z 0, soit C = CW) (Ry ) = CW (R, ) On a une 

suite exacte de D, -modules sans F-torsion 

1 
0 — M(G,) — ci 2 ci 

2 1 1 1 1 | N aga 
Admettons que FC Na C = a (FC ) ; le corollaire 2 à la proposition 2.4 

implique que la suite 
1 3 1 A' 2 

est bien le noyau de an 
1 

( Fc) . Pour cela, considérons le 

est exacte et M,(G A k) 
Montrons donc que FC? natch =a 

| “ 
complexe de Hochschild de GL à valeurs dans CW, . On voit que le groupe 

des n-cochaïnes s'identifie à C” et que l'opérateur bord en degré 1 coinci- 
“NX de avec >" . Comme CW, est injectif (th. 2 du §1 du chap. III), on a 

H-(G, CW) = Ext (G,, CW, ) = 0 . Soit alors a € Cl tel que sia = Fb , 
avec be on : il est clair que sta est une 2-cochafne symétrique, et on en 
déduit que b aussi; ona F (3b) = 3° (Fb) = sata = 0 , donc 3b = 0, 
puisque Cf est sans F-torsion ; il existe donc a' € on tel que b= sia! 

1 et on voit que da = Fb = F(la') = à/(Fa') € a (EC 1) . d'où le résultat. 

4,2, Conservons les hypothèses et les notations du n° précédent et posons 

M = M(G,) : on a donc M, = M, (G.) 
A! A'’~k 

Notons £,,(G) l'ensemble des a € P(R) tels que 3a = 0 . Il est clair 

que c'est un sous-A'-module de | ME, (G) . Notons p(G) l'application composée 
inclusion _ proj. can. _ iso. can, _ 

£.(G) at NM, (G) d MH, , (G) a M; 

L'image par p(G) de m£, , (G) est contenue dans mM,, , lui-même con- 

tenu, avec les notations du n° 2.4, dans M, [1] puisque (cor. 1 à la prop. 

2.3) Myi/My, [1 | est tué par m . Par passage aux quotients, p(G) induit 

donc une application k-linéaire de (G)/m£, (G) dans M /Mi [1] +: en La 

composant avec l'isomorphisme canonique de Myi/My, [1] sur M/FM (cor. 1 

à la prop. 2.3), on obtient une application k-linéaire 

p(G) : £,,(G)/m£,, (G) — M/FM . 
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PROPOSITION 4.2.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A' . Posons M = M(G,) , À = £,, (G) et p = p(G) . Alors 

i) l'application 6 : £/m£ - M/FM est un isomorphisme de k-espaces 

vectoriels ; 

ii) le A'-module £ est libre de rang fini. 

Démonstration : remarquons d'abord que la deuxiéme assertion résulte faci- 

lement de la premiére. Soit, en effet, act "la sous-algébre étale maximale de 
R ", i.e. l'algèbre affine du quotient gt de G par sa composante neutre. 

[se] 

On vérifie aisément que £N P(a®') = 0 et que f m' P(g) = P(ae) On en 
co n=0 

déduit que Ams = 0 . D'autre part, la première assertion montre que £/m£ 
n> 

est un k-espace vectoriel de dimension finie égale à celle de M/FM , i.e. à 

la dimension d de G.Comme £ est un sous-A'-module de P(r) , il est 

sans torsion, et £ est un A'-module libre de rang d. 

Posons p = p(G) et N = CW R,) ; on a donc CW (R,) = N | k,A' k A' 
Reprenons les notations du $2. On voit facilement que, pour tout (i,j) € I, , 

l'image de l'application 

(j) _can. | WR 
N, Ny P(g) /P' (R) 

1 j- aan 7 
est contenue dans (mP ~P(R) +P'(R))/P'(R) . On en déduit que l'image par We 

de N,, [1] est contenue dans (mP(r) + P'(R))}/P'(R) , donc dans (mP(#))/P'(R) 

puisque P'(R) € mP(R) 

Soit «a € £ tel que pa) € M,. 1] . Il est clair que M li] cn [1] A' 

et on en déduit que l'image de a dans P(R)/P'(R) est contenue dans 

A! 

(mP(® ))/P'(R) . Si tr est une uniformisante de A' , on peut donc écrire 

a = nm avec 8 € P(R) : on a d8 = a(78) = da = 0 , donc a8 = 0 puisque 
P(R®, 2) est sans torsion. Donc 8 € £ et a = nBE m£ , ce qui prouve que 
9 est injective. 

Posons alors § = re, K et considérons le complexe de Hochschild de G 

à valeurs dans le complété formel du groupe additif sur A' . Pour tout entier 
. An &" a, > 0 , le groupe des n-cochafnes s'identifie à € =R (en particulier, n 

+ 

cl = RR, c? = 8), Soit a: e > € : l'opérateur bord : il est clair que 
+ +1 + + | > (m ec) (en me” l et que l'application de CL = enc” dans ce = on L /nc° l 

nN x Ed 
induite par 3 , par passage aux quotients, n'est autre que l'opérateur bord en 
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degré n de la cohomologie de Hochschild de Gy a valeurs dans le complé- 
2 vas n té formel du groupe additif sur k ; nous le notons encore à 

+1 En outre, l'application 3” : om — om se prolonge, de maniére unique, 
+1 en une application A'-linéaire continue de P(e”) dans P(C” ) , que nous no- 

+1 1 | tons encore à : on voit que 27 +29 = 0 et que à : P(r) - P(S) n'est 
autre que l'application à 

Enfin, nous notons encore p l'application 

iso. can. - MH,,(G) - M,, 
proj. can. 

mH, (G) 

LEMME 4.3.- Soit a' € P'(S) un tenseur symétrique vérifiant 20 = 0 , Il 
existe y € Ms, (G) vérifiant p(y) € M}, [1] tel que ov= a! 

Commençons par montrer comment la surjectivité de 6 se déduit du lem- 

me : comme l'application 

proj. iso. can, MAG) ——> M,, ——+M,,/M, 11] M/FM 

est surjective, il suffit de vérifier que si a € MH,,(G) , il existe y € MH,,(G) 

vérifiant o(y) € M,,l1] tel que a-y € £ , i.e. tel que 3a = dy . Il suffit 

d'appliquer le lemme à a' = aa. 

Avant de démontrer le lemme, commençons par introduire quelques notations : 

soit I l'ensemble des (s+1)-uples d'entiers rationnels i = (ig rip reeerdQ) 
vérifiant 

i 21, 

i, ~-e+p-pt<ci <i , pour 1lsjé<s 
j-1 j j-1 

Pour tout i € I, soit p(s) le sous-ensemble de | Sy = S 8, K' for- 
mé des sommes finies d'éléments de la forme raph , avec OSj<s, RE a 
et a € $ ; il est clair que c'est un sous-A'-module de Sx . On voit en outre 

m® que si i = (igvererdy) et i' = Grill) sont deux éléments de I véri- 

fiant i, < i, , pour tout j , alors p(i') (g) om pli) (g) - 

que si À, = hey ~ e+p - pt , pour tout j > 1 , alors 
i, = (ig - 1) +p) -je , pour tout j , et, par conséquent, 

pli)(g) = m0" pris) : 
m et que de ces deux résultats on déduit que, pour tout i = (ig reseed )EL, 
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(i) in-l . 
m © P'(S) : en particulier les P—(S) sont contenus dans 

P'(3) | 

Le lemme 4.3 va résulter du lemme suivant : 

LEMME 4.4.- Soit i = ( ) ET. i ee¢ i 
Or" Ss 

i) Soit r le plus petit entier 2 0 vérifiant i. = i. et soit 

i=i = 1, . Posons 

i, , pour O<jsr-l, 

it+t1l+p-p - (j-ne , pour r<j<s 

Alors i' = (ig ety reed) el. 

(i) ii) Soit a' un tenseur symétrique de P-(S) tel que 0 = 0 
in-l 

Il existe y€m 0 My (G) vérifiant p(y) € M [1] tel que 
a'- dy € pli) (g) 

Commençons par montrer comment le lemme 4.4 implique le lemme 4.3 
+1 munissons I de l'ordre induit par l'ordre lexicographique sur vi 

_ pi”) Ona a' € P(g) (S) , avec iv = (1,...,pP)-je,...,p - se) € I, et 
le lemme 4.4 montre que l'on peut trouver une suite strictement croissante 

0 wl n ntl 
i<i <...<i <i < ... 

d'éléments de I et des éléments Var Yon Ya ree de %H,,(G) vérifiant 
in 

ely) € M .l1] et y € m 0 M¥, .(G) , tels que 
nn nN i’) ) 

| «nt oon 
a' - aly + Yo ++ y ) Ep (S) (on a posé i = (ig siy ress x 

1 
| n | | | | 

On voit que le fait que la suite des i soit strictement croissante im- 

plique que la suite des ie tend vers l'infini avec n . Comme les A'-modules 
Mars MH, (G) et 7H, (G) sont visiblement séparés et complets pour la to- 

pologie m-adique, et comme toutes les applications qui interviennent sont conti- 

nues, on voit que la série de terme général Y, converge dans TM HA, (G) et L 
que a' - à( D +, = 0 : comme My. [1] est un sous-A'-module fermé de 
My , on a (Dy) = Zp(v,) € M,. 1] , d'où le lemme 4.3. 

Il reste à démontrer le lemme 4.4. La première assertion se vérifie sans 

difficulté. Prouvons la seconde : 
r 
t 

on voit que toute somme finie de la forme DA 8e , avec les À4 dans 
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~ A' , les B, dans 8 et les r, des entiers 2r , est congrue modulo mS à 
0 r 1 # À # + + la puissance p -ième d'un élément de § . On en déduit que, si nm est une 

uniformisante de A' , on peut écrire a' sous la forme 
or 
i a= gP + 8, , 

On j “ « : * 1 1 on BE S et où 8, est une somme finie de termes de la forme mn (8 )P , 

avec B' € $ et ou bien j <r et i' =i, , ou bien j =r et i! >i ; en 
(i') , (S) ; en outre les i' vérifient tous i' >i particulier on voit que 8, € P 

et T 8, Ems . 
_. ro, 7 r 

On a alors nat = 8P +n ‘8, et 0= >? (n ‘a') = 3“ (a ) +9 
2 

“(0 * 
Soit À l'image de 8 dans 8, = $S/mS = CL Comme mB, € mS = mC A 

_; TT ~ pl ont ona 3 (n 8.) € mcs et 37 (BP) = 0 . Il est clair que 37 (BP ) = (97 (3))P 
et, comme l'anneau ce est réduit, on a 328 = 0 

Posons b_ = 8 et soit b 1'élément (..,0,...0,b_) de cw, (8,) . Le 
onTM 

. groupe Cw, (5) s'identifie au groupe des 2-cochafnes du complexe de 
, TN Hochschild de G à valeurs dans CW, . Si l'on note encore >” l'opérateur k k 

bord en degré 2 de ce complexe, on voit que 3 b_. = 0 implique que 
2: . 

b = 0 

r 
Mais a' est un tenseur symétrique et il en est de même de BP donc 

~ 

aussi de b = 8 ; on voit donc que b est un 2-cocycle symétrique. Comme 
2 a | | aye _ <u H(G,,CWw,) = 0 , il existe un élément c = CC rc) € CW, (Ry) tel que 

dtc = b . | 

Si l'on note c' le covecteur 

c' = (...,¢ porn Cp, — -ntr “9 0 0) 
(où Cy est la composante d'indice -r )}, on voit que 

Sic! = (..,0,..,0,b ,b .,....,b) = -r" +1" 0 

où les bp. , pour 0 < j < r-1 , sont des éléments convenables de SL 

Choisissons pour tout n un relèvement Co de c_. dans , et, 

pour 0 < j <r-1 , un relèvement b de b. dans § . Si l'on pose 
co -n-r,pAtT ; J J , » + La y! = 2 P Orn , on voit que y' est un élément de P(g) vérifiant 

n= 
C~- — r 1 —) = dy' = p T8? + 2 P be (mod P'(S)) 
]— 
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ri, 
Posons Y =pTy : ona 

~ or rol oe ei ; 
dY = m8? + 2, p° mbe (mod p'm P'(S)) 

j= 7 . 

Finalement, on peut écrire a' - dV = BS + Bo + B; , avec By € PES ; 
rol r-j inp! ri 

Bo = 2 p mb et B € pm P'(8) . Montrons que Bo et 82 sont aussi 
j= T . 

dans pil) (gy 
= pour Bo , il suffit de vérifier que it (r-jje > i =i. , pour O0<j<r-l1l, 

ce qui ne présente pas de difficultés ; 
j 

8 on voit que Ba est somme finie d'éléments de la forme x(8')P , avec 
| itre+po)-; | our 

Bt ES , 0<j<s et REM ep Je - il suffit donc de vérifier que, 
pour O<j<s , on a it (r-j)e + p/ > i , ce qui ne présente pas, non plus, 
de. difficultés. 

1-1 
On a donc - dy € pit) &) . Il reste à vérifier que y €m 0 ME, (G) 

et que (vy) € M, (1 
r r 

E posons y' = nm’ y' . On voit que Y € mP P(R) € P(R) et que 
: -j ay" =p. 8 + = p_ J(qP 6. JP (mod P'(8)) , donc que y" € TM¥,,(G) ; 

j=0 
t+ra-— r 

on en déduit que Y = on “Pt y" € mi Te me (G) . Des inégalités 
i, 2 iy -e+p - Pi”! , on déduit que i = i. > ip-retp - 1 , donc que 

ip-l 

itre - p' > ig - 1 , et y appartient bien a Mm 0 MB (G) 
m Enfin, comme dc = b = (...,0,...,0,b_) , ona 2a(Vc) = V(ac) = Vb = 0 et 

+ 

Ve = (..,c pre 1) € M(G,) =M.Ona i-e2zp -(rtl)e et wr) 
+ 

est un objet du diagramme À, (M) . Si l'on identifie M à MC 1) , on 
+ 

peut considérer p "di @ Vo Comme un élément de Mr : comme 
+ | r+l > 1 , l'image de ME dans M,, est contenue dans M,, [1] . Il 

suffit alors pour terminer la démonstration de vérifier que o(y) est égal à 

l'image de p tnt @ Ve dans M; 

4,3. Soit M un D, -module sans F-torsion, soit £ un A'-module et soit 

p:£-M,, une application A'-linéaire. Comme M,,/M,, [1] est canonique- 
ment isomorphe à M/FM (cor. 1 à la prop. 2.3), le noyau de l'application 

composée 
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iso. can. p proj. | _ My./My, [1] — M/FM £—+M,, 

contient m£ et nous notons 9 l'application k-linéaire de £/m£ dans M/FM 

induite par passage au quotient. 

Notons IN la catégorie dont les objets sont les triplets (£,M,0) 
#8 ou M est un D, -module profini sans F-torsion tel que le quotient M/FM 

est un espace vectoriel de dimension finie sur k J 

B ou £ est un A'-module libre de rang fini, 

# ou p est une application A'-linéaire de £ dans M, telle que l'appli- 

cation k-linéaire 6 : £/m£ - M/FM soit un isomorphisme. 

Un morphisme u : (£,M,0) > (£',M',p') de la catégorie n° est un cou- A! 

ple (U9 Uy ,) formé d'une application A'-linéaire Us : £ > £' et d'une appli- 

cation D, -linéaire continue Ur à M - M' telles que le diagramme 

£ 

| "| 
u 
M,A' am Ma — M, 

(où l'on a posé = ( UM at da: ) soit commutatif. 

Il est clair que Ve est une catégorie additive. 

La proposition 6.1 du chapitre IIT et la proposition 4.2 montrent que, si 

G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A! , le triplet 
_ ; £ £M,, (G) = (£,,(G),M(G,) ,p(G)) est un objet de An 

Soit maintenant f: G' + G un morphisme de p-groupes formels lisses et 

de dimension finie sur A' . Par extension des scalaires, f induit un morphis- 

me 7 : Gy > Gy des fibres spéciales, donc une application D, -linéaire conti- 

nue M() M(G,) — M(G) . soit, d'autre part, 8 (resp. R') l'algèbre affine 

de G (resp. G') ; le morphisme f induit un homomorphisme continu ~ 

ff: R > R' qui se prolonge, de manière unique, en un homomorphisme continu 

fe : a - RE . Il est clair que fe envoie P(g) dans P(R') et Æ£(G) 
dans Æ£(G') . Si l'on note S£(f) la restriction de fe à £(G) , on vérifie 

sans difficultés que le couple (£(f),M(f,)) est un morphisme de la catégorie 
£ 

Aa: , i.e. que le diagramme 
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£(G) £(G') 

»(G | p(G) | 
(M(f)) a _ k A I 

est commutatif, 

Ceci permet de considérer £M,, comme un foncteur contravariant de la 

catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A' dans n° 
A! 

On voit facilement que ce foncteur est additif. 

4.4, Nous allons maintenant associer à tout objet (£,M,p) de Ie, un 
foncteur covariant G de la catégorie des A'-anneaux p-adiques dans 

(£,M,p) 
celle des groupes abéliens , en généralisant la construction faite au n° 1.3 dans 

le cas e = I 

Soit S$ un tel anneau (nous renvoyons au §3 pour la définition de § , 
K 

P'(S) , Ss et de l'application We : CW arts.) - 8,/P (S)) 

® nous notons N (Ss) (resp. N (3) le groupe Hom, ,(£, 8,) (resp. 
Hom, ,(£, S,/P' (8) ) des applications A'-linéaires de £ dans §&, (resp. dans 

K 

S/P'(8) ; 

nous notons G,,(S) le groupe Homeo(M, CW (S)) des applications D, - 
M D, k k k 

linéaires continues de M dans cw (s,) : 

' ae 0 aa # nous notons pe l'application de Guts dans N (8) qui à u € G,, 6S) 

associe We? Ua °P : il est clair que p, est un homomorphismes de grou- 

pes ; 

# enfin nous notons Ge M0) © le produit fibré N Ç (8) «nO (9 m9 , où le 

morphisme de N (8) dans No(s) est celui qui provient de la projection 
: i] 1 ,0 ... canonique de S sur 8,./P (S) et celui de Gy, (8) dans N (8) est °, . 

Autrement dit un élément de Gis o,o)'® est un couple (U5 up) ot 

Us 7: £ > Sy est une application A'-linéaire, dy : M — Cw, (8,) est une 

application D, -linéaire continue, tel que le diagramme 

u 

£ t > § 
K proj. 5 | ae 8,,/P'(8) 

MA ow. (gs Tu . ) s 
A' k, A °k 
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est commutatif. 

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en § . On voit 

qu'elles sont aussi fonctorielles en (£,M,o) , i.e. que tout morphisme 

u : (£,M,0) = (£',M',0') induit, de manière évidente, un morphisme de fonc- 

teurs en groupes de G dans G | Row (£',M', 9) (£,M,p) 

4,5. Dans toute la suite de ce chapitre, nous notons t le plus grand entier 
n tel que pl -te <p -ne , pour tout entier n > 0 (on a donc t=s si 

s _s-l s+1 Ss stl Ss oo. 
p -p <e<p -p , t=s+1 si e = p - p - en particulier 

t=0 si 1<e <p-1 et t=1 si e=p-l1). 

Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' . Pour 

tout A'-anneau p-adique § , notons G(S) le groupe des homomorphismes conti- 

nus de ® dans § et, pour tout entier r2=1=, G(m 8) l'ensemble des 
x € G(S) tels que l'image par x de l'idéal d'augmentation de R est conte- 

nue dans ms . Il est clair que les G(m s) forment en fait une suite décrois- 
sante de sous-groupes de G(S) et que G(S) est séparé et complet pour la 

topologie définie par cette suite de sous-groupes, i.e. que G(S) s'identifie 

canoniquement à lim G(9/C(m 9 

Il est clair que G(mS est le noyau de l'application canonique de G(S) 
dans G(S/m8) = G. ($ ) . Comme G est lisse, cette application est surjective 

k Kk 

et G(S)/G(mS) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en §$ et en G) 

Si G est étale, on voit que G(m's) = 0 , pour tout r2=1. On en dé- 
| | C 12e 

duit que, si l'on note G la composante connexe de l'élément-neutre de G , 
r ona G(m 8) = G°(m 9) , pour tout entier r > 1 

PROPOSITION 4.5.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A' et soit § un A'-anneau p-adique. Pour tout entier r vérifiant O<r<t, 
r r+1 

le groupe G(mP s)/G(mP 8) est d'exposant p. 

Démonstration : il est clair que l'on peut supposer G connexe. Soit d 
su one cum ut UE NE En me ones une 

sa dimension, soit ® son algèbre affine et soit Kyo re À des générateurs 

de l'idéal d'augmentation ; on a donc a = A'[[X pe X 
1 

2p 
soit Le 7 RO R® , le p-ième itéré du coproduit. Il est clair que chaque 
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A (K;) est une série formelle sans terme constant en les 

1 & 1 8 ...® 1 & x, & 18...® 1 et que c'est aussi un tenseur symétrique. On 
en déduit immédiatement que l'on peut écrire AO) =a, + b, , ou a, est un 

tenseur obtenu par symétrisation d'un tenseur qui est une série formelle sans 

terme constant et où D; ne contient pas de terme de degré < p par rapport 
bod a l'ensemble des variables. 

Si l'on note mn l'endomorphisme de fg qui définit la multiplication par 
~ p , on en déduit que nt.) = pa; + bi , où a! = ay (Xe XQ) et 

i i 

b, = b, (x X.) sont des séries formelles sans terme constant et où b ne 1'°°°! d 

contient pas de terme de degré <p. 

r 
Soit x € G(mP s) , soit y = px et soit, pour 1<i<d, x, = x(X)) , 

y, = y(Y,) . Ona 

y, = pai(x,,...,x + bi(x,,...,x ) 

On voit que 
r rt+1 

pyPe = mP bi(x,,...,x )) € (m’ )*S =m s 

et que 1 

1 etp* pi? 
(en pai(x,,...,x ) Em Ss m Ss, 

| | rl or | pitl 
puisque r <t-1 implique p -p <e . On a donc Y; € m S , pour 

tout i , d'où le résultat, 

4.6. Conservons les hypothèses et les notations du numéro précédent et soit 

(£,M,p) = £M,,(G) 

Soit x € G(S) . : c'est un homomorphisme continu de ® dans §& et il 

se prolonge de manière unique en un homomorphisme continu de Re dans Si : 
par restriction à £ , on obtient une application A'-linéaire Xo > Lo Se , i.e. 

un élément du groupe N (8) défini au numéro précédent. 

Notons pe (9 : G(S) - N (8) l'application qui à x associe Xo Pour 
tout a € £ , sa= 0 , par conséquent Aad = a 1 + 180 et on en déduit que 
9 (8) est un homomorphisme de groupes. En outre il est clair que (65) est 
fonctorielle en S$S et en G 

Enfin, nous notons No(s) le groupe des applications A'-linéaires de © 
t dans mPS. Ona Ni(s) cNI(3) CN ¢ ¢ ofS). Si t = 0 , i.e. si e <p-1, 
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ona P'(S) =mS et NA (5) = Nets) 

PROPOSITION 4.6.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 
t 

A' et soit $ un A'-anneau p-adique. Si x € G(mP 8) , alors 

07 (3)() = x, € Ny (S) et l'application où (9 induit, par restriction, un iso- 
t morphisme de G(mP 8) sur Ne (S) 

# t + + # + C | # ( 
Démonstration : il est clair que l'inclusion de G dans G induit un 

t t isomorphisme de £.(G) sur £, (CG) Comme G(mP g) = G°(mP 9) , on voit 
A' A! 

que l'on peut supposer G connexe. 

On voit que tout élément a de P(R) peut s'écrire (de manière non uni- 

que) sous la forme 

e-l ,f © n 
i -n a= Do Dp a? | , 

i=0 n=0 “nN, 1 

ou TT est une uniformisante de A' et où les a. ER. 
-n,i 

Soit @,,0,,...,% une base de £ sur A' et écrivons chaque 0, sous 
1" 2" d 

la forme 

e-1 CS n a — ri| >) p NW) )P | 
J i=0 \n=0 “nyt 

avec les a) ER. 

Il résulte facilement du fait que 6(G) : £$/m& + M/FM est un isomorphis- 

a) , alors X,; rer À forment un système de 
gm = A'ILX,,X,,...,X,]] et les a 12 d -n,i / 

à coefficients dans A' , On voit que, quitte à chan- 

me que, si l'on pose x, = 

| 
©

 

coordonnées pour R , i.e. sont des sé- 

ries formelles en les X, 

ger les af) , on peut supposer que les x, sont dans l'idéal d'augmentation. 
On doit alors avoir a.(0,0,...,0) = 0 et on en déduit facilement que l'on peut 
choisir les a? , pour que ce soit des séries formelles sans terme constant 

3) (j) | -n, (6) \p" a = à (0,...,0) , il suffit de remplacer chaque Dp (a”’ |) , qui (si | 
te (5 () (3) ria) est l'image par Wo du covecteur a,” = (a perd y € CW(R) , par 

=, () (j) (j) ‘ ‘ We (a, Cal jee ag 4) ). 

LEMME 4.7.- Soit r un entier = pt et soit Doe gine Da des éléments de 
ms . Alors, pour 1<j<d, 

_ r+1 a(b,,b,,...,b) = b, (mod m 9 

Démonstration du lemme : fixons l'entier j et posons 
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(j) bad = an stbyrbor. Bg) (en particulier, on a bg 6 = b, ). Comme 

a (4) (X.,X,,...,X.) est une série formelle sans terme constant, D . € ms ; 
-n,i 1" 2 d -n,i 

n r n i -n p” i-ne+rp”_ on a donc bee, em 8 et Tp pb ,enm S . Ona 
+T Pr i-ne+rp. = r+itr(p -1) -ne > r+i+(p” -pt-ne) . Il suffit de vérifier que 

+ , res À i+(p° th ene) > 1, sauf si i=n=0 , ce qui ne présente pas de difficulté. 

Fin de la démonstration de la proposition : pour tout entier r > 1 , l'ap- 
UNS DO NE une one On mnt de mt mnt mot ot ont dune ons om nee et uns See sm eus dt ue nm mt nome eue nn mme cm ee SN sue nes om 

plication qui à x € G(m s) associe le d-uple (8,,a,,...,a ,) , avec a, = x(X,) ; 
Dés , ; r d ; | définit une bijection entre G(mS8) et (m’ 8) , et l'on voit que 

x, (a) = a.(a,,2,..,8) 

En appliquant le lemme pour r = pl et b, = a, , on voit que si 
x € GmP°s) , on à bien x € N (9 

Comme Cm? 9) = lim GP 8) /GlmTMs) , il suffit, pour démontrer la deuxié- 
me assertion de vérifier que, étant donné un d-uple (a,,a,,...,a 0) d'éléments 

de mP's , il existe, pour tout entier positif r , un élément x _€ GimP's) , 
uniquement déterminé modulo Gt") tel que x (G.) = a, (mod mts) , pour 
tout j 

On procède par récurrence sur r 

; t 
B c'est clair si r <p 

B® Supposons r > pl et soit x € Gin? 9 tel que x 1 (@)) = a. (mod m 8) , 
pour tout j . Posons x, 1 (a) = a, - b, . L'élément x cherché doit être 

de la forme XX. + y , avec y € G(m's) . Comme 
Ge. _, + y)(o) = x. (@)) + y(a.) , on doit avoir y(a.) = b, (mod mtg) . Le 
lemme montre que pour cela il faut et il suffit que y(X,) = b, (mod mtg) , 
ce qui montre l'existence et l'unicité de y , donc aussi de x , modulo 

G(m 18) 

COROLLAIRE.- Sous les hypothèses de la proposition 4.5, 
t 

i) le groupe G(mP S) est sans torsion : 

ii) le sous-groupe de torsion Gy op (m8) de G(m8) est le noyau de la 

restriction de pe (9) à G(mS) et son exposant divise pt : 
iii) le sous-groupe de torsion Gots) de G(S) est le noyau de D (8) 
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Démonstration : 

torsion. 

Comme N,(8) est sans torsion, G, (mS est contenu dans le noyau de £ tor 
la restriction de où (3) . Réciproquement, soit x € G(mS) tel que Xo = 0 , Il 

t résulte de la proposition 4.4 que px € G(mP 8) : comme CEE = px = 0, 
t . ; a ona px = 0 , d'où l'assertion ii). 

On voit de même que Go's) c ker où (8) . Réciproquement, soit 
x € ker pe (8) , i.e. tel que Xe = 0 . Comme G(8)/G(m8) est isomorphe à 
G,(8,) qui est un groupe de p-torsion, il existe un entier i tel que 

. . : i à +4 pix € G(mS) . Comme (px), = PX, = 0, on a p'(p'x) = pt x = 0 et 
x € Gor (8) 

4.7. Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A . Notons 

G! le foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux p-adiques qui, à. 
tout A'-anneau p-adique S$ , associe le groupe G'(a) = G(S) . La correspon- 
dance Gk cu peut être considérée, de manière évidente, comme un foncteur 
covariant additif de la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension 

finie sur A' dans celle des foncteurs en groupes sur les A'-anneaux p-adiques. 

On voit facilement que ce foncteur est pleinement fidèle et nous l'utilisons pour 

identifier la première de ces catégories à une sous-catégorie pleine de la secon- 
f de. Autrement dit, dans la suite nous écrivons G au lieu de G . 

Pour tout p-groupe formel lisse et de dimension finie G sur A' , si 

(£,M,p) = £M, (G) , nous posons G = G Nous nous proposons de A' (£,M, 0) 
construire deux morphismes de foncteurs en groupes 

-GoG et -GoG %G : ‘a 
t., t. tels que Yar Ve =p ‘ide et Pole =p rida . 

Soit § un A'-anneau p-adique. On a défini au numéro précédent un ho- 

momorphisme où (3) : G(s) - N (8) . Si maintenant x € G(8) , notons x, Son 
image dans G, (8,) = G(S)/G(m8) . On sait (prop. 6.2 du chap. III) que le grou- 
pe G, (8) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en S) au groupe 

cont _ . bs Homy | (M,CW, (Ss, )) Gayl) : notons X 11 l'image de xy dans Gy, (8) 

(rappelons que xX), est la restriction à M de CW, (x, ) CW, (R,) = CW, (8, ) ). 
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(S) : G(8) - G,,(S) qui à x associe x est un homomor- L'application pl M 
G 

phisme de groupes. 

M 

PROPOSITION 4.8.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A' et soit (£,M,o) = £M,, (G) . Soit S$ un À'-anneau p-adique. Pour tout 

(5) (x) = (Ko, M de N ,(8)xG)) (8) appartient à G({S) 

L'application PR (8) . G(s) = G(s) ainsi définie est un homomorphisme de grou- 
x E G(S) l'élément x 

pes, fonctoriel en $ ; son noyau est le sous-groupe de torsion Go fms) de 

G(ms) | 

Démonstration : dire que Xp) € G(s) revient à dire que le diagram- 
me 

Xo Le | 

| 8,/P'(S) 
* a M MA Low .(8)7 Ve 

A! - k,A' Uk 

est commutatif, ce qui résulte immédiatement des définitions. 

Le fait que (8) est un homomorphisme de groupes (fonctoriel en § ) 

résulte de ce que les applications 9 (8) et 90, (8) sont toutes les deux des 
homomorphismes de groupes (fonctoriels en S$S). 

Enfin, le noyau de PS) est formé des x € G(s) tels que Xe = 0 et 
x = 0 . La deuxième condition est équivalente à x = 0 , donc à x € G(m8) . 

Le corollaire à la proposition 4.6 montre alors que x, = 0 équivaut à 
Ay 

x € G (mS) 
tor 

Construisons maintenant Ya : soit u= up € G(s) . Soit 
uy € Gy (8) l'image de Uy, Par l'isomorphisme canonique de Gy, lS) sur 

G(s) . Choisissons un élément x de G(S8) qui relève Uy (un tel élément 

existe toujours car G est lisse). Si (8) (x) = Xp) , on voit que 

Xa = Une et que Xo = Us (mod P'(S)) (i.e. que pour tout a € & , 

Xo (a) = u (2) (mod P'(S)) } puisque or) E G(S) 

On a CR = px, , donc CR = pu, (mod p'P'(g) ) , d'où on déduit 
t t pt pl-te 

que (p x) 6 = pu. (mod m° 8S) puisque P'(S) Cm S . Autrement dit 

(p'x) - pu, € N (8) et, d'après la proposition 4.6, il existe un élément 
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t 
y € G(mP $) et un seul tel que Yo = (px). - piu, . Si l'on pose z= ox -y , 
on voit que z, = { tS) - = t q £ Dp £ Ye p £ : 

Ed PROPOSITION 4.9.- Avec les hypothèses et les notations qui précèdent, l'élé- 

ment z € G(S) ne dépend pas du choix du relèvement x de UL. L'applica- 

tion VS) : G(s) - G(s) qui à u = (u up) associe Z est un homomorphis- 
me de groupes, fonctoriel en S$. On a VQ (8) ° (8) = pid (8) et 

pus t + PS) 0 Vas) = p -id Gs) 

Démonstration : soit x' un autre relèvement de x .Ona x' =x 
sn ue mt met ue ut uns mt om onu mu 

| t (mod G(mS)) et, d'après la proposition 4.4, px! = ox (mod G(mP S8)) . Si y 
. t est l'unique élément de G(mP 8) tel que (p'x') = pugs , et si cs Ys 

t t t t 
z' =px'-y' , on a donc z'-z = (px'-px) - y' +y € G(mP 8) et 

(z'-z), = 0 , d'où 2 ç -Z = 0 , ce qui prouve la première assertion. 

Les autres assertions sont alors évidentes. 

4.8. On a le résultat suivant qui généralise le théorème 1 

THEOREME 2.- Si e < p-1 , le foncteur iM, induit une anti-équivalence 

entre la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A' 

et la catégorie Ay, 

La démonstration de ce théoréme est entiérement analogue a celle du théo- 

reme 1. Donnons-en les grandes lignes 

soit G et G' deux p-groupes formels lisses et de dimension finie sur 

a (G) ’ (S',M',0') = £M, .(G') . Tout morphisme 
n : (£,M,p) - (£',M',p') induit de manière évidente un morphisme n° de 
A' et soit (£,M,o) = £M 

G' = G dans G=G . Comme e < p-1 , ona t = 0 , et À (£',M',p1) 7 (£,M,p) _ P 
les morphismes Va > G — G et Met : G' - G' sont des isomorphismes. Si 

on pose n* = VLon*ow, : G' - G , on vérifie immédiatement que 

2 M,,(n *) =n et la pleine fidélité s'en déduit. 

Il reste à vérifier que £M,, est essentiellement surjectif. Pour cela, 

soit (£,M,o) un objet de Mi . Choisissons un p-groupe formel lisse Gy 
sur k dont le module de Dieudonné M. = M(G,) est isomorphe à M (un 

0 k 
tel groupe existe et est unique, a isomorphisme prés,d'aprés la prop. 6.1 du 

chap. III) ainsi qu'un isomorphisme i de M sur My 
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Soit R l'algèbre affine de G, et choisissons un A'-anneau spécial & 

qui relève R . Choisissons enfin un isomorphisme 1 de Æ£ sur un sous-A'- 

module Sy de P(r) tel que le diagramme 

a (M) CW PA a 
À' 0'A' k,A' 

soit commutatif (rappelons que, comme e < p-1 , on a P'(R) = mR). Enfin, 

l'application A'-linéaire i,,° po CD de <£ dans (M) notons A 0 Ph 
A’ 

Pour tout A'-anneau p-adique S$ , notons X, (8) l'ensemble des homo- 

morphismes continus de R dans S. 

Si x € Xe (S) , & se prolonge, de manière unique, en un homomorphisme 

continu de ao” dans § * nous notons xX sa restriction a £ et 
K K Lo 0 

x, : £- § l'application A'-linéaire composée x, 0° 1 
& K Lo 

De même x induit un homomorphisme continu xy! R > Sy. donc une ap- 

plication D, -linéaire continue CW, (x, de CW, (R) dans CW, (5, ) : nous 

notons *M sa restriction a M, et X\y : M - CW, (8,) l'application D, - 

linéaire composée Xr oi. Il est clair que le théorème résulte alors du lemme 
0 

Suivant : 

LEMME 4.10.- Pour tout x € X. (8) , Xp) € Gis M, 0) © L'application 

x — ( ) de X° (8) dans G ) 8) est bijective. <0 MM (£,M,o 
Il s'agit d'une généralisation du lemme 1.3 et la démonstration se transpo- 

se Sans difficulté. 

Remarque : notons a, (resp. M) la sous-catégorie pleine de hy, dont les 
objets sont les triplets (L,M,o) , avec M _ '"connexe" (resp. "unipotent") (cf, 

n° 1.2). Par une généralisation sans difficultés des raffinements utilisés pour 

e = 1 et p=2 , on démontre que, si e = p-1 (et, bien str, aussi si 

e < p-1), la restriction de iM, a la catégorie des p-groupes formels lisses 

et connexes (resp. unipotents) de dimension finie sur A' induit une antiéquiva- 

lence entre cette catégorie et la catégorie hn (resp. Mae) 

4.9, Lorsque e > p-1 , le foncteur My, n'est plus essentiellement surjec- 
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tif, ni même, en général, pleinement fidèle. Toutefois, on a le résultat suivant: 

PROPOSITION 4.11.- Soit G et G' deux p-groupes formels lisses et de di- 

mension finie sur A' . L'homomorphisme canonique du groupe Hom(G',G) dans 

Hom(£M, ,(G),£M, ,(G')) est injectif et son image contient 
t = p . Hom(£M, ,(G),£M, (G )) 

Démonstration : soit 8 l'algèbre affine de G . Il est clair que si 
ms sue cs vu mme some ont mn ee mn cn sum 

a € P(R) , alors du € Qn (R) (on a identifié le module des A'-différentielles 

continues Oy 1 (R) de ® à un sous-module du module des K'-différentielles 

continues de l'anneau i ). Il résulte immédiatement de la proposition 4.2 et 
de l'isomorphisme canonique entre et t*(A') (cf. prop. 8.1 du chap. I) °G/A' G 
que l'application qui à a associe da induit, par restriction à £,, (G) , un 

isomorphisme de £,,(G) sur : il est clair que cet isomorphisme est A! 

fonctoriel par rapport a G 
VG/A: 

Soit alors f un morphisme de G' dans G et soit 7 : Gy — Gy le 

morphisme induit sur les fibres spéciales. Supposons que 

m Il résulte de ce qui précède que Œ(f) = 0 implique que l'application A'- 

linéaire de dans induite par f est nulle ; on en déduit W Ww G/A' G'/A' c 

facilement que le noyau de f contient la composante neutre G' de G' , 
| . | et | donc que f se factorise à travers le quotient G' = G'/G'° qui est un 

groupe formel étale. 

m Comme le foncteur M est fidèle, M(£,) = 0 implique FL = 0 : on en 

déduit facilement que l'image de f est contenue dans la composante neutre 

G° de G 
~ On voit donc que f se factorise à travers un morphisme d'un groupe éta- 

le dans un groupe connexe et est donc bien nul. 

Soit maintenant mn € Hom(£M (G),£M, ,(G')) et soit n* le morphisme de 
A! 

G' dans G induit par n ; si n* = Yao ne Oa, , on vérifie immédiatement 
maman 

que £M, , (n*) = pin et la deuxième assertion de la proposition s'en déduit. 

Remarque : on peut montrer que, si e < 2(p-1) , la restriction de £M à la A! 

catégorie des p-groupes formels lisses et connexes, de dimension finie sur A' , 

est pleinement fidèle. Ceci n'est plus vrai, en revanche, si e > 2p-1 (même 
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en se restreignant aux groupes p-divisibles). 

§5.- Groupes p-divisibles sur A' 

On conserve les hypothéses et les notations des trois paragraphes précé- 

dents. 

5.1. Notons Hy, la catégorie dont les objets sont les couples (L,M) 

2 ou M est un D, -module profini sur lequel l'action de F est injective, tel 

que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur k ; 

B où L est un sous-A'-module de My. tel que l'application de L/mL dans 

M,./M, [1] (~M/FM) déduite, par passage aux quotients, de l'inclusion 

de L dans Mai est un isomorphisme. 

Un morphisme u : (L,M) - (L',M') de la catégorie HY, est une appli- 
cation D, -linéaire continue de M dans M' telle que (L) € L' (ot k Uns 
Uni à M: — M; est l'application déduite de u par fonctorialité). 

Il est clair que la catégorie Hy, est additive. 

Nous notons He, la sous-catégorie pleine de HY, dont les objets sont 
les couples (L,M) tels que M est libre de rang fini sur A et L est li- 
bre sur A' (si e < p-l , M, est sans torsion et la deuxième assertion 

résulte de la premiére). 

Si G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A‘ , nous 

notons L, . (G) l'image de £,, (G) dans M,,(G 

results du n° 4.3 que le couple LM, .(G) = (La L 

H . On peut, en fait, de manière évidente, considérer LM,, comme un 
A' À: 

foncteur contravariant additif de la catégorie des p-groupes formels lisses et de 

L) par l'application p(G) . Il 

(G),M(G,)) est un objet de 

dimension finie sur AÀ' dans H A! 

PROPOSITION 5.1.- Si G est un groupe p-divisible sur A' , LM, .(G) est 

un objet de HS, . De plus 
i) si e < p-1 , la restriction de LM, , à la catégorie des groupes p- 

divisibles sur A' induit une anti-équivalence entre cette catégorie et 
d 

Ha . 
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ii) si G et G' sont deux groupes p-divisibles sur A' , l'homomorphis- 

(G), LM, ,(G")) est _in- 

(G')) 

me canonique de Hom(G',G) dans | Hom(LM,, 

jectif et son image contient D'Hom(LM (G) ,LM 
A! A' 

Démonstration : si G est un groupe p-divisible sur A' , G, est un 

groupe p-divisible sur k et M(G,) est un A-module libre de rang fini (prop. 

6.1 du chap. III). On voit alors que montrer que LM, ,(G) est un objet de 
d x 4 + a LI # + t ? 3 # , 

Ans revient à vérifier que l'application p(G) est injective. Si elle ne l'était 

pas, on voit que l'on pourrait trouver un élément non nul a € P'(Rf) tel que 

~ aa=a@lil Qa . On voit que, quitte a multiplier a par une puissance 
convenable d'une uniformisante de A' , on peut supposer que a€ER et 

a € mR . L'image de a dans l'algèbre affine de G définirait un homomor- 
k 

phisme non nul de Ge dans le groupe additif, ce qui n'est pas possible puis- 

que Ge est p-divisible. 

L'assertion (i) résulte alors trivialement du théorème 2 (n° 4.8) et l'asser- 

tion (ii) de la proposition 4.11. 

5.2. Soit KÎF,V] l'anneau (non commutatif si k # fy? K®, D, = K®,AlLF,vV]. 
Ak A 

Si M est un D, -module, le K-espace vectoriel M = K@,M est, de maniére 

évidente, un KLF,V] -module à gauche : la correspondance M + M, est foncto- 

rielle. 

Notons HP, la catégorie dont les objets sont les couples (Le: M) 

# où M est un KLF,V]-module a gauche qui est un espace vectoriel de di- 

mension finie sur le corps K ; 

B ou Lee est un sous-K'-espace vectoriel de M. = K' 8, M. . Un morphis- 

tr eo d LL me u Lu : My) (Leis ML) de la catégorie He, est une application 

KLF,V]-linéaire de M, dans M, telle que u,,(L,,) © L,, (on a noté 

u : M, - M: l'application déduite de u par extension des scalaires). 
K' K' K' 

Il est clair que xd est une catégorie additive. 
K' 

Enfin, on a un foncteur additif évident de la catégorie HA dans He, 
à tout objet (L,M) de He, , on associe le couple (Le: Mi) | 

8 où M, = K&, M : 

# et où Le est l'image dans M. = K 8, Me de K 8, L (d apres la propo- 
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sition 2.1, Me. s'identifie canoniquement à K' Bn Mai ). 

En composant la restriction de LM,, à la catégorie des groupes p-divi- 

sibles sur A' avec ce foncteur, on obtient un foncteur contravariant additif 

LM, de la catégorie des groupes p-divisibles sur A' dans Hy, 

PROPOSITION 5.2.- Soit G et G' deux groupes p-divisibles sur A' . L'ho- 

momorphisme canonique de Hom(G',G) dans Hom(LM,.(G),LM,.(G')) est in- 

jectif et induit, par extension des scalaires, un isomorphisme de 

2,2 Hom(G',G) dans Hom(LM. (G),LM 
p 

déré comme un foncteur contravariant de la catégorie des groupes p-divisibles 

(G')) (autrement dit LM, , consi- 
K' K' 

on 4 # s ~ i d # + ~ sur A' "à isogénies près" dans He , est pleinement fidèle). 

Démonstration : il est immédiat que Hom(LM, (G),LM 
mt nt som ut ane ut mom come un uen eme A! A 

module sans torsion et que Hom(LM,,(G),LM,, (G')) s'identifie canoniquement 

a Q, By, Hom(LM, ,(G),LM,, (G')) . La proposition résulte alors de l'assertion 
p . 

(ii) de la proposition 5.1. 

(G')) est un Zs | 

5.3. Soit G un groupe p-divisible sur A' . Nous allons donner une interpré- 

tation de LM, (G) = (L,, (G), M, (G)) en terme de “fonctions analytiques". 

Soit R l'algèbre affine de G . Il est clair que ROR = Ki Bk (resp. 

K®, (RB, R) = K 
~ 

(RB, R)) s'identifie au sous-anneau de Ro” 
x (resp. 8a 

RE, 8) ) formé des a tels que po ER (resp. ra, 
assez grand. On voit que l'on a aussi K'®,,R = K'®,, P'(R) et 

: ; A! A 

K'&,, (R®,, R) = K Bn P (RO, R) 

R) pour n 

En reprenant les notations du n° 4.1, on voit alors que 

an Lu 
ME (G) = K 8, ME, (G) 

s'identifie au sous-K'-espace vectoriel de ao” formé des a € K' 8: P(R) tels. 
que oa € K' Ba (RB, R) et que K' Ba MH, ,(G) s'identifie au quotient 
MH, (G) de mH (G) par K' Bn R . Il est clair que l'isomorphisme de 
M,.(G,) sur MH, , (G) défini au n° 4.1 induit, par extension des scalaires, un 

isomorphisme de M, (G) = K'&, M, (G) = K'@,, M, ,(G,) sur MH, (G) 

Si l'on note se, (G) le K'-espace vectoriel formé des a € K' Bn P(R) 
tels que dax = 0 et Le (G) l'image de se, (G) dans MH? (G) , on voit 

222 



GROUPES FORMELS LISSES 

tout de suite que La (G) est aussi l'image de L(G) par l'isomorphisme ca- 
nonique de M. (G) sur MH, (G) 

Montrons, pour terminer, que, dans la définition de MH, (G) et de 
an ran Le (G) , on peut remplacer K' Ba P(g) par Ree Plus précisément : 

PROPOSITION 5.3.- Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit R son al- 

(2® R) , alors a € K' Bn P(R) 
s ; ~an as £3 1 gébre affine. Si a € Ree vérifie oa € K Bn A: 

Démonstration : il est clair qu'il existe un entier n tel que edie lel See net és ce On nue 

a(p a) € Re, R (en P'(R&,, R) . Avec les notations du n° 4.2, on voit que 
3(p' a) est un tenseur symétrique de P'(R® À) vérifiant 3“ (3(p"a)) = 0 A! 

D'après le lemme 4.3, il existe donc y € P(g) tel que ay = (pla) . Quitte 

à remplacer «a par a-p y , on voit que l'on peut supposer que da = 0 

Soit alors € : R -A' l'homomorphisme d'augmentation et soit 
san 

“an om : Re — K' son prolongement à Re . soit I le noyau de € et Le ce- 

lui de ore . On voit facilement que 23a = 0 implique que ae Le et que 

l'application qui à BE€ se, (G) associe son image modulo D définit un iso- 
morphisme de se, (G) sur L /I . Pour achever la démonstration, il suffit donc 
d'établir le lemme suivant : 

2 LEMME 5.4,- Soit a €lI, . Si oa=0 , alors a=0. 

Démonstration : il est clair que 1/12 est un A'-module libre de rang la 
dimension d de G et que 1-/Te s'identifie à K' Ba: (1/12) . soit 
Ky Xo reer X des éléments de Rg qui relèvent une base de 1/12 . On voit 

, r ,rt+l ; im facilement que, pour tout entier r >1, T/T s'identifie à l'espace vecto- 

riel des polynômes homogènes de degré r en les Xx. à coefficients dans K' 
et que AX, = X,8 1 + 1@X, (mod 1,®I1,) . Il résulte alors facilement de la K K 
proposition 10.4 du chapitre I que si r > 2 est tel que ae ly , alors 

+ a € ly l ; autrement dit «a € f ly . 
r€IN 

Notons 9° le facteur local de ® correspondant à l'élément-neutre et 
Ch la composante de a correspondante. Il est clair que a € Ny Fe jan, 0 vient à dire que la composante oo de a dans (Ry est nulle. 

Soit Aa l'anneau des entiers du complété C d'une clôture algébrique 

de K' . Pour tout x € G(A.) = Hom" (p,, A) 2°” , notons x, : KR - C l'ap- 

plication qui prolonge x . Il est clair que l'application qui à x € G(A.) as- 

K K 
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socie x(a) définit un homomorphisme de GA.) dans le groupe additif de C. 

Pour tout x € GA.) , il existe un entier n tel que p x € c'e 
ment dit tel que l'application px se factorise à travers la projection de RK 

) , autre- 

sur 9” - on à alors (p'x) (a) = 0 (puisque aÙ = 0 )}, donc px, (0) = 0, 
K 

plique que a= 0 

d'où x,(a) = 0 , pour tout x € GA.) . On en déduit facilement que ceci im- 

Remarque : soit A l'anneau des entiers du complété C d'une clôture algé- 
C 

brique de K' . Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit N l'unique 

sous-schéma en groupes fermé fini et plat de G tel que N(A,) = Gy (mA) 

On a un diagramme commutatif 

I | 
0 — G, (mA) + GA) — G(A 

C C 

c) 

dont les lignes sont exactes. Comme (G/N) (AQ) est un groupe p-divisible 

(au sens élémentaire) et comme p'GlA,) est contenu dans l'image de GA.) , 
on voit que (G/N) (A) = p'G(A,) . La connaissance de LM, .(G) détermine 
donc (G/N) (A) , donc aussi, d'après le théorème de pleine fidélité de Tate, 

le groupe p-divisible G/N . 
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CHAPITRE V 

COMPLÉMENTS 

§1.- Le module de Tate. 

On conserve les notations des chapitres III et IV. On note B un anneau 

qui est soit k , soit A' (ce qui comprend le cas B = A = W(k) lorsque 

e = 1). On note C le complété d'une clôture algébrique K' de K' et A 
C 

l'anneau des entiers de C . 

1.1. Soit G un groupe p-divisible sur B et soit R son algèbre affine. 

Pour tout B-anneau topologique S , on note G(S) le groupe des homomorphis- 

mes continus du B-anneau R dans S et Go) son sous-groupe de tor-. 

sion. On voit que G(S) s'identifie à lim G(S)/p"G(S) , ce qui permet de 

considérer G(S) et G65) comme des Z -modules . Nous posons 

| T(G)(S) = Hong 72,66) = Hong ptr 5? 

ss = omy, Gp! tor F1) ' 
U(G)(S) = Homy (Q ,G(S)) 

p P | 
Si, pour tout ue U(G)(S) , on pose u(p ) = Uu cela permet de consi- 

dérer u comme une suite (Usure) d'éléments de G(S) vérifiant 

pu y = U On voit que U,(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie au sous-Z - 

module de U(G)(S) formé des u tels que Uy € G,. (5) (resp. Up = 0) . On 

voit aussi que U,(G)(S) s'identifie canoniquement à De T(G)(S) | 7 o 

L'application, qui à u associe Uns définit un homomorphisme de 

U(G)(S) (resp. U, (G)(s)) dans G(S) (resp. G6, (5) dont le noyau est T(G)(S), 

d'ot un diagramme commutatif 

O —» T(G)(S) — Uy 

f 
0 —» T(G)(S) — U(G)(S) — GIS) 

(G)(S) — G&S) 

dont les lignes sont exactes. Lorsque G(S) est un groupe p-divisible (au 

225 



GROUPES p-DIVISIBLES 

sens élémentaire !), l'application u- ue es: surjective. C'est en particulier 

le cas lorsque B=A' et S=A_, auquel cas nous posons T(G) = T(G)(A c c': 
U,(G) = U, (GA) , U(G) = UG) (A) : les lignes du diagramme commutatif 

0 —> T(G) — Up (a) —> G AC) — 0 

| f 
0 — T(G) — U(G) — GA) — 0 

sont alors exactes. On sait que T(G) , qui est le module de Tate de G, 

est un &, module libre de rang fini égal à la hauteur h de G et que, par 

conséquent, U,(G) est un espace vectoriel sur ®, de dimension h 

Remarques 

1.- Il est clair que les constructions de T(G)(S) , U_(G)(S) et U(G)(S) 

sont, de manière évidente, fonctorielles en G et en S§S 

Soit vo : G —> G' une isogénie de groupes p-divisibles sur B et soit N 

son noyau. On voit facilement que, pour tout S , les applications 

U,(G)(s) — U,(G')(S) et U(G)(S) — U(G')(S) sont des isomorphismes et que la 

suite exacte des Ext. (® /Z ,-) donne une suite exacte 
Ly, p Pb | 

0 — T(G)(S) — T(G')(S) — N(S) — 0 

(l'application de T(G')(S) dans N(S) peut se définir ainsi : comme G- G' 
est une isogénie, il existe un entier r tel que p'G'(S) c Im w(S) : on en 

déduit que si u = (u,,...,u ,) e T(G')(S) , les u, sont tous dans l'image 

de œ(S) : si ü, est un relèvement dans G(S) de u, , l'image de u dans 

N(S) est l'image de pra pour n suffisamment grand). 

2.- Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit Gy = Ge,, kK sa 

fibre spéciale. Soit g un A'-anneau p-adique et soit 8. = Sn: k = S/mS . 

Notons u- ü l'application canonique de G(S) dans G, (8) . Elle induit un | 

) qui est, en fait, un isomorphisme: homomorphisme de U(G)(s) dans U(G,)(s 
kK 

m cet homomorphisme est injectif : si u = (u,...u ..) est un élément non n° 

nul de U(G)(S) , il existe un entier m tel que ua? 0 ; si Rg est l'al- 
+ 

gébre affine de G et RK l'idéal d'augmentation, on en déduit qu'il exis- 
+1 rig 

+ 

te un entier r tel que uat® an ; on voit facilement que cela impli- 

. + rtl-ie . a que que, pour isr , Uy R ) gm S ; on a donc Ua (RD gmS , d'où 

CRE 0 et l'image de u dans U(G, )(s k L.) n'est pas nulle. 
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a» cet homomorphisme est surjectif : si t = (t vsti) € UG, )(8,) , choi- orn 

sissons, pour tout n , un élément € G(S) qui relève th (c'est tou- 
Les 

jours possible car G est lisse) : on voit que (pt t JR) C m8 et on n+1. n 
en déduit facilement que, pour tout entier n fixé, la suite des pis 
converge dans le groupe G(S) (qui est séparé et complet pour la topologie 

p-adique) ; si on note uw, la limite de cette suite, on voit que 

u = (ru ree) est un élément de U(G)(S) qui relève t 

Ce résultat nous permettra d'identifier U (G)(S) et T(G)(S) à des sous- 

Z modules de UG, )(E,) 
0 

1.2. Soit G un groupe p-divisible sur k et soit S un k-anneau (quel- 

conque, mais muni de la topologie discrète). On voit que G(S) est un groupe 

de p-torsion et on a donc U(G)(S) = U, (G)(S) 

Pour tout entier n2O , soit GL le noyau de la multiplication par pi 

dans G . Il est clair que T(G)(S) s'identifie à lim G,, (5) , la flèche de 

Goa) dans GE) étant la multiplication par p , et que U(G)(S) s'iden- 

tifie à lim Gy!) , où l'on a posé G (yy) = G(S) , pour tout entier n>0, 

et où la flèche de G (n41) 9) dans GS) est la multiplication par p 

Soit M = M(G) le module de Dieudonné de G . La structure de D,- 

module à gauche sur M se prolonge, de manière évidente, en une structure 

de D, -module sur K&, M . L'identification de M à un sous-D, -module de 
K&, M permet d'identifier K8, M à lim p "M , et la multiplication par p 

définit un isomorphisme de p M sur M . La proposition 6.2 du chapitre III 

n 

implique donc le résultat suivant : 

PROPOSITION 1.1.- Soit G un groupe p-divisible sur k et soit M = M(G) 

Soit S un k-anneau. Alors U(G)(S) = U,(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie 

canoniquement, et fonctoriellement en S et en G , au Q espace vectoriel 

(resp. au Z module) Homp, K&, M, CW,(8)) (resp. Homp (Ke, M)/M, CW, (S))) 

des applications D,-linéaires de K@, M (resp. Ke, M)/M) dans Cw, (8) 
A 

1.3. Nous allons maintenant donner une autre description de T(G)(S) et de 

U(G)(S) , lorsque G est un groupe p-divisible sur k et S un k-anneau, 

qui peut paraftre plus compliquée, mais qui devrait 6tre plus commode pour cer- 

taines applications. 
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Pour cela, commençons par introduire les "bivecteurs de Witt". Soit A 

un anneau commutatif quelconque. Pour tout entier mz>0 , posons 

Cw (AN) = CW(1) et BW(a) = lim cw (A) , l'application de Cw () dans 
+ 

cw MM étant définie par 

(...,a go. 7a ) re (... 7a À 7a -n -1'? 0 -n-1’ -2" -1 

(autrement dit, c'est le décalage). 

On voit que BW peut être considéré comme un foncteur covariant de la 

catégorie des anneaux commutatifs dans celle des groupes abéliens. Il résulte 
baa de la définition de CW(A) que BW(A)_ s'identifie, en tant qu'ensemble, à 

l'ensemble des "“bivecteurs" 

Au peer pe) = (a ) (...,a ,...,a o'à mn nex -n -1'° 
ou les a. , pour ne Z , sont dans A et vérifient la condition 

il existe un entier Ny et un idéal nilpotent a de nA tel que 

a, € a Si n<n, 

Si maintenant A est un k-anneau, on voit que BW(A) peut encore être 

considéré comme un D, -module : si a = (eee A seen AQ uere sa re.) € BW(A) , 

on a 

Fa = (...,a peus 8 BD pee Qype) à 
-n 0 

Va = (...,a a ene aay 

[Ala = (... 197 (A)a_ ners ha ,9 (a yee) , pour tout AEk. git 

Enfin, si A est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet, 
on pose BW(A) = lim BW(A/a) , pour a parcourant les idéaux ouverts de A; 

les éléments de BW(A) peuvent encore se représenter, de manière évidente, 

comme des covecteurs. 

Nous allons d'autre part associer à tout anneau S de caractéristique p, 

un anneau parfait K(S) , linéairement topologisé, séparé et complet, de la 

manière suivante 

pour tout entier reIN , on pose SA =S , et X(S) = lim S. , l'applica- 

tion de S + dans 5. étant l'élévation à la puissance p-iéme (la to 

pologie de K(S) est la topologie de la limite projective, chaque 5. 
étant muni de la topologie discréte). 
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On voit qu'un élément x de 4(S) peut se représenter comme une suite 

_ Lele seat p dd: x (Kyi reee Kr eee) d'éléments de S vérifiant x 41 x et que l'addi 

tion et la multiplication se font alors "composante par composante". 

On voit que si S est un k-anneau, K(S) devient un k-anneau parfait, 

linéairement topologisé, séparé et complet, en posant, pour tout AEk et tout 

X = GX, peu Xposed Ek (S) , 

1 AX = (Axe ,0 

Si a = (eee Bree AQ ace are) € BW(K(S)) , alors, pour tout meZ , 

. ia AIX, 4,0 Qx,.,...) 

.) , avec les a dans S et a eut s'écrire a = (a a à .. m P m m,0" m,1’ m,r’ m,r 
p _ | \ ; an r+1 = nr . Nous notons no l'application de BW(x(S)) dans Cw, (8) 

qui à a = (3) mex ce BW(x(S)) associe (e018) g1-18 5 0180 ) . Il est 

clair que no est D, -linéaire et nous notons BW )(H(S)) son noyau. 

PROPOSITION 1.2.- Soit G un groupe p-divisible sur k et soit M = M(G). 

Soit S un k-anneau. Alors U(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie canoniquement 

(et _fonctoriellement en S et G) à Homp (M,BW(K(S))) (resp. 

Homp, (M,BW 9(K(s))) ). 

Démonstration : pour tout réIN , posons V (8) = Cw, (S) et soit 

V(S) = lim VAS) , l'application de V (5) dans VAS) étant la multiplication 

Soit nt BW(K(S)) - CW, (8) = VAS) l'application qui a 

(ea re apres @ seen) associe (ee Bye peep ge L'an) : on vérifie 

que mn, est D, -linéaire et que le diagramme 

n r+l 
BW(K(S)) — > V _(S) r+1l 

7 |p 
V (S) 

est commutatif. On obtient donc ainsi une application D, -linéaire 

n : BW(x(S)) + V(S) 

On vérifie tout de suite que mn est injective. Mais mn est aussi sur- 

jective : soit b = (b) e V(S) , avec be € V (8) = CW (S) . Si 
=r r€IN k 

b =(...,b ,...,b yb. ) , on voit que bP? = b pour tout n 
TT -n,r -1,r _ O,r -n-1,rtl n,r ! 
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et tout r ; on en déduit que b = n(a) , avec a= (a rer Ag rere BL ree) et 

= (b weer pees . Sn DO n-1,1 D neror ) pour n20 
EP PT be yb b ) 0 Be gm Om PO mn Pat mt ems," pour m> 

Par conséquent, n est un isomorphisme. 

Or, si l'on pose G'S) = G(S) , on a U(G)(S) = lim G (S) , la flèche 
) 

de Gray 9) dans Gr) (8) étant la multiplication par p. Comme Gy 8) = G(S)- 

s'identifie canoniquement (et fonctoriellement) à Homp, (M, CW, (5)) (cf. prop. 

6.2 du chap.III) = Homp, (M,V,(8)) , on voit que U(G)(S) = lim Homp, (M,V(8)) 

est aussi Homp, (M, lim V.(S)) qui s'identifie à Homp, (M,BW(X(S))) en utili- 

sant l'isomorphisme n 

Un élément u de U(G)(S) est dans T(G)(S) si et seulement si son 

image dans G (gy 8) est nulle : si on identifie U(G)(S) à Homp (M,BW(K(8))), 

on voit que cela revient à dire que Ngo = 0 , donc que ué Homp, (M,BW,(x(S))). 

1.4. Soit S un A'-anneau p-adique. Notons Res(S) l'ensemble des familles 

= (x) ow d'éléments de § , indexées par les entiers rationnels, vérifiant 
x = 

(,(n41))P = x(n) , pour tout n€eZ . 
(n) (n) Soient x = (x ) nek et y = (y eZ deux éléments de Res(s) . Il 

_ (ntm). (n+m), ,m 
est clair que, pour tout entier n fixé, la suite des (x ty )P est 

convergente dans §; si l'on note 20) sa limite, on voit que Zz = (2) y 
est un élément de Res(S8) 

On vérifie alors facilement que l'on munit Res(s) d'une structure de k- 

‘anneau en posant, pour x,y € Res(s) 

Oty) = lim Gent), (ntm) PT , 
M Ho 

(xy) = Lin), (n) | 
(x) M) = g [x] xt) = co 260] x) , pour tout Ek (où [A] est le 
représentant de Teichmüller de A dans W(k) =Ac A') 

Notons Res (s) le sous-ensemble de Res(S) formé des x tels que 
(0) Ê x E mS . On vérifie immédiatement que Res,,(S) est un idéal de Res(s) et + 

A À 

que Res(s) est séparé et complet pour la topologie Res ,,(8)-adique . 
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PROPOSITION 1.3.- Soit gs un A'-anneau p-adique et soit 8 = 8@ ,k = S/mS. 
k A 

) sont isomorphes, canoniquement Les k-anneaux topologiques Res(S) et K(S 
k 

et fonctoriellement en §&. 

Cod 

Démonstration : pour tout s€$ , notons s son image dans § . Si 
TT TT o~— Pt k 

X = 9) € Res(g) , on voit que x = (x0) x(n) ..) E H(8,) et il est 
immédiat que l'application x x est un homomorphisme continu de Res(s) 

dans H (8, ) . Si u = (Us UL vere) € H(S, ) , notons ue un relèvement de 

UL, dans § . On voit facilement que, pour tout entier n fixé, la suite des 

uP converge dans § vers un élément au) , ne dépendant pas du choix 
(n) des relèvements, et que wu = (ü z € Res(s) . On vérifie que l'application ne 

u > u est continue et que les applications x +5 x et u - u sont inverses 

l'une de l'autre. 

Remarque : soit K" un sous-corps du corps des fractions K' de A' conte- 

nant le corps des fractions K de A = W(k) et soit M av l'idéal maximal 

de A" . Tout A'-anneau p-adique § peut être considéré comme un A"-anneau 

p-adique. Les k-anneaux topologiques K(S/mS et (8/n, ,8) sont canonique- 

ment isomorphes puisqu'ils s'identifient tous deux à Res(S) . Sur Ress), 
+ 

les topologies Res, (S)-adiques et Res}, (8)-adiques coincident donc, mais 
+ + 

l'inclusion Res ,, (s) on Res , (8) est, en général, stricte. 

Compte-tenu de la remarque 2 du n°1.1 et de la proposition 1.2, la pro- 

position 1.3 implique le résultat suivant 

COROLLAIRE. - Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit M = M(G, ) 

Pour tout A'-anneau p-adique gs , U(G)(S8) s'identifie canoniquement (et_fonc- 

toriellement en § et G) à Homp, (M,BW(Res(8))) 

1.5. Le reste de ce paragraphe est consacré a donner une description de U,(G), 

et plus généralement de U,(G)(s) pour tout A'-anneau p-adique $ , lorsque G 

est un groupe p-divisible sur A' , à l'aide du couple LM, (G) = (L,,(G),M (G)) 

défini au n°1V.5.2. 
K 

Commençons par énoncer les résultats (nous les démontrerons dans les 

n°$ suivants) 
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PROPOSITION 1.4.- Soit sg un A'-anneau p-adique et soit 

= = K' : Se K&, $ Bar $ 

i) pour tout (x) e BWRes(s)) , 2 ea converge dans Sie : 
neZ 

neZ 
ii : BW(R ~ , | à | ii) sppheeton bw. (Res(g)) Sy qui à (ne associe 

2, p Ox , est K-linéaire. 
nez 

THÉORÈME 1.- Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit Li, M,) = LM, (G) 

Pour tout À'-anneau p-adique § , posons Se = K@, 5 = K'@,,S8 et soit 

DWe x : K By BW (Res(8)) - Sy l'application K'-linéaire déduite de bw. par 

extension des scalaires. Pour tout u€é Home. VJ (M, ,BW(Res(g))) , notons 

K' @, Me a K' @ BW(Res(g)) l'application linéaire déduite de u par Up 

extension des scalaires. Alors U, (G)() s'identifie canoniquement, et foncto- 

riellement en G et §&, au sous-@ espace vectoriel de 

(L ) cker bw Home vy] (M, BW (Res (s))) formé des u tels que Ue (Ly a K' 

Nous démontrerons en fait un résultat plus précis : si G est un groupe 

p-divisible sur A' , notons Ge le plus petit sous-schéma en groupes fermé 

de G tel que, pour tout A'-anneau p-adique §$ , G (8) est le noyau de 

Giort8) ~ Gy, 
schéma en groupes fermé de G tel que G Ac) est le noyau de 

G, (A) - G (A tor’ C Gy C pes fini et plat sur " et que le quotient G/G, (dans la catégorie des 

(s,) (il revient au même de dire que c'est le plus petit sous- 

/mA .) . On voit facilement que G, est un schéma en grou- 

faisceaux en groupes fppf sur A') est un groupe p-divisible isogène à G 

PROPOSITION 1.5.- Conservons les hypothèses et les notations du théorème 

L) (identifié à un sous-D, -module de M, = K&, M). 
, + À Soit BW /A' (Res(s)) le sous-D, -module de BW(Res(s)) formé des (x ne 

(8) pour n<0 . Alors I(G/G,,)(S) s'identifie canoni- 

précédent et soit M = M(G 

+ 

tels que x (0) € Res,, 
n À 

quement, et fonctoriellement en G et § , au sous-Z,-module de 

M,BW jp, (Res(s))) formé des u tels que uy, L ) c ker bw Hom Ki s Ki" D, | 
Remarques 

1.- Si e<p-l , ou si e =p-1 et si G est unipotent, on voit (cf. 

n°1V.4.8) que G, = 0 , donc que I(G/G, )(s) = T(G)(s) 

2.- On voit facilement que BW(Res(S)) s'identifie à K®, BW J (Res(s)). 
(M, ,BW(Res(S))) = Homy om, ,BWiRes(8))) s'iden- On en déduit que Hom 

k K/LF,V] 
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A (Res(S))). Comme la projection de G sur 

G/G, est une isogénie, U,(G)(s) et u,(G/G,)(s) s'identifient et le théorè- 

me 1 résulte donc de la proposition 1.5. 

cs . + tifie a Np Sz, HOMD, (MYBW 

1.6. Commençons par démontrer la proposition 1.4. 

Rappelons que l'on à défini au n°II.5.1 une application A-linéaire conti- 

nue We : CW(g) = Se . On voit (cf. n°IV.3.1) que l'image par Wa de 

CW(mS) est contenue dans P'(S) et, par passage aux quotients, on en déduit 

une application We : CW(g ) = 8,/P'(8) 
k 

Reprenons les notations utilisées dans la démonstration de la proposition 

1.2 et soit, pour tout entier r > 0 , 

r = We : V (8, ) CW, 

l'application obtenue en composant We avec l'application de S,/P'(s) dans 

(S,) ~ s./p P' (S) 

s,/p P'(8) déduite, par passage aux quotients, de la multiplication par p' 
dans Sx . Il est clair que le diagramme 

+1 

v .(s.) we ~ s/o" p(s) +1 ?k K/P $ 
p proj.can. 

We : 
V, (8,) — S/PS 

est commutatif. 

On sait que BWi(Res(S)) = BW (x(S, )) s'identifie à lim VS.) : comme 

il existe un entier y tel que P'(s) c pYS , lim 8/0 P'(8) s'identifie à 8. 
Par passage à la limite, les applications We définissent donc une application 

A-linéaire bwe de BW (Res(S8)) dans Sy et il suffit, pour démontrer la pro- 
position 1.4, d'établir le lemme suivant : 

LEMME 1.6.- On a bw? = bw (i.e., pour tout x = (x ) € BW (Res(S)) , n (n) —- S ; 8 nneZ 
D px converge et bw<(x) = }, prx(n)). 

n S n 
nez nez 

Démonstration : si a = Ca a 230) a VS) = CW, (8, ) et si 

a. est un relèvement de a_, dans § , on voit que we (a) est l'image, 
CO 

-nt «nn modulo p'P'(S) , de > p nT 2p 
n=0 TR 
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Lorsque l'on identifie Res(S) à K(S ) , x = (x m), s'identifie à 
= D Le k n n meZ 

=, (0) (m) . .,.(m) I m) x= (x, poner Bree .) (où x est l'image de x, dans s ). 

On voit que l'image n, () de x dans V..(8,) = CW(, ) est 

nm i ‘à Gr) TT r r r r . r (... a ey En ) : comme x att est un relèvement dans §& de XD rt 

Wa (n, 6) est l'image, modulo p'P'(8) , de 

fos) n r -n#r, 6) pp _ 2 -n# (r-n) _ n (n) 
2 P ua) = LP Kon UPR ; 

n=0 n=0 —co 

. _, .n, (n) et, en passant à la limite, on a bien bw q(x) = >») p x 
neZ 

1.7. Démontrons maintenant la proposition 1.5. 

A' 

) le foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux 

Posons (L,M) = LM, ,(G) et soit p l'inclusion de L dans M 

Soit G = Sao, 

p-adiques défini au n° IV.4.7. Commençons par établir un lemme : 

LEMME 1.7.- Le Z module T(G/G )(S) s'identifie canoniquement, et foncto- 
— m 

riellement en G et en §&,a4 

T(G)(8) = Homy (Q,/%,,G(8)) = Hom, : (@,/%, GE, (s)) 
p 

Démonstration du lemme : Soit U (G(s) = Hong (Q Gi, 68) . Tout 

élément de U,(G)(s) peut s'écrire sous la forme wu = (GB, eer see) , avec 

us € Go (8) et pu y, = U Soit y': Uy (G)(s) = U,(G)(S) l'application qui 

à u associe y'(u) = ((8)(,) Vg (SU, reer te (8)0,, dee) (où t est 

l'entier défini au n° IV.4.5 et où : G ~ G est le morphisme défini au 

n° IV.4.7). 
Le 

t t 
o — | € le) — | mme ° e Comme yg (S)oq (8) = Pridgig, et (sis) = p'ids, (cf. prop 

4.9 du chap. IV) , on voit que y" est un isomorphisme de Q espaces vec- 

toriels. 

Pour tout uéG(s) , notons u' son image dans (G/G,,)(s) et soit 

p' : U,(G)(s) LA U,(G/G )(s) l'application qui, à (Up Uy su rons) € U, (G) (8) , 

associe ous u,..) . Il est clair que w' est aussi un isomorphisme 

de Q,-espaces vectoriels. 

L'application '. y' est donc un isomorphisme de U(G)(s) sur 
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U,(G/G, )(s) . Pour achever la démonstration du lemme, il suffit alors de véri- 

fier que, si u € U,(G)(s) , w'(y'(u)) € T(G/G,,)(S) si et seulement si 

ü € T(G)(8) 

Posons u = (u,,U,,...u_,..) , y'(u) =u = (Up Uy revere rere) et 

UY reser UL eee) . On voit que u'eT(G/G )(s) si et seulement 
0 

si u! = 0 , ou encore si et seulement si Ug appartient au noyau de la pro- 

o'(u) = ul = (u 

jection de G(S8) dans (G/G,,)(s) , qui est G,, (8) . On voit que 

G,, (8) = Go ns) est le noyau de (Ss) (prop. 4.8 du chap.IV). Donc 

u' € T(G/Gm)(s) si et seulement si p(s)(u) = 0 : comme Ug = ¥(s) (u,) , 

UGS) ° % ¥q (Sle, (8) = pr side cg) : 
c'est encore équivalent à pra, = 0 , i.e. à Up = 0 , ou à Ue T(G)(g) 
ceci est équivalent à (8) (G, ) = 0 : comme 

Démonstration de la proposition 1.5 : on sait (prop. 1.2) que MG )s,) 

s'identifie, canoniquement et fonctoriellement, à Homp, (M,BW )((s,))) . Lors- 
que l'on identifie, à l'aide de la proposition 1.3, (8, ) à Res(S) , donc 

+ | 
BW(x(S,)) à BW(Res(8)) , on voit que BW )(X(s, )) s'identifie A BW /À; Res(S)). 

K 
| Le. . + 

On peut donc identifier T(G, )(s,) a Homp, (M,BW /à' (Res(s))) 

Rappelons (cf. n° IV.4.4) que le groupe G(S) est formé des couples 

(uy Uy) , avec u, € Hom,,(L,8,) 1 Uy, € Homp, (M,CW, (8,1) tel que le dia- 

gramme 

u 

L L > Sy 
proj.can. 

p S,/P' (8) 
4 | 

Ss 
y si 1 M,A | 
M, > CW, (8) | 

est commutatif. Comme Hom, .(L,8,) est sans torsion, on voit que 

(uy Uy) € CC) si et seulement si U = 0 . On en déduit que le sous- 

groupe (8) de CS) s'identifie au sous-groupe de Homp, (M, CW, (8, )) 
formé des Ung tels que Wego Une are p=0. 

La proposition 6.2 du chapitre III montre que Homp, (M,CW, (s,)) s'iden- 

tifie a G,(s,) . En particulier, l'application de Go 6S) dans G, (8,) qui 

en résulte est injective et T(G)(S) s'identifie à un sous-Z, -module de 

T(G,) (8) 
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sci s + Lorsque l'on identifie TG, )(s,) a Homp, (M,BW /à; (Res(S))) , tout 

élément u € I(G, )(S, ) peut s'écrire sous la forme u= (ou, us.) avec 

u. E Homp, (M,V,(8,)) = Homp, (M,CW, (8) » Up = 0 et puny, = U . On voit 

immédiatement qu'un tel ué T(G)(s,) si et seulement si, pour tout entier 

r>0, Weed aioe = 0 | 

Pour tout entier ree , posons Ve ar (Sy) = CW a (8) et soit 

War : Ve ar (8x) — 8,/P P'(s) l'application obtenue en composant We avec 

l'application de 8,/P'(8) dans s,/p P'(s) obtenue, par passage aux quotients, 
à partir de la multiplication par p dans § K On a un diagramme commutatif 

Url ,A' (sg) VS r+1 / 4 
M, 7 Vi as - S,/P P (s) 

id p [pro can. 
uU 1 WwW r,A : S,T | YL, 

fs > Gare | > x (s) 

u ' WwW o,A — + S © = M - lim Vea (8%) +5 

et il est clair que ueT(G)(g) si et seulement si w ou op = 0 
8,2 o , A’ 

Il résulte facilement de la proposition 2.5 du chapitre IV que l'applica- 

tion canonique de A' 8, cw, (£,) dans CW. a (8) est surjective et que son 

noyau est tué par une puissance de p (qui ne dépend que de l'indice de ra- 

mification absolu e de A'). Comme lim V (8, ) s'identifie à BWiRes(s)) , 

on en déduit que lim V. ai (Sr) s'identifie à A! 8 BW (Res(8)) = K' & BWRes(s)). 

Il est immédiat que l'application We : K' @, BW(Res(s)) ~ 3. s'identifie à 

bw. g et on voit facilement que le diagramme 

L 
poe 

W (Res (s)) | Le | DA 
K'gyL~Ly, K'eM=K'e M, 

est commutatif. On a donc bw. gcd a = 0 si et seulement si 
. , tion. Uys (Ly) c ker DWe x , ce qui achève la démonstration 
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1.8. Remarques 

1.- Soit G = Gal(K'/K') . Le groupe G opère, par continuité, sur C 

et sur An , donc aussi, par fonctorialité, sur Res(A.) , sur BW (Res (A .)) 

et sur BW, (Res (A) = K'& BW(Res (A) ; en outre, il est clair que l'appli- 

cation PW aK ; BW, (Res (A) — C est G-linéaire. 

soit V un OG) -module à gauche, de dimension finie sur œ , avec 

action de G continue. Notons M (V) le K[F,V] -module à gauche 
ome tg] (V,BW (Res (A .))) des applications AN linéaires de V dans 

BW (Res (Aq)) . On voit que le K'-espace vectoriel 

Gy) = idantif: | —— Ga M, (V) Home tq] (V,BW_, (Res (A .))) s'identifie canoniquement a K Sy Me (V) 

Nous notons Lt, (V) le sous-K'-espace vectoriel de M (V) formé des élé- 
ments dont l'image appartient au noyau de bw, K' 

| Cc 

On peut montrer ([24]) que si V est de Hodge-Tate de type (1) cy / 

co 

alors M (V) est un espace vectoriel sur K de dimension < » n, et 
| co i=0 

LE (V) est un espace vectoriel sur K' de dimension < ?, n; 
i=l 

[Rappelons ce que Signifie "V est de Hodge-Tate de type OM) eg " 

soit x : G — x le caractère qui donne l'action de G sur les racines de 
) = X(9) l'unité d'ordre une puissance de p (on a donc gle , pour toute 

racine de l'unité € d'ordre une puissance de p et pour tout ge G). On 

fait opérer G semi-linéairement sur V. = CC®, V en posant 
C Q 

g(ce@v) = g(c)gg(v) , pour tout geG , ceC , veV . Pour tout i€Z , on 

note Vo le sous-K'-espace vectoriel de Vo formé des x tels que 
g(x) = x(g)ix , pour tout g€q . L'application évidente de S (Ca Ve) dans 

ic¢Z 
Vo est alors injective (cf. [42], p.122) et on dit que V est de Hodge- 

Tate si c'est un isomorphisme ; si l'on appelle n, la dimension (nécessai- 

rement finie) de ve sur K' , on dit, plus précisément, que V est de 

Hodge-Tate de type (n) eg] 

2. Soit alors G un groupe p-divisible sur A' , de dimension d et 

de hauteur h . On voit que T(G) est un Z 1G] -module, libre de rang h 

sur æ, et que, par conséquent, U,(G) = D ez T(G) est un D IG] -module, 

de dimension Oh sur gq, . On sait (cf.[44], §4,cor.2 au th.3) qu'il est de 
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Hodge-Tate de type Riez avec 

No = h-d 

n, =d 

n, = 0 si i#0,1 

xi My) = LM,.(G) , U 

s'identifie, en tant que @tg] -module, au sous-module de 

Il résulte du théoréme 1 que, si (L (G) = U.(G){A_) 0 

M. ,BW(R | Homer yy | k BW ( es(A.)) formé des u tels que uy Ei) est contenu dans 

le noyau de DW) KE On en déduit, de maniére évidente, des applications de 

Gy (C g My dans My(U ,(G)) et de Le dans Le, (U, (Gi) et on montre facilement 

qu'elles sont injectives. Le résultat précédent et des considérations sur les 

dimensions impliquent alors que ce sont des isomorphismes. On obtient ainsi 

un procédé pour construire le couple LM,,(G) à partir de la seule connaissan- 
. K' 

ce du Qit¢! -module U,(G) 

§2.- Travaux de Honda. 

Dans ce paragraphe, on conserve les hypothéses et les notations du 
chapitre III et du §1 du chapitre IV. On se propose de retrouver les résultats 

de Honda sur la classification des lois de groupe formel commutatif sur 

A = W(k) et sur k en les interprétant à la lumière des résultats que nous 

avons obtenus. 

2.1. Soit B un anneau commutatif. Rappelons que l'on appelle loi de groupe 

formel (sous-entendu commutatif) à d paramètres sur B , la donnée d'un d- 

uple de séries formelles T(X,Y) = GC, x Ye a) id , à coefficients 

dans B , en les 2d variables x, pre XiTi To , vérifiant, avec des 

notations évidentes 

De ces axiomes, on déduit immédiatement l'existence d'un d-uple de sé- 

ries formelles sans terme constant, à coefficients dans B , unique, 
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x )) tel que T(X,h(X)) = T(h(X),X) = 0 
1<i<d 

Lorsque B est un anneau commutatif pseudo-compact, se donner une loi 

de groupe formel à d paramètres sur B revient à se donner une structure de 

bigébre formelle sur le B-anneau profini R = BUX, Xp 1 XI : l'anneau 
R@,R s'identifie à BUX, XV ..,Y I] en posant X,@1 =X, , 

B i 

1®X, = Yi et le coproduit A est défini par AX, T,@&, Y) , l'augmentation Il 

par e(X,) = 0 . On a ainsi associé à toute loi de groupe formel T sur B 

un groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur B , que nous no- 

tons Gr 

Si, de plus, B est local, on voit que, réciproquement, étant donné un 

groupe formel G lisse et connexe de dimension finie d sur B , d'algèbre 

affine R , le choix d'un système de coordonnées (i.e. le choix d'un d-uple 

X.,X ,...,X. d'éléments de R relevant une base de t* 1° 2 d GB) 
d'associer à G une loi de groupe formel à d paramètres sur B 

sur B) permet 

2.2. Pour tout anneau commutatif B et tout entier d>1 , nous notons 

Ac (B) = BITX, Xe XT l'anneau des séries formelles en les d variables 
X Xo ees X à à coefficients dans B . Si, pour tout i = (i, shy severity) , on 

ly io iq ' i d a ; | a pose X = X, X,"...Xx tout élément de A (B) s'écrit, d'une manière et 
1 2 d ” 

dB) 
i . 

d'une seule, sous la forme >; a,X”~ , avec les a, € B . Nous notons Ng 
ie À i 

d . . | | 
l'idéal de A (B) formé des séries formelles sans terme constant. 

Lorsque B est un anneau topologique, on munit Ao (B) de la topologie 
d produit ; l'idéal Ny) est alors fermé dans ac (B) 

On munit A =W(k) et son corps des fractions K de la topologie p- 

adique et on note K[[F]] (resp. A[[F]] ) l'anneau topologique (avec la topo- 

oO 

logie produit) des séries formelles (non commutatives si k#F) DO aF 
i=0 * 

, pour tout aek 

i 
/ 

à coefficients dans kK (resp. A), avec la règle Fa = o(a)F 

(resp. A). On voit que A[[F]] s'identifie au séparé complété du sous-anneau 

A[F] de D, = AÎF,V] pour la topologie F-adique. 

On peut munir le K-espace vectoriel topologique Ac 0 K) d'une structure 
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de K[[F]] -module topologique à gauche en posant 

F(Z a, X+) = Dola, KP . 
Avec les conventions du n° II.5.4, on voit que AT) est un A-anneau 

spécial et que (cf. n° II.5.5) P(AÏ(A)) s'identifie au sous-A-module fermé 
de ATK) formé des Da, x tels que ia; €A , pour tout i = Gui) ENS 
et pour j=1,2,...,d 

Nous notons P(AQ (A) l'intersection de P(AŸ(A)) avec AS) . On voit 
que c'est un sous-A[[F]] -module fermé de 19) qui contient lui-même Pig (A) 
comme sous-A[[F]] -module fermé. En particulier le quotient P(AS(A))/pio (A) est 
muni d'une structure de A[[F]] -module topologique. 

Si l'on pose RR = AG) , on voit que l'anneau RL = R@, kK = R/pr s'i- 
dentifie a AR) . On a défini au n° 11.5.7 un isomorphisme de A-modules 
topologiques We : Cw, (a,) + P(g)/pR , autrement dit 

we 2 CW, (URI) — PT) PATA) 
On voit tout de suite que la restriction de We au sous-A-module fermé 

~ d . 2 CW, At) , formé des covecteurs dont toutes les composantes sont des séries 

formelles sans terme constant, induit un isomorphisme 

wos CW GK) — PCS) /ongla 
d Il est clair que CW, (19) n'est autre que CWr (A (k)) et que l'action de 

F sur ce module est topologiquement nilpotente. Ceci permet de considérer 

CW, (AK) comme un A[[F]] -module topologique et on vérifie facilement que 
wo est, en fait, un isomorphisme de A[[F]] -modules topologiques. 

2.3. Soit JT une loi de groupe formel à d paramètres sur À . Posons 

mult) = fa € PGA) | a TR, M)-a a € pa , 
nn) = fa eP(0S(A)) | (TA, M)-a 0-00) € pap“) 
On voit que ce sont des sous-A-modules fermés de PA) , que 

d MH) (0) = MH) A P(A ÇA) , que MAT) = pAS 78) et que, avec les notations 

du n°IV.1.1, xt) = MEG) 

Si l'on pose, en outre 

xt) = fae PCa) | oY) =o tow , 
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on voit que £1) € MC) et que £(T) = £(G,) 

De plus, il est clair que le quotient MH(T) = mull) /p no (A) , qui n'est 
autre que MH(G,.) , S'identifie canoniquement à na .(7)/P0 (A) 

Comme Ge est connexe, MH(r) = MH(G) peut être considéré comme 

un A[[F]] -module à gauche. On voit tout de suite que MEP) est un sous- 

AI[E]] -module fermé de P(q% 
0 

MH(r) est la structure quotient. 

(A)) et que la structure de A[[F]] -module sur 

Soit p(T) l'application A-linéaire 

incl. roj.can. (r) pro} £7) ~ My > MH(T) 

On sait (cf. remarque 2 du n° III.6.1) que se donner un D, -module pro- 

fini M sur lequel l'action de F est injective tel que dim, M/EM < +o 
revient à se donner un A[[F]] -module à gauche de type fini sur lequel l'action 

de F est injective et qui vérifie pMcFM . La catégorie ha définie au 
n° IV.1.2 peut donc être considérée comme la catégorie dont les objets sont 

les triplets (¢,M, p) 

~ s où M est un A[[F]] -module à gauche de type fini, avec action de F in- 

jective, tel que pMcFM , 

m ou £ est un A-module libre de rang fini, 

a ou p : £ ~- M est une application A-linéaire telle que l'application 

0: £/p£ ~ M/FM induite par p , par passage aux quotients, est un iso- 

morphisme. 

En paraphrasant les résultats du §1 du chapitre IV, on voit alors que la 

correspondance J —~ £MH(T) = (£(T),MH(T),p(r)) peut être considérée, de ma- 

nière évidente, comme un foncteur contravariant additif de la catégorie des lois 
de groupe formel sur À dans An , qui induit une anti-équivalence entre ces 
deux catégories. 

On voit, en outre, que %x(T) et MH(T) ne dépendent que de la réduc- 

tion Dy de I modulo p et que le foncteur, qui à Ty associe 

MH(T,) = MH(T) (où T est un relèvement arbitraire de ry) , induit une 

anti-équivalence entre la catégorie des lois de groupe formel sur K et celle 

des A[[F]] -modules à gauche, de type fini, avec action de F injective et 
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pMcFM 

Ces résultats sont essentiellement, et au langage prés, ceux de Honda 

([32]) dans le cas particulier où la base est soit A soit k . Nous nous pro- 

posons, dans les n°%$ suivants, d'indiquer comment se construit le "dictionnaire": 

cela revient, en fait, à expliquer comment on peut construire explicitement le 

triplet £MH(T) à partir de la connaissance du "logarithme" de TJ et vice- 

versa. 

2.4. Pour tout entier d>1 , notons Wo l'anneau des matrices carrées (d,d) 

à coefficients dans A[[F]] . Avec des notations évidentes, toute matrice 
[ee] 

ued peut s'écrire, d'une manière et d'une seule, sous la forme u = 9 CEY, 

avec les C des matrices carrées (d,d). à coefficients dans A . Avec 
Ÿ 

Honda, disons qu'une matrice u = > CE" € Uy est spéciale si Co = pel, 
| \=0 

(où ly est la matrice unité). 

. , C , Soit maintenant (£,M,p) un objet de An et soit (2) cca une base 

de £ sur A... Pour tout i , posons t= P(2,) . Comme 6 est un isomor- 
phisme, les ë, engendrent M comme A[[F]] -module. Comme pMcEM , 

on voit qu'il existe des éléments a; € A[[FI] tels que, pou 1<i<d, 
d 

p'ê, = 2 ate, 

Autrement dit, si l'on note ue. la matrice peli - (a, JE , on voit 
d 

que u est une matrice spéciale et que l'on a 

en notant @ la matrice colonne des ê, 

Cette matrice spéciale u n'est, bien sûr, pas uniquement déterminée. 

Outre le fait qu'elle dépend du choix d'une base de £ , on voit qu'elle est 

définie à multiplication à gauche par un élément de Ag de la forme 
[oe] 

1 + 3) C EY près. 
v=l Y 

Réciproquement, toute matrice spéciale ue on peut associer un ad 4 

, muni d'une base de £ sur A: 

r
a

 
ur

 

objet (£,M,p) de A 

d 
m on pose £ = À ; 

) est la base canonique du A[[F]] -module à gauche (A[[F]] ya , s si (ei ia 
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et si u est la matrice des ui; , on note M le quotient de (ALLEN )° 
d 

par le sous-A[[F]] -module engendré par les 2 wie; , pour lsisd; 
j=l 

= Ad , l'application p est celle m si (8) est la base canonique de £ 
i 1<i<d 

qui à £. associe l'image de e; dans M 
i 

2.5. soit J une loi de groupe formel à d paramètres sur A et soit 

(£,M,p) = £MH(T) 

Il résulte facilement du n° 2.3 que, pour i = 1,2,...,d, il existe un 

élément è. ce £ et un seul tel que 8, =X, (mod (nS (K))”) et que le d-uple 
ERT Rae | est une base de £ sur A; nous le notons &. et l'appelons 

la base canonique de £ (Honda l'appelle le "transformer" de Tr). Il est com- 

mode de considérer a comme le vecteur colonne 

oy 
ê2 

ta 
et nous notons en le vecteur colonne des 2, = p(e.) 

Soit alors ue Uy une matrice spéciale telle que ure, =O. Pour 
i= 1,2,...,d , la i-ème composante du vecteur colonne ue appartient au 

noyau de la projection de P(19 (A) sur P(AS (A) /pAp(a) et est donc de la 
forme pa; , avec a, € No 'A) . Comme u = pl ,+vF , avec vey, , on voit 

d 
que 

H
i x (mod (n%(A))2) i 0 

Qa, 
1 

Connaissant a , on peut calculer explicitement une matrice spéciale u 
~ [se] 

telle que u-ê. = 0: on cherche u sous la forme u = 5; C FY , avec les 
. v=0 

C des matrices à coefficients dans A , et les C, se calculent de proche 
) 

en proche : on a Co = pel, et, si C Cy ree C sont choisis, GC, est 
0 ~y-1 

le relèvement arbitraire d'une matrice à coefficients dans k qui est unique- 

ment déterminée : soit an la i-ème composante du vecteur colonne 
-1 d v d +C,F +...4+ ve) kG i + (Co C,F C_1£ ) en on voit que eg PAG (A) F Ng) et que, pour 

toute matrice C = (c.,) , à coefficients dans A , la i-ème composante a 

de (C.4+C.Ft.tC FY-l+cPrY).2 vérifie 
1~ vi — r 0 
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pY+1 = Le + > (ce, )xP” (mod (nS (K)) ) : 
1] 

il doit donc exister des Ci; € À tels que 

d py d 

eg" = >, c',X. (mod pa (A) + (A i j=l ij j 0 
d,...,pY¥tl 
pK) ) 

et la matrice C = (c ) est déterminée, modulo p , par 
V 

ci, = -o "(ci) (mod pA) , pour 1<i,js<d 

2.6. Réciproquement, soit (£,M,p) un objet de An . Choisissons une base 
FURS S| de £ sur À et soit ued, une matrice spéciale telle que, | 

avec des notations évidentes, u-@ = 0 . Si l'on veut que & s'identifie à la 

base canonique a du A-module £(r) d'une loi de groupe formel T définie 

sur À , telle que (£,M,o) s'identifie à £MH(T) , il résulte de ce qui pré- 

cède qu'il doit exister un d-uple Cp 1g rer d'éléments de na) , vérifiant 
a, = xX, (mod (ao (a))2) pour tout i , tel que, si on appelle a le vecteur 

0 

colonne dont la i-ème composante est Ges on ait 

. = pa Uren p 

On voit que, pour a fixé, cette équation a une solution et une seule 

dans (nS) (la matrice u est inversible dans l'anneau des matrices car-. 
rées (d,d) à coefficients dans K[[F]] et on a e = uv! . pa = pu7!.) et. 
que cette solution est, en fait, un vecteur colonne dont les composantes sont 

à coefficients dans P(AG(A)) 
Il n'est alors pas difficile de vérifier, en utilisant les résultats rappelés 

au n° 2.2, que, pour toute base Gr bo reves de £ sur A , toute matrice 
d 

spéciale ueï telle que u-£ = 0 , tout d-uple a,,Q,,...,0 d'éléments 
4 d di 2 1 2 d a | 

de AA) satisfaisant a, = X, (mod(1, (A) ) , si l'on pose 2. = pu .a, 

l'unique d-uple [(X,Y) de séries formelles sans terme constant, a coefficients 

dans K , vérifiant ¢((X,¥)) = 2.) + 2.) , est une loi de groupe formel 

définie sur A (i.e. les coefficients de TI sont, en fait, dans A) telle que 

£MH(T) s'identifie à (£,M,p) . On vérifie en outre qu'en faisant varier la 

base tprlorerta , la matrice u et le d-uple aq, on obtient toutes les lois 

de groupe formel définies sur A telles que £MEH(T) = (£,M,p) (en fait il 

suffit de faire varier la base et, la base étant choisie, soit de fixer u et 
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faire varier q , soit de fixer a et de faire varier u) 

Tous les résultats que nous avons obtenus sur les groupes formels lisses 

et connexes, de dimension finie, sur A ou sur k , peuvent alors se tradui- 

re en termes de matrices spéciales : on retrouve ainsi les énoncés de Honda. 

Remarque : Honda travaille, en fait, dans un cadre plus général : la base 9 

est l'anneau des entiers d'un corps de caractéristique 0 muni d'une valuation 

discrète, à corps résiduel k de caractéristique pz0 . Honda suppose donné, 
en outre, un endomorphisme + de © induisant, par réduction modulo l'idéal 

maximal, un endomorphisme +t de k qui est une puissance strictement posi- 

tive du Frobenius absolu. Honda construit alors une famille de lois de groupe 

formel définies sur ©; il montre que, lorsque p est une uniformisante de © 

et Tr est le Frobenius absolu, il obtient ainsi toutes les lois de groupes for- 

mels définies sur © . Lorsque © est complet et k parfait, L. Cox (dans 
le cas de dimension 1, cf. [9] et [10]) et J.M. Decauwert (dans le cas géné- 

ral, cf. [11] et [12]) ont montré que les lois de groupe formel construites par 

Honda sont exactement celles qui, après une éventuelle extension non ramifiée 

des scalaires, peuvent être munies d'une structure de A-module formel, où A 

est un sous-anneau de © tel que l'extension O/A est non ramifiée. 

Decauwert explique en outre comment ces constructions peuvent s'interpréter en 

termes de modules de Dieudonné. 

§3.- Théorie de Cartier (courbes typiques). 

Dans ce paragraphe, les hypothèses et les notations sont celles du cha- 

pitre III. 

3.1. Appelons D, -module à gauche (resp. à droite) de type @cf tout D, - 

module à gauche (resp. à droite) M séparé et complet pour la topologie F- 

adique sur lequel l'action de F est injective et qui est tel que M/FM 

(resp. M/MF) est de dimension finie sur k 

Les D, -modules à gauche (resp. à droite) de type £cf forment une sous- 
k 

catégorie pleine de la catégorie des D,-modules topologiques à gauche (resp. 

à droite). On sait (prop. 6.1 du chap.lIll) que le foncteur M induit une anti- 
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équivalence entre la catégorie des groupes formels lisses et connexes de di- 

mension finie sur k et celle des D, -modules à gauche de type @cf 

Nous nous proposons de construire une dualité entre D,-modules à gau- 

che de type @cf et D,,-modules à droite de type écf 

-n 
3.2. Pour tout entier n>1l , posons B, =p A/A , et considérons le A- 

module ae = TI B, . Avec des notations évidentes, tout élément de où s'é- 
>1 

crit d'une manière et d'une seule sous la forme 2, both , avec b, e p MASA, 
nel 

Posons en outre Ti = 0 . On munit ar d'une structure de D, -bimodule 
en posant 

(ob T) = Dib T , pour tout AEA, 

F(Db TT) = Zo(b Ty. 

| 1) = -1 V(Zb, T) = Zpo (IT , 
n-i 

et 

. ! — n t | (Lib TA = 20 Q)b T, , pour tout AEA, 

(Lb TE ~ 2b 14 , 
(2b TW ~ 2pb Ty 

Il est clair que eo. est un D, -module à gauche (resp. à droite) séparé 
et complet pour la topologie F-adique, sur lequel l'action de F est injective. 

Pour tout D, -module à gauche M de type eécf , notons 

cont (M, 67) le D, -module à droite des applications D -linéaires à 
D,.-g k k MY = Hom k 

gauche continues de M dans a; on voit que MY est un D, -~module a 
droite, séparé et complet pour la topologie F-adique, sur lequel l'action de F 

est injective. Il est clair que la correspondance M MY est, de maniére 

évidente, un foncteur contravariant additif. 

On définit de la même manière un foncteur contravariant additif de la ca- 

tégorie des D, -modules à droite de type eécf dans celle des D, -modules à 
kK 

gauche, séparés et complets pour la topologie F-adique, avec action de F 
cont injective : à N on associe N = Hom (No). 
D, -d k 
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PROPOSITION 3.1.- 

i) Si M (resp. N) est un D, -module à gauche (resp. à droite) de type 
V A L . . ecf , MY (resp. N“) est un D, module à droite (resp. à qauche) 

de type @écf. 

ii) Le foncteu Mw» MY induit une anti-équivalence entre D, -modules 

à gauche de type eécf et D, -modules à droite de type £êcf et le 

foncteur Nr N’ est un quasi-inverse. 

Démonstration : on a défini au n° III.5.2 le D, -bimodule OT, formé 
ES 

des éléments de la forme >, atl, avec 
nn 

new 

€ K/A si n<0O 
a 

" ce K/p "A si n>0. 

Pour tout entier r>0 , soit @T le sous-D -bimodule de OT for- 
k,v kK k 

mé des aT vérifiant 
nn 

= 0 si n<-r 

nr a Ep A/A si -r<ns<0 

€ pMTa/ “A si n>0 

(r) - 
Notons OT, le D, -bimodule qui 

m en tant que D, -module à gauche est OT, et 

ma en tant que D, -module à droite est le module déduit de Or, . par l'exten- 
| | r 

sion des scalaires o 

(r) Autrement dit, OT, s'identifie en tant qu'ensemble à er, . : l'action 

de D, à gauche est la même et celle de D, à droite est définie par, pour 

(r) tout La Tr, € OT, ' 

n-r (2, a, TA = Yo (aT , pour tout AEA, 

T — (2 °n we aT 
(Wa TV = 2 pa T _; 

| | og, (r+1) (r) a 
On voit tout de suite que l'application ne? Or, — OT, , quia 

Da T associe }» a T , est D, -linéaire à gauche et à droite, surjective : 
nn n n+l 5) 

son noyau est formé des ae ery tels que Fa = 0 , ce qui équivaut à 
aF = 0 
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| , L L (r) & (r) os co 
On voit aussi que l'application ‘7 : @, — OT , quia >» b T 

k Ok n=1 nn 

associe 2 b 1. , est D, -linéaire à gauche et à droite, surjective ; son 
n=1 

Le: ve +1 | noyau est Fe, = UE . Comme, en outre, n° ne ) = AL , ae s'identi- 
(r) 

K &C qu'à droite (la topologie étant la topologie F-adique sur o, et la topologie d 

la limite projective, avec topologie discrète sur les quotients, sur lim en"). 
wo (comme 

module à gauche aussi bien qu'à droite). 

~ 

fie à lim of en tant que D, -module topologique, à gauche aussi bien 

Dans cette identification, OT est le conoyau de Fr dans © 
kK 

Soit alors M un D, -module, par exemple à gauche, de type @cf . On 
cont | Le cont | (r) tr), _ a MY = Hom M,@,) = Hom M,lim @T D,-g D,-9 , ) = lim Homp, (MTL 

= lim Hom, _g(M/E M01," 

Pour tout D, -module à gauche L , notons pi) le D, -module a gauche 
déduit de L par l'extension des scalaires o (on convient en outre d'iden- 

-r) tifier L et L.! comme Z LE, V] -modules en posant a = 1&a) . Soit 
. cmt) ae a r a vet OT, > OT, l'application qui à Lat associe Lo (a JTL . On véri 

fie immédiatement que, pour tout D, ~module à gauche L , l'application qui a 

p € Hom,, _ LOT) associe v.° P définit un isomorphisme du D, -module 
k 

| (r) (-r) a droite Homp _g(L eT, ) sur Homp _g\t OT, ) 

On peut donc identifier Hom) _g(M/E"M, ery”) a 
k 

r. ,\(-r) _ (-r) tn) Homp _g((M/E M) OT, ) om, _,(M /E M OT, 

Comme il est clair que OT, r est le noyau de Fr dans Or, , considéré 
comme D, -module à gauche, on a aussi 

r (r), (-r) rs (=r) 

Autrement dit, avec les conventions du n° III.5.2, Hom,, LME MOT) 
K 

) * du D, -module à gauche s'identifie canoniquement au dual M iy) | 
fini M) mt) . On a donc M = lim ME Mt) + et il est facile de 
voir quelle est l'application de transition 

fr MOD pt thy ty. alt) et) a . 
(-r) le Frobenius F définit une application D, - linéaire à gauche de M dans 
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(-r-1) M qui induit, par passage aux quotients, une application D, -linéaire à 

gauche 

f . Mh? eu _. mr) pth lr) . 

et f* est la fléche duale. En particulier, comme l'action de F sur M est 
injective, £ est injective et fr est surjective. 

- - r On en déduit immédiatement que (M! 0) ppt ay | 4 s'identifie à MY/MYF 
et la proposition résulte facilement de la dualité entre D, -modules finis à gau- 

che et D, -modules finis à droite définie par le foncteur L» L* (prop. 5.2 

du chap. III). 

3.3. Pour tout anneau commutatif R , nous notons A(R) = R[[TJ] l'anneau 

des séries formelles en une variable à coefficients dans R . 

Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur k 

Avec Cartier ([7]}), nous appelons courbe de G tout élément du groupe topo- 

logique G(A(k)) = G(kE[T]]) = lim G(k[T] /T") et nous notons C(G) le grou- 

pe des courbes. Comme l'a remarqué Cartier, ce groupe est muni des endomor- 

phismes suivants 

a) pour tout xek , on note (x) l'endomorphisme de C(G) induit 

par l'unique endomorphisme du k-anneau profini A(k) qui envoie T 

sur xT : 

b) pour tout entier n>1 , on note V, l'endomorphisme de C(G) 

induit par l'endomorphisme de Mk) qui envoie T sur T ; 

c) pour tout entier nz>1, notons Tite les n racines (dis- 

tinctes ou non) du polynôme X°-T dans une clôture algébrique du 
corps des fractions de A(k) et a (k) le k-anneau profini 
AGIT OT, OT] : pour lsisn , soit P, l'homomorphisme de 

C(G) dans Ga) (k)) induit par l'homomorphisme du k-anneau pro- 
fini A(k) dans a (k) qui envoie T sur T, : on vérifie facile- 
ment que, pour tout we C(G) , z 0. provient d'un élément de 
C(G) et d'un seul (par l'homomorphisme induit par l'inclusion de 

A(k) dans A) (k)) ; nous notons Fw cet élément. 

Une courbe we C(G) est dite typique si Pop = 0 , pour tout entier n 
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premier à p . Il est clair que l'ensemble CT(G) | des courbes typiques de G 

est un sous-groupe fermé de C(G) stable par les opérateurs (x) , pour xek, 

Py et Vy . On voit aussi que l'on peut considérer CT , de maniére évidente, 
comme un foncteur additif de la catégorie des groupes formels lisses et 

connexes, de dimension finie sur k , dans celle des groupes abéliens topolo- 

giques, munis d'endomorphismes (x) , pour xe€k , EF, et Vo 

Remarque : on évitera de confondre les groupes C(G) et CT(G) définis ici 

lorsque G est un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur k 

avec les groupes notés de la même manière définis au n°III.5.1 lorsque G 

est un p-groupe fini sur k 

1 3.4. Pour tout D,-module à gauche M , notons M! ) le D, -module a gauche 
déduit de M par l'extension des scalaires o (cf. n° IV.3.1). Si R est un 

De = ar (ay) LR) = (CW) 

(R) peut s'écrire comme un covecteur 

k-anneau fini ou profini, on pose CW . Rappelons (id.) 

que tout élément de ow) 
(...,a. peeer_9 1 A_4) dont les composantes sont des éléments de R indexés 

n 

par les entiers < -1 . L'application VR qui à a = (..,a_ yee _y Aq) € CW, (R) 

associe Ca _ 1.8 018 5) € Ci (R) est une application D, -linéaire sur- 
jective de cw, (R) sur cw?) (R) dont le noyau est le noyau de V dans 
Cw, (R) 

Soit A = W(k) et soit gs = A(A) = A[[T]] ; on a donc 

Ss. = 8/pS = 8 &, k = KITTI] = Atk) 

On a défini (cf. prop. 5.5 du chap.II) un isomorphisme We: cw, (,) + P(s)/ps. 

On voit que l'image ‘par Wa du noyau de V dans CW, (8, ) est g/ps . On 

déduit donc de Wa , par passage aux quotients, un isomorphisme 

wet owes, ) —+ P(s)/8 . 
Soit maintenant G un groupe formel lisse et connexe de dimension finie 

sur k , et soit M = M(G) . On sait (cf. th.1 du chap. Ill) que, pour tout k- 

anneau fini R , le groupe G(R) s'identifie, canoniquement et fonctoriellement, 
cont Pts) 

au groupe Hom (M, CW, (R)) : il est clair que ce dernier groupe est canoni- 
D k A quement isomorphe au groupe Homeo(M) cw (R)) . Par passage à la limi- 

K cont ~ (1) te, on voit que C(G) = G(kI[[T]]) s'identifie à Homp, (am? cw, (k[[T]] )). 
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1 Finalement, l'application we permet d'identifier le groupe C(G) au groupe 
cont Hom, MU) p(s) /s) (en munissant le A-module topologique P(g)/S de la 

k oN structure de D, -module topologique déduite de celle de GED (RIT I] ) par 
transport de structure). 

On voit (cf. n° II.5.5) que P(S) est formé des séries formelles z aT ; 
avec les a, € K vérifiant ia; € À , pour tout i. Avec des notations éviden- 
tes, P(S)/S est le A-module formé des éléments de la forme pz aT , avec 

ay € K/A et a, € 7 Ta/A , pour isI1 . On voit facilement que l'action de 
F et V sur P(s)/8 est définie par 

~ F(2Z af) = 2, ca 

Va) = 5 po (a, JT 
Considérons les endomorphismes suivants du A-module P(S)/s : 

a) pour tout xék , soit v (aT) = Ix] af (où [x] est le 
représentant multiplicatif de x dans A = W(k)) : 

; mi , sni b) pour tout entier n>1 , soit v (Za;T) = La,T : 

c) pour tout entier n>1 , soit mod aT) = Dna, T 

On vérifie facilement que, lorsque l'on identifie C(G) à 
cont Hom, MU pig) /s) , on a, pour tout ue C(G) , 

kK 

(x)u = V,° U + pour tout xe€ék , 

(1) vu = vou , pour tout entier nz>l, 

Fu =f ou, pour tout entier n>l 
n n 

4 * , Lf : i 1 + . x 2 1 7e) 
D'autre part, il est immédiat que l'application, qui à 2 DT, € cu 

n=1 co on 
associe > b_TF e P(g)/S , est D,-linéaire à gauche, injective. Nous l'uti- 

n=1 bs 
lisons pour identifier ey, a un sous-D, -module à gauche de P(s)/s 

cont 

Dy 
ona Fou = 0 si et seulement si l'image de u est contenue dans le sous- 

Les formules (1) montrent que si ue Hom MO) p(s) /s) et si n>l, 

A-module de P(S)/S formé des Dat tels que a> 0 , pour tout is 0 
Si l'on veut que cette condition soit satisfaite pour tout entier n premier ap, 

on doit avoir a, = 0 si i n'est pas une puissance de p et on en déduit 
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cont 1 qu'un élément ué Hom, (M! ) p(a)/s) est une courbe typique si et seule- 
k Ve ment si l'image par u de MU) est contenue dans @, . On a donc démon- 

k 

tré la proposition suivante 

PROPOSITION 3.2.- Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension 

finie sur k . Le groupe C(G) (resp. CT(G)) s'identifie, canoniquement et 

fonctoriellement en G , au groupe Homo" (iY (G),P(s)/5) 
1 & (resp. a Mig)’ = Hom" (M (G), 8) (on a posé ui) = ama) 
| = 

3.5. Rappelons que tout D, -module à droite L peut être muni d'une structure 

de D, -module à gauche en posant, pour tout a€L, 
K 

ha = ai , pour tout AEA , 

Fa = av , 

Va = a 

Nous appelons cette structure la structure de D, -module à gauche induite par 

la structure de D, -module à droite. 

PROPOSITION 3.3.- Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension 
CUT 

finie sur k et soit M 

i) il existe sur le groupe topologique CT(G) une structure de D, - 

module topologique à gauche et une seule telle que, pour tout we CT(G), 

[x]lo = (x)o , pour tout xek , 

Fo = F t = Vo, Ep = Pop et Vo = Vo 
cont (1) & 
D, -g (M LE 

cette structure de D, -module à gauche est celle qui est induite par la 

ii) lorsque l'on identifie CT(G) au groupe MY = Hom 
k 

structure de D, ~module à droite de yy 
Démonstration : il est clair que, s'il existe une structure de D, -module 

topologique à gauche sur CT(G) vérifiant les conditions requises en (i) , 

celle-ci est unique. Il suffit donc, pour démontrer la proposition, de vérifier 

que CT(G) , muni de la structure de D, -module à gauche induite par la struc- 

ture de D,-module à Foie ve on) vérifie wn ces conditions ; autrement 
1 1 

dit que, pour tout u : M ~ Oe, et tout ae M , ona 
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((x)u)(a) = u(a).Kk] , pour tout xék , 

Vu) (a) 

(F_u)(a) 
p 

Il 

[r
i u (a). 4 

u(a).V , 

ce qui se. fait facilement à l'aide des formules (1) 

Cette proposition nous permet de retrouver le résultat suivant dû à 

Cartier ([7]) 

COROLLAIRE. - Appelons D, -module à gauche de type "dual de @cf" tout D,- 

module à gauche L , séparé et complet pour la topologie V-adique, sur lequel 

l'action de V est injective, tel que L/VL est de dimension finie sur k 

Alors, 

i) si G est un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur 

k , CT(G) est un D, -module à qauche de type "dual de @cf" : 

ii) le foncteur Ge CT(G) induit une équivalence entre la catégorie 

des groupes formels lisses et connexes de dimension finie sur k 

et celle des D, -modules à gauche de type "dual de ?@cf". 

En effet, CT s'identifie au composé des foncteurs Gwr M(G) , 

M - MU) , N+» NY . Le premier induit une anti-équivalence entre la catégo- 
rie des groupes formels lisses et connexes, de dimension finie sur k , et 

celle des D,-modules à gauche de type cf (prop. 6.1 du chap.III). Le se- 

cond induit visiblement une équivalence de la catégorie des D, -modules à gau- 

che de type €@cf sur elle-même. Le troisième induit une anti-équivalence en- 

tre D, -modules à gauche de type fcf et D, -modules à droite de type écf 

Enfin, il est clair que, si L est un D, -module à droite, alors L , muni de 

la structure de D, ~module a gauche induite, est de type ‘dual de £êcf" si 

et seulement si L est un D, -module à droite de type £cf 

Remarque : on peut aussi déduire très facilement des constructions qui précè- 

dent le fait (dQ à Cartier) que tout élément de C(G) s'écrit d'une manière et 

d'une seule sous la forme 2) VY , avec Yn € CT(G) (et où I(p) est 
n€1(p) 

l'ensemble des entiers > 0 premiers à p). 

3.6. Lorsque l'on se restreint aux D,-modules à gauche de type ecf qui 

sont libres de rang fini sur A (i.e. aux modules de Dieudonné des groupes 

p-divisibles connexes sur k), on peut donner une description plus simple de 
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la dualité M - M" 

Soit, en effet, M un D, -module à gauche, libre de rang fini sur A 

Rappelons (cf. n° III.6.3) que l'on peut munir le A-module M des applica- 
tions A-linéaires de M dans À d'une structure de D, -module à gauche, en 

posant, pour tout ue M et tout aeM , 

(Fu)(a) = o(u(Va)) et (Vu)(a) = o7l(u{Fa)) , 

et que la correspondance M - M° définit une dualité dans la catégorie des — 
D, -modules à gauche qui sont des A-modules libres de rang fini. 

PROPOSITION 3.4.- Les restrictions des foncteurs Mr Nie et Mw MY a 
~ la catégorie des D, -modules à qauche qui sont simultanément libres de rang 

fini sur A et de type @cf sont naturellement équivalentes (on a muni M” 
de sa structure de D, -module à gauche induite par sa structure de D, -module 

à droite). 

Démonstration : soit M un D, -module à gauche de type £êcf , libre de 

rang fini sur À . Pour tout ue M , soit Pb) : M - a l'application dé- 
finie par 

a n pula) = Z po (u(v a)T! . 
n 

n=1 

On vérifie facilement que Py) est D, -linéaire à gauche, donc que, pour 

tout ue M 1 0) € MY 
d a . . On vérifie aussi que Pu: M° = M” est D, “linéaire à gauche, i.e. 

d 
qu'elle est additive et que, pour tout u€M , tout acM , 

Py ru) (a) = Pb) (a) «A , pour tout AEA, 

Py Wa) = pgtu) (a) -£ 

pr Eu) (a) = pgtu) (a) .V . 

Il est clair que est fonctorielle en M et il suffit donc pour p M 

démontrer la proposition de vérifier que Pn est bijective. Sur M la topolo- 

gie F-adique et la topologie p-adique coincident et il existe donc un entier 
r m r2l1 tel que FMc pM , ce qui implique pM cp M , pour tout entier 

mel 

Soit ue Ker One: On voit que, pour tout a€cM, u(V”a) € pA , donc 
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n n | | que u(V M) cp À , pour tout entier n>0. Comme FTM cp M implique 
pT M = vee Cc pve TM , On a, pour tout entier mz0 , | 

+ 

piMu(M) = u(plMM) « pMu(v TM) cp” Fa , donc u(M) c pa : comme ceci 
est vrai pour tout m on a u=0 et est bien injective. PM 

Pour tout a€ M , notons a. l'unique élément de M tel que 
r ; eye a. pa = pea . Soit u' un élément quelconque de M" . Pour tout a fixé pu 

dans M , on voit que l'on peut écrire 

ula.) =Dp ob JT, 
m n,m n 

LA + # + # n # 2 ou b, n € À et est uniquement déterminé modulo p . En écrivant que 

rm m l-r)m F a=p a, on montre facilement que o ) Dm m € À . En écrivant que 
r _ eee | , F a. pa 4] , on vérifie que 

-rm -r(m+1)+1 b = d rm,m P r(m+1),m+1 (mod A) 
On en déduit que la suite des PU m converge vers un élément 
u(a) € À . Il n'y a alors pas de difficulté à vérifier que l'application a — u(a) 

de M dans À est A-linéaire, donc que u € M et que PS) =u' , d'où 
la surjectivité. 

COROLLAIRE.- Soit G un groupe p-divisible connexe sur k et soit D, (G) 

son dual. Les D, -modules à gauche CT(G) et D(a) sont isomorphes, 
canoniquement et fonctoriellement en G 

Dey (prop. 4.2), 
(4 | (G))* s'identifie à cm! Keays d'après la proposition précédente, on voit 

En effet, CT(G) est canoniquement isomorphe à (M 
(1) (M 

tout de suite que ma (cf s'identifie à (MG) 4) , et M(G)° s'identi- 
fie à M(D,,(G)) d'après la proposition 6.4 du chap. III, donc oa) s'i- 
dentifie à M(D (a) = MO (D (G) 

3.7. Remarques 

l.- Si G est un p-groupe formel sur k , la connaissance de M(G) 
(1). () est équivalente à celle de (M(G)) M ‘(G) (et on prendra garde que, 

suivant les auteurs, ce qui est appelé "module de Dieudonné de G" s'iden- 
(1) tifie soit à M(G) , soit à M ‘(G)). On peut se demander s'il est plus com- 

(1) mode de travailler avec M(G) ou avec M''(G) . Du point de vue adopté 

dans ce mémoire, on voit que cela est indifférent lorsque l'on travaille sur k / 
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mais qu'il est plus commode de travailler avec M(G) lorsque l'on étudie les 

relèvements de G sur W(k) 

On a vu que, pour interpréter les résultats de Honda c'est M(G) qui 
(1) convient le mieux, alors que pour ceux de Cartier c'est M (G) qui est le 

plus naturel. 

Lorsque l'on veut relier nos résultats à la cohomologie de de Rham (à la 

manière de Oda, [41], ou de Mazur-Messing, [38] , chap.l, §4, via les ex- 
(1) tensions universelles), on s'aperçoit que c'est M (G) le plus naturel. 

2.- Lorsque l'on veut relier nos constructions à l'étude des extensions 

universelles des groupes p-divisibles, les résultats s'énoncent plus commodé- 
) 1 , ment avec M! (G) , mais, pour les obtenir, on travaille simultanément avec 

(1) M '(G) et M(G) : soit B un anneau qui est soit k , soit A' (anneau 

des entiers d'une extension finie totalement ramifiée, de degré e , du corps 

des fractions K de A = W(k)), soit A'/n" (où mY’ est une puissance non 

nulle de l'idéal maximal m de A'). Soit CW, le B-groupe formel défini 

par restriction de CW aux B-anneaux finis (cf. n° 11.4.1). On déduit facile- 
ment du §2 du chapitre II que le sous-anneau AÎVI] de Dy = A[F,V] s'i- 

~ 

dentifie canoniquement à un sous-anneau de l'anneau des endomorphismes de 

Cw 
B 

Soit G un groupe p-divisible sur B , soit Gy =G @p k sa fibre spé- 

ciale et soit Eo l'extension universelle de G (cf. par exemple, [38], 

chap.I, § 1). On peut montrer que, si B =k ou W(k) , le complété formel 

Eo de Eo s'identifie canoniquement, et fonctoriellement en G , au B- 

foncteur en groupes formels 

_ (1) Et. (R) = Homa] 

Ce résultat reste-t-il vrai dans le cas général (i.e. B=A' , avec el ,. 

ou B = A' fn”) ? 

(M (G,), CW, (R)) , pour tout B-anneau fini R. 

Notons, d'autre part, N(G) le A[V]-module à gauche Hom(E,, , CW,) 
On construit facilement une application A[V]-linéaire à gauche de N(G) 

1 dans VA MG) . Lorsque B=A _, on peut montrer que cette application est un 
isomorphisme ; ceci reste-t-il vrai lorsque B = A' (avec e#1) ? Que peut- 

on dire dans le cas général ? 
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COMPLEMENTS 

Nous reviendrons sur ces questions dans une publication ultérieure ; ceci 

nous permettra en particulier d'expliciter le lien entre nos travaux et ceux de 

Mazur-Messing ([38]) donc aussi ceux de Grothendieck et Messing ([29], [30], 

[39]). 
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SUMMARY 

Let k be a perfect field of characteristic p# 0 , let A = W(k) the 
ring of Witt vectors with coefficients in k and let D, = A[F,V] the 

Dieudonné-ring, i.e. the (non-commutative, if k# EF.) ring generated by A 

and two elements F and V_ subject to the relations 

|
 

I<
 

I<
 

FHp, 

[H
i 

(D
 = O(a)F , aV = Vo(a) , for any a€A 

(where o is the absolute Frobenius on A). 

It is well-known that commutative finite group-schemes, of rank a 

power of p , can be classified by their Dieudonné-modules, which are left 

D,-modules, of finite length as A-modules. 

By using Witt covectors, we give a new description of the Dieudonné- 
module M(G) of such a group G : we construct a commutative formal group- 
scheme cw, over k , whose endomorphisms ring contains D, , and then 
M(G) is defined as Hom(G ,CW,) . This construction avoid the decomposition 
of the group into an unipotent group and a multiplicative type one. We give 

also a description of G , as a group-functor, in terms of M(G) : if 

M = M(G) , for any finite, commutative and associative k-algebra R , the 

group G(R) can be identified, canonically and functorially in R and G , to 
“os 

Homy, (M CW. (R)) 

Since Grothendieck and Messing, one knows that it is possible to asso- 

ciate to any p-divisible group H over A a couple (L,M) , where M is 

the Dieudonné-module of the special fiber of H and L a suitable sub-A- 

module of M , and that the correspondence H- (L,M) classifies p-divisible 

groups over A . À new construction of the functor Hr (L,M) is given (ac- 

tually, not exactly the same (L,M) as in Grothendieck or Messing). We give 

also a description of a quasi-inverse functor, as well as a description of the 

Tate-module of H in terms of the couple (L,M) 
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Suitable generalisations of those results to p-divisible groups and com- 
mutative smooth formal group-schemes over the integers of a local field of cha- 

racteristic 0 and residue field k are given. 

We explain also how our constructions are related to the work of Cartier 

on commutative formal group-laws over k and of Honda on commutative formal 

group-laws over k and W(k) 
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