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Introduction

On présente dans cet exposé les invariants cohomologiques commutatifs et
élémentaires des topos. Dans le n° 1, on &tudie les modules plats et les morphismes
plats de topos annel&s. Les démonstrations sont faites en utilisant 1'hypothése, le
plus souvent vérifiée dans la pratique, que les topos ont suffisamment de points
(IV 6). Ces démonstrations sont reprises dans le cas géndral dans 1'appendice n° 8
oli Deligne, 4 1'aide de la technique des limites inductives locales, généralise en
outre au cas des topos, le th@oréme de D. Lazard sur la structure des modules plats.
Les théorémes de cet exposé, sont des théordmes d'existence de suites spectrales reliant
les différents invariants cohomologiques (N° 3, 5, 6). On sait que, méme pour les
espaces topologiques, la cohomologie de Cech ne coincide pas en général avec la coho-
mologie des faisceaux [ll]. On introduit dans 1l'appendice n°® 7, un calcul de Cech
modifié permettant d'obtenir, 3 l'aide de recouvrement, la cohomologie des faisceaux
dans un topos quelconque. On est amené dans cet appendice 3 utiliser des recouvrements
simpliciaux (hyper-recouvrements) dont les invariants homotopiques ont &té étudiés
dans [I] (cf. aussi [171).

Les invariants cohomologiques introduits sont élémentaires en ce sens que
nous n'utilisons pas les catégories dérivées [12]. Le lecteur familier avec ce langage
fera immédiatement la traduction des différents &noncés de cet exposé et pourra alors
les généraliser aux complexes et & 1'hypercohomologie. Ce langage des catégories déri-
vées est d'ailleurs utilisé dans la suite de ce séminaire.

On se limite ici 3 la cohomologie commutative. Pour le Hl non commutatif,
utilisé dans ce séminaire, et pour le H2 non commutatif, nous renvoyons i [9] . Les
foncteurs qu'on dérive sont additifs ; on reste muet sur les structures multiplica=-

tives (cf. [7]).



0. Généralités sur les catégories abéliennes

Dans ce numéro nous rappelons quelques lemmes dont la plupart se trouvent

dans [l l] .

Proposition 0.1 Soit O upe catégorie agbélienne possédant un générateur. Les condi-

tions suivantes sont &quivalentes :

1) La catégorie Ol vérifie 1'axiome AB 5): Les petites sommes directes sont repré-

sentables et si (Xi) » 1 €1, est une petite famille filtrante croissante de sous-

objets d'un objet X de o et Y est un sous-objet de X , on a

(sup X,) N\ Y = sup (x; 0 1.
i i

1i) Les petites limites inductives pseudo-filtrantes (I.2.7) sont représentables

et commutent aux limites projectives finies.

De plus, si les conditions ci~dessus sont remplies, les petites limites

inductives filtrantes sont universelles (I 2.6).

Preuve : Il est clair que (ii) == (i) . Pour montrer que i) = (ii) , et pour prou-
ver 1'assertion supplémentaire, il suffit d'utiliser que (I, est une sous-catégorie

pleine d'une catégorie de modules c/% sur un anneau convenable, telle que le foncteur
d'inclusion u GJ-——;J% admette un adjoint 3 gauche v exact [5] La vérification

est alors triviale.

0.1.1 On sait [l l] qu'une catégorie abélienne o possédant un générateur et
vérifiant 1'axiome AB 5) posséde suffisamment d'injectifs i.e. tout objet se plonge
dans un objet injectif. De plus, d'apr@s le résultat d&ja cité [5], les petits produits
sont représentables dans (b (axiome AB 3) *) .

v
Proposition 0.2 Soient (L et & deux catégories abéliennes et O <— M deux

u
foncteurs adjoints (u est adjoint 3 gauche de v ). Considérons les deux propriétés :

i) Le foncteur u est exact.




ii) Le foncteur v transforme les objets injectifs de B en objets injectifs de

.

1) On a toujours 1l'implication (i) === (ii).

8i, de _plus, tout objet non nul de (@} est source d'un morphisme non nul dans

un objet injectif, alors (ii) &=>(i) .

2) Supposons que :

a) la catégorie (B posséde suffisamment d'injectifs.

b) 1'une des deux conditions équivalentes (i) et (ii) ci-dessus soit remplie.

c) le foncteur u soit fidéle.

Alors, la catégorie (], possdde suffisamment d'injectifs.

Preuve : La preuve est laissée au lecteur.

Remarque 0.2.]1 La catégorie des groupes commutatifs posséde suffisamment d'injectifs.
Appliquant le lemme 0.2 on en déduit que toute catégorie de modules unitaires sur un
anneau 3 &lément unité possdde suffisamment d'injectifs. Appliquant alors le résultat
de {SJ (utilisé dans la preuve de 0.1) et 0.2, on en déduit que toute catégorie abé-
lienne possédant un générateur et des petites limites inductives filtrantes exactes
possé&de suffisamment d'injectifs ; ce qui fournit une nouvelle démonstration de ce

fait.

Proposition 0.3 Soient Cb, 53, g trois catégories abéliennes et u : a6 N

v 3 3 —a»ﬁ deux foncteurs additifs exacts 3 gauche. Supposons que a et B possd~

dent suffisamment d'objets injectifs. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Il existe un foncteur spectral dont le terme Eg’q

est :

vaun

. P + . ~
et qul aboutit 3 Rp qvu (convenablement filtré).

ii) Le foncteur u transforme les objets injectifs de L en objets acycliques

pour le foncteur v .

Preuve : (i) =—=» (ii) est trivial car il suffit d'appliquer le foncteur spectral



a un objet injectif. L'implication (ii) = (i) est démontrée dans [11].

Proposition 0.4 ! Soient a et B deux catégories abéliennes et u ) pp—y . un

-

foncteur additif exact 3 gauche. Soit M un sous-ensemble de 1l'ensemble des objets

de o possédant les proprigtés suivantes :

1) Tout objet de (I se plonge dans un &lément de M .

2) 8i X ® Y appartient 3 M, l'objet X appartient @ M .

3) 8i

0 » X' X X" 0

est une suite exacte et si X' et X appartiennent 3 M, alors X" appartient 3

M et la suite
0 > uX') —>u(X) —>uX") —>0

est_exacte. Les objets nuls appartiennent 3 M .

Alors tout injectif appartient 3 M , et les objets de M sont acycliques

pour u , i.e. pour tout q # 0 et tout objet X de M, on a un(x) =0 . {(En par-

ticulier les résolutions par des objets de M permettent de calculer les foncteurs

dérivés de u .)

Pour la preuve voir [11] 3.3.1.

ProEosition 0.5 : Soient U C V deux univers, a (resp. gb ) une g-catégorie

(resp. V-catégorie) abélienne vérifiant 1'axiome AB 5) relativement 3 U (resp. 3 V)

et possédant une famille génératrice U-petite (resp. V-petite). Soit e: & —)-55

un_foncteur exact et pleinement fidéle. Les conditions suivantes sont &quivalentes :

1) Il existe une famille génératrice (Xi) i€1 de & telle que la famille

( E(Xi))iél soit génératrice dans B .

b

1') Tout objet de P est isomorphe & un quotient d'un objet du type a@& € (Ya)

ol A€V.

Sous ces conditions, on a la propriété suivante :

2) € transforme les produits U-petits en produits (donc commute aux limites pro-

jectives U-petites).

De plus, sous les conditions équivalentes 1) ou 1'), les conditions suivantes sont




équivalentes :

a) Pour tout objet ¥ de Q. , tout sous—objet de e(Y) est isomorphe 3 1'image

par & d'un sous-objet de Y .

a') Il existe une famille génératrice (Xi) €1 de A telle que la famille

(E(Xi))iél soit génératrice dans f{.‘) et telle que pour tout i € I, tout sous-objet

de €<Xi) soit isomorphe 3 1'image par ¢ d'un sous-objet de )‘Ii .

b) Tout objet de P est isomorphe 3 un sous—objet d'un objet du type .[TE(Y@)
a€A

of AECYV.

¢) e commute aux sommes directes U-petites (donc commute aux limites inductives
U-petites.

De plus, sous les conditions 1) et a') on a :

d) € transforme les objets injectifs en objets injectifs.

Remarque 0.5.] : Lorsque dans 0.5 on a U =YV , les conditions 1) et a') entralnent

que € est une &quivalence de catégories (car om a alors b), 2) et a) ).

0.5.2. ©Nous nous bornerons i donner des indications sur la démonstration. Les impli-
cations 1) €==p 1') , 1) => 2), sont laissdes au lecteur. Il est clair que a)=>a').
Montrons que a') entraine d). Soit M un injectif dans (. Pour tout i € I et
tout sous-objet Y‘—>~Xi de Xi , 1'homomorphisme Hom(xi,M) > Hom(¥Y,M) est sur-—
jectif. Donc, en vertu de a') et de la pleine fidélité de ¢ , pour tout sous-objet
U~ e(Xi) s 1"homomorphisme Hom(s(xi),e(M)) —> Hom(U,e(M)) est surjectif. Comme
les e(Xi) forment une famille génératrice de B , e(M) est injectif []]].
Montrons que a') == b). Quitte i gugmenter la famille des Xi , on peut supposer
que pour tout i € I , tout quotient de Xi est isomorphe & un XJ. pour un j conve=-
nable. Soit alors, pour tout i € I , Xi — Mi un monomorphisme dans un objet
injectif. La famille (e(Xi))iEI est stable par quotient et pour i € I , le morphisme
e(X;) "—>e(Mi) est, d'aprés d), un monomorphisme dans un objet injectif. On vérifie
alors immédiatement que, la famille e(Xi) étant géndratrice, la famille (a(}-ii))ieI
est cogénératrice, d'oli b).

Montrons que b) ==» ¢) . Soit (Zu)aEA une famille U-petite d'objets de ' et mon-

trons que le morphisme canonique



@ ez) —> <P z)
a€A €A

est un isomorphisme. Comme la famille des objets €(Y) est cogénératrice, il suffit
montrer que pour tout objet Y de sV » 1'homomorphissme

Hom(e(® 2 ),¢(¥Y)) —> Hom (@e(Za), e(Y))
o Q.

-

est un isomorphisme ce qui résulte de la pleine fidélité de ¢ . Il reste & montrer
que c¢) == a) . Soit Z un sous-objet de £(Y) . Il existe, en vertu de 1'), une
famille U-petite Ya d'objets de 4, et un épimorphisme de g? e(Ya) sur Z . Comme
e commute aux sommes directes U-petites, il existe donc un épimorphisme ¢(Y') —> Z .
Notons u : €(Y') —> 2 — ¢(Y) 1le morphisme composé. On a Z = Im(u) . Comme

est pleinement fidé&le, on a u : e(v) et par suite Z = Im(e(V)) = e(Im(v)).

Exercice 0.5.2. : Soit Sexv(ﬂD la catégorie des foncteurs contravariants de (U dans
la catégorie des V-groupes commutatifs qui commutent aux limites inductives U-petites.
Montrer que sous les conditions 1) et a') le foncteur canonique de ® dans Sexv(dO

est une &quivalence.

t. Modules plats

Définition 1.1 : Soit (E,A) un topos annelé (IV 11.1.1). Un A-Module 3 droite

(resp. 3 gauche) M est dit plat si le foncteur M GA . (resp. . GA M) de la caté-

gorie des A-Modules 3 gauche (resp. & droite) dans la catégorie des faisceaux abédliens

de E , est exact.

Proposition 1.2 : Soit M wun B-A bi-Module.

1) Les propriétés suivantes sont &quivalentes :

i) Le module M est A-plat a gauche

ii) Pour tout B-Module injectif I , le A-Module 3 gauche aLmB(M,I) est

injectif.

2) Un Module M , limite inductive pseudo-filtrante (I 2.7.1) de Modules plats,

est plat.
3) Enfin, si M.,= ... M;,p — M; ... est un complexe acyclique de modules plats

(Mi =0 pour i < io ) , alors pour tout Module F , le complexe :

7
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o, Q?AF = ... Mi+l ® AF B —— D%'G?AF .o
est acyclique.
Preuve : D'apr&s (IV 12.12) on a un isomorphisme d'adjonction :

Hom, (M®A vy ) =2 Hom

, Gy Romp (M, ) )

I1 suffit alors d'appliquer 0.2 pour obtenir 1'équivalence (i)«&—(ii) . Cet iso-
morphisme d'adjonction montre par ailleurs que le produit tensoriel commute aux limi-
tes inductives. Le fait que les limites inductives pseudo-filtrantes soient exactes
(0.1) entraine la deuxidme assertion. Pour montrer que le complexe M. GAF est acy-
clique, il suffit de montrer que pour tout faisceau abélien injectif I 1le complexe
Homé(M. QAF,I) est acyclique. Ce complexe est isomorphe, en vertu des formules

d'adjonction, au complexe HomA(F,”ﬂomZ(M. »I) ). Or d'aprés 1'équivalence

(i) e=»(ii) , le complexe de faisceaux
%omz (M. , I)

est un complexe acyclique dont les objets sont injectifs, d'oii la conclusion.

Proposition 1.3.1 : Soient (E,A) un topos anneld, H un objet de E , M un

A/H—Module plat. Alors j M est un A-Module plat. En particulier AH est plat 3

H

droite et 3 gauche.

Supposons, pour fixer les idées, que M soif un A/H—Mbdule 3 droite.

Pour tout A~Module 3 gauche P , on a un isomorphisme canonique (IV 12)

P eAJH!M o~ _‘)H!(P GA M) .
/H
Les foncteurs jHl et j; sont exacts (IV 11.3.1 et 11.12.2) et par hypothése, le
foncteur 'GA M est exact. Par suite le foncteur P ——> P OAjH,M est exact et
/4 :

JH!M est plat.

Proposition 1.3.2 (Formule de projection pour les immersions fermées) :

Soient (E,A) un topos ammelé , i : F —>E un sous-topos fermé de E .

Posons i A = A/F . Pour tout A/F—Module (3 droite} M et tout A-Module (3 gauche)




P, on a un isomorphisme fonctoriel

1*(M OA

/Fi*p) ~ (1) e,P

Soient U 1'ouvert complémentaire de Fet i : U ——> E 1le morphisme

canonique d'immersion. On a j*(i*M OA Py 0 OA j*(P) (IV 12) ; par suite
/U

ixM @A P a son support dans F . Donc le morphisme d'adjonction

N . X, . .
lxMGA P i id (1*11 AP) est un isomorphisme (IV 14). On a

i*(i M@, P) =~ i*i Me, i*p (IV 12) et comme i : F —3 E est une immersion
% A * AJF
fermée, i*i*M = M (IV 14) ; d'ob 1'isomorphisme annoncé.

Corollaire 1.3.3 : Pour tout A/F-Module plat M, ixM est plat.

I1 résulte de 1.3.2. et de (IV 14) que le foncteur P +— (i*M) OA P

est un foncteur exact.

1.4 Soient (E,A) un topos annelé, x : P —> E un point de E (IV 6.1), vois(x)
la catégorie des voisinages de x (IV 6.8). A tout objet V de vois(x) correspond
un objet de E , encore noté V , et un point Xy ¢ P —— E/V de E/V . De plus, 3
tout morphisme u : V———> W de vois(x) , correspond un diagramme essentiellement
commutatif de morphisme de topos (IV 6.7)

(1.4.1) xv

P L EN
% l Iy
E/W

Soit N un Ax-module (resp. un ensemble). Du diagramme (1.4.1), on déduit un dia-

gramme de Ax-modules (resp. d'ensembles) :

ad
x:] X —_A N
(1.4.2) t{w) | ad
! v
v
*
Xy Xy



ol adw et ad_, sont les morphismes d'adjonction. De plus, on vérifie immédiatement

v
que ¢ (uv) = ¢(v) 6(u) . On a donc un foncteur de la catégorie filtrante vois(x)°
dans la catégorie des Ax-modules (resp. ensembles) et un homomorphisme :

(1.4.3) AN) @ gim X% N > N
VeVois(x)° v s

Progosition 1.5 : Pour tout Ax-modules (resp. ensemble) N , A (N) est un isomor-

phisme,

Cette proposition est un cas particulier d'une proposition due i Deligne
(8.2.6). Donnons-en une démonstration directe. En passant aux ensembles sous—jacents
il suffit de démontrer la proposition lorsque N est un ensemble (I 2.8). La caté-
gorie cofiltrante Fl(vois(x)) des flé&ches de vois(x) est fibrée sur la catégorie
vois(x) par le foncteur p : Fl(vois(x)) ~—> vois(x) qui, 3 une fléche, associe son
but. Soit D une catégorie et F : Fl(vois(x)) —> D un pro-objet (I 8.10). Pour
tout objet V de vois(x) , notons FV le pro-objet obtenu en restreignant le fonc-
teur F & la catégorie fibre wvois(x)/V . A tout morphisme m : U —— V de
vois(x) , le foncteur changement de base par m associe un morphisme du pro-objet
FU dans le pro-objet FV et les morphismes canoniques de pro-objets F —> FV

déterminent un morphisme de pro-objets :

F —— fm F
(1.5.1) VZ;SIE(X)° v

dont on vérifie immédiatement que c'est un isomorphisme. Appliquons cette remarque au

pro-ocbjet d'ensembles pointés :

(1.5.2) (U, V,m) ——s xy(®) = F(U,V,m) .

On obtient un isomorphisme de pro—objets :

(1.5.3) F" gim gim (m)
é%f;(x)‘vszﬁ(x)/V v

d'oli, pour tout ensemble N , une bijection

(1.5.4) g2im Hom{x (m) ,N) =& 2im Lim Hom(x™(m) ,N)
Fe(vois(x’)° v vois(x)° (vois€x)/V)° v

10



Mais, pour V fixé, &Lim Hom(x;(m),N) s'identifie & xth*N . En effet, on
(vois(x)/V)°
a x:;xV*Nz fim HomE/V(W,xv*N) d'aprds IV 6.8.1 donc, par adjonction, on a
voisixv)°

%x N x - . . P
xva*Nz io‘:s( o Hom(xv(w),N) et de plus la catégorie vo:.s(xv) est équivalente

-

3 la catégorie vois(x)/V (IV 6.7.2). Enfin, les applications canoniques de transi=-

. . * . * . .
tion im Hom(x, (m) yN) ——> 2im Hom(x,(n),N) dans 1.5.4 s'identi~-
(voist R/0)° *u (vois(x)/V)° v
*

. . . . 3 o s
£ 4. -
ient aux applications canoniques Xy xeN — xvaxN (1.4.3) ainsi que le lec

teur voudra bien le vérifier. On a donc une bijection

. x . b 3
(1.5.5) Lim Hom(x_,(m),N) = %im X X, N
F2(vois(x))"® v vois(x)° vovx
' . . Lo L
et 1l'application A(N) : gim x’; Xyu N —> N (1.4.3) composée avec la

vois(x)®

bijection 1.5.5.provient des applications Hom(xi(in),N) —> N qui a une applica-
tion r : x;(m) ——> N associe 1'image par r du point marqué de x:r(m) . Pour
démontrer la proposition, il suffit alors de remarquer que tout objet (U,V,m) de
Fl(vois(x)) est minoré par (U,U,idU) et que x;(idu) est réduit 3 un élément ou,
en d'autres termes, que le morphisme canonique du pro-objet constant réduit & un &l8-

ment dans F est un isomorphisme de pro-objets.

Proposition 1.6 : Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module,

1) Lorsque M est plat, pour tout point x : P —> E de E, lg_Ax-module
Mx est plat.

2) Soit (xi) jep une famille conservatrice de point de E telle que pour tout

i €1, Mx soit un Ax -module plat.
i i

Alors M est plat.

Lemme 1.6.1 : Soient M un Module plat et V un objet de E . Le A/V-Module j?rM
est plat.

I1 faut montrer que le foncteur P F—> P 8A/vj§M est exact. Comme le

foncteur prolongement par zéro est exact et fidale (IV 11.3.1), il suffit de

jV!
montrer que le foncteur P +—> jV'(P OA/VjsM est exact. On a un isomorphisme

11
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fonctoriel jV'(P j:;M) o jV’(P) OA M (IV 12.11) et par suite le foncteur

8arv

P jV!(P) OA M est exact (IV 11.3.1).

1.6.2 Démontrons 1), Supposons pour fixer les idées que M soit un A-Module 3 gauche

plat et soit x : P——> E un point de E . Montrons que le foncteur N ‘—)N@A Mx
X
de la catégorie des Ax-mcdules 4 droite dans la catégorie des groupes commutatifs est

exact. Il suffit pour cela de montrer que ce foncteur est exact & gauche. Avec les

notations de 1.4, soient V un voisinage de x et jV : E/V—— E le morphisme de
. . b 4 % *
. M X 2} A M =
localisation. On a, pour tout Ax—module N, xvaxN QAX o xVXV:kN Ava(JV

x . * -
xV(xVxN OAXJ;M) (IV 12.11). Donc le foncteur N b——> xVxV*N OAxMx est exact 3 gau

che. Par suite, le foncteur N }—>» N OA Mx , limite inductive filtrante de fonc-
teurs exacts & gauche (1.5), est exact & gauche. Démontrons 2). Soit

0 —w» P' —3» P —3>P" —> 0O une suite exacte de A-Modules et montrons que la
suite 0 ——> P! QAM — P BA M ——» P! BA M—> 0 est exacte. Il suffit pour

cela de montrer que pour tout i € I , la suite obtenue en passant aux fibres en X,

est exacte (IV 6). Or la suite des fibres en x; est la suite (IV 13.5)

1 1"
Q ——> PX_ GA Mx—> Px GA bix.———>Px‘ SA Mx —> 0 et comme MX est

i Tx ixil 1xii i

plat, cette suite est exacte.

Proposition 1.7 : Soient (E,A) un topos annelé,, u : E' —> E un morphisme de

topos et posons A' = u*A . soit M un A'-Module & droite (resp. 3 gauche). Les con~

ditions suivantes sont &quivalentes :

i) Le foncteur N+F—> M 8 ,uxN (resp. Nb——> u*N QA,M) de la catégorie des

A-Modules 3 gauche (resp. & droite) dans la catégorie des faisceaux abéliens de E'

est exact.

ii) M est un A'-Module plat.

I1 est clair que 1ii) =3 1) .
Montrons que 1) === ii) . Nous ne ferons la démonstration que dans le cas oli E'

posséde une famille conservatrice de points (x.)

. . énér st traitéd
i1 ¢e1 Le cas général est té

en (8.2.7). Dans ce cas particulier, qui couvre la plupart des applications, on est

12
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ramené au cas oii E' est le topos ponctuel et oii, par suite, le morphisme u , qu'on
notera X , est un point de E (1.6, et IV 11.3.1). Nous nous bornerons au cas ol M
est un A'-Module i droite. Le cas oli M est un A'-Module & gauche s'y raméne en pas~
sant aux anneaux opposés. Soient V un voisinage de x et Vx sa fibre en x . On

a, avec les notations de 1.4, un diagramme essentiellement commutatif de morphismes de

topos :

\ ’

. ®/V %

Ry \k\\\\u M
/v —e 3k

oii x/V est le morphisme déduit de x par localisation sur V (IV 5.10) et j est
le morphisme déduit du point marqué de Vx . Montrons que le foncteur

N!' —3 M GA' st' est exact. On a xz = jx(x/V)* et id = j*jz et par suite, on

% P

x
TGy M GA’/V (x/M)*N') . Comme le fonc-
x x

a un isomorphisme canonique M 9, , st' o~

x P, .
teur j est exact et comme le foncteur est exact et fidéle (IV 11.3.1), il

jV !

x % *

suffit de montrer que le foncteur N' t+—p jV '(jva 8 (x/V)"N') est exact, et par
<

suite (IV 12.11), il suffit de montrer que le foncteur N't—mp M GA

est exact., Mais il r&sulte de la définition de 1'image inverse d'un topos induit (IV

dy &N
X

5.10.2) que jV ,(x/V)*N' est égal 3 x*jv,N' et comme le foncteur est exact
X !

jV!
(Iv 11.3.1), le foncteur N' p—> M OA,x*jV'N‘ est exact par hypothése. Pour tout

A'-module Q , on a un isomorphisme fonctoriel (1.5) :
Q 2=  inm x:;xV*Q .

D'aprés ce qui précéde, le foncteur Q#+—>» M OA, Q est limite inductive filtrante

de foncteurs exacts 3 gauche. Il est donc exact 3 gauche et par suite M est plat.

Corollaire 1.7.1 : BSoient u : (E',A') —> (E,A) un morphisme de topos annelés,

M un A-Module plat. Alors u'M est un A'-Module plat.

Résulte du critére donné dans 1.7 et de la formule (IV 13.4.5).

13
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Corollaire 1.7.2 : Soit u : (E',A') =~—> (E,A) un morphisme de topos annelés.

Les conditions suivantes sont &quivalentes :

. -1 .
i) le u (A)-Module 3 droite (resp. & gauche) A" est plat.

ii) le foncteur ux de la catégorie des A-Modules i gauche (resp. 3 droite) dans

-

la catégorie des A'-Module 3 gauche (resp. 3 droite) est exact.

L'équivalence résulte de 1.7 et de la définition de ux (IV 13.2.1).

Définition 1.8 : Un morphisme de topos annelé qui posside les propriétés &quivalen~

tes de 1.7.2 est appelé un morphisme de topos plat & gauche (resp. & droite).

s . . . L N
Proposition 1.9 : Soient U ¢ V deux univers , C un U-site , CU et Qv les
- ~ A

& oerd . . o
catégories des U et V-faisceaux d'ensembles respectivement , ¢ : C, ——> C, le

<<

foncteur d'inclusion canonique , A un U~faisceau d'anneaux sur C .

1) Le foncteur ¢ commute aux limites inductives et projectives U-petites de

Modules. Le foncteur & est conservatif et pleinement fidéle sur les catégories de

Modules.

. ~ . . . . .
2) Pour tout objet H de CU s 11 existe un isomorphisme canonique

e(AH) o~ e(A)e(H) .

3) Tout A-Module injectif 3 gauche ou i droite est transformé par ¢ en €(A)~

Module injectif.

4) Tout A-Module plat 3 droite ou 3 gauche est transformé par € en e(A)-Module

plat,

~

5) Le foncteur e commute & la formation du produit tensoriel et du faisceau des

homomorphismes.

La formation du faisceau associé ne dépend pas de 1'univers (II 3.6). Il
résulte alors de la construction des limites inductives et projectives dans les caté-
gories de faisceaux (II 4.1 et 6.4) que le foncteur € commute aux U-petites limi-
tes projectives d'ensembles ou de Modules, d'odl 1). Démontrons 2). En prenant une

. P . P . o -
U-petite sous—catégorie génératrice de CU , On peut se ramener au cas oi C est

14
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U-petite (III 4.1). Il résulte alors de (II 6.5) que le A-Module libre engendré par

H s'obtient en formant le préfaisceau de A-modules libres engendré par H , formation
qui commute § l'agrandissement des univers, puis en formant le faisceau associé, opé-
ration qui elle aussi commute i 1'agrandissement des univers (II 3.6). Pour démontrer
3) il suffit de montrer, en vertu de 0.5, que tout sous V-faisceau d'un U-faisceau est
un U-faisceau ce qui est bien clair. Démontrons 4). Soit M un A-Module plat. Il suf-
fit de montrer que pour tout e€(A)~Module injectif J , le faisceau abélien
?&ome(A)(e(M),J) est injectif (1.2). En vertu de 0.5, J est sous—-objet, donc fac~
teur direct d'un objet du type TT’S(IG) , ol les I, sont injectifs. On peut donc
supposer que J = e(I) ol I e:t un objet injectif. Si 1'homomorphisme

€ GLomA(M,I)) —_— m%meA(eM,eI) est un isomorphisme on en d&duit que

oo, (a

que la formation du produit tensoriel commute au foncteur ¢ résulte de IV 12.6 et

){e(M),s(I)) est injectif d'aprés 3). Il reste donc & démontrer 5). Le fait

du fait que la formation du faisceau associé commute 3 1'agrandissement de 1'univers

(I 3.6). Pour tout objet X de C; et tout couple de A-Modules M et N de Cg
on a donc

HomC:; (eX,%omA(M,N)) o HomC;(x,%omA(M,N)) = Hom, (1, ®, M,N)
en vertu de la pleine fidélité de & , puis

Hom, (2, 8, M,N) & Hom_, (e(Z, 8, M),eN) = Hom_,(eZ, 8, €M, eN)

en vertu de la pleine fidélité de € et de ce qui précédde. Utilisant alors 2) et

IV 12.14, on obtient en définitive un isomorphisme

Hom v (ex,éxom (M,N)) = Hom ~(eX, ¥oom , (eM,eN)) 5
CV A Cv €A

d'oll 1'isomorphisme annoncé.

1.10 Soient E un topos , U- (Ui > X) Pe1 une petite famille de morphismes

de méme but. Pour tout ensemble fini A“ = [0, AP n] , posons

S (W = H U X, .. X U ,
n AT f(N'X X f{n)

la somme &tant prise sur l'ensemble des applications de An dans I . Soient m

15



et n deux entiers , g : Am  — 4 An une application. On définit un morphisme

1.10.1 s(g) sn('u,) > sm(w s

de la maniére suivante : pour tout f : An —> I, la restriction de s(g) &

X . ~ 'e . ,
Uf(l) X "'XXUf(n) est le morphisme composé de l'inclusion canonique

Uee(1) % ey T 5@ o

et de l'unique morphisme

_)U

5¢(8) Uiy *xo Y () £(e() %z UE(gm))

tel que pour tout i € Am

Preg(i))®e(® = Pre(giy)

(pra désigne la oa-2me projection). On obtient ainsi un foncteur contravariant

An —> Sn de la catégorie des ensembles finis dans E ; autrement dit un complexe

semi-simplicial S.(U) d'objets de E . Notons que ce complexe est canoniquement

augment& vers X . Tout foncteur de E dans une catégorie C transforme S.(W) en
un objet simplicial de C . En particulier si A est un Anneau de E , le foncteur
"A-Module libre engendré" transforme S.(U) en un complexe simplicial de A~biModules

augmenté vers Ax et noté A. (W) . On a

1.10.2 AW = @ X ooe X U
n e Aufm X XUE()

Ce complexe sera souvent noté

8
o s
————— 33 o
1.10.3 £ D vy T & b, T A
R P’ 3
S5 i,j J i i
————— e e
oli les fléehes de 1.10.3 (sauf la derniére qui est l'augmentation) représententent

les opérateurs faces du complexe simpiicial A.(UWU) , c'est-3-dire les morphismes
correspondants aux applications injectives croissantes de A n dans An+l { s;
&vite 1'entier i ). Au complexe A.(W) , on associe un complexe différentiel aug-

menté vers Ax :

16



d d
roe s = D g, o Dy
i,] T'X7j i i
en posant
i
1.10.5 d=3 ¢-n 5 .

Proposition 1.11 : Lorsque la famille W = (Ui —_ X)ifI est_épimorphique, le

complexe différentiel 1.10.4 est acyclique et fournit unme résolution de AX .

Notons Z le faisceau constant de valeurs Z . Par définition du foncteur

"A-Module libre engendré", on a, pour tout objet H de E ,

AW Z-(W) 8A .

Comme les composantes de é.(TL) sont des Z-Module plats((1.3.1), il suffit de mon-
trer la proposition lorsque A =2 .
Supposons tout d'abord que E soit le topos des ensembles. Alors le complexe

augmenté S.(TL) est somme directe de complexes augmentés du type

—_— - o
SxSx§ —> Sx§ —» §—> (e} ({e} ensemble d& un &lément).

Chacun de ces complexes augment8s est homotopiquement trivial. Donc S.(U) est un
complexe augmentZ homotopiquement trivial et par suite son homologie est triviale d'oil
la proposition dans ce cas.

Soit maintenant p : Ens —> E un point de E . Comme la formation du complexe
g.(?L) commute aux foncteurs image inverse par les morphismes de topos,
px(é.(TL)):! g.(px(ib)) est une résolution de épxx :fpz(éx) ; d'oli 1a proposition
lorsque E poss&de suffisamment de foncteurs fibres (IV 4.6). Ceci est le cas en
particulier lorsque E est un topos de pré&faisceaux C~ car pour tout objet X de
C, T (X,-) est un foncteur fibre. Dans le cas général, E est &quivalent 3 un topos

de faisceaux sur un petit site C (IV 1) et la famille &pimorphique U= (Ui —_— X)iEI

est image, par le foncteur "faisceau associé", d'une famille épimorphique

17



U = (Ui —_— x')ifl . Par suite g.('u,) za_ag.('U.') est une résolution de

By ®ly -

4
2. Cohomologie de Cech. Notation cohomologique

2.1 Notation générale

2.1.1 Soient (E,A) un topos anneld, M,N deux A-Modules (i gauche pour fixer les
idées). On note Extz(E;M,N) la valeur en N du q-iéme foncteur dérivé droit du
foncteur HomA(M, . ) DI]. Les foncteurs Extg(E;M,N) q € N , forment un §-foncteur
en la variable N . C'est aussi un é-foncteur contravariant en la variable M . On a,

par définition, Extg(E;M,N) = HomA(M,N) .
2.1.2 Soit X un objet de E . Lorsque M = AX ,» le A-Module libre engendré par
X (¥ 12), on pose Extg(E;AX,N) ::HQ(X,N) ., On remarquera que dans cette nouvelle

notation, 1'anneau A ne figure plus. Ceci ne peut préter & confusion car nous mon~

trerons (3.5) que la formation des Hq(x,.) commutent 3 la restriction des scalaires.
Le foncteur Hq(X,.) est le q-iéme foncteur dérivé droit du foncteur HomA(Ax,.) =

HcmE(X,.) encore notd TI(X, . ) . Lorsque M = A , on pose Extg(E;A,N} = Hq(E,N) .

2.2 Localisation.

Soient X un objet de E, j : E,, =—> E le morphisme de localisation (IV 8).

/X

Le foncteur j; pour les Modules, est exact (4.11) et admet un foncteur adjoint &

gauche exact (4.11). Par suite il transforme les Modules injectifs en Modules

Ixn
injectifs. On a donc, pour un A-Module variable N de E et un A|X-Module M

variable de E/ des isomorphismes fonctoriels

xt

q oM iENy Q...
2.2.1 ExtA! X(E/X,M,JXN) ExtA(E,Jx!M,N) .

En particulier, on a des isomorphismes canoniques
rY(

E i = ;076 8 ) S

Pour tout objet X de E et tout couple M et N de A-Modules, on pose :

18
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9.y, o~ q .
2.2.2 Ext, (X;M,N) & Ext, X(E/X,MIX,N (%)
D'aprés ce qui précéde, les foncteurs Eth(X;M,.) sont les foncteurs dérivés des
foncteurs N b~ HcmA]X

forment un S-foncteur par rapport 3 chacune des variables.

MIX,N]0 . Le foncteur (M,N) F— Extj(M,M) , q >0,

2.3 Cas des topos de préfaisceaux. Cohomologie d'un recouvrement.

2.3.1 Soient C une petite catégorie munie d'un préfaisceau d'anneaux A , C” le

topos des préfaisceaux sur C , X un objet représentable sur C~ . Le foncteur qui

associe 3 un A-Module M le groupe T(X,M) » M(X) est exact (I 3). Par suite Hq(X,M) =0

pour tout q > 0 et tout A-Module M ou encore que AX est un A-Module projectif.

2.3.2 Soit S8 un préfaisceau sur C . On a un isomorphisme canonique pour tout

A-Module M (I 2)

r(s,Mm =2 é_:/ﬂ M|s
3

De plus, pour tout A-Module injectif M , le AIS-Module M|S est injectif (2.2). Par
suite, les groupes Hq(S,M) sont les valeurs en M|S des foncteurs dérivés a droite
du foncteur %im En notant %imq ces foncteurs dérivés, on a des isomorphismes

s /8

canoniques :

s, ~ 1in? M|s .
S

En particulier, on a des isomorphismes canoniques

aiecm,m v 1in? Mo
/8

2.3.3, Soient X un objet de C et QL= (Ui —>X), i€ I, une famille de morphis~
mes de C telle que pour tout 1 € I, Ui —> X soit quarrable (I 10). Notons A .

le complexe simplicial é&tudié en 1.10 :

s =L om o= _LL A

>

(i, perx X1 i €1 i

Pour tout A-Module M , on pose C (U ,M) = HomA(A LM

2.3.3.1 ' : T — ] X U.) ————
(2.3.3.0 c(Um: LR ol MUy XU =%
»J)E€IxT

on pose HU(U,m = ui(c (U,M)
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Proposition 2.3.4 :

1) Avec les notations de 2.3.3, soit RS<——> X 1le crible engendré par la famille

(U, wm>X) , 1 € T . On a un isomorphisme canonique

Biew,m = wiR,m)

2) Les foncteurs Hq('!.L, . ) commutent aux restrictions des scalaires.

Comme R est un sous-objet de X dans C~ , les produits fibrés

Uil xRUiz X oo XRUin et Ui1 XXUiz X eee ><XU]._‘:l sont canoniquement isomorphes. Il

résulte de 1.11 que le complexe A‘\L‘ est une résolution de AR et de 2.3.1 que les
composants de A'IL' sont des Modules projectifs. Les groupes de cohomologies de

C'(W,M) sont donc canoniquement isomorphes 3 Exti(C'";AR,M) , d'oli 1'isomorphisme.

L'assertion 2) résulte immédiatement de la description de C {W,M) (2.3.3.D1).

Corollaire 2.3.5 : Soient W= (Ui —> X, 1€I) et W = (H:i — X, JET)
deux familles de morphismes de but X ; Soient ¢ = (¢: I —=J , m ot Ui _)U’¢(i))
et ¢' = (¢‘ : I -»J, mi H Ui —)H'q,(i)) deux morphismes (au-dessus de X ) de W
dans W' . Les morphismes ¢ et ¢' induisent les morphismes o4 et 8l

FAR I Hq(‘u,M) ——-—)Hq('u.’,M) . Les morphismes 2 et 319 sont égaux. En particu-

lier si les familles W et W sont &quivalentes (i.e. s'il existe un morphisme de

L dans W et un morphisme de W' dans U ) les A-Modules Hq(‘u,,M) et Hq(’lL',M)

sont canoniquement isomorphes.

Preuve : En effet, soient R et R' les cribles de X engendrés par les familles
W et W' . Les morphismes € et ©' définissent un méme morphisme de R dans R’
et induisent donc deux morphismes homotopes entre les résolutions projectives A'LL

et A

w oo
Exercice 2.3.6 : (Ré&solution standard)

a) Soit € wune petite catégorie. Pour tout entier n > 0 , on note Fln(C)
1'ensemble des suites de morphismes de C : (u], ey un) telles que pour tout i ,

0 <i <n , le but de ug soit &gal 3 la source de u de sorte que les morphis—

i+l
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mes u, et u,

5 i+ sont composables. Définir un ensemble semi-simplicial

ES(Q) = ob ¢ &= F1'(© £= mn’© = o ...,

1

dont les opérateurs faces s; ¢ Fln(C) — F1™ (C) sont les suivants :

so(ul, veny un) = (uz, ees un) R

si(ul, veny un) = (ul, ees U

1+]ui, ceey Un) ,0<i<n ’

) .

ess U

sn(ul, ceey un) = (u =1

l’

b) Montrer que lorsque C posséde un objet initial ou un objet final, le com-

plexe ES(C) est homotopiquement trivial.

c) Pour tout bobjet X de C , on note X\F la catégorie des fléches de source
X . Définir un préfaisceau semi-simplicial ES(C) dont la valeur en tout objet X de

C soit ES(X\F) . On note le préfaisceau semi-simplicial abélien libre

ZEs(c)

engendré par ES(C) . Il est muni d'une augmentation canonique Z — Z dans

ES(C)

le préfaisceau constant de valeur Z . Montrer que, en passant au complexe différen—

tiel associé, le complexe est une résolution de Z et que les composants de

Zes(c)

ce complexe sont des préfaisceaux ab&liens projectifs.

d) Pour tout préfaisceau abélien M , on pose ST (M) = Hom(Z ) . Explici-

Es(c) "™
ter les composants de ST (M) . Montrer que pour tout entier q > 0 , Hq(ST'(M)) =

s ,m .

e) Montrer que pour tout faisceau § sur C 1les foncteurs Hq(s, . )} commutent

aux restrictions des scalaires.

f) Remarquer que lorsque C est un groupe, ZES(C) est la résolution standard

du module trivial z /37 .

g) Montrer que pour tout préfaisceau abélien M sur C , est une

Zgs(cy @ M

résolution (3 gauche) de M . Définir le foncteur lim sur les préfaisceaux. Montrer
c

qu'il est exact i droite. Noter Hq(C,M) ses foncteurs dérivés 3 gauche, Montrer que

les composants du complexe Z§§KC> ® M sont acycliques pour &im . En déduire, en no-

tant ST.(M) 1le complexe '&im (ZES(C) 8 M), des isomorphismes Hq(ST.(M) a Hq(C,M) .
C —_
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h) Soit u : C° —~—> Ens 1'unique morphisme du topos C~ dans le topos ponc—
tuel. On note uy 3 C; —> Ab 1'adjoint & gauche du foncteur ut oAb —> CZ .

Montrer que pour tout préfaisceau ab&lien M, u!M = ;%3 M .

i) On note dorénavant ST (C,M) et ST.(C,M) les complexes notés ST (M) et
ST.(M) . Un préfaisceau M sur C est dit localement constant s'il transforme tous
les morphismes de C en isomorphismes. Associer i tout préfaisceau localement cons—
tant M un préfaisceau localement constant M sur la catégorie C° (catégorie
opposée &4 C )} tel que pour tout morphisme u de C , M (u) = M(u)“1 . Trouver un

- * » * = v
isomorphisme canonique entre les complexes ST (C,M) et ST (C°,M) (resp. ST.(C,M)

v
et ST.(C°,M)).

j) Seit C une petite catégorie possédant un objet initial (resp. une petite
catégorie filtrante). Montrer que pour tout préfaisceau constant M , Hq(C“,M) =0

pour q > 0 (resp. Hq(C,M) =0pour g >0 ) .

v
2.4 Cas des petits sites. Cohomologie de Cech.

2.4.1 BSoient (C,A) un U-site annelé , C" le topos des faisceaux sur C ,

€: C——>C" le foncteur canonique qui associe 3 un objet de C 1le faisceau asso-
cié au préfaisceau représenté par cet objet. Par abus de notation, pour tout objet X
de C et tout faisceau de A-modules M nous poserons Hq( X,M) = Hq(X,M) (ef.2.3.1).
Rappelons que lorsque la topologie de C est moins fine que la topologie canonique,

ce qui est toujours le cas dans la pratique, le foncteur € est pleinement fiddle et

permet d'identifier C avec son image par ¢ °*

2.4.2 On note ¥° Cgf———e C; le foncteur d'inclusion des faisceaux de A-modules
dans la catégorie des préfaisceaux de A-modules. Pour tout faisceau de A-modules M

on a donc par définition :

(2.4.1) e = m°gM = M,

pour tout objet X de C . le foncteur &Q° est exact i gauche. Ses foncteurs dérivés
3 droite sont notés & . Comme pour tout objet X de C , le foncteur "section sur

X " est exact dans la cat@gorie des préfaisceaux, on a
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(2.4.2.2) i =8y

pour tout objet X de C et tout faisceau de A-modules M , de sorte que le pré-

faisceau 3{q(M) n'est autre que le préfaisceau Xp—> Hq(X,M) .

2.4.3 On suppose que (C,A) est un petit site annelé de sorte que C”~ est un topos
auquel on peut appliquer les résultats de 2.3. Soit X un objet de C et
R X un cible couvrant. Pour tout Eréfaisceau de A-modules G , les groupes

Hq(R,G) (qui sont donc calculés dans le topos C~) sont appelés les groupes de coho-

A4
mologie de Cech du préfaisceau G relatifs au crible couvrant R .

Lorsque R <“—> X est le crible engendré par
une famille couvrante "W = ('u,i e X)ieI de morphismes quarrables ces groupes peu—

v
vent se calculer & 1l'aide du complexe C'(WU,G) (2.3.3) appelé complexe de Cech de

G relatif 3 la famille couvrante W (ou du recouvrement W ). Les groupes

1l(U,6)

v
Hq(R,G) (2.3.4) sont alors appelé&s groupes de cohomologie de Cech de G

-

relatifs & la famille couvrante W .

2.4.4 Soit M un faisceau de A-modules sur C . Les groupes Hq(1L,3&°(M)) sont
le plus souvent notés, abusivement, Hq(QL,M) et appelés groupes de cohomologie de

Cech du faisceau M relatifs 3 la famille couvrante U .

v
2.4.5 On note K° : C; -———90; 1'extension naturelle aux préfaisceaux de A-modules,

du foncteur L décrit en II. On a donc, par définition, pour un préfaisceau G et

un objet X de C :

v .
(2.4.5.1) Reom = 2 w

la limite inductive &tant prise suivant les cribles couvrant X . Il résulte de
v
(2.4.5.1) que le foncteur ®° est exact 2 gauche. Les foncteurs dérivés & droite de
v v,
9{° sont notés X! . Comme les foncteurs "section sur X" et "limite inductive fil-

trante” sont exacts, il résulte de (2.4.5.1) qu'on a

A
q _ Rin q
(2.4.5.2) Bom - 28 feo ,

la limite &tant prise suivant les cribles couvrant X .
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v
v
Les préfaisceaux }&q sont appelés les préfaisceaux de cohomologie de Cech. Pour tout

objet X de C , on pose
v v
(2.4.5.3) e = Yom .

v,
Les groupes Hq(X,G) sont appelds les groupes de cohomologie de éech. Lorsque la

topologie de C est définie par une prétopologie, ce qui est le plus souvent le cas

dans la pratique, on a, compte tenu de 2.3.4,

Yq . q
(2.4.5.4) HY(X,6) = gim ®Y W, 6) ,
w
la limite inductive étant prise suivant les familles couvrantes quarrables préordon-—
nées par la relation d'ordre naturelle sur les cribles qui leur correspondent

(2.3.5).

2.4.6 Soit M un faisceau de A-modules. On pose, abusivement
Y v i v v
@.4.6.1)  Blxw = Bl %000, Wian = ®IRe any

v
et les groupes Hq(X,M) sont appelés groupes de cohomologie de Cech du faisceau M .
v,
Signalons que si les foncteurs H! sont des foncteurs dérivés sur la catégorie des
préfaisceaux, ils ne forment pas, en général, un §-foncteur sur la cat8gorie des

faisceaux.

2.5 Changement d'univers. Cohomologie de Cech dans le cas des U-sites

2.5.1 Soient (C,A) un U-site annelé et V un univers contenant U . Le site

(C,A) est alors un V-site et on a un U-topos CY , un V-topos C. et un foncteur
- — U - \i

canonique d'inclusion ¢ : CE — C; . Le foncteur € est exact et pleinement

fidéle sur les catégories de Modules et transforme les Modules injectifs en Modules
injectifs (1.9). Pour tout couple de U~faisceaux de A-modules on a donc des isomor-

phismes canoniques
Qe ~ q .
(2.5.1.1) ExtA(C”H,M,N) =~ ExteA(Cz,EM,SN) q2 0.

En particulier, pour tout U-faisceau d'ensembles R sur C , on a des isomorphismes

canoniques (2.1.1)

(2.5.1.2) B4R, M) = 5l (eR,eM) q

W
Low]
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et plus particuli&rement encore, pour tout objet X de C , on a des isomorphismes

canoniques (2.h.1)
(2.5.1.3) iz, 2 wi(x,em)

En termes vagues, on peut donc dire que la cohomologie des faisceaux ne dépend pas du
choix des univers et on peut toujours, pour la nécessité d'une démonstration ol d'une

construction, augmenter l'univers pour calculer la cohomologie d'un faisceau.

2.5.2 Soient (C,A) wun gfsite annelé et V un univers contenant U . Notons CZ

la catégorie des U-faisceaux e : C —> C le foncteur d'inclusion des

AU A,V

U-préfaisceaux dans les V-préfaisceaux de A-modules. Le foncteur € est exact et

par suite les foncteurs dérivés du foncteur & ¥° : CX —_— Cg v ( ) sont les
’—-
foncteurs § xﬂ » 4 > 0 . Par abus de notation, nous noterons encore
®e: CZ-———9 CK y *» 920, les foncteurs 2RI | cet agrandissement de 1'univers
’_

présente lorsque C est V-petit 1'avantage suivant: La catégorie Ca n'est pas en

général un U-topos et les U-préfaisceaux de A-modules ne sont pas nécessairement

des sous-modules de U-préfaisceaux injectifs, alors que la catégorie des V-pré-
faisceaux est un topos (un V-topos) et que par suite tout V-préfaisceau de A-modules
est un sous—objet d'un V-préfaisceau injectif (0.1.1). Ainsi pour tout V-préfaisceau
d'ensembles R (et en particulier lorsque R est un U-préfaisceau) et pour tout

tout U-faisceau de A-modules M , les groupes Hq(R,ﬂﬁq(M)) sont définis par 2.1.1

et il résulte de (2.5.1.2) que ces groupes ne dépendent pas de 1'univers V considéré.
De méme, pour tout couple d'entiers > 0 p et q , les préfaisceaux SQP(ZKS(M)) sont

définis par 2.4.5 et il résulte de (2.5.1.2) et de (2.4.5.4) que ces préfaisceaux ne

dépendent pas de l'univers V utilisé pour les définir.
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-

3. La suite spectrale de Cartan-Leray relative 3 un recouvrement

Proposition 3.1 : Soient (C,A) un U-site annelé, V un univers contenant U . Le

:-—'—-—* C; v (2.5.2) transforme les A-Modules injectifs en préfaisceaux
’—

injectifs. Pour tout entier q > 0 , et tout A-Module M , le faisceau associé au

foncteur ¥° : C

préfaisceau %q(M) est nul.

Notons ay le foncteur "faisceau associ&" pour les V-préfaisceaux et

€ 3 CK —> CK’Y,

° = K
a gzx: € (II 3.6) et comme les foncteurs EY_ et € sont exacts, on a i‘ix Q0

le foncteur d'inclusion des U-faisceaux dans les V-faisceaux. On

pour tout entier q > 0 . Pour tout U-faisceau M et tout V-préfaisceau N on a un

isomorphisme fonctoriel Hom.. (N,¥°(M)) =2 Hom.. (ayN,e M) . Lorsque M est in-
Ca Gy X

sV L
jectif, eM est injectif (1.9) et comme le foncteur ay est exact, le foncteur

-]
N b HomC (N,% (M)) est exact. Par suite W(M) est injectif.
AV

Théoréme 3.2 : Soient (C,A) un U-site annelé, R un U-préfaisceau d'ensembles sur

C, M un faisceau de A-Modules. Il existe ume suite spectrale, fonctorielle en R

et en M:
(3.2.1) R = ED'Y - WPR, %100)

(Lorsque C n'est pas U-petit, le terme Hp(R,%q(M)) doit €tre interprété comme la

cohomologie du préfaisceau ‘}‘Eq(M) dans le topos C;} ol V est un univers contenant

U tel que C soit V-petit (2.5.2)),

Par définition du foncteur "faisceau aseocié" (cf. II) on a un isomorphisme de
foncteur H°(3R,M)-“-—’ HO(R,?Q"(M)) . Le foncteur ¥° transforme les objets injectifs
en objets injectifs., La suite spectrale des foncteurs composés (0.3) est la suite

spectrale cherchée.

Corollaire 3.3 : Soient X un objet de C et W = (Ui —>X), 1€1, une fa-

mille couvrante telle que pour tout i€ 1 , le morphisme Ui ——>» X soit quarrable.

On a alors une suite spectrale (dite de Cartan-Leray) :

(3.3.1) Hp*q(x,M)¢=Eg’q = wPW,Rm)
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Soit R&—> X 1le crible engendré par 1L . Comme ce crible est couvrant, le

faisceau associé 3 R est le faisceau associé 3 X (II 5.2). Compte tenu de 2.4.1,

+ +
on a H q(ER,M) = q(X,M) . Le corollaire résulte alors de 2.3.4.

Corollaire 3.4 : Il existe une suite spectrale fonctorielle en le faisceau M et

l'objet X de C
V.
(3.4.1) BPYx, ) &— AL RN e 8 MUY .

Cette suite spectrale fournit, lorsque X varie dans C , la suite spectrale de

préfaisceaux :
v
(3.4.2) B e—— 21 - RP(®ien) .

Ces suites spectrales fournissent des morphismes fonctoriels (morphismes de coin)

(3.4.3) G ¥ay —s> Ry,
(3.4.4) @%(M) : ", —s B, .
Les morphismes 83 et Qg sont des isomorphismes lorsque q _égale 0 ou 1 . Les

morphismes ¢2 et ¢§ sont des monomorphismes. Plus généralement, lorsque les pré-

faisceaux ﬁﬂf(M) sont nuls pour O <i <n , les morphismes @q(M) et @i(M)

sont des isomorphismes pour O < q < n et des monomorphismes pour g =n + 1 .

La premiére suite spectrale s'obtient en passant i la limite inductive dans la
suite spectrale (3.2.1) sur les cribles R<«—— X couvrant X (2.4.5.2). La deuxiéme
suite spectrale s'en déduit aussitdt (2.4.5.3). Les faisceaux associés aux préfais-
ceaux %q(M) sont nuls lorsque ¢ > 0 (3.1). On a donc 'J‘Ef ':{b ‘jﬁq(M) = 0 pour tout
q >0 (II.3.4). Par suite jé°3cq(M) est un préfaisceau séparé dont le faisceau
associé est nul. On a donc §é° 3Lq(M) =0 pour q > 0 (II 3.2). Les assertions sur
ol s'en déduisent aussitdt.

les morphismes

q
et QX

Corollaire 3.5 : Soient (E,A) un topos annelé et M un A-Module (i gauche pour

fixer les idées). Notons M 1le Groupe ab&lien sous—jacent 3 M . Le foncteur

M—> M est exact et par suite, pour tout objet X de E , 1'isomorphisme

canonique
B (X,M) > HU(X,M)
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se prolonge en des morphismes

Bz — i 150 .

Ces morphismes sont des isomorphismes.

Pour tout objet Y de E , on a (2.4.5.4) :

# (Y, = lim B (UM wP (Y, = lim B (UM
w
la limite inductive &tant prise sur les familles épimorphiques K/ (Yi — Y,
i€1.
. . . ¥p ¥p . .
Par suite, 1'homomorphisme canonique H' (Y,M) —> H (Y,E) est un isomorphisme
v
(2.3.4). Donc (2.4.5.3), 1l'homomorphisme canonique 31P(M) e u&p(g) est un iso-
v

morphisme. Si M est un A-Module injectif, on a 96?(&) =0 pour p > 0 ; D'ol
x,l(g) = 0 et par récurrence sur p , %P(w =0, p>0 (3.4). Donc HP(X,E) =0
pour p > 0 (2.4.2.2) et (2.5). Par suite, le foncteur M F—> M transforme les
objets injectifs en objets acycliques pour le foncteur HO(X, . ) , d'ol 1'isomor-

phisme annoncé.

Exercice 3.6 : Soient G un groupe topologique et B, son topos classifiant (IV

G
2.5). Notons E, l'objet de BG constitué par 1l'espace topologique sous—jacent & G
muni de 1l'opération de translation 3 gauche par les &léments de G . Le morphisme

canonique de E_, dans 1'objet final e, de B, est un épimorphisme ; d'oti un recou~

G G G

vrement U = (EG — eG) et, pour tout faisceau abé&lien F de B , une suite

G

spectrale

(3.6.1) 2 = B, BIUP) = PP,

qu'on se propose d'étudier.
1) Montrer que pour tout entier n , le topos

B ( n facteurs)

G/ EG x EG X L..X EG

est canoniquement &quivalent au topos (IV 2.5)
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TOP (GXGXGX...x G) ( n-1 facteurs)

Pour tout entier n , notons Fn le faisceau sur l'espace topologique GX ... %X G

( n facteurs) induit par F .

2) En déduire que le terme Eg’q de (3.6.1) est canoniquement isomorphe au

p-éme groupe de cohomologie d'un complexe du type

Hq(e,Fo) —_— Hq(G,Fl) — Hq(GxG,FZ) _ ...,

qu'on explicitera ( e désigne 1l'espace topologique réduit 3 un point).

3) En déduire que la cohomologie du topos classifiant BG 3 valeur dans les
faisceaux localement constants est isomorphe i la cohomologie singuliire correspon—
dante des espaces classifiants utilisés en topologie lorsque pour les espaces topolo-—
giques du type GxGx ... xG , la cohomologie des faisceaux localement constants
coincide avec la cohomelogie singulidre correspondante (Ce qui est le cas lorsque, par

exemple, G est localement contractile) ; (Pour les espaces classifiants, on pourra

consulter [15]).

4. Faisceaux acycliques

Définition 4&1. : Soient (E,A) un topos annelé, F un A-Module, S une famille

topologiquement génératrice de E . On dit que F est S-acyclique si pour tout objet

X de S, et tout entier ¢ > 0, on a Hq(X,F) = 0 , Lorsque S est gal 3 ob E ,

les faisceaux S-acycliques sont appelds les faisceaux flasques.

4.2. Soient (C,A) un U-site annelé, F un faisceau de A-modules sur C . On dit
que F est C-acyclique si F est S-acyclique ofi S est la famille des faisceaux

associds aux objets de C .

Proposition 4.3 : BSoient (C,A) un U-site anneld, F un faisceau de A-modules.

Notons QfP : Cx —> C; le foncteur d'inclusion des A-Modules dans la catégorie

des préfaisceaux de A-modules (il s'agit ici des V-préfaisceaux oi V est un univers

tel que C seit V-petit). Les conditions suivantes sont &quivalentes :
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i) F est C-acyclique.

ii) Pour tout objet X de C et tout crible couvrant R%&—>X , on a :

Bi@R, %) = o pour tout q > 0 .
iii) Pour tout objet X de C, on a:

A/
g (X,F) = 0 pour tout q > 0

i) swmmd ii) : Comme F est C-acyclique, les préfaisceaux 96“(?) sont nuls pour
q > 0 . La suite spectrale 3.2.1 fournit alors un isomorphisme Hq(R,x"(F)) o Hq(X,F)
pour tout q . Par suite Hq(R,%"(F)) =0 pour q >0 .

ji)====P jii) : clair par passage 3 la limite inductive.
iii) == i) : on démontre par récurrence sur q que les préfaisceaux %q(F) sont

nuls pour @ > 0 . Pour cela, on utilise 3.4.2.

4.4. 11 résulte du critdre 4.3 ii) et de 3.5 que la propriété de S—acyclicité ne
dépend que du faisceau ab&lien sous-jacent. En particulier, un faisceau de A-modules

est flasque si et seulement si le faisceau abélien sous~jacent est flasque.

Corollaire 4.5 : Soient (E,A) un topos anneld et F un A-Module. Les propriétés

suivantes sont é&quivalentes :

i) F est flasque ;

ii) Pour toute famille épimorphique T- (xi eim X} ie1
14@C, ¥) = 0 pour tout q > 0 .

Dans 4.2, on prend pour C 1le topos E 1lui-méme. Le corollaire résulte alors de

1'équivalence 1i) & ii) de 4.2.

4.6. Les faisceaux injectifs sont flasques. Les faisceaux flasques sont S—acycliques
pour toute famille topologiquement génératrice S . Les faisceaux flasques ne sont pas
nécessairement injectifs (prendre pour topos E le topos des ensembles). Les faisceaux

S-acycliques ne sont pas nécessairement flasques (exercice 4.1.3).

Proposition 4.7 : Soient (E,A) un topos, F un A~Module flasque, X un objet de

E . Pour tout sous—objet Y de X 1'homomorphisme canonique 1°(x,F) — H°(Y,F)
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est surjectif.

Soit Y wun sous-objet de X tel que le morphisme HO(X,F) R HO(Y,F) ne soit
pas surjectif. Soit Z 1'objet obtenu en recollant deux copies X1 et XZ de X 1le

long de Y , L'objet Z est recouvert par les deux sous—objets X1 et X2 on a
X‘ KZ X2 = Y . Notons {f = (Xl » X2) le recouvrement ainsi obtenu. On constate aussi-

tdt que H‘(GZ,F) # 0 . Contradiction.

4.8. La propriété décrite dans 4.7 ne caractérise pas, dans le cas des topos géné-
raux, les faisceaux flasques (exer. 4 .15). Elle la caractérise cependant dans le cas
des topos engendrds par leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos asso-—
ciés aux espaces topologiques (exer. 4.16). La terminologie de flasque adoptée ici

coincide dans le cas des espaces topologiques avec la terminologie de [7] (exer. 4.16).

Proposition 4.9, : Soient u : (E,A) —> (E',A') un morphisme de topos annelés.

1) Le foncteur u_ transforme les A-Modules flasques en A'-Modules flasques.

2) Soient S et S' des familles topologiquement génératrices de E et E'

respectivement telles que ux(s') C S . Le foncteur u transforme les A-Modules

S-acycliques en A'-Modules S'~acycliques.

3) Lorsque u est un morphisme plat (1.8) le foncteur u_ transforme les A-

Modules injectifs en A'-Modules injectifs.

Soient X un objet de E' , T- (Xi —> X) une famille épimorphique, F

i€I
. b 4
un A-Module flasque, C (:r,uxF) le complexe de Cech du recouvrement SC . On a un
isomorphisme canonique C'(q:,uxfﬁ =~ C'(uxCC),F) en utilisant l'adjonction de u
et de u* et le fait que ™ commute aux produits fibré&s. De plus u©  commute aux
s . . . x x X :

limites inductives et par suite u (x) = (u Xi —> u'X) 1€1 est une famille
épimorphique. Comme F est flasque, on a Hq(ux(ﬂ:),F) pour ¢ » 0 et par suite
e = vl e ) = mlcTw *@,m) = TP = 0 pour q> 0.
Donc uxF est flasque.

Démontrons 2). Lorsque S' est stable par produits fibrés une démonstration

analogue a celle qui précéde permet de démontrer 2). Dans le cas général, nous utili-

serons la suite spectrale du morphisme u (5.3.2). L'assertion 2) ne sera pas utili-
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sée avant 5.3.2. Soit F un faisceau S-acyclique. les faisceaux unxF sont les
faisceaux associés aux préfaisceaux X t—> Hq(uxX,F) . Coome S' est une famille
topologiquement génératrice et comme F est S—acyclique, on a unxF = 0 pour tout
q » 0. La suite spectrale 5.3.2 fournit alors un isomorphisme, pour tout objet X de
E' : Hq(X,uxF):f Hq(uxX,F) et par suite, pour tout X dans S' , Hq(X,uxF) =0 .
Démontrons 3). Lorsque le morphisme u est plat, le foncteur ur pour les Modules
est exact (1.8). Par suite le foncteur u adjoint A droite de u® transforme les

objets injectifs en objets injectifs (0.2).

Proposition 4.10 : Soient F wun A-Module du topos annelé (E,A), G un A-Module

injectif.
1) Le foncteur F —p 3comA(F,G) est exact.

2) Le groupe abélien 9GomA(F,G) est flasque.

Preuve : Montroms 1). Soit :

¢} >~ F' > F > F" + 0

une suite exacte. Il nous faut montrer que la suite :
0 —-rxaomA(F",G) —rﬁomA(F,G) —p—’eomA(F‘,G) e

est exacte et pour cela il suffit de montrer que pour tout objet H de E , la

suite :
0 — HomE(H,scomA(F",G)) ———9-HomE(H,3eomA(F,G)) ———¢vHomE(H,3eomA(F',G) e ()
est exacte. Or (IV 6.12) cette derniére suite est isomorphe d la suite
0 — HomA(AH GAF",G) —_— HomA(AH GAF,G) —_— HomA(AH OAF',G) —_ 0
et le A-Module AH est plat (1.3.1).
2) Montrons que%ﬁomA(F,G) est flasque. Soit :
£I:=(xi—-—-a v ,i€1 ,

une famille &pimorphique de E , et

i —_— —.
(@ ...== -l—l-i’j, zxixxj - Li'szi
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le complexe défini en 1.5. Ce complexe est une résolution plate de l'objet Zx qui
est lui-méme plat(l.4 et 1.3).

Calculons alors les groupes :
1, ®om, (7,6) 5> 1% Hon; (. () Kom, (7,0)) 22> 1 (Hom, (c. (L) @, F,0)

Le complexe

c.() 8, F

est acyclique en degré # 0 , car C.(IL) est une résolution plate d'un module plat.

Par suite Hom(C.(X) Oz F,G) est acyclique en degré # 0 .

Proposition 4.11 : Soient (E,A) un topos annelé, F un faisceau flasque (resp.

injectif) de A-modules.

1) Pour tout objet X de E le AlX‘Module j; F est flasque (resp. injectif)

2) Pour tout fermé Z de E , le faisceau des sections de F 3 supports dams

Z (IV 14) est flasque (resp. injectif).

L'assertion 1) résulte de 4.5 lorsque F est flasque. Le foncteur j; admet un
adjoint & gauche exact jX! (IV 11). Par suite, lorsque F est injectif, j; F est
injectif (0.2). Démontrons 2). Notons i : Z —> E le morphisme d'inclusion. Le

. . . .o
faisceau des sections de F i support dans Z est alors le faisceau ii F (IV 14).

1
Le foncteur ixl

est adjoint 3 droite au foncteur ixix qui est exact (IV 14). Par
suite il transforme faisceau injectif en faisceau injectif. Soient U 1'ouvert com-
plémentaire de Z , j % U => E le morphisme d'inclusion et F un faisceau flas-

que. On a une suite exacte (IV 14) :

(4.11.1) 0 —> ixilF-—-->-F—> i 5™ .
Pour tout objet X de E , on a jxij(X) = F(XxU) et le morphisme
F(X) —> jxj"F(x) induit par la dernire flache de (4.11.1) provient de

1'injection canonique XxU%—> X . Comme F est flasque, ce morphisme est surjectif
(4.7) et par suite, la dernisre flache de 4.11.1 est un épimorphisme de préfaisceaux.
Pour tout objet X de E , la suite exacte de cohomologie dé&duite de 4.11.1 fournit

PR | . PR |
Hq(x,lxl F) = 0 pour q > 0 et par suite id F est flasque.
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4.12 La propriété pour un faisceau d'8tre flasque (resp. injectif) se localise (4.1l
1)). Mais ce n'est pas, en général, une propriété de caractdre local (exer. 4.15).
Cependant, c'est une propriété de caractére local dans le cas des topos engendrés par
leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos associés aux espaces topologt

ques (exer. 4.16).

Exercice 4.13 : Soient X un espace localement compact et F un faisceau c-mou
[7]. En utilisant le caractdre local de la mollesse (loc. cit.), montrer que la res—
triction de F 3 tout ouvert paracompact de X est un faisceau mou. Montrer que les
ouverts paracompacts forment une base de la topologie de X . En d&duire que, en no-
tant S 1la famille des ouverts paracompacts de X , le faisceau F est S-acyclique.
Montrer que le faisceau des fonctions continues sur X est S-acyclique mais n'est

pas flasque lorsque X n'est pas discret.

Probléme 4.14 : Etudier les topos totalement acycliques, i.e. les topos tels que

Hq(X,F} =0 pour tout q > 0 , tout objet X , tout faisceau abé&lien F .

Exercice 4.15 : Soient G un groupe discret, B, son topos classifiant (IV 2.4).

G
Montrer que pour tout faisceau abélien F et tout monomorphisme X ¢« Y , 1'homo-
morphisme F(Y) —> F(X) est surjectif. Soit E(G) 1le groupe G considéré comme

espace homogéne sous lui-méme. C'est un objet de B. . Le topos est équi-

¢ B /E(0)

valent au topos ponctuel (IV 8). Le morphisme E(G) —> e (e objet final de BG)

est un épimorphisme. Pour tout faisceau abélien F de B le faisceau F{E(G) est

G 2
flasque. En dé&duire que la propriété d'étre flasque ou injectif n'’est pas de caractére

local.

Exercice 4.16 : On dit qu'un topos E est engendré par ses ouverts si les ouverts
de E (i.e. les sous~objets de 1'objet final e de E ) forment une famille généra-
trice (I 7). Un tel topos posséde la propriété suivante :

(P} Toute famille &pimorphique Xi —> X, i €1, est majorée par une famille &pi-

morphique Uj —»X , j €3, o les Uj 3 ¥ sont des monomorphismes.
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a) Existe-t-il des topos qui possédent la propriété (P) et qui ne sont pas engen-
drés par leurs ouverts ? Les topos associfs aux espaces topologiques sont engendrés
par leurs ouverts. Si E est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)), pour tout

objet X de E , E est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)). Tout sous-

/X
topos d'un topos engendré@ par ses ouverts est engendré par ses ouverts. La propridté

(P) n'est pas une propriété de caractére local.

b) Soient E un topos, Ouv(E) 1la catégorie des ouverts de E munie de la topo-
logie induite. Le foncteur d'inclusion Ouv(E) —— E est un morphisme de sites,
d'ol un morphisme de topos Il : E = Ouv(Ey~ . Le foncteur T* est pleinement
fidéle. Le morphisme I posséde vis 4 vis de la 2-catégorie des topos engendrés par
leurs ouverts une proprié&té universelle que le lecteur explicitera.

c) Soient E un topos engendré par ses ouverts et Point(E) 1'ensemble des
points 3 isomorphismes prés de E . Montrer que Point(E) est petit. Mettre une topo-
logie sur Point(E) et définir un morphisme Top(Point(E)) ——> Ouv(E)™ faisant
de Top(Point(E)) un sous~topos de Ouv(EY” . Pour tout espace topologique X ,
montrer que tout morphisme de Top(X) dans E fournit un morphisme de Top(X) dans
Top(Point(E)) . Montrer qu'un topos engendré par ses ouverts est &quivalent 3 un topos
Top(X) (X espace topologique) si et seulement s'il possdde suffisamment de points.
Montrer qu'il existe des topos engendrés par leurs ouverts qui ne sont pas équivalents
3 des topos Top(X) ol X est un espace topologique.

d) Soit E un topos possé&dant la propriété (P) . Pour qu'un faisceau abélien
F sur E soit flasque, il faut et il suffit que pour tout monomorphisme X<—» Y ,
1'homomorphisme F(Y) —> F(X) soit surjectif.

e} Soit E un topos possé&dant la propriété (P) . Montrer que la propridété pour
un faisceau F d'8tre flasque est une propriété de nature locale.

f) Soient E un topos engendré par ses ouverts, e 1'cbjet final de E . Pour

qu’un faisceau abélien F soit flasque il faut et il suffit que pour tout ouvert U

de e , le morphisme canonique F(e) - F(U) soit surjectif.
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Exercice 4.17 (Faisceaux flasques et changement d'univers)
Soient € un U-site (par exemple un U-topos) et V un univers contenant U .

Notons € : C¥ w3 ( les catédgories de faisceaux correspondantes et l'injection
U v g

canonique. Soit F un U-faisceau abélien flasque sur C . On se propose de montrer

que eF est flasque. On remarque tout d'abord que pour tout objet X de CG on a

Hq(gx,gF) =0 pour q > 0 . Tout objet Y de ¢ admet une famille épimorphique

<

eXi —= Y, i €1 ol les eXi —> Y sont des monomorphismes. On en conclut que

Hq(Y,eF) = 1in? F(X) . Pour montrer que ces
(3.0 2 4

LY
ramener au topos Ouv(CV/Y)

flasque s'il 1'est localement.

lim! sont nuls pour q # 0 , on peut sa

et utiliser le fait que pour ce topos, un faisceau est

5. Les unﬁ et la suite spectrale de Cartan-Leray relative 3 un morphisme de topos

5.0. Soient u : (E,A) — (E',A') un morphisme de topos annelés, v = E —E'
le foncteur image directe. La notation u désignera encore l'extension aux Modules
du foncteur image directe. Le foncteur u  pour les Modules{a gauche pour fixer les

idées) est exact 3 gauche. Ses foncteurs dérivés droits sont notés unx s 9 20.

Proposition 5.1 :

1) Pour tout A-Module M , le faisceau unxM est le faisceau associé au pré-

faisceau X' b Hq(uxX',M) (x' €ob E") .

2) La formation des foncteurs unx commute aux restrictions des scalaires.

3) La formation des unx commute aux localisations. De manidre précise, pour

tout objet X' de E' , si on désigne par Uyt E/uxx, —> E! le morphisme

/X

déduit de u par localisation (IV 8), on a, pour tout A-Module M , un isomorphisme

canonique

(5.1.1) Rq(u/ alu™x) = R%_on) | x* 430 .

X')x

Désignons par u; : EE— E'"" le foncteur image directe pour les U-préfaisceaux

- x x . . s
(uxM =Mou" )., Comme u et u sont adjoints, on a un isomorphisme
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oi a est le foncteur faisceau associé pour E' . Comme les foncteurs a et u

sont exacts, on a
un & au” xq N
x —x

ce qui est une autre manidre d'énoncer 1)}. L'assertion 2) résulte alors de 1) et de

3.5. Par définition du morphisme u on a un isomorphisme canonique 5.1.1 pour

/X!
q = 0 . Le cas général s'en déduit en remarquant que les foncteurs de localisation

(IV 8) sont exacts et transforment les objets injectifs en objets injectifs (4.11).

Proposition 5.2 : Soient u : E—E' un morphisme de topos et S' une famille

P

génératrice de E' . Les faisceaux M acycliques pour les foncteurs Ho(uxX',.) s

X' € s', sont acycliques pour le foncteur u - En particulier, les faisceaux flas-—

ques sont acycliques pour u_ -

Résulte de 5.1, 1).

Proposition 5.3 : Soient u : E—> E' un morphisme de topos et M un Groupe abé-

lien de E . On a une suite spectrale :

(5.3.1) Equ = HP(E' ,unxM} —_—y Hp+q(E,M) .

Plus_généralement, pour tout objet X' de E' , on a une suite spectrale :

(5.3.2) E‘;'q = HP(X',unxM) — P

Par définition des foncteurs images directe et réciproque, on a un isomorphisme
o x . .. . s
H (X',uxM) = Ho(u X',M) . Le foncteur u transforme les objets injectifs en faisceaux
flasques (4.6 et 4.9). Les suites spectrales proposées sont donc des suites spectrales

de foncteurs composés (0.3).

Proposition 5.4 : Soient u : E—>E' et v : E' —>E" deux morphismes de

topos. On a une suite spectrale

P rd P*q
RVXR u_ =3 R (vou)x .

On a v U = (vu)x et le foncteur u transforme les objets injectifs
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en flasceaux flasques (4.9) donc acycliques pour Ve (5.2). On a donc une suite

spectrale des foncteurs composés (0.3).

-

6. Ext locaux et cohomologie 3 supports

6.0. Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module, & gauche pour fixer les idées.

-

Le foncteur N F——i>3&mmA(M,N) , sur la catégorie des A-Modules 3 gauches et & valeurs
dans la catégorie des Groupes abéliens est exact 3 gauche (IV 12). Ses foncteurs déri-

vés droits sont notés :

(6.0.1) Ext; (M, N) .

En particulier, on a

(6.0.2) gxt(14,8) =3om, (4, N)

Par définition, on a des isomorphismes canoniques (2.1 et IV 12).
(6.0.3) HO(E,gth(M,N)) = Exty(E;M,N) = Hom, (M,N) .
Plus généralement, pour tout objet X de E , on a (2.2)

(6.0.4) EO(X, Ext,(M,N) = Exty(X;M,N) = H MIX, N[0 .

A lx

Proposition 6.1 :

1) La formation des foncteurs EXCX commute aux localisations. De manidre préci-

se, pour tout objet X de E , on a des isomorphismes fonctoriels :

q ~ el
(6.1.1) ext, (4,N) X = gxtA!X(M|X,N|X) .

2) Le faisceau Extg(M,N) est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau

X b Excg(x;n,»n) .

3) Il existe une suite spectrale

(6.1.2) Extr-q(E;M,N)%sEg’q = WPE el .
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Plus généralement, pour tout objet X de E , on a une suite spectrale fonctorielle

en X et en les arguments M et N

(6.1.3) Exth (XM, 1) = - P Eelonn)

Par définition, on a un isomorphisme (6.1.1) lorsque q = 0 (IV 12). Le cas gé-
néral s'en déduit compte tenu du fait que les foncteurs de localisation sont exacts
et transforment les Modules injectifs et Modules injectifs (2.2). Le foncteur
N F~—€>§£omA(M,N) = Eth(M,N) transforme les Modules injectifs en faisceaux flasques
donc en faisceaux acycliques pour HO(X,.) (4.10). Les suites spectrales (6.1.2) et
(6.1.3) sont des suites spectrales de foncteurs composés compte tenu de (6.0.3) et
(6.0.4). Lorsque X varie dans E , la suite spectrale (6.1.3) fournit une suite
spectrale de préfaisceaux, d'ol en passant aux faisceaux associés, une suite spectrale
de faisceaux. Comme les faisceaux associds aux préfaisceaux Xv+—> H (X,.) sont nuls
lorsque p # 0 (3.1), cette suite spectrale dégénére et fournit 1'isomorphisme annoncé

dans 2).

Proposition 6.2 : Les foncteurs (M,N) —s Eth(M;N) s q >0, forment un 8-fonc-

teur en la variable M et la variable N . De maniére explicite, pour toute suite

exacte 0 N' N N" 0 (resp. O M’ M M" 0)

on a des longues suites exactes :

(6.2.1) o = ExEIOLN') —> Exed (4, N) —— gxt ] (M,N") £, £xtq;‘(M,N') —_ ..
(resp.
(6.2.2) —»exti(w',m — Eth(M,N) — Extz(M',N) N Extq;:l(M",N) —_— ).

I1 résulte des propriétés générales des foncteurs Extq

que pour tout objet X
de E , les foncteurs (M,N) > Extz(X;M,N) ,» @ 2 0, forment un §-foncteur en cha-
cun des arguments, d'oii 1'assertion, en faisant varier X et en prenant le faisceau

associé (6.1).

6.3. Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module, Z un fermé de E (IV 9),

U 1'ouvert complémentaire. On note HZ(E,M) le groupe des sections de M dont le
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support est contenu dans Z (IV 14) et g;(M) le sous-faisceau de M défini par les

sections de M "2 supports dans Z " (IV 14). Les foncteurs H;(E,.) et E;(.) sont

=~

exacts 3 gauche (IV 14). Les foncteurs dérivés sont notés H%(E,.) et g;(.) respec—

tivement et appelés les groupes (resp. faisceaux) de cohomologie de M 3 support

(x)

dans Z .

On a des isomorphismes canoniques (IV 14)
(6.3.1) Hy(E,M) 2 Hom,(A,,M) 2 Ext,(E;A,M)
(6.3.2) B0 = Kom, (a0 = €xc,(a,,1) .
d'oli des isomorphismes pour tout q 2 0
(6.3.3) Hy (E,M) = Ext, (E34,,M) ,

(6.3.4) B0 = exel(A,M) .

~

On remarquera que A_  &tant un biModule, les faisceaux £th(Az’M) = g;(M) sont

Z

munis canoniquement de structures de A-Module.

Pour tout objet X de E , notons Z! le sous~topos fermé de E!X déduit de

X

Z par localisation (c'est le complémentaire de UxX ). Par définition, on a des iso-

morphismes canoniques

(o] O ~ (o]
(6.3.5) B (X,H,(0) = H, (E/X,MIX) .
/X%
On pose
q ~
(6.3.6) Hy (X, M) HZ/X(E/X,M|X)

Compte—~tenu de {6.3.2), on a des isomorphismes canoniques

(6.3.7) H;(X,M) o Eth(X;AZ,M)

(x) Comparer avec SGA 2 I pour le cas des espaces topologiques ordinaires, ainsi
que 1'exposé de HARTSHORNE cité p.80 plus bas.

40



39 v

Proposition 6.4, :

1) La formation des foncteurs Eg commute & la localigation. De manidre précise,

pour tout objet X de E , et tout A-Module M , on a des isomorphismes canoniques

(6.4.1) B0l x = B D
/X

2) Le faisceau Bg(M) est le faisceau associé au préfaisceau X b— H%(X,M) .

3) I1 existe une suite spectrale :

(6.4.2) e ) e=nP (5,5 (1) .

Plus généralement, pour tout objet X de E , il existe une suite spectrale

(6.4.3) w00, <=1 (x, B2 00) :

On ne fait que traduire la proposition 6.1 a 1'aide du dictionnaire 6.3.

Proposition 6.5 : Avec les notations de 6.3, notons j : U — E le morphisme

canonique. Pour tout A-Module M , il existe une suite exacte de faisceaux :

(6.5.1) 0 —> HO (M) M i M) —> M —>0

et des isomorphismes pour q > 2 :

(6.5.2) B0 2 el P 2 17wy .

On_a de plus, une longue suite exacte

q+1 (x)

(6.5.3) oo — By — 1@ — 1o — 1B em — . .

et plus généralement, pour tout objet X de E , on a une longue suite exacte

(6.5.4) e = HOW — B — wlo,w — Hg+1(X,M) _ ... .
Par définition de AZ , On a une suite exacte (IV 14)

(6.5.5) 0 ——> 4, > A > A, » 0 .

(x) cette suite exacte précise le rSle des invariants cohomologiques globaux Hq(E,N)
comme des ''groupes de cohomologie de E modulo l'ouvert U , 3 coefficient
dans M ".
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Les foncteurs ﬁxtg(A,.) sont nuls pour ¢ > 0 . On a EEOmA(AU,M):z jx(Mlu) (1IV 14)
. q q . q ~ 9

et par suite (2.2)  €xt (A,M) R jz(MlU) . Enfin  Ext (A,,M) = H (M) (6.3.4).

La longue suite exacte (6.2.2) fournit dans ce cas (6.5.1) et (6.5.2). Les suites

exactes (6.5.3) et (6.5.4) résultent du dictionnaire 6.3 et de la longue suite exacte

du S-foncteur Extz(X; . M , q 320, associde 3 (6.5.5).

Proposition 6.6. :

1) Les faisceaux flasques sont acycliques pour les foncteurs E; et H;(X, ).

2) Les foncteurs §§ et H;(X, . )} commutent aux restrictions des scalaires.

Soit M un faisceau flasque. La suite exacte (6.5.4) fournit des égalités

Hg(X,M) = (0 pour tout X et tout q > 2 et une suite exacte
0 — H(X,M) —— H*(X,¥) ——> B°(XxU,M) —> H;(X,M) —0 .

Mais le faisceau M &tant flasque, le morphisme HO(X,M) — HO(XXU,M) est surjec—
tif (4.). Par suite Hé(X,M) =0 et M est acyclique pour HZ(X;M). En passant aux
faisceaux associds, on en déduit que M est acyclique pour le foncteur g; (6.4).
I1 est clair que les foncteurs E; et H;(X, . ) commutent aux restrictions des sca-

laires et comme les faisceaux flasques sont acycliques pour ces deux foncteurs, la

propriété 2) en résulte.

Proposition 6.7, : Soient (E,A) un topos annelé, 2 un fermé de E , U l'ouvert

complémentaire, M et N deux A-Modules. Il existe des isomorphismes fonctoriels en

M et N compatibles avec les changements de fermés :

(] ~ o ~
i, (¥om, 01,10) 2% Bom, 04,57 (0) 25 Rom, (M 8, 4,1 .
Résulte de (IV 14) compte-tenu de (6.3.2).

6.8 On pose

(6.8.1) %omA,z(M,N) = Hy(%om, (1,) .

Le foncteur N }———9§&mpA Z(M,N) est exact 3 gauche. Ses foncteurs dérivés sont notés
b4

€Xti Z(M,N) t ce sont les faiscegux €xt 3 supports dans Z . On a donc
L]
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(6.8.2) ext, ,00W = Wom, 0 .

Posons MZ = MQAAZ . I1 résulte de IV 14 que MZ

1'image réciproque sur Z de M . On a donc, compte tenu de 6.7 des isomorphismes

est 1'image directe sur E de

q ~ q
(6.8.3) ExtA’Z(M,N) & &xt, (M),N)
Passons maintenant aux invariants globaux. On pose
= o . = o
(6.8.4) HomA,Z(M,N) = ExtA,Z(E,M,N) HZ(E,ﬁeomA(M,N)) .

Le groupe HomA z(M,N) est le sous—groupe du groupe des morphismes de M dans N
L
dont le support et dans Z (IV 14) i.e. qui sont nuls sur U . Plus glnéralement,

pour tout objet X de E , on pose

(6.8.5) Eth,Z(X;M,N) = Hg(x,%omA(M,N)

-

Les foncteurs N+—— Extz Z(X;M,N) sont exacts d gauche. Les foncteurs dérivés sont
:

notés Extz Z(X,M,N) . Ce sont les groupes Ext i supports dans Z . Les définitions
’

6.3.6, 6.8.1 et 6.8.5 et les isomorphismes 6.7 fournissent des isomorphismes

o 9
1] {X,&EmmA‘Z(M,N} s
o "~ " ] . 44
(6.8.6) ExtA’z(X,M,N) = Exe, (XM, B, (1)) ,

o
ExtA(X,ME, N}
Le dernier isomorphisme de (6.8.6) fournit des isomorphismes
q . 9oy,
(6.8.7) ExtA,Z(X,M,N) o~ ExtA(X,MZ,N) .

Proposition 6.9,

1) Il existe deux suites spectrales fonctorielles en M et N compatibles avec

les changements de fermés

Psq _ Pop.. 4
E = H (EXt (M;N)) »
(6.9.1) axtrg(u,n) Comaer 2 —Z T A

‘B9 = gxed o,B1 M)
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2) 11 existe trois suites spectrales fonctorielles en X , M et N compatibles

avec les changements de fermés

Peq P q
!Ez HZ(K’&tA(M;N) *
p*q 1pPr 9 P q
6.9.2 Ext M,N m E = H X, t (M,N)} +
( ) X A,z( Ny 1 2 (X,8xt,(,
"B Y = e M, () .

3) Les faisceaux GXtZ Z(M,N) sont canoniquement isomorphes aux faisceaux asso~
’

ciés aux préfaisceaux X hb—— Extg Z(X;M,N) .
L]

Lorsque N est injectif, le faisceau 3ComA(M,N) est flasque 4.10 donc acyclique
pour E; (6.6) . La premi&re suite spectrale de 6.9.1 est une suite spectrale de fonc~
teurs composés (6.8.1). De méme, lorsque N est injectif, §§(N) est injectif (4.11)
et la deuxidme suite spectrale de 6.9.] est une suite spectrale de foncteurs composés
déduite de 6.7. Les suites spectrales de 6.9.2 sont des suites spectrales de foncteurs
composés déduites de la définition 6.8.5 et les deux premiers isomorphismes de 6.8.6.
Enfin, en faisant varier X dans la deuxidme suite spectrale de 6.9.2 et en prenant

les faisceaux associés, on obtient une suite spectrale de faisceaux qui dégéndre grice

a2 3.1 et qui fournit les isomorphismes de 3).

Proposition 6.10 : Les foncteurs (M,N) b—> £xt2 Z(M,N) » 4 > 0, et
’

(M,N) b— Extz z(X;M,N) » 4 > 0, sont des §-foncteurs en chacune des variables M
’

et N . En notant MU le faisceau M OAAU (cf.IV 11), on a une longue suite exacte

8

q q q § q+l
(6.10.1) ee. = ExtA’Z(M,N) —_— ech(M,N) —_— extA(MU,N) — Ext

A,Z(M’N) — ..

et une suite exacte analogue par les groupes Ext .

Les foncteurs €xt2( .y ) et Eth(X; . 5, « ) forment des S—foncteurs par
rapport d chacune des variables (6.2) et le foncteur M b—a MZ est exact car AZ
est plat (1.3.3). La premiére assertion résulte donc des isomorphismes 6.8.3 et 6.8.7.

La suite exacte 6.10.1 et la suite exacte analogue pour les groupes Ext est la longue

suite exacte du S—foncteur
q Qy.
ExtA( « > N, q320 (resp. ExtA(X, LN, q30)
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relative 3 la suite exacte 0 MU M > Mz > 0 , compte tenu de

6.8.3 et 6.8.7.

6.11, Indiquons briévement comment on peut &tendre ces résultats au cas des familles

de supports. Soit E un topos. Pour tout objet X de E désignons par Fer(X) 1l'en-
semble des fermés du topos E/X . Cet ensemble est en correspondance biunivoque, par
passage au complémentaire, avec 1l'ensemble des ouverts du topos E/X , 1.e. avec 1'en-—
semble des sous—objets de X (IV 8). Le préfaisceau Fer : X b—> Fer(X) est en

fait un U-faisceau ainsi qu'on le vérifie immédiatement, il est donc représentable. En
d'autres termes, il existe un objet de E noté encore TFer et un fermé Z de

Fer

E/Fer tel que pour tout X , tout &lément de Fer(X) se déduise de ZFer par un

changement de base par un morphisme u, X ~—> Fer uniquement déterminé par Z .

Définition 6,12, : On appelle famille de supports de E un sous-ensemble ¢ de

1l'ensemble des fermés de E qui posséde les propriétés suivantes :

(S1) La réunion d'une famille finie d'Eléments de ¢ appartient 3 ¢ .

(S2) Tout fermé de E contenu dans un élément de ¢ est un élément de ¢ .

6.12.1 Soient E un topos , % une famille de supports de E , X un objet de
E . On désigne par 4(X) 1la plus petite famille de supports de E/X qui contient
les fermés de E/X déduits de fermés de ¢ par le changement de base X w——>e

( e objet final de E ). Le foncteur X b= 6(X) est un sous-préfaisceau du fais-—

ceau Fer . Il est donc séparé.

6.12.2 On dit qu'une famille ¢ de supports de E est de caractére local si elle

possé&de la propriété suivante :

{CL) Pour toute famille &pimorphique (Xi ——> ) , i €I (ot e est l'objet final
de E) la suite d'ensembles
$ —————> 0 ¥X,) —> il #(X,x X.)
. i L i 7
1 1,]
est exacte.
Soit a® le faisceau associé au préfaisceau Xb—— &(X) (6.12.1). La condi~

tion (CL) est Equivalente 2 la condition que le morphisme canonique ¢ —> ad(e)
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soit une bijection. (cf. la construction du faisceau associ& dans II dans le cas d'un

préfaisceau séparé). Pour vérifier (CL) on peut donc se limiter 3 une famille finale

de familles épimorphiques (Xi —— )i €1.

Exemple 6.12.3

1) Soit Z un fermé de E . L'ensemble des fermés de E contenus dans Z est
une famille de supports de E . Elle est de caractére local.

2) Soit T wun espace topologique et ¢ une famille de supports paracompactifiants
de T D]. La famille ¢ n'est pas, en général, de caractére local.

3) Soient T un espace topologique et p un entier. La famille de ¢p des fer-
més de T de codimension de Krull > p, est une famille de supports de T . Elle est
de caractére local.

4) Soit E un topos posséddant la propriété suivante : toute famille épimorphi-
que (Xi ——>e) , 1€ I, est majorée par une famille épimorphique finie. Alors
toute famille de supports de E est de caractdre local. En effet, en utilisant
1'exemple 1), il suffit de montrer qu'une limite inductive filtrante oy
de familles de caractére local est une famille de caractére local, ce qui résulte
immédiatement du passage 3 la limite inductive sur la suite d'ensembles

o, —a I ¢*(Xi)—-—-> I ¢

N Xy x X))
1 1,]

A ]

oll (Xi —e), i €1 , est une famille épimorphique finie. En effet d'aprds 6.12.2
et 1'hypoth&se sur E , on peut se limiter 3 des familles &pimorphiques finies pour
vérifier les conditions (CL) et comme les limites inductives filtrantes commutent aux
limites projectives finies (I 2), 1'exactitude de ces suites d’ensembles est conservée
par passage 3 la limite inductive.

5) Soit E un topos cohéremt (VI 2.3). Alors d'aprds ce qui précdde toute famille

de support de E est de caractére local.

6.13 Soient (E,A) wun topos annelé, ¢ une famille de supports de E, N un

A-Module (& gauche pour fixer les idées), X un objet de E . On pose
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(6.13.1) @M = lim H(N ,
-d Ezz —Z

(6.13.2) Hy(E,N) = lim HX(E,N) .
Z€d

Soit M un A-Module 3 gauche, on pose :

(6.13.3) ext; 40 =Wom 4w - lip et 0LW)
3 thI) s
o . - = 14 o .

(6.13.4)  Ext, ,(X;M,N) Hom, | ¥ 6(%) M|X,N[X) ;:; Ext, ,(KMN) .
On a des isomorphismes canoniques :

[s] [o]
(6.13.5) Exty JOLN) o Hy (€xt,0,N)
(6.13.6) Ext, (XiM,N) 22 B ((X,Ext; (M,1))

*

Lorsque ¢ est la famille des fermés contenus dans un fermé Z , on a des isomor-

phismes :
{ o o
Hy = B,
Hy & K,
(6.13.7)
o o
Exty o b o) X Extp (., )

(X5 « 5 o) = Ext® (X; ., . ) .

E A,Z

0
Xty

-
Les limites inductives qui définissent les foncteurs précédents sont filtrantes. Par

3 -

suite ces foncteurs sont exacts 3 gauche. Leurs foncteurs dérivés droits sont notés :

a4 q q 4 s .
(6.13.8) Hy s Hy s £xtA’¢( R » ExtA,@(X, ey o)

Ils se calculent eux aussi par limites inductives des foncteurs g; s H% s etC.y.
pour Z parcourant & .

Des isomorphismes 6.13.5 et 6.13.6, on tire deux suites spectrales par passage a
la limite inductive sur la premi&re suite spectrale de 6.9.1 et la premiére suite

spectrale de 6.9.2 :
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(6.13.9) exeh'd (N e 1200 - B (ExelOMW) .
& Z $ A

(6.13.10) Excg*g &M, N) = gPr? - Hg(X,exti(M,N)
s k-

6.14 Avec les notations de 6.13, on a, sans hypoth@se sur ¢ , un morphisme fonc-

toriel
o o o
(6.14.1) 8 HQ(N) ——3» H (E, §¢(N))

Ce morphisme est toujours injectif mais n'est pas en général un isomorphisme. Cepen-
dant, si ¢ est de caractére local, le morphisme 6 est un isomorphisme ainsi qu'on

le vérifie immddiatement. De méme si ¢ est de caractére local, on a un isomorphisme

' . o . o o
(6.14.2) 8 : EXtA’Q(E,M,N) ~ H (E,EXtA,Q(M,N)) B

Proposition 6.15 : Soient (E,A) _un topos amnelé, tel que E soit cohérent (VI

® une famille de supports de E , M et N deux A-Modules. Il existe deux suites

spectrales ¢

(6.15.1) HlE,N) === D% - W, oy
(6.15.2) Expy o (EsM,N) === 52°% = HP(g,Ext] (M)

Ces suites spectrales se déduisent de, la suite spectrale 6.4.2 et de la deuxiéme
suite spectrale 6.9.2 par passage i la limite inductive sur les fermés 2 de ¢ ,
compte tenu de ce que la cohomologie d'un topos cohérent commute aux limites inducti-

ves de faisceaux (IV 5).

6.16 Signalons, sans démonstration, qu'on peut &tendre au cas des famille de supports
la deuxidme suite spectrale de 6.9.1 et la troisidme suite spectrale de 6.9.2 (avec
X = objet final de E ) en supposant que le topos E est cohérent et que le Module
M est parfait [I3J.
Enfin on peut aussi généraliser la notion de famillesde supports en introduisant

les préfaisceaux de familles de supports, les faisceaux de familles de supports et les
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(x) )

groupes et faisceaux de cohomologie correspondants

7. Appendice : Cohomologie de Cech,

En développant une idée due & P. Cartier, on montre dans ce paragraphe comment
on peut dans un topos quelconque, calculer la cohomologie d'un faisceau i 1'aide de
recouvrements. Pour la théorie classique des espaces paracompacts, on renvoit & [7];
pour une autre méthode qui s'applique i certains topos, et en particulier au topos

&tale, voir ]:14].

7.1 Squelette et cosquelette

7.1.0 Soit & 1la catégorie des simplexes types (les objets de & sont les ensem~
bles ordonnés An = ]:O, ...,n] ,» les morphismes sont les applications croissantes).
Soient E un U-topos et A(E) de catégorie des préfaisceaux sur 4 3 valeur dans

E , autrement dit la catégorie des objets semi~simpliciaux de E . Désignons par

A[n:[ la sous—catégorie pleine de & définie par les objets Ap , p<n, par
in : IA[n] —> A le foncteur d'inclusion et par & E[n] 1la catégorie des pré-

faisceaux sur d\[n] & valeur dans E , autrement dit, la catégorie des objets semi-

simpliciaux tronqués 3 1'ordre n de E . D'aprés I 5.1, on a une suite de trois fonc-

teurs adjoints (I 5.3)

A E[n] I - S— & E

o X c e s o -
oii le foncteur i~ est le foncteur restriction & la catégorie A[n] , et ol les fonc-

teurs inx et in' sont respectivement ses adjoints 3 droite et i gauche. On notera

que AE et AE[n] sont des U-topos (IV 1.2) et que (i:,inx) est un morphisme

de topos (IV 3.1) qui est un plongement de & E{n] dans AE (I 5.6 et IV 9.1.1),

(%) cf. [12] chap. IV, § 1 (Lecture Notes 20, Springer) pour le développement de ces
notions sous forme de fugue avec variationms.
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Définition 7.1.1 : On note skn (resp. coskn) et on appelle foncteur squelette
d'ordre n (resp. foncteur cosquelette d'ordre n) le foncteur in'i: ) (resp. inxi; )
de AE dans AE .

les foncteurs squelette et cosquelette sont d'un usage constant en théorie

des ensembles semi-simpliciaux [3].

Proposition 7.1.2 :

1) Le morphisme d'adjonction skn ——> id est un monomorphisme. Les mor-

phismes canoniques sknukm e skn (resp. coskn — coskncoskm) sont des isomor-

phismes lorsque n ¢ m (resp. n > m ).

2) Soit u : E —— E' un morphisme de topos. Le foncteur u® » prolongé

aux objets semi-simpliciaux et semi-simpliciaux tronqués, commute aux foncteurs

. X
i i sk cosk .
nt > n’ n’?’ n

La premiére assertion résulte immédiatement des définitions. Pour démontrer
2), il suffit de constater que, d'aprds I 5.1, les foncteurs in' ey coskn se cal-

culent 3 1'aide de limites inductives et de limites projectives finies.

7.2 Un lemme d'acyclicité

7.2.0 Soit M un groupe abé&lien de E . L'homologie d'un objet semi~simplicial
K de E , 3 coefficients dans M , se définit de la maniére usuelle : On considére
d'abord A(K) , le groupe semi-simplicial ab8lien libre engendré par K , puis on
forme le produit tensoriel M Qz A(K) ; on obtient ainsi un groupe semi=-gimplicial
abélien de E . On consid@re alors le complexe de groupe ab&lien associ& (en formant
la somme alternée des opérateurs bord) et on en prend 1l'homologie. Les objets d'homo-
logie sont notés Hi(K,M) . Ce sont des groupes ab&liens de E.. Lorsque M est le
groupe 2 (groupe abélien libre engendré par 1l'objet final de E }, on note plus

E

simplement Hi(K) . Les groupes Hi(K) sont appelés les groupes d'homologie de K .

On dit qu'un objet semi-simplicial K est acyclique si pour tout groupe abélien M
de E , les groupes Hi(K,M) sont nuls (i > 0) ou, ce qui est £quivalent, si les
groupes Hi(K,M) sont nuls (i > 0).

La formation de 1'homologie commute aux images réciproques par les morphismes
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de topos.

Le but de ce numéro est de prouver le lemme suivant :

Lemme 7.2.1 : Soient E un topos, K. et L. deux objets semi~simpliciaux de E ,

v. ¢ K. —» L. un morphisme d'objets semi-gimpliciaux, n un entier 3 0. On suppose

que le morphisme v possdde les propriétés :

1) Pour tout entier p <n (p 3 0) le morphisme S : K.p —r Lp est un

isomorphisme.
'n
2) Le morphisme K.n —> L  estun épimorphisme.

3) Les morphismes canoniques K, ——% coskn(K.) s Le ——> coskn(L.) sont

des isomorphismes.

Alors, pour tout entier p , le morphisme vp est un épimorphisme et le morphisme v.

induit un isomorphisme sur les objets d'homologie.

Remarque : La démonstration montre en fait, qu'en adoptant une définition convenable

de 1'homotopie dans les topos, le morphisme v. est une &quivalence d'homotopie.

Preuve : On peut supposer que E est le topos des faisceaux sur un petit site C
(IV 1) et que par suite E est un sous-topos d'un topos E' ayant suffisamment de
foncteurs fibres (par exemple le topos C” ). Notons a¥ ; E' ——> E le foncteur

image inverse par le morphisme de plongement E ¢—» E' ., Soit

v.[o] : K.[n] — L.Eﬂ
le morphisme d'objets semi~simpliciaux tronqués obtenu en tronquant v. A& l'ordre n
Notons L.Eﬂ' 1'image {dans E' ) de K.Eﬂ par v, [n], v.Dﬂ' : K.Eﬂ —_— L.Dﬂ'

inxK.Eﬂ .

vl =1 V.Eq' (le foncteur i est ici relatif 3 E' ). D'aprés 1), le morphisme
nx nx

le morphisme induit par v.[n] . Posons L} = inxL.Bﬂ' , k!

v! : K} ——» L! posséde les propriétés 1!), 2), 3) du lemme. De plus, d'aprés 2), 3)
et 7.1.2, le morphisme axv! n'est autre que v. . Il suffit donc de démontrer le
lemme pour v! et par suite on peut supposer que E possdde suffisamment de fonec-
teurs fibres ; donc, en utilisant ces foncteurs fibres, on peut se ramener au cas ol
E est la catégorie des ensembles.

On constate tout d'abord que les hypothéses du lemme sur le morphisme v.
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sont stables par tout changement de bases M, ——> L. ol M. est un cosquelette
d'ordre n . Par suite la fibre P. de v. en un point base quelconque de L. est

du type inxP' Dﬂ ol P.Eﬂ est un complexe non vide tronqué i l'ordre n de la

forme

(7.2.2) P e e e e e .

Notons, pour tout entier i , § éi 1'ensemble semi-simplicial bord du simplexe éi .
Tout morphisme de Géi dans P. se prolonge en un morphisme de Ai dans P. . En
effet, la propriété est &vidente si i 3 n car P. est un cosquelette d'ordre n et
elle est claire pour i ¢n d'aprés la description 7.2.2. Comme P. est un complexe
de Kan, P. est homotopiquement trivial [Q]. Notons que le morphisme v. est une
fibration au sens de Kan [6]. Comme les fibres de cette fibration sont homotopique-
ment triviales, v. induit un isomorphisme sur les groupes d'homotopie de K. et

L. en tous les points bases de K. . D'aprds le théoréme d'Hurewitz, ceci implique
que v. induit un isomorphisme sur 1'homologie [6]. Ceci démontre la deuxiéme asser—
tion du lemme. Pour démontrer la premidre assertion, on remarque que tout morphisme
d'un complexe tronqué 3 1'ordre n dans L.[ﬁ] se reléve en un morphisme dans

K.Bﬂ . Par suite, d'aprés 3), tout morphisme d'un complexe dans L. se reldve en

un morphisme dans L. . Donc v. est surjectif.

7.3. Hyper-recouvrements

7.3.0 Soit € un site, appartenant i l'univers U , ol les produits fibrés et les
produits de deux objets soient représentables. Désignons par C~ 1le topos des U-pré-
faisceaux sur C et par c¥ 1le topos des U-faisceaux sur C . Un objet K de C~

-

est dit semi-représentable s'il est isomorphe 3 une somme directe de préfaisceaux

représentables.

Soit SR(C) 1la sous—catégorie pleine de €~ dé&finie par les objets semi-représenta-
bles. Dans la cat@gorie SR(C) 1les limites projectives pour des catégories d'indices
finies non vides sont représentables, et le foncteur d'inclusion SR(C) ¢&— G~
commute 3 ces limites projectives finies. D'aprds une remarque déji faite, on en déduit

que si K. est un objet semi-simplicial tronqué 3 l'ordre n de C~ dont tous les
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R . < + - fay s
objets sont semi-représentables, le prolongement 1n(K.) posséde la meme propriété.
Donc si K. est un objet semi-simplicial de C" dont tout les objets sont semi-

représentables, alors pour tout n , l'objet coskn(K.) possé&de la méme propriété.

7.3.1 Définitions et notation

7.3.1.1 Soit p > 0 un entier. Un objet semi-simplicial K. de C~ est appelé un

- 1 2 1 a
’
hyper-recouvrement de type p de C ou lorsqu'aucune confusion n'en résulte, un

hyper-recouvrement de type p , s8'il poss&de les propriétés suivantes :

HR1) Pour tout entier n > 0, Kn est semi-représentable.
HR2) Le morphisme canonique K., ——= coskp(K.) est un isomorphisme.
HR3) Pour tout entier n > 0 le morphisme canonique de préfaisceaux :

K —— (coskn(K.))

] est un isomorphisme couvrant de préfaisceaux (II 6.2),

n+l
Le morphisme canonique de préfaisceaux K0 —> e , oi e est 1'objet final de C~ ,

est un morphisme couvrant de préfaisceaux.

7.3.1.2 Un hyper-recouvrement de type p est un hyper-recouvrement de type ¢q pour

tout q > p . Un objet semi-simplicial K. sera appelé un hyper-recouvrement (de C )

s'il posséde les propriétés HR 1) et HR3).

7.3.1.3 On désignera par HRp (resp. HR) et on appellera catégorie des hyper-
recouvrements de type p (resp. catégorie des hyper-recouvrements) la catégorie

suivante :

a) Les objets de HRp (resp. HR ) sont les hyper-recouvrements de type p (resp.

les hyper-recouvrements).

b) Soient K. et L. deux objets de HRP (resp. HR ). Un morphisme de HRp
(resp. HR ) de source K. et de but L. est un morphisme v. : K, = L. d'objets

semi-simpliciaux de ™ .

7.3.1.4 Soient C un site oli les produits fibrés soients représentables et X un
objet de C . Un hyper-recouvrement de X (resp. un hyper-recouvrement de type p
de X ) sera un hyper-recouvrement du site C/X (resp. un hyper-recouvrement de type

p de C/X ). On définit de méme la catégorie des hyper-recouvrements de X (resp.
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du hyper-recouvrement de type p de X ). On a une suite de foncteurs d'inclusion :

... IR &> HR ¢ > ... ¢ HR
|4 P+l

Ces foncteurs sont pleinement fidéles. Nous noterons HR_~ la limite inductive des

catégories HRP .

7.3.1.6 Désignons, pour tout entier n > 0 , par é; 1'objet semi-simplicial type

de dimension n & valeur dans la catégorie des ensembles, i.e. le foncteur sur &
représenté par l'ensemble ordonné [o’ nﬂ . On désigne par Aﬁ le préfaisceau sur

C (2 valeur dans la catégorie des ensembles semi-simpliciaux constant de valeur én .
Le préfaisceau A; est donc un préfaisceau d'ensemble semi-simplicial. Les deux injec~
tions canoniques de &o dans A, définissent deux morphismes de préfaisceaux semi~-

i

simpliciaux :

b
a3 o]

et définissent, par suite, pour tout préfaisceau semi~simplicial K. , deux injections

canoniques :

0
K. —/—*% g.«x _4_‘13 .
€1
o
Deux morphismes K. :::EF::i L. de préfaisceaux semi-simpliciaux sont dits

morphismes homotopes s'il existe un morphisme

v i Rox A ——L.
tel que les diagrammes :
e,
K x K. x 4°
-]
u, v i = 0,1
L.
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= La

sont deux morphismes homotopes de K. dans L. , n'est pas,

soient commutatifs. Le morphisme v est appelé une homotopie reliant u i u

relation : ug et u,
en général, une relation d'équivalence. Cependant la relation d'équivalence engendrée
par cette relation est compatible avec la composition des morphismes. Cela nous permet
donc de définir la catégorie des préfaisceaux semi-simpliciaux 3 homotopie prés, en

passant au quotient par la relation d'équivalence engendrée par la relation d'homo-

topie.

—

7.3.1.7 Omn définit ainsi les catégories Egp , HR , HR , catégories des hyper-

recouvrements 3 homotopie prés.

Théoréme 7.3.2 Soit C un site satisfaisant aux conditions 7.3.0.

1) La catégorie §§; (resp. HR® ) est filtrante (I 2.7).

2) Soient K. un objet de HRp (resp. de HR ), n un entier tel que 0 & ngp
(resp. 0 g n ), et

u : X ———> K
n

un morphisme couvrant de préfaisceaux. Il existe un objet L. de HRP (resp. de HR )

et un morphisme f : L. -~ K. , tels que le morphisme

f :+ L —>K
n n n

se factorise par u .

3) Les faisceaux semi-simpliciaux associés (II 3.5) aux hyper-recouvrements sont

acycliques (7.2.0) en degrés strictement positifs. Le 0-2me faisceau d'homologie est

isomorphe au faisceau associé au faisceau constant Z .

- . v . P o s s o
Preuve : Démontrons 3). Soit K. le faisceau semi~simplicial associé 3 K. . Le fonc~-
teur "faisceau associd" commute au foncteur coskn (7.1.2. 2)). Par suite le faisceau
.. < . v . o .
semi-simplicial K. posséde les propriétés suivantes :
a) Le morphisme canonique K, ——> e est un épimorphisme de faisceaux.

b) Pour tout entier n » 0 , le morphisme canonique Kh+1 e (coskn(K.))n+] est
un épimorphisme de faisceaux.
A
Posons alors, pour n 2 0 , L.n = cosan. . On a alors, pour tout n , une

suite de morphismes de faisceaux semi-simpliciaux :
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~ \.ln Vn Vo
RS —=— L. —— L., ... L., e. )

et pour tout j , 0 £ j < n, vj possé&de les propriétés de 7.2.1. De plus, le morphisme
u induit un isomorphisme sur les composants de degré ¢ n . On déduit alors de 2.1
par récurrence sur n , que K. est acyclique.

Pour démontrer 1) et 2) nous introduirons une terminologie.

Définition 7.3.3 : Soit f : X.———> Y. un morphisme de préfaisceaux semi-simpli-

ciaux. On dit que f est spécial de type p (resp. spécial) si :

1) Les objets X. et Y. sont canoniquement isomorphes 3 leurs cosquelettes

d'ordre p et coskp(f) = f (resp. pas de conditions sur f , X* et Y.

2) Pour tout entier n tel que O gn g p (resp. 0 ¢ n ), le morphisme ¢n+l

figurant dans le diagramme ci-aprés est couvrant :

f
Xn+] 2l Yn+l
Ny,
Pn+1
L
(COSan')n+l (cosknf)n+l (COSknY')n+l

(Les flaches verticales sont définies par les morphismes canoniques

X. —> cosknx. et Y. —— cosknY. . L'objet Pn+ est le produit fibré et

i

¢n+1 est 1l'unique fldche rendant le diagramme commutatif}.

3) Le morphisme fO : Xo —_— YO est couvrant.

Un préfaisceau semi-simplicial K. est dit spécial de type p (resp.

spécial) si le morphisme canonique :

K. —> e, ( e. est l'cbjet semi-simplicial final)

est spécial de type p (resp. spécial), i.e. si K. satisfait les conditions HR 2)

et HR 3) (resp. HR 3)) de 7.3.1.1.
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Lemme 7.3.4 :

1) Le composé de deux morphismes spéciaux (resp. spéciaux de type p ) est un

morphisme spécial (resp. spécial de type p ).

2) Soient K. un préfaisceau semi-simplicial spécial (resp. spécial de type p ),

X. ———s-)- Y. un wmorphisme spécial (resp. spécial de type p ) et u: K. —> 1Y,

un morphisme de complexes. Alors le produit fibré P. = K. x v X. est spécial (resp

spécial de type p ).

La preuve de ce lemme est laissée au lecteur.

7.3.5 Démonstration de 1'assertion 2) de 7.3.2.: On peut tout d'abord supposer

que X est semi-représentable. Pour tout objet semi-simplicial L. , désignoms par

Hom(x)(L.,K.) 1'ensemble des morphismes d'objets semi-simpliciaux munis d'une facto-
risation Ln —_x Kn . Le foncteur Hom(x)( . » K. ) est représentable.

En effet ce foncteur transforme les limites inductives en limites projectives, et la
catégorie A(C”) est un topos. On désignera par P un objet qui représente ce fonc-
teur. Pour un objet Z de €~ , désignons de méme par j;(z) 1'cbjet qui représente

le foncteur. L. b Hom(Ln,Z) sur AC" , dont 1la comstruction par lig est explicitée
dans III 1.1. On constate ici que cette construction ne fait intervenir que des Jlim

1

i s N . + e . p
finies, d'oll on conclut aussitdt que Jn transforme préfaisceaux semi-représentables

en préfaisceaux semi~simpliciaux 3 composantes semi-représentables, et morphismes

couvrants Z' — Z en morphismes spéciaux (7.3.3).

Par définition de P. , on a un carré cartésien :
(X)

P, ——

j;(u)

8+ e 3 +

K. ———— 3 (K ) .

n

s . . I .+ .+
D'aprés ce qu'on vient de signaler, les objets semi-simpliciaux Jn(X) et Jn(Kn)
.+ . P
sont semi-représentables et le morphisme Jn(u) est un morphisme spécial de type n

I1 suffit alors pour conclure d'appliquer 3.4. et le sorite 7.3.0.
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7.3.6.0 Soient M. et N. deux préfaisceaux semi-simpliciaux. Le foncteur :
L. b—— Hom(L. x M. , N. )

est représentable. Le préfaisceau semi-simplicial qui le représente sera noté
mom. (M.,N.) .

Le préfaisceau composant de degré n de cet objet sera noté 3£omn(n.,n.) . Onaun

isomorphisme canonique

&omn(u.,n.) —L‘jﬂomo(n. x _é;,N ) )

Lemme 7.3.6 : Soit

M, &— —» N.

I I

c u ¢ v s R .
skn én+l C— A n+1 (u 1'injection canonique}

un diagramme co-cartésien de préfaisceaux semi-simpliciaux.

Pour tout hyper-recouvrement L. , le morphisme :

Won, (¥.,L.) —————Kom_(M.,L.)

est couvrant.

Preuve. On a un diagramme cartésien :

t&omo(N.,L.) weomo(I.,L.)
Kom (a7, 512 __ﬁl‘.)._;.](,omo(skn NG .

I1 suffit donc de montrer que le morphisme (x) est couvrant. Or le morphisme (x)

est isomorphe au morphisme :

Ln+l ———pe (cosknL.)n+}

qui est couvrant par hypothédse, c.q.f.d.

7.3.7. Démonstration de 1'assertion 1) de 7.3.2. : Le produit de deux objets HRp
{resp. de HR ) est encore un objet de HRp (resp. de HR ) (7.3.4). Pour démontrer

que la catégorie HR® (resp. gg? ) est filtrante, il suffit de montrer qu'étant
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donnés deux morphismes de Hmb (resp. HR )

Ug

—_—
X, —— L.
%
il existe un morphisme v : M. ——> K. de HRp (resp. de HR ) tel que les morphis-

mes 1

soient homotopes, i.e. tel qu'il existe w : M. x A, —> L. rendant commutatifs

les diagrammes

(=) v w
u,
K. ——— > L. i=0,1 .
Soit alors, pour tout objet semi-simplicial M. de C~ (non nécessairement un hyper-
recouvrement), F(M.) 1'ensemble des couples (v,w) : v : M, ——3> K, ,
w: M, x Aj ~———> L. tels que les diagrammes (x) soient commutatifs. Le foncteur
M. b———> F(M.) est un foncteur contravariant en M. qui transforme les limites

inductives en limites projectives, et qui par suite est représentable par un objet

semi-simplicial F. . L'objet F. est &videmment le sommet d'un diagramme cartésiem :

F.

Mom.( 27,10
|

K., ——— L. « L.

oi 7 est défini par les deux inclusions de Aﬁ dans é: . I1 suffit donc, pour
démontrer 1'assertion, de montrer que F. est un objet de HRP (resp. de HR) et pour

cela, d'aprés 7.3.4.2) et le sorite 7.3.0, il suffit de montrer que

59



58 v

a)’%om.(éj,L.) est semi-représentable ,
b) le morphisme 7 est spécial de type p (resp. spécial).

On vérifie tout d'abord immédiatement que“&mm.(éj,L.) est un objet semi-
simplicial semi-représentable. En effet les composantes de cet objet se calculent par
limites projectives finies 3 partir des Ln , et par suite sont semi-représentables.
Vérifions maintenant b). Tout d'abord on montre que, lorsque L. est spécial de type

P , le morphisme
%om. (_A_(l:,L.) — coskpﬂom.(g]",L )

est un isomorphisme ; ce qui permet de vérifier la propriété 1) de 7.3.3. Ensuite, le
morphisme

. ¢
L .xomo(é_l,L.) —_— Lo x L0

est, isomorphe au morphisme canonique :
(d »d )
L ————————————> L x L
1 [ o

qui est couvrant par hypoth&se ( L. est hyper-recouvrement).

PN YT

I1 reste donc 3 vérifier la propriété 2) de 7.3.3, i..e. a vérifier que V n , dans

le diagramme

LA
Wﬂom. (A L x L
n+l
/(cosh )
c i n o+l
k . . . .
(cos naeom (AI,L ))n+l (cosknL )n+1 x (cosknL )n+1
{ Pn+1 est le produit fibré), le morphisme ¢n+l est couvrant. Or un "adjoint
functors chasing” simple montre que :
—> Woom (ske_, (S, x 4%),L.) ,

C A [ | 4
Won_, 25,1 —>¥om ( aS,, xa5,L)
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et que le morphisme @n+l est isomorphe au morphisme

c o4 (o4 c
Rom _( 45, % A%,L) —— Hom (sk_, (85, x &]),L.)

provenant de l'injection

[
sk (b x A

. : . . ¢
Or il existe une suite de sous-objets de én+ x A :

c Sy o M s o w = S
ke ey ¥ &) = % " M = Lney 7 R :

telle que pour tout o s i § k , le morphisme

S M,
M1 M1+l

s'insére dans un diagramme cocartésien :

;o M,
Ml M1+

I

c ¢
Skn+l A n+2 'S n+2 '

1

(On ajoute 1'un aprés 1'autre les simplexes non dégénérés de dimension n+2 de

A

B 4 ¥ A ). D'aprés 7.3.6 le morphisme ¢n+l est un composé de morphismes cou-—

1

vrants et par suite est lui-m@me couvrant, ce qui achéve la démonstration de 7.3.2.

7.4. Le théoréme d'isomorphisme

7.4.0 Soit F wun préfaisceau en groupes abéliens sur un site C satisfaisant 3 la

condition 7.3.0. Pour tout hyper-recouvrement K. , on posera :
q q
H*'{K.,F) = H (Homcg(K.,F))

Les Hq(K.,F) forment un §-foncteur sur la catégorie des préfaiceaux abéliens sur

P P P 0
C , mais ils ne sont pas, en général, les foncteurs dérivés du foncteur H (K.,F) .
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Posons alors :

¥
V,
(7.4.0.1) B¢,/ = lig H'( ., )  (r peut 8tre infini) ,
HR!T
et
¥q
(7.4.0.2) H(C,F) = lig HY( ., F)
HR

r
Les gq(C,F) (resp. gq(C,F)) forment encore un &§-foncteur car la catégorie §§:
(resp. §5° ) est filtrante (7.3.2). Comme les catégories EBP ne sont pas nécessai-
rement des U—-catégories, ces §—foncteurs sont 3 valeurs dans la catégorie des V-groupes
abéliens, pour un univers V convenable.

Supposons maintenant que le préfaisceau F soit un faisceau. Comme le

faisceau semi-simplicial associé i un hyper-recouvrement est acyclique (7.3.2), on a

une suite spectrale fonctorielle en F et en K.

(7.4.0.3) ., RIm)) —> 9", P .

-

D'oli, en passant 3 la limite, des suites spectrales :

T
W e, RUm) —> w9, F) ,
(7.4.0.4)

A
i, Rim) —— %, m

Théoréme 7.4.1. : Soient C un site satisfaisant la conditionm 7.3.0, F un faisceau

abélien sur C .

1) Les suites spectrales (7.4.0.4) définissent des isomorphismes

r
A\
1, r) —— iV, , q g r+l

et un monomorphisme

r

v
22, F) —— 52N,
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2) On a un isomorphisme de §-foncteurs :

@

v Y
wd(c,r) —— ul(c,F) —— w%¢c",F) (pour tout q ) .

3) Soient G un préfaisceau de groupes abéliens et F 1le faisceau associ&. Il

existe des isomorphismes de foncteurs :

r

v

Hq(CaG) _"\L—" Hq(CmyF) » q < r-1 ¥
et _un monomorphisme :

T

Vr r,. v

H (C,6) ~———— H (C ,F) .

Lorsque G est un préfaisceau séparé, ce dernier morphisme est un isomorphisme et il

existe un monomorphisme :

r
.
8,00 — 1, m )

4) On a des isomorphismes :

@
hA

v, ¥,
al(c,6) —2» 8Y(6,6) —— 1", m) (tout q) .
Preuve.: Il suffit de montrer que si N est un préfaisceau abélien dont le faisceau
g ¥
associé est nul, on a Hq(C,N) =0 pour q § ¥ (resp. Hq(C,N) = 0 pour tout q ) ;

ce qui se fait immédiatement en utilisant 3.2.

Remarque 7.4.2 :

-

1) On notera que pour les sites satisfaisants 3 la condition de 7.3.0, lesohyper—
recouvrements de type 0 sont les recouvrements ordinaires et les foncteurs ﬁd ne
sont autres que les foncteurs ﬁq introduits en (2.4.5.1)

2) Soit C un site & limites projectives finies représentables tel que pour tout
cbjet X de C et toute famille couvrante {Xi ——e XY, €1 , 11 existe un io

é I tel que Xi —r X 80it couvrant. On peut montrer alors que les hyper-—
recouvrements de Zype p dont les composants sont repré@sentables sont cofinaux dans

HR . De méme, les hyper-recouvrements XK. tels qu'il existe un entier p tel que

K. soit de type p et tels que les composants de K. soient représentables, sont

63



62 v

cofinaux dans HR . (On peut le démontrer en s'inspirant de 3.5). Ces hyper-recouvre~

ments 3 composants représentables suffisent donc, dans le cas envisagé, pour calculer

la cohomologie des faisceaux associés aux préfaisceaux.

8. Appendice. Limites inductives locales. (par P. Deligne)

Le rédacteur recommande au lecteur d'éviter, en principe, de lire cet appen-~
dice. Il expose une technique qui permet parfois d'étendre 3 des topos n'ayant pas
assez de points des assertions que 1'existence de points rend triviales. Cette techni-
que permet d'obtenir une variante faisceautique du théor@me de D. Lazard affirmant que
les modules plats sur un anneau sont les limites inductives de modules libres de type

fini.

8.1. Catégories localement filtrantes

8.1.0 si 8 est une catégorie et si p : A ———*& est une catégorie sur &,
on utilisera les notations suivantes
1

-Pour UE b , A

. )

est la catégorie fibre p-
-Pour f:U—>V dans® et 2, u & Ob A tels que p(l) =V et

p(w) =V, on pose

Homf()\,u) = p—l(f) , oi p : Hom(A,u) = Hom(U,V) .

Définition 8.1.1. Soit ,(‘ un site. On appelle catégorie localement co-filtrante

-

(ou localement filtrante & gauche) sur /.f une catégorie p r —— A sur A
telle que :

1240 Quels que soient £ ; U —» V dans 4 et u € o iv , il existe X €

Ob -(V tel que Homf()\,u) #0

'€4)) Quels que soient U € Ob .4 et la famille finie (4;) d'objets de -eU s

il existe un recouvrement fj : Uj ——> U de U et des objets uj € ObaqJ tels
b

£,

que pour tout i et j , on ait Hom ( Mg A # @ ,
3
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«£2) Quelles que soient f : U —— V dans 4 et la double flé&che

(¢o,¢1);/j ——% u au-dessus de f , il existe un recouvrement fj : VJ. R

de V et des fléches ‘l’j de but A telles que p(q;j) =fj et que ¢Oq’j =¢1,wj .

8.1.1.1. Cette définition se simplifie lorsque <€ est fibrée sur A : 1'axiome
(£x o) est alors satisfait, et (£1), (£2) peuvent s'énoncer :

(£'1) Quels que soient UE€ Ob § et la famille finie A d'objets de £ locale~

U 3
ment sur U , il existe u s'’envoyant dans tous les ).i .

(£'2) Quel que soit U € Ob S, toute double flache (¢0,¢l) i b ——> u  dans

.{U peut, localement sur U , 8tre égalisée par une fléche de but X .
8.1.2. Soient A un site, £ une catégorie sur A et € un champ sur A4 . On
désigne par ['@ la catdgorie des sections globales Honiart(é,c} de €.88 A aum

objet final S, T2 "n'est autre" que Gs .

Définition 8.1.2.1. La catégorie des systémes projectifs locaux d'objets de C ,

indexés par & est la catégorie Hom/j «,e .

Désignons par ¢ ("systéme projectif local constant associé") le foncteur

composé

IC = Hom®["“(4,0) e Hom (4,0) L UP . homy (£,0)

Lorsqu'on devra expliciter la dépendance en & , on &crira plutdt cp .

Définition 8.1.3. Le foncteur limite projective locale, noté ]i.im » est le foncteur
&L
partiellement défini adjoint & droite au foncteur c .

Le foncteur

lim : Eﬁ/}(«f,c) — T €

vérifie done

Hom(X,lim X)\) o Hom(cX,(X)\)

2 ez )

Définition 8.1.4 Un A-foncteur F : L —> M, entre catégories localement cofil-

trantes sur A est dit cofinal s'il vérifie les deux conditions suivantes :
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(C¥1) Quels que soient U &€ Ob 4 et ¥ € Obu",II , i1 existe un recouvrement
f.‘i : Uj —>U de U et des objets )‘j € Obqu tels que Homg (F().j),u) #0

h] h]
(C$2) Quels que soient f : U ——V dans A4 et la double fléche

(¢o.¢l) : £()) ——> u au-dessus de f , il existe un recouvrement fj : Uj e\

de U et des fléches ""j de but ) dans f telles que P(le) = fj et que

9 F(zpj) =, F(zj;j) .

Le composé de deux foncteurs cofinaux est un foncteur cofinal ; les &quiva-—
lences de catégories localement filtrantes sont cofinales (la démonstration est laissée

au lecteur).

Proposition 8.1.5 Soient F : &———> M, un foncteur cofinal de catégories locale-

ment cofiltrantes sur 4 , € un champ sur A et (Xu)ué\ﬂo un systéme projectif

local indexé par M. Alors, le morphisme de foncteurs en X de TIC dans (ens) :

x .
F~ @ Hom(cd(’(x)’(xu)ueu‘b) ——-*Hom(c_t(x),XF(A)) € )

est un isomorphisme, de sorte que

x

F" : 1lim X —— 1lim X
:“Z-u Lz- F(N)

est un isomorphisme, les deux membres étant simultandment définis ou non définis.

La démonstration utilise le lemme suivant, laissé au lecteur :

Lemme 8.1.6 Si F : & ——> M, est cofinal, alors, quels gue soient £ : U —>V

dans A4 et les fléches au-dessus de f ¢ ¢ F()\') ——> pn (i =1,2) il existe un
i
recouvrement fj : Uj —— U de U, des objets )\J! € ob -‘fU et des diagrammes
j

commutatifs
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U, l s vy v
i

de projection (fj,f) dans A .

Quels que soient U € 0b A et yu € u«vU , il existe par (C%1) un recou-
vrement fj H Uj e J de U et des fléches "j H F(Aj) —_—q au-dessus des

f. . si
]

est image de
$=(o) € Hom(cy X, (X)) ) ¢ :X | p(w) —— X, ,
les diagrammes

.9
F 2}
{}x

sont commutatifs, de sorte que les ¢p sont déterminés, localement, par ¢ ;
puisque € est un champ, on conclut que F° est injectif. Pour prouver o surjec~
tif, partons de ¢ et construisons ¢ tel que ¢ = F ¢ . La construction précé-
dente fournit les fléches composées :

. i ¢.09 . X | U, ——sx U, .
¢th ¢J le |J ul ]

Vérifions que ces fliches se recollent, de sorte qu'il existe ¢u : X U —— Xu

tel que ¢1J | Uj = *1-1 i Soit un diagramme commutatif dans
1

\/
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Pour vérifier que %,j l Uij = ¢u,i I Uij , 11 suffit de le faire localement sur
Uij , ce qui permet, d'apr&s 8.1.6 et (%), de se limiter au cas oll il existe un
diagramme commutatif
Fiv, )
1]
}‘(a/ \{a)
1} i1
F(li) F(J\j}

L 1
4]

au-dessus du précédent. Le diagramme
TR

e

)‘F(xi) x|u, F(2.)

\

Xy

est alors commutatif, et il existe Qu) tel que, quel que soit ¢ : F(}) —» 1y

au—dessus de f : V—— U , le diagramme

S JeN)
N
X|v W xu}v

soit commutatif. Si ¢ : y ~——s ' est une fliéche de ./‘(7 , On aura

(clV)(¢u| V) = (o] ooy = (od|WM . v, = ¢ u,| V., et dés lors, ¢ =(¢) estun

morphisme de foncteur tel que y = b comme requis.
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Si E est un ensemble ordonné, on désignera encore par E la catégorie,

ayant E pour ensemble d'objets, telle que Hom{i,j) est réduit i | &lément ou vide

selon que £ € § ou non.

Proposition 8.1.7. Soit Z upe catégorie localement cofiltrante sur un site A 11

existe un ensemble ordonné E et un foncteur F de E dans L el que

(1) E , regardé comme catégorie sur A a 1'aide de pF : E —= A4 , est locale-

ment cofiltrante.

(ii) Le foncteur F est cofinal.

Soit &' 1la catégorie localement cofiltrante produit de & et de la caté-
gorie définie par l'ensemble ordonné I . La projection de &€ dans o est cofinale,
de sorte qu'il suffit de prouver (8.1.7) pour '

Si X est un ensemble fini de fldches dans &' , on désignera par X°
1'ensemble des extrémités des fléches dans X . Soit E 1'ensemble des parties finies
non vides de FL(L') , telles qu'il existe Ax € 0b L' vérifiant

a) aucune fléche de X , sauf l)\X ,» n'ahoutit a AX s
b) si u € X°, alors 1u € X et Hom(AX,u)(\ X #0 ,

¢) Tout diagramme du type

de fléches de X est commutatif.

On ordonne E par la relation opposée i la relation d'inclusion. Si X € E,

et si u € X°, il existe une et une seule fldche de A, dans p qui se trouve

X
dans X . Si X,Y € Eet XDY, soit >‘X v 1'unique fléche dans X de )‘X vers
t]
)‘Y . Les fonctions X bF——- xx et (X»Y) —— )‘X ¥ forment un foncteur de E
dans &' .
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Lemme 8.1.8. La catéporie E est localement cofiltrante sur /4 et le foncteur

A E—— 2L est cofinal.

I1 faut vérifier successivement les axiomes :
(i) axiome (Zo). Soit f : V—> U et X € E; - Il existe AGOb-Z"I et
$ € Homf(l,lx) « De plus, on peut choisir ) tel que X € X° (ici sertZ' =.8x I).

Soit X' =X v { 1, Ju y oi Y est l'ensemble des fliches composées

»—2 Ay Y >y (9€X).Alors, X' € E, Aygr =& et Hom(X',X) # 4 .
(ii) axiome («f€1). Soit Xi une famille finie d'objets de EU . I1 existe un re—

couvrement fj : Uj ——> U, des objets )\J € Ob ZU et des fléches

6.. € Hom,. (AJ.,)\X) .81 x € X; N X; » il existe pour chaque j un recouvrement

Jj1

] 1
.. s U, . 8 PO T W . . =g,
ng jk —_— UJ et des fléches ka )‘Jk  — )\J telles que P(‘JJJk) ng
et qui égalisent la double fl&che A, ~—> x , oli une fldche appartient 3 X ,

J i a

l'autre 3 Xb . On peut s'arranger pour que les X n'appartiennent 3 aucun des X; .

jk
R . . .y . épé
emplagons les (fJ , AJ , ¢Jl ) par les (fjgjk . )‘Jk ’¢ji wjk ) , et répétons cette

construction pour tous les x dans une intersection de Xi . On obtient un nouveau

systéme (fj s )‘j ’ ¢ji) 3 posons

} w oY,
>‘j ]

w {1

X. = UX,
PR
i

]

ol Yj est 1l'ensemble des fléches composées

¢ . ¥
Al Nk x x (v €X,)

Alors, Xjé EV , et ces XJ. vérifient (£1) .
i

(iii) axiome (#3). Trivial, faute de doubles fl&ches non triviales !
(iv) axiome (C¥1). Trivial, car le foncteur ) est surjectif.

( (v) axiome (C¥2). Soient f : U > V et une double fl&che

(¢°,¢]) * Ay ———3 A au-dessus de f . Il existe un recouvrement fj : Uj — U

U fla A W ) = £, s = 3
de et des fléches sz AJ — telles que P(‘llJ) fJ s ¢°,\I)J ¢1¢J et
Aj &€ X° . Soit Xj = XV {l )\j} V) Yj s ol Yj est 1'ensemble des fli&ches composées
A ! A v (v €X)
j X "
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Alors, xj € Evj , et F(ij’x) = ¢, égalise (¢o,¢l) .

8.1.9.0. Supposons que A soit (le site des ouverts non vides de) 1'espace topologi-
que réduit 3 un point. Une catégorie localement cofiltrante sur A n'est alors autre
qu'une catégorie filtrante 3 gauche (i.e. telle que A° soit filtrante au sens de

I 2.7), les foncteurs cofinaux correspondant aux foncteurs cofinaux de catégories

filtrantes 3 gauche (I 8). La proposition 8.1.7 se reformule

Proposition 8.1.9. Pour toute catégorie cofiltrante & il existe un ensemble ordonné

cofiltrant E et un foncteur cofinal de E dans o .

Dans ce cas particulier, la démonstration de 8.1.7 se réduit essentiellement

3 la démonstration de (8.1.9) donnée dans I 8.

8.1.10. Soient q : E— 4 um morphisme de sites et p { L ——s B une

< . . P x o . .
catégorie localement cofiltrante sur /4 . Désignons par & 1a catégorie suivante :

(i) un objet de F* est un quadruple (V,U,4,)) tel que V € 0b®, U €A,

¢ € Hom(V,q"U) et A€ Ob <, -

(ii) une fl&che f : V,U,¢,)) — (V',¢",U',A') est un triple (f],fz,F3)
avec f1 € Hom(V,V') , fzé Hom(U,U') , f36 Hom (A,\') et qxf2 od=¢"o0 f] .
p(f3) = fz .

Le foncteur f+—— £ fait de 2* une catégorie sur 5 .

Lemme 8.1.11. La catégorie & est localement cofiltrante sur % .

L'axiome @o) est trivial. Vérifioms (-fl) :
Soit une famille finie L, = (V,Ui,¢i,)\i) - Les ¢, définissent un morphisme de V
dans le faisceau qx al Ui = a I qx U, de sorte qu'il existe des diagrammes

commutatifs




tels que les fj recouvrent V .

Soit )‘ji vérifiant Hom p O‘ji’)‘i) # @ . D'aprés @1), quitte a raffiner

ij
u. t V. on peut prendre A.. = A, indépendant de i , et les L, = (V,,U.,§.,2.)
i (e 3) s P P ii 3 P > j ( J’ J,IPJ: i

P

vérifient (X1).

Vérifions (¥2). Soit (f,,f,) : LT/ 1?2, avee it = (vuteiah

et fi = (f’gi’hi) . Les o définissent un morphisme de V dans le faisceau
b
E——

qx a Ker(U1 —_— UZ) = a Rer(q'U qx U2) , de sorte qu'il existe des

diagrammes commutatifs

£,
vJ. ] A
1 2
WJ- $ )
qu qu] ————— UZ (g,p: = 8,P.)
i Py 173 bl M

tels que les fj recouvrent V . Soit X‘j : )\J. = )\‘ tel que p(xj) = Pj .
D'aprés (¥€2) appliqué aux <)‘1Xj s hzxj) , quitte A& raffiner Uj (et Vj ), on peut

se débrouiller pour que h, xj = h, x, s et les Lj = (VJ.,Uj,wJ.,AJ.) vérifient €2).

2]

P . x P s .
Proposition 8.1.12, Soit t" : A — b une catégorie localement cofiltrante

sur A4 , et munissons AT de 1a topologie induite par celle de 4 3 1'aide de t*

x P . x
Alors, t est une &quivalence de sites t : A—s 4 .

. x .
Par construction, tx : fo—-—-> ‘3: ot transforme faisceaux sur 4 en

faisceaux sur ,dx . D'aprés o), et (1) appliqué 3 la famille vide, tout objet
"assez petit" de 4 est dans 1'image de t* (i.e. 1'image de t* est un crible cou-
vrant dans A, donc par le “lemme de comparaison™ (III 4) 1'inclusion dans /A de sa
sous-catégorie pleine définie par t¥(0b A%) est une &quivalence de sites, ce qui
permet de supposer tx surjectif sur les objets.
Soit § un faisceau sur 4" .
(i) Soient fJ. : Uj ——> U un recouvrement dans A , Al et AZ dans A%

et f; € I-Iomf (uj,)\l) pour i = 1,2, Alors, 57(/51) et F¢ Az) ont méme image

dans T Flu) .
H J
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Soit en effet x = (xj) dans 1'image de 5(/3]) . Pour que x soit dans

celle de 5"()\2) » i1 suffit que pour tout diagramme commutatif

%
x5 et x alent méme image dans F(u) . Puisque § est un faisceau, il suffit de
vérifier cela aprés avoir remplacé u par les différents objets d'un de ses recouvre-—
ments ; d'aprds (&2), ceci permet de supposer les diagrammes analogues au précédent,
avec A remplacé’ par A‘ s également commutatifs, auquel cas l'assertion est
évidente.

(ii) Soient f: U —>V dans A" , A € 0b ,d; et u € 0b /5; . I1 existe

x

U et des fléches

alors un recouvrement £j : Uj ~s U , un objet p' € Ob

o
)tj L
lbj\‘u /

sur

D'aprés (i), il existe une et une seule fldche f rendant commutatif le diagramme

suivant::

Fw) £ Fw
I
] ¢j
FoH m > 5

la flache f ne change pas quand on remplace (fj) par un recouvrement plus fin

. ' :
donné par fk : Uk B ———— Ui ®) °* qu'on remplace )\j par Ak , muni de
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9 € Homfk(kk'xj(k)) , et qu'on remplace ¢j(¢j) par ¢j(k) o # (¢j(k) o ¢k) .

On laisse au lecteur le soin d'en dé&duire que f ne dépend que de £ .

(iii) Prouvons que f est fonctoriel emn f . Soient donc

Wt oy —B

i}

dans A et A°, u®, v° dans Ob AU , 0bA_ et Ob A W respectivement. Il existe

v

un diagramme commutatif

\)° uo Ao
/////fxaj. ////fgxa
e? | 1
] e b
e
]k 2/
¥
£° £}
3
22
1k
N, ———
ik ¥

tel que
a) tx(vl) . tx(ul) s tx(e;k) . tx(f;) ne dépendent pas de i ,

P, . i i
b) 1 @&tant fixé, les ejk recouvrent W et les fj recouvrent V .

On construit tout d'abord u] , v‘ gt vz par (£0), et les uj comme en

. : '
(ii). Soit ij

comme requis par le diagramme. Raffinant ng

un diagramme non nécessairement commutatif, du type requis, vérifiant a) et b).

=
un recouvrement de W s'envoyant dans le recouvrement Vj =t (uj)

et appliquant (£0) et (1), on obtient

Raffinant encore et appliquant X2), on le rend commutatif.

-

Reste alors 3 contempler le diagramme commutatif suivant :

h

FO©) & Fau* » F(v°)
- |

f‘ﬁl) S OJi}\““Hwhnufiinihws

T nF )
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s . - . . x
(iv) I1 est clair que g est fonctoriel en F : tout faisceau T sur A

est donc image directe par t d'un préfaisceau 5’0 (uniquement déterminé) sur A .
et tout morphisme de faisceau f : f——-——»q est image d'un et d'un seul morphisme
de préfaisceau fo : ‘fo -—-—-)qo .

I1 en résulte déjad que tx est pleinement fidéle ; il reste 3 prouver que
ffo est un faisceau. Si fj : Uj — I est un recouvrement, ce recouvrement est
» v Ax y I ?
image d'un recouvrement dans , de sorte que O(U) s'injecte dans 1 o(Uj) .

8i des xj ¢ fo(Uj) se recollent, alors, & fortiori, ils se recollent dans A

donc proviennent d'un &lément de ?o(U) . Ceci achéve la démonstration de (8.1.12).

8.1.13.0. Soient q:'é--—>-/5 s P L ——> 4 et LT comme en (8.1.10) et €
Nazges N =
un champ sur € . Le champ qxc sur A est le champ "défini" par (qxt:)U quu .

si (X est un systdme projectif local indexé par &£ 3 valeur dans

V) A€ol

qxc , on définit un syst@me projectif local index& par X™ et & valeur dans

¢ : (XL) Lex” par la formule
X, = ¢7X, pourL=(V,U,¢,r) .

On laisse au lecteur le soin de vérifier que :

Proposition 8.1.13.1. Avec les notations précédentes, on a3

g X, —=— gim X,

X€L Les”

les deux membres &tant simultanément définis ou non.

Soient 4 un site et px : A ——> /4 une catégorie localement filtrante
sur /$ . 81 € est un champ sur A , alors pxc est un champ sur Ax (8.1.13.0);
: x x L. .
de plus, le foncteur identique : A ——> A® est une catégorie localement fil-
trante sur A% , muni de la topologie induite, et tout systéme inductif local (X)\)

. ~ Py s . N - x
indexé par A" définit un systZme inductif local, indexé par AT, sur AT .

On vérifie aisément :
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Proposition 8.1.14. Avec les notations précédentes, on a

. . - ,
dim X gm X,
WA XYV

les deux membres étant simultanément définis ou non.

8.2, Limites inductives locales dans les catd@gories de faisceaux

8.2.0. Soit p :z—-—>/$ un morphisme de sites. Soit € 1e champ sur A

suivant

(i) Un objet de € est un couple (U,5) d'un objet de A et d'un faisceau K}

sur pxU .

(ii) Une fléche f : (U,§) — (V,g) est un couple formé d'une fladche

fo : U—>V et d'un morphisme de ¥/U-faisceaux :

x x
£, 1P (£) g—»-i’r'
(iii) Le foncteur de € dans A est donné par f F——> fo .

On prendra garde que CU est la catégorie opposée de la catégorie des

faisceaux sur \pxU .

Soit & une catégorie localement cofiltrante (3 gauche) sur A .

Définition 8.2.1. Avec les notations précé&dentes, la catégorie des syst@mes inductifs

locaux, indexés par & , de faisceaux sur © , est la catégorie HomA(-C,C)" .

Le foncteur "limite projective" de 8.1.3 s'appelle ici foncteur "limite

inductive locale". C'est un foncteur de Hom ,(&,€)° dans (T€)° = (Z)N

4

Théoréme 8.2.2. Le foncteur "limite inductive locale" de la catégorie des systémes

inductifs de faisceaux sur & , indexés par « , dans la catégorie des faisceaux

sur € , est partout défini, commute aux limites projectives finies et commute aux

limites inductives quelconques.
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Les propositions 8.1.13, 8.1.14 et 8.1.12 permettent de se ramener au cas
ot 4= z =-Z . Un systéme inductif local est alors la donnée, pour chaque U € Ob/.f,
duun faisceau fU sur /‘/U et, pour chaque fldche f : V =——— U dans A d'une
flache, fonctorielle en f , de £~ fU dans fv .

Pour de tels systémes inductifs, les Lim se calculent comme suit :

Lemme 8.2.3. Soit U —— 3’“ une section de la catégorie des préfaisceaux sur les

objets de A .oOna

a(U —> r(u.J—'U)) P z_;g a:FU

Par définition, le second membre représente le foncteur qui, 3 chaque
faisceau F sur A , associe 1'ensemble des systémes cohérents de fléches

: fU —e 7|U . A son tour, une fléche est un systéme cohérent de fléches

¢U
¢g , une pour chaque g : V =0 , ¢g : ?U (V) — (V) . Appliquons 8.1.11

¢y

au foncteur identique de 4 , obtenant ainsi ,Jx localement filtrante sur A . On

a vu que

~ " . -
ol Vg est la source de g et le foncteur "faisceau constant engendré". Le fone-

teur U p——> IU de A dans AT est cofinal, d'oii encore par 8.1.5

¥ N .
ztzim '}'U(U) ~  Lim afu .

Revenant aux définitions, on trouve enfin

sig F O % a @——r1@©,F) .

45

Ceci montre que dans le cas auquel on s'est réduit, le foncteur E‘El_ est
partout défini, et qu'il se calcule comme composé du foncteur "faisceau engendré par
un préfaisceau” et du foncteur (‘.FU) b= (U e T (U,fu)) . Ces deux foncteurs
commutent aux limites projectives finies, et le foncteur ﬂg_ commute de plus aux

limites inductives quelconques de par sa définition comme foncteur adjoint.
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Le lemme 8.2.3 fournit un procédé systématique pour démontrer des propriétés

du foncteur limite inductive locale & partir des propriétés analogues du foncteur

"faisceau associé i un préfaisceau". On trouve ainsi :

Proposition 8.2.4. Soit € ., 4 et & comme précédemment, Of)\ un systdme inductif

local de faisceaux d'anneaux sur %€ , i)\ (resp. "QA } un systéme inductif local de

faisc2aux de modules 3 droite (resp. & gauche) sur J('l , tous trois indexés par o€ .

On a
l. = i 1 -
ig (GC)‘ G.A vfzx) 21g °ek . ] 2im ﬂ)\
A .&lﬂ#}\
(Se ramener au cas g =4 =& , et noter que les deux membres colnci-

dent avec le faisceau engendré par le préfaisceau des

Z (V) 8
U J%(U) ﬂZU(U) y.

Proposition 8.2.5. Soit gl | 22 A deux morphismes de sites, et

(F,‘\) un_systdme inductif local de faisceau sur ©

indexg& par une catégorie locale-

2

ment cofiltrante & sur 4 . On a

x . . x
q ZlmF)\ghmq F

L Ter A

s s oA x . s 5 :
Ceci résulte aussitdt de ce que ¢ admet un adjoint 3 droite qx .

Soient 4 et & deux sites dans lesquels les &E finies sont repré&senta-
bles, soit p : & —> 4 un morphisme de sites tel que px i A —> & commute
aux _&i_m finies, et soit & 1a catégorie localement cofiltrante sur € ayant pour
objets les triples (V,U,¢) o V € Ob®&, UEOb 4 et ¢é€Hom(V,p°U) . On 1'obtient

en appliquant 8.1.11 3 ’/.S b —s 4B .

Proposition 8.2.6. Pour bout faisceau ¥ sur 4 , on a

§=1L1m ¢x¢§:

ﬁ x
rel

oli, par abus de notation, ¢ désigne le morphisme induit par p de §/V dans A/V .
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Soit ¢' 1le foncteur image ré&ciproque au sens des préfaisceaux ; de 8.2.3,

on tire
. ¥ N N
Lim¢Y ¢ F =g2im a¢'¢ F = 2im FW =gim FOW = ¥
Te< = el = Y v

Proposition 8.2.7. Soient p : T = § un morphisme de topos, QS un faiseeau

d'anneaux sur S et OT son image réciproque sur T . Pour qu'un QT~Madule 2 droite

M, soit plat sur BT » il faut et il suffit que le foncteur

(8.2.7.1) A e My o N

O

de la catégorie des OS-Module 4 gauche dans celle des faisceaux abéliens sur T

soit exact.

L'assertion "il faut" est triviale ; supposons donc le foncteur (8.2.7.1)
exact, et prouvons que M oest plat.

On peut supposer p défini par un morphisme de sites p : &—> /4 veri-
fiant les hypothéses faites en 2.6. Soit V € Ob& , U € ObA et ¢#:V ——»-pxU .

On désigne encore par ¢ le morphisme de sites induit : ¢ : € /V —> AB/U .

Lemme 8.2.8. Le foncteur of —s ot v e o M, de la catégorie des OS|U—

modules sur A/U dans celle des OT|V~modu1e¥ sur ¥ /V , est exact.

On se raméne 3 prendre V = p~ U . Soient j et j' 1les "morphismes d'in-

clusion” : § : A/U—> A et j’:%/pxU—>-Z . Ona:

i My & Sap - M8 T
v T

d'oll 8.2.8 puisque j, et j; sont exacts et f£id&les.

Soit alors Q un OT'-Module. On a (8.2.6)

Q=tim _¢* ¢_ Qlv
({%‘px'ﬂ x
de sorte que (8.2.4)
Me Q= gin M v 8 & o |V
OT ﬁ* pxU OV *
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D'aprés 8.2.8, les foncteurs @Qb—> .R,]v e ¢x¢x Q|V sont exacts 3 gauche, de sorte
v}

P

que ./14 8 Q est exact 3 gauche en Q , dcmcY exact.
T

Corollaire 8.2.9. Soit f : (T,OT) — (S,OS) un morphisme de topos annelés.

Alors, l'image réciproque par f d'un faiseceau de modules (& droite) plats est un

faisceau de modules plats.

Factorisant f par (T,f" OS) , On Se raméne au cas OT = £ Os . Soit

alors J’é un faisceau de modules plats sur S . D'aprés 8.2.7, pour vérifier que
£ M est plat, il suffit de vérifier 1'exactitude du foncteur

N— "M o WX = f‘(ﬂ,gﬁ')

6’1‘ S

-~ . s x
d'oli 1'assertion, puisque f~ est exact.

.

Lemme 8.2.10. Soit (S, OS) un topos annelé, ¥ un faisceau de modules 3 gauche

localement de présentation finie, ‘3 un faisceau de bimodules et W un faisceau

-

plat de modules 3 gauche. Alors, la fldche canonique

_Ho_m(f,%) e ¥ — @(fﬂ% o %)

est un_isomorphisme.

La question est locale sur S , ce qui permet de supposer que % admet une

présentation finie

51——;' ?0 :F 8]

La premiére ligne du diagramme suivant est exacte, car % est plat :

0—91_132('5’,‘8) o ¥ ——-a-_@(&'],%) o ¥ ——»@9;(?2.3)0%
l e )

0—>Hom (§,4 e®) ——pom(s, g o) ——pm (F,, § oW

d'oli 1'assertion. Faisant q= ¥ 1 » on déduit de 8.2.10 :
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Lemme 8.2.11. Tout morphisme d'un faisceau de modules localement de présentation

finie dans un faisceau de modules plat se factorise, localement sur S , par un fais~-

ceau libre 02 (n€w) .

Théoréme 8.2.12. (D. Lazard). Pour qu'un faisceau de modules M sur un site annelé

(s, Os) soit plat, il faut et il suffit qu'il soit limite inductive locale de modules

libres de type fini.

Le "il suffit" résulte de 8.2.2, 8.2.4.

Quel que soit U € 0b 4 , soit ,fo(U) (resp. -fl (U)) 1la catégorie des
faisceaux de modules libres de type fini (resp. de présentation finie) sur U , munis
d'une application linéaire dans v«:{U . Pour toute fléche f : V —=>U dans 4 ,
soit f° 1le foncteur de restriction de .{i(U) dans .ii(V) . Les foncteurs définis-
sent une catégorie (i , fibrée sur 4 , dont les fibres sont les catégories oppo-

sées des catégories -{i(U)

Le lecteur vérifiera que la catégorie .tl est localement filtrante sur A .
et que
V“ = g2im M
M, £) G-(]

si M est plat, 1'inclusion de -Co dans & est pleinement fidéle

1

et, d'aprés 8.2.11, vérifie (C F1) de 8.1.4. Elle vérifie das lors automatiquement

(CF2), et .zo est localement filtrante. D'aprés 8.1.5, on a
M= i
2im M ,

(M, f)éatz

d'oli 1'assertion 8.2.12.
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INTRODUCTION

1. Soit X un espace topologique et U = (Ui)iEI un recouvrement de X , que

1'on suppose soit ouvert, soit fermé et localement fini., Si & est un faisceau

abélien sur X , la suite spectrale de Leray :
Py
(1.1) H (U, H(F)) ey H*(X, &)

définie par W [[5] II (5.2.4) et (5.4.1)] peut se décrire de la fagon suivante :

Le recouvrement VU dé&finit une résolution "Céchiste" c*(u,¥), fonc-
torielle en & (ibid (5.2.1)). D'autre part, on dispose, pour tout & d'une
résolution "flasque canonique", C*(F), fonctorielle en ¥ (ibid (4.3)). Avec
ces notations, la sulte spectrale (1.1) s'obtient, dans le cas olt U est ouvert,

a4 partir du complexe double
(1.2) T(X,C*(u,C*(3)))
Dans le cas o U est fermé et localement fini, on considére le complexe double

(1.3) T(X,CHC*(u,3))

2, Cherchons une description unifiée de ces doubles complexes. Désignons par Xo

1'espace topologique somme disjointe des Ui et par Xn (n=0) 1le produit fibré

itéré (n+l1)*S™® de Xo avec lui-m@me au-dessus de X :
n
(2.1) = AL v, nli T 1L 0 Us(a)
io...inEI o """ "n o€Hom([n],I)

Les Xn forment un systéme simplicial d'espaces topologiques, et si jn désigne

la projection de Xn sur X, on a
n .
(2.2) =5, 3% @

Notons que la formation des résolutions flasques canoniques commute a
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la restriction 2 un ouvert et 2 1'image directe par une immersion fermée. Dés lors :

a) si u est ouvert
9 It = 3 »* P - P *
(2.3) ci(u,c () Jq* jq c (&) jq* ¢ (jqﬁ)
b) si U est fermé et localement fini
Pl - P - P
(2.4) c{CH{u,H) =¢ (Jq*jgﬁ) jq* C (jq 3]

Ainsi, pour obtenir une description unifiée de (1.2) et (1.3), on voit qu'il suffit
de prendre la résolution "flasque canonique’ de j:(&) sur Xq pour tout q ,

puis d'appliquer le foncteur jq* & cette résolution,

3. La description précédente garde un sens pour tout systéme simplicial d'espaces

topologiques au-dessus de X :
(3.1) N — Top/X
——
[n] X_

non nécessairement de la forme (2.1). Toutefois le double complexe, coaugmenté

par &
p
.2 —_— cr (g%
(3.2) 3 (g CUX@N,
ne définira pas en général une résolutiop de F .

Ce travail est consacré 2 la recherche de conditions suffisantes pour
que (3.2) définisse une résolution de ¥ . Dans ce cas, la suite spectrale (1.1)

se généralise en une suite spectrale
Pl +q
(3.3) P (B (X, () e P (x,3)

dite "suite spectrale de descente",
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Dans le cas de “coefficients constant", des suites spectrales analogues
ont été obtenues par Segal (cf [8]), par d'autres méthodes et pour d'autres "théories
cohomologiques™, telles que la K-théorie. Segal se place dans la catégorie des C.W.
complexes : il utilise un foncteur "réalisation géométrique” qui, 2 un complexe
semi-simplicial d'espaces topologiques, associe un nouvel espace topologique ;
ce nouvel espace doit se comparer au topos associé & un topos simplicial

[ef. (1.2.12)].

4. Au paragraphe 5, nous illustrons les critdres obtenus en construisant pour
tout espace analytique X sur € , via la résolution des singularités, un

systéme simplicial d'espaces analytiques non singuliers au-dessus de X ,
-_—
[n] X

tel que (3.2) définisse une résolution de F , Si 1'on prend pour 3F le faisceau

contient € , on obtient en particulier une suite specfrale
(4.1) Hq(xp, ¢) =——emmp Pz, )

qui exprime la cohomologie complexe de X en terme de la cohomologie complexe
d'espaces analytiques non singuliers. De plus, si X est projectif, on peut supposer
que tous les Xp sont projectifs : c'est 12 1'ingrédient essentiel qui permet

d'obtenir une esp2ce de "théorie de Hodge" pour X (cf. [2]).

5. Les constructions qui précédent s'étendent telles quelles lorsqu’on remplace
le faisceau &F par un complexe borné inférieurement de faisceaux. Elles conduisent
4 des techniques de "localisation" dans les catégories dérivées :

On sait que pour X~ donné par (2.1), la flache
¥ o pP(X) — Db(Xo)
n'est pas fidele en général ; on montrera qu'une donnée plus précise que celle de

86



-4 -

jz(K') (pour K° € D+(X)), faisant intervenir les X, permet parfois de recons-

tituer le complexe K° .

Les énoncés obtenus seront utilisés dans 1'appendice de l'exposé XVII
pour étendre la définition du foncteur R f, ( £ morphisme séparé de type fini

entre schémas) au cas ot f n'est pas supposé compactifiable.

Dans cette application, il n'est pas possible de ne considérer que des
espaces topologiques remplacés ici par des sites étales de schémas, D'autre part,
pour mener & bien les démonstrations, il sera nécessaire de considérer aussi bien
des sytemes simpliciaux d'espaces que des systemes multi-simpliciaux. Ceci explique,

justifie ou excuse le degré d'hypergénéralité dont on partira.

1. Préliminaires

(1.1) HNotations

(1.1.1) Dans tout ce qui suit, U est univers tel que Z € U : tous les topos

considérés seront des U-topos.

Soient T et T' deux topos : un morphisme ¢ : T —> T' consiste en
la donnée d'un couple de foncteurs ¢, : T—> T' et o* : T' —> T , muni d'une
adjonction HomT,(.,qm.) —ttny HomT(m*.,.), tel que ¥ soit exact & gauche

(i.e. préserve les limites projectives finies).

Soient (T,GT) et (T’,@T,) deux topos annelés : un morphisme de (T,@T)
dans (T‘,@T.) est un couple (p,8) ot ¢ : T—>T' est un morphisme de topos

et 8 : &, —> pu(6;) est un morphisme d'anneaux.

(1.1.2) Nous ferons un usage constant du langage des catégories fibrées tel qu'il
est exposé dans [S.G.A. 1 VI]; le lecteur pourra aussi se reporter & [4]. Fixons
simplement quelques notations : si E —> B est un foncteur fibrant (resp.
cofibrant), pour un morphisme m : 1 —> j dans B , nous noterons

n¥ : E, —> Ei (resp. my : Ei e Ej) le foncteur "image réciproque"

i
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(resp. "image directe') qui lui est associé ; chacun de ces foncteurs est définit
34 un unique isomorphisme fonctoriel prés. Si o E—> E' est un B-foncteur,
pour tout objet i de B , nous noterons o P B, > Ei le foncteur restriction

de @ a E;, .

(1.1.3) Enfin, nous désignerons par A la catégorie suivante : les objets de £
sont les ensembles ordonnés [a] = {0,1,...,n} et les morphismes de A sont
toutes les applications croissantes (au sens large). A+ (resp. A”) désignera
la catégorie dont les objets sont ceux de A et dont les fldches sont les
monomorphismes (resp. les épimorphismes) de A . Nous utiliserons librement et

au fur et 2 mesure des besoins les notations classiques introduites a propos de

A [ecf. [3] 11 2].

(1.2) D-topos

Définition (1.2.1) Soient D une catégorie et E —=> D un foncteur fibrant

et cofibrant. Nous dirons que E est bifibrée en topos au-dessus de D o que

E est un D-topos gi les conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet i de D la catégorie fibre E, est un topos.

{b) Pour tout morphisme m : i —> j dans D, il existe un morphisme de topos

f: Ej —>E;, tel que f, =m* et f¥=m, .

Remarque. La condition (b) peut encore s'exprimer, compte tenu de (a), en disant

que le foncteur m, est exact & gauche.

Lorsque D = A (resp. A X A) on parlera de topos simplicial (resp.

simplicial double) pour désigner un A-topos (resp. un A X A-topos).

Dans la pratique, nous rencontrerons des D-topos grice aux considé-

rations suivantes :
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Définition (1.2.2) Soit &€ une catégorie fibrée et cofibrée au-dessus de D .

Nous dirons que £ egt bifibrée en duaux de topos au-dessus de D gi e° est

un Do-togos.

Remarque (1.2.3) Explicitement, € est bifibrée en duaux de topos gu-dessus de D

si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet i de D , la catégorie duale de la catégorie fibre Ci
est un topos.
(b) Pour tout morphisme m : i —>3j de D, le foncteur m* est exact 2

droite.

(1.2.4) Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de catégories bifibrées

en duaux de topos,

(1.2.5) Soient &€ -~> B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B
et X : D° —>B un foncteur. Alors on laisse au lecteur le soin de vérifier que

(0° x 8° est un D-topos que nous noterons X .,

B
(1.2.6) Nous dirons souvent qu'un foncteur X : p° —> B est un D-objet de B
et nous désignerons par Xi 1'image par ce foncteur d'un objet 1 de D ; les
D-objets de B forment une catégorie notée D°B . Si S est un objet de B ,

un D-objet de B/S s'appellera un D-objet de B augmenté vers S ., La donnée

d'un D-objet de B augmenté vers S est trivialement équivalente & la donnée
D
d'un morphisme fonctoriel X —> Cg ot X est un D-objet de B et CS le

D-objet de B constant de valeur §S .

Lorsque D = A , on parlera d'objet simplicial (resp. objet simplicial

augmenté).

Nous utiliserons aussi des objets simpliciaux doubles (en faisant

D =AXA4).
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(1.2.7) Supposons maintenant que la catégorie B posséde des produits fibrés finis.
Solit f : R—>S une flache dans B : le bifoncteur
([n],X) wwr— HomEns([n], Homs(X,R))
de A° x (B/S)° damns Ens définit un foncteur :
[n] w— x[n] - X
en prenant pour Xn un représentant du foncteur
Z a——> Houﬁgns([n], Homs(Z,R))

n+l fois

(Xn —== RXgXRX.. .XSR)

Nous désignerons par [R|fs] ou [R|S] 1'objet semi-simplicial augmenté

vers S ainsi comstruit.

Enfin si X et X' sont deux objets semi-simpliciaux de B (ou de B/S)
et u : X —> X' un morphisme fonctoriel. Nous introduirons pour des raisons
techniques 1'objet [x|ux'] calculé dans la catégorie A°B . Celui-13 s'interprdte
comme un objet simplicial double de B que nous noterons alors [[X lu Xx']] :

On dispose en effet d'un isomorphisme canonique de catégories :

2°(p°B) —=——> (A x N° B

Nous allons revenir maintenant & la notion générale de D-topos.

(1.2.8) Soient E un D-topos : nous désignerons par [(E) 1la catégorie
HOED(D:E)- Soit £ : D' —> D un foncteur : la catégorie D' X,E est un D'-topos

et, par composition avec f , on obtient un foncteur

g% : T () —> TO' xE)
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Dans le cas ot D' est réduite & un objet i de D (avec pour seul

morphisme 1'identité de i) et pour £ 1'inclusion canonique notée e, » on

peut prendre pour D' xDE la catégorie fibre E, et e? s'identifie alors au

i

foncteur "évaluation en i'".

Proposition (1.2.9) 8i D' est une U-petite catégorie, le foncteur f%* possdde

un adjoint A droite et & gauche (notés respectivement f

. ot £

Cela résulte d'une légdre généralisation du lemme de Kan [III 1.1],

dont nous ferons un usage constant.

Lemme (1.2.10) Soient I, J et A trois catégories au-dessus d'une méme catégorie

B : on suppose que I est Uu-petite et que A est fibrée et cofibrée au-dessus

de B, On se donne un B-foncteur f : I —>J et 1l'on désigne par f¥* le foncteur

HﬂxB(J,A) —_— MB(I,A)

défini par composition avec f , Alors si dans chaque fibre de A au-dessus de B,

les U-limites inductives (resp. projectives) existent, f£%* possdéde un adjoint
a

gauche (resp. 3 droite).

Preuve, Nous n'indiquerons que la démonstration de 1'existence du foncteur adjoint
2 gauche, la partie resp. du lemme s'en déduisant par dualité. Nous utiliserons le

fait suivant, dont la vérification est laissée au lecteur :

Lemme (1.2.10.1) Soient A wune catégorie bifibrée au-dessus d'une catégorie B ,

] s + »
b un objet de B et (FX)XEA un foncteur d'une catégorie A dans la fibre Ab ;

quels que soient G dans A, et u: b' —>b (resp. u:b—>1b') dans B ,

on a une bijection :

Homu(G, lim Fl) —e 1im Homu(G,F)L)

- -

(resp. Homu(li? Fk , G) —S—i lim Homu(Fx,G))

chaque fois que le premier membre est défini.
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+ Ceci étant, soit I AL f.J la catégorie sur B définie par :

ob(IllfJ) = ob (1) 1L ob (D)

Bomx(x,y) si x , y € ob(I)

Hom(x,y) =1 HomJ(x,y) si x , y € ob(J)
HomJ(f(x),y) si x € ob(I) et y € ob(J)
L ¢ si x € ob(J) et y € ob(I)

+ La catégorie HomB(I.u.f J, A) est équivalente 3 la catégorie des triples
formés d'un B-foncteur F de I dans A , d'une B-foncteur G de J dans A

et d'un morphisme ¢ de B - foncteur de F dans Geof = £(G).

+ Pour tout objet j de J , on désigne par I/j la catégorie des objets
de I "placés par f au-dessus de 3}" : les objets de 1/j sont les couples
(i,0) od i est unobjet de I et @ : i —>j wune fl2che dans I LLf J , les
morphismes de I/j é&tant ceux de IILf J/j . si Py et P; sont les projections
de I et J sur B, et si (i,0) est un objet de I/} , on désignera par
Q.

. ApI(i) ——-—>Ap le foncteur PJ(O.)* .

J(J)
+ 8Se donner un B-foncteur de IALf J dans A revient encore A se donner

F € HomB(I,A), G € Homy(J,A) et un morphisme fonctoriel en j

¥y = lim o, (F(1) —————>G6(j) .
->

(i,a)€1/3

(La fonctorialité en j du membre de gauche résulte de (1.2.10.1)). L'adjoint 2

gauche de f¥* est donc donné par la formule :

f!(F)(j) = lim a,(F(1))

(i,a)€1/3

2
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Corollaire (1.2.11) Soient E un D-topos et i un objet de D ; le foncteur er

admet un adjoint 3 pauche (resp. 3 droite défini par :

e”(a) (i) = _l_l_ C(,*(a) resp, ei*(a)(j) = ‘{ ’ a*(a)
Q€Hom(1i, j) acHom(j,1)

ot a est un objet de E au-dessus de 1i .

Proposition (1.2.12) Soient D une U-petite catégorie et E un D-topos : alors

la catégorie T(E) est un U-topos.

+ On vérifie "fibre par fibre", & l'aide de (1.2.10.1), que la catégorie

I(E) possdde les propriétés suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables,
b) Les sommes directes indexées par un élément de U sont représen-
tables. Elles sont disjointes et universelles.

c) Les relations d'équivalence sont effectives universelles.

+ Il reste 3 montrer que I(E) possdde un syst2me de générateurs indexé

)
Gil XEAi est un systéme

est un ensemble Y-petit), la famille (ei!(Gik))i,k

par un élément de WU : or, si pour tout objet i de D, (

de générateurs de E; (od A

est un gsystéme de géuérateurs de I(E).

i

(1.2,13) Nous allons introduire maintenant la notion de morphisme entre D-topos,
Précisons tout d'abord que si F et F' sont deux catégories au-dessus d'une
méme catégorie B et si T : F—>F' est un B-foncteur , un B-adjoint 3
gauche 3 T sera un foncteur 8 : F' —>F adjoint 2 gauche 2 T tel que les
morphismes canoniques 1 —> T°S et SeoT —> 1 soient des B-morphismes de
foncteurs, Sous ces conditions, on vérifie trivialement que T est cartésien et

que § est cocartésien.
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Définition (1.2.14) Soient E et E' deux D-topos : un morphisme de E dans E'

est un couple de D-foncteurs &, : E —> E' et &* : E' —> E, muni d'une D-adjonc-

tion Hom(@*,,.) ==> (.,%,"), tel que pour tout objet i de D , le couple

(85 Q?) , muni de 1'adjonction induite par E , soit un morphisme de topos de

E, dans E! .
i == i

Proposition (1.2.15) Soient E et E' deux D-topos et (g, , &) : E —>E'

un morphisme. On suppose que D est une WU-petite catégorie, alors le couple

(1(8,), T(8*)) : I(E) —> I(E') est un morphisme de topos.

Découle trivialement de la définition précédente,

Le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, permet

de construire des morphismes de D-topos :

Lemme (1.2.16) Soient E et E' deux catégories bifibrées au-dessus d'une méme

catégorie D , et & un D-foncteur cartésien de E dans E' tel que, pour tout

objet i de D, Qi : Ei s Ei posséde un adjoint & gauche, Alors, le choix

pour tout i , d'une adjoint & gauche 2 Qi détermine canoniquement un D-foncteur

Yy : E' —>E , D-adjoint & gauche & & .

Scholie (1.2.17) Sous les conditions de (1.2.16), supposons que E et E' soient
deux D~topos et que pour tout i objet de D , tout adjoint & gauche du foncteur
§i soit exact & gauche : alors, si { : E' == E est un D-adjoint a gauche 2 § ,

le couple (3,¥) : E—>E' est un morphisme de D-topos.

Soient maintenant &€ —3» B une catégorie bifibrée en duaux de topos
au~dessus de B, X et X' deux D-objets de B et a : X —> X' un morphisme
fonctoriel, Alors le choix de clivages normalisés pour & et e° détermine

canoniquement un morphisme (o, , o¥) : X —> X' de D-topos tel que, pour tout
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. . . T - . 0 _u0 .

objet i de D (o.*i, C!.i) : X, —> X! soit égal 2 (O.i* ,» af ), ot

& ¢ Xi — Xi est la fléche de B donnée par ¢ . Pour deux choix différents

de clivages pour £ et e® , il existe un unique D-isomorphisme entre les morphismes

ainsi obtenus. (Pour la vérification de ces faits, le lecteur pourra se reporter 2

(L 47 -~ L7,

(1.3) D-topos annelé

Définition (1.3.1) Un D-topos annelé est un couple (E,A) oia E est un D-topos

et A un anneau de I(E).

On vérifie alors que pour tout objet i de D, Ai est un anneau du
topos E. et que pour tout morphisme m : i —> j 1la fléche canonique

A, —> m*(Aj) est un homomorphisme d'anneaux.

Définition (1.3.2) Soient (E,A) et (E',A') deux D-topos annelés : un morphisme

de (E,A) dans (E',A') est un couple ($,8) ot & : E—=E' est un morphisme

de D-topos et 6 : A' —> T(Q*)(A) est un homomorphisme d'anneaux,

Remarque (1.3.3) Un morphisme & : (E,A) —> (E',A') de D-topos annelés induit
un morphisme (I(2),8) : (IT(E),A) —>(T(E),A') de U-topos annelés lorsque D est

une U-petite catégorie (cf. 1.2.15).

(1.3.4) Soit €& —> B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B

et ® un anneau de I(Co) = MBO(BO,EO). si X :D0°— 3B est un D-objet de B,
le D-topos X (cf, (1.2.5)) est naturellement annelé par (6.)° : D—>¢ et
l'on désignera par (i,@) le D-topos annelé ainsi construit. Si a : X -—> X'

est un morphisme fonctoriel, le morphisme (a, , o¥*) : X —= X' (c¢f, 1.2.17) induit

canoniquement un morphisme (X,8) ——> (X',6) de D-topos annelés encore noté «a .

(1.3.5) Un D-topos annelé (E,A) définit canoniquement une catégorie Mod(E,A)

bifibrée en catégorie abéliennes au~dessus de D dont la fibre en un objet i
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de D est la catégorie Mod(Ei, Ai) des modules sur le topos annelé (Ei’ Ai)
Avec ces notations, la catégorie des modules de [(E) sur A , notée Mod(T(E),A)

s'identifie & la catégorie Hom, (D,Mod(E,A)).

(1.3.6) Soit o =~ (§,8) : (E,A) —> (E',A') un morphisme de D-topos annelés, Il
définit deux foncteurs ¢, : Mod(E,A) —> Mod(E',A') et o¥ : Mod(E',A') —> Mod(E,4)

entre les catégorles de modules correspondantes :

- Soit M un objet de Mod(E,A) au-dessus d'un objet 1 de D :
8,(M) est un module sur Q*(Ai) et, grace au morphisme @ : A; —> Q*(Ai), on .
en déduit un module sur A;‘ noté (M), Ce foncteur ¢, sera appelé le foncteur

image directe par le morphisme ¢ .

- Soit M' un objet de Mod(E',A') au-dessus d'un objet 1 de D : F*(M')
38 ] 3 ¥ 3 ¥ )
est un module sur & (Ai) et o¥(M') = F¥(M') ®§*(A£) Ai est canoniquement muni
d'une structure de module sur A; . Au moyen de (1.2.16), on définit ainsi un

foncteur o%* , adjoint A gauche 2 ¥y » et appelé foncteur image réciproque par

le morphisme o .

(1.3.6.1) Nous dirons que ¢ est plat si le foncteur T(p*) est exact,

Proposition (1.3,7) Soient £ : D' —> D un foncteur et (E,A) un D-topos annelé,

Alors le foncteur canonique

£% : Mod(T(E),A) > Mod(L(EX D'), A°f)

posséde un adjoint & droite et 2 gauche si D' est une U-petite catégorie. En

particulier, i1 est exact,

Cela résulte immédiatement de (1,.2.10) et de 1'identification

Hom, (D,Mod(E,A)) = Mod(T(E),A).
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Conformément aux notations générales, nous noterons f, {resp. £)

1'adjoint 3 gauche (resp. 2 droite)de f# |,

(1.3.8) Les considérations qui suivent nous fournirent un procédé de calcul commode
pour les foncteurs dérivés du type §+T(¢*) : D+Q£(E),A) — D+(£(E'),A'), ot

o : (E,A) —> (E',A') est un morphisme de D-topos annelé (cf. {1.3.6)). [si (S,&S)
est un topos annelé, nous notons D+(S,@s) la catégorie dérivée de la catégorie

des ®g-modules de s].

(1.3.9) Ce calcul formel pourra d'ailleurs s'appliquer 3 d'autres contextes tels

que la "descente en cohomologie 4-adique" (cf. S.G.A, 5).

Proposition (1,3,10) Soit D une Uu-petite catégorie. Si (E,A) est un D-topos

annelé, on désigne par I 1'ensemble des objets de Mod(I(E),A) isomorphe 2
(E,A) = ZSomorpac 2

un objet de la forme I e, (Q.) , ob, pour tout objet i de D, Q  est
. i# i - -— i ==
i€ob(D)
totalement acyclique (cf. V 4.4 ) ; I(E A vérifie les propriétés suivantes :
3

(1) Pour tout objet F de Mod(I(E),A) et tout objet i de D, ef(F) est

totalement acycligue.

(i1) Tout objet de Mod(T(E),A) s'injecte dans un objet de I(E RE
3

(iii) 1 est stable par sommes directes finies.

(E,A)
(iv) Pour tout morphisme ¢ : (E,A) —> (E',A') de D-topos anmelés, le foncteur

T(qy) transforme tout complexe acycligue de C+(£(E),A), formé d'objets de I(E 4)°
]

en un complexe acyclique formé d'objets de I(E' A"
’

Démonstration.

(1) Compte tenu de 1'expression explicite de e,  (cf. (1.2.1.1)), il suffit
i

de montrer le lemme suivant :

;) 'Fﬁﬁrub‘<dU“ b &4«6&»4&%.‘5 V.
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Lemme (1.3,10.1) Soient (S,Gs) un_topos annelé et (Ft)téT une famille de
ss-modules totalement acycliques indexée par un ensemble T U-petit. Alors

I F_ est totalement acyclique.

t€T

Soit X un objet de S : il existe une suite spectrale

(1.3.10.2) wx, 19 F) == 01 #Px,F)
teT t€T
od Il (@) désigne le q-i2me dérivé du foncteur "produit indexé par T". Comme
tE€T
(@) tET q
I F_ est le faisceau associé au préfaisceau U——> NI H'(U,F)),
t€T teT
(1.3.10.2) dégénere et on obtient des isomorphismes
(1.3.10.3) G, I F) —=> I H'(XF)

t€T t€T
d'od finalement H (X, I ) =0 pour tout n .
tET
{ii) Soit F un objet de Mod(I(E),A) ; on choisit pour tout i un monomor-
phisme Fi —_—> Qi , oli Qi est totalement acyclique dans

MOd(Ei’Ai) : ei»(Fi) — ei*(Qi) est alors un monomorphisme (puisque e possade

in
un adjoint 2 gauche), et la fléche canonique :

(1.3.10.4) Fo— ] e, (F,) ——

Q,)
i€ob(p) i* 1

I e, (
i€ob(p) # 1

est encore un monomorphisme, comme on le vérifie trivialement,

(1ii) Démonstration laissée au lecteur.
(iv)  On laisse aussi au lecteur le soin de vérifier que T(gp,) transforme un
objet de I(E,A) en un objet de I(E',A') . Ce point établi, il suffit, compte

tenu de (i), de vérifier le lemme suivant :

98



- 16 -

Lemme (1.3.10.5) 8i 0—>F—>G—>H—>0 est une suite exacte courte dans

Mod(T(E),A), avec F € I(E A & GE1 la suite

(E,8) °
0 —> T, ) (F)) —> T(p,) (G)) —> T(ep(H)) —> 0 est exacte dans Mod(I(E'),A').

Il suffit de remarquer que er(H) est acyclique pour tout objet 1 de D
et que le calcul de T(yp,) se fait fibre par fibre, ce qui achdve la démonstration

de (1.3.10).

Corollaire (1.3,11) Soit ¢ : (E,A) —> (E',A') un morphisme de D-topos annelés.

On peut calculer le foncteur R +T(w*) au moyen de résolutions formées d'objets

de Ieg py-

Soit LC K+(£(E),A) la sous-catégorie pleine des complexes fermés
d'objets de I(ga) @ L estune sous-catégorie triangulée en vertu de ((1,3,10),
E]

(i1)) et on peut lui appliquer le théordme (5.1) de [[7] - Chap.l].

Corollaire (1.3,12) Soit ¢ : (E,A) —> (E',A') un morphisme de D-topos annelés ;

pour tout objet i de D on désigne par @, : (Ei’Ai) —> (E{, A}) le morphisme

de D-topos annelé induit par ¢ au-dessus de i . Alors le diagramme

+
R (e¥)
D (C(E), ) -1 > 0*(E,,4,)
R T(e,) X
pH(D(E'), A" D*(E},A!)
R (e}

est essentiellement commutatif.

On dispose d'un morphisme

+ + + +
(e o BT(g) ———> &y, E'(eD

dont on vérifie que i est un isomorphisme, grace a (1.3.10).
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Remarque (1.3.13) Désignons par G l'ensemble des objets F de Mod(I(E),A)

(E,A)
tels que e?(F) soit totalement acyélique pour tout objet i de D. Il résulte
de la démonstration de (1.3.10) que l'on peut calculer g+r(¢*) au moyen de réso-

lutions formés d'objets de G i est ce que l'on fait en particulier danms

(E,a) °
1'introduction en utilisant la "résolution flasque canonique" (¥) ., D’apres

1.3, i : : .
[( 10)(i)], on a I(E,A) C:G(E,A) , mais nous utiliserons explicitement I(E,A)

dans le paragraphe 2 .,

2. La méthode de la descente cohomologique

Dans ce numéro, D est une catégorie U-petite,

(2.1) Généralités. Notations

(2.1.1) sSoit (S,@é) un topos annelé, La catégorie S x D , muni de la projection

canonique § X D ~—>D , est un D-topos ; de plus la section de valeur constante

ss définit un D-topos annelé (S Xx D,SS) appelé D-topos annelé constant de valeur
(s,@s) . Avec ces notations, la catégorie Mod(T(S x D), @S) s'identifie 3 la caté-

gorie des foncteurs covariants de D dans Mod(S,Gs).

On définit un foncteur exact :
e* Mod(S,@S) —ey Mod (T(S X D),@S)

en associant & tout module F sur S le foncteur constant de valeur F . Le
foncteur e¥ possdde un adjoint 2 droite €, qui associe i tout foncteur

H:D ———>-Mod(ss) sa limite projective, le morphisme d'adjonction F —3 g,e¥*(F)
étant celui qui envoie F dans la limite projective du foncteur constant de valeur

F ; ainsi ¢¥* est pleinement fidele si et seulement si D est connexe,

(¥} cf. exposé XVII pour la généralisation de cette notion,
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Définition (2.1.2) Soit (E,A) un D-topos annelé ; une augmentation de (E,A) est

un morphisme (de D-topos annelés) de (E,A) dans un D-topos annelé constant. Un

D-topos annelé muni d'une augmentation sera appelé un D-topos annelé augmenté,

(2.1.3) Soit & —> B une catégorie bifibrée en duaux de topos et § un anneau

de I(Eo) = HomBO(BO,BO) . Soit S un objet de B : un foncteur D° —> B/S ,

c'est-a-dire un morphisme fonctoriel X —-§—> Cg , ot X est un foncteur p° —> B

(cf. (1.2.6)), induit une augmentation :

8 : (X,8) ————>(e‘s’ X D, &) (cf. (1.3.4)).

désignerons par la m&me lettre que le morphisme fonctoriel qui lui donne naissance,

(2.2) La descente cohomologique

(2.2.1) Soit 8 : (E,A) —> (8 X D,SS) un D-topos annelé augmenté, on pose,

avec les notations de (1.3.6) et (2.1.1),
B* = T(E™) o e* : Mod(S,8;) ———> Mod(L(E),A)
et By = e, o T(8y : Mod(T(E),A) ——> Mod(S,8)

L'image de §* se trouve dans la sous-catégorie pleine de Mod(I(E),A)

formée des sections cocartésiennes de T (D,Mod(E,A)) : nous noterons

cocart

T (D,Mod(E,A)) cette dernidre catégorie.

Définition (2.2.2) On dit que O est une augmentation de descente effective si

cocart

T°(p*) o e : Mod(S,@s) —>T (D,Mod(E,A)) est une équivalence de catégories,
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(2.2.3) Avec les notations de (2.2,1), supposons que § soit plat, de sorte que
B* est exact et passe trivialement aux catégories dérivées : soit g+(§*) le fonc-

teur ainsi obtenu., Avec ces notations :

Lemme (2.2.3.1) Il existe deux morphismes fonctoriels

a: y —> K (8 « L8 et B :LT(B. g (@Y —> 14

idD‘*‘(S,@S pH(I(E),A)

mettant ces deux foncteurs en adjonction,

(c€, [9] (3.3)).

Définition (2.2.4) On dit que § est une augmentation de l-descente cohomologique si

1°) @& est plat

2°) Le foncteur ;+(§*) est pleinement fidéle,

Remarque (2.2,5) La condition 2°) la définition précédente peut aussi s'exprimer

en disant que le morphisme @ dans (2,2.3.1) est un isomorphisme.

Définition (2.2.6) On dit que O est une augmentation de 2~-descente cohomologique

(ou de descente cohomologique effective) si 6 est & la fois une augmentation de

descente effective et une augmentation de l-descente cohomologigue.

La terminologie précédente est justifiée par le résultat suivant :

Proposition (2.2,7) 8oit © une augmentation de descente cohomologique effective.

Alors, l'image essentielle de g+(§*) est la sous-catégorie pleine de D+(£(E),A)

. . i ... : .
formée des complexes F tels que pour tout i , H (F') soit une section cocar~

tésienne de Mod{(E,A),

Nous dirons, pour abréger, qu'un complexe F° wvérifiant les conditions

précédentes est une donnée de descente cohomologique, Il est clair que si K'€D+(S,®S)

g+(§*)(K') est une donnée de descente cohomologique : il suffit donc de montrer

que pour toute donnée de descente cohomologique F° , le morphisme canonique
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BIE) : LA™ o pHEYE) —— F

est un isomorphisme dans D+(I(E),A).

a) Cas ot F' est borné : on raisomne par récurrence sur la longueur 4 de

1'intervalle des entiers 1 ot H (F') # 0 :
- pour 4 =1 1'assertion est vraie parce que § est de descente effective.
- supposons & >1 et soit n le plus grand entier tel que H'(F') # O :

*
on dispose d'un triangle distingué 9

EM(F*)[-n)

Fl' F°

tel que l'hypothese de récurrence s'applique & F'®' ; B(H"(F*)[-n]) et B(F'")
étant des isomorphismes, il en est de méme de B(F’)
b) Cas général : désignons par O_(F') le complexe

Pl Pl s gerd® —>0—>0 ... ,

(cf, [7] (7.1)), de sorte que 1'on dispose pour tout n d'un diagramme commutatif
§+
|+
B

et il suffit de voir que le morphisme

L@ o '8 (o (F')) = > 0 (F")

(8w - gT(EY F) F

(*) pour tout complexe K° , K'[-n] désigne le complexe T (K') , o T est

le foncteur translation.
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B8y (o (F)) RFGE Y

induit un isomorphisme sur les e pour i €£n . Or, on dispose d'un triangle :

FH'\
USn(F'3 —_—

avec H(F" *) =0 pour i <n . On en déduit alors que Hi(§+(€*) (F"*)) =0
pour i € n , puis que Hi(§+(§;)(0Sn(F'))) —_ Hi(§+(§*)(F')) est un isomor-

phisme pour 1 €S n, ce qui achéve la démonstration.

Nous allons maintenant exposer une méthode de calcul explicite de §+5*

fort utile dans la démonstration de certains critéres de descente cohomologique,

ainsi que dans l'exploitation de la dite notion.

(2.3) Un procédé de calcul pour §+ €y

Nous commencerons par deux sorites,

(2.3.1) Soient D une U-petite catégorie et Ab 1la catégorie des groupes
abéliens appartenant 2 U . On désigne par r, le foncteur D —> (Hom(D, Ab))°

défini par la relation

£ (1)(3) = zHom(Ls 1)
pour tout couple (i,j) d'objetsde D . On comstruit alors, pour tout couple (i,X)
formé d'un objet de D et d'un objet de Hom(D,Ab), un isomorphisme canonique

et fonctoriel :

Hom(rD(i), X) —==> x(i)

(2.3.1.1) Soient A une catégorie additive (cf. TohokQl) et F un foncteur

D —> A : on définit un foncteur F : (Hom(D,Ab))° — A°Ens par la relation
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F(X)(a) = Hom (x, HomA(a, F(.)))
Hom(D, Ab)

de sorte que le diagramme suivant, ol hA désigne le foncteur canonique :

rD o
D (Hom(D,Ab))
F ¥
A T > Hom(Ao,Ens)
A

solt essentiellement commutatif,

On laisse au lecteur le soin de vérifier que F transforme les sommes
directes finies de Hom(D,Ab) en produits et que, si 1'on désigne par Z le

foncteur constant D —> Ab de valeur Z, ona F(Z) = lim F .
Enfin la correspondance Fa~—>F définit un foncteur covariant
Hom(D,A) — > Hom((Hom(D,Ab))o, Hom(Ao, Ens)).
(2.3.1.2) On désigne par Add(D) 1la sous-catégorie pleine de (Hom(D,Ab))°
définie par les objets de la forme rD(i), ot i est un objet de D , et leurs

sommes directes finies, La catégorie Add{(D) est additive et le foncteur

r, ! D—> Add(D) vérifie la propriété universelle suivante :

(2.3.1.3) Pour toute catégorie additive A , le foncteur G —> G o T induit

une équivalence de la sous-catégorie pleine de Hom(Add(D),A) formée par les

foncteurs additifs sur la catégorie Hom(D,A).

La catégorie Add(D), définie 2 équivalence prds par (2.3.1.3) s'appellera

la catégorie additive engendrée par D .,

(2.3.2) Soient A une catégorie abélienne et K'° un complexe double que nous
considérons comme un objet de ¢t(c*(a)), le premier indice correspondant au
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premier signe C+ : on désigne par (K")s le complexe simple associé (cf. Tohokf

(2.4), dont nous conserverons les notations). On définit ainsi un foncteur

(2.3.2.1) IR VD — ¢t

et on laisse au lecteur le soin de vérifier le lemme suivant :

Lemme (2.3.2.2) Le foncteur ( )s définit un foncteur triangulé :

Hcta) ———= ¥

qui préserve les guasi-isomorphismes ; il définit donc un foncteur triangulé :

pt(ct(a)) —— ) ,

encore noté ( )s .

b
Remarque. On a le mme résultat pour le foncteur ( )_ : c(Cc (4)) —> c(a

car la suite spectrale que 1l'on envisage est birégulidre par (E.G.A. III (11.3.3)).

(2.3.3) Ceci étant, soient (S,@s) un topos annelé et D une U-petite catégorie,

Soit 2' € c¢'(add(D)) unm complexe de cochatnes tel que z2" =0 pour n<O.

Tout objet F de Mod{([(S x D, @s), GS) {(qui s'identifie 2 un foncteur
D ——>-Hod(5,®s) d'apres (2.1.1)) définit, par la propriété universelle de Add(D)

un objet ¢ (F)" de C+(S,®S) qui varie fonctoriellement avec F  d'aprés

Z' %
(2.3.1.3).

On définit ainsi un foncteur triangulé :

(2.3.3.1) xH(

6, ) @ K (I(S x D),6) —> K(c¥(s,80) .

Z*®
De plus, il résulte de (2.3.2.2) que le foncteur composé :
ot R +
C g o kile,, ) K'(Z(s x D),6) ——> K (5,67)

transforme les objets acycliques en objets acycliques, I1 définit donc un
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foncteur triangulé :

(2.3.3.2) ey, DTS x D), ) ——>D'(5,8)
e + . (*)
vérifiant la relation Qo )s° K (ez. *) Re,. oo Q

(2.3.4) Lles données précédentes sont conservées. On considére 2Z° comme un
complexe de chatnes dans Hom(D,Ab). Soit t : 2° —> Z un morphisme de 2°

dans le foncteur constant de valeur Z tel que le morphisme composé

(2.3.4.1) P L )

soit nul.

Par fonctorialité (cf. (2.3,1.1)), on en déduit un morphisme

€4 (F) > ez,.“(F)o tel que le morphisme composé

(2.3.4.2) e®) —> ¢, (0° —> ¢, (O

soit nul,

Il existe alors un morphisme canonique de foncteurs triangulés :

(2.3.4.3) QK (e) —L— 0o ) o K'Ce,. ) = Ee,., o Q

Proposition (2,3.5) Les conditions et nmotatioms de (2.3.3) et (2.3.4) gont conservées ;

on _suppose en outre que le complexe augmenté

définisse une résolution de % .

Alors, pour tout complexe F' formé d'objets de (cf. 1,3.10 ),

I(SXD,GS)

(#) Pour toute catégorie abélienne A , la lettre Q désigne le foncteur
canonique KT(A) —> pF(a).
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I 1 Gk e (F) ——> (& ¢, Q(F)

est un isomorphisme.

+ Soit i wun objet de D et Q un module sur (S,@S) : montrons que

i (ei*(Qi)) est un isomorphisme, Il s'agit de voir que la suite :

(2.3.5.1) 0—>q —> ¢, (e, (@) —>¢,. (e, QN — ...

est exacte,

Pour cela il suffit de montrer que, pour tout objet X de Mod(S,@S),

la suite :

(2.3.5.2) 0 ~> Hom(X,Q;) —> Hom(X,¢ NG — Hom(X,€,,,

Z'*(ei*(Qi *(ei*

est exacte, Or un calcul immédiat montre que (2.3.5.2) se réduit a :
(2.3.5.3) 0 —> Hom(Z ,Hom(X,Q,)) —> Hom(HomAdd(D)(Zo,i),Hom(X,Qi)) -

e Hom(HomAdd(D)(Zl,i),Hom(X,Qi)) — ... .

+ 8i pour tout objet i de D , Qi est un module totalement acycli-

que, on voit, en appliquant le foncteur [l aux complexes (2.3.5.1), que 1'on
i€ob(D)
obtient encore un complexe acyclique d'aprés (1.3.10.1). Ainsi j ( 1 (e, (Q.))
icob(p) * 1

est un isomorphisme.

+ On laisse au lecteur le soin de déduire de ceci que jF(F') est un

isomorphisme lorsque Frer pour tout n (par suites spectrales, par

(sxD,ss)

exemple).
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Corollaire (2,3.6) Sous les conditions de (2.3.5), le morphisme i définit

§+€Z'* comme le foncteur dérivé de

€y -

La sous-catégorie de K+(£(SXD),®S) définie par les complexes formés d'objets
de I vérifie les conditions du théoréme (5.1) de [[7], I], pour le
(sxD,6,.)
foncteur K¥(egy,), en vertu de (1,3.10) et (2,3.5) : le corollaire résulte

immédiatement de cette remarque.

Corollaire (2,3,7) Sous les conditions de (2.3,5), scient (E,A) un D-topos ammelé

et 8 : (E,A) —> (SXD,GS) une augmentation ; il existe un isomorphisme canonique

" 5,—=—> &'Tey ° §'e,.,

Cela résulte de [[7] - 1T - 5.4].

Remarque (2.3.8) On savait a priori que §+e* existe et que l'on a un isomorphisme
§+ 5; — §+T(e*)o §+e* » vuque I(8,) et e, sont induits par des morphismes
de topos annelés (cf. (1,3.6) et (2,1.1)). Cependant le calcul précédent s'avérera
fort utile et applicable & d'autres contextes, car, dans la pratique, les condi-

tions de (2.3.5) seront toujours vérifiées,

Nous allons maintenant donner les exemples fondamentaux ol 1'on pourra

appliquer (2.3.5).

(2.3.9) Dans Add(p), on pose z" = [n] et on définit d" : z" —> znH par la
formule

n+l
(2.3.9.1) = g (Dl

i=Q

~

o 3 : [n] —= [n+l] est la i-2me face [cf£.[3] II 2]. On prend pour
t:2°—>2z 1'augmentation naturelle évidente,

La condition de (2,3.4) est trivialement vérifie, La condition de (2.3.5)

résulte de ([5] I (3.7.4)),

109



- 27 -

(2.3.10) Dans Add(A x A), on considére le complexe simple associé au complexe

double :
n,m+l
5
([nd,[m1]) ((a+1],[me1 D)
n,m
(2.3.10.1) 52 5;4-1,“1
ghm®
([n3,[ad) 1 > ([a+1],[n))
avec
f n+l .
n,m i i
g = ¥ (~1)" (3 ,1idr_4)
1 =0 [m]
(2.3.10.2)
m+1 .
s = 3 (-DIdr 4,30 )
\ z 120 [n]

On laisse au lecteur le soin de vérifier {en utilisant (2.3.9)) que le
complexe ainsi défini, muni de l'augmentation naturelle évidente, vérifie les condi-

tions de (2.3.5).

(2.3.11) On traite de maniére analogue le cas multi-simplicial (avec

AXAX oo X D)
p-fois
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(2.4) La descente cohomologique relative

(2.4.0) Soient € —> B wune catégorie bifibrée en duaux de topos et § un anneau

de T(E").

Ces données définissent canoniquement une catégorie fibrée et cofibrée en
catégories abéliennes, notée Mod(€°,8), au-dessus de B° (cf. (1.3.3) et (1.3,4)):
dans tout ce qui suit, les foncteurs "images directes" et "images réciproques"

seront toujours pris par rapport au foncteur fibrant et cofibrant :

Mod(e°,6) —> B° .

Définition (2.4.0.1) Nous dirons qu'un morphisme f : T—>S dans B est plat

(relativement a (€,6)) si f : Mod(eg,Gs) — Mod(&o,GT) est un foncteur exact,

(2.4.1) Soit G une sous-catégorie fibrée et cofibrée de Mod(Bo,G) telle que,
pour tout objet § de B, G soit une sous-catégorie épaisse (cf. Tohoks (1.11))
de (Mod(&o,s))s - Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de telles situatioms,
8i S est un objet de B , nous désignerons par D+(S), la catégorie
dérivée de Mod(ﬁg,GS) : on introduit, suivant [[7] (I § 4)], la catégorie DE (s),
S

qui s'identifie 2 la sous~catégorie pleine de D+(S) formée par les objets X" tels

que H'(X) € Gg pour tout m .

Nous supposerons que la condition suivante est toujours vérifiée,

(2.4,1.1) Pour tout morphisme h : T—>S dans B , le foncteur

R'(h*) : pH(1) —> 0*(5) est tel que R*(W*)(F) € D) (8) si F €y .
s

D'aprés [[7] (I. (7.3).(i1))], cette condition entraine que

+ + +
R (h*)(DGT(T)) c DGS(S).
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(2.4.2) Soit D une u-petite catégorie : nous supposerons dans tout ce qui suit

que 1'on s'est donné un complexe 2Z° de Add(D) vérifiant les conditions de (2.3.5)

{dans les applications, on aura en fait D= A ou D = A X A).

Si X : D° —> B est un D-objet de B , on désigne par ModG(z(i),S)
la sous-catégorie pleine de Mod(I(X),6) formée par les objets F tels que
e"i"(F) € Gi( = GX,) pour tout objet i de D : ModG(L(i'), 6) est une sous~catégorie
épaisse de Mod(i‘(i),@). Nous désignerons par K'(';'(z(i'),e) (resp. Dg([(i),ﬁ’))
la sous-catégorie pleine de K+(£(§),e) (resp. D+(I(f),e')) formée des objets X’

tels que H'(X') € Modc(l_‘(i),o) pour tout n ,
(2.4.3) Soiemt X et X' deux D-objets de B et @& : X —> X' un morphisme
fonctoriel, Rappeloms (cf. (1,3.4)) que nous notons encore a : (X,8) —> (X',6)

le morphisme de D-topos annelés correspondant.

Définition (2.4.3.1) Nous dirons que o : X —> X' est plat si le morphisme de

D-topos annelés correspondant est plat au sens de (1.3,6.1).

On a alors le lemme évident :

Lemme (2.4,3,2) Pour que o : X —> X' soit plat, il faut et il suffit que, pour

tout objet i de D, o X —>Xi soit un morphisme plat (cf, (2.4.0.1)).

(2.4.4) Soit « : X —> X' un morphisme, il définit un foncteur

(2.4.4.1) K(Nay) : K'@C®,0) —— x'(TE",0) .

Lemme (2.4.4.2) Le foncteur

K'(Tay) | KGT(,0 : KD ,0) ———> K (TE", o)

posséde un foncteur dérivé A droite, noté BEI‘(G*), et le morphisme canonique
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+ + =
RIT(0) ————— B'T(a,) [0 (), 0)

est un morphisme.

De plus ES(DL(D(X),8)) < DUL(E",H).

La premi2re partie résulte de (1.3.10) et de [[7] - (1.(5.2))]. Pour
vérifier la dernidre assertion, il suffit de montrer, en vertu de [[7] - (1.(7.3).
(1)), que E'T(a)(F) € DL(IT(X'),6) lorsque F € Mod (I(X),8), ce qui résulte du

calcul explicite de lfl‘(c.*) donné par (1,3.1.1) et de 1'hypothese (2.4.1.1).

(2.4.5) Soit S wun objet de B : le D-topos annelé (Cg,@) (cf. (1.2.6))

s'identifie au D-topos annelé constant (8; X D, GS) et on a le lemme suivant

qui résulte de [[7(1. (7.3). (4iN)] :

+ 4o D +
Lemme (2.4.5.1) Le foncteur R -5 !DG(L(CS),@), noté R. €,. , est 2 valeurs
dans Dg (8) et s'identifie un foncteur dérivé A droite du foncteur

8

K'(ey) | KT, @ KETC)),0) — KkH(s)

Proposition (2.4.6) Soit § : X —> CD

s un D~objet de B augmenté : le foncteur

K+(§;)IKE(IK§),®) possdde un foncteur dérivé A droite, noté §+§§ , qui prend

ses valeurs dans DZ (8). De plus, il existe un isomorphisme canonique
S

+ = ~ + +
R, O ——>R. €,. ° ET(8)

Démonstration laissé au lecteur 3 partir de ce qui précéde.

Nous sommes maintenant en mesure de donner les définitions relatives

2 la descente cohomologique.
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(2.4.7) Soit § : X —> Cg un D-objet de B augmenté. Supposons que § soit
plat, de sorte que la restriction 2 D;
S

dans Dg(zfi),s) : nous noterons &g B* cette restriction. Avec ces notations :

(8) du foncteur L+ B* prend ses valeurs

Lemme (2.4.7.1) Il existe deux morphismes fonctoriels a : id - - BZE* ° ;E@*
DGS(S)
oy ot .
et B : L.6¥ o R.6 ——> id mettant ces deux foncteurs en adjonction,
et G G ¥* + o
DE(L(®),6)

Cela résulte immédiatement de (2,2.3.1) et (2.4.6).

Définition (2.4.8) On dit que O est uneaugmentation de l-descente cohomologique

relativement 3 G si

1°) 8 est plat,

2°) Le foncteur EZ 8% est pleinement fiddle.

Remarque (2,4.9) La condition 2°) de la définition précédente peut encore

s'exprimer en disant que le morphisme a dans (2.4.7.1) est un isomorphisme.

Définition (2.4,10) Soit 6 : X —> ot

g un D-objet de B augmenté. On dit que

6 est une augmentation de descente effective relativement 2 G si le foncteur

T(g¥%) o e* : G, ——3 LCOCTE

s T (0, 6

est une équivalence de catégories.

Définition (2.4.11) On dit que @ est une augmentation de 2-descente cohomologique

(ou de descente cohomologique effective) relativement 3 G si 6 est 2 la fois une

augmentation de l-descente cohomologique et de descente effective relativement &3 G .

On déduit alors de la démonstration de (2.2.7) le résultat suivant :
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Théordme (2.4.12) Soit § : X =i Cg une augmentation de 2-descente cohomologique

relativement & G . Alors 1l'image essentielle de Eg B* est la sous-catégorie

pleine de DE(I(?),@) formée des complexes F' tels que pour tout n , H (F")

soit une section cocartésienne de G .

La proposition suivante, dont la vérification est laissée au lecteur,

permet de transcrire la définition (2.4.10) dans le langage de ([4]. 6) :

Proposition(2.4.13) Pour que § : X —> Cg goit une augmentation de descente

effective relativement 3 G , il faut et il suffit que le foncteur p° — B/S

gu-dessus de B , défini par & , induire une équivalence entre la catégorie des

: el ;
sections cartésiennes de G au-dessus de B/S et la catégorie des sections

. o 0
cartésiennes de G au-dessus de D

Corollaire (2.4.14) Supposons que les produits fibrés finis soient représentables

dans B et soit f : R—= S5 un morphisme : pour que 1'objet semi-simplicial

augmenté [R|.S] (cf, (1.2.7)) soit de descente effective relativement 2 G ,
augmente £

il faut et i1 suffit que f soit un morphisme de descente effective pour la

catégorie fibrée Go au-dessus de B .

Cela résulte de (2.4.13) et de ([4]- 9).

Définition (2,4.15) Supposons que les produits fibrés finis soient représetables

dans B et soit f : R —> 8 un morphisme. Nous dirons que f est un morphisme

de i-descente cohomologique relativement & G (i = 1,2) si 1l'objet semi-simplicial

augmenté [les] est de i-descente cohomologique relativement & G .

Définition (2.4.16) Supposons que les produits fibrés finis soient représentables

dans B et soit 8 : X —>» Cg une augmentation : nous dirons que 0 est une

augmentation de i-descente cohomologique universelle (i = 1,2) relativement & &

b D
si, pour tout morphisme T —2>3§ , l'augmentation XT ———I———> CT obtenue par
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changement de base est une augmentation de i-descente cohomologique relativement

2 6.

La notion de morphisme de i-descente cohomologique universelle relativement

o

G se déduit immédiatement des deux définitions précédentes.

Nous emploierons souvent la terminologie "augmentation de G- i-descente
cohomologique" & la place de "augmentation de i-descente cohomologique relativement

a 6" .

(2.5) La suite spectrale de descente

(2.5.1) Soit A une catégorie abélienne. On désigne par F(A) la catégorie dont
les objets sont les objets de A , munis d'une filtration discrete et codiscréte,
et dont les morphismes sont les morphismes filtrés de A : la catégorie F(A) est

une catégorie additive (mais non abé&lienne).

La catégorie K(F(A)) des complexes filtrés de A , de filtration discrite
et codiscréte degré par degré, est une catégorie triangulée et les foncteurs

canoniques
(2.5.1.1) 6r i K(F(A)) —> k(4)

sont triangulés. L'ensemble Y des morphismes f de K(F(A)) tels que Grn(f)
soit un quasi-isomorphisme pour tout n est donc un systéme multiplicatif saturé

Lc£. [9]. §2. n°1].

En inversant les fl2ches de ce systéme, on obtient une nouvelle catégorie

triangulée notée D F(A) et les foncteur Grn se prolongent en des foncteurs

(2.5.1.2) 6r : D F(A) —>D(A) .

Nous ne considérerons, par la suite, que des complexes bornés inférieurement :

on introduit naturellement les notations kTra)) et ptr(A).
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(2.5.2) Soit B une sous-catégorie épaisse de A et désignons par K;(F(A))
la sous-catégorie pleine de kT(F(A)) dont les objets sont les complexes X'
tels que Hi(Grj(X')) € B pour tout couple d'entiers (i,j) : K;(F(A)) est une

sous-catégorie triangulée localisante de K(F(A)) [cf. [7]. (I. §5)] . Nous

désignerons par D; F(A) 1la sous-catégorie pleine de D F(A) dont les objets

sont les complexes bornés inférieurement X' tels que Hi(Grj(X')) € B pour

tout couple (i,j) : d'apreés (loc. cit.), D;F(A) s'identifie & la catégorie
+

d .

e fractions KB(F(A))Z n K{(F(A))

Le foncteur "oubli des filtrations"

v : KT(F(A)) ————— KT (A)

est triangulé. De plus, il résulte de [[5]. I. (4.7)] que u¢(f) est un quasi-
isomorphisme si f € & et que L(K;(F(A)) c K;(A). Le foncteur ¢ s'étend

ainsi en un foncteur triangulé
+ +
(2.5.2.1) ¢ : DF(A) ——>D (4)

tel que L(D’; F(A) n;(A) )

. +
Notons enfin qu'il existe un foncteur spectral canonique DB F(A) —> B,

aboutissant a H ot , et dont le terme E1 est donné par Hp+q ° GrD

[ef. [5] 1. (4.2)].

Nous revenons maintenant aux notations de (2.3) en supposant D = A :

Z' désignera le complexe de Add(A) défini par (2.3.9.1).

Proposition (2.5.3) Soit (S,Gs) un topos annelé. Le foncteur

3+ez.* : D+(£(SXD),GS) "——>'D+(S,®s) possdde une factorisation canonique

+
R €.
" FS "Z'a + v 4
D (I‘(sxD),@S) = D F(S,@s) —_—>D (s,@s)

De plus, pour tout entier i , le diagramme suivant est commutatif :
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RT(em
= 1

+ o oot
D (_L‘(SxD),@s) D (s,ss)

Zx Gr

+
D F(S,GS)

()
Considérons le foncteur C+(C+(S,GS)) —E C+(S,GS) : si X est

un objet de C+(C+(S,®S)), on muni (X")s de sa deuxiéme filtration canonique

[cf. [5]. 1.4.8] ; on obtient ainsi une factorisation :

(2.5.3.1) (), = €(E7(5,69)) — CT(R(s,60) —E—> (5,8
qui passe aux catégories K+

(2.5.3.2) (), K'(C¥(5,69)) —> K'(¥(s,6)) ——> K*(s,6,)

car une homotopie de C+(C+(S,@S)) induit une homotopie filtrée.

On a alors un diagramme :

+
Re,.
¥ (L(sxA),6) —Z > D+(s,&5)
RN |
\\ .
e
4
D 'F(8,64)
(2.5.3.3) 1
K" (F(s,6,))
L
+ +
K (L(Sm),@,s) K (5,695)

+
ORI A CT

et on vérifie qu'il existe un foncteur
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+ R +
R Eyy ¢D (L(SxA),@S) ety [ F(s,@s)

et un seul rendant commtatif (2.5.3.3).

Le reste de la proposition est évident,

Proposition (2,5.4) Soient (E,A) un_topos semi-simplicial annelé et

8 : (E,A) —> (SXA,@S) une augmentation : pour tout entier i, on désigne

par ei : (Ei’Ai) — (S,@S) le morphisme de topos annelé induit par 6 au-dessus

de 1.

Le foncteur §+ E* : D+([(E),A) —— D+(S,GS) poss@éde une factori-

sation canonique

S
R0,

F=

+ + v +
D (I(E),A) ——— > D F(S,@S) —2 D (s,ss)

telle que pour tout entier i , le diagramme canonique

+ -y f +
D (T(E),A) > D' (E;,A))
- +
pE O £0,
v v
D'F(s,6,) 0*(s,84)
Gry

soit essentiellement commutatif.

Résulte de ce qui précdde et de (1.3,1.2).

Proposition (2.5,5) Soient (E,A) un topos semi-simplicial annelé et

8 : (E,A) —> (SXA,GS) une augmentation de l-descente cohomologique. Soit

H: (S,GS) —_ (R,GR) un morphisme de topos annelés, Alors il existe un foncteur

spectral de 'D+(S,®S) dans Mod(R,@R) :
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o+ pq.
El;q - Rq(H°ep)* ° g e;‘ iy R’ H*
asppelé foncteur spectral de descente, d

Soit He§ : (E,A) —%(RXA,GR) 1'augmentation déduite canoniquement

de & par composition avec H ; on a
(2.5.5.1) (HeB), = Hy o 8,

de sorte que le diagramme

L (o™
n*(s,es) pT(I(E),A)

(2.5.5.2)

. AT

R By

D+(R,GR)

est essentiellement commutatif.
(RO, >R o BB et 1a,  —=gG, .1 .

D (s,@s)

Grace & (2.5.4), on dispose pour tout i , d'un diagramme essentiellement commutatif :
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4= +
Le* R (e¥)
D+(S’GS) _— D+(£(E),A) PR A AP, D+(E1’Ai)

RY(1-8.)
(2.5.5.3) = N e

D F(R,6.) pt(r,8,)
% R
or,

4

+
D (R,GR)

Le foncteur spectral annoncé, s'obtient en considérant le foncteur spectral

canonique sur D+F(R,®R) que 1'on compose avec F 5+(Hoe)* ° ;+(§*).

On laisee au lecteur le soin de vérifier la proposition suivante :

Proposition (2,5.6) Avec les notatioms précédentes, le terme qu du foncteur

spectral précédant s'écrit :

HP o ROT((Ho8),) o LV o

v
ob wP : Mod(L(RxA),GR) —_— Mod(R,GR) est le foncteur qui assocle 2 tout foncteur

A -—E—%> Mod(R,@R) l'objet d'homologie en degré p du complexe associé

-

(noté €y (F)° dans (2.3.3)).
I #* —

Nous revenons maintenant 2 la terminologie introduite dans (2.4) :
gréce au sorite (2,5,2), toutes les considérations précédentes vont se transcrirent
mot pour mot en plagant la lettre G en indice partant ou cela a un sens,

Les détails sont laissés aux soins du lecteur ; on obtient en particulier :
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Proposition (2,5.7) Soient 6 : X > Cg

gique relativement &3 G et soit h : § —> R un morphisme de B ; il existe un

une augmentation de l-descente cohomolo-

foncteur spectral de pt ($) dans G, :
GS —_— R

Pq _ o4 +
E;" = Ro(he®)y © L,

" p+q
1 GP@RG hy

pqa . ¥p q o 1T B
avec E, B Ro T((hoB},) ° L &%

3. Critéres de descente

(3.0) Notations

Dans tout ce qui suit, nous conserverons les notations de (2.4). Nous

supposerons toujours que les produits fibrés finis sont représentables dans B

Nous supposerons de plus que B vérifie la condition suivante

(3.0.0) Les sommes directes existent dans B , sont disjointes, universelles

et des familles de E€~descente effective et G°-descente effective

[cf. [4) (9.23) (9.25) et (9.27)].

(3.0.1) Rappelons maintenant quelques notations classiques sur les objets

semi-simpliciaux d'une catégorie [cf. ([3] Chap. II) et (V. appendice)].

Soit E wune catégorie possédant des limites projectives finies

A°E  désigne la catégorie des objets semi-simpliciaux de E (cf, (1.2.6)).

Soit n un entier : on désigne par A (resp. A+ A7) 1la sous-catégorie
n n n
pleine de A (resp. &Y, A7) formés par les objets [p] tels que p s n .

Le foncteur restriction

(3.0.1.1) L NE ——— A

n

possdde un adjoint a droite in* , puisque les limites projectives finies existent
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dans E (cf. (1.2.10)). On note cosk et on appelle foncteur cosquelette d'ordre n

le foncteur in* ° i: ; par abus de notations, nous utiliserons aussi la notation

coskn pour le foncteur i

Pour tout entier p, désignons par A (resp. A ) 1a sous-catégorie
n(p] nfp]

+ +

leine (resp. A- -) des objets de A (resp. A') au-dessus de
P A[p] P [p] J P {rl,
définie par les objets [q] au-dessus de [p] tels que q S n ; on laisse

au lecteur le soin de vérifier que l'on a :

(3.0.1.2) (cosk_ (X)) = 1lim X =5 1lim X
n p -~ q -« q
A A
np] alp]

(3.0.2) Soient X et X' deux objets de A°E et f,g : X 2 X' deux morphismes.

Une homotopie de f wvers g consiste en la donnée pour tout n d'une application

hoc Homa(fn],[ll) — HomE(Xn,Xg) vérifiant les deux conditions suivantes :
1, _ O, _
(3.0.2,1) hn(a ) =f et hn(a ) = g, Pour tout n

(3.0.2.2) pour toute fladche [n] —= [p] dans A, on a un diagramme commutatif:

¥
Hom, ([p1,[1D) Homg (X_,X!)
Hom, (X ,X")
o
]
HomA([n],[l]) —> Hom, (X ,X})
N.B., : La relation ainsi introduite sur 1l'ensemble des morphismes de X dans X'

n'est pas une relation d'équivalence ; on peut palier 3 cet inconvénient en intro-

duisant la notion d'homotopie composé [cf. [3] chap. III] : nous n'utiliserons

pas cette derniére notion,
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Lemme (3.0.2.3) Solent X et X' deux objets de NE, f,g : X 2 X' deux

morphismes et F : E—> C un foncteur ol C est une catégorie abélienne. Une

homotopie simpliciale de f vers g induit une homotopie sur les morphismes

de complexes de cochaines canmoniquement associés & F(f) et F(g).

On est ramené au cas o C est la catégorie des modules sur un anneau

et on applique [[5] 1. (3.7.1)].

Lemme (3.0.2.4) Soient n un entier , X et X' deux objets de °E . Soient
n
£ t g deux morphismes de X dans X' tels que fp = gp pour p < mn : alors

il existe une homotopie simpliciale de coskn(f) vers coskn(g).

On définit hp : HomA([p],[lj) —_— Hom(Xp,X&) par 1'application

= : ( 1 '
constante de valeur fp g, pour p <n, puis h_ : Hom (n],[1]) —s Hom(Xn,Xn)

en envoyant tous les &léments de Homa({n],[ll), sauf 3’ , sur £ et ?° sur

g, - On remarque ensuite que HomA([k], [1D = 1lim Hom([q],[1]) pour k > n,
(q] => [k]
qzn

ce qui permet de définir canoniquement hk .

(3.1) Comparaison de deux augmentations du point de vue de la l-descente cohomologique

Soit S un objet de B : on désigne par Homplat(Do,B/S) la sous-catégorie
pleine de Hom(D®,B/S) dont les objets sont les augmentations plates [cf. (1.2.6)

et (2.4.3.1)] .

t
Proposition (3,1.1) Soient X X Cg et X -t Cg deux objets de

Hom lat(DO,B/S). Soit f : X —> X' un morphisme au-dessus de S (i.e. un

morphisme de Hom(D®,B/S)) ; il lui correspond de fagon naturelle un morphisme

fonctoriel
£ Rf =, L+ ~i % + - L+ o
nG'-G Uy =Gu ‘-—-———-?=Gu* oL u

tel que le dlagramme sulvant soit commutatif :
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1 né
+
e (8}

De plus, si D =4, fé ne dépend que de la classe d'homotopie (cf., (3.0.2))
de f dans Hom(A® , B/S).
Il est clair que nous pouvons supposer que G = Mod(&o,e) pour la
construction de ’qé .
Soit I 1la catégorie définie par le type de diagramme
(] 1

(3.1.1.1) K ey K.

On désigne par LI D =2 TXD (resp. rl) le foncteur pleinement fideéle défini

par ro(i) = (0,i) (resp. rl(i) = (1,i)).

En vertu de 1'isomorphisme canonique
(3.1.1.2) Hom((IxD)°, B/§) —2— Hom(1°, Hom(D°, B/S))

les données de (3,1,1) définissent une augmentation plate

]
(3.1.1.3) X£X' ufy c I;‘D

Soit F un objet de Mod(el, &s), le morphisme canonique
(3.1.1.4) eI§D(F) D> T((ufu') ) o T ({ufu')®) (8I§D(F})

peut s'interpréter comme un triangle commutatif dans Mod(L(C]S)),Q) :
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T(ugy) o T(u'#) (EX(F))

(3.1.1.5) E%(F}

T(ug) o+ [(u®) (E4(E))

4
d'ol un morphisme fonctoriel u'y ¢ u'# ——-£—> u, ° u* tel que le diagramme

(3.1.1.6) X
M(Id(eg, @S)

:ﬁna-ﬂ'
soit commutatif,

On obtient par suite un morphisme fonctoriel tel que le diagramme

K@y o @

//'

(3.1.1.7) 1 ¥ a,)
K+(6§,(95) £

\ k"G o KT (%)

+
(Remarquons que K (ag) peut aussi s'obtenir formellement par adjonction en utilisant

solt commutatif,

1'isomorphisme kN E®) . KG@'#* = gr@*) .

Soient F' un complexe de K'(S) et £ : K £ u®E) —> 7 un
quasi~isomorphisme tel que, pour tout entier n , Jn soit totalement acyclique

objet par objet (cf. (1.3.13)). D'apr2s (loc, cit.) les fldches canoniques
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K@) (F) —> r47) et K @(F) —> r¥(J")
sont des quasi~isomorphismes (cf. (1.2.8) pour les notations). On obtient par suite

un morphisme

£
- - n(F") -
R ui e £+ u'*(F") > Ru,

o 1t urEn)

tel que le diagramme suivant soit commutatif dans pt(s) :

(3.1.1.8)
QK" (u) (r2(1°)) o= > B upeQ(r}(a®))
=
Qok (up) oK (@' #) (1) > BrogeLa * )
]
; nf(F‘)
1
QR (0 ) (F*)) ; »
i ——
QK* (@) (r#(3°)) - s
’ / v
QoK' () K @ (7) R'UeL’s *(2)

I1 est clair que nf(F‘) ne dépend pas de la résolution choisie et on

vérifie qu'il est fonctoriel en F° variant dans pt(s).

Pour achever la démonstration de (3.11), il suffit de montrer le lemme

suivant :
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Lemme (3.1.1.9) Soient X ——> Cg t X' 2> C? deux objets de Hom lat(A?’B/S)’
- P
Soient f, g: X —> X' deux morphismes dans Hom(Ao,B/S) : s'il existe une homotopie

simpliciale de f wvers g , on a nf = ng .

Soit h_ : HomA([n],fl]) —_— HomB/s(Xn,X;) une homotopie simpliciale de
f vers g . Soit f_;15 la catégorie obtenue a partir de I x D en ajoutant les
flaches (1,n) —> (0,n) correspondant bijectivement 2 h (Hom([n],[11)) et les
relations imposées par la compatibilité des hn pour n variable, Les données du
lemme définissent une augmentation plate XEX" ——£—~> éfgﬁ . Soit F’ un complexe
de C'(S) et J' une résolution de CH(T*)(F') telle que pour tout entier =n ,

n
J  soit totalement acyclique objet par objet : il existe une homotopie simpliciale

entre
cHru) (e*3)) T3 ¢H ) ()

d'ott une homotopie lorsqu'on passe aux complexes “condensés". (cf. (3,0.2.3)).

Définition (3.1.2) Avec les notations de (3.1.1), nous dirons que f est unme

équivalence pour la G-l-descente cohomologique si ré est un isomorphisme,.

(3.1.3) Nous noterons dans ce qui suit par Ly : A=>4x 0 (resp. e tA—> 14X 1Y)

le foncteur canonique défini par [n] —> [nJx[1] (resp. [n] —=[1] x [a]).

1
Proposition (3.1.4) Soient X —_— CA;A et X' i, CAgA deux objets

o . ' - .
de Hom lat((AxA) ,B/8). Soit f : X —» X' un morphisme au-dessus de S : on
suppose que  fsid.  : XKoL, = X'oL, (resp. fsid : Xec, —> X'o¢,) est ume
Li i i < i |
équivalence pour de 1a G-l-descente cohomologique pour toutr entier i . Alors f

est une équivalence pour la G-l-descente cohomologique,

D'aprds la description de rF (cf, démonstration de (3,1.1)) il s'agit
de montrer qu'un certain morphisme de complexes triples induit un isomorphisme sur
la cohomologie des complexes condensés : un raisonnement standard par suite spectrales

permet alors de conclure,
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Proposition (3.1.5) Soient X et X' deux objets de Hom 1at(AO,B/S). Soit
—— P —

f: X—>X' un morphisme fonctoriel tel que fn : Xn ity X& soit un morphisme

de G-l-descente cohomologique. Alors le morphisme canonique

[[X|f ] — [[X'Iid X']] (cf. (1.2.7) est une équivalence pour la

G-l-descente cohomologique,

Résulte de (3.1.4) et du lemme suivant, dont la démonstration est laissée

au lecteur :

Lemme (3.1.5.1) Soient f : R—> 8 un morphisme plat, Y s, CQ et
Yy ——=> Cé deux auygmentations plates telles que le diagramme suivant soit commu-

tatif dans Hom(A®,B) :

8i v est une augmentation de G-l-descente cohomologique, c¢'est une fquivalence

pour la G-1l-descente cohomolosigue,

Dans les applications, nous combinerons (3.1.4) et (3.1.5) avec le résultat

suivant :

AxA

Proposition (3,1.6) Soit X ——> g

une augmentation plate. Pour que u soit

une augmentation de G-l-descente cohomologique, il suffit que

uﬂ-idL A u*idc . A
L c (resp. XoC; —_—l CS) le soit pour tout entier i.

XoL, s

Cela résulte de la construction explicite de 52 E* (c£, (2.3.100).

Corollaire (3.1.7) S8oit X ——E—> Cg une augmentation pour que u soit de

AXA
s

le soit,

G-1-descente cohomologique, il faut et il suffit que [[x}idx33 —
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3.2. Criteres de localisation.

A
5

logique. Pour qu'une augmentation plate X ——‘i-> C

v
Proposition (3.2.1) Soit Y —> C; une augmentation de G-l-descente cohomo-

A
S

gique, il suffit qu'elle le devienne aprés tous. les changements de base Yn —_— 5 .

soit de G-l-descente cohomolo-

Au moyen des changements de base Yn —> § , on construit un objet

semi-simplicial double XX Y augmenté vers S . D'apres (3.1.4) et (3.1.5.1) le

morphisme canonique XX Y =3 [[xlidX]] est une équivalence pour la G-l-descente

S

cohomologique : en vertu de (3.1.7), il suffit de montrer que 1'augmentation de
XXSY vers S est de G-l-descente cohomologique. Or ceci résulte du fait que le

morphisme canonique X% ¥ —> [[Y‘idY]] est une équivalence pour la G-l-descente

S
cohomologique : on utilise encore (3,1.4), (3,1.5.1) et (3.1.7).

(3.2.2) Soit

(3.2.2.1) £ £

X' > X
g

un diagramme commutatif dans B et soit F un objet de Mod(Eg,Gs) : il existe un
morphisme et un seul (F) : g, (f#(F)) —=> £'#¥(gu(F)) tel que le diagramme

suivant (dans Mod(€°,6)), soit commutatif :

£*(F) 7

(3.2.2.2) g, (£¥(F))

g4(F)

£re(gl(F))
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8i 1'on suppose maintenant que toutes les flédches de (3.2.2.1) sont plates,

on définit de la méme manidre un morphisme, dit de changement de base :

+ +on +er +
.2.2. : o ——> K%
(3.2.2.3) B¢ ¢ Lg 8x © Bif RE'™ o Lo )

Définition (3.2.2.4) On dit que le diagramme (3,2.2.1) vérifie le théoréme du

changement de base relativement 8 G si £, g, f', g' sont des morphismes plats

et si gG est un isomorphisme.

(3.2.3) Soient h : S —> S' un morphisme plat dans B , X — Cg et
1
X' —> Cg, deux augmentations plates. Soit f : X —> X' un morphisme

fonctoriel tel que le diagramme (dans Hom(A°,B))

(3.2.3.1) u u'

soit commutatif, (hc désigne le morphisme fonctoriel constant défini par h).
Soit K° un complexe de pt(s") : 1e morphisme
MK : By o LT KD —————— B w)y o LR *R)
induit, compte tenu des identités :

+

B (h_ow), == Bieep’u, et LY(Rew* == LT@. 1'h,

o

un morphisme chg’h(K'), fonctoriel en K° , tel que le diagramme suivant soit

commutatif :
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chf h(k-)
Lby © Bf U4 Lin'#(K) > BiuyoLg U o Lohy(K')
(3.2.3.2) L (uj:\::\\\\\\\\\\\\\\ ////////éizzz::zfi)
uGh*( K")

Lemme (3.2.3.3) Supposons que, pour tout entier i , le diagramme

£
X i X

S 5!

vérifie le théoréme du changement de base relativement &4 G . Alors ché’h est

un_isomorphisme.

On peut calculer ch (K )} de la mani2re suivante : on considare
(h_cu)’f u’
c CA'

S
une résolution J° de Kf((hcous f u'#*) (K') telle que, pour tout entier n ,

1'augmentation X f X!

(cf, (3.1.1.2)) et l'on choisit

J" soit totalement acyclique objet par objet,

On obtient un quasi-isomorphisme
K (T(E9) (£¥(37)) ———> r#(J")
et un morphisme
e ¢ KT KNl (r4(37)) —> KM (T (e4)

qui admet la factorisation :
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+
K (T(u,)) (8)
KHT(®) o K (D) (r4(37)) —2— & (T0,)) K (T(E%)) (r¥(37) _

———— KT, )

.

et chf’h(K') s'obtient en prenant l'image de t par le foncteur 5%32'*
Or, la factorisation précédente montre que, t s'identifie "objet par
objet" aux morphismes de changmement de base relatifs aux diagrammes :
£,

X, i X!
i 1

S s'

on en déduit, par suites spectrales, que chg’h(K') est un isomorphisme, ce qui

achéve la démonstration.

Ceci nous conduit & un second critére de localisation :

Proposition (3,2,4) Soit X 4 Cg un obiet de Hom lat(AP,B/S). Pour que
E— P

u soit une augmentation de G-l-descente cohomologique, il suffit qu'elle le

devienne gprdés "suffisamment pour G" (¥) de changements de base plats

h: 8" —>8 tels que les diagrammes cartésiens

XI i,
i

»n e K

Sl

vérifient le théoréme du changement de base relativement &3 G .

(*) L'expression "suffisamment pour G " signifie qu'il existe une famille

(Sa - I S)aEA de morphismes plats vérifiant les conditions précédentes et telle

que la famille de foncteurs (h, : G, —> G, ) soit conservative,
[+ 773 ) Sa a€A ————
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La proposition (3,2.4) est évidente a partir de (3.2.3.3), compte tenu

du diagramme (3.2.3.2).

3.3, Propriétés des morphismes de descente cohomologique

Dans ce numéro, nous supposons que l'ensemble des morphismes plats

dans B est stable par changement de base.

Proposition (3.3,1) i = 1,2 .

a) Tout morphisme plat qui possdde une section est un morphisme de G-2-descente

cohomologique universelle.

b) Soient £ : X —> S un morphisme plat, g : S' —> 5 un morphisme de

G-i-descente cohomologique, X' = Xsz‘ , f! = f(s,) : X' —>8' |, Pour que f

soit de G-i-descente cohomologique universelle, il faut et il suffit que f' le

soit .

c¢) Si le composé de deux morphismes f : X—>Y, g : Y —>2Z est de

G-i-descente cohomologique universelle, g est de G-i-descente cohomologique

universelle.

d) Le composé de deux morphismes de G-i-descente cohomologique universelle

est un morphisme de G-i-descente cohomologique universelle,

e} i £ :X—>X'" et g:Y—>7Y' sont deux S-morphismes de G-i-descente

cohomologique universelle, fxsg est de G-i~descente cohomolbgique universelle.

f) Soit (ua : Xa — Ya)aEA une famille de morphismes de G-i-descente
cohomologique, Alors Mu_ : 4L X —=> MWy estun morphisme de G-i-descente
¢ oea ¢ aca &

cohomologique.
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Démonstration. En ce qui concerne la descente effective relativement 3 G nous

renvoyons 2 [4],

a) Au moyen d'une section s de f on compare les objets semi-simpliciaux
augmentés vers 8 : [leS] et [slids] ; grace 2 (3.0.2.4) on obtient une
équivalence pour la G-l-descente cohomologique,

b) Résulte de (3.2.1).

¢) BRésulte de a) et b),

d) Soient £ : X~>Y et g : Y—=> 8 deux morphismes de G-l-descente

cohomologique universelle, Posons h = gof et considérons le produit fibré :

hl

h

g' posséde une section 8 : X —>R tel que h'c s =f , D'aprés c¢) h' est
de G-l-descente universelle et il en est de méme de h d'aprds b),

e) Résulte formellement de b) et d),

£f) Soit (ZX)XGA une famille d'cbjets de B . Il résulte des hypothéses

(3.0.0) que l'on dispose d'une équivalence canonique

Mod [€°  , 6 —=—> T Mod(&) , 6, )
( L oL zx) \ 5 A
induisant une équivalence
G ——> 1 G,
Lz A
2 A X

De plus, si (Qk)k € I Mod(el ,@Z ) est totalement acyclique, Q. est totalement

A Y A
acyclique pour tout )

Soit maintenant (uk : X)L —_— YR>XEA une famille de morphismes de

G-1-descente cohomologique : puisque les sommes directes dans B sont disjointes
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et universelles, on a pour tout n , une identification

x| vy - 1l [x
A A
Y lLul n by

|, ¥, ]
A Uy AT D
qui est fonctorielle em n . On déduit alors des remarques précédentes et du
calcul explicite de g; B (cf. (2.3)) que AL u, estun morphisme de G-l-descente
A
cohomologique : les détails sont laissés au lecteur, On laisse aussi & ce dernier
le soin de vérifier que 1% ux reste de G~l-descente cohomologigue aprés tout

changement de base s'il en est de méme de uX pour tout } .

(3.3.2) Si 1'on associe A chaque objet X de B 1'ensemble des familles de
morphismes (Xa — X)GEA telles que '%an — X soit un morphisme de
G-i-descente cohomologique universelle on définit, en vertu de (3.3.1), une

prétopologie sur B .

La topologie engendrée par cette prétopologie s'appelle la topologie de

la G-i-descente cohomologique, Il résulte de[(3.3.1)-c)] que les morphismes

couvrants pour cette topologie sont exactement les morphismes de G-i-descente
cohomologique universelle, Notons enfin que la topologie de la G-2-~descente

cohomologique est moins fine que la topologie de la ¢P-descente [cf.[4] (6.23)].

Théoréme (3.3.3) On suppose que toutes les fldches de B sont plates, Soit S

un objet de B : tout hyperrecouvrement de S , pour la topologie de la G-l-descente

cohomologique, dont tous les objets sont représentables (cf, V appendice) définit

une augmentation de G-l~descente cohomologique universelle,

La démonstration se fait en deux &tapes : précisons que tous les

cosquelettes seront calculés dans la catégorie B/S .
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Lemme (3.3.3.1) Soit X un_objet de M(AO,B/S) pour que X soit de l-descente

cohomologique (resp. universelle), il suffit que coskn(x) le soit pour tout n

asgsez grand.

Soit en effet o P X—> coskn(x) le morphisme canonique : on vérifie
4
i G'n GS

H ('nG ) est un isomorphisme pour i < N+n , d'od 1l'assertion.

alors que s1 K' est un complexe de D, (S) tel que Hj(K') =0 pour j <N,

Lemme (3,3.3.2) Soient n un entier 20, X et X' deux objets simpliciaux

de B/S . Soit f : X > X' un morphisme. On suppose que :

1) x —> coskm_l(x) est un isomorphisme,

(ii) X' —> coskn+1(X') est un isomorphisme.

(111) fi : Xi —_— Xi est un isomorphisme pour i £ n,

(iv) fn+1 est un morphisme de G-l~descente cohomologique universelle,

Alors si X est de G-l-descente cohomologique universelle, il en est

de méme de X' .

I1 est clair que (3.3.3.1) et (3.3.3.2) démontrent le théorzme (3.3.3)

par récurrence,

Lemme (3.3.3.3) Sous les hypotheses de(3.3.3.2), les morphismes fp sont tous

de G-l-descente cohomologique universelle

C'est trivial pour p S n+l . Pour p > n+l, Xp (resp. XI:) peut

s'écrire comme im X (resp. %im X') . Or pour toute fliéche
l1A q F Sl ’

n+l(p] n+l(p]
v i l~>3i de st on a un diagramme commutatif 3 lignes exactes :
n+l{p]
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L] I 1 )
KL ! XZ Xi
+
réobl A 3 2 X!
wtilp] 3
ab fl
y
K, n X, X,
ob( &% ) - xj
n+1lp]

dont le carré de gauche est cartésien {(ou bien i =n+l = j et ¢ = id , ou bien
i<n+tl et fi est un isomorphisme). Utilisant alors (3.3.1) on voit que at
est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle, On achéve la démonstration

[+
en remarquant que fp s'identifie au morphisme canonique [\ K; —2=0 KL .
A T

soit [X'/X)? 1le produit fibré itéré (p+l)-uple de X' au-dessus de X .
Grace 2(3.3.3.3), i1 suffit de vérifier(3.3.3.2) aprés un changement de base
[x'/X}® —=> X . Aprds un tel changement de base, les hypothéses de(3.3.3.2) sont
encore vérifiées, et de plus f admet une section, On peut alors appliquer

n+l

(3.0.2.4) pour achever la démonstration.

En ce qui concerne la descente effective, on a :

Proposition (3.3.4) Soit X : A% ——= B/S un foncteur. On suppose que X —> 8

est un morphisme de GO-Z-descente universelle ainsi que les morphismes

X4 (COSkn(X))n+I pour n = 0,1 , Alors le foncteur X est ¢P-2-fidele

et le reste aprés tout changement de base (autrement dit X définit une augmentation

de descente effective universelle au sens de (2,4.11)).

D'aprés [4] (7.12), il suffit de voir que i;(x) est g0-2-fidele et

on utilise pour ce faire les lemmes suivants :
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Lemme (3.3.4.1) Soient X et X' deux foncteurs A° —> B/S et un diagramme
2

commutatif :

A — X — X' e— s g
— P——
R -

K
— e

X, —/———5 X —_— X, —————> 5§

— b ——
——_—*

tel que k soit un morphisme de GO-O-descente. Alors si X est Ga-z-fidéle, il

en est de méme de X'

Evident.

Lemme (3.3.4.2) Soient X et X' deux foncteurs A° —> B/S et un diagramme

2
commutatif
Do
mm—_ °
> TS ) e X —— 3> 5
M —
£ * £ ’
2 1
e c— — %
X, ¥ ¥ *——— X ————> 5
Cs— ——
——ia .

tel que fl soit de G°-l-descente et EZ de ¢®-0-descente. On supposg de plus

que X) —=> (cosk) (X')), . Alors si X est G -2-fidéle, il en est de meme

de X

LU 1 1] . " 1] . " 1
Soient Xj = X] xx1x1 ,Qo P X —>X] et _a_l : X —> X les

deux projections.

Grace & la définition d'un cosquelette, on définit une fléche

@ Xy —>X) telle que :

1 2
bD p = é{}
Bl @ l:p = o)

% =0 a1 éb = Go a1 §1

Soit maintenant une donnée de descente sur X' ; d'od un objet sur XO R
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deux objets sur Xl s, un isomorphisme entre eux sur Xi . Grace a ¢ , on voit que
les deux images réciproques de ces isomorphismes sur Xg sont égales. Puisque
f est de l-descente, on attrape un isomorphisme entre les deux objets sur X1 H

cet isomorphisme est une donnée de descente (grice au fait que Xé —> X2 est de

O-descente), et on a gagné,

Corollaire (3.3.5) On suppose que toutes les flaches de B sont plates : tout

hyperrecouvrement de S , pour la topologie de la G-2~descente cohomologique,

dont les objets sont représentables, définit une augmentation de G-2-descente

cohomologique universelle,

4, Exemples

(4.1) Faisceaux de groupes abéliens sur les espaces topologiques

(4.1.0) Dans ce numéro Top désigne la catégorie des espaces topologiques
[&6léments de 1l'univers fixé WU ] : on définit une catégorie € bifibrée en

duaux de topos au-dessus de Top en prenant pour objets les couples (X,F), od

X est un espace topologique et F un faisceau d'ensembles sur X , et pour
morphismes les couples (f,p) : (X,F) —> Y,H) ot f : X —>Y est une applica-
tion continue et ¢ : H —> f,(F) un morphisme de faisceaux. On prend pour ©

la section de &° au-dessus de Topo qui associe 3 chaque espace topologique le

faisceau constant ZX : on posera G = Mod(&o,ﬁ) de sorte que, pour tout espace
topologique X , GX s'identifie 2 la catégorie des faisceaux de groupes abéliens
sur X .,

Rappelons qu'un morphisme £ : X —3 Y est séparé si la diagonale de
XXYX est fermée. Un morphisme propre est un morphisme séparé et universellement
fermé (prendre garde que cette définition est plus restrictive que celle de

Bourbaki).
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La démonstration du "théor2me de changement de base" ci-dessous est

inspirée de([5] II(4.11.1),

Théoréme(4.1.1) Soient f : X > Y un morphisme propre, F un faisceau

gbélien sur X et un dlagramme cartésien

X' & > X

£! £

Y' > Y

Alors, 1'application canonique (XII 4.2) ou (3.2.2.3)

gRiEF —=—> rg) g'#p

est un isomorphisme,

Ce théor2me équivaut au corollaire suivant (le corollaire s'obtient
en faisant Y' = (Point) ; le théor2me s'obtient en appliquant le corollaire

a fet £') .

Corollaire(4.1.2) Soient f : X ~—> Y un morphisme propre, F un faisceau

abélien sur X et y € Y . L'application canonique

(le*F)y ——sw¢ oy, »
est bijectiwve.
Par définition, pour U parcourant les voisinages de Y , on a

®ep. = 1 v, B .
y —
Puisque f est fermé, les f-l(U) forment un systime fondamental de voisinages

de f_l(y) et(4.1.3) résulte du lemme suivant,
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Lemme (4,1.3) Soient X wun espace topologique, K C X et F un faiscegu abélien

sur X . On suppose que K est compact et que deux points distincts quelconques

de K ont, dangs X , des voisinapes disjoints. Alors, pour U parcourant les

voisinages de K, on a

(4.1.3.1) lim B (U,F) = wl(x,m
-

Nous traiterons d'abord le cas 1 = 0 . Dans ce cas, il est clair que

(4.1.3.1) est injectif., Pour la surjectivité, nous utiliserons

Lemme (4.1.4) Sous les hypothdses de (4,1.3), si A et B sont deux fermés de

K et W un voisinage de AN B dans X , il existe des voisinages U t VvV

de A et B dans X tels que UNVCW.,.

Nous traiterons d'abord le cas ol A est réduit 2 un point a . L'asser-
tion est triviale si a € B (prendre U =W). 8i a ¢ B il existe pour chaque

b € B des voisinages ouverts disjoints Ub et Vb de a et b dans X . Om

prend pour V une réunion finie de vb qui comme B , et pour U l'intersection

des Ub correspondants.

Dans le cas général, pour chaque a € A , il existe des voisinages ouverts

Ua et Va de a et B dans X avec Ua n Va CW . On prend pour U une

réunion finie des U8 » qui couvre A , et pour V 1l'intersection correspondante

des V_ .
a

Revenons a (4.1.3), Si s € HO(K,F), il existe un recouvrement ouvert
v, de K dans X et des 8, € Ho(Ui,F) tels que s; =8 sur U, K. On
peut supposer les Ui en nombre fini, Soit (Ki) un recouvrement fermé de K ,

j ol 5, = sj ; on a
K, N Kj C:Wij. Appliquons €4,1.4) a tous les couples (Ki, Kj) et aux wij: on

Soit

avec K, CKNU; . Soit W_ 1l'ouvert de U, N U
i 1 y i

trouve des ouverts Vij avec Ki C Vij 3 1y

Ul =0 Vv,, :ona K, CU', cU, , et 8, =8, sur U NU' . Les s, se
i i ij i i i i i i i i

cU, et V,,NV,,CW
i 1] 1
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recollent donc sur le voisinage de K réunion des Ui , et {4.1.3.1) est surjectif

(donc bijectif) pour i =0 .

Lemme (4.1.5) S8i F est flasque, le faisceau F|K sur K est mou,

Soit ACK un fermé dans K . Toute section de F sur A se prolonge
3 un volsinage, d'aprés ce qui précdde, Puisque F est flasque, elle se prolonge
a X, et a fortiori 3 K .
Prouvons (4.1.3). Soit F* une résolution flasque de F . On a
lim gl (u,p) = lim gl (r(u,r) = 1t Lim T(U,F¥) = m D(k, F*)
4.1.3(1=0)

= H’i(K,F) .
(4.1.5)

Corollaire (4.1.6) Soit f : X —» Y un morphisme propre et surjectif d'espaces

topologiques. Alors, f est de G-l-descente cohomologique.

Résulte de (4.1.2) et (3.2.4).

Corollaire (4.1.7) Soit u = (Ui)iEI un recouvrement fermé localement fini d'un

espace topologique X ., Alors le morphisme canonique f :

AL U, —> X est un
i€l i —

morphisme de G-l-descente cohomologique.

En effet f est propre et surjectif, En appliquant (2.5.6)}, on retrouve

la suite spectrale de [[5]. II (5.2.4)] (c£. 1'introduction),

Proposition (4.1.8) Soit f : X = Y unhomfbomorphisme local surjectif d'espace

topologique, Alors £ est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle.

Par localisation sur Y (cf, (3.2.4), on est ramené au cas o f possdde

une section,
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Corollaire (4.1.9) Soit u = (Ui)iel un recouvrement ouvert d'un espace topologique
X . Alors le morphisme canonique f : fgi Ui —> X est un morphisme de G-l-descente

cohomologique universelle,

La suite spectrale de descente domne alors [[5] II (5.4.1)] (cf. 1'Intro-

duction).

Remarque (4.1.10) Les démonstrations de (VIII. 9) montrent que 1'on peut remplacer

"l-descente cohomologique" par "2-descente cohomologique" dans tous les énoncés

qui précédent,

(4.2) Modules quasi-cohérents sur les schémas

(4.2,0) Soit (Sch);, la catégorie dont les objets sont les schémas éléments de U
et les fléches les morphismes quasi-compacts et quasi-séparés : on définit une
catégorie &€ bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch)S en prenant pour objets
les couples (X,F) ot X est un schéma et F un faisceau sur X (pour la topologie
de Zariski), et pour morphismes les couples (£f,9) : (X,F) —> (Y,G) , od
f:X—>Y est une application continue et ¢ : G —> f,(F) un morphisme de
faisceaux., On prend pour © 1la section de €° au-dessus de (Sch)z qui associe

a tout schéma son faisceau structural ; on prend pour G 1la sous-catégorie de

Mod(€°,®) telle que pour tout schéma X , G, soit la catégorie des modules

X

quasi-cohérents sur X ,

Proposition (4.2.1} Tout morphisme f : X —> Y fidélement plat quasi-compact et

quasi-séparé est un morphisme de G-2-descente cohomologique universelle.

D'aprds [S.6.A I (VIII5.2)], £ est un morphisme de G°-degcente effective,

En vertu de [E.G.A IV (1.7.21)7, on peut appliquer (3.2.4) au carré cartésien :
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XX X ———————> X

XX 2>

(4.3) Faisceaux étales sur les schémas

(4,3.0) Soit (Sch) 1la catégorie de tous les schémas appartenant 3 U : on
définit donc une catégorie € bifibrée en duaux de topos au~dessus de (Sch) en
prenant pour objets les couples (X,F), o X est un schéma et F un faisceau
étale sur X , et pour morphismes les couples (f,) : (X, —= (¥,), ob

f: X—>Y est un morphisme de schémas et ¢ : G —> f,(F) est un morphisme de
faisceaux.

Soit n wun entier 2 0 : on désigne par @n la section de &° au-dessus
de (Sch)® qui associe i tout schéma X le faisceau constant (Z /nZ )x . On posera
F = ygg(e°,@n) de sorte que, pour tout schéma X , F_ s'identifie a 1a catégorie
des faisceaux de Z /nZ -modules sur X . §

(4.3.1) Soit maintenant (Sch)S la sous-catégorie de (Sch) dont les objets sont
les schémas éléments de VU et dont les flaches sont les morphismes quasi-compacts
et quasi-séparés, On désigne par BS la catégorie bifibrée en duaux de topos
au-dessus de (Sch)s déduite de &€ par le changement de base (Sch)S —> (Sch) ;

on désigne encore par GO la restriction de @o a (Sch)s. Soit G C ygg(e:,ao)

la sous-catégorie fibrée et cofibrée de MQQ(EZ,GO) telle que pour tout schéma X ,
G, soit la catégorie des faisceaux abéliens de torsion sur X : le lecteur notera

X
que la condition (2.,4.1.1) est vérifiée,

Proposition (4.3.2) Soit f : X —> Y un morphisme propre surjectif, Alors f est

un morphisme de Fn—Z—descente cohomologique universelle pour n = 1 ., Considéré

comme morphisme de (Sch)S , £ est un morphisme de G-2-descente cohomologique

universelle.
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D'aprés (VIII. (9.4)) f est un morphisme de F°-descente effective et

d'aprés (XII. (5.1)), on peut appliquer (3.2.4) au diagramme cartésien :

X X —ee—3> X

X Y

Proposition (4.3.3) Soit f : X —>Y un morphisme surjectif de schémas. On

suppose que 1l'une des hypothéses suivantes est vérifiée :

a) f est entier.

b) Y est localement noethérien, f est universellement ouvert et

localement de présentation finie,

c¢) f est plat et localement de présentation finie.

Alors f est un morphisme de Fn-Z—descente cohomologique, pour tout n =20 .,

a) On recopie la démonstration de (4.3.2) en remplagant (XII. (5.1))
par (VIII. (5.6)).

b} La question étant locale sur Y , on peut supposer que Y est
noethérien. On applique (E.G.A. IV, (14,5.10)). Par (3.3.1) et a) on se ram2ne
au cas od tout point y de Y posséde un voisinage U tel que £l — v
posséde une section et on gagne par (3.2.4).

c¢) 11 s'agit de montrer que f est un morphisme de F-l-descente
cohomologique (on sait par (VIII. (9.4)) que f est un morphisme de F-descente

effective).

Par localisation sur Y (ecf, (3.2.4)), on peut supposer que Y est
affine d'anneau A. On peut alors écrire Spec A = 1im Spec A; , ol I est un
i€1
ensemble ordonné filtrant et Ai un anneau noethérien pour tout i , avec

= lim Xi , o, pour tout i, Xi est un schéma plat et localement de présentation

finie sur Spec A; tel que fi : Xi ——3 Spec Ai soit surjectif ; de plus, les

diagrammes :
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sont cartésiens,

Soit ¥ un falsceau abélien sur Y : ona JF = l%m ur ui*(a) de sorte
que, par un passage & la limite standard, on est ramené au cas ol &F provient

d'un faisceau sur Spec A

¢, Pour un certain i , et b) permet de conclure,

Remarque (4.3,4) S§i f : X —> Y est entier, on a Rgf* =0 pour ¢ >0 . On en
conclut facilement qu'il n'est pas nécessaire de se limiter aux complexes bornés
inférieurement pour faire de la descente au moyen de £ .

u
Corollaire (4.3.5) Soit (Xa —2 X)aEA une famille couvrantepour la topologie

étale, Alors E%k xa —> X est un morphisme de Fan-descente cohomologique

universelle pour tout n 20 ,

En effet, il existe une factorisation

4
//////K;! " \\\\\\\\‘
X X

ot h est un morphisme étale surjectif,
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5. Applications

(5.1) Construction d'objets simpliciaux,

(5.1.0) Jusqu'au numéro (5.1.3) compris, H est une catégorie od les limites

projectives finies non vides existent et olt les sommes finies existent, sont

disjointes et universelles, §i X : 8° —>H est un objet simplicial de H ,
k k

nous moteroms d. : X, —>Xk_1 (resp. s; ¢ X -—>Xk+1) pour i € [k] et

0 s k les fladches correspondantes aux opérateurs "faces" a; : [k=1] —= [k]

(resp. aux opérateurs de dégénérescence ol]{" : [k] —= [k+1])  (cf. [3] 11 2).

Définition (5.1.1) Un objet simplicial X : A° —>H de H est O-scindé s'il

existe une famille de sous-objets NX, des X, (j =2 0) telle que les morphismes

i — 73

hi H NX, ———> Xi
Hom([11,[i
M
j=i

soient des isomorphismes,

De méme, un objet simplicial k-tronqué X : AE —> H est O-scindé
s'il existe des NXj (0 < j £ k) vérifiant la condition précédente pour i < k .

Les NXJ. sont uniquement déterminés par X . En effet, si X est

o-scindé, les opérateurs de dégénérescence s}énl : Xk_1 — Xk sont des isomor-

phismes de X avec des facteurs directs de Xk , et

k-1
k
NX, = 2 (complément de S«L(Xk-l))

Pour k=0, NX =X .,
[¢] [¢]

(5.1.2) Pour X un objet simplicial (n+l)-tronqué oO-scindé de H , nous désigne-
rons par a.n(X) le triple consistant en

a) la restriction i;(x) de X a 'érol
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b) an-!-l ’

1
¢) 1l'application évidente de NX ., dans (cosqn (X))n_H_

Ce triple (Y, N, B) vérifie la condition suivante

(*) Y est un objet simplicial n-tronqué ¢-scindé de H , et B est une appli-

cation de N dans (cosq Y)n_'_1 .

Proposition (5.1.3) Soit (¥, N, B) un triple vérifiant (*) ci-dessus.

(i) A isomorphisme unique prés, il existe un et un seul X : A§+1 — H

0-scindé, avec a.n(X) == (Y, N, B),

(ii) Il revient au méme de se donner un morphisme f de X dans un objet

simplicial tronqué 2 : A:H_l —>H , ou de se donner

a) un morphisme f' : Y —> i:' (z) ;

b) un morphisme £" : N —> Z.1 tel que le diagramme

N (cosan)n 41
f" f 1
Zotl (cosq [ 2), 1y

soit commutatif.
Construisons X .

. t = 1% -2 2 S
On pose : Y. (cosknY)n+1 et on note d Y —>Y

i ° "n+l
(resp. s': R S Yr'1+1) les opérateurs de face (resp. de degénérescence)

obtenu par fonctorialité.

+ On pose Y ., = N1t ( _L_L N Y,) et soit a :

Y — Y! la
Hom ([n+1],£4)] 4 n+l n+l
iﬁJESn
fldche dont les composantes sont B et les flaches M Y&—> YL — Y;H-l pour

tout épimorphisme [n+l] —=>[4] avec 4L Sn .
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+ soit s8] : Y = A1 NY, —> X,
HomA_([n],[LQ)

FAS<:]

la fla2che induite par c; , de sorte que

(1) aos)=s""
i i
On pose
n+l _ L ndl
an 4 @' ea .

+ Pour montrer que l'on définit ainsi un objet de Hom(A® ,H), il suffit, d'apras

n+l
[[3]. 11(2.4)] de vérifier les formules
n n+l n n+l s
a) di'dj = dJ._l.di 1<}
n nl _ =n n-1
b) si.sj = sj+1.si isj
sg‘j.d‘i‘ i<j
c) d:+1.s? - id i=3 ou i=j#
n-1 . n .
sj 'di-l i>j+l

Les formules a) et c¢) sont évidentes en vertu de (I) et (II), car

on sait que a) et ¢) sont vérifiées sl l'on remplace d§+1 par ar™tl e s?

n
st

ar
P i

La formule b) est vérifiée par construction.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que 1l'objet X obtenu
vérifie 5.1.3.

+ On prendra garde que le foncteur construit dans la démonstration de 5,1,3, de

la catégorie des triples vérifiant (5.1.2) (*) dans les objets simpliciaux

n+l-tronqués, est fiddle mais non pleinement fidele.

La proposition 5.1.3 fournit un procédé trés commode pour construire
par induction des objets simpliciaux de H ., Dans la fin de ce numéro, nous

formalisons cette remarque sous la forme qui sera utilisé en 5.2 et 5,3,
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(5.1.4) Solent E —'~> B un foncteur tel que pour tout objet b de B, la

catégorie fibre E_ soit non vide et vérifie les conditions de (5.1.0).

Soit Q wune propriété d'un objet de E , stable par isomorphisme :

on suppose que les conditions suivantes sont réalisées :

a) Pour tout objet b de B il existe un objet x de E, vérifiant Q.

b) Pour tout objet b de B et tout couple (x,y) d'objets de E

vérifiant Q , il existe un objet z de E vérifiant Q et des morphismes

b

z—>»%x, z—>Y dans Eb

¢) Pour tout morphisme b’—-t—>b de B et tout objet x de Eb

vérifiant Q , il existe un objet x' de E vérifiant Q et un morphisme

b s

x! ——3 x au-dessus de t .

Soit d'autre part P une propriété d'une fladche de E au~dessus
d'une identité stable par isomorphisme : on suppose que les conditions suivantes
sont réalisées :

d) Pour tout objet b de B et tout objet x de Eg il existe

une fléche y ~—> x dans E, vérifiant P .

e} Pour tout objet G de B , tout diagramme dans Eb de la forme

u £ — X
z
L' s >y

od f et g vérifient P , peut se compléter en un diagramme commutatif dans Eb
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oli h wvérifie P .

f
£) Pour tout morphisme b' —t> b de B et tout morphisme x—>y

)
vérifiant P , il existe un morphisme x' %y' de E,, yvérifiant P

de E

b

et un diagramme commutatif

]
N
"

ot o et B sont des morphismes au-dessus de t ,

Définition (5.1.5) Avec les notations de (5.1,4), nous dirons qu'un objet X

de Hom(A°,E) vérifie la condition (APQ) si les conditions suivantes sont remplies :

(i) L'image de ToX est 1'objet simplicial constant défini par un objet € de B,

(ii) En tant qu'objet de Hom(Ao,Eb), X est O-scindé,

(iii) X~ vérifie la condition Q .

(iv) Pour tout entier n , la fldche N X

el T (cosqn X)n+1 vérifie la

condition P ,

(5.1.6) On désigne par E(AI’Q) la sous-catégorie de Hom(A°,E) dont les objets
sont les objets simpliciaux vérifiant (APQ) et dont les morphismes .sont les morphis-
mes X %>y de Hom(A®,E) tels que Tr(a.n) : rr(xn) E— Tr(Yn) gsoit le méme
morphisme de B pour tout n . Il existe alors un foncteur canonique

™ E(APQ) -—> B
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Proposition (5.1.7) Le foncteur T est surjectif. De plus, pour tout objet b de

B et tout couple (X,Y) d'objets de E(APQ) p » 1l existe un diagramme
b

X ‘{//// | \\\\\‘Y

dans Eupgy,p

La démonstration est triviale & partir de (5.1.3), en vertu des hypothéses

faites en (5.1.4).

Proposition (5.1.8) Soient C une catégorie et F un foncteur E(APQ) —> C ;

on _introduit les conditions suivantes pour F :

(i) Pour tout objet b de B, la restriction de F 2a E
(%)

se factorise

(APQ),b

3 travers la catégorie grossidre définie par les objets de E

(APQ),b

(ii) Pour tout morphisme t : b' —>b de B et tout couple (X' —=X, ¥' —> V)

de morphismes au-~dessus de t , le diagramme suivant est commutatif :

F(X') ——— > F(X)

o [+

F(Y') — > r(Y)

od a et a' sont les fléches déterminées par la condition (i),

Alors, le foncteur G —> Gormr induit une &quivalence entre la catégorie

Hom(B,C) et la sous-catégorie pleine de Hom(E(APQ),C) définie par les foncteurs

vérifiant les conditions (i) et (ii),

(*) Une catégorie est dite grossidre si pour tout couple (x,y) d'objets, Hom(x,y)

est réduit 3 un élément et un seul,

153



- 71 -

Les détails de la démonstration sont laissés au lecteur. Indiquons
simplement la mani&re dont on procéde pour montrer que le foncteur précédent est
essentiellement surjectif .

Soit F : E(APQ) —> C un foncteur vérifiant les conditioms (i) et (ii)
pour tout objet b de B , on choisit un objet X de E(APQ),b et on pose

F(b) = F(X) ; on vérifie alors que F(b) varie fonctoriellement avec b .

(5.2) Cohomologie singuliére d'un schéma de type fini sur un corps de caracté-

ristique nulle

Dans ce numéro, k désignera un corps de caractéristique nulle,

(5.2.0) Nous désignerons par Schf/k (resp. Ann) la catégorie des schémas

localement de type fini sur k (resp. des espaces analytiques complexes). Tous

les objets simpliciaux de Schf/k (resp. Ann) seront considérés comme objets

simpliciaux de Top grace au foncteur canonique Schf/k —> Top (resp. Ann —3> Top).

Nous conservons les données de (4,1.0) relatives 2 la descente cohomologique.
Suivant les notations usuelles, nous noteroms § —> s®® 1le foncteur

canonique Schf/c —> Ann défini dans G.A.G.A.

(5.2.1) Soit X un objet simplicial de Sch/k ({resp. Ann) : les compatibilités

usuelles pour la construction du complexe de De Rham d'un morphisme de schéma

(resp. d'espaces analytiques) permettent de construire un complexe Q;?;'

(resp. Qx}c) de D+(§_‘(.}E),Z) tel que pour tout entier i , §+e'];x:(ﬂ)z{7i')

o . Zar, .
(resp. R ei(“x/c)) soit le complexe De Rham Qxi/k(resp. Qxi/ﬁ)

Soit X —2—> csA

d'une augmentation. On définit Hggr’

un objet simplicial de Schf/k (resp. Ann) muni

(u) (resp. HﬁR(u) et H{(u,f)) comme

étant les groupes d'hypercohomologie du complexe R'T (ke ) (resp riu, @, )
B S - Brullye

et Rug(@).
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A

(5.2.2) si x—YLs> Cg

est un objet semi simplicial de Schf/c , on dispose de

trois morphismes canoniques :

e (y) —& 5 H (v

an
DR )

B0 — s w 0®
B (s, ¢) —X—— 1" (u®", @)

Proposition (5.2.3) Supposons, avec les notations de (5.2.2) que Xn soit lisse

an
. an _u A
pour tout n : alors @ et B sont des isomorphismes. Si de plus X —> CSan

est un hyperrecouvrement de san pour la topologie de la l-descente cohomologique

universelle, Yy est un isomorphisme,

Le fait que o soit un isomorphisme résulte de [[6]. Th. 1']. Il résulte
du lemme de Poincaré que B est un isomorphisme. La derniére partie de la proposi-

tion résulte de (3.3.3).

(5.2.4) Nous allons maintenant appliquer (5.1.4) au cas ot B = Schf/k et ot E
est la catégorie au-dessus de B telle que pour tout schéma S , la catégorie
fibre ES solt la catégorie des schémas de Schf/k au-dessus de S , les fléches
au-dessus d'une flédche de B &tant évidentes., Nous dirons qu'un morphisme

h : X—>Y au-dessus de S wvérifie la propriété P si X est lisse sur k et
si h est composé d'un nombre fini de morphismes vérifiant 1'un des conditions

suivantes :

(i) @&tre somme d'une famille de morphismes étales et surjectifs

(ii) etre somme d'une famille de morphismes propres et surjectifs.

Nous dirons qu'un schéma X de ES vérifie la propriété Q si le morphisme

structural X —> S vérifie la propriété P .

On laisse au lecteur le soin de vérifier, via la résolution des singula-

rités, que toutes les conditions de (5.1.4) sont vérifiées.
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Zar

La donnée des groupes Ho *(u) définit un foncteur contravariant de la

catégorie dans la catégorie des groupes abéliens gradués, noté Hﬁ;r' .

EapQ)

Zar,

Proposition (5.2.5) Le foncteur HDR

vérifie les conditions de (5.1.8).

Par le principe de Lefschetz,on est ramené au cas ou k = ¢ ., Dans
ce cas, pour tout morphisme §' -£5 5 et tout couple (u' —>u, v' —>v)

de morphismes au-dessus de t , on dispose d'un diagramme commutatif :

Zar. Zar,
Hoo (u") Hpo (u)
-1.-1 -1.-1
¥ L B Lo Y .B Lo
an H'(tan’C) an
B (8'7, D) H' (s"7, @)
-1 _-1 -1 -1
Y .B .a Y .8 .a
Zar, Zar,
Hpp (v") Ho v)

ce qui achéve la démonstration,

Définition (5.2.6) Le foncteur contravariant défini par (5.1.8) 2 partir de Hg;r°

sera noté H'(#,k) . Pour tout schéma S localement de type fini sur k , le

groupe abélien gradué H'(S,k) s'appellera la cohomologie singulidre de § .

(5.2.7) Nous allons terminer ce numéro par une illustration des principes généraux
qui y ont été introduits, Rappelons tout d'abord que si S est un espace analytique

complexe, la cohomologie de De Rham de S , notée HﬁR(S) est par définition

1'hypercohomologie du complexe de De Rham Qé/m .
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Proposition (5.2.8) (Blum-Herrera). Soit S un schéma localement de type fini sur

€ , la fleche canonique

1 (s*%,¢) ———e’ni'm(san)

possdde une rétraction (dans la catégorie des groupes abéliens gradués) fonctorielle

en 8.

En vertu de (5,1,8) il suffit de considérer le morphisme

H (+,€)e T ﬁl{]‘mo‘ﬁ obtenu 3 partir du précédent par composition avec T .

A
S 3
s PPN . . - .

Lu (QS/C) — QX/C » on définit un morphisme fonctoriel My om —> Hyp de

En utilisant, pour toute augmentation X L ¢ le morphisme canonique

sorte que le diagramme suivant soit commutatif :
Upr < Fpg ° 7

By |§

H' (wd)sm

ce qui fournit la rétraction cherchée,

Remarque (5.2.9) L'énoncé (5,2.8) reste valable pour tout espace analytique, das

que l'on dispose de la résolution des singularités dans le cadre analytique.

(5.3) Théories de Hodge mixtes

Nous donnons ici un résultat de nature technique qui joue un rdle

clef dans [2].

k est un corps de caractéristique nulle.

(5.3.1) Soit Schfs/k la catégorie des schémas séparés et de type fini sur k ;
on désigne par E —T SchfS/k la catégorie au-dessus de SchfS/k définie de la

fagon suivante :
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+ Si S est un objet de SchfS/k , un objet de E_ est un triple (X,X,i) ot X

S
est un schéma réduit projectif au-dessus de k , X wun schéma propre au-dessus de
S et i : X—>3X une immersion ouverte au-dessus de k telle que 1i(X) soit

dense dans X .

+ Si t : 8" —=>§S est un morphisme de schémas, (i,'x, i) un objet au-dessus
de S et (X', X', 1') un objet au-dessus de S', un morphisme de (X, X, i)

dans (X', X', i') au-dessus de t est un couple (h, h) ot h: X' —> X est
un morphisme au-dessus de k , et h: X' —> X un morphisme au-dessus de S ,

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

X' =

-
e R ] |
=4

N.B. : on remarque qu'il résulte des hypothéses de propreté que Ehl(i(x)) = i(X').

Lemme (5.3.2) Pour tout objet S de Schfs/k » la_catégorie ES est non vide,

posséde des limites projectives non vides et des sommes directes finies qui sont

disjointes et universelles.

Le fait que la catégorie ES soit non vide résulte du lemme de Chow.

Nous n'indiquerons que la construction du produit direct de deux objets

X, X, i) et (X', X', i') de Eg .

La fldche canonique j : Xxsx’ ————>-§kg§’ est une immersion et on
désigne par T le sous=-schéma réduit de ixﬁi‘ ayant pour espace sous~jacent

1'adhérence de 1'image de j : (T , Xx X!

X' red * Jyeq) Vérifie la propriété

universelle voulue,
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(5.3.3) Soit § un objet de Schfs/k : nous dirons qu'un objet (X, X, i) de Eg
vérifie la propriété Q si X est lisse sur k et si i(X) est le complémentaire
d'un diviseur 2 croisement normaux, Nous dirons qu'un morphisme

(8,h) : X',X',1') —> (X, X, i) vérifie la propriété P si h est surjectif

et si (X', X', i') vérifie la propriété Q .

Proposition (5.3.4) Avec les motations de (5,3.3), toutes les conditions de (5.1.4)

sont vérifiées.

Les conditions a) b) d) et c¢) se vérifient facilement en utilisant la
résolution des singularités, De plus c) est conséquence de f) : il reste donc &

vérifier £),

Il s'agit de voir que tout diagramme commutatif :

5' 8 k

on (X, X, ix) et (Z, 2z, iz) sont des objets de E_ avec h surjectif, peut

s

se compléter en un diagramme commutatif :
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z' Z
) ‘z
lz|
h' z" z
h
* 4 h! —
X! X h
i\ N J
X! X
s J £ > 3
\ k \ k
on (X', X', ix,) et (z', Z', iz,) sont des objets de Eg, , avec h' surjectif.

On considére un diagramme

~
N

®
%

=l
Fod

4
ol ¢ est propre et | projectif : par changements de base on en déduit un

diagramme :

Zn . T > Z
Sred
?\\\
Zkared z
XKSTrﬁd X
;\\\g i \\\N\\E;
Xkared = X
T »>5' S
‘MN\\\Ek l \\\mxﬁﬁ A
T Sl k
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o p et q sont des immersions ; il suffit alors de remplacer 3 xk Tred et
X Xk Tred pour les images fermées de p et ¢ pour avoir le diagramme voulu,

ce qui ach&ve la démonstration de (5.3.4).
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C. Introduction

Dans le présent exposé, nous étudions deux genres de questions intimement
liées.

Tout d'abord, nous faisons une &tude systématique des conditions de fini-~
tude pour les topos, en &tudiant successivement 1a notion de quasi-compacité, de

quasi-séparation et de cohérence (= quasi-compacité + quasi-séparation), inspirée des

notions analogues bien connues en théorie des schémas, dans le cas d'un objet X
d'un topos et celui d'une fléche u : X —~ Y d'un topos (§ 1), puis pour le topos
E 1lui-méme (§ 2), enfin pour un morphisme de topos f : E —>»E' (§ 3). Le § 4
étudie ces notions dans le cas particulier d'un topos obtenu par le procédé de recol-
lement de deux topos (IV 9). Pour les paragraphes suivants, ce qu'il suffit essen-
tiellement de retenir de ces développements un peu techniques, c'est la d&finition
d'un topos cohérent comme un topos équivalent 3 un topos de la forme C~ , oil C est
un petit site dans lequel les limites projectives finies sont représentables et ol
toute famille couvrante admet une sous~famille couvrante finie ; et celle d'un mor-
phisme cohérent f : E —=E' de topos cohérents comme &tant un morphisme qui peut
se décrire (& équivalence pré&s) comme un morphisme associé 3 un morphisme de sites

f:C—>C',offi C et C' sont comme ci-dessus, et ol le foncteur correspondant

x

7 : C' —> C est exact 3 gauche.

I1 est sans doute utile de noter qu'avec les notions de finitude utilisés
ici, et notamment celle de topos cohérent, nous nous éloignons résolument (et pour
la premidre fois) des espaces topologiques familiers aux analystes et aux "topolo-
gues” (%). Ainsi le topos associé (IV 2.1) & un espace topologique séparé X n'est
cohérent que si X est un ensemble fini ! Clest dire que le présent exposé est
entidrement orienté vers les types de topos provenant de la géométrie algébrique et
1'algébre. En fait, tous les topos utilisés jusqu'a présent dans ces disciplines
(sauf bien slir pour la géométrie algébrique par voie transcendante sur le corps des
complexes !) se trouvent &tre localement cohérents.

En deuxidme lieu; nous développons deux théordmes de passage 3 la limite

inductive pour la cohomologie des topos. L'un (5.2) nous dit que les foncteurs

(%) Les guillemets indiquent qu'il s'agit d'un "..." qui ignore la notion de topos
(cf. IV 0.4 pour le sens du mot "topologie').
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i . , . . P
H (E,~) sur un topos cohérent commutent aux limites inductives de faisceaux abé&liens.
L'autre (8.7) dit essentiellement que si un topos X est représenté comme une limite

projective filtrante de topos cohérents Xi , avec des morphismes de transition

f : X,

ij i
faisceau abélien quelconque)} se calcule comme limite inductive des cohomologies des

> Xi cohérents, alors la cohomologie de X (& coefficients dans un
Xi . Pour donner un sens précis 3 cet énoncé, il convient surtout de préciser la
notion de "limite projective de topos', ce qui est fait dans les §§ 7.8. C'est 12
une notion géométrique fort utile, y compris sans doute dans d'autres contextes que
celui des limites projectives de schémas (qui avait servi de mod&le 3 M. ARTIN dans
sa définition initiale de cette notion). Nous montrons par exemple (8.4) comment on
peut unifier les diverses notions de "localisé en un point" (d'un espace noethérien,
d'un schéma pour sa topologie habituelle, voire pour sa topologie €tale), en le dé&fi-
nissant comme la limite projective des "voisinages" de ce point, -en parfait accord
avec 1'idée intuitive de la notion de localisation en un point.

Les deux théor&mes de passage & 1a limite seront réexplicités dans 1l'exposé
suivant dans le cadre particulier de la cohomologie étale des schémas (VII 3.3 et
5.7) ; dans ce cas, ils seront d‘'ailleurs constamment utilisés dans toute la suite de

ce Séminaire, et pratiquement partout oli on a travaillé jusqu'a présent avec la

cohomologie &tale. Le lecteur disposé i admettre ces deux thdor&mes, dans le cas par~
ticulier ol ils sont énoncés dans 1'exposé VII, et intéressé exclusivement par les
applications de la cohomologie &tale, peut donc omettre la lecture du présent exposé.

I1 est vrai que la notion d'objet constructible d'un topos (i.e. dont le morphisme

structural X ——> e dans l'objet final e est cohérent) jouera &galement un rdle
important dans toute la suite du séminaire (alors qu'elle ne joue qu'un rdle trés
secondaire dans le présent exposé, ne serait—ce que parce que dans le cas d'un topos
cohérent, elle colincide avec la notion d'objet cohérent, qui a ici la vedette). Mais
cette notion est développée dans 1'exposé IX, dans le cas particulier des faisceaux
étales sur les schémas, d'une fagon indépendante de 1'étude générale faite dans le
présent exposé, et elle présente d'ailleurs dans ce cas des phénoménes spéciaux
fort utiles, qui ont servi de base A& 1'exposé qui en est fait dans IX (3 commencer

par la définition IX 2.3). La rédaction de IX &étant antérieure de cing années 3 la
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présente yédaction de 1l'exposé VI, et néanmoins fort utilisable pour 1'usager, nous

nous sommes bornés i la fin de 1'exposé IX de prouver 1'équivalence de la notion de

constructibilité utilisée dans IX avec celle introduite ici.

1. Conditions de finitude pour les objets et fléches d'un topos.

Définition 1,1. Soit C un site. Un objet X de C est dit quasi-compact

si pour toute famille couvrante;(xi —_ X) , 1l existe une partie

iel
finie J de l'ensemble d'indices I telle que la sous-famille (Xi —-----ErX)iEJ

solt encore couvrante,

Comme un U-topos E est toujours considéré comme un site
(IV 1.1,1), la définition précédente s'applique en particulier 2 un

objet de E , On se raméne d'ailleurs 2 ce cas, grace 2 la

Proposition 1.2, Soient C un U-site, ¢ : C —> ¢~ le foncteur canonique,

X un objet de C, Alors X est un objet quasi~compact du site C si et

seulement si e{X) est un obiet quasi-compact du topos ¢ .

Supposons que X soit quasi-compact, prouvons que €(X) 1'est,
Soit (Fi —_— e(X))ieI une famille épimorphique., Prenons pour tout i € 1
une famille épimorphique e(Xij) —>F, , J €J; . Le composé e(xij) - ¢(X)
s'identifie A un &lément aij de e(X)(Xij) ; on ne peut affirmer en
général qu'il provient d'un morphisme Xij - X, mais par construction
du faisceau associé e€(X), on sait que l'on peut trouver (pour i,j fixés)
une famille couvrante Yk - xij telle que les éléments images de aij
dans les e(X)(Yk) proviennent d'éléments de X(Yk)’ i.e. de morphismes
Yk —2 X. Donc quitte & raffiner la famille épimorphique e(Xij) - Fi »

on peut supposer que les composés e:(Xi } —> (X} proviennent de morphismes

3
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xij —> X . Pour i,j variables, la famille des e(xij) —> ¢(X) est

épimorphique, donc (II 4.4} la famille des Xij —= X est couvrante,
Par hypoth2se sur X, elle admet une sous-famille couvrante finie, et
il résulte de nouveau de loc, cit, que les morphismes correspondants
e(Xij) — ¢(X) forment une famille épimorphique. Comme ceux~-ci se

factorisent par un nombre fini des morphismes F, —> e{X), cette famille

i
finie est déja épimorphique, Cela prouve que e(X) est quasi-compact.

Le fait que ¢(X) quasi-compact implique X quasi~compact est
d'autre part trivial, grace 2 loc, cit.

Le résultat précédent montre donc que la notion de quasi-compacité

dans les sites se raméne & la notion en question dans les topos.

Proposition 1.3, Soient C un site, (}(i oy X)iEI une fanille couvrante

finie, avec les xi quasi-compacts, Alors X est quasi-compact.

Pour le voir, on peut supposer grace 2 1.2 que C est un topos,
Soit (X; —> X) une famille couvrante i.e. épimorphique dans C, alors pour
tout i € I ls famille déduite par le changement de base Xi —> X est

épimorphique, donc (puisque X, est quasi~-compact) admet une sous-famille

i
épimorphique finie, correspondant 3 une partie finie Jic J de 1'ensemble

d'indices J . Posant J' = iLJEI Jgy , J' est une partie finie de J puisque

I est fini, et la famille (X' —> X)

3 je3! est déja épimorphique puisqu'elle

1'est localement, cqfd,
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Corollaire 1.4, Soit (xi)iEI une famille d'objets d'un topos E , et

soit X la somme, Pour que X soit quasi-compact, il faut et il suffit

que tous les Xi soient quasi-compacts, et que tous les Xi sauf un

nombre fini soient isomorphes 3 "1'objet vide" ¢E de E .

La suffisance résulte en effet aussitdt de 1,3 (car la somme
ne change pas quand on laisse tomber les sommandes vides), Pour la

nécessité on note qu'une sous-famille finie (X doit couvrir X ,

1)i€J
- = FEN =

ce qui implique que pour i € I-J on a X, = X% o Xj ?ﬁ; xixxxj = ¢

(I1 4.5.1) ; d'autre part, pour montrer que tout Xi est quasi~compact,

on note que X 4=‘Xi.lLXi s et que toute famille couvrante ¥, —> X  de Xi

i i

définit une famille couvrante Yj liXi — XiJi.X; = X de X, qui admet

une sous-famille finie couvrante, ce qui implique évidemment que la
famille finie correspondante des Yj —_ Xi est aussi couvrante, ce
qui montre que Xi est quasi-compact.

Remarque 1,5.1, Le fait pour un objet X d'un topos E d'2tre quasi-compact

ne dépend que du topos induit E, , et signifie que 1'objet final de ce

/X
dernier est quasi~compact. De méme, un objet X d'un site C est quasi-compact
si et seulement si 1l%objet final du site induit Cx (III 5,1) est

quasi~compact,

1.5.2, Soit X un objet d'un topos E. Pour que X soit quasi-compact, il
faut et 11 suffit que toute famille filtramte croissante (xi)iEI de souse

objets de X couvrant X contienne un Xi égal A X, Cette condition ne dépend
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donc que de 1'ensemble ordonné des sous-objets de 1'objet X (i.e.-des

) .

ouverts du topos induit E/X

1.5.3., Considérons une famille génératrice (xi)iél de E ., I1 résulte
alors des définitions et de 1,3 que : pour qu'un objet X de E soit
quasi-compact, il faut qu'il admette nne famille couvrante par un nombre
fini des Xi , i.e, que X soit isomorphe 3 un objet quotient d'une somme
finie d'objets de E, et cette condition est suffisante si les Xi sont
quasi~-compacts, Notons d'autre part qu'avec l'hypothese faite sur E ,

on peut évidemment, quitte 2 remplacer la famille génératrice envisagée
par une sous-famille, supposer que I€U , Utilisant le fait que 1'ensemble
des quotients d'un objet de E est petit (I 7.5), on trouve/ alors que

la sous-catégorie pleine ch de E formée des objets quasi-compacts de E
est équivalente 2 une catégorie € U , i.,e, que le cardinal de 1'ensemble

des classes d'isomorphie d'objets de ch est €U .

Exemples 1.6.1. Soit X un espace topologique. Un ouvert U de X est un
objet quasi-~compact du site Ouv(X) des ouverts de X si et seulement si
U est un espace quasi~compact pour la topologie induite par X . Plus
généralement, un faisceau F sur X est un objet quasi~compact du topos
Top(X) si et seulement si l'espace &talé X' sur X associé & F est
quasi-compact, (Cela résulte de 1'assertion précédente, de 1.5 et du

fait que Top(X)/F est équivalent 2 Top(X') (IV 5.7)).
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1.6.2, Considérons sur la catégorie (Sch) des schémas (&léments de U)

une des topologies Ti de [6 ] 6.3 (par exemple la topologie de

Zariski, ou la topologie étale, ou la topologie fppf, ou la topologie fpqe).
Pour qu'un schéma soit quasi-compact au sens de cette topologie, il faut

et il suffit que ce soit un schéma quasi-compact au sens habituel.

(Avec les notations de loc, cit,, on utilise seulement le fait que

toute famille € P' est finie.)

Définition 1.7, Soient E un topos, f: X —> Y une flache de E, On dit que

f est un morphisme quasi-compact si pour toute flache Y' —> Y, avec Y'

quasi-compact, 1l'ohjet X'=XXYY' est également quasi-compact. On dit que

f est quasi-séparé si le morphisme diagonal X —> XxYX est quasi-compact,

On dit que f est cohérent si f est quasi-compact et quasi-séparé,

1.7.1. Explicitant la définition d'un morphisme f:X —> Y quasi-séparé,
on voit qu'elle signifie aussi que pour toute double fléche
8,8y ¢ X' ———=3X "au-dessus de Y "i.e, telle que fg, = fg, , X'

quasicompact implique Ker(gl,gz) quasi-compact,

Proposition 1.8. Soit E un topos.

(i) Tout isomorphisme dans E est un morphisme cohérent, i.e. est

quasi-compact et quasi~-s&paré. Le composé_ de deux morphismes quasi-compacts

(resp, quasi-séparés, resp. cohérents) est quasi-compact (resp. quasi-séparé,

resp. cohérent).
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(1) Solent f: X —> Y et g: Y' —> Y des morphismes dans E, et

£' 1 X' = XxYY' ~—> déduit de f par le changement de base g . 81 f

est quasi-compact (resp, qQuasi-séparé, resp. cohérent), il en est de

méme de £',

(411} Soient f: X —> Y et g: Y —> Z des morphismes dans E. Si gf

ast quasi-séparé, f est gquasi-séparé,

(iv) Solent f: X —> Y et g: Y —> Z des_morphismes dans E, avec

g quasi-séparé. Si gf est quasi-compact (resp. cohérent), alors f est

quasi-compact (resp, cohérent).

Les démonstrations sont bien connues (Cf, EGA IV 1 ou EGA I
2&me édition), Les énoncés (i) et (ii) dans le cas "quasi~compact"
résultent trivialement des définitions ; dans le cas "quasi-séparé",
la stabilité par changementde base (ii) résulte aussitdt de la définition
et du cas précédent, de mPme que le fait que tout isomorphisme soit
quasi-séparé, La stabilité par composition X —= Y —=> Z se voit 2 1'alde

du di agr amme

//,)(

5y L
(#) Besz Xx X Y

T

szx > YXZY
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-1l = V1

3 carré cartésien, Par hypothése AY/Z est quasi-Compact, donc aussi u
qui s'en déduit par changement de base, et AX/Y est quasi-~compact,
donc aussi le composé u Besy = Bgyg - Cela établit (i) et (ii), le cas
"cohérent” résultant de la conjonction des deux cas précédents, Pour
prouver le premier cas envisagé dans (iv), on considére le diagramme

suivant A carrés cartésiens

X 43 > Z
A
(1d,, ) ! ‘{ N
Te = d,, pr
(+3t) X £ dx > Xx,Y 2 » ¥
| £ L fxzidY
\f k.
¥ Byrz > YRY
Par 1'hypothése g est guasi-séparé, AY/Z est quasi-compact, donc FF est

quasi~compact par changement de base ; de méme par hypothése gf est
quasi-compact, donc P, 1'est aussi par changement de base ; par suite

£= pT, I} est quasi-compact comme composé de deux morphismes quasi-compacts,
Le cas respé de (iv) résulte aussitdt du cas précédent et de (iii), qu'il
reste 3 prouver maintenant. Pour ceci on reprend le diagramme (%), en

notant que l'hypothese gf quasi~séparé signifie que AX/Z =u QX/Y est
qQuasi-compact, et que la conclusion f quasi-séparé signifie que AX/Y

est quasi-compact, ce qui résulte de (iv) une fois qu'on a prouvé que u
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est quasi-séparé, Or u est manifestement un monomorphisme, et on a

en effet le résultat trivial :

Corollaire 1.8.1, Tout monomorphisme est quasi-séparé.

En effet, si u: X —> Y est un monomorphisme, AX/Y est un

isomorphisme done¢ est quasi~compact, cqfd.

Corollaire 1,.8.2, Soient f: X —» Y, f! : X! —> Y! deux S-morphismes

dans E, Si f,f' sont quasi-compacts (resp. uasi-séparés, resp. cohérents),

il en est de m@me de fxsf' ! XX X! —> YXSY' .

5

Cela résulte de fagon bien connue de la conjonction de (i) et (ii).

Remarques 1.9.1. Soient E une catégorie quelconque, Q une partie de ob
stable par isomorphisme (la donnée de Q revient donc a celle d'une
sous~catégorie strictement pleine de E), jouant le r8le d'objets "quasi~
compacts', Supposons que dans E les produits fibrés soient représentables.
Alors on peut paraphraser la définition 1.7 pour définir la notion

de morphismes Q-quasi-compacts, Q-quasi-séparés, et Q-cohérents, Alors

1.8 et 1.8.1 sont valables, et 1.8.2 également lorsque dans E les produits

de deux objets sont représentables,

1.9.2, Soient S un objet de E, et f: X —> Y un morphisme de E/S . I1
résulte aussit6bt de la remarque 1.5 que pour que f soit quasi-compact

(resp., quasi-séparé, resp., cohérent) il faut et il suffit que le morphisme
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correspondant dans E (déduit de £ par le foncteur "oubli de § ") le soit.
En particulier, si f: X — Y est un morphisme dans E, prenant ci-dessus
5=Y, on voit que f est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cchérent)
si et seulement si le morphisme structural de l'objet (X,f) du topos
induit E/Y , de but 1'objet final dudit topos, est quasi-compact

{resp. quasi-séparé, resp. cohérent)., On dit aussi que (moyennant

le morphisme structural £) X est quasi-compact (resp. quasi-sépsré,

resp. cohérent) su-dessus de Y, locution qu'on peut interpréter

indifféremment comme se rapportant au topos E, ou au topos induit

Ey (dont Y est considéré comme un objet final).

1.9.3. Un objet X d'un topos obE sera dit constructible s'il est cohérent
au-dessus de 1'objet final, Tout morphisme d'un objet constructible
dans un autre est cohérent (1.8 (iv)}., La sous-catégorie pleine Eons

de E formée des objets constructibles de E est stable par lim finies,

comme il résulte aussitdt de 1,8,2 et 1.8 (ii).

1.9.4. Les notions 1.7 n'ont gudre d'intér2t que dans les topos E qui
admettent une famille génératrice formée d'objets quasi~-compacts, Dans
ce cas, ces notions sont "de nature locale en bas" (IV 8.5.4), comme

on va voir maintenant,
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Proposition 1,10. Supposons que le_topos E admette ume sous-catégorie
génératrice C formée d'objets quasi-compacts, et soit £ : X =~ Y

un morphisme dans E .

(i) Pour que f soit quasi-compact, il faut et il suffit que pour
tout morphisme S —> Y, avec S € Ob C, XXYS soit quasi-compact,

(ii) Soit Y, —> 7Y, 1 €1, une famille couvrante. Pour que f soit

quasi-compact (resp. quasiw-séparé, resp, cohérent) il faut et il suffit

que pour tout i € I , fi H xi = XxYYi g Yi le soit,

Prouvons (i), La nécessité est triviale par définition,
Pour la suffisance, il faut prouver que pour tout objet quasi-compact
Y' et tout morphisme Y' =~ Y, X' = XxYY‘ est quasi-compact, Or il

existe une famille cowrante Si —> Y', les S, dans Ob C, et comme Y'

i
est quasi-compact, on peut prendre la famille couvrante en question finie.
Alors par hypothese les Xi = XXYS1 = x'xY,Si sont quasi-compacts, et
comme ils couvrent X' (les Si couvrant Y'), X' est quasi-compact en
vertu de 1.3,

Prouvons (ii). Il suffit de traiter le cas "quasi-compact",
car le cas "quasi-séparé" s'en déduit par la définition 1.7, et le cas
"cohérent" également, par conjonction des deux cas précédents, Le "il faut"
a déjd &té vu dans 1.8 (ii), il reste 2 voir que si les £, sont quasi-compacts,

alors f 1'est, i.e. que pour tout Y' quasi-compact et tout morphisme

¥! —> ¥, 1'objet X' = XxYY' est quasi-compact. Or comme (Yi -2 Y) est
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couvrante, il existe des SCL au~dessus de Y couvrant Y', tels que les
morphismes composés Sa —> Y' ~» ¥ se factorisent chacun par un Yi .
Comme C est génératrice, on peut prendre les Sa dans Ob C, et comme

Y' est quasi-compact, on peut prendre la famille couvrante finie.

Alors les X,XY'SQ forment une famille couvrante finie de X', et on

est réduit par 1.3 & prouver que chaque X'xy,Sa = xxYSa est quasi compact,
Or, choisissant une factorisation de Sa —> Y par un Yi , 1l'objet
envisagé est sussi isomorphe & xiins , qui est bien quasi~compact

puilsque Xi est quasi-compact sur Yi et Sa est quasi-compact,

Corollaire 1.11, Soient g: Y ~~» Z un morphisme dans le topos E,

(fi H Xi —_— Y)iEI une famille couvrante de morphismes de but Y . Alors :

(1) Supposons I finie, Si les gfi sont quasi-compacts, il en est

de méme de g.

(11) Supposons les fi quasi-compacts, Si les gfi sont_quasi-séparés,

il en est de méme de g, Si I est fini, et si les gfi sont cohérents, g

est cohérent.

Le cas (i) résulte aussit®t des définitions et de 1,3,
(sans hypoth&se sur E), Pour prouver (ii), il suffit en vertu de (i)
de traiter le cas non respé. Considérons le diagramme 1,8 (%) avec
X remplacé par un Xi . Comme la famille des fi est couvrante, il en est

de méme de la famille des fixzidY qui s'en déduit par changement de base,
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donc en vertu de 1.10 (ii), pour prouver que AY/Z est quasi-compacte,

il suffit de prouver que les I% le sont. Or gfi étant quasi-séparé par
i
hypothése, 11 en est de mBme de pr, : Xisz —= Y qui s'en déduit par

changement de base, d'autre part |22 Tf = fi est quasi-compact par
i

hypoth2se, Il en est donc de mlme de I} en vertu de 1.8 (iv) appliqué
i
au morphisme composé de PY, et de Ff , cqfd,
i

Corollaire 1,12, Soient (Xi)iEI une famille finie d'objets de E, X la

w fi:X1 -2 Y des morphismes dans E, et £:X —> Y le

morphisme correspondant, Pour que f soit quasi-compact (resp. quasi-séparé,

somme des X

resp, cohérent) il faut et il suffit que les fi le soient ; dans le

cas "quasi-séparé", 1'hypothése "I finie" peut=8tre Omise,

La suffisance de la condition est un cas particulier de 1,11,
compte tenu que les morphismes canoniques fi: Xi =y Xforment une
famille couvrante finie, et que ce sont des morphismes quasi-compacts,
comme il résulte aussitdbt de la définition et de 1.4, La nécessité

résulte de la transitivité 1.8 (i), compte tenu que les fi sont méme

cohérents {car ils sont quasi-séparés en vertu de 1.8.1).

Définitfon 1,13, Soit X un objet d'un topos E . On dit que X est un

objet quasi-séparé du topos E si pour tout objet § quasi~compact de E,

tout morphisme de S dans X est quasi-compact, i.e. (1.7) si pour_deux

objets quasicompects S,T de E et des morphismes S - X, T —> X, le produit

fibré SxxT est toujours quasi-compact, On dit que X est un objet cohérent

du topos E si X est quasi-compact et quasi~séparé,
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Proposition 1.14, Soit f: X — Y un morphisme dans un topos E.

(i) Si Y est quasi-compact, alors f quasi~compact implique X

quasi-compact., Si Y est quasi-séparé, alors X quasi-compact implique

f quasi-compact, Si Y est cohérent, f quasi-compact équivaut 3 X

quagi=compact,
(i1} Si Y est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent)

et si f est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) alors X

est quasi~compact (resp. Quasi-séparé, resp. cohérent).

Les premi2res deux assertions de (i) sont contenues trivialement
dans les définitions de morphisme quasi~compact (1.7) resp. d'objet
quasi-séparé (1,13), la troisidme résulte de la conjonction des deux
premidres. Le premier cas de (fi) n'est qu'une redite, le troisidme
résulte encore de la conjonction des deux premiers, reste 2 traiter
le cas quasi-séparé, Soit donc S un objet quasi~compact de E et
g:5 —> X un morphisme, prouvons que f est quasi-compact, Comme Y est
quasi-séparé, fg est quasi-compact, et comme f est quasi-séparé, il

en résulte (1.8 (ii1)) que g est qussi-compact, cqfd.

Corollaire 1.15. Tout sous-objet d'un obiet quasi-séparé de E est

quasi-séparé. Soit (Xi)iEI une famille d'objets de E, avec I € U ;

alors X = JEin est quasi-séparé (resp. cohérent) si et seulement si

les Xi le sount,
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La premiére assertiun résulte de 1.14 (ii) et de 1.8.1,
mais est également trivialesur la définition. Pour la deuxi2me non

respée,comme les X, —> X sont des monomorphismes, il reste & prouver

i
le "il suffit",qui résulte facilement des définitions et de 1.3 ; le

cas respé résulte du cas traité et de 1.4,

Corollaire 1.16, Sous les conditions de 1.10 (ii), si_les Y, sont

i

cohérents, slors f est quasi-compact si et seulement si les Xi = XXYYi

sont des objets quasi-compacts de E,

En effet, en vertu du critdre 1,10 (ii), i1 faut exprimer
que les fi : Xi —_ Yi sont quasiw-compacts, ce qui équivaut & Xi

quasi-compacts en vertu de 1.14 (i).

Corollaire 1,17, Soient E un topos admettant une famille génétrice

formée d'objets quasi-compacts, et (gi : Yi — Y)iEI une famille

couvrante (resp. couvrante finie) dans E, avec les Y, cohérents, Pour

que Y soit quasi-séparé (resp. cohérent), il faut et il suffit que

pour tout i € I, By soit quasi~compact, ou encore que pour tout couple

d'indices i,j € I, YiXYYj soit un objet quasi-compact de E,

Le cas respé résulte aussitdt du cas non respé et de 1.3,
La nécessité de la premi2re condition est triviale par définition,

prouvons qu'elle est suffisante, Soit done f: X —> Y un morphisme,
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avec X quasi-compact, prouvons que f est quasi-compact. Or comme les

8y sont quasi-compacts, il s'ensuit que les Xi=XxYYi sont quasi-compacts,
ce qui implique que f 1'est en vertu de 1,16, Exprimant enfin la
quasi~compacité des 8 2 1'aide du meme critdre 1.16, on trouve le

deuxidme crit@re de 1.17, En particulier :

Corollaire 1.17.1. Soient E comme dans 1,17, X un objet cohérent de E,

6{::i§x une relation d'équivalence dans X , Y = X/R, Alors les conditions

suivantes sont &quivalentes :

(1) Y est cohérent,

(i1) £: X —> Y est quasi-compact,

(iii) R est quasi-compact.

Corollaire 1.18, Soient E un topos admettant une sous-catégorie généra-

trice C formée d'objets quasi~compacts, Y un objet de E, Pour que Y soit

quasi-séparé, il faut et il suffit que tout morphisme X — Y, avec

X € ob C, soit quasi-compact,

La nécessité est triviale par définition, les Y € ob C étant
quasi-compacts par hypoth2se., Pour prouver la suffisance, soit Z un
objet quasi-compact de E, prouvons que tout morphisme Z' —» Y est
quasi-compact, Pour ceci, 11 suffit en vertu de 1,10 (i) de vérifier
que pour tout X —> Y, avec X € ob C, ZXYX est quasi-compact, ce qui
résulte en effet du fait que les X —> Y sont quasi-compacts par hypothése,

et que Z est quasi-compact.
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Corollaire 1.19, Soient E un topos admettant une sous—catégorie

génératrice formée d'cbiets quasi-compacts, (gi : Yi -_ Y)141 une
famille couvrante dans E, avec les Yi quagsi-séparés et les 2 quasi-compacts.

Alors Y est quasi-séparé.

En effet, soit X un objet quasi-compact de E, montrons que
tout morphisme £ : X — Y est quasi-compact, En vertu de 1,10 (11)
i1 suffit de prouver que les morphismes induits fizxi = XxYY1 — Yi
sont quasi-compacts, Or comme 8 est quasi-compact, Xi est quasi-compact
(X 1'étant), et comme Y, est quasi-séparé, il s'ensuit bien que fi

est quasi-compact.

Remarques 1,20,1, Le lecteur habitué 2 1l'usage des termes Yquasi-compact"
et 'quasi-séparé" en géométrie algébrique s'attendra 2 certaines autres
relations entre les notions "absolues" (concernant les objets du topos E)
et les notions "relatives" (concernant des fl2ches de E) envisagées,

par exemple : si f: X —» Y est un morphisme dans E tel que X soit
quasi~compact-séparé, alors f est quasi-séparé, De telles propriétés

ne sont valsbles que moyennant des conditions de finitude restrictive

sur le topos E, plus fortes que cellesenvisagéesdans 1,10, conditions

que nous étudierons au numéro suivant.

1,20.,2. 11 résulte encore de 1,5 que le fait que pour un cobjet X du
topos E d'8tre quasi-séparé ne dépend que du topos induit E/X , et
signifie que lfobjet final dudit topos est quasi-séparé, i.e. que dans

E/x , le produit de deux objets quasi-compacts est quasi-compact.
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1.21, Cas des sites.
Soient C un U-site, E le topos des U-faisceaux sur C, f une

flache de C, X un objet de C, On dit que f est un morphisme quasi~compact

(resp. quasi-séparé) du site C si e¢(f) est un morphisme quasi-compact
(resp. quasi-séparé) du topos E ; et de mlme que X est un objet

quasi-séparé du site C si e(X) est un objet quasi-séparé du topos E

(comparer 1,2). Lorsque C est un U-topos muni de sa topologie canonique,
alors le foncteur canonique ¢ : C —=> E est une équivalence de
catégories, et par suite la définition précédente est compatible avec
les définitions antérieures 1,7 et 1,13, Notons également que la
définition envisagée ne change pas quand on remplace l'univers U

par un autre univers V tel que C soit aussi un V-site, du moins

lorsque C admet une famille topologiquement génératrice formée d'objets
quasi-compacts. Pour le voir, on est ramené aussitdt au cas oda UC V ,
donc E est un V-site, et 2 prouver que pour toute fladche f du U-topos
E, f est quasi-compacte (resp, quasi-séparé) si et seulement si elle
définit une fléche quasi-compacte dans le topos E' des V-faisceaux

sur E,et de m@me que pour tout objet X de E, X est quasi-séparé si

et seulement si l'objet correspondant de E' est quasi-séparé, Notons
que nous connalssons déja (sans hypoth2se sur E) 1'énoncé analogue

pour le cas d'un objet quasi-compact (1,2), Le cas "f quasi-compact"

s'en déduit, grace au critdre 1.10 (i) appliqué successivement dans E
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et dans E', pour la meme famille génératrice (xi)iEI de E formée
d'objets quasi-compacts ; d'od également le cas " f quasi-séparé" ,
qui signifie que le morphisme diagonal correspondant est quasi~-compact,

Enfin pour le cas " X quasi-séparé ", on est encore ramené au cas

" f quasi-compact ", grice au critere 1,18,

1.22, Exemples. Reprenons l'exemple 1.6.2 de la catégorie (Sch) avec

une topologie T1 » qui est un V-site pour V convenable, admettant la
sous-catégorie des schémas affines comme catégorie génératrice topologique
formée d'objets quasi-compacts. On laisse au lecteur le soin de vérifier
qu'une fléche f: X —> Y de ce site est quasi~compacte (resp, quasi-séparé)
si et seulement si c'est un morphisme quasi~-compact (resp, quasi-séparé)
de schémas au sens habituel ( [3] ou [4]) ; de

méme un objet du site est quasi~compact (resp. quasi-séparé) si et
seulement si c'est un schéma quasi-compact (resp, quasi-séparé) au

sens habituel de loc. cit, Il y a lieu de dire d'ailleurs, comme ici,

morphisme cohérent de schémas, schéma cohérent, au lieu de "morphisme

quasi-compact et quasi-séparé de schémas", "schéma quasi-compact et

ey

quasi-séparé", comme on le fait d'ailleurs dans EGA I 2°™C édition.

1.22.1, Pour un schéma donné X € U, on peut aussi regarder le topos
Top(X) associé a 1'espace topologique sous-jacent, ou le topos

Top(xet) (resp. Top(xfp )), associé au site des X-schémas é&tales

pf
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resp. localement de présentation finie) éléments de U, avec la topologie
étale (resp, fppf). C'est un U~topos qui admet une famille génératrice
formée d'objets cohérents, correspondants aux objets affines du site de
définition ;

Ceci dit, 1'objet final de ce topos est quasi~compact (resp. quasi-séparé,
resp. cohfrent) si et seulement si le schéma X est quasi-compact {resp.
quasi-sépard, resp, cohérent), De n@me, un morphisme du site des espaces

étalés sur X (resp. du site X,  des schémas étales sur X, resp. du

ét
site xfppf des schémas localement de présentation finie sur X) est
quasi-compact (resp, quasi-séparé, resp, cohérent) si et seulement si

c'est un morphisme de schdmas qui est (au sens habituel de loc. cit.)

quasi-~compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent),

Théordme 1.23. Soient E un U~topos, X un objet de E,

(i) Pour que X soit quasi~compact, il faut et il suffit que pour

tout systime inductif filtrant (Y,) de E, avec I € U, 1'application

i'1€1
naturelle
(1.23.1) 1im Hom(X,Y,) ==~ Hom(X, lim Y,)
—> i — L

soit injective,

(11) Supposons que E admette une sous-catéporie génératrice C formée

d'objets quasi-compacts. Pour que X soit cohérent, i1 faut gque pour

toute donnée comme dans (i), 1l'application (1,23.1) scit bijective.
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(1) Nécessité, Supposons X quasi-compact, il faut prouver que si
1€letf,g :X :Yi sont tels que les composés f,g de £, g, avec

Yi —~> Y = lim Yj sont égaux, alors il existe j = i tel que les composés

fj’ gjavec Yi —_ Yj sont déja égaux. Or comme dans E les limites
inductives filtrantes commutent aux limites projectives finies, et

en particulier aux noyaux, on a

Ker(f,g) = 1lim Ker (f,,g.) .
Ry %3

Par hypothése Ker(f,g) = X, donc X est la limite de la famille filtrante
croissante de ses sous~objets Ker(fj,gj), donc comme X est quasi~-compact,

il est égal A un de ces sous-objets, donc il existe jzi tel que f

= .
18
Suffisance, Pour prouver que X est quasi-compact, il revient au m@me
{1,5.2) de prouver que pour toute famille filtrante croissante (xi)iEI

de sous-objets de X dont la lim est X, il existe i € I tel que X, = X,

i

Or comme dans E tout monomorphisme est effectif (II1 4.0), il s'ensuit que

X===x4_ X .
Xi
Soit Yi = XJ.J.x X, et considérons le syst2me inductif formé par les Y:L .
i
Si Y en est la limite inductive, on a Y == X.l.l.lim XiX = xnxx = X.

Par suite, pour un i € I fixé, f donnent le mBme élément de Hom(X,Y),

1°8¢

donc par hypothése il existe j=i tel gque fj = gj i.,e. X, =X, cqfd.

B
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(i1) 11 reste a prouver que sous les conditions indiquées, tout
morphisme X —> Y provient d'un morphisme X —> Yi pour un i €I

convenable, Comme C engendre E et que les Y, couvrent Y, nous pouvons

i

couvrir X par des objets Xa de C, de telle fagon que chacun des composés

Xa —> X —> Y se factorise par un des Y, . Comme X est quasi-compact,

i
on peut supposer la famille des Xa finie, donc que les morphismes

Xa —» Y se factorisent par un Yi fixe en des Byi ° Xa — Yi . Comme

X est quasi-séparé, les xaxXxB sont quasi-compacts, D'ailleurs pour

tout (a,B), les composés de pry et pr, sur XGXXXB avec X, XB —> Y, sont

tels que leurs composés avec

X %
o H‘\\& Y, => ¥ sont égaux. En vertu de (i),
X > ¥
z////’ o i i1 existe donc un j2i tel que les
W
X -y kf/// composés avec Yi —_— YJ solent

déja égaux, Comme 1'ensemble
des couples (a,B) est fini, on peut prendre j indépendant de ce couple,
Par suite les morphismes ga,j proviennent par composition d'un morphisme
gj : X —> Yj , dont le composé avec Yj —= Y est d'ailleurs le morphisme

X => Y donné, puisqu'il en est ainsi aprés composition avec les Yj —> X,

Cela achéve la démonstration.

Remarques 1,23,2, L'hypothése sur E dans (ii) peut 2tre remplacée
par une hypoth&se supplémentaire sur X, savoir que X admet un syst2me

fondamental de famillescouvrantes par des objets quasi-compacts,
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Corollaire 1.24, Soient E un topos, et soit C une sous-catégorie

strictement pleine de E formée d'objets cohérents, Utilisant le fait

que dans E les U-limites inductives filtrantes sont représentables,

on trouve (I 8,6.1) un foncteur canonique

(1.24,1) Ind(C) ——>E ,

Ce foncteur est pleinement fidéle. Si E admet une sous-catégorie

génératrice formée d'objets cohérents, et si C est stable par facteurs

directs, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) le foncteur (1.24.1) est essentiellement surjectif, i.e. c¢'est

une équivalence de catégories,

(ii) C est une sous-catégorie génératrice de E, stable par limites

inductives finies,

(1ii) La catégorie C est égale 2 la sous-catégoricpleine E_, de E

formée de tous les objets cohérents de E, et la condition nécessaire

1.23 (ii) de cohérence pour un objet de E est aussi suffisante,

Soit Ep. la sous-catégorie pleine de E définie dans I 8.7.6.
En vertu de I 8,7.5 a), 1%'&noncé 1,23 (ii) équivaut 2 la deuxidme

inclusion de

¢ Ecoh < BPF :

et 1'inclusion composée C D E,p signifie que (1,24.1) est pleinement

F
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fidele, Comme par hypoth&se la sous-catégorie E de E est génératrice,

coh

il en est a fortiori de méme de E ; d'autre part dans E les limites

PF
projectives finies sont représentables, de sorte que nous pouvons

appliquer I 8.7.7. La condition (iii) de 1,24 s'écrit aussi C = Eoh = Epp o
et équivaut 3 la condition C = EPF , qui n'est autre que la condition

(ii bis) de loc, cit. (compte tenu que par hypothdse, Ecoh donc EPF
est une sous-catégorie génératrice de E), De m8me la condition (ii) de
1.24 n'est autre que la condition (iii bis) de loc, cit, Donc 1'équiva-
lence des conditions (i), (ii bis) et ({ii bis) dans loc, cit, donne

1'équivalence des conditions (1), (ii) et (iii) de 1,24, cqfd.

La démonstration {ou plus précisément, 1'invocation de I 8,7.7

(11 bis)) fournit également la partie a) du

Corollaire 1.24.2. Soit E un topos admettant une sous-famille génératrice

formée d'objets cohérents, et soit E

PF la sous-catégorie strictement

pleine des objets X de E tels que le foncteur covariant Hom(X,~) qu'il

représente commute aux limites inductives filtrantes, Alors :

a) Le foncteur naturel

Ind(E, ) —> E

est une €quivalence de catégories,

b} Pour qu'lun objet X de E appartienne 2 Epp » 1l faut et il suffit

qu'il soit isomorphe 3 un facteur direct (= image d'un projecteur (I, 10,6))
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1
du conoyau d'une double fléche X1 -—_—;xo, avec X1 et Xc cohérents,

¢} La sous-catégorie Epp de E est.stable par limites inductives

finies, et est équivalente & une petite catégorie

I1 reste 2 prouver b) et ¢), La premidre assertion de ¢} est
triviale grace 2 I 2.8, et implique le "il suffit" de b) grace & 1,23 (ii),
Pour le "il faut", on utilise 1,23 (i) qui montre que X est quasi-compact,
d'ol l'existence d'un épimorphisme X —> X, avec X, cohérent, compte

tenu du fait que Eco engendre E et est stable par sommes finies, Soit

h
R = xoxxxo » de sorte que X s'identifie au conoyau de R 23 Xo « En

vertu de a), on a R = 1lim R
—_— i

donc X  est limite inductive filtrante des Coker(Ri_..g Xo) =X

, limite inductive filtrante avec les Ri

dans EPF s

D'apreés l'hypothése X € Ob E our i assez grand le morphisme
PF s P

u, Xi —2 X admet une section v: X —> xi . Soit w=vy, Xi ity X;_ ,

de sorte que Wi et X = Coker(w,idx, 2 X§ 3}({). Comme R, est 2
i

nouveau quasi~-compact, cn le couvre par Xl —_— Ri avec Xi cohérent,

d'od X, = Coker(){1 3)(0), ce qui prouve b),

Enfin, comme E la dernidre assertion de c¢)

PF < Equ.cpct’
résulte de 1,5,3,

Corollaire 1,25, Soit E un topos tel que la sous-catégorie pleine € de

E formée des objets cohérents soit génératrice., Considérons le foncteur

canonique
@ : Ind(C) > E
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Les conditions suivantes sont éggivalentgs H

(i) Le foncteur ¢ est essentiellement surjectif, i.e. tout objet

de E est limite inductive filtrante d'objets cohérents,

(i bis) Le foncteur ¢ est une équivalence de catégories,

(ii) Toute limite inductive finie dans E d'objets cohérents est

un objet cochérent,

(ii bis) Le conoyau dans E d'une double fléche d'objets cohérents

est un objet cohérent,

(ii1i) La réciproque de 1.23 (ii) est valable.

C'est un cas particulier de 1,24, compte tenu que C est stable
par sommes finies (1.4), ce qui implique 1'équivalence de (ii) et de

(i1 bis), et compte tenu du

Lemme 1.25,1, Soit E un topos. Tout facteur direct X' d'un objet cohérent

X de E est cohérent,

En effet, X' est quasi-compact comme quotient de X (1.3), et

quasi-~séparé comme sous-objet de X (1,15).

Corollaire 1.26, Soit E un topos satisfaisant aux conditions équivalentes

1.25, Alors, il en est de méme de tout topos induit,

Cela résulte aussitdt du critere (ii), compte tenu de 1,20.2
et du fait que 1l'existence d'une sous-catégorie génératrice de E formée

d'objets cohérents implique manifestement la méme propriété pour un topos

induit,
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Remarque 1.27. Parmi les exemples importants de topos satisfaisant

les conditions de 1.25, signalons les topos noethériens (2.14), et

le topos zariskien ou étale (VII 1) d'un schéma X (cf, IX, note p.42).
Mais m@me lorsque le topos E est cohérent (2.3) (i.e. la 'sous-catégorie
pleine C des objets cohérents est génératrice et stable par limites
projectives finies), il n'est pas toujours vrai que C soit parfait
(2.9.1) i.e. satisfasse aux conditions équivalentes de 1,25 ; cf£. 1,28

ci-dessous,

Exercice 1.28, Soient E un topos, PysPy ¢ xl ___)'_—>Xo une double fléche
dans E. Définir une suite croissante de sous-objets Rn (n 2 0) de XOXXo
par la condition R, = Sup(Im(pl,pz),Im(pz,pl)), et

_ -1 -1
R pr13(pr12 (Rn-l)’ PTyq (Rn-l)) pour tout n = 1, od pr:l.1
(1 £1i < j < 3) désignent les projections qu'on devine du produit triple
de Xo vers le produit double,

a) Montrer qu'on obtient ainsi une suite croissante de sous-objets

= 1 i
de X XX, que R lim>pn est un graphe d'équivalence (I 10.4) dans XO s

et que le morphisme canonique

X = Coker(pl,pz) —_ XO/R

est un isomorphisme,
b) En conclure que si Xo est quasi-compact et X = Coker(pl,pz) est

quasi-séparé (donc cohérent), alors la suite des R est statiornaire.
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Inversement, si cette suite est stationnaire, et si on suppose Xo cohérent

et x1 quasi-~compect alors X est cohérent. (Pour ce dernier point, écrire

R == (Rn_l,prz)xxo(Rn_l,prl) et en conclure que R est quasi-compact

sur X pour tout n, puis utiliser 1.19.)

c) Construire un exemple de deux applications d'ensembles pl,pzzx1 ::Z;Xo,
telles que la suite des (Rn) ne solt pas statiomnaire,

d) Soit C urne petite catégorie o les limites inductives finies et
les limites projectives finies sont représentables, et ol tout morphisme
se factorise en un épimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme,
Répéter pour une double fliche (pl,pz) de C la construction des Rn .
Munissant C de la topologie canonique, montrer que le foncteur canonique
€ : C—> (Test exact, et commute par suite a la formation des Rn .

e) Prendre pour C une petite sous-catégorie pleine de (Ens), stable
a4 isomorphisme prés par limites projectives finies et limites inductives

finies, et contenant les ensembles XO,X de ¢). En conclure que le topos

1
C” (qui est un topos cohérent (2.3), i.e. engendré par la sous-catégorie
de ses objets cohérents, laquelle est stable par limites projectives
finies) ne satisfait pas aux conditions équivalentes de 1.25.

£) Soient k un corps, C le site fppf des schémas localement de
présentation finie sur k (SGA 3 IV 6.3). Montrer qu'il existe un schéma

affine réduit X sur k qui admet un automorphieme f qui n'est pas d'ordre

fini (prendre par exemple 1'espace affine E2 muni de 1'automorphisme

193



- 32 - Vi

f(x)=x, £(y)=x+y)., Montrer que si PaPy ¢ Ky :::gxo est une double flache
dans C, telle que la double flache correspondante dans

(Ens) pl(ﬁ):pz(i): XI(E) :::i;xo(i) donne une suite (Rn) non stationnaire,
alors il en est de mfme de la double fléche de < définie par Pl’Pz s
donc, si Xo est de type fini sur k, alors le conoyau dans ¢ de (pl,pz)
n'est pas cohérent. En conclure que le conoyau dans ¢ du couple (f,idx)
n'est pas cohérent, donc que le topos ¢ ne satisfait pas aux conditions
équivalentes de 1.25, En conclure plus généralement que si S est un schéma
non vide, C le site fppf des schémas localement de présentation finie

sur §, alors le topos ¢ ne satisfait pas aux conditions de 1,25, (On
fera attention que, contrairement A 1'apparence, C n'est donc noethérien

(2.11) que si S est vide, comme il résulte de ce qui précdde et de 2.14.

Définition 1.30. Soit E un topos. Un objet X de E est dit un objet

prénoethérien (¥) du topos E s'il satisfait aux deux conditions

équivalentes suivantes :

(1) Tout sous-objet de X est quasi-compact,

(ii) Toute suite croissante de sous-objets de X est statiomnaire.

1.30.1. L'équivalence des conditions (i) et (ii) est claire. On notera

que ces conditions ne dépendent encore que du topos induit E/X set méme
seulement de l'ensemble ordonné des ouverts de E/x , isomorphe 3 1'ensemble
ordonné des sous-objets de X, Elles sont stables par passage & un sous-objet

de X,

(¥) Par la notion plus forte d'objet noethérien, cf. 2.11 ci-dessous,
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1.31, On prouve comme pour 1.3 et 1.4 les faits suivants : si (Xi —> X)
est une famille couvrante finie, avec les Xi prénoethériens, alors X est
prénoethérien ; en particulier un guotient d'un objet prénoethérien de

E est prénoethérien, Si (xi)iel

leur somme X est un objet prénoethérien de E si et seulement si tous

est une famille d'objets de E, alors

les Xi sauf un nombre fini sont isomorphes 2 ¢E , et tous les Xi sont

préncethériens.

1.32. Evidemment un objet prénoethérien d'un topos E est quasi~-compact ;
lorsque E  admet une famille génératrice formée d'objets prénoethériens,
la réciproque est vraie (comme 11 résulte aussitdt de 1.31) : les objets
prénoethériens de E sont alors ses objets quasi-compacts,

Supposons que E admette une famille génératrice (xi)iEI formée
d'objets quasi~compacts, alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) Les X, sont prénoethériens.

(ii) Tout objet quasi-compact de E est prénoethérien.

(iii) Tout monomorphisme dans E est quasi-compact,

{On vient de voir 1'é&quivalence de (i) et (ii), (ii) ==> (iii) est
trivial 3 partir des définitions, et ({i{i) => (ii) sur la définition

1.30 (1).)
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On notera que (iii} a comme conséquence que tout morphisme

de E est quasi-séparé ; donc (1.14 (ii))tout objet X de E au-dessus

d'un objet quasi-séparé X de E est lui-mBme quasi-séparé,

Exemple 1.33. (Topos classifiant d'un groupe), Soient G un groupe € U,

BG son topos classifiant (IV 2,4) i,e, la catégorie des ensembles € U

ol G opere 2 gauche, Les objets connexes~-non vides de BG (1IV 4.3.5) sont
les ensembles A opérateurs qui sont non vides et sur lesquels G op2re

transitivement, et tout objet E de B, est somme de ses composantes

G

connexes, qui sont les sous-objets non vides minimaux de E (savoir

les orbites de G dans E), Par suite E est un objet quasi-compact de BG

si et seulement si 1'ensemble ﬂo(E) des orbites de G dans E est fini,

et alors E est mBme un objet prénoethérien de B_ . Ces objets (et meme

G

le seul objet Gs » qui est connexe non-vide) forment une sous-catégorie

génératrice de BG . Pour que l'objet final e de B, soit quasi-séparé, i,e,

G

pour que le produit de deux objets quasi-compacts de B, soit quasi-compact,

G
il faut et il suffit que le produit Gssz soit quasi-compact, ce qui
équivaut manifestement au fait que G est fini. On en conclut, plus

généralement, qu'un objet E de B_ est quasi-séparé si et seulement si

G
les stabilisateurs de ses points sont des sous-groupes finis de G ; i.e.
s'il est isomorphe 2 une somme d'espaces homogénes G/H, avec H fini.)

En effet, en vertu de 1.15 on peut supposer dans ce critire E connexe,

mais si x € E a comme groupe de stabilité GX , on sait
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(IV 5.8) que BG/E est &quivalent au topos B donc son

G 3
X
objet final est quasi-séparé ei et seulement si Gx est fini. On conclut

de ce crit2re que tout objet de B, qui se trouve au-dessus d'un objet

G

quasi-séparé est quasi-séparé, a fortiori, le produit de deux objets

quasi-séparés de B est quasi-séparé. On conclut aussi que les objets

G

cohérents de BG sont les objets isomorphes A des sommes finies d'espaces

homogenes G/H, avec H fini, Comme GS est cohérent, on voit que les objets

cohérents de BG forment déja une sous-catégorie génératrice de B

De plus, cette sous-catégorie est stable par produits fibrés (comme il

¢

résulte du fait que tout objet au-dessus d'un objet quasi-séparé est

quasi-séparé), (Dans la terminologie 2.11 plus bas B, est un topos

G

localement noethérien, mais il n'est quasi-séparé que si G est fini,

et alors B, est meme noethérien.)

On voit tout de suite qu'un morphisme £: E! —> E est quasi-compact
si et seulement si 1'application induite ﬂb(f) : ﬂb(E')-—€> ﬂO(E) pour les
ensembles d'orbites est propre i.e. 4 fibres finies ; on retrouve qu'un
monomorphisme est quasi-compact (1.32), donc tout morphisme est quasi-séparé.

Par suite les morphismes cohérents dans B, sont simplement les morphismes

G

quasl-compacts, qu'on vient de caractériser.

Soit E un objet du topos B, . On vérifie facilement que E est une

G

limite inductive filtrante d'objets cohérents de BG si et seulement si

les stabilisateurs des points de E sont des groupes ind-finis (i.e.
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limites inductives filtrantes de leurs sous-groupes finis). En particulier,
81 G n'est pas ind~fini (par exemple si G=Z ), 1'objet final du topos BG
n'est pas limite inductive d'objets cohérents ; plus précisément, pour

que le topos B, satisfasse aux conditions équivalentes de 1,25, il

G
faut et il suffit que son objet final soit limite inductive filtrante

d'objets cohérents, ou encore que le groupe G soit ind-fini.

2, Conditions de finitude pour un topos,

Proposition 2,1, Soit E un U-topos, Les_conditions suivantes sont équivalentes

1) Il existe une sous-catégorie pleine génératrice C de E, formée

d'objets quasi-compacts, et stable par produits fibrés,

(i1) Il existe un U-site C, tel que tout objet de C soit quasi-compact,

que dans C les produits fibrés soient représentables, et que E soit

équivalent 3 la catéporie des faisceaux C™.

Supposons que ces conditions sont satisfaites. Alors on peut

meme choisir dans (i) (resp. (ii)) la catégorie C U-petite, D'autre

part, pour tout X € ob C, 1'objet X (resp. €(X)) du topos E est cohérent,

L'implication (i) ==> (ii) résulte de IV 1,2.1, et le fait
que dans (i) (resp. (ii)) on peut prendre C U-petite se voit aussit8t
par 1'argument de IV 1.2,3 appliqué 2 une petite sous-catégorie pleine
génératrice au sens topologique (II 3,0,1) de C. Il reste & prouver

(ii) ==> (i) et la dernilre assertion de 2.1, ce qui résulte aussitdt du
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Corollaire 2,1,1. Soit C un U-site ol les produits fibrés soient

représentables et dont tout objet solt quasi-compact, et soient E : C¥,

€ : C—>E le foncteur canonique. Alors pour tout X € ob C, e(X) est

un objet cohérent de E . La sous-catégorie pleine de E formée des

objets cohérents de E qui se trouvent au-dessus de quelque e(X) est

stable par produits fibrés (et est évidemment génératrice dans E).

On sait déja que ¢(X) est quasi-compact (1.2), prouvons qu'il
est quasi-séparé, Soient donc F,G deux objets quasi-compacts de E et
F —> e(X), G —> ¢(¥) deux morphismes, prouvons que le produit fibré
er(X)G est quasi-compact, Recouvrant F et G par un nombre fini d'objets
de la forme e(Yi) resp. e(Zj), et procédant comme dans 1,2 pour nous
ramener au cas od les composés e(Yi) —> ¢(X), e(Zj) —> ¢(X) proviennent

de morphismes Yi ~—> X vresp, Z, —> Y, on est ramené grace a 1.3 au

J
cas oh les morphismes F —> ¢(X) et G —> ¢(X) sont les transformés par
€ de morphismes Y —> X, Z ~>» X, Mais comme les produits fibrés sont
représentables dans C et que € y commute, on est réduit 3 prouver que
e(Yxe) est quasi~compact, ce qui a 6té déja noté plus haut pout tout
objet de la forme e(U).

Soient maintenant G <> F, H —> F des morphismes d'objets cohérents
de E, tels qu'il existe un morphisme F —> e(X), pour quelque X € ob C,

prouvons que GXFH est cohérent, Comme G et H sont quasi-compacts et

F quasi-~séparé, il résulte dé€ja des définitions que le produit fibré
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est quasi-compact. Reste A voir qu'il est quasi-~séparé, ou ce qui revient

au méme (1.15) que Gxe(x)ﬂ est quasi-séparé, Cela résulte du fait plus

général :
Corollaire 2.1.2., Sous les conditions de 2.1.1, pour tout objet

quasi-séparé G de E, rout morphisme G —> ¢(X) est quasi~séparé. Si

H —> e(X) est un deuxidme morphisme, avec H quasi-séparé, alors GXe(X)H

est quasi-séparé,

La premidre assertion implique la deuxidme, car elle implique
par changement de base que GXG(X)H —> H est quasi-séparé, donc, puisque
H est quasi-séparé, GXe(X)H 1'est aussi (1,14 (ii)), Pour prouver que

G —> ¢(X) est quasi-séparé, nous allons utiliser le

Lemme 2,1,3, Soient E un topos,f: X —> Y un morphisme dans E, Supposons

que E admette une famille génératrice d'objets quasi-compacts, et qu'il

existe une famille couvrante (gi T X, ——>-X)iEi de X telle que les Xi

soient quasi-compacts, et que pour tout couple d'indices i,j€I, Xixij

soit quasi-séparé. Alors, si X est un objet quasi-séparé de E, f est

un_morphisme gquasi-séparé,

En effet, la famille (gingj : xixij —_ XXYX)(i,j)G IxI

est couvrante, donc pour voir que le morphisme QKIY : X > XXYX est

quasi-compact, il suffit de voir que pour tout (i,j) € IxI, le morphisme
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qui s'en déduit par changement de base gingj 1'est (1,10 (ii)).
. . .
Or ce dernier n'est autre que le morphisme canonique Xixij —>'XixYXj H

comme par hypothése X est quasi-séparé et les X, sont quasi~-compacts,

i

i- i-sé hypothés
xixxxj est quasi-compact, donc comme XixYX est quasi-séparé par hypo e,

]
le morphisme XixXXj —-—>vxixYXj est bien quasi-compact, cqfd,

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de 2,1.2,
en prouvant que tout morphisme f: G —> ¢{(X), avec G quasi-séparé, est
quasi~séparé. Pour ceci, couvrons G par des objets e(Xi), te%s que
les morphismes composés e(Xi) -~ ¢(X) proviennent de morphismes X~ X.
En vertu de 2.1.3, comme les S(Xi) sont quasi~compacts, il suffit de
vérifier que les produits fibrés e(Xi)xe{x)e(Xj) = e(XixXXj) sont

quagi-séparés. Or on a déja vu que tout objet de E de la forme ¢(U)

est cohérent, Cela prouve 2,1.2 et achdve la démonstration de 2.1,

Proposition 2.2. Soit E un topos contenant une sous-catégorie pleine

génératrice C formée d'objets cohérents, Les conditions suivantes sur

E sont équivalentes :

(i) Tout objet quasi-séparé de E est quasi-séparé sur l'objet final.

(i bis) Pour tout morphisme f: X —> Y dans E, X quasi~-séparé implique

f quasi-séparé.

(i ter) Tout objet X de C est quasi-séparé sur l'objet final de E,

i.e. le morphisme diagonal X —> XxX est quasi-compact,
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(ii) Le produit de deux objets quasi-sépar&s de E est quasi-séparé.

(ii bis) Le produit dans E de deux objets de C est quasi-~séparé.

Ces conditions impliquent que la sous-cat@gorie pleine Ecoh

de E formée des objets cohérents de E est stable par produits fibrés

(et 3 fortiori, que E satisfait aux conditions &quivalentes de 2.1).

Evidemment (i bis) == (i), et 1'implication inverse résulte
de 1.8 (iii), On 2 (1) == (ii) par un argument déja fait : si X et Y
sont quasi-séparés, comme par l'hypothese (i) X est quasi-séparé sur e,
XXY est quasi-séparé sur Y par changement de base, donc X est quasi-séparé
en vertu de 1,14 ({i). Le meme argument montre que (i ter) == (ii bis),
et d'autre part (1) => (i ter) et (ii) ==> (ii bis) sont triviaux,
de sorte qu'il reste & établir (ii bis) == (i), Mais si X est un

objet quasi-séparé de E, recouvrant X par des objets X, de C (ce qui

i

est possible, C étant génératrice), comme les X, sont quasi-compacts

i
par hypoth&se sur C, on peut appliquer 2.1.3 au morphisme X ~> e,
de sorte que pour prouver que ce dernier est quasi~séparé, on est
ramené précisément A voir que les XiXXj sont quasi-séparés, ce qui
est l'hypothdse (ii bis),

Remarque 2.2.1. La condition (i ter) équivaut aussi 2 la condition
(i quater) Pour toute double flache g ,g, : ¥ /23X dans C, le

noyau dans E est quasi-compact (ou encore (1.15) cohérent).
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Pour le voir, il suffit d'zppliquer le critére 1.10 (1) au morphisme diagonal

X —> Xx¥X envisagé dans (i ter).

Définition 2.3, Un topos E satisfaisant les conditions équivalentes de

2.2 (resp. de 2.1) est_appelé un topos algébrique (resp. un topos

localement algébrique, ou localement cohérent). Un objet X d'un topos

E est appelé objet algébrique du topos E si le topos induit E/X

algébrique. Un topos E est dit quasi-séparé (resp, cohérent) s'il

est

est algébrique et si son objet final est quasi-séparé (resp. cohérent).

2.3.1. C'est dans les topos algébriques que les notions de finitude
développées au n® | ont des propriétés pleinement satisfaisantes,

analogues aux propriétés des notions de méme nom dans la catégorie

des schémas. Tous les topos localement alg@briques ( = localement cohérents)
rencontrés en pratique sont en fait algébriques, donc 1'intérét pratique

de cette notion semble pour 1'instant assez réduit. On peut cependant

construire des topos localement algébriques et non algébriques (2.17 f).

2.4. Voici quelques remarques générales concernant les notions introduites
dans 2.3, qui convaincront le lecteur (du moins on 1l'espdre) que la termi-

nologie introduite est cohérente.

2.4.1. Sous les conditions de 2.! (i) resp. (ii), pour tout X &€ C ,

X (resp. £{X)) est un objet (cohérent) algébrique de E (2.1.2 et 1.19.2),
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' . N
en d'autres termes le topos induit E/X (resp. Efe(x)gg'(cfx?q) est
algébrique, donc cohérent. Il revient au méme de dire que lorsque C

admet un objet final, alors E lui-méme est algébrique, donc cohérent.

2.4.2. Si E est un topos algébrique, alors tout topos induit E/x est
également algébrique (2.2 (i bis)) ; pour qu'un topos E soit localement
algébrique = localement cohérent, il faut et il suffit qu'il existe

une famille (xi)iEI d'objets de X , couvrant l'objet final, telle que
les Xi soient algébriques (resp. cohérents) i.e. telle que les topos

induits E/ soient algébriques (resp. coh&rents). -La suffisance ré&sulte

X
aussitdt des définitions, la nécessité des observations 2.4.1-. Bien
entendu, un topos algébrique est localement algébrique, et si E est

un topos localement algébrique, tout topos induit E/X est localement

algébrique.

2.4.3. S5i X est un objet algébrique d'un topos E , alors tout objet X'
de E qui se trouve au-dessus de X est encore algébrique (cf. 2.4.2).
En particulier, tout objet d'un topos algébrique est algébrique, et

inversement bien siir.

2.4.4. La sous—catégorie pleine de E formée des objets quasi-séparés qui
qui sont_algébriques est stable par produits fibr&s et par sous-objets
(1.15), donc aussi par noyaux. Si E est algébrique, cette catégorie

(qui n'est alors autre que la catégorie des objets quasi-séparés de E
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sans plus) est 8galement stable par produit de deux objets. SL E est
quasi-séparé (et alors seulement) cette catégorie est stable par limites
projectives finies quelconques, ou encore contient 1'objet final de E .
La sous-catégorie pleine C de E formée des objets cohérents
qui sont algébriques est stable par produits fibrés. Si E est localement
algébrique i.e. localement cohérent, dire que E est algébrique revient
3 dire que C est &galement stable par noyaux de doubles fl&ches (2.2.1) ;
et dire que E est quasi-séparé revient i dire que de plus C est stable
par produit de deux objets (cf. 1.17). Enfin dire que E est cohérent
revient 3 dire que C est stable par limites projectives finies quelcon=-

ques, ou encore qu'il contient 1'objet final de E .

2.4.5. Soit E un topos. Pour que E soit localement cohérent (resp.
algébrique, resp. quasi-séparé, resp. cohérent) il faut et il suffit

qu'il admette une sous—catégorie pleine génératrice C formée d’objets
quasi-compacts (qui seront automatiquement cohérents (2.1)), et qui soit
stable par produits fibré&s (resp. par produits fibrés et par noyaux,

resp. par produits fibrés et par produits de deux objets, resp. par limi-
tes projectives finies quelconques) ; ou encore que E soit équivalent & un
topos CN » oli C est un U-site dont tout objet est quasi-compact, et ol

les produits fibrés et les produits de deux objets (resp. toutes les

limites projectives finies) sont représentables. (Pour la nécessité, on
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prend pour C la catégorie des objets de E qui sont cohérents et algé-
briques, et on applique 2.4 ; pour la suffisance, on applique 2.2 (i ter)).

Dans cet énoncé, on peut évidemment supposer encore C U-petit.

2.4.6. Soit E un topos, Si E est algébrique, un objet X de E est
quasi-séparé (resp. cohérent) si et seulement si le topos induit
E/x 1'est. Lorsque E n'est plus supposé algébrique, on peut dire

seulement que E/ est quasi-séparé (resp. cohérent) si et seulement

X
si X est quasi-séparé (resp. cohérent) et algébrique. Ce n'est pas

grave, vu qu'on n'aura sans doute pas 3 utiliser ces notions en dehors

du cas E algébrique.

2.4.7. Pour que la notion d'objet cohérent (resp. quasi-séparé d'un
topos E ait des propriétés satisfaisantes, il faut se bornmer aux objets
qui sont de plus algébriques, condition automatiquement satisfaite si
E est algébrique. Comme nous n'aurons sans doute jamais 3 travailler
avec des E localement algébriques qui ne soient algébriques, la question
de réviser la terminologie introduite dans 1.13, en la réservant éven-
tuellement aux seuls objets algébriques, ne se pose donc pas en termes
bien aigus !

D'autre part, nous nous sommes abstenus de définir la notion
de topos quasi-compact. Dans 1'esprit du présent numéro, il s'imposerait
d'appeler ainsi les topos algébriques sont 1'objet final est quasi-

compact.
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Nous avons hésité 2 introduire un tel usage, car si X est un espace
topologique, il ne serait pas vrai que X est quasi-compact si et
seulement si le topos associé Top(X) 1l'est, On notera 3 ce propos
que Top{X) est localement cohérent si et seulement si X admet une
base d'ouverts formée d'ouverts quasi-compacts U tels que pour

Uj’Uk(: U U N U, soit encore quasi-compact (et alors Top(X) est

3
méme algébrique), Cette condition est vérifiée pour les espaces
topologiques sous-jacents aux schémas, mails rarement pour les espaces

rencontrés par les analystes, fussent-ils (les espaces) compacts,

Explicitons encore, pour la commodité des ré&férences :

Proposition 2.5, Soit E un topos algébrique, f: X —> Y un morphisme

dans E, Si Y est un objet quasi-séparé (resp. cohérent) de E, alors,

pour que X soit un obje: quasi-séparé (resp. cohérent) de E, il faut

et il suffit que le morphisme f soit quasi-séparé (resp. cohérent).

La suffisance a déja été vue dans 1,14 (ii), et est vraie
sans hypothese sur E, La nécessité dans le cas non respé est vraie
sans supposer mlme Y quasi-séparé, et n'est autre que la définition
2,3 via 2,2 i bis). Il reste a prouver que si Y est cohérent et X
cohérent, alors f est cohérent. Comme on sait déji que f est quasi-séparé,
il suffit de voir que f est quasi-compact, ce qui résulte du fait que X

est quasi~compact et Y quasi-séparé (1,13).
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Corollaire 2.6. Soient E un topos algébrique, f: X — Y un morphisme

dans E , (Yi —_— Y)iél une famille couvrante, avec les Y. quasi-séparés

(resp. cohérents). Pour que f soit quasi-séparé (resp. quasi-compactj; resp.

cohérent) il faut et il suffit que pour tout i € I, X, = XXYYi soit un

objet quasi-séparé (resp. quasi-compact, resp. cohérent) de E .

11 suffit de conjuguer 1,10 (ii) et 2.5 dans le cas "quasi séparé"
ou "cohérent" ; le cas "quasi-compact" a déja été vu dans 1.16. On
notera que la nécessité de la condition énoncée dans 2,6 est également

valable sans hypoth2se sur le topos E,

On trouve comme cas particulier de 2.6 :

Corollaire 2.7. Soient E un topos cohérent, X un objet de E. Pour que X

soit un objet quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) de E,

il faut et il suffit qu'il soit quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp.

cohérent) au~dessus de 1l'objet final (1.9.2).

En particulier, X est constructible (1.9.2) si et seulement

8'il est cohérent,

Corollaire 2,8. Sojent E un topos localement cohérent, f: X —> Y un

morphisme dans E, Pour que f soit quasi-séparé, il faut et il suffit

que_pour tout objet quasi-séparé Y' de E/Y , f*(Y')=XxYY’ goit un

objet quasi-séparé de E,; (ou de E, cela revient au méme (1.20.2)).
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Le "il faut" est valable sans condition sur E, car si Y' est
quasi~-séparé, comme f' : X'=XXYY’ —> Y'! est quasi-séparé par changement
de base, X' est quasi-séparé (1,14 (ii)), Pour la réciproque, notons
qu'il existe une famille couvrante Yi --3> Y de Y par des objets
quasi-séparés et algébriques, En vertu de 1,10 (ii), pour vérifier que
f est quasi-séparé, il suffit de vérifier que les f

i Xi = XxYYi —_— Yi

le sont, Or 1'hypoth2se sur f* implique que les X, sont quasi-séparés,

i

est un topos algébrique.

donc les fi le sont puisque E
i

/Y

Remarque 2.8,1, Les énoncés 2.5 et 2,6 restent valables si on y remplace
1'hypothése " E algébrique" par l'hypoth2se plus générale "Y est algébrique",
comme on voit trivialement en appliquant 1'énoncé primitif au topos

induit E/Y » qui est algébrique, De m&me, dans 2.8 il suffit de supposer

que E/Y (au lieu de E) soit localement cohérent,

Proposition 2.9, Soient E un topos, C une sous-catégorie de E, Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E est localement cohérent (resp, cohérent), satisfalt aux

conditions équivalentes de 1,25, et C est la sous-catégorie pleine Ec

oh
de E formée des objets cohérents.

(ii) € est une sous~catégorie strictement pleine génératrice

de E, stable par limites inductives finies et par produits fibrés

(resp. et par limites projectives finies), et est formée d'objets

quasi-compacts.
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L'implication (i) == (ii) résulte trivialement des définitions
et de la forme 1,25 (ii) des conditions envisagées dans 1,25 ; prouvons
1'implication inverse., Le fait que C soit une sous-catégorie pleine
génératrice, formée d'objet quasi-compacts, et stable par produits
fibrés (resp, par limites projectives finies) implique, par définition,
que E est localement cohérent (resp. cohérent). Le fait que de plus C
soilt strictement pleine et stable par limites inductives finies implique
alors que C = E.on (en vertu de 1,24 (i1) ==» (iii)), et que la condition

1.25 (ii) est satisfaite, cqfd,

Définition 2.9.1, Un U-topos E est dit parfait s'il est oohérent (2,3)

et s'il satisfait aux conditions équivslentes de 1,25, i.e, si la sous-

catéporie Ecoh de E formée des objets cohérents de E est stable par

limites inductives finies. On dit que E est localement parfait s'il

existe une famille (xi)iel d'objets de E couvrrant l'objet final, telle

que pour tout i € I, le topos induit E/x soit parfait,
i

2.9.2. 11 résulte aussitdt de cette définition qu'un topos parfait
(resp, localement parfait) est cohérent (resp. localement cohérent),
Comme exemples de topos parfaits (resp. localement parfaits), signalons
les topos noethériens (resp. localement noethériens) introduits dans 2.11
ci-dessous (cf, 2.14), le topos zariskien et le topos &tale d'un schéma

cohérent (resp, d'un schéma quelconque) (IX, note page 42), Comme
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contre~exemple, signalons le topos fppf d'un schéma S, qui est
localement cohérent (et m@me cohérent si S est un schéma cohérent,
i,e, quasi-compact et quasi-séparé) (VII 5.6), mais qui n'est pas
localement parfsit si S # ¢ (1,28 £)),

Dans un topos localement parfait, la notion d'objet cons-
tructible est particuliérement stable (2,9,3 ci-dessous), ce qui est
une raison pourquoi la notion semble intéressante. Une autre raison
est dans le fait que comme celle de topos cohérent ou localement
cohérent, la notion de topos parfait ou localement parfait est
stable par rapport A la formation du sous-topos fermé complémentaire
d'un ouvert (4.6), et qu'elle se comporte de fagon particuli2rement

simple pour l'opération de recollement de topos (4,11, 4.14).

Proposition 2.9.3. Soit E un topos localement parfait (2.5.1). Alors

la sous-catégorie pleine Econs de E formée des objets constructibles

de E (1,9,3) est stable par limites inductives finies (et aussi par

limites projectives finies bien s@r, en vertu de(1.9,3)).

Comme la propriété pour un objet de E d'@tre constructible
est locale sur E (1,10 (ii)), on est ramené su cas ol £ est un topos
parfait, Mals alors Econs = Ecoh (2.7), et 1a conclusion résulte de
la définition 2.9.1,

211



- 50 - Vi

Corollaire 2.9.4, Soit E un topos localement parfait, Alors E est

parfait si et seulement si E est cohérent. Pour tout objet X de E,

le topos induit E/X est localement parfait,

Probl2me 2,9.5, Il est concevable que les topos parfaits soient assez

particuliers pour se pr3ter 3 une théorie de structure assez explicite

(suivant un moddle proposé par M, ARTIN 2 1'époque du séminaire oral).
Appelons topos fini un topos équivalent & un topos de la forme é, oy C
est une catégorie finie (cf, exercice 3,11), et topos profini un topos
qui est une limite projective filtrante de topos finis (au sens de 6,
plus bas, qui s'applique grace a 3,12 c¢)). Comme un topos fini est
noethérien (2,17 g)) donc parfait, et qu'une limite projective filtrante
de topos parfaits est parfait (6. ), on voit qu'un topos profini
est parfait. La question qui se pose serait de savoir si réciproquement
tout topos parfait est profini, Cela équivaut A la question si toute
sous-catégorie finie de Ecoh est contenue dans une sous~-catégorie
pleine F° de Ecoh qui est équivalente & une catégorie Fcoh s o F est
un topos fini (ef, 3,11), (Si la réponse était négative, il y aurait
lieu de trouver des conditions intrinséques supplémentaires maniables
pour un topos parfait qui assurent qu'il est profimi,) Il resterait
enfin 3 étudier la structure des topos profinis en termes d'une notion

convenable de "catégorie profinie karoubienne", inspirée de IV 7.6 h).
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Cette étude n'a pas été faite encore mBme dans le cas particulier od
E est le topos zariskien, ou étale, d'un brave schéma cohérent X, et
devrait donner alors des invariants profinis plus fins que 1'espace
compact X_ (EGA 1V 1. } associé a X.

Dans le mdme ordre d'idées, signalons la question suivante :
Soit E un topos parfait, E' le topos induit sur un ouvert de E, et E"

le sous~topos fermé correspondant (IV 9.9), Si E' et E" sont des topos

finis, en est-il de m8me de E ?

Proposition 2,10, Soit E un topos, Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) E admet une sous-catégorie pleine génératrice stable par

produits fibrés, formée d'objets prénoethériens de E,

(ii) E admet une sous-catégorie pleine génératrice formée d'objets

prénoethériens quasi-séparés (i.e. prénoethériens cohérents).

(i1i) E est localement cohérent (2.3) et tout objet quasi-compact

de E est prénoethérien,

(i1i bis) E est localement cohérent et admet une famille génératrice

formée d'objets prénocethériens de E.

L'équivalence de (iil) et (iii bis) résulte de 1,32, et il
est trivial que (i) == (iii bis) et (i1i) ==» (i), donc (i) équivaut

a (iii) et (iii bis), Enfin (i) ==> (ii) résulte de la dernidre assertion
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de 2,1, et il reste a prouver {(ii) =3 (i). Cette implication résulte

du fait que la sous-catégorie pleine de E formée des objets noethériens
quasi-séparés, si elle est génératrice, est stable par produits fibrés,
car un tel produit fibré est quasi-compact en vertu des définitions,

donc noethérien per la premidre assertion de 1,32 ; et il est quasi-séparé

par la dernidre sssertion de 1,32,

—

Définition 2.11. Un topos E est dit topos localement noethérien s'il

satisfait aux conditions équivalentes de 2.10, noethérien si de plus

son objet final est cohérent (ou ce qui revient au m@me (1,32) prénoethérien

et _quasi-séparé). Un objet X d'un topos E est dit objet noethérien

de E si le topos induit E/ est un topos noethérien,

X

2.12. Si E est un topos localement noethérien, alors il en est de méme

de tout topos induit E, ; inversement, si on peut trouver une famille

/X

(Xi) couvrant l'objet final telle que les E/x soient localement
i

noethériens, il en est de mBme de E, Si C est une sous-catégorie pleine
génératrice de E formée d'objets prénoethériens et stable par produits

fibrés (2,11 (1)), alors pour tout X € C, E,, est un topos noethérien,

/X

i.e. les objets de C sont m®me noethériens, (car si E est localement

noethérien et X € Ob E, alors E,, est noethérien si et seulement si X

/X
est cohérent). Il s'ensuit qu'un topos E est localement noethérien
sl et seulement si on peut recouvrir l'objet final de E par des objets

noethériens X1 .
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2,13, Dans un topos localement noethérien E, tout monomorphisme est
quasi-compact, et tout morphisme est quasi-séparé (1.32), A fortiori,

E est un topos algébrique (2.3) et non seulement localement cohérent

i.e. localement algébrique. Donc un topos E est noethérien si et seulement
si il est localement noethérien et cohérent (2,3). En d'autres termes,

si E est un topos localement noethérien, alors les objets noethériens

de E ne sont autresque les objets cohérents de E,

2,14, Soit E un topos localement noethérien, 8i E est quasi-séparé, i.e,
si son objet final est quasi-séparé, alors tout objet de E est quasi-séparé
(1.32), donc les objets prénoethériens de E sont identiques aux objets
noethériens (i.e, cohérents) de E, Comme un objet quotient d'un objet
prénoethérien est prénoethérien, il s'ensuit que E satisfait aux conditions
équivalentes de 1.25 (puisqu'il satisfait la condition 1,25 (ii bis)).

En particulier, si C est la sous-catégorie pleine de E formée des objets

noethériens (= cohérents) de E, alors le foncteur naturel

Ind(C) ——> E
est une équivalence de catégories, On conclut de ceci qu'un topos

noethérien est parfait (2,9.1), donc qu'un topos localement noethérien

est localement parfait.
S1 on suppose seulement E localement noethérien, il sera encore
vral que tout objet de E est limite inductive de ses sous-objets

prénoethériens (car dans un topos admettant une sous-catégorie génératrice
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formée d'objets quasi-compacts, tout objet est limite inductive filtrante
de ses sous-objets quasi-compacts)., Mais comme un objet prénoethérien

de E n'est plus nécessairement cohérent, cet é&noncé n'a alors qu'une
utilité trés limitée, et on sait (1.33) que les conditions de 1,25 ne

sont plus nécessairement vérifiées,

Exemple 2,15. (Esgaces topologiques.) Soit X un espace topologique,

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : (i) 1l'espace
topologique X est noethérien (i.e, tout ouvert de X est quasi-compact),
i.e. toute suite croissante d'ouverts de X est stationnaire) ;
(i1) 1e topos Top(X) est noethérien; (iii) 1'objet final X de Top(X)
est noethérien ; (iv) 1'objet final X de Top(X) est prénoethérien,

En effet, on a trivialement (il) <= (iii) == (ilv) <e=> (i),
d'autre part (i) implique que la sous-catégorie génératrice Ouv(X) de
Top(X), qui est stable par limites projectives finies, est formée d'objets

prénoethériens, d'ou (ii).

On voit de m2me que l'espace topologique X est localement
noethérien (i.e. est réunion d'ouverts noethériens) si et seulement si

le topos Top(X) est localement noethérien,

2.15.1. Ainsi, nos défimitions 1,30, 2.11 sont compatibles avec la
terminologie regue pour les espaces topologiques. D'autre part, nous

avons tenu dans le cas général 3 donner su terme "objet noethérien"
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un sens plus fort que celui de la notion plus natve de 1,30, pour que
1'ensemble des propriétés qui s'attachent 3 cette notion (plutdt

que la seule structure grammaticale de la définition) soit bien en
accord avec 1'intuition qui s'attache aux espaces topologiques et aux

schémas noethériens.

Le lecteur trouvera d'autres exemples dans les exercices

suivants,

Exercice 2.16. (Espaces a opérateurs et topos classifiants).

Soit X un espace topologique sur lequel opére un groupe discret
G, d'oll (IV 2.3) un topos E = Top(X,G). On interpréte les objets X'
de ce topos comme des espaces &talé@s sur X i groupe d'opérateurs G ,
et on note que le topos induit E/X' est canoniquement &quivalent

a Top(X',G).

a) Pour que 1l'objet final du topos E soit quasi-compact, il
faut et il suffit que 1'espace topologique quotient X/G soit quasi-

compact (Utiliser IV 8.4.1).

b) Soit P 1l'objet de E définit par 1'espace &talé trivial
XxG avec opération diagonale de G . Montrer que le topos induit E/P
est équivalent au topos Top(X) (comparer IV 5.8.3). En conclure que
E est localement cohérent (resp. localement noethérien) si et seulement
si Top(X) est localement cohérent (cf. 2.4.7) (resp. localement noethé-
rien (cf. 2.15)). Montrer que si E est localement cohdrent, i.e. loca-

lement algébrique, il est méme algébrique, en utilisant la famille
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génératrice formée des objets T ol U est un ouvert cohérent de X ,

U s
TU =G x U avec opération g.(u,g’') = (u,gg') de G , et le morphisme

structural Py ¢ TU —> X défini par PU(“’g) = g.u .

c) Supposons E algébrique, i.e., Top(X) algébrique (2.4,7),
Montrer que le morphisme stouctural P —> e est quasi-séparé, Montrer
que E est quasi-séparé si et seulement si Top(X) est quasi-séparé
(ou encore l'espace topologique X est quasi-séparé, i.e. 1'intersection
de deux ouverts quasi~compacts de X est un ouvert quasi-compact), et

G est fini ou X vide. (Comparer 1,33,)

d) Montrer que le morphisme structural P —> e est quasi-compact
si et seulement si G est fini, Montrer que E est cohérent (resp. noethérien)

si et seulement si Top(X) l'est, et G est fini ou X vide.

e) Soient E un topos, G un Groupe de E, d'ol un topos
classifiant B, (IV 2.4). Faire 1'étude des conditions de finitude dans
BG s en s'inspirant de ce qui précdde. M2me question lorsqu'on part
d'un pro-groupe strict G = (Gi)iEI de E, En particulier, on verra que
si E est cohérent {resp. noethérien) et les Gi sont cohérents, alors BG

est cohérent (resp. noethérien),

Exercice 2.17. (Topos de la forme &.) Soient C une catégorie équivalente

2 une catégorie € U, et E = € 1a catégorie des préfaiscesux sur C, Par

le foncteur canonique ¢ : C =—> &, on identifie C 3 une sous-catégorie

pleine de E.
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8) C est une sous-catégorie génératrice de E formée d'objets
quasi~compacts, Pour que ceux-ci soient prénoethériens (ef, 1.32), il
faut et 11 suffit que pour tout objet X de C, tout crible de X soit
engendré par une famille finie de morphismes X, ~-3> X de C. Pour que
1'objet final de E soit quasi-compact {resp. prémoethérien), il faut
et 11 suffit qu'il existe une sous-catégorie finale de C dont 1'ensemble
d'objets soit fini (resp. que tout crible de C soit engendré par une
sous~catégorie de C dont l'ensemble d'objets soit fini).

b) Pour que E admette une sous~catégorie génératrice formée
d'objets cohérents (ou encore, quasi-séparés), il faut et il suffit
que les objets de C soient cohérents dans E, ou encore que pour deux
flaches ¥ —5> X, z 5> X dans G, 1'objet YxZ de E soit quasi-compact

i,e, on peut trouver une famille finie de carrés commtatifs dans C

N
N A

telle que tout eutre carré commutetif dans C

O\
A
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provienne d'un morphisme T —> T, . (Noter que si (Fi)iél est une
famille génératrice de E, tout X € ob C est isomorphe & un facteur direct
d'un des Fi')
¢) Pour que E soit localement cohérent, i.e. soit engendré
par une famille d'objets cohérents et algébriques, il faut et il suffit
que les objets X de C soient des objets cohérents et algébriques de E,
i.e. que la condition de b) soit vérifiée, ainsi que la condition suivante :
pour toute double fla2che f,g: ¥ :::j;z de C su-dessus d'un objet X de C,

le noyau de cette double fl2che dans E est un objet quasi-compact de E,

i,e, 11 existe une famille finie de diagramme commutatifs dans C

f,8
Ti—->Y‘_"'—'—gZ

telle que tout autre diagramme commutatif dans C

f,8
T >y ————3z

provienne d'un morphisme T —> T Pour que E soit algébrique, il faut

i
et 11 suffit qu'il satisfasse 3 la condition de b) et 2 la condition
précédente, mais oh on prend une double fleche quelconque (f,g) de C
(pas nécessairement au-dessus d'un objet X de C). Pour que E soit
quasi~-séparé, il faut et il suffit qu'il satisfasse les conditions de b),
et que de plus pour deux objets X,Y € ob C, le produit XxXY dans E soit
quasi~compact. Pour que E soit cohérent, il faut et il suffit qu'il

satisfasse aux deux conditions précédentes, et qu'il existg une sous-catégorie

finale de C dont 1'ensemble sous-jacent soit fini,
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d) Donner un exemple ot les objets de la sous~catégorie
génératrice C de E sont prénoethériens, mais o E n'admet pas de
famille génératrice formée d'objets cohérents (i.e. (b)) od les objets
de C ne sont pas tous cohérents). Prendre pour ceci pour C la catégorie
ayant des objets X,T, (i = 0,1, ...) et e (1'objet final), les seuls
morphismes entre ces objets en plus des morphismes structuraux dans e
et des identités, étant des morphismes u, Ti e X v, X —> Ti

soumis aux conditions uv, = id, , et enfin P;= (satisfaisant

X Vit

nécessairement piz = idT.)' On vérifie que lesseuls cribles de X ou
é'un Ti sont les deux cr;bles triviaux, et que e admet exactement un
crible non trivial, donc en vertu de a), les objets de C sont des objets
prénoethériens de E., Cependant, le produit XX X dans E n'est pas
quasi~-compaet, car il ne satisfait pas au critére de b).

e) Donner un exemple ot la sous-catégorie génératrice C de E
est formée d'objets cohérents de E, mais ol E n'est pas localement
cohérent, Prendre pour ceci pour C la catégorie dont 1l'ensemble des
objets est formée d'objets distincts e (l'objet final), Y,2 et Ti(i=0,1,...)a
avec comme seuls morphismes entre ces objets, en plus des morphismes
dans l'objet final e et des morphismes identiques, des morphismes
f,g: Y :::ng, soumis aux conditions fui = guy . On vérifiera que C

satisfait 2 la condition de b) (avec un peu de patience ; on trouve que

tous les produits fibrés d'objets de C sont isomorphes 3 ¢E ou sont
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dans C, 2 l'exeption de erz et Y&ez qui sont recouverts par deux
éléments de C), mais évidemment Ker{f,g) ne satisfait pas 2 la condition de c).
£f) Donner un exemple ot C est stable par produits fibrés
(a fortiori, E est un topos localement cohérent i,e. localement algébrique)
meis ot E n'est pas un topos algébrique. (Prendre l'exemple donné dans
d), et la sous-catégorie pleine ' de E formée des objets Y,Z, T, (i>0)
et ¢E).
g) Suppssons la catégorie C finie, Prouver que le topos E
est noethérien, que ses objets noethériens (i.e. quasi-compacts) sont
les contrafoncteurs F: C° —> (Ens) tels que pour tout objet X de C, F(X)
soit un ensemble fini, et que les foncteurs fibres sur E transforment
objets noethériens en ensembles finis (cf. IV 7.6. h)).
h) Supposons que tout morphisme f: X —> X de C se factorise
en un composé ip, ol i est un monomorphisme et o p admet un inverse
a droite, Soit X un objet de C, I1(X) 1l'ensemble de ses sous-objets au sens
de C, considéré comme un ensemble ordonné, S(I(X)) 1'ensemble des
parties U de I(X) telles que pour deux éléments X',X" € I(X), X' € U et
X" < X' implique X" € U, Montrer que 1'ensemble ordonné des sous-cbjets
dans E de X est isomorphe & 1'ensemble S(I(X)) (ordonné par inclusion).
En conclure que si I(X) est fini, alors X est un objet prénoethérien de E.
En particulier, si (en plus de la condition de factorisation ci-dessus)

C est stable par produits fibrés (resp. par limites projectives finies)
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et si pour tout X € ob C, l'ensemble I(X) des sous-objets de X dans C

est fini, alors le topos E est localement noethérien (resp. noethérien).
i) Soit C la catégorie des ensembles finis (ou, au choix,

des ensembles finis non vides) € U, de sorte que E = C est la catégorie

des ensembles simpliciaux augmentés (resp. des ensembles simpliciaux

tout court), Montrer que E est un topos noethérien, (Utiliser h).)

Prenant un pro-objet (xi)iE non essentiellement constant de C, montrer

I
que E admet des foncteurs fibres qui ne transforment pas objets
noethériens en objets noethériens (i.e. en ensembles finis),

j) On considére le diagramme d'implications suivant de

propriétés pour un topos E :

E est noethérien ==> E est localement noethérien

E est cohérent ====2 3Lest algébrique Q§§Q§§Q§§§§s
E

E est loc, cohérent, i.c. gngendre E

prénoeth
Ecohalg engendre E

E., ensendre E /
d &

quepet engendre E

Montrer que toutes les implications de ce diagramme sont strictas, et
qu'il n'y a pas entre les notions envisagées d'autres implications que

les implications composées du diagramme précédent. Ici Ecoh’ Equcpct s
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Eprénoeth’ Ecohalg désignent respectivement les sous-catégories pleines

de E formées des objets cohérents, resp. quasi-compacts, resp. prénoethé-

riens resp. cohérents et algébriques de E, (On se bornera 2 des topos

~

de la forme C , en utilisant les résultats énoncés dans d), e), £).)
k) Résoudre la question suivante (dont le rédacteur de ces
lignes ignore la réponse) : E = C peut-il 8tre localement noethérien

sans que les Hom(X,Y) (pour X,Y € ob C) soient finis ?

Exercice 2,18, Soit E un topos,

a) Soit X un objet prénocethérien de E. Montrer que X est
isomorphe 2 une somme finie d'objets connexes (IV 4,3.5) de E. (Montrer
par 1l'absurde qu'une suite croissante de partitions de X (IV 8,7) est
stationnaire,)

b) Soient X un objet de E, (fi t X ~4>-X)161 une famille

i

couvrante de X. Montrer que si chacun des X, est isomorphe 3 une somme

i

d'objets connexes de E, il en est de meme de X, (Se ramener au cas
ot les Xi sont connexes, puis au cas oh ce sont des sous-objets de X,
et considérer alors sur l'ensemble d'indices I la relation d'équivalence

R engendrée par la relation Xirx # ¢E , et montrer que si J=I/R, X

3

est somme des X(j)= Sup X, .)
iex

¢) Conclure de b
ure de b), que si on désigne par (xi)iel

une famille génératrice de E, alors E est localement comnexe (IV 8,7, L))
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si et seulement si chacun des X (1€1) est isomorphe 2 une somme
d'objets connexes de E.

d) Conclure de a) et ¢) que si E admet une sous-catégorie
génératrice formée d'objets prénoethériens, en particulier si E est
localement noethérien, alors E est localement connexe, et a fortiori
est isomorphe au topos somme (IV 8.7 b)) d'une famille de topos connexes
(IV 8.7 e)) i.e. dont 1l'objet finalest connexe. (En particulier, on
peut associer 2 E, pour tout morphisme £: P —> E, ol P est un topos
"connexe non vide et simplement connexe" (IV 2.7.5) un pro-groupe
fondamental ﬂi(E,f) ; on notera que si E est localement noethérien ‘mon vidy'
on peut toujours trouver un tel £, avec P le topos ponctuel, grice

a pELIGNE (f9]) ).

3. Conditions de finitude pour un morphisme de topos.

Définition 3.1. Soit f : E! —> E un morphisme de topos. On dit que f

est quasi~compact (resp. quasi-séparé) si pour tout objet Quasi-compact

(resp. quasi-séparé) X de E, £#(X) est quasi-compact (resp. quasi-séparé).

On dit gue f est cohérent si f est quasi-compact et quasi-séparé.

3.1.1. On notera que si f possdde une des propriétés précédentes, alors
tout morphisme de topos isomorphe 2 f possdde la méme propriété., Il

est trivial également que le composé de deux morphismes de topos quasi-
compacts (resp, quasi-séparés, resp, cohérents) est encore quasi-compact

(resp. quasi-séparé, resp. cohérent),
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kroposition 3.2. Avec les notations de 3.1, soit (xi)iEI une famille

génératrice d'objets quasi-compacts (resp. cohérents) de E. Supposons,

dans le cas respé, que E' admette une famille génératrice formée

d'objets quasi-compacts, Pour que f soit quasi-compact (resp. cohérest),

il faut et 11 suffit que pour tout i € I, f*(Xi) soit quasi~-compact

(resp. cohérent).

La nécessité de la condition est triviale, Pour la suffisance
dans le premier cas, on note que pour tout objet quasi-compact X de E,
il y a une famille épimorphique finie de morphismes Xi-—+> X, donec il y
a une famille épimorphique finie £¥(X ) —> £%(X), avec les f*(x;)
quasi~compacts par hypothdse, donc f¥(X) est quasi-compact (1,3), Dans
le deuxi&me cas, il reste 2 voir que si X est un objet quasi-séparé de E,
alors f*{X) est quasi-séparé, L'hypoth2se sur X peut s'exprimer (1.17)
par l'existence d'une famille &pimorphique de morphismes Xi > X telle
que les Xixxxj soient quasi~-compacts, Ceci dit, on aura une famille
couvrante f*(Xi) —> f#(X), telle que les produits fibrés f*(xi)xf*(x)f*(xj)
sont quasi-compacts (puisque en vertu de a), f* transforme objetsquasi-compacts
en objets quasi-compacts). Comme les f*(xi) sont cohérents , on conclut

encore 3 l'aide de 1.17.

Corollaire 3.3. Soient C et C' deux U-sites od les produits fibrés

soient représentables et ol toute famille couvrante admet une sous-famille

couvrante finie, g : C —> C' un morphisme de sites (IV 4,9,1), Alors le

morphisme de topos f: C~ —3 C'” défini par g est cohérent.
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En effet, eC(C) (resp. sc,(c')) est une famille génératrice

de C (resp. de C') satisfaisant les conditions respées de 3.2 (2.1.1).

‘

Proposition 3.4. Soient E un topos localement cohérent (2.3),

f : X —> Y une fléche de E, d'oli un morphisme de topos induits

. Pour que ce dernier soit un morphisme de

(Iv (5.5.2)) E/X —_—> E/Y

topos quasi-compact (resp., quasi-séparé, resp, cohérent), il faut

et il suffit que f soit un morphisme quasi-compact (resp. quasi-séparé,

resp, cohérent).

" Le cas "quasi~compact" est trivial en vertu des définitioms
&
(sans condition sur E), le cas "quasi-séparé” n'est autre que 2.8, enfin

le cas “"cohérent" résulte de la conjonction des deux cas précédents.

Proposition 3.5. Soit f: E' —> E un morphisme de topos localement

une famille génératrice dans E formée d'objets

cohérents. Soit (Xi)iGI

cohérents algébriques. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute fldche u quasi~compacte de E, f#(u) est quasi-compacte,

(i bis) Pour toute flache u: X, —> Xj, f#(u) est quasi-compacte,

(ii) Pour tout objet cohérent Y' de E', tout objet cohérent algébrique

Y de E, et toute flache v : Y' -~ £#(Y), le morphisme de topos corres-

pondant

v ]
£ : E —_— E/Y

v /Y’
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composé du morphisme de localisation E;'Y‘ — E}f*(Y) déduit de v
(1v (5.5.2)) et du morphisme E;f*(Y) — E/y induit par £ (IV (5.10.1))
est cohérent,

(ii bis) M2me condition que dans (ii), mais en se bornant 3 un

. oyt * 1 :
ensemble de données Vo ¢ Ya -—_—2> f (Ya) tel que les Yc. soient algébriques

et recouvrent l'objet final de E' ,

(ii ter) (Lorsqu'on se donne une famille génératrice (X;')i'EI' dans

E' formée d'objets cohérents, et pour tout i'€l’, un i € I et une fldche

1! : xil

t ——y

v -_—> f(Xi).) Pour tout i'€l' , le morphisme de topos

défini par v, est cohérent,

/X i
Comme toute fl2che Xi —%XJ. est quasi-compacte, il est

évident que (i) ==> (i bis)., Inversement, supposons (i bis) vérifié

et prouvons (i). Soit u: X ~=> Y une fla2che quasi-compacte de E, En

termes d'une famille épimorphique X,—>7Y, 1'hypothese sur u s8'exprime

donc par le fait que les Xx‘ixi sont quasi~compacts (1.16), i.e, qu'il

existe pour chaque i une famille finie &pimorphique de morphismes

Xj — x&in (1,3), Alors on a une famille épimorphique correspondante

f*(xi) —> f#(Y), telle que pour tout { on ait une famille &pimorphique

finle f*(Xj) —_— f*(xxYXi) - f*(X)xf*(Y)f*(Xi), dont le composé

avec la projection PT, dans f*(xi) est un morphisme quasi-compact

f*(Xj) —> £*(X,), grace 2 1'hypothse (i bis). Il s'ensuit (1.11 (1))

s £%(X)x

que pour tout i, pr f*(xi) est quasi-compact, donc (1.10 {ii))

2 £2(Y)
£4(u) : £#(X) —> £#(Y) est quasi-compact.
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1l reste 3 pronver les implications (1) === (ii) et
(i1 bis) =3 (i), 1l'implication (ii) === (i1 bis) étant triviale,
et (ii ter) étant un cas particulier de (ii bis), L'implication

(1) ==» (ii) est immédiate : en effet, un objet X de E,y est quasi-compact

Y
(resp. quasi-séparé) si et seulement si le morphisme structural X —> Y
(resp. le morphisme diagonal X —> XXYX) est quasi-compact (2,7), et
on a le mtme critdre de quasi-compacité et de quasi-séparation pour
f“';(X'). Prouvons enfin (ii bis) === (i), Soit donc u: X —> Y une
fléche quasi-compacte dans E, prouvons que f£%(u) est gmmsi-compacte,
Comme les Y& recouvrent 1l'objet final de E', il suffit de prouver

que les f*(u)]Y& sont quasi~-compacts (1,10 (ii)). Or. ces morphismes

ne sont autres queles f*v*(u‘Ya), et on est donc réduit a prouver ceci :
a

Corollaire 3.6, Soit f: E' ~> E un morphisme cohérent de topos

localement cohérents, Alors pour tout fléche quasi-compacte u de E,

£%(u) est quasi-compacte.

Grace a 1'implication (i bis) ==> (1) de 3.4 d&j2 prouvée,
il suffit de prouver que si u: X —> Y est une fléche de E, avec X, Y
cohérents, alors f#(u) est un morphisme quasi-compact, ce qui résulte
aussitdt de 1l'hypoth2se sur £, impliquant que f#(X) et £¥(Y) sont

également cohérents.
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Définition 3.7. Soit f : E' ——— E un morphisme de topos localement

cohérents. On dit que f est localement cohérent s'il satisfait aux

conditions équivalentes de 3.5.

Remarquons que ''localement'” signifie local en haut.

3.7.1. Cette notion ne dépend encore que de la classe d'isomorphie du
morphisme de topos f , et elle est manifestement stable par composition
de morphismes de topos. De plus, en vertu de 3.5, si f est cohérent il
est localement cohérent, la réciproque &tant vraie si E' et E sont cohé-
rents {en vertu de 3.5 (ii bis)). Du critdre 3.5 (ii bis) résulte aussitdt

le critdre suivant

Corollaire 3.7. Soient f: E' —> E un morphisme de topos localement

] 1 ] 3 d ] t
cohérents, (Yi)iel s (Yi)iel deux familles d'objets de E et de E', et
pour tout i € I Vg Yi — f*(Yi) un_morphisme, d'odl un morphisme de
topos

» 1
By "By T Ey
i i i

Supposons que les Y' recouvrent l'objet final de E', Alors f est locelement

i

cohérent si et seulement si pour tout i € I, fv 1llest,
i

En particulier, sppliquant ceci au morphisme identique d'un

topos induit, on trouve :

Corollaire 3.8. Soient E un topos localement cohérent, v: X ~~> Y une

fldche de E, Alors le morphisme des topos induits E/

% B E/Y défini

par v est localement cohérent,
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Remarque 3.9, Il semble que tous les morphismes de topos algébriques
qu'on ait rencontrés en pratique soient localement cohérents (c'est
pourquoi le terme "localement cohérent" n'est pas appelé sans doute

3 un trds grand usage)., Il revient au mlme d'affirmer que les morphismes
de topos cohérents qu'on a rencontrés en pratique sont cohérents, On
peut cependant construire des morphismes non cohérents de topos
cohérents, et plus particulidrement, un morphisme non cohérent du

topos ponctuel (IV 2.2) dans un topos noethérien E, cf, 2,17 i),

Exemples 3,10, (Topos associés aux schémas.,) Reprenons 1'exemple

1,22 de la catégorie (Sch) avec des topologies T, de SGA IV 6.3,

Soit, pour tout schéma X, XT le V-topos défini par le site induit

i
(Sch)/x . Alors le morphisme de schémas f: X —> Y définit un morphisme

de topos fT : XT -——>-YT , et i1 résulte de 3.4 et de 1,22 que ce
i i i

dernier morphisme de topos est quasi-compact (resp, quasi-séparé,
resp, cohérent) si et seulement si le morphisme de schémas f est
quasi-compact (resp, quasi-séparé, resp. cohérent) au sens habituel
de EGA IV 1, En tout état de cause, fTi est localement cohérent en
vertu de 3.8,

On peut aussi associer 2 un schéma X les U-topos Top(X)
et Top(Xét) comme dans 1.221, et 3 tout morphisme de schémas

f 1 X——>Y sont alors associés des morphismes Top(f) et

Top(fét) des topos correspondants. Soit T(f) 1'un de ces deux
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morphismes de topos. On vérifie immédiatement via 3.2 que ce morphisme
de topos est toujours localement cohérent, et qu'il est quasi-compact
{resp, quasi-séparé, resp, cohérent) si et seulement si le morphisme
de schémas f est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp, cohérent)

au sens habituel,

Ces observations montrent donc encore que la terminologie
introduite dans le présent numéro est compatible avec la terminologie
regue en théorie des schémas, et mérite donc d'2tre acceptée par le

lecteur le plus récalcitrant,

Exercice 3.11, (Topos cohérents et prétopos.)

a) On appelle U-prétopos (ou simplement prétopos), une catégorie

C satisfaisant aux conditions suivantes :

1} Les limites projectives finies dans C sont représentables,

2) Les sommes finies dans C sont représentables, elles sont
disjointes et universelles,

3) Les relations d'équivalence dans C sont effectives, et
tout épimorphisme dans C est effectif universel.

4) C est équivalente 2 une catégorie € U .
Montrer que si E est un U-topos cohérent, alors la sous-catégorie pleine
E oh de E formée des objets cohérents de E est un U-prétopos, et

<

que le foncteur d'inclusion Ecoh > E est exact A gauche, commute
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aux sommes finies et au passage au quotient par des relations
d'équivalence, (Utiliser 1.5.3, 1.15 et 1,17.1). Montrer que la
topologie induite par E sur C est la topologie "précanonique", i.e.

la topologie dont les familles couvrantes Xi —> X sont celles qui
admettent une sous-famille finie couvrante pour la topologie canonique
de C, Par suite E se réconstitue 2 équivalence prés par la connaissance
du prétopos C = Ecoh,comme le topos ¢ (C étant munie de sa topologie

précanonique).

b) Soit C un U~-prétopos, Munissons C de la topologie précanonique.
Montrons que tout morphisme f de C se factorise en f" f', avec £' un
épimorphisme et f" un monomorphisme. Montrer que le topos E = C est
cohérent, et que le foncteur canonique ¢ : C —> E induit une équivalence

de C avec la sous~-catégorie Ec de E, (Montrer d'abord que ¢ est un

oh
foncteur pleinement fidele exact 3 gauche commutant aux sommes finies
et au passage au quotient par une relation d'équivalence, puis qu'un
sous-objet cohérent dans E d'un objet de C est dans 1'image essentielle

de C.) Par suite, le U-prétopos C se réconstitue 2 équivalence de

catégories pr&s quand on connait le U-topos associé E = .

c) Soient C et C' deux U-prétopos, Montrer que pour qu'un foncteur
@ t C' —> C soit un morphisme de sites de C dans C' (pour les topo-
logies précanoniques), il faut et il suffit que ¢ soit exact & gauche,
et commute aux sommes finies et au passage au quotient par une relation

d'équivalence,
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d) Avec les notations de c), supposons que C et C' soient
associés 3 deux U-topos cohérents E, E' comme dans a). Montrer que

le foncteur canonique (IV 4,9.3)

Morsite(C,C') =~——> Homtop(E,E')

induit une équivalence du premier membre (explicité dans ¢)) avec

la sous~-catégorie pleine du deuxidme formé des morphismes de topos

E —> E' qui sont cohérents, un foncteur quasi-inverse étant obtenu

en associant 2 tout morphisme cohérent de topos f: E —> F' le foncteur

E! L = C! e——> Eco = C induit par f* ,

coh h
e) Soient C un U-prétopos et E = ¢~ ., Exprimer directement en
termes de propriétés d'exactitude de C les conditions équivalentes de
1.25, (Consulter 1,28 b.) Montrer qu'un objet X de C est noethérien
dans E si et seulement si toute suite croissante de sous-objets de X

dans C est stationnaire, donc que E est noethérien si et seulement

si tout objet de C satisfait 2 la condition précédente,

Exercice 3,12, Un topos E est appelé un topos fini s5'il existe une
catégorie finie C telle que E soit équivalent 2 [

a) Pour que E soit un topos fini, il faut et il suffit que E
admette suffisamment de points essentiels (IV 7.6 b)), et que la
catégorie Pointess(E) des points essentiels de E soit équivalente a

une catégorie finie.{(Utiliser IV 7.6 d) et h).)
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b) Supposons E fini, Prouver que tout point de E est essentiel,
Prouver que les 2-foncteurs Et—> Point(E) et C > ¢ établissent
des 2~équivalences entre la 2-catégorie des topos finis E, et la
2-catégorie des catégories karoubiennes {IV 7.5 &)) C qui sont
équivalentes & des catégories finies, et que tout morphisme de topos

finis est essentiel (IV 7.6 a))., (Utiliser a) et IV 7.6 h),)

¢) Supposons E = ¢ , avec C équivalente 3 une catégorie finie ,
et soit F un topos cohérent, Rappelons (IV (4.6.3.1)) que les morphismes
de topos f : E —> F correspondent aux foncteurs u : C —> Point(F),
Montrer que pour que f soit cohérent, il faut et il suffit que {
transforme point cohérent de E (3,1) en point cohérent de F, ou
encore que pour tout X € ob C, u(X) soit un point cohérent de F.
(Utiliser 3.2 et 2.17 g).) En conclure que tout morphisme f: E —> F

d'un topos fini dans un topos fini est cohérent,

d)» Soit X un espace topologique sobre (IV 4.2,1), Pour que le
topos Top(X) (IV 2,1) soit fini, et faut et il suffit que X soit un

ensemble fini, (Utiliser IV 7.1.6.)

4, Conditions de finitude dans un topos obtenu par recollement,

Le présent paragraphe ne sera plus utilisé dans la suite
du Séminaire,
4,1, Soient E un topos, U un ouvert de E (il.e, un sous-objet de 1'objet

final de E), et considérons les sous-topos ouverts et fermés corresw
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pondants de E (IV 9)
1 = " o=
E Ey » E ECU .
Nous désignerons par
j:E'=>E, i:E"—>E
les morphismes de topos canoniques, Rappelons (3.4) que pour que j

soit un morphisme quasi-compact (resp., cohérent) de topos, il faut
et 11 suffit que 1l'inclusion

jryU———>e
de U dans 1l'objet final de E (inclusion que nous noterons également j)
soit un morphisme quasi-compact {resp. cohérent) dans E ; d'autre part.
j : E' —> E est toujours quasi~-séparé (car j : U —> e 1l'est (1.8.1)),
Nous nous proposons de donner des critdres pour que le topos E" soit

cohérent, et le morphisme de topos i: E" —> E soit cohérent. Notons

d'abord :

Proposition 4.2, Les notations étant celles de 4,1, le morphisme

d'inclusion i: E" —> E est quasi-compact, i.e. pour tout objet

quasi-compact X de E, l'objet 4#(X) de E" est quasi-~compact ; de plus,

8i X est prénoethérien (1.30), i*(X) est prénoethérien,

Cela résulte de la définition 1,1 et du
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Lemme 4.2,1, L'application Y > i*(Y) induit un isomorphisme d'ensembles

ordonnés entre l'ensemble des sous-objets de X qui contiennent le

sous-objet X = XxU de X, et 1'ensemble des sous~objets de i¥*(X).

NHotons que, i, étant conservatif (car pleinement fidele)
et exact 2 gauche (en particulier, commutant aux produits f£ibrés),
il s'ensuit aussitdt qu'un morphisme u: Y —> Z dans E" est un mono=~
morphisme si et seulement si i,(u) : i (¥) —> 1,(2) 1'est, Il
s'ensuit aussitdt, identifiant (par i,) E' 2 la sous-catégorie pleine
de E formée des objets Z satisfaisant aux conditions équivalentes de
IV 9,7 1), que les sous-objets dans E' de l'objet Z de E" s'identifient
aux sous-objets Y de Z dans E qui veulent bien appartenir & E", ou,
ce qui revient au m®me, qui contienment ZU —=> Uy, Or pour 2 de la

forme 1,i#(X) = XCU donné par la somme amalgamée IV (9.5.1),

= XJlx U

1% = X
(v v

la donnée d'un sous-objet Y de ce dernier dans E équivaut 2 la donnée

d'un couple formé d'un sous-objet Y1 de X et d'un sous-objet Y, de U,

2

avec la condition que les images inverses de ces sous-cbjets dans XU

cotncident. La condition que Y contienne U signifie alors que Y,=U,

2

et la condition qui reste sur Yl est que Y1 contienne X Cela

U

€tablit donc une bijection entre 1'ensemble des sous-objets de i*(X)

dans E", et l'ensemble des sous-objets de X qui contienment X . Il

U
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est clair que c'est un isomorphisme d'ensembles ordonnés, et que

1'application inverse est bien celle annoncée dans 3,14,1.

Corollaire 4.3, a) Soit X un objet de E. Pour que X soit quasi-compact,

il suffit que i¥(X) et j*(X) le soient, et cette condition est également

nécessaire si j: U —> e est quasi-compact,

b) Soit Y un objet de E", Pour que Y soit quasi-compact, il suffit

que i,(Y) le soit, et cette condition est également nécessaire si U

est_quasi~compact,

Démonstration, a) La suffisance résulte de la définition 1.1 et du
fait que le couple (i%,j%) est conservatif (IV 9.11 3)). La nécessité
résulte du fait que i et j sont quasi-compacts (en vertu de 3,14
et de 1'hypothese que j est quasi-compact).

b) Comme Y = 1#i _(Y), la suffisance résulte de 4.2, La nécessité

résulte de la suffisance dans a), compte tenu que i¥i (Y) =¥ et

I AY) S v,

Corollaire 4.4. Soit Y un objet de E", Si U est quasi-compact ou si

E admet une famille génératrice formée d'objets quasi-compacts, alors

pour que Y soit quasi-séparé (resp, cohérent), il suffit qu'il en soit

ainsi de 1,(Y). Si U est quasi-séparé (resp. cohérent) et si j: U—> e

est un morphisme quasi-~compact, alors pour que Y soit quasi-séparé
(resp. cohérent), il faut que 1,(Y) le soit,

1
[
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Le cas respé résulte du cas non respé, compte temu de 4.3 b),
Supposons 1,(Y) quasi-séparé, et prouvons qu'il en est de méme de Y,
sous 1'une des deux hypothéses faites, Il faut donc prouver que pour
deux objets quasi-compscts Y' et Y'" au~dessus de Y, le produit fibré
Y'xYY" est quasi-compact, Lorsqu'on suppose Y quasi-compact, on note
qu'il suffit de prouver que i*(Y'xYY") est quasi-compact (4.3 b)),
ce qui résulte du fait que i (Y') et i,(¥") le sont (4.3 b)), utilisant
ici la quasi-compacité de U), que i, commute aux produits fibrés, et
1'hypothse 1,(Y) quasi-séparé, Lorsqu'on suppose que E admet une
famille génératrice formée d'objets quasi-compacts, alors i, (Y') est
limite inductive filtrante de ses sous-objets quasi-compacts X&,donc
Y' A i%i (Y') est limite inductive filtrante de sous sous-objets
i*(X&), et comme Y' est quasi-compact, il est égal a un des i*(X&).
De m&me Y" est de la forme i*(X"), ol X" est un sous-objet quasi-compact

8 8
: i s [ o= g(y? " ' 1
de i,(Y"), Mais alors Y XY i (xa xi*(Y)XB)’ et comme Xaxi%(Y)XB

est quasi-compact en vertu de 1'hypothése i*(Y) quasi~séparé, il

s'ensuit que Y’xYY" l'est aussi en vertu de 4.2,

Inversement, supposant U quasi-séparé et j: U—> e
quasi~compact, montrons que si Y est quasi-séparé, il en est de mlme
de i,(Y), i,e. que pour deux objets X',X" quasi-compacts au-dessus de
i,(Y), le produit fibré X’xi*(Y)X" est quasi~compact, Pour ceci,

appliquant 4.3 a), il suffit de prouver que son image par i¥* est
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quasi-compact (ce qui résulte de 4.2 et de l'hypoth2se que Y est
quasi~séparé) et que son image par j* est quasi~compact ; or cette
dernidre est j*(X'}xj*(X"), et est bien quasi-compacte car j*#(X')

et j¥(X") le sont (j &étant quasi-compact) et U est quasi-séparé.

Corollaire 4.5, Supposons que E admette une sous-catégorie génératrice
formée d'objets quasi-compacts (resp. prénoethériens), alors il en

est de méme de E",

Cela résulte de 4,2 et du

Lemme 4.5.1. Si (Xc,)o. est une famille génératrice dans E, alors

(i*(xa))o. est une famille génératrice dans E",
Cela signifie en effet que la famille des foncteurs
Y ——> Hom(i*(Xa),Y)
sur E" est conservative, or on a Hom(i*(xa'),Y) = Hom(xa,i*(Y)), et

il suffit d'utiliser le fait que le foncteur i, est conservatif,

Proposition 4.6, Les notations sont celles de 4.1,

2) Si E admet une famille génératrice formée d'objets cohérents,

il en est de mBme pour le sous-topos fermé E", et le morphisme
Erme L7,

d'inclusion i: E" —> E est cohérent.

b) Supposons que le morphisme j: U ~> e dans E soit quasi-compact,
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5i E est localement cohérent (resp, cohérent, resp, quasi-séparé,

resp, localement noethérien, resp. noethérien, resp, localement parfait,

resp, parfait) il en est de méme de E", et le morphisme d'inclusion

i ¢ E" —> E est cohérent,

a) La premidre assertion résultera de la seconde et de 4,5,1,
En tous cas, 4,5 implique que E" admet une famille génératrice formée
d'objets quasi-compacts, donc 3,2 s'applique et nous montre qu'il suffit
de vérifier que pour tout objet cohérent X de E, l'objet i¥(X) de E"
est cohérent, Utilisant la compatibilité de la formation du topos
complémentaire d'un ouvert avec la localisation (IV 9,13 b)), on est
ramené au cas ol X est 1'objet final de E, donc 3 prouver que l'objet
final de E" est cohérent, Or, 4.4 s'appfique, donc il suffit de prouver

que i*(e est cohérent, ce qui est bien le cas.

g = eg
b) Comme sous chacune des hypothises faites dans b), E admet une

famille génératrice formée d'objets cohérents, il résulte déja de a)

que i: E" -——» E est cohérent. De plus, 4.5.,1 implique alors que E"

admet la sous-catégorie pleine E:o formée de ses objets cohérents

h

comme sous~catégorie génératrice, Supposons E cohérent, et montrons
que E" 1'est aussi, i.e, (2,4.5) montrons que la sous-catégorie

EW

coh de E" est stable par limites projectives finies, sachant qufil

en est ainsi pour la sous-catégorie Eco de E ; or cela résulte aussitdt

h
du critdre 4,4 respé (qui s'applique, car U est maintenant cohérent,
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e 1'étant et j: U ~—> e étant quasi-compact), compte tenu que i, est
exact 2 gauche, Par localisation, utilisant encore IV 9,13 b), on
en conclut que si E est localement cohérent, il en est de mlme de E",
81 E est quasi-séparé, alors E" llest aussi : en effet son objet final
est quasi-séparé en vertu de 4.4, celui de E 1'étant, et il reste 2
prouver que le produit de deux objets quasi-séparés de E" est
quasi-séparé (sachant qu'il en est ainsi dans E"), ce qui résulte encore
du critére 4.4 et du fait que i, commute aux produits (compte tenu
que le sous-objet U de e est quasi-séparé, e l'étant, de sorte que
4,4, s'applique),

Comme un topos est localement noethérien (resp. noethérien)
8i et seulement si il est localement cohérent (resp. cohérent) et
edmet une famille génératrice formée d'objets prénoethériens (2.10
(4ii bis)), 11 résulte de ce qui précdde et de 4.5 que si E est
localement noethérien (resp. noethérien), il en est de méme de E",
Supposons maintenant E parfait, et prouvons que B 1'est, Comme on sait
déja qu'il est cohérent, il reste 2 vérifier qu'il satisfait ;u
critére 1,25 (1), i.e. que tout objet Y de E" est limite inductive
filtrante d'objets cohérents, sachant que 1'énoncé analogue est vrai
dans E ; or 1*(Y) étant limite inductive filtrante d'objets cohérents
Xq 0 Y == 1%i,(Y) est limite inductive filtrante des objets cohérents
i*(Xa)iPar localisation (IV 9,13 b)) on en conclut que si E est localement

parfalt, il en est de méme de E", Cela achdve la démonstration de 4.6.
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Remarque 4.6.1, En fait, dans 4.6 b) 1'hypoth2se que j: U —> e soit
quasi-compact est inutile, sauf peut~8tre dans le cas " E quasi-séparé'.
I1 suffit en effet, en vertu de la démonstration qui précéde, de voir
que E cohérent implique E" cohérent, Or U est limite inductive filtrante
de ses sous-objets quasi-~compacts Ua , et on vérifiera alors dans 7,
qu'alors E" s'identifie au topos limite projective (au sens de 7. )

des sous-topos fermés Eg complémentaire des E , qui en vertu de

/U,
i
4,6 b) sont des topos cohérents 2 morphismes de transition cohérents.

11 s'ensuit alors que E" est un topos cohérent (7. ).

Corollaire 4.7, Supposons que la sous-catégorie Ec de E formée des

oh

objets cohérents soit génératrice, et soit X un objet de E,

a) Pour que X soit quasi-séparé, il faut que i*(X) et 3*(X) le soient,

et cette condition est aussi suffisante si j: U —> e est quasi-compact.

b) Supposons gue j: U —> e soit quasi-compact. Alors X est cohérent

si_et seulement si i¥*(X) et j*(X) le sont,

¢) Supposons E cohérent et j: U —> e quasi-compact. Alors E est

parfait (2,9.1) si et seulement si E' et E" le sont.

a) On a signalé dans 4.1 que j: E' —> E est quasiw-séparé,
et d'autre part on sait par 4.6 a) qu'il en est de méme de i, d'ob la
nécessité, Pour la suffisance, soient X' et X" des objets quasi-compacts

au dessus de X, il faut prouver que X'xxx" est quasi-compact, et pour
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ceci 11 suffit de prouver que ses images par i* et j¥* le sont (4.3 a)).
Comme i et j sont quasi-compacts, en vertu de 4.2 et de 1'hypothése
j: U~ e quasi-compact, la conclusion résulte alors du fait que
i* et j* commutent aux produits fibrés, et de 1'hypoth2se que i*(X)
et j*(X) sont quasi-séparés.
b) Résulte de la conjonction de a) et de 4.3 a),
¢) La nécessité a été déja vue (4.6 b)), La suffisance résulte
du fait que, E étant cohérent, E' et E" le sont (4.6 b)), de sorte
que pour un des topos envisagés, le fait qu'il soit parfait signifie
que la catégorie de ses objets cohérents est stable par liﬂpfinies.

On conclut done par b),

Exercice 4,8, a) Résoudre la question suivante {(dont le rédacteur
avoue 3 sa confusion ignorer la réponse) : zvec les notations de 4.1,
si E est quasi~-séparé (resp. algébrique) en est-il de meme de E" ?

b) Supposons que E soit équivalent & un topos de la forme é, o C
est une catégorie équivalente 3 une catégorie € U ., Prouver directement,
en utilisant 2,17 ¢) et IV 9.24, que si E est localement cohérent
{resp. cohérent, rvesp, algébrique, resp, quasi-séparé, resp. localement

noethérien, resp, noethérien) il en est de méme de E",

4.9. Gardons les notations de 4.1, et rappelons (IV 9.16) que la
donnée d'une situation (E,U), formée par un topos E et un ouvert U de E,

équivaut essentiellement 3 celle d'un triple (E', E", £f), oa E' et E"
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sont des topos et ol

(4.9.1) f: ! ——> g"

est un "foncteur de recollement", i.e, un foncteur exact a gauche et

accessible ; partant de (E,U) comme dans 4.1, le foncteur de recollement

associé est donné par

(4-9.2) f = 1*1*

Nous nous proposons d'exprimer, en termes des données E', E", f,
le fait que E soit un topos cohérent (resp. parfait) et que U soit un
objet quasi-compact, ou ce qui revient au m&me, que E et E' soient
cohérents, Nous savons déjad que ceci entralne que E" est également
cohérent (4.6 b)), de sorte que la question revient 2 la suivante :
étant donnés deux topos cohérents E' et E" et un foncteur de recollement
£ (4,9.1), a quelles conditions sur f le topos recollé E est-il cohérent
(resp. parfait) ? Nous savons d'ailleurs (4,7 c¢)) que E est parfait si
et seulement si E est cohérent, et E' et E" sont parfaits ; donc le
cas respé du probl2me posé se ramdne au cas non respé, Signalons cependant
que la solution (4,10) de ce dernier est plus jolie si on suppose déja

E! parfait.

4,9,3, Notons d'abord que si E est cohérent, alors on reconstruit la

sous-catégorie pleine E de E formée des objets X = (X',X", u: X" => £(X'"))

coh

de E qul sont cohérents, comme étant la sous-catégorie E° de E formée
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des X pour lesquels X' = j¥(X) et X" = i*(X) sont cohérents (4.7 b)),

Une condition nécessaire pour que E soit cohérent est donc que la sous-
catégorie E, précédente soit génératrice, Cette condition est également
suffisante, car en vertu de 4.3 a) E  est formée d'objets quasi-compacts,
d'autre part il est clair que Eo est stable par limites projectives

finies, et on conclut par 3.4.5.

Rappelons maintenant (IV 9,18) que la donnée d'un foncteur de
recollement (4.9.1) équivaut & celle d'un faisceau sur E", & valeurs

dans Pro(E")° :

(4.9.4) G € Faisc(E", Pro(E")°) , G: E"® —> Pro(E")° ,

ou ce qui revient au méme, & celle d'un foncteur g = G° ,

(4,9,5) g: EY ~——3> Pro{E")

qui commute aux limites inductives. Si C est une sous-catégorie généra-

trice de E", qu'on munit de la topologie induite, on sait (II 6.10)
que la donnée de G équivaut aussi (2 isomorphisme unique pres) 2 celle

d'un faisceau sur C a valeurs demns Pro(E')°

(4.9.6) G € Faisc(C,Pro(EN%) , G : ¢® —> Pro(")°
ou, ce qui revient au mBme, 3 celle d'un foncteur A GCo ,
(4,9.7) go : C—> Pro(E') R
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satisfaisant aux conditions d'exactitude 2 gauche qu'on sait (II 6.2 1))},

Bien entendu, 8¢ n'est autre que la restriction de g (4.9.5) 2 C .

Le cas le plus intéressant pour nous est celui ol on prend C = E;oh s
d'ol des objets
P ; " 1O .pn O 130
(4,9.8) G € Faisc(Ecoh » Pro(E')"), G EN p > Pro(E') ",
Ve O ., mn t
(4.9.9) 8 G, : ER ., —> Pro(E')

dont chacun revient encore a la donnée de £,

4.9,10, Supposons la sous-catégorie pleine génératrice C de E" formée
d'objets quasi-compacts et qulelle soit stabledans E" par sommes finies,
par passage au quotient par des relations d'équivalence, et par produits
fibrés : c'est le cas par exemple pour C = Egoh (1.15 et 1,17.1).

I1 est alors immédiat, si P est une catégorie oh les limites projectives
finies sont représentables (par exemple P = Pro(E')°), qu'un foncteur
GC : G° —> P est un faisceau A valeurs dans P si et seulement si le
foncteur g = GCo : ¢ —> P° commute aux sommes finies et au passage

au quotient par une relation d'équivalence, Ceci précise en particulier
quels sont les faisceaux (4,9.6) (expriment donc les foncteurs de
recollement £: E' —> E"),

Ces rappels étant posés, nous pouvons domner la solution zu

probldme posé dans 4,9 :
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Proposition 4.10, Soient E', E" deux topos cohérents, et f: E' —> E"

un_foncteur de recollement (IV 9.10), i.e. un foncteur exact 2 gauche

et accessible, Soit E le topos gu'on en déduit parrecollement (IV 9.16),

et désignons par Eéoh (resp, E;F) la sous~catégorie strictement pleine

de E' formée des objets cohérents (resp. des objets X tels que le foncteur

covariant Hom(X,-) représenté par X commute aux petites limites inductives

filtrantes), Considérons les conditions suivantes :

(i) E est cohérent,
(11) Pour tout objet X' de E', il existe une famille de morphismes

. 1 '
Vg ! Ya — X

de but X', 2 sources des objets cohérents de E', telle que la famille des
. ] '
f(va) : f(Ya) —> £(x'")

dans E" soit couvrante,

(11 bis) £ commute aux (petites) limites inductives filtrantes, et

(ii) est vral pour tout X' € Ob EéF .

(ii ter) Le foncteur canonique (IV 9.20.1)

(4,10,1) 1 : Point(E") —> pro(E')

définl par le foncteur de recollement f se factorise (& isomorphisme pras)
par Pro(Eéoh) (via le foncteur pleinement fidale Pro(Eéoh) —> Pro(E*)
provenant de 1'inclusion Eéoh —>E') :
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(4.10,2) LA POint(E") smmmmesd> Pro(E::o ) .

h

(111) Le foncteur f commute aux (petites) limites inductives filtrantes.

(i1i bis) Le foncteur g, (4.9.9) se factorise (2 isomorphisme pras)

par_un foncteur

1] t
(4.10,3) Ecoh — Pto(EPF) .

via le foncteur pleinement fiddle Pro(EéF) —> Pro(E!) déduit de
1'inclusion EfF —>E' .

(iii ter) Le foncteur canonique 1 (4,10,1) se factorise (2 isomorphisme

prés) en
(4,10.4) L Point(E") ——> Pro(EéF) .

(iv) Le foncteur g (4.9.9) se factorise (2 isomorphisme pr2s) par

un_foncteur

" 1
(4,10.5) El oy — > Pro(Ecoh) .

On a alors le diagramme d'implications :

(4.10.6) (iv) == (i) <> (1) (i1 bis)S(ii ter) => (1IN (1iibis)&Kiii ter.
Signalons tout de suite le

Corollaire 4.11. a) Supposons que E' soit parfait, Alors toutes les
conditions envisagées dans 4.10 sont équivalentes, en particulier E

est _cohérent si et seulement si f commute aux limites inductives filtrantes,

ou encore si et seulement si le foncteur g, (4.9.9) se factorise
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t
(2_isomorphisme prés) par Pro(E! ).

b) Pour que E soit parfait, il faut et il suffit que E' et E"

le soient, et que f {resp, go) satisfasse & la condition énoncée dans a).

1 3 ¥ i
En effet, a) résulte du fait que E' parfait signifie Elh = EPF R
de sorte que (1ii bis) implique (iv). L'assertion b) s'ensuit, comme

il résulte des remarques préliminaires de 4,9.

4,12, _Démonstration de 4,10, a) Explicitons la condition équivalente

a4 (i) obtenue dans 4,9.3, savoir que la sous=-catégorie pleine E de E
est génératrice i.e, que pour tout objet X = (X', X",u:X" -> £(X'))

de E, la famille de tous les morphismes
ve(v',v) : ¥ = (Y,LY",v:iY" —> £(Y")) —>X ,

avec Y € Ob Eo i.e, Y', Y" cohérents, est &pimorphique, Comme le couple
de foncteurs (i*,3i*) est conservatif, cela signifie aussi que la famille
des morphismes correspondants Y' —> X' est épimorphique dans E!,et

que la famille des morphismes correspondants Y" —> X" est épimorphique
dans E", Or c'est clair pour la premi2re, comme on voit en prenant des
Y € 0b E au~dessus de U i,e, tels que Y" = ¢E" : on trouve la famille
de toutes les fléches dans E' de but X', 3 source cohérente, qui est
bien épimorphique puisque E' est cohérent donc la socus-catégorie Eéoh
est génératrice. Il reste donc 3 exprimer que la famille des Y" —> X%

est épimorphique, quel que soit 1'objet donné X de E,
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b) Or supposons satisfaite la condition (ii) pour l'objet
X' envisagé ici. Il en résulte que l'on peut trouver une famille épimor-

phique de motphismesYg e3> X3 dont les composées avec u: XY -> £(X!)

se reldvent chacun en un morphisme Y ~—> f(Y&) pour o = {B) convenable ;

C

comme Ezoh est une sous-~catégorie génératrice de E", on peut m&me supposer

les YE cohérents, Mais alors les diagrammes commutatifs

$i 1
YB > f(ch( 6))
x" 3> £(X')

fournissent la famille cherchée de morphismesdans E, donnant une
famille épimorphique Yg 3> X", Donc (ii) =em==> (i),

Réciproquement, supposons (i) et prouvons (ii). On applique

la condition explicitée dans a) au cas de l'objet
X = 3. X" = (X', £(X"), id= £(X') —=> £(X'))

comme les Y" —> X" == f(X') forment une famille épimorphique, il en
est de mlme a fortiori de la famille des f(v'): £(Y') —> £(X'), d'ob

la conclusion, puisque les Y' sont cohérents par hypothise, Donc

(1) == (ii) ,
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c) Notons maintenant que la condition (iv) signifie aussi

que pour tout objet X" de F", le foncteur pro-représentable

g(X") : X' ——> Hom(X",£(X'))

sur E' est pro-représentable par umn pro-objet dont les composants
sont dans E(':oh s ou ce qui revient au m#me, qu'il existe dans la
catégorie E}g(x")' formée des couples d'un objet X' de E' et d'un
élément u € g(X") (X') = Hom(X",£(X')), u; X" —> £(X'), un ensemble
cofinal d'objets (X& s uu) » Uyl XY —> f(X&), avec X(’l € 0b E(':oh .
La condition de cofinalité, comme la catégorie E;g(x") est filtrante,
signifie simplement que pour tout objet (X',u}, u: X" —> £(X') de E;g(x“)
il existe un morphisme d'un (Xi,ui) dans l'objet précédent, i.e, un
morphisme v& : X& ~—> X! rendant commutatif le triangle

f(X&)

u
™ & f'(v&)

XY ey £{X 1) .
Done 1a condition (iv) équivaut & ceci :

{iv bis) Pour tout flache u: X" —> £(X'), avec X' € Ob E! et
X" € ob E::oh » i1 existe une fl2che v: Y' ~=> X! dans E' telle que u
se factorise 2 travers f(v') : £(X') —> £(X'), Or il est clair que la

condition (iv bis) implique (ii), puisque pour X' fixé, 1a famille des
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u; X" —> £{X') de source un objet cohérent est épimorphique, de sorte qu'il en
est a fortiori zinsi de la famille de tous les f(v&) dans les

diagrammes correspondants (*), Donc
(iv) === (1) ,

d) Explicitons la condition (i1 ter), Soit p un point de E",
alors par définition m{p) est le pro-objet de E' qui pro-représente
le foncteur h: X' —> f(x')p, ou encore la pro-objet défini par le
-> E', ob E'

foncteur canonique E'/ désigne la catégorie des

h /h
couples (X' ,u}, avec X' € Ob E' et u € h(X') i,e. u € f(X')p . Dire
que ce pro~objet est isomorphe 2 un pro-objet provenant de Pro(E::oh)

formée des (X',u) avec X' € Ob E!

signifie que la sous=-catégorie de E'/ coh

h
y est cofinale, i,e. que pour tout objet (X',u), u € f(X')P, de E'!h’

il existe un objet (X('),uo) qui le majore, avec x(') cohérent, 1,e qu'il

existe un morphisme xé ———ip X1 (x:) cohérent) tel que u soit dans

Im(f(x:)) —> £(X')). Dire que ceci est vrai pour tout point p signifie

que pour tout objet X' de E', la famille des f(Xé) —> £(X'), avec

Xé € 0b E::oh/X' » est telle que pour tout point p de X", la femille des
f()(é’)p —_— f(X')p soit surjective., Comme on verra dans 1'appendice (10, )
qu'un topos cohérent E" a assez de points, on voit que la condition

obtenue signifie aussi que pour tout X' € Ob E, la famille des f(xé) -> £(X')

est épimorphique, Mais cela n'est autre que la condition (ii), donc

(11) =====d (ii ter) .
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e) La condition que f commute aux limites inductives
filtrantes (condition (iii)) équivaut, comme la famille des foncteurs
fibres de E" est conservative, & celle que les foncteurs composés
h: X' =~> f(X')p le sont, Prouvons que cela signifie que le pro-objet
m{p) qui pro-représente ce foncteur est dans 1'image essentielle de

Pro(EéF) : cela prouvera alors les implications

(iii) <=> (iii ter) == (1i ter) === (ii bis) ,

Nous sommes donc amenés 3 prouver le

Lemme 4.12,1, Soient E' un topos tel que la sous-catégorie Eéoh vy soit

génératrice, et X' € Ob Pro(E'). Pour que X' appartienne 3 1'image

essentielle de Pro(EEF), il faut et il suffit que le foncteur

h: E! =—> (Ens) qu'il pro-représente commute aux limites inductives

filtrantes.

Comme une limite inductive filtrante de foncteurs commutant
aux limites inductives filtrantes possdéde la m@me propriété, la

suffisance résulte de la définition de ELF . Pour la nécessité, il

faut prouver que si le foncteur h commute aux limites inductives

filtrantes, alors dans la catégorie filtrante E'/ des couples (X',u)

h

avec u € h{X'), la sous-catégorie formée des couples (X',u) avec

X' € 0b E!

pp @8t cofinale, i.e. que pour tout (X',u) dams E'/h s 11

existe un morphisme Xé —3> X', avec X; € 0b EéF » tel que
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u € Im(h(Xé) —> h(X')). Or on sait que X' est limite inductive filtrante
d'objets Xi de EéF (1.24.2 a)), donc h(X') est limite inductive filtrante

des h(xi), d'od la conclusion.
e) Il reste seulement 3 prouver les implications
(ii bis)==> (ii) et (iii) <==> (iii bis) .

La premi2re implication résulte trivialement du fait que tout objet X'
de E' est limite inductive filtrante d'objets Xi de E%F . Pour la

deuxiéme, il suffit de noter que la fanille des foncteurs
Y" b——> Hom(X",Y")

pour X" € Qb Egoh , est conservative et formée de foncteurs commutant

aux limites inductives filtrantes (1,23 (ii)), donc le foncteur

f: E! —> E" commute aux limites inductives filtrantes si et seulement

s?il en est ainsi des foncteurs composés

X' —> Hom(X',£f(X')) = HomPro(E')(go(x")’x')’ ce qui équivaut au fait

que les go(x") sont dans 1'image essentielle de Pro(EiF), en vertu de 4,12,1,

C.Q.F.D,

Remarques 4,13, Il convient de préciser, en langage faisceautique, la
signification de la condition 4.10 (iv). Considérons le diagramme

commutatif de foncteurs
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' L S T 1)©
Pro(Ecoh) Pro{E")
(4.13.1) 8, 8
v, Y v,
Ecoh :

ol les signes V désignent les catégories de foncteurs 3 valeurs dans
(Ens), et la deuxi2me fl2che horizontale y est la flache de restriction
des foncteurs, toutes les autres flaches désignant les foncteurs plei-
nement fid2les bien connus, Notons que la fl&che d'inclusion o ne commute

pas en général sux limites projectives, m@mes finies, donc en général

un falsceau F sur un site C (tel que E") définit un préfaiscesu QoF
sur ce mfme site, 3 valeurs dans Pro(E")o, qui n'est pas nécessairement
un faisceau, Néanmoins, si un préfaisceau F sur C a2 valeurs damns
Pro(E(':oh)° est #l que le préfaisceau oF correspondant 2 valeurs dans
Pro(E')° est un faisceau, alors F est lui-meme un faisceau, Cela provient
en effet du fait que la condition d'8tre un faisceau est une propriété
d'exactitude & gauche (II 6.2 1)), et que les foncteurs By B, et ¥
commutent aux petites limites projectives,

D'autre part, il résulte de la caractérisation 4.9,10 des
faisceaux sur Egoh a valeurs dans une catégorie P quelconque, que pour

tout foncteur a : P —> Q tel que o 2 P —> Q° commute aux sommes finies
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et au passage au quotient par des relations d'équivalence, le foncteur

g > qeg! de Hom(Egog,P) dans Hom(Egog,Q) transforme faisceaux en
feisceaur, D'autre part, noussavons que dans Eéoh et dans E' les sommes
finies et les quotients par les relations d'équivalence sont représen-

tables, et que le foncteur d'inclusion Eéo > E' y commute {1.15 et

h
1,17,1), 11 en est donc de mBme pour les catégories Pro(Eéoh) et Pro(E')
et le foncteur d'inclusion entre ces catégories (I 8,9,5 b) et 8,9,7),

o
lequel n'est autre que &, ol g est le foncteur intervenant dans

{4.13,1), De ceci on conclut que si

. gt © ' ©
(4.13.2) @ El, —>Pro(E] ;)
est un foncteur, alors ¢ est un faisceau sur Egoh a2 valeurs dans
' o] . n
Pro(Ecoh) si_et seulement si o est un faisceau sur Ecoh 2 valeurs

dans Pro(E*)°. Donc la catégorie des foncteurs de recollement f: E' —> E"

qui satisfont 2 la condition 4,10 (iv) est canoniquement équivalente 3

: " ' o
la catégorie des faisceaux g sur Ecoh 3 valeurs dans Pro(Eco ). On

h
en conclut, compte tenu de 4,10, qu'un tel faisceau ¢ définit canoni-
quement un foncteur de recollement (2 isomorphisme unique pres), et

que le topos E déduit de ce dernier est cohérent ; de plus (4.11)

si E' est parfaeit, on obtient ainsi tous les topos cohérents qu'on peut

déduire des topos E', E" par recollement,
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Notons d'autre part que Eéoh est équivalente 3 une petite
catégorie et est stable par limites projectives finies, de sorte
que (I 8,10,14) Pro(Eéoh)o est équivalente, par le foncteur pleinement
X o : ] a ] 1 I
fidele B de {4,13.1), 2 la scus-catégorie pleine de Bl on® Hom(Ecoh,\Ens))
formée des foncteurs qui sont exacts 2 gauche. Donc la donnée d'un

faisceau (4.13,2) é&quivaut 2 celle d'un foncteur

(4.13.3) F: E" . °

1
con X E > (EDS)

coh

qui soit un faisceau par rapport au premier arguemnt et qui soit exact

a4 gauche en le second argument ; ou encore, 3 celle d'un foncteur

(4,13.4) £ : E!

._____) 51
"] coh E

qui soit exact & gauche, 5i f est le foncteur de recollement satisfaisant
4 la condition 4.10 (iv) associé 2 g, on vérifie immédiatement que fo
est canoniquement isomorphe & la restriction du foncteur £: E' —> E",

On voit donc que sous les conditions envisagées fo détermine f

(& isomorphisme canonique pras), Signalons enfin, pour résumer le

contenu de 4,11 :

Corollaire 4.14. Lorsque RE' est un topos parfait, alors la catégorie

des foncteurs de recollement f: E' =~ E" qui donnent nar recollement

un topos cohérent E est équivalente par f p—> fo = E‘Eéoh a4 la catégorie

des foncteurs fo : Eéoh ~3> E" qui sont exacts 2 gauche, ou encore
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3 la catégorie des faisceaux ¢ sur le site Egéh (ou, ce qui revient

au méme, sur le topos E") i valeurs dans la catégorie Pro(Eéoh)o

(cf, 4,9,10),

Cn observera que la premi2re assertion résulte également 4,10
en notant que E' o Ind(Eéoh) (1.25), donc que la catégorie des foncteurs
f : E' —> P commtznt aux limites inductives filtrantes {(od P est une
catégorie ol les petites limites inductives filtrantes sont représentables)
est équivalente, par le foncteur restriction, & la catégorie des foncteurs

quelconque f : —> P ; il est immédiat que sous ces conditionms,

]
Ecoh
si dans P les lim finies sont représentables, que f est exact a gauche

si et seulement si fo 1l'est,

Remarques 4,15, a) La démonstration donnée de 4,10 montre qu'on
obtient des conditions équivalentes 3 {ii ter) resp, (iii ter) en
remplagant la catégorie Point(E") par une sous~catégorie qui définisse

une famille conservative de foncteurs fibres,

b) Prenant pour E" le topos ponctuel (IV 2.2), on voit
aussitBt que les conditions (ii ter) et (iii ter) ne sont équivalentes
que si Eéoh = EéF s i.e, si E' est parfait, Donc la condition " E
cohérent " n'équivaut a 1a condition " f commute aux limites inductives
filtrantes " que si E' est parfait, Par contre, prenant plus généra-

lement pour E" un topos cobérent de la forme C, on voit que dans ce cas la

condition (i) équivaut 2 (iv) pour tout E', En fait, le rédacteur n'est

pas arrivé A construire dans le cas général un exemple ol E soit cohérent,

sans que la condition (iv) soit vérifiée., C'est honteux |
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: i s s s e £
5. Commutation des foncteurs H (X,-) aux limites inductives filtrantes.

Théoréme 5.1 : Soient E' un topos algébrique (2.3), E un topos localement cchérent

(2.3), f ¢+ E' —— E un morphisme cohérent de topos (3.1). Alors, pour tout entier

q , les foncteurs qut (V 5.0) commutent aux limites inductives filtrantes de fais-

ceaux abéliens.

Corollaire 5.2 : Soit E' un topos cohérent (2.3). Pour tout entier q , le foncteur

Hq(E',-) commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens.

Corollaire 5.3 : Soient E un topos (resp. un topos algébrique) (2.3), X un objet

de E algébrique et cohérent (resp. cohdrent) (2.3). Pour tout entier q , le foncteur

Hq(X,—) commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux ab&liens.

Le corollaire 5.2. se déduit de 5.1 en premant pour E le topos ponctuel et
pour f : E' —— E 1'unique morphisme (IV 2.2). Montrons que 5.2 entraine 5.3. Soit
jX : E/X w3 B le morphisme de localisation. On a un isomorphisme canonique, foncto-
riel en le faisceau abé&lien (V 2.2.1) Hq(X,F)ﬁi Hq(E/X,j;F) . Le foncteur j; commute

aux limites inductives et le topos E est cohérent (2.4.6) d'oll 5.3. Montrons que

/X

5.3 entraine 5.1. Soit la sous—catégorie pleine de E définie par les

Ecohalg
objets algébriques et cohérents de E . C'est une catégorie génératrice (2.4.5). Pour
tout faisceau abélien F , qu!F est le faisceau associé au préfaisceau

X b Hq(f*X,F) (X € ob €) (V5.1). Comme f est cohérent, £%X est cohérent

pour tout objet X de C (3.1). D'aprés 5.3 le préfaisceau Xi——> Hq(f’X,F) commute
aux limites inductives filtrantes de 1'argument F d'oll 5.1. en utilisant le fait que
le foncteur faisceau associé commute aux limites inductives. (On remarquera qu'on
n'utilise que la propriété suivante du morphisme f : Il existe une famille génératrice
S de E telle que pour tout X de S , f*(x) soit algébrique et cohérent).

I1 reste donc & démontrer 5.2. On sait déja que le foncteur HO(E',—) commute aux
limites inductives filtrantes de faisceaux ab&liens (1.2.3). D'aprés un résultat clas-
sique de /7] , il suffit pour démontrer 5.2, de montrer qu'une limite inductive fil-
trante de faisceaux acycliques pour le foncteur HO(E',—) est acyclique pour HO(E‘,-).

Ceci résulte du lemme suivant appliqué au cas oi C = Eéoh :
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Lemme 5.4 : Soient E un topos localement cohérent (2.3), C une sous-catégorie

pleine de E , génératrice et stable par produit fibré telle que tout objet de C

soit quasi-compact (1.1). Une limite inductive filtrante de faisceaux C-acycliques

(V 4.2) est un faisceau C-acyclique.

Soit (Fi) T systéme inductif filtrant de faisceaux C~acycliques et

notons F sa limite inductive. Tout objet Y de C est cohérent (2.1) et par suite

F(Y)

=

lim F, (¥) (1.2.3). Pour montrer que F est C-acyclique, il suffit de montrer

r 1

l

v, 1
que Hq(Y,F) =0 pour tout q > 0 et tout Y de C (V 4.3). Soient X un objet de

c, & = (Xd - X) une famille couvrante finie par des objets de C° . On a

a €A
HqC£,F) = Hq(C'CE,F)) (V 2.4.3). D'aprés ce qui précéde, et en utilisant le fait que
C'(®,F) ne fait intervenir que des produits finis de groupes (V 2.3.3), on a

C'(%,F) = ;}EC'@,FQ . Donc HiE,F) = wi(c (%, F) = ul (1%3 c&F)) =

1% C'Gf,Fi)) =0 pour q > 0 (V 4.3). Par suite HI(X,F) = lig E,m =0 .

i £

Corollaire 5.5 : Soient E un topos cohdremt (2.3), (Xi)i ¢ une famille filtrante

décroissante de sous-objets cohérents de 1l'objet final. Notons ¢ la famille des fer-

més de E (IV 9) contenue dans le fermé complémentaire de 1'un des Xi . La famille

¢ est une famille de supports de E (V 6.12) et pour tout entier ¢ , les foncteurs

Qe q
H(E,-) et H

{(V 6.13) commutent aux limites inductives filtrantes.

Soit Zi le fermé complémentaire de Xi . Pour tout faisceau abé&lien F
on a une suite exacte (V 6.5) :

0 —> H; (E,F) —> H°(E,F) —>HO(Xi,F) --—-—9—-H; (E,F) —— ... .
i i

Les foncteurs Hq(E,ﬁ) et Hq(Xi,F) commutent aux limites inductives de l'argument

F (5.2, 5.3). Par suite Hg (E,F) commute aux limites inductives filtrantes de l'ar-
i

gument F , d'ol 1la propriété analogue pour les foncteurs Hg(E,F) , en passant 3 la

limite inductive sur les Zi (V 6.13). L'assertion concernant les foncteurs gg

s'en déduit en localisant et en passant au faisceau associé.
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Définition 5.6 : Soient E un topos annelé d'anneau A et ¢q un entier. Un A-Module
G est dit de q-présentation finie s'il existe une famille Xi d'objets de E cou-

vrant 1'objet final de E , telle que pour tout i on ait une suite exacte de Modules

sur E :
/1%,
(5.5.1) Lq Lq_1 L L, G/Xi -— 0
n
~ - P .
ol pour tout p , Lp A/Xi s Ty entier.

Proposition 5.7 : Soit G un faisceau de q-présentation finie. Pour tout i  q-1 ,

le foncteur Gxtz(G,-) commute aux limites inductives filtrantes de A-Modules.

Le probléme est local sur E (V 6.1). On peut donc supposer, quitte 3 se
localiser aux E/X » qu'on a une suite exacte du type (5.5.1). Posons
L. = Lq — e LI —_— LO . On a ext {G,F) %1(;(’;@ (L.,F)) et le foncteur

Ft——o> ﬂcomA(L.,F) commute aux limites inductives, d'oli la proposition.

Corollaire 5.8 : Soient (E,A) un topos annelé, G un faisceau de A-Modules de

q-présentation finie, X un objet algébrique et cohérent de E . Les foncteurs

i i(i-1 .. . .
F F———»-ExtA(X;G,F) » tels que —S—E—l £ q-1 , commutent aux limites inductives

filtrantes de l'argument F .

Se déduit de 5.7. et de 5.3 par la suite spectrale (V 6.1.3).

5.9. Soient (E,A) un topos annelé, ¢ une famille de supports de E (V 6.12),
G un A-module de r-présentation finie (5.6), X un objet de E algébrique et cohé~
rent (2.3). En passant 3 la limite inductive sur les fermés de ¢ dans les derniéres
suites spectrales de V 6.9.1 et V 6.9.2 respectivement, on obtient deux suites

spectrales (V 6.13)

P : P/vy. q p*q .
Ez = é:% ExtA(X,G,ng) e 4 EXtA,Q (X;G,F) s

5.9.1

”qu = lin exth (G, HpH —— atp“q (G,F) .
Zed

I1 résulte de 5.7 et de 5.8 qu'on a des isomorphismes canoniques
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DU Pro.o ul p(p—-1) -

'hz — ExtA(X,G,Eq)F) > 2— < r-1 1
5.9.2

"E5% x ExeP (G HIF) , pgr-i

Corollaire 5.10 : On utilise les hypothdses et les notatioms de 5.5. Soient A un

¥
Anneau de E et G un A-Module de q-présentation finie. Pour tout entier i tel

igi-1n)
2

que & =1 , les foncteurs F!———»Exc; Q(E;G,F) et Fb— Ext; @(G,F)
» - s

(V 6.13) commutent aux limites inductives filtrantes.

Se d&duit de 5.5 et 5.7 par les premidres suites spectrales de V 6.9.1 et

V 6.9.2 respectivement.

6. Limites inductive et projective d'une catégorie fibrée.

6.0 Nous supposons que le lecteur est familier avec la théorie des catégories
fibrées /[5]. Ce numéro a essentiellement pour but de fixer la terminologie et les no-
tations concernant les cat8gories fibrées. Toutes les catégories considérées dans ce

numéro appartiendront, sauf mention contraire, & un univers fixé U .

Soient ¥ s Lg R é trois catégories, © : 5 —-8 et ﬂ':‘y ____;.i
deux foncteurs. On désigne par Homz (f,lg) la catégorie dont les objets sont les

foncteurs u : f—)(@ tels que le diagramme

¥ o b

k’

soit commutatif, et dont les morphismes aont les 2-xnorphismes de foncteurs, i.e. les

morphismes de foncteurs transformés par 7' en morphismes identiques.

Soit £ un objet de € . Les objets X de 5 te1s que T(X) = £ sont
appelés les objets de ¥ au-dessus de & . Soit £ : £ —» n , un morphisme de é

Les morphismes m de ¥ tels que w(m) = £f sont appelés les morphismes de 5
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au-dessus de f . Soient f : £ =1  un morphisme de & et X um objet de 5
au-degssus de & , Y un objet de 2 au—~dessus de n ; on désigne par Homf(X,Y)
l'ensemble des morphismes de X dans Y au-dessus de f .

Définition 6.1 :

1) Un morphisme m : X —» Y de F est dit cartésien si pour tout morphisme

p: Z——>Y au-dessus de w(m) , il existe un unique morphisme gq : Z —> X au-

dessus de 1'identité de w(X) tel que mq = p .

2) La catdgorie & est dite préfibrée par = au-dessus de é si pour tout

morphisme f : £ ——> n de &€ tout objet de ¥ au-dessus de n est but d'un

morphisme carté@sien au—dessus de f .

3) La catégorie F est dite fibrée par 7 au-dessus de ‘é si elle est préfi-

brée et si le composé de deux morphismes cartésiens composables de ¥ est un morphisme

cartésien.

6.1.1, Soit £ wun objet de é . On appelle catégorie fibre de F en £ , et on
désigne par gg , la sous—catégorie de F dont les objets sont les objets de F au-
dessus de £ et les morphismes sont les morphismes de (f' au—dessus de idg . Soient

deux objets X et Y de FE , on désigne par HomE(X,Y) 1'ensemble des morphismes

de X dans Y dans fg .

6.1.2. Soit f : £ —— p un morphisme de € .m objet de Y au-dessus de n
est but d'un morphisme cartésien au-dessus de f , si et seulement si le foncteur

défini sur la fibre % a2 valeur dans les ensembles
7 b— Homf(Z,Y) Z € ob(fg) s

8st représentable. Lorsque la catégorie ? est préfibrée, le foncteur
¥ ——> Hom.( . ,Y) Y€ ob(ﬁfn) ,

& valeurs dans la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur ¥,

£

leurs dans la catégorie des foncteurs représentables sur S:E , et définit donc, &

, est en fait i va-
. . : w x ?‘ . P
isomorphisme unique prés, un foncteur £ : N D — :FF, , qui est appelé le foncteur
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image réciproque pour f . Supposons que la catégorie F soit préfibrée et choisis-

sons pour tout morphisme f de S un foncteur changement de base f’ « La catégorie

5 est alors fibrée au—-dessus de & si et seulement si pour tout couple f et g

f* X

de morphismes composables de 'g le foncteur composé g est un foncteur image

réciproque., Soit alors

(6.1.2.1) Ce . : f*g* e (gf)*

1'isomorphisme canonique. Les isomorphismes Cf e vérifient une condition de cocycles,
’

provenant de l'associativité de la composition des morphismes dens 2.

* &
(6.1.2.2) Cf,hg(f oC_.) h™)

g,h B Cgh.f(cf

o
38
6.1.3. Réciproquement lorsqu'on se donne pour tout objet £ de € une catégorie

5'5 s pour tout morphisme f : £ —— n un foncteur f' : '}’n — '3'7 , et pour

£
tout couple (£f,g) de morphismes de _é un isomorphisme de foncteurs

3% %
Cf,g : g — (f2) s tels que les Cf,g

peut construire de manidre essentiellement unique une catégorie § fibrée au-dessus

vérifient la condition (6.1.2.1), on

de é dont les fibres "sont" les catégories S.E et dont les foncteurs changement de

base peuvent étre choisis "égaux" aux foncteurs donnés i 1'avance [5].

6.1.4. Soient ¥ et (% deux catégories au—dessus de ¢ .o désigne par

Hom /3, <3 ,|g)

—cart
la sous—catégorie pleine de Homz("f,l’) définie par les foncteurs qui transforment
les morphismes cartésiens de F en morphismes cartésiens de Lg . Les objets de

Hom 5 sont appelés rs Gsiens.
—cart/z( "3) PP foncteurs cartésiens

Soient C et C' deux catégories et S un ensemble de morphismes de la
catégorie C . On désigne par HomS—l (C,C') 1'ensemble des foncteurs de C dans
C!' qui transforment les morphismes de S en isomorphismes.

Désignons par (Cat) 1la catégorie dont les objets sont les catégories appar-
tenant 4 1'univers et dont les morphismes sont les foncteurs entre ces catégories
(la catégorie (Cat) n'appartient pas d l'univers).

Soient ¥ une catégorie au-dessus de <€ et S 1'ensemble des morphismes

cartésiens de (y . La catégorie .(37 définit deux foncteurs sur (Cat) & valeur dans
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la catégorie des ensembles appartenant i l'univers

C b——- Hom_~1 (¥,C) C € ob(Cat)

s

C b Hom C x &) = {Foncteurs cartésiens de & dans Cx &1

Cart /% CF
{la catégorie C x é est considérée comme une catégorie au-dessus de g par le

foncteur deuxiéme projection).

Proposition 6.2 : Les foncteurs (Cat)-——~(Ens):
C Homs-i(g,C)
o HomCart/é(g’C x&)

sont canoniquement isomorphes. Ils sont représentables.

Preuve : Pour prouver la premidre assertiom, il suffit de remarquer que les morphismes
cartésiens de C x& sont les morphismes de la forme m x £ , oi m est un isomor-
phisme de C . Pour prouver la seconde assertion, il suffit de prouver que le foncteur
Homs-‘l(.'f, . ) est représentable. Ceci résulte de [1/. Indiquons simplement 1'idée de
la démonstration. On adjoint formellement aux morphismes de ¥ 1les inverses des mor-
phismes de S . On considére la cat8gorie libre engendrée par les objets de § s les
morphismes de % et les inverses formels des morphismes de S (catégorie des chemins).

On passe au quotient par les relations provenant des relations entre morphismes de S"

et les relations du type
-1 . -1 .
s 5 = 1id ., ss = id s € 8§

La catégorie ainsi obtenue est notde § (S_l). La catégorie ?(S-l) munie du fonc~

teur canonique Q :F — S'(S-l) représente le foncteur Homs-l(f, I T

Définition 6.3 : Lorsque % est fibrée au-dessus de g 1le foncteur Homs-l(fF, )
est noté Lim ® et est appelé le foncteur limite inductive de % au-dessus de 8°.
80
La catégorie qui le représente est encore notée Lin¥ et est appelée la catégorie
ao!

limite inductive de S' au-dessus de -éo .

6.4.0 Supposons (f fibrée au-dessus de & s choisissons pour tout morphisme f

de ‘2 un foncteur changement de base au-dessus de f et soit
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le foncteur canonique. Les foncteurs d'inclusions des fibres de £ dans § composés

avec le foncteur Q fournissent, pour tout objet £ de é , un foncteur

u:?——é-l'_.' ?
S ?’ﬁ

et pour tout morphisme f : § ——n de é un diagramme commutatif 3 isomorphisme

canonique prés :

=4

h
Cﬁ

gE

La catégorie Lim? apparait alors comme la limite inductive au sens des peeudo~
foncteurs [5] du pseudo-foncteur 2° —— Cat qui associe 3 tout { € ob ,

* g
fg et 3 tout f : £ —— n , le foncteur £ 5';1 —_— J'E . On notera toute-

fois que méme lorsque £ b— EE est un v8ritable foncteur, la catégorie Ligf
o
n'est pas en général la limite inductive au sens de I 2 du foncteur ¢ MTFE

(cf. 6.8).

Proposition 6.4 : Soit 5: une catégorie fibrée au-dessus de 'é . On suppose que la

catégorie é posséde les propriétés suivantes :

L1) Tout diagramme
s'insére dans un diagramme commutatif :
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N
NS

L2) Pour tout couple de morphisme u,v ; , —a ., tel qu'il existe un mor-

phisme t vérifiant la relation tu = tv , il existe un morphisme w vérifiant la

relation uw = vw .

{Notons que si la catégorie ’Zo est pseudo—filtrante (I 2.7), elle posséde les

propriétés L1) et L2)). L'ensemble 8 des morphismes cartésiens de ¥ possade alors

les propriétés :

Frl) L'ensemble S est stable par composition. Les isomorphismes appartiennent

| oor

s .

Fr2) Tout diagramme

=

ol s appartient & $ , peut se compléter en un diagramme commutatif

PN
N7

ol t apgartient a 5.

Fr3) Pour tout couple de morphismes u,v : . :_-_-_-__-—_-; . tel qu'il existe un mor-

phisme s € 5§ vérifiant la relation su = sv , il existe un morphisme t € S tel que

ut = vt .

Preuve : Laissée au lecteur 3 titre d'exercice.
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Proposition 6.5 : Soient ’5 une catégorie, S un ensemble de morphismes de ¥

possédant les propriétés Fr1), ¥r2) et Fr3) (6.4). Pour tout objet X de 5 , dési-

gnons par S(X) 1la catégorie des morphismes de § de but X . La catégorie S(X) est co-

filtrante (I 2.7). La catégorie ‘}'(S_l) (qui représente le foncteur Homs-l(ﬁ', )]

peut alors se décrire comme suit :

a) Les objets de 'Y(S_l) sont les abjets de ? .

b) Soient X et Y deux objets de f(S-l) . 0na

Hom (X,Y) = lim Hom_ { . ,Y) .
-1, =3
s s S

¢c) Soient £ : X —>Y et g: Y —>72 deux morphismes de E(S—l)

Soit

f!
‘]

(resp.

¥ Z t' €8 )

un diagramme dans T dont 1'image est f (resp. g ). Soit

i

t“j;\fs.
. . L'
\f«>¥ t" €8

un diagramme commutatif dont l'existence est assurée par Fr2). L'image dans

X Z

Hom (X,2) du diagramme

TR

est le morphisme composé gf .
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Soit
Q:F——§ (sH

le foncteur canonique.

d) Le foncteur Q* : 5’(3")“ —— % (F+—>Fo00Q I5.0) est pleine-

ment fid&le et injectif sur les objets.

¢) Le foncteur Q : Fr— G"(S-I)" (adjoint 3 gauche au foncteur ¢*

(I 5.1) est exact 3 gauche. (Il en est donc de méme du foncteur Q lorsque dans .

les limites projectives finies sont représentables).

Preuve : Nous renvoyons pour la preuve i [17.

Exercice 6.6. : Soient % une catégorie, S un ensemble de morphismes de £ pos=-
sédant les propriétés Fri), Fr2) et Fr3). Pour tout objet X de & , on note S{X)

la catégorie des morphismes de but X .
a) La catégorie S(X) est cofiltrante (I 2)

b) Pour tout objet X de ¥ , désignons par JS(X) 1'ensemble des cribles de
X qui contiennent un crible engendré par un morphisme de § . Les JS(X) définissent

sur ? une topologie T .
¢) Pour la topologie T , les morphismes de S sont bicouvrants (II 5.2).

d) Pour tout objet X de T , désignons par iz(x) la catégorie des morphismes

bicouvrants de but X . La catégorie S(X) est cofinale dans iz(x) (1 8).
e) Soit G wun préfaisceau d'ensemble sur f . Soit g le foncteur associé pour
la topologie T . Pour tout ghjet X de L3 s, On a un isomorphisme canonique

aG(X) ¥ lim G( . )
S(X)

Un préfaisceau est un faisceau si et seulement s'il transforme tout morphisme de §

en isomorphisme.

£) On choisit le foncteur faisceau associé de facon que sa restriction & § soit

injective sur les objets. Désignons par _G'_: la sous—catégorie pleine de la catégorie

des faisceaux d'ensembles sur ¥ définie par les faisceaux associés aux préfaisceaux
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représentés, La catégorie 5:. est isomorphe & la catégorie ?(S_]) décrite dans 6.5.

Les objets de ‘.Z forment une famille de générateurs du topos f"\' des faisceaux d'en-
. . . . o

sembles sur ¥ . La topologie induite sur g par la topologie canocnique de g est

la topologie grossiére (II 1.1.4).

g) Soit Q : .(.F—*- g le foncteur canonique. Le foncteur Q est un morphisme
du site g_: (topologie grosaidre) dans le site ¥ (topologie T de b)) (IV 5.9) et

induit un isomorphisme sur les topos correspondants.

h) Soit wu : T——r C un foncteur. Le foncteur u est continu, si et seulement

s'il transforme les morphismes de S en isomorphismes (III 1.1)

i) Soit wu : | . C un foncteur transformant les morphismes d¢. § en isomor-

phismes. Le foncteur u se factorise d'une manidre unique en

4 u ¢

A

§

(On utilisera III 1.4).

j) Soit Pros? la sous~-catégorie pleine de Pro ¥ (I 8) définie par les pro-
objets dont les morphismes de transition sont dans §$ . Montrer que le foncteur Q se

factorise en
§eis pof —is> G

oi j est la restriction & Prosf de Pro Q . Montrer que le foncteur j admet un

-~

adjoint i gauche pleinement fidéle

A ?S-I

o
PreS ¥
Montrer que pour tout objet X de 5 » AQ(X) est le pro-objet

Y —s> X € S(X) bbb ¥
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Proposition 6.7. Soient ‘@ une catégorie cofiltrante (I 8.7) et ’1? ——-)'é une

catégorie fibrée (6.1.3)).

1) Soient & wun objet de 2 et %/t la catégorie fibrée sur ‘5/5 obte—

nue par le changement de base é /g ——-»5 . Le foncteur canonique

Lin § /¢t —> Lin®  est une équivalence de catégorie.

3/t

2) Soit plus généralement o' —-—)tszm foncteur cofinal (I 8). Soit

S:' ———>'§,‘ la catégorie fibrée déduite de §—> % par le changement de base

SR — é . Le foncteur canonique :

Lig ' —> Lin ¥
¥z e

est une &quivalence de catégories.

Preuve. Exercice.
Exercice 6.8.

1) Soient g : €° ——> Cat un foncteur et Lg -—-—--—>€ la catégorie fibrée
correspondante [5] Montrer qu'il existe un foncteur canonique Lis (9—? Yin g .

t k]

Montrer que ce foncteur n'est pas nécessairement une &quivalence de catégories. (On
pourra prendre pour g le foncteur constant dont la valeur est l'objet final de Cat
et pour é la catégorie associée 3 un groupe).

2) On suppose que la catégorie €° est peeudo-filtrante. Montrer qu'alors

le foncteur canonique Ligdd——» fim g est une &quivalence de catégories.
£ ]

Proposition 6.9. Soit @——)Z une catégorie fibrée (6.1). Le foncteur

(Cat) —> (Ens) :

Ct—-——’HomC cxt, %)

art/e

est représentable par la catégorie Hom:artlz(s ,57) .

Soient C wune catégorie, F : cx¥ —-—b? un €~foncteur cartdsien (6.1.4),
X un objet de C . Le foncteur &£+ F((X,8)) est un foncteur cartésien noté
F'(X) de @ dans §F qui dépend fonctoriellement de X . D'ol une application

. .
FI—> F'! de HomCart/e(C 2.%) dans Hom(C,Hom @ 8)) fonctorielle en C

art/&

dont on vérifie immédiatement que c'est une bijection.
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.10, é i é é ie des sections cartésiennes
6.10. La catégorie Bom ¢/ (€,%) est appelée la catégorie c

de la catégorie fibrée ¥ . Elle est aussi appelée parfois la catégorie limite pro-

jective de ¥ suivant €° . Elle est alors notde Lim & [2].

6.11., Choisissons un scindage de la catégorie fibrée @~—>8, i.e. choisissons pour
toute flache f :f ——>n de § un foncteur changement de base £* :fn——-b G\'E .

Pour tout objet £ de ¢ , notons

. 14 — &
vg.%@ S’E

le foncteur d'évaluation en £ . Pour tout morphisme f :£ —>n, on a un diagramme
de foncteurs commutatif 3 isomorphisme canonique prés :
v
Eim & S S (_ﬁ:
£

X
£
Vi

5

5 apparait ainsi comme la limite projective au sens des pseudo-

La catégorie Lim
<oy

foncteurs de > ‘?E . Méme lorsque £ —> ?E est un véritable foncteur (i.e.

méme lorsque le scindage choisi est un clivage [5]) les catégories Lin® (6.10) et
5im @g (I 2) ne sont pas, en général, équivalentes.

¢

7. Topos et sites fibrés.

7.1. Topos fibrés.

Définition 7.1.1. Soit U wun univers. Un U-topos fibré sur ume catégorie 1 est

une catégorie fibrée sur I (6.1) :

pt¥F——>]

dont les fibres sont des U-topos, et dont les foncteurs images inverses ® relatifs

. . . X .
aux morphismes f : : F, .
ux P 1 ——>1 de I sont des foncteurs f FJ — F1 images

inverses de morphismes de topos f. : Fi — Fj (IV 3.1.2).

7.2.1. Il revient au méme de dire qu'un U-topos fibré sur une catégorie I est une

catégorie fibrée p : F ——>» I dont les fibres sont des U-topos et dont les fonec-

(%) pour la structure fibrée (6.1.2).
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teurs images inverses sont exacts et commutent aux limites inductives (IV 1.6).

7.1.3. Choisissons pour tout morphisme f : i —> j de I un foncteur image in-
verse f‘ : Fj 3 Fi . On a alors, pour tout couple i ——£—+ j —£ 5 K de
*
morphismes composables de I , un isomorphisme canonique g g : f'g’ e ()
»

(6.1.2.1) et les ¢ possadent la propriété de cocycle 6.1.2.2. Choisissons de

f,g
plus, pour tout f : i ——» j un foncteur adjoint & droite ft.: F, —> Fj au
foncteur f’ H Fj -————B-Fi . Le foncteur f‘ : Fi — Fj est défini 3 isomorphisme

canonique prés par sa propriété d’'@tre adjoint 3 droite 3 f’ . On en déduit, par les

résultats généraux sur les foncteurs adjoints, des isomorphismes canoniques ;

(7.1.3.1)

P | et
Ce.f ¢ Ba'y (85)¢ ’
qui possaddent une propridté de cocycle analogue 3 la propriété 6.2.2.2 et qu'on laisse

au lecteur le soin d'expliciter. En appliquant alors les résultats de 6.1.3, on obtient

une catégorie fibrée sur 1I° :
(7.1.3.2) p' : F' ——=1°

On vérifie facilement que la catégorie fibrée p' : F' —> I° ne dépend pas &
I°-isomorphisme unique pré&s des différents choix utilisés pour la construire(s .

La fibre en tout objet i de I° de la catégorie fibrée p' : F' —> I° est cano-
niquement isomorphe au U-topos Fi et est identifide 3 ce dernier. Les foncteurs
images inverses de la catégorie fibrée p' : F' —> I1° sont des foncteurs images

directes par des morphismes de topos.

.

7.1.4. Soit p : F—> I un U-topos fibré. Choisissons pour chaque feiil—>]
un morphisme de topos (IV 3.1.2) f. : Fi —_— Fj tel que le foncteur image inverse
f* (par £. ) soit 1'image inverse pour la structure fibrée (6.1). On obtient alors

des cocycles reliant ces morphismes de topos (7.1.3.1 et 7.1.3.2). La collec~

c
f,8
tion des morphismes f. , £ € F1(I) , et des cocycles ce g est appelée un biscindage
?
du topos fibré F ———> I . Le choix d'un biscindage permet d'associer au topos fibré

F ——> I un pseudo—foncteur i b—> Fi de la catégorie I dans la 2-catégorie

(%) Le rédacteur présente @es excuses pour le caractére non intrinséque de cette
construction.
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des U-topos. On peut alors lui associer de maniZre essentiellement unique (cf.ﬂg) un
U~topos fibré F ———> I muni d'un biscindage tel que le pseudo—foncteur correspon-
dant soit canoniquement isomorphe i i —>» Fi . Dans la pratique on notera le plus

souvent un U-topos fibré F —> I par la notation (Fi)‘ en supposant implici-

i€l
tement qu'on a choisi un biscindage. On notera cependant que les constructions qu'on
effectue sur les topos fibrés (telles que le topos total associé (7.4), la limite pro-

jective (8.1)) ne dépendent que des topos fibrés et non pas des biscindages &ventuel-

lement choisis.

Définition 7.1.5. Soient p : F—> 1 et q : 6 —> 1 deux U-topos fibrés sur

I . Un morphisme m de topos fibrés de (F,p) dans (G,q) consiste en la donnée

d'un I-foncteur uf : G——> F (6.1.4) et en la donnée pour tout i objet de I d'un

adjoint 3 droite m,
ik

H Fi —_— Gi au foncteur m: : Gi e Fi obtenu en restrei-

gnant aux fibres en 1 1le foncteur ur . Cette donnée doit &tre de plus soumise 3 la

condition suivante : Pour tout objet i de I le couple de foncteurs adjoints

(m; » WL ) est un morphisme du topos Fi dans le topos Gi .

7.1.6. Soient m : (F,p) —> (G,q) un morphisme de U-topos fibrés sur I et

p' : F' — > 1° , q' : G' —> I° 1les catégories fibrées associées par le procédé
7.1.3 aux topos fibrés (F,p) et (G,q) respectivement. Choisissons des biscindages de
F et G (7.1.4), notés dans les deux cas (fii —> j) —> £, : (f*,f*) , de Fi
dans Fj et de Gi dans Gj respectivement, Comme f‘ : G—>F est un I-foncteur,

on a, pour tout morphisme f : i ——> j , un morphisme de foncteurs (morphisme de

transition)

(7.1.6.1) bf : f*m§ R mzf*

3

. f . .
et pour tout couple i —> j —£ k de morphismes composables, on a

) B 50 = b

£
(7.1.6.2) mi( g of cf,g .

c
f,g
En passant aux foncteurs adjoints, on obtient des morphismes

1 .
(7.1.6.3) bf : f‘mi‘ ety mj*fk

-

qui satisfont 3 des relations analogues aux relatioms (7.1.6.2). Comme les foncteurs
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f* sont des foncteurs images inverses des catégories fibrées (F',p') et (G',q")

(7.1.3), on peut construire un I°-foncteur :

(7.1.6.4) SRR Ae— ’

dont les restrictions aux fibres sont les foncteurs LI et dont les isomorphismes
de transition sont les b! . On vérifie avec un peu de patience que le foncteur m*

£
ainsi construit ne dépend pas du choix des morphismes de topos £. (x).

7.1.7. On note HomtopI(E,G) 1'ensemble des morphismes de topos fibrés entre le to-
pos fibré (F,p) et le topos fibré (G,q) . L'ensemble HomtopI(F,G) est 1'ensemble
des objets d'une catégorie notéde HomtogI(F,G) : 8i m et n sont deux morphismes

P . . k
de topos fibrés, un morphisme de m dans n est un I-morphisme du foncteur n

dans le foncteur m* . On en déduit d'ailleurs par adjonction un I°-morphisme du
foncteur m* dans le foncteur nx (7.1.6). On a donc en définitive deux foncteurs :
(7.1.7.1) HomtoEI(F,G) B Ea— HomI(G,F)°

(7.1.7.2) Homtop (F,6) ———> Hom o(F',G")

s . - . X
qui associent 3 tout morphisme (m , (mit) i €0bT

HomI(G,F) , et d'autre part le foncteur m* € HomIo(F',G') obtenu en recollant les

) , d'une part le foncteur m* €

mi# comme en (7.1.6). Le foncteur m* t G—>»F (7.1.7.1) est appelé le foncteur
image inverse par le morphisme de topos fibré m : F —3> G ; le foncteur
m, : F' ——> G' (7.1.7.2) est appelé le foncteur image directe par le morphisme de

p 3

topos fibré m : F «—> G . Tl résulte immédiatement des définitions que les fonc-

teurs m pb—> m* et m F———+>u& sont pleinement fid&les et que leurs images essen-—
tielles sont, d'une part, 1l'ensemble des I-foncteurs de G dans F qui, fibre par
fibre, sont exacts et commutent aux limites inductives et, d'autre part, l'ensemble
des I°-foncteurs de F' dans G' qui, fibre par fibre, possédent un foncteur adjoint
4 gauche exact. Ceci justifie les abus de langage consistant & définir un morphisme de

topos fibrés par son image directe ou son image inverse. En fait un tel morphisme de

(x) voir note du bas de la page 112.
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topos fibrés n'est alors défini qu'a isomorphisme unique prés.

On note Homtop art/I

engendrée par les morphismes m tels que m¥ (ou ce qui est équivalent o ) soit

(F,G) 1la sous—catégorie pleine de HomtopI(F,G)

un foncteur cartésien (6.1.4). De tels morphismes sont appelés des morphismes carté-

siens. On a donc des foncteurs pleinement fid&les, induits par 7.1.7.1 et 7.1.7.2

(7.1.7.3) Homtop art/I(F’G) ————> Hom arth(G’F) '
H ] 1
(7.1.7.4) HomCOp:art/I(F,G) —— Hom art/I°(F »G") .

7.1.8. Soient p:F—»1,q:G——>1,r:H—>1 trois U-topos fibrés
sur I et m: F——>G,n: G—>H deux morphismes de U-topos fibrés. On dé&fi-
nit comme en IV 3.3 le composé des deux morphismes m et n , qu'on note

om ¢ F——>H, et si V est un univers tel que U €V, on définit une catégorie
(Yfngop/I) dont les objets sont les U-topos fibrés sur I & catégories fibres &lé-~
ments de V , et dont les morphismes sont les morphismes de U-topos fibrés sur I .

De plus, comme en IV 3.3.2, l'application de composition

Homtop,,I(F,G)xHommp/I(G,H) ——re Homtop/I(F,H)

est l'application induite sur les objets par un "foncteur de composition de morphismes":

HomtoB/I(F,G) Homtop/I(G,H) —_— HomtoE/I(F,H)

et les considérations de IV 3.3 et IV 3.4 s'étendent sans changement au cas des U-topos
fibrés. Le lecteur aura d'ailleurs remarqué que lorsque I est une cat&gorie ponc-
tuelle (un objet, un morphisme identique) un U-topos fibré sur I "n'est autre” qu'un
U-topos, et un morphisme de U~topos fibrés "n'est autre" qu'un morphisme de U-topos

et les constructions précédentes se réduisent & celles de IV 3.

7.1.9. Soient p : F—— 1 un U-topos fibré et ¢ : J ——> I un foncteur. La
catégorie fibrée Py ¢ FJ - ] d8duite de (F,p) par le changement de base

¢ ¢+ J—> 1 est un U-topos fibré sur J . Soient p' : F' —> I° et

(PJ)' =(FJ)' — J° les catégories fibrées déduites respectivement de (F,p) et

(FJ,pJ) par la construction de 7.1.3. On vérifie immédiatement que la catégorie

((FJ)’ , (pJ)’ )} est canoniquement isomorphe 3 la catégorie (p')J : (F')J _J°
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® ¢ J° ——> 1° . Ces deux

déduite de p' : F' ——>» I° par le changement de base ¢
catégories fibrées sur J° seront par la suite identifides et notées p"I : F“I —_— J° .
L'opération de changement de base est fonctorielle, et méme 2-fonctorielle, par rapport

& son argument : pour tout couple p : F—— I et G ——> 1 de U-topos fibrés sur

I, on a deux diagrammes commutatifs de catégories et foncteurs :

HomtopI(F,G) i HomI(G,F) °

(7.1.9.1) ‘L i

o
HomtoBJ(FJ,GJ) — HomJ(GJ,FJ) .

HomtoEI(F,G) e MI"(F' ,G")
(7.1.9.2) l l

HomtoEJ(FJ,GJ) —— HomJo(Fjo’GJa) )

ol les foncteurs verticaux sont des foncteurs changement de base et oli les foncteurs
horizontaux sont respectivement dans (7.1.9.1) les foncteurs "morphisme — image
inverse" (7.1.7.1), et dans (7.1.9.2) les foncteurs "morphisme +——> image directe"

(7.1.7.2).

7.2. Sites fibrés

7.2.1. Un U-site fibré C sur une catégorie 1 est une catégorie fibrée

p: C—— 1 dont les fibres sont munies de topologies faisant de celles—ci des

U-sites (IV 3.0.2) telles que pour tout morphisme f : i ———> j de I , le foncteur
*

image inverse £ Cj —_— Ci soit un morphisme du site Ci dans le site Cj

(IV 4.9.1).

7.2.2. Soient p : C——>1 et gq :D——>1 deux U-sites fibrés sur I . Un

morphisme de U-gites fibrés de C dans D est un I-foncteur (6.0.) m : D ——>¢C

tel que pour tout objet i de I , le foncteur m Di —C; soit un morphisme
du site Ci dans le site Di . On désigne par MorsiteI(C,D) 1'ensemble des mor-—

phismes de sites fibrés de C dans D . Un foncteur continu du site fibré D dans le

site fibré C est un I-foncteur de D dans C qui induit sur les fibres des fonc-

teurs continus (III 1). On note ContI(D,C) 1'ensemble des foncteurs continus du
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site fibré D dans le site fibré C . On désigne par MorsiteI(C,D) la sous-catégorie
pleine de EEEI(D’C)o définie par l'ensemble d'objets MorsiteI(C,D)CZ HomI(D,C) .
On désigne de méme par EEEE{(D’C) s la sous-catégorie pleine de Eggl(D,C) définie
par le sous-ensemble d'objets ESEEI(D’C)‘: HomI(D,C) . On a donc deux foncteurs plei-

nement fidéles et injectifs sur les objets
(7.2.2.1) MorsiteI(C,D) — ContI(D,C)° s HomI(D,C)°

On définit, de méme qu'en 7.1.7, les morphismes cartésiens du site fibré C dans le

site fibré D . On a un diagramme de sous-catégories pleines

Morsi s ¢ ¢
orsite art/I(C’D) Hom art/I(D’C)

(7.2.2.2) 'l 'l

MorsiteI(C,D)C—————————-> HomI(D,C)o

7.2.3. Les morphismes de U-sites fibrés se composent. Ceci permet de définir la caté-
gorie (V-U-Site/I) dont les objets sont les U-sites dont les fibres appartiennent a
un univers V {dont U est un élément). La catégorie ngjsite est d'ailleurs munie
d'une structure de 2-catégorie et en particulier la composition des morphismes de U-
sites fibrés est fonctorielle par rapport aux morphismes entre morphismes. Pour tout
foncteur $ : J——> 1 et tout site fibré p : C —— I , la catégorie

Py ¢ CJ ——> J déduite de (C,p) par le changement de base ¢ : J ——> I , est

munie canoniquement d'une structure de U-site fibré sur J . L'opération de changement

de base est 2-fonctorielle.

7.2.4. Soit p : C—— I wune catégorie fibrée dont les fibres scnt munies de
topologies faisant de celles-ci des U-sites. Supposons que les limites projectives
soient représentables dans les catégories fibrées. Pour que p : C ——> I soit un
U-site fibré il suffit que les foncteurs images inverses soient exacts & gauche et
transforment familles couvrantes en familles couvrantes, et cette condition est aussi
suffisante lorsque les topologies des fibres sont moins fines que la topologie cano-
nique (IV 4.9.2). Tous les sites fibrés utilisés dans ce séminaire seront du type
décrit ci-dessus. De meme, soient p : C——> 1 et q : D —> I deux sites fibrés

tels que les limites projectives finies dans les catégories fibres soient représen-
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tables. Un foncteur cartésien m : D —— C qui induit sur les catégories fibres des
foncteurs exacts d gauche et qui transforme les familles couvrantes des catégories
fibres en familles couvrantes est un morphisme de sites fibrés de C dans D , la
réciproque étant vraie si les topologies fibres de C sont moins fines que la topo-

logie canonique (IV 4.9.2). Tous les morphismes de sites fibrés utilisés dans ce

séminaire seront du type décrit ci-dessus.

7.2.5. Un U-topos fibré p : F —— I est un U-site fibré lorsqu'on munit les fibres
de la topologie canonique, ce que nous feroms toujours par la suite. Soit m : F — G
un morphisme de U-topos fibrés. Le foncteur image inverse m* : G—>F (7.1.7)

est un morphisme du U-site fibré F dans le U-site fibré G . On a donc un foncteur
(X-H-Top/l) —_— (!—H—Site/I) » foncteur qui n'est pas fidé&le en général. Mais ce
foncteur se prolonge en fait naturellement en un 2-foncteur qui induit, pour deux

U-topos fibrés F et G sur I , un foncteur :
(7.2.5.1) HomtoEI(F,G) B — MorsiteI(F,G)

ui est une équivalence de catégories, ainsi qu'il résulte immédiatement des défini-
t]

tions. D'ailleurs le foncteur (7.2.5.1) composé avec 1'inclusion canonique
MorsiteI(F,G) e HomI(G,F)° n'est autre que le foncteur (7.1.7.1) qui, 3 un mor-

phisme de topos fibrés, associe son image inverse.

7.2.6. Soit p : C—> I un U-site fibré. Choisissons pour tout morphisme
f:1——=3 de I un foncteur changement de base fs : Cj —_ Ci . En passant
aux catégories de @-faisceaux, le foncteur £ se prolonge en un foncteur

* "\ " - n " .
Top(£f) "™ : Cj e C]._ , oi Top(f) : Ci —_— Cj est un morphisme de topos (IV 4.9.

1.1), rendant commutatif 3 isomorphisme prés le diagramme :

(7.2.6.1) £y lei

Soient
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(7.2.6.2) g f*g* — (gf)"
»

les isomorphismes canoniques (6.1.2.1) et

(7.2.6.3) bf : Top(f)* ej B — eif*

les isomorphismes qui "rendent commutatifs" les diagrammes (7.2.6.1). En utilisant le
R * .. p . s s .
fait que les foncteurs Top(f) comnutent aux limites inductives, on vérifie immé-
. . . f . g
diatement que pour tout couple de morphismes composables : i —— j k ,

il existe un et un seul isomorphisme :
* * *
(7.2.6.4) Top(cf g) : Top(f) Top(g) > Top(gf)
H]
tel qu'on ait

(7.2.6.5) eileg Pbe Top (£)* (bg) = b Top(c, )

gf
De plus, les isomorphismes (7.2.6.4) satisfont automatiquement la condition de cocycles
de 6.2.2.2. On peut donc construire une catégorie fibrée

(7.2.6.6) e 1

. . . Y]
dont les fibres sont canoniquement isomorphes aux U-topos Ci (6.1.3), et un foncteur
cartésien

~/T

(7.2.6.7) € HI J—— )

R . . ~ P PP
qui induit sur les fibres les foncteurs € H Ci e Ci . I1 résulte immédiatement

~/ T

PP ~ P
des définitions que p : C ———> I est un U~-topos fibré sur 1 , que ¢ est

/T

c/1

un morphisme cartésien de U-sites fibrés de C dans C , et que le U-topos fibré

/1

C ——> I et le foncteur cartésien ¢ ne dépendent pas, 3 isomorphisme canoni-

c/1
que prés, des différents choix utilisés pour les construire (choix des foncteurs

. * ez
changement de base et choix des prolongements Top(f) ). Le U~topos fibré c¥

est appelé le U-topos fibré associé au U-site fibré.

.

7.2.6.8. On vérifie que la formation du U~topos fibré associé Z un site fibré

"commute" aux opérations de changement de catégorie base.



- 120 - Vi

Proposition 7.2.7. Soient E un U-topos fibré sur 1 et C un U-site fibré sur

I . Le foncteur m bep m? € , associant 3 tout morphisme de topos fibrés

c/t
m: E—> C%/I le composé avec /1 du foncteur image inverse associé
m* : CN/I w3 E , induit une équivalence de catégories préservant les objets
cartésiens
af1 S .
HomtogI(E,C ) —— s Mor51teI(E,C) .

Lorsque dans les catégories fibres de C les limites projectives finies sont repré-

sentables, le foncteur pleinement fidéle correspondant

HomtogI(E,c'“/I) —_— HomI(C,E)°

a comme image essentielle 1'ensemble des I-foncteurs g : C —> E gqui sont exacts

a4 gauche fibre par fibre et qui transforment les familles couvrantes des catégories

fibres en familles &pimorphiques des catégories fibres correspondantes.

Cette proposition ne fait que généraliser au contexte fibré la proposition

IV 4.9.4, et la démonstration donnée en IV 4.9.4 se géndralise immédiatement.

7.3. Exemple

Exemple 7.3.1. (le topos fibré des morphismes d'un topos)

Soient E un U-topos , F1(E) la catégorie des morphismes de E et
p ¢ FI1(E) =~ E le foncteur qui associe & un morphisme son but. La catégorie
(F1(E),p) est un U-topos fibré sur E . (7.1.1 et IV 5.1). La fibre en tout objet X
de E est le topos E

. Le foncteur image inverse f* : E — E/X par un mor-

/X /Y
phisme f : X —> Y est le foncteur produit fibrd. A tout foncteur ¢ : I — P E ,

on peut donc associer le U-topos fibré sur I
(7.3.1.1} pp ¢ Fl(E)I-—ﬁI >

obtenu par le changement de base ¢ : I —>E , dont la fibre en tout objet i de
I est E/¢(i) (7.1.9). Ssi V est un univers dont E est un &lément, on a, avec les

notations de 7.1.8, une application

(7.3.1.2) Hom(1I,E)

> ob(ijftop/I) »

-

qui associe 3 tout foncteur ¢ € Hom(I,E) 1le U-topos fibré sur I déduit de (F1(E),p)
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par le changement de base ¢: I —>E . Soient ¢ 1 et ¢ 9 deux foncteurs de I

dans E et m : ¢J —> 2 un morphisme de foncteurs. Notons p1 : Fl(E)1 —_— T
et Py ¢ ’Fl(E)2 — I 1les U-topos fibrés sur I déduits de p : FI(E) —— E par
les changements de base ¢ P I —E et ¢ g ¢ I —>E respectivement. Choisis-

sons, pour tout objet i de I , un morphisme de topos (IV 5.5.2)

(7.3.1.3) loc(m(i)) : E

——

I (D) I (D)

(x)

On vérifie alors facilement qu'il existe un et un seul morphisme cartésien de

topos fibrés sur I :
(7.3.1.4) loc(m) : FI(E)i _— FI(E)Z N

qui induise sur les topos fibrés les morphismes loc(m(i)) . Le morphisme
loc{(m) : Fl(E)I ————>-F1(E)2 est déterminé & isomorphisme canonique pré&s par le mor-
phisme de foncteurs m : ¢l — 4, - Si =n : ¢2 ~vw~>—¢3 est un morphisme de fonc-

teurs, on a un isomorphisme
(7.3.1.5) e{m,n) : loc(n)loc(m) & loc(nm) N

et les isomorphismes c(m,n) possédent une propriété de cocycle analogue a 6.1.2.2.

Exemple 7.3.2. (Le site fibré des morphismes d'un site).

Soient C wun U-site ofi les produits fibrés sont représentables, F1(C) 1la

catégorie des morphismes de C et p : F1(C) ——> ¢ le foncteur qui associe 3 un
morphisme son but. La catégorie fibrée (F1(C),p) est un U-site fibré sur C lorsqu’
on munit les catégories fibres des topologies induites (II 5.2). Soient

ec ¢ C — C° 1le foncteur canonique de C dans la catégorie des U-faisceaux sur

C . En notant Fl(ec) 1'extension naturelle de ce dernier foncteur aux catégories de

morphismes, on a un diagramme commutatif de caté@gories et foncteurs :

Fi{e.)
F1(C) ——S—  F1(¢%)

(7.3.2.1) P l i P
€

c ——¢ . ¢

(x) 1'unicité provient de ce qu'on exige, avec les notations de (IV 5.5.3), 1la
formule : (gf)! =g,f, .
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d'oli un foncteur cartésien entre catégories fibrées sur C :

F1(C) ———> m{c“’)c

(7.3.2.2) \ /
/C
C

ol P F1(C" )o = C est déduite de F1(C') — ¢~ par le changement de base
€ ? C —>C" . Le foncteur F1(C) -———+-F1(cm )C de 7.3.2.2 est un morphisme du
site fibré F1(C)), dans le site fibré FI(C) (7.2.2), d'oll par 7.2.7 un morphisme
de topos fibrés sur C :

(7.3.2.3) can : 1-‘1(0““)C — ot

/C

~

ol F1(C) est le topos fibré sur C associé au site fibré F1(C) —> C (7.2.6).
Il résulte de la définition du topos fibré associé (7.2.6) et de II 5.5 que le mor-
phisme can de 7.3.2.3 est une C-équivalence de U-topos fibrés sur C , i.e. il

/C

existe un morphisme 0 : F1(C)m  —— F1(Cm)C de U-topos fibré&s sur C tel que les
composés O o can et can o 8 soient C-isomorphes a 1'identité.
Soit ¢ : I —— C un foncteur. On en déduit par changement de base un

site fibré sur I :
(7.3.2.4) py ¢ FLO) —> 1

et comme la formation du topos fibré associé commute au changement de base (7.2.6), on
a une I-équivalence de U-topos fibrés

(7.3.2.5) can & F1(C), — 1?-'1(c);/I

oli Fl(CN)I —— 1 est le U-topos fibré obtenu par le changement de base
€x © ¢+ I —— Cm .

Soient enfin ¢, ¢ I ——=C et ¢, * I —> C deux foncteurs et
m:o¢, ——> ¢2 un morphisme de foncteurs. Notons Fl(C)1 et Fl(c)2 les sites
fibrés sur I déduits de p : F1(C) ———> C par les changements de base ¢1 et ¢2

respectivement. On construit comme en 7.3.1 un morphisme de sites fibrés sur I :

(7.3.2.6) loc(m) : Fl(C)l-————> Fl(C)2 .
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A,
Notons F1(C )1 — I et Fl(Cm)2 —> 1 les U-topos fibrés sur I obtenus par

les changements de base € © ) et ¢ respectivement., On a un diagramme commu-

c©%

tatif & isomorphisme prés de morphismes sur I :

loc (e tm)
FL(CY, Y FL(C™,
(7.3.2.7) J _1
loc{m)
Fl(C)l Fl(C)2

oli les morphismes verticaux se déduisent par changement de base des morphismes de

7.3.2.2.

Exercice 7.3.3. (Petit site et gros site fibrés).

Cet exercice est une suite 3 l'exercice IV 4.10.6 dont on utilise les hypo-
théses et les notations. On note M la sous—cat@gorie pleine de F1(S) définie par
les morphismes de M , et p : M —> S le foncteur qui associe i un morphisme son
but.

6°) Montrer que (E,p) est un site fibré sur § et que, lorsque dans S

les produits fibrés sont représentables, le foncteur d'inclusion M —— F1(§) est

un morphisme carté@sien du site fibré FI(S8) ——=> S dans le site fibré M—5.

/s

. N, e PP
7°) Soit M —— 5 le topos fibré associé & — S . Montrer qu'on

a avec les notations de 7.3.2, un morphisme canonique g : Fl(S’\')/S — gm/s de

4

topos fibrés sur S qui induit sur chaque fibre en X € ob(S) 1le morphisme
(Prolx,ResX) (IV 4.10.6 4°)). Montrer que, bien que pour tout X € ob(S) 1le morphisme
8y ¢ S/X — > 5(X)™ admette une section (loc. cit.), le morphisme g n'admet pas

en général de section.

7.4. La topologie totale d'un topos ou d'un site fibré.

Définition 7.4.1. Soit p : C—— 1 un U-site fibré et pour tout i € ob(I) , notons

ag, ¢ Ci -—> (¢ le foncteur d'inclusion de la catégorie fibre Ci dans C . On

appelle topologie totale sur C la topologie la moins fine sur C qui rende continu

les foncteurs ayy

munie de la topologie totale.

pour i € ob(I) (III 3.6). On appelle site total la catégorie C
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Proposition 7.4.2. Soient p : C —> I un U-site fibré, T la topologie totale

sur C et pour tout i € ob(I) , Ti la topologie de la fibre c; -

1) Soit X un objet de € au-dessus d'un objet i de I . Une famille

(X6 — X)) est couvrante pour T si et seulement si elle est raffinée par

BE B

une famille couvrante pour Ti (YY D —— X)Y er de Ci .

2) La topologie T induit sur les catégories Ci » les topologies Ti .

3) Pour tout i € ob(I) , le foncteur a;, 1 C; —>C est cocontinu.

7.4.2.1. La propriété 3) résulte de 1) et de III 2.1. Démontrons 1). Soit, pour tout
objet X de C, J(X) l'ensemble des cribles de C/X décrits dans 1). On vérifie
que les J(X) possddent les propriétés T 1) , T 2) et T 3) de II 1.1, et qu'ils
définissent par suite une topologie T' sur C . La topologie T' est la moins fine
des topologies sur C pour lesquelles les familles couvrantes pour les topologies

Ti sont couvrantes. La topologie T' est donc moins fine que T (III 1.6). Pour mon-—
trer que T' = T , il suffit donc de montrer que pour tout objet i de I , le fone-

teur o,

T Ci -~—> C est continu lorsqu'on munit C de la topologie T' ; ou

encore, il suffit de montrer que la topologie induite par T' sur la catégorie Ci
est la topologie Ti , ce qui démontrera en méme temps la propriété 2). Soit Ti la
topologie sur Ci induite par T' , et u : R&~— X un crible couvrant pour Ti .
D'aprés III 3.2 le morphisme ai!(u) :ai!(R) —_— ai!(x) est bicouvrant et en par—
ticulier couvrant, ce qui revient 3 dire, d'aprds la définition de T' , que le cri-
ble R¢<——> X est couvrant pour Ti . La topologie Ti est donc moins fine que Ti s
et pour démontrer que Ti est plus fine que Ti , 11 suffit, par définition de la
topologie induite (III 3.1), de montrer que le foncteur agy : Ci ——3 G est continu
lorsqu'on munit les catégories C;, et C des topologies Ti et T' respectivement.

En résumé, pour démontrer les propriétés 1) et 2), il suffit, via III 1.2 et 1.5, de

démontrer le lemme suivant :

Lemme 7.4.2.2. Avec les hypoth&ses et notations de 7.4.2 et 7.4.2.1, soient X un

objet de C au-dessus de i et R ~2>X un morphisme de C; . Les propriétés

suivantes sont &quivalentes :
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i) Le morphisme R — X est bicouvrant pour Ti .

ii) Le morphisme ai!(u) : ai'(R) B — ozi'(x) est bicouvrant pour T' .

i) == ii) : Il est clair que si R ——> X est bicouvrant pour T, »
le morphisme a“(u) est couvrant pour T' . Il reste & montrer qu'il est bicouvrant
(IT 5.2). Soit Y un objet de C au-dessus d'un objet j de I, m et n
n: Yy —3 ail(R) deux morphismes de €~ tels que ai!(u)m = ai!(u)n y et posons

f = p(ai'(u)m) . Comme le foncteur o commute aux limites inductives (I 5.4.3)),

i!

on a (I 3.4) :

Hom ,..(Ya (R))Nllm Hom (Y, a. ()) .
C R

Comme pour tout objet Z de Ci , on a avec les notations de 6.1.1 :

HomC(Y,Z) L, I Hom (Y,2)

w € Hom(j,1i)

on en déduit

é—h? Hom(Y,0,,(.)) 22 l i }_}_t;ﬂom (Yra.,0.))

w€ Hom(j,i)

. . . . *
Mais pour tout w € Hom(j,i) , on a un foncteur image inverse w : Ci —_— Cj , et

on a Hom (Y,a,,(.)) Hom, (7,w%(.)) . D'ol en notant encore w' : c; —> CJ? le
’ i
prolongement de W oaux préfaisceaux (qu'on devrait noter d'aprés I 5.4 (w*), y et

en remarquant que le foncteur w* : C; B — Cg commute aux limites inductives (I 5.

4.3)), on obtient un isomorphisme :
Hom, . (Y R)) = l i v,
om, .« ,ai!( Y) Homc,:( % (R)) .
w € Hom(j,i) ]

: . : e R
Dans cet isomorphisme, les morphismes m et n : ¥ e ai’(R) correspondent 3

s e
deux morphismes m' et n' : Y > f*(R) tels que f"(u)m' = f*(u)n' . Comme le
foncteur image inverse est un morphisme de topos, il est en particulier continu et par

suite f*(u) est bicouvrant (III 3.2). Il existe donc une famille couvrante de Cj

v
(YG —S Y)G telle que pour tout & on ait m' Ve = n' Vs - On en déduit que
mVe=nv, pour tout § , et par suite que a]._!(u) est bicouvrant pour T' .
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a. (u)
‘s . 1 . .
ii) = i) : Supposons que 0‘]-_\,(R) — ai'(x) soit bicouvrant.

Le foncteur ail : Ci > G  est cocontinu (III 2.1). Par suite a: ai'(u) est bi-

couvrant (IIT 2.3.2) et {II 5.3 ii)). Le foncteur ay, Ci > C posséde la pro-

priété (PPF) de I 5.14. Par suite on a un diagramme cartésien des C; (I 5.14 3)) :

x
—_—e o, A,
R ax al!(R>

|

x
.—._% . . .
X al ul!(x)
Par suite, u est bicouvrant (II 5.2).

Remarque 7.4.3.

1) La proprosition 7.4.2 peut s'énoncer et se démontrer dans un cadre un peu
plus général que celui des sites fibr&s, mais apparamment sans intérét : au lieu d'un
site fibré p : C — I , on considére une catégorie fibrée p : C ——= 1 dont les
fibres sont munies de topologies et dont les foncteurs images inverses sont continus
pour ces topologies (alors que dans le cas des sites fibrés on exige de plus que ces
foncteurs images inverses soient des morphismes de sites (IV 4.9)).

2) On peut démontrer que la topologie totale d'un site fibr& est la topolo-
gie la plus fine rendant cocontinus les foncteurs agy ¢ Ci — ¢ (III 2).

3) Soit p : ¢ —— 1 un U-site fibré au-dessus d'une catégorie &quivalent
i une catégorie U-petite. Alors le site total C est un Hjsite (I1 3.0.2). En effet,

si pour tout objet i de I (XB) est une petite famille topologiquement géné-

gE B,
ratrice de Ci , la famille (XB)Bﬁll Bi est topologiquement génératrice pour C et
est U-petite. On appelle Topos totdl et on note Top(C) le topos des faisceaux sur le

site total.

4) Soit p : €~ I un U-site fibré sur une petite catégorie. Comme le

a: = (o:, aix) de C; dans Top(C) (IV 4.7). Comme de plus le foncteur e :

ny
Ci w2 C  @st continu, le foncteur u: : Top(C) — Ci admet un adjoint & gauche
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"
noté encore asy t Ci ~—— Top(C) qui prolonge le foncteur @y ot Ci —C

(I11 1.2 iv)).

Proposition 7.4.4. BSoit p : C —— I wun U-site fibré sur unme petite catégorie I

1) Un préfaisceau F sur C est un faisceau pour la topologie totale si

et seulement si pour tout objet i de I , le préfaisceau F o @y = FICi est un

faisceau sur Ci .

2) Un foncteur m de C dans un site D est un foncteur continu du site

total C dans le site D si et seulement si pour tout objet i de I le foncteur

m[C., =moaq,, :C, —>D est continu.
i il i ——

Si F est un faisceau pour la topologie totale, le préfaisceau F o 4

est un faisceau sur Ci car o : Ci ——e—3 ( est continu. Supposons que pour tout

i
i, Fo ey soit un faisceau sur Ci . Soit X un objet de C au-dessus d'un objet

i de I . Pour tout crible couvrant R de Ci/X ,ona FX)MFo ai!(R) et par
suite F(X)™X F(ai!(R)) . Soit R!' ¢“—> X 1le crible de C/X image du morphisme cano-
nique de préfaisceaux ai!(R) —> X . Le morphisme ai!(R) —~——> R' est un épimor-—
phisme de préfaisceaux et par suite F(R') —— F(ai!(R)) est injectif. Comme

F(R') —> F(ai!(R)) est aussi surjective, 1'application F(R') —— F(ai!(R))

est bijective, et par suite l'application F(X) —— F(R') est bijective. Comme les
cribles couvrants R' “—— X qu'on obtient ainsi sont cofinaux dans 1l'ensemble des
cribles couvrants X (7.4.2. 1)), le préfaisceau F est un faisceau, car en revenant

38 la construction du faisceau associé (II 3) on constate que F est isomorphe & son

faisceau associé (II 3.3). La deuxidme assertion se déduit immédiatement de la premiére

et de la définition de la continuité (III 1.1).

7.4.5. Soient p : C——> 1 un U-site fibré sur ume catégorie I &quivalente 3 une
petite catégorie et

f @i
une fléche de la catégorie d'indices I . En notant encore f : CI ————>—C; le mor-—
phisme de topos déterminé par la structure de site fibré, on a (avec les notations de

7.4.3 4)) un diagramme de morphismes de U-topos
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(7.4.5.1) f o

C.
]

oi Top(C) est le topos total (7.4.3.3). Le diagramme (7.4.5.1) n'est pas commutatif

en général. Nous allons définir un morphisme canonique de morphismes de topos :
(7.4.5.2)

Il suffit de définir un tel morphisme au niveau des images inverses, i.e. de définir

un morphisme de foncteurs :

(7.4.5.3) B; . £ o u? —_— a’]{ N

ol encore, en utilisant l'adjonction entre les foncteurs f* et ft , 11 suffit de

définir un morphisme de foncteurs :

B *
(7.4.5.4) Yg ! o;j —_— f* a; .

Soient donc Y un objet de Cj et F un faisceau sur le site total C . On a, par

définition, a? F(Y) = F(aj'(Y)) et f1 a; F(Y) = F(ai' (f’(Y))) , ol dans le deuxiéme

membre f¥ : Cj —C; désigne le foncteur image inverse pour la structure fibrée.
Mais, par définition de ce foncteur image inverse, on a un morphisme carté&sien cano-

nique :

. *
(7.4.5.5) my f ey, f7 — aj!

d'oli, en appliquant le foncteur F , une application fonctorielle em Y :
(7.4.5.6) (YD = F(m) : o} F(Y) —> £_ oF F(D)

4.5, Ye mY : Gj ( x % ,
application définissant un morphisme de faisceaux sur Cj :

(7.4.5.7) v (®) a‘J? F——>f of F ;

k4
x i

d'ol le morphisme de foncteurs Ye de (7.4.5.4).
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Soient alors f : i ——>j et g : j =k deux morphismes composables

de I . On a un isomorphisme canonique :

¥ »
Cof B f,—>~ (8D),

et on vérifie immédiatement la formule de compatibilité :

.4.5.8 ! =
(7:4:5-8 ‘gt © BVE) 0 Yp T Ygr

NI C'\J/I

7.4.6. 1Introduisons alors le U-topos fibré op : ~—— 1 associé &

p:C—>1(7.2.6) et la catégorie fibrée sur I° correspondante

R LI il

I e s .
) e I° 0 (7.1.3.2). Les considérations précédentes permettent

d'associer 3 tout objet F de Top(C) une famille Fi = (dg F) d'objets

i €ob(I)

des C: et une famille de morphismes
yfF:Fj—>-f‘Fi , FEFI(D) , £:1i—>j R

cette famille de morphismes&tant soumise aux conditions de compatibilités de (7.4.5.8).

m/I),

On a donc associé 3 F un 1°-foncteur de la catégorie I° dans la catégorie (C

/1

i.e. un objet OC(F) de la catégorie HomIo(I°.(Cm ') . Comme cette construction

est fonctorielle en F , on a en définitive un foncteur :

(7.4.6.1) 8 : Top(C) —>MI°(I°,(C“/I)') .

Ps

Proposition 7.4.7. Soit C —— 1 gg_ursite fibré avec I &quivalente A une petite

catégorie. Le foncteur © (7.4.6.1) est une 8quivalence de catégories.

C
Nous nous contenterons de décrire un foncteur quasi-inverse 3 GC . Soit
L . . . /I
g € HomIo(I°,(C / ') i.e. un I°-foncteur i b—> g(i) de 1I° dans (C / r .

Pour tout objet X de C au-dessus de p(X) = i € ob(I) , on dispose d'un faisceau
a(p(X)) € obC: ; d'oll un ensemble o(p(X))(X) . Soit m : X —— Y un morphisme de
C au-dessus du morphisme f : i —— j de I . Le morphisme m se factorise d'une
mani&re unique en un morphisme m' : X —— *y de Ci et le morphisme cartésien
canonique f (Y) =—> Y . De méme le morphisme o(f) se factorise de mani&re unique
en un morphisme yf(o) : o(p(Y)) —— f* a(p(X)) et le morphisme I°~-cartésien cano-

nique f*c(p(x)) i G (p(X)). On a donc une application de o(p(¥))(Y) dans
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o(p(X))(X) , obtenue en composant les applications :

Yf(G)(Y) % a(p(X)) (a")
a(p(¥N(Y) ———— > fy (X)) = s(PpXI(ETY) ——————— o(p(X)H (D)
On a donc associé 3 tout objet X de C un ensemble o(p(X))(X) et i tout morphisme
m: X ——>Y une application o(p(¥))(Y) ——> o(P(X))(X) . On vérifie qu'on a bien
déterminé ainsi un préfaisceau sur C , préfaisceau qui ne dépend pas du choix des
foncteurs images inverses utilis@s pour le construire. Il résulte de 7.4.4 que le
préfaisceau X bF—— o(p(X))(X) est un faisceau sur le site total C , et il est clair

~/ 1

que ce faisceau dépend fonctoriellement de 1'objet o de HomIo(I°,(C )') . 11 est

aussi clair, en revenant i la définition du foncteur GC , que le foncteur de
v/ 1 . . .
HomIo(I°,(C / ') dans Top(C) qu'on vient de construire est un foncteur quasi~

inverse de o

/Ty

Remarque 7.4.8. Il résulte en particulier de 7.4.7 que la catégorie HomIo(i°,(Cm
est un U-topos. Ce dernier fait peut se voir directement. On voit immédiatement, en
utilisant I 9.21.10, que les conditions a), b) et ¢) de IV 1.1.2 sont satisfaites, et

1'existence d'une petite catégorie génératrice résulte de I 9.25.

7.4.9, Soient p : € —>1 et q: D ——> I deux U-sites fibrés sur une petite

catégorie et soit m un morphisme du site fibré C dans le site fibré D (7.2.2).

T I . P
Notons m / : C ~ D{"'fI le morphisme correspondant entre les U-topos fibrés

s s . sz v/ 1 cert = s : :
associés. Le morphisme de topos fibrés m / est défini 4 isomorphisme canonique

prés (7.2.7). I1 lui correspond un foncteur image directe m:/I :(CN/I)’ o (Dm/I)'

(7.1.7) qui fournit, en passant aux sections sur 1I1° , un foncteur :

(7.4.9.1) Hom1°(1°,m:/1) : goﬂlo(l",(c””)') ——-»mlo(f,(nm/l

PRD] .

Par ailleurs, le foncteur m est un foncteur continu entre les sites totaux
(7.4.4) et par suite fournit, par composition, un foncteur LA Top(C) ———> Top(D) .

En résumé, on a un diagramme de foncteurs :

(2]
el
()
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<] '
Top(C) ¢ Hom o (1°, (C"”/‘I) )
(7.4.9.2) m, HomI,,(I°,m:/I)
6D 1
TOP(D) mlo(]:"’(n )')

Proposition 7.4.10. Le diggramme 7.4.9.2 est commutatif 3 isomorphisme pr&s. Lorsque

m est cartésien, m est un morphisme du site total C dans le site total D .

-

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la commutativité 3 isomorphisme

prés du diagramme (7.4.9.2). Pour montrer que m est un morphisme entre les sites

-

totaux, il suffit, compte tenu de 7.4.7, de montrer que le foncteur adjoint i gauche

/1

au foncteur Homlo(I°,m: ) est exact 3 gauche. Nous allons tout d'abord décrire le

foncteur adjoint & gauche 3 Hom10(1°,m:/1) . Notons- (mN/I)* : Df\'/I P CN/I le
foncteur image inverse du morphisme m'\'/I (7.2.7), et pour tout objet i de I,
X oIk

ki 7 .
notons o s Di —_— Ci le foncteur induit par (m ') sur les fibres em 1 .
Choisissons pour tout morphisme f : i ——— j de 1 des morphismes de topos, notés

dans les deux cas (f‘,f*) : C: —>C, et (f*,f*) : DI —_— D; . Comme (mm/I)’

]
est un I°~foncteur cartésien, on a, pour tout f : i —> j , un isomorphisme cano-
nique

(7.4.10.1) o £ —— m’; ,
et comme les foncteurs f* et f* sont adjoints, on a des morphismes canoniques

(morphismes d'adjonction)
¢+ id —f, £

(7.4.10.2) v : £¥ £, —id .

Considérons alors la suite de morphismes fonctoriels :

(7.4.10.3) ¥t — (D L e phx @D L o oae, ) o
] * % * 1 % * 1

ol le morphisme (1) est déduit de ¢ , le morphisme (2) est déduit de 1'isomor-

phisme (7.4.10.1) et le morphisme (3) est déduit de ¥ . En composant les différents
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morphismes de la suite (7.4.10.3), on obtient un morphisme fonctoriel :

e

-
(7.4.10.4) canf : mj f* —_— f* o,

.

Soit alors T un objet de HomIo(I°,(Dm/I)') . On a donc, pour tout objet i de I
"

un objet T(i) de Di et pour tout morphisme f : i ———> j , un morphisme

(7.4.10.5) Yf(T) : 1(j) ———— ft (i) s

ol la famille des Yf(T) posséde une propriété de compatibilité anmalogue & (7.4.5.8).

Posons alors o(i) = ﬁ: {1{i)) et notons

(7.4.10.6) Yf(o) : o(j) —— f* o(i)

. m oY can (t(i))
le morphisme composé mj 1(j) ———i & mj f* (i) ————— f#mi (i) .

On vérifie que les Yf(c) possédent la propriété de compatibilité de (7.4.5.8) et
r\,/I) '

) . Un ™adjoint functor

/1

par suite qu'on a défini ainsi un objet de HomIo(I°,(C

/I)') dans HomIo(I°,(Cm

: . - - /1
qu'on vient de onstruire est adjoint & gauche au foncteur HomIo(1°,m*/

» “\
chasing” montre alors que le foncteur de Homlo(1°,(D

Y
) . Reste &
montrer que cet adjoint 3 gauche commute aux limites projectives finies, ce qui résulte
immédiatement du fait que dans les catégories de sections les limites projectives se

calculent fibre par fibre et que tous les foncteurs utilisés pour construire cet

adjoint & gauche commutent aux limites projectives finies.

Corollaire 7.4.11. Soient p : C ———> T un U-site fibré sur une petite catégorie,

p"'/I : C'\'/I ———> 1 le U-topos fibré associé (7.2.6), €t C = Cr\'/I le morphisme

/1

canonique du U-site fibré ¢ dans le U-site fibré C . Le morphisme e, induit

1
une &quivalence Top(eI) t Top(C) =——> Top(Cm/I) entre les topos totaux correspondants.

Résulte de la commutativité du diagramme (7.4.9.2) et du fait que le mor-

phisme iI fournit une &quivalence entre les U-topos fibrés associés.

Remarque 7.4.11.1. Il résulte de 7.4.11 que dans les questions concernant le topos

total on peut remplacer les sites fibrés par les topos fibrés correspondants,
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Lemme 7.4.12. Soient p : C —> I un site fibré sur une petite catégorie I et

i un objet final de I (I 10). Le foncteur @yt C;-—>Top(C) (7.4.3.4) est

exact et pleinement fidéle. Les couples de foncteurs B, = (o0 "it) : Top(C) —> Ci’\'

* v . .
et Gi = (ai’ Gi*) H Ci ~——> Top{C) sont des morphismes de topos. Le morphisme com—
- i i * » - »
posé Bi ai : Ci —_— Ci est isomorphe au morphisme identigue.

Pour tout objet j de 1 , notons £, : j i 1‘'unique morphisme de

Iyyy  (7.4.7)

. . cae ., n,
j dans i . En utilisant 1'équivalence G)C : Top(C) ~—~—{\'—>HomI°(I°,(C

on voit que pour tout objet X de Ci s ai'(X) est la section j k> f;(x) et

/1

que pour toute section jr—> o(j) € HomIe(I",(Cw ¥, 0‘:( i o(j)) est

. . . * . o . . .
1'objet o(i) . Par suite o, a est isomorphe 3 1'identité. Donc g, est pleine-
1 P 1!

it

-

ment fidéle., Comme les foncteurs f?' sont exacts 3 gauche, le foncteur a;, est

. b3 .
exact & gauche. Donc Bi est un morphisme de topos, et comme oy o, est isomorphe

4 1'identit&, le morphisme Bi @, est isomorphe au morphisme identique.

Théoréme 7.4.13.1. Soient p : C—— 1 et q : D~ 1 deux U-sites fibrés sur

une petite catégorie I et m : D——C un I-foncteur. Pour que m soit un mor-

phisme du site fibré C dans le site fibré D (7.2.2), il suffit que m soit un mor-

phisme du site total C dans le site total D .

7.4.13,2, Il faut montrer que si un I-foncteur m : D —> C est un morphisme du
site total C dans le site total D , le foncteur m est un morphisme du site fibré
C dans le site fibré D , i.e. pour tout objet i de I , le foncteur

m, Di e Ci induit par m sur les fibres en i est un morphisme du site Ci

dans le site Di . La démonstration de cette derni&re assertion occupe les alinéas

7.4.13.3 3 7.4.13.7.

7.4.13.3. Montrons que pour tout objet i de I , le foncteur m, Di —C;

est continu. En effet on a un diagramme commutatif :
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et il suffit de montrer que pour tout crible couvrant R&—— X de Ci/X s le mor-
phisme mi,(R) ————é—mi(x) est bicouvrant (III 1.2 et 1.5). Mais, en vertu de la

commutativité du diagramme de la page 133 et du fait que les foncteurs o et m

it
sont continus, le morphisme ai'mi'(R) —_ ui'mi(x) est bicouvrant. L'assertion

résulte donc de 7.4.2.2.

7.4.13.4. Réduction au cas oi C et D sont des U-topos fibrés. Comme les foncteurs

m, sont continus, ils admettent des prolongements naturels aux catégories de faisceaux

AT CN/I

que nous noterons m? : D; ————a-CI {III 1.2 iv)). Soient D et les U~-topos

fibrés associfs aux sites fibrés D et C respectivement, et pour tout morphisme f

b J . . ~ . P
de I, notons f~ les foncteurs images inverses pour les quatre catégories fibrées

/T /T
c,Db,C / et D / . Comme le foncteur m est un I-foncteur, on a pour tout

f:1i——3 un morphisme canonique
x . %
f " mj e——mn,f .
i
3 . P -
Comme les foncteurs £~ , m; et mj sont continus, on en déduit, en passant aux caté-
gories de faisceaux, des isomorphismes canoniques

x % x 2
f mj -— m, f

Ces isomorphismes possédent des propriétés de compatibilité, permettant de construire
* AT AT
" e

un foncteur cartésien m C qui induit sur les topos fibres les fonc-
* .
teurs LI De plus, le diagramme
_
€ €1
x
N T NI
o/ m v

est commutatif 3 isomorphisme pré&s. Comme les foncteurs ¢. induisent des équivalen-

I
ces sur les topos totaux (7.4.11) et comme m est un morphisme entre les sites to-

* /I ", . .
taux, le foncteur m" : D / —C /T est un morphisme entre les sites totaux. On
est donc ramené 3 démontrer l'assertion de 7.4.13.2 lorsque D et C sont des U-topos

fibrés, ce que nous supposerons désormais.
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7.4.13.5. Pour tout objet i de I , le foncteur m D, ~—— C, transforme

i i

1'objet final de Di en l'objet final de Ci . Notons m : D ——>C  1le prolonge-

ment naturel de m aux topos totaux (III 1.2). Utilisant les équivalences

OD : Dm D — EQE{°(I°’D') (7.4.7), on vérifie immédiatement que m associe 3 toute
section o € HomIo(I°,D') la section (ip—— m, o(i)) € Homlo(1°,C‘) . Comme m
est un morphisme de sites, le foncteur m est exact & gauche et en particulier trans-
forme 1'objet final de EQEI,(I°,D') en l'objet final de §29I°(1°,C') . Pour tout
objet i de I , notons e; un objet final de Di . Un objet final de EEEI°(I°’D')
est la section i b—>p e - Donc la section i pb—> mi(ei) est un objet final de
EQEI°(I°=C') et par suite, pour tout objet i de I, mi(ei) est un objet final de

c. .
i

7.4.13.6. Réduction au cas ofi i est un objet final de I . Soit i un objet de

I . Le foncteur ai' H Di —> D se factorise en

. loc(e.)
il
D, D, L D ,
i
ol &i est le foncteur évident et loc(ei) le foncteur d'oubli. Notons

m/i : D —C le foncteur qui associe & tout objet u : X ——> e, de
/ei /m(ei) i

¥ : . . .
D/ei » 1'objet m(u) : m(X) ——=> m(e;) de C/m(e.) . On a un diagramme commutatif

m,
b, - e+ C.
i e"i!
)
m/l
) —_ . ¢
/e /m(ei)

Comme e et m(ei) gont des objets finaux de Di et Ci respectivement (7.4.13.

5), les catégories D/ei et C/m(e.) sont des U-topos fibrés sur I/i et le fone—

teur m, est un I/i-foncteur. Comme la propriété pour un foncteur d'8tre un mor-

i
phisme de sites se localise (IV 4.9), le foncteur m/,i est un morphisme du site

total C/m(e ) dans le site total D . On est donc ramemé 3 démontrer que m,
i

/ (ei)

est un morphisme de topos lorsque i est un objet final de I , ce que nous supposerons
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désormais.

7.4,13.7. Fin de la démonstration. Notons agy Di — " , m"v pY—¢” ,

~ - : .
ai! : Ci. ——= €, les prolongements naturels aux catégories de faisceaux des foncteurs

ey et m . On a un diagramme commutatif & isomorphisme prés :

"

D, —————  (,

i i

1

Y *i1
- m'/
b i .

s . s x : -
Comme 1 est un objet final, le foncteur o Gy : Ci —_— Ci est isomorphe 3

l'identité (7.4.12) et par suite m, est isomorphe & a’; m,\'ai' . De plus les fonc~

»

x v x .
teurs o, , m et o, sont exacts & gauche (7.4.12). Par suite m, est exact -1

gauche et est donc un morphisme du site Ci dans le site Di .

Exercice 7.4.14. Soient X = (Xi) 1€1

r atégories H X.,T) sont les fibres d'une catégorie fibrée qu'on
trer que les catégorie omtop ( T ) e une g q

un topos fibré sur I et T un topos. Mon~

notera HomtopI(X,TxI) . Montrer que la catégorie des sections sur I de

-

HomtogI(X,TxI) est canoniquement &quivalente 3 Homtop(Top(X),T) ol Top(X) est le

topos total de X .

Exercice 7.4.15. Soit X = (Xi) ;e topos fibré sur I . Définir un morphisme
cartésien m de X dans le topos fibré constant de fibre (Ens) . Montrer que le
topos total du topos fibré constant de fibre (Ens) est canoniquement &quivalent 2

I” . En déduire un morphisme de topos
Top(m) : Top(X) ——> 1" .
Soit F = (Fi) i€l (oii F, = F{xi ) un objet de Top(X) (7.4.7). Montrer que

Top(m)(F) = (i ¥——>T (Xi’Fi)) .

Déduire de 7.4.12 que si F est abélien injectif, Fi est abélien injectif pour tout

i € ob I . En déduire que

RITop(w) (F) = ( i t——n HU(X,,F)))
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Montrer que la suite spectrale de Cartan-Leray du morphisme m (V 5) est :

#* (Top (%), F) €-=-=5;_@_(p) (XL F |X,)
I

8. Limites projectives de topos fibrés.

8.1. Généralités.

Définition 8.1.1. Soient U un univers et p : F—— I un U-topos fibré. Un cou-

ple (C,m) constitué par un U-topos C et un morphisme cartésien m : CxI ~—>F

de U-topos fibrés sur I est appelé une limite projective du topos fibré ¥ si pour

tout U~topos D , le foncteur

(8.1.1.1) Homtop (D, C) - =i Homtop art/I(DXI,F)

obtenu en composant le foncteur de changement de base

Homtop(D,{) -~ HomtoEI(DXI,CXI)

et le foncteur de composition avec m (7.1.8), est une &quivalence de catégories.

(cf. 8.1.3.3 pour une formulation plus "géométrique").

8.1.2., On utilise les notations de 8.1.1. Soient D un U-topos et

my ¢ DxI ——F un morphisme de U-topos fibrés. En traduisant la définition 8.1.1,
on constate aussitdt qu'il existe un morphisme de topos n : D ~——> C , et un iso-
morphisme de morphismes de topos fibrés sur I , y : m —"'——)—mo(nxidl) , rendant

i

commutatif le diagramme :

(8.1.2.1) m x idI

De plus, si (n',Y') est un autre couple possédant la propriété ci-dessus, il existe

un unique isomorphisme n : n — > n' tel que
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(8.1.2.2) Yy om (nxid) = v'

De 13 résulte que, si (D,ml) est une limite projective de ¥ , n est une équiva-
lence de U-topos (IV 3.4) et que la donnée supplémentaire de 1'isomorphisme Y
faisant commuter le diagramme (8.).2.1) détermine le couple (n,Y) isomorphisme ca-
nonique prés. L'existence de la limite projective sera démontrée en 8.2.3 lorsque I

est cofiltrante.

8.1.3. On note

Ll'.l'{ltop F ou Eix;ltop Fi ou encore F

une limite projective du topos fibré F , p : (Limtop BXI = F le morphisme cano-

nique, et pour tout objet i de I on note

. o ] i
ui.E Ex{l}-———-*Fi

le morphisme de topos induit par u sur les fibres em i .

Choisissons un biscindage de F (7.1.4) i.e. pour tout f : i =~—> j un
morphisme de topos f, =(fx;fx) : F, — Fj tel que £ soit un foncteur image in-
sy . f . g
verse pour la structure fibr&e. On a alors, pour tout couple i ——j k de
morphismes composables de I , un isomorphisme de morphismes de topos (7.1.3)

~~

Cf’g P gof. —  (gf). .

Comme 1y est un morphisme cartésien de topos fibrés, on a, pour tout morphisme

f:ie—>j de I, un isomorphisme de morphismes de topos (7.1.6)

(8.1.3.1) bp o foug > oug

et la famille des bf satisfait 3 des relations analogues aux relatioms (7.1.6.2)

8.1.3.2. Soient D un U-topos , m : DxI —> F un morphisme de topos fibras,
m, ¢ D = D x{i}— Fi les morphismes induits par m sur les fibres et pour tout

f:i—>»3:
1 .
bf.f.miJ"mj s

1'igomorphisme de transition. Il résulte de 8.1.2 qu'il existe un morphisme de topos
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de topos n : D ——>F et une famille d'isomorphismes :

, 1 om, =S oy, i s
Y m, u;n i€ obl

tels que pour tout f ! i =——s i on ait :

™ L
bf o f. (Yi) Yj 0 bf .

De plus, le morphisme n et la famille des Y o» i € ob(I) sont déterminés a isomor=-
phisme unique prés (8.1.2).
Réciproquement lorsqu'on se donne un topos g , des morphismes

TP EA——~—> Fi et des isomorphismes b

i (8.1.3.1), satisfaisant aux conditions de

£
compatibilités usuelles, et lorsque toutes ces données poss&dent la propriété univer-
selle décrite ci-dessus, il existe un unique morphisme 1y : E x I =——> F de topos

fibrés qui donnent naissance aux u; et aux bf et (E,u) est une limite projective

du topos fibré F .

8.1.3.3. Soit V un univers tel que%&@ V . Les considérations ci~dessus permettent
donc d'interpréter les limites projectives de topos fibrés comme des "limites projec~
tives'", au sens des 2-catégories, des pseudo-foncteurs 3 valeurs dans la 2-catégorie
des U-topos fibrés &léments de V déduits de la structure fibrée en choigissant les
morphismes f£. . Toutefois le lecteur prendra garde de mne pas confondre cette notion
de "limite projective" au sens des 2-catégories (avec isomorphisme de commutation)

avec la notion stricte (ou naive) de limite projective (commutation stricte de diagram—
mes). Méme lorsque la notion stricte a un sens (lorsque le pseudo-foncteur est un vrai
foncteur) les notions de "limite projective" généralisée et de limite projective

stricte ne coincident pas en général.

8.1.4. Soient p : F——>1 et q: G—> I deux U-topos fibrés et m : F ——> G
un morphisme de topos fibrés. Supposons que les topos fibrés F et G possédent des
limites projectives (8.1.1). Il résulte alors immédiatement de la définition 8.1.1

qu'il existe un morphisme de topos :
(8.1.4.1) m: F——> G ,
“« -« “~

et un isomorphisme de morphismes de topos fibrés y : m o u -~ 1o m x idI , rendant

30



- 139 - Vi

comnmutatif le diagramme

(8.1.4.2) n x idI ¥ m

G x I —r Y G
A
De plus, si (r‘g',v') est un autre couple possédant la proprié&té ci~dessus il existe

un unique isomorphisme n: p —— p'

m de morphismes de topos tel que

yo u (nxid) =y'

8.1.5. Soient p : F—> T un U-topos fibrés &lément de V , ¢ : I' ——> 1 un
foncteur €lément de V , p¢ : F¢ —> I' 1le U-topos fibré déduit de (F,p) par le
changement de base ¢ (7.1.9). Soit (E,u) une limite projective de F . On obtient

par changement de base un morphisme de topos fibrés sur I' :
TR 5"_ x ' —— F

Soit (F ,u,) une limite projective de F

“ ¢ ¢

selle de la limite projective (8.1.2) un morphisme de topos

. On a alors, par la propriété univer-

m, : F-~—-os>F

b * “¢ ’

et un isomorphisme de morphismes de topos fibrés sur 1I'

y: pt—— 4 o (m

6 x id.,)

¢

Le couple (m,, y) est déterminé 3 isomorphisme unique prés.

%

8.1.6. Soient p : F——> I uun U-site fibré sur une petite catégorie I,

4"
F /t ~— I le U-topos fibré associé (7.2.6) et D un U-topos. On a tout d'abord

un foncteur

v/ .
(8.1.6.1) Homtop art/I{DxI,F ) ———> Morsite art/I(DxI’F) R
qui associe & tout m le foncteur composé de m* avec €F/1 (7.2.7) . De plus, par
définition de la catégorie Morsite art/I(DxI’F) (7.2.2.2), on a un foncteur
'] -3
(8.1.6.2) Mors:.t_;ecartll(DxI,F) ~——> Hom art/I(F’DxI) .
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Enfin, par définition de la Limite inductive (6.3), on a un foncteur

-] . L]
(8.1.6.3) Hom art/I(F’DXI) et Hom(L;m F,D) .
Notons
T . °
(8.1.6.4) 9 : Homtop art/I(DxI’F / Y iy Hom(le)F,D)

le foncteur composé de ces trois derniers foncteurs et

(8.1.6.5) n;:F —>LinF s
le foncteur canonique.

Proposition 8.1.7. Le foncteur © est pleinement fidéle. Son image essentielle est

1l'ensemble des foncteurs m : Lim F ——= D tel que le foncteur
I

(mo 1,p) : F———sDxI

soit un morphisme du site total DxI dans le site total F .

I1 résulte de 7.2.7 que le foncteur (8.1.6.1) est une &quivalence de caté-
gories, de 7.2.2 que le foncteur (8.1.6.2) est pleinement fiddle et de 6.3 que le
foncteur (8.1.6.4) est une équivalence de catégories. Par suite © est pleinement

fiddle. Un foncteur m : Lim F — D est isomorphe & 1'image par

I
H F ° i °
om art/I( 3DxI)°® —— Hom(Lim_F,D)° du foncteur (m o Il ,p) , et un tel foncteur

1
est dans 1'image essentielle de (8.1.6.2) si et seulement s'il est un morphisme du

site total DxI dans le site total F (7.4.13.1) ; d'od la proposition.

8.2. Construction de la limite projective lorsque la catégorie d'indice est cofil-

trante.

Lemme 8.2.1. Soient I et I' deux catégories cofiltrantes (I 8.1) et

<

¢ + I' —— I un foncteur tel que ¢° : I'® ——> I° so0it cofinal (I 8.1). Soient

de plus p : F —— T un U-topos fibré, D un U-topos, m : DxI —> F un morphisme

cartésien de topos fibré, m' : DxI' — F le morphisme de topos fibrés déduit de

m par le changement de base ¢ (7.1.9). Le couple (D,m) est une limite projective

de F si et seulement si (D,m') est une limite projective de F' .
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La démonstration n'est qu'une vérification de routine assez longue. Elle
est laissée au lecteur patient, qui pourra utiliser le point de vue des limites projeec-—

tives de pseudo—foncteurs (8.1.3.3).

Lemme 8.2.2. Soient p : F ~—~—> I un U-site fibré sur une petite catégorie cofil-

trante, E la Limite inductive de la catégorie fibrée F (6.3.9), 7 : F — F

le foncteur canonique. Munissons F de la topologie la moins fine rendant continu le

foncteur 7 (III 1). Soit D un U-site et n : E —> D un foncteur. Les pro-~

priétés suivantes sont équivalentes :

i) n est un morphisme de sites D wi~ F.

ii) n o m est un morphisme de sites (ol F est muni de la topologie totale).

iii) (n o m ,p) : F —— DxI est un morphisme du site total DxI dans le site

total F .
a.
. . . P i! n o
iv) Pour tout objet i de I , le foncteur composé Fi F — D est

un morphisme de sites.

Ona i) ii) d'apreés (6.6) et iii) iv) d'aprés (7.4.13).

Montrons que iii) ii) . Il suffit pour cela de montrer que le foncteur premidre
projection pry : DxXI ——> D est un morphisme de sites. Notons D~ le topos des

faisceaux sur D . I1 résulte de (7.4.7) que (DXI)N est équivalent au topos

&Y
HomIe(I°,D xI°) = Hom(I°,D") . De plus, on constate immédiatement que le prolongement

Ay,
naturel de pr, : DxI ——> D aux faisceaux (III 1.2) est le foncteur de EQE(I°,D )
~ . . . . . . .
dans D qui associe au foncteur i ——> g(i) Hem(I“,Dm) 1'objet 1lim o(i). Comme

I
1° est filtrante, les limites inductives suivant I° sont exactes (II 4) et par

suite Pr, est un morphisme de sites (IV 4.9). 11 reste i démontrer que ii iv).

Traitons tout d'abord le cas oli D est un U-topos et F un U-topos fibré sur I .

Soit i wun objet de I . En raisonnant comme dans 7.4.13.6, on voit que le foncteur

@4yt Fi ———> F se factorise en un morphisme ayy F, — F’“i'(ei) et le fone-

teur de localisation F/ai,(ei) e 0@ e, est un objet final de Fi . I1 suf-

. - n kUl .
fit donc de montrer que le foncteur composé f/ai'(ei) —2 2% . p est un morphisme

de sites. Mais on a un diagramme commutatif 3 isomorphisme pras :
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n o ﬂ/ai!(e-)

F/ai!(ei) l ~D/mon di!(ei>

Comme la propriété d'€tre un morphisme se localise (IV 5.10), il suffit de montrer
quen omo ai!(ei) est un objet final de D . Pour tout morphisme f : j ——>k

de I, il existe un et un seul morphisme eg ! qj!(ej) —— ak!(ek) au-dessus de

f et ce morphisme est cartésien. On a donc une section cartésienne j F———*-°%!(ej)
de F sur I . Par suite le morphisme canonique n o 7 oai!(ei) —_— l%gin onoaj!(ej)
est un isomorphisme, car w transforme les morphismes cartésiens en isomorphismes.
Par ailleurs l%E aj!(ej) » oif la limite inductive est prise dans F~ , est un objet
final de F° ., Comme n o m est un morphisme, il transforme l'objet final de F'

en un objet final de D . Par suite l%g nomwo aj!(ej) est un objet final de D,

ce qui achéve la démonstration dans ce cas. Dans le cas général, le foncteur

(nw ,p) : F —> DxI est cartésien et continu (7.4.4). De plus, le foncteur n o 7

est le foncteur composé
pr
n
F—@WR) o g 1,
En passant aux U-topos fibrés associés, on obtient un diagramme commutatif 3 isomor-
phisme prés :

pr
F—2tomp) . T

EF/I ED¥1d €p
N w/1 . Pr
F /1 —121122*—~> n =L _ . DN
- N1 da3 : tot ot = ' N1
Comme (nw,p) est cartésien, il est du type (n'w',p') ol p' : F —> 1 et

I . N . T
Tt o FN/ —> Lim Fi sont les foncteurs canoniques. On a donc prlo(nn,p) / =n' .

I

Comme les foncteurs induisent une &quivalence sur les topos de faisceaux

€F/1° %D
(7.4.11), les foncteurs n et n' donnent des foncteurs isomorphes en passant aux

faisceaux associés (III 1.2) et par suite n' est un morphisme de sites. D'aprés ce
P P
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Y -
qui précéde, le foncteur (nm,p) /1 induit sur les fibres des morphismes de topos.
C'est donc un morphisme du site total F dans le site total DNxI (7.4.13) . Comme
les foncteurs eF/I,eDXid induisent des &quivalences sur les topos totaux (7.4.11),

le foncteur (nm,p) est un morphisme de sites fibrés (7.4.13), d'ol l'assertion.

Théoréme 8.2.3. Soient p : F—— I un U-site fibré sur une catégorie cofiltrante

essentiellement petite (I 8.1).

1) Notons F 1le site dont la catégorie sous-jacente est la limite inductive

de la catégorie fibr8e F —— 1 (6.3) et dont la topologie est la topologie 1a moins

fine rendant continu le foncteur canonique m : F ————F , Alors F est un U-site
> > -

et

(nyp) : F ——> § x I

est un morphisme du site fibré F x I dans le site fibré F .
-

/1

2) Soit wu : Eé Xx] ——s F " le morphisme de U-topos fibrés déduit de

P P 4 PR
(m7,p) en passant aux U-topos fibrés associés. Le couple (¥ ,p) est une limite pro-
- e

jective de FN/I .

Remarque 8.2.4,

1) Vu les notations introduites en 8.1.3, on peut poser
Limtop F'= F~
- -
I
2) Il résulte de 7.4.4 que la topologie sur F est aussi la topologie la
>
moins fine rendant continue la famille des foncteurs “j : Fj — > F — > F .
>

j€ob 1.

Définition 8.2.5. Le site E introduit dans 8.2.3 est appelé le site limite projec-

tive du site fibré F .

A titre d'exercice, le lecteur pourra comme en 8.2.1 définir la notion de
limite projective d'un site fibré et vérifier que le site E est bien une limite pro-
jective du site F . La deuxi&me assertion du th&oréme peut donc se paraphraser aimsi :
Le topos des faisceaux sur le site limite projective est &quivalent & la limite pro-

jective du topos fibré associéd.
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8.2.6. Démonstration du théorédme : Réduction au cas d'une petite catégorie d'indices.

Nous nous bornerons 3 donner des indications. Soit I' une sous-catégorie
pleine de 1 telle que I'® soit cofinale dans I° . Notons F' —> I' 1la caté-
gorie fibrée déduite de F par le changement de base I' ——> I , 7' ¢ F' > g’
le foncteur canonique. On constate tout d'abord que les catégories E et g' sont
équivalentes et que la topologie sur g‘ déduite de la topologie de E par cette
équivalence est la topologie la moins fine rendant continue le foncteur
7t FY ——s g' . L'assertion 1) du théoréme en résulte alors lorsqu'elle est démon-
trée dans le cas oi I est petite. L'assertion 2) dans le cas général se déduit alors

de l'assertion 2) dans le cas o I est petite par le lemme 8.2.1.

8.2.7. Fin de la démonstration du théoréme. La premidre assertion résulte du lemme

8.2,2 appliqué au cas ot D = E et n=1id . Soit D un U~topos. On a un diagramme

commutatif 3 isomorphisme prés :

Homtop(D,(E)m) e Morsite(D,E)’ (2) BQEIE’D)o
(3 (3)
f (DxT, (F) “xI) M, Morsite
omtop art/1 s (F ——— > Morsite art/I(DXI,(E)XI (5)
[
(4 |
{ , |
T (1) . (2) °
Homtop, rt/I(DXI’E» ) ———~—> Morsite art/I(DXI,F) S i HomCart/I(F,DXI)

oli les foncteurs du type (1) sont des &quivalences (IV 4.9.4 et 7.2.7), les foncteurs
du type (2) sont pleinement fiddles (IV 4.9.1 et 7.2.2), les foncteurs du type (3)
sont des foncteurs de changement de base, les foncteurs du type (4) sont des foncteurs
de composition {avec yu , resp. (w,p)) et le foncteur (5) est 1‘'@quivalence déduite
de la propri&té universelle de la limite inductive (6.3). Pour montrer que le fonc-—

AJT

4) ° . .
teur Homtop(D,(g)“) —» 3, Homtog/I(DXI,F ) est une &quivalence, il suf-

fit de montrer que le foncteur

&) ° (3)

Morsite(D,g) R Morsite/I(DXI,F)
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est une é&quivalence de catégories ou encore il suffit de montrer que les deux fonc-

teurs pleinement fidéles

(5) ¢ (2)

Morsite(D,E) Homcar:I(F,DxI)°
Morsite/I(DxI,F) (2) HomcartI(F,DxI)°

ont mémes images essentielles, ce qui résulte immédiatement du lemme 8.2.2.

8.2.8. Soient p : F =1 un U-topos fibré sur une catdgorie I , ( imtopFi,u)

une limite projective de F . On a donc un morphisme cartésien de U-topos fibrés sur
I:

u o Ei?top Fix I —» F ’

d'oli, en passant aux catdgories fibrées sur I° par les foncteurs images directes
(7.1.3), un foncteur cartésien :

L Limtop FiXI° ——i T Y
I

qui est le foncteur image directe par u (7.1.7). On a donc, par définition de 1la

limite projective d'une catégorie fibrée (6.10), un foncteur canonique

I K : = ° pt
(8.2.8.1) © : Limtop Fi —— Lim Fi Hom art/I°(I ,FD
1 If,

Théoréme 8.2.9. On utilise les notations de 8.2.8, et on suppose que I est une ca-

tépgorie cofiltrante essentiellement petite. Alors le foncteur @ est une équivalence

de catégories. Supposons I petite. Posons Limtop Fi =(§fv(ce qui est licite d'aprés
I

8.2.3 et 8.2.4) et interprétons la catégorie HomIO(I°,F') comme la catégorie des

faisceaux sur le site total F (7.4.7). Alors le foncteur composé

(®" = Limop F, —2—> Hom are/po(I°5F") ——> Bom o (I°,FNE F*
T — < —

n'est autre que le foncteur image directe par le morphisme de sites défini par le

foncteur
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8.2.10. Quelques commentaires avant 1a démonstration du théoréme 8.2.9. A part la
solution du probléme d'existence des limites projectives dans le cas oll la catégorie
d’'indices est cofiltrante, solution qui curieusement n'est pas triviale dans cette
théorie, les théorémes 8.2.3 et 8.2.9 apportent deux informations supplémentaires essen—
tielles pour le maniement dans la pratique des topos limites projectives. Tout d'abord le
théoréme 8.2.3 interpréte le topos limite projective comme le topos des faisceaux

sur un site donc la catégorie sous-jacente est la catégorie limite inductive des ca-
tégories Fi suivant le systdme des foncteurs images inverses. Dans les applicationms,
on saura interpréter concrétement cette catégorie et sa topologie. D'autre part, le
théordme 8.2.9 affirme qu'un faisceau de la limite projective est connu lorsqu’on
connait le syst&me de ses images directes dans les topos Fi (qui fournit une section
cartésienne sur I° de la catégorie (Fm/I)') . Ce théoréme affirme de plus que réci-

proquement lorsqu'on se donme pour tout objet i de I wun faisceau Xi sur Fi

et pour tout morphisme f : i == j de I un isomorphisme Xj f.fxxi , ces iso-
morphismes &tant soumis i des conditions de compatibilité, il existe essentiellement
un seul faisceau de la limite projective qui donne naissance par images directes au

systéme des xi .

8.2.11. L'assertion 2) de 8.2.3 et la premiére assertion de 8.2.9 peuvent Etre résu-

mées dans la formule frappante :

(8.2.11.1) Lim F, # Limtop F; g (Lim , F,)"
i.f, “T,f. ° e

*

8.2.12. Démonstration du théoréme 8.2.9. Pour démontrer la premidre assertion, on

se raméne au cas oll la catégorie I est petite en utilisant 8.2.1 et un lemme ana-
logue sur les limites projectives de catégories fibrées. Nous laissons les détails
au lecteur. Supposons désormais que I est une petite catégorie. On sait que le
foncteur

bR e

pg:
e
[

est un morphisme de sites (8.2.2). Le foncteur image directe
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. -4 ‘\.‘ r\’
LA (I;:m Fi> —— F

qu'il définit sur les topos est alors pleinement fidéle, et son image essentielle est
1l'ensemble des faisceaux sur F qui transforment les morphismes cartésiens de F en
isomorphismes (6.6). Or il est immédiat que ces faisceaux correspondent dans 1'é&qui-
valence F ' }_i_gglo(l",}i") aux sections cartésiennes de F' sur I® (7.4.7). De

plus, pour tout j € ob{(I) , notons jS : Fj ——> F le foncteur d'inclusion qui

h 4 _—
i i : F, F +4.3).
donne naissance aux trois foncteurs (aj! R aj R Otj*) FJ D (7.4.3). 11

résulte de la définition de 1'équivalence F's HomIo(I°,F) (7.4.7) qu'a un faisceau
m
X sur Lim F, correspond par le foncteur (Lim F.)'\'-——E—-’ F =2 Hom_o(I°,F') 1la
™ 1 ™ i —I
section cartésienne j+—> a? n*(x) . Or il résulte de la description du foncteur

g ¢ (Lim Fi)m xI = F donnée dans 8.2.3 que pour tout objet j de I , le fonc-
IO
v
teur . : (Lim F,)” ——» F, image directe par le morphisme n, : (L ) = F
Yy T e j e P P i R

P . . *
déduit de u par passage aux fibres en j , n'est autre que le foncteur aj T,

"%

, . v
Par suite le foncteur (Lim Fi) Fzx HomIo(I°,F') n'est autre que le foncteur

Los)

(Lim F.)N ———9-—> Hom
> 1 —

o (I°,F") G Homlg(l",F') , d'oi le théoréme.
I

art/I

8.3. Topologie du site limite projective : Cas des topos cohérents.

8.3.1. Dans ce numéro, p : F ——> I est un U-site fibré sur une catégorie cofiltrante

. . . . %
essentiellement petite, dont les foncteurs images inverses f Fi —_— Fj commutent

aux produits fibrés. On se donne de plus, pour tout objet X d'une catégorie fibre
Fi s un ensemble Cov(X) de familles couvrantes pour la topologie de Fi qui possé-

dent les propriétés (PTO) et (PT1) de II 1.3 et qui engendrent la topologie de Fi .

Enfin on suppose que pour tout £ : i —— j , tout Y € ob Fj , et toute famille

(Yu —_— ) de Cov(Y) , la famille (fx(Yu) —_— f*(Y)) appartient i

o€ A aCA

Ccv(fx(Y)). Ces conditions sur Cov(X) sont vérifides par exemple si on prend

Cov(X) = {toutes les familles couvrantes de X dans Fi .
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On se propose d'étudier dans ce numéro le site limite projective de F sous des

hypothéses de finitude convenables (8.3.13).

8.3.2. Soient T : F ~—>F le foncteur canonique et Y un objet de F . Dé&signons
n

o

par Cov(Y) 1'ensemble des familles (Ya —_—er ) du type suivant :

a €A n'
[¢]

Il existe un i € I , un objet X de Fi , une famille (Xa B x)uéA

€ Cov(X) , un isomorphisme ¢ : (X)L Y et une famille d'isomorphismes

% : n(Xa) :’-Ya , @€ A, tels que pour tout o € A on ait un diagramme commu-

tatif : 6
~Z
ﬂ(Xa) —_— Ya
1
w(nu) nu
[0
X z— ¥ .

Proposition 8.3.3.

1) L'ensemble des familles € Cov(Y) , Y& ob F , engendre la topologie du

site limite projective (8.2.5).

2) La famille Y #+— Cov(Y) , Y€ ob F , posséde les propriétés (PTO) et

(PT1) de II 1.3.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 8.3.4. Soient i un objet de I , n : X' ——> X un morphisme quarrable de

Fi tel que pour tout f : j ——> i , fx(n) soit quarrable. Alors w{(n) est quar-

rable, Les foncteurs :

w., : F, & F
J J

» j€ ob I,

¥

commutent aux produits fibrés.

Rappelons que tout objet Y de E est @gal 3 un objet m(Z) , Z€ob F,
et que tout morphisme m : ¥ —=> 7(X) est de la forme :

_] '
wzy —28) gy —1®)

oli 8 est un morphisme cartésien de F . Par suite, pour montrer que wn(n) est
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quarrable, il suffit de montrer que le produit fibré de tout diagramme
n{X')
7 (u)

) n(m') 7(X)

est représentable. Mais le morphisme m' : Z' ——> X se factorise en

1 ¥
m S
X"

z! X, o p(m") est 1'identitéd de p(Z') =3 et od s’
est cartésien au-dessus de p(s') = £ . Posons X"' = fx(x') , n' = fx(n) . On a alors

un diagramme commutatif

X" s" ]
n' n
¥
X" 2 > X ,
d'ol un diagramme commutatif dans F:
~S

'n‘(X"') r——————— ,".(xl)

n{u') n(n)

w{Z') r(m')

(3" ——L s (X

oi n' est un morphisme quarrable de Fj . Pour montrer que w(n) est quarrable,

il suffit donc de montrer que le produit =(Z') x n(X"') est représentable,

"(xn)
et par suite il suffit de montrer que L) : ch————y F ——> F commute aux produits
fibrés.

Soient

Y' — x'

l |

Y -————— X

un diagramme cartésien de Fj et W un objet de F au-dessus de k €ob I , On

a (6.5) :
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Hom(v (W), 7(Y")) & Lig . Homy (8"(W),£%(¥'))
f [}

87y

Mais comme £ : Fj — Fg commute aux produits fibrés, om a

Hom(gX (W) , £3(1')) = Hom(g*(W) , £5(D)) x Hom(g*(w) , £5(x"))

% b
Hom(g (W) ,f" (X))
Utilisant alors 1la commutation des limites filtrantes aux produits fibr8s (I 2) et la
formule (6.5) on obtient un isomorphisme :

Hom(m (W) ,7(Y")) =2 Hom(n (W) ,w(Y)) x Hom(w (W) ,m(X")) '

Hom(w (W) ,7 (X))
ce qui montre que le diagramme :

T(Y') ———————— 7 (X")

l

m(Y) ——— 7 (X)

est cartésien dans F.

8.3.5. Démonstration de 8.3.3. Démontrons d'abord la deuxiéme assertion. Il résulte

de 8.3.4 que les familles de Cov(Y) , Y € E , sont composées de morphismes quarrables,
d'oll la propriété (PTO). Pour montrer que ces familles possident la propriété (PTI)
(stabilité par changement de base), on est ramené, en procédant & une suite de réduc-
tions comme dans la démonstration de 8.3.3, 3 démontrer l'assertion suivante :

Pour tout i€ ob I , tout Y € ob Fi , tout (Ya —_—_ Y)QCA € cCov(Y) ,

et tout morphisme u : Z ——> Y de Fi s 1a famille (7(2) x a(¥y —— 1rr(z)c‘GA

w(Y)
appartient i Cov( (2)).

Cette derniére assertion résulte du fait que les LPE Fi >F 1> E
commutent aux produits fibrés (8.3.3) et que les familles X b= Cov(X) de Fi
sont stables par changement de base. Démontrons la premidre assertion. Il est clair
que les familles qui appartienment aux Cov(Y) , Y & :r: , sont couvrantes pour la topdo-

gie Tla moins fine rendant continu le foncteur « (III 1). Donec la topologie T'

engendrée par ces familles est moins fine que T . Pour montrer qu'elle est plus
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fine que T (et par suite égale 3 T ), il suffit de montrer que tout faisceau M
pour T’ est tel que M o 7 est un faisceau sur F , ou encore {8.2.4) que Mo L

est un faisceau sur Fi pour tout 1 ob I . Or,
comme les foncteurs LI Fi -——>—_I;‘ commutent aux produits fibrés (8.3.4), M est
un faisceau pour T' si et seulement si (II 2.3 et I 2.12) pour tout i e ob I , pour

tout Y € ob Fi , pour tout (Ya — Y)ae A€ Cov(Y) , la suite d'ensembles

M (r, (1) — Wu(ni(ya)) - 77T M(n; (7 xy¥,))
a€A {a,B)€ AxA

est exacte, i.e. (loc. cit.) si et seulement si pour i €ob I , Mo Wi est un

faisceau sur Fi .

Proposition 8.3.6. On utilise les notations et hypoth&ses de 8.3.1 et 8.3.2. $i pour

tout i€ ob I , X b Cov(X) est une prétopologie sur Fi (II 1.3) et si pour

tout X € ob Fi , les familles couvrantes de Cov(X) sont finies, alors pour tout

Y € E , les familles couvrantes de Cov(Y) sont finies et Y #FH— Cov(Y) est une

prétopologie sur F .
-

8.3.7. La seule chose i démontrer est que les familles Y +——> Cov(Y) possé&dent la
propriété (PT2) de (II 1.3) (stabilité par composition). Soit i€ ob I , Y un objet
de Fi . (Ya e Y)ae Ae Cov(Y) . Soient de plus ia’ o€ A, une famille d'objets
de I, pour tout o , Za un objet de Fi et (ZOI.B —nas—->- Za)aBéBa une
famille de Cov(Za) . Enfin donnons nous pour tout o€ A , un isomorphisme

%‘. H 77(2&)’_", W(YG) . En revenant & la définition des familles de Cov(X) , X€ ob;r’
(8.3.2), on voit qu'il s'agit de démontrer que la famille

*(n ) od o n(n )
a Q af
(n(z,q) "(Y)asél | B,
A

appartient & Cov(n(Y)) ce que nous ferons aprés cing réductionms.

8.3.8. Réduction au cas oG pour tout o€ A , on a ¢u = ﬁ(ma) > m Zcx —'—*Yu.

i

Pour tout o€ A, on a ¢<x = w(ma) n(su)' (6.5) ol s, estun morphisme carté-

sien au—-dessus de fa : i{; ——> i . On a donc des diagrammes commutatifs
o
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af ;
ZaB f*(zaB)
x
naB fa(naﬁ)
Sq x
Za = fa(Za) N af e JTL Ba s

qui fournissent des diagrammes commutatifs

~r *
—_—
w(zav.B) “(f:x (ZGB))

rr(naB) _ “(f:(maﬂ))
"(sa) * Tr(ma)
w(Za) = "(fa(za) E— Tr(Ya) »
aB _l_]_Ba .
A
, * f*(nu) * . . x
Comme les familles (fu(ZaB) _— fa(za)) appartiennent & Cov(fa(Za)) s

on peut se ramener au cas ol pour tout o , on a ¢a = ﬂ(ma)

8.3.9. Réduction au cas oli, pour tout o€A , i“ =3 et P(ma) =k j—>1i.

Posons . p(ma) . Comme I est cofiltrante et comme A est fini, il existe un
objet i de I et des morphismes h : j ——= ia tels que pour tout couple
.  as . . X
(a,a') on ait gh =g ,h , =k . En utilisant les foncteurs images inverses ha
aa "o o

comme en 8.3.8, on se raméne au cas décrit.

8.3.10. Réduction au cas o i =3j et k : j —— i est l'identité.

On a, pour tout g , un diagramme commutatif :

m' r
z — s Ky —2 .y
[+ ¢ o

¥ @) n
f+1

oy — oy

oli les morphismes t et ta , o € A, sont cartésiens, ol m& est au—dessus de

l'identité de j et oi t om' =m . En remplagant la famille (Y —> 1Y) ag,
a o o o
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par la famille (k‘(Ya) —— k*(Y))a € Aé Cov (k*(Y)) , et les morphismes LY

par les morphismes m; » on est ramené au cas décrit.

Lemme 8.3.11. Soient j un objet de I et m : X' ——> X un morphisme de Fj

tel que #(m) _soit un isomorphisme. Il existe un morphisme £ : j' ——— j tel que

zt(m) soit un isomorphisme.

Montrons qu'il existe un morphisme f : i ——>- j et un morphisme

q: 5@ — £5(X') tels que £*(m) q = id

(%) et tels que 7(g) soit un
isomorphisme. En effet, il existe un isomorphisme n : 7(X) —— 7(X') tel que
8 q
7(m) on= id"(x) . I1 existe donc (6.5) deux morphismes X L Yl 1 X',

oii 8 est cartésien, tels que n = 1r(ql) 11(91)-l . On a done n(m) o u(ql) - w(sl) .

Les morphismes mq, et s, de Y, dans X. ont méme image dans F . Par suite

(cf. la d scription des morphismes dans la limite inductive (6.5)), il existe un mor-

phisme cartésien 8y ¢ Y, ——> ¥  tel que mq,8, = 8,8, - Posons 98, = 4, et

2 1 12

notons s3 le morphisme cartésien sls2 . On a done qu = 83 .
9, Y2 —— X' se factorise de manidre essentiellement unique en

°4
YZ -4, Y3 —> X' ol s, est cartésien et oii q est au~dessus de 1'identité

de p(Y2) . On a donc un diagramme commutatif

Le morphisme

-9
Ty ¥,
(8.3.11.1) sél s

X' —— > % .

Posons p(sl') = p(ss) = f:4i-—>3,.0na f*(x’) ~=Y f*(x) zYz ,et

3 s
f*(m) : Y2 ——>Y3 rend commutatif le diagramme :

"
y, —f @

3
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On a donc sy = SB(f*(m)o qQ) comme s, est cart@sien et comme f*(m)o q est
au-dessus de 1l'identité de p(Yz) , on a f*(m)o q= ide . De plus, il résulte de
la commutativité du diagramme (8.3.11.1) que 5 (q) est un isomorphisme.

Appliquons alors le résultat précédent au morphisme ¢ : f‘(x) R f‘(x')
il existe un morphisme f' : j' —— i et un morphisme q' : f“(X') R — f‘*(x) ,
tels que f'*(q)q' = idf,g(fx(x,) . Mais en posant !L* = ff' ; on a un isomorphisme
£r36% o 1.* . On a donc un morphisme £ (q) : 1," x> ——>-9,*(X’) et un morphisme
q' 1 ¥ @) — XX , tels que 2¥(m) £¥(q) = id x et £%(Q)q" = id g pry -

2T o* (XY

Par suite 2% {m) est un isomorphisme.

8.3.12. Fin de la démonstration. Comme I est cofiltrante et A fini, il résulte

de 8.3.11 qu'il existe un foncteur image inverse )L* qui tranforme tous les morphis-
mes m -, o€ A, en isomorphismes. On se raméne donc au cas ol les m sont des
a

isomorphismes. Mais alors les familles couvrantes (Z g — 7 )ag cB sont déduites
o
a

par le changement de base m : Z ——> ch de familles couvrantes
a o

(YaB—) Ya) € Cov(Ya) . On est donc ramené au cas oi Zo: -« Y et

a € B a

o n on
o . . o af -
cbu ld“(Ya) . Mais dans ce cas la famille (Yaﬁ Y)aB ¢ I l Ba appar
A

tient & Cov(Y) (propriété (PT2)). Donc son image par = appartient

3 Cov(m(Y)) (8.3.2).

Théoréme 8.3.13. Soient p : F —— I un U-topos fibré sur ume catégorie cofil-

trante essentiellement petite. Si pour tout objet i de I le topos fibre I‘-‘i est

cohérent [2.3) et si pour tout morphisme £ : i ——3 j , le morphisme de topos

' . .
f.=f ,f) : p, —» F, est cohérent (3.1), alors le topos Limtop F, est cohérent
X 1 3 —_— —————r et 4'—1 T —————

et pour tout objet i de I, le morphisme canonique de topos

ui : &111Iu:op Fi — Fi

est cohérent.

De plus, en notant Fcoh

objets de F gqui sont cohérents dans leur fibre (1.13), la catégorie

la sous—catégorie pleine de F définie par les

Fcc)h _e_s_t

fibrée sur I et Ecoh est canoniquement &quivalente & la catégorie des objets

cohérents de En;top Fi

317



- 155 - VI

Pour tout i€ ob I , notons (Fi) le U-site (muni de la topologie

coh

induite) des objets cohérents de Fi (1.13). Comme Fi est cohérent, Fi est le

topos des faisceaux sur (F.) . Pour tout morphisme f : i ——> j , les morphis-

i ¢eoh
.= (f é i . < . .
mes £ (f*,f*) sont cohérents et par suite f"(FJ)coh (Fl)coh On a donc un
U-site fibré Pooh : F coh — 1 , dont les sites fibres sont les sites (Fi)coh

et dont le topos fibré associé est équivalent 3 p : F —> I . Par suite on a
(8.2.3) :
N

(8.3.13.1) L;m;op F, 2 )

Comme les topos Fi sont cohérents, les produits finis et les produits fibrés sont

coh (Fj)coh

sont quasi-compacts, les

représentables dans (Fi) (2.2). De plus les foncteurs f* : (Fi)

coh

sont exacts & gauche. Enfin, comme les objets de (Fi)coh

familles couvrantes finies forment une prétopologie. Il résulte alors de (8.3.4) que

les produits finis et les produits fibrés sont repré&sentables dans Lim (Fi)coh
»

(remord au lemme 8.3,4., : Montrer que les foncteurs canoniques

(Fi)coh ——>F , transforment 1'objet final en l'objet final) et de (8.3.6) que
les objets de E coh sont quasi-compacts. Par suite (2.4.5), Ll?top Fi est cohé-

rent. Enfin les morphismes canoniques uy o Limtop Fi Em— Fi se déduisent, par

passage aux topos des faisceaux, des morphismes de sites (8.2.3) :

(F.)

i’ coh E coh
donc (3.3) les morphismes uy sont cohérents.

Démontrons la derniére assertion. On a (8.3.13.1)

. ~ ~
Limtop Fi ~ (g coh) .

. . - n . s M
Soit X un objet cohérent de (F ) . Comme X est quasi-compact, il existe une

coh

famille couvrante finie (Y ——>X) o Y € ob F
[+3 [+ +CO

h (1.1). Quitte i prendre un

indice i€ ob I assez petit, on peut supposer que les Ya sont les images par

. ] 4 ] | Y 3 1]
My d Fi coh Ecoh d'une famille Ya doli, en prenant la somme directe des Yu

(1.15), on voit qu'il existe un indice i€ ob I , un Y' € Fi et un morphisme

coh

surjectif ui(Y') — X . La relation d'équivalence R = pi(Y')qui(Y') est alors
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> - v -
un objet cohérent car (F ) est un topos cohérent (2.2). Montrons tout d'abord

“coh

que R est un objet de Ecoh . Par définition R est un sous—objet de ui(Y'XY')

-

et comme R est cohérent, on peut, quitte i changer 1'indice i , trouver umne fl&che

. ] ] = -
m: Z—> (Y'xY') de Fi coh telle que Im(ui(m)) R . Il en résulte que, Fi
étant cohérent, Im(m) est cohérent dans Fi (1.17.1) et par suite appartient a
P
F, . Il existe donc un indice i et un diagramme R it Y' de F, tel
1 coh -;———7 i coh
w;(pp) 2
que ui(R) —_— “i(Y') soit une relation d'équivalence et tel que
u; (py)
X = ui(Y')/ui(R) . Posons Xi = coker(pl,pz) et R' = Y'xY' . On 2 un morphisme
X!
i

canonique dans Fi tu: R——>R', De plus u:(u) est un isomorphisme. Donc,

quitte 3 changer 1'indice i , on peut supposer que R = R' , i.e. que R est une

relation d'équivalence. Mais alors Xi appartient 3 Fi coh (1.17.1) et par suite
X = ui(Xi) appartient 3 Ecoh .

Corollaire 8.3.14. Soient I une catégorie cofiltrante essentiellement petite,

p:F——>1 et q: G—>1 deux U-topos fibrés sur I tels que pour tout

objet i de I les topos Fi et Gi soient cohérents et tels que pour tout mor-—

phisme f : i —— j 1les morphismes f. : Fi —_— Fj et Gi —_— Gj soient

cohérents. Soit de plus m : F —— G un morphisme cartésien de U-topos fibrés

tels que pour tout i € ob(I) , m, Fi _— Gi soit cohérent. Alors le morphisme

o déduit de m par passage 3 la limite projective est cohérent.

Pour tout objet i de I , le morphisme m, induit un foncteur

x . '~ P x =

mi,coh : Gi,coh —_— Fi,coh , d'oli un foncteur cartésien T oh Gcoh —_— Fcoh

qui est un morphisme du site fibré F dans le site fibré G (7.4.13). Le
coh coh

. x . .
£ s Li . . .
oncteur L;m mcoh %lm Gcoh —_— %12 FCoh est un morphisme de sites qui fournit

en passant aux topos correspondants le morphisme m o L'assertion résulte alors de

8.3.13 et de 3.3.

Exercice 8.3.15. Avec les notations de 8.3.13, montrer que si les Fi , 1 €1,

sont algébriques (2.3) et si les morphismes f. : F, — Fj , f € F1(I) , sont
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- * - . 3 b3
cohérents, Ez?top Fi est algébrique et que (ngtop Fl)coh —F coh °

8.4. Exemple : Topos locaux.

8.4.1. Soit X = (Xi) un topos fibré sur une catégorie I . On en déduit un

i€l

topos fibré sur la catégorie Pro(I) (I 8.10) par la formule

(8.4.1.1) xm = &ilmtop xia
o

pour tout pro-cbjet a = (ia) de I (pour voir ceci on pourra généraliser aux pseudo-

foncteurs l'exercice I 8.2.8).

8.4.2, Soient E un topos et p : FI1(E) —— E 1le topos fibré considéré dans 7.3.
1. En prolongeant comme en 8.4.1, on obtient un topos fibré F1(E) — Pro(E) . La
catégorie Point(E) s'envoit par un foncteur pleinement fidéle dans Pro(E) (IV 6.

8.5), d'oli, par changement de base (7.1.9), un topos fibré Loc(E) —> Point(E) .

La fibre Locp(E) en un point p de E est appelée le topos localisé de E en le
point p . Ce topos dépend, d'aprés ce qui précéde, de fagon covariante du point p .

On a, par définition,

(8.4,2.1) Loc (E) = Limtop E

»
XVois(p) '¥

ol Vois(p) est la catégorie des voisinages de p (IV 6.8).

8.4.3. Soit m ! p' —> p un morphisme de Point(E) (IV 6). On en déduit, pour
tout X € Vois(p) un point pk de E/x , d'oli, par la propriété universelle de

kimtop (8.1) un point ep(m) de Locp(E) . On définit ainsi un foncteur

(8.4.3.1) ep : Point(E) , —— Point(Locp(E)) s

/e

dont on constate immédiatement que c'est une &quivalence de catégories. Par suite
Point(Locp(E)) est canoniquement &quivalent 3 la catégorie des générisations de p

(IV 7.1.8). On a de plus une équivalence canonique de topos :

can . : Loc (Locp(E)) _— Locp,(E) .

8(m)

qui s'ins@re dans un diagramme commutatif 3 isomorphisme prés
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Loc, (gy (Loc,, (E)) — L8 Toc_, (E)

P
\/
Locp(E)

ol ¢ est le morphisme canonique (8.4.2.1).

8.4.4. Les topos localisés ne semblent présenter un intér&t que dans le cas des to-
pos provenant de la géométrie algébrique ou tout au moins que dans le cas des topos
possédant des propriétés de finitude convenables. Ainsi, lorsque E est le topos des
faisceaux sur un espace topologique séparé, on constate immédiatement (& l'aide par
exemple de 8.2.9) que les topos localisés sont des topos ponctuels. Par ailleurs dans
ce cas, la catégorie Point(E) est discréte et la situation décrite en 8.4.2 est
triviale. En revanche, soient E = Top(X) le topos des faisceaux pour la topologie de
Zarisky sur un schéma X , x un point de X, Ox 1'anneau local de X en x ,

Y = spec(ox) . On constate que
Locx(E) = Top(Y) .

Pour d'autres exemples provenant de la topologie &tale, nous renvoyons d 1'exposé VIII

du présent séminaire.

8.4.5., Lorsque E est localement cohérent (2.3), les topos localisés Locp(E)
sont cohérents (on peut dans 8.4.2.1 se borner aux X € Vois(p) qui sont algébri-
ques et cohérents et appliquer alors 8.3.13). Pour tout morphisme de points

m: p' —>p , le morphisme de topos m. : Locp,(E) ———9—Locp(E) est cohérent

(8.3.14).

8.4.6. On appelle topos local un topos X tel que le foncteur ['(X,~) = "section
sur X" (IV 4.3) soit un foncteur fibre (IV 6). Le point correspondant 3 ce foncteur
fibre est appelé le centre du topos local. Lorsque E est localement cohérent,

les topos localisés sont des topos locaux (1.2.3, 8.5.2 et 8.5.7). Le centre de

LocP(E) est canoniquement isomorphe 3 ep(idp) (8.4.3.1). L'image du centre de

Locp(E) dans E est isomorphe & p . Le topos localisé Locp(E) muni du morphisme
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canonique Locp(E) ——> E est la solution du probléme universel (2-universel !) qui

consiste 3 envoyer des topos locaux dans E de fagon & envoyer le centre "sur" p .

8.4.7. A propos des topos locaux, il se pose un certain nombre de problémes que les
rédacteurs n'ont pas abordés. Ainsi, si X est un topos local, l'objet final e de
X possdde un ouvert maximal U # e . Le complémentaire Y de U est un topos loecal
qui ne poss@de pas d'ouvert non trivial. Un tel topos est-il ponctuel ? Soit U wun
topos et X = (U, ¢: U —> (Ens)) un topos obtenu par recollement. Quelles sont les

conditions sur le foncteur de recollement ¢ pour que X soit un topos local ?

8.5. Structure des faisceaux d'une limite projective filtrante de topos.

8.5.1. Dans ce numéro, F = (F.) est un U-topos fibré sur une petite catégorie

i€l

cofiltrante I . On choisit un biscindage (7.1.4) de F , i.e. pour tout

i

f € F1(I) : i —> j on choisit des morphismes de topos £f. : F. ————+—Fj tels que
f" : F, ——> F, soit le foncteur image inverse pour la structure fibrée. On a alors

des isomorphismes canoniques ¢ possédant une propriété de cocycles (7.1.3). On

f,g
note F 1la limite projective du topos fibré F (8.2.3) et pour tout 1€ ob I , on

note

(8.5.1.1) By ot E——*-Fi N

le morphisme canonique (8.1.3). On note Top(F) le topos total de F (7.4.3,3).

D'aprés 8.2.9, le foncteur canonique F —> ¥ définit un morphisme de topos
(8.5.1.2) Q : F ——> Top(F) .

L F . cer o o w1 2. s .
e topos s'identifie 3 Hom art/I°(I ,F')  (8.2.9) et le topos Top(F) s'identi

fie & HomI°(1°,F') (7.4.7). Ces identifications faites, le morphisme Q n'est

autre que le morphisme de plongement de Hom o(1I°,F') dans Hom1°(1°,F') (8.

art/1
2.9).et pour tout objet M de F , on a

8.5.1. = (i N .
(8.5.1.3) Q$(M) (i -—-——>~u1*(M))
D'aprés 7.4.3,4, on a pour tout i € ob I , un morphisme de topos

(8.5.1.4.) a; : Fi ———> Top(F) .
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Le diagramme

+rx)

(8.5.1.5) Q @

Top(F)

n'est pas commutatif en général (méme 3 isomorphisme pré&s). Mais on a, par définition

des morphismes en présence, un isomorphisme canonique

x -~
(8.5.1.6) of Q = u. .

Lorsque i est un objet final de I, oy est un plongement admettant une rétraction
Bi : Top(F) —— Fi (7.4.12) et le diagramme

Hi

(8.5.1.7) Q B

Top(X) .

est commutatif 3 isomorphisme canonique prés.

Proposition 8.5.2. Soit jH—— Mj un objet de Top(F) . Il existe un isomorphisme
fonctroriel

x
i

M. .

£ . .
8.5.2.1 M) 2
{ 3 TEY— J) !{12 Wy M

Un objet de Top(F) (7.1.3) consiste en la donnée d'une application j b—> Mj , Mj
€ ob Fj , et en la donnée, pour tout morphisme f : i ~—> j , d'un morphisme

(8.5.2.2) Bf : MJ _— f* Mi

ou de maniére &quivaleénce par adjonction, d'un morphisme
%
! .
(8.5.2.3) Bf 4 MJ —_— Mi .

les morphismes 8}. étant soumis & la condition que pour tout couple de morphismes

: £ . . . N . .
composables 1 —— > j —EB 5y , le diagramme ci-aprads soit commutatif :
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£t g
x % g X
f Mk i Mj
x .
(8.5.2.4) < ‘ } 3
5‘
__Br
{g”t“k M

Rappelons de plus (8.1.3.1) que pour tout morphisme f : i —>j , on a
un isomorphisme bf : f. g — uj , et que pour tout couple de morphismes compo-

sables 1 —f>~j —& , on a un diagramme commutatif :

[

g,f
—————— oo
g.f. vy {(gf)y . vy
(8.5.2.5) g.(bf} bgf
bg
T i
g uJ 1

Soit alors f : i =—> j un morphisme de I . Notons

B *
(8.5.2.6) tg ¢ ] ) ———> ] 1)

* x 1

be uy (Bg) %

le morphisme composé u; (Mj) B —— uz(f*(Mj)) ——— (Mi)

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la commutativitd des diagrammes
(8.5.2.4) et (8.5.2.5) entraine que pour tout couple de morphismes composables

i—>3i——>%,ona

(8.5.2.7) =t .

tf tg gf

Par suite on a défini un foncteur I° —~——> f_ dont on peut considérer la limite

inductive lim u? (M,) . Soit alors N un objet de F . On a
Tt* 1 1 -
(8.5.2.8) Hom (lim 1¥ (M.),N) & 1lim Hom (¥ (M,),N)
iid i Vi v i Vi’ *
d'oll, par adjonction, un isomorphisme
. z ~ .
(8.5.2.9) Hom (}:1 vy (Mi)’N) o g;m HomFi(Mi, “ix(N))
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On se propose d'interpréter le deuxidme membre de 8.5.2.9. Pour cela, notons, pour

tout morphisme £ : i — j , par
df : HomFi(Mi) :ui*(N)) —— Hoij(Mj) Hjx(N))

le morphisme de transition du systdme projectif qui figure dans (8.5.2.9). Il résulte
de la définition des morphismes te (8.5.2.6) que l'application de associe 3 un

morphisme

le morphisme

df(“i) : Mj — (W) s

obtenu en composant les morphismes

Bg fx(“i) bf
M, ———> fx(Mi) — = f, “ix(N) e 1, (N)

J iz
Par suite un élément du deuxime membre de (8.5.2.9) s'interpréte comme une famille
de morphismes u;: M]._ —_— uix(N) , 1€ obl , telle que pour tout f : i —j ,

le diagramme

i x 0l
Yy fx(ui)
"
D ——— .
uj*(N) £y “u(N)

soit commutatif, c'est-&-dire comme un morphisme de la section (i b—— Mi) €

HomIa(I°,F‘) dans la section Q*(N) . On a donc un isomorphisme fonctoriel

Hom (%_n; “it(Mi) »8)) & Hom( (i b Mi),Q*(N)) H

d'oll 1a proposition par adjonction.

Proposition 8.5.3. Si pour tout £ : i —>,j € F1(I) 1les foncteurs

fx H Fi —_— Fj commutent aux petites limites inductives filtrantes, on a, pour

toute section (ikb— Mi) € HomI,(I°,F’) :
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(8.5.3.1) Qi —>M) = i+—> fim £ M, .
x 1 f o1 *

[

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter en termes des Bs (8.5.2.2) et des

£.g (8.5.1) 1les morphismes de transition des systémes inductifs
>

(f:j—1i)khb—— fx(Mj) et les morphismes de transition de la section

ib—— Llim f* M. . Comme les foncteurs f‘ commutent aux limites inductives
£:i>i

filtrantes, la section i +—> gim f M. est cartésienne. De plus on a un mor-
£:3151

phisme naturel u de (i i——>-M ) dans la section {(ir—» gim 4‘:’)t MJ} , et il
£:351

est clair que tout morphisme de (i +—— Mi) dans une section cartésienne se facto-

rise d'une mani&re unique par u , d'oll 1'isomorphisme (8.5.3.1).

Corollaire 8.5.4. Sous les hypothéses de 8.5.3 le foncteur Q* commute aux petites

limites inductives filtrantes.

Soit o b— N* un petit systéme inductif filtrant de F. Posons
M = Q*(Na) , de sorte que M est une section i t—— M: . On a Na:‘—'Q’Q*(Na)
et comme Q* commute aux limites inductives, on a EE N Q*(z_ig M*) . Les limites
inductives dans Top(F) = HomIo(I",F') se calculent %ibre par f?bre. On a donc

2im M & (i +—> Lim ' ) . En vertu de (8.5.3.1), on a
= xam M.
Q (¢ip %) = Q*Q*(lim My i b—> gim £ loim M) .

* o o f:3+1 * o J

Comme les foncteurs f* commutent aux limites inductives filtrantes, il vient :

o(g_l_glu)—u—» Lip gip £ (Ma)-—-ll——}_g @gf*(ma)-vqu(Na) .

f j»i a f£i1j>i

Corollaire 8.5.5. Si les foncteurs f* : Fi —-—)Fj commutent aux petites limites

inductives filtrantes, on a, pour tout objet i de I et pour tout Mi € ob Fi

(8.5.5.1) My, W (M)-—_ig f*f“(Mi) .
fij>i

Quitte 3 faire le changement de base I/i —— I , on peut supposer que 1 est un

objet final de I (8.2.1). Le morphisme pi ' E—~——> F, est alors le morphisme
1
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composé des morphismes (8.2.9) et (7.4.12) :

Y]

Q :fF—— F ,

. L T
B; * (ai!,ai) t ¥ —>F,

On a done ut (Mi)== Q# B; (Mi) , ol B?(Mi) est la section (f : i =~ j) F—é—f*(Mi)
dont les morphismes de transition sont déduits des cg g L'assertion résulte alors

2
de 8.5.3.

Corollaire 8.5.6. Sous les hypothéses de 8.5.5, les foncteurs

u E it

iy ° i

comnutent aux limites inductives filtrantes.

Le foncteur ui* est composé du foncteur Q qui commute aux limites

¥
inductives filtrantes, et du foncteur "restriction 3 la fibre en i ", qui commute

aux limites inductives.

Corollaire 8.5.7. Sous les hypoth&ses de 8.5.3, soient i un objet de I et X

un objet de Fi tel que le foncteur Hom(X,~) sur Fi commute aux limites induc-

tives filtrantes. Alors le foncteur Hom(ﬁ? (X),~) commute aux limites inductives

filtrantes et pour tout objet M. de Fi on a

1
(8.5.7.1) Hom(u} (0, W} 0) = gip Hom(FF(0,E7 () .
fi1i+i

Pour tout objet (jb—— Mj) de Top(F) omn a

ket~

(8.5.7.2) Hom(u*i(x), Q*(j}-——-é-Mj))-"-' tim Hom(f*(x),mj) .
f:i-1

Le foncteur Hom(ui(x),—) est isomorphe au foncteur Hom(x,ui*( -)) et

¢e dernier commute aux limites inductives filtrantes (8.5.4). D'aprés (8.5.5.1), on a

* ¥ * ~ . ¥
Hom(ui(X), uy (M) Hom(x.u“,ui(Mi)) e Hom(X,fJ‘l;T;i f#f (Mi)) ,

d'oli la formule (8.5.7.1). De méme, d'aprés (8.5.3.1), on a

327



- 165 ~ VI

% - ~ . ~ .
Hom(ui(x) st(J — Mj)) - HOm(Xin*Q*(J — Mj)) — Hom(.xsf%_}-gif*(mj)) >

d'oll 1a formule (8.5.7.2).

Proposition 8.5.8. Soient G ——> I un U-topos fibré et m : F ——> G un mor-

phisme cartésien de topos fibrés (7.1.15). On utilise pour G les notations intro-

duites en 8.1.1. Soit m: f‘_ -G le morphisme déduit de m par passage & la

limite projective (8.1.4), Le diagramme de topos et de morphismes de topos :

E Q Top(F)
(8.5.8.1) l o m,\'
¢ ¢ Top(6)

est commutatif 3 isomorphisme prés. Pour tout objet N de F,ona

(8.5.8.2 M~ im o, ou, (W ;
) g_l*() im u mJ*uJ*() .

4

La commutativité du diagramme (8.5.8.1) résulte immédiatement des défini-
. x T
tions (8.2.8 et 8.5.1). On a gx(N)c'. q Qx &(N) et, en vertu de la commutativité
~ X N . . .
de (8.5.8.1), E*(N)- Q o Q*(N) . Par suite, on a un isomorphisme
~ X N, Ny
Et(N) Q mx(J — “jt(N)) . Le foncteur m, 0 est autre que le foncteur
Homlo(l",m*) (7.4.10), et par suite on a un isomorphisme canonique

~F z -
g*(N) Qx(J - oy ujx(N)) . La formule (8.5.8.2) résulte alors de 8.5.2.

Proposition 8.5.9. Avec les hypothéses et notations de 8.5.8, on suppose de plus que

pour tout objet i de I , le foncteur m Fi —_— Gi commute aux limites induc-

tives filtrantes et que pour tout morphisme f : i — j de I le foncteur

f* : Fi D Fj commute aux limites inductives filtrantes. Alors le foncteur

o f‘_-—* g commute aux limites inductives filtrantes, et pour tout ohjet

(i —> Mi) 513_ Top(F) on a un isomorphisme canonique :

£ . . *
{8.5.9.1) :2* Q" (i — Mi)az %).m uj mjt (Mj) .
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La premiére assertion résulte de (8.5.8.2) et de (8.5.6). D'aprés (8.5.8.

2) et (8.5.3.1), on a un isomorphisme fonctoriel :

x,. . *
m:Q(U—vMi)z tim uy m*(hm f(M)) .
i f:ixi
En utilisant la commutation des mi* aux limites inductives filtrantes et les iso-

morphismes L fx 2 fxmj: (7.1.6) , on obtient :

By Q(lMM) g_i_gu. (&-ﬂ‘if*m'tm;)) .
T i

Comme les foncteurs u: commutent aux limites inductives, il vient :
X, . . .
tQ (i > Mi)-f-"- gim  f2im p

- LTI
i f£f:3>1

f*mjx(Mj) .

48

*
B

Ce dernier objet peut &tre interprété comme une limite inductive sur la catégorie
F1(I)® oli F1(I) est la catégorie des morphismes de I . Soit alors ¢ : I — F1(I)
le foncteur qui associe a tout objet i de I le morphisme identique de I . Le

o

foncteur ¢° : I° ——> FI1(I)® est cofinal et par suite (I 8.1) on a un isomor-

phisme canonique

Corollaire 8.5.10. Sous les conditions de 8.5.9, pour tout objet i de I et tout

objet M, de Fi , on a un isomorphisme canonique

z * x
(8.5.10.1) L3 “i(Mi) o f£1m uj mjx £ (Mi) .
i

La démonstration est analogue 3 celle du corollaire 8.5.5.
Remarque 8.5.11. Rappelons que le foncteur image directe par un morphisme cohérent
entre topos cohérents commute aux limites inductives filtramtes (5.1). Par suite les
propositions 8.5.3 & 8.5.7 et 8.5.9, 8.5.10 s'appliquent lorsque les topos fibrés

envisagés sont cohérents et les morphismes de topos fibrés envisagés sont cohérents.

8.6. U-topos fibrés annelés.

8.6.1. On dit qu'un U-topos fibré est annelé s'il est muni d'un faisceau d'anneaux

sur le site total (7.4.1). Soit p : F —— I un U-topos fibr&. Choisissons un
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biscindage (7.1.4). Il résulte de 7.4.7 que se donner un faisceau d'anneaux sur F
revient & se donner, pour tout objet i de I , un anneau Ai de Fi , et pour tout
morphisme £ : i —~—=> j | un morphisme 9g ¢ Aj e foi , la famille des ¢
&tant soumise 3 des conditions de compatibilité explicitées dans loc. cit. Les mor-
phismes de topos f£. : Fi R Fj sont donc des morphismes de topos annel@s (res-
pectivement par Ai et Aj Yy (IV 11), et la structure annelée sur F et le choix
des morphismes f. fournit un pseudo-foncteur de I dans la 2-catégorie des topos

annelés. Réciproquement, lorsqu'on se donne un tel pseudo-foncteur, on peut recons-

truire un U-topos fibré annelé qui lui donne naissance.

8.6.2. On peut comme en 8.1, définir la notion de limite projective d'un U-topos
annelé (Fi’Ai’ i € I). Nous supposerons que cette géndralisation immédiate a &té
faite et nous appliquerons librement 3 cette situation le langage introduit dams 8.1.
Lorsqu’elle existe, cette limite projective est un U-topos annelé (H,B) , et on a
pour tout objet 1 de I des morphismes de topos annelés L (H,B) ————*-(Fi,Ai) .
Si le topos fibré F (non annelé&) admet une limite projective Eigpop Fi s, et si

le systéme inductif d'anneaux i +— p:(Ai) admet une limite inductive %%* ”?Ai
dans la catégorie des anneaux de EiEFoP Fi (ce qui est toujours le cas si I est

petite) alors le topos annelé (Limtop Fi , Lim u: Ai) est de fagon &vidente une
I I

limite projective du topos fibré annelé considéré.

8.6.3. Les formules du numéro 8.5. &tablies pour les faisceaux d'ensembles sont vala-—
bles pour les faisceaux abéliens. Elles sont aussi valables pour les faisceaux de
modules, 3 condition d'interpréter les foncteurs images inverses qui y figurent comme
des foncteurs images inverses au sens des faisceaux de modules (IV 1.1). Nous en lais-

sons la vérification au lecteur.

8.6.4. Soit (p : F~—> I, A) un U-topos fibré annel& sur ume catégorie cofiltran-
te. On dit que (p : F ——> I, A) est U-topos fibré annelé plat & droite (resp. 3
gauche) si pour tout morphisme £ : i —> j , le morphisme f. : (Fi’Ai) — (Fj’Aj)
est un morphisme plat & droite (resp. 3 gauche) de topos annelés (V 1.8). Supposons

I essentiellement petite. Alors le morphisme de topos annelé
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. R . s
Q : (Limtop Fi . gmm “i(Ai)) B (HomI,(I°,F‘),A) (8.5.1) est plat & droite (resp.
d gauche), comme il résulte de la définition et de 8.5.2, et ceci est valable sans
hypothéses de platitude sur les morphismes de transition f£. . Si on suppose de plus

que (p : F ——> 1, A) est un U-topos fibré annelé plat & droite (resp. & gauche),

"

1

(resp. & gauche). Ceci ré&sulte de ce que l'image inverse d'un module plat est plat

les morphismes uy t (Limtop Fi s A1 vy Ai) — <Fi’Ai) sont plats 3 droite
I

(V 1.7.1), et de ce qu'une limite inductive filtrante de Modules plats est un Module
plat. On démontre par les mémes arguments le fait suivant : Si

m: (Fi’Ai’ i €1) —> (Gi’Ai’ i€ I) est un morphisme cartésien de U-topos fibrés
annelés sur une catégorie cofiltrante essentiellement petite et si pour tout objet

i € ob(1I) , le morphisme m, est plat i droite (resp. & gauche), alors le morphisme

o déduit de m par passage & la limite projective est plat & droite (resp. & gauche).

8.7. Cohomologie des faisceaux d'une limite projective de topos.

8.7.1. Dans ce numéro, I désigne une petite catégorie cofiltrante, (p : F —— I,A)

et (@ : G~—> I, B) deux U-topos fibrés annelés, m : (p : F I,A)
(g : 6—> I,B) un morphisme de U-topos fibrés annelés. On suppose que pour tout

morphisme f : i ——> j de I , les foncteurs dérivés Rnf* » n €N , du foncteur

ft : Mod (Fi’Ai) ——> Mod (Fj,Aj) pour les modules, commutent aux limites inducti~-

. . . P n
ves filtrantes, et que pour tout objet i€ I , les foncteurs dérivés R m, du

%
(n

foncteur m,, @ (Fi’Ai) —_— (Gi’Bj) pour les modules commutent aux limites

i%
inductives filtrantes. Rappelons que ces hypoth&ses sont satisfaites lorsque les caté-
gories Fi s Gi (i € ob(I)) sont cohérentes et lorsque les morphismes
f.:Fi——>Fj,(f:i—->-j6F1(I))et mi:Fi—+Gi,(iéI)sont
cohérents (5.2). On utilise les notations de 8.5.1. De plus on note 4 {resp. B)
. : H . * . sas
le faisceau 2.13 ui(Ai) (resp. Lim Y (Bi))' Enfin pour les Modules, on utilise la

: =1 P : . . P "
notation My pour désigner 1'image inverse au sens des faisceaux abéliens en réser-

vant la notation uz pour l'image inverse au sens des Modules (IV 11).

-

(1) Pour fixer les id&es nous prendrons les modules & gauche.
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Lemme 8.7.2, Soit j b——- Mj un A-Module injectif de Top(F) . Alors

Q“(j bty MJ.J est un A-Module acyclique pour .9 et pour tout i € ob(I) , Mi

est flasqgue.

Soient i € ob(I) et e; un objet final de Fi . Le U~topos fibré
F/e. —— I/i est déduit de F > I par le changement de base I/i —_— 1.
Le faisceau j — Mj étant injectif est flasque (V 4.6). Sa restriction au topos
localisé F/e. est flasque (V 4.12). Le foncteur de restriction de F/e a F

i
est un foncteur image directe par wn morphisme de topos (7.4.12). Par suite, il

i

transforme les Modules flasques en Modules flasques (V 5.2). Donc Mi est flasque.

Démontrons la premiére assertion du lemme. Posons N' = Qx(j — MJ.) .
D'aprés (8.5.3.1), on a, pour tout i € ob(I)
'Y = " . ~ i .
nig ) = g G P M) = 2im £ (M)
fr3>1
En utilisant 1'hypothése (8.7.1), on voit que le faisceau N' posséde la propriété

suivante :

(P) Pour tout objet i € ob(I) , ui*(N') est mit-acyclique, et pour tout

morphisme f : i —> j de I, (N') est £, ,~acyclique.

Hig *

I1 suffit de montrer que tout objet N' qui possé&de la propriété (P) est
g_xx—acyclique. Comme les injectifs possédent la propriété (P), il suffit de vérifier
les deux propriétés suivantes (V 0.4) : four toute suite exacte 0 —> N' —> N"
—> 0, oi N' et N possédent la propriété (P), (a) N" possiéde la propriété (P)
et (b) m*(N) —?m*(N") est un épimorphisme. La vérification de (a) est tri-
viale. Vérifions (b). Posons K = coker (Q*(N‘) e Q*(N)) de sorte que K est la

section (i —> I(i = coker (“it(N') e uit(N)) . Pour tout £ : i —>j , on

a un diagramme commutatif
1
0 ——> ft ui*(N ) —— ft uit(N) —_— ft(Ki) — 0

O — (N') — ”jt(N) _— Kj —_ 0

ujt
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Comme ui*(N') est ft-acyclique, la suite horizontale du haut:est exacte. Comme

i b—>» pix(N') et ipb——o uix(N) sont des sections cartésiennes, les deux premiers
morphismes verticaux sont des isomorphismes. Par suite le morphisme canonique

Kj —— fx(Ki) est un isomorphisme et i > K, est une section cartésienne. Donc
K est de la forme Qx(K') , et les morphismes canoniques Q*(N) —_— K et
K————\Q*(N") sont de la forme Qx(u) et Q*(v) respectivement, car Qt est plei-
nement fidéle. Comme Qt est exact et comme Q*Q: est isomorphe 3 l'identité, v

est un isomorphisme et par suite Qx(v) est un isomorphisme. La suite 0 —— Q*(N')
— Qx(N) e Qx(N") —— ( est donc exacte et par suite, pour tout objet i

de I, la suite 0 —> ”ix(N') e “ix(N) —— “ix(N") -~ 0 est exacte.

' - i i ' . (N
Comme uix(N ) est m, ~acyclique, la suite 0 —>m, “ix(N ) LY ult( )

—_— (N") ——>» 0 est exacte. De plus on a un isomorphisme

Dix Hig

.-l -1 . o
o g%lm “j mjz “jx (8.5.8.2). Le foncteur “j est exact et les limites induc
tives filtrantes sont exactes. Donc la suite 0O ——> Et(N') —t Et(N) —

$1
Ex(N ) ——— 0 est exacte.

Théoréme 8.7.3. Les notations et hypoth&ses sont celles de 8.7.1. Pour tout entier

ci - ol .. . . .
n € N, le foncteur dérivé R Et commute aux limites inductives filtrantes, et on a

un _isomorphisme fonctoriel pour tout A-Module j +——> Mj :

n %, . . % .n
- — M,) o Lim u, Rm. (M,
(8.7.3.1) Rth @G J) ot u mJ*( J)

On a Q—l (A) = _1_&. , et par suite 1'image réciproque pour les Modules est
isomorphe d& 1l'image réciproque pour les faisceaux ab&éliens. On en déduit par 8.5.8.2
que pour toute section j b—> Mj , On a un isomorphisme canonique

. -1 . .
%1m uj (Mj) o~ 91,13 u?(Mj) . De plus, sous les hypothéses de 8.7.1, on a un isomor-
phisme canonique (8.5.9.1) Eth(j  —— Mj) 2 gi u;l mjx(Mj) . Comme pour tout
I
injectif jl——-~—>Mj , les Mj sont flasques et Qt(j ——-——>Mj) est acyclique
. . n £ . . -1 ,n
pour m, (8.7.2), on a un isomorphisme R Ex(Q (j —> Mj) o~ 9£1m ¥y R mjt(Mj) s
d'ol la formule (8.7.3.1) en utilisant ce qui précéde. La premi&re assertion résulte

immédiatement de la formule 8.7.3.1.
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Corollaire 8.7.4. On a des isomorphismes fonctoriels pour n € Z :

n n
N) = 2im p¥R%, u. () .
(8.7.4.1) Rgx() ;m M mequ( b))

En effet N est isomorphe 2 Q*(j F—***'ujisﬂ))

Corollaire 8.7.5. Pour tout objet i de I , pout entier n et tout Ai~Modu1e Mi s

on a un isomorphisme fonctoriel

n %= ~ . £ .n %
(8.7.5.1) R B, ui(Mi)._ f%gfi uj R maxf (Mi) .

Quitte & faire le changement de base I/i —~—> 1 , On peut supposerque 1
est un objet final de I (8.2.1). L'objet u:(Mi) est alors isomorphe i

et j — i) F— f*(Mi)) (cf. 8.5.5).

Coroliaire 8.7.6. Soit i un objet de I et n un entier. On a un isomorphisme

fonctoriel en la section jbh—— M,

3
(8.7.6.1) Ry, Q*(J' b M) gim RVE (M)
ik 3 £33 b 21
LSS
On _a un isomorphisme en le A-Module N :
n ~ 03 n
(8.7.6.2) R uix(N)_ tim Rf uj’(N)

On a un isomorphisme fonctoriel en le Ai-Module Mi

n % . n
(8.7.6.3) R Hig ui(Mi):!ffyﬁi R ftfx(Mi)

n . . . .
Les foncteurs R Hig commutent aux limites inductives filtrantes.

En faisant le changement de base I/i -—— 1 on se raméne au cas o i
est un objet final de I . Les formules (8.7.6.1) et (8.7.6.2) sont alors des cas
particuliers des formules (8.7.3.1), (8.7.4.1) et (8.7.5.1), respectivement obtenus
en prenant pour G le topos fibré constant de fibre Fi et pour morphisme m le
morphisme (f. , f € ob(I/i)). La derniére assertion résulte de 8.7.6.2 compte tenu

de (8.5.4).
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Corollaire 8.7.7. Soient i un objet de I , X um objet de F, tel que les fonc-

n .. . . .
teurs H (X,-) , n€ N , commutent aux limites inductives filtrantes. On a pour tout

n un isomorphisme canonique fonctoriel en le Ai-Module Mi :

n, x x ~ 74
(8.7.7.1) H Q;i(X), ui(Mi))__ Lim

B (eF 0, £5 1))
f:3>

et les foncteurs Hn( uf(x), - ) commutent aux limites inductives filtrantes, En par

. . . n P . . .
ticulier si les foncteurs H (Fi’_) commutent aux limites inductives filtrantes, les

n v s . . . .
foncteurs H (E,—) commutent aux limites inductives filtrantes, et on a des isomor=-

morphismes canoniques, fonctoriels en les Ai—Modules M,
- i

—

(8.7.7.2) 8 (F, “?‘Mi))"’” im Hn(F.,f*(Mi)) .
f:]-—»' 3

Il résulte de (V 5.3) qu'on a deux suites spectrales

. 3 . + 4 T
'wy = lin WGRIE ) ——> lin 1 ®, £ 01))
fi301 LIRS
wpPsr@ P q x ptq, = *

et de (8.5.7.1) qu'on a un morphisme entre ces deux suites spectrales. Comme les
Hp+q(x, - ) commutent aux limites inductives filtrantes, il résulte de (8.7.6.2) que
ce morphisme de suites spectrales est un isomorphisme au niveau des Eg’q . Par suite
il induit un isomorphisme sur les aboutissements, d'od (8.7.7.1). Pour tout_ﬁ-Module

N , on a une suite spectrale (V 5.3).
+ *
B9 = PRt ) —> el .
La commutation aux limites inductives filtrantes des foncteurs H“(u:(x, - ) résulte

alors des propriétés analogues des foncteurs Hn(x, -) et r" Wiy (8.7.6).

Remarque 8.7.8. Lorsque les topos Fj s J € ob(I) sont cohérents et lorsque les
morphismes de transition sont coh&rents, 1'hypoth&se faite sur X (resp. Fi) dans
8.6.7 est satisfaite lorsque X (resp. Fi) est cohérent (5.2). On sait d'ailleurs

que dans ce cas u?(x) (resp. g )} est cohérent (8.3.13).
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Corollaire 8.7.9. Soient i un objet I, Mi un Ai-Module & gauche, Li un

Ai-Module 34 droite possédant la résolution du type :

Pk T Bk Pio L 0

o, pour tout entier k , P, est isomorphe 3 une somme directe finie d'objets de

ik
(1Iv 11.3.3), oti X wvérifie les hypothéses de 8.7.7. Si, outre les

la forme Ai|X

hypothéses de 8.7.1, le topos fibré F est plat & droite (8.6), on a des isomorphis-

mes canoniques, pour n £ k-1 :

n b * . n b 3 x

(8.7.9.1) ExtA(f_) "’ia‘i)’ ui(ui)):.v.. llm.ExtA_(Fj,f (Li),f (Mi)) .
> f:3+i 3

Notons Pi la résolution de Li . Comme F est plat 3 droite, pour tout

ye
f:j—>1i, f*(Pi ) est une résolution de f*(Li) et u:(Pi ) est une réso-
-

'y

. * . . . .
lution de ui(L_) (8.6). Ces résolutions permettent de construire deux suites spec—
i

trales qui convergent respectivement vers les deux membres de (8.7.9.1), et un mor-

P,q
El

isomorphisme (8.7.7.1). Il induit donc un isomorphisme sur les aboutissements.

phisme entre ces deux suites spectrales. Au niveau des ce morphisme est un

9. Appendice. Critére d'existence de points

par P, DELIGNE

Proposition 9.0. Tout topos localement cohérent S a assez de points.

La question &tant locale sur S , on peut supposer le topos S défini par
un site A , dans lequel est limites projectives finies sont représentables et tel
que tout recouvrement fi : Ui -——> U admette un sous-recouvrement fini. Il suffit
de prouver que si f : §F—— \% n'est pas un monomorphisme, alors, il existe un
point x de A tel que £, ne soit pas injectif. Par hypoth&se, il existe U €
ob ,A et A, 48 € F@W) telsque A# 8' et £(8) = £(4") . Remplagant A par

A}U , On se raméne au
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Lemme 9.1. Si 4 et A' sont deux sections globales distinctes d'un faisceau 8

sur un site A vérifiant les hypothéses précédentes, alors, il existe un point x

]
g;;_,é tel que Axa‘ 4 -

Soit P = (Ui)i €1 = systéme projectif dans A , indexé par un ensemble
ordonné filtrant I . Pour tout faisceau m sur _zd , on pose P = }E%(Ui‘) s
et, pour tout V € ob A , on pose P(V) = QJ Hom (Ui,V) . Les foncteurs p(x) et
P(V) commutent aux produits fibrés. Si le foncteur P(V) transforme les recouvre-
ments en familles surjectives de fonctions, c'est un morphisme de sites du topos
ponctuel dans A , et P(” est le foncteur fibre correspondant.

Si P = (Ui)i €1 °F Q= (Vj)j € g sont deux systémes projectifs dans
/5 , on dit que Q raffine P si I est une partie de J munie de 1'ordre induit
et si P est la restrictionde Q & J . On dispose alors de morphismes de foncteurs
de P() dans Q@ et de P(V) dans Q(V) .

Quel gue soit P comme plus haut, on notera Ap et 41') les images dans
P(E) de 4 et 4' . Le lemme 9.1 résulte du lemme suivant, dans lequel on prend

pour P le systéme projectif indexé par {0} et ré&duit & l'objet final de A .

Lemme 9.2. Quel que soit P comme plus haut vérifiant Ap # 'SI') , il existe Q

raffinant P , vérifiant AQ # 4' , et tel que, quels que soient le recouvrement

Q

£, 0V, —>V et £ € Q) , f soit dans 1'image d'un des QIV,) .

On prouvera tout d'abord :

Lemme 9.3. Soient P = (Ui)i €1 vérifiant les hypothéses du lemme 9.2, fi : Vi -3 V

un recouvrement fini dans A4 , et f € P(V) . Il existe Q raffinant P, vérifiant

AQ # 3(’2 et tel que 1'image de f dans Q[V) soit dans 1'image de 1'un des (Vi) .

Il existe io € I et f'€ Hom(Ui V) qui définissent f . Pour i 3 i_ .,

o
o
posons U, =U, xV, , ce produit fibré étant défini par f£' . On sait que (V,)
ik iy k k
est un recouvrement de V , donc que Ui K est un recouvrement de Ui ;s la fléche
t ]

sulvante sera injective (pour i > io) :
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Fw) —— § 3"”:1,19

Passant 3 la limite, compte tenu de ce que les produits finis commutent aux limites

inductives filtrantes, on voit que

14¢)

.G
111 gim ¥ (Ui,k)

est injectif, donc qu'il existe k tel que Ay et A; aient des images distinctes

dans ﬁ[: G:(Ui,k) . Soit alors Io = {1|1 2 i et i€I} ,et J= Ill,lo . On
o

"

ordonne J en disant que j' ¢ j" si les images de j' et j" dans I satisfont

a j'g 3" etsionn'apas ji'é I0 , "€ I . 1les Ui et Ui K sont indexés par
1
J , et forment un raffinement Q de P , tel que 4. # 4' , et que 1'image de £

Q Q
dans Q[V) soit dans 1'image de Q(Vk) .

Lemme 9.4. Soit P = (Ui)i € vérifiant les hypothéses du lemme 9.2. Il existe Q

I

raffinant P , tel que AQ # 46 » et tel que pour tout recouvrement fini (Vk) d'un

ouvert V de S, et tout £ € P(V) , l'image de f dans QIV) soit dans 1'image

de 1'un des Q(Vk) .

Soit E 1'ensemble des triples formés d'un ouvert V de S , d'un recou-

vrement fini (V.) de V et de f € P(V) . Soient < un bon ordre sur E et E

k

1'ensemble déduit de E par adjonction d'un plus grand &lément, noté = . On va défi-

nir par récurrence transfinie sur e € E des raffinements Qe de P , vérifiant

AQ # 3& et tels que

e e
(i) si e' g e , alors Qe raffine Qe' .
(ii) si e = (V,(Vk),f) , alors l'image de f sans Qe(V) se trouve dans 1'image

¥
de 1'un des Qe(vk) '

Supposons les Qe, déja définis pour e' <e . Si e est le premier &lé-
ment de E , posons Q; =P . 81 e a un prédécesseur e-l , posons Qé = Qe__l .
Simon, soit Qé le systéme projectif d'ensemble d'indices U I, qui raffine les

e'<e
Qe‘ pour e' < e . Dans ce cas, on a
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de sorte que, dans tous les cas, Qé raffine les Qe’ pour e' < e et vérifie
4 . F AL,
Qe Qe
On obtient le systéme projectif Qe requis en appliquant le lemme 9.3 3

Q, etd e-= (V,(Vk),f) (resp. en prenant Qe = Qé si e =o
Le systéme projectif Q  vérifie le lemme 9.4.

Le lemme 9.4. permet de définir, par récurrence sur n , une suite

Qn = (Ui)i €1 de systémes projectifs dans A telle que
n

i q =*

(ii) Qn+l raffine Qn

{iii) AQ # AQn

n

(iv) Quels que soient le recouvrement fk : Vk —V et f € Qn(V) , 1l'image

s t
de f dans Qn+1(V) se trouve dans l'image de 1'un des Qn+l(vk)
Le systéme projectif Q , d'ensemble d'indices la réunion des In » qui

prolonge les différents Qn , vérifie alors le lemme 9.2. La démonstration montre de

plus que :

Corollaire 9.5. Soit /3 un site, dans lequel les produits fibrés sont représenta-

bles et tel que tout recouvrement dans /) admette un sous-recouvrement fini. Soit

e le cardinal sup( )o , card{(Fi8)) . Alors il existe un ensemble trés dense

de points de 4 s, tel que

(i) card(®) ¢ 2¢

ii) si x€X et U €O0b4, alors card(U) < ¢
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Dans le présent exposé et le suivant, nous développons les
propriétés les plus élémentaires relatives & la topologie et la cohomologie
étales. Les développements du présent exposé concernent certaines propriétés
valables pour l'essentiel pour dlautres topologies trés différentes, telle
la "topologie fppf". Dans llexposé suivant seront développées des proprié-
tés assez spéciales & la topologie &tale, temant & la nature trés parti-

ouliére des morphismes Stales.

Nous suivons partiellement ici trois exposés oraux de J.E. ROOS
(qui n'avaient pu 8tre rédigés par lui) notamment dans la démonstration,

de VIII 6.3,

Sauf mention expresse du contraire, il sera sous-entendu que les
schémas envisagés dans le présent exposd et les suivants sont éléments

de l'univers fixé U .

1, 1a topologie étale

1.1, Nous désignerons par (Sch) la catégorie des  schémas (éléments

de 1'Univers fixé U). Rappelons qu'un morphisme f : X — Y dans (Sch)

(")
1
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est dit €tale s'il est localement de présentation finie, plat, et si powr
tout y &€ Y, la fibre Xy est discréte, et ses anneaux locaux sont des
extensions finies séparables de k(y). Il revient au méme de dire que f
est localement de présentation finie, et que pour tout Y - schéma Y!
qui est affine {au sens absolu) et pour tout sous-schéma Y! défini par

un Idéal nilpotent, l'application
HomY(Y',X)-—)HomY(Yg,X)

est bijective. Pour les propriétés les plus importantes de cette notion,

je renvoie & EGA IV §§ 17 et 18, et en attendant & SGA1 I et IV,

1.2, On appelle fopologie étale sur (Sch) la topologie engendrée par
la prétopologie pour laquelle, pour tout X & (Sch), l'ensemble
Cov X est formé des familles ( X, -Eé-> X)i €1 {indexées par un
I €U), telles que les u; soient étales et X =LJ v; (X;) (au sens

i

engembliste).

Il est commode dt!associer & tout X 1la sous-catégorie Et/x de
(Sch)/x formée des fléches X'!'—3 X qui sont étales. On la munira de la
"topologie induite" (I )  par la topologie étale de (Sch), (appelée
encore "topologie étale sur X") et on désignera par Xét le site ainsi
obtenu ("gite étale’ de X) (¥*)Notons que tout morphisme de Et/x est
étale (SGA1 1 4.8), d'ol s'ensuit qu'une famille ( Xi -229 X')i €1 dansg
xét est couvrante si et seulement si elle est surjective i.e.

U, (1) =X' . 0n voit aussitdt (cf. 3.1) que Xy, est un U-site
i

t
done les résultats des

~
Exp. I & VI sont applicables. Le topos Xgp des U-faisceaux sur Xét est

le topos étale de X.

(*) Notons cependant qu'il serait préférable de désigner par X, _ le topos
X, défini par le site étale de X. Pour des raisons pratiques, nous nous
en tiendrons dans ce Séminaire aux notations introduites ici (qui sont
celles du séminaire primitif),
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1.3, Pour la suite, sauf mention expresse du contraire, toutes les no-
tions topologiques que nous envisagerons dans Et /X ou {Sch), s'entendent
au sens de la topologie étale. D'ailleurs, dans le langage et les notations,

on éerira couramment X au lieu de xé ou Et/x . Ainsi, on appellers

t

"faisceau sur X" (sous-entendu : pour la topologie étale) un faisceau
~ P

sur le site xét . On désignera par xét la catégorie de ces faisceaux,

qui est un %-topos. Si P est un faiscesu abélien sur X , on désignera

par Hi(x,F) ses groupes de cohomologie, qui seraient notés Hi(xét ,F) dans

Exp. V.
1.4, Soit f : X - Y un morphisme de schémas. Alors le foncteur
imgge inverse

£* :Y'5—>Y'XYX

induit un foncteur

(%) £}, Bty — Bty

qui commite aux Ein finies et transforme familles couvrantes en familles

couvrantes; c'est par suite un morphisme de sites
et Xgy >V

induisant donc un foncteur sur la catégorie des faisceaux :

ét %
f* (F) = Pofhy, .

De plus f: b admet un adjoint & gauche
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f S L 4
6t ¢+ Yoy —> Xy

prolongeant delui envisagé dans (*) y et commtant aux J_._J:.g quel conques

et aux lim finies i.e. ¢ 2 définit un morphisme de topos
&2 t

P P
fét . Xét: > Yét

. Evidemment, pour un composé de deux morphisme de schémas

on a des isemorphismes ecanoniques

8t f:t R dtolr

ét
(ef),” == e,
(gf)‘(‘é"t Rt f"é"‘t gzt s 1l.e. on a un isomorphisme
L
- (80)g, = 85y fg ,
{de sorte qu'on obtient un "pseudo-foncteur" (SGA 1 vI 8)de la catégorie

(Sch) dans 1a catégorie ( Top ) des topos & U' , ot U! est le plus

petit univers tel que U & U' ; comparer IV ).
1.5, Notations. Dans la suite nous écrirons souvent f£¥*, f, au lieu
de th s fit «Si f ¢ X Y estun morphisme de schémas, les fonc-

teurs Rifit seront donc simplement notés Rf, . Rappelons avec ces

notations la suite spectrale de Leray pour f , et un faisceau abélien

F sur X (V 5) t
H*(X,P) &= Epl= BP(Y, R £ ().

De méme s5i 1'on a deux morphiemes f ¢+ X —» Y et g : Y -y 2, on a une

suite spectrale de Leray (suite spectrale de foncteurs composés)

R*(at), (F) &= ED*% = RP%, (R £,(F) ) .
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1.6. Lorsque f : X — Y eest lui-mme un morphisme étale, on peut
considérer X comme objet de Yé'b » ©t on a un isomorphisme de sites
canonique

Xy > (Tgpix
Moyennant cet isomorphisme, le foncteur £ 7, & Y'H> Y! X, X de (x)
slidentifie au foncteur changement de base interne dens la catégorie

Et /Y' I1 stensuit que le fonctenr

* ~~ ot
T Yy —> Xy
est alors isomorphe su foncteur " restrictiona Y ¥

7*(F) 2 Foix/Y R

ou F est un faiscesu sur Yét y ot lX/Y = Xét — Yét est le foncteur
évident (consistant & regarder un schéms étale sur X, u: X' — X,

comme un  schéme étale sur Y par fu : X' — Y ).

1eTe Questions d' Univers. On notera que si X ;4 ¢ , alors xét

n'est pas élément de ltunivers choisi U . Cependant, comme nous avons
signalé, on voit facilement (3.1 )} que 1'on peut trouver une sous-catégorie
pleine C de Xé £ é1ément de U, satisfaisant aux conditions du "lemme
de comparaison® ( BI) , de sorte gue le foncteur restriction induise une
équivalence 'El—-> ’i;t' Ainsi, le topos étale est équivalent & un topos

48fini en termes d'un site C € U . En d'autres termes, est un U-site

et
donc en vertu de loc. cit. les résultats des Exposés I & VI

asont applicables & ce site.
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2y Exemples de faisceaux

a) Soit F € Ob (Sc:h)/X un schéma sur X , et pour tout X! sur X ,
posons

F(X') = Hom, (x',7) .

Le foncteur (Sch)°/x —3 (Ens) ainsi défini est un faisceau pour la
topologie étale (et méme pour la topologie plus fine fpgc étudiée dans
SGA31IV). En d'autres termes la topologie étale sur (Sch) est moine fine
que la topologie canonigque. Ctest en effet, essentiellement, le contenu de
LAL VIII 5.1 (cf.aussi SGA3 IV 6.3.1 ). A fortiori, la restriction de
ce faisceau & xét est un faisceau. On le désignera encore par F ,

lorsqu'ancune confusion ntest & craindre (*), Noter aussi que le foncteur

ainsi obtenu

* (Sch)/X — ;;;

commute aux %ﬂ finies (clest trivial). Cela implique par exemple que
lorsque F est un schéma en groupes (resp...) sur X , alors le faisceau
qutil définit est un faisceau en groupes (resp...). Notons que le foncteur
Bt /X - }E;; induit par (*) nfest gutre que le foncteur canonique, asso-

oiant 3 tout X' € Ob Xgi 1le foncteur sur X, qu'il représente. Clest

t

donc un isomorphisme de la catégorie Et /X sur une sous-catégorie pleine
N

du topos étale X sty Par laquelle nous identifions généralement un

X & Ob xét au faisceau correspondant, qui sera noté X ou simplement X.

Evidemment on aura H%(X,F) = Hom(Sch)/ x,F .
X

Donnons également une interprétatiyon de Hj(X,F) lorsque F est un

préschéma en groupes sur X {commtatif si 1l'on veut, de sorte que la

(%) Mais on fera attention que si X # @, le foncteur ¢ qui a F € Ob(Sc‘n)/X
associe le faisceau correspondant @(F) n'est pas pleinement fiddle, ni
méme fid2le, et qu'on ne peut réconstituer F (mod. isom,) connaissant
©(F). Par exemple; si $ = Spec k, k corps alg., clos, la connaissance de
@(F) équivaut 2 celle de 1'ensemble sous-jacent 2 F seulement (en vertu
de VIII 2.4}, Comparer IV
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définition de Hl(X,F) reléve de Exp, V ; pour le cas général on pourra consulter
la thése de J. Giraud (¥*)). Alors des raisonnementsbien connus, que jemedispense

de répéter ici, montrent que H!(X,F) est canoniquement isomorphe au groupe

des classes (mod. isomorphisme) de faiscesux d'ensembles sur X + principaux
homogénes sous F (*¥) Lorsque F est affine sur X , alors 64 1 VIII 2.1
implique {toujours par des arguments standards, cf. thésedeJGiraud) que

il (X,P) est aussi le groupe des classes de schémas P sur X , sur les-
guels F opdre & droite et qui sont "fibrés principaux homogénes sur X

au sens de la topologie étale™ i. e. localement triviaux dans le sens de la

topologie étale (¥¥¥),

Remarques 2.,1. On fera attention que si 1l'on désigne, pour tout schéma

Z sur X, par @y (2) le faisceau associé sur Xg , etsi f :¥Y —3>X

est un morphisme de schéma, on a un homomorphisme évident (fonctoriel
en Z7)
() (o (2)) = @2 ) By = OxY

i.e, un homomorphisme évident
B (3) — 5(04(5)) ,

savoir l'homomorphisme fonctoriel en X' & Ob xét
Bomy (X!, 2) —» Homy (X'y, %) .

Mais on fera attention qu'en général (*) n'est pes un isomorphisme,

i.e. la formation du faisceau étale associé 2 un schéme relatif ne

commite pas aux foncteurs images inverses. Cependant (%) est un iso-

morphisme dans le cas particulier ot Z est étale sur X

(¥)
(¥#*) ou F-torseurs dans la terminologie de loc,cit.

{(#¥%) ou F-torseurs représentables dans la terminologie maintenant regue.
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D¢ méme, le foncteur

r~—~

({"'x H Sch/x —> xét

ntest pas fidéle si X ;é ﬂ (%); cependant sa restriction 2 Xét’ qui n'est

S
autre que le foncteur canonique X st > Xé £ est pleinement fidéle, car en

vertu de a) la topologie de Xét est moins fine que sa topologie cano-

nigque.

b) Notons que (%) commute également sux sommes directes indexées par les
I &U, comme on vérifie facilement. En particulier, si pour tout ensemble
I, on désigne par I; le X schéma constent défini par I (SA3I 1.8 ),
somme directe de I copies de X, slors le faisceau associé n'est autre
que le faisceau constant IXét (somme directe de I copies du faisceau
final sur xét ). Comme le foncteur I — IX commte également sux (J_._i_.g
finies, on voit qu'il transforme groupe en groupe, groupe commutatif en
groupe commutatif etc... Si G est un groupe commutatif ordinaire, on
écrira simplement Hi(X,G) au liew de &I (X,Gx). Supposons, par exemple,
que G soit un groupe fini, alors GX est fini donc affine sur X, donc
en utilisant la remarque finale de a) on obtient une interprétation de

B! (X,6) comme 1'emsemble des classes de revilements principaux galoisiens

de groupe G (SX}AlV2.7 ). Lorsque X est commexe et muni d'un point
géométrique a, glors en termes du "groupe fondamental® S’ﬁ(X,a) (SGA 1 VT
on obtient 1'isomorphisme canonigue

(#+)  B'XE) = Bom ( 7 (X, a), 6),

(ol on a supposé G commutatif).

On peut dire qu'en passant de la cohomologie de Zariski & la topologie

étale, "on a fait ce gqu'il fallait" pour obtenir "le bon" H1 {qui figure

(¥) Cf, pour ceci la note au bas de la page 6,
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au 22me membre de (*))pour un groupe de coefficients constant fini G. C'est un

fait remarquable, qui sera démontré par la suite de ce géminaire, gue cela

suffit également pour trouver les "bons" H (X,G) pour tout groupe de

coefficients de torsion (du moins si G est premier sux caractéristiques

résiduelles de X ).

¢) Soit P un Op-Module sur X, au sens de la topologie de Zariski.

Alors (avec les notations de SGA 3I 4.6 ) on définit un foncteur

W(E) (Sch)/x ® —> (Ens)

wEXX) = (X7, Feox QX,) .
Ce foncteur est encore un faisceau pour la topologie étale (et méme pour la
topologie fpqe) comme il résulte encore deSGA1VIII 1.6 et S3A3 IV 6.3.1.
4 fortiori,la restriction de W(F) & Xg, est encore un faisceau, qulon
notera encore W(F). Par définition on aura donc H°(X,W(F)) = T (F) = B°(X,P).

Mais on a miesux 8i F est quasi-ocohérent, cf.4.3.

3+ Générateurs du Topos étale. Cohomologie d'une lim; de faisceaux

Propesition 3.1. Soient X un schéma, C une sous-catégorie pleine

de Xé P telle que pour tout X' étale sur X qui est affine, C contienne

un objet isomorphe & X' . Alors C est une "famille de générateurs

topologiques" du site Xe’t donc une famille de générateurs

~

ol ~
du topos xét’ et le foncteur restriction xét —>C est une

équivalence de catégories (ol C est muni de la topologie induite par

celle de X, t) .
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Trivial & 1l'aide du "lemme de comparaison"

Corollaire 3.2. Supposons que X s0it quasi séparé. Appelong site étale

restreint de X 1la sous-catégorie pleine C de X, formée des schémas

étales sur X qui sont de présentation finie sur X, munie de la topologie

induite par xét « Alors @

(i) C est stable par produits fibrés, et est un site de type fini

si X est quasi-compact.

~ ~
(ii) Le foncteur restriction Xét =¥ C est une équivalence de catégories.

Ltassertion (i) est triviale, et (ii) résulte de 3.1 car C
satisfait & la condition de 3.1 grfice au fait que X est quasi-séparé,
qui implique que si X' est quasi-compact, par exemple affine, il est
quasi-compact sur X (EA IV 1.2.4 , ok on fait Z = Spec Z), donc de

présentation finie sur X si X' est localement de type fini sur X.

Proposition 3.3. Supposons X quasi-compact et quasi-séparé. Alors les

foncteurs Hq(xét, F) sur la catégorie des faisceaux abéliens sur Xgy

commutent sux liy_} .
En effet, on peut remplacer xét par C en vertu de 3.2 (i1),
or comme X est quasi-compact on a X € 0b C, et la conclusion résulte de

3.2 (i) et VI §6 1.2 (3).

4. Comparaison aveg dlautres topologies

4.0. Tout d'abord notons que les exemples de faisceaux sur Xét

corsidérés au N° 2 sont en fait de fagon naturelle des restrictions de
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faisceaux définie sur (Sch) /x muni de sa topologie étale (ou méme de la

topologie f£pge). Soit de fagon générale

u*r X —> (Soh)/x

le foncteur d'inclusion, qui est continu ( TIL ) et commute aux ¥im finies,
donc définit un morphisme de sites

u : (Sch)

X —>X

/ ét

[P
d'ott un foncteur - —
Uy Sch/X —> X

ét
sur les catégories de faisceaux associées :
u*(F) —> Fou ,
et un forcteur adjoint 2 gauche (1) de ce dernier
* o
uot Xé"; o d Sch/x

Ceci posé 1

*

Proposition 4.1. (i) Le foncteur u* est pleinement fiddle, donc pour

tout faisceau G sur xét s lthomomorphisme canonique G #—)u*u*(G) est

un isomorphisme.

(ii) Soient ¢ (resp. F) un faisceau abélien sur xét

(resp. (Sch) /X)' Alors les homomorphismes canoniques (@éfinis par exemple

comme edge-homomorphismes de la suite spectrale de Leray suivants

(*) En toute rigueur, comme {Sch) x est une W —catégorie mais pas un

site on ne feut invoquer III pour llexistence de u%
Cependant, on conatruit facilement u* par
w*(P)(X1) = (pyg, )54 (F)(X') (%1¢ Ob Sehy),

ol Px1 désigne le morphisme structural X' —> X, D'autre part, pour
domrer un sens % 4.1 (ii) et justifier la démonstration indiquée de
4.1 , il y a ljeu d'imtroduire un univers T tel que U & 1, et de
considérer les faisceaux intervenant dans les formules 4.1 (1) comme
des faisceaux a valeurs dans \J'-(Ens). On peut aussi, si on ne veut tra-
vailler qu'avec des U-sites, remplacer (Sch),, par une sous-catégorie
pleine (Sch)/X stable par }i“_‘ finies, contenant C de 3,1, et qui soit
U-petite.
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sont des isomorphismes 3

B*(XgyPou) £HH"((Sh) /x5 F)
H*(Xét,(}) e H*( (Sch)/x ’ u* (G )) .

En effet, lo foncteur u est un comorphisme et on

peut alors appliquer (IL )

Ainsi, (i) montre que pour 1l'étude de la cohomologie des
faisceaux, il est essentiellement équivalent de travailler avec le "petit"

site étale X, ou le "gros" site étale (Sch)/x.

4,2, Dtautre part, il y a lieu dtintroduire dans (Sch) (donc dans les
(Sch)/x) diverses autres topologies que la topologie étale, dont les plus
utiles sont définies dans SGA 3IV 6.3. La plus grossidre pami ces demidres

est la topologie de Zariski (Zar), définie par la prétopologie oh les familles

couvrantes sont les familles surjectives d'immersions ouvertes; elle est
moins fine que la topologie étale, la plus fine de ces topologies est la

topologie "fiddélement plate quasi-compacte", en abrégé (fpgc), qui est la

moins fine des topologies pour lesquelles les familles couvrantes au sens
de Zariski, ainsi que les morphismes fidélement plats quasi-compacts, sont
couvrants; la topologie fpgc est plus fine que la topologie étale. Comme
nous l'avons déja remarqué,les divers exemples de faisceaux sur (Sch) /x

envisagés au N° 2 sont en fait déjd des faisceaux pour la topologie fpge.

4.2.1. On fera attention cependant que pour un faisceau abélien
P sur (Sch) /x pour la topologie (fpge), (ou une topologie,telle fppf
envisagée dans SGA 3 , les groupes de cohomologie de F pour la

topologie fpae (resp....) ne sont pas toujours isomorphes aux groupes de
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cohomologie pour la topolegie étale, et ceci méme si X est le spectre
d'un corps k , et F est représentable par un groupe algébrique sur k ,
méme en ce qui concerne le H’. De fagon gérérale, on peut montrer que

la topologie étale dorme les "bons" groupes de cohomologie pour les groupes
de coefficients qui sont des schémas en groupes §tales, ou plus généralement
lisses, swX{(¥)mais il n'en est plus de méme pour des schémas en groupes
tels que les groupes radiciels sur S , pour lesquels il y a lieu de rem-
placer la topologie étale, encore trop grossiére, par la topologie fpqo,

ou fppf.

4,2.2, Comme exemple des relations entre les cohomologies relatives &
des topologies différentes, signalons ici le cas des topologies de Zariski
et de la topologie étale. Nous désignerons par xZa.r le site des ouverts

de Zariski de X, de sorte qu'on a un fonctequ d'inclusion canonigue

qui définit un morphisme de sites

uE Xél: - XZ.au' 3
d'olt des foncteurs correspondants imagé directe
e L4
£ui Xg TS X, (£4(F) = Feu) ,
et image inverse
* — [
Lo g 7> X

adjoints l'un de l'autre; géométriquement, il y a lieu d'interpréter le

couple (f, , £*) comme un morphisme de topos

R Nt
f:XétﬁXm .

On en déduit un homomorphisme de foncteurs cohomologiques

B* (Xg., 9 £,(F)) = H*(Xg,oF)

(*) CE£. A, Grothendieck, Le groupe de Brauwer III, th. 11.7, in "Dix exposés
sur la topologie des schémas, North Holland Pub. Cie.
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et une suite spectrale de Lersy

B¥(Xgy F) &= EP(X;, o2 2(F)) ,

ot F est un faisceau abélien sur xé . Cette suite spectrale résume les

t
relations générales entre cohomologie étale et cohomologie de Zariski.

Bien entendu, pour des faisceaux de coefficients F tel que des faisceaux
de coefficients constants, cette suite spectrale en général est loin d'&tre

triviale, i.e. en général on aura RIf,(F) £ O (prendre notamment le cas

ot X est le spectre d'un corps). Cependant :

Proposition 4.3, Soit F un faisceau de modules variable sur le

préschéma X (faisceau au sens de la topologie de Zariski), d'ol un faisceau

li'é17 sur Xé % (ef.2, ¢) et un homomorphisme de foncteurs cohomologiques

5*(x,F) — H*(Xét, Fgy) o

Lorsque F est quasi-cohérent, 1'homomorphisme précédent est un isomorphisme.

En effet, le premier membre n'est autre que H*(xzar, f*(Fét) )R

et avec les notations précédentes, il suffit de prouver qu'on a
Rl (F) = 0 pour g » O.
Cels résulte aussitdt, grlce au procédé de calcul des r¢ f,

et gréce au fait que les ouverts affines forment une base de la topologie

de X, du

Corollaire 4.4. Si X est affine, on a

q 3
H (Xét,Fét)=O pour q > O,
Pour le voir, soient C = xét s C' la sous-catégorie pleine
formée des X! affines, alors en vertu de 3.1 on aura
et e—

B (¢,Fg,) = 8% (c,F | C) .
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I1 suffit donc de prouver que F | C!' est Cl-acyclique V 4.1 ou
encore satisfait la condition de V 4.3 i.e. gque pour tout X' €& Ob C!
et toute famille couvrante R = (X] -3 X!); dans €', ona

HY (R, F) =0 powr q ) O . Or on peut supposer (Xi)i fini, puis, quitte
& remplacer les an_ rar leur somme, que la famille couvrante consiste en
un morphime X% -~ X' qui est couvrant, i.e. (étale et) surjectif. Donec
on est ramené & prouver que si f 1+ X — Y est un morphisme Stale sur-

jectif de schéma affines et P un module quasi-cohérent sur X, alors
(%) BxX/Y,F) =0 pour g > O .

Or ceci est démontré dans TDTE I, B, 1.1, (dans FGA, cf. ré&f [4] de IX).

Remarques 4.5. En fait, par loc. cit., pour avoir (%) il suffit que

X —Y so0it surjectif, et plat {au lieu de étale). Cela permet de montrer
par la démonstration précédente, gqu'on a encore des isomorphismes analogues
& celui de 3.3 , en y remplagant le site étale X , par (Sch)/x, mini
dtune quelconque des topologies plus fines que celle de Zariski envisagées

dans SGA 3IV 6.3 , par exemple la topologie fpge.

5. Cohomologie d'une limite projective de schémas

5.1, Soit I un ensemble préordonné filtrant croissant,
X =M@

un systéme projectif de schémas, les morphismes de transition

uy ¢ Xi——>xj (i > 3) étant affines. Rappelons (A IV 8...) que sous

356



- 16 - Vil

ces conditions, la limite projective
X= 2._1_m Xi
existe dans la catégorie des schémas, (et méme dans la catégorie des
espaces annelés en anneaux locaux) et peut se construire ainsi @
on choisit i, & I , de sorte que pour 1 i,yonaun X - isomorphisme

(E3A IT 1.2 et 1.3 )

X; = Spec 4y ,
ot A; est une Algdbre quasi-cohérente sur X, , les 4, (ip io) formant

donc un systéme ivductif de telles Algibres. Posant

A = lma,

i
on peut prendre

X =SpecA .
Dlailleurs, désighant par esp S l'espace topologique sous-jacent & un

schéma 5 , on montre (HA IV 8...) que l'application canonique
esp X —) %_]ﬂ esp (xi)
est un homéomorphisme et que 1!'homomorphisme canonigue de faisceaux
dtanneaux
. ~1
Lim ¥ @xi) - %
i

est bijectif, ou Y, P X—> X, est l'application continue canonique.

5¢20 De fagon imagée, on peut résumer le contenu de EGA IV 8,9 en
disant que, lorsque xi° est quasi-compact et quasi-séparé, alors "toute

donnée de mature schématique sur X , de présentation finie sur X ", est
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.~

équivalente & une dormée de méme nature sur un des X, , "pour i assez

grand", Ainsi, on prouve (EGA IV 8...)

a) si 1, €I etsi X;ﬂ, X'L sont deux  schémas de présentation finie

sur Xi1, alors posant pour tout i 3 11

X! = X}

Xy X 5 Xt =X} %, X ,
i :{1Xi1 i1Xi

1 i
et définissant de méme XY , X", llapplication canonigue

lim, Hom, (X}, Xg) -—> Homy (xv, xv)
:!.>,:.!.1 i
est bijective,
b) Pour tout schéma X' de présentation finie sur X , il existe un
indice i, €I, un schéma X} de présentation finie sur X, , et
1 1
un X-isomorphisme

X' == Xf xg X,

1 xxi1
53 On peut exprimer le résultat précédent, et les résultats de
ngture analogue contenus dans EGA IV 8, dans le langage des _I:_lﬂ de
catégories fibrées introduit dans VI. Pour ceci, considérons la catégorie
r}‘-des morphismes f : T —-)-&5 de préasentation finie de schémas, et le
"foncteur but"

7+ F— (sch) ,

qui est évidemment un foncteur fibrant, les catégories fibres étant dlail-
leurs équivalentes & des catégories u-petites Considérons

1'image inverse de la catégorie fibrée & /(Sch) par le foncteur
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ip—>X; ¢ cat (I) —> {sch)

(od cat{I) est la catégorie associde & I , avec Hom(i,j) # 9 si et

seulement si i ) j), d'ol une catégorie fibrée
T+ ¥ cat(l
E 2 ‘303‘ — ( ) *
dont la fibre en chaque i ¢ I est canoniquement isomorphe & la sous-

catégorie pleine g’lx. de (Sch) /xi formée des  schémas de présentation
i
finie sur Xi , le morphisme de changement de base g P Q'"j relatif &
J % i n'étant autre que X} HX;!' =X] xy Xj . Ceci posé, associant
i

a4 tout X:{ de présentation finie sur xi son image inverse sur X

GO = X xy X,
i
on trouve un foncteur naturel
@ q‘}’ I gx! P
qui trensforme évidemment morphisme caritésien de 9(& en isomorphisme,

done par définition se factorise de fagon unique par un

foncteur canonigue

(%) Yy ¢ Lim, qfx —_ g:x .
Fy foat I
Compte tenu de la description du premier membre, le résultat

de MGA IV 8 rappelé plus haut peut s'énoncer alors en disant que (*)

est une Squivalence de catégories.

S5ede L'énoncé a) de 5.2, ci-dessum peut se préciser de diverses
fagons, en introduisant quelque ensemble (M) de morphismes de  schémas,

stable par changement de base, et en énongant que pour un Xi ~morphisme
1
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donné uiT, XL — X;{ ’ le morphisme correspondant ut g Xt —3 X%
1

est € (M) si et seulement si il existe i ) i tel que le X, -morphisme

1
u; ¢ X} —> XY soit € (M. L'énoncé obtenu ainsi est vrai par exemple
lorsque (d‘i) est 1t'un des ensembles de fléches suivants : morphismes
propres (respectivement projectifs, resp. quasi projectifs, resp. affines,
resp. quasi affines, resp. finis, resp. quasi finis, resp. radiciels,
resp. surjectifs, resp. plats, resp. lisses, resp. étales, resp., non
ramifiés). Le lecteur trouvera les énoncés correspondants dans HGA IV

par. 8 {pour les 9 premiers) par. 11 {pour le cas plat) par. 17 (pour les

trois dermiers cas).

554 Remplagons alors F —> (8ch) par la sous catégorie fibrée 9}

formée des morphigmes étales de présentation finije, dont la catégorie

fibre 98 s pour tout schéma S , n'est sutre que la catégorie des
schémas  gtales de présentation finie sur S , et formons de méme la
catégorie fibrée 935 sur cat (I) , dont la catégorie fibre en tout

i &I esat la catégorie gx « En vertu de 3.2 (ii),les topos étales

’\, ~J
i X’t sont aussi canoniquement équivalents a gx %X ,(ou tout

9,5 o8t muni de la topologie induite par Sét)' De plus, par 3.2 (i),
chaque %x. est un site de type fini, d'silleurs équivalent & un site
'u-petit. C;mpte temu des topologies sur les ?xi ’ 9 devient un site
fibré sur cat(I) Ceci posé, on peut

énoncer le

Lemme 5.6. Le foncteur canonique

%/ mtu?’%“’ #x
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définit une équivalence, respectant les topologies, du site Lim

des sites étales restreints (3.2 ) des X; » avec le site étale
restreint de X = }%m_xi .

Le fait qulon obtient une équivalence de catégories est ltun
des énoncés rappelés dans 5.4 (eelui ol (M) est llensemble des mor-
phismes étales dans (Sch)).L'assertion relative aux topologies s'obtient
de méme en premant (M) = ensemble des morphismes surjectifs dans (Sch).

Le résultat précédent nous permet d'appliquer les résultate de

4 la situation présente. On trouve en particulier

un systime projectif de schémas,

Théordme 5.7. Soit X = (xi)ieI

avec I ensemble préordomné filtrant croissant. Supposons gue les morphismes

de transition ui,j: Xj —> Xi sont affines (de sorte que le schéms,

X =limX; est défini (5.1 )), et que les X; sont quasi-compacts et

quagi-séparés. Considérons le site fibré 9 sur cat(I) explicité dans

5.5 , dont la fibre 91 en i€ I est canoniquement isomorphe au

"site étale restreint" de X (formé des schémas étales de présentation

finie sur Xi)’ Soit P un faisceau abélien sur C‘} (i.e.

(3)) un foncteur ® — (Ab) dont la restriction F, a chaque
s Lpncveur 1 SRR i

est un faisoeau, i.e. un faisceau sur Xi). Soit F . = liﬂ uf(F;) le

faisceau induit sur X, _o_v‘.i u; X ——>Xi est le morphisme canonigque. Alors

les homomorphismes canoniques

. n
Lim H(X;,;) —> HY(X,F, )
i

sont des isomorphismes.
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Compte tenu ds 5.6 , cele résulte de la conjonction de VI®R.3
& VIT.S.R On appliquera surtout 5.7 dans le cas

particulier suivant, explicité également dans

Corollaire 5.8. Avec les hypothises et notations précédentes pour

(Xi)ie 1 % Uy uy , s0it I €1, ot soit F; un faisceau sbélien

°
. N ¥ .
sur xio . Pour tout i i , soit Fi““iai (Fio) , soit de plus

Foo = u'; (Fi ). Sous ces conditions, les homomorphismes canoniques
o)

. n n
lim H (Xi,Fi) — H (X,Fco)
i

sont des isomorphismes.

Voici cependant un cas parfois utile qui reléve de 5.7 et non

de 5.8 :

Gorollaire 5.9. Avec les hypothdses et notations de 5.7 pour

(xi)iEI’x’uij Uy o SOit Gio un ___ schéma en groupes commutatifs loce-
lement de présentation finie sur X, (ol i ¢ I est domné). Pour tout
o}

i1, soit Gy =Gi° xxi X; » et soit de méme G =Gxxi X. Alors les

[+) [+)
homomorphismes canoniques

1im'Hn(Xi,Gi) a4 Hn(X,G-m)
i

sont des isomorphismes.

En effet, nous savons que G i définit un faisceau sur (Sch) /x
o i
(<]
(of. 2 (a) ), et supposant que i, est un plus petit objet pour I (ce

qui est loisible), d'ol un foncteur canonique g—a(Sch)/x , on trouve
i

par composition un foncteur contravariant F sur 9 , dont la restriction &
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9,1 est canoniquement isomorphe au faisoeau sur Xi défini par Gi .
En particulier F est un feisceau sur 9 , et nous pouvons lui eppliguer
5.7+« L'hypothése que Gio est localement de présentation finie sur Xio
sert & assurer que le faisceau Foo de 5.7 est isomorphe, par 1l'homo-
morphisme naturel F_ —» faisc(C co) , au faisceau faisc((}oo) défini par
G, (comme il résulte en effet aussitdt de H3A IV 8.8.2 (i) , en re-

gardsnt les valeurs des faisceaux envisagés sur les objets du site étale

restreint de G _ et appliquant 5.6 ). Cela achdve de prouver 5.9.

Corollaire 5.10. Avec les hypothdses et notations de 5.7 pour (xi)i(-_l ,

% u u; , 80it F un faisceau en groupes commutatifs sur X , alors les

i3

homomorphismes canoniques

Lin BY(X;yu, (F)) —> H(X,F)
i

aont des isomorphismes.

Les énoncés 5.7 2 5.10 se généralisent en des énoncés corres-
pondents pour les Exc'l;fL de faisceaux de Modules, grfice & Vi%7.9 y Que
nows nous dispensons de répéter dans le cas particulier présent. Nous
allons par contre expliciter, pour références ultérieures, les variantes

de 5.8 et 5.9 en termes de foncteurs Rnf*

Corollaire 5.11. Soient I wun ensemble préordomné filtrant croissant,

(xi)ieI et (Yi)iéI deux systimes projectifs de  schémas, & morphismes

de transition affines, X = ;im X 47 = }_im T, (fi)iel un systdme pro-
jectif de morphismes fi H Xi — Yi quasi-compacts et quasi-séparés,

ier, Fio un faisceau sur xio + Pour tout i>»i , soit F; le
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faiscesu sur Xi imege inverse de Fi . Soit de mBme f:X-— Y déduit de
()
(fi) et F le faisceau sur X image inverse de F, . Sous ces conditions,
0

1lthomomorphisme canonique

Lin of (R, (F;)) —> R, (F)
i

est un isomorphisme (9‘3 u, 1 X — Xi est le morphisme canonique).

i

On peut supposer que i_ est un plus petit objet de I , et

o]

la question étant locale sur Yio y Que Yi0 est affine, de sorte que
les Yi et les Xi sont quasi-compacts et quasi-séparés. On est alors
sous les corditions d'application de VI $-73 {ol on se raméne &
5.8, compte tenu du calcul des Rnf* comme faisceaux asscciés & des
préfaisceaux, On prouve de méme :

Corollaire 5.12. Méme énoncé que 5.11 , & cela prés que maintenant Fi
o

désigne un schéma en groupes commutatifs localement de présentation

finie sur Xi y 8t Fi,F ses imges réciproques (au sens du changement
o
de base pour les  schéms),

On fera attention que 5.9 (resp. 5.12 ) n'est pas un cas par-

ticulier de 5.8 (resp. 5.1 ), of. 2 a) remarque 2.1,

Corollaire 5.13., Avec les notations de 5.11 y S0it F un faisceau en

groupes abéliens sur X . Alors les homomorphismes canoniques

lig v;(R“fi*(ui*(F))) — Rnf*(F)

sont des isomorphismes, (ol u; :+ X —3 X, et v, 1Y —> Y, sont les

homomorphi smes canoniques).

la démonstration est essenticllement la méme que précédemment .
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Remarques 5.14. a) Les résultats de passage & la limite précédents sont
valables pour le i resp., les fy , powr des faisceaux dlensembles (au
lieu de faisceaux abéliens), et pour le Hl resp, les le* pour des

1

faisceaux de groupes (non nécessairement commutatifs), - ol les H™ et

r:

fy non commutatife sont définis comme dfhabitude en texmes de torsewrs (ou
fibrés principaux homogénes) (cf, these de Giraud (%)), Cela peut se wrifier directe-
ment dans le contexte général de 11 est cer-

tainement possible (et sans doute utile) de domner également une variante

pour les H2 non commutatifs de "liens", étudids par Girsud.

b) Les résultats de passage & la limite pour les sites
fibrés développés dans VI supposaient seulement que la catégorie base
était une catégorie filtrante sans qu'il ait été nécessaire
de supposer qu'elle soit associée & un ensemble préordonné filtrant.

Le cas d'une catégorie dtindices filtrante arbitraire est également le ca~
dre naturel pour les énoncés développés dans le présent n®. Si nous nous
sommes placés dans un cadre trop restrictif, cela était pour pouvoir domner
des références correctes & HiA IV , ol l'on suppose malencontreusement
dans les questions de passage & la limite (& partir du par. 8) gue la
catégorie d'indices est définie en termes d'un ensemble préordonné filtrant.
Nous admettrons cependant par la suite que tous les résultats utilisés de
HGA IV sont valables pour des catégories d'indices filtrantes quelconques,
(les démonstrations donndes dans loc. cit. étant valables, essentiellement
sans changement, dans ce cas plus général). Aussi, nous utiliserons égale-
ment sans autre commentaire les résultats du présent n° dans le cas o I

est remplacé par une catégorie dtindices filtrante arbitraire.

(*) citée p.7, note de bas de page (%),

365



5GA &

Exposé VIIT

FONCTEURS FIBRES, SUPPORTS, ETUDE COHOMOLOGIQUE

DES MORPHISMES FINIS

par A, Grothendieck

Invariance topologique du topos étale

Faisceaux sur le gpectre d'un corps

Foncteurs fibres relatifs aux points géométriques
d'un schéma

Anneaux et schémas strictement locaux

Application au calcul des fibres des qu*
Supports

Morphismes de spécialisation des foncteurs fibres
Deux suites spectrales pour les morphismes entiers

Descente de faisceaux étales

366

13
19
24
28

36

41



-1« VIII

1. Invariance topologique du topos étale

Théordme 1.l. Soit f t X! —» X un morphisme entier surjectif

radiciel. Alors le foncteur changement de base

#
s X, — X},

est une équivalence de sites (i.g. une équivalence de catégorie, qui est

continue ainsi que tout foncteur quasi-inverse). Par suite les foncteurs

~J ~7
f* : xét — Xgy
~/

sont des équivalences de catégories, quasi-inverses l'une de l'antre.

La premidre assertion est bien commue (SGA IX 4.10 et 4.11 )
lorsque f est de présentation finie ou que £ est plat; le cas général
se réduit & celui ol f est de présentation finie, En effet, on sait déja
que le foncteur f£¥* est pleinement fiddle (SGA 1 IX 3.4). Il suffit

de prouver
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que f* est essentiellement surjectif, i.e. que tout 2Z' étale sur X!
tprovient¥ d'un 2 étale sur X . Utilisant le fait que f est un
homéomorphisme universel, et ls pleine £idé€lité de £¥*, on est ramené au
cas ob X , X', Z' sont affines, spectres d'ameaux A, A', B!'. Ecrivant
At comme limite inductive de ses sous-A-glgébres de type fini A:!L, B!
provient d'ume algibre étale ZB:!L sur un A]!_ (cf. I3A IV 8), ce gqui nous
raméne au cas ol A' est entidre et de fype fini sur A , donc finie sur
A. On a alors un A isomorphisme A'ZX AM/J, ou A"= 4 [t,l,...tn} et
J est un idéal de A" , Eorivant J comme limite inductive de ses sous-
idéaux J,; de type fini, et posant A! = A"/J, , on sura encore
Al = 1_;3; Al ;donc B' provient d'une algdbre étale B} sur un Al {ioco
citato). Dlautre part, comme Spec A! —» Spec A est swjectif, il en est
de méme des Spec Ai -3 Spec A , de plus on vérifie facilement que puisque
Spec A' —) Spec A est radiciel, il en est de méme de Spec A{ -3 Spec A
pour i assez grand (appliquer FGA IV 1.9.9 & Spec A(%*)), Cela nous raméne
au cas ol A' est un des A}, donc de prégsentation finie sur A .

Cela prouve la premiére assertion de 2.1. Le fait que f* et
% soient des équivalences quasi-inverses ltune de l'autre en résulte

aussitdt.

Corollaire 1.2. Scient F un faisceau sbélien sur X , F! son image

inverse sur X', alors les homomorphismes canoniques

(%) (X, F) — #i(x,5)

sont des isomorphismes. De méme,si F! est un faisceau abélien sur X',

F son image sur X , les homomorphismes canoniques (*) sont des isomor-

phismes.

(*) Soit S, C S=Spec A l'ensemble des s € S tels que la fibre de
Xi=Spec A; ens soit derang séparable 1. Alors, les Si sont des parties

constructibles de § (EGA IV 9,7.9) formant une famille croissante, leur
réunion est S d'aprés 1l'hypoth2se sur S'=Spec A' —> S et le fait que les
fibres de 5] sont des schémas noethériens, On a donc S=Si pour i assez
grand, par EGA IV 1.9.9, cqfd.
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Exemples 1.3. Voici des exemples d'application fréquents de 1.1 3

a) X' est un sous-schéma de X ayant méme ensemble sous-jacent

que X, i.,e. défini par un nil-Idéal I,

b) X est un schéma swr un corpas séparablement clos k, k' est

une cldture algébrique de k, et X' = x@k k' .

¢) Soit X un schéma géométriquement unibranche {par exemple
une courbe algébrique sur un corps Xk , n'syant comme singularités que
des singularités "cuspidales", 2 l'exclusion en particulier de points
doubles ordinmires). Alors, si X' est le normalisé de X q Par défi-

nition X' —» X est radiciel, done 2.1 stapplique.

Remarques 1.4. Un morphisme f domme dans 1.1 est un homéomorphisme
universel, i.e. est un homéomorphisme et reste tel par toute extension de

la base. Réciproguement, si f est un homéomorphisme universel

on prouvé que f satisfait aux hypoth&ses de 2,1 (¥), ce qui explique

le titre du présent numéro,

Signalons expressément, & propos de llexemple 2.3 c¢), que si
X est une courbe algébrique (sur un corps algébriquement clos k pour
fixer les idées) syant au moins un point singulier qui ntest pas "uni-
branche" (par exemple un point double ordinaire), alors (X! désigrant
le normalisé de xred) la conclusion de 2.2 est déja en défaut pour leg

B! et des coefficients constants (comparer SGA 1 I 11 a) et SGA 1 IX 5).

(*) Cf. EGA IV 8,11.6 si f est de présentation finie, et EGA IV 18.12.11
dans le cas général.
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2. Paiscesux sur le spectre d'un corps

Proposition 2.1. Soient k wun corps, X une clBture séparable de k ,

T = Gal (k/k) son groupe de Galois topologigue, X = Spec k, X = Spec k

{sur lequel T opdre & gauche). Considérons le foncteur canonigue

. ’\/
1 Xgy > Xgy

(défini par i{(X")(x") = Homx(x',x") ), et le foncteur canonigue

o~
J: Xétﬁﬁw

de la catégorie des faisceaux sur xét dans la aatégorie 65“ (cf. IV 2.7)

des ensembles (discrets) sur lesquels U op2re continliment 3 gauche, défini
par

3(F) = Z_L%F(Spec(kok)) '

o k « Darcourt les sous-extensions finies de kX . Alors i et j sont

Ve 2 s > i 3
des équivalences de catégories. (Par suite, le topos Xét est équivalent

(IV 3.4) au “"topos classifiant" Bgp2

Le foncteur composé ~
jis Xét—) Xét -> (W-—Ens)

est une équivalence de catégories, d'apris le théoréme fondamental de la
théorie de Galois (sous 1z forme de SGA 1 V). Comme G;Sn est évi-

demment un topos (II 4.14 ), il en est donc de méme de Xé . Dlgilleurs

t
une famille (Xi -3 X} de morphismesdans Xét est couvrante si et seu~
lement si elle est surjective, i.e. son image dans Q{)n_ est sur~
Jective, ou ce qui revient au méme, couvrente pour la topologie canonique
de ng_ ce gui montre que la topologie

de xét est bien sa topologie canonigue. Par suite i est

une équivalence, et il en est donc de méme de j .
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Corollaire 2.2. Le foncteur § de 2.1 induit une équivalence de la

catégorie des faisceaux abéliens sur X = Spec k , et la catégorie des

TW-modules galoisiens.

En effet, ces derniers sont justement les “groupes gbéliens"

du topos B . On voit de méme, par “transport de structure" :

Corollaire 2.3, Soient F un faisceau abélien sur X = Spec k, M = j(F)

le Tt -module galoisien associé, alors on a un isomorphisme canonique de

D -foncteurs en F
¥ X,F) =~ ®%(®w.,n) ,

(oh le deuxi®me membre désigne 1la cohomologie galoisiemne, étudiée par

exemple dans le cours de Serre C.G.).

Corollaire 2.4. Supposons k séparablement clos. Alors le foncieur

~t

r: Xét —> (Ens)

est une équivalence de catégorie. Si F est un faisceau abélien sur

X = Spec k, on a Hi(X,F) =0 pour i £ 0. (En d'autres termes, le topos

X;tl est un "topos ponctuel” (IV 2,2).)

Corollaire 2.5. Soit k! une extension séparablement close d'un corps

séparablement clos k, X = Spec k, X! = Spec k', u + X' - X le morphisme

canonique. Alors le foncteur

~

* g 1
u :xét-—yxét

est une équivalence de catégories,
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3. Foncteursfibresrelatifsaux points géométriques d'un schéma

3.1. Soit X un gschéms,. Nous appellerons point géom€trique de X

tout X schéma § qui est le speotre d'un corps 1 séparablement clos.
La dommée dwun tel point équivaut donc & celle d'un point ordinaire x € X,
et d'une extension séparablement close f1 du corps résiduel k(x) de x.

Le cas le plus fréquent pour nous sera celui ol {l est une cl8ture sépa-
rable de k(x), que nous dénoterons alors généralement par T:_(;). y 1le
point géométrique correspomlant de X étant alors noté X .Powr x€ X
donné, les k(x) (resp. x) sont déterminés & k-isomorphisme (resp. X-

isomorphisme) non unigue prés.

Remarques 3,2, Dans la plupart des questions géométriques, il est plus

naturel de se borner au casfialgébriquement clos, La convention différente

utilisée ici est spéeciale 3 1'étude de la topologie étale,

Clest la convention que nous avions adoptée dans la définition du groupe
fondamental SGA 1 V 7,Mais on notera que les développements de loco
citato sont également valables avec la convention adopiée ici {car la
propriété de £ qui y est utilisée est que tout revétement étale du

spectre {1 est trivial, i.e. justement que ) est séparablement clos).

Définition 3.3. Soient X un gchéma , § un point géométrique de

X, uzs E -» X son morphisme structural. On appelle foncteur fibre

(géométrique) relatif & § » €t on note Fl——>F§ y le foncteur

N
composé de

~ ¢ T~ T
Xt — St 5 (ams)

On peut dire aussi que, gréce a 2.4, un point géométrique §
de X définit un point du topos X;:: (1V 6.1), dont on prend simplement le

foncteur fibre associé (loc.cit).
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3.4, Comme lo foncteur f"f (fore teur sectionssur E ) est une équiva-
lence de catégories (12.4 ), la connaiseance des foncteurs fibres
F}——)Fg équivaut essentiellement & celle des foncteurs images réci-
proques u¥*. Notons dlailleurs qu'il résulte aussitdt de 2.5 que si f
est un point géométrique de X tel qu'il existe un X-morphisme
i’ - § (i.e. E ' correspond & une extension séparablement close §2!
de £2 ) alors l'homomorphisme cenonique F? - F§ : 8t un isomorphisme
fonctoriel

F§ =3 F j' .
Cela montre que pour l'étude des foncteurs fibres, on peut (quitte &
remplacer $§1 par la cl8ture algébrique sépareble de k dans §1) se
borner au cas ot 2 = k(§) est une cl8ture séparable k(x) de k(x),
et que les foncteurs fibres correspondant aux points géométriques de X
localisés en un méme x € X sont isomorphes entre eux (de facon non
unique),

On désignera, conformément aux conventions de 3.1 , par 2
un foncteur fibre correspondant au choix d'une cl8ture séparable
k(x) de x(x).

Sigralons une propriété de transitivité évidente (qui montre
1'utilité technique & ne pas se borner exclusivement & des points géo-
métriques définis par des cl8tures séparables de corps résiduels) s
Soient f = X' —y X un morphisme de schémas, ut E t -3 X' un
point géométrique de X , alors u = f ut :5* -3 X est un point géo-
métrique de X que nous noterons } 3 relativement & ces points géomé-

o
triques on a un isomorphisme fonctoriel en F & Ob Xét ?
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5
Cela résulte en effet de la formule de transitivité des foncteurs images

:E‘*(F);.-"—" F, .

inverses
* * %
(fu) " =yu" £
Théoréme 3,5. Seit X un schéms,,

a) Pour tout point géométrique 3 de X, le foncteur fibre

F'_)F"f /JQ; -y (Ens) commute aux 1_13 qQuelcongues (indexées par des

catégories € U ) et aux lim finies (*). En particulier, il transforme

faisceaux en groupes (resp. faisceaux abéliens, etc...) en groupes

{resp. groupes abéliens, etc...).

b) Lorsque x parcourt les points de X , les foncteurs fibres

E: forment une famille de foncteurs “conservative",i.e. 31 u:t F = &

est un homomorphisme de faisceaux sur X , u est un isomorphisme si et

seulement si pour tout x € X , l'homomorphisme correspondant

u: F, —> G llest (¥%),
X X XK mm——
Notons tout de suite, compte tenu des propriétés dlexactitude

de a), les conséquences formelles suivantes de b) t

Corollaire 3.6. Soit w : P —» G un homomorphisme de faisceaux.

Alors u est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seulement

si pour tout x € X , ug @ Fi - G'i est injectif {resp. surjectif).

Corollaire 3.7. Soient u, v : F —» G deux morphismes de faisceaux sur

Xy alors u =v s5i et seulement si pour tout x & X, ona

us = vl F;: '—)G':'c « Bn particulier, si u,v sont deux sections de F,

(*) C'est donc bien un "foncteur fibre" au sens de Exp. IV

(*¥)I1 y a donc "suffisamment de foncteurs fibres" de la forme F —> Fo ,
dans la terminologie de IV 6.5.
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ena u=v si et seulement si on a up = Ve dans F:'E pour tout =x & X.

Corollaire 3.8. Soit F — G —> H une suite de deux homomorphismes

de faisceaux sur X , alors la suite est exacte si et seulement si pour

tout x ¢ X , la suite correspordante F} - Gi - Hi ltest,

Nous laisserons au lecteur le soin de déduire les corollaires (¥),qui seront
dlailleurs prouvés partiellement dans la démonstration qui suit.
L'assertion a) résulte des propriétés d'exectitude déjh signalées dans
( 1 4) . % ot [ W9]
VII 1.4) pour t:\u)t foncteur image réciproque, tel u¥: Xét —_ % &t
et du fait que fét — {Ens) est une équivalence. Pour prouver b),
notons la formule suivante, qui donne un procédé de calcul des foncteurs

fibres 1

Proposition 3.9 (¥¥), Soitf -*1—‘1—-) X un point géométrique de X , et soit

CE la catégorie des " X-_ schémas étales g—pomtués ", i.e. des cou-

ples (X', u'), ou X' € Ob Xgy estun  schéma étale sur X, et u'

un X-morphisme § -3 X!, Alors la catégorie opposée C% est filtrante

et pour un faigsceau P (resp. gréfaisceau P) varigble

sur X, on & un isomorphisme fonctoriel canonigue

F_ =< 1lim F(X!), (resp. (aP), = 1lim P(X') ),
§ cg

(ot aP = faisceau associé & P).

En effet, notons d'abord que pour tout préfaisceau P sur gé 7

si aP est le faisceau associé, 1l'homomorphisme naturel
P(i ) —> aP(E )

est un isomorphisme, comme il résulte par exemple aussitdt du calcul

(%) Cf. IV 6.5.2.
(¥*)Cf, IV 6.8.3,
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NN N
explicite de aP comme L(LP) (II 3.19.). Soit ¢t Xg —> %ét le

foncteur " image réciproque ", alors u*=(P* n'est autre (111 2.3.(4))
~ e,
que le composé a (.f i, o 1 xe‘t — Xét est le foncteur inclusion,

A ~
et a §ét - gét le foncteur "faisceau associé". Par la remarque
précédente on trouve

u* (F) (g) = ($°i(F) S

de sorte qu'il suffit d'appliquer l'expression explicite de ¢° domnée
dans la démonstration de Le cas respé, ou on part avec un
préfaisceau P sur X , se prouve de mdme, en utilisant l'isomorphisme
fonctoriel qi*e.(P) o a xP(P) . Le fait que la catégorie c}
est filtrante (qui reste valable pour tout X= schéma § s Das nécessai-
rement réduit & un point géoms trique) résulte aussitdt du fait que dans
C§ les limites projectives finies existent, ce qui résulte du fait
gque Xét est une sous-catégorie de (Sch) /X stable par limitesprojec-
tivesfinies,

Soit mintenant uw ¢ F — G un homomorphisme de faisceaux sur
X, tel que pour tout x €X, ug Fi - G}-: soit un monomorphisme,
prouvons que u est un monomorphisme. Pour ceci, on doit prouver que si
Xt € Ob Xy » 9y Y €F (X1) sont tels que u (CP) =u (), ona
@=\. Remplagant X par X! et utilisant la transitivité des foncteurs
fibres, on peut supposer X = X' , Pour tout x & X , on aurs
u ((‘?)i = u (W)i i.e. u (qi) = us (\)1:-[) , done ¢ = =\§9 5 puisque
Us est un monomorphisme, Utilisant 3.9 il s'ensuit qu'il existe un
xa‘c € 0b xét y dont 1'image contient x , tel ¢ et Y aient méme image
inverse sur X)': + Comme pour x variable dans X , les X:'C forment une

famille couvrente de X , il s'ensuit que ¢ = ¥ .
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Cela prouve que si les ug sont des monomorphismes, il en est
de méme de u. Supposons de plus que les us soient des épimorphismes,
prouvons qu'il en est de mdme de u , donc que u est wn isomorphisme.
I1 reste & prouver que pour tout X' € Ob Xgqr et tout \? € ¢ (X}, i1
existe ¢ € F(X') tel que u(X')(q;) = 4) On peut encore supposer
Xt=X, et utilisant 3.9 on voit qQue pour tout x € X , existe X:'c& Ob xét
tel que 1l'image de XJ': dans X contienne x , et un L{)x & F(X;c) dont
l'image dans & (X;:) soit 1'image inverse de U . Utilisant le fait que
u est un monomorphisme, on voit que les Py coIncident sur les
X x y X (%, & X) donc provienrent dlun  § € F(X) bien déterning,
et on aura alors u(q:) = q.) puisque les images inverses sur les X;c

coincident. ¢ q £ d.

Scholie 3.10. Le théordme 3.5 dimplique que la collection des "foncteurs
fibres" pour la topologie Stale jouit des mémes propriétés essentielles
gue dans la théorie des faisceaux habituelle sur un espace topologique.
Nous utiliserons trés fréquemment 3.5 et ses corollaires, et pour cette

raison nous dispenserons généralement d'y référer explicitement.

3.11. Pour tout x € X nous désignerons sussi, par abus de langage,
paer x le X- schéma Spec k(x), pour le morphisme structural habituel
1,: x = Spec k(x) — X .
Il donne lien & un foncteur canonique
3* P~ g
i Xeg = Xgy o

8i F est un faisceau sur X , nous poserons Fx = i; (P), ctlest donc un

faisceau sur x = Spec k(x) (et & ce titre peut s'identifier sussi & un
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schéma &tale sur x , en vertu de 2.1 }. Il dépend fonctoriellement de

*
X

et EIl:im finies, en vertu de VII 1.4.

F , et le foncteur i "t F ’——>Fx commute encore pux l_nﬂ quel congues,
Si X = Spec k{x), le foncteur fibre F F‘?Fi est canoniquement
isomorphe au composé du foncteur FH—> Fx et du foncteur J de 1.1
{compte tenu que ce dernier est isomorphe au foncteur fibre relatif au
point géométrique Spec k de Spec k). Il résulte aussitdt de ceci et de
3.5 que le systdme des foncteurs (F —> Fx) (x € X) est encore conser-
vatif, D'ailleurs, si k{x) est séparablement clos, i.e. x = X , les
nota tions F, et F. sont en toute rigueur contradictoires (1a premidre
désigmnt un objet de ;:: » la deuxidme un ensemble), mais en vertu de

1.1 c'est 1a une contradiction inessentielle.

3.12. On voit par les remarques qui précddent que si X = Spec k(x),
alors pour tout faisceau F sur X , le groupe W _ =Gal x(x)/x(x))
opére de fagon naturelle (& gauche) sur 1'ensemble fibre Fi s de sorte

que Ff—)Fi peut en fait &tre considéré comme un foncteur

N
Ly — atrx

dont la conmissance équivaut essentiellement (grfce & 1.1 ) & celle du
fone teur Fl—-)Fx.

Cela montre, dans un cas particulier important, que contraire-
ment & co qui a lieu dens le cas des faisceaux sur les espaces topolo-
giques, les "foncteurs fibres" mdmettent en général des automorphismes
non triviaux. De fagon générale, nous déterminerons dans 7.9 tous les

homomorphismes dtun foncteur fibre dans un autre.
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Remargue 3.13. Voici une géréralisation parfois utile de 3.5 b). Considé-
rons une partie E de X telle que pour tout morphisme étale
fiX 353X B = T (B) soit "trdés dense" dens X* (EGA IV 10.1.3 ),
i.e. que pour tout f comme ci-dessus, tout ouvert U de X' qui contient
E! soit égal & X'. Alors les foncteurs fibres F;-: sur ge:; + pour
x € E, forment d6j: une "famille conservative® (et par suite les corcl-
laires 3.6 , 3.7 et 3.8 restent valables en se bornant & y choisir
X € E). Cela se voit immédiatement en reprerant la démonstration donnée
de 3.5 b}. Le résultat précédent s'applique notamment dans les
situations suivantes 3

a) X est un  schéma de Jacobson (EGA IV 10.4.1.), par exemple
locelement de type fini sur un ocorps, ou sur Spec(Z), et & est 1l'ensem-
ble des points fermés de X.

b) X est localement de type fini sur un schéma S, et E est
l'ensemble des points de X qui sont fermés dans leur fibre.

c) X est localement noethérien, et E est ll'ensemble des x ¢ X
tels que X soit un ensemble fini (i.e. un schéma semi-local de dimen-

sion { 1) ecf. HA IV 10,5.3 et 10.5.5.

4. Anneaux et schémas strictement locaux

4.1, Rappelons qu'on dit, avec Azumaya, qu'un ameau local A est

hensélien s'il satisfait aux corditions équivalentes suivantes :

{i) Toute algdbre B finie sur A est composéde directe T;{’Bi

d'amneaux locaux {les Bi sont alors nécessairement isomorphes aux
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B . ot m 4 Parcourt les idéaux maximaux de B ).
i
(ii) Toute algbbre B sur A qui est localisée d'une algdbre de
type fini C sur A en un idéal premier P au-dessus de 1'idéal maximalm.

do A, et telle que BMB soit fini sur k = A/# , est finie sur A.

(iii) Comme (ii). mais en supposant C étale sur A en f et

k - B/M B un isomorphisme.

{iv) Le "lemme de Hensel" sous la forme classique est walable
pour A , i.e, pour tout polynbme unitaire F € A [T], désignant par

FPek [‘1‘_} le polynome réduit correspondant, et pour toute décomposition

F= F1F2

de 1;‘ en produit de deux polyndmes unitaires étrangers, F‘l et 1;‘2 se
relévent (de fagon nécessairement unique) en des FF,€ A (1], tels
que F = F1 F2 .

Pour la démonstration de ces équivalences et les propriétés
générales des anneaux henséliens, of. B34 IV 18,5.11. Rappelons que si A est
un anneau local quelcongue, on montre {(Nagata) que lton peut trouver un

homomorphisme local,
A — P

avec Ah hensélien, qui est universel pour les homomorphismes lcecaux

de A dans des amneaux locaux noethériens. L'anneau Ah est appelé le
hensélisé de A, La construction donnée dans EGA IV 18.6 (diffé-
rente de celle de Nagata) consiste & poser

h s
Ty =1§mAi s

ol Ai parcourt les A-algébres essentiellement de type fini et
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essentiellement étales sur A (i.e. localisées d'une algdbre étale sur A)
tellesque A ~> Ai soit un homomorphisme local et l'extension résiduelle
k(Ai)/k(A) soit triviale. Cette construction montre en particulier que

Ah est plat sur A et que si A est noethérien, il en est de méme de sa

cl8ture henséliemne.

Définition 4.2. Un anneau local A est dit strictement local s'il

satisfait l'une des conditions équivalentes suivantes i

(i) A est hensélien (4.1 ) et son corps résiduel est sépara-

blement clos.

(ii) Tout homomorphisme local A —3 B, oli B est localisé

d'une algébre étale sur A, est un isomorphisme.

Un schéma est dit schéma strictement local s'il est isomorphe

au spectre d'un anneau strictement local.

L'équivalence de (i) et (ii) résulte auseitdt de 4.1. Notons que,
sous forme géomStrique,4.2 (ii) (resp. 4.1 (iii)) s'exprime en disant
que pour tout schéma étale X sur Y = Spec 4, et tout point x de la
fibre Xy (respectivement tout point de Xy rationnel sur k(y)), o ¥y
est le point fermé de ¥ , il existe une section de X sur Y passant par
¥y (section qui est d'ailleurs nécessairement unique).

Définition 4.3. Soient X un schéma, 0X le faisceau sur X.t
Xy é

défini par

.Qxét(x‘) - r‘(X', .gx|)

(comparer VII 2, ¢) ), u :E = Spec (1) — X un point géométrique de X.

On appelle anneau strictememt local de X en E s €t on note _Qx ou
————— ———— $ ]

;=
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simplement O, , la fibre du faiscesu -QI en le point E » Son_spectre
ét
est appelé localisé strict de X en '% .

En vertu de 3.9, on a la description de la fibre Oy
3

= 1
(%) _Qx,}. lim (X', &) »
oli X' parcourt la catégorie filtrante epposée de la catégorie Jes
schémas  étales sur X qui sont g -ponotuds, i,e. munis dtun
X-morphisme j ~3 X'. Dtaprés la transitivité dea limites inductives,
on peut remplacer au deuxidme membre [ (X', Oy,) par Ofr gt » 8 X'

est ltimage de § dans X', et on trouve l'expression

() Qx’ 5 = %@,Ai

ol A; parcourt les algibres essentiellement de type fini et étales sur

A = Oy _ munies d!un k-homomorphisme k(4;)~» 9 . (N.B. x désigne
4

1'image de g dans X). Bien entendu les homomorphismes de transition

entre les Ai sont les homomorphismes locaux de A-algébres Ai —p A:j

qui rendent commutatif le triangle correspondant

k(4;) —> k(Aj)
\ l
n

ce qui impligue que s'il existe un homomorphisme admissible de Ai dans

Aj’ ce dernier est unique. Donc la limite inductive (%) est une limite

relative & un ensemble d'indices ordomné filtrant croissant.
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4.4, La description {x») mentre que l!'annegu local sirict de X en }
ne dépend essentiellement que de 1'annesu local hebituel A =0 . (x=u(3 )),
4

et de 1'bxtension {1 de k = k{A) . On l'appelle aussi annesu hensdlisé

strict de A {(relativement h 1'extension séparsblement close considérée {2

de k) et on le notera A’ ., On renvoie & BGA IV 18.8 pour les propriétés
générales de Ahs . Signalons simplement que la construction donnée montre
encore que Ahs est plat sur A, et qu'il est noethérien si A 1'est.

D'autre part, on montre facilement (loe. cit.) que 1'homomorphisme local

A—)Ahs

muni du  k-homomorphisme

k(%) - N
est solution du probléme universel, relatif & la dormée de A et de
ltextension §? de k, correspondant 2 la recherche des homomorphismes
locaux

A —y A',

avee A' strictement local, munis d'un k-homomorphisme

k(at) —» SV,

En particulier, Ahs est bien un anneau strictement local (ce qui justifie

la temminologie 4.3 ).

4.5, Gardons les notations des 4.3 et choisissons un voisinage
ouvert affine U de x . Notons que dans 3.9 on peut évidemment se bor-
ner aux X' qui sont affines au-dessus de VU, Ces derniers forment alors

un systéme projeotif pseudo-filtrant de schémas affines, de sorte que nous
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sommes dans la situation générale de VII 5 (ef. VII 5.12 b). En vertu de
ltexpression (x) pour Oy E, on eura un X-isomorphisme
¥
-k | I
() lim X! =< Spec Ox’i
Xt éinle
affine sur U,

X'?-pomtué

ce qui précise la signification géométrique intuitive de Spec(ng)

comme "limite des voisinages étales de E ",

Proposition 4.6. Soit X un schéma strictement local, x son point

fermé, qui est donc un point géométrique de X. Alors le foncteur

A
Ft—> P(X,F)s xét —> (Ens) est canoniquement isomorphe au foncteur

fibre F HFX, et par suite commute aux 1lim quelcongues (¥),

En effet, en vertu de déf. 4.2 (ii),l'objet final X de la
catégorie des X' étales x-ponctuéds sur X envisagée dans 3.9 majore
tous les autres objets, donc %F(X') est canoniquement isomorphe & F(X),
cgfd.

En particulier, le foncteur induit par [ sur la catégorie des

faisceaux abéliens est exact, donc on conclut

Corollsire 4.7. Sous les conditions des 4.6 on a pour tout faisceau

a_.bélien P sur X 3

EYX,F) = O pour q £ O.

Corollaire 4.8, Soient X un schéma, § un point géométrique de X,

X = Spec OX x le schéma localisé strict correspordant, F un faisceau
s

variable sur X, P son image inverse sur X , alors on a un isomorphisme

;E‘onctcriel

FFb ~IMEPH .

§

(*) pas nécessairement filtrantes |
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En effet, § peut 8tre considéré comme un point géométrique de X éga-

lement, et 11 suffit d'appliquer 4.6 et la transitivité des fibres (3.4 ).

5. Application au calcul des fibres des qu‘*

5.1. Soient
fsX DY

un morphisme de schémas, F un faisceau abélien sur X , on se pro-
pose de déterminer les qu*(F). En vertu de 3.5 , il revient au méme, &
peu de choses prés, de comnaitre les fibres géométriques Rq:t‘* (F)i , pour
yEY . O0r (V5.1) qu*(F) est le faisceau associé su préfaisceau

AN ¥ —>EY (XY, F)
sur Y, et par suite (3.9 )

Rq'f*(F)i = %'A %Q(Y ! ) ’

olt 1a limite inductive est prise suivant la catégorie filtrante opposée
de la catégorie des Y'!' étales sur Y ponctués par y . Choisissant un
voisinage ouvert affine U de y , on peut se limiter dans la limite du

deuxidme membre & la catégorie cofinale des Y' qui sont affines et au-

dessus de U. On obtient ainsi

(5.1.1 ) qu*(F)i o~ ﬂﬂq(mY',F) ,
ot Y' wvarie dans la catégorie précédente.

Introduisons

]
L]

Spec (QY,SF) =%_‘1£Y'
(of 4.5 ), et

é
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Notons que dans le systéme projectif des XxYY‘ (déduit de celui des Y!
par changement de base X —3 ¥) les morphismes de transition sont affines,
on est donc dans les conditions générales de VII 5.1 , et on voit aussitds,
par construction de (l_i;n dans loc.cit., que l'on a un isomorphisme
canonigue

X= }_:_l_mi_lbcy‘.{‘ .
Désignons par P le faisceau sur X image réciprogue de F , alors on

obtient un homomorphisme canonique

1}1(13 Hq(XxYY’,F) —s 14X, F)

dtolt en comparant avec 5.1.1 , un homomorphisme canonique
(5.1.2 ) i, (P> —BEF ,
évidemment fonctoriel en F,
Supposons maintenant f:X -—» ¥ quasi-compact et quasi-séparé,

alors il en est de méme de A2 Y'—3 Y, et comme Y' eet affine, les Xz, Y

sont quasi-compacts et quasi-séparés, Utilisant (5.1.1 ) et le théoréme

de passage & la limite VII 5.8 , on obtient alors

Théordme 5.2. Soient f3X —> Y un morphisme quasi-compact et quasi-

séparé de schémas, F un faisceau abélien sur X , y un point de

Y,y 1le point géométrique au-dessus de y , relatif & une cl8ture

séparable k(y) de k(y), Y = Spec (_gy,;r-) le schéma localisé sirict cor-

respondant, X = Xxy?, ¥ 1'image inverse de F sur X . Alors homomor-

phisme canonique (5.1.2 ) est un isomorphisme

R (F) ; = BE,F .

Cet énoncé raméne pratiquement le détermination des fibres d'un
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faisceau qu*(F) 4 la détemination de la cohomologie d’un préschéma au
dessus d'un schéma strictement local, et sera constamment utilisé par la
suite., Techniguement, clest 5.2 qui explique le rBle important des
anneaux henséliens et des anneaux strictement locaux dans 1l!étude de la

cohomologie étgle.

Remarque 5.3. L'énoncé reste walable pour Rof*(F) = f*(F), pour un
faisceau dtensembles quelconque, Dlautre part, 5.2 reste également
valable pour Rif*(F), lorsque F est un faisceau en groupes (pas né-
cesseirement commutatif), en prenant la définition habituelle du R'f, (F)

{af, Thése de Giraud).

5. Supposons maintenant que f soit un morphisme fini. Alors
Tt i—) Y est un morphisme fini, et comme Y est strictement local,
il stensuit que X est une somme finie de schémas strictement locaux

Ei‘ Par suite, ntilisant 4,7 on trouve

(5.4.1 ) BE,F) =0 pour q £ 0.

Dtautre part, notons que les composantes Ei de X correspondent gux
points 'J?i de X au-~dessus du point fermé 'fr' de -Y-, i.e. aux points de
X = JS; (ak(y)’k(i), » Dtailleurs, ces points peuvent 8tre considérés’
comme des points géométriques de X , et ii ntest alors autre que le

schéma localisé striect de X en ;i' On a donc (4.8 )
I°X,,F) o< F-
i Tx
i
dlol

(5-4-2 ) Ho(iyf) = Tl—{ F;: ’
i
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qui est un isomorphisme fonctoriel en le faisceau d'ensembles F (imutile
ici de se restreindre sux faisceaux abéliens). Tenant compte de 5.2 et

5.3 , les formules précédentes {5.4.1 ) et (5.4.2 ) domment :

Proposition 5.5. Soient f: X —Y un morphisme fini de préschémas,

¥ un point de Y . Alors pour tout faisceau F sur X , on a un isomor-

phisme (fonctoriel en F)

(P = _| | I
xeX @ k{y)
Tely)

(par suite la formation de f*(F) commute & tout changement de base

Yt —3Y), et 8i F est un faisceau abélien, on a

R (F) =0 si q > 0.

On notera que la premidre formule 5.5 est en fait indépendante
de 5.2. et du théordme dc passage & la limite générsl VII 5.7 , et qu'elle
implique (grice & 3.5 ) que PH—>f, (F) est un foncteur exact sur la
catégorie des faisceaux abéliens, d'ou encore qu* (F) = 0 pour- g ;4 0.

Voici une 1légére variante de 5.5 ¢

Corollaire 5.6. Soit f£:X—>Y un morphisme entier. Alors pour tout

faisceau abélien F sur X, on a

qu*(F)ao pour g £ 0.

De plus, le foncteur f* sur les faisceaux d'ensembles commute & tout

changement de base Y!' —37Y .,

En effet, on est ramené grice & 5.2 & prouver que lorsque Y
est strictement local, on a Eq(X,F) = 0 pour tout faisceau abélien sur

X. Oronaura Y = Spec A, X=Spec B, B étant une algébre entidre, et
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écrivant B = _H’Bi s O Bi parcourt les sous-algdtbres de type fini de
B, {(qui sont méme finies sur A), on aura X = E13'{.m X; , o X; = Spec Bj.
En vertu de VII 5.13 , on est remené & prouver que qu*(Fi) = O pour

q £0, F; un faiscesu abélien sur X,, ce qui résulte de 5.5. La dernidre

assertion de 5.6 se prouve par la méme méthode de réduction & 5.5.

Corollaire 5.7. Soit £: X —>Y un morphisme d'immersion. Alors pour

tout faisceau F sur X, le morphisme canonique

f*f*(F) — F
est un isomorphisme.

Comme f so factorise en le preduit d'une immersion ouverte et
d'une immersion fermée, et que 5.7 est triviel dans le cas dtune immer-
sion ouverte (IV n° 3),on est ramend au cas ot f est une immersion
fermée. On est ramené & prouver que pour tout x ¢ X , lthomomorphisme
correspondant

("5(M); —
est bijectif, or par transitivité des fibres (3.4 ) le premier membre
nlest autre que la fibre £, (F)i , donc il faut vérifier que 1l'homo-
morphisme canonique

(M — F5
est bijectif, ce gqui résulte aussitdt de 5.5.
Remargue 5.8. Utilisant 5.5 et procédant encore comme dans 5.6 , on
prouve facilement que si f: X — Y est un morphisme entier, F un

faisceau en groupes sur X (pas nécessairement commutatif), alors

Rl £,(F) est le faisceau finsl sur Y (comperer remarque 5.3 ).
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6. Supports
Soit U un ouvert de Zariski du schéma X . Alors U €& bee.t,
et en fait U est un sous-objet de ltobjet final X de Xét' donc définit
o~ Pt
un sous-objet U de llobjet final de xe't’ i.e. un Youvert" du topos
étale X, de X (IV 8.3 ).

~

Proposition 6.1. L'application précédente Uj(—3U est un isomorphisme de

1ltensemble ordonné des ouverts (au sens de Zariski) de X, sur 1l'ensemble

N
des ouverts du topos étale xét'

Comme xét —_> i;; est pleinement fiddle, on voit aussitdt que
1'application Ul——ﬁ]’ conserve les structures d'ordre i.e. (U [ V)@(I\I'C V),
en particulier 1l'application précédente est injective. Pour prouver qu'elle
est surjective, considérons un sous-faisceau F du faisceau final ?(/ , et
considérons les objets de Xét/F’ i.e. les gchémas étales X' sur X
tels que F(X') #§ . Comme X'—» X est étale, c'est une application
ouverte (EGA IV 2,4.6 ), en particulier son image (au sens ensembliste)
In(X') est ouverte. Soit U 1'cuvert réunion des Im(X') (X* € Ob Xy /F).
Comme la famille des X' — U (X' & Ob Xét /’F) est surjective, donc cou~
vrante, on conclut que U &€ Ob Xét/F' done xét/F = xét/U’ done

F=1U, cqfd.

Compte tenu de 6,1, nous pouvons donc parler sans ambiguité dfun
"ouvert" de X , sans préciser si nous entendons cetie notion au sens

habituel de Zariski ou au sens de la topologie étale.

Corollaire 6.2. Soient U un ouvert de X, j:U—>X 1'immersion cano-

nique, slors le foncteur
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o~

% § Xl
o1 Xy — Tgy
induit une équivalence de catégories
(e o~
Xeofi —> Ugy -

En effet on vérifie aussitdt que pour tout site C ol les lim

finies existent, et pour tout sous-objet U de llobjet fimal e de C,
considérant le foncteur j : ¢ — c/U aéfini par 3(8) =SxU, j est
un morphisme de sites et j* : 6' - E\/; induit une équivalence

E'/ﬁ-' - 67; . Il suffit alors de conjuguer ce fait général et le fait
que Uét est canoniquement isomorphe 3 Xé " /U .

De fagon imsgée, on peut exprimer 6.2 en disant que les opé-
rations de "s'induire sur un ouvert', au sens habituel des achémas
d'une part, et au sens des topos de ltautre, sont compatibles.
Voici une compatibilité analogune pour les opérations de "restriction

3 un fermé" :

Théoréme 6.3, Soient X un schémg, Y un sous-schéma femé de

X, U0U=X«Y munide la structure induite, 1 s Y — X et J:1U0-X

les immersions canoniques. Alors le foncteur

-~ "
Lt Yep = X4y

est pleinement fiddle, et si F € Ob ;(;;, ¥ est isomorphe & un faisceau

~
de la forme i (G) sss §*(F) est isomorphe au faisceau final U gur U.

Démonstration. Comme i* et i* sont adjoints 1humn de 1'autre,

le fait que i* s0it pleinement fidéle équivaut aussi au fait que 1l'homo-
morphisme fonctoriel

1%(1,(6)) —> G
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ezt un isomorphisme, ce qui n'est autre que 5.7. Dtautre part, si
G &€0b i\é-,; , alors on vérifie trivialement gréce & 6.2 que
j*(i*(G ) est le faisceau final sur U. Inversement, si F € Ob ié\;
est tel que j*(F) soit le faisceau fingl, prouvons que F west iso-
morphe & un faisceau de la forme 1,(G), ou ce qui revient au méme, que
1thomomorphisme canonique
¢ — 1%

est un isomorphisme. Or il suffit de vérifier encore que pour tout x & X,
1'homomorphisme induit sur les fibres géométriques en x est un iso-
morphisme. Lorsque x € U , cela n'est autre que l'hypothése faite sur
G ., Lorsque x €Y, par transitivité des fibres on est ramené & vérifier
que 1'homomorphisme sur les fibres en X induit par

i¥G) —» i%(i, 1%(6)
est un isomorphisme, or l'homomorphisme précédent est un isomorphisme
d'aprés 5.7 appliqué 2 F = i et & i . Cela achdve la démonstration
de 6.3.

Corollaire 6.4. Le foncteur i " induit une équivalence de la catégorie

des faisceaux abéliens sur Y avec la catégorie des faisceaux abéliens

sur X dont la restrictiond U =X -Y est mulle.
Conformément & 1l'usage courant nous identifierons done sogvent

un faisceau abélien sur Y 2 un faisceau abélien sur X mul sur TU.

6.5. BEn vertn de 6.1 nous savons donc (si X est un  echéma)
~
interpréter les “ouverts" du topos E-= xét comme ouverts U de X au

sens habituel, et en vertu de 6.3 avec cette identification le "topos
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~~v
résidnel? ECU de IV 3 est équivalent canoniquement au topos Y &t?

ot Y =X-U est muni d'une structure induite gquelconaue, faisant de
Y un schéma. Nous pouvons par sulte appliquer & cette situation les
résultats de IV 3. y notamment la description IV 3.3 des faisceaux F
sur X en terme des triplets (F', F", u) ot F' est un faisceau sur Y,
F" un faisceau sur U et u un homomorphisme de F' dans i*j*(F' ).
Nous utiliserons librement par la suite les notations il, jl de IV.3 ,

qui désignent des fonoteurs

("v E\../
3, e (U — (X p
! ét)Etb ét)ab

i X, — (.
H Py
ét)ab et)ab

4
ol l'indice "ab" dénote la catégorie des faisceaux abéliens. Ces foncteurs

donnent lieu aux deux suites exactes IV 3.7.

6.6, Compte tenu des développements qui précédent et de la termino-
logie générale introduite dans IV 8.5 y 11 y a lieu d'introduire, pour
un faisceau abélien F sur X, ou une section ¢ d'un tel faijsceau, la
notion de support de F resp. de ¢, comme étant le fermé (au sens
hgbituel, i.e. de Zariski) complémentaire du plus grand ouvert sur le«
quel l'objet en question stannule.

Dans la situation actuelle, il s'impose également de remplacer
les notations générales V 4.3 HYE o ", g%U(F) par les notations
E%(X,F)', Q%(F), le premier désigrant un groupe abélien, le deuxidme un
faisceau abélien sur Y (ou encore un faisoceau abélien sur X, nul
sur U). Ainsi, ona EY =2%' ete...

Je renvoie 2 V { pour les propriétés générales des foncteurs

précédents,
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7. Morphismes de spécialisation des foncteurs fibres

T.1. Nous avons vu au N° 4 comment on associe,d tout point géométrique
E du  schéma X,un  X-schéme strictement local

E(E) = Spec -QX,} ’
ne dépendant, en fait,que du point géomdtrique au-dessus de ltimege x
de E défini par la cl8ture séparable k(x) de k(x) dans 0 = k(% ).
Nous nous restreindrons souvent par la suite aux points géométriques

§ = Spec 2 aleébriques séperables sur X , i.e. tels que 1 soit une

cl8ture séparable de k{x), i.e. i = X. Appelons un X-schéma Z un
locelisé strict de X  s'il est X-isomorphe & un schéma de la forme

Spec (91( - , on voit donc que
X

iHSpeo Qx’f =X(§)

est une équivalence de la catégorie des points gécmétriques algébriques
géparables sur X , avec la catégorie des X-schémas qui sont des
locelisés stricts de X , quand on prend comme morphismes dans 1l'une
et l'autre catégorie les seuls isomorphismes.

Ce dernjer énoncé n'est plus exsct quand on prend comme mor-
phismes tous les X-morphismes,car dans la seconde catégorie il peut y
avoir des X-morphismes qui ne sont pas des isomorphismes.

On pose alors la

Définition 7.2. Soient E, E' deux points géométriques du schéma

X, on appells flache de svpe’cialisa.tion de f LI} E tout X-morphisme

entre les localisés stricts correspondants

'f(j‘) ~—‘)rf(g) .
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On dit que ggt une spécialisation de t ou que ' est une géné-
48 cu_gque est une

risation de § , 8'il existe une fldche de spécialisation de §roaf.
On notera que les fldches de spéeialisation se composent de
fagon évidente, de sorte qu'en prenant pour morphismes les flaches de

spécinlisation, les points géométriques de X forment une catégonie,

équivalente (ainsi que la sous-catégorie pleine formée des points géoméiri-
ques algébriques et séparables sur X) & la sous-catégorie pleine de

(Sch) /x formée des localisds stricts de X .

Lemme 7.3. Sodent X un schéma, 2 un X-schéma qui est isomor-

phe & une limite projective pseudo-filtrante de X -schémas étales Xi,

avec des morphismes de transition affines (VII 5.1 ), E ! un point

géométrique de X, 2! = x( §') le localisé strict correspondant. Alors:

a) L'application de restriction

Homx(Z',Z) —> Homy( g 1,2)
est bijective.

b) Pour que les deux membres soient non vides, il faut et il suffit que

1llimege x! d_e_E t dans X soit dans celle de Z.

¢) Soit T un Z-schéma, pour que T soit un localisé strict de 7 ,

il faut et il suffit qu'il soit un localisé strict de X .

Démonstration. a) on est ramené aussitdt au cas ol Z est
un des X, i.e. ol Z est étale sur X. et par le changement de base
2! ~>» X on peut supposer que Z! =% X , d'ol la conclusion par 4.2 (ii),
b) On note que si x' est L'imege d'un point z de % , alors k(z) est
nécessairement une extension algébrique séparable de k{(x!), donc il existe

un k(x')~homomorphisme de cette dernidére dans k( 'f 1), d'ol la conclusion.

395



- 30 - VIII

c) La démonstration est un exercice facile laissé au lecteur.

On conclut de 7.2 et 7.3

Proposition 7.4. Soient E ' E ! deux points géométriques du schéma

X. Alors 1'application de restriction définit une bijection de 1l!ensemble

Homy (i(f‘) ,E(E )}) des fliches de spécialisation de ;" dans E , avec

ltensemble des X-morphismes de §' dans T('(E).

Corollaire 7.5. Pour que j soit une spécialisation de i', il faut et

il suffit qu'il en soit de méme pour les images x,x! de E ’ g' dans

X, i.e. que x appartienne & 1'adhérence de {x'} .

Comme Spec @X ¢ —> Spec OX est fideélement plat (4.4 )
'3 ' X
il est suwrjectif, et il suffit donc d'appliquer la deuxi®me assertion

de 7.3.
Corollaire 7.6. Pour tout schéma X , soit Pt(X) la catégorie des

points géométriques sur X (ou encore, des points géométriques algébriques

séparables sur X), les morphismes Stant les fldches de spécialisation.

Soit alors f un point géométrique d'un  schéma X, 5{-('5' ) le localisé

strict correspondant, on a alors une équivalence des catégories

P(X( £)) = pi(x) /5 ,

obterueen associant,a tout point géomtrique ¥ ' de X(% ), le point
) —_— ——

géométrique correspondent sur X , avec le morphisme de spécialisation

dans § déduit du morphisme structural E' - E(E) grice & 7.4.

En d'autres termes,la donnée d'une générisation E' du point

géamé trique E équivaut essentiellement & la domnée d'un point géométrique

de Y(E ). Notons d'ailleurs qu'en vertu de 7.3 o), 1'homomorphisme
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correspordant X( g‘) - i{g) fait de i(é*) le localisé strict de

'i{; ), relativement & E'.

T Interprétons mintenant, pour tout point géométrique Ede X et
tout faisceau F sur X, la fibre P, comme étant [ (-f(g ), §(§ )), ot
'i'-(f) est 1'image inverse de P sur f(z) (4.8 ). Alors on voit que
toute fléche de spécialisation
'

o
induit un homomorphisme, fonctoriel en F:

*

u's F‘E —_— F,g, s

appelé homomorphisme de spScislisation associé & la fléche de spécia-

lisation u. Il est évident, dlaprés la transitivité des images inverses

de faisceaux, que l'on a pour une fléche de spécimlisation composée 3

* o ¥

(wu)* =u*w* .

T.8. 8i E est un topos, rappelons (IV ) qu'on a appelé "foncteur
fibre", ou (par abus de langage) "point" du topos E, tout morphisme

du "topos final" (Ens) (isomorphe 2 la catégorie des faisceaux sur un

espace réduit 2 un point!) dans E, i.e. tout foncteur

¢ =E — (Bns)
qui commute aux lim, irductives quelconques, et aux lim, projectives finies.
Il ¥y a lieu de considérer l'ensemble des foncteurs fibres de E comme

l'ensemble des objets d'une sous~catégorie pleine de Hom (E,(Ens)), appelée

catégorie des foncteurs fibres du topos E, dont l'opposée est appelée

catéporie des points de E, et notée Pt(E), cf, (IV 6.1),

—~
Lorsque E est de la forme Xét oui X est un schéma,
’
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nous avons défini dans 3.3 et 7.7 un foncteur

(%) B (X) — Bt (X))

ol le premier membre est défini dans 7.6. Ceci posé, on a le

Théortme 7.9. Soit X un schéma. Le foncteur précédent (x) est une

équivalence de la catégorie des points géométriques sur X (avec

comme morphismes les fléches de spécialisation ) avec la catégorie des
~ ~_ .
points du topos étale Xgp (opposée de celle des foncteurs fibres sur Xét)'

Comme ce théoréme ne servira plus dans la suite du séminaire,

nous nous bornons ici & une esquisse de démonstration, oll nous nous
permettrons certaines libertés awvec les questions dtunivers,

a) Le_foncteur envisagé est pleinement fiddle. Pour tout

. v, ™~ s
X €0b X, soit XV Xgp = (Ens) défini par
v
X (F) = Hom(X,F) = P(X) .
Notons que le foncteur fibre
5Y t F —> F;
peut s'écrire
A v

g, =~ m, X )

‘§ 1
ol les X; sont des schémas affines §tales sur X, indexés par une
certaine catégorie filtrante (cf.4.3 et 4.5 ). On a donmo pour

~
tout fonoteur p: X —> (Ens):
Hom(éf ,‘f):\_’éﬂ Hom(xj‘_',tf) R
i
dtautre part il est bien connu que l'on a un isomorphisme bifonctoriel

Hom(x‘j’_,\f) ~ tp(xi) .
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Lorsque ‘f ¢st de la forme L, , done

Qs X,

on a done une bijection maturelle

(%) Hom (E'E , E’f') L’el_::'l‘.-_m 1Tm’ Hom 4 (x;,xi) .

Dlautre part on a (dans la catégorie des schénas)
X = lim X, , X(%') =lim X!
(E) % i (; ) é;:_‘l. 3 ?
dtolr

Homy (X(§ 1), X(§) ) o= da Eony (g1 %)

d'eutre part, comme X, est locaiement de présentation finie sur X , on

a
Hom, (X (f')’ X)) =~ };,B’ Homy, (xj, xi) '
dtol
(%%) Hom, &( ;-), X ('E) ) z(l% ;_;5 Homx(x5, XD .
La comparaison de (#) et (%#) donne la conclusion voulue (moyennant une
vérification de compatibilités, laissée su lecteur).

b) Le foncteur envisegé est essentiellement surjectif .

T.9.1. Remarquons d'abord que si C est un site ol les ]{._:LI_II finies sont
—~
représentables, C =E le topos correspondant,alors tout foncteur fibre

$ sur E peut se représenter comme une "limite inductive filtrante"

de foncteurs de la forme

Y(F) - F(I) =Hom ¥, F), Y €O0bC,

(od Y est le faisceaun associé & Y), de la fagon suivante (¥), On considare

(*) C'est un cas particulier de IV 6.8,3,
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~
la catégorie C/(P des couples (Y,E), avec Y € 0b ¢, gé ¢ (¥)
{les morphismes se définissant de la fagon évidente), et on note qu'on
a un homomorphisme évident

(%) }1@’;_>LP

L)
(¥, § )€ C/(P
en remarquant que
v v . ~
Hom (lim Y, )~ 1lim Hom (Y,qz)f;’ lim @ (Y) .
Cy S Cfy
Or on a un élément canonigue dans lim @(Y), en associant & tout (Y,§ )
(P
1161ément E de € (Y). Utilisant le fait que les lim finies existent
~
dans C, et que le foncteur Y I—> LP(Y) y commute, on voit que dans
c les lim fini istent fortiori € st filtrant,
fp e 2o es existent; a forti 7(Pe an
Utilisant que tout faisceau F est limite inductive des faisceaux de
o~
la forme Y , et utilisant le fait que ¢ commte aux limites inductives,
on conclut aisément que 1lthomomorphisme de foncteurs (¥) est bijectif, et

donne donc la représentation annoncée.

T+9.2. Remarquons également que si E est un topos, Y un objet de
E, dtol un topos -’-E-/Y’ alors lg donnée d'un foncteur fibre & pour -E/Y
équivaut & la dormée d'un couple ((P,E )y ol (p est un foncteur fibre
pour E, et E € (Y). Au foncteur fibre ‘P;E—/Y —> (Ens) on associe
ls couple (t{;,i )» od ¢ est le composé Z |—> @ (2) =\;J(ZxY), et ol

E € @(v) = \P(YxY) est 1l'image de l'unique élément de (Y) par le

morphisme diagonal de YxY.

L
T79.3. Revenons maintenant au cas du site € = Xeyr € 801t

~S
¢t Xgp —> (Ens) un foncteur fibre sur le topos étale de X.
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Considérant la restriction de \f a la sous-catégorie pleine de Xé t
formée des ouverts de ce topos, ou ¢e qui revient au méme (6.1 ) des
ouverts U de X, on trouve une application

¢, s U@ > {o, 1}
commtant aux sup quelcongues et aux inf finis. (On note que pour
U €U(X) , (U) est vide ou réduit 2 un point, et on prend cFO(U) =0
ou 1 suivant qu'on est dans l'un ou l'autre cas).

On voit facilement, grace au fait gque tout fermé irréductible de X a
un point générique et un seul (¥), que (Foest défini & ltaide d'un unique
x € X, par la condition

@, =1 sss xet¥
i.e.
wU +~ ¢ & xeT .
Soit F € Obig; , alors llimage de F dans le faisceau final X est

un ouvert; et comme

@ (F) —> ¢(v)

est surjectif, on voit que @ (F) £6 sse @(U) £P, ie. sss x €T,

Soit elors C/(? la catégorie des couples (X', f ) ob X' € ObX et

ét?

S € YE') . 0nasignelé dans 7.9.1 que C}q’ est filtrante connexe.

De plus, gréice & 7.9.2 et & ce qui précéde appliqué 3 X' au lieude X,

si (X',f) € 0b Xét , il lui est associé un unique point x' € X' , tel

que pour un morphisme étele X" —p X' , f est dens 1'image de

@ (X") = @ (X') sss x' est dans celle de X" . On conclut de ceci que

le schéma ‘Exg des X' suivent la catégorie C des (X',§ ) existe st

est un localisé strict Z de X, correspondant donc & un point géométrique f

? .

(¥} i,e. X est sobre dans la terminologie de IV 4,2.1, L'assertion faite
est un cas particulier de IV 4,2.3,

et un foncteur fibre ¢
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Pour tout faisceau F , on a alors

g‘;(F) o~ 1lim_ P(X') .
C
(f
Compte tenu de 7.9.1 on en conclut que ¢ est isomorphe & 6} '

¢e qui achdéve la démonsiration de 7.9.

8. Deux suites spectrales pour les morphismes entiers

Proposition 8.1. Soient f : X —3 Y un morphisme entier surjectif,

F un faisceau abélien sur Y. Pour tout entier i, soit gel(F) le

préfaisceau sur (Sch) A défini par

®H® (@) = #iz,r) ,

ol F, est l'image inverse de F sur Z . Alors il existe une suite

spectrale (fonctorielle en F)
B*(X,F) &= Epg = BP(x/x, X4F) )

(vsuite spectrale de descente").

Bien entendu, le symbole HP(X/Y, G), pour un préfaiscesu G
sur (Sch) i) désigne le p.dme groupe de cohomologie de Cech relatif,
défini & 1'aide du complexe des C(XA,G) =G(X**), ot X® aésigne la

Xn-v-l

puissance m,idme dans (Sch)/! . Pour éteblir 8.1 , soit p_3 — Y

n

la projection, et posons

n

AM=p (.Z_xm-l) ,
ok Zyn+l désigne le faisceau corstant Z sur ™, Alors les A" sont
les composantes d'un faisceau abélien simplicial sur Y , donc d'un
complexe de faisceaux abéliens & sur Y. Notons qu'on a un homo-

morphisme évident
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(*) éf—-ﬁﬂc.

Ceci posé, on a le

Lemme 8.2. Le complexe (A*) muni de l'homomorphisme (%) est une résolu-

tion de gl . Plus généralement pour tout faisceau gbélien F sur Y,

A* QZF est une résolution de F.

Démomstration : On peut supposer Y affine, donc Y = Spec 4,
X = Spec B, ot B est une A algdbre entitre. Onaura B = linm B; ,
1
ol Bi parcourt les sous-glgdbres de type fini donc finies de B , d'ol
X= !‘l:im X; ol X; = Spec B; . Utilisant VII 5.11 , on voit que le
complexe augmenté A¥(X/Y) est alors la limite inductive des complexes

sugmentés A*(Xi/Y J. Cela nous ramdne su cas ot f est fini. Il suffit

de prouver que pour tout point géométrique y de Y , le complexe A§

ast une résolution de gi , ot le reste aprés tensorisation par un F.
Mais si X; est la fibre de X.en ¥ , il résulte de 5.5 que le
complexe A*i niest autre que le complexe analogue A*(Xr;, /¥). Cela nous
raméne au cas ol Y est le spectre d'un corps séparablement clos k.
Otilisant 1,3 a) et b), on peut méme supposer k slgébriquement clos,

ot X réduit, donc X de la forme L; , ob I estun ensemble fini,
Mais alors le complexe A*@YF s'identifie au complexe de cochaines trivial
de l'ensemble d'indices I & coefficient dans FB-Y' donc c'est bien une
vésolution de F§ .

Nous obtenons donc, comme conséquence de 8.2, une suite spec-

trale
(1P =] = 5°@Yy,4 oF) ),

et il reste & oxpliciter le terme initial. Or on a un homomorphisme
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esnonique
AT QF — py pp(F)
et ce dernier est un isomorphisme, comme on voit encore par réduction au
cas f fini et passage aux fibres., Utilisant 5.5, on en conclut
B(r,a"0F) = BIM, px (1) = ¥ Uw) ™),

ce qui donne bien le terme initial annoncé dans 8.1,

Remarque 8.3. a) Lorsque llon se donne un recouvrement localement
fini de Y per des emsembles fermés Y, , et qu'on pose X = _LL Y,
alors le morphisme canonique f : X -> Y est fini, et la suitelspec-
trale 8.1 a un terme initial qui s'explicite comme la cohomologie du

complexe défini par les Hq(Yi 3 o FIYy N )y ot
oo ip o+ ip

Yio' Li- Yion cee N Yjp. Clest donc 12 l'analogue de la suite spectrale
de Leray pour un recouvrement fermé localement fini d'un espace topolo-
gique ordinaire (TF Chapitre II 5.2.4 ). Cette dernidre peut d'ailleurs se
généraliser également en une suite spectrale relative A un morphisme "fini"

i.e. propre & fibres finies, en procédant comme dans 8,1,

b) On noteras llanalogie de la Buite spectrale de 8.1
avec la suite spectrale de Leray d'un recouvrement (Xi) de Y (en
ltoceurrence par des X5 étales sur Y); cette dernidre s'obtiendrait
formellement en Sorivant la suite spectrale 8.1 pour X = _ITL X .

I1 est probable en fait que ces deux suites spectrales admettent une
généralisation commune, qui serait wvalable chaque fois qu'on aurait une
famille de morphismes (X; —> Y), qui soit "famille de descente effec-

tive universelle” pour la catégorie fibrée des faisceaux étales sur un
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schéma de base variable (cf n° 9 ci~dessous), La question analogue se
pose d'ailleurs en topologie ordinaire, & propos d'une généralisation commune
des deux espéces de suites spectrales de Leray d'un recouvrement, supposé

soit ouvert, soit fermé localement fini (%),

Proposition 8.4. Soient Y un schéma, T un groupe profini, (Tfl) i

le systdme projectif des groupes quotients finis discrets de T,

(xi)i ¢ 1 un systéme projectif de revdtements principaux de Y , de

groupes les T, les homomorphismes de itrensition Xj — Xi étant

conpatibles avec les homomorphismes Kj — Tl':L sur les groupes

dlopérateurs, X = lim X, {cf. VII 5.1 ), de sorte que le groupe V¢

opdre sur le Y-schéma X, F un faisceau abélien sur Y. Alors on a

une suite spectrale "de Hochschild-Serre" (fonctorielle en F)

B*(¥,F) & B -8P(7,g il (xR ) ),
1 ~ 1

oh Py st l'imege inverse de F sur X, et HP(TT, - ) aésigne ls
i
cohomologie galoisienne.

Le terme Epg écrit ici est éganlement (par définition de

BEP( T, - ) et transitivité des limites- inductives) isomorphe 2
Epg‘ = _]_-El_) Hp( Ty oy Hq(xi!Fx' ) ) ’
i i
ce qui nous montre qu'il suffit de trouver un systéme inductif de suites
spectrales (dépendant de 1'indice i )
B, F )= 'B'5 = BY T, Hq(X-i, R
i

Cela nous ramine & définir la suite spectrale dans le cas ol ' est fini.

Alors f : X -~ Y est un morphisme couvrant dans Yét’ donc on peut

(*) Depuis la rédaction de ces lignes, P.Deligne a fait une théorie générale
des "suites spectrales de descente", cf, Exp. phia .
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derire la suite spectrale de Leray de ce morphisme. Compte tenu des iso-
morphismes canoniques :

o~ x%e®
un calcul bien comnu montre alors que pour tout préfaisceau & sur
Xgs » transformant somme en produits, c*(x/Y,36) n'est autre que le
commplexe des cochaines homogénes de G & coefficients dans 36(}{), dtol
ls forme annoncée pour le terme initial.

Une variante de cette démonstration, évitant tout calcul,
consiste & considérer E p—>»X x n E comme un morphisme du site des
Tt-ensembles finis dans le site étale de Y, et & écrire la suite
spectrale de Leray de ce morphisme, Enfin, lorsque 1t est fini,
on peut également regarder la suite spectrale de Hochschild-Serre comme

étant un cas particulier de 8,1 relativement au morphisme f : X — Y .

Corollaire 8.5. Supposons Y quasi-compact et quasi-séparé, alors la

suite spectrale de 8.4 s'Sorit

B*Y,F) &= ¥} =8(T, BY(x,R) ) .

En effet, en vertu de VII 5.8 , on a alors des isomorphismes

canoniques

lim mY(x,, in ) = 84, 7)) .

Corollaire 8.6. Soient Y un schéme local hensélien de point fermé y ,

P un faiscenu abélien sur Y, P, 1le faisceau induit sur Y °=Spec(k(y)).

Alors les homomorphismes canoniques
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EYY,F) —> an(tc,ro)

sont des isomorphismes.

Soit en effet ¥ un point géométrique sur y , correspondant &
une cldture séparable k(y) = k(¥) de k(y); comme Y est hensélien, le
localisé strict X de Y en ¥ est la limite projective des revétements
étales galoisiens connexes y-ponctués J(:L , de sorte gqu'on est sous les
conditions d'application de 8.5, Comme Eq(X,FX) =0 pour q> 0 en vertu

de 4.7 , on en conclut des isomorphismes
Hn(YyF) (:Hn(“:F(X)) s

ob T est le "groupe de Galois" de X sur Y , isomorphe & celui de

k(y) sur k =k(y) . On trouve de méme (ou par 2.3 )
Hn(Yo,Fo) Plad En(TF,FO(Xo)) ,

oi X =Xz, Yz Spec (x(¥)) . Or 1'homomorphisme de restriction
°

x) —> Fo(xo) est un isomorphisme en vertu de 4.8 , d'ou résulte aussi-

t6t 1la conclusion 8.6.

9. Descente de faisceaux étales

Le présent numéro ne servira plus dans la suite de ce Séminaire,

ot peut 8tre omis en premidre lecturs.
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Proposition 9.1. Soit f : X! —) X un morphisme surjectif (resp. uni-

versellement submersif (SGA 1 IX 2,1)) de schémas . Alors le foncteur

£* 3 Xgy —> X}, est fidele et “"conservatif" (cf. 3.6 ) (vesp.

induit un fonecteur pleinement fidéle de la catégorie des faisceaux sur

. . . . i ' .
Xét dans la catégoriec des faisceaux sur xét minis d'une donnée de

descente relativement 3 f : X! —> X ).

Le premier point résulte aussitdt de la trangitivité des fonoc-
teurs fibres (3.4 ) et de (3.7 ), le deuxi®me (qui s'énonce aussi en di-

sant que f est un morphisme de descente relativement & la catégorie

fibrée des faisceaux étales sur des schémas variables), signifie aussi

que pour deux faisceaux ¥ , G sur Y , le diagramme naturel
(%) Hom (P, G} —s Hom (F', G!') =% Hom (F", G")

est exact, ot F' et G! (resp. I et G" ) sont les images inverses
de P et G sur X' (resp, sur X" =X'xxX') . Prenant pour F le

faisceau final, 1'énoncé donne le

Corollaire 9.2. Soit f 3 X'-—3X un morphisme universellement submer~

sif. Alors pour tout faisceau F sur X , le diagramme

O F) — r(x, F) =3 ©x, )

est exmot, ol X" = X! Xx Xt , et ot F', ' sont les imeges inverses

EF sur X' , X" ,

Nous prouverons 9.1 en utilisant le

Lemme 9.3. Supposons f universellement submersif. Soit F un

faisceau sur X , désignons par S(F) 1'ensemble des sous-faisceaux de
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X , et définissons de fagon analogue S(F') , S(F") . Alors le diagramme

d'applicationsnaturelles

S(F) — s(r1) =3 s(m)

est exact.

Démonstration. Le fait que S(F) —> S(P') est injeetif résulte
aussitdt du fait que le foncteur f£* est conservatif; car si Fi
(1i=1, 2) sont deux sous-faisceaux de F tels que f*(F;) = f*(Fz) ,
alors les inclusions F3 = F1 N F >F (i =1, 2 ) sont des isomor-
phismes, car elles deviennent telles aprés application du foncteur f ¥,
donc F1 = F2 . 11 reste &4 prouver que si G' est un sous-faisceau de
F' tel que pr1*((}') = pr'g(G') , alors G' est l'image inverse d'un
sous-feisceau de F . Notons que l'on peut trouver un épimorphisme
F1 —-F dans xét , Ou F1 est représentable par un schéma étale

sur X . Introduisons F2 =P F1 , et de méme F! , PV , F! , Fs ’

1 *¥§ 10 %30 %2

faisceaux donnant lieu & un diasgramme d'ensembles

S(F) —> s(r') =3 s(®)

{ b y

8(F,) — 8(r) =3 s(®)

H W s

8(F,) —> s(7)) 3 s(®y)

dans lequel les colonned sont exactes, grice aux propriétés dlexamctitude
dans la catégorie des faisceaux sur X, X', X" respectivement. Un
diagram~chasing standard montre alors que, pour prouver que la premiére
ligne est exacte, il suffit de le prouver pour les lignes 2 et 3 . Or

pour la ligne 2 cela résulte du fait que F1 est représentable, X' — X
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universellement submersif, et de SGA IX 2,3. D'autre part, F2 est éga-
lement représentable, car c'est un sous~faisceau de F1 Xx F1 qui est repré-

senteble, et on applique 6.1. Donc 1la ligne 3 est sussi exacte, cqgfd.

Prouvons maintenant 9.1 , i.e. gque tout morphisme
uts F' —> G', compatible avec les dormées de descente sur P!, G*', u!
provient d'un morphisme u: F — G . Soit H=PF x G , donc H' = F' x G,
H" = F* x G" , alors le graphe de u! est un sous-faisceaun ' qe H',
dont les deux images inverses sont égales au graphe d'un méme morphisme
u' ¢ Pt —3 G" , Donc en vertu de 9.3. ™ provient d'un sous-faisceau
"de H . Je dis que [ eost le graphe d'un morphisme u : F -3 G ,
i.e. que le morphisme p ¢ [ —> P induit par pry est un isomorphisme 3
en effet, il devient un isomorphisme aprés le changement de base X!'-—— X,
et on applique la partie déja prouvée de 9.1. Le morphisme u : F —>§

répond alors & la question, cqfd.

Théortme 9.4. Soit f : X!'—» X un morphisme surjectif de schémas,

On suppose que 1'une des hypothdses suivantes est vérifiée :

a) f est entier.
b) £ est propre.

c¢) f est plat et localement de présentation finie (¥).

d) X est discret (p.ex. le spectre d'un corps).

Alors f est un morphisme de descente effective pour la caté-

gorie fibrée g sur (Sch) des faisceaux étales sur des schémas

varisbles, i.e. le foncteur f£* induit une équivalence de la catégorie

(¥) Il est probable que cette deuxidme hypoth2se est en fait superflue,
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des faisceaux sur X avec la ca.tégorie des faisceaux sur X' , munis

d'une donnée de descente relativement & £ : X' =X .

9.4.1. Soit F! un faisceau sur X', muni d'une donnée de descente

relativement &8 f ;3 X' —> X ., On définit alors un foncteur

G: X;7 —> (Ens)
par la formule
¢(Y) =Ker (Fr(Y') J 1 () .
On constate aussitdt que G est un faisceau pour la topologie étale,
dlautre part on a un homomorphisme canonique injectif G — f*(F!) s
dtoll un homomorphisme f’*(G) —» F! , et ce demier est évidemment compa-
tible avec les donnfes de descente. Il reste & examiner si cet homomor-
phisme est un isomorphisme. Noter que G est aussi définissable par
ltexactitude de
¢ —1£ (F) 3 e, () ,

donc pour tout changement de hase Y -.-1-1--) X qui commute & la formation

de £ (F') et g*(F"), (D) =Gy~ s'identifie au faisceau "descendu"
de F'y, par Y'—Y , et bien entendu 1'homomorphisme i‘Y*(GY) - (FY)'
est celui déduit de f£¥G) —> F' par changement de base, Or supposons

que le changement de base f : ¥ = X! —3> X commite & 1a formation de

f*(F') et g*(F"), et notons que comme Y' = X! Xy X' g une section sur
Y!' = X', donc Y! —> Y est un morphisme de descente effective pour
toute catégorie fibrée, en particulier pour &F , il stensuit que

f;(GY) —>(Fy)' est un isomorphisme, donc £*(¢) — F' devient un
isomorphisme aprés changement de base Y! = X! Xy Xt — Xt . Corme ce

dernier a une section, I*(G)—3 F' est un isomorphisme, donc la dormée
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de descente envisagée sur F! est effective.

9.4.2. Ceci prouve le théordme 9.4 dans le cas a), grice & 5.6.
Le cas b) résulte également du fait que si f est propre, alors f,
commite & tout changement de base Y! —3» Y, (qui sera prouvé dans un

exposé ultérieur (XII 5,1 (1))).

9.4.3. Dans le cas c), la question étant locale sur X on peut sup-
poser X affine,et qu'il existe un schéma affine X,; , de présentation
finle, quasi fini et fiddlement plat sur X , et un X-morphisme N - X,
ce qui nous ramtne gu cas ot f est quasi-fini. Quitte & localiser encore
sur X , su sens de la topologie étale cette fois, on voit qutil existers
un ouvert X1' de X' tel que x; —> X so0it fini et surjectif, ce qui
nous raméne au cas od f est fini et surjectif, déja traité dans a),.
9.4.4, Dans le cas d), on peut supposer (en se localisant sur X ) que

X est réduit 3 un seul point, et m@me compte tenu de 1,1, qu'il est
spectre d'un corps k. De plus, f est universellement ouvert (EGA IV 2.4,9)
donc on est sous les conditions de 9.1, et le raisonnement de 9.4.1 s'appli-
que encore, en prenant un changement de base avec Y = Spec k, o R=k(x),
pour un x € X, Mais alors il est encore vrai que £, commute au changement

de base Y —> X, comme nous verrons ultérieurement (XVI 1.4 et 1.5).

Ceci achdve la démonstration de 9.4.
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Cohérent (topos localement -)

Cohomologie & support dans Z (groupe de, faisceau de )

v
Cohomologie de Cech (groupe)
Cohomologle de Eech (préfaisceau)
Complexe de aech

Constructible

Descente cohomologique effective
Descente cohomologique relative
G-l-descente cohomologique
Faisceaux acycliques

Faisceaux C~acycliques

Faisceaux Ext & supports dans 2Z

Faisceaux flasques
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A8

bis

VI

Vi

\'2 8

Vi

Vi
VI

Vi
VI

Vi
Vi
Vi

Vi

VI
VI
bis

bis

bis

2,3

2,2.2
7.1.4
6.1

6.1.4
8.1.0
8.4.6

1,7
1,21

31
8.3.14
3.3

8.3,13
2.3
5.2

2.3
6.3
2.4.3
2,4,5
2,4.3

1.9.3
1,21

2,2,6
2.4
3.1.2

4.1
6.8.2

4,1



Famille de supports
Famille de supports de caractére local
Fibree (catégorie)

Fibre (catégorie)

Foncteur cofinal (entre catégories localement filtrantes)

Foncteur fibre

Groupe Ext 2 support dans Z

Homologie

Homotopie

Hyper~recouvrement

Limite inductive (d'une catégorie fibrée)
Limite inductive locale

Limite projective (d'une catégorie fibrée)
Limite projective de topos fibrés
Localisé strict

Morphisme de U-site fibrés

Morphismes cartésiens de U-sites fibrés

Morphisme spécial (de préfaisceaux simpliciaux)

Noethérien

Objet semi-simplicial tronqué
Parfait (topos)

Plats (Modules)

Plat (Morphisme de topos)
Point géométrique
Préncethérien

Quasi-compact (objet)

Quasi-compact (morphisme)

Quasi-compact (morphisme de topos)
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Vi

VI

VIII

VI

VI

VIII
Vi

Vi

Vi

VI

VIII
Vi

VI
Vi

VI
Vi

VI

6.12
6.12,2
6.1
6.1,1
8.1.4
3.3
6.8.5
7.2.0
7.3.1
7.3.1
6.3
8,2,1
6.10
8,1.1
4,3
7.2.2
7.2.2
7.3.3
2,11
7.1.0
1,27
1,1
1.8
3.1
1,30

1.1
1.21

1,7
1.21

3.1



Quasi-séparé (morphisme)

Quasi-séparé (morphisme de topos)
Quasi-séparé (topos)

Résolution Standard

Sections cartésiennes
Semi-représentable

D-site fibré

Site total

Squelette, Cosquelette

Strictement local (anneau, schéma)

Suite spectrale de Cartan-Leray (relative 2 un

morphisme de topos)

Suite spectrale de Cartan-Leray (relative 2 un recouvre-

ment)
Suite spectrale de descente
Topologie de Zariski
Topologie étale
Topologie fidalement plate quasi-compacte
Topologle totale (d'un U-site fibré)
D-topos
D-topos annelé
Topos classifiant
Topos étale
Topos fibré
Topos fibré annelé
Topos £ibré annelé plat
U-topos fibré associé
Topos fini, profini
Topos local

Topos localisé
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Vi
VI
VI

VI

Vi

VI

VI

VIII

VIII

VII

VII

VII

Vi

bis

bis

VIII

VIII

Vi

Vi

Vi

Vi

Vi

VI

Vi

7.3

7.2.1
7.4.1
7.1.1

4.2

5.3

3.2
8.1
4.2
1.2
4.2
7.4.1
1,2.1
1.3.1
2.1
1,2
7.1
8.6.1
8.6.4
7.2.6
2,9.4
8.4.6

8.4.2



Topos simplicial vis 101

Topos total VI 7.4.3.3
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E
cons

Et/x
Extz(E, M, N)

Extz,z(X;M,N)
Excg,é(X; e s )
&‘;tZ(M, N)
extg’z(ﬁ, N
&(tz’ ales o)

F bBF

g

N
E . ®

:F->F, , :FXIF

1
s £y
(fpqc)
F(sh

3*
H(n M
Hi(x, F)
HR,

p
R

—p
T v
o, He
1liE, M
lu,

ni(x, w

Index des notations

VIIT 4.4 mix, N

‘ q
v 1.10,3 G
VI 7.2.6.6  Hj
v 2,3.3.1 WG, )
Vi 1.2.4 q
v s13 Bl
VI 2.9.3 i ao

v
VII 1.3 RO
v 2.1.1 Home e /3 (F2G)
v 6.8.5 Hom (X, ¥)
v 6,13.8 Hom, (5, ©)
v 5.0.1 Homg(X, ¥)
v 6,8.2
H°mt°23art/I(F’G)

v 6.13.8 HomtoEI(F,G)
VIII 3.3 Lin
Vi 8.2.3 g
VI 8.1.3 ‘1";% g

VII 1.4 Limtop F, Limtop F, , E
T T

VII &,

[

Loc (E)
VI 6.2 P
Vi 6.5 Morsite Zart/I(c’D)
VIII 2.3 MorsiteI(C,D)
VII 1.3 Q : F - Top(F)
v 7.3 R,
v 7.3.1.6  [R[sT, Ris]
v 7.4.0 (Sch)
v 2,11 sk , cosk

js} n

v 2.3.3 s. (W
v 2.4.1 Top(C)
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Vi
Vi

Vi
Vi

VI

VI

Vi

VI

VI

VI

vbis

Vil

VI

2,1.1

6.13,8

6.13,.8

7.1,7
2.3.1
6.3

6.9

8,4.2,1
7.2.2.2
7.2.2
8.5.1,2
5.0
1,2,7
1.1
7.1.1
1,10

7.4.3.3



X,
et

Xst

[lx|;

XZar

a, @
i

n, M) , Mn], AE[], A

x'])

F, »F
i

:C=»C

~T

VII

VIi
bis

VII

VI
V1

VI
Vi

1.2
1.2
1.2.7

4,2,2

7.2.6,7
7.4,11
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