


Lecture Notes in 
Mathematics 
A collection of informal reports and seminars 
Edited by A. Dold, Heidelberg and B; Eckmann, ZOrich 
Series: Universit6 de Nice, Facult& des Sciences 
Adviser: J. Dieudonn& 

270 

Th6orie des Topos et 
Cohomologie Etale des Sch6mas 
Tome 2 

Springer-Verlag 
Berlin. Heidelberg • NewYork 1972 



AMS Subjec t  Classif ications (1970):  14-02, 1 4 D x x ,  14F20,  14E20  

ISBN 3-540-06012-X Springer-Verlag Berlin • Heidelberg • N e w  York  
I S B N  0-387-06012-X Springer-Verlag N e w  York  • Heidelberg • Berl in 

This work is subject to copyright. All rights are reserved, whether the whole or part of the material is concerned, 
specifically those of translation, reprinting, re-use of illustrations, broadcasting, reproduction by photocopying machine 
or similar means, and storage in data banks. 
Under §54 of the German Copyright Law where copies are made for other than private use, a fee is payable to the publisher, 
the amount of the fee to be determined by agreement with the publisher. 

© by Springer-Verhg Berlin • Heidelberg 1972. Library of Congress Catalog Card Number 72-84823. Printed in Germany. 

Offsetdruck: Julius Beltz, Hems~h/Bergstr. 



SEMINAIRE DE GEOI~ETRIE ALGEBRIQUE DU BOIS-MARIE 

1963-1964 

THEORIE DES TOPOS ET 

COHOMOLOGIE ETALE DES SCHEMAS 

(SGA 4) 

Un s ~ / n a i r e  d i r l g ~  par 

M. ARTIN, A. GROTHENDIECK, J .L .  VERDIEE 

Avec l a  c o l l a b o r a t i o n  de 

N. BOURBAKI, P. DELIGNE, B. SAINT-DONAT 

TOIl2 

(Exposes V ~ VIII) 



SOMMAIRE du FASCICULE 2 

EXPOSE V 

EXPOSE V bis 

EXPOSE VI 

EXPOSE VII 

EXPOSE VIII 

"Cohomologie dans les topos", par J.-L.Verdier ..... I 

"Techniques de descente oohomologique", par 

B.Saint-Donat ...................................... 83 

"Conditions de finitude. Topos et Sites fibres. 
Applications aux questions de passage ~ la limite", 

par A.Grothendieck et J.-L.Verdier ................. 163 

Site et Topos ~tales d'un schema", par 

A.Grothendieck ..................................... 341 

Poncteurs fibres, supports, ~tude cohomologique 
des morphismes finis", par 

A.Grothendieck ..................................... 366 

Index terminologique ............................................ 413 

Index des notations ............................................. 417 



SGA 4 

Expos~ V 

C0HOMOLOGIE DANS LES TOPOS 

par  J .  L. Verd ie r  , , , , , ,  

SOMMAIRE 

I n t r o d u c t i o n  

0. C~n~ra l l t~s  sur l e s  c a t~8o r i e s  ab~l lennes  

1. Modules p l a t s  
v 

2. CohoBolosie de Cech. Nota t ion  cohomologique 

3. Su i t e  s p e c t r a l e  de Car tau-Leray  r e l a t i v e  ~ un recouvrement 

4. Fa isceaux a c y c l l q u e s  

5. Les Rqf e t  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  de Car tan-Leray r e l a t l v e  
X 

un morphisme de topos 

6. t x t  locaux e t  Ext Flobaux 

7. Appendlce (par J . L .  Verdier )  : Cohomologle de Cech 

8. Appendlce (par P. DeliEne) : Limi tes  i n d u c t i v e s  l o c a l e s  

B ib l i oEraph i e  

1 

5 

16 

24 

27 

34 

36 

47 

62 

80 



Introduction 

On pr~sente dans cet expos~ les invariants cohomologiques commutatifs et 

~l~mentaires des topos. Dans le n ° I, on ~tudie les modules plats et les morphismes 

plats de topos annel~s. Les d~monstrations sont faites en utilisant l'hypoth~se, le 

plus souvent v~rifi~e dans la pratique, que les topos ont suffisamment de points 

(IV 6). Ces d~monstrations sont reprises dans le cas g~n~ral dans l'appendice n ° 8 

o~ Deligne, ~ l'aide de la technique des limites inductives locales, g~n~ralise en 

outre au cas des topos, le th~or~me de D. Lazard sur la structure des modules plats. 

Les th~or~m~de cet expose, sont des th~or~mes d'existence de suites spectrales reliant 

les diff~rents invariants cohomologlques (N ° 3, 5, 6). On sait que, m~me pour les 

espaces topologiques, la eohomologie de Ceeh ne coincide pas en g~n~ral avecla coho- 

mologie des faisceaux [I]3. On introduit dans l'appendice n ° 7, un calcul de Cech 

modifi~ permettant d'obtenir, ~ l'aide de recouvrement, la cohomologie des faisceaux 

dans un topos quelconque, on est amen~ dans cet appendice ~ utiliser des recouvrements 

slmpliciaux (hyper-recouvrements) dont les invariants homotopiques ont ~t~ ~tudi~s 

darts [,] aussi 

Les invariants cohomologiques introduits sont ~l~mentaires en ce sens que 

nous n'utilisons pas les categories d~riv~es [123. Le lecteur familier avec ce langage 

fera i-,,~diatement la traduction des dlff~rents ~nonc~s de cet expos~ et pourra alors 

les g~n~raliser aux complexes et ~ l'hypercohomologie. Ce langage des categories d~ri- 

v~es est d'ailleurs utilis~ dans la suite de ce s~minaire. 

on se limite ici ~ la cohomologle commutative. Pour le H ] non commutatif, 

utilis~ darts ce s~minaire, et pour le H 2 non commutatif, nous renvoyons ~ [9] . Les 

foncteurs qu'on d~rive sont additifs ; on reste muet sur les structures multiplica- 

tives (cf. ~]). 



l V 

O. G~n~rallt~s sur les categories ab~liennes 

Dans ce num~ro nous rappelons quelques lemmes dont la plupart se trouvent 

dans Ill]. 

Proposition O.! Soit ~ une categoric ab~lienne poss~dant un g~n~rateur. Les condi- 

tions suivantes sont ~guivalentes : 

i) La categoric ~ v~rifie l'axiome AB 5): Les petites sommes directes sont repr~- 

sentables et si (X i) , i ~ I , est une petite famille filtrante croissante de sous- 

objets d'un objet X de ~ e_!t y est un sous-objet de X , on a 

(sup Xi) (~ Y = sup (X i (~ Y). 
i i 

il) Les petites limites inductives pseudo-filtrantes (1.2.7) sont repr~sentables 

et commutent aux limites projectives finles. 

De plus, si les conditions ci-dessus sont remplies, les petites limites 

i~nductlves filtrantes sont universelles (I 2.6). 

Preuve : II est clair que (il) ~ (i) , Pour montrer que i) ~ (ii) , et pour prou- 

vet l'assertion suppl~mentaire, il suffit d'utiliser que ~ est une sous-cat~gorie 

plelne d'une cat~gorie de modules J~ sur un anneau convenable, telle que le foncteur 

d'inclusion u :~ ~ admette un adjolnt ~ gauche v exact [5]. La v~rification 

est alors triviale. 

O.I.1 On salt [|l] qu'une cat~gorle ab~lienne ~ poss~dant un g~n~rateur et 

v~rlflant l'axiome AB 5) poss~de suffisamment d'injectifs i.e. tout objet se plonge 

dans un objet injectlf. De plus, d'apr~s le r~sultat d~j~ clt~ [5], les petits produits 

sont repr~sentables dans ~ (axiome AB 3) ~). 

V 

Proposition 0.2 Soient ~ et ~ deux catg$ories ab~liennes et ~ • ~ deux 
> 

U 

foncteurs adjoints (u est adjoint ~ gauche de v ). Consid~rons les deux propri~t~s : 

i) Le foncteur u est exact. 
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if) Le foncteur v transforme les objets injectifs de ~ e n objets injectifs de~ 

l) On a toujours l'implication (i) ~(ii). 

S_i i, d e plus, tout objet non nul de ~ e st source d'un morphlsme non nul dans 

un objet injectif, alors (il) < >(1) . 

2) Supposons que : 

a) la cat~gorie ~ poss~de suffisamment d'injectifs. 

b) l'une des deux conditions ~quivalentes (i) et (ii) ci-dessus soit remplie. 

c) le foncteur u solt fiddle. 

Alors, la cat~gorie ~ poss~de suffisamment d'injectifs. 

Preuve : La preuve est laiss~e au lecteur. 

Remarque 0.2.1 La cat~gorle des groupes commutatifs poss~de suffisamment d'injectifs. 

Appliquant le lemme 0.2 on en d~duit que route cat~gorie de modules unitalres sur un 

anneau ~ ~l~ment unit~ poss~de suffisamment d'injectifs. Appliquant alors le r~sultat 

[5] (utilis~ dans la preuve de O.l) et 0.2, on en d~duit que toute cat~gorie de ab~- 

lienne poss~dant un g~n~rateur et des petites limites inductives filtrantes exactes 

poss~de suffisamment d'injectifs ; ce qui fournit une nouvelle d~monstration de ce 

fair. 

Proposition 0.3 Soient ~, ~, ~ trois categories ab~liennes et u : ~ >~ , 

v : ~ >~ deux foncteurs additifs exacts ~ ~auche. Supposons que ~ e_tt ~ poss~- 

dent sufflsamment d'objets injectifs. Les deux propri~t~s suivantes sont ~quivalentes : 

i) II existe un foncteur spectral dont le terme 

RPvRqu 

et qui aboutit ~ RP+qvu (convenablement filtr~). 

ii) Le foncteur u 

pour le foncteur v . 

Preuve : (i) ~ (ii) 

EP,q 2 est : 

transforme les objets injectifs de as en objets acycliques 

est trivial car il suffit d'appliquer le foncteur spectral 
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un objet injectif. L'implicatlon (ii) ==~ (i) est d~montr~e dans ~l]. 

Proposition 0.4 : Soient ~ e__tt ~ deux categories ab~liennes et u : ~ >~ un 

foncteur addltif exact ~ gauche. Soit M un sous-ensemble de l'ensemble des objets 

d__ee ~ poss~dant les propri~t~s suivantes : 

l) Tout objet de ~ se plonge darts un ~l~ment de M . 

2) S_~_i X % Y appartient ~ M , l'ob~et X appartient 

3) s_i 

0 ~ X' ~ X ...... ~ X" ~ 0 

M . 

est une suite exacte et si 

M et la suite 

X' e_!t X appartiennent M , alors X" appartient 

o---~u(X') > u(X) 

est exacte. Les obiets nuls appartiennent 

A lprs tout in~ectif appartlent 

pour u , i~e ~ pour tout q ~ 0 et tout ob~et 

ticulier les r~solutions par des ob~ets de M 

d~riv~s de u .) 

Pour la preuve voir [II] 3.3.1. 

> u(X") > o 

M , 

M , et les objets de M sont acycliques 

X de M , on a Rqu(x) = 0 . (En par- 

permettent de calculer les foncteurs 

Proposition 0.5 : Soient U C ~ deux univers, ~ (resp. ~ ) une U__-cat~orie 

(resp. V__-cat~orie) ab~lienne v~rifiant l'axiome AB 5) relativement ~ U (resp. ~ V ) 

et poss~dant une famille ~n~ratrice U-petite (resp. V__-petite). Soit E: ~ >~ 

un foncteur exact et pleinement fiddle. Les conditions sulvantes sont ~quivalentes : 

I) II existe une famille ~n~ratrice (Xi) i~l d__ee ~ telle que la famille 

( c(Xi))iE I soit g~n~ratrice dans ~ . 

I') Tout ob~et de ~ est isomorphe ~ un ~uotient d'un ob~et du type u~A (Y~) 
o~ A ~ V . 

Sous ces conditions, on a la propri~t~ suivante : 

2) E transforme les produits U-petits en produits (donc commute aux limites pro- 

jectives U--petites). 

De plus, sous les conditions ~quivalentes I) o__uu I'), les conditions suivantes sont 
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fiquivalentes : 

a) Pour tout objet Y d_~e ~ , tout sous-objet de e(Y) est isomorphe ~ l'ima~e 

p a r  ~ d ' u n  s o u s - o b j e t  de  Y . 

a') Ii existe u ne famille g6n6ratrice (Xi)i61 d__ee ~ telle que la famille 

(e(Xi))iE I solt ~n@ratrice dans ~ et telle que pour tout i E I, tout sous-objet 

de e(X i) soit iso~rphe ~ l'image par ~ d'un sous-objet de X i . 

b) Tout ob~et de ~ est isomorphe ~ un sous-objet d'un objet du type T[6(Y ) 
eEA 

o~  A E V . 

e) e commute aux sommes directes U__-petites (done commute aux limites inductives 

U__-petltes. 

De plus, sous les conditions I) e~t a') on a : 

d) £ transforme les objets injectifs en objets injectifs. 

Remarque 0.5.1 : Lorsque dans 0.5 on a U = V , les conditions I) eta') entralnent 

que E est une ~quivalenee de cat@gories (car on a alors b), 2) et a) ). 

0.5.2. Nous nous bornerons g donner des indications sur la d~monstration. Les impli- 

cations I) ~ I') I) ~ ~ 2), sont lalss~es au lecteur. Ii est clair que a)==~a') 

Montrons que a') entralne d). Soit M un injectif dans ~. Pour tout i E I et 

tout sous-objet Y • ~ X i de X i , l'homomorphisme Hom(Xi,M) ~ Hom(Y,M) est sur- 

jeetif. Done, en vertu de a') et de la pleine fid~lit~ de E , pour tout sous-objet 

UC > e(X i) , l'homomorphisme Hom(c(Xi),~(M)) • Hom(U,~(M)) est surjectif. Comme 

les ¢(X i) forment une famille g@n@ratrice de ~ , e(M) est injeetif [II]. 

Montrons que a') ~ b). Quitte ~ augmenter la famille des X. , on peut supposer 
i 

que pour tout i ~ I , tout quotient de X i est isomorphe ~ un Xj pour un j eonve- 

nable. Soit alors, pour tout i E I , X. • > M. un monomorphisme dans un objet 
l l 

injectif. La famille (e(Xi))iE I est stable par quotient et pour i E I , le morphisme 

e(X i) • ~ ~(M i) est, d'apr~s d), un monomorphisme dans un objet injectif. On v@rifle 

alors i~m@dlatement que, la famille ~(X i) @tant g@nfiratrice, la famille (c(Mi))iE I 

est cog@n~ratrice, d'o8 b). 

Montrons que b) = ~ c) . Soit (Z)~E A une famille U__-petite d'objets de ~ et mon- 

trons que le morphisme canonique 
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~(Z) .... > e(~ Z) 
e~A a~A 

est un isomorphisme. Conm~e la famille des objets c(Y) est cogEnEratrice, il suffit 

montrer que pour tout objet Y de ~ , l'homomorph~sme 

Hom(E(~Z ),c(Y)) ~ Hom (~(Z), c(Y)) 

est un isomorphisme ce qui r~sulte de la pleine fidElitE de ~ . II reste ~ montrer 

que c) ~ a) . Soit Z un sous-objet de e(Y) . II existe, en vertu de I'), une 

famille U__-petite Y d'objets de ~ et un ~pimorphisme de ~ E(Y ) sur Z . Come 

e commute aux sommes directes U_-petites, il existe donc un Epimorphisme c(Y') ~ Z . 

Notons u : s(Y') > Z > ~(Y) le morphisme composE. On a Z = Im(u) . Comme 

est pleinement fiddle, on a u : E(v) et par suite Z = Im(c(V)) = E(Im(v)). 

Exercice 0.5.2. : Soit Sexv(O~ la catEgorie des foncteurs contravariants de O~ dans 

la categoric des V--groupes commutatifs qui commutent aux limites inductives U-petites. 

Montrer que sous les conditions I) eta') le foncteur canonique de ~ dans Sexv(db) 

est une Equivalence. 

1. Modules plats 

DEfinition I.I : Soit (E,A) un topos annel~ (IV II.I.I). Un A-~odule g drolte 

(resp. ~ gauche) M est dit plat s i le foncteur M ~A ' (resp. ~A M ) de la catE- 

~orie des A-Modules ~ gauche (resp. ~ droite) dans la categoric des faisceaux abEliens 

de E , est exact. 

Proposition 1.2 : Soit M u n B-A bi-Module. 

I) Les propri~tEs suivantes sont Equivalentes : 

i) Le module M est A-plat ~ gauche 

ii) Pour tout B-~odule injectif I , l__eeA-Module ~ gauche ~omB(M,l) 

injectif. 

2) Un Module 

est plat. 

est 

M , limite inductive pseudo-filtrante (I 2.7.1) de Modules plats, 

(M i - 0 pour i < i O ) , alors pour tout Module F , le complexe : 

3) Enfin, si M,= ... Mi+ 1 > M i ... est un eomplexe acyclique de modules plats 
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M , @A F = ... Mi+ ! •A F ) Mi@A F ... 

est acyclique. 

Preuve : D'apr~s (IV 12.12) on a un isomorphisme d'adjonction : 

Horn B (M @A " ' ") "~" ~ H°mA (" ' ~6°mB(M ' ") ) 

Ii suffit alors d'appliquer 0.2 pour obtenir l'~quivalence (1)< ~(ii) . Cet iso- 

morphisme d'adjonction montre par ailleurs que le produit tensoriel commute aux limi- 

tes induetives. Le fait que les limites inductives pseudo-filtrantes soient exactes 

(O.l) entralne la deuxi~me assertion. Pour montrer que le complexe M. @A F est acy- 

clique, il suffit de montrer que pour tout faisceau ab~lien injectif I le complexe 

Hom~(M. 8AF,I) est acyclique. Ce complexe est isomorphe, en vertu des formules 

d'adjonction, au complexe Homi(F,~omz(M. ,I) ). Or d'apr~s l'~quivalence 

(i) ~==~(ii) , le complexe de faisceaux 

~Omz(M. , I) 

est un complexe acyclique dont les objets sont injectifs, d'o~ la conclusion. 

Proposition 1.3.1 : Soient (E,A) un topos annel~, H un ob~et de E , M u_~n 

A/H-MOdule plat. Alors JH!M est un A-Module plat. En particulier A H est plat 

droite et ~ ~auche. 

Supposons, pour fixer les idles, que M soit un A/H-Module ~ droite. 

Pour tout A-Module ~ gauche P , on a un isomorphiame canenique (IV 12) 

P ~AJH!M ~--- jH!(P ~A/HM) 

Les foncteurs JHI et j~ sont exacts (IV II.3.1 et 11.12.2) et par hypoth~se, le 

foncteur -eA/HM est exact. Par suite le foncteur P > P @AJH!M est exact et 

JH!M est plat. 

Proposition 1.3.2 (Formule de projection pour les immereions ferm~es) : 

Soient (E,A) un topos annel~ , i : F >E un sous-topos ferm~ de E . 

Posons iXA = A/F . Pour tout A/F-MOdule (~ droite) M et tout A-Module (~ gauche) 
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P , on a un isomorphisme fonctoriel 

i~(M OA/Fi~P ) ~_~ (iM) @A P 

Soient U l'ouvert compl~mentaire de F et j : U ~ E le morphisme 

canonlque d'immersion. On a j*(i M QA P) -'~ O @A/uJ~(P) (IV 12) ; par suite 

i~M@ A P a son support dans F . Doric le morphisme d'adjonction 

i~M® A P > i~i~(i~MA P) est un isomorphisme (IV 14). On a 

i~(i~MO A P) ~ i~i~M @A/Fi~P (IV 12) et comme i : F ~ E est une immersion 

ferm~e, iRiRM ~ M (IV 14) ; d'o~ l'isomorphisme annonc~. 

Corollaire 1.3.3 : Pour tout A/F-Module plat M , i~M est plat. 

II r~sulte de 1.3.2. et de (IV 14) que le foncteur P! > (i~M) % A P 

est un foncteur exact. 

1.4 Soient (E,A) un topos annelfi, x : P > E un point de E (IV 6.1), vois(x) 

la catfigorle des voisinages de x (IV 6.8). A tout objet V de vois(x) correspond 

un ob~et de E , encore not~ V , et un point x V : P > E/V de E/V . De plus, 

tout morphisme u : V ) W de vois(x) , correspond un dlagramme essentiellement 

commutatif de morphisme de topos (IV 6.7) 

( i .4 .1 )  
P -> E/V 

E/w 

~u 

Soit N un A -module (resp. un ensemble). Du diagramme (1.4.1), on d~dult un dla- 
X 

gramme de A -modules (resp. d'ensembles) : 
X 

(1.4.2)  

ad W 
x W Xw~N 

x v Xv~N 
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o~ ad W et ad v sont les morphismes d'adjonction. De plus, on v~rifie in~a~dlatement 

que ~ (uv) = ~(v) ~(u) . On a donc un foncteur de la cat~gorle filtrante vols(x) ° 

dans la cat~gorle des A -modules (resp. ensembles) et un homomorphlsme : 
X 

(1.4.3) A(N) : £im x v~(~)o x v XV,N ~ N 

Proposition 1.5 : 

phisme. 

Pour tout A -modules (resp. ensemble) N , A (N) est un isomor- 
X - -  

Cette proposition est un cas particulier d'une proposition due ~ Deligne 

(8.2.6). Donnons-en une d~monstration directe. En passant aux ensembles sous-jacents 

il suffit de d~montrer la proposition lorsque N est un ensemble (I 2.8). La cat~- 

gorle cofiltrante Fl(vois(x)) des f l ~ c h e s  de vois(x) 

vois(x) par le foncteur p : Fl(vois(x)) > vois(x) 

but. Soit D une cat~gorie et F : Fl(vols(x)) ~ D 

est fibr~e sur la cat~gorie 

qu~ ~ une fl~che, associe son 

un pro-objet (I 8.10). Pour 

tout objet V de vois(x) , notons F v le pro-objet obtenu en restreignant le fonc- 

teur F ~ la cat~gorie fibre vois(x)/V . A tout morphisme m : U • V de 

vois(x) , le foncteur changement de base par m associe un morphisme du pro-objet 

F U dans le pro-objet F v et les morphlsmes canoniques de pro-objets F ~ F v 

d~terminent un morphisme de pro-objets : 

(1.5.1) F > ,Km o FV 
Vvo~(x) 

dont on v~rifie imm~diatement que c'est un isomorphisme. Appliquons cette remarque au 

= F(U,V,m) 

pro-objet d'ensembles point,s : 

(1.5.2) ( U , V , m )  , ) x~(~) 

On obtient un isomorphisme de pro-objets : 

(1.5.3) F ~> him him 
o~F~ix(x) Voi'~----s(x)/V 

d'o~, pour tout ensemble N , une bijection 

x~(m) ; 

(1.5.4) him Hom(xv(m) ,N) = him him Hom(Xv(m) ,N) o 
Fe ) o o 

10 



- 9 -  V 

Mais, pour V flx~, ~im Hom(x~(m),N) s'identifie ~ ~Xv N . En effet, on 
(v---~is(x)/V) ° 

x..x.. N_-~ ~ £im a ~w, v°is-~XV)° HomE/v(W,xv~N) d'apr~s iV 6.8.1 donc, par adjonction, on a 

X~Xv,N= £--~ o Hom(~(w),N) et de plus la categoric vois(x V) est ~quivalente 
vo~s(x v) 

la cat~gorie vois(x)/V (IV 6.7.2). Enfln, les applications canoniques de transi- 

tion llm_ Hom(~(m),N) ) ~ Hom(~(n),N) darts 1 .5 .4  s'identi- 
( v o i - i ~ / u )  ° (vois(x)/V)" 

f i e n t  aux a p p l i c a t i o n s  canon iques  x~ XuN ~ X~Xv N ( 1 . 4 . 3 )  a i n s i  que le  l e c -  

t e u r  voudra  b i e n  l e  v a r i f i e r .  On a donc une b i j e c t i o n  

(1.s.5) ~i~ Hom(~(m),N)= ~im x~ N 
F ~ i s ( x ) )  ° vo-~s(X) ° XV~ 

et l'applicatlon A(N) : £im> ~V Xv~ N > N (1.4.3) composfie avec la 
vows(x) ° 

bljection 1.5.5.provlent des applications Hom(x~(m),N) > N qui aune applica- 

tion r : x;(m) ) N associe l'image par r du point marqu~ de x~(m) . Pour 

dfimontrer la proposition, il suffit alors de remarquer que tout objet (U,V,m) de 

Fl(vois(x)) est minor~ par (U,U, idu) et que x~(id U) est rfiduit ~ un filfiment ou, 

en d'autres termes, que le morphisme canonlque du pro-objet constant rfiduit ~ un ~l~- 

ment dans F est un isomorphisme de pro-objets. 

Proposition 1.6 : Soient (E,A) un topos annelfi, M __ 

I) Lorsque M est plat, pour tout point x : P > E 

M est plat. 
X 

2) Soit (xi) i~l une famille conservatrice de point de 

i ~ I , M soit un A -module plat. 
X. X. 
I I 

Alors M est plat. 

un A-Module, 

de E , le A -module 

E telle que pour tout 

Lemme 1.6.1 : Soient M un Module plat et V un ob~gt de E . L_~e A/V-Module j~ 

est plat. 

Ii faut montrer que le foncteur P : > P OA/VJV M est exact. Co,me le 

foncteur prolongement par zfiro iV! est exact et fiddle (IV 11.3.1), il suffit de 

montrer que le foncteur P t ) jvI(P ®A/VJV M est exact. On a un isomorphisme 

I! 
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fonctoriel jV!( P @A/VJv~M) N jv!(p) eAM (IV 12.11) et par suite le foncteur 

P ~ ~ jvI(P) @ A M est exact (IV l l . 3 . 1 ) .  

1.6.2 D~montrons l). Supposons pour fixer les idles que M soit un A-Module ~ gauche 

plat et soit x : P I > E un point de E • Montrons que le foncteur N I > N@ A M 
X 

X 

de la c a t ~ g o r i e  d e s  A - m o d u l e s  ~ d r o i t e  dar t s  l a  c a t 6 g o r i e  d e s  g r o u p e s  c o ~ u t a t i f s  e s t  
x 

exact. II suffit pour eela de montrer que ce foncteur est exact ~ gauche. Avee les 

notations de 1.4, soient V un voisinage de 

localisation. On a, pour tout A -module N , 
X 

Xv(XvRNR 8 A Jv~M) (IV 12. ll) . Done le foncteur 
X 

c h e .  P a r  s u i t e ,  l e  f o n c t e u r  N I > N @A Mx ' 
x 

teurs exacts ~ gauche (1.5), est exact ~ gauche. 

x et JV : E/V > E le morphisme de 

XvXXv~N @ A M x X~Xv~N --~ @A Vv"X M ~--- 
x x L]V 

N I > XvXv~N @A Mx est exact ~ gau- 
x 

limite inductive filtrante de lone- 

D~montrons 2). Soit 

0 > P' > P > P" > 0 une suite exacte de A-Modules et montrons que la 

suite O > P' @A M > P @A M ~ P" ~A M > O est exacte. II suffit pour 

cela de montrer que pour tout i ~ I , la suite obtenue en passant aux fibres en x. 
i 

est exacte (IV 6). Or la suite des fibres en x. est la suite (IV 13.5) 
i 

O .... > P' @A M ) P A@" M > P" @A M 
X- X X, X. Xo X. 
1 X 1 X. 1 I X. i 

1 1 

O et comme M est 
X, 
1 

plat, cette suite est exacte. 

Proposition 1.7 : Soient (E,A) un topos annel~,, u : E' > E un morphisme de 

topos et posons A' = uXA . Soit M un A'-Module ~ droite (resp. ~ gauche). Les con- 

ditions suivantes sont ~quivalentes : 

i) Le foncteur N: > M @A,U~N (resp. N I > u~N OA,M) de la cat6gorie des 

A-Modules ~ sauche (resp. ~ droite) dans la categoric des f_alsceaux ab~liens de E' 

est exact. 

ii) M est un A'-Module plat. 

Ii est clair que ii) ~ i) 

Montrons que i) T > ii) . Nous ne ferons la d6monstration que dans le cas o~ E' 

poss~de une famille eonservatrice de points (xi) i ~ I " Le cas g~n~ral est tralt~ 

en (8.2.7). Dans ce cas partlculier, qui couvre la plupart des applications, on est 

12 
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ramen~ au cas o~ E' est le topos ponctuel et o~, par suite, le morphisme u , qu'on 

notera x , est un point de E (1.6. et IV 11.3.1). Nous nous bornerons au cas o~ M 

est un A'-Module ~ droite. Le cas o~ M est un A'-Module ~ gauche s'y ram~ne en pas- 

sant aux anneaux opposes. Soient V un voisinage de x et V sa fibre en x . On 
x 

a, avec les notations de 1.4, un dlagramme essentiellement commutatif de morphismes de 

topos : 

J 
P - ; P/V 

X 

g / v  

JV 
X > P 

"O 

> E 

o~ x/V est le morphisme d~duit de x par localisation sur V (IV 5.10) et j est 

l e  morphisme d g d u l t  du p o i n t  marqug de V . Mon t rons  que l e  f o n c t e u r  
X 

N' ) M OA, XVN' est exact. On a x V = j~(x/V) ~ et id = 3 3V et par suite, on 
X 

a un isomorphisme canonique M OA, ~N' ~"-- 3"~(3 V "~ M ~A' (x/V)~N') . Comme le fonc- 
.~ x / v  

teur 3 est exact et comme le foncteur Iv I est exact et fld~le (IV 1 1 . 3 . 1 ) ,  il 
X 

s u f f i t  de m o n t r e r  que l e  f o n c t e u r  N' 1 ~ JV !(3Vx M 0 (x/V)~N ' )  e s t  e x a c t ,  e t  p a r  
X 

s u i t e  (IV 1 2 . 1 1 ) ,  i l  s u f f i t  de m o n t r e r  que l e  f o n c t e u r  N' t ~ M OA,J v i (x /V)~N ' 
x 

est exact. Mais il r~sulte de la d~finition de l'image inverse d'un topos induit (IV 

5 . 1 0 . 2 )  que J v  ! ( x / v ) ~ N '  e s t  ~ g a l  g X~Jv!N ' e t  conmle l e  f o n c t e u r  3V! e s t  e x a c t  
X 

(IV 11.3.1), le foncteur N' ; > M OA,X~Jv!N' est exact par hypoth~se. Pour tout 

A ' - m o d u l e  Q , on a un i s o m o r p h i s m e  f o n c t o r i e l  ( 1 . 5 )  : 

Q N Jim x 
o XvXvtQ v o l s ( x )  

D'apr~s ce qul pr~cBde, le foncteur Q I > M @A' Q est limite inductive filtrante 

de foncteurs exacts ~ gauche. Ii est donc exact ~ gauche et par suite M est plat. 

Corollaire 1 .7 .1  : Soient u : (E',A') ~ (E,A) un morphisme de topos annel~s, 

M un A-Module plat. Alors u~M est un A'-Module plat. 

R~sulte du crit~re donn~ dans 1.7 et de la formule (IV 13.4.5). 

13 
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Corollaire ].7.2 : Soit u : (E',A') > (E,A) un morphisme de topos annel~s. 

Los conditions suivantes sont ~quivalentes : 

-I 
i) l__ee u (A)-Module ~ droite (r@sp. ~ 5auche) A' est plat. 

ii) le foncteur u de la cat~orle des A-Modules ~ gauche (resp. ~ droite) dans 

la cat~gorle des A'-Module ~ gauche (resp. ~ droite) est exact. 

L'~quivalence r~sulte de ].7 et de la d~finitlon de u x (IV ]3.2.]). 

D~finltion 1.8 : Un morphlsme de topos annel~ qui poss~de les propri~t~s ~quivalen- 

tes de ].7.2 est appel~ un morphisme de topos plat ~ gauche (resp. ~ droite). 

Proposition ].9 : Soient U c V deux univers , C un U-slte , C U e_~_t C V los 
-- m 

categories des U et V-faisceaux d'ensembles resPectivement , e : C U ~ C v l__ee 

foncteur d'inclusion canonique , A u__nn U_-faisceau d'anneaux sur C . 

l) Le foncteur 

Modules. Le foncteur 

Modules. 

e commute aux limftes inductives et projectives U-petites de 

e est conservatif et pleinement fiddle sur los categories de 

% 

2) Pour tout ohjet H d~e C U , il existe un isomorphisme canonique 

e(AH) "~- e(A)e(H ) 

3) Tout A-Module injectif g gauch e ou ~ droite est transform~ par 

Module injectlf. 

e en ~(A)- 

4) Tout 

plat. 

A-Module plat ~ droite ou ~ gauche est transform~ par e e n e(A)-Module 

5) Le foncteur 

homomorphismes. 

e commute ~ laformation du produit tensoriel et du faisceau des 

La formation du faisceau associ~ ne d~pend pas de l'univers (II 3.6). Ii 

r~sulte alors de la construction des limites inductives et projectives dans los cate- 

gories de faisceaux (II 4.l et 6.4) que le foncteur ~ con~nute aux U-petites llmi- 

tes projectives d'ensembles ou de Modules, d'o~ l). D~montrons 2). En prenant une 

E-petite sous-cat~gorie g~n~ratrice de C U , on peut se ramener au cas o~ C est 

14 
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U__-petite (III 4.1). Ii r~sulte alors de (II 6.5) que le A-Module libre engendr~ par 

H s'obtient en formant le pr~faisceau de A-modules libres engendr~ par H , formation 

qui commute ~ l'agrandissement des univers, puis en formant le faisceau associ~, opg- 

ration qui elle aussi commute ~ l'agrandissement des univers (II 3.6). Pour dgmontrer 

3) il suffit de montrer, en vertu de 0.5, que tout sous V-faisceau d'un U-faisceau est 

un U-faisceau ce qui est bien clair. D~montrons 4). Soit M un A-Module plat. II suf- 

fit de montrer que pour tout e(A)-Module injectif J , le faisceau ab~lien 

~omE(A)(g(M),J) est injectif (1.2). En vertu de 0.5, J est sous-objet, donc fac- 

teur direct d'un objet du type ~e(l ) , o~ les I sont injectifs. On peut donc 

supposer que J = E(1) o~ I est un objet injectif. Si l'homomorphisme 

~omA(M,l)) >~om A(cM,EI) est un isomorphisme on en d~duit que 

~om (A)(C(M),c(1)) est injectif d'apr~s 3). Ii reste donc ~ d~montrer 5). Le fair 

que la formation du produit tensoriel comute au foncteur ~ r~sulte de IV ]2.6 et 

du fait que la formation du faisceau associ~ commute ~ l'agrandissement de l'univers 

(II 3.6). Pour tout objet X de C U et tout couple de A-Modules M et N de C U 

on a donc 

Hom_~cV (EX'~°mA(M'N)) ~-- H°mc] (X'~°mA(M'N)) --'~H°mA(ZX @Z M,N) 

en vertu de la pleine fid~lit~ de e , puis 

H°mA(ZX @Z M'N)'--~ H°meA(e(Zx @Z M)'eN)--~ H°mcA(eZx @Z eM,eN) 

en vertu de la pleine fid~lit~ de e et de ce qui precede. Utilisant alors 2) et 

IV ]2.]4, on obtient en d~finitive un isomorphisme 

Hom_~cV (eX, e~omA(M,N)) ~" HOmC~(eX,~OmeA(eM, eN)) ; 

d'o~ l'isomorphisme annonc~. 

l.lO Soient E un topos , ~= (U i > X) i~ I une petite famille de morphismes 

de m~me but. Pour tout ensemble fini A = [O, ..... n] , posons 

Sn(q~ = I] Uf(l)X X ...XxUf(n) , 
f:A÷ I 

la somme ~tant prise sur l'ensemble des applications de A dans I . Soient m 
n 

15 
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et n deux entiers , g : A ) A une application. On d~finit un morphisme 
m n 

1.10.1 s(g) : Sn(%) ~ Sm(%0 , 

de la mani~re suivante : pour tout f : 
n 

I , la restriction de s(g) 

Uf(1)× x ...XxUf(n) est le morphisme compos~ de l'inclusion canonique 

et de 

Uf(g(1))~X'''×xUf(g(m)) 

l'unique morphisme 

> S ('~) , 

sf(g) : Uf(1) Xx...×xUf(n) > Uf(g(1 ) ×X...Xx Uf(g(m)) 

tel que pour tout i ~ A 
m 

prf(g(i))sf(g) = Prf(gi) ) 

(pr o d~signe la ~-~me projection). On obtient ainsi un foncteur contravariant 

A t ) S de la c a t ~ g o r i e  des  e n s e m b l e s  f i n i s  d a n s  E ; a u t r e m e n t  d i t  un c o m p l e x e  
n n 

semi-simpliclal S.Oi) d'objets de E • Notons que ce complexe est canoniquement 

augment~ vers X . Tout foncteur de E dans une cat~gorie C transforme S.(~L) en 

un objet simpliclal de C . En particulier sl A est un Anneau de E , le foncteur 

"A-Module libre engendr~" transforme S.(~) en un complexe simplicial de A-biModules 

augment~ vers A X et not~ A.(%) . On a 

1.10.2 An (%L) = f:A~)+l uA"f( I) Xx .... ) 

n 

Ce complexe sera souvent not~ 

S 
O S 

O 1.1o.3 , . .  0.. %i xUj s, " O Au., ' 
s 2 1,J > i 

o~ les fl~=hes de 1.10.3 (sauf la derni~re qui est l'augmentation) repr~sententent 

les op~rateurs faces du complexe simplicial A.(~) , c'est-~-dire les morphismes 

correspondants aux applications injectlves croissantes de A n dans An+ 1 ( s.z 

~vite l'entier i ). Au complexe A.(~) , on associe un complexe diff~rentiel aug- 

ment~ vers A X : 

16 
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,A x 1 . 1 0 . 4  d ) " " %~xUj i i 

en posant 

1.10.5 d = ~ (-l)Is. 
i 

Proposition 1.11 : Lorsque la famille q~ = (U i > X)i~l est ~pimorphique, l_~e 

complexe diff~rentiel I.|0.4 est acyclique et fournit une r~solution de A X . 

Notons Z le faisceau constant de valeurs Z . Par d~finition du foncteur 

"A-Module llbre engendr~", on a, pour tout objet H de E , 

d'o~ 

AH = ~H @~A 

A. (%5) ~. (q1~) ezA 

Comme les composantes de Z.(~) sont des ~-Module plats((l.3.1), il suffit de mon- 

trer la proposition lorsque A = 

Supposons tout d'abord que E soit le topos des ensembles. Alors le complexe 

augment~ S.(~L) est somme direete de complexes augment~s du type 

) > 
... ) SxS×S ~ SxS > S > { e} ({e} ensemble ~ un ~l~ment). 

• ) > 

Chacun de ces complexes augment~s est homotopiquement trivial. Donc S.(%i) est un 

complexe augment~ homotopiquement trivial et par suite son homologie est triviale d'oG 

la proposition dans ce cas. 

Soit maintenant p : Ens > E un point de E . Comme la formation du complexe 

~.(ql) co~ute aux foncteurs image inverse par les morphismes de topos, 

X 
p (~.(71)) --~ Z (pX(%~)) est une rfisolution de ~pX x x • --~-~p--(~X ) ; d'o~ la proposition 

lorsque E poss~de suffisamment de foncteurs fibres (IV 4.6). Ceci est le cas en 

particulier lorsque E est un topos de pr~faisceaux C ̂  car pour tout objet X de 

C , F (X,-) est un foncteur fibre• Dans le cas g~n~ral, E est ~quivalent ~ un topos 

de faisceaux sur un petit site C (IV I) et la famille ~pimorphique ~[- (U i > X)iE I 

est image, par le foncteur "faisceau associ~", d'une famille fipimorphique 

17 



|6 V 

%%' = (U~ > X')i~l . Par suite Z.(q/~) --'~a_~Z.(9~ ') est une r~solution de 

~x' = Zx 

v 
2. Cohomolo~ie de Cech. Notation cohomolo~ique 

2.1 Notation g~n~rale 

2.1.I Soient (E,A) un topos annel~, M,N deux A-Modules (~ gauche pour fixer les 

idles). On note Ext~(E;M,N) la valeur en N du q-i~me foncteur d~riv~ droit du 

foncteur HomA(M, . ) Eli. Les foncteurs Ext~(E;M,N) q ~ ~ , forment un 6-foncteur 

en la variable N • C'est aussi un 6-foncteur contravariant en la variable M . On a, 

par d~finition, Ext~(E;M,N) = HomA(M,N) 

2.1.2 Soit X un objet de E . Lorsque M = A X , le A-Module libre engendr~ par 

X ( ~ 12), on pose Ext~(E;Ax,N ) = Hq(X,N) . On remarquera que dans cette nouvelle 

notation, l'anneau A ne figure plus. Ceci ne peut prater ~ confusion car nous mon- 

trerons (3.5) que la formation des Hq(x,.) co~mutent ~ la restriction des scalaires. 

Le foncteur Hq(x,.) est le q-i~me foncteur d~riv~ droit du foncteur HomA(Ax,.) = 

HomE(X,. ) encore not~ r(x, . ) . Lorsque M = A , on pose Ext~(E;A,N) = Hq(E,N) . 

2.2 Localisation. 

Soient 

Le foncteur 

gauche Jx! 

injectifs. On a donc, pour un A-Module variable N de 

variable de E/X , des isomorphismes fonctoriels 

.X 
2.2.1 Ext~ I x(E/x;M,]xN) N EXt~(E;Jx!M,N) 

En particulier, on a des isomorphismes canoniques 

X un objet de E , j : E/X > E le morphisme de localisation (IV 8). 

.X 
IX pour les Modules, est exact (4.1l) et admet un foncteur adjoint 

exact (4.11). Par suite il transforme les Modules injectifs en Modules 

E et un AIX-Module M 

Hq(E/x,J~N) ~ Hq(X,N) 

Pour tout objet X de E et tout couple M et N de A-Modules, on pose : 

18 
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2.2.2 Ext~(X;M,N) = Ext~ x(E/x;M[X,N IX) 

D'apr~s ce qui precede, les foncteurs Ext~(X;M,.) sont les foncteurs d~riv~s des 

foncteurs N ~ > HomAIx(MIX,NIX) . Le foncteur (M,N) I > Ext~(X;M,N) , q > O , 

forment un 6-foncteur par rapport ~ chacune des variables. 

2.3 Cas des topos de pr~faisceaux. Cohomolo~ie d'un recouvrement. 

2.3.] Soient C une petite cat~gorie munle d'un pr~falsceau d'anneaux A , C ~ le 

topos des pr~falsceaux sur C , X un osier representable sur C ̂ . Le foncteur qui 

assocle ~ un A-Module M le groupe FiX,M) = MiX) est exact (I 3). Par suite Hq(X,M) ffi 0 

pour tout q • 0 et tout A-Nodule M ou encore que A X est un A-Module projectif. 

2.3.2 Solt S un pr~faisceau sur C . On a un isomorphisme canonlque pour tout 

A-Module M (I 2) : 

riS,M) ~-- i~s Mls 

De plus, pour tout A-Nodule injectif M , le AIS-Module 

suite, les groupes 

du foncteur ~S 
canonlques : 

MIS est injectif (2.2). Par 

Hq(S,M) sont les valeurs en MIS des foncteurs d~riv~s ~ droite 

En notant ~_mq ces foncteurs d~rlv~s, on a des isomorphismes 
t/s 

~qiS,M) _t~ ~S q MTS . 

En particulier, on a des isomorphismes canonlques 

Hq(C^,M) ~ ~im q M 
~/S 

2.3.3. Soient X un objet de C et ~= (U i 

mes de C telle que pour tout i ~ I , U. ~ X 
i 

le complexe simpliclal ~tudi~ en ].10 : 

> X), i ~ I , une famille de morphis- 

soit quarrable (I 10). Notons A . 

A. = ... ~ I I AUiXxU j ~ I I 
(i,j)~l×l i E I i 

Pour tout A-Module M , on pose C'(~,M) = HomA(A .,M) : 

(2.3.3~I) C'(~,M) : ~--~M(UI)iEI .... ~ ~--~ M(Ui ×xUj) 
(i,j)Elxl 

On pose Hq(~,M) = Hq(c'(~,M)) 

> 
) 
) 
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Proposition 2.3.4 : 

1) Avec les notations de 2.3.3, soit 

(U i 

R t ;X 

> X) , i & I . On a un isomorphisme canonique 

Hq(~/~,M) =~ Hq(R,M) 

2) Les foncteurs 

Comme R est un sous-objet de X 

Ui! ×RUi2 ×''" ×RUin et Ui| XxUi2 x 

r~sulte de I.]! que le complexe A%5. 

le crible engendr~ par la famille 

Hq(~i, . ) eo~mutent aux restrictions des scalaires. 

dans C ̂ , les produits fibres 

... XxU i sont canoniquement isomorphes. II 
n 

est une r~solution de A R et de 2.3.1 que les 

eomposants de A~. sont des Modules projectifs. Les groupes de eohomologies de 

C'(~/~,M) sont donc canoniquement isomorphes ~ Ext~(C~;AR,M) , d'o~ l'isomorphisme. 

L'assertion 2) r~sulte imm~diatement de la description de C'(%L,M) (2.3.3.1). 

Corollaire 2.3.5 : Soient '%b= (U i >X , i61) e~t ~L' = (U~ > X , j ~J ) 

deux ...... families de morphismes de but X ; Soient ~ = (~: I --->J , m i : U i ) U'4(I). ) 

et ~' = (~' : I -->J m~ ; U. > H' ) deux morphismes (au-dessus de X ) de %L 
-- ' i i #(i) w 

dans ~' . Les morphismes ~ et #' induisent les morphismes #q et ~'q • 

~'q : Hq(~,M) >Hq(~',M) Les morphismes ~q e t ~ 'q sont ~aux. En particu- 

lier si les families ~LL e_!t It' sont ~quivalentes (i.e. s'il existe un morphisme de 

dans q~ et un morphisme de i[' dans ~L ) les A-Modules Hq(%L,M) et Hq(%L',M) 

sont canoniquement isomorphes. 

Preuve : En effet, soient R et R' les cribles de X engendr~s par les familles 

~t et q/~' . Les morphismes ~ et ~' d~finisaent un m~me morphisme de R dans R' 

et induisent donc deux morphismes homotopes entre les r~solutions projectives A~i. 

et Ag/, . 

Exercice 2.3.6 : (R~solution standard) 

a) Soit C une petite cat~gorie. Pour tout entier n > 0 , on note FIn(C) 

l'ensemble des suites de morphismes de C : (Ul, .... u n) telles que pour tout i , 

0 < i < n , le but de u i soit ~gal ~ la source ~e ui+ 1 de sorte que les morphis- 
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mes u. et sont composables. D~finir un ensemble semi-simplicial z Ui+l 

ES(C) = ob C ~ FII(c) ~ FI2(C) ~ , ~ FI3(C) .... 

dont les op~rateurs faces s. : Fln(C) 
1 

S o ( U  1 . . . . .  u n )  - ( u  2 . . . . .  u n )  , 

> FIn-I(c) sont les suivants : 

si(u I .... , u n) = (ul, .... Ui+lU i .... , u n) , 0 < i < n , 

Sn(U 1, . . . ,  u n) ffi (Ul, . . . .  Un_ I) 

b) Montrer que lorsque C poss~de un objet initial ou un objet final, le com- 

plexe ES(C) est homotopiquement trivial. 

c) Pour tout bobjet X de C , on note x\C la categoric des fl~ches de source 

X . D~finir un pr~faisceau semi-simplicial E_SS(C) dont la valeur en tout objet X de 

C soit ES(xkC) . On note ZE_SS(C ) le pr~faisceau semi-simpllcial ab~lien libre 

engendr~ par E__SS(C) . II est muni d'une augmentation canonique ZES(C) > Z dans 

le pr~faisceau constant de valeur Z . Montrer que, en passant au complexe diff~ren- 
= 

tiel associ~, le complexe ZE_SS(C ) est une r~solution de Z et que les composants de 

ce complexe sont des pr~faisceaux ab~liens projec~ifs. 

d) Pour tout pr~faisceau ab~lien M , on pose ST'(M) = Hom(ZEs(c),M) • Explici- 

ter les composants de ST'(M) . Montrer que pour tout entier q ~ 0 , Hq(ST'(M)) = 

Hq(CA,M) . 

e) Montrer que pour tout faisceau S sur C les foncteurs Hq(s, . ) commutent 

aux restrictions des scalaires. 

f) Remarquer que lorsque C est un groupe, ZES(C) est la r~solution standard 

du module trivial Z [3] . 

g) Montrer que pour tout pr~faisceau ab~lien M sur C , ZES(C ) 0 M est une 

r~solution (~ gauche) de M . D~finir le foncteur lim sur les pr~faisceaux. Montrer 
c- 

qu'il est exact ~ drolte. Noter H (C,M) ses foncteurs d~riv~s ~ gauche, Montrer que 
q 

les composants du complexe ZES(C ) 0 M sont acycliques pour ~im . En d~duire, en no- 
- C 

rant ST.(M) le complexe ~imc (ZE--S(C) @ M), des isomorphismes Hq(ST.(M) ~Iiq(C,M) . 
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h) Soit u : C ̂ ~ Ens l'unique morphisme du topos C ̂ dans le topos ponc- 

x c~ tuel. On note u I : C~ >Ab l'adjoint ~ gauche du foncteur u : Ab ) 

Montrer que pour tout pr~faisceau ab~lien M , u!M = I~ M 

i) On note dor~navant ST'(C,M) et ST.(C,M) les complexes notes ST'(M) et 

ST.(M) . Un pr~faisceau M sur C est dit localement constant s'il transforme tous 

les morphismes de C en isomorphismes. Associer ~ tout pr~faisceau localement cons- 

tant M un pr~faisceau localement constant M sur la cat~gorie C ° (cat~gorie 

oppos~e ~ C ) tel que pour tout morphisme u de C , M (u) = M(u) -I . Trouver un 

o V 
isomorphisme canonique entre les complexes ST'(C,M) et ST'(C ,M) (resp. ST.(C,M) 

V 

et ST. (C°,M)). 

j) Soit C une petite categoric poss~dant un ohjet initial (resp. une petite 

categoric filtrante~. Montrer que pour tout pr~faisceau constant M , Hq(C^,M) = 0 

pour q > 0 (resp. Hq(C,M) = 0 pour q > 0 ) 

v 
2.4 Cas des petits sites. Cohomologie de Cech. 

2.4.1 Soient (C,A) un U-site annel~ , C Ale topos des faisceaux sur C , 

c : C -----> C ̂ le foncteur canonique qui associe ~ un objet de C le faisceau asso- 

ci~ au pr~faisceau repr~sent~ par cet ohjet. Par abus de notation, pour tout o~jet X 

de C et tout faisceau de A-modules M nous poserons Hq(X,M) = Hq(X,M) (cf.2.3.1). 

Rappelons que lorsque la topologle de C est moins fine que la topologie canonique, 

ce qui est toujours le cas dans la pratique, le foncteur c est pleinement fiddle et 

permet d'identifier C avec son image par E • 

2.4.2 On note ~o : C A > C~ le foncteur d'inclusion des faisceaux de A-modules 

dans la cat~g6rie des pr~faisceaux de A-modules. Pour tout faisceau de A-modules M 

on a donc par d~finition : 

(2.4.1) ~°(M)(X) = H°(X,M) = M(X) , 

pour tout objet X de C . le foncteur ~o est exact ~ gauche. Ses foncteurs d~riv~s 

drolte aont notes ~q . Comme pour tout objet X de C , le foncteur "section sur 

X " est exact dans la categoric des pr~faisceaux, on a 
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(2.4.2.2) ~q (M) (X) = Hq (X,M) , 

pour tout objet X de C et tout faisceau de A-modules M , de sorte que le pr~- 

faisceau ~q(M) n'est autre que le pr~faisceau X~ > Hq(X,M) . 

2.4.3 On suppose que (C,A) est un petit site annelfi de sorte que C A est un topos 

auquel on peut appliquer les r~sultats de 2.3. Soit X un objet de C et 

R ¢ > X un eible couvrant. Pour tout pr~faisceau de A-modules G , les groupes 

Hq(R,G) (qui sont donc calcul~s dans le topos C ̂) sont appel~s les ~roupes de coho- 

v 

mologie de Cech du pr~faisceau G relatifs au crible couvrant R . 

Lorsque R " ~ X est le crible engendr~ par 

une famille couvrante qL= (~i > X)iE I de morphismes quarrables ces groupes peu- 

V 

vent se calculer ~ l'aide du complexe C'(~L,G) (2.3.3) appel~ complexe de Cech de 

G relatif ~ la famille couvrante ~t (ou du recouvrement ~L ). Les groupes 

Hq(~,G) = Hq(R,G) (2.3.4) sont alors appel~s groupes de co h0mologie de Cech de G 

relatifs ~ la famille couvrante D~L . 

2.4.4 Soit M un faisceau de A-modules sur C . Les groupes Hq(IL,~°(M)) sont 

le plus souvent notes, abusivement, Hq(qI,M) et appel~s groupes de cohomologie de 

Cech du faisceau M relatifs ~ la famille couvrante ~L. 

v 
2.4.5 On note ~o : C~ >C~ l'extension naturelle aux pr~faiseeaux de A-modules, 

du foncteur L dficrit en II. On a donc, par d~finition, pour un pr~faisceau G et 

un objet X de C : 

v 
(2.4.5.1) ~°(G)(X) = ~im R'----~ X G(R) , 

la limite inductive ~tant prise suivant les crlbles couvrant X . II r~sulte de 
V 

(2.4.5.1) que le foncteur ~o est exact ~ gauche. Les foncteurs d~riv~s ~ droite de 
v 

~= sont notes . Comme les foncteurs "section sur X" et "limite inductive fil- 

trante" sont exacts, il r~sulte de (2.4.5.1) qu'on a 

v ~im 
(2.4.5.2) ~q(g)(x) = R ~  Hq(R'G) " 

la limite ~tant prise suivant les cribles couvrant X . 
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V 
V 

Les pr~faisceaux ~q sont appel~s les pr~faisceaux de cohomolo~ie de Cech. Pour tout 

objet X de C , on pose 

v 
(2.4.5.3) Hq(x, G) = ~q (G) (X) 

Vq v 
Les groupes H (X,G) sont appelfis les groupes de cohomolo~ie de Cech. Lorsque la 

topologie de C est dfifinie par une prfitopologie, ce qui est le plus souvent le cas 

dans la pratique, on a, compte tenu de 2.3.4, 

v 
(2.4.5.4) Hq(X,G) ---~ ~i~ Hq(~, G) , 

la limite inductive fitant prise suivant les families couvrantes quarrables prfiordon- 

nfies par la relation d'ordre naturelle sur les cribles qui leur correspondent 

(2.3.5). 

2.4.6 Soit M un faisceau de A-modules. On pose, abusivement 

v V q  v v 
(2.4.6.,) Hq(X,M) = Hq(x,~°,(M) , ~ (M) = ~q(~o (M)) , 

V 
et les groupes Hq(X,M) sont appel~s groupes de cohomologie de Cech du faisceau M . 

v 
Signalons que si les foncteurs H q sont des foncteurs d~riv~s sur la categoric des 

pr~faisceaux, ils ne forment pas, en g~n~ral, un 6-foncteur sur la categoric des 

faisceaux. 

2.5 Chan~ement d'univers. Cohomologie de Cech dans le cas des U-sites 

2.5.1 Soient (C,A) un U-site annel~ st V un univers contenant U . Le site 

(C,A) est alors un _V-si~e et on a un _U-t°p°s C~ , un _V-t°p°s C~ et un foncteur 

canonique d'inclusion E : C~ ~ ) C~ . Le foncteur ~ est exact et pleinement 

fiddle sur les categories de Modules et transforme les Modules injectifs en Modules 

injectifs (,.9). Pour tout couple de U-faisceaux de A-modules on a donc des isomor- 

phismes canoniques 

(,5,,) q.>O 

En particulier, pour tout U-faisceau d'ensembles R sur C , on a des isomorphismes 

canoniques (2.1.1) 

(2.5.1.2) Hq(R,M) ~--- Hq(eR,~M) q i> 0 , 

24 



23 V 

et plus particuli~rement encore, pour tout objet X de C , on a des isomorphismes 

canoniques (2.b.|) 

(2.5.1.3) Hq(X,M) ~ Hq(X, EM) 

En termes vagues, on peut done dire que la cohomologie des faisceaux ne d~pend pas du 

choix des univers et on peut toujours, pour la n6cessit~ d'une d~monstration o~ d'une 

construction, augmenter l'univers pour calculer la cohomolog~e d'un faisceau. 

2.5.2 Soient (C,A) un U-site annel6 et 

la cat~gorie des U__-faisceaux ~ : C~,U 

U-pr~faiseeaux dans les V-pr~faisceaux de 

par suite les foncteurs d6riv~s du foncteur 

V un unlvers contenant U . Notons C~ 

> C~,~ le foncteur d'inclusion des 

A-modules. Le foncteur ~ est exact et 

~o : CA > C~, X ( ) sont les 

foncteurs ~ ~q , q ~ 0 . Par abus de notation, nous noterons encore 

~q : C A ) C~,V , q ) 0 ,les foncteurs ~q . Cet agrandissement de l'univers 

pr~sente lorsque C est V--petit l'avantage suivant; La cat~gorie C~ n'est pas en 

g~n~ral un U-topos et les U--pr~faisceaux de A-modules ne sont pas n~cessairement 

des sous-modules de ~-pr~faiseeaux injectifs, alors que la cat~gorie des V__-pr~- 

falsceaux est un topos (un V-topos) et que par suite tout V--pr~faisceau de A-modules 

est un sous-objet d'un V__-pr~faisceau injectif (0.].I). Ainsi pour tout V--pr~faiseeau 

d'ensembles R (et en particulier lorsque R est un U-pr~faisceau) et pour tout 

tout U-faisceau de A-modules M ,les groupes Hq(R,~q(M)) sont d~finis par 2.|.I 

et il r~sulte de (2.5.1.2) que ces groupes ne d~pendent pas de l'univers [ considerS. 
V 

De m~me, pour tout couple d'entiers ~ 0 p et q ,les pr~faisceaux ~P(~q(M)) sont 

d~finis par 2.4.5 et il r~sulte de (2.5.1.2) et de (2.4.5.4) que ces pr~faisceaux ne 

d~pendent pas de l'univers V utilis~ pour les d~finir. 
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3. La suite spectrale de Cartan-Lera~ relative ~ un recouvrement 

Proposition 3.1 : Soient (C,A) un U-site annel~, V un univers contenant U . Le 

foncteur ~o : CA ............ ~ C~, ! (2.5.2) transforme les A-Modules i niectlfs en pr~faisceaux 

injectlfs. Pour tout entier q > 0 , et tout A-Module M , le faisceau associ~ au 

pr~faisceau ~q(M) est nul. 

Notons ~V le foncteur "faisceau associ~" pour les V--pr~falsceaux et 

e : C~ • > C~,[ le foncteur d'inclusion des U_-faisceaux dans les V__-faisceaux. On 

~° ~ 0 a = E (II 3.6) et comme les foncteurs ~V et E sont exacts, on a = 

pour tout entier q > 0 . Pour tout U_-faisceau M et tout V-pr~faisceau N on aun 

isomorphisme fonctorlel Homc^ (N,~°(M)) ~ Homc~ (avN,e M) . Lorsque M est in- 
A,V A,~ -- 

jectlf, ~M est injectif (1.9~ et comme le foncteur _a v est exact, le foncteur 
o 

N } > Hom C (N,~@~ (M)) est exact. Par suite ~°(M) est injectif. 
A,V 

Th~or~me 3.2 : Solent (C,A) un U-site annel~, R u__nn U__-pr~faisceau d'ensembles sur 

C , M un faisceau de A-Modules. Ii existe une suite spectrale, fonctorielle en R 

et en M : 

mP,q = HP(R,@6q(M)) (3.2.]) HP+q(a--R'M) ~ -2 

(Lorsque C n'est pas U-petit, le terme HP(R,~q(M)) doit ~tre interpr@t~ comme la 

cohomologie du pr~faisceau ~q(M) dans le topos C~ o3 V est un univers contenant 

tel que C soit V-petit (2.5.2)}. 

Par d~finition du foncteur "faisceau aseoci~" (cf. II) on aun isomorphisme de 

foncteur H°(aR,M)--'~" H0(R,~£°(M)) . Le foncteur ~o transforme les objets injectifs 

en objets injectlfs. La suite spectrale des foncteurs compos~s (0.3) est la suite 

spectrale cherch~e. 

Corollaire 3.3 : Soient X un objet de C e_~t %L= (U i > X) , 

mille couvrante telle que pour tout i ~ I , le morphisme U. > X 
l 

On a alors une suite spectrale (dite de Cartan-Leray) : 

(3.3.1) HP+q(X,M)~m p'q = HP(~L ~q(M)) 
-2 J 

i E I , une fa- 

soit quarrable. 
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Soit R ~ > X 

faisceau associ~ 

on a HP+q(aR,M) = 

le crible engendr~ par q~ . Con=he ce crible est couvrant, le 

R es~ le faisceau assoei~ ~ X (II 5.2). Compte tenu de 2.4.1, 

HP+q(X,M) . Le corollaire r~sulte alors de 2.3.4. 

Corollaire 3.4 : Ii existe une suite spectrale fonctorielle en le faisceau 

l'objet X de C 

V 
(3.4.1) HP+q(X,M)~ ~P'q = HP(X,~q(M)) 

-2 

Cette suite spectrale fournit, lorsque X varie dans C , la suite spectrale de 

pr~faisceaux : 

: EP,q (3.4.2) ~P+q(M). -2 

M et 

V 
-- 

Ces 

(3.4.3) 

(3.4.4) 

Les morphismes 

morphismes ~2 
faisceaux 

suites spectrales fournissent des morphismes fonctoriels (morphismes de coin) : 

#q(M) : ~q(M) • ~q(M) , 

#~(M) : Hq(X,M) ) Hq(X,M) 

~q et ~ sont des isomorphismes lorsque q ~gale 0 o u 1 . Les 

2 
et #X sont des monomorphismes. Plus g~n~ralement) lorsque les prO- 

Wl(M) sont nuls pour 0 < i < n , les morphismes ~q(M) e_!t ~(M) 

sont des isomorphismes pour 0 ~ q ~ n et des monomorphismes pour q = n + 1 . 

La premiere suite spectrale s'obtient en passant ~ la limite inductive dans la 

suite spectrale (3.2.1) sur les cribles R" ) X couvrant X (2.4.5.2). La deuxi~me 

suite spectrale s'en d~duit aussitSt (2.4.5.3). Les faisceaux associ~s aux pr~fais- 

ceaux ~q(M) sont nuls lorsque q > 0 
V 

q > 0 (II.3.4). Par suite ~°~q(M) 

associ~ est nul. On a done ~° ~q(M) 

(3.1). On a done ~0 o~q(M) = O pour tout 

est un pr~faisceau s~par~ dont le faisceau 

-- 0 pour q > 0 (II 3.2). Les assertions sur 

q 
les morphismes ~q et ~X s'en d~duisent aussitSt. 

Corollaire 3.5 : Soient (E,A) un topos annel~ et M un A-Module (3 sauche pour 

fixer les idles). Notons M le Groupe ab~lien sous-jacent ~ M . Le foncteur 

M~----> M est exact et par suite, pour tout objet X de E , l'isomorphisme 

canonique 

H°(X,M) ~> H°(X,M) 
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se prolongs en des morphismes 

Hq(X,M) ) Hq(X,M) 

Ces morphlsmes sont des isomorphismes. 

Pour tout objet Y de E , on a (2.4.5.4) : 

q ~ O  

HP(Y,M) = lim HP(~M) HP(Y,M) = lim HP(~J~,M__) 

la limits inductive ~tant prise sur les families 6pimorphiques '~= (Yi ) Y) ' 

i E I .  

V v 
Par suite, l'homomorphisme canonique HP(Y,M) ) HP(Y,M_) est un isomorphisme 

(2.3.4). Done (2.4.5.3), l'homomorphisme canonique ~,,V(M) 

V 

morphisme. Si M est un A-Module injeetif, on a ~P(M) = 0 

~I(M_) = 0 et par r6currence sur p , ~P(M__) = 0 , p > 0 

pour p > 0 (2.4.2.2) et (2.5). Par suite, le foncteur M I 

objets injeetifs sn ohjets acycliques pour le foncteur 

phisme annonc~. 

) ~P(M) est un iSO-  

p o u r  p > 0 ; D ' o ~  

(3.4). Done HP(x,M_) = 0 

) M transforms les 
n 

H°(X, • ) , d'o~ l'isomor- 

Exereice 3.6 : Soient G un groupe topologique et B G son topos classifiant (IV 

2.5). Notons E G l'objet de B G constltu~ par l'espaee topologique sous-jacent ~ G 

muni de l'op~ratlon de translation ~ gauche par les 61~ments de G . Le morphisme 

eanonique de E G dans l'objet final e G de B G est un ~pimorphisme ; d'o~ un recou- 

vrement ~= (E G ~ e G) st, pour tout faisceau ab~lien F de B G , une suite 

spectrale 

(3.6.1) 

q u ' o n  s e  p r o p o s e  d ' ~ t u d l e r .  

1) M o n t r e r  que  p o u r  t o u t  e n t i e r  

BG/ E G x E G x ...x E G 

est eanoniquement ~quivalent au topos (IV 2.5) 

E~ 'q = HP(~,,~q(F)) ~. HP+q(BG,F) 

n , l e  t o p o s  

( n facteurs) 
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TOP(OxGxGx...x G) ( n-I facteurs9 

Pour tout entler n , notons F le faisceau sur l'espace topologique Gx ... x G 
n 

( n facteurs) induit par F . 

2) En d~duire que le terme E~ 'q de (3.6.1) est canoniquement isomorphe au 

p-~me groupe de cohomologie d'un complexe du type 

Hq(e,Fo) ~ Hq(G,FI) ) Hq(G×G,F 2) ) ... , 

qu'on expllcitera ( e d~signe l'espace topologique r~duit ~ un point). 

3) En dfiduire que la cohomologie du topos classifiant B G ~ valeur dans les 

faisceaux localement constants est isomorphe ~ la cohomologle slnguli~re correspon- 

dante des espaces classifiants utills~s en topologie lorsque pour Its espaces topolo- 

giques du type GxGx ... xG , la cohomologie des faisceaux localement constants 

colncide avec la cohomologie slnguli~re correspondante (Ce qui est le cas lorsque, par 

exemple, G est loealement contractile) ; (Pour Its espaces classlfiants, on pourra 

consulter [15]). 

4. Faisceaux acycliques 

D~finltion ~I. : Soient (E,A) un topos annel~, F un A-Module, S une famille 

topologiquement ~n~ratrice de E . On dit que F est S-acyclique si pour tout objet 

X d_~e S , et tout entier q > 0 , on a Hq(X,F) = O . Lorsque S est ~gal ~ ob E , 

Its faisceaux S-acycliques sont appel~s Its faisceaux flasques. 

4.2. Solent (C,A) un U-site annel~, F un faisceau de A-modules sur C . On dit 

que F est C-acycllque si F est S-acyclique o~ S est la famille des faisceaux 

associ~s aux objets de C . 

Proposition 4.3 : Soient (C,A) un U-site annel~, F un faisceau de A-modules. 

Notons ~ : C~ ~ C~ le foncteur d'inclusion des A-Modules dans la categoric 

des pr~falsceaux de A-modules (il s'agit ici des V..-pr~faisceaux o~ V est un univers 

tel que C soit V-petit). Les conditions suivantes so_nt ~quivalentes : 
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i) F est C-acyclique. 

ii) Pour tout ob~et X de C et tout crible couvrant Rt ~ X , on a : 

Hq(R, 9~°(F)) = 0 pour tout q > 0 

ill) Pour tout ob~et X de C , on a : 

~q (X,F) = 0 pour tout q > 0 ; 

i) ~ ii) : Comme F est C-acyclique, les pr~faisceaux ~q(F) sont nuls pour 

q > 0 . La suite spectrale 3.2.1 fournit alors un isomorphisme Hq(R~(F))_.~Hq(X,F) 

pour tout q . Par suite Hq(R,~°(F)) = 0 pour q > 0 • 

ii)-----~, ill) : clair par passage ~ la limite inductive. 

ill)-----> i) : on d~montre par r~currence sur q que les pr~faisceaux ~q(F) sont 

nuls pour q > 0 . Pour cela, on utilise 3.4.2. 

4.4. Ii r~sulte du crit~re 4.3 ii) et de 3.5 que la propri~t~ de S-acycli=it~ ne 

d~pend que du faisceau ab~lien sous-jacent. En particulier, un faisceau de A-modules 

est flasque si et seulement si le faisceau ab~lien sous-jacent est flasque. 

Corollalre 4.5 : Soient (E,A) un topos annel~ et F un A-Module. Les propri~t~s 

sulvantes sont ~quivalentes : 

i) F est flasque ; 

ii) Pour toute famille ~pimorphique ~= (X i > X) i ~ I " 

Hq~C, F) = 0 pour tout q > 0 . 

Dans 4.2, on prend pour C le topos E lui-m~me. Le corollaire r~sulte alors de 

l'~qulvalence i) ~ ii) de 4.2. 

4.6. Les falsceaux injectifs sont flasques. Les faisceaux flasques sont S-acycliques 

pour toute famille topologiquement g~n~ratrice S . Les faisceaux flasques ne sont pas 

n~cessairement injectifs (prendre pour topos E le topos des ensembles). Les faisceaux 

S-aeycllques ne sont pas n~cessairement flasques (exercice 4.].3). 

Proposition 4.7 : Soient (E,A) un topos, F un A-Module flasque, X un objet de 

E . Pour tout sous-ob~et Y d_~e X l'homomorphisme canonique H°(X,F) > H°(Y,F) 
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est surjectif. 

Soit Y un sous-objet de X tel que le morphisme H°(X,F) ) H°(Y,F) ne soit 

pas surjectif. Soit Z l'objet obtenu en recollant deux copies X 1 et X 2 de X le 

long de Y . L'objet Z est recouvert par les deux sous-objets X] et X 2 on a 

X 1 x Z X 2 = Y . Notons ~ = (X 1 , X 2) le recouvrement ainsi obtenu. On constate aussi- 

tSt que HI(~,F) # 0 . Contradiction. 

4.8. La propri~t~ d~crite dans 4.7 ne caract~rise pas, dans le cas des topos g~n~- 

raux, les faisceaux flasques (exer. 4"15)" Elle la caract~rise cependant dans le cas 

des topos engendr~s par leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos asso- 

ci~s aux espaces topologiques (exer. 4.16). La terminologie de flasque adopt~e ici 

coincide dans le cas des espaces topologiques avec la terminologie de [7] (exer. 4.16). 

Proposition 4.9. : Soient u : (E,A) ) (E',A') un morphisme de topos annel~s. 

I) Le foncteur u transforme les A-Modules flasques en A'-Modules flasques. 
X 

2) Soient S et S' des families topologiquement g~n~ratrices de E et E' 

respectivement telles que uX(s ') C S . Le foncteur u transforme les A-Modules 
x 

S-acycliques en A'-Modules S'-acycliques. 

3) Lorsque u est un morphisme plat (1.8) le foncteur u transforme les A- 
X 

Modules injectifs en A'-Modules injectifs. 

Soient X un objet de E' , ~ = (X i • X) i~l une famille ~plmorphique, F 

un A-Module flasque, C'(~,uxF) le eomplexe de ~ech du recouvrement ~C . On a un 

isomorphisme canonique C.(~,uxF ) N C.(uX~,F) en utilisant l'adjonction de u x 

X X X 
et de u et le fait que u commute aux produits fibres. De plus u commute aux 

limites inductives et par suite uX(~) = (uXXi ~ uXX) i ~ I est une famille 

~pimorphique. Comme F est flasque, on a Hq(uX(~),F) pour q ~ 0 et par suite 

Hq(0~,umF) = Hq(c'(~C,uxF)) = Hq(c'(u x(~,F))= Hq(uX((~,F) = 0 pour q> O. 

Donc u F est flasque. 
m 

D~montrons 2). Lorsque S' est stable par produits fibres une d~monstration 

analogue ~ celle qui precede permet de d~montrer 2). Dans le cas g~n~ral, nous utili- 

serons la suite speetrale du morphisme u (5.3.2). L'assertion 2) ne sera pas utili- 
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s~e avant 5.3.2. Soit F un faisceau S-acyclique. ~es faisceaux Rqu F sont les 
X 

falsceaux associ~s aux pr~faisceaux X ~ ~ Hq(uZX,F) . Comme S' est une famille 

topologlquement g~n~ratrice et comme F est S-acyclique, on a Rqu F = 0 pour tout 
X 

q > O. La suite spectrale 5.3.2 fournit alors un isomorphisme, pour tout objet X de 

E' : Hq(x,uxF)~ Hq(uXX,F) et par suite, pour tout X dans S' Hq(X,UxF) = 0 

D~montrons 3). Lorsque le morphisme u est plat, le foncteur u x pour les Modules 

est exact (1.8). Par suite le foncteur u adjoint ~ droite de u x transforme les 
X 

objets injectifs en objets injectlfs (0.2). 

Proposition 4.10 : Soient F un A-Module du topos anuel~ (E,A), G un A-Module 

injectif. 

l) Le foncteur F! p ~omA(F,G ) est e x a c t .  

2) Le ~roupe ab~llen ~omA(F,G) est flasque. 

Preuve : Montrons l). Soit : 

O > F' ~ F ) F" ~ 0 

une suite exacte. Ii nous faut montrer que la suite : 

O ..... ~ ~omA(F", G) ~ ~omA(F,G) ~ ~omA(F' ,G) ~ 0 

est exacte et pour cela il suffit de ~ntrer que pour tout oh jet H de 

suite : 

0 > HomE(H,~.)omA(F",G)) ~) HomE(H,~OmA(F,G)) > HOmE(tt,~omA(F' ,G) ... 

est exacte. Or (IV 6.12) cette derni~re suite est isomorphe ~ la suite 

0 • HOmA(A ~ eAr',C) • HO~A(A H 0AF,G) 

et le A-Module A H est plat (1.3.1). 

2) Montrons que~omA(F,G ) est flasque. Soit : 

= (x i ~- x) 

une famille ~pimorphique de E , et 

c . ( ~ )  : . . .  

, HOmA(A ~ OAF',G) ) o 

, iEl , 

, ) I ~XixXj > $ { Z x "  > ....... 

' i,j ~ i 

E, la 

> 0 
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le eomplexe d~flni en 1.5. Ce complexe est une r~solutlon plate de l'objet EX qui 

est lul-m~me plat(l.4 et 1.3). 

Calculons alors les groupes : 

HqC~C,~omACF,G ) ~'> HqcHom~CC.(~)~OmACF,G))'~; Hq(HomACC.(~ ) @I F,G) 

Le complexe 

C . ( ~ )  @I F 

est acycllque en degr~ ~ 0 , car C.(~) est une r~solution plate d'un module plat. 

Par suite Hom(C.(0~) @Z F,G) est acyclique en degr~ # 0 . 

Proposition 4.1| : Soient (E,A) un topos annel~, F un faisceau flasque (resp. 

in~ectlf) de A-modules. 

I) Pour tout objet X de E l e AIX-Module j~ F est flasque (resp. injectif) 

2) Pour tout ferm~ Z de E , le faisceau des sections de F ~ supports dens 

Z (IV 14) est flasque (resp. injectif). 

.X 
L'assertion I) r~sulte de 4.5 lorsque F est flasque. Le foncteur 3 X admet un 

adjolnt ~ gauche exact iX! (IV 11). Par suite, lorsque F est injectif, j~ F est 

injectlf (0.2). D~montrons 2). Notons i : Z > E le morphisme d'inclusion. Le 
! 

faisceau des sections de F g support dens Z est alors le falsceau i i'F (IV 14). 
X 

I . .X 
Le foneteur i i" est adjolnt ~ droite au foncteur i i qul est exact (IV 14). Par 

X 

suite il transforme faisceau injectif en faisceau injectif. Soient U l'ouvert com- 

pl~mentaire de Z , j : U ~ E le morphlsme d'inclusion et F un faisceau flas- 

que. On a une suite exacte (IV 14) : 

(4.11.I) O 

Pour tout objet X 

F(X) ~ jxjxF(X) 

ix IIF > F ~ Jz J F 

de E , on a jxjXF(X) ffi F(XxU) et le morphisme 

induit par la derni~re fl~che de (4.11.I) provient de 

l'injectlon canonique XxU ~ • X . Comme F est flasque, ce morphisme est surjectlf 

(4.7) et par suite, la derni~re fl~che de 4.11.1 est un ~pimorphisme de pr~faisceaux. 

Pour tout objet X de E , la suite exacte de cohomologie d~duite de 4. | I. 1 fournit 

q v t 
H (X,ixi'F) = 0 pour q > 0 et par suite ixi'F est flasque. 
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4.12 La propri~t~ pour un faisceau d'etre flasque (resp. injectif) se localise (4.11 

l)). Mais ce n'est pas, en g~n~ral, une propri~t~ de caract~re local (exer. 4.15). 

Cependant, c'est une propri~t~ de caract~re local dans le cas des topos engendr~s par 

leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos associ~s aux espaces topolog~ 

ques (exer. 4.16). 

Exercice 4.13 : Soient X un espace localement compact et F un faisceau c-mou 

[7]. En utilisant le caract~re local de la mollesse (loc. cit.), montrer que la res- 

triction de F ~ tout ouvert paracompact de X est un faisceau mou~ Montrer que les 

ouverts paracompacts forment une base de la topologie de X . En d~duire que, en no- 

tant S la famille des ouverts paracompacts de X , le faisceau F est S-acyclique. 

Montrer que le faiseeau des fonctions continues sur X est S-acyclique mais n'est 

pas flasque lorsque X n'est pas discret. 

Probl~me 4.14 : Etudier les topos totalement acycliques, i.e. les topos tels que 

Hq(X,F) = 0 pour tout q > 0 , tout objet X , tout faisceau ab~lien F . 

Exercice 4.15 : Soient G un groupe discret, 

Montrer que pour tout faisceau ab~lien F et tout monomorphisme 

morphisme F(Y) > F(X) est surjectif. Soit E(G) le groupe 

espace homog~ne sous lui-m~me. C'est un objet de B G . Le topos 

valent au topos ponctuel (IV 8). Le morphisme E(G) > e (e 

est un ~pimorphisme. Pour tout faisceau ab~lien F de B G , le faisceau 

flasque. En d~duire que la propri~t~ d'etre flasque ou injectif n'est pas de caract~re 

local. 

B G son topos classifiant (IV 2.4). 

X ' > Y , l'homo- 

G consid~r~ comme 

BG /E(G) est ~qui- 

objet final de B G) 

FIE(G) est 

Exercice 4.16 : On dlt qu'un topos E est engendr~ par ses ouverts si les ouverts 

de E (i.e. les sous-objets de l'objet final e de E ) forment une famille g~n~ra- 

trice (I 7). Un tel topos poss~de la propri~t~ suivante : 

(P) Toute famille ~pimorphique X. > X , i ~ I , est major~e par une famille ~pi- 
i 

morphique U. > X , j ~ J , o3 les U. ~ X sont des monomorphlsmes. 
J J 
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a) Existe-t-il des topos qui poss~dent la propri~t~ (P) et qui ne sont pas engen- 

dr~s par leurs ouverts ? Les topos associ~s aux espaces topologiques sont engendr~s 

par leurs ouverts. Si E est engendr~ par ses ouverts (resp. jouit de (P)), pour tout 

objet X de E , E/X est engendr~ par ses ouverts (resp. jouit de (P)). Tout sous- 

topos d'un topos engendr~ par ses ouverts est engendr~ par ses ouverts. La propri~t~ 

(P) n'est pas une propri~t~ de caract~re local. 

b) Soient E un topos, Our(E) la cat~gorie des ouverts de E munie de la topo- 

logie induite. Le foncteur d'inclusion Ouv(E) ..... > E est un morphisme de sites, 

d'oO un morphisme de topos ~ : E ~ Ouv(E) "~ . Le foncteur Hx est pleinement 

fiddle. Le morphisme H poss~de vis ~ vis de la 2-cat~gorie des topos engendr~s par 

leurs ouverts une propri~t~ universelle que le lecteur expllcitera. 

c) Soient E un topos engendr~ par ses ouverts et Polnt(E) l'ensemble des 

points ~ isomorphismes pros de E . Montrer que Point(E) est petit. Mettre une topo- 

logic sur Point(E) et d~flnir un morphisme Top(Point(E)) > Our(E) ~ faisant 

de Top(Point(E)) un sous-topos de Ouv(E) ~ Pour tout espace topologique X , 

montrer que tout morphisme de Top(X) dans E fournlt un morphisme de Top(X) dans 

Top(Point(E)) . Montrer qu'un topos engendr~ par ses ouverts est ~quivalent ~ un topos 

Top(X) (X espace topologique) si et seulement s'il poss~de suffisamment de points. 

Montrer qu'il existe des topos engendr~s par leurs ouverts qui ne sont pas ~quivalents 

des topos Top(X) o~ X est un espace topologique. 

d) Soit E un topos poss~dant la propri~t~ (P) . Pour qu'un faisceau ab~lien 

F sur E soit flasque, il faut et il suffit que pour tout monomorphisme X " ~ Y , 

l'homomorphlsme 

e) Soit E 

un faisceau F 

f) Solent 

qu'un faisceau ab~lien F soit flasque il faut et il suffit que pour tout ouvert 

de e , le morphisme canonique F(e) ~ F(U) soit surjectif. 

F(Y) • F(X) soit surjectif. 

un topos poss~dant la propri~t~ (P) . Montrer que la propri~t~ pour 

d'etre flasque est une propri~t~ de nature locale. 

E un topos engendr~ par ses ouverts, e l'objet final de E . Pour 

U 
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Exercice 4.17 (Faisceaux flasques et changement d'univers) 

Soient C un U_-site (par exemple un U-topos) et [ un univers contenant ~ . 

) ~ les categories de faisceaux correspondantes et l'injection Notons e : C U C V 

canonique. Soit F un U-faisceau ab~lien flasque sur C . On se propose de montrer 

que eF est flasque. On remarque tout d'abord que pour tout objet X de C U on a 

admet une famille ~plmorphique Hq(EX, eF) = 0 pour q > 0 . Tout objet Y de C v 

EX i > Y , i ~ I o~ les eX. ~ Y sont des monomorphismes, on en conclut que 
i 

Hq(Y, eF) F(X) • Pour montrer que ces ~lim q sont nuls pour q # 0 , on peut se 
e~Y 

ramener au topos Ouv(Cv/Y) et utiliser le fait que pour ce topos, un faisceau est 

flasque s'il l'est localement. 

5. Les Rqu e t la suite spectrale de Cartan-Leray relative ~ un morphisme de topos 

5.0. Soient u : (E,A) > (E',A') un morphisme de topos annel~s, u = E ~ E' 
X 

le foncteur image d i r e c t e .  La n o t a t i o n  u d g s i g n e r a  e n c o r e  l ' e x t e n s i o n  aux  Modules  
x 

du foncteur image dlrecte. Le foncteur u pour les Modules(~ gauche pour fixer les 
x 

i d f i e s )  e s t  e x a c t  ~ g a u c h e .  Ses f o n c t e u r s  d ~ r i v ~ s  d r o i t s  s o n t  n o t e s  Rqu , q ~ 0 . 

Proposition 5.1 : 

I) Pour tout A-Module M , le faisceau Rqu M est le faisceau associ~ au pr~- 
X 

faisceau X ~ : ~ Hq(uXX',M) (X' ~ ob E') 

2) La formation des foncteurs Rqu commute aux restrictions des scalaires. 
X 

3) La formation des Rqu commute aux loealisations. De mani~re pr~dise, pour 
X 

tout objet X' de E' , si on d~sisne par U/x : E/uXX, ~ E' le morphisme -- /X' 

d~duit de u par localisation (IV 8), on a, pour tout A-Module M , un isomorphisme 

canonique 

(5.1.1) Rq(u/x,) x (M[ u~x')-~ Rqux(M) I X' q > 0 . 

D~signons par u ̂ : E ̂ 
X 

(u^M = M o u x ). Cormme u x 
X 

et 

E '^ le foncteur image directe pour les U-pr~faisceaux 

u sont adjoints, on a un isomorphisme 
X 

u . ~  au ^ o 

x - -  x 
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oO a est le foncteur faisceau associ~ pour E' . Comme les foncteurs a et u ̂ 

s o n t  e x a c t s ,  on a 

Rqu ,~ au~q 
X -- X 

ce qui est une autre mani~re d'6noncer l). L'assertion 2) r6sulte alors de I) et de 

3.5. Par d6flnltlon du mo~phisme U/x , on a un isomorphlsme canonique 5.l.l pour 

q = 0 . Le cas g~n6ral s'en d~duit en remarquant que les foncteurs de locallsatlon 

(IV 8) sont exacts et transforment les objets injectifs en objets injectifs (4.11). 

Proposition 5.2 : Solent u : E > E' un morphisme de top0s e t S' une famille 

~n6ratrice de E' . Les faisceaux M acycliques pour les foncteurs H°(uXx',.) , 

X' ~ S' , sont a c~cliques pour le foncteur u x . En particuller, les faisceaux flas- 

ques sont aczcllques pour u 
x 

R6sulte de 5.1, I). 

Proposition 5.3 : Soient u : E ~ E' 

lien de E . On a une suite spectrale : 

(5.3.1) E~ 'q = HP(E',RquxM) 

Plus g6n~ralement, pour tout objet x' 

(5.3.2) E~ 'q = HP(X',RquxM ) 

un morphisme de topos et M un Groupe ab6- 

HP+q(E,M) 

de E' , on a une suite spectrale : 

HP+q(uXX',M) 

Par d~finltlon des foncteurs images directe et r6ciproque, on a un isomorphisme 

H°(X',uxM) "~ H°(uXX',M) . Le foncteur u transforme les objets injectifs en faisceaux 
X 

flasques (4.6 et 4.9). Les suites spectrales propos6es sont donc des suites spectrales 

de foneteurs compos~s (0.3). 

Proposition 5.4 : Solent u : E > E' e_tt v : E' > E" deux morphismes de 

topos. On a une suite spectrale 

RPvxRqux ~ RP+q(v o u) x 

on a v u ~ __(vu) x et le foncteur u transforme les objets injectifs 
xx x 
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en flasceaux flasques (4.9) donc acycllques pour 

spectrale des foncteurs compos~s (0.3). 

v (5.2). On a doric une suite 
x 

6. ~xt locaux et cohomologle ~ supports 

6.0. Soient (E,A) un topos annel~, M un A-Module, ~ gauche pour fixer les idles. 

Le foncteur N I )~mA(M,N) , sur la cat~gorie des A-Modules ~ gauches et ~ valeurs 

dans la cat~gorle des Groupes ab~llens est exact ~ gauche (IV 12). Ses foncteurs d~ri- 

v~s drolts sont notes : 

(6.0.1) 

En partlculler, on a 

(6.0.2) 

~xt~(M,N) 

~t~(M,N) -~A(M,N) 
Par d~finitlon, on a des isomorphlsmes canoniques (2.1 et IV 12). 

(6.0.3) H°(E,Ext~(M,N)) 

Plus g@n@ralement, pour tout objet X 

(6.0.4) H°(X, ~xt~(M,N) 

Proposition 6.1 : 

o 
= EXtA(E;M,N ) = HomA(M,N) 

de E , on a (2.2) 

= Ext~(X;M,N) = HomAIx(MIX,NIX ) 

I) La formation des foncteurs ~xt~ commute aux localisations. De mani~re preci- 

se, pour tout objet X d_ee E , on a des isomorphismes fonctorlels : 

(6.1.1) ~Xt~(M,N) IX = F.Xt~Ix(MIX,NIX ) 

2) Le falsceau ~xt~(M,N) est isomorphe au falseeau associ~ au pr~faisceau 

X ~ ~ Ext~(X;M#N) 

3) Ii exlste une suite spectrale 

(6.1.2) Ext~ +q(E;M'N) ( -2~P'q = HP(E'~xt~ (F'G)) 
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Plus g~n~ralement, pour tout ob]et X d~e E 

ell X et en les arguments M e__tt N 

(6.1.3) Ext~+q(X;M,N)/ ~P'q 
-2 

, on a une suite spectrale fonctorlelle 

= HP(X,Ext~(M,N)) 

Par d~flnition, on a un isomorphisme (6.1.1) lorsque q = O (IV 12). Le cas g~- 

n~ral s'en dfiduit compte tenu du fait que les foncteurs de localisation sont exacts 

et transforment les Modules injectifs et Modules injectifs (2.2). Le foncteur 

~omA(M,N) = ~xt~(M,N) transforme les Modules injectlfs en faisceaux flasques N1 

donc en faisceaux acycliques pour H°(X,.) (4.10). Les suites spectrales (6.1.2) et 

(6.1.3) sont des suites spectrales de foncteurs compos~s compte tenu de (6.0.3) et 

(6.0.4). Lorsque X varie dans E , la suite spectrale (6.1.3) fournit une suite 

spectrale de pr~faiseeaux, d'o~ en passant aux faisceaux associ~s, une suite spectrale 

P 
de faisceaux. Comme les faisceaux associ~s aux pr~faisceaux Xl ~ H (X,.) sont nuls 

(3.1), cette suite spectrale d~g~n~re et fournit l'isomorphisme annonc~ 

Les foncteurs (M,N) f ~ ~xt~(M,N) , q > 0 , forment un 6-fonc- 

M et la variable N . De mani~re explicite, pour route suite 

> N > N" ) 0 (resp. 0 ) M' ~ M ) M" > O) 

, ~xt~(M,N") ~ > ~xtq~l(M,N ') > ... 

lorsque p # 0 

dans 2). 

Proposition 6.2 : 

teur en la variable 

exacte 0 ~ N' 

on a des lon~ues suites exactes : 

(6.2.1) ... --~ ~xt~(M,N') ---~ ~xt~(M,N) 

(resp. 

(6.2.2) .... • ...... • 8 ) 

Ii r~sulte des propri~t~s g~n~rales des foncteurs Ext q que pour tout objet X 

de E , les fonc~eurs (M,N) I ~ Ext~(X;M,N) , q ~ 0 , forment un 6-foncteur en cha- 

cun des arguments, d'o~ l'assertion, en faisant varier X et en prenant le faisceau 

associ~ (6.1). 

6.3. Soient (E,A) un topos annel~, M un A-Module, Z un ferm~ de E (IV 9), 

U l'ouvert compl~mentaire. On note H°(E,M) le groupe des sections de M dont le 
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support est contenu dans Z (IV 14) et ~(M) le sous-faisceau de M 

sections de M "~ supports dans Z " (IV 14). Lea foncteurs H~(E,.) 

exacts ~ gauche (IV 14). Les foncteurs d~riv~s sont notes H~(E,.) et 

tlvement et appel~s lea ~roupes (reap. falsceaux) de cohomolo~ie de M 

dans Z (x). 

On a des isomorphismes canoniques (IV 14) 

(6.3.1) H~(E,M) "~ HomA(Az,M ) "~ o ~ EXtA(E ;A z, M) 

(6.3.2) H~(M) "~" ~omA(Az,M ) --'~ ~xt~(Az,M ) 

d'o~ des isomorphlames pour tout q ~ 0 

(6.3.3) H~(E,M) --~ Ext~(E;Az,M ) , 

(6.3.4) H_qz(M) --~ ~xt~(Az,M ) 

d~flni par les 

et H~(.) sont 

H~(.) respec-  
support 

On remarquera que A Z ~tant un biModule, les faisceaux Ext~(Az,M) "~ H~(M) sont 

munis canonlquement de structures de A-Module. 

Pour tout objet X de E , notons. Z/X le sous-topos ferm~ de E/X d~duit de 

Z par localisation (c'est le compl~mentaire de UxX ). Par d~finition, on a des iso- 

morphismes canonlques 

(6.3.5) H°(X,H~(M)) ~--- H~/x(E/x,MIX) 

On pose 

(6.3.6) q/x(E/x'MI x) H~(X,M) ~--- H Z 

Compte-tenu de (6.3.2), on a des isomorphismes canoniques 

(6.3.7) H~(X,M) ~--- Ext~(X;Az,M ) 

(x) Comparer avec SC~ 2 I pour le cas des espaces topologiques ordinalres, ainsi 
que l'expos~ de HARTSHORNE clt~ P.80 plus bas. 
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Proposition 6.4. : 

l) La formation des foncteurs H~ commute ~ la localieation. De mani~re precise, 

pour tout ob~et X de E , et tout A-Module M , on a des isomorphismes eanoniques 

(6.4.1) 

2) Le falsceau 

H~(M)f X = ~q (MfX) 
~Z/x 

H_~(M) est le f alsceau associ~ au pr~faisceau X l , H~(X,M) 

3) II existe une suite spectral e : 

(6.4.2) HP~q(E,M) 6==HP(E,H__~(M)) 

Plus$~n~ralement, pour tout objet X d__£e E , il existe une suite spectrale 

(6 .4 .3)  HP~q(X,M) ~HP(x,Hqz(M)) 

On ne fair que traduire la proposition 6.1 ~ l'aide du dlctionnaire 6.3. 

Proposition 6.5 : Avec les notations de 6.3, notons j : U > E le morphisme 

canonlque. Pour tout A-Module M , il existe une suite exacte de faisceaux : 

(6.5.1) O • ~(M) ~ M 7 jx(M]U) > H~(M) > 0 , 

et des isomorphismes pour q ) 2 : 

(6.5.2) H_q(M) --~ Extq-~(Au,M ) -~ Rq-ljx(M[U ) 

On a de plus, une lonsue suite exacte 

(6.5.3) ... .... ) H~(E,M) ) Hq(E,M) ~ Hq(U,M ) ) H~+I(E,M) ~ ... (x) 

et plus g~n~ralement, pour tout objet X d_~e E , on a une 10ngue suite exacte 

(6.5.4) ... , H~(X,M) ) Hq(X,M) ~ Hq(x×U,M) ~ H~+I(x,M) > ... 

Par d~flnltlon de A Z , on a une suite exacte (IV 14) 

(6.5.5) O ~ A U ~ A ~ A Z ) O 

(x) eette suite exacte precise le r$1e des invariants cohomologiques globaux H~(E,N) 
comme des "groupes de cohomologie de E modulo l'ouvert U , ~ coefficient 
dans M " 
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Les foncteurs ~xt~(A,.) sent nuls pour q > 0 . On a ~omA(Au,M)~ Jx(MIU) (IV 14) 

e t  p a r  • ( 6 . 3 . 4 ) .  

La longue suite exaete (6.2.2) fournlt dans ee eas (6.5.f) et (6.5.2). Les suites 

exaetes (6.5.3) et (6.5.4) r~sultent du dictionnaire 6.3 et de la longue suite exacte 

du ~-foncteur Ext,(X; . ,M) , q ~ 0 , associ~e g (6.5.5). 

Proposition 6.6. : 

I) Les ' falsceaux flasques sent acycliques pour les foncteurs H~ et H~(X, . ) . 

2) Le@. foncteurs H~ et H~(X, . ) co~mlutent aux restrictions des scalaires. 

Soit M un faisceau flasque. La suite exacte (6.5.4) fournit des ~gallt~s 

H~(X,M) = 0 pour tout X et tout q > 2 et une suite exacte 

o ~ ,~(X.M) ...... ~ ,°(X.M)• H°(XxU.M) ~ ,~(X.M) , O 

Mais le faisceau 

H~(X,M) = 0 et M tif (4.). Par suite 

falsceaux associ~s, on en d~duit que M 

II est clair que les foncteurs H~ et --z 

M ~tant flasque, le morphisme H°(X,M) ~ H°(X×U,M) est surjec- 

est acyclique pour H~(X;M). En passant aux 

est aeyclique pour le foncteur H~ (6.4). 

H~(X, . ) commutent aux restrictions des sea- 

laires et eomme les faisceaux flasques sent acycliques pour ces deux foncteurs, la 

propri~t~ 2) en r~sulte. 

Proposition 6.7. : Solent (E,A) un topos annel~, Z un ferm~ de E , U l'ouvert 

compl~mentalre, M e_~t N deux A-Modules. II existe des isomorphismes fonctoriels en 

M e_~t N compatibles avec les changements de ferm~s : 

H~(~OmA(M,N)) ~ ~omA(M,H~(N))-~omA(M 0 A Az,N) 

R~sulte de (IV 14) compte-tenu de (6.3.2). 

6.8 On pose 

( 6 . 8 . 1 )  

Le foncteur N | 

Ext~,z(M'N)A : ee sent les faisceaux 

l~°mA, Z (H, N) = H_~ (~OmA(M, N) 

• ~omA, z(M,N) est exact ~ gauche~ Ses foneteurs d~riv~s sent not~s 

~xt ~ supports dans Z . On a done 
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( 6 . 8 . 2 )  Ext~,z(M,N) = ~omA,z(M,N ) 

Posons M Z = M~AA z . II r~sulte de IV |4 que M Z est l'image dlrecte sur E de 

l'image r~ciproque sur Z de M . On a doric, compte tenu de 6.7 des isomorphismes 

( 6 . 8 . 3 )  ~xt~,z(M,N) ~--- ~Xt~(Mz,N) 

Passons malntenant aux invariants globaux. On pose 

(6.8.4) HomA, z(M,N) ffi Ext~,z(E;M,N) ffi H~(E,~OmA(M,N)) 

Le groupe HomA, z(M,N) est le sous-groupe du groupe des morphismes de 

dont le support mt dans Z (IV 14) i.e. qul sont nuls sur 

X de E , on pose pour tout objet 

(6.8.5) 

M dans N 

U . Plus g~n~ralement, 

Ext~,z(X;M,N) = H~(X,~OmA(M,N ) 

Les foncteurs N [ ) Ext~,z(X;M,N) sont exacts ~ gauche. Les foncteurs d~riv~s sont 

notes Ext~,z(X,M,N) . Ce sont les groupes Ext ~ supports dans Z . Les d~finitions 

6.3.6, 6.8.1 et 6.8.5 et les isomorphismes 6.7 fournissent des isomorphlsmes 

o 
(6.8.6) EXtA, z(X;M,N) = 

H°(X,~OmA,Z(M,N) 

o o 
EXLA(X;M,~_Z(N)) 

o 
EX[A(X~Mz,N) 

Le dernier isomorphisme de (6.8.6) fournit des isomorphismes 

(6.8.7) Ext~,z(X;M,N) ~--- Ext~(X;Mz,N) 

Proposition 6 . 9 .  : 

N compatible s avec l) !! exlste deux suites spectrales fonctorielles en M eft 

p+q 
~XtA, z(M,N) 

les chansements de ferm~s 

( 6 . 9 . 1 )  
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2) II existe trois suites spectrales fonctorielles en X , Met N compatibles 

avec les ehansements de ferm~s 

(6.9.2) ~XgA, Z -  -P+q (M,N) ~====.........= ~ '~p~2 q HP(x'~xtq!z(M'N)) " 

L ,.EP.n E,:~(X~M,HqZ(~) ) 2 

3) Les faisceaux 

ci@s aux pr~faiseeaux 

Ext~,z(M,N) sont canoniquement isomorphes aux faisceaux ass 0- 

X| > Ext~,z(X;M,N) 

Lorsque N est injectif, le faisceau ~omA(M,N) eat flasque 4.]0 done acyclique 

pour H~ (6.6) . La premiere suite spectrale de 6.9.1 est une suite spectrale de fonc- 

teurs compos~s (6.8.1). De m~me, lorsque N est injectif, H~(N) est injectif (4.11) 

et la deuxi~me suite spectrale de 6.9.] est une suite spectrale de foncteurs compos@s 

d@duite de 6.7. Les suites spectrales de 6.9.2 sont des suites spectrales de foncteurs 

eompos~s d~duites de la d@finition 6.8.5 et les deux premiers isomorphismes de 6.8.6. 

Enfin, en faisant varier X dans la deuxi~me suite spectrale de 6.9.2 et en prenant 

les faisceaux associ~s, on obtient une suite spectrale de faiseeaux qui d@g~n~re grace 

3.1 et qul fournit les isomorphismes de 3). 

Proposition 6.10 : Les foncteurs (M,N) I > ~xt~,z(M,N) , q ) 0 , e t 

(M,N) I ~ Ext~ z(X;M,N) , q > 0 , sont des 6-foncteurs en ehacune des variables M 

e t N . En notant M U le faisceau M @AA~ (cf. IV II), on a une lonsue suite exacte 

"" , A,Z "" 

et une suite exacte analogue par les groupe R Ext. 

q q 
Les foneteurs ~xt~( . , . ) et Ext,(X; . , . ) forment des 6-foncteurs par 

rapport ~ chacune des variables (6.2) et le foncteur M: M Z est exact car A Z 

est plat (1.3.3). La premiere assertion r~sulte done des isomorphismes 6.8.3 et 6.8.7. 

La suite exacte 6.10.1 et la suite exacte analogue pour les groupes Ext est la longue 

suite exacte du ~-foncteur 

~xt~( • , N) , q ) 0 (resp. Ext,(X; . ,N) , q ) 0 ) 
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relative ~ la suite exaete 0 > M U ~ M ~ M Z ~ O , eompte tenu de 

6.8.3 et 6.8.7. 

6.1 !, Indiquons bri~vement comment on peut ~tendre ees r~sultats au cas des families 

de supports.' Soit E un topos. Pour tout objet X de E d~signons par Fer(X) l'en- 

semble des ferm~s du topos E/X . Cet ensemble est en correspondance biunivoque, par 

passage au compl~mentaire, avee l'ensemble des ouverts du topos E/X , i.e. avee l'en- 

semble des sous-objets de X (IV 8). Le pr~faisceau Fer : X | ~ Fer(X) est en 

fait un U-faisceau ainsi qu'on le v~rifie imm~diatement, il est done representable. En 

d'autres termes, il existe un objet de E nots encore Fer et un ferm~ ZFe r de 

E/Fer tel que pour tout X , tout ~l~ment de Fer(X) se d~duise de ZFe r par un 

changement de base par un morphisme u Z : X ~ Fer uniquement d~termin~ par Z . 

D~finition 6,;2. : On appelle famille de supports de 

l'ensemble des ferm~s de E qui poss~de les propri~t~s_suivantes : 

E un sous-ensemble ~ de 

(Sl) La r~union d'une famille finiefl'~l~ments de ~ appartient ~ ~ . 

(S2) Tout ferm~ de E contenu dans un ~l~ment de ~ est un ~l~ment de 

6.12.1 Soient E un topos , ~ une famille de supports de E , X un objet de 

E . On d~signe par ~(X) la plus petite famille de supports de E/X qui contient 

les ferm~s de E/X d~duits de ferm~s de ~ par le changement de base X ........ > e 

( e objet final de E ). Le foncteur X~ ~ ~(X) est un sous-pr~faiseeau du fais- 

ceau Fer . II est done s~par~. 

6.12.2 On dit qu'une famille ~ de supports de E est de earact~re local si elle 

poss~de la propri~t~ suivante : 

(CL) Pour route famille ~pimorphique (X i ....... > e) , i E I (o3 e est l'objet final 

de E) la suite d'ensembles 

• ~ ~(X i) > H ~(x.× X.) 
i i,j l 

est exacte. 

Soit a~ le faisceau associ~ au pr~faiseeau X | > ~(X) (6.12.1). La condi- 

tion (CL) est ~quivalente ~ la condition que le morphisme canonique ~ > a_~(e) 
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soit une bljection. (cf. la construction du faisceau associ~ dans II dans le cas d'un 

pr~faisceau s~par~). Pour v~rifier (CL) on peut donc se limiter ~ une famille finale 

de families ~pimorphlques (X i ~ e ) , i ~ I . 

Exemple 6. !2.3 : 

I) Soit Z un ferm~ de E . L'ensemble des ferm~s de E contenus dans Z est 

une famille de supports de E . Elle est de caract~re local. 

2) Soit T un espace topologique et ~ une famille de supports paracompactlflants 

de T [7]. La famille ~ n'est pas, en g~n~ral, de caract~re local. 

3) Soient T un espace topologique et p un entier. La famille de # des fer- 
P 

m~s de T de codimension de Krull ~> p, est une famille de supports de T . Elle est 

de caract~re local. 

4) Soit E un topos poss~dant la propri~t~ suivante : route famille ~pimorphi- 

que (X i ~ e ) , i E I , est major~e par une famille ~pimorphique finie. Alors 

route famille de supports de E est de caract~re local. En effet, en utilisant 

l'exemple I), il suffit de montrer qu'une limite inductive filtrante ~ 

de families de caract~re local est une famille de caract~re local, ce qui r~sulte 

i~m~diatement du passage ~ la limite inductive sur la suite d'ensembles 

~ ~ ~ ~(x i) ~- ~ ~ (X i × xj) , 
i i,j 

o~ (x i ) e), i ~ I , est une famille ~pimorphique finie. En effet d'apr~s 6.12.2 

et l'hypoth~se sur E , on peut se limiter ~ des familles ~pimorphiques finies pour 

v~rifier les conditions (CL) et comme les limites inductives filtrantes commutent aux 

limites projectives finies (I 2), l'exactitude de ces suites d'ensembles est conserv~e 

par passage ~ la limite inductive. 

5) Soit 

de support de 

E un topos coherent (VI 2.3). Alors d'apr~s ce qui precede route famille 

E est de caract~re local. 

6.]3 Solent (E,A) un topos annel~, # une famille de supports de E , N un 

A-Module (~ gauche pour fixer les idles), X un objet de E . On pose 
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(6 .13 .1 )  H~(N) = l lm H~(N) Z-W -- 

(6.13.2) H~(E,N) ffi l i~  H~(E,N) 
Z G 0  

Solt M un A-Module ~ gauche, on pose : 

(6.'3.3) ~xt~,0(M,N) =~omA, 0(M,N) = lim ~xt~,z(M,N) , 
Z~'~ 

(6.13.4) Ext~,0(X;M,N) ffi HOmAIX, 0(x)(MIX,NIX) ffi lim Ext~,z(X;M,N ) 
z~ 

On a des isomorphismes canonlques : 

(6.13.5) ~XtA, 0(M,N) ---~ .~ ([XtA(M,N)) , 

(6.13.6) Ext~,o(X;M,N) -~ H°((X,~xt~(M,N)) 

Lorsque @ est la famille des ferm~s contenus dans un ferm~ 

phlsmes : 

(6.13.7) 

Z , on a des isomor- 

H O N o 

H o ~ o 
0 -- H Z 

0 0 
~XtA,~(. , • ) "~, EXtA,Z( • , • ) 

O O 
EXtA,~(X; • , • ) ,~ EXtA,z(X; • , • ) 

qui d~finlssent les foncteurs precedents sont filtrantes. Par Les llmites inductives 

suite ces foncteurs sont exacts ~ gauche. Leurs foncteurs d~ri~s droits sont notes : 

(6.13.8) , ,  xtl0(, > Ex<0 x , > 

pour Z parcourant 0 . 

Des isomorphis~s 6.13.5 et 6.13.6, on tire deux suites spectrales par passage 

la llmite inductive sur la premiere suite spectrale de 6.9.1 et la premiere suite 

spectrale de 6.9.2 : 
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(6.13.9) ~,.X~A, @ , 

(6.13.10) ~XCa, ¢ -  ~P+q (X;M,N) <, -2RP'q = H~(X,~xt~(M,N) 

6.14 Avec les notations de 6.13, on a, sans hypoth~se sur ~ , un morphisme fonc- 

toriel 

(6.14,1) 0 : H~(N) ) H°(E, _~(N)) 

Ce morphisme est toujours injeetif mais n'est pas en g~n~ral un isomorphisme. Cepen- 

dant, si ~ est de caract~re local, le morphisme 8 est un isomorphisme ainsi qu'on 

le v~rifie i~diatement. De m~me si ~ ese de caract~re local, 

o 
0' : EXtA,~(E;M,N) ~ H°(E,Ext ,~(M,N)) 

: Soient (E,A) un topos annel~, tel que E 

on a un isomorphisme 

(6.14.2) 

Proposition 6.15 

une famille de supports de E , M e_~_t N 

soit coherent (Vl 

deux A-Modules. II existe deux suites 

~ectrales : 

(6.15.I) 

(6.15.2) 

Ces suites spectrales se d~duisent d~ la suite spectrale 6.4.2 et de la deuxi~me 

suite spectrale 6.9.2 par passage ~ la limite inductive sur les ferm~s Z de ~ , 

compte tenu de ce que la cohomologie d'un topos coherent commute aux limites inducti- 

ves de faisceaux (IV 5). 

6.16 Signalons, sans d~monstration, qu'on peut ~tendre au cas des famille de supports 

la deuxi~me suite spectrale de 6.9.1 et la troisi~me suite spectrale de 6.9.2 (avec 

X = objet final de E ) en supposant que le topos E est coherent et que le Module 

M est parfait [13]. 

Enfin on peut aussi g~n~raliser la notion de famille~de supports en introduisant 

les pr~faisceaux de families de supports, les faisceaux de families de supports et les 
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(*) 
groupes et faisceaux de cohomologie correspondants 

7. Appendice : Cohomolo~ie de Cech, 

En d~veloppant une idle due ~ P. Cartier, on montre dans ce paragraphe comment 

on peut dans un topos quelconque, calculer la cohomologie d'un faisceau ~ l'aide de 

recouvrements. Pour la th~orie classique des espaces paracompacts, on renvoit ~ [TJ ; 

pour une autre m~thode qui s'applique ~ certains topos, et en particulier au topos 

~tale, voir [14]. 

7.1 Squelette et cosquelette 

7.1.0 Soit ~ la categoric des simplexes types (les objets de & sont les ensem- 

bles ordonn~s A = [0, ...,n] les morphismes sont les applications croissantes). 
n 

Soient E un U_-topos et 6(E) de categoric des pr~faisceaux sur ~ ~ valeur dans 

E , autrement dit la categoric des ob~ets $emi-sim~liciaux de E . D~signons par 

A[n3 la sous-cat~gorie pleine de ~ d~finie par les objets Ap , p ~ n , par 

i : ~[n~ ~ A le foneteur d'inclusion et par ~ E En ] la cat~gorie des pr~- 
n 

faisceaux sur ~[n] ~ valeur Hans E , autrement dit, la cat~gorie des 0Diets semi- 

simpliciaux tronqu~s ~ l'ordre n de E . D'apr~s 1 5.|, on a une suite de trois fonc- 

teurs adjoints (I 5.3) 
i 
nl 

i 

n~ 

nO le foncteur i x est le foncteur restriction ~ la categoric £~n] , et nO les fonc- 
n 

teurs in~ et in!" sont respectivement ses adjoints ~ droite et ~ gauche. On notera 

que ~ E et 6 KEn] sont des _U-t°p°s (IV 1.2) et que (i T,inx) est un morphisme 

de topos (IV 3.1) qui est un plongement de £ E In] dans ~ E (I 5.6 et IV 9.1.1). 

(~) of. [I~ chap. IV, § I (Lecture Notes 20, Springer) pour le d~veloppement de ces 
notlons sous forme de fugue avec variations. 
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D~finition 7.|.] : On note sk n (resp. cosk n) et on appelle foncteur squelette 

d'ordre n (resp. foncteur cosquelette d'ordre n) le foncteur in!in ~ ) (resp. inxiXn ) 

de ~E dans ~E . 

Les foneteurs squelette et cosquelette sont d'un usage constant en th~orie 

des ensembles semi-simpliciaux [3J. 

Proposition 7.1.2 : 

l) Le morphisme d'ad~onction sk n > id 

phismes canoniques sk sk > sk (resp. eosk 
n m n n 

phismes lorsRue n ~ m (resp. n ~ m ). 

est un monomorphisme. Les mor- 

cosknCOSk m) sont des isomor- 

2) Soit u : E > E' un morphisme de topos. Le foncteur u x , prolong~ 

aux objets semi-simpllciaux et semi-simpllciaux tronqu~s, commute aux foncteurs 

in! , i n , sk n , cosk n 

La premiere assertion r~sulte imm~diatement des d~finitions. Pour d~montrer 

2), il suffit de constater que, d'apr~s 1 5.1 les foncteurs in! .. eosk 

culent ~ l'aide de limites induetives et de limites pro~ectives finies. 

se cal- 

7.2 Un lemme d'acyclicit~ 

7.2.0 Soit M un groupe ab~lien de E • L'homolo~ie d'un objet semi-simplicial 

K de E , ~ coefficients dans M , se d~finit de la mani~re usuelle : On consid~re 

d'abord A(K) , le groupe semi-simplicial ab~lien libre engendr~ par K , puis on 

forme le produit tensoriel M @ z A(K) ; on obtient ainsi un groupe semi-simplicial 

ab~lien de E . On consid~re alors le complexe de groupe ab~lien associ~ (en formant 

la somme altern~e des op~rateurs bord) et on en prend l'homologle. Les objets d'homo- 

logie sont notes Hi(K,M) . Ce sont des groupes ab~liens de E.. Lorsque M est le 

groupe Z E (groupe ab~lien libre engendr~ par l'objet final de E ), on note plus 

simplement Hi(K) . Les groupes Hi(K) sont appel~s les groupes d'homo!ogie de K . 

On dlt qu'un objet semi-simplicial K est acyclique si pour tout groupe ab~lien M 

de E , les groupes Hi(K,M) sont nuls (i > O) ou, ce qui est ~qulvalent, si les 

groupes Hi(K,M) sont nuls (i > 0). 

La formation de l'homologle commute aux images r~ciproques par les morphismes 
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de topos. 

Le but de ce num~ro est de prouver le lem~e suivant : 

Soient E un topos, K. e~_t L. deux objets semi-simpliciaux de E , Lemme 7.2.] : 

v. : K. ~ L. un morphisme d'objets semi-simpliciaux, n un entier ~ 0. On suppose 

que le morphisme v poss~de les propri~t~s : 

.... : K ~ L est un l) Pour tout entler p < n (p > O) le morphlsme Vp P P 

isomorphisme. 
v 

2) Le morphisme K n n ~ Ln est un ~pimorphisme. 

3) Les morphismes canoniques K. > eoskn(K.) , L. ~ coskn(L. ) sont 

des isomorphlsmes. 

Alors, pour tout entier p , le morphisme v est un ~pimorphisme et le morphisme v. 
P 

induit un isomorphisme sur les objets d'homologie. 

Remarque : La d~monstration montre en fair, qu'en adoptant une d~finition convenable 

de l'homotople dans les topos, le morphisme v. est une ~quivalenee d'homotopie. 

Preuve : On peut supposer que E est le topos des faisceaux sur un petit site C 

(IV I) et que par suite E est un sous-topos d'un topos E' ayant suffisamment de 

foncteurs fibres (par exemple le topos C ~ ). Notons a x : E' . ~ E le foncteur 

image inverse par le morphisme de plongement E ¢ ~ E' . Soit 

v.[n] : K.[n] > L.[n~ 

le morphisme d'objets semi-simpliciaux tronqu~s obtenu en tronquant v. 

Notons L. [nJ' l'image [dans E' ) de K. ~] par v. In], v. ~]' : K. In] 

le morphisme induit par v.[n] . Posons L! = inle.[n]' , K! = inlK.[n ] , 

v! = inxV.[n ]' (le foncteur inx est ici relatif ~ E' ). D'apr~s l), le morphisme 

v! : K! • L! poss~de les propri~t~s l), 2), 3) du lenmae. De plus, d'apr~s 2), 3) 

et 7.1.2, le morphisme aXv! n'est autre que v. . II suffit done de d~montrer le 

lemme pour v! et par suite on peut supposer que E poss~de suffisarm~ent de fonc- 

teurs fibres ; done, en utilisant ees foncteurs fibres, on peut se ramener au cas o~ 

E est la cat~gorie des ensembles. 

On constate tout d'abord que les hypotheses du lemme sur le morDhisme v. 

l'ordre n . 

L. [nJ ' 
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sont stables par tout changement de bases M. ~ L. o~ M. est un cosquelette 

d'ordre n . Par suite la fibre P. de v. en un point base quelconque de L. est 

du type i P. [n~ o~ P.[n] est un complexe non vide tronqu~ ~ l'ordre n de la 
nx 

forme 

(7.2.2) P re )e ..... >e ~... >e 
n 

Notons, pour tout entler i , 6 A. l'ensemble semi-simpliclal bord du simplexe A. 

Tout morphlsme de 6A. dans P. se prolonge en un morphisme de 4. dans P. . En 
~i --i 

effet, la propri~t~ est ~vidente sl i ) n car P. est un cosquelette d'ordre n et 

elle est claire pour i ( n d'apr~s la description 7.2.2. Comme P. est un complexe 

de Kan, P. est homotopiquement trivial [~. Notons que le morphisme v. est une 

fibration au sens de Kan [~. Comme les fibres de cette fibration sont homotoplque- 

ment triviales, v. indult un isomorphisme sur les groupes d'homotopie de K. et 

L. en tousles points bases de K. . D'apr~s le th~or~me d'Hurewitz, ceci implique 

que v. induit un isomorphisme sur l'homologie [6]. Ceci d~montre la deuxi~me asser- 

tion du lemme. Pour d~montrer la premiere assertion, on remarque que tout morphisme 

d'un complexe tronqu~ ~ l'ordre n dans L.[n] se rel~ve en un morphisme dans 

K.[n3 . Par suite, d'apr~s 3), tout morphisme d'un complexe dans L. se rel~ve en 

un morphisme dans L. .Donc v. est surjectif. 

7.3. Hyper-recouvrements 

7.3.0 Soit C un site, appartenant ~ l'univers U , o~ les prodults fibres et les 

produits de @eux objets soient repr~sentables. D~signons par C A le topos des U-pr~- 

faisceaux sur C et par C ~ le topos des U-faisceaux sur C . Un objet K de C A 

est dit seml-repr~sentable s'il est isomorphe ~ une son, he directe de pr~faisceaux 

repr~sentables. 

Soit SR(C) la sous-cat~gorie pleine de C ̂  d~finie par les objets semi-repr~senta- 

bles. Dans la cat~gorie SR(C) les limites projectives pour des categories d'indices 

flnies non vides sont repr~sentables, et le foncteur d'incluslon SR(C) ~ , C ̂ 

commute ~ ces limites projectlves finies. D'apr~s une remarque d~j~ faite, on en d~duit 

que si K. est un objet semi-simpllcial tronqu~ ~ l'ordre n de C ̂ dont tousles 
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objets sont semi-repr~sentables, le prolongement 

Donc sl K. est un objet semi-slmpllclal de 

repr~sentables, alors pour tout n , l'objet 

7.3.1 D~flnitlons et notation 

.+ 
In(K. ) poss~de la m~me proprietY. 

C ̂ dont tout les objets sont semi- 

eosk (K.) poss~de la m~me proprietY. 
n 

7.3.1.I Soit p > 0 un entier. Un objet semi-simplicial K. de C A est appel~ un 

p de C , ou lorsqu'aucune confusion n'en r~sulte, un 

p , s'il poss~de les propri~t~s suivantes : 

Pour tout entier n ~ 0 , K n est semi-representable. 

Le morphisme canonlque K. > cosk (K.) est un isomorphisme. 
P 

Pour tout entler n ~ 0 le morphisme canonique de pr~falsceaux : 

> (cOSkn(K.))n+ l est un isomorphisme couvrant de pr~faisceaux (II 6.2), 

hyper-recouvrement de type 

hyper-recouvrement de type 

HRI) 

HR2) 

RR3) 

K+1 
Le morphisme canonique de pr~falsceaux K > e , o0 e est l'objet final de C A , 

o 

est un morphisme couvrant de pr~falsceaux. 

7.3.1.2 Un hyper-reeouvrement de type p est un hyper-recouvrement de type q pour 

tout q > p . Un objet semi-simpllclal K. sera appel~ un h[per-recouvrement (de C ) 

s'il poss~de les propri~t~s }IR l) et HR3). 

7.3.1.3 On d~signera par HR (resp. HR) et on appellera cat~gorie des hyper- 
P 

recouvrements de type p (resp. cat~gorie des hyper-recouvrements) la cat~gorie 

sulvante : 

a) Les objets de HR (resp. HR ) sont les hyper-recouvrements de type p (resp. 
P 

les hyper-recouvrements). 

b) Soient K. et L. deux objets de HR (resp. KR ). Un morphlsme de HR 
P P 

(resp. HR ) de source K. et de but L. est un morphisme v. : K. > L. d'objets 

semi-slmpliciaux de C" 

7.3.1.4 Soient C un site o7 les produits fibres soients repr~sentables et X 

objet de C ° Un hyper-recouvrement de X (resp. un hyper-reoouvrement de type 

de 

un 

P 

X ) sera un hyper-recouvrement du site C/X (resp. un hyper-recouvrement de type 

de C/X ). On d~finlt de m~me la cat~gorie des hyper-recouvrements de X (resp. 
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du hYper-recouvrement de type p de X ). On a une suite de foncteurs d'inclusion : 

• ~ HR t > . ~ > HR ... HRp p+l "" 

Ces foncteurs sont pleinement fiddles. Nous noterons HR® la limite inductive des 

categories HR 
P 

7.3.1.6 D~signons, pour tout entier n ~ 0 , par A c l'objet semi-simplicial type 
--n 

de d i m e n s i o n  n ~ v a l e u r  darts l a  c a t g g o r i e  d e s  e n s e m b l e s ,  i . e .  l e  f o n c t e u r  su r  • 

repr~sent~ par l'ensemble ordonn~ [O, n] . On d~signe par A c le pr~faisceau sur --n 

C (~ valeur dans la cat~gorie des ensembles semi-simpliciaux constant de valeur A 

Le pr~faisceau A c est donc un pr~falsceau d'ensemble semi-slmpliclal. Les deux injec- 

tions canoniques de A ° dans A 1 d~finissent deuxmorphismes de pr~faisceaux semi- 

slmpliciaux : 

e 0 
- -  - - ]  

e 
1 

et d~finissent, par suite, pour tout pr~faisceau semi-simpllcial 

canoniques : 

K. ~ K. × A7 
e 

1 

Deux morphlsmes K. 

morphismes homotopes 

K. , deux injections 

u o > 
L. de pr~falsceaux semi-simpliciaux sont dits 

u I 
s'il exlste un morphisme 

C • L. v : K. x A| 

tel que les diagrammes : 

K. 
e, 
i 

/ 
L. 

C 

i = 0,~ 
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soient commutatlfs. Le morphisme v est appel~ une homotopie reliant Uo --~ u| . La 

relation : u ° et Ul sont deux morphismes homotopes de K. dans L. , n'est pas, 

en g~n~ral, une relation d'~quivalence. Cependant la relation d'~quivalence engendr~e 

par cette relation est compatible avec la composition des morphismes. Cela nous permet 

done de d~finir la cat~gorie des pr~faisceaux semi-simpllciaux ~ homotopie pros, en 

passant au quotient par la relation d'~quivalence engendr~e par la relation d'homo- 

topie. 

7.3.1.7 On d~flnit ainsi les categories HR , ~ HR , categories des hyper- 

recouvrements ~ homotopie pr~s. 

Th~or~me 7.3.2 Solt 

I) La cat~gorie H_R e (resp. HR = ) est filtrante ---p 

2) Soient K. un objet de HR (resp. d__ee HR ), 
P 

(resp. 0 $ n ), e_!t 

C un site satisfalsant aux conditions 7.3.0. 

(I 2.7). 

n un entier tel que 0 6 n ~ p 

u : X ~ K 
n 

un morphlsme couvrant de pr~faisceaux. II existe un objet L. d__ee HRp (resp. de HR ) 

et un morphlsme f : L. • K. , tels que le m orphisme 

f : L ~ K 
n n n 

se factorlse par u 

3) Les faisceaux semi-simpliciaux associ~s (II 3.5) aux hyper-recouvrements sont 

acycllques (7.2.0) en de~r~s strictement positifs. L_ee 0-~me faisceau d'homologie est 

isomorphe au falsceau associ~ au faisceau constant Z 

Preuve : D~montrons 3). Soit K~ le faisceau semi-simplicial associ~ ~ K.. Le fone- 

teur "falsceau associ~" commute au foncteur cosk (7.1.2. 2)). Par suite le faisceau 
n 

semi-simplicial K. poss~de les propri~t~s suivantes : 

a) Le morphisme canonlque K 0 ~ e est un ~pimorphisme de faisceaux. 

b) Pour tout entier n > 0 , le morphisme canonlque Kn+ ! ~ (coSkn(K.))n+ ! est 

un ~pimorphisme de faisceaux. 

Posons alors, pour n ~ 0 , L. = cosk K? On a alors, pour tout n , une 
n n 

suite de morphismes de faiseeaux semi-simpliciaux : 

55 



54 v 

v v 0 
n • > L. 0 > e. K ~. Un ~ L. n L.n_ | ... 

et pour tout j , 0 ~ j ~ n , vj poss~de les propri~t~s de 7.2.1. De plus, le morphisme 

u n induit un isomorphisme sur les composants de degr~ ~ n . On d~duit alors de 2.1 

par r~currence sur n , que K. est aeyclique. 

Pour d~montrer I) et 2) nous introdulrons une terminologie. 

D~finltlon 7.3.3 : Soit f : X. • Y. 

ciaux. On dit Rue f est sp~clal de type p 

un morphisme de pr~faisceaux semi-simpli- 

(resp. special) s_L : 

I) Les ob~ets X. e_..tt Y. sont canoniquementisomorphes ~ leurs cosquelettes 

d'ordre p e_~t cOSkp(f) = f (resp. pas de conditions sur f , X" e tt Y" ). 

2) Pour to utentier n tel que 0 ~ n ~ p (resp. 0 ~ n ), le morphlsme ~n+l 

fi~urant dans le dia~ramme ci-apr~s est couyrant : 

Xn+ I 

~]Pn÷l . /  
( c ° S k n X " )  n÷ 1 

fn+ I 

(c°Skn f) n+ 1 

Yn+ I 

(c°SknY") n+ 1 

(Les fl~ches verticalas sont d~finies pa X les morphismes canoniques 

__ Y. • L'objet Pn+l est le produit fibr~ et X. • cosknX, et Y. ~ cosk n 

~n+l est !'unique fl~che rendant le dia~ramme commutatif). 

3) Le morphisme f0 : X0 ~ Y0 est couvrant. 

Un pr~faisceau semi-simplicial K. est dit special de type p (resp. 

sp~clal) si le morphisme canonique : 

K. ------~e. ( e. est l'objet seml-simplicial final) 

est sp~cial de type p (resp. special), i.e. si 

et HR 3) (resp. HR 3)) de 7.3.1.1. 

K. satisfait les conditions HR 2) 
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Lemme 7.3.4 : 

I) Le compos~ de deux morphismes sp~ciaux (resp. sp~ciaux de type p )est un 

morphisme sp~clal (resp. sp~cialde type p ). 

2) Soient K. un pr~faisceau semi-slmplicial special (resp. special de type p ), 

f 
X. • Y. un morphisme special (resp. special de type p ) et u : K. ~ Y. 

un morphisme de complexes. A!ors le produit fibr~ P. = K. x y.X. est special (reap 

special de type p ). 

La preuve de ce lemme eat laiss~e au lecteur. 

7.3.5 D~monstration de l'assertion 2) de 7.3.2.: On peut tout d'abord supposer 

que X est semi-representable. Pour tout objet semi-simplicial L. , d~signons par 

HOm(x)(L.,K.) l'ensemble des morphismes d'objets semi-simpliciaux munls d'une facto- 

risation Ln ~ X u > Kn . Le foncteur Hom(x)( . , K. )est representable. 

En effet ce foncteur transforme les limites inductives en limites projectives, et la 

categoric ~(C ̂ ) est un topos. On d~signera par P un objet qui repr~sente ce font- 

.+ 
teur. Pour un objet Z de C ̂ , d~signons de m~me par 3n(Z) l'objet qui repr~sente 

le foncteur. L. : ~ Hom(Ln,Z) sur ~C ̂  , dont la construction par ~im est explicit~e 

dans III 1.1. On constate ici que cette construction ne fair intervenir que des ~im 

.+ 
finies, d'o~ on conclut aussitSt que 3n transforme pr~faisceaux semi-repr~sentables 

en pr~falsceaux semi-simpliciaux ~ composantes semi-repr~sentables, et morphismes 

couvrants Z' ~ Z en morphismes sp~ciaux (7.3.3). 

Par d~finition de P. , on a un carr~ cartfisien : 

P. ~ j+(X) 

• ,+ 

D'apr~s ce qu'on vient de signaler, lea objets seml-simpliciaux j+(X) et 3n(K n) 

sont semi-repr~sentables et le morphisme j+(u) est un morphisme special de type 

Ii suffit alors pour conclure d'appliquer 3.4. et le sorite 7.3.0. 

n • 
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7.3.6.0 Soient M. et N. deux pr~faisceaux semi-slmpllciaux. Le foncteur : 

L. | > Hom(L. x M. , N. ) 

est representable. Le pr~faisceau semi-simplicial qui le repr~sente sera not~ 

~om.(M.,N.) . 

Le prfifalsceau composant de degr6 

isomorphism canonique 

~o. (M.,N.) 
n 

n de cet objet sera not~ ~om (M.,N.) . On a un 
n 

Letmm 7.3.6 : Soit 

M. ~ ~ N. 

l T 
Skn -~+AC 1 • u : _A n+C 1 (u l'injectlon canonique) 

un dia~r,mm~ co-cartfisien de pr6faisceaux semi-simpllciaux. 

Pour tout hyper-recouvrement L. , le morphisme : 

~Omo(N.,L.) >~Omo(M.,L.) 

est couvrant. 

Preuve. On a un dlagramme cartfisien : 

~om (N.,L.) >~om (M.,L.) 
o O 

gOmo(A~C+l,L.) (x) > ~Pmo(Skn A~+I,L.C ) 

II suffit done de montrer que le morphisme (x) est couvrant. Or le morphisme (x) 

est isomorphe au morphisme : 

Ln+ ! ~ (cosknL. )n+  l 

qui eat couvrant par hypoth~se, e.q.f.d. 

7.3.7. D~monstration de l'assertion I) de 7.3.2. : Le prodult de deux objets HR 
P 

(reap. de RR ) est encore un objet de fiR (resp. de HR ) (7.3.4). Pour d~montrer 
P 

que la cat~gorle HR ° (resp. HR ° ) est filtrante, il suffit de montrer qu'~tant ---p 
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donn~s deux m o r p h l s m e s  de HR 
P 

(resp. Hit ) 

u o 
K. > L. 

u I 

il existe un morphisme v : M. > K. de Hit 
P 

~es : 

(resp. de HE ) tel 

u v o > 
M. ~ L. 

UlV 

q u e  l e s  m o r p h l s -  

c 
soient homotopes, i.e. tel qu'il existe w : M. x ~I 

les d i a g r a ~ a e s  

L. rendant c o m m u t a t i f s  

(x) 

e° c 
M. I ~M. XA_l vl l- 

U. 1 
K. > L. i = 0, I 

Soit alors, pour tout objet semi-simplicial M. de C ̂ (non n~cessairement un hyper- 

recouvrement), F(M.) l'ensemble des couples (v,w) : v : M. ~ K. , 

c w : M. x ~l • L. tels que les diagrammes (x) solent commutatifs. Le foncteur 

M. | • F(M.) est un foncteur contravariant en M. qui transforme les limites 

inductives en limites projectiles, et qui par suite est representable par un objet 

semi-simpliclal F. . L'objet F. est ~vldemment le sommet d'un diagramme cart~slen : 

A C F. -.--~F~m. ( ~ I , L . )  

K. ~ L- ×L. 
~o,ul 

o~ ~ est d~fini par les deux inclusions de A c dans c --o ~l " Ii suffit donc, pour 

d~montrer l'assertion, de montrer que F. est un objet de HE (resp. de HE) et pour 
P 

cela, d'apr~s 7.3.4.2) et le sorite 7.3.0, il suffit de montrer que 
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a ) ~ o m . ( A _ l , L . )  est s e m l - r e p r ~ s e n t a b l e  , 

b) le morphisme w est special de type p (resp. special). 

On v~rifie tout d'abord imm~diatement que ~om.(A_l,L.) est un objet semi- 

simplicial semi-representable. En effet les composantes de cet objet se calculent par 

limites projectives finies ~ partir des L , et par suite sont semi-repr~sentables. 
n 

V~rlflons maintenant b). Tout d'abord on montre que, lorsque L. est special de type 

p , le morphisme 

e s t  un i somorph isme  ; ce qu i  permet  de v ~ r i f i e r  l a  p r o p r i ~ t ~  1) de 7 . 3 . 3 .  E n s u i t e ,  l e  

morphlsme : 

c 
~o : °mo(Al'L')-- ~ Lo × Lo 

es~ isomorphe au morphisme canonique : 

(do,d I) 
× L L1 :~ Lo o 

qui est couvrant par hypoth~se ( L. est hyper-recouvrement). 

II reste done ~ v~rlfier la propri~t~ 2) de 7.3.3, i..e. ~ v~rifler que ~ n , dans 

le diagr amme 

~om. (A~,L.) n+l 
n+l -- .~ Ln+ l x Ln+ ! 

Pn+l 

~~(cO~kn~)n÷ 
(coskn~Om.(A__~,L.))n+ ! . . . .  [ ~ (cosknL.)n+ l × ( cosknL . )n+  ! 

( Pn+| est le produit fibre), le morphisme Cn+l 

functors chasing" simple montre que : 

Pn+l ~) ~mo(Skn+l(A-~C+l x AI),L. ) 

est couvrant. Or un "adjoint 
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et que le morphisme %n+l 

'~:~mo( -n+l Ac x --A~'L') 

provenant de l'injection 

Skn+l( c A_~ ~ c c 

Ac c 
Or il existe une suite de sous-objets de --n+l x hl 

(ACorn x ~C) = M " /  ~ MI' ' ' ' ' "  Skn+ I + I  -- o 

telle qua pour tout o ~ i ~ k , le morphisme 

M.'1 ~ Mi+l 

s'ins~re dans un dlagramme cocart~sien : 

est isomorphe au morphisme 

> ~:~m O(skn*l(~.~+l × ~_~),L.) 

A C x c 

M i " ~ Mi+ ] 

t T 
c ¢ ,. & c  

Skn+ l  ~ n+2  - -  n+2 

(On ajoute l'un apr~s l'autre les simplexes non d~g~n~r~s de dimension n+2 de 

n+l x A I ). D'apr~s 7.3.6 le morphisme ~n+l est un compos~ de morphismes cou- 

vrants et par suite est lui-m~me couvrant, ce qui ach~ve la d~monstration de 7.3.2. 

7.4. Le th~or~me d'isomorphisme 

7.4.0 Solt F un pr~faisceau en groupes ab~liens sur un site C satlsfalsant ~ la 

condlflon 7.3.0. Pour tout hyper-reeouvrement K. , on posera : 

Hq[K.,F) - Hq(Homc^(K.,F)) 

Les Hq(K.,F) forment un 6-foncteur sur la cat~gorie des pr~faiceaux ab~liens sur 

C , mais ils ne sont pas, en g~n~ral, les foncteurs d~riv~s du foncteur H°(K.,F) • 
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Posons alors : 
r 
Z~ 

( 7 . 4 . 0 . 1 )  H (C,F) 

et 

= ii~ H q (  . , F) 
HR 

r 

(r peut ~tre infinl) 

( 7 . 4 . 0 . 2 )  Hq(C,F) = l i ~  Hq( . , F) 
HR 

v 
Les Hq(C,F) ( r e s p .  Hq(C,F))  f o rmen t  e n c o r e  un 6 - f o n c t e u r  c a r  l a  c a t ~ g o r i e  HR ° - - p  

( r e s p .  HR ° ) e s t  f i l t r a n t e  ( 7 . 3 . 2 ) .  Comme l e s  c a t e g o r i e s  HR ne s o n t  pas  n ~ c e s s a l -  - -  - - -p  

rement des U-categories, ces 6-foncteurs sont ~ valeurs dans la cat~gorie des V-groupes 

ab~llens, pour un univers V convenable. 

Supposon~ maintenant que le pr~faisceau F soit un falsceau. Comme le 

falsceau semi-simplicial associ~ ~ un hyper-recouvrement est acyclique (7.3.2), on a 

une suite spectrale fonctorielle en F et en K. : 

( 7 . 4 . 0 . 3 )  
p+q HP(K.,~q(F)) ==ffi'=~ H (C ,F) 

D'o~, en passant ~ la limite, des suites spectrales : 

r 
~P(C,~q(F)) ~fffiffiffi=~ HP+q(C~,F) 

(7.4.0.4) 

~p p+q 
H'(c,~q(F)) ~ H (C ,F) 

Th~or~me 7.4.1. : Soient C un site satisfaisant la condition 7.3.0, 

ab~lien sur C . 

I) Les suites spectrales (7.4.0.4) d~finissent des isomorphlsmes 

r 

~q(C,F) > Hq(C~,F) , q ~< r+l 

F un faisceau 

e tun monomorphisme 

r 

~r+2(C,F) ) Hr+2(C~,F) . 
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2) On a un isomorphlsme de 6-foncteurs : 

V ~ ~q 
Hq(C,F) , (C,F) H (C ,F) (pour tout q ) 

3) Soient G un pr~faisceau de ~roupes ab~liens et 

exlste des isomorphlsmes de foncteurs : 

r 

Vq 
H (C,G) ~ Hq(C~,F) , 

F le faisceau associ~. II 

q ~ r - I  

et un monomorphisme : 

r 

Hr (C,G) ) Hr (C~,F) 

Lorsque G est un pr~faisceau s~par~, ce dernier morphisme est un isomorphisme et il 

existe un monomorphisme : 

r 

~r+l (C,G) '~ H r+l (C~,F) 

4) On a des isomorph,,i,,,smes : 

Hq(C,G) ~ ~ ~ q Hq(G,G) ~ g (C ,F) (tout q) 

Preuve.: Ii suffit de montrer que sl N est un pr~falsceau ab~lien dont le faisceau 

associ~ est nul, on a q(C,N) = 0 pour q ~< r (resp. Hq(C,N) = 0 pour tout q ) ; 

ce qui se falt imm~diatement en utilisant 3.2. 

Remarque 7.4.2 : 

l) On notera que pour les sites satlsfaisants ~ la condition de 7.3.0, les hyper- 
o 

recouvrements de type 0 sont les recouvrements ordlnaires et les foncteurs Hq ne 

sont autres que les foncteurs ~q introduits en (2.4.5.1) . 

2) Solt C un site ~ limites projectives finies repr~sentables tel que pour tout 

objet X de C et toute famille couvrante (X i ~ X) , i ~ I , il existe un i ° 

I tel que X i -------~X soit couvrant. On peut montrer alors que les hyper- 
o 

reeouvrements de type p dont les composants sont repr~sentables sont cofinaux dans 

HR . De m~me, les hyper-recouvrements K. tels qu'il existe un entier p tel que 

K. soit de type p et tels que les composants de K, soient repr~sentables, sont 
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cofinaux dans HR . (On peut le d~montrer en s'inspirant de 3.5). Ces hyper-recouvre- 

ments ~ composants repr~sentables suffisent donc, dans le cas envisage) pour calculer 

la cohomologle des falsceaux associ~s aux pr~faisceaux. 

8. Appendlce. Limites inductives locales. (par P. Deligne) 

Le r~dacteur recon~nande au lecteur d'~viter, en prlncipe, de lire eet appen- 

dice. II expose une technique qui permet parfois d'~tendre ~ des topos n'ayant pas 

assez de points des assertions que l'existence de points rend trivlales. Cette techni- 

que permet d'obtenir une variante falsceautique du th~or~me de D. Lazard affirmant que 

les modules plats sur un anneau sont les limites inductives de modules lihres de type 

fini, 

8.1. Cat~$ories localement filtrantes 

8 . 1 . 0  

on utilisera les notations suivantes 

- Pour U ~ Ob ' ~U est la categoric fibre O-I(U) 

- Pour f : U > V dans ~ et ~, ~ ~ Ob ~ tels que 

p(~) = V , on pose 

Si 63 est une categoric et si p :~ • ~ est une categoric sur ~ , 

p(~) = U e t  

-I 
Homf(l,U) = p (f) , o~ p : Hom(l,~) ...... ) Hom(U,V) • 

D~flnitlon 8.].!. Soit ~ un site. On appelle categoric localement co-filtrante 

(ou localement filtrante ~ gauche) sur ~ une categoric p :~ > ~ sur 

telle que : 

(~0) Quels que soient f : U > V dans ~ e__~t ~ ~ Ob ;~$ , il existe % 

Ob "~V tel ~ue Homf(%,B) # ~ , 

(~|) Quels que soient U ~ Ob ~ et la famille flnie (~i) d'objets de . ~U ' 

il existe un recouvrement f. : U. > U de U et des oSjets ~j ~ Obj. tels 
3 3 -- 3 

que pour tout i e t j , on alt Homf. ( ~j , h i) # ~ , 
J 
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(~#2) quelles que soient f : U 

(@o,@i):~ ~ ~ au-dessus de 

d_~e V et des fl~ches ~j de but 

V dans ~ et la double fl~che 

f , il existe un recouvrement f. : V. ~ V 
3 

telles que p(¢j) * f.] et que ¢O~j = ¢i,¢j 

8.1.1.1. Cette d~finltlon se simplifie lorsque -~ est fibr~e sur ~x : l'axiome 

(~x o) est alors satlsfait, et (~I), (~2) peuvent s'~noncer : 

(~'l) Quels que soient U ~ Ob S et la famille flnie %i d'objets de "~U ' locale- 

ment sur U , il existe ~ s'envoyant dans tousles I. . I 

~ dans (~'2) Quel que solt U ~ Ob S , toute double fl~che (~o,@i) : I • 

"~U peut, localement sur U , Btre ~galis~e par une fl~che de but I . 

8.1.2. Soient /~ un site, ~ une cat~gorie sur ~ et e un champ sur ,4 . On 

d~slgne par Fe la categoric des sections globales HomCart(~,C) de e . si 2~ a un 

objet final S , F__e "n'est autre" que ~S " 

D~finition 8.1.2.1. La cat~gorle des syst~mes projectifs locaux d'objets de C , 

Hom indexes par ~I~ est la cat~gorie ~(~,e) . 

D~signons par c ("syst~me projectif local constant associ~") le foncteur 

compos~ 

r C = Hom~art(,~,C) ' , Hom~(~,C) u I > u.p ~ Hom~ (~,C) 

Lorsqu'on devra expliciter la d~pendance en -~ , on ~crira plutSt c~ 

D~finition 8.1.3. Le foncteur limite projective locale, not~ i~ , est le foncteur 

partlellement d~fini adjoint ~ droite au foncteur c . 

Le foncteur 

~.im : ~om~(,6c) ~ _r c 

v~rifle donc 

H°m(X'~i~Z x) -" Hom(cX,(X~) ~ ~wr ) 

D~finition 8.1.4 U__nn ~-foncteur F :,~ ~j~ entre categories localement cofil- 

trantes sur ~ est dit cofinal s'il v~rifie les deux conditions suivantes : 
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(Cf]) Quels que s o i e n t  U ~ Ob /~ 

f. : U. • U de U et des objets 
3 3 

(C~2) Quels que soient f : u 

(~o,01) : f(A) ~ ~ au-dessus de 

de U et des fl~chea ~j de but 

0o F(~j) =01F(~j) 

e_!t ~ ~ Ob~ U , il existe un recouvrement 

lj ( Ob~U. tels que Homf.(F(Aj),~) # 
3 3 

) V darts /~ et la double fl~che 

f , il existe un recouvrement f. : U. • U 
3 3 ) 

p(@j) . et que dana ~ telles que = f3 

Le compos~ de deux foncteurs cofinaux est un foncteur cofinal ; les ~quiva- 

lencea de categories localement filtrantes sont cofinalea (la d~monstration est laiss~e 

au lecteur). 

Proposition 8.1.5 Soient F : ~ )v~ un foncteur cofinal de cat~$ories locale- 

ment cofiltrantea sur ~ , C un champ sur ~ e t (X) £~ un ayat~me projectif 

local index~ par ~ . Alors, le morphisme de foncteurs en X de FC dans (ens) : 

F x : Hom(c~(~(X),(X ) ~ ' ) ' H°m(c.~(X)'XF(),)) ~. ( a ~ )  

est un isomorphisme, de sorte que 

F x : ~,im X , i~m ~ XF(X) 

eat un isomorphisme, les deuxmembres ~t~nt aimultan~ment d~finis ou non d~finis. 

La d~monatration utilise le lemme auivant, laiss~ au lecteur : 

Lemme 8.1.6 Si F : ~ ~v~ est cofinal, alors, quels que soi ent f : u > v 

dans ~ et lea fl~ches au-dessus de f 0; : F(%') > ~ (i - 1,2) il existe un 
i 

recouvrement fj : Uj ~ U de U des oh jets %~ ~ Ob ;~U. et des diagrammes 
__ ) j 

] 
commutatifs 

F(>,j) 

F(X~) 
- 

v( x 2) 
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f .  
U. ] = U ~ V 
J 

de pro jec t ion  (fj,f) darts /~ 

vrement 

f . .  Si ] 

* = (*x) ~ S°m(c~X'(XF(X))X~ ) : *X : X [ p(x) 

est image de 

les dlagra~s 

Quels que solent u 60b /~ et U 6 ~ U , il existe par (Cfl) un recou- 

fj : Uj ~ U de U et des fl~ches ~j : F(~j) ~ ~ au-dessus des 

• XF(X) 

> X 

EF(~j) 

/ 
xluj , x 

CB [Uj ~[Uj 

sont co=m~utatifs, de sorte que les ~ sont d~termin~s, localement, par ~ ; 

puisque ~ est un champ, on conclut que F x est injectif. Pour prouver F x surjec- 

tif, partons de ~ et construisons ~ tel que ~ = F x ~ . La construction pr~c~- 

dente fournit les fl$ches compos~es : 

¢~,j : Cj o ~,~j: x ] uj "x I uj 

V~rlflons que ces fl~ches se recollent, de sorte qu'il existe 

tel qua ~ I Uj = ~,j . Solt un diagrarmne co~utatif dans 

U.. 
t3 

u i u~ 

U 

¢~ : X }U > X 
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Pour v~rifler que ~,j I Uij = ~,i I Uij , il suffit de le faire localement sur 

U.. , ce qui permet, d'apr~s 8.1.6 et (~o), de se limiter au cas o~ il existe un 
z3 

diagramme co~nnutatlf 

F(:, .  ,) 
l j  

F(alj) / //  
F(~ i )  

\•a j i) 
F(~ ) 

] 

a u - d e s s u s  du p r e c e d e n t .  Le dlagramme 

XF(N~ Uij 

X~ 

% 
F() . . )  .1 

est alors commutatlf, et il existe (~) tel que, quel que soit ~ : F(1) 

au-dessus de f : V ~ U , le diagramme 

/ "-<. 
x l v  , ~ l v  ........... ' xu lv  

soit commutatif. Si o : ~ > ~' est une fl~che de ~ , on aura 

(c]V)(~ I V) = (olV) ~'~X * (°$1V) " ~I " ~ ~,l V , et d~s lots, ~ = (~) 

morphisme de foncteur tel que ~ = F x comme requis. 

e s t  u ~  
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Si E est un ensemble ordonn~, on d~signera encore par E la cat~gorie, 

ayant E pour ensemble d'objets, telle que Hom(i,j) est r~duit ~ | ~l~ment ou vide 

selon que i ~ j ou non. 

Proposition 8.1.7. Soit &~ une cat~orle localement cofiltrante sur un slte ~ . II 

exlste un ensemble ordonn~ E et un foncteur F de E dans ,Z~ tel que 

(1) E , re~ard~ comme cat~ori9 sur /~ ~ l'aide de pF : E > /~ , est locale- 

ment cofiltrante. 

(ii) Le foncteur F est cofinal. 

Soit .~' la cat~gorle localement cofiltrante produit de ~ et de la cat~- 

gorle d~finie par l'ensemble ordonn~ Z • La projection de ~ dans ~ est cofinale, 

de sorte qu'il suffit de prouver (8.1.7) pour .~' 

Si X est un ensemble fini de fl~ches dans ~' , on d~signera par X ° 

l'ensemble des extr~mlt~s des fl~cbes dans X . Solt E l'ensemble des parties finies 

non rides de F£(~') , telles qu'il existe ~X ~ Ob .~' v~rifiant 

a) aucune fl~che de X , saul IAX , n'aboutit ~ I X , 

x et Hom(~X,~) (% X ~ b) sl ~ 6 X ° , alors l 

c) Tout diagramme du type 

la '  

de fl~ches de X est commutatif. 

et sl 

dans 

~y . 

dans 

On ordonne E par la relation oppos~e ~ la relation d'inclusion. Si X ~ E, 

~ X ° , il exlste une et une seule fl~che de I X dans ~ qul se trouve 

X . Si X,Y E E et X ~Y , solt IX, Y l'unique fl~che dans X de I X vers 

Les fonctions X i ~ I X et (X = Y) , ~ IX, Y forment un foncteur de E 

.~, 
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Lemme 8.1.8. La ca£#gorie E eSt localement cof~itranCe sur ~ et le foncteur 

: E > ~' est cofinal. 

II faut v~rlfier successivement les axiomes : 

(i) axiome (~o). Soit f : V > U et X ~ E U . II exlste l~Ob~ et 

~ Homf(%,l X) . De plus, on peut cholslr ~ tel que ~ @ X ° (icl sert.~' =,~x 7). 

Solt X' = X ~{ l% } ~.s Y o~ Y est l'ensemble des fl~ches compos~es 

~ > ~X ~ > ~ ( ~ ~ X ). Alors, X' ~ E , ~ X' = ~ et Hom(X',X) # ~ . 

(ii) axiome (,~I). Solt X i une famille finie d'objets de E U . II existe un re- 

couvrement f'J : U.j ~ U , des objets ~j ~ Ob-Z" U. et des fl~ches 
J 

~jl ~ H°mf.(Aj'AX.) " Si x ~ X°a /% ~ , il existe pour chaque j un recouvrement 
j l 

gjk : Ujk ~ Uj et des fl~ches Sjk : %jk ~ Aj telles que p(~jk ) = gjk 

et qui ~gallsent la double fl~che ~. ...... > x , off une fl~che appartient ~ X , 
J > a 

l'autre ~ ~ . On peut s'arranger pour que les ljk n'appartiennent ~ aucun des X. ~ 
1 

Rempla@ons les (fj ' %j ' ~ji ) par les (fjgjk ' Ajk '~ji ~jk ) , et r~p~tons cette 

construction pour tousles x dans une intersection de X. . On obtlent un nouveau 
1 

syst~me (fj , Aj , ~ji) ; posons 

Xj = U X. &2 {Ix } %4 Y. 
i ~ j a 

off Yj est l'ensemble des flaches eompos~es 

~j  " ~ ~ x .  ~- x ( , £ x  i ) 

Alors, Xj E EV. , et ces X. vfiriflent (all) . 
J J 

(iii) axiome (~3). Trivial, faute de doubles fl~ches non triviales ! 

(iv) axiome (C ~ I). Trivial, car le foneteur ~ est surjeetif. 

( (v) axiome (C~ 2). Solent f : U ~ V et une double fl~che 

(~o'~I) : ~X , ? ~ au-dessus de f . II existe un recouvrement f. : U. > U 
J J 

de U et des fl~ches ~j : Xj '* X X telles que p(~j) = fj , ~o,~j = ~l~j et 

~. ~ X ° . Soit X. = X•{I ~.} t) Y. , o~ Y. est l'ensemble des fl~ches composfies 
J J J J J *j 

x. ~ x x * , ~ ( ~ x )  J 

70 



69 V 

Alors, Xj E EV.j , et F(~j,X) = 9j ~galise (~o,~i) 

8.1.9.0. Supposons que /~ soit (le site des ouverts non vides de) l'espace topologi- 

que r~duit ~ un point. Une cat~gorie loealement ¢ofiltrante sur /~ n'est alors autre 

qu'une eat~gorie filtrante ~ gauche (i.e. telle que /~o soit filtrante au sens de 

1 2.7), les foncteurs cofinaux correspondant aux foncteurs cofinaux de categories 

filtrantes ~ gauche (I 8). La proposition 8.1.7 se reformule 

Proposition 8.1.9. Pour route q at~$orie cofiltrante 

cofiltrant E et un foncteur cofinal de E darts ~ . 

il existe un ensemble ordonn6 

Dans ce cas particulier, la d~monstration de 8.1.7 se r6duit essentiellement 

la d~monstration de (8.1.9) donn~e dans 1 8. 

8.1.I0. Soient q : ~ >/~ un morphisme de sites et p :~ > ~ une 

eat~gorie localement cofiltrante sur ,/~ . D6signons par ~x la eat~gorie suivante : 

(i) un objet de ,~,~x est un quadruple (V,U,~,I) tel que V ~ Ob q~ , U ~ Ob~ , 

~ Hom(V,qXU) et I 60b ~LP U 

(ii) une fl~che f : V,U,~,I) ~ (V',~',U',I') est un triple (fl,f2,F3) 

avec fl ~ Hom(V,V') , f2 E Hom(U,U') , f3 ~ Hom (1,1') et qXf 2 o ~ = ~' o f] , 

P(f3 ) = f2 

Le foncteur f ; ~ fl fair de ,~ une cat~gorie sur 

Le~e 8.1.]I. La cat~$orie d~ est localement cofiltrante sur 

L'axiome (~eo) est trivial. V~rifions (dfl) : 

Soit une famille finie L.I = (V'Ui'~i' I i) . Les ~i d~finissent un morphisme de 

dans le faisceau qX a ~ U.I = a H qX Ui , de sorte qu'il existe des diagrammes 

commutatifs 

fo 
V.  J , V 

J 

I *J I #i 

q N .  - ' q N .  
J x I 

q (Pij) 
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tels que les f. recouvrent V . 
J 

Soit Xjl v6rifiant Hom Plj (lji'%i) # ~ " D'apr~s (~I), quitte ~ rafflner 

U.j (et V~)j , on peut prendre ~.. = ~. ind6pendant de i , at les L. = (V=,U=,$=,%j)jjj 
j 1  J J 

v ~ r i f i e n t  ( ~ 1 ) .  

• ~ , L i V~rlfions (~f2) Solt (fl,f2) : L I ' ' ~  L 2 avec = (V1,Ul,~l,X I) 

et fi = (f'gi'hi) " Les ~i d6flnissent un morphlsme de V dans le faiseeau 

> ~ q a Ker(U l ~ U 2) = a Ker(qXu I q U 2) , de sorte qu'il existe des 

dlagraamles conm~utatlfs 

V. 
J 

f ,  
> V 1 ~ V 2 

~j ~i I ~2 
U 2 ) q X u l  

qXUj pj (glPJ = g2Pj) 

• > Al tel que p(×j) = pj . tels que les fj reeouvrent V . Soit ×j : Ij 

D'apr~s (~2) applique aux (kIX j , h2xj) , quitte ~ raffiner U.j (et Vj ), on peut 

se d~brouiller pour que h, ×j = h 2 Xj , et les L.j = (Vj,Uj,~j,~j) v~rifient ~L°2). 

Proposition 8.1.12. Soit t x : ~x ~ ~ une eat~gorle loealement cofiltrante 

sur /~ , et mtmissons /~x de la topolo~ie induite par eelle de /~ ~ l'aide de 

Alors, t x est une Equivalence de sites t : ~ > ~x 

t x 

Par construction, t : ~; > ~ o t x transforme faisceaux sur ~ en 
X 

faisceaux sur ~x . D'apr~s (~o), et (,fl) applique ~ la famille vide, tout objet 

"assez petit" de ~ est dans l'image de t x (i.e. l'image de t x eat un crible cou- 

vrant dans ~), done par le "lemme de eomparaison" (III 4) l'inclusion dans ~ de sa 

sous-cat~gorie pleine d~finle par tx(Ob ~x) est une Equivalence de sites, ce qul 

permet de supposer t ~ surjectif sur lea objets. 

Soit ~ un faiseeau sur /~ x 

(i) Soient f. : U. ) U un recouvrement dans /~ , /~I et ~2 dana /~XU 
J J 

et fi ~ I i) pour i = 1,2 Alors ~ (/~I) et F(/~2) ont m~me image J Homf. (~j, . , 
J 

d a n s  ~ ~ ( ~ j )  . 
J 

72 



71 V 

Solt an affet x " (xj) dang l'Image de ~(~I) . Pour qua x solt dang 

calla de ~(X2) , il suffit que pour tout dlagramam cc~mutatlf 

p , ~j 

l 1 
2 

tJ k ~- 

xj et x k alent m~me image dang Y(~) . Pulsque ff est un falsceau, £I sufflt de 

v 6 r l f l e r  c e l a  apr~e  a v o l r  remplac~ ~ pa r  l e a  d l f f ~ r e n t s  o b j e t s  d ' u n  de s e s  r e c o u v r e -  

manta ; d ' a p r ~ s  ( ~ 2 ) ~  c e c i  permet  de suppose r  l e s  d iagr-mmes ana logues  au pr~c~dent~ 

avec ~2  

~ v i d e n t e .  

(ii) Solent f : U ~ V dans /~x , k ~ Ob /~UX et 

alors un recouvrement f. : U. ~ U i un objet ~' ~ Ob 
J J 

r e m p l a c ~ ' p a r  .~1 , ~ga lement  c o m m u t a t l f s ,  auque l  cas  l ' a s s e r t l o n  e s t  

x II exlste ~ 063 v . 

et des fl~ches 

s L 1 r  

f. 
U. J ~ U 
3 

• V 

D'apr~s (1), il existe une et une seule fl~che ~ rendant commutatif le dlagr~me 

sulvant:: 

* *j 

La f l ~ c h e  

donn~ par  

ne change pas  quand on remplace  ( f j )  

fk : U k - - - - - ' ~ U j ( k )  ' q u ' g n  r emplace  ~j 

par un recouvremenC plus fin 

pa r  "~k  ' ~uni de 
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HOmfk(~,lj(k)) , et qu'on remplace ~j($j) par ~j(k) o ~k (~j(k) o ~k ) . 

f . On laisse au lecteur le soin d'en d~duire que f ne d~pend que de 

Prouvons que f est fonctoriel en f . Soient done 

W h • V g ~ U 

dans ~ et %a , ~. , ~o dans Ob ~U ' Ob/~V et Ob~ W respectivement. II existe 

un dlagramme commutatlf 

(iii) 

uo ~o t o  

tel que 

' " x i i 
a) tx(v I) , tx(~ I) , t (ejk) , tx(fj) ne d~pendent pas de i , 

i i 
b) i ~tant fix~, les e. kj recouvrent W et les f: recouvrent V J 

I I 2 
On eonstruit tout d'abord p , v ~t ~ par ~E0), et les pj co,me en 

(il). Soit Wik un recouvrement de W s'envoyant dans le recouvrement Vj = tx(Bj) 

cosine requls par le diagramme. Rmffinant Wik et appliquant ~f0) et ~fl), on obtient 

un dlagramme non n~cessalrement con=nutatif, du type requls, v~rifiant a) et b). 

Raffinant encore et appliquant (~2), on le rend co~utatif. 

Reste alors ~ contempler le diagramme commutatif suivant : 

~F(v 2) 
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(iv) Ii est clair que g est fonctoriel en ~ : tout faisceau ~ sur ~x 

est donc image directe par t d'un pr~faisceau ~o (uniquemant d~termin~) sur ~ , 

et tout morphisme de faisceau f : ~Y )~ est image d'un et d'un saul morphisme 

de pr~faisceau fo : ~o )~ 

II en r~sulte d~j~ que t est pleinement fiddle ; il reste ~ prouver que 
x 

~o est un faisceau. Si fj : Uj • U est un recouvrement, ce recouvrement est 

image d'un recouvrement dans ~x , de sorte que ~o(U) s'injecte darts H. ~o(Uj) 
J 

Si des x~ ~ ~o(U~) se recollent, alors, ~ fortiori, ils se recollent dans ~x 

donc proviennent d'un ~l~ment de ~o(U) . Ceci ach~ve la d~monstration de (8.1.12). 

8.1.13.0. Soient q : ~ > ~ , p :~ > ~ et ~x co~ en (8.l.10) et 6 

un champ sur ~ . Le champ qx ~ sur ~ est le champ "d~fini" par (qxC)U = 6qX U 

Si (X~) I ~-d est un syst~me projectif local index~ par ~ ~ valeur dans 

qx ~ , on d~finit un syst~me projectif local index~ par ~" et ~ valeur dans 

C : (X L) L ~  par la formule 

X L = @XX% pour L = (V , U , ~ , I ) 

On laisse au lecteur le soln de v~rifier que: 

Proposition 8.1.13.1. Avec les notations pr~c~dentes, on a 

• L , 

les deux membres ~tant simultan~ment d~finis ou non. 

Soient ~ un site et pX : ~x ,~ une cat~gorie locale~ent filtrante 

sur ~ . Sl 6 est un champ sur /~ , alors px6 est un champ sur ~x (8.1.13.0); 

de plus, le foncteur identlque : ~x > ~x est une cat~gorie localement fil- 

trante sur ~x , muni de la topologie induite, et tout syst~me inductif local (XI) 

index~ par I x d~finit un syst~me inductif local, index~ par ~x , sur ~x . 

On v~rifie ais~ment : 
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Proposition 8 . 1 . 1 4 .  Avec les notations pr~c~dentes, on a 

~im X = ~im X 

les deux membres ~tant simultan~ment d~flnis ou non. 

8.2. Limites inductives locales dans_les categories de faisceaux 

8.2.0. Soit p : ~ ) /~ un morphisme de sites. Soit ~ le champ sur /~ 

suivant 

(1) Un objet de 6 est un couple (U,~) d'un objet de ~ et d'un faisceau 

sur pXU . 

(il) Une fl~che f : (U,9) > (V,@) est un couple form~ d'une fl~che 

f : U ) V et d ' u n  m o r p h i s m e  de ~ / U - f a i s e e a u x  : 
0 

X X 
f| : p (fo) ~ ) 

(iii) Le foncteur de 6 dans ~ est donn~ par f ! ) f 
O 

On prendra garde que C U est la cat~orie oppos~e de la categoric des 

faisceaux sur ~pXU . 

Soit ~ une categoric localement cofiltrante (~ gauche) sur 

D~finitlon 8.2.1. Avec les notations pr~c~dentes, la categoric des syst~mes inductifs 

locaux, indexes par ;~ , de faisceaux sur ~ , est la cat~gorie Hom~(~,6) ° 

Le foncteur "limite projective" de 8.1.3 s'appelle ici foncteur "limite 

inductive locale". C'est un foncteur de Hom~(~)6) ° dans (r6) ° = (~)~ 

Th~or~me 8.2.2. Le foncteur "limite inductive locale" de la cat~gorie des syst~mes 

inductifs de faisceaux sur "~ , indexes par ~ , dans la categoric des faisceaux 

sur ~ , est partout d~fini, commute aux limites projectives finies et commute aux 

llmites inductives quelconques. 
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Les propositions 8.1.13, 8.1.14 et 8.].12 permettent de se ramener au cas 

o~ ~ = ~ ~ . Un syst~me inductif local est alors la donn~e, pour chaque 

duun faisceau ~U sur ~/O et, pour chaque fl~che f : V ~ U dans 

fl~che, fonctorielle en f , de fx~ U dans YV ' 

Pour de tels syst~mes inductifs, les ~im se calculent comme suit : 

U ( 0b~, 

d'une 

Lemme 8.2.3. Solt U > ~U 

objets de /~ . On a 

une section de la cat~orie des pr~faisceaux sur les 

U 

Par d~finitlon, le second membre repr~sente le foncteur qui, ~ chaque 

faisceau ~ sur ~ , associe l'ensemble des syst~mes coh~rents de fl~ches 

~U : ~U ~ ~IU . A son tour, une fl~che SU est un syst~me coherent de fl~ches 

~g , une pour chaque g : V ~ U , ~g : ~U (V) • ~(V) . Appllquons 8.1.I! 

au foncteur identique de ~ , obtenant ainsi ~x localement filtrante sur ~ . On 

a vu que 

~ip Yu(Vg) ~ ~im a~ 
g¢~ _N -'~ U ' 

% 
o~ V est la source de g et g 

teur U I ~ I U de ~ dans /jx 

le foncteur "faisceau constant engendr~". Le fonc- 

est cofinal, d'o~ encore par 8.].5 

-~ him a~ U ~im ~u(U) ~ __ 
U ~ 0 ~ 

Revenant aux d~finitlons, on trouve enfln 

= a ( U t  ~ r ( u , ~  U) . ~ u ( U )  ~ • 

Cecl montre que dans le cas auquel on s'est r~duit, le foncteur £i~ est 

partout d~fini, et qu'il se calcule comme compos~ du foncteur "faisceau engendr~ par 

un pr~faisceau" et du foncteur (~U) ~ ~ (U | • r (u, ~ U )) . Ces deux foncteurs 

commutent aux limites projectives finies, et le foncteur Elm commute de plus aux 

limites inductlves quelconques de par sa d~finition comme foncteur adjoint. 
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Le lemme 8.2.3 fournit un proc6d~ syst~matique pour d~montrer des propri~t~s 

du foncteur limite inductive locale ~ partir des propri~t~s analogues du foncteur 

"faisceau associ6 ~ un pr6fa~sceau". On trouve alnsl : 

Proposition 8.2.4. Soit ~ , /~ e__tt ~ comme pr~c~demment, 6~ un syst~me inductif_ 

local de .falsceaux d'anneaux sur ~ , ~l (resp. ~ ) un syst~me inductif local de 

faiseeaux de modules ~ droite (resp. ~ gauche) sur ~X , tous trois indexes par ~f . 

On a 

£iw (~fl 8 ~ ) = £i~ ~X 8 £im v~ 

(Se ramener au eas ~ = /~ = -~ , et noter que les deux membres colnci- 

dent avec le faisceau engendr~ par le pr~faisceau des 

~u (U) ~u~U ) J~u (U) 

Proposition 8.2.5. Soit ~| q • ~2 

(F%) un Syst~me inductif local de faisceau sur 

ment cofiltrante ~ sur ~ . On a 

...... > ~ deux morphismes de sites, e_!t 

2 index~ par une cat~orie locale- 

X 
q £im F% ~, £im qX FI 

Ceci r~sulte aussit~t de ce que qX admet un adjoint ~ droite qx 

Soient ~ et 

bles, solt p : ~ ~ 

aux ~im finies, et solt 

objets les triples (V,U,~) 

en appllquant 8.1.11 g I~ 

deux sites dans lesquels les £im finles sont repr~senta- 
( 

X 
un morphisme de sites tel que p : /~ • ~ co~ute 

la cat~gorie localement cofiltrante sur ~ ayant pour 

o3 V ~ Ob~, U E Ob ~ et ~ ~Hom(V,pXU) . On l'obtient 

Proposition 8.2.6. Pour bout faisceau ~ sur ~ , on a 

o_~_~, par abus de notation, ~ d~signe le morphlsme induit par p de ~/V dans /~/V . 
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Soit ~' le foncteur image r~ciproque au sens des pr~faisceaux ; de 8.2.3, 

on tire 

~im~ ~x ~ = ~im a~' Cx ~ = ~im $(v) ~ = ~i~ ~(v) ~ = 
v 

Proposition 8.2.7. Soient p : T > S un morphisme de topos, OS un faisceau 

d'anneaux sur S et 0 T son image r~ciproque sur T . Pour qu'un ~T-Module ~ droiee 

soit plat sur 0 T , il faut et il suffit que le foncteur 

(8.2.7.1) ~(r . ~ ~ pXj~ 

6 T 

de la eat~orie des 0s-MOdule ~ gauche dans celle des faiseeaux ab~liens sur T 

soit exact. 

L'assertlon "il faut" est triviale ; supposons done le foncteur (8.2.7.1) 

exact, et prouvons que ~ est plat. 

On peut supposer p d~fini par un morphisme de sites p : ~ > /~ 

fiant les hypotheses faites en 2.6. Solt V ~ Ob ~ , U E Ob ~ et ~ : V 

On d~slgne encore par ~ le morphlsme de sites indult : ~ : ~ /V 

v~ri- 

X ~ p U .  

~ / g  . 

Lemme 8.2.8. Le foneteur ~: > J~ IV @ x ~  , de la eat~orie des 0sIU- 

modules sur /~/U dans celle des 0TIV-module~ sur ~/V , est exact. 

On se famine ~ prendre V = pX U . Soient j et j' les "morphismes d'in- 

clusion" : j : /~/U ~ /~ et j, : ~ /pX U ~ ~ On a : 

. ,  ® c X A r )  -, , ~  @ p'" 
j! °v J! 

d'o~ 8.2.8 puisque j! et j~ sont exacts et fiddles. 

Soit alors Q un 0T-MOdule. On a (8.2.6) 

Q = ~ ~X ~X QIV 
~:V-~pXU 

de sorte que (8.2.4) 

Me 

0 T 
Q = ~im j~ Iv ® ~x ~x QIV 

~..-~ pX U 0 v 
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~'ap~s 82.8, les fo~cteu~s Q, ~ ~Iv ~ ~ QlV 

que ~ e Q est exact ~ gauche en Q ,donc V exact. 

0 T 

sont exacts ~ gauche, de sorte 

Corollalre 8.2.9. Soit f : (T,0 T) > (S,0 s) un morphisme de topos annel@s. 

Alors, l'image r~clproque par f d'un fais=eau de modules (~ drolte) plats est un 

faisceau de modules plats. 

Factorisant f par (T,f x 0 s) , on se ram~ne au cas 0T = fx 0S . Soit 

alors ~ un faisceau de modules plats sur S . D'apr~s 8.2.7, pour vfirifier que 

fx~ est plat, il suffit de v~rlfler l'exactitude du foncteur 

v~'i ) fx~F ~ ~ fx ~- = fx (~ ~ j~p,) 
0 T 0 s 

d'o~ l'assertion, puisque fx est exact. 

Lemme 8.2.10. Soit (S, O s) un topos annelfi, ~ un faisceau de modules ~ gauche 

localement de presentation finie, ~ un faisceau de bimodules et ~ un faisceau 

plat de modules ~ gauche. Alors, la fl~che canonique 

est un isomorphisme. 

La question est locale sur S , ce qui permet de supposer que ~ admet une 

prfisentatlon finle 

~l ~ F 0 > ~ > 0 

La premiere ligne du diagramme suivant est exacte, car ~ est plat : 

o .- Horn ( ~ ,  ~ )  Q ~ ...... , Hom (~'~, ~ )  0 

o ~ Horn (~' ,  ~ ~'1~) , Horn ( ~ ,  ~ ~ ~ )  

' Horn (~'2, ~) ~ 

d'oO l'assertlon. Faisant q = ~ , on d~duit de 8.2.10 : 

80 



79 Y 

Lemme 8.2.11. Tout morphismed'un faisceau de modules localement de presentation 

finie dans un faisceau de modules plat se factorise, localement sur S , par un fais- 

n 
ceau libre 0 S ( n~ ~ ) . 

Th~or~me 8.2.12. (D. Lazard). Pour qu'un faisceau de modules ~ sur un site annel~ 

(S, 6 s) soit plat, i!wfaut et il suffit ~u'il soit.limite inductive locale de modules 

libres de t~pe fini. 

Le "il suffit" r~sulte de 8.2.2, 8.2.4. 

Quel que soit U 60b~ , soit ~o(U) (resp.~l(U)) la cat~gorie des 

falsceaux de modules llbres de type fini (resp. de presentation flnie) sur U , munis 

d'une application lln~aire dans ¢~IU . Pour toute fl~che f : V ~ U dana ~ , 

solt fx le foncteur de restriction de 

sent une cat~gorie ~i ' fibr~e sur /~ , dont les fibres sont les categories oppo- 

s~es des categories ,~.(U) . 
1 

Le lecteur v~rifiera que la cat~gorie ~l 

et que 

• Z'.(U) dans ~.(V) . Les foncteurs d~finis- 
i l 

est localement filtrante sur ~ , 

(M,f) ~"fl 

Si ¢~ est plat, l'inclusion de "~o dans "~l est pleinement fld~le 

et, d'apr~s 8.2.11, v~rifie (C ~l) de 8.1.4. Elle v~rifie d~s lors automatiquement 

(C~2), et ~-~o est localement filtrante. D'apr~s 8.1.5, on a 

= £im M 

(M,f)6Z 2 

d'o~ l'assertion 8.2.12. 
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INTRODUCTION 

I. Soit X un espace topologique et h = (Ui)i61 un recouvrement de X , que 

l'on suppose solt ouvert, soit ferm~ et localement fini. Si ~ est un faisceau 

ab41ien sur X , la suite spectrale de Leray : 

(i.I) HP(U,~q(~)) ~ H*(X,~) 

d4finie par h [[5] II (5.2.4) et (5.4.1)] peut se d~crire de la fa~on suivante : 

Le recouvrement h d~finit une r~solution "C~chlste" Cw(h,~), fonc- 

torielle en ~ (ibid (5.2.1)). D'autre part, on dispose, pour tout ~ d'une 

r~solution "flasque canonique", C*(~), fonctorielle en ~ (ibid (4.3)). Avec 

ces notations, la suite spectrale (i.i) s'obtient, dans le cas o~ h est ouvert, 

partir du complexe double 

(1.2) F(x,c*(u,C*(~))) 

Dans le cas o~ h est ferm4 et localement fini, on consld~re le complexe double 

(1.3) F(X,C*(C*(h,~))) 

2. Cherchons une description unifi4e de ces doubles complexes. D4signons par X 
O 

l'espace topologique somme disjointe des U. et par X (n~O) 
z n 

it~r~ (n+l) l~me de X avec lui-m~me au-dessus de X : 
O 

le produit fibr§ 

n 

(2.1) x o I I  u i n...nUi = I I  n 
n i ...i E1 o n o6Hom([n],l) o Uo(i) 

o n 

Les X n forment un syst~me simplicial d'espaces topologiques~ et si Jn ddsigne 

la projection de X sur X , on a 
n 

(2.2) cn(~'~) = Jn~ J~ (~) 

Notons que la formation des r~solutions flasques canoniques commmte 
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Is restriction a un ouvert et ~ l'image directe par une immersion ferm~e. D~s lots : 

a) si h est ouvert 

• P ~) (2.3) cq(u, cn(~)) = 3q~ J~ cP(~) = Jq~ C (jq 

b) si ~ est ferm~ et localement fini 

(2.4) CP(Cq(U, s)) = cP(Jq~Jq ~) = Jq~ cP(J_ ~s S) 

Ainsi, pour obtenir une description unifi~e de (1.2) et (1.3), on voit qu'il suffit 

de prendre la r~solution "flasque canonique" de J~(~) sur Xq pour tout q , 

puis d'appliquer le foncteur jq@ ~ cette r~solution. 

3. 

topologiques au-dessus de 

(3.1) ~o 

La description pr~c~dente garde un sens pour tout syst~me simplicial d'espaces 

X: 

> Top/X 

[n] > x n 

non n~cessairement de la forme (2.1). Toutefois le double complexe, coaugment~ 

par 

(3.2) > (Jq# cP(J~(~)))p,q 

ne d~finira pas en g~n~ral une r~solutio~ de ~ . 

Ce travail est consacr~ ~ la recherche de conditions suffisantes pour 

que (3.2) d~finisse une r~solution de ~ . Dans ce cas, la suite spectrale (i.i) 

se g~n~ralise en une suite spectrale 

(3.3) ~P(Hq(Xp,J~(~)))======~ HP+q(X,~) 

dite "suite spectrale de descente". 
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Dans le cas de "coefficients constant", des suites spectrales analogues 

ont ~t~ obtenues par Segal (cf [8]), par d'autres m~thodes et pour d'autres "theories 

cohomologiques", telles que la K-th~orle. Segal se place dans la cat~gorle des C.W. 

complexes : il utilise un foncteur "r~alisation g~om~trlque" qui, ~ un complexe 

semi-simpliclal d'espaces topologiques, sssocle un nouvel espace topologique ; 

ce nouvel espace dolt se comparer au topos associ~ ~ un topos simplicial 

[cf. (1.2.12)3. 

4. Au paragraphe 5, nous illustrons les crit~res obtenus en construisant pour 

tout espace analytique X sur ~ , via la r~solution des singularlt~s, un 

systAme simpliclal d'espaces analytlques non singuliers au-dessus de X , 

tel qne 

contient 

(3.2) d~finisse une r~solution de 

>X 
n 

. Si l'on prend pour ~ le faisceau 

, on obtient en particulier une suite spec~rale 

(4.1) Hq(Xp, ~) ~ HP+q(x, C) 

qui exprime la cohomologie complexe de X en terme de la cohomologie complexe 

d'espaces analytiques non singuliers. De plus, si X est projectif, on peut supposer 

que tousles Xp sont projectifs : c'est I~ l'ingr~dient essentiel qui permet 

d'obtenir une esp~ce de "th~orie de Hodge" pour X (cf. [2]). 

5. Les constructions qui precedent s'~tendent telles quelles lorsqu'on remplace 

le faisceau ~ par un complexe born~ inf~rieurement de faisceaux. Elles conduisent 

des techniques de "loealisation" dans les categories d~riv~es : 

On salt que pour X donn~ par (2.1), la fl~che 
O 

J~ : Db(x) ~ Db(Xo ) 

n'est pas fiddle en g~n~ral ; on montrera qu'une donn~e plus precise que celle de 
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j~(K') (pour K" 6 D+(X)), faisant intervenir les X n , permet parfois de recons- 

tituer le complexe K" 

Les ~nonc~s obtenus seront utilis~s dans l'appendice de l'expos~ XVII 

pour ~tendre la d~flnition du foncteur ~ f! ( f morphisme s~par~ de type fini 

entre schemas) au cas o~ f n'est pas suppos~ compactifiable. 

Dans cette application, il n'est pss possible de ne consid~rer que des 

espaces topologiques remplac~s ici par des sites ~tales de schemas. D'autre part, 

pour mener ~ bien les d~monstrations~ il sera n~cessaire de consid~rer aussi bien 

des syt~mes simpliciaux d'espaces que des syst~mes multi-simpllclaux. Ceci explique, 

justifie ou excuse le degr~ d'hyperg~n~ralit~ dont on partira. 

1.  Pr~liminaires 

(I.I) Notations 

(i.i.I) Dans tout ce qui suit, ~ est univers tel que 

consid~r~s seront des h-topos. 

Soient T et T' deux topos : un morphisme 

la donn~e d'un couple de foncteurs ~ : T > T' et 

adjonction Ho~r,(.,~. ) _ N> HOmT(~..,.), tel que 

(i.e. preserve les limites projectives finies). 

E h : tou s les topos 

: T ~ T' consiste en 

~ : T' > T , muni d'une 

~ soit exact ~ gauche 

Soient (T,~ T) et (T',~T,) deux topos annel~s : un morphisme de (T,~ T) 

dans (T',~T,) est un couple (cp,@) o~ ~p : T ----> T' est un morphisme de topos 

et @ : ~T' > Cp~(~ T) est un morphisme d'anneaux. 

(1.1.2) Nous ferons un usage constant du langage des categories fibr~es tel qu'il 

est expos~ dans [S.G.A. i VII; le lecteur pourra aussi se reporter ~ [4]. Fixons 

simplement quelques notations : si E > B est un foncteur fibrant (resp. 

coflbrsnt), pour un morphisme m : i > j dans B , nous noterons 

m ~ : Ej > E i (reap. m~ : E i > Ej) le foncteur "image r~ciproque" 
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(resp. "image directe") qui lui est associ~ ; chacun de ces foncteurs est d4flnit 

un unique isomorphisme fonctoriel pr~s. Si ~ : E • > E' est un B-foncteur, 

" ' le foncteur restriction pour tout objet i de B , nous noterons ~i : Ei f El 

de ~ ~ E i . 

(1.1.3) Enfin, nous d~signerons par 4 la cat4gorie suivante : les objets de 

sont les ensembles ordonn4s [n] = {O,I ..... n] et les morphismes de A sont 

routes les applications eroissantes (au sens large). ~+ (resp, 4-) d~signera 

la cat~gorie dont les objets sont ceux de A et dont les fl~ches sont les 

monomorphismes (resp. les ~pimorphismes) de 4 . Nous utiliserons librement et 

au fur et ~ mesure des besoins les notations classiques introduites ~ propos de 

4 [c f .  [3] I I  2]. 

(1.2) D-topos 

D~flnition (1.2.19 Soient D une cat4gorie et E > D un foncteur fibrant 

et coflbrant. Nous dirons que E est bifibr~e en topos au-dessus de D o~ que 

E est un D-topos sl les conditions suivantes sont r4alis~es : 

(a) Pour tout ob~et i d__ee D la cat~gorie fibre E i est un topos. 

(b) Pour tout morphisme m : i > j dans D, il existe un morphisme de topos 

f : Ej > E i tel que f. = m* e_!t f* = m.. 

Remarque. La condition (b) peut encore s'exprimer, compte tenu de (a), en disant 

que le foncteur mw est exact h gauche. 

Lorsque D = 4 (resp. 4 × 4) on parlera de topos slmplicial (resp. 

slmpllcial double) pour d~signer un 4-topos (resp. un 4 X b-topos). 

Dans la pratique, nous rencontrerons des D-topos grace aux consid~- 

rations suivantes : 
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D~finltion (1.2.2) 

Nous ~irons que E 

u_~n D°-topos. 

-6- 

Soit g une cat~gorie fibr~e et cofibr~e au-dessus de D 

est 5ifibr~e en duaux de topos au-dessus de D s_~i ~o est 

Remarque (1.2.3) Explicitement, g est biflbr~e en duaux de topos au-dessus de D 

si et seulement sl les conditions suivantes sont r~alis~es : 

(a) Pour tout objet i de D , la cat~gorie duale de la cat~gorle fibre g. i 

est un topos. 

(b) Pour tout morphisme m : i > j de D , le foncteur m @ est exact 

droite. 

(1.2.4) Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de categories bifibr~es 

en duaux de topos. 

(1.2.5) Soient g > B une cat~gorie bifibr~e en duaux de topos au-dessus de B 

et X : D ° > B un foncteur. Alors on lalsse au lecteur le soin de v~rifier que 

(D ° × E) ° est un D-topos que nous noterons X . 
B 

(1.2.6) Nous dirons souvent qu'un foncteur X : D ° > B est un D-objet de B 

et nous d~signerons par X i l'image par ce foncteur d'un objet i de D ; les 

D-objets de B forment une cat~gorie notre D°B . Si S est un objet de B , 

un D-objet de B/S s'appellera un D-objet de B auKment~ vers S . La donn~e 

d'un D-objet de B augment~ vers S est trivlalement ~quivalente ~ la donn~e 

D le D o0 X est un D-objet de B et C S d'un morphisme fonctoriel X > C S 

D-objet de B constant de valeur S . 

Lorsque D = A , on parlera d'obJet simplicial (resp. objet simplicial 

au~ment~ ). 

Nous utiliserons aussi des obiets simpliciaux doubles (en faisant 

D = A X A ) .  
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(1.2.7) Supposons maintenant que Is cat~gorie B poss~de des produits fibres finis. 

Soit f : R > $ une fl~che dans B : le bifoncteur 

( [ n ] , X )  ~ - -  > HOmEns([n], HOms(X,R)) 

de Ao × (B/s)O dans Ens d ~ f i n i t  un f o n c t e u r  : 

en prenant pour X 
n 

I n ]  ~ -  > X[n ] = x  n 

un r e p r ~ s e n t a n t  du f o n c t e u r  

vers S 

(X 
n 

Z -~ 

n+l fois 

"~ RX SxRx. . .XsR) 

> HOmEns([n], HOms(Z,R)) 

Nous d~signerons par [RlfS] ou IRIS] 

ainsi oonstruit. 

l'objet semi-slmplicial augment~ 

Enfin si X et X' sont deux obJets semi-simpliciaux de B (ou de B/S) 

et u : X > X' un morphisme fonctoriel. Nous introduirons pour des raisons 

techniques l'obJet [XIuX' ] calcul~ dans la cat~gorie ~°B . Celui-l~ s'interpr~te 

comme un objet simplicial double de B que nous noterons alors [IX lu X']] : 

On dispose en effet d'un isomorphisme canonique de cat~gories : 

&°(A°B) ~ ~ (A X A)o B 

Nous allons revenir maintenant ~ la notion g~n~rale de D-topos. 

(1.2.8) Soient E un D-topos : nous d~signerons par ~(E) la cat~gorie 

HOmD(D,E). Soit f : D' > D un foncteur : Is cat~gorie D' ×D E est un D'-topos 

et, par composition avec f , on obtient un foncteur 
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Dans le cas o5 D' est r4duite ~ un objet i de D (avec pour seul 

morphisme l'identit~ de i) et pour f l'inclusion canonique not4e e. , on 
i 

peut prendre pour D' XDE la cat~gorie fibre E i et e#l s'identifie alors au 

foncteur "~valuation en i". 

Proposition (1.2.9) S~i D' est une h-petite cat~orie, le foncteur fw poss~de 

un ad~oint ~ droite et ~ 8auche (notes respectivement f~ e__~t f!). 

Cela r~sulte d'une l~g~re g4n4ralisation du lemme de Kan [III i.I], 

dont nous ferons un usage constant. 

Lemme (1.2.10) Soient I, J e_~t A trois cat~5ories au-dessus d'une mame cat~orie 

B : on suppose que I e st h-petite et que A est fibr~e et cofibr~e au-dessus 

de B . On se donne un B-foncteur f : I > J et l'on d~signe par f* le foncteur 

HomB(J,A) > HomB(I,A) 

d~fini par composition avec f . Alors si dans chaque fibre de A au-dessus de 

les h-limites inductives (resp. projectives) existent, f* poss~de un adjoint 

8auche (resp. ~ droite). 

B, 

Preuve. Nous n'indiquerons que la d~monstration de l'existence du foncteur adjoint 

gauche, la partie resp. du lemme s'en d~dulsant par dualitY. Nous utiliserons le 

fair suivant, dont la v4rification est laiss~e au lecteur : 

Lemme (1.2.10.1) Soient A une cat~orie bifibr4e au-dessus d'une cat~sorie B , 

b un objet de B e__~t (Fk)IE A un foncteur d'une cat~orie A dans la fibre A~ ; 

quels que soi ent G dans Ab, , e t u : b' > b (resp. u : b > b') dans B , 

on a une bijection : 

ROmu(C , lim F k) N > llm Homu(G,F ~) 

(lim F 1 , G) N > lira Homu(Fi,G)) (resp. Hom u ~ 

chaque lois ~ue le premier membre est d~fini. 
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+ Ceci 4rant, soit I/~fJ la cat~gorie sur B d4flnie par : 

ob(lilfJ) = ob (I) /J. ob (J) 

aom(x,y) 

Homi(x,y) 

= Homj(x,y) 

Homj(f(x),y) 

si x , y E ob(1) 

sl x , y £ ob(J) 

si x £ ob(1) et Y E ob(J) 

sl x E ob(J) et y 6 ob(I) 

+ La cat~gorie HomB(lll f J, A) est ~quivalente ~ la cat~gorle des triples 

form, s d'un B-foncteur F de I dans A , d'une B-foncteur G de J dans A 

et d'un morphlsme ~ de B - foncteur de F dans Gof - f(G). 

+ Pour tout objet j de J , on d~signe par I/j la cat~gorie des objets 

de I "places par f au-dessus de J" : les objets de I/j sont les couples 

(i,~) o~ i est un objet de I et ~ : i---->j une fl~che darts l J/.f J , les 

morphlsmes de I/j dtant ceux de I~f J~j . Si Pl et pj sont les projections 

de I et J sur B , et sl (i,~) est un objet de I/j , on d~signera par 

~# : Ai(i) .... >Apj(j) le foncteur Pj(~)# . 

+ Se donner un B-foncteur de I/~f J dans A revient encore ~ se donner 

F E HomB(I,A), G E Hon~(J,A) et un morphlsme fonctoriel en j 

*j : lim ~(F(i) 

(i,£)EI/j 

> G(j) 

(La fonctorialit~ en j du membre de gauche r~sulte de (1.2.10.1)). L'adjoint 

gauche de f~ est doric donn~ par la formule : 

fv(F)(J) -nm ~(F(1)) 

(i~a)EI/j 
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Corollaire (1.2.11) Soient E u n D-topos et i un objet de 

admet un adjoint h ~auche (resp. h droite d~fini par : 

o__~ a est un objet de E au-dessus de i . 

D ; le foncteur e~ 

=~om(j,i) 

Proposltlon (1.2.12) Soient D une 

la cat~8orle _r(E) est un h-topos. 

h-petlte cat~gorie et E u__nn D-topo s : alors 

+ On v~rifie "fibre par fibre", ~ l'alde de (1.2.10.1), que la cat~gorie 

I~(E) poss~de les propri~t~s suivantes : 

a) Les limites projectives finies sont repr~sentables. 

b) Les son~nes directes index~es par un ~l~ment de h sont repr~sen- 

tables. Elles sont disjointes et universelles. 

c) Les relations d'~quivalence sont effectives universelles. 

+ II reste ~ montrer que ~(E) poss~de un syst~me de g~n~rateurs index~ 

par un ~l~ment de h : or, si pour tout objet i de D , (Gik)XEA. est un syst~me 
1 

de g~n~rateurs de E i (oh A i est un ensemble h-petit), la famille (ei!(Gik))i, k 

est un systAme de g~n~rateurs de F(E). 

(1.2.13) Nous allons introduire malntenant la notion de morphisme entre D-topos. 

Pr~cisons tout d'abord que si F et F' sont deux categories au-dessus d'une 

m~me eat~gorie B et si T : F > F' est un B-foncteur , un B-adjoint 

~auche ~ T sera un foncteur S : F' > F adjoint ~ gauche ~ T tel que les 

morphismes canoniques I > ToS et SoT > i soient des B-morphismes de 

foncteurs. Sous ces conditions, on v~rlfie trivlalement que T est cart~slen et 

que S est cocart~sien. 
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D4finition (1.2.14) Soient E e~t E' deux D-topos : u_n_n morphisme de E dans E' 

est un couple de D-foncteurs 9, : E > E' e t ~w : E' > E, muni d'une D-adjonc- 

tion Hom(ge.,.) "~ (.,~w'), tel que pour tout ob~et i d~e D , le couple 

(9,i, 9~) , muni de l'adjonction induite par ~ , soit un morphisme de topos de 

E. dans E~ 
l i 

Proposition (1.2.15) Soient E e_.~t E' deux D-topos et (9, , ~*) : E > E' 

un morphisme. On suppose que D est une h-petite cat4gorie, alors le couple 

(r(9~), r(9*)) : ~(E) >~(E') est un morphisme de topos. 

D4coule trivlalement de la d~finition pr~c~dente. 

Le lemme suivant, dont la d4monstration est laiss~e au lecteur~ permet 

de construire des morphismes de D-topos : 

Lemme (1.2.16) .Soient E e__~t E' deux categories bifibr~es au-dessus d'une m@me 

cat~8orie D , e_.!t ~ u n D-foncteur cart~sien d_~e E dans E' tel que, pour tout 

objet i __de D , #i : Ei > E!I possAde ....... un ad~oint ~ ~auche. Alors, le choix 

pour tout i , d'une adjoint ~ ~auche ~ 9 i d4termine eanoniquement un D-foncteur 

: E' ----> E , D-ad~olnt ~ ~auche A 9 • 

Scholie (1.2.17) Sous les conditions de (1.2.16), supposons que E et E' soient 

deux D-topos et que pour tout i objet de D , tout adjoint ~ gauche du foncteur 

9 i soit exact ~ gauche : alors, si $ : E' ---->E est un D-adJoint ~ gauche ~ 9 , 

le couple (~,~) : E > E' est un morphisme de D-topos. 

Soient maintenant 8 > B une cat~gorie bifibr~e en duaux de topos 

au-dessus de B , X et X' deux D-obJets de B et ~ : X > X ~ un morphisme 

fonctoriel. Alors le choix de clivages normalis~s pour 8 et 8 ° d~termine 

canoniquement un morphlsme (c~ , ~) : ~ > X' de D-topos tel que, pour tout 
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objet i de D (~wi' ~) : Xi - ~ --' X i soit ~gal ~ (~i o, ~o), o~ 

~i : X.I > X i' est la fl~che de B donn~e par ~ . Pour deux choix diff~rents 

de clivages pour g et go , il existe un unique D-isomorphisme entre les morphismes 

ainsi obtenus. (Pour la v4rification de ces faits, le lecteur pourra se reporter 

( [  4 ]  - ( 1 . 1 7 ) ) .  

(1.3) D-topos annel~ 

D4finition (1.3.1) 

et A un anneau de 

U__nn D-topos annel~ est un couple 

F(E). 

(E,A) o~ E est un D-topos 

On v~rifie alors que pour tout objet i 

topos E i et que pour tout morphisme m : i > j 

A i > m~(Aj) est un homomorphisme d'anneaux. 

de D , A i est un anneau du 

la fl~che canonique 

D~finition (1.3.2) Soient (E,A) e~t (E',A') deux D-topos annel~s : un morphisme 

d._ee (E,A) dans (E',A') est un couple (~,@) o__~ ~ : E > E' est un morphisme 

d__ee D-topos et @ : A' > F(~)(A) est un homomorphisme d'anneaux. 

Remarque (1.3.3) Un morphisme ~ : (E,A) > (E',A') de D-topos annel~s induit 

un morphisme (r(~),@) : (~(E),A) >(I'(E),A') de h-topos annel~s lorsque D est 

une h-petite cat~gorie (cf. 1.2.15). 

(1.3.4) 

et ~ un anneau de ~(go) = 

le D-topos X (cf. (1.2.5)) 

l'on d~signera par (X,~) le 

Soit g > B une cat4gorie bifibr~e en duaux de topos au-dessus de B 

o o D ° HomBo(B ,g ). Si X : > B est un D-objet de B, 

est naturellement annel~ par (~.X) ° : D > g et 

D-topos annel~ alnsi construit. Si ~ : X > X' 

est un morphisme fonctoriel, le morphisme (~ , ~) : X > X' (cf. 1.2.17) induit 

canoniquement un morphisme (X,~) > (~',~) de D-topos annel~s encore not~ ~ . 

(1.3.5) Un D-topos annel~ (E,A) d~finit canoniquement une cat~gorie Mod(E,A) 

bifibr~e en cat~gorie ab~liennes au-dessus de D dont la fibre en un objet i 
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de D est %a cat~gorie Mod(Ei, A i) des modules sur le topos annel~ 

Avec ces notations, la cat~gorie des modules de ~(E) cur A , notre 

s'identifie ~ la cat~gorie HOmD(D,Mod(E,A)). 

(E i, A i) • 

Mod(_F(E),A) 

(1 .3 .6 )  

d~finit deux foncteurs ~ : Mod(E,A) >Mod(E',A') 

entre les categories de modules correspondantes : 

- Soit M un objet de 

~(M) est un module sur }w(A i) 

' not4 en d4duit un module sur A i 

et ~ : Mod(E',A') 

Soit ~ = (~,0) : (E,A) > (E',A') un morphisme de D-topos annel~s. II 

> Mod(E,A) 

Mod(E,A) au-dessus d'un objet i de D : 

et, gr&ce au morphisme e i : A 1 > ~@(Ai), on. 

~(M). Ce foncteur ~@ sera appel~ le foncteur 

image directe par le morphisme ~ . 

- Soit M' un objet de Mod(E',A') au-dessus d'un obJet i de D : ~@(M') 

est un module sur ~*(A~) et ~*(M') - ~*(M I) ®~*(A~) Ai est canoniquement muni 

d'une structure de module sur A i . Au moyen de (1.2.16), on d~finlt ainsl un 

foncteur ~ , adjoint A gauche ~ ~ , et appel§ foneteur image r4ciproque par 

le morphisme ~ . 

(1.3.6.1) Nous dirons que ~ est plat si le foncteur F(~ ~) est exact. 

Proposition (1.3.7) Soient f : D' 

Afore le foncteur canonique 

f@ : Mod(Z(E),A) 

possade un adJolnt ~ droite et ~ gauche sl 

particulier, il est exact. 

> D un foncteur et (E,A) u_~n D-topos annel~. 

> Mod(Z(E~D'), Aof) 

D' est une h-petlte cat~gorle. E_~n 

Cela r~sulte imm~diatement de (1.2.10) et de l'identlflcation 

HomD(D,Mod(E,A)) ~Mod(~(E),A). 
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Conform~ment aux notations g4n~rales, nous noterons f! (resp. f@) 

l'adjoint ~ gauche (resp. ~ droite)de fe . 

(1.3.8) Les considerations qui sulvent nous fournirent un proc~d~ de calcul commode 

pour les foncteurs d~riv~s du type ~+r(~@) : D+(~(E),A) > D+(~(E'),A'), o@ 

: (E,A) > (E',A') est un morphisme de D-topos annel~ (cf. (1.3.6)). [Si (S,@ S) 

est un topos annel~, nous notons D+(S,@s ) la cat~gorie d~riv4e de la cat~gorle 

des @S-mOdules de S]. 

(1.3.9) Ce calcul formel pourra d'ailleurs s'appliquer ~ d'autres contextes ' tels 

que la "descente en cohomologie 6-adlque" (cf. S.G.A. 5). 

Proposition (1.3.10) Soit D une h-petite cat~grie. S_~i (E,A) est un D-topos 

annel~, on d~si~ne par I(E,A ) l'ensemble des objets de Mod(r(E),A) isomorphe 

un objet de la forme ~ ei#(Qi) , o_@~, pour tout objet i d__~e D , Qi es_._~t 
i6ob(D) 

totalement ' a c~91ique (cf. V 4.1 )~; I(E,A ) v4rifi9 les propri~t~s suivantes : 

(i) Pour tout ob~et F de Mod(~(E),A) et tout ob~et i de D , e~(F) est 

totalement acyclique. 

(ii) Tout pb~et de Mod(~(E),A) s'injec~e dans un ob~et de I(E,A ). 

(iii) I(E,A ) est stable par sommes directes finies. 

(iv) Pour tout morphisme ~ : (E,A) • > (E',A') d_~e D-topos annel4s, le foncteur 

r(~w) transforme tout complexe acyclique de C+(~(E),A), form~ d'ob~ets d~ I(E,A ), 

en un complexe acyclique form~ d'ob~ets de I(E, A, ). 

D~monstration. 

(1) Compte tenu de l'expression explicite de 

de montrer le le~me suivant : 

ei~ (cf. (1.2.1.1)), il suffit 
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Len~ne (1.3.10.1) Soient (S,~ S) un topos annel~ et (Ft)tE T une famille de 

~g-modules totalement .... acycliques index~e par un ensemble T ~-petit. Alors 

F t est totalement acyclique. 
tET 

Soit X un objet de S : il existe une suite spectrale 

(1.3.10.2) 

oa n (q)  
tET 

(q)  F t 
tET 

(1.3.10.2) 

HPcx, ~(q) F t) ~ N HP+q(X, Ft ) 
tET tET 

d~signe le q-i~me d~riv~ du foncteur "produft index~ par T". Con~ne 

est le faisceau associ~ au pr~faisceau U 

d~g~n~re et on obtient des isomorphismes 

tET 
> ~ Hq(U,Ft), 

tET 

(1.3.10.3) Hn(x, ~ Ft ) N > ~ Hn(X,Ft ) 
tET tET 

d'o~ finalement fin(x, ~ ) = O pour tout n . 
tET 

(ii) Soit F un objet de Mod(r(E),A) ; on choisit pour tout 

phisme F i > Qi ' o5 Qi est totalement acyclique dans 

Mod(Ei,A i) : ei (F i) > ei@(Qi) est alors un monomorphisme (puisque 

un adJoint ~ gauche), et la fl~che canonique : 

i un monomor- 

el. poss~de  

(1.3.10.4) F > ~ ei,(F i) > D ei.(Q i) 
iEOb(D) iEOb(D) 

est encore un monomorphisme~ conm~e on le v~rifie trivialement. 

( i i i )  I ~ m o n s t r a t i o n  l a i s s ~ e  au  l e c t e u r .  

( i v )  On l a i s s e  a u s s i  au l e c t e u r  l e  s o i n  de v ~ r f f i e r  que r ( ~ )  t r a n s f o r m e  un  

o b j e t  de I ( E , A  ) e n  un  o b j e t  de I ( E , j A ,  ) . Ce p o i n t  ~ t a b l i ,  i l  s u f f i t ,  compte 

t e n u  de ( i ) ,  de v ~ r i f i e r  l e  l e n s e  s u i v a n t  : 
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Lemme (1.3.10.5) Si O > F > G > H > O est une suite exacte courte dans 

Mod(~(E),A), avec F 6 I(E,A ) e t G 6 I(E,A ) , la suite 

O > r(~@)(F)) > r(~)(G)) > F(~@(H)) > O est exacte dans Mod(~(E'),A'). 

Ii sufflt de remarquer que e~(H) est acyclique pour tout obJet i de D 

et que le calcul de r(~@) se fait fibre par fibre, ce qui ach~ve la d~monstration 

de (1.3.10). 

Corollalre (1.3.11) Soit ~ : (E,A) 

On peut calculer le foncteur ~+r(~@) 

de I(E,A ) . 

Soit L c K+(~(E),A) la sous-cat~gorle pleine des complexes ferm~s 

d'objets de I(E,A ) : L est une sous-cat~gorie triangulde en vertu de ((1.3.10), 

(ii)) et on peut lui appliquer le th~or~me (5.1) de [[7] - Chap.I]. 

(E',A') un morphisme de D-topos annelds. 

au moyen de rdsolutions form4es d'objets 

Corollaire (1.3.12) Soit ~ : (E,A) > (E',A') un morphisme de D-topos annelds ; 

pour tout objet i d__ee D on d~signe par ~i : (Ei'Ai) > (El, A I) le morphlsme 

d~e D-topos annel~ induit par ~ au-dessus de i . Alors le diagranrne 

D+(~(E),A) - 

R' r(cp~) 

D+(£(Z'),A ' ) 
R~Ce~) 

> D+(Ei,Ai ) 

D+(EI,AI) 

est essentiellement commutatif. 

On dispose d'un morphisme 

+ o R+(e~ ') 

dont on v~rifie que i est un isomorphisme, grace ~ (1.3.10). 
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Remarque (1.3.13) D4slgnons par G(E,A) l'ensemble des objets F de Mod(~(E),A) 

tels que e~(F) solt totalement acy61ique pour tout objet i de D. Ii r~sulte 

de la d4monstration de (1.3.10) que l'on peut calculer ~+F(~) au moyen de r~so- 

lutlons forums d'objets de ~(E,A) ; i est ce que l'on falt en particulier dans 

l'introductlon en utillsant la "r~solution flasque canonique" (w) . D~apr~s 

[(1.3.10)(i)], on a I(E,A ) CG(E,A ) , mals nous utiliserons explicitement I(E,A ) 

dans le paragraphe 2 . 

2. La m~thode de la descente cohomologique 

Dans ce num~ro, D est une cat~gorie h-petite. 

(2.1) G4n~ralit~s. Notations 

(2.1.1) Soit (S,~ S) un topos annel4. La cat4gorie S X D , muni de la projection 

canonique S X D > D , est un D-topos ; de plus la section de valeur constante 

~S d~finlt un D-topos annel~ (S X D,~ S) 

(S,~$) . Avec ces notations, la cat~gorle 

gorie des foncteurs covariants de D dans 

On d~finlt nn foncteur exact : 

appel~ D-topos annel~ constant de valeur 

Mod(~(S X D), ~S ) s'identifle ~ la cat~- 

Mod(S,~s). 

e~ : Mod(S,~ s) -------->Mod(Z(S X D),~ s) 

en associant ~ tout module F sur S le foncteur constant de valeur F . Le 

foncteur ~* poss~de un adjoint ~ droite ¢, qui associe ~ tout foncteur 

H : D > Mod(O S) sa limite projective, le morphisme d'adJonctlon F > C~¢~(F) 

~tant celui qui envoie F dans la limite projective du foncteur constant de valeur 

F ; ainsi ¢~ est pleinement fiddle si et seulement si D est connexe. 

(~) cf. expos~ XVII pour la g~n~ralisation de cette notion. 
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D~finition (2.1.2) Soit (E,A) u n D-topos annel4 ; une augmentation de (E,A) 

un morphisme (de D-topos annel~s) de (E,A) dans un D-topos annel~ constant. U_nn 

D-topos annel4 muni d'une augmentation sera appel~ un D-topos annel4 augmentS. 

est 

(2.1.3) Soit 8----> B une eat~gorie bifibr~e en duaux de topos et ~ un anneau 

de ~(8 °) = HomBo(B°,8°) . Soit S un objet de B : un foneteur D ° > B/S , 

D o~ X est un foncteur D ° c'est-~-dire un morphisme fonctoriel X @ > C S , > B 

(cf. (1.2.6)), indult une augmentation : 

@ : (~,~)" >(~ X D, ~S ) (cf. (1.3.4)). 

d~slgnerons par la m~me lettre que le morphisme fonctoriel qui lui donne naissance. 

(2.2) La descente eohomolo~ique 

(2.2.1) Soit 8 : (E,A) > (S X D,~$) 

avec les notations de (1.3.6) et (2.1.1), 

~ " r(@ ~) o C ~ : Mod(S,~ S) > Mod(~(E),A) 

at e~ = e~ o F(@w) : Mod(Z(E),A) > Sod(S,~s) 

L'image de @w se trouve dans la sous-cat~gorie pleine de 

form~e des sections eocart~siennes de ~ (D,Mod(E,A)) : nuus noterons 

~c°cart(D,Mod(E,A)) cette derni~re cat4gorle. 

un D-topos annel~ augmentS, on pose, 

Mod(~(E),A) 

D~finition (2.2.2) On dit que @ est une augmentation de descente effective si 

T(@*) ° ¢~ : Mod(S,~ S) > ~c°cart(D,Mod(E,A)) est une ~quivalence de categories. 
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(2.2.3) Avec les notations de (2.2.1), supposons que @ soit plat, de sorte que 

est exact et pa~etrivialement aux categories d4riv~es : soit ~+(@~) le fonc- 

teur ainsi obtenu. Avec ces notations : 

Lemme (2.2.3.1) !I existe deux morphismesfonctoriels 

: idD+(S,@s) ..... > $+(Bw) o ~+(ew) et ~ : $+(Ow)o = R+(@e) 

mettant ces deux foncteurs en ad~onction. 

(cf. [9] (3.3)). 

> idD+(~(E),A) 

D~finition (2.2.4) O n dit que @ 

I °) 8 est plat 

2 ° ) Le foncteur L+(~0 

est une augmentation de l-descente cohomologique s__~i 

est pleinement fiddle. 

Remarque (2.2.5) La condition 2 °) la d~finition prfic~dente peut aussi s'exprimer 

en disant que le morphisme ~ dans (2.2.3.1) est un isomorphisme. 

D~finition (2.2.6) On dit que O est une augmentation de 2-descente cohomologique 

(ou de descente cohomologique effective) s i @ est ~ la lois une augmentation de 

descente effective et une augmentation de l-descente cohomolo~ique. 

La terminologie pr~c~dente est justifi4e par le r~sultat suivant : 

Proposition (2.2.7) Soit @ une augmentation de descente cohomologique effective. 

Alors, l'image e ssentielle de ~+(@~) est la sous-cat~prie pleine de D+(~(E),A) 

form~e des complexes F" tels que pour tout i , Hi(F ") soit une section cocar- 

t~sienne de Mod(E,A). 

Nous dirons, pour abr~ger, qu'un complexe F" v~rifiant les conditions 

pr4c~dentes est une donn~e de descente cohomologique. Ii est clair que si K'6D+(S,~s ) 

L += (@~)(K') est une donn~e de descente cohomologique : il suffit donc de montrer 

que pour route donn~e de descente cohomologique F" , le morphisme canonique 
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~ ( F ' )  : ~ + ( ~ )  o ~+(@~)(F ' )  > F" 

est un isomorphisme dans D+(~(E),A). 

a) Cas o5 F" est born@ : on raisonne par r~currence sur la longueur ~ de 

l'intervalle des entiers i o~ Hi(F ") # 0 : 

- pour 6 ~ 1 l'assertion est vraie paree que @ est de descente effective. 

- supposons ¢ > i et soit n le plus grand entier tel que Hn(F ") # 0 : 

(*) 
on dispose d'un triangle distingu4 

~(F')[-n] 

F'' - >F" 

tel que l'hypoth~se de r~currence s'applique ~ F'" ; ~(Hn(F')[-n]) et 8(F'') 

~ t a n t  des  i somorph i smes ,  i l  e n e s t  de m@me de 8 ( F ' )  . 

b) Cas K@n@ral : d@signons par O~(F') le complexe 

• .. F n-I > F n-I > Kerd n > 0 > 0 ... , 

(cf. [7] (7.1)), de sorte que l'on dispose pour tout n d'un diagramme commutatif 

~+(0~) o ~+(0~) (~n(F'))  > OKn(F') 

et il suffit de voir que le morphisme 

(*) pour tout complexe K" , K'[-n] d~signe le complexe T-n(K ") , o5 T est 

le foncteur translation• 
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B+(~) (a~n(F')) ........... 

induit un isomorphlsme sur les H i pour 

> 

i < n . Or ,  on  d i s p o s e  d ' u n  t r i a n g l e  : 

Fit, 

/\ 
o ( F ' )  ~> F" 

avec Hi(F '' ') = 0 pour i ~ n . On en d~duit alors que Hi(~+(@~) (F"')) = 0 

pour i ~ n , puls que Hi(R+(~)(O~n(F')))= > Hi(~+(e~)(F')) est un isomor- 

phisme pour i ~ n , ce qui ach~ve la d~monstration. 

Nous allons maintenant exposer une m~thode de calcul explicite de R'@@ 

fort utile dans la d~monstration de certains crit~res de descente cohomologique, 

ainsi que dans l'exploitation de la dire notion. 

(2.3) Un proc~d~ de calcul pour R + ¢~ m 

Nous co~nencerons par deux sorites. 

(2.3.1) Soient D une h-petite cat~gorle et 

ab~liens appartenant ~ h . On d~signe par r D 

d~fini par la relation 

Ab la cat~gorie des groupes 

le foncteur D > (Hom(D,Ab)) ° 

r D ( i ) ( j )  = ~ H o m ( i , j )  

pour tout couple (i,j) d'obje~de D . On construit alors, pour tout couple (i,X) 

form~ d'un objet de D et d'un objet de Hom(D,Ab), un isomorphlsme canonique 

et fonctoriel : 

Hom(rD(i), X) N > X(i) 

(2.3.1.I) Soient A une cat~gorle additive (cf. TohokQ) et F un foncteur 

D • > A : on d~finit un foncteur ~ : (Ho._~m(D,Ab)) ° > A°Ens par la relation 
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~(X)(a) ~om (x, HomA(a, F(.))) 
Hom(D~Ab) 

de sorte que le diagramme suivant, oh 

r D 

A 

soit essentiellement con~nutatif. 

h A d~slgne le foncteur canonique : 

> (Hom(D,Ab)) ° 

> Hom(A°,Ens) 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier que F transforme les son~nes 

directes finies de Hom(D,Ab) en produits et que, si l'on d~signe par ~ le 

foncteur constant D >Ab de valeur ~, on a ~(~) = lim F . 

Enfin la correspondance F:~ > T d~finit un foncteur covariant 

> Hom((Hom(D,Ab)) O, Hom(A O, Ens)). Hom(D,A) 

(2.3.1.2) On d~signe par Add(D) la sous-cat~gorie pleine de (Hom(D,Ab)) ° 

d~finie par les objets de la forme rD(i) , oh i est un objet de D , et leurs 

sormmes directes finies. La cat4gorie Add(D) est additive et le foncteur 

r D : D---->Add(D) v~rifle la propri~t~ universelle sulvante : 

(2.3.1.3) Pour toute cat4~orie additive A , le foncteur G 

une ~qulvalence de l asous-cat~gorie pleine de Hom(Add(D),A) 

foncteurs additifs sur la cat~orie Hom(D,A). 

> G o r D induit 

form~e par les 

La cat4gorie Add(D), d~finle ~ ~quivalence pros par (2.3.1.3) s'appellera 

la cat4~orie additive engendr4e par D . 

(2.3.2) Soient A une cat~gorie ab~llenne et K'" un complexe double que nous 

consid~rons cormue un objet de C+(C+(A)), le premier indice correspondant au 
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premier signe C + : on d~signe par (K'') s le complexe simple associ~ (cf. TohokQ 

(2.4), dont nous conserverons les notations). On d~finit ainsi un foncteur 

(2.3.2.1) ( ) : C+(C+(A)) > C+(A) 
S 

et on laisse au lecteur le soin de v~rifler le lemme suivant : 

Lemme (2.3.2.2) Le foncteur ( )s d~finit un foncteur trian~ul~ : 

K+(C+(A)) ------------>K+(A) 

qui preserve !es qussi-isomorphismes ; il d~finit donc un foncteur triangul~ : 

D+(C+(A)) > D+(A) , 

encore not~ ( ) 
S 

Remarque. On ale m~me r~sultat pour le foncteur ( )s : c(cb(A)) > C(A) 

car la suite spectrale que l'on envisage est bir~guli~re par (E.G.A. III (11.3.3)). 

(2.3.3) Ceci ~tant, soient (S,~ S) un topos annel~ et D une h-petite cat~gorie. 

Soit Z" E C+(Add(D)) un complexe de cocha~nes tel que Z n = 0 pour n < 0 . 

Tout objet F de Mod(~(S × D, 05), OS ) (qui s'identifle ~ un foncteur 

D > Mod(S,O S) d'apr~s (2.1.1)) d~finit, par la propri~t~ universelle de Add(D) 

un objet c z. (F)" de C+(S,Os ) qui varie fonctoriellement svec F d'apr~s 

(2.3.1.3). 

On d~finit ainsi un foncteur triangul~ : 

(2.3.3.1) K+(¢Z..) : K+(_r(S × D),O s) > K+(C+(S,Os )) 

De plus, il r~sulte de (2.3.2.2) que le foncteur compos~ : 

( )s ° K+(eE ) : K+(I'(S X D),O S) > K+(S,Os) 
• 4t 

transforme les objets acycliques en objets acycliques. II d~finit donc un 
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foncteur triangul~ : 

(2.3.3.2) 

v~rifiant is relation 

S+z, : D+(r(s x D) %)> D+(S,%) 

(~) 
Qo( )s ° K+(¢Z " ~) = ~+¢Z" o Q 

(2.3.4) Les donn~es pr~c~dentes sont conserv~es. On consid~re Z" comme un 

complexe de cha~nes dans Hom(D,Ab). Solt t : Z ° > ~ un morphisme de Z ° 

dans le foncteur constant de valeur ?z. tel que le morphisme compos~ 

(2.3.4.1) Z I > Z o t > 

soit nul. 

Par fonctorialit4 (cf. (2.3.1.I)), on en d~duit un morphisme 

0 
¢.(z) > CZ.~F) 

(2.3.4.2) 

soit nul. 

tel que le morphisme compos~ 

¢@(F) > eZ.~(F) ° > ¢Z.@(F) I 

(2.3.4.3) 

II existe alors un morphisme canonlque de foncteurs triangul~s : 

- o K+(eZ. ) ffi ~+¢Z'@ o Q QoK+(C@) J f Qo( )s 

Proposition (2.3.5) Les conditions et notations de (2.3.3) e__tt (2.3.4) sont conserv4es ; 

on suppose en outre que le complexe au~ent~ 

Z n > gn-i ..... Z I ~" Z o t > ?z 

d~finisse une r~solution de ~ . 

Alors, Dour tout complexe F" form~ d'objets de I(SXD,Ss) (el. 1.3.10 ), 

(@) Pour route cat~gorie ab~lienne A , la lettre Q d~slgne le foncteur 

canonlque K+(A) ...... > D+(A). 
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J(F') : GoK+(e~)(F ") 

est un isomorphisme. 

> (~+ OZ. ~ oQ)(F') 

+ Soit i un objet de D et Qi un module sur (S,O S) : montrons que 

j (ei@(Qi)) est un isomorphisme. II s'agit de voir que la suite : 

(2.3.5.1) 0 > Qi > ez'~(ei~(Qi ))° > CZ'~(ei~(Qi ))I > .... 

est exacte. 

X de Mod(S,@s), Pour cela il suffit de montrer que, pour tout objet 

la suite : 

(2.3.5.2) 0 > Hom(X,Q i) > Hom(X,¢z.~(el@(Qi)) °) > Hom(X, ez, (ei~(Qi)) I) --> .. 

est exacte. Or un calcul inm~diat montre que (2.3.5.2) se r~duit ~ : 

(2.3.5.3) 0 > Hom(~ ,Hom(X,Qi)) -->Hom(HomAdd(D)(Z°,i),Hom(X,Qi)) -~ 

> Hom(HomAdd(D)(Zl,i),Hom(X,Qi)) > ... 

+ Si pour tout objet i de D , Qi est un module totalement acycli- 

que, on volt, en appliquant le foncteur n aux complexes (2.3.5.1), que l'on 
iEOb(D) 

obtlent encore un complexe acyclique d'apr~s (1.3.10.1). Ainsi J ( ~ (e~ (Q~)) 
iEOb(D) ~ 

est un fsomorphlsme. 

+ On l a i s s e  au  l e c t e u r  l e  s o i n  de  d ~ d u i r e  de  c e c i  que  j ( F ' )  e s t  u n  

isomorphlsme lorsque F n 6 I(SXD,Oe) pour tout n (par suites spectrales, par 

e x e m p l e ) .  
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Corollaire (2.3.6) Sous les conditions de (2.3.5), le morphlsme j d~flnlt 

~+CZ. . le foncteur d~rlv~ de C ollmle # 

La sous-cat~gorle de K+(~(SXD),~ S) d~flnle par les complexes form, s d'objets 

de I(SXD,~8) v4rifie les conditions du th~or~me (5.1) de [[7], I], pour le 

foncteur K+(¢.), en vertu de (1.3.10) et (2.3.5) : le corollalre r~sulte 

imm~diatement de cette remarque. 

Corollaire (2.3.7) Sous les conditions de (2.3.5), solent (E,A) u_~n D-topos annel~ 

e t @ : (E,A) > (S×D,~ 8) une augmentatlon ; il exlste un isomorphisme canonique 

.R + ~ .  ~ > R + r ( e j o  .R+ez. * 

Cela r~sulte de [[7] - I - 5.4]. 

Remarque (2.3.8) On savait a priori que ~+¢~ existe et que l'on a un isomorphlsme 

~R+~* N >R+F(8,)o= ~+¢. , vu que r(e.) etc. ,ont Indults pat des morphls~s 

de topos annel~s (cf. (1.3.6) et (2.1.1)). Cependant le calcul precedent s'av~rera 

fort utile et applicable ~ d'autres contextes, car, dans la pratique, les condi- 

tions de (2.3.5) seront toujours v~rlfi~es. 

Nous allons malntenant donner les exemples fondamentaux o~ l'on pourra 

appliquer (2.3.5). 

(2.3.9) Dans 

formule 

(2.3.9.1) 

o~ b i : [hi 

Z ° t : > 

Add(A), on pose Z n In] et on d4finlt d n Z n Z n+l = : > par la 

n+l 
d n - E (_l)i ~i 

i-O 

> In+l] est la i-~me face [cf.[3] II 2]. On prend pour 

l'augmentatlon naturelle ~vldente. 

La condition de (2.3.4) est trivialement v~rifi~e. La condition de (2.3.5) 

r4sulte de ([5] I (3.7.4)). 
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(2.3.10) 

double : 

Dens Add(A X A), on consld&re le complexe simple associd au complexe 

( [ . ] , [~ i ] )  
sn,m+l i 

> ( [n+ t ] , [ ,~ -z ] )  

( 2 . 3 . 1 0 . 1 )  n,m S2 

([n],[m]) 
sn,m i 

n#l,m 
S 2 

> ([n+l],[m]) 

8VeC 

( 2 . 3 . 1 0 . 2 )  

n+l 
n,m (hi id[m]) S I = Z (-1) 1 

i=0 

m+l 
n,m (.l)J (id[n], ~j ) $2 I Z 

i,.,O 

On laisse au lecteur le soin de vdrlfier (en utilisant (2.3.9)) que le 

complexe alnsi d~fini, muni de l'augmentation naturelle ~vidente, v~rifie les condi- 

tions de (2.3.5). 

(2.3.11) On traite de mani&re analogue le cas multi-simplicial (avec 

A x  A X ... X A .) 
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(2.4) La descente cohomologique relative 

(2.4.0) Soient g > B une categoric bifibr~e en duaux de topos et ~ un anneau 

de ~(~o). 

Ces donn~es d~finissent canoniquement une cat~gorie fibr~e et cofibr~e en 

categories ab~liennes, notre Mod(g°,~), au-dessus de B ° (cf. (1.3.3) et (1.3.4)): 

dans tout ce qui suite les foncteurs "images directes" et "images r~ciproques" 

seront toujours pris par rapport au foncteur fibrant et cofibrant : 

Mod(g°,~) > B ° 

D~finition (2.4.O.1) Nous dirons ~u'un morphisme f : T > S dans B est plat 

(relativement ~ (g,~)) s i f~ : Mod(g~,~ S) > Mod(g~,~ T) est un foncteur exact. 

(2.4.1) Soit G une sous-cat~gorie fibr~e et cofibr~e de Mod(g°,@) telle que, 

pour tout objet S de B , G s soit une sous-cat~gorie ~paisse (cf. TohokQ (i.Ii)) 

de (Mod(g°,~))S - Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de telles situations. 

Si S est un objet de B , nous d~signerons par D+(S), la categoric 

o 
d~riv~e de Mod(gs,~ S) : on introduit, suivant [[7] (I § 4)3, la categoric D + (S), 

G S 

qui s'identifie ~ la sous-cat~gorie pleine de D+(S) formic par les objets X" tels 

que Hn(xj E G S pour tout n . 

Nous supposerons que la condition suivante est toujours v~rifi~e. 

(2.4.1.1) Pour tout morphisme h : T > S dans B , le foncteur 

R+(h ~) : D+(T) ----> D+(S) est tel ~ue _R+(h~)(F) E D + (S) si F E G T • 
= _ G s -- 

D'apr~s [[7] (I. (7.3).(ii))], cette condition entraine que 

(T)) C D + (S)° --R+(h') (DGT G S 
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(2.4.2) Soit D une h-petite cat~gorie : nous supposerons dana tout ce qui suit 

que l'on s'est donn~ un comp!exe Z" de Add(D) v~rifiant les conditions de (2.3.5) 

(dana les applications, on aura en fair D = A ou D ffi A X ~). 

D ° ModG(r ( Si X : > B eat un D-objet de B , on d~signe par _X),$) 

la sous-cat~gorie plelne de Mod(~(~),~) form~e par lea objets F tels que 

e~(F) 6 Gi( = GXi) pour tout objet i de D : MOdG(F(~) ,_ ~) est une sous-cat~gorie 

~palsse de Mod(!(X),~). Nous d~slgnerons par K~(~(X),e) (resp. D~(!(~),ff)) 

la sous-cat~gorie plelne de K+(~(X),e) (resp. D+(~(X),~)) form~e des obJets X" 

tels que Hn(x ") E MOdG(~(X),e) pour tout n . 

(2.4.3) Soient X et X' deux D-objets de Bet ~ : X > X' un morphlsme 

fonctorlel. Rappelons (cf. (1.3.4)) qua nous notons encore ~ : (X,~) > (X',~) 

le morphisme de D-topos annel~s correspondent. 

D~finitlon (2.4.3.1) Nous dlrona que ~ : X > X' est plat si le morphisme de 

D-topos annel~s correspond ant est plat au sens de (1.3.6.1). 

On a alors le le~me ~vldent : 

Lermne (2.4.3.2) Pour que ~ : X > X' 

tout ob.let i d_~e D , Ct i : X i > X 1 

soit plat, il faut et il suffit qug, pour 

soit un morphlsme plat (cf. (2.4.0.1)). 

(2.4.4) Soit ~ : X - X' un morphlsme, il d~finit un foncteur 

( 2 . 4 . 4 . 1 )  K+(F(%)) : K+(F(X),8-) . > K+(_F(~ ' ) ,8)  

Le~mne (2.4.4.2) Le foncteur 

K+(r(Q~t))l KG(r(7),e ") : K~(~(7),e) 

poss~de un foncteur d~riv~ ~ droite, not~ 

K*(£(~' ) ,~) 

RGF(C~), e t  l e  morphisme canonique  
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est un morphisme. 

La premiere partie r~sulte de (1.3.10) et de [[73 - (1.(5.2))]. Pour 

v~rifier la derni~re assertion, il suffit de montrer, en vertu de [[7] - (1.(7.3). 

(ii))], que ~+r(a~)(F) ~ D~(E(x'),~) lorsque F ~ MOHG(~(X),~), ce qui r~sulte du 

calcul expliclte de ~+F(~) donn~ par (1.3.1.1) 

(2.4.5) Soit S un objet de B : le D-topos annel~ 

s'identifie au D-topos annel~ constant (g~ X D, ~S ) 

qui r~sulte de [[7](1. (7.3). (ii))] : 

et de l'hypoth~se (2.4.1.1). 

(~S,~) (cf. (1.2.6)) 

et on ale lemme suivant 

Le,~ne (2.4.5.1) 

dans D + (S) et 
G S 

Le foncteur ~+6Z. ~ + D + IDG(~(Cs),~) , npt~ ~G CZ'~ ' est ~ valeurs 

s'identifie un foncteur d~riv~ ~ droite du foncteur 

KG(r(Cs),~) : _ 

D Proposition (2.4.6) Soit 8 : X > C S u n D-objet de B augment~ : le foncteur 

K+(~) IK~(~(X),~) p oss~de un foncteur d~riv~ ~ droite, not~ ~+~ , qui prend 

ses valeurs dans D + (S). De plus, il exlste un isomorphisme canonique 
GS 

=G =G CZ '~ 

D~monstrstion laiss~ au lecteur ~ partir de ce qui precede. 

Nous sormnes maintenant en mesure de donner les d~finitions relatives 

la descente cohomologique. 
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D 
(2.4.7) Soit 0 : X > C s un D-objet de B augment4. Supposons que @ soit 

plat, de sorte que la restriction ~ D~s(S) du foncteur ~+ @~ prend ses valeurs 

+- 
dans D (~(X),~) : nous noterons ~G @~ cette restriction. Avec ces notations : 

Len~ne (2.4.7.1) II existe d eux morphismes fonctoriels ~ : id --> RG@ ~ o ~ 

DGs(S) 

et ~ : ~ o ~G~+@ ~ > idDG(I.(X),~)+ _ mettant ces deux foncteurs en adJonction. 

Cela r~sulte i~m~diatement de (2.2.3.1) et (2.4.6). 

D~finitlon (2.4.8) On dit ~ue @ 

relativement ~ G s~ 

1 °) @ estplat. 

2 ° ) Le foncteur L + @w =G 

est uneau~mentation de l-descente cohomolo~ique 

est pleinement fiddle. 

Remarque (2.4.9) La condition 2 °) de la d4finition pr4c~dente peut encore 

s'exprlmer en dlsant que le morphisme ~ dans (2.4.7.1) est un isomorphlsme. 

D 
D4finitlon (2.4.10) Spit @ : X > C S u n D-objet de B ausment~. On dit que 

@ est une augmentation de descente effective relativement ~ G si le foncteur 

_Cocart._ 
r ( e  ~ )  o c ~ : G s > L  ~o,  G) 

est une ~qulvalence de categories. 

D~finition (2.4.11) On dit que @ est une augmentation de 2-descente cohomologique 

(ou de descente cohomologique effective) relativement ~ G si @ est ~ la fois une 

augmentation de l-descente cohomolo~ique et de descente effective relativement ~ G . 

On d~duit alors de la d~monstration de (2.2.7) le r~sultat suivant : 
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D 
Th4or~me (2.4.12) Soit @ : X > C s une augmentation de 2-descente cohomolo~ique 

........ L+@ e est la sous-cat~gorie relativement ~ G . Alors l'image essentielle de -G 

pleine de D~(~(~),~) fqrm~e des complexes F' tels que pour tout n , Hn(F ") 

soit une section cocart~sienne de G . 

La proposition suivante, dont la v~rification est laiss~e au lecteur, 

permet de transcrire la d4finition (2.4.10) dans le langage de ([4]. 6) : 

D soit une ausmentation de descente Proposition ~.4.13) Pour que 8 : X > C s 

effective relativement ~ G , il faut et il suffit que le foncteur D ° > B/S 

au-dessus de B , d~fini ~ar 8 , induire une ~quivalence entre la cat4gorie des 

sections cart~siennes de G ° au-dessus de B/S et la cat~gorie des sections 

cart~siennes de G ° au-dessus de D ° . 

Corollaire (2.4.14) Supposons que les prodults fibres finis soient repr~sentables 

dans B et soit f : R > S un morphisme : ppur que l'objet semi-simplicial 

au~ment~ [RIfS] (cf. (1.2.7)) soit de descente effective relativement ~ G , 

il faut et il suffit que f soit unmorphisme de descente effective pour la 

cat4gorie fibr~e G ° au-dessus de B . 

Cela r~sulte de (2.4.13) et de ([4]- 9). 

D~finition (2.4.15) S upposons que les prodults fibres finis soient repr4setables 

dans B et soit f : R > S un morphisme. N0us dirons que f est un morphisme 

de i-descente cohomolo~iqu e relativement ~ G (i = 1,2) si l'objet semi-simplicial 

augment4 [RlfS ] est de i-descente cohomolo~ique relativement ~ G . 

D4finition (2.4.16) Supposons que les produits fibres finis soient repr4sentables 

D 
dans B et soit 8 : X > C S une augmentation : nous dirons que 8 est une 

augmentation de i-descente cohomologique universelle (i = 1,2) relativement ~ G 

@T D obtenue par s_~i, pour tout morPhisme T > S , l'au~mentation X T > C T 
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changement de base est une augmentation de i-descente cohomologique relativement 

G . 

m 

cohomologique" 

G " 

La notion de morphisme de i-descente cohomologique universelle relativement 

G se d~duit i~diatement des deux d~finitions pr~c~dentes. 

Nous emplolerons souvent la terminologie "augmentation de G- i-descente 

la place de "augmentation de i-descente cohomologique relatlvement 

(2.5) La suite spectrale de descente 

(2.5.1) Soit A une cat~gorie ab~lienne. On d~signe par F(A) la cat~gorie dont 

les objets sont les objets de A , munls d'une filtration discrete et codiscr~te, 

et dont les morphismes sont les morphlsmes filtr~s de A : la cat~gorie F(A) est 

une cat~gorie additive (mais non ab~llenne). 

La cat~gorie K(F(A)) des complexes filtr~s de A , de filtration discrete 

et codiscr~te degr~ par degr~, est une cat~gorie triangul~e et les foncteurs 

canoniques 

(2.5.1.1) Gr : K(F(A)) > K(A) 
n 

sont trisngul~s. L'ensemble ~ des morphismes f de K(F(A)) tels que Grn(f) 

soit un guasi-isomorphisme pour tout n est done un syst~me multiplicatif sstur~ 

[ef. [9]. §2. n°l ] .  

En inversant les fl~ches de ce syst~me, on obtient une nouvelle cat~gorie 

triangul~e notre D F(A) et les foncteur Gr se prolongent en des foncteurs 
n 

(2.5.1.2) Gr : D F(A) ~ D(A) 
n 

Nous ne consid~rerons~par la suite, que des complexes born~s inf~rieurement : 

on introduit naturellement les notations K+(F(A)) et D+F(A). 
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(2.5.2) Soit B une sous-cat4gorie ~paisse de A et d~signons par ~(F(A)) 

la sous-cat~gorie pleine de K+(F(A)) dont les objets sont les complexes X" 

tels que Hi(Gr.(X')) 6 B pour tout couple d'entiers (i,j) : ~(F(A)) est une 
J 

sous-cat~gorie triangul~e localisante de K(F(A)) [cf. [7]. (I. §5)] . Nous 

+ F(A) la sous-cat~gorie pleine de D F(A) dont les objets d~signerons par D B 

sont les complexes born4s inf4rieurement X" tels que Hi(Gr.(X')) E B pour ] 

tout couple (i,j) : d'apr~s (loe. cit.), D;F(A) s'identifie ~ la cat~gorie 

de fractions ~(FCA))z n ~(F(A)) " 

Le foncteur "oubli des filtrations" : 

: K+(F(A)) > K+(A) 

est trlangul~. De plus, il r~sulte de [[5]. I. (4.7)] que 5(f) 

Isomorphisme si f 6 E et que b(K;(F(A)) c K;(A). Le foncteur 

ainsi en un foncteur triangul4 

est un quasi- 

s'~tend 

(2.5.2.1) ~ : D+F(A) > D+(A) 

tel que ~(D; F(A)) C D;(A) . 

+ F(A) N o t o n s  e n f i n  q u ' i l  e x i s t e  un  f o n c t e u r  s p e c t r a l  c a n o n i q u e  D B 

a b o u t i s s a n t  ~ H n o ~ , e t  d o n t  l e  t e r m e  E 1 e s t  donn~ p a r  H p~q o Gr 
P 

[ c f .  [ 5 ]  I .  ( 4 . 2 ) ] .  

>B , 

Nous revenons maintenant aux notations de (2.3) en supposant D = A : 

Z" d~signera le complexe de Add(A) d~fini par (2.3.9.1). 

Proposition (2.5.3) Soit (S,~ S) un topos annel~. Le foncteur 

+ 
~Z'~ : D+(~(SXD)'~S) > D+(S,~s ) poss~de une factorisation canonique 

F~+CZ'~ 
D+(r(SXD),~S ) > D+F(S,~s ) > D+(S,~s ) 

De plus, pour tout entier i , le diagran~ne suivant est conmmtatif : 
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D+(Z(SXD),~ S) 

F R+¢Z'~ 

D+F(S,~s ) 

> D+(S,~ s) 

() 
Consld~rons te foncteur C+(C+(S,~s)) s> C+(S,~)S ) : si X'" est 

un objet de C+(C+(S,~s)), on muni (X") s de sa deuxi&me filtration canonique 

[cf. [5]. 1.4.8] ; on obtient ainsi une factorisation : 

(2 .5 .3 . t )  ( )s : c+(c+(s,es )) > C+(F(S'es )) ~ > C+(S'es) 

qui passe aux cat4gories K + : 

(2.5.3.2) ( )s : K+(C+(S'~s )) > K+(F(S'es )) # >K+(S'es ) 

car une homotopie de C+(C+(S,$s )) induit une homotopie filtr4e. 

On a alors un diagra=~e : 

(2.5.3.3) 

D+(£(SXa),eS ) $+CZ'~ > D+{S,~ s) / 
D+F(S,es ) 

? 
K+(F(S,es) ) "-. 

K+(Z(s×~),~ s) > K+(S,~s 
+ 

( )s ° K (OZ. ~) 

et on v4rifie qu'il existe un foncteur 
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+C F~ Z ' *  : D+(~(S×A)'~S ) . . . .  

et un seul rendant commutatif (2.5.3.3). 

Le reste de la proposition est ~vldent. 

> D+F(S,O S) 

Proposition (2.5.4) Soient (E,A) un topos semi-simplicia ~ annel~ et 

0 : (E,A) > (SXA, O s) une augmentation : pour tout entier i, on d~signe 

par 0 i 

de i . 

Le foncteur 

sation canonique 

: (Zi,A i) > (S,O S) le morphisme de topos annel~ induit par 0 au-dessus 

R + e@ : D+(_r(E),A) > D+(S,Os ) poss~de une factori- 

D+(~(E),A) > D+F(S,Os ) > D+(S,Os ) 

telle que pour tout entier 

D+(~(E),A) 

i , le diagramme canonique 

.................... ~ D+(Ei,Ai ) 

F.R+e. 
+ 
Z 01~ 

D+F(S,~s ) . . . . .  } D+(S,~s ) 
Gr i 

soit essentiellement commutatif. 

R~sulte de ce qui prdc~de et de (1.3.1.2). 

Proposition (2.5.5) Soient (E,A) UnlllltlOpOS semi-simplicial annel~ et 

0 : (E,A) > (SXA,~ S) une au~i~entatilqnlllde l-descente cohomologique. Soit 

H : (S,O S) > (R,O R) un morphisme dellltOpOS annel~s. Alors il existe un foncteur 

spectral de "D+(S,~s ) dans Mod(R,~ R) : 
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E~ q . Rq(Hoep). o ~+e~ ~ R P 4 " q H .  

appel~ foncteur spectral de descente. " 

Solt HoO : (E,A) >(R)(A,@ R) l'augmentatlon d~dulte canonlquement 

de 8 par composition avec H ; on a 

(2.5,5.1) (HoO)~ - H@ o ~ .  

de sorte que le dlagramme 

( 2 . 5 . 5 . 2 )  

L+(~*) 
D+CS,~s)' > D+CZ(E),A) 

D + ( R , O R  ) 

est essentlellement commutatif. 

D+(S,~ s) 

Grgce k (2.5.4), on dispose pour tout i , d'un diagramme essentiellement commutatif : 
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(2.5.5.3) 

D+(S,~ S) > D+(r(E),A) 

D+(R,~ R) 

£ 

> D+(R,~R ) 
Gr. 1 

A i ) 

Le foncteur spectral annonc~, s'obtient en consld~rant le foncteur spectral 

canonlque sur D+F(R,~R ) que l'on compose avec F ~+~). o ~+(6~). 

On laisseau lecteur le soln de v~rifler la proposition suivante : 

Proposition (2.5.6) Avec les notations pr~c~dentes, le terme 

spectral pr~c~dant s'~crit : 

E~ q du foncteur 

Vp o ~+ H o Rqr((HoO)~) O~ 

o=~ HP : Mod(E(R×A),~ R) ----=->Mod(R,~ R) foncteur qui assocle ~ tout foncteur 

A F > Mod(R,~R ) l'ob~et d'homolo~ie en de~r~ p du complexe associ~ 

(not~ CZ. (F)" dans (2.3.3)). 

Nous revenons malntenant ~ la terminologie introduite dans (2.4) : 

grace au sorite (2.5.2), routes les consid~ratlons pr~c~dentes vont se transcrirent 

mot pour mot en pla~ant la lettre G en indlce partant ou cela a un sens. 

Les d~tails sont laiss~s aux soins du lecteur ; on obtient en particulier : 
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Proposition (2.5.7) 

gique relativement 

foncteur spectral de 

D 
Soient ~ : X > C S une augmentation de l-descente cohomolo- 

G et soit h : S > R un morphisme de B ; il existe un 

D~s(S) dans G R : 

-G p 

+~ 

3. Crit~res de descente 

(3.0) Notations 

Dana tout ce qui suite nous conserverons les notations de (2.4). Nous 

supposerons toujours que les produits fibres finis sont repr~sentables dana B 

Nous supposerons de plus que B v~rifie la condition suivante 

(3.0.0) Les sorm~es directes existent dans 

et des familles de g-descente effective et 

[cf. [~ (9.23) (9.25) et (9.27)]. 

B , sont dis.~ointes, universelles 

G°-deseente effective 

(3.O.1) Rappelons maintenant quelques notations classiques sur les objets 

seml-simpliciaux d'une cat4gorie [cf. ([3] Chap. II) et (V. appendice)]. 

Soit E une cat4gorie poss~dant des limites projectlves finies 

A°E d~slgne la cat~gorie des objets semi-simpliciaux de E (cf. (1.2.6)). 

pleine de 

Soit n un entier : on d~signe par A (resp. A + A-) la sous-cat~gorie 
n n n 

A (resp. A +, A-) form, s par les objets [p] tels que p ~ n . 

Le foncteur restriction 

(3.O.1.1) i ~ : A°E > A°E 
n n 

poss~de un adjoint ~ droite i , puisque les limites projectives finies existent 
nw 
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dans E (cf. (1.2.10)). On note cosk et on appelle foncteur cosquelette d'ordre n 
n 

le foncteur i o i W ; par abus de notations, nous utiliserons aussi la notation 
nw n 

cosk pour le foncteur i 
n n~ 

Pour tout entier p, d4signons par A (resp. 
n ip ]  

pleine ~p] (resp. 4~p]) des objets de 4 (resp. a+) 
d~finie par les objets [q] au-dessus de [p] tels que 

au lecteur le soin de v~rifier que l'on a : 

4 + ) la sous-cat4gorie 
n[p] 

au-dessus de [p] , 

q ~ n ; on laisse 

(3.0.1.2) (cosk (X)) = lim X ~ > lim X n p ~ q ~ q 
4 4 ÷ 
nEp] n ip]  

(3.0.2) Solent X et X' deux objets de A°E et f,g : X ~X' deux morphismes. 

Une homotopie de f yers g consiste en la donn~e pour tout n d'une application 

h n : Hom4([n],[l]) - > HomE(Xn,X ~) v~rlflant les deux conditions suivantes : 

(3.0.2.1) hn(~l) = fn et hn(b°) = gn pour tout n. 

(3.0.2.2) pour route fl~che In] ..... > [p] dans A , on a un diagramme commutatif: 

HomA( [p ] , [ l ] )  

Ho,a([n],[z]) 

> HomE(Xp,X p) 

HomE(Xp, X ~ ) 

/ 
N.B. : La relation ainsi introdulte sur l'ensemble des morphismes de X dans X' 

n'est pas une relation d'~quivalence ; on peut palier ~ cet inconvenient en intro- 

dulsant la notion d'homotopie compos~ [cf. [3] chap. III] : nous n'utiliserons 

pas cette derni~re notion. 

123 



- 41 - 

Lemme (3.0.2.3) Soient X e~t X' deux ob.~ets de A°E, f,g : X ---@.X' deux 

morphismes et F : E - > C un foncteur ob C est une cat~orie ab~lienne. Une 

homotopie slmpllclale de f vers g induit une homotopie sur les morphismes 

de complexes de cochaines canoniquement associ~s ~ F(f) e t F(g). 

On est ramen~ au cas o5 C est la cat~gorie des modules sur un anneau 

et on applique [[5] I. (3.7.1)]. 

Lemme (3.0.2.4) Soient n un entier , X e t X' deux o b)ets de A°E . Soient 
n 

f e t g deux morphismes d e x dans X' tels que fp = gp pour p < n : alors 

il existe une homotopie s impliciale de cOSkn(f) vers coskn(g). 

On d~finlt 

constante de valeur 

hp : HomA([p],[l]) ~ Hom(Xp,X~) pa r  l'application 

= ~om~(En], fp gp pour p < n, puls h n : [13) > Hom(Xn,X~) 

en envoyant tousles ~l~ments de HomA([n],[l]) , sauf bo , sur fn ' et ~o 

gn " On remarque ensuite que HomA([k] , [ 1 ] )  " llm Hom([q],[l]) pour 

Cq]-'>Ek] 
q ~ n  

ce qui permet de d~finir canoniquement h k . 

s u r  

k>n, 

(3.1) Comparalson de deuxaugmentatipns dupoint de vue de la l-descente cohomolo~lque 

Soit S un objet de B : on d~signe par HOmplat(D°,B/S) la sous-cat~gorie 

pleine de Hom(D°,B/S) dont les objets sont les augmentations plates [cf. (1.2.6) 

et (2.4.3.1)] , 

D X' n' D deux ob~ets de Proposition (3.1.1) Soient X n > C s e_~t ..... > C s 

HOmplat(D°,B/S). Soit f : X '> X' un morphisme au-dessus d 9 S (i.e. un 

morphisme de Hom(D°,B/S)) ; il lui correspond de fa~on naturelle un morphisme 

fonctoriel 

f R~ U~ L + -- + % : -G - o.Gu,~ >~G~ °~+E~ 

tel que le dia~ramme suivant soit commutatif : 
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-- + ~t~ 

de f 

I 
D + (S) 
G S 

~ ~ - ~  R + =G 

f 
De plus, s_~i D ffi A , ~G 

dans Hom(A ° , B/S). 

f 
% 

+7~ ~ o L G 

ne d~pend que de la classe d'homotopie (of. (3.0.2)) 

I1 e s t  c l a i r  que nous pouvons s u p p o s e r  que G = Mod(~°,@) pour  l a  

c o n s t r u c t i o n  de i ' 

(3.1.1.11 

Soit I la cat~gorie d~flnie par le type de diagramme 

o 1 
X ~x 

On d ~ s t g n e  pa r  r o 

p a r  r (i) " (O,i) o 

: D > r XD (resp. rll 

(resp. rl(i) = (l,i)). 

le foncteur p~inement fiddle d~fini 

En vertu de l'isomorphisme canonique 

(3.1.1.21 Hpm((IXI)) °, B/S) ~ > Hom(I °, Hom(D °, B/S)) 

les donn~es de (3.1.1) d~finlssent une augmentation plate 

ufu  ' IxD (3.1.1.3) XfX' > C 
S 

Soit F un objet de Mod(~;, ~S), le morphisme canonlque 

(3.1.1.4) ~ ( F )  > r((ueu'l . )  o r ((ufu,)~) ( ~ ( F ) )  

p e u t  s ' i n t e r p r ~ t e r  comme un t r i a n g l e  coramuta t i f  dans  Mod(~(~S) ,~)  : 
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(3.1.1.5) 

d'o~ un morphisme fonctoriel 

~ r(u~) o r(u,*) (e~(F)) 

"~"~ ~ 7(~.) 0 r(u*)(~(F)) 

~', o ~'* ~f > ~. o ~* tel que le diagranmm 

m 
O~ o U~ 

(3.1.1.6) 

soit commutatif. 

On obtient par sulfa un morphlsme fonctorlel tel qua le diagramme 

K+(~ ' . )  o x<+(G, ~)  

(3.1.1.7) i 

K+(~,~S ) 

K+(7.) 

K+(af) 

o K+(~*) 

soil co~utatif. 

(Remarquons que K+(~f) peut aussi s'obtenir formellement par adjonction en utilisant 

Z'isomorphisme Z + ( r ( f * ) )  o Z + ( u ' * )  ~ > Z + ( u * ) )  . 

Soient F" un complexe de K+(S) at ~ : K+(U f u'@)(F ") • > J" un 

quasl-isomorphisme tel qua, pour tout entier n , jn soiL totalement acyclique 

obJet par objet (cf. (1.3.13)). D'apr~s (loc. cit.) les fl~ches canoulques 
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K+(~)(F ") > r~(J') et K+(~*)(F ") > r~(J') 

sont des quasi-isomorphismes (cf. (1.2.8) pour les notations). On obtient par suite 

u n  morphisme 

~+u-~ o ~+ ?* (F ' )  ...... 
~f(F') 

tel que le diagrame suivant 6oit commutatif dans 

> ! ~ .  o ~+ ~*(F') 

D+(S) : 

(3.1.1.8) 

QoK+(~p(r~(j ' ) )  ...... ....................... > ~ , o Q ( r s ( ~ ' ) )  

Qo~+(~&) oK+(~ ,.) (v') 

QCK+(~f)(F')) 

[ 
QoK+(~.)(rI'(J')) 

J 
QoK÷(~ . )  oK+(~ ~') ( F " )  

-F-- I -F--! , > ~ u.oL U *(F ) 

r l f (F  • ) 

- - - " "  > ~oQ(r~(J')) 

> K u~ol.  u e ( F ' )  

II est clair que ~f(F') ne d~pend pas de la r~solution choisie et on 

v~rifie qu'il est fonctoriel en F" variant dans D+(S). 

Pour achever la d~monstration de (3.11), il suffit de montrer le len~ne 

suivant : 

127 



- 45 - 

Lermne (3.1 1.9) Sofent X u . A et X' u' A deux ob~ets de Hom lat(A°,B/S) • ~ C S __ > C S . • 

Soient f, g : X---> X' deux morphismes dans Hom(~°~B/S) : s'il existe une homotopie 

simpliciale de f vers g , on a ~f = ~g . 

Soit hn : HomA([n],[l]) • > HomB/s(Xn,X ~) une homotopie simpliefale de 

f vers g . Soit ~ X D la cat4gorie obtenue ~ partlr de I x D en ajoutant les 

fl~ches (l,n) > (O,n) 

relations impos~es  p a r  l a  c o m p a t i b i l i t 4  des  h 
n 

lemme d~finissent une augmentation plate XfX' 

de C+(S) et J" une r~solution de C+(~)(F ") 

n 
J 

correspondant bljectivement ~ h (Hom([n],El])) et les 
n 

pour n variable. Les donn~es du 

t CL XD . Soit F' un complexe 

telle que pour tout entier n , 

soit totalement acyclique objet par objet : il existe une homotopie simpliciale 

entre 

c+(r(u~))(r~(j.)) > > c+(r(u~))(r~(J')) 

d'o~ une homotopie lorsqu'on passe aux complexes "condenses". (cf. (3.0.2.3)). 

D~finition (3.1.2) Avec les notations de (3.1.1), nous dirons que f est une 

f ~quivalence pour la G-l-descente cohomologique s_~i ~G est un isomorphisme. 

(3.1.3) Nous noterons dans ce qui suit par L i : 4---> A X A (resp. ci:A > A × A) 

le foneteur canonique d~fini par In] > [n3X[i ] (resp. In] > If] × In]). 

Proposition (3.1.4) Soient X u > u^AXAS __e£ X' u' > CL~S~ deux ob.~ets 

de Hom Iat((A×A)°,B/S). Soit f : X > X' un morphisme au-dessus de s : on 

suppose que f~idLf : XoL.I > X'oL i (resp. f.idci : Xoc.1 > X'oc i) est une 

~quivalence pour de la G-l-descente cohomologfque pour tout entier f . Alors f 

est une ~quivalence pour la G-l-descente cohomolo~ique. 

D'apr~s la description de ~f (cf. d~monstration de (3.1.1)) il s'agit 

de montrer qu'un certain morphisme de complexes triples induit un isomorphisme sur 

la cohomologie des complexes condenses : un raisonnement standard par suite spectrales 

permet alors de conclure. 
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Proposition (3.1.5) Soient X e t X' deux ob2ets de HOmplat(~°,B/S). Soit 

f : X > X' un morphisme fonctoriel tel que fn : Xn > X'n soit un morphisme 

de G-l-descente cohomoloKique. Alors le morphisme canonique 

[[Xlf X']] > [[X'li d X']] (cf. (1.2.7) est une ~quivalenge pour la 

O-l-descente cohomologiqu e . 

R~sulte de (3.1.4) et du lemme suivant, dont la d4monstration est laiss4e 

au lecteur : 

Len~e (3.1.5.1) Solent f : R > S un morphisme plat, Y u > A C s e t 

A deux ausmentations plates telles que le diasramme suivant soit commu- y v > CR .... 

tatif dans Hom(A°,B) : 

v 
Y > C R 

Si v est une augmentation de G-l-descente cobomologique, c~est une 4quivalence 

pour la G-l-descente cohomoiogique, 

Dans les applications, nous combinerons (3.1.4) et (3.1.5) avec le r~sultat 

suivant : 

^AXA Proposition (3.1.6) Soit X u > u S une ausmentation plate. Pour que u soit 

une musmentation de O-l-descente cohomoloKique, il suffit que 
u#idL~ u4#idc~ ~ 

(resp. XoC. > C ) le soit pour tout entier i X°Li > CS i .......... " 

eela r~sulte de la construction explicite de R ~  (el. (2.3.10)) =G 

A Corollaire (3.1.7) Soit x u > Cs une augmentation pour que u soit de 

_AxA 
O-l-descente cohomologi~ue , il faut et il suffit que [[XlldX3] > u s le soit. 
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3.2. Crit~res d e  localisation 

Proposition (3.2.1) Soit Y > C une augmentation de G-l-descente cohomo- 

l'oglque. Pour qu'une augmentation plate X u > CsA soit de G-l-descente cohomolo- 

glque, i l suffit qu'elle le devienne apr~s tous~ les .chan~ements de base Yn > S . 

Au moyen des changements de base Y ) S , on construit un objet 
n 

semi-simplicial double XXsY augment~ vers S . D'apr~s (3.1.4) et (3.1.5.1) le 

morphisme canonique X×sY > [[XlidX]] est une ~qulvalence pour la G-l-descente 

cohomologique : en vertu de (3.1.7), il sufflt de montrer que l'augmentation de 

X×sY vers S est de G-l-descente cohomologique. Or ceci r~sulte du fair que le 

morphisme canonique XXsY > [[YlidY]] est une ~quivalence pour la G-l-descente 

cohomologlque : on utilise encore (3.1.4), (3.1.5.1) et (3.1.7). 

(3.2.2) Soit 

(3.2.2.1) 

y~ ~ • > y  

[ 
X' .... >X 

g 

un dlagramme commutatif dans B et soit Fun objet de 

morphlsme et un seul ~(F) : g~(f~(F)) > f'W(g~(F)) 

sulvant (dans Mod(g°,~)), soit eommutatif : 

(3.2.2.2) 

fe(F) / 

k 
f'WCg~(F)) 

Mod(gs,~ S) : i l  existe un 

tel que le diagramme 

• " > F  

g~(F) 

1 3 0  
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Si l'on suppose maintenant que routes les flAches de (3.2.2.1) sont plates, 

on d~finlt de la m~me mani~re un morphlsmej dlt de changement de base : 

(3.2.2.3) ~G : ~GL~ ge o ~fW > ~f'~ o L+'G g~ 

D~finition (3.2.2.4) On dit que le diaKramme (3.2.2.1) v~rifle le th~or~me du 

changement de base relativement ~ G s__~i f , g, f', g' sont des morphismes plats 

et si ~G est un isomorphisme. 

A 
(3.2.3) Solent h : S > S' un morphlsme plat dans B , X u > CS et 

X' u' A > CS, deux augmentations plates. Solt f : X > X' un morphisme 

fonctoriel tel que le diagramme (dans Hom(A°,B)) 

f 
X- > X' 

(3.2.3.1) u U r 

h 
A c A 

C S > C S , 

(h c d4signe le morphlsme fonctoriel constant d~flnl par h). soit commutatif. 

Soit K" un complexe de D+(S ') : le morphisme 

induit, compte tenu des identit~s : 

R+(hcOU)~ ~ R+h#oR~u~ et k+(~cOU)# " k+(~@)o L+h~ 

un morphisme ch~'h(K'), fonctoriel en K" , tel que le diagrar~ae suivant soit 

connnutatif : 
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LG+he o 

(3.2.3.2) 

, .  

=G 

chf,h(K" ) 
-~- o" + u~ 
=G ~ "t; 

LGhe(K" ) 

o ~he(K') 

Lemme (3.2.3.3) Supposons que, pour tout e ntler i , le dia~ramrne 

I,I, 
i 

fi 
X i - -  > XI 

i 

h 
S - I~ S' 

v4rifie le th~or~me du changement de base relat£vement~ 

un isomorphisme. 

G . Alors ch~ 'h est 

On peut calculer ch~'h(K ") de la mani~re suivante : on consid~re 
( h  ou)~f u' 

A, ( c f .  ( 3 . 1 . 1 . 2 ) )  e t  l ' o n  c h o i s i t  l'augmentation X f X' c > CS 

une r~solutlon J" de K~((hcou) f u'W) (K') telle qua, pour tout entier n , 

jn soit totalement acyclique obJet par objet. 

On obtient un quasl-isomorphlsme 

@ : K+(Y(f~))Cr~(J')) ....... > r ~ ( J ' )  

et un morphisme 

t : K+(r(h~))o K+(r(u~))(r~(J')),,, > K+(r(u.))(r~(j '))  

qui admet la factorisation : 
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K+(r(h~) o K+(r(u~))(r~(j')) >K+(r(u~))oK+(r(f~))(r~(j') 
0 

K+(r(u~))(e) 

> K+(r(u~))(r~(J')) 

et chf'h(K ") s'obtient en prenant l'image de t par le foneteur =R+Cz- ~ 

Or, la factorisation pr~c~dente montre que, t s'identifie "objet psr 

objet" aux morphismes de changmement de base relatlfs aux diagrammes : 

x. ~ ......... >X~ 
1 1 

h 
S >S' 

on en d~duit, par suites spectrales, que ch~'h(K ") est un isomorphisme, ce qul 

a c h ~ v e  la d~monstration. 

Ceci nous conduit hun second crit~re de localisation : 

O 
Proposition (3.2.4) Soit X u > C s un objet de Homplat(A ,B/S). Pour ~ue 

u soit une augmentation de G-l-descente cohomo!ogique, ilsuffit qu'elle le 

devienne aprAs "suffisamment pour G" (~) de chansements de base plats 

h : S' ---->S tels que les diasrammes cart~siens 

x~ 
1 

l 
S' 

">X. 
1 

> S 

v~rifient le th~orAme du chansement de base relativement h G . 

(~) L'expresslon "suffisarmnent pour G " signifle qu'il existe une famille 
h~ 

(S~ > S)~E A de morphismes plats v~rlfiant les conditions pr~c~dentes et telle 

que la famille de foncteurs (h : G S --> G S ) soit conservative. 
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La proposition (3.2.4) est ~vidente ~ partir de (3.2.3.3), compte tenu 

du diagramme (3.2.3.2). 

3.3. Propri~t~s des morphismes de descente cohomologique 

Dans ce numfiro, nous supposons que l'ensemble des morphismes plats 

dans B est stable par changement de base, 

Proposition (3.3.1) f = 1,2 . 

a) Tout morphisme plat qui poss~de une section est un morphisme de G-2-descente 

cohomologique unfverselle. 

b) Soient f : X > S un morphisme plat, g : S' > S un morphisme de 

G-i-descente cohomolo~ique, X' = X×sS' ' f' = f(s') : X' ---->S' . Pour que f 

soit de G-i-descente cohomologique universelle, il faut et il suffit que f' lee 

soit . 

c) Si le composfi de deux morphismes f : X > Y , g : Y > Z est de 

G-i-descente cohomologique universelle, g est de G-i-descente cohomolo~ique 

universelle. 

d) Le composfi de deux morphismes de G-i-descente cohomoloKique universelle 

est un mprphisme de G-i-descente .......... cohomologique universelle. 

e) S~ f : X---->X' e~t g : Y > Y' sont deux S-morphismes de G-i-descente 

cohomolo~ique universelle, fXsg est de G-i-descente cohomob~ique universelle. 

f) Soit (u : X > Y~)~6A une famille de morphismes de G-i-descente 

cohomolo~ique. Alors /I~ : .[I X > ~-[ Y est un morphisme de G-i-descente 
~6A a ~EA ~ 

cohomolo~i~ue. 
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D~monstration. En ce qul concerne la descente effective relatlvement ~ G nous 

renvoyons ~ [4]. 

a) Au moyen d'une section s de f on compare les objets seml-slmpliciaux 

augment~s vers S : [X~fS] et [SlidS ] ; grace ~ (3.0.2.4) on obtlent une 

~qulvalence pour la G-l-descente cohomologique. 

b) R~sulte de (3.2.1). 

c) R~sulte de a) et b). 

d) Soient f : X > Y et g : Y > S deux morphismes de G-l-descente 

cohomologique unlverselle. Posons h ffi gof et consid~rons le produit flbr~ : 

h' 
R Y< 

g' 

S ~ X 

g' possAde une section s : X > R tel que h'o s ffi f . D'apr~s c) h' 

de G-l-descente unlverselle et il en est de m~me de h d'apr~s b). 

e) R~sulte formellement de b) et d). 

f) Soit (Zk)A6.~ une famille d'objets de B . II r~sulte des hypotheses 

(3.0.0) que l'on dispose d'une ~quivalence canonique 

est 

Mod 

induisant une ~quivalence 

(e ° , ~ ~. s°d(ez)' ~z x) Z k 
), x 

De plus, si (Qx)A 6 

acyclique pour tout 

G 
/ .Lz  

nx M°d(P-'Zx'~Z),) 

> N N GZ l 

k 

est totalement acycllque, 

Soit maintenant (u k : x k 

G-l-descente cohomologlque : puisque les sommes directes dans 

Q~ est totalement 

> YX)X6A une famille de morphismes de 

B sont disjointes 
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et universelles, on a pour tout 

qui est fonctorielle en 

n , une identification 

X k I ~Yx] ~ ~[X XluxY x] 
/lu k J n k n 

n . On d4duit alors des remarques pr~e~dentes et du 

calcul explicite de -GR~ 0~ (cf. (2.3)) que -~. u k est un morphlsme de G-l-descente 
k 

cohomologique : les d~tails sont laiss~s au lecteur. On laisse aussi ~ ce dernler 

le soin de v~rifier que ~k u% reste de G-l-descente cohomolo~ique apr~s tout 

chansement de base s'il enest de m~me de u k pour tout k • 

(3.3.2) Si l'on associe ~ chaque objet X de B l'ensemble des familles de 

morphismes (X > X)~6 A telles que ~/.X > X soit un morphisme de 

G-i-descente cohomologique universelle on d~finit, en vertu de (3.3.1), une 

pr~topologie sur B . 

La topologie engendr4e par cette pr4topologie s'appelle la topologie de 

la G-i-descente cohomologique. Ii r4sulte de~3.3.1)-c)] que les morphismes 

eouvrants pour cette topologie sont exactement les morphismes de G-i-descente 

cohomologique universelle. Notons enfin que la topologie de la G-2-descente 

cohomologique est moins fine que la topologie de la G°-descente [cf.[4] (6.23)]. 

Th4or~me (3.3.3) On suppose que toutes les fl~ches de B sont plates. Soit S 

un objet de B : tout hyperrecouvrement de S , pour la topolosie de la G-l-descent9 

cohomolosique, dont tousles objets sont repr~sentables (cf. V appendice) d~finit 

une ausmentationde G-l-descente cohomolo~ique universelle. 

La d6monstration se fair en deux ~tapes : pr~cisons que tousles 

cosquelettes seront calcul~s dans la cat~gorie B/S . 
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Lerme (3.3.3.1) B.oit X un objet de Hom(A°,B/S) pour que X soit de l-descente 

cohomologique (resp. universelle), il suffit ~ue coskn(X) le soit pour tout n 

assez  grsnd.  

Soit en effet ~n : X > coskn(X) le morphisme canonique : on v~rifie 

alors que si K" est un complexe de D~+ (S) tel que HJ(K ") = 0 pour j < N 
~S 

Hi(~ n) est un isomorphisme pour i < N+n , d'o~ l'assertion. 

Lenmm (3.3.3.2) Soient n un entier ~ 0 , X e_~t X' deux obJets s impliciaux 

d_~e B/S . Soit f : X > X' un morphisme. On suppose que : 

(i) X > coskn+l(X) est un isomorphisme. 

(ii) X' > coskn+l(X') est un isomorphlsme. 

(iii) fi : X~ ' > X i est un isomorphisme pour i ~ n. 

(iv) fn+l est un morphisme de G-l-descente cohomolo~ique universelle. 

Alors sl X est de G-1-descente cohomolo~lqueuniverselle, il en est 

de mSme de X' . 

II est clair que (3.3.3.1) et (3.3.3.2) d~montrent le th~or~me (3.3.3) 

par r~currence. 

Ler~ne (3.3.3.3) Sous les hypotheses d e~.3.3.2), les morphismes 

d_~eG-1-descente cohomologlque universelle 

f sont  tous 
P 

C'est trivial pour p < n+l . Pour p > n+l, Xp (resp. X~) peut 

s ' ~ c r i r e  comme ~ Xq ( resp .  ~ Xq) . Or pour tou te  f l~che 

~+l[p] n+l[p] 

: i )~ j de A + on a un diagramme commutatif ~ lignes exactes : 
n+l[p] 
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K'~ " > ~ X 2' > X! 

rEob( ~+ ) > X! > 
,~+l[p] ] 

fi 

K > ~ X 2 > X i 

ob( ~+ ) > xj > 
n+1[p] 

dont le carr~ de gauche est cart~sien (ou bien i = n+l = j et b - id , ou bien 

i < n+l et fi est un isomorphisme). Utilisant alors (3.3.1) on volt que ~b 

est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle. On ach~ve la d~monstration 

en remarquant que f s'identifie au morphisme canonique n K' X ~ > n K 
p b 

Soit [X'/X] p le produit fibr~ it~r~ (p+l)-uple de X' au-dessus de X . 

Grace ~(3.3.3.3), il suffit de v~rlfier(3.3.3.2) apr~s un changement de base 

[X'/X] p > X . Apr~s un tel changement de base~ les hypotheses de(3.3.3.2) sont 

encore v~rlfi~es, et de plus fn+l admet une section. On peut alors appliquer 

(3.0.2.4) pour achever la d~monstration. 

En ce qui concerne la deseente effective, on a : 

Propositio n (3.3.4) Solt X : A ° > B/S un foncteur. On suppose que X ° > S 

est un morphisme de G°-2-descente universelle alnsi que les morphismes 

Xn+ I > (cOSkn(X))n+ I pour n = 0,I . Alors le foncteur X est G°-2-fid~le 

et le rest@ apr~s tout changement de base (autrement dit X d~finit une augmentation 

de descente effective universelle au sens de (2.4.11)). 

D'apr~s [4] (7.12), il suffit de voir que i~(X) est G°-2-fid~le et 

on utilise pour ce faire les ler~ms suivants : 
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Leone (3.3.4.1) Soient X e_~t X' deux foncteurs A ° .... > B/S et un diagranmm 
2 

commutatif : 

: 0 

' 'i+ II 
X 2 ~ ~, X I ~. ~ X > S ~ o 

t e l  que k s.o..i.t un  morphisme. .de  G ° - O - d e s e e n t e .  A l o r s  s i  X ej_~t C ° - 2 - f i d ~ l e ,  t l  

en est de mSme de X' . 

Evident. 

Lemme (3.3.4.2) Soient X e t 

f2 

X' deux foncteurs A ° > B/S et un diasramme 
2 

~O 

X 2 - ~ X' - ' ~ ~'~ __ P" ~ O 

commuta ti f 

- X 1 X 2 ~ __= X ° ~ S 

tel que fl soit de G°-l-descente et f2 d~e G°-O-descente. On supgos~ de plus 

Rue X 2 > (cosk)l(X')) 2 . Alors si X es~ G°-2-fid~le, il en est de mame 

de X' 

" ' X X i ~0 : " ....... > ' et ~ : " Soient Xl = Xl ~ ' -- Xl Xl I XI 

deux projections. 

I > X 1 les 

Grace ~ la d~flnition d'un cosquelette, on d~finit une fl~che 

" > ' telle que : : X I X 2 

bo o%0 = _b o 

B I o~0= 

b b b 2 o %0 = 0 ° b I --~o = Co I --i 

Solt maintenant une donn~e de descente sur X' ; d'o~ un objet sur X , 
O 
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' Grace ~ ~ , on volt que deux objets sur X I , un isomorphisme entre eux sur X I . 

les deux images r~ciproques de ces isomorphismes sur X~ sont ~gales. Puisque 

f est de l-descente, on attrape un isomorphisme entre les deux objets sur X I ; 

' >~ est de cet isomorphisme est une donn4e de descente (grace au fair que X 2 

O-descente), et on a gagn4. 

Corollaire (3.3.5) On suppose que routes les fl~ches de B sont plates : tout 

hyperrecouvrement de S , pour la topolo~le de la G-2-descente eohomologique, 

dont les obiet s sont r epr~sentables, d4finit une augmentation de G-2-descente 

cohomologiqu@ universelle. 

4. Exemples 

(4.1) 

(4.1.0) Dans ce num~ro Top 

[aiLments de l'univers fix~ 

duaux de topos au-dessus de 

Faisceaux de 8roupes ab~liens sur les espaces topologiques 

d~signe la cat~gorie des espaces topologiques 

] : on d~finit une cat~gorie 8 bifibr~e en 

Top en prenant pour objets les couples (X,F), oh 

X est un espace topologique et F un faisceau d'ensembles sur 

morphlsmes les couples 

tion continue et 

la section de 8 ° 

faisceau constant 

topologique X , 

sur X . 

X , e£ pour 

(f,~) : (X,F) > Y,H) o~ f : X > Y est une applica- 

: H > re(F) un morphisme de faisceaux. On prend pour 

au-dessus de Top ° qui associe ~ chaque espace topologique le 

~X : on posera G = Mod(8°,~) de sorte que, pour tout espace 

G X s'identifie ~ la categoric des faisceaux de groupes ab~liens 

Rappelons qu'un morphisme f : X ~Y est s~para si la dlagonale de 

X~X est fer~e. Un morphisme propre est un morphisme sdpar~ et unlversellement 

ferm~ (prendre garde que cette d~finltion est plus restrictive que eelle de 

Bourbaki). 
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La d~monstration du "th~or~me de changement de base" ci-dessous est 

Inspir~e de([5] II(4.11.I). 

Th~or~me(4.1.1) 

ab~lien sur X 

Soient f : X ....... > Y un morphisme propre, 

et un dla~ramme cart~sien 

X ! 

y' g 

>X 

>Y 

F un falsceau 

Alors, l'applicatlon canonique (XII 4.2) ou (3.2.2.3) 

g~Rif~F ~ > Rif~ g'~F 

est un isomorphisme. 

Ce th~or~me ~quivaut au eorollalre suivant (le corollaire s'obtient 

en faisant Y' - (Point) ; le thaor~me s'obtient en appliquant le corollaire 

f et f') . 

Corollaire(4.1.2) Soient 

ab~lien sur X et 

est biiectiy ~. 

Puisque f 

de f-l(y) 

f : X > Y un morphisme propre, 

y £ Y . L'application canoni%ue 

(Rif~F)y > Ri(f-l(y), F) 

Par d~flnition, pour U parcourant les voisinages de 

(Rif~F)y - lim~ Hi(f-I(u), F) 

F un falsceau 

Y ~ on a 

est fermi, les f-l(U) forment un syst~me fondamental de voisinages 

et(4.1.3) rasulte du lemme suivant. 
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Lermae (4.1.3) Soient X un e spage topologique, K c X e__!t F un faisceau ab41ien 

sur X . 0n suppose que K est compact et que deux points distincts queleonques 

de K ont, dans X , des voisinages disjoints. Alors, pour U parcourant les 

voisina~es de K , on a 

(4.1.3.1) lim Hi(U,F) N > Hi(K,F) 

Nous traiterons d'abord le cas i = 0 . Dans ce eas, il est clair que 

(4.1.3.1) est injectif. Pour la surjectivit~, nous utiliserons 

Lemme~.l.4) Sous les hypotheses de (4.1.3), si A e_~t B sont deux ferm~s de 

K e__tt W un voisinage de A N B dans X , il existe des voisinages U e~t V 

de A e_~t B dans X tels que U N V c W . 

Nous traiterons d'abord le cas o~ A est r~duit ~ un point a . L'asser- 

tion est triviale sl a 6 B (prendre U = W). Si a ~ B il existe pour chaque 

b E B des voisinages ouverts disjoints U b et V b de a et b dans X . On 

prend pour V une r~union finie de V b qui comme B , et pour U l'intersection 

des U b correspondants. 

Dans le cas g~n~ral, pour chaque a 6 A , il existe des voisinages ouverts 

U et V de a et B dans X avec U n v cw . on prend pour U une 
a a a a 

r4union finie des U , qui couvre A , et pour V l'intersection correspondante a 

des V 
a 

Revenons ~ (4.1.3). Si s £ H°(K,F), il existe un recouvrement ouvert 

U i de K dans X et des s i 6 H°(Ui,F) tels que s i = s sur U i n K . On 

peut supposer les U i en nombre fini. Soit (K i) un recouvrement ferm~ de K , 

avec K i C K N U i . Soit Wy l'ouvert de U i n uj o~ s i -- sj ; on a 

K i n Kj cWij. Appliquons (4.1.4) ~ tousles couples (Ki, Kj) et aux Wij: on 

trouve des ouverts Vij avec K i c Vij c U i et Vij N Vji c Wij . Soit 

U~ = n vii : on a K. c U'. c U. , et s I = s. sur U! N U~ . Les s. se 
i j l l l 1 I l 
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' et (4.1 3.1) est surjectif recollent done sur le voisinage de K r~union des U i , 

(done bijectlf) pour i = O . 

Len~ae (4.1.5) S_~i F est flasque, le faisceau FIK Su~ K est mou. 

Soit A c K un ferm~ dans K . Toute section de F sur A se prolonge 

un volsinage, d'apr~s ce qui pr6e~de. Puisque F est flasque, elle se prolonge 

X , eta fortiori ~ K . 

Prouvons (4.1.3). Soit F ~ une r~solution flasque de F . On a 

lim.~ Hi(U,F) = li~ Hi(r(U,F*)) = H i li~ F(U,F*) = H i F(K,F*) 

4.1.3(i=0) 

= HI(K,F) 

(4.1.5) 

Corollaire (4.1.6) Soit f : X > Y un morphisme propre et surjectif d'espaces 

topologlques. Alors, f est de G-l-descente cohomologique. 

R~sulte de (4.1.2) et (3.2.4). 

Corollaire (4.1.7) Soit h = (Ui)i61 un recouvrement ferm~ localement fini d'un 

espace topologique X . Alors le morphisme canonique f : i~l Ui > X est un 

morphisme de G-l-descente cohomologique. 

En effet f est propre et surjectif. En appliquant (2.5.6), on retrouve 

la suite spectrale de [[5]. II (5.2.4)] (cf. l'introduction). 

Propositio n (4.1.8) Soit f : X - > Y unhoa~>morphigme local surjectif d~'espace 

topologique. Alors f est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle. 

Par localisation sur Y (cf. (3.2.4), on est ramen4 au cas o~ f possAde 

une section. 
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Corollaire (4.1.9) So it h ffi (Ui)i61 un recouvrement ouvert d'un espace topologique 

X Alors le morphisme canonique f : II Ui > X eat un morphisme de G-l-descente 
" ....... iE1 .................. 

cohomologlque universelle. 

La suite spectrale de descente donne alors [[5] II (5.4.1)] (cf. l'Intro- 

duction). 

RemarRue (4.1.10) Lea d~monstrations de (VIII. 9) montrent que l'on peut remplacer 

"l-descente cohomologique" par "2-descente cohomologique" dans tousles ~nonc~s 

qui precedent. 

(4.2) M0dules quasi-coh~rents sur l es schemas 

(4.2.0) Soit (Sch~ la cat~gorie dont les objets sont les schemas ~l~ments de h 

et les fl~ches les morphismes quasl-compacts et quasi-s~par~s : on d~finit une 

cat6gorie 8 bifibr~e en duaux de topos au-dessus de (Sch) s en prenant pour objets 

les couples (X,F) o~ X eat un schema et F un falsceau sur X (pour la topologie 

de Zariski), et pour morphismes lea couples (f,~) : (X,F) ~ (Y,G) , o~ 

f : X > Y est une application continue et ~ : G > f6(F) un morphisme de 

faisceaux. On prend pour O la section de 8 ° au-dessus de (Sch)~ qui assocle 

tout schema son faisceau structural ; on prend pour G la sous-cat~gorie de 

Mod(8°,O) telle que pour tout schema X , G X soit la cat~gorie des modules 

quasi-coh~rents sur X . 

Proposition (4.2.1) Tout morphisme f : X > Y fid~lement plat quasi-compact et 

quasi-s4par~ est un morphisme de G-2-descente cohomologique universelle. 

D'apr~s [S.G.A I (VIII5.2)], f est un morphisme de G°-descente effective. 

En vertu de [E.G.A IV (1.7.21)], on peut appliquer (3.2.4) au carr4 cart~sien : 
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>X 

• , >y 

f 

(4.3) Faisceaux 4tales sur les sch4mas 

(4.3.0) Soit (Sch) la cat4gorie de tousles schemas appartenant ~ h : on 

d~finit donc une cat~gorie g biflbr~e en duaux de topos au-dessus de (Sch) 

prenant pour objets les couples (X,~), o~ X est un sch4ma et 

~tale sur X , et pour morphismes les couples (f,~) : (X,~) 

f : X > Y est un morphisme de schemas et ~ : ~ > f~(~) 

faisceaux. 

en 

F un faisceau 

> (Y,q), o~ 

est un morphisme de 

Soit n un entier a O : on d~signe par ~n la section de go au-dessus 

de (Sch) ° qui associe ~ tout sch4ma X le faiseeau constant (~/n~)x " On posers 

F n = Mod(g°,~ n) de sorte que, pour tout schema X , Fnx s'identifie ~ la cat4gorie 

des faisceaux de ~ /n~ -modules sur X . 

(4.3.1) Soit maintenant (Sch) la sous-cat4gorie de (Sch) dont les objets sont 
S 

les schemas ~14ments de h et dont les fl~ches sont les morphismes quasi-compacts 

et quasi-s~par~s. On d~signe par g la cat~gorie bifibr~e en duaux de topos 
S 

au-dessus de (Sch) s d~duite de g par le changement de base (Sch) s > (Sch) ; 

on d~signe encore par % la restriction de % ~ (Sch) s. Soit G c Mod(g~,~ o) 

is sous-cat~gorie fibr4e et cofibr4e de Mod(g~,%) telle que pour tout schema X 

G X soit la cat~gorie des faisceaux ab41iens de torsion sur X : le lecteur notera 

que la condition (2.4.1.i) est v4rifi~e. 

Proposition (4.3.2) Soit f : X > Y un morphisme propre surjectif. Alors f 

un morphisme de F n-2-descente cohomologique universelle pour n ~ i . Consider4 

comme morphisme de (Sch) , f est un morphisme de G-2-descente cohomologique 
S 

universelle. 

est 

1 4 5  
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D'apr~s (VIII. (9.4)) f est un morphisme de F°-descente effective et 

d'apr~s (XII. (5.1)), on peut appliquer (3.2.4) au diagra~m~e cart~sien : 

XXvX ' > X 

1 l 
X > g 

Proposition (4.3.3) Soit f : X-->y un morphlsme surjectif de sehfimas. On 

suppose que l'une des hypotheses suivantes est v~rifi~e : 

a) f est entier. 

b) Y est localement noeth~rien, f est universellement ouvert st 

localement de presentation fini@. 

c) f est plat et localement, de presentation finie. 

-2-deseente cohomologique, pour tout n ~ O Alors f est un morphisme de F n ................... . 

a) On recopie la dfimonstration de (4.3.2) en rempla~ant (XII. (5.1)) 

par (VIII. (5.6)). 

b) La question ~tant locale sur Y , on peut supposer que Y est 

noethfirien. On applique (E.G.A. IV. (14.5.10)). Par (3.3.1) et a) on se ram~ne 

au cas o~ tout point y de Y poss~de un voisinage U tel que f-l(u) > U 

poss~de une section et on gagne par (3.2.4). 

c) II s'agit de montrer que f est un morphisme de F-l-descente 

cohomologique (on salt par (VIII. (9.4)) que f est un morphisme de F°-descente 

effective). 

Par localisation sur Y (cf. (3.2.4)), on peut supposer que Y est 

affine d'anneau A. On peut alors 4crire Spec A = l~m Spec A i , o~ I est un 
iEl 

ensemble ordonn4 filtrant et A i un anneau noeth4rien pour tout i , avec 

X = l~m X i , o~, pour tout i, X i est un sch4ma plat et localement de presentation 

finie sur Spec A i tel que fi : X.l > Spec A i soit sur]ectif ," de plus, les 

diagrammes : 
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X 

u t 

> X .  
i 

> Spec A, % 

s o n t  c a r t A s i e n s .  

S o i t  ~ un £ a i s c e a u  a b ~ l i e n  s u r  Y : on a ~ = i ~ m u ~  u i , ( ~ )  de s o r t e  

que ,  p a r  un p a s s a g e  ~ l a  l i m i t e  s t a n d a r d ,  on e s t  ramen~ au cas  o~ ~ p r o v i e n t  

d ' u n  f a i s c e a u  s u r  $pec A i pour  un c e r t a i n  i , e t  b)  p e rme t  de c o n c l u r e .  

Remarque (4.3.~4) S i  £ : X ....... ~ Y e s t  e n t i e r ,  on a Rq£~ - 0 pour  q > 0 . On en 

c o n c l u t  £ a c i l e m e n t  q u ' i l  u ' e s t  pas  n ~ c e s s a i r e  de se  l t m i t e r  aux complexes  b o m b s  

i n f ~ r i e u r e m e n t  pour  £ a i r e  de l a  d e s c e n t e  au moyen de f . 

U 

C o r o l l a t r e  ( 4 . 3 . 5 )  S o i  t ( X  ~ > X) E A une f a m i l l e  c o u v r a n t e p o u r  l a  t o p o l o s t e  

~ t a ~ e .  A l o r s  ~ - - ~ X  ~ X e a t  uu morphisme de F n r 2 - d e s c e n t e  cohomoloRique 

u n i ~ e r s e l l e  pour  t o u t  n ~ 0 . 

En e f f e t ,  t l  e x i s t e  une f a c t o r i s a t i o n  

a~A 

oh h e a t  un morphisme ~ t a l e  s u r J e c t i f .  
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5. Applications 

(5.1) Construction d'objets simpliciaux 

(5.1.0) Jusqu'au num~ro (5.1.3) compris, H est une cat~gorie o6 les limites 

projectives flnies non rides existent et o6 les sommes finles existent, sont 

disjolntes et universelles. Si X : 4 ° > H est un objet simplicial de H , 

nous noterons d k i:Xk >Xk-i (resp. s~:X k >X k+ I) pour i~[k] et 
i 

0 ~ k les fl~ches correspondantes aux op4rateurs "faces" ~k : [k-i] > [k] 

(resp. aux op~rateurs de d~g~n~rescence O~ : [k] ----> [k+l]) (cf. [3] II 2). 

D~finition (5.1.1) Un. objet simplicial X : 4 ° > H de H est O-scind~ s'il 

existe une famille de sous-objets NXj des (j m O) telle q ue !es morphlsmes 

soient des isomorphismes. 

b.  : II ~ .  > x .  
z H o m ( [ i ] ,  [ j  ] )  3 z 

De m~me, un objet simplicial k-tronqu~ X : ~-----> H est o-scind~ 

s'il existe des NXj (O ~ j ~ k) v~rifiant la condition pr~cCdente pour i ~ k . 

Les NX. sont uniquement d~termin~s par X . En effet, si X est 
3 

k-i 
o-scind~, les op~rateurs de d~g~n~rescence s~ : Xk_ I > X k sont des isomor- 

phismes de Xk_ I avec des facteurs directs de X k , et 

NX k ffi N (compl~ment de s~(Xk_l)) 

Pour k = 0 , NX = X 
O O 

(5.1.2) Pour X un objet simplicial (n+l)-tronqu~ 

rons par ~n(X) le triple consistant en 

a) la restriction i~x) de X ~ "4 ° 
II n 
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b) 

c) 

NX 
n+l ' 

l'application ~vidente de NXn+ 1 dans (cosq n (X))n+ I 

Ce triple (Y, N , ~) v~rifie la condition suivante 

(*) Y est un obJet simplicial nltronqu~ 

cation de N dans (cosq Y) 
n+l " 

O-scind~ de H , et ~ est une appli- 

Proposition (5.1.3) Soft (Y, N , ~) un triple v~rifiant (~) CildeSsus. 

(i) A isomorphisme unique pros, il existe un et un seul X : A~+ I > H 

Olscind~, svec ~n(X) ~ (Y, N, ~), 

(if) II revient au m~me de se donner un morphisme f de 

O 
simplicial tronqu~ Z : ~n+l > H , ou de se donner 

a) un morphisme f' : Y > i ~ (Z) ; 

b) un morphisme f" : N > Zn+ I tel que le dia~ramme 

X dans un objet 

I I 1 ) (cOSqnY)n+ I 

Zn+ 1 > (cosq n Z)n41 

soft commutstif. 

Construisons X , 

.,n+l y, > y 
On pose : Y'n = (c°sknY)n+l et on note d i : n+l n 

,n > Y~+I ) les op~rateurs de face (resp. de deg~n~rescence) (resp. s i : Yn 

obtenu par fonctorialit~. 

+ On pose Yn+l = NIL( I ! N Y~) et soft ~ : Yn+l > Y' n+l 
Hom n ([n+l],[~] 

fl~che dont les composantes sont ~ et les fl~ches M Y~ >Y~ > Y' n+l 

tout ~pimorphisme In+l] > [~] avec ~ ~ n . 

la 

pour 
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+ Solt sl : Yn ........... 

la fl~che induite par 

Hom~_([n], [~0> 
~'<n 

i 
O n , de sorte que 

tn (~) ~o s?= s . 
i i 

On pose 

.n+l = d,n+l 
( H )  d i i o GL 

+ Pour montrer que l'on d~finit ainsi un objet de 

[[3]. II(2.4)] de v~rifier les formules 

a) .n .n+l n .n+l i < j 
ci.o j = dj_l.C i 

n-I n n-i i ~ j b) sn.sj = Sj+l. s i 

- x+ I 

Hom(A ° ,H), il sufflt, d'apr~s 
n+l 

I n-l ,n 
s j_ 1.a i i < j 

.n+l n 
c) U i .sj = id i = j ou i = j+l 

n-I , n 
sj .oi_ 1 i > j+l 

Les formules a) et c) sont ~videntes en vertu de (I) et (II), car 

on salt que a) et c) sont v~rifi~es si l'on remplace dn+li par a"n+li et s in 

tn par s . i 

La formule b) est v~rifi~e par construction. 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier que l'objet X obtenu 

v~rifie 5.1.3. 

+ On prendra garde que le foncteur construit dans la d~monstration de 5.1.3, de 

la cat~gorie des triples v~rifiant (5.1.2) (*) dans les objets simpllciaux 

n+l-tronqu~s, est fiddle mais non pleinement fiddle. 

La proposition 5.1.3 fournit un proe~d~ tr~s commode pour construire 

par induction des objets simpliciaux de H .Dans la fin de ce num~ro, nous 

formalisons cette remarque sous la forme qui sera utilis~ en 5.2 et 5.3. 
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(5.1.4) Soient E ~ > B un foncteur tel que pour tout objet b de B , la 

cat~gorle fibre E b soit non vide et v4rifie les conditions de (5.1.0). 

Soit Q une propri4t~ d'un obJet de E , stable par isomorphisme : 

on suppose que les conditions suivantes sont r~alis~es : 

a) Pour tout objet b d__£e B il existe un ob~et x d__£e E b v4rlfiant Q. 

b) Pour tout ob~et b d__£e B et tout couple (x,y) d'objets de E b 

v~rifiant Q , il exlste un ob~et z de E b v~rifiant Q et des morphismes 

z ..... > x , z > Y dans E b . 

c) Pour tout morphisme b' t > b de B et tout ob~et x de E b 

v~rifiant Q , il existe un ob~et x' de E b , v~rifiant Q et un morphisme 

x' ...... > x au-dessus de t . 

Soit d'autre part P une propri~t~ d'une flAche de E au-dessus 

d'une identit~ stable par isomorphisme : on suppose que les conditions suivantes 

sont r~alis~es : 

d) Pour tout ob.~et b d_.£e B et tout obiet x d__£e E b il existe 

une fl~che y > x dans E b v4rifiant P . 

e) Pour tout objet G d__ee B , tout dia~ramme dans E b de la forme 

f u ................ > X 

/ 
Z \ 

v > y  
g 

o~ f e t_t g v~rifient P , peut se compl~ter en un diagramme commutatif dan s E b 

f 
u - - ~  > x 

/ / 
h > z 

\ \ 
v > y  
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o_.~ h v4rifle P . 

f) Pour tout morphisme b' t > b 

d__£e E b v~rifiant P , il existe un morphlsme 

et un dla~ramme commutatif 

f 
d_ee B et tout morphisme x > y 

f, 
x' > y' de Eb, v~riflant P 

x' .... C~ > x 

fF 

F! -- __ 

o_~ ~ e!t 8 sont des morphismes au-dessus de t . 

D~finitlon (5.1.5) Avec les notations de (5.1.4), nous dirons qu'un oblet X 

de Hom(A°,E) v~rlfie la condition (APQ) si les conditions suivante s pont remplles : 

(i) L'ima~e de woX est l'objet simplicial constant d~fini par un objet G de B. 

(ii) E n rant ~u'objet de Hom(A°,Eb ), X est O-scind~. 

(iii) X ° v~rifie la condition Q . 

(iv) Pour tout entier n , la fl~che N Xn+ I ...... > (cOSqn X)n+ I v~rifle la 

condition P . 

(5.1.6) On d~signe par Z(APq ) la sous-cat~gorie de Hom(A°,E) dont les objets 

sont les objets simpliciaux v~rifiant (APQ) et dont les morphismes t sont les morphis- 

mes X ~ > Y de Hom(A°,E) tels que ~(~n ) : ~(X n) > ~(Yn ) soit le m~me 

morphisme de B pour tout n . Ii exlste alors un foncteur canonique 

: E(ApQ ) > B 
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Proposition (5.1.7) Le foncteur 

B et tout couple (X,Y) d'objets de 

est surjectif. De plus, pour tout objet 

E(ApQ), b , il existe un diagramme 

b de 

Z /\ 
X Y 

dans E(ApQ), b 

La ddmonstration est trivlale ~ partlr de (5.1.3), en vertu des hypotheses 

faites en (5.1.4). 

Proposition (5.1.8) Soient C une categoric et F un foncteur E(ApQ ) 

on introduit les conditions suivantes pour F : 

>C; 

(i) Pour tout ob~et b d_~e B , la restriction de F ~ E(ApQ), b se factorise 

(~) 
travers la cat~8orie grossi~re d4flnie par les ob~ets de E(ApQ), b . 

(ii) Pour tout morphisme t : b' > b d_ee B et tout couple (X' > X, Y' > Y) 

de morphismes au-dessus de t , le dia~ramme suivant est commutatif : 

F(X') 

F(Y')  

> F(X) 

). F(Y) 

o0 ~ et ~' sont les flAches d~termin~es par la condition (i). 

Al0rs , le foncteur G > Go~ induit une ~uivalence entre la categoric 

Hom(B,C) et la sous-cat~gorle pleine de Hom(E(ApQ),C) d~finie par les foncteurs 

v~riflant les conditions (i) et (il). 

(e) Une cat6gorie est dire ~rossi~re si pour tout couple (x,y) d'objets, Hom(x,y) 

est r~duit ~ un ~l~ment et un seul. 
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Les d~tails de la d4monstration sont laiss~s au lecteur. Indiquons 

simplement la mani~re dont on proc~de pour montrer que le foncteur precedent est 

essentlellement surjectif . 

Soit F : E(ApQ ) > C un foncteur v~rifiant les conditions (1) et (il) 

pour tout objet b de B , on choisit un objet X de E(ApQ), b et on pose 

F(b) = F(X) ; on v4rifie alors que ~(b) varie fonctoriellement avec b . 

(5.2) Cohomologie sin~uli~re d'un schema de type fini sur un corps de caract~- 

ristique nulle 

Dans ce num4ro, k d~signera un corps de caract~ristique nulle. 

(5.2.0) Nous d4signerons par Schf/k (resp. Ann) la cat~gorie des schemas 

loealementde type fini sur k (resp. des espaces analytiques complexes). Tous 

les objets simpliciaux de Schf/k (resp. Ann) seront consid~r~s consne objets 

simpliciaux de Top grace au foncteur canonique Schf/k > Top (resp. Ann > Top). 

Nous conservons les donn~es de (4.1.O) relatives ~ la descente cohomologique. 

Suivant les notations usuelles, nous noterons S > S an le foncteur 

canonique Schf/C >Ann d~fini dans G.A.G.A. 

(5.2.1) Soit X un objet simplicial de Sch/k (resp. Ann) : les compatibilit~s 

usuelles pour la construction du complexe de De Rham d'un morphisme de sch4ma 

Ear. (resp. d'espaces analytiques) permettent de construire un complexe ~/k 

+ ~,^Zar.. (resp. ~X)C) de D+(I'(~),2Z ) tel que pour tout entier i R eikt~/k ] 

^Zar., ( r e sp .  --R+ e'~(CL"-))l ~ / $  s o i t  le  complexe De Rham ~ i / k t r e s p .  ~X~/¢) 

A Soi t  X u > C S un o b j e t  s i m p l i c i a l  de $chf /k  ( r e sp .  Ann) muni 

~R(U) et H" (U,¢)) comme 

B+- ,^Zar u+u~x/k ) (resp. 

d'.ne .u ent.tio.. d fl.it ( . esp .  

~tan t  les groupes d'hypercohomologie du complexe 

et R'~u~(C) ). 
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A (5.2.2) Si X u > CS est un objet semi simplicial de 

trois morphismes canoniques : 

hZar., , ~ ~R(uan) 
DR ~u) > 

H'(uan C) ~ >~R(U an) 

Schf/C , on dispose de 

H'(san,~) Y > H'(uan,¢) 

. soit lisse Proposition (5 2.3) Supposons, avec les notations de (5.2.2) que X n 
an 

A X an n 
pour tout n : alors ~ e__~t 8 sont des isomorphismes. Si de plus > Csa n 

est un hyperrecouvrement de S an pour la topolo~ie de la l-descente cohomologique 

universelle, y est un isomorphisme. 

Le fair que ~ soit un isomorphisme r~sulte de [[6]. Th. I']. Ii r~sulte 

du lemme de Poincar~ que ~ est un isomorphisme. La derni~re partie de la proposi- 

tion r~sulte de (3.3.3). 

(5.2.4) Nous allons maintenant appliquer (5.1.4) au cas oO B = Schf/k et o~ E 

est la cat~gorle au-dessus de B telle que pour tout schema S , la cat~gorie 

fibre E S solt la cat~gorie des schemas de Schf/k au-dessus de S , les fl~ches 

au-dessus d'une fl~che de B ~tant 4vldentes. Nous dirons qu'un morphlsme 

h : X > Y au-dessus de S v~rifie la propri~t~ P si X est lisse sur k et 

si h est compos~ d'un nombre fini de morphismes v~rifiant l'un des conditions 

suivantes : 

(i) 8tre somme d'une famille de morphismes ~tales et surjectifs 

(il) @tre somme d'une famille de morphismes propres et surjectifs. 

Nous dirons qu'un schema X de E s v~rifie la propri~t~ Q si I~ morphisme 

structural X > S v~rifie la propri~t~ P . 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier, via la r~solution des singula- 

rites, que toutes les conditions de (5.1.4) sont v~rifi~es. 
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La donnee des groupes definit un foncteur contravariant de la 

categorie E (APQ) dans la categorie des groupes abeliens gradues, not6 

Proposition (5.2.5) Le foncteur verifie les conditions de (5.1.8). 

Par le principe de Lefschetz,on est ramen6 au cas ou k C . Dans 

t 
ce cas, pour tout morphisme S' 9 S et tout couple (u' + u , v' j v) 
de morphismes au-dessus de t , on dispose d'un diagramme commutatif : 

ce qui acheve la d6monstration. 

Zar. Definition (5.2.6) Le foncteur contravariant defini par (5.1.8) B partir de HDR 
sera note H'(+,k) . Pour tout schema S localement de type fini sur k , Jg 

groupe abelien gradue H'(S,~) s'appellera la cohomologie singuliere de S . 

(5.2.7) Nous allons terminer ce nudro par une illustration des principes g6neraw 

qui y ont Bt6 introduits. Rappelons tout d'abord que si S est un espace analytique 

complexe, la cohomo1oe;ie de De Rham de S , notle HiR(S) est par definition 

l'hypercohomologie du complexe de De Rham %/c . 
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Proposition (5.2.8) (Blum-Herrera). 

¢ , la fl~che canouique 

Soit S un schema locslement de type fini sur 

H'(san ¢) .... >~R(S an) 

poss~de une r~tractlon (dans la cat~orie des g;oupes ab~liens gradu~s) fonctorielle 

en S . 

En vertu de (5.1.8) il sufflt de consid~rer le morphisme 

H'(+,¢)o ~ >R~RO~ obtenu ~ partlr du precedent par composition avec ~ . 

A le morphisme canonique En utilisant, pour route augmentation X-~->C S , 

Lu-~-(~S/C)= > ~/C , on d~finlt un morphlsme fonctoriel ~RO~ > H~R , de 

sorte que le diagramme suivsnt soit commutatif : 

[, / 
ce qui fournit la r~traction cherch~e. 

Remarque (5.2.9) L'~nonc~ (5.2.8) reste valable pour tout espace analytique, dbs 

que l'on dispose de la r~solution des singularit~s dans le cadre analytique. 

(5.3) Theories de Hodge mixtes 

Nous donnons ici un r~sultat de nature technique qui joue un role 

clef dans [2]. 

k est un corps de caract~rlstique nulle. 

(5.3.1) Soit SChfs/k la cst~gorie des schemas s~par~s et de type fini sur k ; 

on d~signe par E ~ > SChfs/k la cat~gorie au-dessus de SChfs/k d~finie de la 

fa@on suivante : 
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+ Si S est un objet de SChfs/k , un objet de E S est un triple (X,X,i) o~ 

est un schema r4duit projeetif au-dessus de k , X un schema propre au-dessus de 

S et i : X > X une immersion ouverte au-dessus de k telle que i(X) soit 

dense darts X . 

+ Si t : S' > S est un morphisme de schemas, (X, ~X, i) un objet au-dessus 

de S et (~', X', i') un objet au-dessus de S', un morphlsme de (X, X, i) 

dans (~', X', i') au-dessus de t est un couple (h, h) o~ h : X' --->X est 

un morphisme au-dessus de k , et h : X' > X un morphisme au-dessus de S , 

tel que le diagramme suivant soit commutatlf : 

i I 
X' >3' 

x i >3 

N.B. : on remarque qu'il r4sulte des hypotheses de propret~ que E - l ( i ( x ) )  - i ( x ' ) .  

Lenm~e (5.3.2) Pour tout 0bier S d~e Schfs/k , la cat~gorie E s est non vide, 

poss~de des llmites prpJectives non vides et des somes directes finies qui sont 

disjointes et universelles. 

Le falt que la cat4gorie E S soit non vide r4sulte du lemme de Chow. 

Nous n'indlquerons que la construction du prodult direct de deux objets 

(X, X, i) et (X', X', i') de E S . 

La fl~che canonique j : X×sX' > X×kX' est une immersion et on 

d~signe par T le sous-sch~ma r4duit de X~X' ayant pour espace sous-jaeent 

l'adh~rence de l'image de j : (T , XXsX' red ' Jred ) v~rlfle la propri4t~ 

universelle voulue. 
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(5.3.3) Soit S un objet de SChfs/k : nous dirons qu'un objet (X, X, i) de E S 

v~rifie la propri~t~ Q si X est lisse sur k et si i(X) est le compl~mentaire 

d'un diviseur ~ croisement normaux. Nous dirons qu'un morphisme 

(h,h) : (X',X',i') > (X, X, i) v~rifie la propri~t~ P si h est surjectif 

et si (X', X', i') v~rifie la proprf~t~ Q . 

Proposition (5.3.4) Avec les notations de (5.3.3), toutes les conditions de (5.1.4) 

sont v~rifi~es. 

Les conditions a) b) d) et c) se v~rffient facflement en utilisant la 

r~solution des sfngularit~s. De plus c) est consequence de f) : il reste donc 

v~rifier f). 

Ii s'aglt de voir que tout diagramme cormmutatif : 

i 
z z > g  

i X 
x >g 

t 
o5 (X, X, i x ) et (Z, Z, i Z) sont des objets de E S avec h surjectff, peut 

se compl~ter en un diagramme co~utatif : 
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h' 

Z' 

g~ 

X I . 

X ~ 

t 
S ~ -, 

k 

>g 

~X 

i 
9 $ 

k 

o0 (~', X', ix,) et (Z', Z', iZ,) sont des objets de ES, , avec ~' surjectlf. 

On consid~re un d iag ramme 

T ~ > S r ~ ''). S 

o~ ~ est propre et ~ projectif : par ehangemente de base on en d~duit un 

diagra=~e : 

zXsT 
r e d  , 

X×sTre d 

Z~kTre d -- 

I 
X×kTre d 

7 -  

.~ Z 

L 
> X  

~ S  

> k  
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o~ p et q sont des i~mersions ; il suffit alors de remplacer ~ X k T--re d et 

X k T--re d pour les images ferrules de pet q pour avoir le diagramme voulu, 

ee qui ach~ve la d~monstration de (5.3.4). 
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O. Introduction 

Dans le present expose, nous ~tudions deux genres de questions intimement 

li~es. 

Tout d'abord, nous faisons une ~tude syst~matlque des conditions de finl- 

tude pour les topos, en ~tudiant successivement la norlon de quasl-compaclt~, de 

quasi-s~paratlon et de coherence (= quasl-compacit~ + quasi-s~paration), inspir~e des 

notions analogues bien connues en th~orie des schemas, dans le eas d'un objet X 

d'un topos et celui d'une fl~ehe u : X > Y d'un topos (§ I), puis pour le topos 

E lul-m~me (§ 2), enfin pour un morphlsme de topos f : E ~ E' (§ 3). Le § 4 

~tudle ces notions dans le cas particulier d'un topos obtenu par le proc~d~ de recol- 

lement de deux topos (IV 9). Pour les paragraphes suivants, ee qu'il suffit essen- 

tlellement de retenir de ces d~veloppements un peu techniques, c'est la d~finltion 

d'un topos coherent comme un topos ~quivalent ~ un topos de la forme C ~ , o~ C est 

un petit site dans lequel les limites projectives finies sont repr~sentables et o~ 

toute famille eouvrante admet une sous-famille couvrante finie ; et celle d'un mor- 

phlsme coherent f : E > E' de topos coh~rents co,,he ~tant un morphisme qui peut 

se d~crire (~ ~quivalence pros) eomme un morphisme associ~ ~ un morphisme de sites 

f : C > C' , oO C et C' sont comme ci-dessus, et o~ le foncteur correspondant 

fx : C' ~ C est exact ~ gauche, 

Ii est sans doute utile de noter qu'avec les notions de finitude utilis~s 

icl, et notamment celle de topos coherent, nous nous ~loignons r~solument (et pour 

la premiere lois) des espaces topologiques familiers aux analystes et aux "topolo- 

gues" (X). Ainsi le topos associ~ (IV 2.1) ~ un espace topologique s~par~ X n'est 

coherent que si X est un ensemble fini ! C'est dire que le present expos~ est 

enti~rement orient~ vers les types de topos provenant de la g~om~trie alg~brique et 

l'alg~bre. En fait, tousles topos utilis~s jusqu'~ present dans ces disciplines 

(saul bien s~r pour la g~om~trie alg~brique par voie transcendante sur le corps des 

complexes !) se trouvent ~tre localement coh~rents. 

En deuxi~me lieu; nous d~veloppons deux th~or~mes de passage ~ la llmlte 

inductive pour la cohomologie des topos. L'un (5,2) nous dit que les foncteurs 

(X) Les guilleme~s indiquent qu'il s'agit d'un "..." qui ignore la notion de topos 
(cf. IV 0.4 pour le sens du mot "topologie"). 
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HI(E, -) sur un topos coherent com~utent aux limites inductives de faisceaux ab~liens. 

L'autre (8.7) dit essentiellement que si un topos X est repr~sent~ eomme une limite 

projective filtrante de topos coh~rents X. , avec des morphismes de transition 
i 

fij : Xj > X i coh~rents, alors la cohomologie de X (~ coefficients dans un 

faisceau ab~lien quelconque) se calcule comme limite inductive des cohomologies des 

X i . Pour donner un sens precis ~ cet ~nonc~, il convient surtout de pr~ciser la 

notion de "limite projective de topos", ce qui est fait dans les §§ 7.8. C'est I~ 

une notion g~om~trique fort utile, y compris sans doute dans d'autres contextes que 

celui des limites projectives de schemas (qui avait servi de module ~ M. ARTIN dans 

sa d~finition initiale de cette notion). Nous montrons par exemple (8.4) cormment on 

peut unifier les diverses notions de "localis~ en un point" (d'un espace noeth~rien, 

d'un schema pour sa topologie habituelle, voire pour sa topologie ~tale), en le d~fi- 

nissant comme la limite projective des "voisinages" de ce point, -en parfait accord 

avec l'id~e intuitive de la notion de localisation en un point. 

Les deux th~or~mes de passage ~ la limite seront r~explicit~s dans l'expos~ 

suivant dans le cadre particulier de la cohomologie ~tale des schemas (VII 3.3 et 

5.7) ;dans ce cas, ils seront d'ailleurs constamment utilis~s dans toute la suite de 

ce S~minaire, et pratiquement partout o~ on a travaill~ jusqu'~ present avec la 

cohomologie ~tale. Le lecteur dispos~ ~ admettre ces deux th~or~mes, dans le cas par- 

ticulier o~ ils sont ~nonc~s dans l'expos~ VII, et int~ress~ exclusivement par les 

applications de la cohomologie ~tale, peut donc omettre la lecture du present expose. 

II est vrai que la notion d'objet constructible d'un topos (i.e. dont le morphisme 

structural X > e darts l'objet final e est coherent) jouera ~galement un rSle 

important dans toute la suite du s~minaire (alors qu'elle ne joue qu'un r$1e tr~s 

secondaire dans le present expose, ne serait-ce que parce que dans le cas d'un topos 

coherent, elle coincide avec la notion d'objet coherent, qui a ici la vedette). Mais 

cette notion est d~velopp~e dans l'expos~ IX, dans le cas particulier des faisceaux 

~tales sur les schemas, d'une fa~on ind~pendante de l'~tude g~n~rale faite dans le 

present expose, et elle pr~sente d'ailleurs dans ce cas des ph~nom~nes sp~ciaux 

fort utiles, qui ont servi de base ~ l'expos~ qui en est fair dans IX (~ commencer 

par la d~finition IX 2.3). La r~daction de IX ~tant ant~rieure de cinq ann~es ~ la 
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pr~sente r~daction de l'expos~ VI, et n~anmoins fort utilisable pour l'usager, nous 

nous sommes born~s ~ la fin de l'expos~ IX de prouver l'~quivalence de la notion de 

constructibilit~ utilis~e dans IX avec eelle introduite ici. 

I. Conditions de finitude pour lea objets et fl~ches d'un topos. 

l~finition I.I. Soit Cun site. Un ob~et X de C est dit quasi-compact 

si pour route famille couvrante (Xl ~ X)i61 , il existe une pattie 

finie J de l'ensemble dlindiees I telle que la sous-famille (X.I ~ >X)iEJ 

soit encore couvrante. 

Comme un U-topos E est toujours consid~r~ conm~e un site 

(IV i.I.I), la d~finition pr~c~dente s'applique en particulier ~ un 

objet de E . On se famine d'ailleurs ~ ce cas, grace ~ la 

Proposition 1.2. Soient Cun U-site, c : C ~ C~ le foncteur canonique, 

X un objet de C. Alors X est un objet quasi-compact du site C si et 

seulement si e(X) est un objet quasi-compact du topos C~ . 

Supposons que X soit quasi-compact, prouvons que e(X) llest. 

Soit (F i ~ e(X))i61 une famille ~pimorphique. Prenons pour tout i E I 

une famille ~pimorphique C(Xij) ~ F i , j 6 Ji " Le compos~ e(Xij) --> e(X) 

stidentlfie ~ un ~l~ment ~.. de ¢(X)(X..) ; on ne peut affirmer en 
l ]  13 

g~n~ral quWil provient dlun morphisme Xij ~ X, mais par construction 

du faisceau associ~ £(X), on salt que l'on peut trouver (pour i,j fixes) 

une famille couvrante Yk > Xij telle que les 61~ments images de ~ij 

dans les e(X)(Y k) proviennent d'41~ments de X(Yk) , i.e. de morphismes 

Yk ~ > X. Donc quitte ~ raffiner la famille ~pimorphlque e(Xij) ----~F i , 

on peut supposer que les compos~s e(Xij) ---~c(X) proviennent de morphlsmes 
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Xij ~ X . Pour i,J variables, Is faille des e(Xij) ~ e(X) est 

~pimorphique, donc (II 4.4) la famille des Xij ~ X est couvrante. 

Par hypoth~se sur X: elle admet une sous-£amille couvrante finie, et 

il rdsulte de nouveau de loc. cir. que lea morphismes correspondents 

c(Xij) ---~ e(X) forment une femille ~pimorphique. Conlne ceux-ci se 

£actorisent par un hombre fini des morphismes F i ~ ¢(l), cette famille 

finie est d~j~ ~pimorphique. Cela prouve que ¢(X) est quasi-compact. 

Le fait que e(X) quasi-compact implique X quasi-compact est 

d'autre part trivial, grace ~ loc. cir. 

Le r~sultat precedent montre donc que la notion de quasi-compacit~ 

dans les sites se ram~ne ~ Is notion en question dans les topos. 

Proposition 1.3. Soient C un site, (X i ---~ X)iE I une f~mille cotrrrante 

finie, avec les X i quasi-compacts. Alors X est quasi-compact. 

Pour le voir, on peut supposer grace ~ 1.2 que C est un topos. 

Soit Of~ ~ X) une fanille couvrante i.e. ~pimorphique dana C, alors pour 

tout i E I Is fmille d~duite par le changement de base X i ~ X est 

~pimorphique, donc (puisque X iest quasi-compact) admet une sous-famille 

~plmorphique finle, correspondant ~ une partle finie Ji C J de llensemble 

dlindices J Posant ji = ~.J Ji ji est une partie finie de J puisque 
" i E I  ' 

I e s t  f i n i ,  e t  l a  f smi l l e  (X~ ~ X) jEj ,  e s t  d~J~ ~pimorphique p u i s q u ' e l l e  

l ' e s t  loca lement ,  cqfd.  
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Corollaire 1.4. Soit (Xi)i61 une famille d'oblets dtun topos E , e~t 

soit X la somme. Pour que X solt quasi-compact, il faut et il suffit 

que tousles X i soient quasi-compacts, et que tousles x i saul un 

nombre flni soient isomorphes ~ "l'obJet vide" ~E de E . 

La suffisance rdsulte en effet aussitOt de 1.3 (car Is somme 

ne change pas quand on laisse tomber les sommandes vides). Pour la 

n~cessit~ on note qu'une sous-famille finie (Xi)iE J dolt couvrlr X , 

ce qui implique que pour i E l-J on a X i = Xi~ J_L X. = J.J- XiXxX j = 
j=j J j=j 

(II 4.5.1) ; d'autre part, pour montrer que tout X. est quasi-compact, 
I 

on note que X ~xi-LLx ~ , et que route famille couvrante Yj > X i de X i 

' > XiJIX ~ = X de X, qui admet d~finlt une famille couvrsnte ¥jJ~X i 

une sous-famille flnie couvrante~ ce qui implique ~vlde~maent que is 

famille flnie correspondante des Yj > X iest sussi couvrante, ce 

qul montre que X iest quasl-compact. 

Remarque 1.5.1. Le falt pour un obJet X dtun topos E dtStre quasl-compact 

ne d~pend que du topos induit E/X , et signifie que ltobjet final de ce 

dernier est quasl-compect. De m~me, un obJet X dtun site C est quasi-compact 

si et seulement si ItobJet final du site induit C/x (III 5.1) eat 

quasi-compact. 

1.5.2. Soit X un obJet dlun topos E. Pour que X solt quasi-compact, il 

faut et il suffit que route famille filtrante croissante (Xi)iE I de sous- 

objets de X couvrant X contlenne un X i ~gal ~ X. Cette condition ne d~pend 
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donc que de IIensemble ordonn~ des sous-objets de Itobjet Z (i.e.~des 

o u v e r t s  du t o p o s  t n d u i t  E / X )  . 

1.5.3. Consid~rons une famille g~n~ratrice (Xi)i61 de E . II r~sulte 

slots des d~flnitlons et de 1.3 que : pour qu'un objet X de E soit 

quasl-compact, il faut qumil admette nne famille couvrante par un nombre 

flni des X i , i.e. que X soit isomorphe ~ un objet quotient d~une somme 

finie dSobjets de E, et cette condition est suffisante si les X i sont 

quasi-compacts. Notons dWautre part qufavec IIhypoth~se faite sur E , 

on peut ~videmment, quitte ~ remplacer la famille gdn~ratrice envisag~e 

par une sous-famllle, supposer que I£U . Utilissnt le fait que l'ensemble 

des quotients d'un objet de E est petit (I 7.5), on trouv~ alors que 

la sous-cat~gorie pleine E de E formic des objets quasi-compacts de E 
qc 

est ~qulvalente ~ une cat~gorle 6 ~ , i.e. que le cardinal de l'ensemble 

des classes dtisomorphle dtobjets de E est E U . 
qc 

Exemples 1.6.1. Soit X un espace topologlque. Un ouvert U de X est un 

objet quasi-compact du site Our(X) des ouverts de X si et seulement si 

U est un espace quasi-compact pour la topologle induite par X . Plus 

g~n~ralement, un faisceau F sur X est un objet quasi-compact du topos 

Top(X) si et seulement si IIespace ~tal~ X t sur X associ~ ~ F est 

quasi-compact. (Cela r~sulte de l'assertlon pr~c~dente, de 1.5 et du 

fait que Top(X)/F est ~quivalent ~ Top(X') (IV 5.7)). 
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1.6.2. Consid~rons sur la catdgorle (Sch) des schemas (~l~ments de ~) 

une des topologies T i de [6 ~ 6.3 (par exemple la topologie de 

Zariskl, ou la topologie ~tale, ou la topologle fppf, ou la topologle fpqc). 

Pour qutun schema soit quasi-compact au sens de cette topologie~ il faut 

et il sufflt que ce soit un schema quasl-compact au sens habltuel. 

(Avec les notations de loc. clt., on utilise seulement le fait que 

route famille E P' est finie.) 

D~finition 1.7. Soient E un topos~ f: X ~ Y une fl~che de E. _On dit que 

f est un morphisme quasi-compact sl pour route fl~che Y' ~ Y, avee Y' 

quasi-compact, l'ob~et X'=XXyY ' est ~salement quasi-compact. On dit que 

f est quasl-s~par~ sl le morphlsme diagonal X > XXyX est quasl-comp_gct. 

On dlt que fest coherent s_~i fest quasi-compact et quasi-~par~. 

1.7.1. Explleitant la ddfinition dtun morphisme f:X ---~Y quasi-s~par~, 

on volt qutelle signifie aussi que pour route double flAehe 

gljg2 : X t " ~X "au-dessus de Y "i.e. telle que fgl = fg2 ' XI 

quasl-compact implique Ker(gl,g 2) quasl-compact. 

Proposition 1.8. Solt E un topos. 

(i) Tout isomorphlsme dans E es___t un mor~hisme coherent, i.e. est 

quasl-compact et quasi-s~par~. Le compos~ de deux morphismes quasl-compacts 

(reap. Ruasi-sdpar~s, resp. coh~rents) eat quasi-compact (resp. qussi-sdpard, 

reap. coherent). 
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( i i )  So ient  f:  X,  ~ Y e~t g: Y' ~ Y d,es morphis~es dens E, e~t 

fs : X t = XXyyw ~ d~duit de f par  le changement de base g . S_~i f 

eat quasi-con~..gCt (resp. quasi-a~par~, reap. coherent), il en eat de 

m~me de f s .  

(iii) Solent f: X ~ Y e~t g: Y --~Z des morphismes dana E. S i gf 

est quasi-s~par~, fest quasl-s~par~. 

(iv) Solent f: X ~ Y e_~t g: Y > Z des morphlsmes dans E, avec 

g quasi-s~par~. S~igf est quasi-compact (resp. coherent), alors fest 

quasi-compact (resp. coherent). 

Les d6monstrstions sont bien connues (Cf. EGA IV I ou EGA I 

2~me ~dltion). Les ~nonc~s (1) et (ii) darts le cas "quasi-compact" 

r~sultent trivlalement des d~finitions ;dans le cas "quasi-a~par~"p 

la stabilit~ par changementde base (ii) r~sulte aussit6t de la d~finition 

et du cas precedent, de m~me que le fair que tout isomorphisme solt 

quasi-s~par~. La stabilit~ par composition X "~ Y-'-~Z se volt ~ 1'aide 

du diagramme 

~f X 

× ~ YXzY 
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b carr~ c a r t ~ s i e n .  Par hypoth~se ~ / Z  e s t  quasi-~ompact,  donc auss i  u 

qui s l e n  d~duit  par ehangement de base~ e t  ~ / y  e s t  quasi-compact,  

done auss i  l e  compos~ u ~ / y  = ~ / Z  " Cela ~ t a b l i t  ( i )  et  ( i i ) ,  l e  cas 

"coherent" r ~ s u l t a n t  de l a  c o n j o n e t i o n  de s  deux c a s  p r e c e d e n t s .  Pour  

prouver le premier cas envlsag~ dans (iv), on consid~re le dlagrm-mne 

sulvant A csrr~s cart~siens 

X 8f ......... ; Z 

X • -- r- XXzY Pr2 ~ Y 

<' %IZ 
y -. ~ YXzY 

Par l'hypoth~se g est quasi-s~par~, Ay/Z est quasi-compact, donc F F est 

quasi-compact par changement de base ; de m~me par hypoth~se gf est 

q u a s i - c o m p a c t ,  doric p r  2 1 t e s t  a u s s i  p a r  c h a n g e m e n t  de b a s e  ; p a r  s u i t e  

f = pr 2 r£ e s t  q u a s i - c o m p a c t  co.me compos~ de deux morph i smes  q u a s i - c o m p a c t s .  

Le c a s  r e s p ~  de ( i v )  r ~ s u l t e  a u s s i t S t  du c a s  p r e c e d e n t  e t  de ( i i i ) ,  q u ' i l  

r e s t e  ~ p r o u v e r  m a i n t e n a n t .  Pour  c e c i  on r e p r e n d  l e  d f a g r a n ~ e  ( * ) ,  en  

n o t a n t  que l ' h y p o t h ~ s e  g f  q u a s i - s ~ p a r ~  s i g n i f i e  que ~ / Z  ffi u ~ / y  e s t  

q u a s i - c o m p a c t ,  e t  que l s  c o n c l u s i o n  f q u a s i - s ~ p s r ~  s i g n i f i e  que ~X/Y 

e s t  q u a s i - c o m p a c t ,  ce qu i  r ~ s u l t e  de ( i v )  une f o i s  q u ' o n  a prouv~ que u 
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est quasi-s~pard. Or u est manifestement un monomorphlsme 3 et on a 

en effet le r~sultat trivial : 

Corol!vire 1.8.1, Tputmonomorphisme est quasl-s~psr~. 

En effet, sl u: X - - - ~ Y  est un monomorphlsme, ~/y 

isomorphisme donc est quasl-compact, cqfd. 

est un 

Corollaire 1.8.2. Soient f: X > Y, f' : X' ...~ye deux S-morphlsmes 

dans E. S_~i f,f' sont quasi-compacts (resp. qua sl-s~par~s, resp. coh~rents), 

il enest de m~me de fXsf' : XXsXV ~ Y×sY' . 

Cela r~sulte de fa~on blen connue de le conjonctlon de (i) et (ii). 

Remarques 1.9.1. Solent E une cet~gorle quelconque, Q une pattie de ob 

stable par isomorphisme (Is donn~e de Q revient donc h celle dlune 

sous-cat~gorle strictement pleine de E), jouant le role d'objets "quasi- 

compacts". Supposons que dens E les produits fibres soient repr~sentables. 

Alors on peut paraphraser la d~finltlon 1.7 pour d~flnlr la notion 

de morphlsmes Q-quasi-compacts, Q-quasi-s~psr~s, et Q-coh~rents. Alors 

1.8 et 1.8.1 sont valables, et 1.8.2 ~galement lorsque dans E les prodults 

de deux objets sont repr~sentables. 

1 . 9 . 2 .  S o i e n t  S u n  o b J e t  de E, e t  f :  X ~ Y un morph isme  de E/S . I1  

r ~ s u l t e  a u s s i t O t  de l a  r emarque  1 . 5  que p o u r  que f s o i t  q u a s i - c o m p a c t  

( r e s p .  q u a s i - s ~ p a r ~ j  r e s p .  c o h e r e n t )  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  que l e  morphisme 
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correspondent dana E (d~duit de f par le foncteur "oubli de S ") le soit. 

En partlculier, sl f: X ~ Y est un morphisme dans E, prenant cl-dessus 

S=Y, on volt que fest quasl-compact (reap. quasi-s~par~, resp. coherent) 

si et seulement si le morphisme structural de l'objet (X,f) du topos 

induit E/y , de but l'objet final dudit topos, est quasl-compact 

(resp. quasl-s~par~, resp. coherent). On dlt aussl que (moyennant 

le morphisme structural f) X est quasi-compact (resp. quasi-s~par~, 

resp. coherent) au-dessus de Y, locution qu'on peut Interpreter 

indiff~rermment cormue se rapportant au topos E, ou au topos induit 

E/y (dont Y est consid~r~ comme un objet final). 

1.9.3. Un objet X d'un topos obE seradltconstructible s'il est coherent 

au-dessus de l'objet final. Tout morphisme d'un objet constructible 

darts un autre est coherent (1.8 (iv)). La sous-cat~gorle plelne E 
c o n s  

de E formic des objets constructibles de E est stable par lim finies~ 

coaane il r~sulte aussitOt de 1.8.2 et 1.8 (li). 

1.9.4. Les notions 1.7 n'ont gu~re d~int~r~t que dans les topos E qui 

admettent une famille g~n~ratrlce formic d~obJets quasi-compacts. Dans 

ce cas, ces notions sont "de nature locale en bas" (IV 8.5.4), comme 

on va voir malntenant. 
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Proposition i.IO. Sup~osons Rue le topos E sdmette une sous-catd~orie 
• ,, ,, L 

~n~ratrice C form~e dtobjets quasl-compacts, et solt f : X ~ Y 

unmorphisrae dana E . 

(1) Pour ~ue f soit ~u.ssi-compact~ il faut et il sufflt que pour 

tout morphisme S -'~Y, avec S E Ob CD XXyS soit ~uasl-compact. 

(ii) Soit Y. ) Y, i q Is une famille couvrante. Pour que f soit 
1 

~uasi-compact (resp. quasi-s~par~, resp. coherent) il faut et il suffit 

que pour tout i q I , fl : Xi = XXyYi ~ Yi le soit. 

Prouvons (1). La n~cessit~ est trlviale par d~finltion. 

Pour la suffisance, il fsut prouver que pour tout obJet quasl-compact 

yt et tout morphlsme yl ~ > Y~ X w = XXyY' est quasi-compact. Or il 

existe une fsmille couvrante S i ._.~yt, les S i dans Ob C, et corane yw 

est quasi-compact, on peut prendre la famille couvrante en question finle. 

Alors par hypoth~se les X~ = XXyS i --~ X'Xy,S i sont quasl-compacts, et 

conm~e ils couvrent X f (les S i couvrant Y')~ X test quasi-compact en 

vertu de 1 . 3 .  

Prouvons (il). II suffit de tralter le cas "quasl-compsct"j 

car le cas "quasi-s~par~" s'en d~duit par la d~finition 1.7, et le cas 

"coherent" ~galement, par conjonctlon des deux cas precedents. Le "il faut" 

s d~j~ ~t~ vu dans 1.8 (il), il reste ~ volt que si los fl sont quasl-compacts, 

slots f Itest, i.e. que pour tout yi quasi-compact et tout morphisme 

Y' ~ Y, l'objet X' = XXyY' est quasi-compact. Or comme (Yi ............... > Y) est 
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couvrante, il existe des S au-dessus de Y couvrant Y' tels que les 

morphlsmea compos~s S --> yw > y se factorisent chacun par un Yi " 

Comme Cest g~n~ratrlce, on peut pEendre les S dans Ob C, et con~ne 

y1 eat quasl-compact, on peut prendre la famille couvrante finie. 

Alors les X'Xy,S forment une famille couvrante finie de X I , et on 

est r~dult par 1.3 h prouver qua chaque X'~,S = X~S est quasi compact. 

Or, choisissant une factorisation de S ---~ Y par un Yi ' ll°bjet 

envlsag~ est aussi isomorphe ~ XiXYiS , qul est bien quasl-compact 

pulsque X. est quasl-compact sur Y. et S est quasi-compact. 

Corollalre 1.11. Soient g: Y > Z un_m~rphlsme dans le topos E, 

(fl : Xi ~ Y)iEI une famille couvrante de mor Dhismes de but Y . Alors : 

(1) Supposons I finie. Si les gfi sont quasi-compacts, ilen est 

de mSme de g. 

(ii) Supposons les fi quasi-eqmpaets. Si les gfi sont~uasl-s~par~s, 

il en est de mSme de g. S_~ I eat fini, et si les 8f i sont coh4rents, g 

est coherent 

Le cas (1) r~sulte aussitOt des d~finitlons at de 1.3, 

(sans hypoth~se sur E). Pour prouver (ii), il suffit en vertu de (i) 

de treiter le cas non raspS. Consid~rons le diagramme 1.8 (*) avec 

X remplac~ par un X i . Con~e la famille des fi est couvrante, il en est 

de m~me de la famille des fiXzidy qui s'en d4duit par changement de base, 
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donc en vertu de I.iO (il), pour prouver que ~/Z est quasl-compacte, 

il suffit de prouver que les ~fi le sont. Or gfi ~tant quasi-s~par~ par 

hypoth~se, il en est de m~me de pr 2 : Xi~Y > Y qul slen d~duit par 

changement de base, dWautre part pr 2 Ffl m fl est quasl-compact par 

hypoth~se. II enest donc de mSme de Ffl en vertu de 1.8 (iv) appliqu~ 

su morphisme compos4 de pr 2 et de Ff. , eqfd. 
1 

Corollalre 1.12. Solent (Xl)i61 une famille flnle d'ob~ets de E, X l_~a 

son,me des X i , fi:Xi ~ Y des morphlsmes dans E, e._~t f:X---~Y l~e 

morphisme correspondant. Pour que f soit quasi-compact (resp. quasi-sdpar~, 

resp. coherent) il fsut et il sufflt ~ue les flle solent ; dans le 

cas "quasi-s4par~", llhypoth~se "I flnle" peut-~tre omise. 

La suffisance de la condition est un cas particulier de I.Ii, 

compte tenu que les morphismes canonlques fi: Xi ) Xforment une 

famille couvrante flnle, et que ce sont des morphlsmes quasi-compacts, 

comme il r~sulte aussitSt de la d~flnltlon et de 1.4. La n~cessit~ 

r4sulte de Is transitivit4 1.8 (i), compte tenu que les fi sont mSme 

coh~rents (car ils sont quasl-s~par~s en vertu de 1.8.1). 

D~flnltion 1.13. So it X un ob.|et d'un topos E . On dlt que X est un 

objet quasl-s~par~ du topos E sl pour tout oh let S quasl-c0mpact de E, 

tout morphisme de S dans X est quasi-compact, ~.~. (1.7) si pour deux 

obJets quaslcompacts S,T de E et de 9 morphismes S --~X, T-->X, le produi ~ 

fibr~ SXxT est toujours quasl-compact. On dlt que X est un obJet coherent 

du topos E siX est qugsi-compact et ~uasi-s~par~. 
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Proposition 1.14. Soit f: X ~ Y un morphisme dans un topos E. 

(i) S~ Y eat quasi-compact, a lors f quasi-compact impliqu~ X 

quasi-compact. Si Y est quasi-s~par~, a!ors X quasi-compact implique 

f ~uasi-compact. S~IY est coherent, f quasi-compact ~quivaut ~ X 

quasi-compact. 

( i i )  S~iY est ~uasi-compact (resp. quasiwsdpar~, resp. coherent) 

et sif eat quasi-compact (resp. quasi-s~par~, rasp. coherent) alors X 

e s t  quasi-compact ( resp .  quss i -s~par~,  resp .  coherent ) .  

Lea premlbres deux assertions de (£) sont contenues trivialement 

dans les d~finitions de morphisme quasi-compact (1.7) resp. dWobjet 

quasi-s~par~ (1.13), la troisi~me r~sulte de la conjonction des deux 

premieres. Le premier cas de (li) ntest qulune redlte, le troisi~me 

r~sulte encore de la conjonction des deux premiers~ reste ~ traiter 

le cas quasi-s~par~. Solt donc Sun objet quasi-compact de Eet 

g:S---~X un morphisme, prouvons que fest quasi-compact. Comme Y est 

quasi-s~par~, fg est quasi-compact, et come fest quasi-s~par~, il 

en r~sulte (1.8 (lit)) que g est quasi-compact, cqfd. 

Corollaire 1.15. Tout sous-oblet dlunobJet quasi~s~par~ de Eest 

quasi-s~par~. Soit (Xl)iE I une famille d!objets de E, avec I E ~ ; 

alors X =-~iXi est quasi-s~par~ (resp. col~rent) si et seulement si 

lys X i le sour. 
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La premiere assertion r~sulte de 1.14 (ii) et de 1.8.1, 

mais est ~galement trivialesur is d~finition. Pour la deuxi~me non 

resp~e,co~me les X i --->X sont des monomorphismes, il reste ~ prouver 

le "il suffit",qui r~sulte facilement des d~f£nltions et de 1.3 ; le 

cas resp~ r~sulte du cas trait~ et de 1.4. 

Corollaire 1.16. Sous les conditions de i.i0 (ii), si les YI sont 

coh~rents, slors fest ~uasi-compact si et seulement si lea X i = X~Y i 

sgnt des objets ~uasl-compacts de E. 

En effet, en vertu du crit~re I.I0 (ii), il faut exprimer 

que lea fi : Xi ~ Yi sont quasi-compacts, ce qui ~quivaut ~ X i 

quasi-compacts en vertu de 1.14 (1). 

Corollaire 1.17. Soient E un topos admettant une famille ~n~tri=e 

formic d'ob~ets quasi-compacts, et (gi : Yi ~ Y)iEI une famille 

couvrante (resp. couvrante finie) dans E, avec lea Yi coh~rents. Pour 

que Y soit quasi-s~par~ (resp. coherent), il faut et il sufflt ~ue 

pour tout i E I, gi soit quasi-compact, ou encore que pour tout couple 

d'indices i,j E I, Yi~Yj soit un ob~et quasi-compact de E. 

Le cas resp~ r~sulte aussitSt du cas non resp~ et de 1.3. 

La n~cessit~ de la premiere condition est triviale par d~finition, 

prouvons qutelle est suffisante. Soit donc f: X ~ Y un morphisme, 
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avec X quasi-co~pact, prouvons que f est quasi-compact. Or comme les 

gi sont quasi-compacts, 11 sWensuit que les Xi=XXyY i sont quasi-compacts, 

ce qul Implique que f Imest en vertu de 1.16. Exprimant enfin Is 

quasi-compaclt~ des gi ~ l~aide du mSme ¢rlt~re 1.16, on trouve le 

deuxi~me crit~re de 1.17. En particulier : 

Corollaire 1.17.1. Soient E comme dans 1.17, X un ob~et coherent de E, 

~---~X une relation d'~quivalence dans X , Y = X/R. Alors les conditions 

suivantes sont ~quivalentes : 

(i) Y est coherent, 

(ii) f: X ~ Y est quasi-compact, 

(iii) ~ est quasi-compact. 

Corollaire 1.18. Soient E un topos admettant une sous-cat~8orie g~n~ra- 

trice C form~e d'objets quasi-compacts, Y un obJet de E. pgur que Y soit 

quasi-s~par~, il faut et il su£flt que tout morphisme X---~Y, avec 

X E ob C, soit quasi-compact. 

La ndcessitd eat triviale par d~finition, les Y E ob C dtant 

quasi-compacts par hypoth~se. Pour prouver la suffisance, solt Z un 

objet quasi-compact de E, prouvons que tout morphisme Z' ........ > Y est 

quasi-compact. Pour ceci, il suffit en vertu de i. IO (i) de v~rifier 

que pour tout X---->Y, avec X E ob C, ZXyX est quasi-compact, ce qui 

r~sulte en effet du falt que les X---> Y sont quasi-compacts par hypoth~se, 

et que Zest quasi-compact. 
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Corollalre 1o19. Soient E un topos admettan tune sous-cat6~orie 

g~n~ratrlce form~e d'ob|ets quasl-compacts, (gi : Yi > Y)i~l un, e 

famille couvrante dans E, avec les Yi quasl-s~par~s et les gl quasi-compacts. 

Alors Y est quasl-s~par~. 

En effet, solt X un objet quasl-compact de E, montrons que 

tout morphlsme f : X ~ Y est quasl-compact. En vertu de I.IO (ii) 

il sufflt de prouver que les morphlsmes Indults fi:Xi = XXyY i ~ Yi 

sont quasi-compacts. Or comme gl est quasi-compact~ X i eat quasi-compact 

(X iIdtsnt)j et comme Yi est quasi-sdpar~, il s'ensuit blen quefi 

est quasi-compact. 

Remar~uml.20.l. Le lecteur habltu~ b Itusage des termes "quasi-compact" 

et'~uasl-s~par~" en g~om~trle alg~brique s'attendra b certalnes autres 

relations entre les notions "absolues" (concernant les objets du topos E) 

et les notions "relatives" (concernant des flbches de E) envlsag~es, 

par exemple : si f: X---~Y est un morphisme dans E tel que X soit 

qussl-compact-s~par~, alors fest quasi-s~par~. De telles propri~t~s 

ne sont valables que moyennant des conditions de flnltude restrictive 

sur le topos E~ plus fortes que cellesenvisag~esdans I.IO, conditions 

que nous ~tudierons au num~ro suivant. 

1.20.2. II r~sulte encore de 1.5 que le fair que pour un objet X du 

topos E d~tre quasi-s~par~ ne d~pend que du topos induit E/X ~ et 

signlfle que l'objet final dudit topos est quasi-sdpar~, i.e. qua dans 

E/X , le produit de deux obJets quasl-compacts est quasl-compact. 
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1.21. Cas des sites. 

Soient C un ~-site, E le topos des U_-falsceaux sur C, fune 

fl~che de C~ X un objet de C. On dit que fest un morphisme quasi-comp_~ct_. 

(resp. quasi-s~par~) du site C si e(f) est un morphisme quasi-compact 

(resp. quasi-sdpar~) du topos E ; et de m~me que X est un 0bier 

quasi-s~par~ du site C si E(X) est un obJet quasi-s~par~ du topos E 

(comparer 1.2). Lorsque C est un U-topos muni de sa topologie canonique, 

alors le foncteur canonique ¢ : C ~ E est une ~quivalence de 

categories, et par suite la d~flnition pr~c~dente est compatible avec 

les d~finitions ant~rieures 1.7 et 1.13. Notons ~galement que la 

d~finition envlsag~e ne change pas quand on template l'univers 

par un autre univers ~ tel que C soit aussi un ~-site~ du moins 

lorsque C admet une famille topologiquement g~n~ratrlce formde d'objets 

quasi-compacts. Pour le voirp on est ramen~ aussit0t au cas o0 U c V j 

donc E est un V_-site~ et ~ prouver que pour toute fl~che f du U-topos 

E, f eat quasi-compacte (resp. quasi-s~par~) si et seulement si elle 

d~finit une fl~che quasi-compacte dana le topos E' des ~-faisceaux 

sur E, et de m~me que pour tout objet X de E, X est quasi-s~par~ sl 

et seulement si Itobjet correspondant de E' est quasi-s~par~. Notons 

que nous connaissons d~j~ (sans hypoth~se sur E) l'~nonc~ analogue 

pour le cas d'un objet quasi-compact (1.2). Le css "f quasi-compact" 

s'en d~duit, grace au crit~re I.IO (i) appliqu~ successivement dana E 
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et dans E ~, pour la mSme famille g~n~ratrice (Xi)iE I de E form~e 

dlobjets quasl-compacts ; dlo~ ~galement le cas " f quasi-s~par~" , 

qui slgnlfie qua le morphisme dia~onal correspondant est quasi-compact. 

Enfln pour le cas " X quasi-s4par~ ", on est encore ramend au cas 

" f quasl-compact ", grace au crlt~re 1.18. 

1.22. Exemples. Reprenons l'exemple 1.6.2 de la categoric (Sch) avec 

une topologie T i , qui est un V-slte pour ~ convenable, admettant la 

sous-cat~gorle des sch4mas afflnes conrne cat4gorle g~n~ratrice topologlque 

form~e d'objets quasi-compacts. On lalsse au lecteur le soin de v~rifier 

qu'une fl~che f: X ---->Y de ce site est quasi-compacte (resp. quasl-s~par4) 

si et seulement si c'est un morphlsme quasi-compact (resp. qussi-s4par4) 

de sch4mas au sens habituel ( [3] ou [4]) ; de 

mSme un objet du site est quasi-compact (resp. quasi-s4par~) sl et 

seulement si c'est un schema quasl-compact (resp. quasi-s~par~) au 

sens habituel de loc. tit. II y a lleu de dire d'ailleurs, comme ici, 

morphisme coherent de sch4mas, schema coherent, au lieu de "morphisme 

quasi-compact et quasi-s~par~ de schemas", "schema quasi-compact et 

quasi-s~par4", come on le fair dlailleurs dans EGA 1 2 ~me 4dition. 

1.22.1. Pour un schama donn~ X 6 U, on peut aussi regarder le topos 

Top(X) associ~ b l'espace topologique sous-jacent, ou le topos 

Top(Xet) (resp. Top(Xfppf)), associ~ au site des X-schamas ~tales 
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~esp. localement de presentation finie) ~l~mencs de ~) svec la topologie 

dtale (rasp. fppf). C)est un ~-topos qui admet une famille gdn~ratrice 

formic d)obJets cohdrents) correspondants aux objets affines du site de 

d~flnltion ; 

Ceci dlt) l'objet final de ce topos eat quasi-compact (resp. quasi-sdpar~, 

rasp. coherent) si et seulement sl le schema X est quasi-compact (rasp. 

quasl-s~par~) rasp. coherent). De ~Sme, un morphisme du site des espaces 

~tsl~s sur X (reap. du site X~t des schemas ~tales sur X, reap. du 

site Xfppf des schemas locslement de pr~sentatlon finie sur X) est 

quasi-compact (rasp. quasi-s~par~) rasp. coherent) si et seulement si 

c)est un morphisme de schemas qui est (au sans habitual de loc. cir.) 

quasi-compact (rasp. quasi-s~par~) rasp. coherent). 

Th~or~me 1.23. Soient E un U-topos ) X un objet de E. 

(i) Pour qua X soit quasi-compact) il faut et il suffit qua pour 

tout syst~me inductlf filtrant (Yi)iEl d~e E, avec I E U, l'applicstion 

naturelle 

(1.23.1) llm>Hom(X)Y i) > Hom(X, li, m Y i) 

soit in~ectlve. 

(ii) Supposons qua E admette unes0us-cat~orie ~n~ratrice C formic 

d'ob~ets quasi-compacts. Pour qua X spit coherent, i l faut qua pour 

toute donn~e come dans (i), l'apElicatlon (1.23.1) soit bi~ective. 
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(i) N~cessit~. Supposons X quasi-compact, il faut prouver que si 

i E Iet fi,g i : X ~ Y  i sont tels que les compos~s f,g de fi' gl avec 

Yi ~ Y = lim>Yj sont ~gaux, slots il existe j ~ i tel que les compos~s 

fj, ~avec Yi > Yj sont d~j~ ~gaux. Or cormne dans E les limltes 

i n d u c t i v e s  filtrantes commutent aux llmltes projectives flnies, et 

en particulier sux noyaux, on s 

Ker(f,g) = lim Ker (fj,gj) . 

Par hypoth~se Ker(f,g) = X, donc X est la llmite de la famille filtrante 

crolssante de ses sous-objets Ker(fj,gj), donc comme X est quasl-compact, 

il est ~gal ~ un de ces sous-objets, donc il exlste jai tel que fj=gj . 

Sufflsance. Pour prouver que X est quasl-compact, il revient au m~me 

(1.5.2) de prouver que pour route famille filtrante crolssante (Xl)iE I 

de sous-objets de X dont la lim est X~ il exlste i 6 1 tel que X i = X. 

Or eomme dans E tout monomorphisme est effectif (II 4.0), il s'ensult que 

X.1 = Ker (fl,g i : X ~>X/IxiX) 

Soit Yi = X/IxX' et consid4rons le syst~me Inductif form4 par lea Yi " 
i 

Si Yen est la limite inductive, on a Y N Xiillm X" X = X~xX ffi X. 

Par suite, pour un i 6 1 fixd, fi,g i donnent le m~me dl~ment de Hom(X,Y), 

donc par hypoth~se il existe j~i tel que fj = gj i.e. Xj = X, cqfd. 
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(ii) II reete & prouver que sous les conditions indiqu~es, tout 

morphisme X---~ Y provient dlun morphisme X ~ Y. pour un i 6 I 
1 

convenable. Comme C engendre E et que lee Yi couvrent Y~ nous ponvons 

couvrir X par des objet8 X de C, de telle fagon que chacun des compos~s 

X ~ X--'~ Y ee factorlse par un des Yi " Cormme X est quasi-compact, 

on peut supposer la f~nille des X flnie, done que lee morphismes 

X ~ Y se factorleent par un Yi fixe en des gcti : X ~ Yi " CouTae 

X est quasi-s~par4, lee X ~X8 sont quasi-compacts. D'ailleurs pour 

tout (~,8), lee compos~s de pr Iet pr 2 sur X ~X8 avee X s X~ > Yi 

7 

/ 
X ~y 

d~j& ~gaux. Conme i fensemble 

des couples (CL,~) est fini, on peut prendre j ind~pendant de ce couple. 

Par suite les morphlsmes gc~j provlennent par composition d'un morphisme 

gj : X ~ Y'I ' dont le compos~ avee Yj ~ Y est d'ailleurs le morphisme 

X ~- Y donn~, puisqu'il en est ainsi apr&s composition avec les Y. ~ X. 
J 

Cela ach&ve la d~monstration. 

s o n t  

tels que leurs compos~s avec 

Y. --~Y sont ~gaux. En vertu de (i), 
l 

il existe donc un j~i tel que les 

eompos~s avec Yi --">YJ solent 

Remarques 1.23.2. L'hypoth&se sur E dane (ii) peut ~tre remplac~e 

par une hypoth&se suppl~mentaire sur X, savoir que X admet un syst~me 

fondamental de famillescouvrantes par des objete quasi-compacts. 
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Corollaire 1.24. Soient E un topos, et soit C une sous-cat~orl e 

strictement p!eine de E form~e d'objets coh~rents. Utilisant le falt 

que darts E les U-limites inductives filtrantes sont reprdsentables, 

on trouve (I 8.6.1) un foncteur canonlque 

(1.24.1) Ind(C) ~ E . 

Ce foncteur est pleinement fiddle. S_~i E admet une sous-cat~orie 

~n~ratrice form~e d'ob~ets coh4rents, et sl C est stable par facteurs 

directs, alors les conditions suivantes sont ~qulvalentes : 

(1) Le fpncteur (1.24.1) e st essentiellement surjectif, !.~. clest 

une ~quivalence de categories. 

(ii) C est une sous-cat~orie ~n~ratrice de E, stable par limites 

inductives f inies. 

(iii) La cat~Eorie C est ~sale ~ l a  sous-cat~or~pleine Eco h d~e E 

form~e de tousles objets coh~rents de E, et la condition n~cessaire 

1.23 (ii) de coherence pour un ob|et de E est aussi suffisante. 

Soit EpF la sous-cat~gorie pleiue de E d~finie dans I 8.7.6. 

En vertu de 1 8.7.5 a), IS~nonc~ 1.23 (il) ~quivaut a Is deuxibme 

inclusion de 

C c Eco h c EpF j 

et llinclusion compos~e C D EpF slgnlfie que (1.24.1) est pleinement 
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fiddle. Comme par hypoth&se la sous-cat~gorie Eco h de E est g~n~ratrice, 

il en eat afortiori de m~me de EpF ; d'autre part dana E les limites 

projectives finies sont reprdsentables, de sorte que nous pouvons 

sppllquer 1 8.7.7. La condition (iii) de 1.24 s'~crit aussi C = Eco h = EpF , 

et ~quivaut ~ Is condition C = EpF , qui nWest autre que la condition 

(ii bis) de loc. cit. (compte tenu que par hypoth~se, Eco h donc EpF 

est une sous-cst~gorie gdn~ratrice de E). De m~me is condition (ii) de 

1.24 nlest autre que la condition (iii bis) de loc. cit. Donc l'~quiva- 

lence des conditions (i), (ii bis) et (iii bis) dans loc. cit. donne 

l'4quivalence des conditions (i), (li) et (iii) de 1.24, cqfd. 

La ddmonstration (ou plus pr~cls~ment, l'invocation de I 8.7.7 

(ii bisD fournit ~galement la partle a) du 

Corollaire 1.24.2. Soit E un topos admettant une sous-famille ~ndrat~ic_..~e 

form~e d'objets coh~rents, et soit EpF la sous-cat~orie strictemeut 

plelne des objets X d__ee E te,!s ~ que le foncteur covariant Hom(X,-) qu'il 

repr~sente conm~ute attx limites inductives flltrantes. Alors : 

a) Le foncteur naturel 

Ind(EpF) > E 

est une ~quivalence d 9 c@t~gories. 

b) Pour qu'un objet X d~e E appartienne a EpF , il faut et il suffit 

qu'il soit isomorphe a un facteur direct (- image d'un pro~ecteu[ (I, 10.6)) 
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du conovau dtune double fl~che X I ----~Xo, avec X 1 e__tX ° coh~rents. 

c) La sous-cat~orie EpF d~eE est.stabl~par limlteslnductives 

flnies, et est ~uivalente a ,une petite cat~gorie 

Ii reste ~ prouver b) et c). La premiere assertion de c) est 

triviale grace ~ I 2.8, et implique le "il suffit" de b) grace ~ 1.23 (ii). 

Pour le "il faut", on utilise 1.23 (i) qui montre que X est quasi-compact, 

dto~ l'existence d'un ~pimorphisme X > X, avec X coh4rent, compte 
o o 

tenu du fair que Eco h engendre Eet est stable par sommes finles. Soit 

R = XoXxX ° , de sorte que X s'identifie au conoyau de R ~ X  ° . En 

vertu de a), on a R = ~ R i ~  limite inductive filtrante avec les R i 

dans EpF ,donc X ° est limite inductive filtrante des Coker(Ri~X o) = X i- 

D'apr~s ithypoth~se X 60b EpF , pour i assez grand le morphlsme 

' soit 1 u i : X i ~ X admet une section v: X ~ X i . 

dxl  ' ~ X ~ ) .  Cot.me R i e s t  de s o r t e  que w2--w e t  X -~-~ Coker(w~i : X i 

nouveau q u a s i - c o m p a c t ,  cn l e  couvre  par  X 1 > R i avec X i coh~rentp  

dWo~ Xi N Coker(X1 ~ X o )  ~ ce qui  p rouve  b ) .  

Enfln, comme EpFC Equ.cpct~ la derni~re assertion de c) 

rdsulte de 1.5.3. 

Corollaire 1.25. Soit E ~n top °s tel que la sous-cat~8oriep1eine C dee 

E for~e des obJets coh~rents soit 8~n~ratrice. Consld~rons le foncteur 

canoni~ue  

: Ind(C)  ~ > E 
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Les conditions suivantes sont ~uiyalent~s : 

(i) Le foncteur ~ est essentiellement sur~ectif , ~.~. tout ob~et 

deE est limite inductive filtrante d'ob~ets coh~rents. 

(i bis) Le foncteur ~ est une ~quivalence de categories. 

(ii) Toute limite inductive finie dans E d~ob~ets coh~rents est 

un objet coherent. 

(ii bis) Le conoyau dans E d'une double f!~che d'ob~ets coh~rents 

est un ob~et coherent. 

(iii) La r4ciproque de 1.23 (ii) est valable. 

CIest un cas particulier de 1.24~ eompte tenu que C est stable 

par sor~nes finles (1.4), ce qui implique l'~quivalenee de (ii) et de 

(il bis), et compte tenu du 

Lemme 1.25.1. Soit E un topos. Tout facteur direct X I d'un ob~et coh~ren__tt 

X de E est coherent. 

En effet, X rest quasi-compact cormue quo£ient de X (1.3), et 

quasi-s~par4 con~ne sous-objet de X (1.15). 

Corollaire 1.26. Soit E un topos satisfaisant a ux cgnditlons ~quivalentes 

1.25. Alors, il enest de m~me de tout topos induito 

Cela r~sulte aussitDt du crit~re (ii), compte tenu de 1.20.2 

et du fait que l'existenee d'une sous-cat~gorie g~n~ratrice de E form~e 

d'objets coh~rents implique manifestement la m~me propri~t~ pour un topes 

induit. 
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Remarque 1.27. Parm/ les exemples importants de topos satlsfaisant 

les conditions de 1.25, signalons les topos noeth~rlens (2.14), et 

le topos zarlsklen ou ~tale (VII 1) d'un schema X (cf. IX, note p.42). 

Mais mSme lorsque le topos E est coherent (2.3) (i.e. la sous-cat~gorle 

pleine C des objets coh~rents est g~n~ratrice et stable par limites 

projectives finles), il n'est pas toujours vrai que C soit parfait 

(2.9.1) i.e. satisfasse aux conditions ~quivalentes de 1.25 ; cf. 1.28 

cl-dessous. 

Exercice 1.28. Soient E un topos, pl,p 2 : X 1 ---~X ° une double fl~che 

dans E. D~finir une suite croissante de sous-objets R (n ~ O) de X )(X 
n o o 

= Sup(Im(Pl p2),Im(P2,Pl)), par la condition R ° , et 

= Prl3(Prl2-1(Rn_l ) Pr23-1(R n 1 ) Prij R n , . ) pour tout n ~ I, o~ 

(I < i < j < 3) d~signent les projections qu'on devine du produit triple 

de X vers le prodult double. o 

a) Montrer qu'on obtient ainsi une suite croissants de sous-objets 

de XoXX ° , que R = tim R est un graphs dW~quivalence (I 10.4) dans X 
>n o 

et que le morphisme canonique 

X = Coker(Pl,p 2) > Xo/R 

est un isomorphisme. 

b) En conclure que si X ° est quasi-compact et X = Coker(Pl,p 2) est 

quasi-sdpar~ (donc coherent), alors la suite des R est statlonn2ire. 
n 
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Inversement~ si cette suite est stationnaire, et si on suppose X coherent 
o 

et X I quasi-compact slots X est coherent. (Pour ce dernier point, ~crire 

Rn ---~ (Rn-I 'Pr2)X X ( R _ l , P r  1) e t  en conclure  que Rn e s t  quasi-compact 
O 

sur X ° pour tout n, puis utiliser 1.19.) 

c) Construire un example de deux applications d'ensembles pl,P2:Xl ~Xo, 

telles qua la suite des (R) ne soit pas stationnaire. 
n 

d) Soit Cune petite cat~gorie o~ les limites inductives finies et 

les limites projectives finies sont repr~senteble$, et o~ tout morphisme 

se factorise an un ~pimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme. 

R~p~ter pour une double fl~che (pl,P2) de C la construction des R n 

~nissant C de la topologie canonique, montrer qua le foncteur canonique 

c : C > C~est exact, et conTnute par suite ~ la formation des R 
n 

e) Prendre pour Cune petite sous-cat~gorie pleine de (Ens), stable 

isomorphisme pros par limites projectives finies et limites inductives 

finies~ et eontenant lea ensembles Xo,X I de c). En conclure que le topos 

C N (qui est un topos coherent (2.3), i.e. engendr~ par la sous-catdgorie 

de ses obJets cohdrents, laquelle est stable par limites projectives 

finies) ne satisfait pas aux conditions ~quivalentes de 1.25. 

f) Soient k un corps~ C le site fppf des schemas localement de 

presentation finie sur k (SGA 3 IV 6.3). Montrer qu'il existe un schema 

affine r~duit X sur k qui admet un automorphleme f qui nlest pas d'ordre 

fini (prendre par exemple Itespace affine E 2 muni de IIautomorphisme 
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f(x)=x,f(y)ffix+y). Montrer que sl pl,p 2 : X I ~ X  ° est une double fl~che 

dans C, telle que la double fl~che correspondante dans 

(Ena) pl(~):P2(k): Xl(~) ----~Xo(~) donne une suite (R n) non statlonnaire, 

slots il en eat de m~me de la double fl~che de C~ d~finie par pl,p 2 , 

donc, si X ° est de type fini aur k, alors le conoyau dana C~de (pl,P2) 

n'est pas coherent. En conclure que le conoyau dana C~du couple (f,id X) 

nlest pas coherent, donc que le topos C~ne satlsfait pas aux conditlons 

~quivalentea de 1.25. En conclure plus g~ndralement que ai S eat un schema 

non vide, C le site fppf des schemas localement de prdsentation flnie 

aur S, alora le topos C~ne satisfait pas a u x  conditions de 1.25. (On 

fera attention que, contrairement ~ l~apparence, C~n'est donc noeth~rien 

(2.11) que si S eat vide, comme il r~sulte de ce qui pr~cAde et de 2.14. 

D~finition 1.30. Soit E un topos. Un ob~et X de E est dlt un objet 

pr~noeth~rien (~) du topos E s'il satiafait aux deux conditions 

~quivalentes auivantes : 

(i) Tout aous-ob~et de X est quasi-compact. 

(li) Toute suite croiaaante de sous-pbjets de X eat stationnalre. 

1.30.1. L'dquivalence des conditions (i) et (ii) eat claire. On notera 

que cea conditions ne d~pendent encore que du topos induit E/X pet m~me 

seulement de l'ensemble ordonn~ des ouverts de E/X , isomorphe ~ l'ensemble 

ordonn~ des sous-objets de X. Elles sont stables par passage ~ un soua-objet 

de X. 

(@) Par la notion plus forte d'objet noeth~rien, cf. 2.11 ci-desaous. 
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1.31. On prouve cosine pour 1.3 et 1.4 les fairs suivants : si (X i > X) 

est une famille couvrante finie, avec lea X i pr~noeth~riens, slots X est 

pr~noeth4rien ; en particulier un quotient d'un objet pr~noeth4rlen de 

E eat pr6noeth4rien. Si (Xi)iE I eat une famille d'objets de E, slots 

leur somme X eat un objet pr~noeth~rlen de Eei et seulement sl tous 

les X i sauf un nombre fini sont isomorphes ~ @E ' et tous lee X i sont 

pr~noeth~riens. 

1.32. Evldemment un objet pr6noeth~rien dtun topos E eat quasl-compact ; 

lorsque E edmet une fsmille g~n~ratrlce form~e d'objets pr~noeth~rlens, 

la r~clproque eat vrale (comma il r~sulte aussitOt de 1.31) :les objets 

pr~noeth~riene de E sont slots see obJets quasi-compacts. 

Supposons qua E admette une famille g~n~ratrlce (Xi)iq I form~e 

d'obJets quael-compacts, alors lee trois conditions euivantes sont 

~qu iva l en t e s  : 

(i) Les X i sont pr~noeth~rlens. 

(ii) Tout ob j e t  quasi-compact de E eat pr~noeth~rien. 

(Ill) Tout monomorphisme dans E eat quasi-compact. 

(On vient de voir l'~qulvalence de (i) et (ll), (il) ==~ (ill) eat 

trivial ~ partlr des d~finltlons, et (ill) ==--==> (ii) sur la d~finltlon 

1.30 ( i ) . )  

195 



- 34 - Vl 

On notera que (iii) a comme consequence que tout morphlsme 

deE est quasiTs~par~ ; donc (1.14 (ii))tout objet X de E au-dessus 

dlun objet quasi-s~par~ X de E est lui-mSme quasi-s~par~. 

Exemple 1.33. (Topos classifiant d'u~ ~roupe). Solent Gun groupe £ ~, 

B G son topos classifiant (IV 2.4) i.e. la cat~gorie des ensembles E 

o~ G op~re ~ gauche. Les objets connexes-non vides de B G (IV 4.3.5) sont 

les ensembles ~ op~rateurs qui sont non rides et sur lesquels G op~re 

transitivement, et tout objet E de B G est son, he de ses composantes 

connexes, qui sont les sous-objets non vldes minimaux de E (savoir 

les orbites de G dans E). Par suite E est un objet quasi-compact de B G 

si et seulement si l'ensemble ~o(E) des orbites de G dans E est fini, 

et alors E est m~me un objet pr6noethdrien de B G . Ces objets (et m~me 

le seul objet G s , qui est connexe non-vlde) forment une sous-cat~gorle 

g~n~ratrice de B G . Pour que l'objet final e de B G soit quasi-s~psr~, i.e. 

pour que le produit de deux objets quasi-compacts de B G solt quasl-compact, 

il faut et il suffit que le prodult GsXG s soit quasi-compact, ce qui 

~quivaut manlfestement au fair que G est finl. On en conclut, plus 

gdndralement, qu'un objet E de B G est quasi-s~par~ si et seulement si 

les stabilisateurs de ses points sont des sous-groupes finis de G ; i,e. 

s'il est isomorphe ~ une sormme d'espaces homog~nes G/H, avec H finl.) 

En effet, en vertu de 1.15 on peut supposer darts ce crit~re E connexe, 

mais six E E a cormme groupe de stabili~ G x , on salt 
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(IV 5.8) que BG/E est ~quivalent au topos B G ,donc son 
X 

o b j e t  f i n a l  e s t  q u a s i - s ~ p a r ~  e i  e t  s e u l e m e n t  s i  G x e s t  f i n i .  On c o n c l u t  

de ce c r i t ~ r e  que t o u t  o b j e t  de B G qui  se  t r o u v e  a u - d e s s u s  d tun  o b j e t  

quasi-s~par~ est quasi-s~par~, a fortiori, le produit de deux objets 

q u a s l - s ~ p a r ~ s  de B G e s t  q u a s l - s ~ p a r ~ .  On c o n c l u t  a u s s i  que l e s  o b j e t s  

c o h ~ r e n t s  de B G s o n t  l e s  o b j e t s  I somorphes  ~ des  sommes f l n l e s  d ~ e s p a c e s  

homog~nes G/H, svec H fini. Cormme G eat coherent, on volt que les objets 
S 

coh~rents de B G forment d~jh une sous-catdgorie gdn~ratrlce de B G . 

De plus, cette sous-cat~gorie est stable par produits fibres (cormme il 

r~sulte du falt que tout objet au-dessus d'un objet quasl-s~par~ est 

quasi-s~par~). (Dans la termlnologie 2.11 plus bss B G eat un topos 

localement npe th~rlen, mals il n'est qussi-s~par~ que si G est flni, 

et slots B G est mSme noeth~rlen.) 

On volt tout de suite qutun morphisme f: E ~ > E est quasl-compact 

si et seulement si l'applicstion indulte ~o(f) : TTo(E') > ~o(E) pour les 

ensembles dWorbites est propre i.e. ~ fibres finies ; on retrouve qu'un 

monomorphisme est quasi-compact (1.32), donc tout morphisme est quasi-s~par~. 

Par suite les morphlsmes coh~rents dans B G sont simplement lea morphlsmes 

quasl-compscts, qu'on vieut de caract~riser. 

Solt E un objet du topos B G . On v~rlfie facilement que E est une 

llmite inductive filtrante d'objets coh~rents de B G si et seulement si 

les stabillsateurs des points de E sont des groupes ind-finls (i.e. 
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limites inductives filtrsntes de leurs sous-groupes finis). En partieulier, 

si G n'est pas ind-fini (par exemple si G=~), l'objet final du topos B G 

n'est pas limite inductive dlobjets coh4rents ; plus pr~cis~ment, pour 

que le topos B G satisfasse aux conditions 4quivalentes de 1.25, il 

faut et il suffit que son objet final solt limits inductive filtrante 

dWobjets coh~rents, ou encore que le groups G soit ind-fini. 

2. Conditions de finitude pour un topos. 

Proposition 2.1. Soit E un~-topos. Les conditions suivantes sont ~quivalente~ 

(i) II existe une sous-cat~gorie pleine g~n~ratrice C d._£eE, form, s 

dlob~ets ~uasircompacts , et stable par produits fibres. 

(ii) II existe un U-site C, tel que tout objet de C soit quasi-compac% 

~ue dans C les produits fibres soient repr~sentables, et que E soit 

~qulvalent ~ la cat~orie des falsceauxx C~. 

Supposons que ces conditions sont satisfaites. Alors on peut 

m~me choisir dans (i) (resp. (il)) la ost~gorie C U-petite. D'autre 

part, pour tout X 6 ob C, l'objet X (resp. c(X)) du topos E est coherent. 

L'implioation (i) ~ (ii) r~sulte de IV 1.2.1, et le fair 

que dans (i) (resp. (ii)) on peut prendre C ~-petite se volt aussitOt 

par llargument de IV 1.2.3 appliqu~ ~ une petite sous-cat~gorie pleine 

g~n~ratrice au sens topologique (II 3.O.1) de C. Ii reste ~ prouver 

(li) ~ (i) et la derni~re assertion de 2.1, ce qui r~sulte aussitOt du 
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Corollaire 2.1.1. Soit Cun U-site o~ les prodults fibres soient 

repr~sentables et dont tout objet soit quasi-=ompact, et soient E : C ~ , 

e : C > E ~e foncteur can oni~ue. Alors pour tout X q ob C, e(X) e_st 

un objet coherent de E . La sous-cat~orle pleine de E form, s des 

objets coh~rents de E qui se trouvent au-dessus de quelque c(X) est 

stable par produits fibres (et est ~videnunent ~n~ratrlce dans E). 

On salt d~j~ que ¢(X) eat quasl-compact (1.2), prouvons qu'il 

est quasi-s~par~. Soient donc F,G deux objets qumsi-compacts de E et 

F ..... > ~(X), G > e(X) deux morphismes, prouvons que le produit fibr~ 

FXe(x)G est quasl-compact. Recouvrant F et G par un nombre fini d'objets 

de la forme e(Y i) resp. £(Zj), et proc~dant comme dans 1.2 pour nous 

ramener au cas o~ les compos~s ¢(Yi ) > c(X), e(Zj) > e(X) proviennent 

de morphismes Yi > X resp. Zj ---->Y, on est ramen~ grace ~ 1.3 su 

cas o~ les morphismes F > ¢(X) et G > ¢(X) sont les transform~s par 

c de morphismes Y->X, Z-->X. Mals com~ne les prodults fibres sont 

repr~sentables dane C et que c y commute, on est r4duit ~ prouver que 

c(YXxE) est quasl-compact, ce qui a ~t~ d~J~ not~ plus haut pout tout 

objet de la forme c(U). 

Soient maintenant G-> F, H --> F des morphismes d~obJets coh~rents 

de E, tels qu'il exlste un morphlsme F----> £(X), pour quelque X E ob C, 

prouvons que G~H est coherent. Comme Get H sont quasi-compacts et 

F quasl-s~par~, il r~sulte d~ja des d4finltlons que le produit flbr6 
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est quasi-compact. Reste ~ voir quail est quasi-s~par~, ou ce qui revient 

au r~me (1.15) que GXC(X)H est quasi-s~par~. Cela r~sulte du fair plus 

g~n~ral : 

Corollalre 2.1.2. Sous les conditions de 2.1.1, pour tout oblet 

quasi-s~par~ G deE, tout morphisme G--->c(X) eat qupsi-s~par~. S!i 

H----> ¢(X) est un de uxi~me morphlsme, avec H quasi-s~par~, slots G×c(x)H 

est quasiTs~par~. 

La premiere assertion Implique la deuxi~me, car elle Implique 

par changement de base qua GX¢(x)H > H est quasl-s~par~, donc, puisque 

H est quasi-s~psr4, GXc(x)H l'est aussi (1.14 (li)). Pour prouver que 

G > C(X) est quasi-s~par~, nous allons utiliser le 

Lemme 2.1.3. Soient E un topos,f: X > Y un morphisme dans E. SuDposons 

que E admette une famille ~n~rstrice d'obJets quasi-compacts, e_t_q~il 

existe . . . . . . . .  une famille couvrante (gi : X.1 > X)i61 __de X telle ~ue les X i 

soient quasi-compacts, et ~u e .pour tou t  cou.p..le d'indices i,J61, Xi~X j 

solt quosi-s~par~. Alors~ s~i X est un obJet .quasi-sdpar~ de E~ f est 

u n morphisme quasi-s~par~. 

En effet, la famllle (gi~g j : XiKyX j > X~X)(i,J)E IXl 

est couvrante, donc pour volr que le morphisme ~]y : X-> X~X est 

quasi-compact, il suffit de voir que pour tout ( i ~ j )  E IXI, le morphlsme 
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qul s'en d~duit par changement de base gi~g j l'est (I.IO (ii)). 

Or ce dernier nlest autre que le morphisme canonlque XiXxX j -->XiXyX j ; 

comma par hypoth~se X est quasi-s~par~ et les X i sont quasi-compacts, 

Xi~X jest quasi-compact, doric covane Xi~X jest quasi-s~par~ par hypoth~se, 

le morphisme XiXxXj ~ XiEyX jest bien quasi-compact, cqfd. 

Nous pouvons maintenant terminer is ddmonstration de 2.1.2, 

en prouvant qua tout morphisme f: G > c(X), avec G quasi-sdpar~, est 

quasi-sdpar~. Pour ceci, couvrons G par des objets ¢(Xi) , tels qua 

les morphismes compos~s ¢(X i) ......... > ¢(X) proviennent de morphismes X.-->X,z 

En vertu de 2.i.3, corm~e les e(X i) sont quasi-compacts, il suffit de 

v~rifier que les produits fibres e(Xi)× (X)C(X j) = c(Xi~X j) sont 

quasi-s~par~s. Or on a d~j~ vu que tout objet de E de la forme ~(U) 

est coherent. Cela prouve 2.1.2 et ach~ve Is ddmonstration de 2.1. 

Proposition 2.2. Soit E un topos contenant une sous-catd~orie pleine 

g~n~ratrice C form~e d'ob~ets cohdrents. Les conditions suivantes sur 

E sgnt ~quivalente ~ : 

(i) Tout objetc~uasi--s~par~de E est quasi-s~ar~ sur l'objet final. 

(i bis) Pour tout morphisme f: X > Y dan s E, X quasi-s~pard implique 

f ~uas!-s~par~. 

(i ter) Tout objet X d__ee C e st ~uasi-s~par~. sur l'ob~e.t final de E, 

~.~. le morphisme diagonal X ~ > XXX est quasi-compact. 
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(ii) Le produit de deux ob~ets quasi-s~par~s de E est quasi-s~par~. 

(ii bis) Le produit dans E de deux objets de C est quasl-s~par~. 

Ces conditions impliquent que la sous-cat~gorie pleine Eco h 

d__ee E form~e des objets coh~rents de E est stable par produits fibres 

(et g fortiori, que E satisfait aux conditions ~quivalentes de 2.|). 

Evldemment (ibis) ~ (i), et l'implicatlon inverse r~sulte 

de 1.8 (lii). On a (i) ~ (ii) par un argument d~j~ fait : si X et Y 

sont quasl-s~par~s, cor~me par l'hypoth~se (i) X eat quasi-s~par~ sur e, 

XXY eat qussi-s~par~ sur Y par changement de base~ donc X est quasi-s~par~ 

en vertu de 1.14 (ii). Le mSme argument montre que (i ter) ==~ (ii his), 

et d'autre part (i) ==> (i ter) et (ii) ==~ (ii bis) sont triviaux, 

de sorte qu'il reste ~ ~tablir (ii bis) ==> (i). Mais si X est un 

objet quasi-s~par~ de E, recouvrant X par des objets X i de C (ce qui 

est possible, C ~tant g~n~ratrice), comme les X i sont quasi-compacts 

par hypoth~se sur C, on peut appllquer 2.1.3 au morphisme X > e, 

de sorte que pour prouver que ce dernier est quasi-s~par~, on est 

ramen~ pr~cis~ment ~ voir que les XiXX j sont quasi-s~par~s, ce qui 

est l'hypoth~se (ii b i s ) .  

Remar~ue 2.2.1. La condition (i ter) ~quivaut aussi ~ la condition 

(i quater) Pour route double fl~che gl,g 2 : Y ~X dans C, le 

noyau dsns E est quasi-compact (ou encore (1.15) coherent). 
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Pour le voir, il suf-fit d'mppliquer le crit~re i.I0 (i) au morphisme diagonal 

X " > XXX envlsag~ dans (i ter). 

D~finlti0n 2.3. Un topos E satisfaisantles conditions ~uivslentes de 

2.2 (resp. de 2.1) 9st @ppel~ un topos alg~brique (resp. un topos 

localement alg~brique, oulocalement coherent). Un ob~et X d'un topos 

E est appel~ objet alg~brique du topos E si le topos induit E/X eat 

alg~brique. Un topos E est dit quasi-s~par~ (reap. coherent) s'il 

est al~4brique et si son ob~et final eat quasi-s~par4 (reap. coherent). 

2.3.1. C'est dana les topos alg~briques que les notions de finitude 

d~velopp~es au n ° | ont des propri~t~s pleinement satisfaisantes, 

analogues aux propri~t~s des notions de m~me nom dana la eat~gorie 

des schemas. Tous lea topos localement alg~briques ( = localement coh~rents) 

rencontres en pratique sont en fait alg~briques, done l'int~r~t pratique 

de cette notion semble pour l'instant assez r~duit. On peut eependant 

eonstrulre des topos localement alg~briques et non alg~briques (2.|7 f). 

2.4. Voiei quelques remarques g~n~rales concernant les notions introduites 

dans 2.3, qui convaineront le lecteur (du moins on l'esp~re) que la termi- 

nologie introduite est coh~rente. 

2.4.|. Sous les conditions de 2.1 (i) resp. (ii), pour tout X ~ C , 

X (resp. e(X)) est un objet (coherent) alg~brique de E (2.|.2 et |.|9.2), 
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en d'autres termes le topos induit E/X (resp. E/e(X).~K(C/x)~ est 

alg~brique, donc coherent. Ii revient au m~me de dire que lorsque C 

admet un objet final, alors E lui-m~me est alg~brique, donc coherent. 

2.4.2. Si E est un topos alg~brique, alors tout topos induit E/X est 

~galement alg~brique (2.2 (i his)) ; pour qu'un topos E soit localement 

alg~brique = localement coherent, il faut et il sufflt qu'il existe 

une famille (Xi)iE I d'objets de X , couvrant l'objet final, telle que 

les X. solent alg~briques (resp. coh~rents) i.e. telle que les topos 
l 

induits E/X i soient alg~briques (resp. coh~rents). -La suffisance r~sulte 

aussltSt des d~finitions, la n~cesslt~ des observations 2.4.]-. Bien 

entendu, un topos alg~brlque est localement alg~brique, et si E est 

un topos localement alg~brique, tout topos induit E/X est localement 

alg~brique. 

2.4.3. Si X est un objet alg~brique d'un topos E , alors tout objet X' 

de E qul se trouve au-dessus de X est encore alg~brique (cf. 2.4.2). 

En partlculier, tout objet d'un topos alg~brique est alg~brique, et 

inversement bien s~r. 

2.4.4. La sous-cat~gorie pleine de E form~e des objets quasi-s~par~s qui 

qul sont al~briques est stable par produits fibres et par sous-objets 

(|.|5), donc aussi par noyaux. Si E est alg~brlque, cette cat~gorle 

(qui n'est alors autre que la cat~gorie des objets quasi-s~par~s de E 

20=1. 



- 43 - 

sans plus) est ~galement stable par prodult de deux objets. S£ E est 

quasi-s~par~ (et alors seulement) cette categoric est stable par limites 

projectlves flnies quelconques, ou encore contient l'objet final de E . 

La sous-cat~gorle pleine C de E formic des objets coh~rents 

qul sont alg~brlques est stable par produits fibres. Si E est localement 

alg~brique i.e. localement coherent, dire que E est alg~brlque revient 

dire que C est ~galement stable par noyaux de doubles fl~ches (2.2.1) ; 

et dire que E est quasi-s~par~ revient ~ dire que de plus C est stable 

par produit de deux objets (cf. l.lT). Enfin dire que E est coherent 

revlent ~ dire que C est stable par limites projectlves finies quelcon- 

ques, ou encore qu'il contient l'objet final de E . 

2.4.5. Soit E un topos. Pour que E soit localement coherent (resp. 

alg~brlque, resp. quasi-s~par~, resp. coherent) il faut et il suffit 

qu'il admette une sous-cat~gorie pleine g~n~ratrice C formic d'objets 

quasi-compacts (qui seront automatlquement coh~rents (2.1)), et qui solt 

stable par produits fibres (resp. par produits fibres et par noyaux, 

resp. par produits fibres et par produits de deux objets, resp. par liml- 

tes projectives finies quelconques) ; ou encore que E solt ~quivalent ~ un 

topos C , o5 C est un U-site dont tout objet est quasi-compact, et o5 

les produits flbr~s et les prodults de deux objets (resp. toutes les 

limites projectives finies) sont repr~sentables. (Pour la n~cessit~, on 
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prend pour C la categoric des objets de E qui sont coh~rents et alg~- 

briques, et on applique 2.4 ; pour la suffisance, on applique 2.2 (i ter)). 

Dans cet ~nonc~, on peut ~videmment supposer encore C U-petit. 

2.4.6. Soit E un topos, Si E est alg~brique, un objet X de E est 

quasi-s~par~ (resp. coherent) si et seulement si le topos induit 

E/X l'est. Lorsque E n'est plus suppos~ alg~brlque, on peut dire 

seulement que E/X est quasl-s~par~ (resp. coherent) si et seulement 

sl X est quasi-s~par~ (resp. coherent) et al~brique. Ce n'est pas 

grave, vu qu'on n'aura sans doute pas ~ utiliser ces notions en dehors 

du cas E alg~brique. 

2.4.7. Pour que la notion d'objet coherent (resp. quasi-s~par~ d'un 

topos E alt des propri~t~s satlsfaisantes, il faut se borner aux objets 

qul sont de plus alg~briques, condition automatiquement satisfaite si 

E est alg~brique. Come nous n'aurons sans doute jamais ~ travailler 

avec des E localement alg~briques qui ne soient alg~briques, la question 

de r~vlser la terminologie introduite dans I.|3, en la r~servant ~ven- 

tuellement aux seuls objets alg~brlques, ne se pose donc pas en termes 

bien aigus ! 

D'autre part, nous nous somles abstenus de d~finir la notion 

de topos quasi-compact. Dans l'esprit du present num~ro, il s'imposeralt 

d'appeler ainsi les topos alg~briques sont l'objet final est quasi- 

compact. 
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Nous avons h~sltd ~ introduire un tel usagep car sl X est un espace 

topologlque, il ne serait pas vrai que X est quasi-compact sl et 

seulement si le topos associd Top(X) l'est. On notera ~ ce propos 

que Top(X) est localement col~drent si et seulement si X admet une 

base d~ouverts formde d~ouverts quasi-compacts U tels que pour 

Uj,U k c Ui, Uj n U k soit encore quasi-compact (et slots Top(X) est 

m~me alg~brique). Cette condition eat vdrifi~e pour les espaces 

topologiques sous-jacents aux sch~mas~ mals rarement pour les espaces 

rencontrds par les analystes, fussent-ils (les espaces) compacts. 

Explicit ons encore, pour la cor~nodit~ des r~f~rences : 

~oposition 2.5. Soit E un topos alg~bri~ue , f: X > Y un morphlsme 

dans E. S i Y est un ob~et Ruasi-sdpar~ (resp. coherent) d_~e E, slots, 

pour que X soit un obJet quasi-s~par~ (resp. coherent) de E, il faut 

@t il suffit Rue le morphisme f soit quasi-s~par~ (resp. cohdrent). 

La suffisance a d~j~ dt~ rue dans 1.14 (ii), etest vraie 

sans hypoth~se sur E. La n~cessitd dana le cas non resp~ eat vraie 

sans supposer m~me Y quasi-s~pard~ et n'est autre que la ddfinition 

2.3 via 2.2 i bis). II reste ~ prouver que si Y est cohdrent et X 

coherent, alors f est coherent. CoE~e on salt ddj~ que fest quasi-sdpard, 

il sufflt de voir que fest quasi-compact~ ee qui r~sulte du fait que X 

est quasl-compact et Y qussl-s~pard (1.13). 
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Corollaire 2.6. Soient E un topos alg~brique, f: X > Y un morphisme 

dans E , (Yi ~ Y)i~l une famille couvrante, avec les Yi quasi-s~par~s 

(resp. coh~rents). Pour que f soit quasi-s~par~ (resp. quasi-compact~ resp. 

coherent) il faut et il suffit que pour tout i ~ I, X i = XXyy i soit un 

objet quasi-s~par~ (resp. quasi-compact, resp. coherent) de E . 

II suffit de conJuguer I.I0 (il) et 2.5 dans le css "quasi s~par~" 

ou "coh~rant" ; le cas "quasl-compsct" a ddj~ ~t~ vu dans 1.16. On 

notera que la n~cessit~ de la condition ~nonc~e dans 2.6 est ~galement 

valsble sans hypoth~se sur le topos E. 

On t r o u v e  comme c a s  p a r t i c u l i e r  de  2 . 6  : 

Corollalre 2.7. Solent E un topos coherent, X un objet de E. Pour que X 

solt un obJet quasi-compact (reap. quasl-s~pard, resp. coherent) de E, 

il faut et il suffit qulil soit ~ussi-compact (resp. quasi-s~par~, resp. 

coherent) au-dessus de l'objet final (1.9.2). 

En partlculier, X est constructible (1.9.2) si et seulement 

sSll est coherent. 

C o r o l l a i r e  2 . 8 .  S o i e n t  E u n  t o p o s  l o c a l e m e n t  c o h d r e n t ,  f :  X > ¥ u n  

morphlsme dans E. Pour que f soit qussi-s~psr~, il fsut et il suffit 

que pour tout objet quasi-s~par~ Y' d__ee E/y , f~(Y')=XXyY e soit un 

objet quasl-s~par~ de E/X (ou de E, cela reviant au mSme (1.20.2)). 
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Le "il faut" est valable sans condition sur E, car si Y' est 

quasi-s~par~, comme ft : XI=XXyY, > y1 est quasi-s~par~ par changement 

de base, X' est quasi-s~par~ (1.14 (ii)). Pour is r~ciproque, notons 

qu'il existe une famille couvrante Yi > Y de Y par des objets 

quasi-s~par~s et alg~briques. En vertu de I.IO (ii), pour v~rifier que 

fest quasi-s~par~, il suffit de v~rifier que les fi : Xi = X~Yi > Yi 

le sont. Or l'hypoth~se sur f~ implique que les X i sont quasi-s~parEs, 

donc les file sont puisque E/y iest un topos alg~brique. 

Remarque 2.8.1. Les ~noneEs 2.5 et 2.6 restent valables si on y remplace 

llhypothAse " E alg~brique" par l'hypoth~se plus g~n~rale "Y est alg~brique", 

conrme on voit trivialement en appliquant l'~nonc~ primitif au topos 

induit E/y , qui est alg~brique. De mSme, dans 2.8 il suffit de supposer 

que E/y (au lieu de E) soit localement coherent. 

Proposition 2.9. Soient E un topos, C une sous-cat~0rie de E. Les 

conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) E est localement coherent (resp. coherent), satisfait aux 

c pnditions ~quivalentes de 1.25, e t C est la sous-cat~orie pleine Eco h 

dee E forr~e des ob~ets coh~rents. 

(ii) C est une sous-cat~orie strictement pleine g~n~ratrice 

deE, stable par limites inductives finies et par produits fibr#s 

(resp. et par limites projectives finies), etest form~e d'ob~ets 

~uasi-compacts. 
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L'implication (i) ==~ (ii) r~sulte trivialement des d4finitions 

et de la forme 1.25 (ii) des conditions envlsag~es dans 1.25 ; prouvons 

l'implieation inverse. Le fair que C solt une sous-cat~gorie pleine 

g~n~ratrice, form4e d'objet quasi-eompacts~ et stable par produits 

flbr~s (resp. par llmltes projectives finles) implique, par d~finltion, 

que E est localement coherent (resp. coherent). Le falt que de plus C 

solt strictement plelne et stable par llmltes Inductlves finies imp!lque 

slots que C = Eco h (en vertu de 1.24 (ii) =~> (iii)), et que la condition 

1.25 (li) est satisfaite, cqfd. 

D~finition 2.9.1. Un U-topos E est dlt parfait s'il est ooh~rent (2.3) 

et s~il satisfaitu@ux condltions ~uivalentes de 1.25, i.e. si la sous- 

cat~gorie Eco h d__ee E forn~e des objets coW,rents de E est stable par 

limltes inductives finies. On dlt que E e_~st localement parfait stl! 

existe une famille (Xi)iE I d'ob~ets de E couvrant l'ob~et final, tell@ 

~ue pour tout i 6 I, le topos induit E/xiSOi ~ parfait. 

2.9.2. II r~sulte aussitOt de cette d~finition qufun topos parfait 

(resp. localement parfait) est coherent (resp. localement coherent). 

Cormne exemples de topos parfaits (resp. localement parfaits), signalons 

les topos noeth~riens (resp. loealement noeth~rlens) introduits dans 2.11 

cl-dessous (of. 2.14), le topos zariskien et le topos ~tale d'un schema 

coherent (resp. d'un sch~m~ quelconque) (IX, note page 42). Con~ne 
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contre-exemple, signalons le topos fppf d'un schdma S, qui est 

localement coherent (et m~me coherent si S est un schema coh~rent~ 

i.e. quasl-compact et quasi-s~par~) (VII 5.6), mais qui n'est pas 

localement parfait sl S # @ (1.28 f)). 

Dans un topos localement parfait~ la notion d'objet cons- 

tructible est particuli~rement stable (2.9.3 ci-dessous), ce qui est 

une raison pourquoi la notion semble Intdressante. Une autre raison 

eat dans le fait que comme celle de topos coherent ou localement 

coherent, la notion de topos parfait ou localement parfait est 

stable par rapport ~ la formation du so~s-topos ferm~ compl~mentaire 

d'un ouvert (4.6), et qu'elle se comporte de fa~on particuli~rement 

simple pour l'op~ration de recollement de topos (4.11, 4.14). 

Proposition 2.9.3. Sg,it E un topos logalement parfait (2.9.1). Alors 

la sous-cat~sorle pleine Econs d_~e E fprm4e des ob~qts constructible_s 

dee (1.9.3) est stable par limites inductlves finies (et aussi par 

limites pro]ectives finies bien sQr, en vertu de(l.9.3)). 

Cormne is propridt~ pour un objet de E d'Stre constructible 

est locale sur E (i.iO (ii)), on est ramen~ au cas off E est un topos 

parfait. Mals slots Econs = Eco h (2.7), et l a  conclusion r~sulte de 

Is d~finition 2.9.1. 
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Corollaire 2,9.4. Soit E un topos localement parfait. Alora E eat 

parfait si et seu!ement si E est coherent. Pour tout objet X de E, 

! e topos induit E/X est locaJement parfait. 

Probl~me 2.9.5. I1 est concevsble que lea topos parfaits aoient aasez 

particuliers pour se prater ~ une th~orle de structure assez explicite 

(suivant un module propos~ par M. ARTIN ~ lI~poque du adminaire oral). 

Appelons topos f ini un topos dquivalent ~ un topos de la forms C, o~ C 

est une cat~gorie finie (cf. exercice 3.11), et topos proflni un topos 

qui eat une limits projective filtrante de topos finis (au sans de 6. 

plus has, qui s'applique grace ~ 3.12 c)). Comme un topos fini eat 

noeth~rien (2.17 g)) donc parfait, et qu'une limlte projective filtrante 

de topos parfaits est parfait (6. ), on volt qu'un topos profini 

est parfait. L~ question qui se pose serait de savoir si r~ciproquement 

tout topos parfait est profini. Cela ~quivaut ~ la question si route 

sous-cat~gorie finis de Eco hest contenue dans une sous-cat~gorie 

pleine F ° de Eco h qui est ~quivalente ~ une cat~gorie Fco h , o~ F eat 

un topos fini (cf. 3.11). (Si la r~ponse ~tait n~gative, il y aurait 

lieu de trouver des conditions intrins~ques suppl~mentaires maniablea 

pour un topos parfait qui assurent qu'il eat profini.) II resterait 

enfin ~ ~tudier Ia structure des topos proflnis en termes d°une notion 

convenable de "cat~gorie profinie karoubienne", inspir~e de IV 7.6 h). 
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Cette ~tude n'a pas ~t~ faite encore m~me dana le cas particulier o~ 

E est le topos zsriskien) ou dtale, d'un brave schema coherent X, et 

devrait donner alors des invariants profinis plus fins que l'espace 

compact Xcons (EGA IV i. ) associ~ ~ X. 

Darts le m~me ordre dtid~es, signalons la question suivsnte : 

Soit E un topos parfait, E' le topos induit sur un ouvert de E, et E" 

le sous-topos fern~ correspondant (IV 9.9). Si E'et E" sont des topos 

finis, en est-il de mSme de E ? 

Proposition 2.10. Soit E un topos. Les conditions suivantes sont 

~quiva!entes : 

(i) E admet unesous-cat~orie plelne ~n~ratrice stable par 

produits fibres, form~e dIob~ets pr~noeth~riens deE. 

(ii) E admet une sous-cat~orie pleine s~n~ratrice form~e dWob~ets 

pr~noeth~riens quasi-sdpar~s (~.~. pr~noeth~riens coh~rents). 

(ILl) E est localement coherent (2.3) et tout ob~et quasi-compact 

d~eE est pr~noeth~rien. 

(iii bis) E est localement c0h~rent et admetune famille ~n~ratrice 

form~9 ' dlob.iets pr~noeth~riens de E. 

L'~quivalence de (iii) et (iii bis) r~sulte de 1.32, et il 

est trivial que (i) ==~ (iii bis) et (iii) --~. (i), donc (i) ~quivaut 

(iii) et (iii bis). Enfin (1) ~ (li) r~sulte de la derni~re assertion 
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de 2.1, et il taste ~ prouver (ii) ~ (i). Cette implication r~sulte 

du fait que la sous-cat~gorie pleine de E forra~e des objets noeth~riens 

quasi-s~par~s, si elle est g~n~ratrice, est stable par produits fibres, 

car un tel produit fibrd est quasi-compact en vertu des d~finitions, 

donc noeth~rien psr la premiere assertion de 1.32 ; et il est quasi-sdpar~ 

par la derni~re assertion de 1.32. 

D~finition 2.11. Un to2os E est dit topos localement noeth4rien s'il 

satisfait aux conditions ~quivalentes__d~ 2.10, noeth~rien si de plus 

son objet final est coh~rgnt (ou ce qui revient a u m~me (1.32) pr~noethdrien 

et ~uasi-sdpard). Un objet X d'un topos E est dit objet noeth~rien 

d__£ E si le topos in duit E/X est un topos noeth~rien. 

2.12. si E est un topos localement noeth~rlen, alors il en est de m~me 

de tout topos induit E/X ; inversement, si on peut trouver une fsmille 

(X i) couvrant l'objet final telle que les E/X i solent localement 

noeth~riens, il enest de m6me de E. Si C est une sous-catdgorie pleine 

gdndratrice de E form~e dWobjets pr~noeth~riens et stable par produits 

fibres (2.11 (i)), alors pour tout X 6 C, E/X est un topos noeth~rien, 

i.e. les objets de C sont m~me noeth~riens, (car si E est localement 

noeth~rien et X 60b E, alors E/X est noeth~rien si et seulement si X 

est coherent). II s'ensuit qutun topos E est localement noeth~rien 

si et seulement si on peut recouvrir l'obJet final de E par des objets 

noeth~riens X i . 
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2.13. Dans un topos localement noeth~rien E, tout monomorphlsme est 

quasl-compact, et tout morphisme est qussl-s~par~ (1.32). A fortiorl, 

E est un topos algdbrique (2.3) et non seulement localement cohdrent 

i.e. localement alg~brique. Donc un topos E est noeth~rien si et seulement 

siil est localement noeth~rien et coherent (2.3). En dlautres termes, 

sl E est un topos localement noeth4rlen, slots les objets noeth4riens 

de E ne sont autresque les objets coh~rents de E. 

2.14. Solt E un topos localement noeth~rlen, Si E est quasi-s4par4, i.e. 

sl son objet final est quasi-s4par~ slots tout objet de E est quasl-s~par~ 

(1.32), donc les objets pr~noeth~rlens de E sont identiques aux objets 

noeth~rlens (i.e. coh~rents) de E. Cor~me un objet quotient d'un objet 

pr~noeth~rlen est pr~noeth~rlen, il s'ensuit que E satisfalt aux conditions 

~qulvalentes de 1.25 (puisqu'il satisfait la condition 1.25 (ii bls)). 

En particuller, si C est la sous-cat~gorie plelne de E form~e des objets 

noeth~rlens (= coh~rents) de E, alors le foncteur naturel 

Ind(C) > E 

est une ~quivalence de categories. On conclut de ceci qulun topos 

noeth~rlen est parfait (2.9.1), donc qu'un topos localement noeth~rien 

est localement parfait. 

Sl on suppose seulement E localement noeth~rien, il sera encore 

vral que tout objet de E est limlte inductive de ses sous-objets 

pr~noeth~riens (ear dans un topos admettant une sous-cat~gorie g~n~ratrlce 
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form~e d'objets quasi-compacts) tout obJet est limite inductive filtrante 

de sea sous-obJets quasi-compacts). Mais con~ne un objet pr~noeth~rien 

de E n'est plus n~cessairement coherent) cet ~nonc4 n'a alors quVune 

utillt~ tr~s limlt~e, et on salt (1.33) que les conditions de 1.25 ne 

sont plus n~cessairement v~rifi~es. 

Exemple 2.15. (Espaces topolo~iques.) Solt X un espace topologique. 

Alors les conditions suivantes sont ~qulvalentes : (i) l)espace 

topologique X est noeth~rien (i.e. tout ouvert de X eat quasi-compact), 

i.e. route suite croissante d'ouverts de X est stationnaire) ; 

(li) le topos Top(X) eat noeth~rien; (iii) l'objet final X de Top(X) 

eat noeth~rien ; (iv) iIobjet final X de Top(X) est pr~noeth~rien. 

En effet, on a trivialement (ii) ~ ~ (iii) ~ (iv) ~> (i)) 

d'autre part (i) implique que la sous-cat~gorie g~n4ratrice Our(X) de 

Top(X)) qui eat stable par llmltes projectives flnies) eat form~e dlobjets 

pr~noeth~riens) d'o~ (li). 

On volt de m~me que l)espace topologique X est localement 

noeth~rien (i.e. est r~union dtouverts noethdriens) si et seulement sl 

le topos Top(X) est localement noeth~rlen. 

2.15.1. Ainsi, nos d~finitions 1.30) 2.11 sont compatibles avecla 

terminologie revue pour les espaces topologiques. D'autre part, nous 

avons tenu dans le cas g~n~ral ~ donner au terme "objet noethdrlen" 
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un sens plus fort que celuf de la notion plus naYve de 1.30, pour que 

itensemble des propri~t~s qui stattachent ~ cette notion (plut6t 

que la seule structure grammaticale de la d~flnition) soft bienen 

accord avec l'intuition qui s~attache aux espsces topologiques et aux 

schemas noeth~riens. 

Le lecteur trouvera d~autres exemples dans les exerclces 

sulvants. 

Exercice 2.16. (Espaces ~ op~rateurs et topos classlfiants). 

Soit X un espace topologique sur lequel op~re un groupe discret 

G , d'o~ (IV 2.3) un topos E = Top(X,G). On interpr~te les objets X' 

de ce topos comme des espaces ~tal~s sur X ~ groupe d'op~rateurs G , 

et on note que le topos induit E/X , est canoniquement ~quivalent 

Top(X',G). 

a) Pour que l'objet final du topos E soit quasi-compact, il 

faut et ii suffit que l'espace topologique quotient X/G soit quasi- 

compact (Utiliser IV 8.4.1). 

b) Solt P l'objet de E d~finit par l'espace ~tal~ trivial 

XxG avec operation diagonale de G . Montrer que le topos induit E/p 

est ~quivalent au topos Top(X) (comparer IV 5.8.3). En conclure que 

E est localement coherent (resp. localement noeth~rien) si et seulement 

sl Top(X) est localement coherent (cf. 2.4.7) (resp. localement noeth~- 

rien (cf. 2.15)). Montrer que si E est localement coherent, i.e. loca- 

lement alg~brique, il est m~me alg~brique, en utilisant la famille 
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g~n~ratrlce form~e des objets T U , o~ U est un ouvert coherent de X , 

T U = G x U avec operation g.(u,g') = (u,gg') de G , et le morphisme 

structural PU : TU > X d~fini par Pu(u,g) = g.u 

c) Supposons E alg~brlque, i.e. Top(X) alg~brique (2.4.7). 

M o n t r e r  que l e  morphisme s t r u c t u r a l  P - - - >  e e s t  q u a s i - s ~ p a r ~ .  M o n t r e r  

que E e s t  q u a s i - s ~ p a r ~  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  Top(X) e s t  q u a s l - s ~ p a r ~  

(ou  e n c o r e  l ~ e s p a c e  t o p o l o g l q u e  X e s t  q u a s i - s ~ p a r ~ ,  i . e .  1 1 i n t e r s e c t i o n  

de  deux o u v e r t s  q u a s i - c o m p a c t s  de X e s t  un  o u v e r t  q u a s i - c o m p a c t ) ~  e t  

G est flni ou X vide. (Comparer 1.33,) 

d) Montrer que le morphisme structural P > e est quasi-compact 

si et seulement si G est flni. Montrer que E est coherent (resp. noeth~rien) 

si et seulement si Top(X) ltestj et G est flni ou X vide. 

e) Solent E un topos, Gun Groupe de E, dlo~ un topos 

classiflant B G (IV 2.4). Faire It~tude des conditions de finitude dans 

B G ~ en stinspirant de ce qui precede. MSme question lorsqulon part 

dlun pro-groupe strict ~ = (Gi)iE I de E. En particulier, on verra que 

sl E est coherent (rasp. noeth~rien) et les G i sont coh~renCs, slots B~ 

est c o h e r e n t  (resp. noeth~rien). 

Exercice 2.17. (Topos de la forrne C.) Soient Cune cat~gorie ~quivalente 

une cat~gorle E~, et E = C la cat~gorle des pr~faisceaux sur C. Par 

le foncteur canonique ~ : C > C~ on Identlfle C ~ une sous-cat~gorle 

p l e i n e  de E .  
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a) C est une sous-cat~gorie g~n~ratrice de E form~e d'objets 

quasi-compacts. Pour que ce~-ci soient pr~noeth~riens (cf. 1.32), il 

faut et il sufflt que pour tout objet X de C, tout crible de X soit 

engendr~ par une famille finie de morphismes X i ..... > X de C. Pour que 

l'obJet final de E soit quasl-compact (resp. pr~noeth~rien), il faut 

et ll aufflt qu'il existe une sous-cat~gorie finale de C dont l'ensemble 

d'objets soit fini (resp. que tout crible de C soit engendr~ par une 

sous-cat~gorie de C dont iIensemble d'objets soit fini). 

b) Pour que E admette une sous-cat~gorie g~n~ratrice form~e 

dmobJets coh~rents (ou encore, quasi-s~par~s), il faut et il suffit 

que lea objets de C soient coh~rents dana E, ou encore que pour deux 

fl~ches Y f> X, Z~-->X dens C, Itobjet YXxZ de E soit quasi-compact 

i,e. on peut trouver une fmmille finie de carr~s conmmtatifs dens C 

T. 

Y Z 

X 

telle que tout autre carr~ commutatlf dana C 

T 

X 

219 



- 58 - Vl 

p r o v i e n n e  d ' u n  morphisme T > T i . ( N o t e r  que s i  ( F i ) i E  I e s t  une 

f s m i l l e  g ~ n ~ r s t r i c e  de E, t o u t  X E ob C e s t  i somorphe  ~ un f a c t e u r  d i r e c t  

d f u n  de s  F i . )  

c )  Pour  que E s o f t  l o c s l e m e n t  c o h e r e n t ,  i . e .  s o f t  e n g e n d r ~  

p a r  une  f a m i l l e  d ' o b j e t s  c o h ~ r e n t s  e t  a l g ~ b r i q u e s ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f l t  

que l e e  o b j e t s  X de C s o i e n t  de s  o b J e t s  c o h ~ r e n t s  e t  a l g ~ b r l q u e s  de E, 

i . e .  que l a  c o n d i t i o n  de b)  s o f t  v ~ r i f i ~ e ,  a t n s i  que l a  c o n d i t i o n  s u i v s n t e  : 

p o u r  t o u t e  d o u b l e  f l ~ c h e  f , g :  Y - - - ~ Z  de C a u - d e s s u s  d l u n  o b j e t  X d e C ,  

l e  noyau  de c e t t e  d o u b l e  f l ~ c h e  dens  E e s t  un  o b j e t  q u a s i - c o m p a c t  de E, 

i.e. il existe une famille finle de disgr~ne con,nutatifs dans C 

f,g 
T i >Y ~Z 

telle que tout autre dlagra~me commutstif dens C 

f,g 
T ,  > y ..... ~Z 

provlenne d'un morphlsme T---->T i . Pour que E soft alg~brique, il fsut 

et il suffit qu'il satlsfasse ~ la condition de b) et ~ Is condition 

pr~c~dente, mais o~ on prend une double fl~che quelconque (f,g) de C 

(pas n~cesssirement au-dessus d'un obJet X de C). Pour que E soft 

quasi-s~par~j il faut et il sufflt qulll sstisfasse les conditions de b), 

et que de plus pour deux objets X~Y E ob C, le prodult X~ dens E soft 

quasi-compact. Pour que E soft coherent, il faut et il suffit qu'il 

satisfasse aux deux conditions pr~c~dentes, et qulil exlst~ une sous-cat~gorie 
i 

finale de C dont l'ensemble sous-jacent solt flni. 
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d) Donner un exemple o~ les objets de la sous-cat4gorie 

g4n~ratrlce C de E sont pr~noeth~rlens, mais o~ E n'sdmet pas de 

famille g~n~ratrice form~e d'objets coh~rents (i.e. (b)) oh les objets 

de C ne sont pas tous coh~rents). Prendre pour cecl pour C la cat~gorie 

ayant des objets X,T i (i = O,i, ...) ete (l'objet final), les seuls 

morphismes entre ces objets en plus des morphismes structuraux dans e 

et des identit~s, dtant des morphismes u i : T i > X, v i : X > T i 

soumls aux conditions uiv i = id X , et enfin pi= vlu i (sstisfaisant 

n~cessslrement pi 2 = idT ). On v~rlfle que lesseuls cribles de X ou 
l 

dlun T i sont les deux cribles trivlaux, et que e admet exactement un 

crlble non trivial, donc en vertu de s), les objets de C sont des obJets 

pr~noeth~riens de E. Cependant, le produit XX X dans E n'est pas 

quasl-compast, car il ne satisfalt pas au crlt~re de b). 

e) Donner un exemple o~ la sous-cat4gorie g~n~ratrice C de E 

est form~e d'objets coh~rents de E, msis o~ E n'est pas localement 

eoh4rent. Prendre pour ceci pour C la cat4gorie dont llensemble des 

obJets est form~e d'objets dlstlncts e (l'objet final), Y,Z et Ti(i=O,l,...) , 

svec conrae seuls morphismes entre ces obJets, en plus des morphismes 

dans l'objet final e et des morphlsmes identlques, des morphismes 

f,g: Y . ~Y, soumis aux conditions fu i = gu i . On v4rifiera que C 

satlsfait ~ la condition de b) (avec un peu de patience ; on trouve que 

toua lea produits fibr4s dlobjets de C sont isomorphes ~ ~E ou sont 
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dans C, ~ Itexeption de Z×eZ et Y~e z qui sont recouverts par deux 

~l~ments de C)~ mais ~videmment Ker(f,g) ne satisfait pas ~ la condition de c). 

f) Donner un exemple O5 C est stable par produits fibres 

(a fortlori, E est un topos localement coherent i.e. localement slg~brique) 

mais o5 E nlest pas un topos alg~brique. (Prendre llexemple donn~ dens 

d), et la sous-cat~gorie pleine C t de E form~e des objets Y~Z, T i (i>O) 

et ~E ) . 

g) Suppseons la cat~gorie C finie. Prouver que le topos E 

est noeth~rien, qua ses objets noeth~riens (i.e. quasi-compacts) sont 

les contrafoncteurs F: C ° > (Ens) tels que pour tout objet X de C, F(X) 

soit un ensemble finl, et qua les foncteurs fibres sur E transforment 

objets noeth~riens en ensembles finis (cf. IV 7.6. h)). 

h) Supposons qua tout morphisme f: X > X de C se factorise 

eu un compos~ ip, o5 iest un monomorphlsme et o5 p admet un inverse 

drolte. Soit X un objet de C, I(X) IIensemble de ses sous-obJets au sens 

de C, consld~r~ comma un ensemble ordonnd, S(I(X)) llensemble des 

parties U de I(X) telles que pour deux ~l~ments XI,X" E I(X), X t £ U et 

X" ~ X t implique X" £ U. Montrer qua l'ensemble ordonn~ des sous-objets 

dens E de X est isomorphe ~ l~ensemble S(I(X)) (ordonnd par inclusion). 

En conclure que si I(X) est fini, slors X est un objet pr~noeth~rlen de E. 

En particulier, si (en plus de la condition de factorisation ci-dessus) 

C e a t  s t a b l e  par p r o d u i t s  f i b r e s  ( reap .  par l i m l t e s  p r o j e c t i v e s  f i n i e s )  
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et si pour tout X E ob C, l'ensemble l(X) des sous-objets de X dans C 

est fini, alors le topos E est localement noeth~rien (resp. noeth~rien). 

i) Soit C la cat~gorie des ensembles finis (ou, au choix, 

des ensembles finis non rides) E ~, de sorts que E = C est la catdgorie 

des ensembles slmpliciaux augment~s (resp. des ensembles simpliciaux 

tout court. Montrer que E est un topos noeth~rien. (Utiliser h).) 

Prensnt un pro-objet (Xi)iE I non essentiellement constant de C, montrer 

que E admet des foncteurs fibres qni ne transforment pas objets 

noeth~riens en objets noeth~riens (i.e. en ensembles finis). 

j) On consid~re le diagramme d'implications suivant de 

propri~t~s pour un topos E : 

E est noethfirien 

E est coherent • 

E est localement noeth~rien 

E~est alg~brique 

E est loc. coherent, i.e. 
Ecohalg engendre E 

E~coh engendre E j 

E~ engendre E qucpet 

Epr~nocth engendreE 

Montrer que toutes les implications de ce diagrannne sont strictes, et 

qu'il nty apas entre les notions envissg~es d'autres implications que 

les implications compos~es du diagrarmme precedent. Ici Ecoh, Equcpct 
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Epr~noeth , Ecohalg d~signent respectivement lea sous-cet~gories pleines 

de E form~es des objets coh~rents, resp. quasi-compacts, resp. pr~noeth6- 

riens resp. coh6rents et alg~briques de E. (On se bornera h des topos 

de l a  forme C , e n  u t i l i s a n t  l e s  r ~ s u l t a t s  ~noncds  d a n s  d ) ,  e ) ,  f ) . )  

k)  R~soudre  la q u e s t i o n  a u i v a n t e  ( d o n t  l e  r ~ d a c t e u r  de  c e s  

l i g n e s  i g n o r e  l a  r ~ p o n s e )  : E = C p e u t - i l  8 t r e  l o c a l e m e n t  n o e t h ~ r i e n  

sans que les Hom(X,Y) (pour X,Y E ob C) soient finis ? 

Exercice 2.18. Soit E un topos. 

a) Soit X un objet pr~noeth~rien de E. Montrer que X est 

Isomorphe ~ une somme flnle dtobJets eonnexes (IV 4.3.5) de E. (Montrer 

par llabsurde qu'une suite crolssante de partitions de X (IV 8.7) est 

statlonnaire.) 

b) Soient X un objet de E, (fi : Xi ~ X)IE I une famille 

couvrante de X. Montrer que si chacun des X iest Isomorphe ~ une somme 

dtobJets connexes de E# ii en est de m~me de X. (Se ramener au cas 

o~ lea X i sont connexes, puis au cas oh ce sont des sous-objets de X, 

et consid~rer alors sur Itensemble d~Indlces I la relation dI§quivalence 

R engendr~e par la relation XICX j ~ ~E ' et montrer que si J=I/R, X 

est somme des X(J) = Sup X i .) 

c) Conclure de b), que si on d~slgne par (Xi)iE I 

une famille g~n~ratrice de E, alors E est localement connexe (IV 8.7. ~)) 
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si et seulement al chacun des X i ( iE I )  est isomorphe & une somme 

dVobjets connexes de E. 

d) Conclure de a) et c) que sl E admet une sous-cat~gorie 

g~r~ratrice form~e dVobjets pr~noeth~rlens, en particuller si E est 

localement noeth~rlen~ alors E est localement connexe, eta fortiori 

est Isomorphe au topos somme (IV 8.7 b)) dVune famille de topos connexes 

(IV 8.7 e)) i.e. dont llobjet finalest connexe. (En partlculier, on 

peut associer ~ E, pour tout morphisme f: P > E, o~ Pest un topos 

"connexe non vide et simplement connexe" (IV 2.7.5) un pro-groupe 

fondamental ~l(E,f) ; on rioters que sl E est localement noeth~rien "non vld~' 

on peut toujours trouver un tel f, avec Ple topos ponctuel, grace 

DELIGNE ([91). 
~a 

3. Condltigns. de finitude pour un morphisme de topos. 

D~finitlon 3.1. Soit f : E I > E unmorphlsme de topos. On dlt que f 

est quasl-compact (reap. quasi-s~par~) si pour tou t ob~et quasi-compact 

(resp. quasl-s~par~) X d~e E, f~(X) est quasi-compact (resp. quasi-s~par~). 

On dlt que f est cohdrent s~i fest quasl-compact et quasi-s~par~. 

3.1.1o On notera que si f poss~de une des propri~t~s pr~c~dentes, slots 

tout morphisme de topos isomorphe ~ f poss~de la m~me proprietY. II 

est trivlal ~galement que le compos~ de deux morphismes de topos quasi- 

compacts (reap. quasi-sdpar~s, reap. coh~rents) est encore quasl-compact 

(resp. quasl-s~pard, resp. coherent). 
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~roposition 3.2. Avec les notations de 3.1, soit (Xi)iE I une famille 

~n~ratrice dtob~ets quasi-compacts (resp. coh~rents) de E. Supposons, 

darts le cas raspS, que E' admette une famille ~n~ratrice forr~e 

d'ob~ets Ruasi-compacts. pour que f soit quasi-compact (resp. coherent), 

il faut et il suffit ~uepour tout i E I, f~(X i) soit quasi-compact 

(resp. coherent). 

La n~cessit~ de la condition est triviale. Pour Is suffissnce 

dans le premier cas, on note que pour tout objet quasi-compact X de E, 

il y a une f~uille ~pimorphique finis de morphismes X. > X, done il y 
i 

a une famllle ~pimorphique finie f@(X i) ) f@(X), avec les f@(X~) 

quasi-compacts par hypoth~se, donc f~(X) est quasi-compact (1.3). Dans 

le deuxi~me cas, il testa ~ voir quesi X est un objet quasi-s~pard de E, 

alors f~(X) est quasi-sdpar~. L'hypoth~se sur X peut s'exprimer (1.17) 

par l'existence d'une famille ~pimorphique de morphismes X i > X telle 

que les XiXxX j soient quasi-compacts. Ceci dit, on aura une famille 

couvrante f@(X i) ) f~(X), telle que les produits fibres f@(Xi)Xf@(x)f~(Xj) 

sont quasi-compacts (puisque en vertu de a), f@ transforme objetsquasi-compacts 

en objets quasi-compacts). Comma les f@(X i) sont cohdrents s on conclut 

encore ~ l'aide de 1.17. 

Corollaire 3.3. So!ant c e~tC' deux U-sites o~ les produits flbr~s 

soient repr~sentables etofl route famille couvrante admet une sous-famille 

couvrante finie, g : C > C tun morphisme de sites (IV 4.9.1), Alors le 

morphisme de topos f: C ~, > C ~N d~fini par g est cohdrent. 
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En effet, ec(C ) (resp. gc,(C')) est une famille g~n~ratrice 

de C (resp. de C') satisfaisant les conditions resp~es de 3.2 (2.1.1). 

/ 

Proposition 3.4. Soient E un topos localement=coh~rent (2.3), 

£ : X > Y une fl~che de E~ d'pf~ un morphisme de topos induits 

(IV (5.5.2)) E/X--->E/y . Pour que ce dernier soit un morphisme de 

topos quasi-compact (resp. quasi-s~par~, resp. coherent), il faut 

et il suffit que f soit un mor phisme quasi-compact (resp. quasi-_s~par_~, 

resp. coherent). 

Le cas "quasi-ComRact" est trivial en vertu des d~finitions 

(sans condition sur E), le cas "quasi-s~par~" n'est autre que 2.8, enfin 

le cas "coherent" r~sulte de la conJonction des deux cas precedents. 

Proposition 3.5. Soit f: E t > E unmorphisme de topos localement 

coh~rents. Soit (Xi)iE I une famille g~n~ratrice dans E form, s d'ob|ets 

coh~rents al~brique s. Les c ondltionssuivantes sont ~quivalentes : 

(i) Pour toute fl~che u Ru@si-compacte de E, f*(u) est qua~act_~e. 

(ibis) Pour toute fl~che u: X i ~ > Xj, f*(u) est qua_~si-coj~>acte. 

(ii) Pour tout obAet coherent yt de E I tout ob]et coherent alg~brique 

Y d_ee E, et toute fl~che v : Y' ......... > f~(Y), le morphisme de topos corres- 

pondant 

fv : E~y, ) E/y 
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....... compos~ du morphisme de localisation E)y, > E'/f.(y) d~duit de v 

(IV (5.5.2)) et du morphisme E/f~(y)' > E/y induit, par f (IV (5.10.1)) 

est coherent. 

(il bis) N~me condition que dans (li), mais en se bornant ~ un 

ensemble de donn~es v : Y'~ > f~(Y ) tel ........ 9ue les yT~ soient al~briques ....... 

et recouvr~nt l'objet final de E I . 

(iiter) (Lorsqu'on se donne une f~mille ~n~ratrice (X~,)i,EI ,dans 

E' form~e d'obJets cohdrents, et pour tou~t i'EI', un i 6 Iet une fl~che 

vi, : X~, > f(Xi).) Pour tout I'61' , le morphisme de topos 

E~vt > E/X d~fini par v iest coherent. 
/~i ! 

Co~%me route fl~che X i > Xj est quasi-compacte, il est 

~vident que (I) " (i big). Inversement, suppogons (i bls) v~rifl~ 

eZ prouvons (i). Soit u: X : > Y une fl~che quasi-compscte de E. En 

termes d'une famille ~pimorphique X i > Y, lWhypothAse sur u s'exprlme 

donc par le fait que leg X~X i sont quasi-compacts (i.16), i.e. qu!il 

existe pour ehaque iune famille flnle ~plmorphlque de morphismeg 

Xj > X~X i (I.3). Alors on a une famille ~pimorphique correspondante 

fw(X i) > fw(Y), telle que pour tout i on air une famille ~pimorphique 

finie f@(Xj) > fw(X~X i) ~ f~(X)×fw(y)f@(Xl) , dont le compos~ 

gvec Ig projection pr 2 dans f@(X i) est un morphisme quasi-compact 

f@(Xj) -----> fw(Xi) , grace ~ l!hypoth~ge (i big). II s'ensuit (I.Ii (i)) 

q u e  pour tout i, pr 2 : fe(X)Xf~(y)f~(Xi) est quasi-compact, donc (I.I0 (ii)) 

f~(u) : f~(X)" > f~(Y) egt quasl-compact. 
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II reste ~ promver les implications (i) ~ (ii) et 

(ii his) .... ~ (i), l'implication (ii) ........ ~- (ii his) ~tant triviale, 

et (iiter) ~tant un cas partlculier de (ii bia). L'im~lication 

(i) ~ (ii) est immediate : en effet, un objet X de E/y est quasi-compact 

(resp. quasi-s4par4) si et seulement si le morphlsme structural X ~> Y 

(resp. le morphisme diagonal X ---->XXyX) est quasi-compact (2.7), et 

on ale m~me crit~re de quasi-compscit~ et de quasi-s~paration pour 

f*(X'). Prouvons enfin (ii bis) ------> (1). Soit donc u: X > Y une v 

fl~che quasi-compacte dans E, prouvons que f*(u) est quesi-compacte. 

Co,m~e les yr recouvrent l~objet final de E' , il suffit de prouver 

que les f*(u) IY ~ sont quasl-compacts (I.IO (ii)). Or, ces morphismes 

ne sont autres queles f~(ulY~) , et on est donc r~duit ~ prouver ceci : 

Corollaire 3.6. Soit f: E' > E un m0rphisme coh4rent de topos 

localement99h~rents. Alors pour tout fl~che quasi-compacte u d_~eE, 

f*(u) est ~uasi-compacte . 

Grace h l'impllcation (ibis) ~- (i) de 3.4 d~j~ prouv~e, 

11 suffit de prouver que si u: X --->Y est une fl~che de E, avec X, Y 

coh~rents~ alors fW(u) est un morphlsme quasi-compact, ce qui r~sulte 

aussit~t de lWhypoth~se sur f, Impliquant que f~(X) et f~(Y) sont 

~galement coh~rents. 

229 



- 68 - VI 

D~finition 3.7. Soit f : E' ~ Eun morphisme de topos localement 

coh~rents. On dit que f est localement coherent s'il satisfait aux 

conditions ~quivalentes de 3.5, 

Remarquons que "localement" signifie local en haut. 

3.7.|. Cette notion ne d~pend encore que de la classe d'isomorphie du 

morphisme de topos f , et elle est manifestement stable par composition 

de morphismes de topos. De plus, en vertu de 3.5, si f est coherent il 

est localement coherent, la r~ciproque ~tant vraie si E' et E sont coh~- 

rents (en vertu de 3.5 (ii his)). Du crit~re 3.5 (ii bis) r~sulte aussit~t 

le crit~re suivant : 

Corollaire 3.7. Solent f: E' > Eun morphisme de topos flocalement 

coh~rents, (Yi)i61 , (YI)i£1 deux familles d'ob~ets de E et de E', e_~t 

' -----> f*(T i) un morphlsme, d'o~ un morphisme de Kqgr tout i 6 1 vi: Yi 

topos 

fv. : E~y! ~ > E/y. . 
l 1 l 

' recouvrent l'ob~et flnal de E'. Alors f est locjlement Supposons que les Yi ............ 

qph~rent si et seulement sl po~r tout i £ I, fvl l'es____~t. 

En particulier, appliquant ceci au morphlsme Identique d'un 

topos induit, on trouve : 

Corollalre 3.8. Soient Eun topos localement coherent , v: X > Y une 

fl~che de E. Alors le morphisme des topos induits E/X > E/y d~flni 

~a~ vest localement coherent 
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Remarque 3.9. II semble que tousles morphismes de topos alg~briques 

qu'on air rencontres en pratique solent localement coh~rents (c'est 

pourquoi le terme "localement coherent" nVest pas appel~ sans doute 

un trAs grand usage). II revient au mame d'affirmer que les morphlsmes 

de topos coh~rents qu'on a rencontres en pratique sont coh~rents. On 

peut cependant construire des morphismes non eoh~rents de topos 

coh~rents, et plus particuli~rement, un morphlsme non coherent du 

topos ponctuel (IV 2.2) dans un topos noeth~rlen E, cf. 2.17 i). 

Exemvles 3.10. (Topos associ~s aux schemas.) Reprenons l'exemple 

1.22 de la eat~gorie (Seh) avec des topologies T. de SGA IV 6.3. 
I 

Soit~ pour tout schema X, XTI le V.-topos d~finl par le site induit 

(Seh)/x . Alors le morphisme de schemas f: X > Y d~finit un morphlsme 

de topos fTi : XTi > YT.'I et il r~sulte de 3.4 et de 1.22 que ce 

dernler morphisme de topos est quasi-compact (resp. quasi-s~par~, 

resp. coherent) si et seulement si le morphlsme de schemas fest 

quasi-compact (reap. quasi-s~par~, resp. cohdrent) au sens habituel 

de EGA IV I. En tout ~tat de cause, fTi est localement coherent en 

vertu de 3.8. 

On peut aussi associer ~ un schema X les U--topos Top(X) 

et Top(X~t) co~mne dans 1.2/I, et ~ tout morphisme de schemas 

f : X • Y sont alors associ~s des morphismes Top(f) et 

Top(f~t) des topos correspondants. Soit T(f) l'un de ces deux 
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morphismes de topos. On v~rifie ir0m~diatement via 3.2 que ce morphlsme 

de topos est toujours localement cohdrent, et qu'il est quasl-compact 

(resp. quasl-s~par~, resp. coherent) si et seulement sl le morphlsme 

de schemas fest quasl-compact (resp. quasi-sdpar~, resp. coherent) 

au sens habituel. 

Ces observations montrent donc encore que is terminologle 

introduite dens le present num~ro est compatible avec la terminologie 

revue en th~orle des schemas, et m~rite donc d'etre accept~e par le 

lecteur le plus r~calcitrsnt. 

Exercice 3.11. (Topos coh~rents et pr~topQs.) 

e) On sppelle ~-pr~topos (ou simplement pr~topos), une cat~gorie 

C satisfaisant aux conditions sulvsntes : 

1) Les limltes projectives finies dana C sont repr~sentables. 

2) Les sommes finies dvns C sont repr~sentables, elles sont 

disjointes et unlverselles. 

3) Lea relations d1~quivalence dens C sont effectives, et 

tout ~pimorphisme dans C est effectif universel. 

4) C est ~quivalente ~ une  cat~gorie E ~ . 

Montrer que si E eat un~-topos coh~rent~ slots la sous-cet~gorie plelne 

Eco h de E form, s des objets coh~rents de E est un~-pr~toposj et 

que le £oncteur d'inclusion Eco h ......... > E eat exact ~ geuche~ commute 
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aux somes flnies et au passage au quotient par des relations 

d'~qulvalence. (Utiliser 1.5.3, 1.15 et 1.17.1). Montrer que la 

topologle induite par E sur C est la topologie "pr~canonique"p i.e. 

la topologie dont les families couvrantes X. -> X sont eelles qui 
l 

admettent une sous-famille finie couvrante pour la topologie canonique 

de C. Par suite E se r~constitue ~ ~quivslence pros par la connaissanee 

du pr~topos C = Eco h,come le topos C ~ (C ~tant munie de sa topologie 

pr~canonique). 

b) Soit Cun ~-pr~topos. Munissons C de la topologie pr~canonique. 

M~ntrons que tout morphlsme f de C se fectorise en f" f~, avec f~ un 

~pimorphlsme et f" un monomorphisme. Montrer que le topos E = C~ est 

coherent, et que le foncteur canonique c : C . > E induit une ~quivalence 

de C evec la sous-cat~gorie Eco h de E. (Montrer dlabord que cest un 

foncteur plelnement fiddle exact ~ gauche corm~utant aux son~nes flnies 

et au passage au quotient par une relation dV~quivalence, puis qu~un 

sous-objet coherent dens E dWun objet de C est dens l'image essentielle 

de C.) Par suite, le ~-pr~topos C se r~constitue ~ ~quivalence de 

categories pros quand on connect le ~-topos associ~ E = C ~. 

c) Solent C et C t deux U-pr~topOs. Montrer que pour qutun foncteur 

: C I ' > C solt un morphisme de sites de C dens C I (pour les topo- 

logies pr~canoniques)~ il faut et il suffit que ~ soit exact ~ gauche, 

et commute aux so,,nes finles et au passage au quotient par une relation 

d'~qulvalence. 
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d) Avec l e s  n o t a t i o n s  de c)~ s u p p o s o n s  que C e t  C t s o l e n t  

a s s o c i ~ s  ~ d e u x ~ - t o p o s  c o h ~ r e n t s  E~ E* con~e d e n s  a ) .  H o n t r e r  que 

l e  f o n c t e u r  c a n o n i q u e  ( IV 4 . 9 . 3 )  

Morsite(C,C f ) ) Homtop(E,E') 

induit une ~quivalence du premier membre (explicit~ dens c)) svec 

la sous-cat~gorie pleine du deuxi~me form~ des morphismes de topos 

E > E' qui sont coh~rents, un foncteur quasi-inverse ~tant obtenu 

en associant ~ tout morphisme coherent de topos f: E > E I le £oncteur 

E' = C I ~ = C induit par f~ coh ~ Ecoh 

e) Solent C un~-pr~topos et E = C ~ . Exprimer directement en 

termes de propri~t~s d'exactitude de C les conditions ~quivalentes de 

1.25. (Consulter 1.28 b.) Montrer qu'un objet X de C est noethdrlen 

dens E si et seulement si toute suite croissante de sous-objets de X 

dens C est stationnaire~ done que E est noeth~rien si et seulement 

si tout objet de C satisfait ~ la condition pr~c~dente. 

Exercice 3.12. Un topos E est appel~ un topos fini s~il existe une 

cat~gorle flnie C telle que E soft ~quivalent ~ C. 

a) Pour que E soft un topos fini~ il £aut et il suffit que E 

admette suffisan~nent de points essentiels (IV 7.6 b)), et que la 

catdgorie Pointess(E) des points essentiels de E soft ~quivalente 

une cat~gorie finie.(Otiliser IV 7.6 d) et h).) 
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b) Supposons E fini. Prouver que tout point de E est essentlel. 

Prouver que les 2-foncteurs El > Polnt(E) et C ~ > C ~tablissent 

des 2-~qulvalences entre Is 2-cat~gorie des topos finis E~ et Is 

2-cst~gorle des categories karoubiennes (IV 7.5 a)) C qui sont 

~qulvalentes ~ des categories finies, et que tout morphisme de topos 

finis est essentiel (IV 7.6 a)). (Utlliser a) et IV 7.6 h).) 

c) Supposons E = C , svec C ~qulvslente ~ une cat~gorie finie , 

et solt Fun topos coherent. Rappelons (IV (4.6.3.1)) que les morphlsmes 

de topos f : E. > F correspondent aux foncteurs u : C > Point(F). 

Montrer que pour que f soit coherent, il faut et il suffit que f 

transforme point coherent de E (3.1) en point coherent de F, ou 

encore que pour tout X E ob C~ u(X) solt un point coherent de F. 

(Utillser 3.2 et 2.17 g).) En conclure que tout morphlsme f: E > F 

d'un topos fini dans un topos fini est coherent. 

d). Soit X un espace topologique sobre (IV 4.2.1). Pour que le 

topos Top(X) (IV 2.1) soit fini~ et faut et il sufflt que X solt un 

ensemble fini. (Utiliser IV 7.1.6o) 

4. Conditions de finitude dans un topos obtenu par recollement. 

Le present paragraphe ne sets plus utilis~ dans la suite 

du S~mlnaire. 

4.1. Soient E un topos, U un ouvert de E (i.e. un sous-objet de itobjet 

final de E)~ et consld~rons les sous-topos ouverts et ferm~s cortes- 

235 



- 74 - VI 

pondants de E (IV 9) 

Nous d~signerons par 

E' = E/U E" = E 
' /~U ' 

j : E t > E , i : E" > E 

les morphismes de topos canonlques. Rappelons (3.4) que pour que j 

soit un morphisme quasi-compact (resp. coherent) de topos, il faut 

et il suffit que l'inclusion 

j : U > e 

de U dans lWobjet final de E (inclusion que nous noterons ~galement j) 

soit un morphisme quasi-compact (resp. coherent) dans E ; dtautre part: 

j : E' > E est toujours quasl-s~par~ (car j : U--->e Itest (1.8.19. 

Nous nous proposons de donner des crlt~res pour que le topos E" soit 

coherent, et le morphlsme de topos i: E" ---->E soit coherent. Notons 

d'abord : 

Propos i t i on  4 .2 .  Les n o t a t i o n s  ~ t an t  c e l l e s  de 4.1,  le  morphisme 

dtinclusion i: E" > E est quasi-compact, i.e. pour tout objet 

Ruasi-compact X ~de E, l'objet i*(X) de E" est ~quasircompact ; de plus, 

s~i X est pr~noethdrien (1.30), i@(X) est pr~noeth~rien. 

Cela r~sulte de la d~finition I.I at du 
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Lemme 4.2 .1 .  L waPPlication Y: > i~(y)  i ndu i t  un isomorphisme d'ensembles 

ordonn~a entre l'ensemble des sous-ob~ets de X qui contiennent le 

sous-objet X U = XXU de X, et llensemble des sous-objets de i*(X). 

Notons qua, i~ ~tant conservatlf (car plainement fiddle) 

et exact ~ gauche (an particulier, cormnutant aux produits flbr~s), 

il slenauit aussitOt qufun morphisme u: Y > Z dans E" est un mono- 

morphisme si et seulement si i~(u) : i~(Y) > i~(Z) l'est. II 

s'ensult aussitOt, identifiant (par i@) E' ~ la sous-cat~gorie pleine 

de E form~e des objets Z satisfalsant aux conditions ~quivalentes de 

IV 9.7 I)~ que les sous-objets dens E' de IIobjet Z de E" stidentiflent 

aux sous-objets Y de Z dans E qui veulent bien appartenir ~ E", ou, 

ce qul revient au m~me, qui contiennent ~ N > U. Or pour Z de la 

forme i~i~(X) = XCu donn~ par la somme amalgamde IV (9.5.1), 

i~i*X = XCU = X JlXuU , 

la donn~e d'un sous-objet Y de ce dernler dans E ~quivaut ~ la donn~e 

d'un couple form~ d'un sous-objet YI de X et d'un sous-objet Y2 de U, 

avecla condition que les images inverses de ces sous-obJets dans X U 

coTncldent. La condition que Y contlenne U signifie alors que Y2=U, 

et la condition qui reste sur Y1 est que Y1 contienne X U . Cela 

~tabllt donc une bijeetion entre l'ensemble des sous-objets de i@(X) 

dans E", et l'ensemble des sous-objets de X qui contiennent X U . II 
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est clair que c'est un isomorphlsme d'ensembles ordonn~s~ et que 

l'appllcstlon inverse est blen celle annonc~e dans 3.14.1. 

Corollalre 4.3. a) Soit X un ob~et de E. Pour q Ee X soit quasi-corapact~. 

il suffit que i*(X) e_~tj~(X) !esoient, et cette condltion est ~alement 

n~cessaire si j: U--->e est quasi-compact. 

b) Soit Y un ob~et de E". Pour qua Y soit quasi-compact, il suffit 

qua i~(Y)le soit, et carte condition est ~alement n~cessaire si U 

est quasi-compact. 

D~monstratlon a) La suffisance r~sulte de la d~finition I.i et du 

falt qua le couple (i~,j@) est conservatlf (IV 9.11 3)). La ndcasslt~ 

r~sulte du fair qua iet j sont quasl-compacts (an vertu de 3.14 

et de IIhypoth~se qua jest quasi-compact). 

b) Comma Y~ i~i,(Y), la sufflsance rdsulte de 4.2. La n~cesslt~ 

rdsulte de la suffisance dans a)~ compte tenu qua i~i~(Y) ~Y et 

Corollaire 4.4. Soit Y un objet de E". S i U est quasi-compact ou s~i 

E admet une famille ~n~ratrice £orm~e d'obJets quasi-compacts~ slots 

ppur qua Y soit quasi-s~par~ (rasp. coh~rent)~ i l suffit quill en soft 

ainsi de i~(Y). S~£ U est qua sl-s~par~ (resp. coherent) et si j: U > e 

est un morphisme quasl-compact~ alors pour que Y spit quasi-s~par~ 

(resp. coherent), i_~I faut RUe I~(Y) le soit. 
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Le cas resp~ r~sulte du cas non resp~ compte tenu de 4.3 b). 

Supposons i~(Y) quasi-s~par~, et prouvons qu'il enest de m~me de Y, 

sous llune des deux hypotheses faites. Ii faut done prouver que pour 

deux objets quasi-compacts yi et Y" au-dessus de Y, le produit fibr~ 

Y'XyY" est quasi-compact. Lorsquton suppose Y quasi-compact, on note 

qu'il suffit de prouver que i~(Y'XyY") est quasi-compact (4.3 b)), 

ee qui r~sulte du fait que i~(Y') et i~(Y") le sont (4.3 b)), utilisant 

lei la quasl-compacit~ de U), que i~ commute aux produits fibres, et 

l'hypoth~se i~(Y) quasi-s~par~. Lorsqu'on suppose que E admet une 

famille g~n~ratrice formic d'objets quasi-compacts, alors i~(Y') est 

limlte inductive filtrante de ses sous-objets quasi-compacts X~,donc 

Y' ~ i4~i~(Y ') est limite inductive filtrante de sous sous-objets 

i~(X~), et cormne Y' est quasi-compact, il est ~gal ~ un des i~(X~). 

De re@me Y" est de la forme i~(X~), o~ X~ est un sous-objet quasi-compact 

• xi~(y)X~), ' ,, de i~(Y") Mais alors Y'~Y" = i~(X~ " et corinne X~X.I~(y)X 

est quasl-compact en vertu de l'hypoth~se iw(Y) quasi-s@par~, il 

sWensuit que Y'~Y" l'est aussi en vertu de 4.2. 

Inversement, supposant U quasi-s4par~ et j: U > e 

quasl-compact, montrons que si Y est quasi-s~par4, il en est de m~me 

de iw(Y) , i.e. que pour deux objets X',X" quasi-compacts au-dessus de 

i~(Y), le prodult fibr~ X'Xi~(y)X" est quasi-compact. Pour ceci, 

appliquant 4.3 a), il suffit de prouver que son image par i West 
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q u a s i - c o m p a c t  (ce  q u i  r ~ s u l t e  de 4 . 2  e t  de l t h y p o t h ~ s e  que Y e s t  

q u a s i - s ~ p a r ~ )  e t que son image p a r  j ~  e s ¢  q u a s i - c o m p a c t  ; o r  e e r i e  

d e r n i ~ r e  e s t  j ~ ( X t ) × j ~ ( X " ) ,  e t e s t  b i e n  q u a s i - c o m p a c t e  c a r  j * ( X  f )  

et J~(X") le soar (j ~tant quasi-compact) et U est quasl-s~par~. 

Corollalre 4.5. Supposons que E admette une sous-cat~orie ~n~ratrice 

form~e d%b~ets quasi-compacts (resp. pr~noeth~riens), alors il en 

est de m~me de E". 

Cela r~sulte de 4.2 et du 

Le~me 4.5.1. S__~i (X) est une fmnille ~n~ratrice dans E, alors 

(i~(X))~ est une famille g~n~ratrice dans E". 

Cela sign!fie en effet que la famille des foncteurs 

Y > Hom(i~(X~),Y) 

sur E" est conservative, or on a Hom(i~(X~),Y) -~-~ Hom(X ,i~(Y))~ et 

il suffit dtutiliser le fair que le foncteur i~ est conservatif. 

Proposition 4.6. Les notations sont celles de 4.1. 

a) S~i E admet une famille ~n~ratrlcefor~e d~objets coh~rents~ 

il enest de mSme pour le sous-topos fe~ E", et le morphisme 

d'inelusion i: E" > E est coherent. 

b) Supposons que le morphisme j: U ~ e darts E soit quasl-compact. 
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S~ E est localement coherent (resp. coherent, reap. quasl-s~par~, 

reap. local emeqt noeth~rlen, reap. noeth~rien, reap. localement parfait, 

reap. parfait) il en est de mSme de E", et le mor phisme d'inclusion 

i : E" > E eat coherent. 

a) La premiere assertion r~aultera de la seconde et de 4.5.1. 

En tous cas~ 4.5 implique que E" admet une famille g~n~ratrice form4e 

dtobjets quasi-compactsp donc 3.2 s~applique et nous montre quWil suffit 

de v~rifier que pour tout objet coherent X de E, iVobjet i~(X) de E" 

est coherent. Utilisant la compatibilit~ de la formation du topos 

compl~mentaire dlun ouvert avec Is localisation (IV 9.13 b)), on eat 

ramen~ au cas o~ X eat IIobjet final de E, donc ~ prouver que l'objet 

final de E" eat coherent. Or, 4.4 a'appllque, donc il suffit de prouver 

que i~(eE,) ffi e E est coherent, ce qui est bien le cas. 

b) ConTae sous chacune des hypotheses faltes dans b), E admet une 

famille gdn~ratrice form~e d'objeta coh~rents, il r~sulte ddj~ de a) 

que i: E" > E est coherent. De plus, 4.5.1 implique alors que E" 

admet la sous-cat~gorie pleine E" form~e de sea objets coh~rents 
coh 

comme sous-cat~gorie g~n~ratrice. Supposons E coh~rent~ et montrons 

que E" l'est aussi, i.e. (2.4.5) montrons que la sous-cat~gorie 

E" de E" eat stable par limites projectlves finies 3 sachant qu'il cob 

enest ainsi pour la sous-cat~gorie Eco h de E ; or cela rdsulte aussitOt 

du crit~re 4.4 resp~ (qui s'applique~ car U eat malntenant coh~rent~ 
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e II~tent et j: U ) e ~tant quasi-compact), compte tenu que i~ est 

exact ~ gauche. Par localisation~ utilisant encore IV 9.13 b), on 

an conclut que sl E est locelement coh~rent~ il en est de mGme de E". 

Si E est quasl-s~par~j slots E" llest aussi : en effet son objet final 

eat quasl-s~par~ en vertu de 4.4s celui de E l'~tant 9 et il reste 

prouver que le produit de deux objets quasi-s~par~s de E" est 

quasl-s~par~ (sechant qulil en est alusl dens E"), ce qui r~sulte encore 

du ¢rit~re 4.4 et du fait que i~ commute aux produits (compte tenu 

que le sous-objet U de e est quasi-s~par~ e l'~tant, de sorte que 

4.4. s'applique). 

Con~ne un topos eat localement noeth~rien (rasp. noeth~rien) 

si et seulement siil eat localement coherent (resp. coherent) et 

edmet une famille g~n~retrice form~e d'objets pr~noeth~riens (2.10 

(Ill bls))~ il r~sulte de ce qul precede et de 4.5 que si E est 

localement noeth~rien (reap. noeth~rlen)j il en est de mGme de E". 

Supposons malntenant E parfeit~ et prouvons qua E" Itest. Corm~e on aeit 

d~J~ qu'il eat coh~rent~ il reste ~ v~rifier qu'il satisfait eu 

crlt~re 1.25 (i), i.e. que tout objet Y de E" est limite inductive 

filtrante dlobjets coh~rents~ sachsnt que II~nonc~ analogue est vrai 

dens E ; or i~(Y) ~tant limite inductive filtrante d'objets coh~rents 

X~ ~ Y---~ i~i~(Y) eat limits inductive filtrante des objets coh~rents 

i~(X~)iP~ localisatlon (IV 9.13 b)) on en conclut qua si E est localement 

parfait, il en est de m~me de E". Cels sch~ve la d~monstration de 4.6. 
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Remsrque 4.6.1. En fair, dans 4.6 b) l'hypoth~se que j: U > e soit 

quasi-compsct est inutile, saul peut-~tre dans le cas " E quasi-s~par~". 

II suffit en effet, en vertu de la d~monstration qui pr~c~de~ de voir 

que E coherent implique E" coherent. Or U est limlte inductive filtrante 

de sea sous-objets quasi-compacts U~ , et on v~rifiera alors dans 7. 

qu'alors E" s'identifie au topos limite projective (au sens de 7. ) 

des sous-topos fermds E'Jl eompl~mentaire des E/U" , qui en vertu de 
1 

4,6 b) sont des topos coh~rents ~ morphismes de transition coh~rents. 

Ii s'ensuit slots que E" est un topos coherent (7. ). 

Corollaire 4.7. Supposons que la. sous-catdgorle Eco h de E form~e des 

.ghOsts coh~rents solt gdndratrice, et soit X un objet de E. 

a) Pour que x soit quasi-s~par~, il faut ~ue i*(X) e t j~(X) le soient, 

e t cette condition est aussi suffisante si j: U > e est Ruasi-compsct. 

b) Supposons que j: U ...... > e so it quasi-c0mpact. Alors X est cohdrent 

si et seulement si i*(X) e tt j*(X) le sont. 

c) Supposons E coherent et j: U > e quasi-compacto Alors E est 

E arfalt (2.9.17 si et seulement si E' e_~t E" le sont. 

a) On a signal~ dans 4.1 que j: E t > E est quasi-s~par~, 

et dtautre part on salt par 4.6 a) qu'il en est de m~me de i~ d'o~ la 

n~cessit~. Pour la suffisance, soient X' et X" des objets quasi-compacts 

au dessus de X, ii faut prouver que Xt~X '' eat quasi-compact, et pour 
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c e c i  i l  s u f f i t  de p r o u v e r  que s e a  images  p a r  i ~ e t  j ~  t e  s o n t  ( 4 . 3  a ) ) .  

Comme iet j aont quasi-compacts, en vertu de 4.2 et de l'hypoth~se 

j: U--"> e quasi-compact, la conclusion r~sulte alors du fair qua 

i @ at J~ commutent aux produits fibres, et de l'hypoth~se qua i@(X) 

at J~(X) sont quasi-s~par~s. 

b) R~sulte de la conjonction de a) et de 4.3 a). 

c) La n~cesslt~ a ~t~ d~j~ rue (4.6 b)). La suffisance r~sulte 

du falt que, E ~tant coherent, E ~ et E" le sont (4.6 b)), de sorte 

qua pour un des topos envisagds, le fair qu'il soit parfait signifie 

que la cat~goria de ses objats coh~rents est stable par lim finlas. 

On conclut donc per b). 

E x e r c i c e  4 . 8 .  a)  R~soudre  I a  q u e s t i o n  s u i v a n t e  ( d o n t  l e  r ~ d a c t e u r  

avoue a s a  c o n f u s i o n  i g n o r e r  l a  r ~ p o n s e )  : avec  l e s  n o t a t i o n s  de 4 . 1 ,  

s i  E e s t  q u a s i - s ~ p a r ~  ( r a s p .  a l g ~ b r i q u e )  e n  e s t - i l  de mSme de E" ? 

b)  Supposons  que E s o i t  ~ q u i v a l e n t  ~ un t o p o s  de l a  forme C, o~ C 

e s t  une c a t ~ g o r i e  ~ q u i v a l e n t e  ~ une  c a t e g o r i c  E U . P r o u v e r  d i r e c t e m e n t ,  

en utilisant 2.17 c) et IV 9.24, qua si Eest loealament coherent 

(rasp. coherent, resp. alg~brique, resp. quasl-s~par~, rasp. localement 

noeth~rienj resp. noathdrien) il an est de m~ma de E". 

4.9. Gardons les notations de 4.1, at rappelons (IV 9.16) qua la 

donnfia d'une situation (E,U), fortune par un topos E at un ouvert U de E, 

~quivaut essentiellement ~ celle dlun triple (E', E", f), o~ E Iet E" 
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sont des topos et ot~ 

(4.9.1) f: E I > E" 

eat un "foncteur de recollement", i.e. un foncteur exact ~ ~suche et 

a c c e s s i b l e  ; p a r t a n t  de  (E ,U)  comme d a n s  4 . 1 ,  l e  f o n c t e u r  de  r e c o l l e m e n t  

a s s o c i ~  e s t  donn~  p a r  

(4.9.2) f = i~J, 

Nous nous proposons dlexprlmer, en termes des donn~es E t, E", f, 

le fair que E soit un topos coherent (resp. parfait) et que U soit un 

objet quasl-compact, ou ce qui revient au mame, que E et E' soient 

coh~rents. Nous savons d~j~ que cecl entra~ne que E" est ~galement 

coherent (4.6 b)), de sorte que la question revient ~ la suivante : 

~tant dorm, s deux topos coh~rents E'et E" et un foncteur de recollement 

f (4.9.1), ~ quelles conditions surf le topos recoll~ E est-il coh4rent 

(resp. parfait) ? Nous savons d'ailleurs (4.7 c)) que E est parfait sl 

et seulement sl E est coherent, et E let E" sont parfaits ;donc le 

css resp~ du prob]~me pos4 se ramAne au cas non resp~. Signalons cependant 

que la solution (4.10) de ce dernler est plus Jolie sl on suppose d~J~ 

E i parfait. 

4.9.3. Notons d'sbord que si E eat coh4rent, alors on reconstrult la 

sous-cat~gorle plelne Eco h de E form~e des objets X = (X',X", u: X" --> f(X')) 

de E qul sont coh~rents~ comme ~tant la sous-cat~gorie E ° de E form~e 
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des X pour lesquels X' ffi j~(X) et X" = i~(X) sont coh~rents (4.7 b)). 

Une condition n~cessalre pour que E soit coherent est doric que la sous- 

categoric E o pr~c~dente soit g~n~ratrice. Cette condition est 4galement 

sufflsante, car en vertu de 4.3 a) E est form~e dlobjets quasl-compacts, 
o 

dlautre part il est clair que E est stable par limites projectlves 
o 

finies, et on conclut par 3.4.5. 

Rappelons maintenant (IV 9.18) que la donn~e d'un foncteur de 

recollement (4.9.1) ~qulvaut ~ celle d'un faisceau sur E", ~ valeurs 

darts Pro(E') ° : 

(4.9.4) G 6 Faisc(E", Pro(E') °) , G: E ''° > Pro(E') ° , 

ou ce qul revient au m~mej ~ celle dfun foncteur g = G ° , 

(4.9.5) g: E" > Pro(E') 

qul commute aux limites inductives. Si C est une sous-cat~gorie g~n~ra- 

trice de E", qu'on munit de la topologie induite, on sait (II 6.10) 

que la donn~e de G ~quivaut aussi (~ isomorphlsme unique pros) ~ celle 

d'un falsceau sur C ~ valeurs dans Pro(E') ° 

(4.9.6) G C E Faisc(C, Pro(Et) °) , G C : C ° > Pro(El) ° 

ou, ce qui revient au m~me, ~ celle dlun foncteur gc = GC ° ' 

( 4 . 9 . 7 )  gc  : C > P r o ( E ' )  , 
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satisfaisant eux conditions dtexactitude ~ gauche qulon salt (II 6.2 I)), 

Bien entendu, gC ntest autre qua la restriction de g (4.9.5) ~ C . 

Lecas le plus int~ressant pour nous est eelui o~ on prend C = E t coh • 

d'o~ des obJets 

(6.9.8) G o E Faisc(E~o h , Pro(E¢)°), Go: E"coh° ~ Pro(E,)O, 

o : E" > Pro(E') (4.9.9) go ~ = Go coh 

dont chacun revlent encore ~ la donn~e de f. 

4.9.10. Supposons la sous-cat@gorie pleine g@n~ratrice C de E" forn~e 

dtobjets quasi-compacts et qu'elle soit stabledans E" par son~aes finies, 

par passage au quotient par des relations dI~quivalence, et par prodults 

fibres :clast lecas par exemple pour C - E" (1.15 et 1.17.I). 
cob 

II est alors Imm~dlat, si Pest une cat~gorle o~ les limites proj~ctlves 

finles sent repr~sentables (par exemple P = Pro(E')°), qu'un foncteur 

G C : G ° > Pest un faisceau ~ valeurs dens Psl et seulement si le 

foncteur gc = GC ° : C ....... > po couluute aux so~nes finles et au passage 

au quotient per une relation dI~qulvalenee. Cecl pr~clse en partlculler 

quels sont les faisceaux (4.9.b) (exprlmant donc les foncteurs de 

recollement f: E' > E"). 

Ces reppels ~tant pos~s, nous pouvons donner la solution au 

probl~ne pos~ dens 4.9 : 
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Propositiq n 4.10. Soient E', E" deux topos coh~rents, e t f: E' > E" 

un foncteur de recollement (IV 9.10)j ~.~. un foncteur ' exact ~ ~auche 

et accessible. Soit E le topos qu'on e n d~duit parrecollement (IV 9.16), 

et d~si~nons par E'coh (resp. E~F) la sous-cat~orie strictement ........ pleine 

de E' form~e des obJets co h~rents (resp. des obJets X tels que le fonc~eur 

covariant Hom(X,-) repr~sent~ par X conmm,,te aux pet,i,t,es ,,limites inductlves 

filtrantes). Consid~rons les conditions suivantes : 

(i) E e,,s,t,,coh~rent. 

(ii) Pg~,E, tout ob,|et X' dee E', il existe une fsmille de morphis,mes 

v : yw ...... > X' 

de but X', ........ ~ ,,,,,,,,,s°urces des ,ob~ets coh~rents de E', tel,l,@,,,,,,,que la fsmille des 

f ( v )  : f(y~), > f(x') 

dar t s  E" solt ¢ouvrante 

(li bls) f commute aux (petites) llmites Inductlves filtrantes~ e_~t 

! (ii) est vrai pour tout X' E Ob EpF . 

(ll t e r )  L,e foncteur canonique (IV 9.20.1) 

(4.10.1) ~ : pp$,nt(E") ' > Pro(E') 

d~fini par le foncteur de recollement f se £actorise (~ i somorph i sm,e , , , , , p r~s )  

~ar Pro(E~o h) (via le foncteur pleinementfid~le Pro(E:oh), > Pro(E') 

provenant de l'inclusion E' ----->E I) : 
cob 

248 



- 87 - VI 

(4.10.2) ~o : Point(E") > Pro(Z~o h) . 

(lli) Le foncteur f commute aux (petites) limites inductives filtrantes. 

(ill bis) Le foncteur go (4.9.9) se factorise (~ isomorphisme pros) 

par un foncteur 

(4.10.3) E" > Pro(E~F) cob 

via le foncteur pleinement fiddle Pro(E~F) > Pro(E I) d~duit de 

' > E' l'incluslon EpF 

(ill ter) Le foncteur canoni~ue ~ (4.10.1) se factorise (~ Isomorph~sme 

pros) en 

(4.10.4) ~I : Point(E") > Pro(E~F) . 

(iv) Le fonctaur go (4.9.9) se factorlse (b isomorphisme prbs) j?_~£ 

u n  f o n c t e u r  

(4.10.5) E"coh ~" Pr°(E~oh) 

On s alors le dla~ramme d'implicatlons : 

(4.10.6) (iv) ~ (1) ~ (ii)~ (ll bis)~(ii tar) =~(lll)v-~(iiibls)~=~iii terl 

Signalons tout de suite le 

Corollaire 4.ii. a) Supposons que E t soi t parfait. Alors routes les 

conditions envisa~es dans 4.10 sont ~qulyalentes, en particulier E 

est cqh~re~t si et seulement sl f connnute aux limites inductlves filtrantes, 

ou encore si e t  seulement si le foncteur go (4.9.9) se factorise 
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(a isomorphls~ pros) par Pro(E~oh). 

b) Pour que E soit parfait, 11 faut et il suffit qua E' e~t E" 

le soient, et qua f (reap. go ) sstisfaase ~ la condition ~nonc~e dana a). 

En effet, s) r~sulte du fait que E' parfait slgnifie E' coh = EFF ' 

de sorte que (lii his) implique (iv). L'assertion b) slensult, comme 

il r~sulte des remarques pr~llminaires de 4.9. 

4.12. D~monstratlon de 4.10. s) Explicitons is condition ~quivslente 

(i) obtenue dana 4.9.3, savoir que la aous-cat~gorie pleine E ° de E 

eat g~n~ratrice i.e. qua pour tout objet X = (X',X",u:X" --> f(X')) 

de E, Is fsmille de tousles morphismes 

v = (vV,v '') : Y = (Y',Y",v:Y" > f(Y')) -"->X , 

i.e. yv Y" coh~rents, eat 4plmorphique. Conga le couple avec Y 60b E 0 

de foncteura (i*,j W) eat conservatif, cela signifie aussi que la famille 

des morphlsmes correspondants Y' > X e eat ~plmorphique dana E',et 

qua Is famille des morphismes correspondants Y" > X" eat ~plmorphlque 

dana E". Or cleat clair pour la premiere, comma on volt en prenant des 

Y 60b E ° au-dasaus de U i.e. tels qua Y" = %" : on trouve is famille 

de routes lea fl~ches dana E v de but X v, ~ source coh~rente, qul eat 

bien ~pimorphique puisque E' eat coherent donc la soas-cat~gorle E' 
coh 

eat g~n~ratrlce. II testa donc ~ exprimer qua Is famille des Y" > X" 

eat ~pimorphique, quel qua soit Itobjet donn~ X de E. 
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b) Or supposons satisfeite la condition (ii) pour l'objet 

X ~ envlsag~ !ci. Ii en r~sulte que llon peut trouver une famille ~pimor- 

phique de morphismesY~ . ~ X", dont les composdes avec u: X" --> f(X t ) 

se referent chacun en un morphisme Y~---->f(Y~) pour ~ = ~(~) convenable ; 

comme E" est une sous-cat~gorie g~n~ratrice de E", on peut mSme supposer 
coh 

lea Y~ coh~rents. Mais alors les dlagrmmnes commutatifs 

X" ~- ~ f(X') 

fournissent la famille cherch~e de morphismesdans E, donnant une 

famille ~pimorphique Y~ .......... > X". Donc (ii) ...... > (i). 

R~clproquement, supposons (1) et prouvons (ii). On applique 

Is condition explicit~e dans a) au cas de l'objet 

X = J.(X') = (X',f(X'), id = f(X') ~> f(X')) ; 

con~ae les Y" > X" N f(Xt ) forment une famille ~pimorphique~ il en 

est de mSme a fortlori de la famille des f(v'): f(Y') • > f(Xt)# d'o~ 

la conclusion, puisque les yl sont coh~rents par hypoth~se. Done 

( i )  " " ( i i )  . 
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c)  Notons m a i n t e n a n t  que l a  c o n d i t i o n  ( i v )  s i g n i f i e  e u s s i  

que pour tout objet X" de F", le foncteur pro-representable 

g(X") : X' > Hom(X",f(X')) 

sur E I eat pro-representable par un pro-obJet dont les composants 

sont dens E t coh ' ou ce qul revient au mSme, qulil existe dana la 

cat~gorie E~g(X,,)p form~e des couples d'un obJet X' de E' et d'un 

61~ment u E g(X") (X') = Hom(X",f(X')), u: X" " > f(X'), un ensemble 

coflnal d'objets (X~ , u(~) ucc: X" ) f(X~), avec X' E Ob E' 
~ coh " 

Le condition de coflnalit~, come la categoric E~g(X,, ) est filtrante, 

slgnifie simplement que pour tout obJet (X',u), u: X" > f(X I) de ' E/g(X")  

i l  existe un morphlsme dlun (Xlsui) dana Itobjet prde~dent, i.e. un 

morphlsme v~ : X~ > X' rendant eo~utatlf le triangle 

f(xl) 

X" ......... > f(X') 

Done la condition (iv) ~quivaut a ceci : 

(iv his) Pour tout fl~.che u: X" > f(X'), avec X t E Ob E'et 

X" E Ob E ! X ! dana E' telle que u coh ' il existe une fl•che v: Y' ....... > 

se factorise atravers f(v t) : f(X') > f(X'). Or il eat clair que la 

condition (iv bls) implique (ii), puisque pour X' fix~, la famille des 
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u: X" ---~f(X') de source un obJet coh6rent est ~plmorphique, de sorte qu'il en 

elt 8 fortiorl ~insl de la £smille de tousles f(v~) dens lee 

disgrames correspondants(@). Donc 

(iv) ~ (1) . 

d) Explicitons la condition (il ter). Soft pun point de E", 

a l o r s  pe r  d ~ f l n i t l o n  ~(p)  e s t  l e  p r o - o b j e t  de E I qu l  p r o - r e p r ~ s e n t e  

l e  f o n c t e u r  h:  X ~ > f(XI)pS ou encore  l s  p r o - o b j e t  d ~ f l n i  p s r  l e  

f o n c t e u r  canon lque  E I / h  ,> Et~ o~ E~/h d~s igne  l a  c a t ~ g o r i e  des 

coup le s  (Xl ju )~  8vec X l E Ob E w e t  u E h(X t )  i . e .  u E f ( X l ) p  . Dire  

q u e c e  p r o - o b j e t  e s t  isomorphe ~ un p r o - o b j e t  p r o v e n a n t  de Pro(E~o h) 

s i g n i f f e  que l a  s o u s - c a t ~ g o r i e  de EW/h f o r ~ e  des (XV,u) 8vec X w E Ob E t coh 

y e s t  c o f i n e l e ,  i . e .  que pour  t o u t  o b J e t  ( X t , u ) ,  u E f ( X I ) p ,  de E l / h ,  

' coherent, i.e q u ' i l  i l  e x i s t e  un o b j e t  (X~,u o) qu i  l e  m~Jore,  avec X o 

e x i s t e  u n m ° r p h i s m e  Xto ' > X! (X~ c o h e r e n t )  t e l  que u s o i t  dens  

Im(f(X~) > f(Xl)). Dire que c e c i e s t  vrai pour tout point p slgnlfie 

que pour  t o u t  obJo t  X' de EI~ l a  f a m i l l e  des f (Xt )  ' > f(XW), 8vec o 
X t E Ob E t o cohlXW , est telle que pour tout point p de X"~ Is fmaille des 

f(X~)p > f(Xt)p soft surjectfve. Come on verra dans Itappendice (I0. ) 

qutun topos coherent E" a assez de points, on volt que I~ condition 

obtenue signifle eussi que pour tout X t E Ob E, la famille des f(X~) --> f(X') 

est ~pfmorphlque. Mais cela n~est autre que la condition (il), donc 

(If) ~=ffiffi=~ (if ter) . 
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e) La condition que f eorm~ute aux limites inductives 

filtrantes (condition (iii)) ~quivaut, comme la famille des foncteurs 

fibres de E" est conservative, ~ ce~le que les foncteurs compos~s 

h: X' > f(X t) le sont. Prouvons que cela signifie que le pro-obJet 
P 

~(p) qui pro-repr4sente ce foncteur est dens l'image essentielle de 

Pro(E~F) : cela prouvera alors les implications 

(iii) " ~ (iii ter) ~ (iiter) ..... > (ii bis) 

Nous sommes donc ~men~s ~ prouver le 

Lemme . . . . . . . . . . .  4.12.1. Soient E' un topos tel que Is sous-cat~orie E'coh y soi~ 

~n~ratrlce, --_et X' E Ob Pro(E'). Pour que X' appartienne ~ l,image 

essentielle de Pro(E;p), i l faut et il suffit que le foncteur 

h: E l > (Ens) qu'il pro-repr~sente comrmte aux limites inductives 

filtrantes. 

Comme une limits inductive filtrante de foncteurs commutant 

aux llmites inductives filtrantes poss~de la mSme proprietY, la 

sufflsence r~sulte de la d~finition de E~F . Pour la n~cessit~ il 

faut prouver que si le foncteur h cownute aux limites inductives 

filtrantes, alors dens la cat~gorie filtrante E'/h des couples (X1,u) 

avec u E h(XI)~ la sous-cat~gorie form~e des couples (X'~u) avec 

X' E Ob E~F est cofinale, i.e. que pour tout (X',u) dans E'/h ~ il 

existe un morphisme X'o > X's avec X to E Ob EpF' , tel que 
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u 6 Im(h(X~) > h(X')). Or on sait que X' est limite inductive filtrante 

dlobjets X!I de E~F (1.24.2 a))~ donc h(X t) est limite inductive filtrante 

des h(X~)j d'o~ la conclusion. 

e) II reste seulement ~ prouver les implications 

(ii his) '~ (il) et (iii) ~m.=~> (ill his) . 

La premiere implication r~sulte trivlalement du fair que tout objet X' 

de E' est limite inductive filtrante dlobjets X!1 de E~F . Pour la 

deuxiame, il suffit de noter que la f~mille des foncteurs 

Y" | > Hom(X",Y") , 

pour X" 60b E~o h , est conservative et form~e de foncteurs coram/tant 

aux !imites Inductives filtrantes (1.23 (ii)), donc le foncteur 

f: E' > E" corm~ute aux limites inductlves filtrantes si et seulement 

sell enest ainsl des foncteurs compos4s 

X ! --->Hom(X',f(X')) = HOmpro(E,)(go(X"),X') , ce qui ~quivsut au falt 

que les go(X") sont dans l'image essentielle de Pro(E~F) , en vertu de 4.12.1. 

C.Q.F.D. 

Remarques 4.13. II convlent de pr~ciser, en langage faisceautique, la 

signification de la condition 4.10 (iv). Consid~rons le diagrmmne 

commutatif de foncteurs 
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(4.13.1) 

Pro(Ecoh )0 C 

coh 

> Pro(E') ° 

v 
E I 

oh l e s  s i g n e s  V d ~ s i g n e n t  l e s  c a t e g o r i e s  de f o n c t e u r s  ~ v a l e u r s  dans  

(Ens), et la deuxi~me fl~che horizontale y est la fl~che de restriction 

des foncteurs• routes les autres fl~ches d~signant las foncteurs plei- 

nement fidAles bien connus. Notons que la fl~che d~inclusion ~ ne co~Inute 

pas en ~n~ral a~x limZtes projectives, m~mes finles• done en E~n~ral 

un faisceau F sur un site C (tel que E") d~flnlt un pr~faisceau ~oF 

sur ee re, me slte~ h valeurs dens Pro(E")°• qui nlest pas n~cesselrement 

un falsceau. N~anmoins, si un pr~falsceau F sur C & valeurs dens 

Pro(E~oh )° est ~I que le pr~falsceau cLF correspondant h valeurs dans 

Pro(El) ° est un faisceauj alors F est lui-m~me un faisceau. Cela provlent 

en effet du fair qua la condition dWetre un falsceau est une propri~t~ 

dlexactitude ~ gauche (If 6.2 I))~ et que les foncteurs ~, ~o et y 

co.~utent aux petites limites projectives. 

D~autre part• il r~sulte de la caract~risatlon 4.9.10 des 

falsceaux sur E" ~ valeurs dans une cat~gorle P quelconques que pour coh 

tout foncteur ~ : P---->Q tel que o : pO ~ QO conm~te aux sonmles flnies 
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et au passage au quotient par des relations d~qulvalence, le foncteur 

g! > Bog' de Hom(E~o~,P) dans Hom(E~o~,Q) transforme faisceaux en 

faisceaux. D~autre part, noussavons que dana E' et dens ~ les sonraes 
ooh 

finies et les quotients per les relations de~quivalenee sont repr~sen- 

tables~ et que le foncteur dtinclusion E t ~ E' coh ~ y co~ute (1.15 et 

1.17.1). IIen eat done de mSme pour lea categories Pro(E~o h) et Pro(E') 

et le foncteur d'Inclusion entre ces categories (I 8.9.5 b) et 8.9.7), 

lequel ntest autre que o o~ ~ est le foneteur Intervenant dens 

(4.13.1). De ¢eci on eonclut que si 

(4.13.2) ~ : E~O ~ .... > Pro(E~oh )° 

est un foncteur~ alors ~ est un faisceau sur E"coh ~ valeurs dens 

Pr°(EIoh )°c si et seulement si ~o~ eat un faisceau sur E" ~ valeurs 
coh 

dans Pro(Et) °. Done la cat~Borie des....f.o.nc.teurs de recollement f: E' > E" 

qul satisfont ~ la condition 4.10 (iv) est canoniquement ~qulvalente 

la cat~gorie des fslseeaux ~ sur E" ~ valeurs dens Pro(E~oh )°. On coh 

en conelut~ compte tenu de 4.10~ quWun tel faisceau ~ d~finit canonl- 

quement un foncteur de recollement (~ isomorphisme unique pros), et 

que le topos E d~duit de ce dernler est coherent ; de plus (4.11) 

s_~i E' est parfait, on obtient ainsi tousles topos coh~rents qu~on peut 

d~duire des topos E', E" par recollement. 
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Notons dWautre part que E ~ est ~quivalente ~ une petite 
coh 

categoric et est stable par limites proJectives finies~ de sorte 

que (I 0.i0.14) Pro(E~oh)° est ~quivalente, par le foncteur pleinement 

fiddle 8o de (4.13.1), ~ la sous-cat~gorie pleine de E~oh = Hom(E~oh,(Ens)) 

form~e des foncteurs qui sont exacts 5 g~uche. Donc la donn~e dtun 

faisceau (4.13.2) ~quivaut ~ celle dtun foncteur 

(4.13.3) F: E" o E' ) (Ens) 
coh × coh 

qul soit un faisceau Far rapport au premier arguemnt et qui soit exact 

gauche en le second argument ; ou encore, ~ celle d'un foncteur 

(4.13.4) fo : Ee > E" coh 

qui soit exact & gauche. Sif eat le foncteur de recollement satisfaisant 

la condition 4.10 (iv) associ~ ~ ~, on v~rifie i~diatement que f 
o 

est canoniquement isomorphe ~ la restriction du foncteur f: E' > E". 

On voit done qua sous les conditions envisaR~es fo ddtermine f 

(~ isomorphlsme canonique prAs). Signalons enfin, pour r~sumer le 

contenu de 4.11 : 

Corollaire 4.14. Lors~ue E' est U~ topos parfait, alors la cat~8orie 

des foncteurs de recollement f: E w > E" qui donnent par recollement 

= EV un topos coherent Eest ~uivalente ~ar f l > fo fl coh A la cat~orle 

des foncteurs fo : E' ..... > E" qui sont exacts ~ ~auche~ ou encore coh . . . . . . . . . .  
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la categoric des faisceaux ~ sur le site E" (ou, ce qui revient 
. . . . . . . . . . . . . . .  coh 

au m~me, sur le topos E") ~ valeurs dans la cat~grie Pro(E~oh )° 

(cf. 4.9.10). 

On observers que la premibre assertion r~sulte ~galement 4.10 

en notant que E' ~ Ind(E~o h) (1.25), donc quc la categoric des foncteurs 

f : E t ---> P commutant aux limites inductives filtrantes (o~ Pest une 

categoric o~ les petites limites inductlves filtrantes sont repr~sentables) 

est ~quivalente, par le foncteur restriction~ ~ la cat~gorie des foncteurs 

quelconque f : E' > P ; il est imm4diat que sous ces conditions, 
coh 

sl dans Ples lim finies sont repr~sentables, que f est exact ~ gauche 
/ 

si et seulement si f l'est. 
O 

Remarques 4.15. a) La d4monstration donn~e de 4.10 montre qu'on 

obtient des conditions dquivalentes ~ (iiter) resp. (iii ter) en 

rempla~ant la categoric Point(E") par une sous-catdgorie qui ddfinisse 

une famille conservative de foncteurs fibres. 

b) Prenant pour E" le topos ponctuel (IV 2.2), on volt 

aussitOt que les conditions (iiter) et (iiiter) ne sont ~quivalentes 

,Rue si E' coh = EpF ' i.e. si E' est parfait. Donc la condition " E 

coherent " nI~quivaut ~ la condition " f cormmute aux limites inductives 

filtrantes " que si E' est parfait. Par eontre, prenant plus g~n~ra- 

lement pour E" un topos coherent de la forme C, on voit que dans ce cas la 

condition (i) ~quivaut ~ (iv) pour tout E'. En fair, le r~dacteur n'est 

pas arriv~ ~ construire dans le cas g~n4ral un exemple o~ E soit coherent, 

sans que la condition (iv) soit v~rifi~e. C'est honteux I 
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5. Commutation des foncteurs Hi(X, -) aux llm~tes induc~£ves filtrantes. 

Th~or~me 5.1 : Solent E' un topos alg~brlque (2.3), E un topos localement coherent 

(2.3), f : E' > E un morphisme coherent de topos (3.1). Alors, pour tout entier 

les foncteurs Rqf i (V 5.0) commutent aux limites inductives filtrantes de fais- q 

ceaux ab~llens. 

Corollaire 5.2 : Soit E' un topos coherent (2.3). Pour tout entier q , le foncteur 

Hq(E', -) commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux ab~liens. 

Corollalre 5.3 : Soient E un topos (resp. un topos alg~brique) (2.3), X un objet 

d_~e E al~brique et coherent (resp. coherent) (2.3). Pour tout entier q , le foncteur 

Hq(X, -) commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux ab~liens. 

Le corollaire 5.2. se d~duit de 5.1 en prenant pour E le topos ponctuel et 

pour f : E' ~ E l'unique morphisme (IV 2.2). Montrons que 5.2 entralne 5.3. Soit 

JX : E/X ~ E le morphisme de localisation. On a un isomorphisme canonique, foncto- 

Hg(E/x,'~ '~  riel en le faisceau ab~lien (V 2.2.1) Hq(X,F) aV JX F) . Le foncteur JX commute 

aux limites inductives et le topos E/X est coherent (2.4.6) d'o~ 5.3. Montrons que 

5.3 entralne 5.1. Soit Ecohalg la sous-cat~gorie pleine de E d~finie par les 

objets al~briques et coh~rents de E . C'est une cat~gorie g~n~ratrice (2.4.5). Pour 

tout faisceau ab~lien F , Rqf F est le faisceau associ~ au pr~faisceau 

X I ~ Hq(f~X,F) (X ~ ob C ) (V 5.1). Comme f est coherent, fiX eat coherent 

pour tout objet X de C (3.1). D'apr~s 5.3 le pr~faisceau XI > Hq(fmX,F) commute 

aux limites inductives filtrantes de l'argument F d'o~ 5.1. en utilisant le fait que 

le foncteur faisceau associ~ commute aux limites inductives. (On remarquera qu'on 

n'utilise que la propri~t~ suivante du morphisme f : II existe une famille g~n~ratrice 

S de E telle que pour tout X de S , f~(X) soit alg~brique et coherent). 

II reste donc g d~montrer 5.2. On sait d~j~ que le foncteur H°(E', -) co~ute aux 

limites inductives filtrantes de faisceaux ab~liens (1.2.3). D'apr~s un r~sultat clas- 

sique de [7ff , il suffit pour d~montrer 5.2, de montrer qu'une limite inductive fil- 

trante de faisceaux acycliques pour le foncteur H°(E', -) est acyclique pour H°(E',-). 

Ceci r~sulte du lemme suivant appllqu~ au cas oO C = E' : 
coh 
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Le~me 5.4 : Solent E un topos localement coherent (2.3), C une sous-cat~orie 

plelne de E , 8~n~ratrlce et stable par p roduit fibr~ t elle que tout ob~et de C 

soit quasi-compact (I.I). Une limite inductive filtrante de faisceaux C-ac~91iques 

(V 4.2) est un faisceau C-acyclique. 

Soit (Fi) i6 I ' un syst~me inductif filtrant de faisceaux C-acycliques et 

notons F sa limite inductive. Tout objet Y de C est coherent (2.1) et par suite 

F(Y) = lim F i (Y) (1.2.3). Pour montrer que F est C-acyclique, il suffit de montrer .) 

que Hq(~,F) = O pour tout q > 0 et tout Y de C (V 4.3). Soient X un objet de 

C , ~ = (X ~ X) une famille couvrante finie par des objets de C" On a 
a ~ A 

Hq(~,F) = Hq(c'~,F)) (V 2.4.3). D'apr~s ce qui precede, et en utilisant le fait que 

C'(~,F) ne fair intervenlr que des produits finis de groupes (V 2.3.3), on a 

C'(~,F) = li~ C'(~,Fi) .Donc Hq~,F) = Hq(c'(~,F)) = H q (li~ C'(~,Fi)) = 
1 1 

C" (~, Fi) vq lim ) = 0 pour q > 0 (V 4.3). Par suite H (X,F) = lim Hq~,F) = 0 • 
z 

Corollaire 5.5 : Soient E un topos coherent (2.3), (Xi) i ~ I une famille filtrante 

d~croissante de sous-objets coh~rents de l'objet final. Notons ~ la famille des fer- 

m~s de E (IV 9) contenue dans le ferm~ compl~mentaire de l'un des X. . La famille 
1 

est une famille de supports de E (V 6.12) et pour tout entier q , les foncteurs 

H~(E,-) __et --~H q (V 6.13) commutent aux limites inductlves filtrantes. 

Solt Z. le ferm~ compl~mentaire de X. • Pour tout faisceau ab~lien F 
1 i 

on a une suite exacte (V 6.5) : 

O ~ HZ .o (E,F) ~ H°(E,F) ~ H°(Xi,F) .... ~ H~.(E,F) ~ .... 
1 1 

Les foncteurs Hq(E,F) et Hq(Xi,F) conuautent aux limites inductives de l'argument 

F (5.2, 5.3). Par suite H~ (E,F) commute aux limites inductives filtrantes de l'ar- 
I 

gument F , d'o~ la propri~t~ analogue pour les foncteurs H~(E,F) , en passant ~ la 

llmlte inductive sur les Z i (V 6.|3). L'assertion concernant les foncteurs 

s'en d~duit en locallsant et en passant au faisceau associ~. 
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D~flnltlon 5.6 : Soient E un topos annel~ d'anneau A et q un entier. Un A-Module 

G est dlt de q-presentation finie s'il existe une famille X. d'objets de E cou- 

vrant l'objet final de E , telle que pour tout i on ait une suite exacte de Modules 

sur E/X" : 
1 

> L > . . .  ) L l ) L 0 ) G / X  ' ) 0 ( 5 . 5 . 1 )  L q  q - I  
1 

n o~ pour tout p , Lp = A P /X. ' np entier. 
l 

Proposition 5.7 : Solt G un faiseeau de q-pr~sentation finie. Pour tout i ~ q-] , 

le foncteur ~t~(G,-) commute aux limltes inductives filtrantes de A-Modules. 
A 

Le probl~me est local sur E (V 6.1). On peut donc supposer, quitte ~ se 

localiser aux E/X i 

L. =L ) .... q 

F |  ~ ~omA(L.,F) 

, qu'on a une suite exacte du type (5.5.1). Posons 

L| > L 0 . On a ~t~(G,F) : ~i(~¢~mA(e.,F)) et le foncteur 

commute aux limites inductives, d'o~ la proposition. 

Corollalre 5.8 : Soient (E,A) un topos annel~, G un falsceau de A-Modules de 

q-presentation finie, X un objet alg~brique et coherent de E . Les foncteurs 

i(i-]) F | ) Ext~(X;G,F) , tels que 2 ~ q-] ' commutent aux limites inductives 

filtrantes de l'ar~ument F . 

Se d~duit de 5.7. et de 5.3 par la suite spectrale (V 6.1.3). 

5.9. Soient (E,A) un topos annel~, ~ une famille de supports de E (V 6.12), 

G un A-module de r-prEsentation finie (5.6), X un objet de E alg~brique et cohe- 

rent (2.3). En passant ~ la limite inductive sur les ferm~s de ~ dans les derni~res 

suites spectrales de V 6.9.! et V 6.9.2 respectivement, on obtient deux suites 

spectrales (V 6.13) 

{ ~'Pq = li EXtA(X;G,HzF) " (X;G,F) __ P q - _P+q 
5.9.1 ~2 ~ -- " ~X[A,$ ' 

,r~Pq~2 = ~lim ~xt~(G,H~F)_ ) ~XLA) ¢-p+q (G,F) 

II r~sulte de 5.7 et de 5.8 qu'on a des isomorphismes eanoniques 
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5 . 9 . 2  

' " P q  "~' ExtP(x;G, F) P(P-|) 
e'2 ~ - ~  ' 2 

"E~q ___~ ExtP(G;~F) , p ~< r-! 

~< r - I  

Corollaire 5.10 : On utilise les h~oth~ses et les notations de 5.5. Soient A u__nn 

Anneau de E e__tt G un A-Module de q-presentation finie. Pour tout entier i tel 

que i(i-l) I,~(E;G,F) I,~(G,F) 2 4 r-| , les foncteurs F : ~ Ext e__t_t F! > ~xt 

(V 6.13) eosmmtent aux limites inductives filtrantes. 

Se d~duit de 5 . 5  et 5.7 par les premieres suites spectrales de V 6.9.1 et 

V 6.9.2 respectivement. 

6. Limites inductive et projective d'une cat~@rie fibr~e. 

6.0 Nous supposons que le lecteur eat familier avec la th~orie des categories 

fibr~es [5~. Ce num~ro a essentiellement pour but de fixer la terminologie et les no- 

tations concernant lea categories fibr~es. Toutes les categories consid~r~es dans ce 

num~ro appartiendront, saul mention contraire, ~ un univers fix6 ~ . 

Soient 9, trois o t  orie . > et > 

deux foncteurs. On d~signe par Hom~ (~ la cat~gorie dont les objets sont lea 

foncteurs u : ~ )~ tels que le diagranmm 
d 

soit commutatif, et dont les morphismes aont les ~-morphismes de foncteurs, i.e. les 

morphismes de foncteurs transform~s par 7' en morphismes identiques. 

Soit ~ un objet de ~ . Lea objets X de ~ tels que ~(X) = ~ sont 

appel~s les objets de ~ au__-dessus de ~ . Soit f : ~ > ~ , un morphisme de ~. 

Les morphismes m de ~ tels que ~(m) = f sont appel~s les morphismes de 
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au-dessus de f . Soient f : ~ ~ n un morphisme de ~ et X un objet de~ 

au-dessus de ~ , Y un objet de ~ au-dessus de ~ ; on d~slgne par Homf(X,Y) 

l'ensemble des morphismes de X dans Y au-dessus de f . 

D~finition 6.1 : 

I) Un morphlsme m : X > Y de ~ est dit cart~sien sl pour tout morphlsme 

p : Z > Y au-dessus de ~(m) , il existe un unique m?rphisme q : Z ..... , X au- 

dessus de l'identit~ de ~(X) tel que mq = p . 

2) La cat~gorie ~ est dite pr~fibr~e par ~ au-dessus de ~ si pour tout 

morphlsme f : ~ > q de ~ tout ob~et de ~ au-dessus de ~ est but d'un 

morphisme cart~sien au-dessus de f . 

3) La cat~orle ~ est dire fibrae par ~ au-dessus de ~ sl elle est pr~fl- 

brae et sl le compos~ de deux morphismes cart~siens c omposables de ~ est u n morphlsme 

cart~sien. 

6.1.1. Soit ~ un objet de ~ . On appelle cat~gorie fibre de ~ en ~ , et on 

d~slgne par ~ , la sous-cat~gorie de ~ dont les objets sont les objets de ~ au- 

dessus de ~ et les morphismes sont les morphismes de ~ au-dessus de id~ . Soient 

deux objets X et Y de F , on d~signe par Hom~(X,Y) l'ensemble des morphlsmes 

de X dans Y dans ~ 

6.1.2. Soit f : E ~ n un morphisme de ~ . Un objet de Y au-dessus de n 

est but d'un morphisme cart~sien au-dessus de f , si et seulement si le foncteur 

d~fini sur la fibre ~_ ~ valeur dans les ensembles 

Z | ~ Homf(Z,Y) 

est representable. Lorsque la eat~gorie 

Y | > H(ymf( . ,Y) Y ~ ob(~) 

valeurs dans la cat~gorie des prfifaisceaux d'ensembles sur 

leurs dans la catfigorie des foncteurs repr~sentables sur ~E 

isomorphlsme unique pros, un foncteur fx : 

z ~ ob (~) 

est pr~fibr~e, le foneteur 

est en falt ~ va- 

, et d~finit done, 

~ , qui est appel~ le foncteur 
n 
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image r~ciproque pour f . Supposons que la categoric ~ soit pr~fibr~e et choisis- 

sons pour tout morphlsme f de ~ un foncteur changement de base f~ , La categoric 

est alors flbr~e au-dessus de ~ sl et seulement si pour tout couple f et g 

de morphlsmes composables de ~ le foncteur compos~ ~# est un foncteur image 

r~clproque. Soit alors 

(6.1.2.1) Cf,g : f~g@ ~ (gf)~ 

l'isomorphlsme canonlque. Les isomorphismes Cf,g v~rifient une condition de cocycles, 

provenant de l'associatlvit~ de la composition des morphismes dens ~ : 

(6.1.2.2) Cf,hg(f~ o Cg,h) = Cgh,f(Cf,g o h ~) 

6.1.3. R~ciproquement lorsqu'on se donne pour tout objet ~ de ~ une categoric 

~ , pour tout morphisme f : ~ ~ ~ un foncteur ~" : ~q > ~ , et pour 

tout couple (f,g) de morphlsmes de ~ un isomorphisme de foncteurs 

Cf,g : f~g~ > (fg)~ ~ tels que les Cf,g v~rifient la condition (6.1.2.1), on 

peut construlre de mani~re essentlellement unique une categoric ~ fibr~e au-dessus 

de ~ dont les fibres "sont" les categories ~E et dont les foncteurs changement de 

base peuvent ~tre choisis "~gaux" aux foncteurs dorm, s ~ l'avance [5]. 

6.1.4. Soient ~ et ~ deux cat~gorles au-dessus de ~ . On d~signe par 

H°mcart/~ (~,~) 

la sous-cat~gorie pleine de Hom~(~,~) d~finie par les foncteurs qui transforment 

les morphlsmes cart~siens de ~ en morphismes cart~siens de ~ . Les objets de 

HOmart/~(~,~) sont appel~s foncteurs cart~siens. 

Soient C et C' deux categories et S un ensemble de morphlsmes de la 

categoric C . On d~signe par Homs-I (C,C') l'ensemble des foncteurs de C dans 

C' qul transforment les morphismes de S en isomorphismes. 

D~slgnons par (Cat) la cat~gorle dont les objets sont les cat~gorles appar- 

tenant ~ l'univers et dont les morphismes sont les foncteurs entre ces categories 

(la cat~gorle (Cat) n'appartient pas ~ l'univers). 

Soient ~ une categoric au-dessus de ~ et S l'ensemble des morphismes 

cart~siens de ~ . La cat~gorie ~ d~finit deux foncteurs sur (Cat) ~ valeur dans 
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la cat~gorie des ensembles appartenant ~ l'univers : 

C: ~ Homs-1 (~,C) C ~ ob(Cat) 

C! ~ HOmcart/~([,C × ~) = {Foncteurs cart~siens de ~ dans C × ~ } 

(la cat~gorie C × ~ est consid@r~e comme une eat~gorie au-dessus de ~ par le 

foncteur deuxi~me projection). 

Proposition 6.2 : Les foncteurs (Cat) .... >(Ens): 

C | ~ Homs-l(~' ,C)  

C~ > HOmcart/~(~,C ×~ ) 

sont canonlquement isomorphes, lls sont repr~sentables. 

Preuve : Pour prouver la premiere assertion, il suffit de remarquer que les morphismes 

cart~siens de C × ~ sont les morphismes d@ la forme m x f , o~ m est un isomor- 

phisme de C . Pour prouver la seconde assertion, il suffit de prouver que le foncteur 

Homs-l(~, . ) est representable. Ceci r~sulte de Ill. Indiquons simplement l'id~e de 

la d~monstration. On adjoint formellement aux morphismes de ~ les inverses des mor- 

phismes de S . On consid~re la cat~gorie libre engendr~e par les objets de ~ , les 

morphismes de ~ et les inverses formels des morphismes de S (cat~gorie des chemins). 

On passe au quotient par les relations provenant des relations entre morphismes de 

et les relations du type : 

-I -I 
s s = id , ss = id s ~ S 

La cat~gorie alnsi obtenue est notre ~ (S-I). La cat~gorie ~(S -|) munie du fonc- 

teur canonlque Q : ~ ~ ~(S -1) repr~sente le foncteur Homs-l(~, . ) 

D~finltion 6.3 : Lorsque ~ est fibr~e au-dessus de ~ le foncteur Homs-1(~, . ) 

est not~ Lim~ et est appel~ le foncteur limite inductive de ~ au-dessus de ~o. 
8" 

La cat~gorie qui le repr~sente est encore notre Lim~ et est appel~e la cat~gorie ~o~ 
limite inductive de ~ au-dessus de ~o . 

6.4.0 Supposons ~ fibr~e au-dessus de ~ ; choisissons pour tout morphisme f 

de ~ un foncteur changement de base au-dessus de f et soit 
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Q : ~ > L i m ~ "  

le foncteur canonique. Les foncteurs d'inclusions des fibres de ~ dans ~ compos6s 

avec le foncteur Q fournissent, pour tout objet ~ de ~ , un foncteur 

U~ 

et pour tout morphisme 

canonique pros : 

f : ~ ~ n de ~ un diagramme commutatif ~ isomorphisme 

n 

f~ ~ Y 

La eat6gorie Lim~ apparalt alors come la I/mite inductive au sens des peeud 9- 

foncteurs [57 du pseudo-foncteur ~o ; Cat qui associe ~ tout ~ ~ ob , 

~:?~ et ~ tout f : ~ > rl , le foncteur E* : ~ > . On notera route- 

lois que m~me Iorsque ~ I ) ~ est un v~ritable foncteur, la cat6gorie Li~ 
~6 

n'est pas en g~n~ral la limite inductive au sens de 1 2 du foncteur ~ I > ~ 

(cf.  6.8).  

Proposition 6.4 : Soit ~ une cat6gorie fibr6e au-dessus de ~ . On suppose que la 

cat6gorie ~ poss~de les propri~t~s suivantes : 

LI) Tout diagramme 

/ 

s'ins~re dans un diagramme con~nutatlf : 
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7",,, \ / , -  
L2) 

phisme t v~rifiant la relation 

relation uw ffi vw . 

(Notons que si la eat~gorle 4 ° 

Pour tout couple de morphisme u,v : . ~ tel qu'il existe un mor- 

tu ffi tv , il existe un morphisme w v~rlfiant la 

est pseudo-filtrante (I 2.7), elle poss~de les 

p r o p r i ~ t ~ s  LI)  e t L 2 ) ) .  L ' e n s e m b l e  

l e s  p r o p r i ~ t ~ s  : 

S des  morph i smes  e a r t ~ s l e n s  de Y poss~de  a l o r s  

F r l )  L'ensemble 

S . 

S est stable par composition. Les isomorphismes appartiennent 

Fr2)  Tout  diagramme 

o_~ s a p p a r t i e n t  ~ S , p e u t  se  e o m p I ~ t e r  e n  un  diagramme c o ~ u t a t i f  

/ \  
\ 7  

o7 t a p p a r t i e n t  ~ S . 

F r3 )  Pour  t o u t  c o u p l e  de morph i smes  u , v  : . ~ t e l  q u ' i l  e x i s t e  un mor -  

phisme s E S v~riflant la relation su - sv , il existe un morphlsme t ~ S tel Rue 

ut m vt . 

Preuve : Laiss~e au lecteur ~ tltre d'exerciee. 
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Proposition 6.5 : Soient ~ une cat~gorie, S un ensemble de morphismes de 

poss~dant les propri~t~s Frl), Fr2) e~t Fr3) (6.4). Pour tout obiet X d_~e ~ , d~si- 

gnons par S(X) la cat~gorie des morphlsmes de S de but X . La cat~orie S(X) est co- 

filtrante (I 2.7). La cat~gorie ~(S -l) (qui repr~sente le foncteur Homs-l(~ , , )) 

peut alors se d~crire comme suit : 

a) Les objets de ~ ( S  - 1 )  sont les objets de 

b) Soient X et Y deux objets de ~(S -l) . On a 

Homg(S_l)(X,Y) = , i ~  ~omF( . ,Y) 
s(x) 

c) Soient f : X > Y et g : Y > Z deux morphismes de ~(S -I) 

Solt 

(resp. 

Y t ~S 

un diagra,Ene dans 

Y 

dont l'image est f (resp. 

z 

g ). Soit 

t '  ~ S ) 

Y 

E' 

t" ~ S 

un diagra~me eommutatif dont l'existence est assur~e par Fr2). L'image dans 

HOm(S_l~X,Z) du diagramme 

est le morphisme compos~ gf . 

Lt ,I 

X 7. 
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Soit 

) ~ (s -l) 

le foncteur canonique. 

d) Le foncteur ~ : ~(s-l) ̂  , ~^ ( F I ~, F o Q 1 5.0) est pleine- 

ment fld~le et injectif sur les objets. 

e) Le foncteur Q! : ~" > ~(s-l) ̂  

(I 5.1) e st exact ~ ~auche. (II en est donc de m~me du foncteur 

les llmltes projectives finies sont repr~sentables). 

(ad~oint ~ gauche aufoncteur Q~ 

Q lorsque dans 

Preuve : Nous renvoyons pour la preuve ~ [I]. 

Exercice 6.6. : Soient ~ une cat~gorie, S un ensemble de morphlsmes de ~ pos- 

s~dant les propri~t~s Frl), Fr2) et Fr3). Pour tout objet X de ~ , on note SIX) 

la cat~gorle des morphismes de but X . 

a) La cat~gorie S(X) est cofiltrante (I 2) 

b) Pour tout objet X de ~ , d@signons par Js(X) l'ensemble des cribles de 

X qul contlennent un crible engendr@ par un morphlsme de S . Les Js(X) d~finlssent 

sur ~ une topologie T . 

c) Pour la topologie T , les morphismes de S sont bicouvrants (II 5.2). 

d) Pour tout objet X de ~ , d@slgnons par j2(X) la cat@gorle des morphismes 

bicouvrants de but X . La cat~gorie S(X) est cofinale dans j2(X) (I 8). 

e) Soit G un pr@faisceau d'ensemble sur ~ . Soit a le foncteur associ@ pour 

la topologie T . Pour tout objet X de ~ , on a un isomorphisme canonique 

a G(X) ~,limC( . ) 
S(X) 

Un pr~falsceau est un faisceau si et seulement s'il transforme tout morphisme de S 

en isomorphisme. 

f) On cholsit le foncteur faisceau associ~ de fa~on que sa restriction ~ ~ soit 

injectlve sur les objets. D~slgnons par ~ la sous-cat~gorie pleine de la cat~gorie 

des falsceaux d'ensembles sur ~ d~finle par les faisceaux associ~s aux pr~faisceaux 
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repr~sent~s. La cat~gorie ~ est isomorphe ~ la cat~gorle ~(S -I) d~crite dans 6.5. 

Les objets de ~ forment une famille de g~n~rateurs du topos ~ des faisceaux d'en- 

sembles sur ~ . La topologie induite sur ~ par la topologie canonlque de ~% est 

la topologle grossi~re (II 1.I.4). 

g) Soit Q : ~ • ~ le foncteur canonlque. Le foncteur q est un morphisme 

(topologie grossi~re) 4ans le site ~ (topologie T de b)) (IV 5.9) et du site 

induit un isomorphisme sur leg topos correspondants. 

h) Soit u : ~ ~ C un foncteur. Le foncteur u est continu, si et seulement 

s'il transforme les morphismes de S en isomorphismes (III l.l) 

i) Soit u : 

phismes. Le foncteur 

C un foncteur transformant les morphismes d~ S 

u se factorise d'une mani~re unique en 

en isomor- 

g 
(On utillsera III 1.4). 

j) Solt PROSY la sous-cat~gorle pleine de Pro ~ (I 8) d~finle par les pro- 

objets dont les morphlsmes de transition sont dans S . Montrer que le foncteur Q 

factorlse en 

Se 

~. i ~ Pros¢~ j ~ ~S_I 

o~ j eat la restriction ~ Pro S~ de Pro Q . Montrer que le foncteur j admet un 

adjoint ~ gauche plelnement fld~le 

A : ~S-I ~ Pros~ 

Montrer que pour tout objet X de ~ , AQ(X) eat le pro-objet 

Y - - ~ x  6 s(x) l , Y 
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Proposition 6.7. Soient ~ une cat~ori9 cofil~rant e (I 8.7) et ~ )~ une 

cat~orie fibr~e (6.1.3)). 

3) Soient ~ un ob~et de ~ e_t_t ~/ E la cat~orie fibr~e sur ~ 

nue par le chan~ement de base ~/~ ~ ~ . Le foncteur canonique 

Lim ~ / E ) Lim~ est une ~quivalence de cat~orie. 

2) Soit plus g~n~ralement ~' ~un foncteur coflnal (I 8). Soit 

~' )~' la cat~gorie fibr~e d~duite de F ~ par le chan~ement de base 

~'" ~ ~ ee foncteur canoni~ue : 

Li~ ~' ) Lim 
~' 8 " 

est une ~qulvalence de categories. 

Preuve. Exercice. 

Exercice 6.8. 

l) Solent g : ~o • Cat 

ob te- 

un foncteur et ~ > ~ la cat~gorie fibr~e 

correspondante [5]. Montrer qu'il existe un foncteur canonique Li,,o. ~ ~ , ~i, g 
% 

Montrer que ce foncteur n'est pas n~cessairement une ~quivalence de categories. (On 

pourra prendre pour g le foncteur constant dont la valeur est l'objet final de Cat 

et pour ~ la cat~gorie associ~e ~ un groupe). 

2) On suppose que la cat~gorle ~o est peeudo-filtrante. Montrer qu'alors 

• ~im g est une ~quivalence de categories. 

une ca t~orle fibr~e (6.1). Le foncteur 

= HOmcart/[ (Cx~ ,F ) 

le foncteur canonlque ~ 

Proposition 6.9. Soit 

(Cat) • (Ens) : 

C: 

est representable par la cat~orie HPmcart/~(~ ,~) . 

Solent C une cat~gorie, F : Cx~ ~ un~-foncteur cart~slen (6.1.4), 

X un objet de C . Le foncteur ~ ! ~ F((X,O) est un foncteur cart~slen not~ 

F'(X) dec dana ~ qui d~pend fonctoriellement de X . D'o~ une application 

F| ~ F' de HOmcart/g(C ~,~) dana Hom(C,HOmcart/~(~,~)) fonctorielle en C 

dont on v~rlfie imm~diatement que c'est une bijection. 
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6.10. La cat~gorie ffOmcart / (~,~) est appel~e la cat~gorie des sections cart~siennes 

de la cat~gorle fibr~e ~ . Elle est aussl appel~e parfais la cat~gorie limite pro- 

jectlve de ~ sulvant ~o . Elle est alors notre ~ [23 . 

6.11. Choisissons un scindage de la cat~gorie fibr~e ~ >~, i.e. choisissons pour 

toute fl~che f :~ ~ ~ de ~ un foncteur changement de base fx :~q ~ ~ . 

Pour tout objet ~ de ~ , notons 

v~ :~@ , ~ 

le foncteur d'~valuation en E . Pour tout morphisme f :~ 

de foncteurs con~mutetif ~ isomorphlsme canonlque pros : 

n, on a un dlagranm~e 

La cat~gorle Lim~ apparalt ainsi conm~e la limite projective au sens des pseudo- 

foncteurs de ~ ~ ~ ~ . M~me lorsque ~ I ~ -- ~ est un v~ritable foncteur (i.e. 

m~me lorsque le scindage choisi est un clivage [53) les categories nim~ (6.10) et 

~im ~, (I 2) ne sont pas, en g~n~ral, ~quivalentes. 

7. Topos et sites fibres. 

7 . 1 .  Topos f l b r ~ s .  

D~finitlon 7.1.1. Soit U un unlvers. Un U-topos fibr~ sur une cat~$orie I est 

une c a t ~ g o r i e  f i b r ~ e  s u r  I (6 .1 )  : 

p : F ) I 

dont les fibres sont des ~-topos, et dont les foncteurs images inverses 

aux morphismes f : i ~ j de I sont des foncteurs fz : F. • F. 
-- J I 

inverses de morphismes de topos f. : F. > F. (IV 3.|.2). 
....... I 3 

7.2.1. II revlent au m~me de dire qu'un ~-topos fibr~ sur une cat~gorie I 

cat&gorie fibr~e p : F 

(X) relatifs 

images 

est une 

> I dont les fibres sont des U_-topos et dont les fonc- 

(1) pour la structure fibr~e (6.1.2). 
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teurs images inverses sont exacts et commutent aux limites inductives (IV 1.6). 

7.1.3. Choisissons pour tout morphisme f : i Y j de I un foncteur image in- 

fl f g verse : F. ------~F. . On a alors, pour tout couple i > j > k de 
3 l 

• : f~gl ~ (gf)$ morphismes composables de I un isomorphisme canonique Cf,g 

(6.1.2.|) et les Cf,g poss~dent la propri~t~ d~ cocycle 6.1.2.2. Choisissons de 

plus, pour tout f : i • j un foncteur adjoint ~ droite f@ : F.I -----~F.3 au 

foncteur f~ : Fj ) F.~ . Le foncteur f~ : F i * F.3 est d~fini a isomorphisme 

canonique pros par sa propri~t~ d'etre adjoint ~ droite ~ ~ . On en d~duit, par les 

r~sultats g~n~raux sur les foncteurs adjoints~ des isomorphismes canonlques ; 

(7.1.3.1) c' ; g,f g~f~ (gf)~ , 

qui poss~dent une propri~t~ de cocycle analogue g la propri~t~ 6.2.2.2 et qu'on laisse 

au lecteur le soin d'expliciter. En appllquant alors les r~sultats de 6.1.3, on obtient 

une cat~gorle fibr~e sur I ° : 

(7.1.3.2) p' : F' ~ I ° 

On v~rifie facilement que la cat~gorle flbr~e p' : F' • I ° ne d~pend pas g 

l°-isomorphisme unique pros des diff~rents choix utilis~s pour la construire (~ 

La fibre en tout objet i de I ° de la cat~gorie fibr~e p' : F' > I ° est cano- 

niquement isomorphe au U-topos F. et est identifi~e gce dernier. Les foncteurs 
-- 1 

images inverses de la cat~gorie fibr~e p' : F' ~ I ° sont des foncteurs images 

directes par des morphismes de topos. 

7.1.4. Soit p : F • I un U-topos fibre. Choisissons pour chaque f : i > j 

un morphisme de topos (IV 3.1.2) f. : F i ~ Fj tel que le foncteur image inverse 

fl (par f. ) soit l'image inverse pour la structure fibr~e (6.1). On obtient alors 

des eocycles Cf,g 

tion des morphismes 

du topos flbr~ F 

F 

reliant ces morphismes de topos (7.1.3.1 et 7.1.3.2). La collec- 

f. , f ~ FI(1) , et des cocycles Cf,g est appel~e un biscinda~e 

• I . Le choix d'un biscindage permet d'associer au topos fibr~ 

I un pseudo-foncteur i I ~ F i de la cat~gorie I dans la 2-cat~gorie 

(~) Le r~dacteur pr~sente ees excuses pour le caract~re non intrlns~que de cette 

construction. 
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des U--topos. On peut alors lui associer de mani~re easentiellement unique (cf.[~) un 

U-topos fibr~ F ~ I muni d'un biscindage tel que le pseudo-foncteur correspon- 

dant soit canoniquement isomorphe g i ! ~ F.. Dans la pratique on notera le plus 
I 

souvent un ~-topos fibr~ F ) I par la notation (Fi)i~ I en supposant impllci- 

tement qu'on a choisi un biscindage. On notera cependant que les constructions qu'on 

effectue sur les topos fibres (telles que le topos total associ~ (7.4), la limite pro- 

jective (8.1)) ne d~pendent que des topos fibres et non pas des biscindages ~ventuel- 

lement choisis. 

D~finition 7.1.5. Soient p : F • I e t q : G ~ I deux U-toFos fibres sur 

I . Un morphisme m de topos fibres de (F,p) dans (G,q) consiste en la donn~e 

d'un l-foncteur m ~ : G > F (6.1.4) et en la donn~e pour tout i objet de I d'un 

ad~oint ~ droite mi~ : F.I ) G.I au foncteur m~1 : G.I ) F.I obtenu en restrei- 

gnant aux fibres en i le foncteur m ~ . cette donn~e doit ~tre de plus soumlse ~ la 

condition suivante : Pour tout ob~et i d_~e I le couple de foncteurs adjoints 

$ 
(m i , mi; ) est un morphisme du topos F. dans le topos G. 

1 1 

7.1.6. Soient m : (F,p) ) (G,q) un morphisme de U-topos fibres sur I et 

p' : F' ) I ° , q' : G' ~ I ° les categories fibr~es associ~es par le proc~d~ 

7.1.3 aux topos fibres (F,p) et (G,q) respectivement. Choisissons des biscindages de 

F et G (7.|.4), notes dans les deux cas (f:i • j) : = f. : (f~,f~) , de F. 
i 

dans F. et de G. dans G. respectivement. Comme f~ : G ) F est un l-foncteur, 

on a, pour tout morphisme f : i ) j , un morphisme de foncteurs (morphisme de 

transition) 

(7.1.6.1) bf : f mj ) i" ' 

et pour tout couple i f ) j g ; k de morphismes composables, on a 

(7.1.6.2) m~(Cf3g) ~f fi(bg) = bgf Cf,g 

En passant aux foncteurs adjoints, on obtient des morphismes 

(7.1.6.3) b~ : flmi~ -mj~f, 

qui satisfont ~ des relations analogues aux relations (7. ! .6.2). Comme les foncteurs 
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f~ sont des foncteurs images inverses des categories fibr~es (F',p') et (G',q') 

(7.1.3), on peut construire un I°-foncteur : 

(7.1.6.4) m~ : F' • G' , 

dont lea restrictions aux fibres sont les foncteurs m. 

' On v~rifie avec un peu de patience que le foncteur de transition sont les bf . 

ainsi construit ne d~pend pas du choix des morphismes de topos f. (x) 

et dont les isomorphismes 

m 

7.1.7. On note HomtoPl(E,G) l'ensemble des morphismes de topos fibres entre le to- 

pos fibr~ (F,p) et le topos fibr~ (G,q) . L'ensemble HomtoPl(F,G) eat l'ensemble 

des objets d'une categoric notre Homto~l(F,G) : Si m et n sont deux morphismes 

de topos fibres, un morphisme de m dans n est un l-morphisme du foncteur n 

dana le foncteur m ~ . On en d~duit d'ailleurs par adjonctlon un I°-morphisme du 

foncteur m i dans le foncteur n (7.1.6). On a donc en d~flnitlve deux foncteurs : 
x 

HomtoPl(F,G) ) HOml(G,F)° (7 .1 .7 .1)  

(7 .1 .7 .2)  HomtoPl(F,G) HOmlo(F',G') 

(m~' (mi~) i~Obl ) ' d'une part le foncteur qui associent ~ tout morphisme m ~ 

HomI(G,F) , et d'autre part le foncteur m~ ~ HOmlo(F',G') obtenu en recollant les 

mi~ comme en (7.1.6). Le foncteur m s : G • F (7.1.7.1) est appel~ le foncteur 

image inverse par le morphisme de topos fibr~ m : F G ; le foncteur 

m~ : F' ~ G' (7.1.7.2) est appel~ le foncteur image directe par le morphisma de 

topos fibr~ m : F ~ G . II r~sulte im~diatement des d~finitions que les fonc- 

teurs m ~ ~ m ~ et m i )m~ sont pleinement fiddles et que leurs images essen- 

tlelles sont, d?une part, l'ensemble des l-foncteurs de G dans F qui, fibre par 

fibre, sont exacts et comutent aux limites inductives et~ d'autre part, l'ensemble 

des le-foncteurs de F' dans G' qui, fibre par fibre, poss~dent un foncteur adjoint 

gauche exact. Ceci justifie les abus de langage consistant ~ d~finir un morphisme de 

topos fibres par son image directe ou son image inverse. En fair un tel morphisme de 

(x) volr note du has de la page ll2. 
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topos flbr6s n'est alors d6finl qu'~ isomorphisme unique pr~s. 

On note HomtOPcart/l(F,G) la sous-cat~gorie pleine de HomtoPl(F,G) 

engendr~e par les morphismes m tels que m (ou ce qui est 6quivalent m g ) soit 

un foncteur cart~sien (6.1.4). De tels morphismes sont appel6s des morphismes cart6- 

slens. On a done des foneteurs pleinement fiddles, induits par 7.1.7.l et 7.l.7.2 

(7.1.7.3) HomtOPcart/l(F,G) ~ HOmcart/l(G,F)° , 

(7.1.7.4) HomtOPcart/l(F,G) > Homcart/lo(F',G') 

7.1.8. Solent p : F > I , q : G > I , r : H > I trois U_-topos fibr6s 

sur I et m : F , G , n : G ~ H deux morphismes de M-topos flbr~s. On d~fi- 

nit cone en IV 3.3 le compos~ des deux morphismes m et n , qu'on note 

nm : F ~ H , et sl V est un unlvers tel que U 6 V , on d~finit une cat~gorie 

(V-U-Top/I ) dont les objets sont les U--topos flbr6s sur I ~ cat6gorles fibres 616- 

ments de V , et dont les morphismes sont les morphismes de U-topos fibres sur I . 

De plus, corame en IV 3.3.2, l'application de composition 

HomtoP/l(F,G)xHomtoP/l(G,H) ~ HomtoP/l(F,H) 

est l'applleation induite sur les objets par un "foneteur de composition de morphismes": 

HomtoP/l(F,G) HomtoP/I(G,H) , HomtoP/i(F,H) 

et les considerations de IV 3.3 et IV 3.4 s'~tendent sans changement au cas des U-topos 

fibres. Le lecteur aura d'ailleurs remarqu~ que lorsque I est une cat~gorie ponc- 

tuelle (un objet, un morphisme identique) un U-topos fibr~ sur I "n'est autre" qu'un 

U--topos, et un morphisme de U-topos fibres "n'est autre" qu'un morphlsme de U--topos 

et les constructions pr~e~dentes se r~duisent ~ eelles de IV 3. 

7.1.9. Soient p : F , I un M-topos fibr~ et # : J > I un foncteur. La 

cat6gorle fibr~e pj : Fj , J d~duite de (F,p) par le changement de base 

: J ~ I est un M-topos fibr~ sur J . Solent p' : F' ~ I ° et 

(pj)' :(Fj)' ~ J° les categories fibr~es d~duites respectivement de (F,p) et 

(Fj,pj) par la construction de 7.1.3. On v~rifie imm~diatement que la cat~gorie 

((Fj)' , (pj)') est canoniquement isomorphe ~ la cat~gorie (p')j : (F')j ~ J° 
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d~duite de p' : F' ~ I ° par le changement de base ¢o : jo . ~ I = . Ces deux 

, : , > jo categories fibr~es sur j= seront par la suite identifi~es et noises pj Fj 

L'op~ratlon de changement de base est fonctorielle, et m~me 2-fonctorielle, par rapport 

son argument : pour tout couple p : F > I et G > I de U-topos fibres sur 

I , on a deux dlagrammes commutatifs de cat~gorles et foncteurs : 

Homtop~(F,G) • H0mI(G,F)° 

(7 .  , . 9 .  , )  ~ 

Homtopj(Fj,Oj) > Homj(Gj,Fj) ° , 

( 7 . 1 . 9 . 2 )  

HomtoPl(F,G) > Hqmlo (F' ,G') 

Homtopj(Fj,Gj) > Homjo(F~oGjo) 

o3 les foncteurs verticaux sont des foneteurs changement de base et o~ les foncteurs 

horlzontaux sont respectivement dans (7.1.9.1) les foncteurs "morphisme I > image 

inverse" (7.|.7.1), et dans (7.1.9.2) les foncteurs "morphisme ~ > image directe" 

( 7 . l . 7 . 2 ) .  

7.2. Sites fibres 

7.2.l. Un U-site flbr~ C sur une cat~gorie I est une cat~gorie fibr~e 

p : C , I dont les fibres sont munies de topologies faisant de celles-ci des 

U-sites (IV 3.0.2) telles que pour tout morphisme f : i > j de I , le foncteur 

image inverse f@ : C. • C. soit un morphisme du site C. dans le site C. j z 1 j 
(IV 4.9. I). 

7.2.2. Soient p : C ~ I 

morphisme de U-sites fibres de 

et q : D ~ I deux U-sites fibres sur I . Un 

C dans D est un l-foncteur (6.0.) m : D-----~C 

tel que pour tout objet i de I , le foncteur m. : D. > C. soit un morphisme 
i i l 

du site C i dans le site D i . On d~signe par Morsitel(C,D) l'ensemble des mor- 

phismes de sites fibres de C dans D . Un foncteur continu du site fibr~ D dans le 

site fibr~ C est un l-foncteur de D dans C qui induit sur les fibres des fonc- 

teurs contlnus (III l). On note COntl(D,C) l'ensemble des foncteurs continus du 

278 



- 117 - VI 

site fibr~ D dans le site fibr~ C . On d~signe par Morsitel(C,D) la sous-cat~gorie 

pleine de Homl(D,C)° d~finie par l'ensemble d'objets Morsitel(C,D)~ HOml(D,C ) . 

On d~slgne de m~me par ContI(D,C) , la sous-cat~gorie pleine de HomI(D,C) d~finie 

par le sous-ensemble d'objets Cont~(D,C) C HomI(D,C ) . On a done deux foncteurs plei- 

nement fiddles et injectifs sur les objets 

(7.2.2.]) Morsitel(C,D ) • ~ COntl(D,C)° • > HOml(D,C)° 

On d~finlt, de m~me qu'en 7.1.7, les morphismes cart~siens du site fibr~ C dans le 

site fibr~ D . On a un diagran~ne de sous-cat~gories pleines 

(7.2.2.2) 

Morsltecart/l(C,D) • ~ HOmcart/l(D,C)° 

Morsitel(C,D ) • • HOml(D,C)° 

7.2.3. Les morphismes de U-sites fibres se composent. Ceci permet de d~finir la eat~- 

gorie (V-U-Slte/1) dont les objets sont les U-sites dont les fibres appartiennent 

un univers ~ [dont ~ est un ~l~ment). La categoric V-U--site est d'ailleurs munie 

d'une structure de 2-eat~gorie et en particulier la composition des morphismes de U- 

sites fibres est fonctorielle par rapport aux morphismes entre morphismes. Pour tout 

foncteur ~ : J ) I et tout site fibr~ p : C > I , la cat~gorie 

pj : Cj > J d~duite de (C,p) par le changement de base ~ : J > I , est 

munie canoniquement d'une structure de U-site fibr~ sur J . L'op~ration de changement 

de base est 2-fonctorielle. 

7.2.4. Solt p : C • I une cat~gorie fibr~e dont les fibres sent munies de 

topologies falsant de celles-ci des U-sites. Supposons que les limites projectives 

soient repr~sentables dans les categories fibr~es. Pour que p : C • I soit un 

U_-site fibr~ il suffit que les foncteurs images inverses soient exacts ~ gauche et 

transforment families couvrantes en families couvrantes, et cette condition est aussi 

suffisante lorsque les topologies des fibres sont moins fines que la topologie cano- 

nique (IV 4.9.2). Tousles sites fibres utilis~s dans ce s~minaire seront du type 

d~crit ci-dessus. De m~me, soient p : C • I et q : D > I deux sites fibres 

tels que les limites projectives finies dans les categories fibres soient repr~sen- 
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tables. Un foncteur cart~sien m : D ~ C qui induit sur les categories fibres des 

foncteurs exacts ~ gauche et qui transforme les families couvrantes des categories 

fibres en familles couvrantes est un morphisme de sites fibres de C dans D , la 

r~ciproque ~tant vraie si les topologies fibres de C sont moins fines que la topo- 

logie canonique (IV 4.9.2). Tousles morphismes de sites fibres utilis~s dans ce 

s~mlnaire seront du type d~crit ci-dessus. 

7.2.5. Un U--topos fibr~ p : F > I est un U--site fibr~ lorsqu'on munit les fibres 

de la topologle canonique, ce que nous ferons toujours par la suite. Soit m : F ~ G 

un morphisme de U--topos fibres. Le foncteur image inverse m : G > F (7.1.7) 

est un morphisme du U-site flbr~ F dans le U-site fibr~ G . On a done un foncteur 

(i-U-ToP/I) • (V__-U--Site/1) , foncteur qul n'est pas fiddle en g~n~ral. Mais ce 

foneteur se prolonge en fait naturellement en un 2-foncteur qui induit, pour deux 

U_-topos fibres F et G sur I , un foncteur : 

(7.2.5.1) Homto~l(F,G ) • Morsitel(F,G ) 

qui est une ~qulvalence de categories, ainsi qu'il r~sulte imm~diatement des d~fini- 

tions. D'ailleurs le foncteur (7.2.5.]) compos~ avec l'inclusion canonique 

Morsitel(F,G) ¢ ~ Homl(G,F)° n'est autre que le foncteur (7.1.7.1) qui, ~ un mor- 

phisme de topos fibres, associe son image inverse. 

7.2.6. Soit p : C ~ I un U-site fibre. Choisissons pour tout morphisme 

f : i ~ j de I un foncteur changement de base ~ : C. • C. . En passant 
3 x 

aux categories de ¢~-faisceaux, le foncteur f~ se prolonge en un foncteur 

Top(f)~ : C~ ~ C.~ , o3 Top(f) : C.~ ~ C.~ est un morphisme de topos (IV 4.9. 
3 1 1 3 

l.l), rendant commutatif ~ isomorphisme pros le diagramme : 

(7.2.6.1) ¢j 

f~ 
C. ~ C .  

] 1 

C~ - T ° P ( f ) t  > C~ 
j 1 

Soient 
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: f}g~ (7.2.6.2) Cf,g " (gf~ ~ 

les isomorphismes canonlques (6.|.2.|) et 

(7.2.6.3) bf : Top(f) ~ Ej ~ elf ~ 

les isomorphismes qul "rendent commutatifs" les diagrammes (7.2.6.]). En utilisant le 

fair que les foncteurs Top(f) ~ commutent aux limites inductlves, on v~rifie imm~- 

diatement que pour tout couple de morphismes composables : i f > j g ~ k , 

il exlste un et un seul isomorphisme : 

(7.2.6.4) Top(Cf,g) : 

tel qu'on alt 

> Top (gf) & 

(7.2.6.5) ¢i(Cf,g)bf Top(f)m(bg) = bgf Top(Cf,g) 

De plus, les isomorphismes (7.2.6.4) satisfont automatiquement la condition de cocycles 

de 6.2.2.2. On peut done construire une cat~gorie fib r~e 

C~/ I  ( 7 . 2 . 6 . 6 )  p : . . . .  ~ I 

dont les fibres sont canoniquement isomorphes aux ~-topos 

cart~slen 

r b 

C. (6.1.3), et un foncteur 
1 

(7.2.6.7) ~e/l : C ~ C ~/I 

qui induit sur les fibres les foncteurs e. : C. > C. . Ii r~sulte imm~diatement 
l I i 

c~/l des d~flnitions que p : ------~ I est un ~-topos fibr~ sur I , que ec/I est 

un morphisme cart~sien de U-sites flbr~s de C ~/I dans C , et que le U--topos fibr~ 

C ~/I ) I et le foneteur cart~aien eC/l ne d~pendent pas, ~ isomorphisme canoni- 

que pros, des diff~rents choix utilis~s pour les construlre (choix des foncteurs 

changement de base f~ et choix des prolongements Top(f)~). Le U_-topos fibr~ C~/I 

est appel~ le U-topos fibr~ associ~ au U_-site flbr~. 

7.2.6.8. On v~rifie que la formation du ~-topos fibr~ associ~ a un site fibr~ 

"commute" aux operations de changement de cat~gorle base. 
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Proposltlon 7.2.7. Soient E un U-topos fibr~ sur I e_~t C un U-site flbr~ sur 

i 
I . Le foneteur m I > m e C/I , associant ~ tout morphisme de topos flbr~s 

m : E ~ C %/I le compos~ avec eC/I du foncteur image inverse associ~ 

C~/I m : • E , induit une ~quivalenee de categories pr~servant les objets 

cart~slens 

HomtoPl(E,c~/l ) ~ ~ Morsltel(E,C) 

Lorsque dans les categories fibres de C les limites projectlves flnies sont repr~- 

sentables, le foncteur pleinement fiddle correspondant 

HomteE~I(E,C~/I) ~ Ho__emi(C,E)° 

a~comme image essentielle l'ensemble des l-foncteurs g : C ~ E qui sont exacts 

~auche fibre par fibre et qui transforment les families couvrantes des categories 

fibres en families ~plmorphiques des categories fibres correspondantes. 

Cette proposition ne fait que g~n~raliser au contexte fibr~ la proposition 

IV 4.9.4, et la d~monstration donn~e en IV 4.9.4 se g~n~ralise i~mn~diatement. 

7.3. Exemple 

E xemple 7.3.|. (le topos fibr~ des morphismes d'un topos) 

Soient E un U_-topos , FI(E) la cat~gorie des morphismes de E et 

p : FI(E) > E le foncteur qui associe ~ un morphisme son but. La cat~gorie 

(FI(E),p) est un U-topos fibr~ sur E . (7.1.l et IV 5.1). La fibre en tout objet X 

de E est le topos E/X . Le foncteur image inverse f~ : E/y ~ E/X par un mor- 

phlsme f : X ) Y est le foncteur produit fibre. A tout foncteur ¢ : I > E , 

on peut donc assoeier le U__-topos fibr~ sur I 

(7.3.].I) Pl : FI(E)I ~ I , 

obtenu par le changement de base # : I ) E , dont la fibre en tout objet i de 

I est E/~i) (7.1.9). Si ~ est un univers dont 

notations de 7.|.8, une application 

(7.3.1.2) Hom(I,E) ~ ob(V--U--top/I) 

qui assocle ~ tout foneteur ~ ~ Hom(I,E) 

E est un ~l~ment, on a, avec les 

le U__-topos fibr~ sur I d~dult de (FI(E),p) 
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par le ehangement de base ~ : I ~ E . Soient ~ 1 et ~ 2 deux foncteurs de I 

dans E et m : ~ ] ~ ~ 2 un morphisme de foncteurs. Notons Pl : FI(E) I > I 

et P2 : FI(E)2 ~ I les U-topos flbr~s sur I d~duits de p : FI(E) • E par 

les changements de base ~ I : I • E et ~ 2 : I > E respectivement. Choisis- 

sons, pour tout objet i de I , un morphlsme de topos (IV 5.5.2) 

(7.3.1.3) loe(m(i)) : E~ l(1) ~ E~2(i ) 

On v~rifie alors facilement qu'il existe un et un seul (x) morphisme eart~sien de 

topos fibres sur I : 

(7.3.1.4) loc(m) : FI(E) 1 ~ FI(E)2 , 

qul indulse sur les topos fibres les morphismes loc(m(i)) . Le morphisme 

loc(m) : FI(E) I ~ FI(E) 2 est d~termin~ ~ isomorphisme canonique pros par le mor- 

phisme de foncteurs m : ~I ~ ~2 " Si n : ~2 e ~3 est un morphisme de fonc- 

teurs, on a un isomorphisme 

(7 .3 .1 .5 )  c(m,n) 

et les isomorphlsmes c(m,n) 

: loc(n) loc(m)  "~ loe(nm) 

poss~dent une propr i~t~  de coeyele analogue ~ 6 .1 .2 .2 .  

Exemple 7.3.2. (Le site fibr~ des morphismes d'un site). 

Soient C un U-site o3 les produits fibres sont repr~sentables, FI(C) la 

eat~gorle des morphlsmes de C et p : FI(C) ~ C le foncteur qui assoeie gun 

morphisme son but. La cat~gorie fibr~e (FI(C),p) est un U-slte fibr~ sur C lorsqu' 

on munlt les categories fibres des topologies induites (II 5.2). Soient 

e C : C + C ~ le foncteur canonique de C dans la cat~gorie des U__-falsceaux sur 

C . En notant Fl(e C) l'extenslon naturelle de ee dernier foncteur aux categories de 

morphlsmes, on a un diagra~me cor~mutatif de categories et foncteurs : 

FI(~ C) 
FI(C) ) FI(C ~) 

(7 .3 .2 .1 )  P 1 ~ P 

C ~ C 

(x) l'unlcit~ provient de ce qu'on exige, avee les notations de (IV 5.5.3), la 
foz~ule : (gf) 1 = gtf! " 
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d'o~ un foncteur cart~sien entre categories fibr~es sur C : 

FI(C) ~ FI (C~) C 

(7.3.2.2) P ~  / C  

C 

o~ P/C : FI(C~ )C ~ C est d~duite de FI(C ~) 
e~ 

e C : C ~ C . Le foncteur FI(C) ~ FI(C~ )C 

site fibr~ FI(C~)c dans le site fibr~ FI(C) 

de topos fibres sur C : 

(7.3.2.3) can : FI(C~)c > FI(C) ~/C 

o~ FI(C) ~/C est le topos fibr~ sur C associ~ au site fibr~ 

compos~s 0 o can et 

Soit ~ : I 

site fibr~ sur I : 

C par le changement de base 

de 7.3.2.2 est un morphlsme du 

(7.2.2), d'o~ par 7.2.7 un morphisme 

FI(C) ~ C (7.2.6). 

Ii r~sulte de la d~finition du topos fibr~ associ~ (7.2.6) et de II 5.5 que le mor- 

phisme can de 7.3.2.3 est une C-~quivalence deE-topos fibres sur C , i.e. il 

un morphisme e : FI(C) ~/C ....... > FI(C~)C de U_-topos fibres sur C tel que existe les 

can o 8 soient C-isomorphes ~ l'identit~. 

> C un foncteur. On en d~duit par changement de base un 

(7.3.2.4) Pl : FI(C)I ~ I 

et comme la formation du topos fibr~ associ~ commute au changement de base (7.2.6), on 

a une l-~quivalenee de E-topos fibres 

(7.3.2.5) can I : FI(C~)I ...... ~ FI(C)~/I 

o~ FI(C~)I ~ I est le U-topos fibr~ obtenu par le changement de base 

e C o ~ : I ~ C 

Solent enfin ~I : I ~ C et ~2 : I ~ C deux foneteurs et 

m : ~l ; ~2 un morphisme de foncteurs. Notons FI(C) I et FI(C) 2 les sites 

fibres sur I d~duits de p : FI(C) > C par les ehangements de base ~1 et ~2 

respeetivement. On construit come en 7.3.1 un morphisme de sites fibres sur I : 

(7.3.2.6) lot(m) : FI(C) I ) FI(C) 2 
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Notons FI(C )1 > I et FI(C )2 > I les U-topos fibres sur I obtenus par 

les changements de base e C o ~l et E C 0 #2 respectivement. On a un diagramme co~m~u- 

tatif ~ isomorphlsme pros de morphismes sur I : 

(7.3.2.7) 

loe (ec~m) 
FI(C )l > FI(C )2 

1 lot(m) "I 
FI(C) I ~ FI(C)2 

oQ les morphismes verticaux se d~duisent par changement de base des morphismes de 

7 . 3 . 2 . 2 .  

Exerclce 7.3.3. (Petit site et gros site fibres). 

Cet exercice est une suite ~ l'exercice IV 4.10.6 dont on utilise les hypo- 

theses et les notations. On note 

les morphlsmes de M , et p : 

M la sous-cat~gorie pleine de FI(S) d~finle par 

S le foncteur qui associe ~ un morphlsme son 

but. 

6 ° ) Montrer que (~,p) est un site fibre sur S et que, Iorsque dans S 

les produits fibres sont repr~sentables, le foncteur d'inclusion M ) FI(S) est 
= 

un morphlsme cart~slen du site fibr~ FI(S) ) S dans le site fibr~ M • S . 

7 ° ) Soit M %/S > S le topos fibr~ associ~ ~ M ~ S . Montrer qu'on 

M~/S a avec les notations de 7.3.2, un morphisme eanonique g : FI(S )/S ~ = de 

topos fibres sur S qui induit sur chaque fibre en X E ob(S) le morphisme 

(Prolx,Res X) (IV 4.10.6 4°)). Montrer que, bien que pour tout X ~ ob(SJ le morphisme 

gx : S/X ) S(X) N a d m e t t e  une s e c t i o n  ( l o c .  c i r . ) ,  l e  morph isme  g n ' a d m e t  pas  

en g~n~ral de section. 

7.4. La topolo~ie totale d'un topos ou d'un site fibrE. 

D~finltlon 7.4.1. Soit p : C • I un U-site fibr~ et pour tout i ~ ob(1) , notons 

=i! : Ci > C le foncteur d'inclusion de la cat~gorie_fibre C i dans C . On 

appelle topologie totale sur C la topologie la moins fine sur C qui rend e continu 

les foncteurs ~iI pour i G ob(1) (III 3.6). On appelle site total la cat~gorie C 

munie de la topologie totale. 
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Proposition 7.4.2. Soient p : c ~ I un U-site fibre, T la t0pologie totale 

sur C et pour tout i ~ ob(1) , T. la topologie de la fibre C. . 

I) Solt X un objet de C au-dessus d'un objet i de I . Une famille 

(X 8 ) X )B E B est couvrante pour T si et seulement si elle est raffin~e par 

une famille couvrante pour T i (Y¥ ~ X)y ~ F de C. 

2) La topolo~ie T induit sur les categories C.I ' les topologies T.z " 

3) Pour tout i ~ oh(1) , le foncteur ai! : C i > C est cocontinu. 

7.4.2.1. La propri~t~ 3) r~sulte de I) et de III 2.1. D~montrons I). Soit, pour tout 

objet X de C , J(X) l'ensemble des cribles de C/X d~crits dans I). On v~rifie 

que les J(X) poss~dent les propri~t~s T I) , T 2) et T 3) de II I.I, et qu'ils 

d~finlssent par suite une topologie T' sur C . La topologie T' est la molns fine 

des topologies sur C pour lesquelles les families couvrantes pour les topologies 

T. sont couvrantes. La topologie T' es~ donc molns fine que T (III 1.6). Pour mon- 
l 

trer que T' = T , il suffit donc de montrer que pour tout objet i de I , le fonc- 

teur ~iv. : C.l • C est contlnu lorsqu'on munit C de la topologie T' ; ou 

encore, il suffit de montrer que la topologle induite par T' sur la cat~gorie C. 
i 

est la topologie T i , ee qui d~montrera en m~me temps la propri~t~ 2). Soit T~ la 
l 

topologle sur C. indulte par T' T~ , et u : R ¢ > X un crible couvrant pour 
I 1 

D'apr~s III 3.2 le morphisme ~i!(u) :~ii(R) > ~i!(X) est bicouvrant et en par- 

ticuller couvrant, ce qui revient ~ dire, d'apr~s la d~finltion de T' , que le cri- 

ble R ~ • X est couvrant pour T i . La topologie TI est donc moins fine que T i , 
i 

et pour d~montrer que T~I est plus fine que T i , il suffit, par d~finition de la 

topologie induite (III 3.1), de montrer que le foncteur ~it. : C.~ > C est continu 

lorsqu'on munit les categories C. et C des topologies T. et T' respectivement. 
I 1 

En r~sum~, pour d~montrer les propri~t~s l) et 2), il suffit, via III 1.2 et 1.5, de 

d~montrer le lense suivant : 

Lemme 7.4.2.2. Avec les hypotheses et notations de 7.4.2 e_~t 7.4.2.1, s.oien ~ X u n 

objet de C au-dessus de i et R u > X un morphisme de C? . Les propri@t~s 

sulvantes sont~qulvalentes : 
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i) Le morphisme R > X est bicouvrant p0ur T i " 

ii) Le morphlsme eli(U) : ai!(R) > ei!(X) est blcouvrant pour T' 

i) ~===~=~ii) : Ii est clair que si R ..... U > X est bicouvrant pour T. , l 

le morphisme all(U) est couvrant pour T' . II reste ~ montrer qu'il est bicouvrant 

(II 5.2). Soit Y un objet de C au-dessus d'un objet j de I , m et n 

n : Y---~ ~il(R) deux morphismes de C ̂ tels que ~i!(u)m = ~i!(u)n , et posons 

f - p(ai!(u)m) . Co,me le foncteur el! couunute aux limites inductives (I 5.4.3)), 

on a (I 3.4) : 

H°mc^(Y'=i'(R))--'~lim H°mc(Y' el (')) 
" C.~R ! 

1 

Comme pour tout objet Z de C. , on a avec les notations de 6.1.! : 
i 

H°mc(Y' Z)~ I t H°mw(Y,Z) , 

w E Hom(j,i) 

on en d~dult 

li~ R H°m(Y'ui~(')) ~ I i lira/ Horn (Y,u..(.)) 
. CI~R w I, 

z wE Hom(j ,i) 

Mais pour tout w ~ Hom(j,i) , on a un foncteur image inverse w* : C. > C. , et 
l 3 

on a HOmw(Y,~i!(.))'~HOmc.(Y,w~(.)) . D'o~ en notant encore w $ : C i ~ C~ le 
3 

prolongement de w ~ aux prfifaisceaux (qu'on devrait noter d'apr~s 1 5.4 (w~)!) et 

en remarquant que le foncteur W ~ : C~ 
I 

4.3)), on obtient un isomorphisme : 

C~ commute aux limites inductives (I 5. 

H°mc~(Y,~II(R)) = I I .......... HOmc~(Y,w~(R)) 

w ~ Hom(j,i) J 

> 
Dans cet isomorphisme, les morphlsmes m et n : Y > ~i!(R) correspondent 

deux morphlsmes m' et n' : Y- f~(R) tels que f~(u)m' = f$(u)n' . Conrme le 

foncteur image inverse est un morphisme de topos, il est en particulier continu et par 

suite f~(u) est bicouvrant (III 3.2). II existe donc une famille couvrante de C. 
V 6 3 

(Y~ ~ Y)~ telle que pour tout ~ on air m' v~ = n' v6 . On en d~duit que 

m v~ = n v 6 pour tout ~ , et par suite que ell(u) est bicouvrant pour T' 
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=i ! (u) ii) ~' i) : Supposons que a~!(R) > ai!(X) soit bieouvrant. 

Le foncteur all : C i > C est cocontinu (III 2.|). Par suite a~ ai!(u) est bi- 

couvrant (III 2.3.2) et [II 5.3 ii)). Le foneteur ai! : C i + C poss~de la pro- 

pri~t~ (PPF) de I 5.|4. Par suite on a un diagrarme cart~sien des C? (I 5.;4 3)) : 
I 

R "~ ~ ~i'(R) 

1 
X > a~ a i! (X) 

(u) 

Par suite, u est bieouvrant (II 5.2). 

Remarque 7.4.3. 

|) La proprosition 7.4.2 peut s'~no6cer et se d~montrer dans un cadre un peu 

plus g~n~ral que celui des sites fibres, mais apparamment sans int~r~t : au lieu d'un 

site fibr~ p : C > I , on consid~re une cat~gorie fibr~e p : C ~ I dont les 

fibres sont munies de topologies et dont les foncteurs images inverses sont continus 

pour ces topologies (alors que dans le cas des sites fibres on exige de plus que ces 

foncteurs images inverses soient des morphismes de sites (IV 4.9)). 

2) On peut d~montrer que la topologie totale d'un site fibr~ est la topolo- 

gie la plus fine rendant cocontinus les foneteurs ~iv : C. ~ C (III 2). 
• i 

3) Soit p : C > I un U-slte fibr~ au-dessus d'une eat~gorie ~quivalent 

une cat~gorie U__-petite. Alors le site total C est un U_-site (II 3.0.2). En effet, 

si pour tout objet i de I (XB)8 ~ B. est une petite famille topologiquement g~n~- 
i 

ratrice de C i , la famille (Xs)B~IBi. est topologiquement g~n~ratrice pour C et 

est U-petite. On appelle Topos tot~l et on note Top(C) le topos des faisceaux sur le 

site total. 

4) Soit p : C > I un U-site fibr~ sur une petite eat~gorie. Comme le 

foncteur =i! : Ci ......... > C est cocontinu, il donne naissance ~ un morphisme de topos 

u i = (~, six) de C~z dans Top(C) (IV 4.7). Comme de plus le foneteur ~i! : 

C. .......... ~ C est c o n t i n u ,  l e  f o n e t e u r  a~ : Top(C) > C. admet  un a d j o l n t  ~ gauche  
1 1 1 
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not~ encore ~i! : Ci 

(III 1.2 i v ) ) .  

> Top(C) qui prolonge le foncteur ai! : C i ) C 

Proposition 7.4.4. Soit p : c 

1) Un pr~faisceau F 

et seulement si pour tout ob~et 

faisceau sur C. . 
1 

2) Un foncteur 

total C dans le site D 

mlC i, = m o el! : C i 

I un U-site fibr~ sur une petite cat~gorie I . 

sur C est un faisceau pour la topologie totale si 

i de I , le pr~faisceau F o ~i! = FICi est un 

m de C dans un site D est un foncteur continu du site 

si et seulement si pour tout objet i de I le foncteur 

D est continu. 

Si F est un faisceau pour la topologie totale, le pr~faisceau F o ~i! 

est un faisceau sur C.I car ai! : C,l > C est continu. Supposons que pour tout 

i , F o el! soit un faisceau sur C i . Soit X un objet de C au-dessus d'un objet 

i de I . Pour tout crible couvrant R de Ci/X , on a F(X)~_~-F o ei!(R) et par 

suite F(X)'~'F(~:t(R)) . Soit R' c > X le crible de C/X image du morphisme cano- 

nique de pr~faisceaux ~i!(R) > X . Le morphisme ~i!(R) ~ R' est un ~pimor- 

phisme de pr~faisceaux et par suite F(R') ) F(~i!(R)) est injectif. Comme 

F(R') ~ F(~i!(R) ) est aussi surjective, l'application F(R') ~ F(ai!(R)) 

est bijective, et par suite l'application F(X) • F(R') est bijective. Comme les 

cribles couvrants R' ¢ ~ X qu'on obtient ainsi sont cofinaux dans l'ensemble des 

cribles couvrants X (7.4.2. l)), le pr~faisceau F est un faisceau, car en revenant 

la construction du faisceau associ~ (II 3) on constate que F est isomorphe ~ son 

faisceau associ~ (II 3.3). La deuxi~me assertion se d~duit imm~diatement de la premiere 

et de la d~finition de la continuit~ (III l.l). 

7.4.5. Soient p : C ~ I un U-site fibr~ sur une cat~gorie 

petite cat~gorie et 

I ~quivalente ~ une 

f : i > j 

• C. ~ une fl~che de la cat~gorie d'indices I En notant encore f : > C. le mor- 
i 3 

phisme de topos d~termin~ par la structure de site fibre, on a (avec les notations de 

7.4.3 4)) un diagra~me de morphismes de U_-topos 
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( 7 . 4 . 5 . 1 )  

c '~. i , Top (C) 
i 

C. 
J 

o~ Top(C) est le topos total (7.4.3.3). Le diagramme (7.4.5.1) n'est pas commutatif 

en ~n~ral. Nous allons d~finir un morphisme canonlque de morphismes de topos : 

(7.4.5.2) Pf : ~i > ~j o f 

Ii sufflt de d~finir un tel morphisme au niveau des images inverses, i.e. de d~finir 

un morphisme de foncteurs : 

(7 4 . 5 . 3 )  : f~  o J i 

o~ encore, en utilisant l'adjonction entre les foncteurs 

d~finlr un morphisme de foncteurs : 

f± et f~ , il suffit de 

$ ~ f± a. (7.4.5.4) Yf : ~j I 

Soient donc Y un objet de C. et F un faisceau sur le site total C . On a, par 
J 

d~finition, ~J F(Y) ffi F(~j!(Y)) et f~ =~i F(Y) = F(= i! (f$(Y))) , o~ dans le deuxi~me 

membre f~ : C. > C. d~signe le foncteur image inverse pour la structure fibr~e. 
J i 

Maim, par d~finition de ce foncteur image inverse, on a un morphisme cart~sien cano- 

nique : 

f~ (7.4.5.5) my : =iI ~ ~j! ; 

d'o~, en appliquant le foncteur F , une application fonctorielle en Y : 

(7.4.5.6) Tf (F)(Y) ffi F(my) : a~ F(Y) > fx ='l F(Y) , 

application d~finissant un morphlsme de faisceaux sur C. : 
J 

(7.4.5.7) 7f(F) : ~ F ~ fx ~ F 
J 

d'o~ le morphisme de foncteurs 7f de (7.4.5.4). 
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Soient alors f : i ) j et g : j ~ k deux morphismes composables 

de I . On a un isomorphisme canonique : 

~,f : g~ fm ~ (gf)~ 

et on v~rifie imm~diatement la formule de compatibilit~ : 

(7.4.5.8) c' = g,f o g (yf) o yg ygf 

7.4.6. Introduisons alors le U--topos fibr~ p~/l C~/I : ) I associ~ 

p : C ) I (7.2.6) et la categoric fibr~e sur I ° correspondante 

(p%/l), : (C~/I), ~ I ° (7.1.3.2). Les considerations pr~c~dentes permettent 

d'associer A tout objet F de Top(C) une famille Fi = (~i F) i ~ob(1) d'objets 

des C. et une famille de morphismes 
i 

yf F : F. ) f F. , f ~ FI(1) , f : i ) j , 

cette famille de morphismes~tant soumise aux conditions de compatibilit~s de (7.4.5.8). 

On a donc as$oci~ A F un l°-foncteur de la cat~gorie I ° dans la categoric (C~/I) ' 

i.e. un objet @c(F) de la cat~gorie Homlo(l°,(c~/l) ') . Comme cette construction 

est fonctor~elle en F , on a en d~finitive un foncteur : 

(7.4.6.1) @C : Top(C) Homlo(l°,(c~/l) ' ) 

Proposition 7.4.7. So it C ) I u_n_n~-site fibr~ avec I ~quivalente ~ une petite 

categoric. Le foncteur @C (7.4.6.1) est une ~quizalence ' de categories. 

Nous nous contenterons de d~crire un foncteur quasi-inverse ~ O C . Soit 

o E HOmlo(l°,(c~/l) ') i.e. un l°-foncteur i ! ~ o(i) de I ° dans ( C ~ / I ) ,  

Pour tout objet X de C au-dessus de p(X) = i E ob(1) , on dispose d'un faisceau 

o(p(X)) E obC~ ; d'oO un ensemble o(p(X))(X) . Soit m : X ~ Y un morphisme de 

C au-dessus du morphisme f : i ) j de I . Le morphisme m se factorise d'une 

mani~re unique en un morphisme m' : X ) f@Y de C. et le morphisme cart~sien 
l 

canonique f (Y) ....... ~ Y . De m~me le morphisme o(f) se factorise de mani~re unique 

en un morphlsme yf(o) : ~(p(Y)) • f~ a(p(X)) et !e morphisme le-cart~sien eano- 

nique f o(p(X)) > o(p(X)). On a donc une application de ~(p(Y))(Y) darts 
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~(p(X))(X) , obtenue en eomposant les applications : 

yf(o) (Y) a(p(X)) (m') 
o(p(Y))(Y) " > ft (p(X))(Y) = o(p(X))(f~Y) ~ c(p(X))(X) 

On a donc associ8 ~ tout objet X de C un ensemble o(p(X))(X) et ~ tout morphisme 

m : X > Y une application a(p(Y))(Y) ~ o(p(X))(X) . On vSrifie qu'on a bien 

d~termln~ ainsi un pr~faisceau sur C , prSfaisceau qui ne dSpend pas du cholx des 

foncteurs images inverses utilis~s pour le construire. Ii rSsulte de 7.4.4 que le 

pr~falsceau X! ) ~(p(X))(X) est un faisceau sur le site total C , et il est clair 

que ce faisceau dSpend fonctoriellement de l'objet o de Homlo(l°,(c%/l) ') . Ii est 

aussl clair, en revenant ~ la dSfinition du foncteur 0 C , que le foncteur de 

HOmlo(l°,(c~/l) ') dans Top(C) qu'on vient de construire est un foncteur quasi- 

inverse de 0 C . 

Remarque 7.4.8. Ii r~sulte en particulier de 7.4.7 que la categoric Homlo(l°,(c~/l) ') 

est un U-topos. Ce dernier fait peut se voir direetement. On volt i~mSdiatement, en 

utillsant 1 9.21.I0, que les conditions a), b) et c) de IV l.l.2 sont satisfaites, et 

l'exlstence d'une petite catSgorie gSnSratrice rSsulte de 1 9.25. 

7.4.9. Soient p : C > I et q: D > I deux U-sites fibrSs sur une petite 

categoric et soit m un morphisme du site fibr~ C dans le site fibr8 D (7.2.2). 

Notons m ~/I : C ~/I--D~/I le morphisme correspondant entre les U-topos fibrSs 

associ~s+ Le morphlsme de topos fibres m ~/I est dSfini ~ isomorphisme canonique 

pros (7.2.71. II lui correspond un fonoteur image dlrecte m ~/I :(C ~/ I ) '  ~ (D ~/I ) '  

(7.1.7) qui fournit, en passant aux sections sur I ° , un foncteur : 

(7.4.9.1) HOmlo(l°,m~/l ) : HOmlo(l°,(c~/l) ') ~ HOmlo(l°,(D~/l) ') 

Par ailleurs, le foncteur m est un foncteur continu entre les sites totaux 

m s : Top(C) > Top(D) . (7.4.4) et par suite fournit, par composition, un foncteur 

En r~sum~, on a un diagrarme de foncteurs : 
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( 7 . 4 . 9 . 2 )  

Top(C) 

m 
t 

Top(D) 

0 C 

% 

Homlo(l°,(c~/l)') 

~/I ) J HOmlo(l°,m $ 

-. , HOmlO(Ie,(D~/I) ' )  

Proposition 7.4.10. 

m est cart~sien, m 

Le diagramme 7.4.9.2 est commutatif ~ isomorphisme pr~s. Lorsqu e 

est un morphisme du site total C dans le site total D . 

Nous laissons au lecteur le soin de v~rifler la commutativit~ ~ £somorphisme 

pros du dlagramme (7.4.9.2). Pour montrer que m est un morphisme entre les sites 

totaux, il suffit, compte tenu de 7.4.7, de montrer que le foncteur adjoint ~ gauche 

HOmlo(le,m:/l) est exact ~ gauche. Nous allons tout au foncteur d'abord d~crire le 

foncteur adjoint ~ gauche ~ HOmlo(l°,m~/l )_ . Notons. (j~/l)~ : D~/I > C ~/I le 

foncteur image inverse du morphlsme m ~/I (7.2.7), et pour tout objet i de I , 

(m~/l)$ notons m~ : D? • C. le foncteur induit par sur les fibres en i . i I i 

Cholslssons pour tout morphisme f : i > j de I des morphismes de topos, notes 

, f$)  C % ~ e t  ( f ~ , f $ )  : D~ * D? . Com~e (m%/I) s dans les deux cas (f~ : i ....... • Cj 3 

est un le-foncteur eart~sien, on a, pour tout f : i ) j , un isomorphisme cano- 

nique 

(7.4.10.1) m~ fg > f~ m.* £ J 

et comme les foncteurs f$ et 

(morphismes d'adjonction) 

ft sont adjoints, on a des morphismes canoniques 

(7.4.10.2) 

: id ) f, f$ 

: f~ f ) id 

Consld~rons alors la suite de morphismes fonctorlels : 

(7 .4 .10 .3 )  m~f$j (1) ' f f ~ m ~ f ~  ~ (2) , f~m~f~f$ (3) ) f,m~ 

o3 le morphisme (I) est d~duit de ~ , le morphisme (2) est d~duit de l'isomor- 

phisme (7.4.10. I) et le morphlsme (3) est d~duit de ~ . En composant les diff~rents 
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morphlsmes de la suite (7.4.10.3), on obtient un morphisme fonctoriel : 

>f m~ (7.4.10.4) canf : m~ f, ~ l 

Soit  a lo r s  ~ un obje t  de HOmlO(I°,(D~/I) ' )  . On a done, pour tout  ob je t  i 

un objet ~(i) de D. et pour tout morphisme f : i ~ j , un morphisme 
i 

de I 

(7.4.10.5) yf(z) : T(j) > f~ T(i) , 

o~ la famille des 7f(r) poss~de une propri~t~ de compatibilit~ analogue g (7.4.5.8). 

Posons alors a(i) = m~ (r(i)) et notons 

(7 .4 .10 .6)  yf(<5) : o( j )  > f o( i )  

g yf(T) can f (T( i ) )  mJ 
> m~ f T(i) , f m~ T(1) 

$ 
le morphisme compos~ mj z(j) 3 * 

On v~rlfie que les yf(a) poss~dent la propri~t~ de compatlbilit~ de (7.4.5.8) et 

par suite qu'on a d6finl ainsi un objet de Homlo(l°,(c~/l) ') . Un "adjoint functor 

chasing" montre alors que le foncteur de Homlo(I°,(D%/l) ') dans Homlo(l°,(c%/l) ') 

qu'on vlent de ~nstruire est adjoint ~ gauche au foncteur Homlo(l°,mt/l) . Reste 

montrer que cet adjoint ~ gauche commute aux limites projectives finies, ce qui r~sulte 

imm~diatement du fait que dans les categories de sections les limites projectives se 

calculent fibre par fibre et que tousles foncteurs utilis~s pour construire cet 

adjolnt ~ gauche eommutent aux limites projectives finies. 

Corollaire 7.4.11. Soient p : C ~ I u~n U--site fibr~ sur une petite cat~or[e, 

~/I C~/I p : > I le U-topos fibr~ associ~ (7.2.6), El: C > C ~/I le morphisme 

canonique du U-site fibr~ C ~/I dans le U-site fibr~ C . Le morphisme e I induit 

une ~quivalence Top(e 1 ) : Top(C) > Top(C ~/I) entre les topos totaux correspondants. 

R~sulte de la commutativit6 du diagramme (7.4.9.2) et du fait que le mor- 

phisme E 1 fournit une ~quivalence entre les U-topos flbr~s associ~s. 

Remarque 7.4.11.I. II r6sulte de 7.4.11 que dans les questions concernant le topos 

total on peut remplacer les sites flbr~s par les topos fibres eorrespondants. 
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Lemme 7.4.12. Soient p : C > I un site fibr~ sur une petite cat~gorie I e t 

cT i un ..... objet final de I (I I0). Le foncteur ~i! : z ~ Top(C) (7.4.3.4) est 

exact et pleinement ~d~le. Les couples de foncteurs B i = (oi!,~ i ) : Top(C) ~ C i 

e__t_t ~i = (~:' ~i~ ) : C7 "" ~ Top(C) sont des morphismes de topos, ee morphisme coln- 

pos~ Bi ~i : Ci > C i est isomorphe au morphisme identigue. 

Pour tout objet j de I , notons f. : j > i 1 'unique morphisme de 
J 

j dans i . En utilisant l'~quivalence 8 C : Top(C) % ~ HOmlo(l°,(c~/l) ') (7.4.7) 

on voit que pour tout objet X de C ei (X) est la section j I ~ f~.(X) et 
i ' ! j 

que pour route section j : ~" c(j) E HOmlo(l°,(c~/l) ') , ~( j ! ~ c(j)) est 

l'objet o(i) . Par suite =~ =i! est isomorphe ~ l'identit~. Donc ~i! est pleine- 

ment fiddle. Comme les foncteurs ft. sont exacts ~ gauche, le foncteur ~iI est 
] 

exact ~ gauche. Donc 8 I. est un morphisme de topos, et con~ne ~i ~it. est isomorphe 

l'identit~, le morphisme B. =. est isomorphe au morphisme identique. 
1 i 

Th~or~me 7.4.13.1. Soient p : C • I et q : D , I deux U-sites fibres sur 

une petite cat~$orie I e_!t m : D > C u__n_n l-foncteur. Pour que m soit un mor- 

phisme du site fibr~ C dans le site fibr~ D (7.2.2), il suffit que m soit un mor- 

phisme du site total C dans le site total D . 

7.4.13.2. II faut montrer que si un l-foncteur 

site total C dans le site total D , le foncteur 

C dans le site fibr~ D , i.e. pour tout ohjet i 

m. : D. ~ C. induit par m sur les fibres en 
I i i 

dans le site 

m : D > C est un morphisme du 

m est un morphisme du site fibr~ 

de I , le foncteur 

i est un morphisme du site C. 
z 

D i . La d~monstration de cette derni~re assertion occupe les alin~as 

7.4.13.3 ~ 7.4.13.7. 

7.4.13.3. Montrons que pour tout oh~et i de I , le foncteur m. : D. ~ C i 
-- I 1 

est contlnu. En effet on a un diagramme commutatif : 

m .  
D. z ~ C. 

i l 

' 1 ~i! ! ai! 

m 
D ~C 
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et il suffit de montrer que pour tout crible couvrant Re • X de Ci/X , le mor- 

phisme mi!(R ) ~ mi(X) est bicouvrant (III 1.2 et 1.5). Mais, en vertu de la 

commutativit~ du diagramme de la page |33 et du fait que les foncteurs el! et m 

sont eontinus, le morphisme ei!mi!(R) • =i!mi(X) est bicouvrant. L'assertion 

r~sulte donc de 7.4.2.2. 

7.4.13.4. R~duction au cas o7 C et D sont des U-topos fibres. Co,me les foncteurs 

m i sont continus, ils admettent des prolongements naturele aux categories de faisceaux 

~ % D~/I que nous noterons m i : D i ~ C i (III 1.2 iv)). Soient et C ~/I les U__-topos 

fibres associ~s aux sites fibres D et C respectivement, et pour tout morphisme f 

de I , notons fl les foneteurs images inverses pour les quatre categories flbr~es 

C , D , C ~/I et D ~/I . Come le foncteur m est un l-foncteur, on a pour tout 

f : i , j un morphisme canonique 

fX mj • m.f ~ 
i 

Comme les foncteurs fX , m i et mj sont contlnus, on en d~duit, en passant aux cat~- 

gorles de faisceaux, des isomorphismes canoniques 

f*m~ X f~ 
3 l 

Ces isomorphismes poss~dent des propri~t~s de compatibilitY, permettant de construire 

un foncteur c a r t g s i e n  m ~ D ~ / I  C ~ / I  : ~ qul induit sur les topos fibres les fonc- 

i 
teurs m. . De p l u s ,  l e  d l a g r a r ~ e  

1 

e I 

D m ~ C 

x c~/l D~/I m 

est commutatlf ~ isomorphlsme pr~s. Comme les foncteurs e I induisent des ~quivalen- 

ces sur les topos totaux (7.4.]I) et co=me m est un morphisme entre les sites to- 

taux, le foncteur m ~ : D ~/I C ~/I est un morphisme entre les sites totaux. On 

est donc ramen~ ~ d~montrer l'assertion de 7.4.13.2 lorsque D et C sont des U__-topos 

fibres, ce que nous supposerons d~sormais. 

296 



- 135 - Vl 

7.4.13.5. Pour tout objet i de I , le foncteur m i : D. ~ C. transforme 
-- l 1 

l ' o b j e t  f i n a l  d e  D. e n  l ' o b j e t  f i n a l  de  C. . N o t o n s  m : D ~ C l e  p r o l o n g e -  
1 1 

ment naturel de m aux topos totaux (III 1.2). Utillsant les ~quivalences 

0 D : D ~ H o m l o ( I ° , D ' )  ( 7 . 4 . 7 ) ,  on v g r i f i e  i ~ d l a t e m e n t  que  m a s s o c i e  ~ r o u t e  

section o E Homlo(l°,D' ) la section (i! ~ m i o(1)) ~ HOmlo(l°,C') . Comme m 

est un m o r p h i s m e  de  s i t e s ,  l e  f o n c t e u r  m e s t  e x a c t  ~ g a u c h e  e t  en  p a r t i c u l i e r  t r a n s -  

forme l'objet final de Homlo(I°,D') en l'objet final de HOmlO(I°,C' ) . Pour tout 

objet i de I , notons e i un objet final de D. • Un objet final de Homlo(l°,D') 
i 

est la s e c t i o n  i I. ~ e i . D o n c  l a  s e c t i o n  i ! • m i ( e i )  e s t  un o b j e t  f i n a l  d e  

H o a i o ( I ° , C ' )  e t  p a r  s u i t e ,  p o u r  t o u t  o b j e t  i de  I , m i ( e i )  e s t  un o b j e t  f i n a l  de  

C. 
1 

7.4.13.6. REduction au cas o~ i est un ob~et final d e i . soit i un objet de 

I . Le foncteur =-TI : D. ~ D se factorise en 
• 1 

~i~ l°c(ei) 
D. ~ D ~ D 
l /e. 

1 

o~ ~i est le foncteur Evident et loc(e i) le foncteur d'oubli. Notons 

m / i  : D/e i > C / m ( e i )  l e  f o n c t e u r  q u i  a s s o c i e  g t o u t  o b j e t  u : X > e i de  

D/el , l'ob~et m(u) : m(X) ~ m(e i) de C/m(ei) . On a un diagramme eo~m~utatif : 

D. ~ ~ C. 
i i 

m/i 
D/e i ~ C/m(ei) 

Conm~e e i et m(ei) eont des objets finaux de D i et C i respectivement (7.4.13. 

5), les cat~gorles D/e i et C/m(ei) sont des U__-topos fibres sur I/i et le fonc- 

teur m/i est un I/i-foncteur. Comme la propri~tE pour un foncteur d'etre un mor- 

phlsme de sites se localise (IV 4.9), le foncteur m/i est un morphisme du site 

total C/m(ei) dans le site total D/ (el) . On est done ramem~ ~ dEmontrer que m. 
I 

est un morphlsme de topos lorsque i est un objet final de I , ee que nous supposerons 
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d~sormais. 

7 . 4 . 1 3 . 7 .  

oil : C i 

a i ! at m 

Fin de la d~monstration. Notons air. : Di ...... • D~ " m~ : D~ ~ C~ ' 

C , les prolongements naturels aux categories de faisceaux des foncteurs 

. On a un diagramme commutatif ~ isomorphisme pros : 

D. , ............ z > C. I 1 11 
ai! I ~i! 

% 

D -- - ~ C 

Cosme i est un objet final, le foncteur e~ ui! : C. ~ C. 
1 i 

X % 
l ' i d e n t i t g  ( 7 . 4 . 1 2 )  e t  p a r  s u i t e  m. e s t  i s o m o r p h e  ~ i ~i m ~i! 

teurs a~. , m ~" e t  c~ ix s o n t  e x a c t s  ~. g a u c h e  ( 7 . 4 . 1 2 )  . P a r  s u i t e  

gauche et est done un morphisme du site C. dans le site D. 
1 l 

est isomorphe 

. De plus les fonc- 

m. est exact 
i 

Exercice 7.4.14. Soient X = (X i) i ~I un topos fibr~ sur I et T un topos. Mon- 

trer que les categories Homtop(Xi,T) sont les fibres d'une categoric fibr~e qu'on 

notera Homtop~(X,Txl) . Montrer qua la categoric des sections sur I de 

HomtoPl(X,Txl) est canoniquement ~quivalente ~ Homtop(Top(X),T) o3 Top(X) est le 

topos total de X . 

Exercice 7.4.15. Soit X = (X i) i~l un topos fibr~ sur I . D~finir un morPhisme 

cartesian m de X dans le topos fibr~ constant de fibre (Ens) . Montrer que le 

topos total du topos fibr~ constant de fibre (Ens) est canonlquement ~quivalent 

I ̂ . En d~dulre un morphisme de topos 

Top(m) : Top(X) • I ̂ 

Soit F = (F i) iEl (08 F i = FIX i ) un objet de Top(X) (7.4.7). Montrer que 

Top(m)(l~ = (i ! ~ F (Xi,Fi)) 

D~duire de 7.4.12 qua si 

i ~ ob I . En d~duire qua 

F est ab~lien injectif, F. est ab~lien injectif pour tout 
I 

RqTop(m)(F) = ( i| • Hq(Xi,Fi) ) 
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Montrer que la suite spectrale de Cartan-Leray du morphisme m 

p+q 
H (Top(X),F) ~==~.m(P) Hq(Xi,FIX i) 

"I 

(V 5) est : 

8. Limltes projectives de topos fibres. 

8.1. G~n~ralit~s. 

D~flnition 8.l.l. Soient U 

pie (C,m) constltU~ par un 

un univers et p : F > I un U-topos fibre. Un cou- 

U__-topos C et un morphisme cart~sien m : Cxl v F 

de ~-topos fibres sur I est appel~ une limite projective du topos fibr~ F si pour 

tout U-topos D , le foncteur 

(8.1.l.l) Homtop(D,C)- > HomtOPcart/l(DXl,F) 

obten u en composant le foncteur de chan~ement_de base 

Homtop(D,C) ....... ~ Homtopl(Dxl,Cxl ) 

et le foncteur de composition avec m (7.1.8), est une ~qulvalence de cat~orles. 

(cf. 8.1.3.3 pour une formulation plus "g~om~trique"). 

8.1.2. On utilise les notations de 8.l.l. Soient D un U--topos et 

m I : Dxl ~ Fun morphisme de E-topos fibres. En tradulsant la d~flnltlon 8.1.|, 

on constate aussltSt qu'il existe un morphisme de topos n : D .... ) C , et un iso- 

morphlsme de morphismes de topos fibres sur I , Y : ml N ) mo(nxidl ) , rendant 

commutatif le diagramme : 

(8 .1 .2 .1)  

m 
l Dx I ~ F 

m x id I 

Cxl 

De plus, si (n',y') est un autre couple poss~dant la propri~t~ ci-dessus, il existe 

un unique isomorphisme q : n "~ > n' tel que 
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(8.1.2.2) 70 m (nxid) = y' 

De I~ r~sulte que, si (D,ml) est une limite projective de F , n est une ~quiva- 

lence de U-topos (IV 3.4) et que la donn~e suppl~mentaire de l'isomorphisme ~/ 

faisant commuter le diagramme (8.].2.]) d~termine le couple (n,7) isomorphisme ca- 

nonique pr~s. L'existence de la limite projecti~e sera d~montr~e en 8.2.3 lorsque I 

est cofiltrante. 

8.1.3. On note 

~imtop F ou i~!~to p F i ou encore 
I I 

une limite projective du topos fibr~ F , u : (Limtop ~I ~" F le morphisme cano- 

nique, et pour tout objet i de I on note 

U- : F ~ F x {i] ; F. 
l 4- 4- I 

le morphisme de topos induit par B sur les fibres en i . 

Choisissons un biscindage de F (7.1.4) i.e. pour tout f : i • j un 

morphisme de topos f. =(fx, f x) : F i ~ Fj tel que f~ soit un foncteur image in- 

verse pour la structure fibr~e. On a alors, pour tout couple i f • j ~ > k de 

morphismes composables de I , un isomorphisme de morphismes de topos (7.].3) 

Co~e 

f : i 

Cf,g : g.f. "~ (gf). 

est un morphisme cart~slen de topos fibres, on a, pour tout morphisme 

j de I , un isomorphisme de morphismes de topos (7.1.6) 

(8.1.3.1) bf : f. Ui ~' Uj ' 

et la famille des bf satisfait ~ des relations analogues aux relations (7.1.6.2) 

8.1.3.2, Soient D un U_-topos , m : Dxl ~ F un morphisme de topos fibres, 

m i : D = D x{i] > F i les morphismes induits par m sur les fibres et pour tout 

f : i ~j : 

b~ : f.m i ~; mj 

l'isomorphisme de transition. II r~sulte de 8.].2 qu'il existe un morphisme de topos 
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de topos n : D 

tels que pour tout 

~ et une famille d'isomorphismes : 

Ti : mi ~'• ~1"n 

f : i • j on ait : 

bf 0 f. (yi) = Tj 0 b~ 

i ~ obl 

T : m o ~ ~> ~ o m × id I , rendant 

De p lus ,  l e  morphisme n e t  l a  f ~ m i l l e  des 7 i  , i ~ oh(1) sont d~termin~s ~ isomor- 

phisme unique pros ( 8 . 1 . 2 ) .  

R~ciproquement lorsqu'on se donne un topos [ , des morphismes 

~i : ~ • F i et des isomorphismes bf (8.1.3.]), satisfaisant aux conditions de 

compatibilit~s usuelles, et lorsque toutes ces donn~es poss~dent la propri~t~ unlver- 

selle d~crite ci-dessus, il existe un unique morphisme ~ : F x I > F de topos 

fibres qui donnent naissance aux ~i et aux bf et (~,~) est une llmite projective 

du topos fibr~ F . 

8.1.3.3. Soit ~ un univers tel que%~ ~ . Les considerations ci-dessus permettent 

doric d'interpr~ter les limites projectives de topos fibres comme des "limites projec- 

tlves", au sens des 2-categories, des pseudo-foncteurs ~ valeurs dans la 2-categoric 

des E-topos fibres ~l~ments de ~ d~duits de la structure fibr~e en choisissant les 

morphismes f. . Toutefois le lecteur prendra garde de ne pas confondre cette notion 

de "limlte projective" au Sens des 2-categories (avec isomorphisme de commutation) 

avecla notion stricte (ou naive) de limite projective (commutation stricte de diagram- 

mes). M~me lorsque la notion stricte a un sens (lorsque le pseudo-foncteur est unvrai 

foncteur) les notions de "limite projective" g~n~ralis~e et de limite projective 

stricte ne colncldent pas en g~n~ral. 

8.1.4. Soient p : F > I et q : G • I deux U_-topos fibres et m : F ~ G 

un morphisme de topos fibres. Supposons que les topos fibres F et G poss~dent des 

limites projectives (8.1.1). Ii r~sulte alors imm~diatement de la d~finitlon 8.1.I 

qu'il exlste un morphisme de topos : 

( 8 . ] . 4 . 1 )  m : ÷F > ~ , 

et un isomorphisme de morphismes de topos fibres 
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commutatif le diagrau~e 

( 8 . 1 . 4 . 2 )  

F x "I . . . . . - - - P ~  ~. F 

G x  I P ~ G 

De plus, sl (m',y') est un autre couple poss~dant la propri~t~ ci-dessus il existe 

un unique isomorphlsme q: ~ .... m • m, de morphismes de topos tel que 

7 o p (n x id) = y' 

8.1.5. Solent p : F • I un U--topos flbr~s @l~ment de [ , ~ : I' ...... > I un 

I' le U-topos fibr@ d~duit de (F,p) par le foncteur ~l@ment de [ , p# : F 

changement de base # (7.1.9). Soit (~,~) une limite projective de F . On obtlent 

par dlangement de base un morphlsme de topos flbr~s sur I' : 

~' : F x I' > F 

Soit (~,~#) une limite projective de F$ . On a alors, par la propri~t~ univer- 

selle de la llmite projective (8.1.2) un morphlsme de topos 

% : [ • [~ 

e t  un i somorph i sme  de morphismes  de t o p o s  f i b r e s  s u r  I' : 

Le couple 

y : U' ~ , ~ o (m~ x idi,) 

(m~, y) est d~termin@ ~ isomorphlsme unique pr~s. 

8.1.6. Soient p : F ~ I uun U-site fibr~ sur une petite cat~gorie I , 

F ~/I ~ I le U--topos flbr~ associ~ (7.2.6) et D un U--topos. On a tout d'abord 

un foncteur 

(8.1.6.l) HomtOPcart/i(DxI,F ~/I) > Morsitecart/i(DxI,F ) , 

qul assocle ~ tout m le foncteur compos~ de m ~ avec eF/I (7.2.7). De plus, par 

d@finitlon de la cat~gorie Morsitecart/i(DxI,F ) (7.2.2.2), on a un foncteur 

(8.|.6.2) Morsi~gcart/i(DxI,F ) ~ H0mcart/i(F,DxI)° 
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Enfin, par d~finition de la Limite inductive (6.3), on a un foncteur 

(8.1.6.3) Homcart/l(F,D ×i) o Hom(Lim F,D) ° 

Notons 

(8.1.6.4) 8 : HomtOPcart/i(DxI,F~/I) ,, 

le foncteur compos~ de ces trois derniers foncteurs et 

(8.1.6.5) H : F > Lim F , 

le foncteur canonlque. 

Hom(Lim. F,D) ° 

Proposition 8.1.7. Le foncteur e est pleinement fld~le. Son image essentielle est 

l'ensemble des foncteurs m : Lim F > D tel que le foncteur 

(m o ~ ,p) : F > Dxl 

soit un morphisme du site total DxI dans le site total F . 

II r~sulte de 7.2.7 que le foncteur (8.1.6.1) est une ~quivalence de cat~- 

gorles, de 7.2.2 que le foncteur (8.1.6.2) est pleinement fiddle et de 6.3 que le 

foncteur (8.1.6.4) est une ~qulvalence de categories. Par suite 0 est pleinement 

fiddle. Un foncteur m : Lim F > D est isomorphe ~ l'image par 
Io > 

Homcart/l(F,D×l)° ~ Hom(Lim F,D) ° du foncteur (m 0 ~ ,p) , et un tel foncteur y-- 
est dans l'image essentielle de (8.1.6.2) si et seulement s'il est un morphisme du 

site total D×I dans le site total F (7.4.13.1) ; d'o~ la preposition. 

8.2. Construction de la limite projective lorsque la categoric d'indice est cofil- 

trante. 

Lemme 8.2.1. Solent I e_!t I' deux categories cofiltrantes (I 8.1) e_!t 

: I' ~ I un foncteur tel que ~o : l,O ...... ~ I ° soit cofinal (I 8.1). Soient 

de plus p : F -----+ I u n U_-topos fibre, D un ~-topos, m : D×I ~ F un morphlsme 

cart~sien de topos fibre, m' : Dxl' ~ F l e morphlsme de topos fibres d~duit de 

m par le chan~ement de base ~ (7.1.9). Le couple (D,m) est une limlte projective 

de F si et seulement sl (D,m') e st une limite prp~egtlve de F' 
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La d~monstrat~on n'est qu'une v6rification de routine assez longue. Elle 

est laiss~e au lecteur patient, qui pourra utiliser le point de vue des llmites projec- 

tlves de pseudo-foneteurs (8.1.3.3). 

Lemme 8.2.2. Soient p : F : I un U-site fibr6 sur une petite cat~gorie cofil- 

trante, ÷F la Limite inductive de ........... la categoric fibr~e F (6.3.9), ~ : F • [ 

Âe foncteur eanonique. Munlssons F de la topologie la moins fine rendant contlnu le 

foncteur ~ (III I). Soit D un U-slte et n : F > D un foncteur. Les pro- .... 

pri~t~s sulvantes son! ~quivalentes : 

i) n est un morphisme de sites D > [ . 

ii) n o ~ est un morphisme de cite s (o_~ F est muni de la topologie totale). 

iii) (no ~ ,p) : F 

total F . 

iv) Pour tout objet 

un morphlsme de sites. 

> Dxl est un morphisme du site total D×I dans le site 

i de I , le foneteur compos6 F. SiT n O • ~ F • D est 

On a i) --ii) d'apr~s (6.6) et iii)--iv) d'apr~s (7.4.13). 

Montrons que ill) --ii) . Ii sufflt pour cela de montrer que le foncteur premiere 

projection pr I : D×I > D est un morphisme de cites. Notons D ~- le topos des 

faisceaux sur D . II r~sulte de (7.4.7) que (Dxl) % est ~quivalent au topos 

HOmlo(l°,D~xl °) = Hom(l°,D ~) . De plus, on cons!ate imm~diatement que le prolongement 

o ~ naturel de pr I : D×I ~ D aux faiseeaux (III 1.2) est le foncteur de Hom(l ,D ) 

dans D ~ qui assocle au foncteur i > o(i) Hom(l ,D ) l'objet llm o(i). Comme 

I ° est filtrante, les limites inductives suivant I ° son! exactes (II 4) et par 

suite pr| est un morphlsme de sites (IV 4.9). II reste ~ d~montrer que ii --iv). 

Traitons tout d'abord le cas o~ D est un U-topos et F un U-topos fibr~ sur I . 

Soit i un objet de I . En raisonnant comme dans 7.4.13.6, on volt que le lone!cur 

i!. : F.I • F se factorise en un morphlsme el! : F,I , F/~i!(e i) et le fonc- 

teur de localisation F/eit(ei) ........... > F , off e i est un objet final de F. . II suf- 
• 1 

fit done de montrer que le foncteur compos~ f/~i!(ei) n o ~ ~ D est un morphisme 

de sites. Mais on a un diagrarmme commutatif ~ isomorphisme pros : 
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F/= i ~ (e i) 

1 
F 

n o ~/~i!(ei) 
D/n o ~ ~i!(el) 

now 
D 

Conm~e la propri~t~ d'etre un morphisme se localise (IV 5.10), il suffit de montrer 

que n o ~ o ~i!(ei) est un objet final de D . Pour tout morphisme f : j > k 

de I , il existe un et un seul morphisme ef : ~j!(ej) > ~kl(ek) au-dessus de 

f et ce morphisme est cart~sien. On a donc une section cart~sienne j ! ~ ~j!(ej) 

de F sur I . Par suite le morphisme canonique n o ~ oei!(e i) > I~ n o~o~j!(ej) 

est un isomorphisme, car z transforme les morphismes cart~siens en isomorphismes. 

Par ailleurs llml ~ ejl(ej) , o3 la limite inductive est prise dans F" , est un objet 

final de F ̂ . Co=me n o ~ est un morphisme, il transforme l'objet final de F ~ 

en un objet final de D . Par suite liml n o ~ o =j!(ej) est un objet final de D , 

ce qui ach~ve la d~monstration dans cecas. Darts le cas g~n~ral, le foncteur 

(n~ ,p) : F • Dxl est cart~sien et continu (7.4.4). De plus, le foncteur n o 

est le foncteur compos~ 

pr 
F (n~,p) ~ DxI 1 • D 

En passant aux U_-topos fibres associ~s, on obtient un diagramme co=mutatif ~ isomor- 

phisme pros : 

Pr 1 
F (n~,2) D:~. v 

ED×id eF/I 

~II ~, pr 
F%/I (n~,p) > D ×l 

> D 

I° 
D 

Cone (n~,p) ~/I est cart~sien, il est du type (n'~',p') o3 p' : F ~/I ~ I et 

F~/I ~ Prlo(n~,p) ~/I ~' : • Lim F. sont les foncteurs canoniques, on a donc = n' . 

Comme les foncteurs eF/l,e D induisent une ~quivalence sur les topos de faisceaux 

(7.4.11), les foncteurs n et n' donnent des foncteurs isomorphes en passant aux 

falsceaux associ~s (III 1.2) et par suite n' est un morphisme de sites. D'apr~s ce 
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qui prfie~de, le foneteur (n~,p) %/I indult sur les fibres des morphismes de topos. 

C'est done un morphisme du site total F dans le site total D%xl (7.4.13). Comme 

les foneteurs CF/l,eDXid induisent des ~qulvalences sur les topos totaux (7.4.11), 

le foncteur (n~,p) est un morphisme de sites flbr~s (7.4.13), d'o~ l'assertion. 

Thfior~me 8.2.3. Solent p : F > I u_n_n U--sit e fibr~ sur une categoric eofiltrante 

e ssentiellement petite ( I  8.1). 

]) Notons  

de  l a  e a t f i ~ o r i e  f i b r ~ e  

le site dont la cat~orie sous-~aeente est la limite inductive 

, I (6.3) et dont la topologie est la topologie la moins 

flne rendant eontlnu le foncteur canonlque ~ : F ~ F . Alors F est un U-site 

et 

(~,p) : F > F x I 

est un morphlsme ' du site fibr~ F x I dans le site fibr~ F . 

2) Solt ~ : F ~ xl ~ F ~/I le morphisme de U-topos fibres d~duit de 

(~,p) en pass ant aux U-topos fibres assoei~s. Le couple (F~,~) est une limlte pro- 

jective de F ~/I . 

Remarque 8.2.4. 

I) Vu les notations introduites en 8.1.3, on peut poser 

Limtop F ~ = F ~ 
I 

2) II r~sulte de 7.4.4 que la topologie sur 

moins fine rendant continue la famille des foncteurs 

F est aussi la topologie la 

~. : F. ~ F ~-F, 
J 3 + 

j~obl. 

D~finition 8.2.5. Le site 

tlve du site fibr~ F . 

F introduit dans 8.2.3 est appel@ le site limite projec- 

A tltre d'exercice, le lecteur pourra comme en 8.2.1 d~finir la notion de 

limite projective d'un site fibr~ et v~rifier que le site F est bien une limite pro- 

jective du site F . La deuxi~me assertion du th~or~me peut done se paraphraser ainsi : 

Le topos des faisceaux sur le site llmlte projective est ~quivalent ~ la limite pro- 

jective du topos fibr~ associ~. 
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8.2.6. D~monstration du th~or~me : R~duction au cas d'une petite cat~gorle d'indices. 

Nous nous bornerons ~ donner des indications. Soit I' une sous-cat~orie 

plelne de I telle que I '° soit cofinale dans I ° . Notons F' > I' la cat~- 

gorie fibr~e d~duite de F par le changement de base I' > I , ~' : F' ) F' ÷ 

le foncteur canonique. On constate tout d'abord que les categories F et F' sont 

~quivalentes et que la topologie sur F' d~duite de la topologle de F par cette 

~quivalence est la topologie la moins fine rendant continue le foncteur 

~' : F' > ~' . L'assertion |) du th~or~me en r~sulte alors lorsqu'elle est d~mon- 

tr~e dans le cas o~ I est petite. L'assertion 2) dans le cas g~n~ral se d~duit alors 

de l'assertion 2) dana le cas o~ I est petite par le lemme 8.2.1. 

8.2.7. Fin de la d~monstration du th~or~me. La premiere assertion r~sulte du lemme 

8.2.2 appliqu~ au cas o~ D = F et n = id . Solt D un U_-topos. On a un diagramme 

con~nutatif ~ isomorphisme pros : 

Homtop(D,([)%) (1) 

(3) i 
HgmrOPcart/l(Dxl,(~)~×l) 

r 

(4) I 

HomtOPcart/l(DXl,C/I) 

(l) 

> Morslte(D,F) ¢ (2) 

(3) 

) Morsitecart/l(D×l,(~)xl 

> Hom(~,D) ° 

(5) 

(I) > Morsitecart/l(D×l,F) L (2) ~ HOmsart/i(F,Dxl)° 

o0 les foncteurs du type (I) sont des ~quivalences (IV 4.9.4 et 7.2.7), les foncteurs 

du type (2) sont pleinement fiddles (IV 4.9.1 et 7.2.2), les foncteurs du type (3) 

sont des foncteurs de changement de base, les foncteurs du type (4) sont des foncteurs 

de composition (avec B , resp. (w,p)) et le foncteur (5) est l'~quivalence d~duite 

de la propri~t~ univeraelle de la limite inductive (6.3). Pour montrer que le font- 

teur Homtop(D,(F) %) (4) o (3) 

fit de montrer que le foncteur 

HomtoP/l(DXl,F ~ / I ) ,  eat une ~quivalence, il suf- 

Morslte(D,~) (4) o (3) ) Morsite{l(D×l,F) 
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est une ~quivalence de categories ou encore il suffit de montrer que les deux fonc- 

teurs pleinement fiddles 

Morslte(D,F) (5) • (2) , Homcarti(F,Dxi ) .  

Morsite/ i(Dxi,F) (2) Homcart~(F,Dxi)O 

ont m~mes images essentielles, ce qui r~sulte imm~diatement du lemme 8.2.2. 

8.2.8. Solent p : F 

une limite projective de 

I : 

: ~imtop Fix I 
I 

d'o~, en passant aux categories fibr~es sur 

(7.1.3), un foncteur cart~sien : 

~ : Limtop F.xl ° 
I 

I 

> I un U_-topos fibr~ sur une cat~gorie I , (~topFi,u) 

F . On a done un morphisme cart~sien de U_-topos fibres sur 

I ° par les foncteurs images directes 

> F' 

qui est le foncteur image directe par U (7.1.7). On a done, par d~finition de la 

llmite projective d'une cat~gorie flbr~e (6.10), un foncteur canonique 

> i ° ,) (8.2.8.1) 0 : ~imtop F i ~im F i = Homcart/io( ,F 

I l,fx 

Th~or~me 8.2.9. On utilise les notations de 8.2.8, et on suppose que I est une ca- 

t~orie cofiltranteessentiellement petite. Alors le foneteur 8 est une~qulvalence 

de cat~orles. Supposons I petite. Posons Limtop F i =(~(ce qul est licite d'apr~s 

8.2.3 et 8.2.4) e t interpr~tons la cat~orie Homlo(I°,F') come la cat~gorie des 

faisceaux sur le site total F (7.4.7). Alors le foncteur compos~ 

(F)~ - ~imtop F i ...... 8 I > Homcart/IO(IO F, ) t > Homlo(I°,F')~ F 

n'est autre que le foncteur image directe par le morphisme de sites d~fini par le 

foncteur 

~ : F  ~ F  
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8.2. I0. Quelques commentalres avant la demonstration du thEor~me 8.2.9. A part la 

solution du probl~me d'existence des limites projectives dans le cas o~ la categoric 

d'indlces est cofiltrante, solution qui curieusement n'est pas triviale dans cette 

th~orie, les th~or~mes 8.2.3 et 8.2.9 apportent deux informations suppl~mantaires essen- 

tielles pour le maniement dans la p~atique des topos limites projectives. Tout d'abord le 

th~or~me 8.2.3 interpr~te le topos limite projective co=me le topos des faisceaux 

sur un site done la cat~gorle sous-jacente est la categoric limite inductive des ca- 

tEgorles F. suivant le syst~me des foncteurs images inverses. Dans les applications, 
i 

on saura interpreter concr~tement cette categoric et sa topologie. D'autre part, le 

th~or~me 8.2.9 affirme qu'un faisceau de la limite projective est connu lorsqu'on 

connalt le syst~me de ses images dlrectes dans les topos F i (qul fournit une section 

cart~sienne sur I ° de la categoric (F%/I) ') . Ce th~or~me affirme de plus que rEci- 

proquement lorsqu'on se donne pour tout objet i de I un faisceau X. sur F. 
1 i 

et pour tout morphlsme f : i ; j de I un isomorphisme X. ~ f X. , ces iso- 
] x l 

morphismes ~tant soumls ~ des conditions de compatibilitY, il existe essentiellement 

un seul falsceau de la limite projective qui donne naissance par images directes au 

syst~me des X. . 
l 

8.2.11. L'assertion 2) de 8.2.3 et la premiere assertion de 8.2.9 peuvent ~tre rEsu- 

mEes dans la formule frappante : 

• ~ F ~ (8.2.t1.1) L1m F. ~- Limtop 
~-T,f. 

8.2.12. DEmonstration du th~or~me 8.2.9. 

(Lim Fi )~ Y~,f* 

Pour dEmontrer la premiere assertion, on 

se ram~ne au cas o~ la categoric I est petite en utilisant 8.2.1 et un le~mne ana- 

logue sur les limites projectlves de categories fibr~es. Nous laissons les d~tails 

au lecteur. Supposons d~sormais que 

foneteur 

~ : F 

I est une petite categoric. On sait que le 

• i 

est un morphisme de sites (8.2.2). Le foncteur image directe 
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~, : (Lim Fi)~ ~ F ~ ?" 

qu'il d~finit sur les topos est alors pleinement fld~le, et son image essentielle est 

l'ensemble des faisceaux sur F qui transforment les morphismes cart~siens de F en 

isomorphismes (6.6). Or il est imm~diat que ces faisceaux correspondent dans l'~qui- 

valence F~_~Hom o(I°,F ') aux sections cart~siennes de F' sur I ° (7.4.7). De 
I 

plus, pour tout j ~ ob(1) , notons ejl : F. ~ F le foncteur d'inclusion qui 

donne naissance aux trois foncteurs (ej! 

r~sulte de la d~flnition de l'~quivalence 

X sur Lim F. correspond par le foncteur 

section cart~sienne j 

: (Lira F.) % ×I ~ F 

teur Uj, : (Lira F.)~ > F. 
io 3 3 

d~duit de ~ par passage aux fibres en 

Par suite le foncteur (Lim ~ ~ Fi) 

(Lim Fi)% ~ (l°,F ' ) I °~ , o Homcart/l ~ 

] 

, ~j , ej~) : Fj < F (7.4.3). Ii 

F '~" Homlo(I°,F) (7.4.7) qu'~ un faisceau 

(Lira Fi)~ > F ~---Homlo(l ,F') la 

~j ~±(X) . Or il r~sulte de la description du foncteur 

donn~e dans 8.2.3 que pour tout objet j de I , le lone- 

)ou 
image directe par le morphisme ~j : [Li_~ F. > F. 

I ~ 3 ] 

j , n'est autre que le foncteur =~. ~, . 

F N HOmlO(I°,F') n'est autre que le foncteur 

HOmlo(l°,F') , d'o~ le th~or~me. 

8.3. Topolo$ie du site limite projective : Cas des topos coh~rents. 

8.3.1. Dans =e num~ro, p : F ~ I est un U-site fibr~ sur une categoric cofiltrante 

f* essentiellement petite, dont les foncteurs images inverses : F. ) F. com~utent l ] 

aux produits fibres. On se donne de plus, pour tout objet X d'une cat~gorie fibre 

F. , un ensemble Coy(X) de families couvrantes pour la topologie de F. qui poss~- 
1 i 

dent les propri~t~s (PTO) et (PTI) de II 1.3 et qui engendrent la topologie de F. 
i 

Enfin on suppose que pour tout f : i > j , tout Y ~ ob F. , et toute famille 
J 

(Y~ > Y)~A de Cov(Y) , la famille (fX(Y) > f~(Y)) ~CA appartient 

Cov(f~(Y)). Ces conditions sur Cov(X) sont v~rifi~es par exemple si on prend 

Cov(X) = {routes les families couvrantes de X dans F. } . 
I 
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On se propose d'~tudier dans ce num~ro le site limite projective de F sous des 

hypotheses de finitude convenables (8.3.13). 

8.3.2. Soient ~ : F > F le foncteur canonique et Y un objet de ~ . D~signons 
n 

par Coy(Y) l ' e n s e m b l e  d e s  f a m i l i e s  ( Y  ~ ~ Y) ~ E A  du  t y p e  s u i v a n t  : 
n v 

Ii existe un i~ I , un objet X de F i , une famille (X a > X)~A 

Coy(X) , un isomorphisme ¢ : ~(X)" Y et u n e  famille d'isomorphismes 

Ca : ~(X )~'Y a , a 6 A , tels que pour tout a E A on ait un diagramme commu- 

tatif : 

~(x ) 

(x) 

Y 

Proposition 8.3.3. 

])  L'ensemble des families ~ Cov(Y) , Y Q ob ~ , engendre la topologie du 

site limite pro~ective (8.2.5). 

2) La famille Y I > Coy(Y) , Y ~ ob F , poss~de les propri~tgs (PTO) e_!t 

(PTI) de II 1.3. 

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 8.3.4. Soient i un ob~et de I , n : X' ...... > X un morphisme quarrable de 

F i tel que pour tout f : j ~ i , f~(n) soit quarrable. Alors ~(n) est quar- 

rableo Les foncteurs : 

~. : F. c ~- F ~ ~ F , j(= ob I , 
] 3 -+ 

commutent aux produits fibres. 

Rappelons que tout objet Y de ~ est ~gal ~ un objet 

et que tout morphisme m : Y > ~(X) est de la forme : 

~(Z) ' ~(s)-l ~ ~(Z') ~(m') ~ ~(X) , 

~(Z) , Z ~ ob F , 

o7 s est un m0rphisme eart~sien de F . Par suite, pour montrer que ~(n) est 
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q u a r r a b l e ,  i l  s u f f i t  de m o n t r e r  que l e  p r o d u i t  f i b r ~  de tout diagramme 

~(z') ~(m') 

~(X') 

] ~ ( u )  

, ~(X) 

e s t  r e p r e s e n t a b l e .  Mais le morphisme 

UI t! 8 v 
Z' ~ X" 

est cart~sien au-dessus de 

un diagramme co.-.utatif 

m' : Z' • X se factorise en 

X , o~ p(m") est l'identit~ de p(Z') " j et o~ s' 

p(s') ffi f • Posous X"' = fX(x') , n' ffi fZ(n) . On a alors 

XB! ! , 

i°, 
X "  

svv 
X' 

• X 

d'o~ un diagramme coemutatlf dans 

~(X"') "~ 

~(u') 
~(Z') ~(m*) (X") 

• ~(X') 

i ~ ( n )  

, ~ (X) 

oO n '  e s t  un morphisme q u a r r a b l e  de F . .  Pour  m o n t r e r  que ~ (n )  e s t  q u a r r a b l e ,  
J 

i l  s u f f i t  donc de m o n t r e r  que l e  p r o d u i t  ~ ( Z ' )  × ~(X")  ~ ( X " ' )  e s t  r e p r e s e n t a b l e ,  

et par suite il suffit de montrer que ~j : F. ¢ ~ F ~ F co~ute aux produits 
J ÷ 

fibres. 

S o i e n t  

~! ~, X ! 

i 1 
Y ~ 'X 

un diagramme c a r t ~ s i e n  de 

a ( 6 . 5 )  : 

F.  et 
3 

W tm o b j e t  de  F a u - d e s s u s  de k6obX.On 
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Hom(=(W) ,~(Y')) ~ llm . 

Mais comme fl : F. > F£ commute aux produits fibrils, on a 
J 

Hom(gX(W),fZ(Z')) ~Hom(g±(W),f±(Y)) x Hom(g*(W),f*(X)) H°m(g~(W)'f~(X')) 

Utilisant alors la conanutation des limites filtrantes aux produits fibres (I 2) et la 

formule (6.51 on obtient un isomorphisme : 

Hom(~(W),~(Y')) NHom(~(W),~(y)) x Hom(~(W),~(X)) Hom(~(W),~(X')) 

ce qui montre que le diagramme : 

~(Y') - : ~(x') 

1 [  
(Y)  • ~ ( x )  

est cart~sien dans ~ . 

8.3.5. D~monstration de 8.3.3. D~montrons d'abord la deuxi~me assertion. Ii r~sulte 

de 8.3.4 que les families de Coy(Y) , Y ~ ~ , sont compos~es de morphismes quarrables, 

d'o~ la propri~t~ (PTO). Pour montrer que ces families poss~dent la propri~t~ (PTI) 

(stabilit~ par changement de base), on est ramen~, en proc~dant ~ une suite de r~duc- 

tions comme dans la d~monstration de 8.3.3, ~ d~montrer l'assertion suivante : 

Pour tout i~ ob I , tout Y ~ ob F i , tout 

et tout morphisme u : Z > Y de F. , la famille 
l 

appartient ~ Cov((Z)). 

Cette derni~re assertion r~sulte du fait que les 

commutent aux produits fibres (8.3.31 et que les families 

(Y > y)a( (~ Coy(Y) 
A ) 

(~(Z) × (y)~(Y) > ~(Z)aGA 

~. : F. ¢ > F ) F 

X | > Coy(X) de P. 
I 

sont stables par changement de base. D~montrons la premiere assertion. Ii est clair 

que les families qui appartiennent aux Coy(Y) , Y ~ F , sont couvrantes pour la top~o- 

gie T la moins fine rendant continu le foncteur ~ (III I). Doric la topologie T' 

engendr~e par ces families est moins fine que T . Pour montrer qu'elle est plus 
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fine que T (et par suite ~gale ~ T ), il suffit de montrer que tout faisceau M 

pour 

est un faisceau sur 

co.me les foncteurs 

un faisceau pour T' 

tout 

T' est tel que M o ~ est un faisceau sur F , ou encore (8.2.4) que M o ~. 

F. pour tout i ob I . Or, 
l 

~i : F. > ~ commutent aux produits fibrgs (8.3.4), M est 
l 

si et seulement si (II 2.3 et 1 2.12) pour tout i ~ ob I , pour 

Y ~ ob F i , pout tout (Ya > Y)a ~ A ~ Cov(Y) , la suite d'ensembles 

M (~i(Y)) ~ ~M(~i(Y~)~ ~ ~-T M(~i(YaXyyB)) 

a~A (a,8)~ AxA 

est exacte, i.e. (loc. cit.) si et seulement si pour i ~ ob I , 

faisceau sur F. • 
i 

M o ~r. est un 

Proposition 8.3.6. On utilise les notations et hypotheses de 8.3.1 e_!t 8.3.2. Si pour 

tout i E ob I , X! ~ Cov(X) est une prgtopologie sur F. (II 1.3) et si pour 
i 

tout X ~ ob F. , les families couvrantes de Cov(X) sont finies, aloes pour tout 

Y ~ F , les families couvrantes de Cov(Y) sont finies et Y! ) Coy(Y) est une 

pr~topolo~ie sur F . 

8.3.7. La seule chose ~ d~montrer est que les families Y ! > Coy(Y) 

proprigt~ (PT2) de (II 1.3) (stabilitg par composition). Soit i~ ob I , Y 

de F.I ' (Ya > Y)aE--A~ Cov(Y) . Soient de plus l", e E A , une famille 

n8 
de I , pour tout ~ , Z un objet de F. et (Z B ~ Z ) ~ a l ~B 

famille de Cov(Z ) . Enfin donnons nous pour tout aE A , un isomorphisme 

Ca : ~(Za)~ ~(Ya) . En revenant ~ la d~finition des families de 

(8.3.2), on voit qu'il s'agit de d~montrer que la famille 

poss~dent la 

un objet 

d'objets 

une 

COy(X) , X~ ob F 

T(n a)_ 0 +a 0 ~(nas)• 

A a 

appartient ~ Cov(~(Y)) ce que nous ferons apr~s cinq r~ductions. 

8.3.8. R~duction au cas o3 pour tout ~ ~ A , on a ¢ , m s : Z 

= ~(s) -I Pour tout a ~ A , on a Ca ~(m) (6.5) o3 sa est un morphisme cart~- 

sien au-dessus de f : i' > i . On a donc des diagrammes commutatifs 
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Z 8 

Z --" 
(I 

s(18 

S 
(1 

ft(zB) 

(1~ E 
A 

qui fournissent des diagrammes commutatifs 

~(z ) 

z'(S )-1 I " (fia (m(18)) 
(1 ~(m ) 

"~ "- ~(f:(Z(1) "' (1 .. ~ ( ~ )  

f*(n) 
Co~mne les familles (f:(Z(18) 

on peut se ramener au cas o~ pour tout 

A 

, f:(Z(1)) appartiennent g Cov(f:(Z )) 

, ona_*(1 =~(m)(1 . 

8.3.9. R~duction au cas o~, pour tout uEA , im ffi j __et p(m e) = k : j > i . 

Posons g(1 - p(m ) . Comme I est cofiltrante et co,me A est fini, il existe un 

objet j de I et des morphismes h : j ~ i tels que pour tout couple 

(m,(1') on air g h - ffi k . En utilisant les foncteurs images inverses h ~ (1 (1 g~,h , (1 

comme en 8.3.8, on se famine au cas dfierit. 

8 . 3 . 1 0 .  R~duet lon au cas  o ~  i = j e t  k : j 

On a ,  pour  t o u t  (1 , un diagramme commutat i f  : 

i est l'identit~. 

Z 

o~ les morphismes t at 

l'identit~ de j et o~ 

m ! (: 
t 

1 i k* (nu) n 

ki(y) t ~ y 

t , ~ f A , sont cart~siens, o~ m' 

t o m' = m . En rempla~ant la famille 
Ct (1 

est au-dessus de 

(Y > Y) ~6A 
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par la famille (k~(Y) ~ k*(Y)) a & A ~ Coy (k*(Y)) 

par les morphismes m' , on eat ramen~ au cas dacrit. 

• et les morphismes m 

Lenmm 8.3.11. Soient j un objet de I e_~t m : X' ~ X un morphisme de Fj 

tel que ~(m) soit un isomorphisme. II existe un morphisme £ : j' ) j tel que 

£*(m) soit ua isom0rphisme. 

Montrons qu'il existe un morphlsme f : i 

q : ft(X) ~ f~(X') tels que f~(m) q = id f~(X) et tels que ~(q) 

isomorphisme. En effet, il existe un isomorphisme n : ~(X) , ~(X') 

Sl ql 
~(m) o n - id (X) . II existe doric (6.5) deux morphismes X < YI > X' , 

ffi )-I On a donc ~(m) o ~(ql ) = ~(s I) . o~ s I est cart~sien, tels que n ~(ql ) ~(s I . 

Les morphismes mql et s I de YI dans X oat m~me image dens F . Par suite 

(cf. lad scription des morphismes dane la limite inductive (6.5)), il existe un mor- 

phisme cart~sien s2 : Y2 ~ Yl tel que mqls 2 ffi sls 2 . Posons qls2 = q2 et 

jet un morphisme 

soit ua 

tel que 

notons s 3 le morphisme cart~sien SlS 2 . On a donc mq2 - s 3 . Le morphisme 

q2 : Y2 ~ X' se factorise de mani~re essentiellement unique en 

s 4 
Y2 q > Y3 • X' o~ s 4 est cart~sien et o~ q est au-dessus de l'identit~ 

de p(Y2 ) . on a donc un diagramme commutatif 

(8.3.11.l) 

Y3 ~ q Y2 

s41 I s3 

X' m ) X 

Posons p(s 4) ffi p(s 3) - f : i ~ j . On a fg(X') "~Y3 ' fe(X)--~Y2 ,et 
f*(m) : Y2 ) Y3 read commutatif le d i a g r a ~  : 

f*(m) Y3 ' Y2 

s4t I s3 

X' m ' X 
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On a donc s 3 = s3(f~(m)o q) ; comme s 3 est cart~sien et comme f~(m) o q est 

au-dessus de l'identit~ de p(Y2 ) , on a f~(m) o q - idY2 . De plus, il r~sulte de 

la commutativit~ du diagrannne (8.3.11.l) que ~ (q) est un isomorphisme. 

f~ Appliquons alors le r~sultat precedent au morphisme q : (X) .... > f~(X') : 

il existe un morphisme f' : j' ~ i et un morphisme q' : f'*(X') ~ f'~(X) , 

tels que f'~(q)q' ~ idf,#(f~(X,) " Mais en posant ~ = ff' ; on a un isomorphisme 

f,sf~ . On a done un morphisme f'~(q) : ~(X) ~ ~(X') et un morphisme 

q' : £~(X') ~ £~(X) , tels que £Z(m) f'~(q) = id~(X ) et f'~(q)q' = id£¢ (X') " 

Par suite £~(m) est un isomorphisme. 

8.3.12. Fin de la d~monstration. Comme I est cofiltrante et A fini, il r~sulte 

de 8.3.11 q u ' i l  e x i s t e  un fone teu r  image i nve r se  ~ qui t ranforme t o u s l e s  morphis -  

mes m , ~ A , en isomorphismes. On se ram~ne done au eas o~ les m sont des 

isomorphismes. Mais alors les families couvrantes (Z ~ Z )~8 ~ B sont d~duites 

par le changement de base m : Z > Y de families eouvrantes 

-=a'(YS-=-'=~Y)=8 e B -~ Cov(Y)_a_ " On est done ramen~ au eas o~ Za = Ya et 
n o n 

0 a = id (y) . Mais dans ce cas la famille (Y8 a a~ ~ Y)a8 E I ] B appar- 

A 
tient ~ Cov(Y) (proprigt~ (PT2)). Done son image par ~ appartient 

Cov(~ (£)) (8.3.2). 

Th~or~me 8.3.13. Soient p : F ~ I un U-topos fibr~ sur une cat~orie cofil- 

trante essentiellemen t petite. Si pour tout objet i dee I le topos fibre F i est 

coherent [2.3) et si pour tout morphisme f : i ~ j , le morphisme de topos 

f.. fz,f)~ : Fi > Fj est coherent (3.1), alors le topos Limtop F. est coherent 

et pour tout ob~et i d_~e I , le morphisme c anonlque de topos 

~i : £~i t°p Fi > Fi 

est coherent. 

De plus, en notant Fco h la sousTcat~gorie pleine de F d~finie par les 

ob~ets de F qui sont coh~rents dans leur fibre (I.13), la eat~gorie Fco h est 

fibr~e sur I e~t ~coh est eanoniquement ~quivalente ~ la cat~gorie des objets 

eoh~rents de ~imtop F. 
1 

I 
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Pour tout i ~ ob I , notons (Fi)co h le U--site (muni de la topologie 

induite) des objets cohErents de F. (1.13). Comme F. est cohErent~ F. est le 
l 1 1 

topos des faisceaux sur (Fi)co h . Pour tout morphisme f : i ~ j , les morphis- 

mes f. = (~,f~) sont cohErents et par suite ~(Fj)coh c (Fi)co h . On a done un 

U--site fibr~ Pcoh: F coh > I , dont les sites fibres sont les sites (Fi)co h 

et dont le topos fibr~ associE est Equivalent ~ p : F ..... ~ I . Par suite on a 

( 8 . 2 . 3 )  : 

( 8 . 3 . 1 3 . 1 )  Limtop F i ~ (~ coh )% 
~l,f. 

Co,m~e les topos F. sont coh~rents, les produits finis et les produits fibres sont 
1 

reprEsentables dans (Fi)co h (2.2) De plus les foncteurs f~ . : (Fi)co h ~- (Fj)co h 

sont exacts ~ gauche. Enfin, comme les objets de (Fi)co h sont quasi-compacts, les 

families eouvrantes finies forment une pr~topologie. II r~sulte alors de (8.3.4) que 

les produits finis et les produits fibres sont reprEsentables darts Lim (F.) "~,,1: 1 c o n  

(remord au lemme 8.3.4. : Montrer que les foncteurs canoniques 

(Fi)eo h > ÷F eoh transforment l'objet final en l'objet final) et de (8.3.6) que 

les objets de F cob sont quasi-compacts. Par suite (2.4.5), L imtop F i est cohE- 

rent. Enfin les morphismes canoniques ~i : Limtop F. > F. se d~duisent, par 
: I 1 i 

passage aux topos des faisceaux, des morphismes de sites (8.2.3) : 

(Fi)eo h ~ F coh 

done (3.3) les morphismes ~i sont cohErents. 

DEmontrons la derni~re assertion. On a (8.3.13.1) 

)~ 
Limtop F i (~ coh 

I 

Soit X un objet coherent de (Fcoh)~ . Comme X est quasi-compact, il existe une 

famille couvrante finie (Y > X) o~ Y ~ ob ~coh (I.I). Quitte ~ prendre un 

indite i E ob I assez petit, on peut supposer que les Y sont les images par 

Ui : Fi cob > [coh d'une famille Y' d~O, en prenant la somme directe des Y' 

(1.15), on voit qu'il existe un indite i E ob I , un Y' & F. et un morphisme 
i coh 

surjectif ~i(Y') ~ X . La relation d'Equivalence R = pi(Y')×x~i(Y') est alors 
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un objet coherent car (~coh) est un topos coherent (2.2). Montrons tout d'abord 

que R est un objet de ~coh " Par d~finition R est un sous-objet de ~i(Y'xY') 

et comme R est coherent, on peut, quitte ~ changer l'indice i , trouver une fl~che 

m : Z ~ (y'xy') de F. telle que Im(~i(m)) = R . Ii en r~sulte que, F. 
I coh l 

~tant coherent, Im(m) est coherent dans F. (I.17.1) et par suite appartient 
i 

PI 
Fi coh " II existe done un indice i et un diagramme R ~ > Y' de Fi coh tel 

P2 
~i(Pl ) 

que ~i(R) ~ ~i(Y') soit une relation d'~quivalence et tel que 

~i(P2 ) 

X = ~i(Y')/~i(R) . Posons X i = coker(Pl,P2) et R' = y'xy' . On a un morphisme 
X! 
i 

X 
canonique dans F.I : u : R > R' . De plus ~i(u) est un isomorphisme. Done, 

quitte ~ changer l'indice i , on peut supposer que R = R' , i.e. que R est une 

relation d'~quivalence. Mais alors X. ~ppartient ~ F. (I 17.1) et par suite 
z i coh " 

X = ~i(Xi) appartient ~ F 
+coh 

Corollalre 8.3.|4. Soient I une cat~gorie cofiltrante essentiellement petite, 

p : F > I et q : G > I deux U-topos fibres sur I tels que pour tout 

objet i de I les topos F. et G. soient coh~rents et tels que pour tout mor- 

phisme f : i ~ j les morphismes f. : F. ~ F. et G. ~ G. soient 
i J l J 

coh~rents. Soit de plus m : F ~ G un morphisme cart~sien de U-topos fibres 

tels que pour tout i ~ ob(1) , m. : F. ; G. soit coherent. Alors le morphisme 
i 1 1 

m d~duit de m par passage ~ la limite projective est coherent. 

Pour tout objet i de I , le morphisme m i induit un foncteur 

X X 
mi,co h : Gi,co h > Fi,co h , d'o~ un foneteur cart~sien mco h = Gco h > Fcoh 

qui est un morphisme du site fibr~ Fco h dans le site fibr~ Geo h (7.4.13). Le 

foncteur Lim x > Li est un morphisme de sites qui fournit i ~ mcoh : ~ Gcoh i o~ Fcoh 

en passant aux topos correspondants le morphisme m . L'assertion r~sulte alors de 

8.3.13 et de 3.3. 

Exerciee 8.3.15. Avec les notations de 8.3.13, montrer que si les F. , i ~ I , 
1 

sont alg~briques (2.3) et si les morphismes f. : F. > F. , f ~ FI(1) , sont 
i J 
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coh~rents, ~imtop F i 
I 

est alg~brique et que 
% 

(Limto p Fi)co h • F coh 
I 

8.4. Exemple : Topos locaux. 

8.4.1. Soit X = (X i) i( I 

topos fibr~ sur la cat~gorie 

(8.4.1.I) 

un topos fibr~ sur une cat~gorie 

Pro(I) (I 8.]0) par la formule 

X = Limtop X. 
-- 1 

I . On en d~duit un 

pour tout pro-objet ~ = (i s ) de I (pour voir ceci on pourra g~n~raliser aux pseudo- 

foncteurs l'exeroice 1 8.2.8). 

8.4.2. Soient E un topos et p : FI(E) • E le topos fibr~ consid~r~ dans 7.3. 

]. En prolongeant comme en 8.4.], on obtient un topos fibr~ FI(E) ~ Pro(E) . La 

cat~gorie Point(E) s'envoit par un foncteur pleinement fiddle dans Pro(E) (IV 6. 

8.5), d'o~, par changement de base (7.].9), un topos fibr~ Loc(E) ~ Point(E) . 

La fibre Loc (E) en un point p de E est appel~e le topos localis~ de E en le 
P 

point p . Ce topos d~pend, d'apr~s ce qui precede, de fa~on covariante du point p . 

On a, par d~finition, 

(8.4.2.]) LOCp(E) =X~_~ois(p)E/xLimtop , 

o~ Vois(p) est la cat~gorie des voisinages de p (IV 6.8). 

8.4.3. Soit m : p' > p un morphisme de Point(E) (IV 6). On en d~duit, pour 

tout XE Vois(p) un point PX de E/X , d'o~, par la propri~t~ universelle de 

~imtop (8.1) un point 8p(m) de LOCp(E) . On d~finit ainsi un foncteur 

(8.4.3.1) ep : Point(E)/p s Point(LOCp(E)) , 

dont on constate imm~diatement que c'est une ~quivalence de categories. Par suite 

Point(LOCp(E)) est canoniquement ~quivalent ~ la cat~gorie des g~n~risations de 

(IV 7.1.8). On a de plus une ~quivalence canonique de topos : 

can . : Loc8(m)(LOCp(E)) > LOep,(E) 

qui s'ins~re dans un diagramme eommutatif ~ isomorphisme pros 
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Loc8 (m) (LOOp (E)) can. LOCp, (E) 

Loc (E) 
P 

off ~ est le morphisme canonique (8.4.2.1). 

8.4.4. Les topos localis~s ne semblent presenter un int~r~t que dans le cas des to- 

pos provenant de la g~om~trie alg~brique ou tout au moins que dans le cas des topos 

poss~dant des propri~t~s de finitude convenables. Ainsi, lorsque E est le topos des 

faisceaux sur un espace topologique s~par~, on constate imm~diatement (~ l'aide par 

exemple de 8.2.9) que les topos localis~s sont des topos ponctuels. Par ailleurs dans 

ce cas, la cat~gorie Point(E) est discrete et la situation d~crite en 8.4.2 est 

triviale. En revanche, soient E = Top(X) le topos des faisceaux pour la topologie de 

Zarisky sur un schema X , x un point de X , O l'anneau local de X en x , 
X 

Y = spec(Ox) . On constate que 

LOCx(E) = Top(y) 

Pour d'autres exemples provenant de la topologie ~tale, nous renvoyons ~ l'expos~ VIII 

du present s~minaire. 

8.4.5. Lorsque E est localement coherent (2.3), les topos localis~s Loc (E) 
P 

sont coh~re~ts (on peut dans 8.4.2.! se hornet aux X E Vois(p) qui sont alg~bri- 

ques et coh~rents et appliquer alors 8.3.|3). Pour tout morphisme de points 

m : p' • p , le morphisme de topos m. : Locp,(E) ~ LOCp(E) est coherent 

(8.3.14). 

8.4.6. On appelle topos local un topos X tel que le foncteur P(X,-) s "section 

sur X" (IV 4.3) soit un foncteur fibre (IV 6). Le point correspondant ~ ce foncteur 

fibre est appel~ le centre du topos local. Lorsque E est localement coherent, 

les topos localis~s sont des topos locaux (1.2.3, 8.5.2 et 8.5.7). Le centre de 

LOCp(E) est canoniquement isomorphe ~ 8p(idp) (8.4.3.1). L'image du centre de 

LOCp(E) dans E est isomorphe ~ p . Le topos localis~ LOCp(E) muni du morphisme 
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canonique Loc (E) 
P 

consiste ~ envoyer 

E est la solution du probl~me universel (2-universel I) qui 

des topos locaux dans E de fagon ~ envoyer le centre "sur" p . 

8.4.7. Apropos des topos locaux, il se pose un certain nombre de probl~mes que les 

r~dacteurs n'ont pas abord~s. Ainsi, si X est un topos local, l'objet final e de 

X poss~de un ouvert maximal U # e . Le compl~mentaire Y de U est un topos local 

qui ne poss~de pas d'ouvert non trivial. Un tel topos est-il ponctuel ? Soit U un 

topos et X = (U, #: U > (Ens)) un topos obtenu par recollement. Quelles sont les 

conditions sur le foncteur de recollement ~ pour que X soit un topos local ? 

8.5. Structure des faisceaux d'une limite projective filtrante de topos. 

8.5.1. Dans ce num~ro, F = (Fi) i~ I est un U-topos fibr~ sur une petite categoric 

cofiltrante I . On choisit un biscindage (7.1.4) de F , i.e. pour tout 

f i FI(1) : i > j on choisit des morphismes de topos f. : F. ~ F. tels que 
i 3 

f~ : F. ) F. soit le foneteur image inverse pour la structure fibr~e. On a alors 
j i 

des isomorphismes canoniques Cf,g poss~dant une propri~t~ de cocycles (7.1.3). On 

note [ la limite projective du topos fibr~ F (8.2.3) et pour tout i E ob I , on 

note 

(8.5.1.1) ~i : ~ > Fi 

le morphisme canonique (8.1.3). On note Top(F) 

D'apr~s 8.2.9, le foncteur canonique F > F 

(8.5.1.2) Q : [ > Top(F) 

le topos total de F (7.4.3,3). 

d~finit un morphisme de topos 

o ! Le topos F s'identifie ~ HOmcart/Io(l ,F ) (8.2.9) et le topos Top(F) s'identi- 

o ! 
fie ~ Homlo(l ,F ) (7.4.7). Ces identifications faites, le morphisme Q n'est 

autre que le morphisme de plongement de Homcart/lO(I°,F') dans HOmlO(IQ,F') (8. 

2.9).et pour tout objet M de F , on a 

( 8 . 5 . 1 . 3 )  Q~(M) = ( i  ...... > ~ i . ( M ) )  

D'apr~s 7.4.3,4, on a pour tout i ~ ob I , un morphisme de topos 

(8.5.1.4.) a. : F. ~ Top(F) 
i l 
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Le diagramme 

(8.5.1.5) 

w i 
÷ F - / ~  F. I 

Q ~  a. 

Top(F) 

n'est pas commutatif en g~n~ral (m~me ~ isomorphisme pros). Mais on a, par d~finition 

des morphismes en presence, un isomorphisme canonique 

(8 .5 .1 .6 )  a~ Qx ~-- ~i~ 

Lorsque i est un 0bier final de I , ~i est un plongement admettant une r~traction 

8i : Top(F) ~ F i (7.4.12) et le diagramme 

F ~ F, 

Top(X) 

est commutatif ~ isomorphisme canonique pr~s. 

Propos i t i on  8 .5 .2 .  Soi t  j I > Mj un o b j e t  de 

f o n c t o r i e l  

Top(F) . II existe un isomorphisme 

( 8 . 5 . 2 . I )  Q~(j I > Mj) ~' ~%i U; M.j 

Un objet de Top(F) (7.1.3) cDnsiste en la donn~e d'une application j ! > M. , M. ] ] 

ob F, , et en la donn~e, pour tout morphisme f : i ) j , d'un morphisme 
J 

(8.5.2.2) 8f : M. > f, M. J i 

ou de mani~re ~quivalence par adjonction, d'un morphisme 

! 
(8.5.2.3) 8f : fx Mj , M i 

les morphismes 

composables i 

! 8f ~tant soumis ~ la condition que pour tout couple de morphismes 

f ~ j ~ k , le diagra~ne ci-apr~s soit commutatif : 
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fit ~3' 

(8.5.2.4) c g,f 

( g f ) ~ Z  ....................... gf ,~ M. 
k 

Rappelons de plus (8.1.3.1) que pour tout morphisme f : i ~ j , on a 
% 

un isomorphisme bf : f. ~i > ~j , et que pour tout couple de morphismes compo- 

sables i f ' j ~> k , on a un diagramme commutatif : 

Cg,f 
g'f" ~i ~ (gf) " Bi 

(8.5.2.5) g.  (b f) bgf 

b g 
g" ~j > t~k 

Soit alors f : i > j un morphisme de I . Notons 

( 8 . 5 . 2 . 6 )  tf : ~; (Mj) > tl~ (M i) 

le morphlsme compos~ ~; (Mj) bf ~(f~(Mj)) ~i (8~) ~t ~ ~i (Mi) 

Nous laissons au lecteur le soin de vgrifier que la commutativitg des diagrammes 

(8.5.2.4) et (8.5.2.5) entralne que pour tout couple de morphismes composables 

i ~ j ~k, ona 

(8.5.2.7) tf t g  = tgf 

> F dont on peut consid~rer la limite 

N un objet de ~ . On a 

Hom (lim ~i i (Mi)'N) ~-- lim Hom (~i (Mi) ,N) l 

Par suite on a d~fini un foncteur I ° 

inductive lim ~ i (Mi) " Soit alors 

(8.5.2.8) 

d'o~, par adjonction, un isomorphisme 

(8.5.2.9) Hom (lim ~ (Mi),N) ~---- ~ Hom F (M i ,  ~i,(N)) 
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On se propose d'interpr~ter le deuxi~me membre de 8.5.2.9. Pour cela, notons, pour 

tout morphisme f : i • j , par 

df : Uo~F.(Mi).Ui,(N)) , ~omF.(M j, ,j,(~)) 
I ] 

le morphisme de transition du systame pro~ectif qui figure dans (8.5.2.9). Ii r~sulte 

de la d~finition des morphismes 

morphisme 

le morphisme 

tf (8.5.2.6) que l'application df associe ~ un 

df(u i) 

u i : M i > Bi~(N) 

: Mj , ~jz(N) , 

obtenu en composant les morphismes 

8f 
M. > fl, (Mi) 
J 

fx(ui) . bf 
; fx ~ix (N) > ~jx(N) 

Par suite un ~l~ment du deuxi~me membre de (8.5.2.9) s'interprate comme une famille 

de morphismes ui: M.l ~ ~iz(N) , i ~ obl , telle que pour tout f : i > j , 

le diagramme 

M. -- ~ ~ (M i) 
J 

uJl I f*(ui) 

~j~(N) ~ ~ fx ~i± (N) 

soit cor~,utatif, c'est-~-dire comme un morphisme de la section (i ~ > M i) 

o ! Homlo(l ,F ) dans la section ~(N) . On a donc un isomorphisme fonctoriel 

Hom (£iml °+ ~i~(Mi) ,N))~Hom((i~-~Mi),Q,(N)) ; 

d'o~ la proposition par adjonction. 

Proposition 8.5.3. Si pour tout f : i >.j E FI(1) les foncteurs 

fx : F.I ~ F.I commutent aux petites . . . . .  limftes inductives filtrantes, on a, pour 

route section (i~ > M i) ~ HOmlo(I°,F') : 
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(8.5.3.1) q~Q*(i | ,~ M i) ~--- i : ; £im f M. 
f:-~i ~ j 

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter en termes des 8f (8.5.2.2) et des 

Cf,g (8.5.|) les morphismes de transition des syst~mes inductifs 

( f : j ~ i ) ] > f (Mj) et les morphismes de transition de la section 

i] '- Lim.~. f$ M i Conm~e les foncteurs f~ conm~utent aux limites inductives 
f :3~:~ 

filtrantes, la section i : ~ ~im f M. est cart~sienne. De plus on a un mor- 
f :--~+i 3 

phisme naturel u de (i | ~ M i) dans la section (i ~ ~ --r~.£im f~t Mj) , et il 
f:j+~ 

est clair que tout morphisme de (i! '- M.) dans une section cart~sienne se facto- 
i 

rise d'une maniare unique par u , d'o~ l'isomorphisme (8.5.3.1). 

Corollaire 8.5.4. Sous les hypotheses de 8.5.3 le foncteur O~ .co,m~ute aux petites 

limites inductives filtrantes. 

Soit e I > N e un petit syst~me inductif filtrant de F • Posons 

M ~ = Q~(N ~) , de sorte que M s est une section i l ~ ~i " On a Ne~QSQ~(N ~) 

Q* et comme commute aux limites inductives, on a £im N~'Q~(~_~ M ~) . Les limites 

inductives dans Top(F) = HOmlO(IO,F' ) se calculent fibre par fibre. On a done 

£im M --~(i ! > ~im M ~. ) . En vertu de (8.5.3.1), on a 

Q~(~i~ N ~) ~ Q~Q;(£im M ~)'" i ; ~ £im f [~i m M~.) 
~ f:j+i ~ ] 

Co-~ae les foncteurs f~ commutent aux limites inductives filtrantes, il vient : 

f : ji~i = f : j-~i ~ 

Corollaire 8.5.5. Si les foncteurs f : F. > F. cormmutent aux petites limites 
@ 1 3 .......... 

inductives filtrantes, on a, pour tout ob~et i de I et pour tout M. ~ ob F. 
-- i 1 

(8.5.5.1) ~i~ ~ (Mi) ~ ~ f~f~(Mi) 
f: j-~i 

Quitte g faire le changement de base I/i ~ I , on peut supposer que i est un 

objet final de I (8.2.1). Le morphisme ~i : ~ .... > F. est alors le morphisme 
1 
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compos~ des morphismes ( 8 . 2 . 9 )  et ( 7 . 4 . 1 2 )  : 

Q : F ~ F % 

6 i : (~i!,el) : F ~ 

On a done ~ (Mi)~--- Q~ 8" i (Mi) , o~ 8~(Mi) est 

dont les morphismes de transition sont d~duits des 

de 8.5.3. 

1 

la section (f : i , j) ! > f~(M i) 

C f , g  . L ' a s s e r t i o n  r ~ s u l t e  a l o r s  

Corollaire 8.5.6. Sous les hypotheses de 8.5.5, les foneteurs 

~i~ : F ~ F. 
÷ i 

commutent aux llmites inductives filtrantes. 

Le foneteur ~i~ est compos~ du foncteur Q$ qui commute aux limites 

inductives filtrantes, et du foncteur "restriction ~ la fibre en i ", qui commute 

aux limites inductives. 

Corollaire 8.5.7. Sous les hypotheses de 8.5.3, soient i un objet de I e_t_t X 

un objet de F. tel que le foneteur Hom(X,-) sur F. commute aux limites induc- 
1 1 

tives filtrantes. Alors le foncteur Hom(~ (X),-) commute aux limites inductives 

filtrantes et pour tout objet M i de F i on a 

(8.5.7.1) Hom(~(X), ~I(Mi)) = ~im 

f:j+i 

Pour tout objet (j ! ) M.) de Top(F) on a 
3 

Hom(f~(X),f*(Mi ) ) 

(8.5.7.2) Hom(~(X), Q~(J }'-->'Mj ))N .--7->.Kim Hom(f~(X),Mj) . 
f:3~z 

Le foneteur Hom(~l(X),-) est isomorphe au foncteur Hom(X,~i~( - )) et 

Ce dernier commute aux limites induetives filtrantes (8.5.4). D'apr~s (8.5.5.1), on a 

Ho.(~(X), ~ ( ~ i ) ) - -  ~ Hom(X,h~,~(Mi))"Ho~(X, ~i~ f f'(Mi)) , 
f:3+.'--'~i 

d'o~ la formule (8.5.7.1). De m~me, d'ap1~s (8.5.3.1), on a 
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Hom(~?(X),Q*(j I e i ~ Mj))~---H°m(X'~i*QZ(J ! ~ M'))~--"H°m(X" £im f (M.)) 
J f:j~i * j 

d'oO la formule (8.5.7.2). 

Proposition 8.5.8. Soient G , I u__n_n U__-topos fibr~ et m : F ) G un mor- 

phisme cart~sien de topos fibres (7.1.15). On utilise pour G les notations intro- 

duites en 8.1.1. Soit m : F > G le mor phisme d~duit de m par passage ~ la 

limite projective (8.1.4). Le diagramme de topos et de morphismes de topos : 

(8.5.8.~) 

> Top(F) 

m 

'~ T o p ( G )  

est commutatif g isomorphisme p r~s. Pour tout objet 

(8.5.8.2) ~(N)~ £im ~ (N) Uj mjz Uj, 

N de F , ona 

La commutativit~ du diagramme (8.5.8.1) r~sulte imm~diatement des d~fini- 

tions (8.2.8 et 8.5.1). On a m (N) N Q±Q~ mx(N) et, en vertu de la commutativit~ 

%(N) . Par suite on a un isomorphisme de (8.5.8.1), m~(N)" Q~ m x 

m~(N)~ Qx m~(j I ~ Uj~(N)) . Le foncteur m~ n'est autre que le foncteur 

HOmlo(l°,mz) (7.4.10), et par suite on a un isomorphisme canonique 

m~(N) "~Q~(j ! > mjx ~jx(N)) . La formule (8.5.8.2) r~sulte alors de 8.5.2. 

Proposition 8.5.9. Avec les hypotheses et notations de 8.5.8, on suppose de plus que 

pour tout ob~et i d_~e I , le foncteur mix : F i ~ G i commute aux limites induc- 

tires filtrantes et que pour tout morphisme f : i ~ j de I le foncteur 

f± : F. • F. co~mute aux limites inductives filtrantes. Alors le foncteur l j 

m~ : ~ ) ÷ G commute aux limites inductives filtrantes, et pour tout objet 

(i: ~ M.) de Top(F) on a un isomorphisme canonique : 

(8.5.9,1) Q~ (i , ) Mi) ~¢ ~im ~. ) I °~ mj± (Mj 
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La premiare assertion r~sulte de (8.5.8.2) et de (8.5.6). D'apr~s (8.5.8. 

1 

2) e t  ( 8 , 5 . 3 . 1 ) ,  on a un  i s o m o r p h i s m e  f o n c t o r i e l  : 

mi~ ( gim f,(Mj)) 
f.--Tr+i 

En utilisant la commutation des mi~ aug limites inductives filtrantes et les iso- 

f@mj (7.1.6) , on obtient : morphismes mix f~ 2 

~Q~(i : ; M i) = £!~ ¢'~1 ( ~ f m._(M_.)) 
i- f:j-+i x 3x J 

Comme les foncteurs ~ commutent aux limites inductives, il vient : 

m 2Q~(i : ; M i) ---~ £im ~.£im ~.~l f~mjx(Mj) 
1 f : J->l 

Ce dernier objet peut ~tre interpr~t~ comme une limite inductive sur la cat~gorie 

FI(I) ° o~ FI(1) est la cat~gorie des morphismes de I . Soit alors # : I > FI(I) 

le foncteur qui associe a tout oh jet i de I le morphisme identique de I . Le 

foncteur ~o : i o , FI(1) ° est cofinal et par suite (I 8.]) on a un isomor- 

phisme canonique 

,Q*(i I • M i) ~ £im U*.3 mjx(MJ ) m 

Corollaire 8.5.10. Sous les conditions de 8.5.9, pour tout objet 

objet M i de F. , on a un isomorphisme canonique 
-- 1 

i de I et tout 

x M ~jZ f~(M i) ( 8 . 5 . 1 0 . 1 )  ~ ± Bi ( i ) ~ £im m. .--¢~. Jx  f:J÷1 
La d~monstratlon est analogue ~ celle du corollaire 8.5.5. 

Remarque 8.5.11. Rappelons que le foncteur image directe par un morphisme coh6rent 

entre topos coh~rents commute aux llmites inductives filtrantes (5.1). Par suite les 

propositions 8.5.3 ~ 8.5.7 et 8.5.9, 8.5.10 s'appliquent lorsque les topos fibres 

envisages sont coh~rents et les morphismes de topos fibres envisages sont coh~rents. 

8 . 6 .  U - t o p o s  f i b r e s  a n n e l ~ s .  

8 . 6 . 1 .  On d i t  q u ' u n  U__-topos f l b r 6  e s t  a n n e l ~  s ' i l  e s t  muni  d ' u n  f a i s c e a u  d ' a n n e a u x  

s u r  l e  s i t e  t o t a l  ( 7 . 4 . 1 ) .  SOit  p : F > I un U_-topos f i b r e .  C h o i s i s s o n s  un 
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biscindage (7.1.4). II r~sulte de 7.4.7 que se donner un faisceau d'anneaux sur F 

revient ~ se donner, pour tout ohjet i de I , un anneau A. de F. , et pour tout 
1 1 

morphisme f : i ........... > j , un morphisme Sf : A. • f A. , la famille des Sf 
j x i 

~tant soumise ~ des conditions de compatibilit~ explicit~es dans loc. cir. Les mor- 

phismes de topos f. : F. > F. sont donc des morphismes de topos annel~s (res- 

pectivement par A. et A. ) (IV !!), et la structure annel~e sur F et le choix 
J 

des morphismes f. fournit un pseudo-foncteur de I dans la 2-cat~gorie des topos 

annel~s. R~ciproquement, lorsqu'on se donne un tel pseudo-foncteur, on peut recons- 

truire un U-topos fibr~ annals qui lui donne naissance. 

8.6.2. On peut comme en 8.1, d~finir la notion de limite projective d'un U-topos 

annel~ (Fi,Ai, i 6 I). Nous supposerons que cette g~n~ralisation inma~diate a ~t~ 

faite et nous appliquerons librement ~ cette situation le langage introduit dans 8.1. 

Lorsqu'elle existe, cette limite projective est un U-topos annel~ (H,B) , et on a 

pour tout objet i de I des morphismes de topos annel~s ui : (H,B) • (Fi,A i) . 

Si le topos fibr~ F (non annel~) admet une limite projective Limtop F. , et si 
I l 

le syst~me inductif d'anneaux i ! ~ ~(A i) admet une limite inductive Zim ~A. 
io~ i 1 

darts la cat~gorie des anneaux de ~imtop F i (ce qui est toujours le cas si Iest 
I 

petite) alors le topos annel~ (~imtop F i , ~im ~ A i) est de fa~on ~vidente une 
I I °~ 

limite projective du topos fibr~ annel~ considerS. 

8.6.3. Les formules du num~ro 8.5. ~tablies pour les faisceaux d'ensembles sont vala- 

bles pour les faisceaux ab~liens. Elles sont aussi valables pour les faisceaux de 

modules, ~ condition d'interpr~ter les foncteurs images inverses qui y figurent comme 

des foncteurs images inverses au sens des faisceaux de modules (IV 1.1). Nous en lais- 

sons la v~rification au lecteur. 

8.6.4. Soit (p : F- m I, A) un U-topos fibr~ annel~ sur une categoric cofiltran- 

re. On dit que (p : F ~ I, A) est U-topos fibr~ annel~ plat ~ droite (resp. 

gauche) si pour tout morphisme f : i • j , le morphisme f. : (Fi,A i) > (Fj,Aj) 

est un morphisme plat ~ droite (resp. ~ gauche) de topos annel~s (V 1.8). Supposons 

I essentiellement petite. Alors le mo;phisme de topos annel~ 
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Q : (Limtop~ F i , yoZ~m ~(Ai)) > (HOmlO(I°,F'),A) (8.5.1) est plat ~ droite (resp. 

gauche), comme il r~sulte de la d~finition et de 8.5.2, et ceci est valable sans 

hypotheses de platitude sur les morphismes de transition f. . Si on suppose de plus 

que (p : F • I, A) est un U-topos fibr~ annel~ plat ~ droite (resp. ~ gauche), 

les morphismes ~i : (Limtop~. I Fi ' ~-~£im U~ A i) ~ (Fi,A i) sont plats ~ droite 

(resp. ~ gauche). Ceci r~sulte de ce que l'image inverse d'un module plat est plat 

(V 1.7.1), et de ce qu'une limite inductive filtrante de Modules plats est un Module 

plat. On d~montre par les m~mes arguments le fair suivant : Si 

m : (Fi,A i, i 6 I) : > (Gi,Ai, i E I) est un morphisme cart~sien de U-topos fibres 

annel~s sur une categoric cofiltrante essentiellement petite et si pour tout objet 

i ~ ob(1) , le morphisme m. est plat ~ droite (resp. ~ gauche), alors le morphisme 
I 

m d~duit de m par passage ~ la limite projective est plat ~ droite (resp. N gauche). 

8.7. Cohomolo~ie des faisceaux d'une limite pro~ective de topos. 

d~signe une petite cat~gorie cofiltrante, (p : F 

U-topos fibres annel~s, m : (p : F ~ I,A) ........ 

8.7.1. Dane ce num~ro, I 

et (q : G ~ I , B) deux 

(q : G > I,B) 

morphisme f : i 

f~ : Mod (Fi,Ai) 

> I,A) 

>- 

Urn morphisme de U-topos fibres annel~s. On suppose que pour tout 

j de I ,les foncteurs d~riv~s Rnf~ , n & ~ , du foncteur 

Mod (F:,A~) pour les modules, conunutent aux limites inducti- 
J J 

ves filtrantes, et que pour tout objet i E I ,les foncteurs d~riv~s R n du mi z 

foncteur mi~ : (Fi,A i) > (Gi,B j) pour lee modules (3) commutent aux limites 

inductives filtrantes. Rappelons que ces hypotheses sont satisfaites lorsque lee cate- 

gories F i , G i (i E oh(l)) sont coh~rentes et lorsque lee morphismes 

f. : F i • Fj , (f : i ~ j E FI(1)) et m i : F.I > G.I , (i ~ I ) sont 

coh~rents (5.2). On utilise les notations de 8.5.1. De plus on note ~ (resp. ~ ) 

le faisceau £i~ ~i(Ai )~ (resp. £im ~ (Bi)) . Enfin pour lee Modules, on utilise la 

-I 
notation ~i pour d~signer l'image inverse au sens des faisceaux ab~liens en r~ser- 

vant la notation ~ pour l'image inverse au sens des Modules (IV 1]). 

(1) Pour fixer lee idles nous prendrons les modules ~ gauche. 
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Lemme 8.7.2. Soit j I ) Mj u__nn A-Module in~ectif de Top(F) . Alors 

Qm(j ~ M~) est un A-Module acyclique pour m et pour tout i ~ oh(1) 

est flasque. 

M, 
1 

Soient i 6 ob(1) et e. un objet final de F.. Le U-topos fibr~ 
i 1 

F/e" ~ I/i est d~duit de F > I par le changement de base I/i > I . 
1 

Le faiseeau j ~ M. ~tant injectif est flasque (V 4.6). Sa restriction au topos 

localis~ F/e"  e s t  f l a s q u e  (V 4 . 1 2 ) .  Le f o n c t e u r  de r e s t r i c t i o n  de F / e  i g F i 
1 

est un foncteur image directe par m morphisme de topos (7.4.12). Par suite, il 

transforme les Modules flasques en Modules flasques (V 5.2). Donc Mo est flasque. 
1 

D~montrons la premiere assertion du lemme. Posons N' = Q~(j ! ~ M.) . 

D'apr~s (8.5.3.1), on a, pour tout i ~ ob(1) 

N' = " " Mj)=£im f,(Mj) ~i~( ) ~i±Q (3 ! ~ __~. 
f:j+1 

En utilisant l'hypothase (8.7.]), on volt que le faisceau N' 

suivante : 

poss~de la propri~t~ 

, N' (P) Pour tout objet i 6 ob(1) Bi~( ) est mi -acyclique , et pour tout 

morphisme f : i ~ j de I , Ui~(N') est f~-acyclique. 

Ii suffit de montrer que tout objet N' qui poss~de la propri~t~ (P) est 

m~-acyclique. Comme les injectifs poss~dent la propri~t~ (P), il suffit de v~rifier 

les deux propri~t~s suivantes (V 0.4) : Pour toute suite exacte 0 ) N' > N" 

0 , off N' et N poss~dent la pro~ri~t~ (P), (a) N" poss~de la propri~t~ (P) 

et (b) mi(N) ) m~(N") est un ~pimorphisme. La v~rification de (a) est tri- 

viale. V~rifions (b). Posons K = coker (Q@(N') ~ ~(N)) de sorte que K est la 

section (i: ~ K i = coker (Ui~(N') ) ~i~(N)) . Pour tout f : i > j , on 

a un diagramme commutatif 

~:~(N') ~ f~ ~i~(N) ~- f~(K i) ~ 0 

I i T 
0 ) U:~(N')j~ ' Uj~(N) ) K,I ) 0 
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Comme U+.~(N')zx est fx-acyclique, la suite horizontale du haut+est exacte. Con~ne 

i : ~ ~iz(N') et i ! ~ ~ix(N) sont des sections cart~siennes, les deux premiers 

morphismes verticaux sont des isomorphismes. Par suite le morphisme canon ique 

Kj ....... • fx(K i) est un isomorphisme et i I ~ K.l est une section cart~sienne. Donc 

K est de la forme Q_(K') , et les morphismes canoniques Q~(N) ......... > K et 
I 

K • Q~(N") sont de la forme Qx(u) et Qt(v) respectivement, car Qx est plei- 

nement fiddle. Comme Qx est exact et con=he QXQz est isomorphe N l'identit~, v 

est un isomorphisme et par suite Q,(v) est un isomorphisme. La suite 0 ~ Q~(N') 

'i Q~(N) ~ Q~(N") > 0 est donc exacte et par suite, pour tout objet i 

de I , la suite 0 ) U'zx(N') ~ ~i~(N) ~ ~''zx(N") ) 0 est exacte. 

Comme ~ix(N') est mix-acyclique , la suite 0 > mix ~ix(N') > mi~ ~ik(N) 

(N ''~ > 0 est exacte. De plus on a un isomorphisme " mix Uiz 

m~_~ £im ~I mJX ~jx (8.5.8.2). Le foncteur U~l est exact et les limites induc- 
I v" 

tives filtrantes sont exactes. Donc la suite 0 > mx(N') "- m~(N) 

mx(N") . > 0 est exacte. 

Th~or~me 8.7.3. Les notations et hypotheses sont celles de 8.7.1. 

n n E ~ , le foncteur d~riv~ R m~ con~mute aux limites inductives filtrantes, et on a 

un isomorphisme fonctoriel pour tout A-Module j : ~ Mj ; 

(8.7.3.1) Rnm Qx(j > Mj) ~ ~im ~ Rnm.~(M.) 
y~ J 

-I On a Q (A) = ~ , et par suite l'image r~ciproque pour les Modules est 

isomorphe ~ l'image r~ciproque pour les faisceaux ab~liens. On en d~duit par 8.5.8.2 

que pour toute section j ~ > M. , on a un isomorphisme canonique 
J 

_- , us +ou+ + 7  on uo  +omo= 

phisme canonique (8.5.9.1) m Q~(j I. ~ N j ) . , ~ _ _ ~  ~ 1  ~ ± ( M j )  . C o ~ e  pour  t o u t  

i n j e c t i f  j ~ - - - - ~ M .  , l e s  M. son t  f l a s q u e s  e t  Qx(j ~ M,) e s t  a c y c l i q u e  
3 J J 

Rn~x (Q~ ( J u j I Rnmj * (Mj) pour ~i (8.7.2), on a un isomorphisme : > Mj) -~ ~im , y~ 
d'o~ la formule (8.7.3.1) en utilisant ce qui precede. La premiere assertion r~sulte 

i~-,~diatement de la formule 8.7.3.1. 

Pour tout entier 
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Corollaire 8.7.4. 

(8.7.4. l) 

En effet 

Corollaire 8.7.5. Pour tout objet 

On a des isomorphismes, ' fonctoriels pour 

N e s t  i s o m o r p h e  g Qt(j : ........ " ~(H)) 

i d~e I , p0ut entier 

on a un isomorphisme fonctorlel 

n E ~ : 

n et tout A.-Module M. , I - -  1 

( 8 . 7 . 5 . 1 )  R %  ~ * Rnmjtf~(Mi ) ~i(Mi )= .--r~.£im ~j 
f:j+x 

Quitte ~ faire le changement de base I/i > I , on peut supposerque 

est un objet final de  I ( 8 . 2 . 1 ) .  L'objet ~:(M i) est alors isomorphe 

Q@(f : j > i) I > f~(Mi)) (cf. 8.5.5). 

Corollaire 8.7.6. Soit i un objet de I e_~t n un entier. On a un isomorphisme 

fonctoriel en la section j I > M. : 
J 

R n ^ ~ . .  (8.7.6.1) Vitq ~j | • M.) "~ tim Rnf (Mj) 
J f:j~i 

On a un !somorphisme en le A-Module N : 

(8.7.6.2) Rn~i~(N) N .--:~.gim Rnf~ ~j~(N) 
f:3~I 

On a un i somorphisme fonctoriel en le A.-Module M. : 
i - -  1 

(8.7.6.3) RnVi, u~(MI)---~ £im Rnf, fx(M i) 
f:j~i 

Les foncteurs Rn Vi~ eommutent aux limites inductives filtrantes. 

En faisant le changement de base I/i ) I on se ram~ne au cas oO i 

est un objet final de I . Les formules (8.7.6.1) et (8.7.6.2) sont alors des cas 

particuliers des formules (8.7.3.1), (8.7.4.|) et (8.7.5.1), respectlvement bbtenus 

en prenant pour G le topos fibr~ constant de fibre F. et pour morphisme m le 
i 

morphisme (f. , f E ob(I/i)). La derni~re assertion rfisulte de 8.7.6.2 compte tenu 

de ( 8 . 5 . 4 ) .  
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Corollaire 8.7.7. Soient i un objet de I , X un objet de F. tel que les fonc- 
1 

teurs Hn(x, -) , n ~ N , cor~autent aux limites induetives filtrantes. On a pour tout 
= 

n un isomorphisme canonique fonctoriel en le A.-Module M. : 
..... i - -  i 

(8.7.7.1) Hn~(X), u~(Mi))'v Zim Hn(fZ(X),fZ(Mi)) 
f:j~i 

et les foneteurs Hn( ± ~i(X), - ) cor~autent aux limites induetives filtrantes, En par 

tieulier sl les foneteurs Hn(Fi ,-) commutent aux limites inductives filtrantes, le~s 

foncteurs Hn(~, -) commutent aux limites inductives filtrantes, et on a des isomor- 

morphis_mes canoniques, fonctoriels en les A.-Modules M. 
i I 

(8.7.7.2) Hn(~, ~i(Mi)~ )=£imf:.~i Hn(Fj'f~(Mi)) 

II r~sulte de (V 5.3) qu'on a deux suites speetrales 

'E p'q = lim HP(x,Rqf fX(Mi)) ~ lim HP+q(f~(X),f±(Mi)) 
f:j%i f:j%i 

,,EP, q -_ 
-2 HP(x'Rq ~il ~(Mi)) "> HP+q(~ "(X)' ~(Mi)) ' 

et de (8.5.7.1) qu'on a un morphisme entre ees deux suites speetrales. Comme les 

HP+q(x, - ) commutent aux limites inductives filtrantes, il r~sulte de (8.7.6.2) que 

ce morphisme de suites spectrales est un isomorphisme au niveau des E p'q . Par suite 
-2 

il induit un isomorphisme sur les aboutissements, d'o~ (8.7.7.|). Pour tout A-Module 
-4P 

N , on a une suite spectrale (V 5.3). 

EP,q = HP(x,R q Bi~(N)) ~ MP+q(~(X),N) . 

n 
La commutation aux limites inductives filtrantes des foncteurs H (~i(X, - ) r~sulte 

alors des propri~t~s analogues des foncteurs Hn(x, ) et R n - ~i~ (8.7.6). 

Remarque 8.7.8. Lorsque les topos Fj , j ~ ob(1) sont coh~rents et lorsque les 

morphismes de transition sont coh~rents, l'hypoth~se faite sur X (resp. F i) dans 

8.6.7 est satisfaite lorsque X (resp. F i) est coherent (5.2). On sait d'ailleurs 

que dans ce cas ~(X) (resp. ~ ) est coherent (8.3~13). 
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Corollaire 8.7.9. Soient i un ob~et I , M. un A.-Module ~ gauche, L. un 
1 -- I i - -  

A.-Module ~ droite poss~dant la r~solution du type : 
1 

Pi,k > Pi,k-I ~ "'" ' Pi,o , L i ~ 0 

o~, pour tout entier k , Pi,k est isomorphe ~ une somme directe finie d'oh~ets de 

la forme Ail x (IV II.3.3), o~ X 

hypothases de 8.7".I, le topos fibr~ 

mes canoniques , pour n 4 k-I : 

Notons P. la r~solution de L. . Comme 

v~rifie les hypotheses de 8.7.7. Si, outre les 

F est plat ~ droite (8.6), on a des isomorphis- 

• n 

£im Ext_ (F.,f~(Li),f~(Mi)) 
f:j%i aj 3 

F est plat ~ droite, pour tout 

f : j ~ i , f~(Pi,.) est une r~solution de f±(L i) et ~(Pi,.) + est une r~so- 

lution de B~(L i) (8.6). Ces r~solutions permettent de construire deux suites spec- 

trales qui convergent respectivement vers les deuxmembres de (8.7.9.1), et un mor- 

P'q ce morphisme est un phisme entre ces deux suites spectrales. Au niveau des E| 

isomorphisme (8.7.7.]). II induit donc un isomorphisme sur les aboutissements. 

9. Appendice. Crit~re d'existence de points 

par P. DELIGNE 

Proposition 9.0. Tout topos localement coherent S a assez de points. 

La question ~tant locale sur S , on peut supposer le topos S d~fini par 

un site ~ ,dans lequel est limites projectives finies sont repr~sentables et tel 

que tout recouvrement f. : U. > U admette un sous-recouvrement fini. II suffit 1 

de p r o u v e r  que  s i  f : 

p o i n t  x de ~ t e l  que 

ob~ et ~,~' E ~(u> 

~/U , on se ram~ne au 

1 

~ n'est pas un monomorphisme, alors, il existe un 

fx ne soit pas injectif. Par hypoth~se, il existe U 

tels que ~ # ~ ' et f(6) = f(~') . Rempla~ant ~ par 
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Lenme 9.1. Si ~ et M' sont deux sections globales distinctes d'un faisceau 

sur un site /~ v~rifiant les hypotheses pr~c~dentes, alors, il existe un point x 

de ~ tel ~ue ~x # ~'x 

Soit P = (Ui)i 6 I un syst~me projectif dans ~ , index~ par un ensemble 

ordonnfi filtrant I . Pour tout faisceau ~ sur /~ , on pose P~) = £im~(U i) , 

et, pour tout V G Ob~ , on pose P(V) = £i~ Hom (Ui,V) . Les foncteurs p(~ et 

P(V) commutent aux produits fibres. Si le foncteur P(V) transforme les recouvre- 

ments en families surjectives de fonctions, c'est un morphisme de sites du topos 

ponctuel darts ~ , et P(~ 

Si P = (Ui)iE I 

, on dit que Q raffine 

et si P 

de e(~ 

P(~D de 

pour P 

est le foncteur fibre correspondant. 

et Q = (Vj)j & j sont deux syst~mes projectifs dans 

P si I est une partie de J munie de l'ordre induit 

est la restriction de Q ~ J . On dispose alors de morphismes de foncteurs 

dans Q~ et de P(V) dans Q(V) . 

et ~' les images dans Quel que soit P come plus haut~ on notera 4p P 

4 et 4' • Le lemme 9.1 r~sulte du lemme suivant, dans lequel on prend 

le syst~me projectif index~ par {0} et r~duit ~ l'objet final de 

Lemme 9.2. Quel que soit P come plus haut vfirifiant Mp # 4'p , il existe Q 

raffinant P , v~rifiant 4Q # ~6 , et tel que, quels q ue soient le recouvrement 

fi : Vi ~ V e~t f ~ Q(V) , f so it dans l'image d'un des Q[v i) . 

On prouvera tout d'abord : 

Letmne 9.3. Soient P = (Ui)i ~ I 

un recouvrement fini dans ~ , et 

~Q # ~ et tel que l'image de f 

vfirifiant les hypotheses du lemme 9.2, fi : Vi --~V 

f ~ P(V) . Ii existe Q raffinant P , vfirifiant 

dans Q~v) soit dans l'image de l'un des (V.) 
.... i 

II existe i ° ~ I et f' 6 Hom(U i V) qui d~finissent f . Pour i ) i ° , 
o 

posons U i ,  k = U i x V k , c e  p r o d u i t  f i b r g  g r a n t  d g f i n i  p a r  f '  . On s a i t  que  (V k)  
V 

est un recouvrement de V ,donc que Ui, k est un recouvrement de U.I ; la flgche 

suivante sera injective (pour i > i o) : 
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~(U i) > K~(Ui, k) 
k 

Passant ~ la limite, compte tenu de ce que les produits finis commutent aux limites 

inductives filtrantes, on volt que 

p(~D ~ £im ~(Ui, k) 
k 

est i n j e c t i f ,  donc q u ' i l  ex i s t e  k t e l  que Ap et  j'p a ien t  des images d i s t i n c t e s  

darts £im. ~ _~(Ui, k) . Soit alors Io = {ili > io et i ~ I } , et J = I I[ Io . On 
i>I 

0 

ordonne J en disant que j' ~ j" si les images de j' et 

j' ~ j" et si on n'a pas j' ~ I ° , j"~ I . Les U.l et 

J , et forment un raffinement Q de P , tel que MQ # ~ 

dans Q[V) soit dans l'image de Q(V k) 

j" dans I satisfont 

Ui, k sont indexes par 

, et que l'image de f 

Lemme 9.4. Soit P = (Ui)i 6 1 v~rifiant les h[~pth~ses du lemme 9.2. Ii existe Q 

raffinant e , tel que AQ ~ ~ , et tel q ue ~ou[ tout reeouvrement fin i (v k) d'un 

ouvert V de S , et tout f E P(V) , l'image de f dans Q[V) soit dans l'image 

de l'un des Q(V k) . 

Soit E l'ensemble des triples form, s d'un ouvert V de S , d'un recou- 

vrement fini (V k) de V et de f E P(V) . Soient ~ un bon ordre sur E et 

l'ensemble d~duit de E par adjonction d'un plus grand ~l~ment, not~ ® . On va d~fi- 

nit par r~currence transfinie sur e ~ E des raffinements Qe de P , v~rifiant 

~Qe # ~Qe et tels que 

(i) si e' ~ e , alors Qe raffine Qe' 

(ii) si e = (V,(Vk),f) , alors l'image de f sans Qe(V) se trouve dans l'image 

de l'un des Qe(Vk) 

Supposons les Qe' d~j~ d~finis pour e' < e . Si e 

ment de E , posons Qe -- P " Si e a un.pr~d~cesseur e-I , posons 

! Sinon, soit Qe le syst~me projectif d'ensemble d'indices U le, 
e'<e 

Qe' pour e' < e .Dans ce cas, on a 

Qe ~) = £im Qe, ~') 
~'-~<e 

est le premier ~l~- 

Qe = Qe-| " 

qui raffine les 
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de sorte que, dans tousles cas, Qe 

~Q 
raffine les Qe' pour e' < e et v~rifie 

On obtient le syst~me projectif Qe 

Qe' et ~ e = (V,(Vk),f) (resp. en prenant 

requis en appliquant le lemme 9.3 

= Q' si e = 
Qe e 

Le syst~me projectif Q~ v~rifie le lemme 9.4. 

Le lemme 9.4. permet de d~finir, par r~currence sur 

Qn = (ui)i ~ I 
II 

de syst~mes projectifs dans ~ telle que 

de 

(i) Qo = P 

(ii) Qn+l raffine 

(iii) ~Qn # ~n 

% 

n , une suite 

(iv) Quels que soient le recouvrement fk : Vk > V et f E Qn(V) 

f dans ~+l(V) se trouve dans l'image de l'un des Qn+l(Vk) 

, l'image 

Le syst~me projectif Q , d'ensemble d'indices la r~union des I n , qui 

prolonge les diff~rents Qn ' v~rifie alors le lemme 9.2. La d~monstration montre de 

plus que : 

Corollaire 9.5. Soit /~ un site, dans lequel les produits fibres sont repr~senta- 

bles et tel que tout recouvrement dans /~ admette un sous-recouvrement fini. Soit 

e le cardinal sup( )o " card(F~)) . Alors il existe un ensemble tr~s dense 

de points de ~ , tel que 

(i) card(X) ~ 2 c 

(ii) s i x ~ X e_~t U E Ob~, alors card(U x) ~ c 
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SGA 4 

Expos~ VII 

SITE ET TOPOS ETALES D'UN SCITE~ 

par A. Grothendleck 

I. La topologie ~tale 

2, Exemples de faisceaux 

3. G~n~rateurs du topos ~tale. Cohomologie 

d'une lim de falsceaux 

4. Comparalson avec dtautres topologies 

5. Cohomologie d'une llmlte projective 

de sch(saas 

i 

6 

9 

i0 

15 
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Dans le pr6sent expos~ et le suivant, nous d~veloppons les 

propri~t@s les plus ~l@mentaires relatives ~ la topologie et la cohomologie 

@tales. Les d6veloppements ~u present expos~ concernent certaines propri~t~s 

valables pour l'essentiel pour dlautres topologies tr~s diff~rentes, telle 

la "topologie fppf". Dans l'expos~ suivant seront d~velopp6e8 des propri@- 

t@s assez sp~ciales ~ la topologie @tale, tenant ~ la nature trAs parti- 

ouliAre des morphismes @tales. 

Nous suivons partiellement ici trois expos@s oraux de J.E. ROOS 

(qui n'avaient pu 8tre r~dig~s par lu~ no~mment dans la d@monstration, 

de VIII 6.3. 

Sauf mention expresse du contraire, il sera sous-entendu que les 

schemas envisages darts le present expos~ et les suivants sont ~l~ments 

de l'univers fix~ _.U . 

i. ~ toDoloaie ~tale 

I.i. Nous d~sigrerons par (Sch) la ~t@gorie des sch@mas (~l@ments 

de l'Univers fix@ U~. Rappelons qu'un morphisme f : X--,Y darts (Sch) 
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est dit ~tale s'il est localement de presentation finie, plat, et si pour 

tout y ~ Y, la fibre X est discrete, et ses anneaux lccaux sent des 
Y 

extensions finies s@parables de k(y). Ii revient au m~me de dire qu~ f 

est localement de presentation finie~ et que pour tout Y - 

qui est affine (au sons absolu) et pour tout sous-sch~ma 

un Ideal nilpotent, l'application 

Hom~ (Y' , X ) ---> Hem Z ( Y~ , X ) 

est bijective. Pour les propri4t~s les plus importantes de cette notion, 

je renvoie ~ EGA IV §§ 17 et 18, et en attendant ~ SGAII et IV. 

schema Y' 

Y~ d@fini par 

1.2. On appelle topolo~ie ~tale sur (Sch) la topologie engendr@e par 

la pr~topologie pour laquelle, pour tout X ~ (Sch), l'ensemble 
U. 

COy X est form~ des familles ( X i ~ > X)i E I (index~es par un 

I ~U), telies que les u i soient @tales et X =~ u i (Xi) (au sens 
i 

ensembliste). 

Ii est commode d'associer ~ tout 

(Sch)/x form~e des fl&ches 

"topologie induite" (~) 

encore "topologie ~tale sur 

X la sous-cat@gorie Et/x de 

X'--~X qui sent gtales. On la munira de la 

par la topologie ~tale de (Sch), (appel~e 

X") st on d~signera par X~t le site ainsi 

obtenu ("site 4tale" de X) (*)~otons que tout morphisme de Et/y est 
U. 

4tale(SGAl I 4.8), d'oG stensuit qu'une famille ( X[ - ~  X') i ~ I dans 

Xg t est oouvrante s± et seulement si elle est sur,jective i.e. 

U U i (X~) = X' . On voit aussitSt (cf. 3.1) que X4t est un R-site 
i 

done les rdsultats des 

Exp. I ~ VI sent applicables. Le topos X~t des U-faisceaux sur X~t est 

le topos ~tale de X. 

(*) Notons cependant qu'il serait preferable de d~signer par X. le topos 
~ deflnl par leslte ~tale de X Pour des raisons nratiques, nous nous 

en tlendrons dans ce Seminaire aux notations introduites ici (qui sent 
celles du s~minaire primitif). 
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1.3. Pour la suite, sauf mention expresse du contraire, toutes les no- 

tions topologiques que nous envisagerone dans Et/x ou (Sch), s'6ntendent 

au sens de la topologie ~tale. D'ailleurs, dans le langage et les notations, 

on ~erira courammsnt X au lieu de X~t ou Et/x . Ainsi, on appellera 

"faisceau sur X" (sous-entendu : pour la topologie ~tale) un faisceau 

sur le site X~t . On d@signera par X~t la cat@gorie de ces faisceaux, 

qui est un q$-topoe. Si F est un faisceau ab@lien sur X , on d~signera 

par Hi(x,F) ses groupes de cohomologie, qui seraient notes H~X~% ,F) dans 

Exp. V. 

1.4. 

image inverse 

Soit f : X ---> Y un morphisme de schemas. Alors le foncteur 

f* : yv ~__> y, Xy X 

induit un foncteur 

(*) 

qui commute aux 

couvrantes; c'est par suite un morphisme de sites 

fe t' >Y t ' 

induisant donc un foncteur sur la cat~gorie des faisceaux • 

~t ~ 
f. s X ~t -'-> Y @t 

finies et transforme familles couvrantes en familles 

f~ t  ( V ) ~ F of*~t 

par 

De plus f.~t admet un ad jo in t  ~ gauche 
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~t : Y~t ~ X~t 

prolongeant ~elui envisag4 dans (.) , et com-.,tan% aux lira quelconques 

et aux lira finies i.e. f ~t d4finit un morphisme de toD o~ 

f~t : X~t " ~ Y~t 
• Evidemment, pour un compos@ de deux morphisme de sch@mas 

X f g >Y ~Z 
on a des isemorphismes eanoniques 

(gf)~t ~ f~t g~t 

(gf)~t ~ g~t f~t 

(de sorte qu'on obtient un "pseudo-foncteur" (SGA I Vl 8)de la cat~gorie 

(Sch) darts la cat@gorie ( Top ) des topos ~ U' , o~ U' est le plus 

petit univers tel que U ~ U ! ; comparer IV ). 

d 1o0 

i.e. on a un isomorphisme 

1.5. 

de 

teurs Rif. 4t . seront donc simplement notes 

notations la suite spectrale de Leray pour 

F 

Notatiorm. Darts la suite nous @crirons souvent f* , f. an lieu 

~t f~% , f, . Si f t X -~ Y est un morphisme de schemas, les fono- 

Rif.. R~ppelons aveo ces 

f , et un faisoeau ab~lien 

H*(x,P) # q -  HP(Y, f.(r)). 

De m~ae si l'ona ~x morphismes f : X --~ Y et g : Y --> Z , on a une 

suite speotrale ~e Leray (suite speotrale de fonoteurs compos6s) 

t t * (g f ) .CF)  ~ ~ ' q  - l tPg.  ( It q ~ . ( F )  ) . 
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canonique 

-5- 

~rsque f : X -~Y 

X comme obJet de 

est lui-m~me unmorphisme 6tale, on peut 

Y@% , et on a un i somorphiemede sites 

(Y t)/x 

VII 

Moyennant cet isomorphisme, le foncteur 

slidentifie au foncteur changement de base interne 

Et/y. I1 s 'ensuit que le foncteur 

f*: Y~t --~ X~t 

est alors isomorphe au foncteur " restriction ~ Y " 

FOix/Y 
o~ F est un faisceau sur Y~t ' et 

~vident (censistant ~ regarder un 

comme un schema ~tale sur Y par 

f ~t " Y' ~ ~ Y' Xy X de (.) 

dans la cat~gorie 

P 

~ -- X~t --~ Y~t est le foncteur 

schema @tale sur X, u : X' --~ X , 

fu : X' --~Y). 

1.7. questions d' Univers. On note~ que si X ~ ~ , alors X~t 

n'est pas ~l~men% de l'univers choisi U . Cependant, comme nous avons 

signal~, on volt facilement (3.1) que l'on peut trouver tune sous-cat4gorie 

pleine C de X4t, 4!4ment de U, satisfaisant aux conditions du "lamme 

de comparaison" (~) , de sorte que le foncteur restriction induise u~e 

~quivalence ~--~ X~ t. Ainsi, le topos ~tale est ~quivalent ~ un topos 

d%fini en termes d'un site C q U . En d'autres termes, X~t eet un U-site 

done ~n vertu de loc. cir. les r~sultats des Expos6s I A VI 

sont applicables Ace site. 
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2~ Exemples de faisceaux 

a) ~it F ~ Ob (Soh)/x 

posons 

un schema sur X , et pour tout X' sur X , 

(x,) = x (X',F) 

(Sch)o/X ---> (Ens) ainsi d@fini est un faisceau pour la Le f oncteur 

topologie @tale (et m~me pour la topologie plus fine fpqc @tudi~e dans 

SGA S IV). En d'autres termes la topologie ~tale sur (Sch) est moins fine 

que la topolegie canonique. C'est an effet, essentiellement, le contenu de 

SGAI VIII 5.1 (cf. aussi SGA3 IV 6.3.1 ). A fortiori, la restriction de 

ce faisceau ~ X@t est un faisceau. On le d@signera encore par F , 

lorsqu'aucune confusion n'est ~ craindre (*). Noter aussi que le foncteur 

ainsi obt~uu 

(*) 

commut e aux 

(Soh)/x > Xat 

lira finies (olest trivial). Cela implique par exemple que 

est un sch@ma en groupes (resp...) sur X , alors le faisceau lorsque F 

quill d@finit est unfaisceau en groupes (resp...). Notons que le foncteur 

Et/x ~ X~t induit par (*) n'est autre que le foncteur canonique, asso- 

oiaut ~ tout X' ~- Ob X@t le foncteur sur X@t qu'il repr@sente. C'est 

donc un iscmorphisme de la cat@gorie Et/x sur une sous-cat~gorie pleine 

du topos @tale X@t , par laquelle nous identifions g@n~ralement un 

X ~ Ob X@t au faisceau correspondant, qui sera not~ X cu simpl~ment X. 

Evidemment on aura H'(X,F) = HOm(soh)/x(X,F) 

Donnons @galement une interpr@tat~on de HI(X,F) lorsque F est un 

pr@sch@ma en groupes sur X (commutatif si l'on veut, de sorte que la 

(*) Mais on fera attention que si X # ~, le foncteur ~ qui a F E 0b(Sch)/x 
associe le faisceau correspondant ~(F) n'est pas pleinement fiddle, ni 
m~me fiddle, et qu'on ne peut r~constituer F (mod. isom.) connaissant 
~(F). Par exemple; si S = Spec k, k corps slg. clos, la connaissance de 
~(F) @quivaut ~ celle de l'ensemble sous-jacent ~ F seulement (en vertu 
de VIII 2.4). Comparer IV 
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d4finition de HI(x,F) rel~ve de Exp. V ; pour le cas g4n4ral on pourra consulter 

la th~se de J. Giraud (*)). Alors des raisonnementsbien connus, quejeme4ispense 

de r4p4ter ici, montrent que H ~ (X~F) est canoniquement isomorphe au groupe 

des classes (mod. isomorphisme) de faisoeaux d'ensembles sur X4t prinoipaux 

homog~nes sous F(~W~).Lorsque F est affine sur X , alors SGA 1 VIII 2.1 

implique (toujours par des arguments standards, cf. th~se~e~Giraud) que 

H I (X,F) est aussi le groupe des classes de sch4mas P sur X ~ sur les- 

quels F op~re ~ droite et qui sont "fibr4s principaux homog~nes sur X 

au sens de la topologie ~tale" i. e. looalement triviaux dans le sens de la 

topologie 4tale (***). 

Remarques 2.1. On fera attention que si l'on d~signe~ pour tout soh4ma 

Z sur X, par ~X (Z) le faiseeau associ~ sur X4t , et si f : Y ~. X 

est un morphisme de sch4ma, on a un homomorphisme 4vident (fonctoriel 

en Z) 

(.) ~(%(Z)) --* %(Zy) , ~ = ZXXY , 

i.e. tun homomorphisme 4vident 

~X (Z) > f.C~y(~)) , 

savoir l'homomorphisme fonotoriel en X' ~ 0b X4t 

Hot (X', Z) ) Ho 5 (X'y, ~) . 

Mais on fera attention qu'en ~n4ral (.) n'est pas tun isomorphisme, 

i.e. la formation du faisceau 4ta~e as sooi4 ~un ........ soh4ma relatif ne 

commute ;as aux foncteurs images inverses. Cependant (*) est un iso- 

morphlsme dans le cas particulier oh Z est 4tale sur X 

(*) 

(~) ou F-torseurs dans la terminologie de loc.cit. 

(***) ou F-torseurs repr4sentables dans la terminologie maintenant revue. 
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De re@me, le foncteur 

~X : Sch/x ) X~t 

n'est ~S fiddle si X ~ ~ (*); cependant sa restriction ~ X4t , qui n'est 

autre que le foncteur canonique X~t --, X4t , est pleinement fiddle, car en 

vertu de a) la topologie de X4t est moins fine que sa topologie cano- 

ni~ue 6 

b) Notons que (.) commute 4galement aux sommes directes index@es par les 

I ~U , comme on v4rifie facilement. En particulier, si pour tout ensemble 

I, on d4signs par ~ le X sch4ma constant d4fini par I (SGA31 1.8 ), 

somme directe de I copies de X, alors le faisceau associ4 ntest autre 

que le faisceau constant IX~ t~ (somme directe de I copies du faisceau 

final sur X4% ). Comme le foncteur I ~ I x commute 4galement aux lim 

finies, on volt qu'il transforms groupe en groupe, groupe commutatif en 

groupe commutatif etc... Si G est un groups commutatif ordinaire, on 

simplement Hi(X,G) au lieu de Hi(X,Gx). Supposons, par exemple, 4crira 

que G soit un groupe fini~ alors G X est fini donc affine sur X, donc 

en utilieant la remarque finale de a) on obtient une interpr4~tion de 

H I (X,G) comme l'ersemble des classe s de rev@~ements ~rincipaux ~aloisiens 

de groups G (SGAIV2.7). Lorsque X est eonnexe et muni d'un point 

g4om~trique a, alors en termes du "groups fondamental" ~(X,a) (SGA i V 7) 

on obtient l' i somorphisme canonique 

(**) HICX,G) ~ Horn C I~ICx, a), G), 

(o~ on a suppos4 G commutatif). 

On peut dire quVen passant de la cohomo]ogie de Zariski ~ la topologie 

4tale 9 "on a fait ce qu' il fallait" pour obtenir "le bon" H I (qui figure 

(*) Cf. pour ceci la note au bas de la page 6. 
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au 2~me membre de (*))pour un grouse de coefficients constant fini G. C'est un 

fair remarqt~b!e ~ ~ui sera d@montr@ par la suite de oe s@minaire~ que cela 

suffit @galement pour trouver lee "bons" Hi(X,G) pour tout groupe de 

coefficients de torsion (dumoins si G est premier aux caract@ristiQue~ 

r@siduelles de X ). 

e) Soit F un Ox-MOdule sur X, au sens de la topologie de Zariski. 

Alors (avec les notations de SGA 3I 4.6 ) on d@finit un foncteur 

O , (Soh)/x (Ens) 
p a r  

F%ox_OX,) . 

Ce foncteur est encore un faisceau pour la topologie @tale (et m~me pour la 

topologie fpqc) comme il r@sulte encore deSGAIVIII 1.6 et 8GA3 IV 6.3.1. 

A fortiori~la restriction de W(F) ~ X@t est encore un faisceau, qulon 

notera encore W(F). Par d@finition on aura donc H°(X,W(F)) = I ~ (F) = H°(X,F). 

Nais on a mieux ei F est quasi-coherent, cf.4.3. 

3. G@n~rateurs du Topos @tale. Cohomologie d'une ~ de faisceaux 

Proposition 3.1. Soient X u__nn Sch@ma, C une sous-cat@gorie pleine 

de X@t , telle que pour tout X' @tale sur X qui est affine, C contienne 

un objet isomorphe k X' . Alors C est une "famille de g~n@rateurs 

topologiques" du site X~t donc une fsmille de g@n@rateurs 

du topos X@t , et le foncteur restriction X~t ~ C est une 

fiquivalence de categories (off C es~ muni de la topologie induite par 

eelle de X@t ). 
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Trivial ~ l'aide du "lemme de comparaison" 

Corollaire 5.2. Supposons que X soit quasi s4par@. Appelons site 4tale 

restreint de X la soUs-cat4gorie pleir~e C de X4t form4e des sch4mas 

6tales sur X qul sont de pr4sentation finie sur X, munie de la topologie 

induite par X@t . Alors : 

(i) C est stable par produits fibr4s, etest un site de type fini 

si X est quasi-compact. 

(ii) Le foncteur restriction X@t --@ C est une @quiva!ence de cat4gories. 

L'assertion (i) est triviale, et (ii) r4sulte de 5.1 car C 

satisfait A la condition de 3.1 grace au fait que X est quasi-s4par4, 

qui implique que si X' est q~si-compact, par exemple affine, il est 

quasi-compact sur X (EGA IV 1.2.4 , oh on fair Z = Spec ~K), donc de 

pr4se~tation finie sur X si X' est localement de type fini sur X. 

Proposition 3.3. 8upposons X quasi-compact et q~si-s@par~. A!ors les 

foncteurs Hq(X@t , F) sur la cat~gorie des faisc eaux ab@liens sur X~t 

commutent aux~ !i~. 

En effet, on peut remplacer X@t par C en vertu de 3.2 (ii), 

or comme X est quasi-compact on a X ~ Ob C, et la conclusion r@sulte de 

3.2 ( i )  et VI § 6 1.2 (5). 

4. Com~araison a~c d'autres topologies 

4.O. Tout dlabord notons que les exemples de faisceaux sur X6t 

corsid@r@s au N ° 2 sont en fait de fagon naturelle des restrictions de 
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faisceaux d4finis sur 

topologie fpqc). Soit de fa~on g~n@rale 

u*, x4t > (Soh)/x 
le foncteur d'inclusion, qui est continu ( 

donc d4finit un morphisme de sites 

u : (Sch)/x > X~t , 
d'o~ un foncteur 

u. : SCh/x > X~t 

sur les cat4gories de falsceaux associ4es : 

u.(F) --. Fou , 

et un fonct~r adjoint A ~uche (I) de ce dernier 

, t so /x 

(Sch)/X muni de sa topologie 4tale (ou mSme de la 

) et commute aux ~im finies, 

Ceci pos4 s 

Proposition 4.1. (i) Le fon~teur u* est pleinement fiddle, donc pour 

tout faisceau G ~r x4 t , llh°m°m°rp hisme canonique G ~ >u.u*(G) est 

un is omorphisme. 

(ii) Soient G (rssp. F) un faisceau ab41ien sur X4t 

(resp. (Sch)/x). Alors les homomorphismes canoniques (d4finis par ex~nple 

comme edge-homomorphlsmes de la suite s~ectrale de Lera~r suivauts 

(I) En route rigueur, comme (Sch)]y est une ~-~t4gorie mais pas un 
IL-site on re ~ht invoquer III pour l'existence de u ~ , 
Cependant, on construit facilement u* par 

u*(F)(X')  = (px , )~ t (F) (X, )  (X' ~ Ob SOb/x) , 
o~ PX' d4signe le morphisme structural X' --> X. D'autre part, pour 
donner un sens ~ 4.1 (ii) et justifier la d4monstration indiqu~e de 
4.1 , il y a lieu d'introduire un univers ~ tel que QL ~ 7y, et de 
ooreid4rer les faisceaux intervenant darts les formules 4.1 (i) comme 
des faisceaux ~ valeurs dans ~-(Ens). On peut aussi, si on ne veut tra- 
vailler qu'avec des U-sites, remplacer (Sch)/x par une sous-cat4gorie 
pleine (Sch). x stable par lim finies, contenhnt C de 3.1, et qui soit 
U-petitel / 
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sont des isomorphismes 

H*(X~t,Fou) ~---~*((S~)/X, F) 

H*(X~t,G) u ~.~ ~*((Soh)/X, ~*(G)) . 

En effet, Is foncteur u est un comorphisme et on 

pout alors appliquer (I~ 

Ainsi, (i) montre que pour l'4tude de la cohomologie des 

faieceaux, il est essentiellement 4quivalent de travailler avec le "petit" 

site 4%ale X4t , ou le "gros" site 4tale (Soh)/x. 

4.2. D'autre part, il y a lieu d'introduire dans (Sch) (donc dans les 

(Sch)/x) diverses aUtTeS topologies que la topologie 4tale, dont les plus 

utiles sont d4finies dans SGA 3 IV 6°3. La plus grossi~re parmi cos derni~res 

est la topologie de Zariski (Zar), d4finie par la pr4topologie o~ les familles 

oouvrantes sont les familles surjectives d'immersioD~ ouvertes~ elle est 

moins fine que la topologie 4tale. La plus fine de ces topologies est la 

topologie "fid~lement plate quasi-compaote", en abr4g4 (fpqc), qui est la 

moins fine des topologies pour lesquelles les familles couvrantes an sons 

de Zariski, ainsi que los morphismes fid~lement plats quasi-compacts, sont 

oouvrants; la topologie fpqc est plus fine que la topologie 4tale. Comme 

nous l'avons d@jK remarqu4~les divers exemples de faisceaux sur (Sch)/X 

envisag@s au N ° 2 eont ell fait d4j~ des faisceaux pour la topologie fpqc. 

4.2.1. 

sur (Sob)/x 

envisag4e dans 

topolo~ e fpqc 

On fera attention cependant que pour un faisceau ab41ien 

pour la topologie (fpqc), (ou une topologi%telle fppf 

SGA 3 , los groupes de cohomologie de F pour la 

(resp .... ) ne sont pas ~ouJours isomorphes aux groupes de 
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cohomologie pour la topologie 4tale, et ceci mSme si X est le spectre 

dlun corps k , et F est repr4sen%able par tun groupe alg6brique sur k , 

mSme en ce qui ooncerne le H I . De fagon g4r~rale, on peut montrer que 

la topologie 4%ale donne les "bone" groupes de cohomologie pour les groupes 

de coefficients qui son% des sch4mas en g~oupes 4%ales, ou plus g4n4r~lemen% 

lisses, s~rX(*),mais il n'en est plus de m@me pour des sch4mas en groupes 

tels que les groupes radiciels sur S , pour lesquels il y a lieu de rein- 

placer la topologie 4tale, encore trop grossiAre, par Is topologie fpqo, 

ou fppf. 

4.2.2. Comae exemple des relations entre les eohomologies relatives 

des topologies diff4rentes, signalone ici le cas des topologies de Zariski 

et de la topologie 4tale. Nous d4signerons par XZa r le site des ouverts 

de Zariski de X, de sorte qu'on a tun foncteur d,inclusion canonique 

u~ ~ar ~ ~ X4t 

qui d~finit un morphisme de sites 

u : X~t > Xza r , 

d'o~ des foncteurs correspondants ima~e directe 

f.: X~t --'~ XZa r (f.(F) = Fou) , 

et image inverse 

: Xza r , 

&djoints l'un de l'autre; g6om4triqt~ment, il y a lieu d'in%erpr4ter le 

couple (f. , f*) comme un morphisme de topos 

f :'X4t - ) XZa r • 

On en d4duit un homomorphisme de foncteurs cohomologiques 

H* (XZ= , Q(F)) -~ H*(X4t,F) 

(*) Cf. A. Grothendieck, Le groups de Brauer III, th. ii.7, in "Dix exposes 
sur la topologie des sch4rRas, North Holland Pub. Cie. 
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et une suite spectrale de Leray 

H*(X~t,F)  ( ~P(Xzar,R~ f . ( F ) )  , 

o~ F est un faisceau abglien sur X4t. Cette suite spectrale r4sume lee 

relations g4n@rales entre cohomologie 6tale et cohomologie de Zariski. 

Bien entendu, pour des faisoeaux de coefficients F tel que des faisceaux 

de coefficients constants, cette suite spectrale en g~n4ral est loin d'@tre 

trlviale, i.e. en g@n~ral on aura Rqf.(F) ~ 0 (prendre notamment le cas 

oG X est le spectre dtun corps). Cependant : 

Proposition 4.3. Soit F un faisceau de modules variable sur le 

pr~sch4ma X (faisceau au sens de la topologie de Zariski), d'oG un faisceau 

F4t sur X~t (of. 2, c) et un homomorphisme de foncteurs cohomologiques 

H*(X,F) --4 ~*(X~t, r6t) 

Lorsque F est quasi-coherent, l'homomorphisme pr~c4dent est un isomorphisme. 

En effet, le premier membre n'est autre que H*(~ar , f,(l~t) ), 

et avec lee notations pr4c~dentes, il suffit de prouver qu'on a 

Rq'f,(F) =0  pour q > 0 . 

Cela r4sulte aussitSt, grace au proc4d~ de calcul des R q £. 

et grace au fair que lee ouverts affines forment une base de la topologie 

de X , du 

Corollaire 4.4. Si X est affine, on a 

H q (X4t , F4t) = 0 pour 

Pour le voir, soient C = X4t , C' 

form@e des X, affines, alors en vertu de 5.1 

~rq (c,r~t)  ~ Hq (C',F I C') . 

q> O. 

la sous-cat4gorie pleine 

o n  a u r a  
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II suffit donc de prouver que F i C' est C'-acyclique I¢ ¢,e I ou 

encore satisfait la condition dL V @~ i.e. que pour tout X' ~ Ob C' 

et toute famille couvrante R = (X i -4 X')i darts C' , on a 

H q ~, F) -- 0 pour q ~ 0 . Or on peut supposer (Xi) i fini, puis, quitte 

remplacer les X' par lettr somme, que la famille couvrante consiste an 

un morphi~ X~ -~ X' qui est couvrant, i.e. (~tale et) surjectif. Done 

on est ramen~ ~ prouver que si f : X -4 Y est un morphisme ~tale sur- 

jectif de schema affines et F un module quasi-coherent sur X, al0rs 

( * )  H q ( x / Y , F )  = 0 p o u r  q 5" 0 . 

Or ceci est d~montr~ dans TDTE I, B, I. I, (dans FGA, el. r~f [4] de IX). 

Remarques 4.5. En fair, par loc. cir., pour avoir (,) il suffit que 

X --~ Y soit surjectif, et plat (au lieu de ~tale). Cela permet de montrer 

par la d~monstration pr~c~dente, qu'on a encore des isomorphismes analogues 

celui de 3.3 , en y remplagant le site ~tale X~t par (Sch)/x, muni 

dlune quelconque des topologies plus fines que celle de Zariski envisag6es 

&ans SGA 3IV 6.3 , par exe~ple la topologie fpqc. 

5. Cohomologie d'une limite pro~ective de schemas 

5.1. Soit I un ensemble pr6ordonn~ filtrant croissant, 

un s~st&me projectif de schemas, les morphismes de transition 

u i • Xi---~X j (i ~j) ~tant affines. R~ppelons (EGA IV 8...) que sous 
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oes conditions, la limite projective 

X = lira X i 

existe dans la cat4gorie des sc.h4mas, (et mSme dans la cat~gorie des 

espaces annel@s en anueaux locaux) et peut se construire ainsi : 

on choisit io e I , de sorte que pour 

(mAII 1.2 et 1 .5  ) 

X i = Speo A i , 

oh ~ est une Alg~bre quasi-coh4rente sur X i ~ les ~ (i~ i o) for,ant 

donc un syst~me inductif de telles Alg~bres. Posant 

± 

on peut l~endre 

i >Ii o ~ on a un Xio - isomorphisme 

X = Spec A . 

D'ailleurs, d4sigl~ant par esp S l'espace topologique sous-jacent ~ un 

sch@ma S , on montre (~A IV 8...) que l'application canonique 

esp x -. e,p (X i) 

est un hom@omorphism e et que It homomorphisme canonlque de faisceaux 

d t anneaux 

i 
: X ~-X i est l'application continue canonique. est biJectif ~ o~ Vi 

5.2. De fagon imag4e, on peut r4sumer le cont~u de ~A IV 8,9 en 

disant que, lorsque Xio est quasi-compact et qua.si-s4par@, alors "route 

donn~e de nature sch4~tique sur X , de pr@sentation finie sur X ", est 
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4quivalente ~ une donn4e de mSme nature sur un des 

grand". Ainsi, on prouve (~A IV 8...) , 

a) sl i I ~ Iet si Xll , X~il sont deux 

sur Xil, elors posant pour tout i ~ i I 

X~ = X~ ×xilXi ' X' =X'i l×xilX , 

et d4finissant de mSme 

x~x~ 

est bijeCtive. 

X i , "pour i assez 

VII 

sch4mas de pr4sentation finie 

X i'' , X" , l'application canonique 

(x I , x~) -~Ho~ x (x,, x) 

b) Pour tout sch4ma X' de pr@sentation finie sur X , il existe un 

indice i I 6 I , un sch4ma XlI de pr~sentationfinie sur Xil , et 

un X-isomorphisme 

X' ~ Xl1 XxilX . 

5.5. On peut exprimer le r@sultat pr4c@dent, et les r4sultats de 

nature analogue contenus dans EGA IV 8, dans le langage des Lim de ) 

cat@gories fibr@es introduit dans VI. Pour ceci, consid@rons la cat4gorie 

T des morphismes f : T --}~ de pr4sentation finie de sch@mas, et le 

"fonot eur but" 

: -~ :'.. ( sob)  , 

qui est 4videmment un foncteur fibran_~t, les cat4gories fibres ~tant d'ail- 

leurs 4qulvalentes ~ des cat4gories ~-petites Consid4rons 

l Vim age inverse de la oat@gorie fibr@e ~ / ( S c h )  par le fonoteur 
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iF >x i: ~t (I)  ~ (Sch) 

(0~ cat(I) est la cat4gorie assooi4e ~ ! , avee Hom(i,j)% ~ si et 

seulemsnt si i >i J), d'oh une cat4gorie fibr4e 

, 

dont la fibre en chaque i ~ I est canoniquement isomorphe ~ la sous- 

cat4gorie pleine ~X. de (Sch)/x i" form4e des sch4mas de pr@sentation 
I 

finie sur X i , le morphisme de changement de base ~i-- ~ ~j relatif 

J >j i n'4tant autre que X.~ g--~X~ = X~ ×Xi Xj . Ceci pos@, assooiant 

tout XI de pr4sentation finie sur X i son image inverse sur X 

c~(x I) -- x, × x 
I X i 

on trouve un fonoteur naturel 

'~' ~ ~ ~ ' x ,  ' 

qui transforme 4videmment morphisme cart~sien de ~ 

done par d4finition 

en isomorphisme, 

se factorise de fagon unique par un 

f onoteur canonique 

' 

Oompte tenu de la description du premier membre~ le r~sul%at 

de EGA IV 8 rappel~ plus haut peu% s'6nonoer alors en disan% que (*) 

est une ~quivalence de cat46ories. 

5.4. LV4nonc@ a) de 5.2. ci-dessu~ leut se pr4ciser de diverses 

fagons, en introduisant quelque ensemble (~) de morphismes de sch4mas, 

stable par changement de base, et en @nonqant que pour un Xil -morphisme 
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donn~ ui1: X~ --+ Xi~1 , le morphisme oorrespendant u' s X' ~ X" 

est E (~.~) si et seulement si il existe i ~ i I tel que le Xi-morphisme 

u i : X~ --~ X~ soit ~ (~. Li6nonc~ obtenu alibi est vrai par example 
1 

lorsque (J~) est l'un des ensembles de fl~ches suivants : morphismes 

propres (respectivement projectifs, resp. quasi projectifs, resp. affines, 

resp. quasi affines, resp. finis~ resp. quasi finis, resp. radiciels, 

resp. surjectifs, resp. plats, resp. lisses, resp. ~tales, resp. non 

ramifies). Le lecteur trouvera les ~nonc6s correspondants darts ~A IV 

par. 8 (pour les 9 premiers) par. ll (pour le cas plat) par. 17 (pour les 

trois derniers cas). 

5.5. Remplaqons alors ~--> (Sch) par la sous cat4gorie fibr4e 

form~e des morphismes 6tales de pr4sentation finie, dont la cat~gorie 

fibre ~S ' pour tout sch4~a S , n'est autre que la ~t~gorie des 

schemas 4tales de pr4sentation finie sur S , et formons de mSme la 

cat4gorie fibr~e ~ sur cat (I) ,dont la cat4gorie fibre en tout 

i 6 I est la cat4gorie ~X i . En vertu de 3.2 (ii),les topos ~tales 

, X~t sont aussi canoniquement 4quivalents ~ ~ ' ~X ,(oG tout 
i4t X i 

~S est muni de la topologie induite par S4t). De plus, par 3.2 (i)j 

est un site de type fini, d'ailleurs 4quivalent ~ un site chaque Xi 

Z-petit. Compte tenu des topologies sur les ~X i , ~ devient un site 

fibr4 sur cat(I) Ceci pos4, on peut 

~noncer le 

L emm~e 5.6. Le foncteur canonique 

Lira ~ ~> ----, ~ ~x 
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d4finit une 4quivalence, respectant les topologies, du site Lim ) 

des sites 4tales restreints (3.2) des X i , avec le site 4tale 

restreint de X = 4~ _X i . 

Le fait quton obtient une 4quivalence de cat6gories est l'un 

des 4nonc4s rappel4s dans 5.4 (celui o~* (J~) est l'ensemble des mor- 

phismes 4tales dans (Sch)).L'assertion relative aux topologies s'obtient 

de mSme en prenant (J~) = ensenble des morphismes surjectifs dane (Sch). 

Le r4sultat pr4c4dent nous permet d'appliquer les r4sultats de 

la situation pr4sente. On trouve en particulier 

Th4or~me 5.7. Soit ~ = (Xi)i£ I un s~st~me pro~ectif de sch4mas, 

avec I ensemble pr4ordonn4 filtrant croissant. Supposons que les morphismes 

de transition uij: Xj ---~ X i eont affines (de sorte que le sch4ma 

X = lira X i est d4fini (5.1)), et que les X i sont quasi-com~cts st 

quasi-s4par4s. Consid4rons ie site fibr4 C/+ sur cat(l) explicit4 dans 

5.5 , dont la fibre ~i e__n_n i & I est canoniquement isomorphe au 

"site 4tale restreint" de X i (form@ des schemas ~tales de pr4sentation 

finie sur Xi). Soit F un faisceau ab41ien sur ~ (i.e. 

(3)) un foncteur ~o __, (Ab) dont la restriction F i K chaque ~i 

est un faisceau, i.e. un faisceau sur Xi). Soit Foo =@u~(Fi) l_ee 

faisceau induit cur X , oh u i : X ---> X i est le morphisme cauonique. Alors 

lea hcmomorphismee canoniques 

I~H~(Xi,Fi ) --~H~(X,F~) 
i 

i 

sont des isomorphismes. 
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Compte tenu de 5.6 , cela r4sulte de la conjonction de VI~.~ 

~)~ VI ~. ~- ~ On appliquera surtout 5.7 dens le cas 

particulier suivant, explicit4 4galement dans 

Corollaire 5.8. A~c les hypothAses et notations pr@c@dentes pour, 

(Xi)i~l, X, uij , u i , soit io~l , et soit F i un faisoeau ab~lien 
o 

sur Xio . Pour tout i >ii ° , soit Fi~ui i*(Fio ) ~  , soit de plus 

Foo = u~ (F i ). Sous ces conditions, lee homomorphismes canoniques 
o 

I~ Hn(Xi,Fi) .'. Hn(x,Fco ) 

i 

sont deB isomorphismes. 

Voici sependant un cas parfois utile qui rel~ve de 5.7 et non 

~e 5.8 : 

C orollaire 5.9. Avec lee hypothAees et notations de 5-7 pour 

(Xi)i~i,X,uij,u i , soit G i un sch4ma en groupes co~nutatifs !scar 
o 

lament de prdsentation finie sur X i (o~ i o ~ I est donn6). Pour tout 
o 

i >~i o , soit G i =G1o. Xxi X i , et solt de mSme Gco =GXxi X. Alors les 
o o 

homomorphiames canoniques 

llm, Hn(Xi,Gi ) --> Hn(X,Gco) 
i 

sont des isomorphismes. 

En effet, nous savons que Gio d4finit un faisceau sur (Sch)/xi 

o 
(of. 2 (a)), et supposant que i o est un plus petit objet pour I (ce 

, on trouve qui est loisible), d'oh un foncteur canonique -~(Soh)/x i 

o 
par composition un foncteur contravariant F sur ~ ~ dont la restriction 
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~ i est canoniquement isomorphe au faiseeau sur X i d4fini par G i . 

En particulier F est un faisceau sur ~ , et nous pouvons lui appliquer 

5.7. L'h~rpoth~se que @i est localement de pr4senta%ion finis sur X i 
o o 

sert ~ assurer que le faisceau Fco de 5.7 est isomorphe t par l'homo- 

morphlsme naturel Foe --, faisc(Ga~ ) , au faisceau faisc(Gco ) d4fini par 

Gee (comme il r4sulte sm effet aussitSt de B3A IV 8.8.2 (i) , en re- 

gardant les v~leurs des faisceaux envisag4s sur les objets du site ~tale 

restreint de G et appliquant 5.6 ). Cela ach~ve de prouver 5.9. oo 

Corollaire 5.10. Avec les hypotheses et notations de 5.7 op_q~ (Xi) i~l ~ 

X, uij,u i ,soit F unfaisceauen groupes commutatifs sur X , alors les 

homomorphismes canoniques 

limHn(xi,ui,(F)) ~ ~ Hn(Xt F) 

i 

sent des isomorphismes. 

Les 4nonc4s 5.7 ~ 5.10 se g@n@ralisent en des 4nonc4s cortes- 

pendants pour les Ext i de faisoeaux de Modules, grace ~ ¥~.~.~ , que 

nous nous dispensons de r4p6ter dans le cas particulier pr4sent. Nous 

allons par centre expliciter~ pour r~f4rences ult4rieures t les variantes 

de 5.8 et 5.9 en termes de fonoteurs Rnf 

Corollaire 5.11. Soient I un ensemble ,,,p, r 6 o r d o n n 4  filtrant c~oissant, 

(Xi)iq I et (Yi)iEi deux syst~mes proJectifs de sch4mas, ~ morphismes 

de trar~ition affines, X--~i~Xi , Y =~i~Yi , (fi)i~ I unsyst~me pro- 

jectif de morphismes fi : Xi > Yi quasi-compacts et quasi-s~par4s, 

i o~ I , Fie un faisoeau sur Xio . Pour tout i>/i o , soit F i l e 
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faisceau sur X i image inverse de F i . Soit de m~me f:X--* Y d4duit de 
O 

(fi) et F le faisceau sur X image inverse de F i . Sous ces conditions, 
o 

1 'homomorphisme can onique 

--.ira , RnQ(F) 
i 

est un isomorphisme (o~ u i • X --, X i est le morphisme canonique). 

On peut supposer que i o est un plus petit objet de I , et 

la question 4rant locale sur Yi , que Yi est affine, de sorts que 
o o 

les Yi et les X i sont quasi-compacts et quasi-s4par4s. On est alors 

sous leg conditions d'application de V| ~.~.3 (o~ on se famine 

5.8~ compte tenu du calcul des Rnf. comme faisceaux associ4s ~ des 

pl~faisceaux, On prouve de mSme : 

Corollaire 5.12. MSme 4nonc4 ~ue 5.1X , ~ce! a pros que maintenant F i 
O 

d4si~ne un sch4ma en gzoupes commutatifs localement de presentation 

finis sur X i , e t Fi,F ses images r4ciproques (au s~s du changement 
0 

de base pour les sch4ms). 

On fera attention que 5-9 (resp. 5.i2 ) n'est pas un cas par- 

tioulier de 5.8 (resp. 5.11 ), cf. 2 a) remarque 2.1. 

Corollaire 5.13. Avec les notations de 5.11 , soit F un faisceau en 

groupes ab41iens sur X . Alors les homomorphisme_s can0niques 

vi(  q.(ui.(F)) ) __, (F) 
i 

sont des isomorphismes, (o~ u i : X ---9 X i et vi : Y ~ Yi sont les 

homomorphismes canoniques). 

I~ d4monstration est essentiellement la mSme que pr~c4demment. 
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Remrques 5.14. a) Les r@sultats de passage ~ la limite pr@c~dents sont 

valables pour le H ° resp. les f. , pour des falsceeux dtensembles (au 

lieu de faisceaux ab@liens), et pour le H I resp. lee Rlf. pour des 

faisceaux de groupes (non n~cessairement commutatifs), - o~ les H I et 

Rlf, non coemutatifs sont d@finis comme d'habitude en termes de torseurs (ou 

flbr@s prlncipaux homog~nes) (cf. th~se de Giraud (*)). C~a peut se ~ifier directe- 

merit dens le contexte g~n~ral de II est cer- 

taine~ent possible (et sans doute utile) de donner @galement une variante 

pour lee H 2 non cowmutatifs de "liens", ~tudi@s par Gireud. 

b) Les r~sul~ts de passage ~ la limite pour les sites 

fibres d~velopp~e dens VI supposaient seule~ent que le ca~gorie base 

@tait une cat~gorie filtrante sans qu'il ait ~t@ n~cessaire 

de supposer qu'elle soit a~soci@e ~ unensemble pr~ordonn~ filtrent. 

Le cas d'une cat~gorie d'indices filtrante arbitraire est @galement le ca- 

dre naturel pour les @nonces d@velopp~s dens le present n °. Si nous nous 

sc~mes places dems un cadre trop restrictif, cela ~tait pour pouvoir donner 

des r~f~remces correc~es ~ EGA IV , o~ l'on suppose ~lencontreusement 

dens lee questions de passage ~ la limite (~ partir du per. 8) que la 

cat~gorie d'indices est d~finie en termes d'un ensemble pr~ordonn~ filtrant. 

Nous admettrons cependant par la suite que tousles r~sultats utilis@s de 

EGA IV sOnt valables pour des categories d'indices filtrantes quelconques, 

(les d~monstrations donn~es daus loo. cir. ~tant valables, essentiellement 

sans changement, dans ce cas plus g~n~ral). Aussi, nous utiliserone ~gale- 

ment sans autre commentaire les r~sultats du pr@sent n ° dans le cas oG I 

est remplac@ par une cat~gorie d'indices filtrante erbitraire. 

(*) cit~e p.7, note de bas de page (*). 
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I. Invariance top01ogique du topos 4tale 

Th4or~me I.i. S oit f I X t ~ X un morphisme entier surjectif 

radieiel. Alors le foncteur changement de base 

f* : X4t ---9 X~t 

eet une 4quivalence de sites (i.e_. une 4quivalence de cat4gorie, qui est 

continue ainsi que tout foncteur quasi-inverse). Par suite les foncteurs 

f* : X4t ---) X~t 

sont des 4quivalences be ~at4gories, quasi-inverses l'une be l'autre. 

La premiere assertion est bien connue (SGA IX 4.10 et 4.11 ) 

lorsque fest be pr@sentation finie ou que f est plat; le cas g4n4ral 

se r4duit ~ celui oG f est de pr4sentation finie. En effet, on salt d@j~ 

que le foncteur f* est pleinement fiddle (SGA i IX 3.4). II suffic 

de prouver 
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que f~ est essentiellement surJectif, i.e. que tout Z' 4tale sur X' 

"provient" d'un Z 4tale sur X . Utilisant le fait que f est un 

hom4omorphisme universel, et la plains fid41it~ de f*, on est ramen~ au 

eas oG X , X', Z' sont affines, speetres dlarmeaux A, A t , B'. Ecrivaut 

A' comme limite inductive de ses sous-A-alg~bres de type fini Ai, B' 

provient d'une alg~bre 4tale B! sur un A! (cf.E~A IV 8), ce qui nous 1 i 

ram~ne sm cas oG A' est enti~re et de ~ype fini sur A , donc finie sur 

A. On a alors un A isomorphisme A'=~ A"/J, ou A ''~-- A [tl,...tn! et 

J est un id4al de A" . Ecrivant J comme limite inductive de see sous- 

id4aux Ji de type fini~ et posant A!l = A"/Ji ' on aura encore 

A' = li~i. Ai' , donc B' provient d'une alg~bre gtale B!l sur un A!l (loco 

citato). D'autre part, comme Spec A'--~Spec A est surjectif, il enest 

de m~me des Spec A~ -,Spec A , de plus on v~rifie facilement qua puisque 

Spec A' --)Spec A est radiciel, il en est de mSme de Spec A~ -~ Spec A 

pour i assez grand (appliquer E~A IV 1.9.9 ~ Spec A(*)). Cela nous ram&ne 

au cam o~ A' est un des A~ ,donc de pr4sentation finie sur A . 

Cela prouve la premiere assertion de 2.1. Le fait que % et 

f* soient des 6quivalences quasi-inverses l'une de l'autre en r~sulte 

aussitSt. 

Oorollaire 1.2. Soient F un faisceauab41ien sur X , F t son image 

inverse sur X', alors les homomorphismes cauoniques 

(.) Ri(X,F) --3 ~i(x,,~,) 
sont des isomorphismes. De mSme, si F I est un faisceau ab61ien sur X', 

F son image sur X , les homomorphismes canoniques (,) sont des isomor- 

phismes. 

(*) Soit S. c S=Spec A l~ensemble des s E S tels que la fibre de i 
X.=Spec A~ ens soit derang s~parable i. Alors, les S. sont des parties 1 1 1 
constructibles de S (EGA IV 9.7.9) formant une famille croissante, leur 
r~union est S d'apr~s l'hypoth~se sur S'=Spec A' > Set le fait que les 
fibres de S~ sont des schemas noeth~riens. On a donc S=S i pour i assez 
grand, par EGA IV 1.9.9, cqfd. 
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Exemples 1.3. Voici des exemples d'application fr6quents de I.i : 

a) X' est un sous-sch@ma le X a~nt ~@me ensemble sous-jacent 

que X , i.e. d~fini par un nil-ld~al I. 

b) X est un schema sur tun corps s~p~rablement clos k, k' est 

une clSture alg@brique de k, et X' = X~ k k' . 

c) Soit X un schema g~om~triquement unibranohe (par exemple 

une oourbe al~brique sur uncorps k , n'ayant comme singularit~s que 

des singularit~s "cuspidales", ~ l'exclusion en particulier de points 

doubles ordlnaires). Alorsp si X' est le normalis~ de Xred, par d~fi- 

nition X' --~ X est radiciel, done 2.1 s'applique. 

Re~rques 1.4. Un morphisme f ~on~e dans i.I est un hom~omorphisme 

universe l, i.e. est un hom@omorphisme et reste tel par toute extension de 

labase. R@ciprequement, si f est un hom~omorphismeuniversel 

on prouve que f satisfait aux hypotheses de 2.1 (*), ce qui explique 

le titre du present num4ro. 

8igmalons express4ment, ~ propos de l'exemple 2.3 c), que si 

X est une courbe alg@brique (sur un corps alg~briquement cles k pour 

fixer les id@es) s~vant aumoins un point singulier qui n'est pas "uni- 

brauche" (par exemple un point double ordinaire), alors (X' d~sigmnt 

le normalis~ de Xred) la conclusion de 2.2 est d~j~ en d~faut pour les 

H Iet des coefficients constants (comparer SGA I I II a) et SGA i IX 5). 

(*) Cf. EGA IV 8.11.6 si f est de presentation finie, et EGA IV 18.12.11 
dans le cas g~n~ral. 
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2. Faisqeaux sur I? spectre d'un corps 

Proposition 2.1. Soient k un cor~s, ~ une clSture s@parable de k , 

= Gal E/k) son groups de Galois topologique, X = Spec k, X = Spec 

(sur lequel E op~re ~ ~uche). Consid4rons le foncteur canonique 

i : X4t --> X4t 

(d4fini paw i(X')(X") = Homx(X',X") ), et le foncteur canonique 

de la cat4gorie des faisoeaux sur X@t dans la cat4gorie 6~ (of. IV 2.7) 

des ensembles (discrets) sur lesquels, K op~re continOment ~ g~auch_£e, d~fini 
par 

j (F) = ~ F(Spec(k~<)) , 

O~ kp( parcourt les sous-extensions finies de ~ . Alors i st j son% 

des 4quivalenoes de cat@gories. (Par suite, le topos X~t est ~quivalent 

(IV 3.4) au "topos classifiant" ~-[.) 

Le foncteur compos~ 
ji: X4t---> X@t --9 (TC-Ens) 

est une 4quivalence de cat4gories, d'apr~s le th4or~me fondamental de-la 

%h4orie de Galois (sous la forms de SGA I V). Come ~]r est 4vi- 

demment un topos (II 4.14 ), il en est dono de mSme de X4t. D'ailleurs 

une famille (X i --) X) de morphismesdans X4t est couvrante si et seu- 

lement si ells est surjective~ i.e. son image dans ~r est sur- 

Jeotive, ou oe qui revien% au m@me, oouvrante pour la topologie canonique 

de ~YC ce qui montre que la topologie 

de X4t est bien sa topologie canonique. Par suite i est 

une 4quivalenoe, et il en est donc de mSme de j . 
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Corolla.ire 2.2. Le foncteur j de 

~t~gorie des faisceaux ab~liens sur 

2.1 induit une 4quivalence de la 

X = Speck , et la cat4gorie des 

T-modules geloisiens. 

En effet, ces derniers sont justement les "groupes ab41iens" 

du topos ~ T~. On volt de m~me, par "transport de structure" : 

Corollaire 2.3. Soient F un faisceau ab41ien sur X = Spec k, M = j(F) 

l_ee I~-module 6~loisien associ4, alors on a un isomorphisme canonique de 

-foncteurs en F : 

H*(X,F) ~ H*(~ ,M) , 

(oGle deuxi~me membre d4signe la cohomologie galoisienne, ~tudi~e par 

exemple dans le cours de Serfs C.G.). 

Coroll~ire 2.4. Supposons k s4parablement clos. Alors le foncteur 

r: x~t -, (Ens) 

est une 4quivalence de cat~gorie. S i F est un faisceau ab41ien sur 

X = Spec k, on a Hi(X,F) = 0 pour i ~ 0. (En d'autres termes, le topos 

X@t est un "topos ponctuel" (IV 2.2).) 

Corollaire 2.5. Soit kt une extension s@parablement close d'un corps 

s@parablement clos k, X = Spec k, X' = Spec k', u : XI -4 X le morphisme 

canonique. Alors le foncteur 

u* : X4t --~ X~t 

est une 4quivalence de categories. 
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~. Toncteursfibresrel~tifsaux points ' 8~om~triques d'un schema 

3.1. Soit X un schema. Nous appellerons point g~om~trique de X 

tout X schema ~ qui est le speotre d'un corps 0 s~parablement clos. 

La donn@e dmn tel point ~quivaut donc ~ cells d'un point ordinaire x ~ X , 

et d'une extension s~parablement close /I du corps r~siduel k(x) de x. 

Le cas le plus f?%quent pour nous sera celui c~ ~ est une clSture s~a- 

rable de k(x), que nous d~noterons alors g~n~ralement par ~ , le 

point g~om~trique corresporllant de X @rant alors not~ ~-. Pour x ~ X 

donn@, les ~ (resp. ~) sont d~termin@s ~ k-isomorphisme (resp. X- 

isomorphisme) non unique pr~s. 

Remar~ues 3.2. Dans la plupart des questions g~om~triques, il est plus 

naturel de se homer au cas ~ al~bri~uement clos. La convention diff~rente 

utilis~e iciest sp~ciale ~ l'~tude de la topologie ~tale. 

C'est la conv~mtion que nous avions adopt~e dans la d~finition du groupe 

fondamental SGA I V %Nais on notera que lee d@vsloppements de loco 

citato sont ~galement valables avec la convention adopt~e ici (car la 

propri~t~ de ~ qui y est utilis~e est que tout revStement ~tale du 

spectre ~ est trivial, i.e. justement que ~ est s~p~rablement clos). 

D@finition 3.3. Soient X un sch@m~ , ~ un point g~omgtrique de 

X, u : ~ --> X son morphisme structural. On appelle foncteur fibre 

(g~om@tri~ue) relatif ~ ~ , et on note F. )F , le foncteur 

x~t -+ (me) 
compos4 de 

t u*, i L% ~t 

On peut dire aussi que, grace ~ 2.4, un point g~0m~trique 

"~ (IV 6.1), dont on prend simplement le de X d~finit un point du topos X~t 

foncteur fibre associ~ (loc.citO. 
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3.4. le foncte r (fo, teur seotio ,s  ) 

lence de cat.cries (12.4), la connaissance des foncteurs fibres 

F~ >F~ 4quivaut essentiellement ~ cells des foncteurs images r~ci- 

proques u*. Notons dtailleurs qu'il r~sulte aussitSt de 2.5 que si 

est un point g4om~trique de X tel qu'il existe un X-morphisme 

~' -. ~ (i.e. ~ ! correspond ~ une extension s~parablement close ~! 

de ~ ) alors l'homomorphisme ca~onique F~ --~ F~ , est un isomorphisme 
J 

foncteriel 

F I ,  . 

Cela montre que pour l'4tude dee foncteurs fibres, on peut (quitte 

remplacer ~ par la clSture alg~brique s4parable de k dans ~) se 

borner au cas o~ ~ = k(~ ) est une clSture s4parable k--~ de k(x), 

et que les foncteurs fibres correspondant a~ points g~om4triques de X 

localis4s en un m~me x E X sent isomorphes e~tre eux (de felon non 

unique ). 

On d4signera, conform~ment aux conv~tions de 3.1 , par . F~ 

un fonc%eur fibre correspondant au choix d'une clSture s4parable 

Sigralons une propri4~4 de transitivit4 4vidente (qui montre 

llutili%4 technique ~ ne passe homer exclusivement ~ des points g4o- 

m4triques d~finis par des clStures s4parables de corps r4siduels) - 

Soient f = X' -~ X un morphisme de sch4m~s, u t : ~ I -9 X t un 

point g4om4trique de X , alors u = f u' I ~ t  - ~  X est un point g4o- 

m4trique de X que nous noterons ~ ! relativ~ment ~ ces points g@om4- 

triques on a un isomorphisms for~toriel en F ~ Ob X4t 
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. 

Cela r~sulte en effet de la formule de transitivit4 des foncteurs images 

inverses 

(~)*~+u*f*. 

Thgor&me 5.5. Soit X un sch4ma. 

a) Pour tout point g~om4trique ~ dee X , le fonoteur fibre 

P ~--~F~ X4 t -~ (Ens) commute aux l~ queloonque s (index4es par des 

c~t4~ories ~ ~ ) et aux lira finies (*). En particulier, il transforme 

faisceaux en grouPes (resp. faisceaux ab~liens, etc...) en groupes 

(resp. groupes ab4!iens , etc...). 

b) Lors~ue x parcourt les points de X , les foncteurs fibres 

F~x forment une famille de foncteurs "conservative",i.e. si u : F --> G 

set un homomorphisme de faisceaux sur X , u est un isomorphisme si et 

seulement si pour tout x E X , l'homomorphisme correspondant 

u_: F_ > G_ l'est (**). 
X X X 

Notons tout de suite, compte tenu des propri4t4s dlexactitude 

de a), les cons4quences formelles suivantes de b) : 

Corollaire 3.6. Soit u : F --> G un homomorphisme de faisoeaux. 

Alore u est un monomorphisme (resp. un 6pimorphisme) si et seulement 

si pour tout x ~ X , u S : F~ --) G~ est injectif (resp. surjectif). 

Corollaire 5.7. Soient u, v : F --~ G deux moz?hismes de faisceaux sur 

X, alors u = v si et seulement si pour tout x ~ X , on a 

u~ = vR: F~ ---@ G~ . E n particulier, si u,v sont deux sections de F , 

(*) CVest donc bien un "foncteur fibre" au sens de Exp. IV 

(**)II y a donc "suffisamment de foncteurs fibres" de la forme F t > F- , 
dane la terminologie de IV 6.5. x 
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on a u = v si et seulement si on a u~ = v~ dans F~ ~our tout x ~ X. 

C orollaire 3.8. Soit F --~ G --* H une suite de deu x homomorphismes 

de faisceaux sur X , s/ors la suite est exacte si et seulement si pour 

tout x e X , la suite correspondante F~ --~ G~ -, H~ l'est. 

Nous lsisserons au lecteur le soin de d~duire les corollaires(*),quiseront 

dlailleurs prouv~s partiellement daus la d4monstration qui suit. 

L'assertiom a) r4sulte des propri~t~s d'exectitude d4j~ signal4es dane 

(VII 1.4) pour tout foncteur image r4ciproque, tel 11": X4t ) ~ 4t' 

et dufait que ~ 4t --)(Ens) est une 4quivalence. Pour prouver b), 

notons la formule suivante, qui donne un proc4d4 de calcul des fcncteurs 

fibres s 

Proposition 3.9(**). Soit ~ u > X u n point ~om4trique de X , et soit 

C~ la cat4gorie des " X- sch4mas 4tales ~-ponctu4s ", i.e. des cou- 

ples (X', u'), o__uu X' £ Ob X4t est un sch4ma 4tale sur X , et u' 

u_nn X-morphisme ~ --)X'. Alors la cat4gorie oppos4e C~ est fi!trante 

et pour un faisceau F (resp. p~faisceau P) variable 

sur X , on a un isomorphisme fonctoriel canonique 

F "~ lim F(X'), (resp. (aP) ~--- lim P(X') ), 
O ~ c~ c 

aP = faisceau assoc,6 ~ P). 

En effet, notons d'abord que pour tout pr4faisceau P sur 

si aP est le faisceau associ~, l'homomorphisme naturel 

est un isomorphisme, comme il r~sulte par exemple aussit6t du calcul 

~4t ' 

(*) Cf. IV 6.5.2. 
(**)Cf. IV 6.8.3. 
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explicite de ~ comma L(LP) (II 3.19.). Soit ~s X4% --) ~ 4t le 

foncteur " image r4ciproque ", alors u*=~* n'est autre (III 2.5.(d)) 

que le compos4 a ~" i~ o~ i : X4t --9 X4t est le foncteur inclusion, 

pr4c~dente on trouve 

de sorte qulil suffit dmappliquer l'expression explioite de ~" donn4e 

daus la d4mormtration de Le cas resp4, oh on part avec un 

pr6faisceau P sur X , se prouve de mSme, en utilisant ltisomorphisme 

fonctoriel ~*a(P) "~ a ~'(P) . Le fait qua la eat6gorie C~ 
F 

est filtmnte (qui rests valable pour tout X- sch4ma ~ , pas n6cessai- 

rement r4duit ~ un point g~om~trique) r4sulte aussitSt du fair que dans 

C~ les limites p~ojectives finies existent, ce qui r4sulte du fait 
J 

qua X4t est une sous-cat4gorie de (Sch)/x stable par limitesprojec- 

t ires f inies. 

Soit maintenant u s F -9 G un homomorphisme de faisceaux sur 

X , tel que pour tout x ~X , u~ : F~ -@ G~ soit un monomorphisme, 

prouvons qua u est un monomorphisme. Pour ceci, on dolt prouver que si 

X' ~ 0b X6t , ~, ~ 6 F (X') sont tels qua u (~) = u (W), on a 

~ ~. Remplagant X par Xt et utilisaut la transitivit~ des foncteurs 

fibres, on peut supposer X = X' . Pour tout x~ X 2 on aura 

= u  i . e .  puis s 

u~ est un monomorphisme. Utilisant 5.9 il sWensuit qulil existe un 

X~ ~ 0b X4t , dont l'image contient x , tel ~ et ~ slant mSme image 

inverse sur X' . Comme pour x variable dans X ~ les X' forment une x x 

famille couvraute de X , il s'ensuit qua ~ = ~ . 
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Cela prouve que ei lee u~ sont des monomorphismes, il en est 

de mSme de u. Supposons de plus que les u- soient des @pimorphismes, 
X 

prouvons qu' il enest de mSme de u ,donc que u est un isomorphisme. 

I1 reste A prouver que pour tout X' ~ Ob X~t, et tout ~ ~ G(X'), il 

exists ~0 q F(X') tel que u(X')(~) = ¢. On peut encore supposer 

X'=X, et utilisant 3.9 on volt que pour tout x ~ X , existe X' @_ 0b x X~t 

tel que l'image de X'x dens X contienne x , et un ~x ~ F(X~) dont 

l'image dans G (X~) soit l'image inverse de ~ . Utilisant le fair que 

u est un monomorphisme, on volt que les ~x coincident sur les 

Xx' x X' (x,y ~ X) donc proviennent d'un ~ ~ F(X) bien d~termin~, X y • 

et on aura alors u(~) = ~ puisque les images inverses sur les X' 
X 

coincident, c q f d. 

Scholie 3.10. Le th~or~me 3.5 implique que la collection des "foncteurs 

fibres" pour la topologie ~tale jouit des mSmes propri~t~s essentielles 

que drams i~ th~orie des faisceaux habituelle sur un espace topologique. 

Nous utiliserons tr~s fr~quem~ent 3.5 et ses corollaires, et pour cette 

raison nous dispemserons g~n~ralement d'y r~f~rer explicitement. 

3.11, Pour tout x ~ X nous d~signerons aussi, par abus de fan,age, 

par x le X- schema Spec k(x), pour le morphisme structural habituel 

ix: x = Spec k(x) ~ X . 

II donne lieu ~ un foncteur canonique 

i : --* • x -  x~t x~t 

Si F est un faisceau sur X , noue poserons 

fais ceau sur 

-- i* (P), crest dono un Fx x 

x = Spec k(x) (st ~ ce tit-re peut s,identifier aussi ~ un 
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sch@ma ~tale sur x , ~ verSa de 2.1 ). Ii d~pend fonctoriellement de 

F , et le foncteur ix*| F 5 > F x commute encore aux l~ quelconques, 

et }ira finies, em vertu de VII 1.4. 

Si x = Spec k-~V, le foncteur fibre F e-->F~ est canoniquement 

isomorphe au oompos@ du foncteur F ! ) F et du foncteur j de 1.1 
X 

(compte temu que ce dernier est isomorphe au foncteur fibre relatif au 

point g~om~trique Speck de Spec k). II r6sulte aussit8t de ceci et de 

3.5 que le syst~me des foncteurs (F ~ Fx) (x ~ X) est encore conser- 

vatif. D'ailleurs, si 

notations F x et F~ 

d@sigmnt un objet de 

1.1 

k(x) est s~parablement clos, i.e. x = x , les 

sont en route rigueur contradictoires (la premiere 

x~t , la deuxiAme un ensemble), mais en vertu de 

c'est I~ une contradiction inessentielle. 

3.12. On voit par les ren~rques qui pr@c~dent que si x = Spec k(x), 

alors pour tout faisceau F sur X , le groupe ~x = Gal ~-~)/k(x)) 

op~re de fagon naturelle (~ gauche) sur l'ensemble fibre F~ , de sorte 

que F ~ F~ peut ~ fait @tre comsid@r@ comme un foncteur 

dont la conraissance ~quivaut essentiellement (grace ~ i.I ) ~ celle du 

fonc teur F ~-->F x. 

Cela montre, dans un cas particulier important, que contraire- 

ment ~ ce qui a lieu dans le cas des faisceaux sur les espaces topolo- 

giques, les "foncteurs fibres" admettent en g~n~ral des automorphismes 

non triviaux. De fagon g~n6rale, nous d~terminerons dans 7.9 tousles 

homomorphismes d'un fomcteur fibre dans un autre. 
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Remar~ue 3.13. Voici une g@n~ralisation parfois utile de 3.5 b). Co~id~- 

rons une p~rtie E de X telle que pour tout morphisme 4tale 

f : X'-@ X, E' -- f-1 (E) soit "tr~s d~se" dens X I (~A IV lO.1.3 ), 

i.e. que pour tout f comme ci-dessus, tout ouvert U de X~ qui contient 

El soit ~gal ~ X'. Alors les foncteurs fibres F~ sur X4t . pour 

x ~ E, forment d~j~ tune "famille conservative" (et par suite les corol- 

laires 3.6 , 3.7 et 3.8 restent valables en se bornant ~ y choisir 

x ~ E). Cela se volt imm~diatement en repremnt la d~monstration dorm, s 

de 3-5 b). Le r~sultat pr4c4dent s~applique nota~nent darts les 

situations suivantes : 

a) X est un sch4ma de Jacobson (EGA IV lO.4.1.), par exemple 

localement de ~pe fini sur un eorps, ou sur Spec(Z), et E est l'ensem- 

ble des points ferm4s de X. 

b) X est localement de type fini sur un schema S, et E est 

l'ensemble des points de X qui sont ferm4s darts leur fibre. 

c) X est localem~t noeth4rien, et E est l'ensemble des x ~ X 

tels que x soit un ensemble fini (i.e. un sch6ma semi-local de dimen- 

sion ~ l) cf. m~-A IV 10.5.3 et 10.5.5. 

4- Anneaux et sch4mas strict~ment locaux 

4.1. Rappelons qu'on dit~ avec Azumaya, qu'un anneau local A est 

hens41ien s'il satisfait aux conditions 4quivalentes suivantes : 

(i) Toute alg~bre B finie sur A est compos~e directe V Bi 

d'anne~ux locaux (les B i sont alors n@cessair~ent isomorphes aux 
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B , oG ~ . parcourt les id@aux maximaux de B ). 

(ii) Toute alg~bre B sur A qui est looalis~e d'une alg~bre de 

type fini C sur A en un ideal premier ~ au-dessus de i' idgal maximal 

de A, et telle que B/~B soit fini sur k = A/~ , est finie sur A. 

(iil) Comme (ii). mais en supposant C ~tale sur A en ~ et 

k -~ B/~ B un isomorphisme. 

(iv) Le "lemme. de Hensel" sous la forme classique est ~alable 

pour A , i.e. pour tout polynSme unitaire F 6 A IT] , d~signant par 

~ k [Tj le polynome r~duit correspondant, et pour route d~composition 

o 

de F en produit de deux polynSmes unitaires @trangers, F I et F 2 se 

relAvent (de fagon n~oessairement unique) en des FI,F 2 a A IT], tels 

que F = F I F 2 . 

Pour la d~monstration de ces ~quivalences et les propri@t~s 

g~n~rales des anneaux hens~liens, cf. E~A IV 18.5.11. Rappelons que si A est 

un anneau local quelconque, on montre (Nagata) que l'on peut trouver un 

homomorphisme local, 

A - - . -~A h 

a ' v ~ c  

de A 

hens41isg de A. La construction donn~e dans EGA IV 18.6 

rente de celle de Nagata) consiste ~ poser 

A h = I~A i , 
I 

o~. 

A h hens@lie______~n, qui est universel pour les homomorphismes iccaux 

dane des anneaux locaux noeth~riens. L,anneau A h est appel~ ]e 

(diff.- 

A i Parcourt les A-alg~bres essentiellement de type fini et 

380 



- 15 - %qIl 

essentiellement @tales sur A (i.e. localis~es d'une alg~bre @tale sur A) 

telleeque A --=) A i soit un homomorphisme local et l'extension r~siduelle 

k(Ai)/k(A) soit triviale. Cette cozstruction montre en particulier que 

A h est plat sur A et que si A est noeth@rien, il en est de mSme de sa 

ol~ture hens~lienne. 

D@finition 4.2. Un anneau local A est dit strictement local s'il 

satisfait llune des conditions ~quivalentes suivantes 

(i) A est hens~lien (4.1) et son corps r~siduel est s~para- 

blement clos. 

(ii) Tout homomcrphisme local A --) B , o~ B est lccalis@ 

d'une alg~bre @tale sur A, est un iscmorphisme. 

Un sch@ma est dit sch@ma strictement local s,il est isomorphe 

au spectre d'un anneau strictemen t local. 

L'~quivalence de (i) et (ii) r~sulte aussitSt de 4.1. Notons que, 

sous forme g~om~triqus, 4.2 (ii) (resp. 4.1 (iii)) s'exprime en disant 

que pour tout sch@ma ~tale X sur Y = Spec A, et tout point x de la 

fibre Xy (respectivement tout point de ~ rationnel sur k(y)), oG y 

est le point ferm@ de Y , il existe une section de X sur Y passant par 

y (section qui est d'ailleurs n@cessairement unique). 

• . le faisceau sur X~t D~finition 4 3 Soient X un sch@ma, --~t 

d~fini par 

(x,) , ,  r(x,,_Ox,) 

(comparer VII 2. c) ), u : ~ = Spec (~)--) X un point g@om6trique de X. 

on appene ~e~u striot~e~ looal de X ~n ~ , t on ~ote OX, ~ o~ 
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simplement ~ , la fibre du faisceau --~t 

est appel~ localis~ strict de X en 

en le point ~ , Son spectre 

En vertu de 3.9, on a la description de la fibre OX, ~ : 

(.) _Ox, T : r (x,, _Ox,) , 

o~ X t parcourt la cat~gorie filtrante eppes~e de la catdgorie de8 

schemas 6tales Bur X qui sent ~ -ponotuds, i,e, munis dSun 

X-morphisme ~ ~ X'. D'apr~e la trans/tivit~ dea limites inductlves, 

on peut rempla~er au deuxiAme membre ~ (X', _~,) par OX, x , ~ ou x' 

est l'image de ~ dane X', et on trouve l'expression 

= I~A i <**) r 
o~ A i parcourt lee alg~bres essentiellement de type fini et ~tales Bur 

A =--~,x munies d=un k-homomorphisme k(Ai)--> R. (N.B. x d@signe 

I 'dmage de ~ dans X). Bien entendu les homomorphismes de transLtion 

entre lee A i sent les homomorphiemes locaux de A-alg~bres A i --~ Aj 

qui rendent ~emmutatif le triangle correapondant 

k(A i) ~ k(Aj) 

oe qui implique que s'il existe un homomorphisme admissible de A i dane 

Aj, ce dernier est unique. Donc la limite inductive (* *) est une limite 

relative ~ un ensemble d'indices ordonn6 filtrant croissant. 
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4.4. La description (**) montre que l'anneau local strict de X on 

ne d~pend esaentiellement que de l'anneau local habituel A = _0X, x (x--u(~)), 

et de l'~xteusion N de k = k(A) . On l'appelle aussi annsau hens61is~ 

strict de A (relativement ~ l'extension e@parablement close consid~r~e 

de k) et on le notera A hs . On renvoie ~ EGA IV 18.8 pour l'es propri~t~s 

g~n~rales de A hs . Signalons simplement que la construction donn6e montre 

encore que A hs est plat sur A , et qu'il est noeth~rien si A l'est. 

D'autre part, on montre facilement (loc. cir. ) que l'hemomorphisme local 

A ~ A he 

muni du k-homomorphisme 

k(A hs) --~ 

set solution du probl~me universel, relatif ~ la donn~e de A et de 

llextenaion ~ de k, correspendant ~ la recherche des homomorphismes 

iocaux 

A --~ A' , 

avec A' strictement local, munis d'un k-homomorphisme 

En particulier, A hs est bien un anneau strictement local (ce qui justlfie 

la te~minologie 4.3 ). 

4,5. Gardons les notations des 4.3 et choisissons un voisinage 

ouvert affine U de x . Notons quo dans 3.9 on peut ~videmment se ber- 

nor aux X' qui sont affines au-dessus de U. Cos derniers forment alors 

un systems projegtif pseudo-filtrant de sch~m~s affines, de sorts que nous 

3~3 



- 18 - Vlll 

sommes dane la situation g4r~rale de VII 5 (of. VII 5.12 b). En vertu de 

l ' exprs ,~ ion ( . )  p o ~  OX, ~ , on = ~  = X-iso~orphi=e 

(*~) ~ X '  ~__ Sp~oOX, ~ 
X' 4tale 
affine sur U, 
X'~-por~tu6 

ce qui pr4cise I= significatiom g4om4trique intuitive de Spec~x,~ ) 

comme "limits des voisinaffes 4tales de ~ ". 

Proposition 4.6. Soit X un sch4ma strictement local~ x son point 

ferm4, qui est donc un point ~om4trique de X. Afore is foncteur 

~: > r(X,F), X4t ~ (Ens) est canoniquement isomorphe au foncteur 

fibre F ,~ >Fx) et par suite commute &ux l~ quelconques (*). 

En effet, en vertu de d4f. 4.2 (ii),l'objet final X de la 

cat4gorie des X' 4tales x-ponctu4s sur X envisag4e dane 5.9 majore 

toue lee autres objets, donc I~F(X') est canoniquement isomorphe ~ P(X), 

cqfd. 

En particulier, le foncteur induit par C ~ sur la cat4gorie des 

faisceaux ab41iens est exact, donc on conclut 

Corol1=ire 4.7. Sous lee conditions des 4.6 on a pour tout faisceau 

ab61ien F sur X : 

Eq(x,F) = Opour q%0. 

Corol1=i re 
i 

X = Spec ~,x 

variable sur 

fonctoriel 

4.8. Soient X un sch4ma, ~ unpoint g4om4trique de X, 

le sch4ma localis4 strict correspondaut, F tun faisceau 

X, F son image inverse sur X , alors on a un isomorphisme 

p • 

(*) pas n4cessairement filtrantes 
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En effet, ~ peut 8tre oorsid4r4 comme un point g4om4trique de ~ 4ga- 

Isment, et il suffit d'appliquer 4.6 et la transitivit4 des fibres (3.4). 

5. Applieation au caloul des fibres des Rqf, 

5.1. Soient 

f z X ) Y 

unmorphisme de sch4mas, F un faisceau ab~lien sur X , on se pro- 

pose de d4terminer les RqT.(F). En vertu de 3.5 , il revient au mSme, 

peu de choses pros, de conna~tre les fibres g4om4triques Rqf~(F)~ , pour 

y ~ Y . o~  (v 5 . ~  ) ~(,) 

sur Y, et par suite (3.9) 

est le faisoeau associ6 au pr4~aisceau 

~ Hq(x~Y ' ,F) 

o~ la  limite inductive est prise suivant la cat4gorie filtrante oppos4e 

de la cat4gorie des Y' 4tales sur Y ponctu6s par y . Choisissant un 

voisinage ouvert affine U de y , on peut se limiter dans la limite du 

deuxi~me membre ~ la cat4gorie cofinale des Y' qui sont affines et au- 

dessus de U. On obtient ainsi 

(5.1.1) ~%.(~)y _~ 1~q(x~Y,,F) , 

o~ Y' varie dans la cat4gorie pr4c4dente. 

Introduisoms 

= Spec t~,7) =(limY' 

(of 4.5 ), et 
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Notons que dans le syst~me projectlf des X~Y' (d4duit de celui des Y' 

par changement de base X --) Y) les morphismes de transition sont afflnes, 

on est doric darts les conditions g4n@rales de VII 5.1 , et on voit aussitSt, 

par construction de lira dans loc.cit., que l'on a un isomorphisme 

canonique 

-- ( ~  x ~ Y , .  

D~signons par ~ le faisceau sur ~ image r~ciproque de F , alors on 

obtient un homomorphisme canonique 

d'o~ en comparant avec 5.1.1 , un homomorphiame canonique 

(5 .1 .2 )  ~%(~ ,~ Eq~,~) , 

4videmment fonotoriel en F, 

Supposons maintenant f:X --~ Y quasi-compact et quasi-s~par~, 

alors il enest de m~me de X'Xyy,--~ y, , et comme Y' set affine, les XXyY' 

sont quasi-compacts et quasi-s~par~s. Utilisant (5.l.1) et le theorems 

de passage ~ la limite VII 5.8 , on obtient alors : 

Th~or~me 5.2. Soient f:X --~ Y un morphisme quasi-compact et quasi- 

s~par@ de schemas, F un faisceau ab~lien sur X , y un point de 

Y, ~ le point g~om@trique au-dessus de y , relatif ~ une clSture 

s4parable k(~) de k(y), ~ = Speo t~,~) is sch6ma localis~ str ict  cor- 

respondant, ~ = XxyY, F !'image inverse de F sur~ . Alors homomor- 

phisme canonique (5.1.2) est un isomorphisme : 

R ~  (F) ~ ."- ~qC~,~) • 

Cet 4nonc4 ram~ne pratiquement la d4termination des fibres d'~n 
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faisceau RQT (F) ~ lad~terminationde la cohomologie d'un pr@s~h@maau 

dessus d'un schema strictement local, et sera constamment utilis~ par la 

suite. Teahnlquement, c'est 5.2 qul explique le rSle important des 

anneaux hens@liens et des anneaux strict~msnt looanxdans lS~tude de la 

cohomologie ~tale. 

2emarqup 5.3. L'@nono~ rests valable pour R°f.(F) = f,(F), pour un 
faisceau d'er~embles quelconque. D~autre part~ 5.2 reste ~galement 

valable pour RIf,(F), lorsque F est un faiscea~ en groupes (pas n~- 

e~ssairement commutatif), en prenant la d~finition habituelle du Rif.(F) 

(af. Th~se de Giraud). 

5.4. Supposons maintenant que f soit un morphisme fini. Alors 

~t X----~ ~ est un morphisme fini, et comme ~ est strictement local, 

il s'ensuit que ~ est une somme finie de sch@mas strictement loe~ux 

• i "  Par suite, utilisant 4.7 on trouve 

( 5 . 4 , 1 )  Hq(~,F -) = 0 pour 

Dtautre part, riotous que les composantes 

q~O . 

~i de ~ correspondent aux 

points ~i de ~ au-dessus du point ferm@ ~de ~, i.e. anx points de 

= ~ ~(y),k(y), ° D'ailleurs, ces points peuvent ~tre consid~r~s' 

comus des points g~om~triques de X , et ~i n'est alors autre que le 

schema localis@ strict de X en x i. On a donc (4.8) 

H°(x-iS) F- 

d~oh 

(5.4.2) H°~,~) = ~ F~. , 
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qui est un isomorphisme fonctoriel en le faisceau d'ensembles F (inutile 

ioi de se restreindre aux faisceaux ab41iens). Term_hi compte de 5.2 et 

5.5 , les formules pr~c4dentes (5.4.1) et (5.4.2) donnent : 

Proposition 5.5. Solent f: X--)Y un morphisme fini de pr~schgmas, 

y un point de Y . Alors pour tout faisceau F sur X , on a un isomor- 

phisme (fonctoriel en F) 

(par suite la formation de f.(F) commute ~ tout changement de base 

Y' --)Y), et si F est un faisceau ab41ien, on a 

si q >o 

On notera que la premiere formule 5.5 est en fait ind4pend~nte 

de 5.2. et du th4orAme de passage & la limite g4n4ral VII 5.7 , et qu,elle 

implique (grace ~ 3.5 ) que F~-->f.(F) est un foncteur exact sur la 

cat~gorie des faisceaux ab41iens, d'oG encore RqT.(F) = 0 pour q # O. 

Voici une l~g~re variante de 5.5 : 

Corollaire 5.6. Soit f:X--) Y un morphisme entier. Alors pour tout 

faisceau ab@lien F sur X, on a 

R%.(r) oo q o. 

De plus, le foncteur f sur les faisceaux d'ensembles commute ~ tout 

changement de base Y' --~ Y . 

En effet, on est ramen~ grace ~ 5.2 & prouver que lorsque Y 

est strictement local, on a Hq(X,F) = 0 pour tout faisceau ab41ien sur 

X . Or on aura Y = Spec A, X=Spec B, B 4tant une algAbre enti~re, et 
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6crivaut B = I~B i , oG B i parcourt lee sous-alg~bres de type fini de 

B, (qui sont m~me finies sur A), on aura X =I~_~X i , o~ X i = Spec B i. 

En vertu de VII 5.13 , on est ramer~ ~ prouver Rue Rqf.(Fi) = 0 pour 

q # O, F i un faieceau abolish sur Xi, ce qui r~sulte de 5.5. La derni~re 

assertion de 5.6 se prouve par la mSme m~thode de r@duction ~ 5.5, 

Corollaire 5.7. Soi% f: X -->Y un morphisme d,~mmersion. Afore pour 

tout faisceau F sur X, le morphisme canonique 

f*f (F) ----> ~" 

set un isomorphisme. 

Comme f se factorise en le produit d'une immersion ouverte et 

dtune ~mmersion ferrule, et que 5.7 est trivial darts le cas dlune immer- 

sion ouverte (IV n ° 3), on est ramen~ au cas oG f set une i~mersion 

ferrule. On est ramen~ ~ prouver que pour tout x ~ X , Ithomomorphisme 

correspondant 

est biJectif, or par transitivit~ des fibres (3.4) le premier membre 

n'est autre que la fibre f.(F)~ ,donc il faut ~rifier que l'homo- 

morphisme eanonique 

est bijectif, ee qui r~sulte aussit8t de 5.5. 

Remar~ue 5.8. Utilieant 5.5 et proc~dant encore come dane 5.6 , on 

prouve facilement que si f: X --~ Y est un morphisme entier, F un 

faisceau en groupes sur X (pas n~cessairement commutatif), alors 

R1 f,(F) est le falsoeau final sur Y (comparer remarque 5.3 ). 
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6. Supports 

Soit U un ouvert de Zariski du sch@ma X • Alors U ~ 0bX@t , 

et en fait U eat tun sous-objet de l'obJet final X de X~, donc d~finit 

un sous-objet U de l'objet ritual de X~t , i.e. un "ouvert" du topos 

@tale X~t de X (IV 8.3 ). 

Proposition 6.1. L'application ~r~o~dente U I ...... >U e st un isomorphisme de 

l'ensemble ordonn~ des ouverts (a u sans de Zarisk i) de X, sur l'ensemble 

des ouverts du topos ~tale X@t. 

Comme X@t > X@t est pleinement fiddle, on volt aussitSt qua 

l'application UF-mU conserve les structures d'ordre i.e. (U c V)~==~ ~ 

en particulier l'application pr@c@dente est injective. Pour prouver qu'elle 

est surjective, consid@rons un sous-faisceau F du faisceau final X , et 

consid~rons les objets de X@t/F, i.e. les schemas @tales X' sur X 

tels que F(X') ~ ~ . Comme X' --~ X est @tale, c'est une application 

ouverte (EGA IV 2.4.6 ), en particulier son image (au sens ensembliste) 

Im(X' ) est ouverte. Soit U l' ouvert r@union des Im(X' ) (X' ~ Ob X~t/F). 

Comma la famille des X' --~ U (X' ~ Ob X@t/F ) est surjective, donc cou- 

vrante, on conclut qua U ~ Ob X~t/F , donc X@t/F = X@t/U t donc 

F = U , cqfd. 

Compte tenu de 6.1, nous pouvons donc parler sans ambiguit~ d'un 

"ouvert" de X , sans pr@ciser si nous entendons cette notion au sans 

habituel de Zariski ou au sens de la topologie @tale. 

Corollaire 6.2. Soient U un ouvert de X, j:U--~ X l'immersion cano- 

ni~ue, alors le foncteur 
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J* ' x6t -* ~t 

induit, une 4quivalence de cat4gories 

X4t ~ > U4t • 

En effet on v4rifie aussitSt que pour tout site C oGles lim 
% 

finies existent, et pour tout sous-objet U de l'objet final e de C , 

consld4rant le foncteur j : C --9 C/U d~fini par j(S) = SxU , j est 

un morphisme de sites et j* : ~ --9 C/U induit une 4quivalence 

--) C/U . II suffit alors de conjuguer ce fait g4n4ral et le fait 

que U4t est canoniquement isomorphe ~ X4t/U . 

De faqen imag6e, on peut exprimer 6.2 en disant que les o~- 

rations de "slinduire sur un ouvert", au sens habituel des sch4mas 

d'une part, et au sens des topos de Itautre, sont compatibles. 

Veiei une compatibilit4 analogue pour ies operations de "restriction 

un ferm4" : 

Th4or~me 6.3. Soient X un ech4ma, Y un sous-sch4ma ferm4 de 

X , U = X - Y muni de la structure induite, i : Y ) X et j : U --~X 

lee immersions canoniques. Alors le foncteur 

%: Y~t --~ x~t 

est pleinement fiddle, et si F E Ob X~t , F 

de la forme i.(G) sss ~*(F) 

est isomorPhe ~ un faisc eau 

est isomorpheau faisceau final U su__/rU. 

D4monstration. Comme i et i* sont adjoints i ~,m de l'autre, 

le fait que i, soit pleinement fiddle 4quivaut aussi au fait que l'homo- 

morphisme fonotoriel 

i*(i.(G)) > G 
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est un isomorphisme, ce qui n'est autre Rue 5.7. 

G ~ Ob Y4t ' &lore on vdrifie trivialement grace ~ 6.2 

J*(i.(G)) est le feisceeu final sur U. !nversement, ei 

set tel que J~F) soit le faisceau final, prouvons Rue 

D'autre pert, si 

que 

~£ Ob X4t 

F ~et iso- 

morphe ~ un faisceau de la forms i,(O), ou ce quiz&Kent au m~me, que 

I 'homomorphisme canonique 

G > i.i*G 

est tun isomorphisme. Or il surf it de v~rifier encore que pour tout x ~ X, 

l'homomorphisme induit sur lee fibres g4omdtriques en ~ &st un iso- 

morphisme. Lorsque x ~ U , cela n'est autre que l'hypoth~se faite sur 

G . Lorsque x 6 Y, par transitivit4 dee fibres on &st ramend ~ v~rifier 

que l'homomorphisme sur les fibres en x induit par 

i*(G) --~ i * ( i . i * ( G ) )  

e s t  un isomorphism&, or  l'homomorphisme prdc4dent e s t  un isomorphisme 

d'aprbs 5.7 appliqu4 ~ F = i*G et ~ i . Cela achbve la d4monstration 

de 6.3. 

Corollaire 6.4. Le foncteur i. induit tune @quivalence de la catdgorie 

des faisceaux ab41iens sur Y avec la cat4gorie des faisceaux ab~liens 

cur X dont la restriction ~ U ~ X - Y &st rmlle. 

Conform~ment ~ l'usage courant nous identifierons donc sowvent 

un faisceau ab41ien sur Y ~ un faisceau abdlien sur X rml sur U. 

6.5. En vertu de 6.1 nous savons donc (si X est un sch4ma) 

interpr4ter lee "ouverts" du topos E = X4t comme ouverts U de X au 

seres hebituel, et en vertu de 6.5 Rvec cette identification le "topos 
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x@siduel" ~ de IV 3 est @quivalent canoniquement au topos Y@t' 

o~ Y = X - U est muni d'une structure induite quelconque, faisant de 

Y tm sah~ma. Nous pouvons par suite appliquer ~ carte situation les 

r~sultats de IV 3. , notamment la description IV 3.3 des faisceaux F 

sur X en tezme dee triplets (F', F", u) oG F' est un faisceau sur Y, 

F" unfaisce~u sur U et u unhomomorphisme de P' dane i*j (I~,). 
@ 

Nous utiliserons librement par la suite les notations i | , j| delV.3 , 

qui d@signent des fonoteurs 

!, (u~t)a b --* (x~t)a ~ 

i', (x~t)a ~ ~ (y~t)a b , 

eG l~indice "ab" d~note la cat~gorie des faisceaux ab61iens. Ces fonctEurs 

donnent lieu aux deux suites e~ctes IV 3.7. 

6.6. Compte tenu des d~veloppements qui precedent et de la termino- 

logle ~n@rale introduite dane IV 8.5 , il y a lieu d'introduire, pour 

un falsoeau ab@lien F sur X, ou une section Q~ d'un tel faiseeau, la 

notion de support de F resp. de ~, comme ~tant Is ferm~ (au sens 

habitue1, i.e. de Zariski) compl~mentaire du plus grand ouvert sur le- 

quel l~objet eu question stannule. 

Dans la situation actuelle, il slimpose ~galement de remplacer 

Ie8 ~=ao~ ~rales V 4-3 ~q~u ~) ' -~(~) par le8 notatio~ 

~(X,F), ~(~), le p~ie~ ~s~nt u~ ~roupe ~b611en, le d~xi~e 

faisceau ab~lien sur Y (ou encore un faisoeau ab@lien sur X, nul 

U). Ainsi, on a Hqy = Rql ! etc... stlr 

Je renvoie ~ ~ ~ pour lee propri~t~s g~n~rales des foncteurs 

precedents. 
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7. ~orohismes de sp~cialisation des f oncteurs fibres 

711o 

du schema X~un X-schema strictement local 

-- spoo Ox,  , 

ne d~pendant, en fait~que du point g~om~trique au-dessus de l'image x 

de ~ d@fini par la cl6ture s@parable k~) de k(x) clans ~ = k(~ ). 

Nous nous restreindrons souvent par la suite aux points g~om~triques 

= Spec Q alg@briques s~parables sur X , i.e. tels que ~ soit une 

clSture s~parable de k(x), i.e. ~ = x. Appelons un X-schema Z un 

localis@ strict de X stil est X-isomorphe ~ un schema de la forme 

Spec ~X,~ ' on voit donc que 

est une ~quivalence de la cat~gorie des points ggom~triques alge~oriques 

~6parablee sur X , avec la cat~gorie des X-schemas qui sont des 

localis@s stricts de X , quand on prend comme morphismes dans l'une 

et l'autre cat~gorie lee seuls isomorphismes. 

Ce dernier @nonc~ n'est plus exact quand on prend comme mor- 

phismes tous les X-morphismes,car darts la seconds cat@gorie il peut y 

avoir des X-morphismes qui ne sent pas des isomorphismes. 

On pose alors la 

Nous avons vu au N ° 4 comment on associe,~ tout point g@om~trique 

D~finition 7.2. Soient ~ , ~ ' deux points ~@om6triques du schema 

X, on appell~ fl~che de sp~cialisation de ~ ' ~ ~ tout X-morphisme 

entre lee localis~s striots correspondants 

. . . . . . .  . 
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On dit qus ~ est une s~cialisation de ~ ' ou que } ' est une g~n~- 

risation de ~ , s'i I exists une fl~che de sp~cialisation de ~' ~__ i . 

On notera que les fl~ches de sp~cialisation se composent de 

faqon 4vidente, de sorte qu'en prenant pour morphismes les fl~ches de 

sp4cialisation, lss points g~om4triques de X fcrment une cat4gorie, 

4quivalente (ainsi que la sous-cat4gorie pleine form4e des points g4om4tri- 

ques alge'briques et s4parables sur X) ~ la sous-cat4gorie pleine de 

(Sch)/x form4e des localis4s stricts de X @ 

Lemme 7.3. Solent X un sch4ma, Z ~ X-sch@ma qui est isomcr- 

phe K une limite projective pseudo-filtrante de X -sch6mas 4tales Xi, 

avec des morphiemes de transition affines (VII 5.1 ), ~ ' un point 

g4om4trique de X, Z' = ~( ~ ') le localis4 strict correspondant. Alorsz 

a) L'application de restriction 

-+ Ho ( ,z) 

est bi,~ ective. 

b) Pour que les deux membres soient non vides, il faut et il suffit que 

l'ima~e x' d_e.e ~ ' darts X soit dans celle de Z. 

c) Soit T un Z-sch4ma, pour que T soit un localis4 strict de Z , 

i l faut et il suffit qu'il, scit un Iocalis4 strict de X . 

D4mo,mtration. a) on est ramen4 aussitSt au cas oG Z est 

Xi, i.e. oG Z est 4tale sur X. et par le changement de base 

on peut supposer que Z' ~ X , d'oh la conclusion par 4.2 (ii). 

un des 

Z' -->X 

b) On note que si x' est l'image d'un point z de Z , alors k(z) est 

n4cessairement une extension alg4brique s~parable de k(x' ), donc il existe 

un k(x')-homomcrphisme de cette derni~re d~ns k( ~ '), d,oG la conclusion. 
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c) La d4monstration est un exercice facile laiss4 au lecteur. 

On conclut de 7.2 st 7.3 : 

Proposition 7.4. Soient ~ , ~ ' deux points ~4om4triques du schema 

X. Alors l'application de restriction d4finit une bijeotion de l'eD~emble 

Horn X (X(~') ,~(~ )) des fl~ches de s~oialisation de ~' darts ~ , aveo 

l' semble X-morphismes ) 

Corollaire 7.5. Pour que ~ soit une sp@cialisation de ~ ', il faut et 

il suffit qu'il en soit de m~me pour les ~m-ges x,x t de ~ , ~' dans 

X, i.e. que x appartienne ~ l'adh4rence de {x') . 

Come Spec ~gX, ~ --) Spec ~gX, x est fid~lement plat (4.4) 

il est surjectif, st il suffit donc d'appliquer la deuxi~me assertion 

de 7.3. 

~orollaire 7.6. Pour tout sch4ma X , soit Pt(X) la cat4gorie des 

points ~4om4tri~ues sur X (ou encore, des points g6om4triques alg6briques 

s4parables sur X), les morphismes 6tant les fl~ches de s~cialisatien. 

Soit alors ~ un point g6om4trique d'un sch4ma X, ~(~ ) le localis4 

strict correspondant, on a alors une 6quivalence des cat4gories 

Pt( ( )) , 

obtermeen assooiant, ~ tout point g4om4trique ~' de ~( ~ ), is point 

g6om~trique correspondant sur X , avec le morphisme de sp4cialisation 

dams ~ d4duit du morphisme structural ~' --> 7(~) grace ~ 7.4. 

En d'autres termes~ la donn4e d'une ~4n4risation ~ t du point 

g6om4trique ~ 4quivaut essentiellement ~ la donn4e dlun point ~6om4trique 

d__~e Y(~ ). Notons d'ailleurs qu'en vertu de 7.5 c), l'homomorphisme 
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correspor~lant ~( ~ ') ---> ~(~) fait de ~(~) le localis4 strict de 

7.7 ° 

tout faisceau F sur X, la fibre F~ 
J 

~(~ ) est l'image inverse de F sur 

toute fl~che de s~cialisation 

u : ~' --~ I 
induit un homomorphisme, fonctoriel en 

Interpr~tons mintenant, pour tout point g4om~trique ~ de X et 

comme 4tant ~(~(~), ~(~)), oG 

.~(!) (4,8), Alors on volt que 

F: 

u*:F~ > F~ , 

appel4 homomo~hisme de s~cialisation associ~ ~ la fl&che de sp~cia- 

lisation u. Il est 4vident, d~apr~s la tranaitivit4 des images inverses 

de faisceaux, que l'on a pour une fl~che de sp~cialisation compos4e : 

(wu)* = u'w* 

7.8. Si E est un topos, rappelons (IV ) qu'on a appel~ "foncteur 

fibre", ou (par abus de langage) "point" du topos E, tout morphisme 

du "topos final" (Ens) (isomorphe ~ la cat~gorie des faisceaux sur un 

espace r6dult ~ un point!) dans E, i.e. tout foncteur 

qui commute aux lim. irzluctives quelconques, et aux lira. projeotives finies. 

I1 y a lie~ de consid4rer l'ensemble des foncteurs fibres de E comme 

l'ensemble des objets d'une sous-cat4gorie pleine de Horn ~,(Ens)), appel~e 

cat6gorie des foncteurs fibres du topos E, dont lloppos4e est appel~e 

cat~gorie des points de E, et notre P~t(E), el. (IV 6.1). 

Lorsque E est de la forme X4t ' o~ X est un schema, 
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nous avons d4fini darts 3.3 et 7.7 un foncteur 

(* )  P~t (X) ) P_~t (X4t) , 

o~ le premier membre est d4finl dams 7.6. Ceci poe4, on ale 

Th@orbme 7.9. Soit X un sch4ma. Le fonctear pr@c4dent (.) est une 

4quivalence de la cat~gorie des points g4om~triques sur X (avec 

comme morphismes les flbches de sp~cialisation ) avec la cat~orie des 

points du topos 4tale X~t (oppos~e de celle des foncteurs fibres sur X~t). 

Comme ce th~orAme ne servira plus dans la suite du s~mimaire, 

nous nous bornons ici ~ une esquisse de d~monstration~ oG nous nous 

permettrons certaines libert4s avec les questions dtumivers~ 

a) Le foncteur envisag4 est pleinement fiddle. Pour tout 

X ~_Ob X4t , soit XV: X4t --) (Er~s) d4fini par  
v 

x (v) =  om(X,V) - v(x) . 

Notons que le foncteur fibre 

p e u t s  '4crire 

o~ les X i sent des sch4mas affines ~tales sur X, index@B par une 

certaine cat~gorie filtrante (cf. 4.3 et 4.5 ). On a @omo pour 

tout foncteur ~: X4t ~ (Ens)s 

d*autre part il est bien connu que l'on aun isomorphisme bifonctoriel 

Eom(x , ) (xi) 
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Lorsque ~ @st de la ferme g~ , done 

on a ~ono une bijection r~turelle 

x 

Dlautre part on a (dams la cat4gorie des schemas) 

~'o~ 

d'autre part, comme 

"~ lim Horn X ~ (~'), X i ) , Ho%~(~ ), ~( ~ ) ) -- ~ i 

X i est locaiement de pr4sentation finie sur X yon 

~o~ (~ (~), x~) ~ ~ ~o% (xj x i) 

d'o~ 

(.-) Ho~ x ~(~,), ~ f ~ ) ) _,.__~ ii~ n~ ~O~x(X j, x i) • 

La com1~s~ison de (*) et (**) donne la conclusion voulue (moyennant une 

v~rification de compatibilit4s, laiss4e au lecteur). 

b) Le foncteur envisa~ est essentie!!ement s ur~ectif . 

7.9.1. Rem~rquons d'abord que si C est un site o£I les lira finies sont (.-_- 

repr~sentables, C = _E le topos correspondant~ alors tout foncteur fibre 

sur E pout se representer comme une "limite inductive filtrante" 

de foncteurs de la forme 

Y(F) F(Y) Ho~(~,F), Ye0bc, 

(0~ Y es% le faisceau associ4 ~ Y), de la fagon suivante (*). On considAre 

(*) C'est un cas particulier de IV 6.8.3. 
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la ~tSgorie C/qp dee co%~plee (Y,~), aveo Y ~ Ob C, ~ ~ <~ (Y~ 

(lee morphismes se d@finissant de la fa~on ~vidente)~ et on note qu'on 

a un homomorphisme 4vident 
V 

(*) lim x > 

e n  r e m a r q u a n t  q u e  
v ~ . o  

. Y, lim Horn (Y, _'~ (lim ~(Y) . 

Or o n  a un @lSment canonique dane lira ~(Y), en associant g tout (Y, ~ ) 
' Cl~ 

l'614ment ~ de ~ (Y). Utillsant le fait que lee ,lira finies existent 

dens C, et que le foncteur Y1 > ~(Y) y commute, on voit que dens 

C/~ lee ~ finies existent; a fortiori C2~ est filtrant. 

Utilisant que tout faisceau F est limite inductive des faisceaux de 

la forme Y , et utilisant le fait que ~ commute aux limitee inductives, 

on conclut aisSment que IIhomomorphisme de foncteure (*) est bijectif, et 

donne donc la reprSsentation annoncSe. 

7.9.2. Remarquone 4galement que si _E est un topos, Y un objet de 

topoe  ore  'un fonote  fibre  our 

4quivaut ~ la donn4e d'un couple ( ~' I )' oG ~ est un fonoteur fibre 

pour _E , et ~ q (Y). Au foncteur fibre ~:E~ --> (Ene) on associe 

le couple (~,~), o~ ~ est le compos@ ZJ > ~o(Z) =$(ZxY), et o~ 

I ~ ?(Y) = ~(YxY) ee% l'~m-ge de l'unique @l~ment de ~ (Y) par le 

morphisme diagonal de YxY. 

7.9.3. Revenons maintenant au cas du site C = X4t , et soit 
--,.2 

~s X~t ---> (Ens) un foncteur fibre sum le topos @tale de X. 
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Consid4rant la restriction de V ~ la sous-cat4gorie pleine de X@t 

form~e des ouverts de ce topos, ou ce qui revient au mSme (6.1) des 

ouverts U de X, on trouve une application 

co~mmltant aux sup quelconques et aux inf finis. (On note que pour 

U ~(X) , ~(U) est vide ou r4duit ~ un point, et on prend ~o(U) = 0 

ou I suivant qu'on est dane llun ou IIautre oas), 

On volt facilement, grSee au fair que tout ferm4 irr4ductible de X a 

un point g4n4rique et un seul(*), que~oest d4fini ~ l'aide d'un unique 

x ~ X, par la condition 

%~o(U) ~ I 

i.e. 

sss x £~ , 

Soit F E Ob ~ , alors llimage de F dane le faisceau final X est 

un ouvert| et comme 

(F) -, ~(u) 

est surjectif, on volt que ~ (F) ~ ~ see ~(U) ~ ~, i.e. sss x ~U . 

Soit alors C/~ la cat@gorie des couples (X',~) oh X' ~ Ob X4t , st 

~ ~ (X') . On a signal@ dane 7.9. I que C~R est filtrante connexe. 

De plus, grEce ~ 7.9.2 et ~ ce qui pr4c~de appliqu@ ~ X' au lieu de X , 

si (X',~) 60b X@t , il lui est associ~ ununlque point x' ~ X' , tel 

que pour tun mcrphisme 4tale X" ~ X' , ~ est dane l'image de 

~o (X") --> ~ (X') sss x' est dane celle de X" . On conclut de ceci que 

le schema ~im des X' suivant la cat@gorie C des (X', ~ ) existe et 

est un localis4 strict Z de X , correspondant donc ~ un point g6om4trique 

et un foncteur fibre ~ . 

(*) i.e. X est sobre dane la terminologie de IV 4.2.1. L'assertion faite 
est un cas partieuller de IV 4.2.3. 

40i 



- 36- vI~I 

Pour tout faisceau F , on a alors 

~(F) ~ l~, F(X') . 
c~ 

Compte tenu de ~.9.1 on en conclut que ~ est isomorphe 

oe qui ach~ve la d@monstration de 7.9. 

8. Deux suites spectrales pou r lee morphismes entiers 

P~oposition 8.1. Soient 

Pun faisceau ab@lien sur 

pr~faisceau sur (Sch)~ d~fini par 

~icF) (z) = ~±(z,F z) 
O~ F Z est l'image inverse de F su__~r 

s~ectrale (fonctorielle en F) 

~(x,~) ~ EP~ 
("suite spectrale de descente"). 

f : X --> Y unmorphisme entier surjectif, 

Y. Pour tout entier i, soit ~i(F) le 

P 

Z . Alors il existeune suite 

Bien entendu, le symbole HP(x/Y, @), pour un pr~faisceau G 
v 

sur (Sch)/y , d@signe le p.~me groupe de cohomologie de Cech relatif, 

d@fini ~ l'aide du complexe des cn(x~,G) = G(xn+I), o~ X m d@signe la 

puissance m.i~me dans (Sch)~ . Pour @tablir 8.1 , soit Pn: Xn+l >Y 

la projection, et posons 

A n ~xn+l) 

O~ Z_xn+I d@signe le faisceau cor~tant Z sur X n+l. Alors les A n sont 

les composantes d'un faisceau ab@lien simplicial sur Y , donc d'un 

complexe de faisceaux ab~liens A* sur Y. Notons qu'on a un homo- 

morphisme @vident 
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A ° > • 

Ceci poe~, on ale 

,Leone e .2 .  l~  complexe (A*) m n i  de l 'ho~omorphis~ (~0 e s t  une  r ~ s o l u -  

tion de ~ . Plus ~n6ralement pour tout f?isceau ab~lien F sur Y , 

A* @_ZF est une r~solution de F. 

D@monstration : 0npsut supposer Y affine, donc Y = Spec A, 

X = Spec B, oh B est une A alg~bre enti~re. On aura B = l i~ B i 
1 

o~ B i paroourt lee sous-alg~bres de type fini donc finies de B , d'oh 

X =~imX i , o~ X i = Spec B i . Utilisant VII 5.11 , on voit que is 

oomplexe augment@ A*(X~) est alors la limite inductive dee complexes 

augment~e A*(Xi~). Cela nous ram~ne au cas o~ f est fini. II suffit 

de prouver que pour tout point g~om~trique ~ de Y , le complexe 

est une r@solution de ~ , st le rests apr~s tensorisation par un F. 

Mais si ~ est la fibre de X. en ~ , il r~sulte de 5.5 que le 

complexe A*~ n'est autre que le complexe analogue A*(~ /y). Cela nous 

famine au cas oh Y est le spectre d'un corps s@parablement clos k. 

Utilisant 1.3 a) et b), on peut mSme supposer k alge~briquement clos, 

et X r@d~it, donc X de la forme ~ , o~ I estun ensemble fini. 

Mais alore le complexe A*~ F s'identifie au complexe de cochaines trivial 

de l'ensemble d'indices I h coefficient dane F~, done c'est bienune 

r~solution de F~ . 

Nous obte~ons donc, comme cor~quence de 8.2, une suite spec- 

trale 

et il reste ~ expliciter le terms initial. Or on a un homomorphisme 
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~r~nique 

* iF) , A n ~F ~ ~n. Pn 
et ce dernier est un isomorphisme, comme on voit encore par r~duction au 

cas f fini et passage aux fibres. Utilisant 5.5, on en conclut 

Hq(y,An@F) N Hq(Xn+l, p~ (F)) @ ~ q(F) (xn+l), 
ce qui donne bien le terme initial annonc~ dans 8.1. 

Remarque 8.5. a) Lorsque l'on se donne un recouvrement localement 

fini de Y par des er~embles fermds Yi ' et qu'on pose X = ~ ~ Yi 
i 

alors le morphisme canonique f : X -* Y est fini, et la suite spec- 

trale 8.1 a un terme initial qui s'explicite comme la cohomologie du 

oomplexe d4fini par los Hq(Y i .... i ' F~Yi ... i ), oG 
o p o p 

Yi e. ..ip = Yi o ~ """ ~ Y~. Ciest donc l& l'analogue de la suite spectrale 

de Leray pour un recouvrpment ferm~ localement fini dtun espace topolo- 

gique ordirmire (TF Chapitre II 5.2,4 ). Cette derni~re pout d'ailleurs se 

g~n4raliser ~galement en une suite speetrale relative ~ un morphiame "fini" 

i.e. propre & fibres finies, en proc4daut comme dams 8.1. 

b) On notera l'analogie de la suite spectrale de 8.1 

avecla suite spectrale de Leray d'un recouvrement (Xi) de Y (en 

lloceurrence par des X i 4tales sur Y); cette derni~re slobtiendrait 

formellement en 4orivant la suite spectrale 8.1 pour X = Ill X i • 

I1 est probable en fait que ces deux suites spectrales admettent une 

g4n~ralisation commune, qui serait valable chaque fois qulon aurait une 

famille de morphismes (X i --~ Y), qui soit "famille de descente effec- 

tive uuiverselle" pour la cat~gorie fibr4e des faisceaux 6tales sur un 
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schema de base variable (cf n ° 9 oi-dessous). La question analogue se 

pose d'ailleurs en topologie ordinaire, ~ propos d'une g4ndralisation commune 

des deux esp~ces de suites spectrales de Leray d'un recouvrement, suppos4 

soit ouvert, soit ferm4 localement fini (*). 

Proposition 8.4. Soient Y un sch4ma, ~ungroupe profini, (lq[i) i 

le systbme projectif des groupes quotients finis discrets de 11-, 

(Xi)i E I ttu systems projectif de revStements principsux de Y , d__ee 

groupes les ql-i, les homomorphismes de transition Xj ) X i 4tant 

com~tibles avec les homomorphismes 1~j ~ ~i sur les groupes 

d'op4rateurs, X --~X i (cf. VII 5.1 ), de sorte que le groups "rC 

op~re sur le Y-schema X, F un faisceau ab41ien sur Y. Alors on a 

une suite spectrale "de Hochschild-Serre" (fonctorielle en F) 

H*(Y,F) < ~q = HP( TF ,!i,m Hq(xi,FXi) ) , 

o~ FXi est. 1'image inverse de F su__r Xi, __et HP(IT, - ) d4s~ne 18, 
cohomologie galoisienne. 

Le terme EP2q 4crit iciest dgalement (par ddfinition de 

HP( TC, _ ) et transitivit4 des limites-inductives) isomorphe 

z~ --l.i~ ~P(~i, ~q(xi,Fx. ) ) , 
1 1 

oe qui nous montre qu' il suffit de trouver un systbme inductif de suites 

speetrales (ddpendant de l'indice i ) 

E*(Y, F )~ ~2P~ = ~P(~i, ~q(xi, Fx i) ) • 

Cela nous rambne ~ d~finir la suite spectrale dans le cas oG qV est fini. 

Alors f : X --~ Y est un morphisme couvrant dans Y4t' donc on peut 

(*) Depuis la r~daction de ces lignes, P.Deligne a fair une th~orie g~n~rale 
des "suites spectrales de descente", cf. ~. V A;~ 
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@crire la suite spectrale de Leray de ce morphisme. Compte tenu des iso- 

morphismes eanoniques : 

x ~ ~ x~o ~ , 

un ealcul bien cormu montre alors que pour tout pr~faisceau ~ sur 

X@t , transfor~nt somme en produits, C~(~/Y, ~ ) n'est autre que le 

eomplexe des cochaines homog~nes de G ~ coefficients dans ~(X), d'o~ 

la forms annonc@e pour le terme initial. 

Une variante de cette d~monstration, ~vitant tout calculp 

oonsiste h consid~rer E ~--->X x E comme un morphisme du site des 

~-ermembles finis dans le site @tale de Y, et ~ ~crire la suite 

spectrale de Leray de ce morphlsme. Er~fin, lorsque ~ est fini, 

on peut ~galement regarder la suite spectrale de Hochschild-Serre come 

@rant un cas particulier de 8.1 relativement au morphisme f : X --> Y . 

Corollaire 8.5. Su~posons Y quasi-compact et quasi-s~par~, alors la 

suite spectrale de 8.4 s'~crit 

H*(Y,F) ~ EP2q = HP(~ , Hq(X,Fx) ) . 

En effet, en vertu de VII 5.8 , on a alors des isomorphismes 

eanoniques 

1_~i Hq(xi' Fxi ) ~ ~q(x, ~x) • 

Coroll~Ire 8.6. Soient Y ~ sch@ma local hens~lien de point ferm@ y , 

F tm faisceau ab~lien sur Y , F O le faisceau induit sur Yo=Spec(k(y)). 

Alors les homomorphismes canoni~ues 
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~(~,F) ) ~(Yo,Fo) 

sont des isomorphis~es. 

Soit en effet ~ un point g4om4trique sur y , correspondant 

une clSture s4parable k(y) = k(~) de k(y); comme Y eet hens41ien, le 

localis4 strict X de Y en ~ est Is limite projective des rev@tements 

4tales galoisiens connexes y-ponctu~s X i , de sorte qu'on est sous les 

conditions d'application de 8.5. Come Hq(X, Fx) = 0 pour q> 0 en vertu 

de 4.7 , on en conclut des iscmorphismes 

oh 

~n(y,F ) ~_~n(~,FCx)) , 

est le "groupe de Galois" de X sur Y , isomorphe A celui de 

sur k = k(y) . On trouve de mSme (ou par 2.3 ) 

En(~o,F o) ~ H~V,Fo(Xo)) , 

oh X 
o 

o 

• (x) -* Fo(x o) 

= X~ Y---~ Spec (k(y)) . Or l'homomorphisme de restriction 

est un isomorphisme en vertu de 4.8 , d'oh r4sulte aussi- 

tSt la conclusion 8.6. 

9. D escente de faisceaux ~tales 

Le pr4sent num4ro ne servira plus dans la suite de ce S~minaire, 

et peut @ire cmie en premi~re lecture. 
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Proposition 9.1. Soit f : X' -@ X unmorphisme sur~ectif (resp. uni___- 

versellement submersif (SGA I IX 2.1)) de sch@mas . Alors le foncteur 

f* : X~t ~ X~t est fiddle et "conservatif" (cf. 3.6 ) (resp. 

induit un foncteur pleinement fiddle de la cat4gorie des faisceaux sur 

X4t dans la cat~orie des faisceaux sur X~t minis d'une donn4e de 

descente relativement ~ f : X' ---> X ). 

Le premier point r~sulte aussitSt de la transitivit4 des fonc- 

teurs fibres (5.4) et de (5.7), le deuxi~me (qui s'4nonoe aussi en di- 

sant que f est un morphisme de des cente relativement ~ la cat4gorie 

fibr~e des faisceaux 4tales sur des schemas variables), signifie aussi 

que pour deux faisceaux F , G sur Y , le diagramme naturel 

(*) Horn (F, G) ~ Hom (F',  G') --~ Horn (F", G") 

est exact, o~ F' et G' (resp. F" et G" ) sont les images inverses 

de F et G sur X' (resp. sur X" = X'×X X') . Premnt pour F le 

faisceau final, l'@nonc~ donne le 

Corollaire 9.2. Soit f : X I --@ X un morphisme universellement submer- 

sif. Alors pour tout faisceau F sur X , le diagramme 

~(x,F) ~ r ( x , , i ~ , ) ~  r(x",F") 
est exact, o~ X" = X' x X X' , et off F', F" sent les images inverses 

de F sur X' , X" . 

Nous prouverons 9.1 en utilieant le 

Lemme 9.3. Supposons f universellement submersif. 8oit F un 

faisceau sur X , d~signons par S(F) l'ensemble des sous-faisceaux de 
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X , et d@finissons de fa~on amlogue 

d'applicaCior~naturelles 

s(F) 

est exact. 

D@monstration. Le fait que 

aussitSt du fair que le foncteur f* 

S ( F ' )  , S (F" )  . Alors l e  diagramme 

S(F) --* S(F') est injectif r@sulte 

est corservatif! car si F. 1 

( i - i, 2) sont deux sous-faisceaux de F tels que f*(F1) = f*(F 2) , 

a/ors les inclusions F 3 = F I ~ F 2 -@ F i (i = I, 2 ) sont des isomor- 

phismes, car elles deviennent telles apr~s application du foncteur f *, 

donc F 1 = F 2 . II reste ~ prouver que si G' est un sous-faisceau de 

F' tel que Pr1*(G' ) = pz~2(G' ) , alor~ G' est l'image inverse d'un 

sous-faisceau de F . Notons que l'on peut trouver un @pimorphisme 

F I --).F dane X6t , ou F I est repr@sentable par un schema 6tale 

sur X • Introduisons F 2 = P1 x ~ F 1 , e t  de ,.Sine F~ , F~ , F~ , F~ , 

f a i s c e a u x  ~onnant  l i e u  ~ un  diagTsmne dr ensembles 

s(F) , s(F,) s(F,) 

I) -+ s(F ) 

dams lequel les colonnes sont exactes, grace aux propri~t~s dtexactitude 

dane la oat6gorie des faisceaux sur X, X', X" respectivement. Un 

diagram-chasing standard montre alors que, pour prouver que la pr~ni~re 

ligne est exacte, il suffit de le prouver pour les lignes 2 et 3 • Or 

pour la ligne 2 cela r~sulte du fair que ~I est repr@sentable, X' -->X 
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universellememt submersif, et de SGA IX 2.3. D'autre part, F 2 est ~ga- 

lement repr@sentable, car c' est un sous~faisceau de F I x x F I qui est repre- 

sentable, et on applique 6. I. Doric la li~me 3 est aussi exacte, cqfd. 

Prouvons maint~ant 9.1 , i.e. que tout morphisme 

u'" F' --~ G', compatible avec les donn4es de descaute sur F~, G', u' 

provient d'un morphisme u: F --~ G . Soit H = F x G , dono H' = F' x G', 

H" = F" × G" , alors le graphe de u' est tun sous-faisceau r' de H' 

dont los deux images inverses sont @gales au graphe d'un m@me morphisme 

u" s F" --~ G" . Donc en vertu de 9.3. ~' provient dlun sous-faisceau 

de H . Je dis que P est le graphe d'un morphisme u : P--~ G , 

i.e. que le morphisme p : ~--~ F intuit par pr I est un isomorphisme : 

en effet, il devient un isomorphisme apr~s le changement de base X' --~ X, 

et on applique la ~rtie d~j~ prouv4e de 9.1. Le morphisme u : F > G 

r@pond alors ~ la question, cqfd. 

~@or~me 9.4. Soit f : X'--@X un morphlsme surjectif de schemas. 

On supposeque l'une des hypotheses suivantes est v~rifi4e: 

b) 

c) f 

a) x 

Alors 

gorie fibr4e 

variables, i.e. le foncteur 

f est entier. 

fest propre. 

est plat et localement de presentation finie (*). 

est discret (~°ex. le spectre d,un cor~s). 

f est un morphisme de descente effective pour la cat4- 

sur (Sch) des faisceaux 4tales sur des schemas 

f* induit une 4quivalence de la cat4gorie 

(*)  I1  e s t  p r o b a b l e  que c e t t e  deuxiAme h y p o t h A s e  e s t  en  f a i r  s u p e r f l u e .  
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des faisceaux sur X avec la cat4gorie des faisoeaux sur 

d'une donn@e de descente relativement ~ f : X' --> X . 

9.4.1. Soit 

relativement 

par la formule 

VIII 

X I ~ ~mis 

F' un faisceau sur X', ~ d'une donn~e de descente 

f : X' --, X . On fl4finit alors un foncteur 

G~X ° 4t ..... ~ (~) 

G(Y) = Ker (F'(Y') ~ F" (Y")) • 

On constate aussitSt que G est un faisceau pour la topologie 6tale, 

d'autre part on a tm homomorphisme canonique i~ectif G -9 f.(F') , 

d'o~ un homomorphisme f*(G) ~ F I , et ce dernier est @videmment compa- 

tible avec ]es donn~es de descente. I1 reste ~ examiner si cet homomor- 

phisme est un isomor0hisme. Noter que G est aussi d~finissable par 

1 'exactitude de 

G --*%(F') ~ g.(F") , 

h . donc pour tout changement de base Y ~ X .qui commute ~ la formation 

de f.(F') e_!t g.(F"), h*(G) = Gy" s'identifie au faisoeau "descenau" 

de F'y, par Y'--,Y , et bien entendu l'homomorphisme ~*(Gy) --~ (Fy)' 

eet celui d@duit de f*(G) --@ F' par cha~gement de base. Or supposons 

que le changement de base f : Y -- X' --, X commute ~ la formation de 

f,(F') e_~t g.(F"), et notons que oomme Y' = X' x x X' a une section sur 

y1 = X' , donc Y' --->Y est un morphisme de descente effective pour 

toute cat4gorie fibr4e, en particulier pour ~", il s'ensuit que 

~(Gy) ---~(Fy)' est un isomorphisme, done f*(G) --* F' devient ~u 

isomorphisme apr~s changement de base Y' = X' ×X Xt --> X I . Comme ce 

dernier a une section, f*(G)--> F' est un isomorphisme, donc la donn@e 
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de d e s c e n t e  env i sa~4e  s u r  Ft e s t  e f f e c t i v e .  

9.4.2. Ceci l~ouve le th4or~me 9.4 dans le oas a), grace ~ 5.6. 

Le eas b) r~sulte 4galemen~ du fair que si f est propre, alors f. 

commute ~ tout ohangemen% de base Y' ~.Y, (qui sera prouv@ dans un 

expos4 ult~rieur (Xll 5.1 (i))). 

9.4.3. Dans le cas c), la question 4rant locale sur X on peut sup- 

poser X affine~et qulil existe un schema affine X~ , de pr4sentation 

finie, quasi fini et fid~lement plat sur X , et un X-morphisme XI ---> X', 

ce qui nous famine au cas oR f est quasi-fini. Quitte h localiser encore 

sur X , au sens de la %opologie 4tale cette lois, on volt quail exis~era 

un ouvert X~ de X' %el que X~ --> X soit fini et surjectif, ce qui 

nous ram~ au cas o~ f est finl et surjeotif, d@jh trait4 dans a). 

9.4.4. Dans le eas d), on peut supposer (en se localisant sur X ) que 

x est r~duit ~ un seul point, et mSme compte tenu de I.I, qu'il est 

spectre dtun corps k. De plus, f est universellement ouvert (EGA IV 2.4.9) 

donc on est sous les conditions de 9.1, et le raisonnement de 9.4.1 sWappll - 

que encore, en prenant un changement de base avec Y = Spec k, o~ R=k(x), 

pour un x 6 X. M_ais alors il eat encore vrai que f. commute au changement 

de base Y ~ X, comme nous verrons ult~rieurement (XVI 1.4 et 1.5). 

Ceci ach~ve la d~monstration de 9.4. 
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