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Àííîòàöèÿ
Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû Êåðâåðà. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå

àáåëåâîé ñòðóêòóðû ñêîøåííî�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ,
áèöèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
è áèêâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ.
Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì n, n = 2l − 2, ïðîèçâîëüíîå ñêîøåííî�îñíàùåííîå
ïîãðóæåíèå èìååò èíâàðèàíò íóëåâîé Êåðâåðà. Â äîêàçàòåëüñòâå
èñïîëüçîâàíà òåîðåìà î ðåòðàêöèè ñêîøåííî-îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ â çàäàííîì êëàññå íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðåòðàêöèè òàêæå ïðèâîäèòñÿ â
ðàáîòå.

1 Ñàìîïåðåñå÷åíèå ïîãðóæåíèé è
Èíâàðèàíò Êåðâåðà

Ïðîáëåìà Èíâàðèàíòîâ Êåðâåðà 1 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé â
Àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, ñì. ïî ïîâîäó àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê
ðåøåíèþ [S], [B-J-M], [C-J-M]. Ìû ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä
ê ðåøåíèþ Ïðîáëåìû, êîòîðûé îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ Ï.Äæ.Ýêêëçà
[E1]. Ïî ïîâîäó äðóãîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ñì. [C1],[C2].

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ïîãðóæåíèå f : Mn−1 # Rn, n = 2l − 2, l > 1
îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîðàçìåðíîñòè 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g : Nn−2 # Rn

ïîãðóæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
∗Ðàáîòà àâòîðà ïîääåðæåíà ãðàíòîì the London Royal Society (1998-2000), ÐÔÔÈ

08-01-00663, INTAS 05-1000008-7805.
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Геометрический подход к стабильным 

гомотопическим группам сфер П. 

Инвариант Кервера. 

П.М.Ахметьев * 

Аннотация 

Представлено решение Проблемы Кервера. Вводится понятие 

абелевой структуры — скошенно-оснащенного — погружения, 

бициклической структуры = Z/ 2 оснащенного погружения 

и бикватернионной структуры 2/2 оснащенного погружения. 

Используя введенные понятия мы доказываем, что при достаточно 

большом п, n = 2! — 2, произвольное скошенно-оснащенное 

погружение имеет инвариант нулевой Кервера. В доказательстве 

использована теорема о ретракции скошенно-оснащенного 

погружения в заданном классе нормального кобордизма. 

Доказательство теоремы о ретракции также приводится в 

работе. 

1 Самопересечение погружений и 

Инвариант Кервера 

Проблема Инвариантов Кервера 1 является открытой проблемой в 

Алгебраической топологии, см. по поводу алгебраического подхода к 

решению [5], [B-J-M], [C-J-M]. Мы рассмотрим геометрический подход 
к решению Проблемы, который основан на результатах П.Дж.Экклза 

[Е1]. По поводу другого геометрического подхода см. [C1],[C2]. 
Рассмотрим гладкое погружение }: М” 1 9» №, п=21-21>1 

общего положения коразмерности 1. Обозначим через g : №”? % В” 

погружение многообразия самопересечения. 

*Работа автора поддержена грантом the London Royal Society (1998-2000), РФФИ 

08-01-00663, INTAS 05-1000008-7805.



Îïðåäåëåíèå 1. Èíâàðèàíò Êåðâåðà ïîãðóæåíèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

Θsf (f) =< η
n−2

2
N ; [Nn−2] >, (1)

ãäå ÷åðåç ηN = w2(N
n−2) îáîçíà÷åí äâóìåðíûé íîðìàëüíûé êëàññ

Øòèôåëÿ-Óèòíè ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2.

Èíâàðèàíò Êåðâåðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êëàññà ðåãóëÿðíîãî
êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèÿ f . Áîëåå òîãî, èíâàðèàíò Êåðâåðà ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì

Θsf : Immsf (n− 1, 1) → Z/2. (2)

Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νg ïîãðóæåíèÿ g : Nn−2 # Rn ÿâëÿåòñÿ 2-
ìåðíûì ðàññëîåíèåì íàä Nn−2, êîòîðîå ñíàáæåíî D4�îñíàùåíèåì.
Êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ (êàê è
ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
ηN : Nn−2 → K(D4, 1). Ïàðà (g, ηN) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå
êîáîðäèçìà ImmD4(n− 2, 2). Ãîìîìîðôèçì

δD4 : Immsf (n− 1, 1) → ImmD4(n− 2, 2) (3)

êîððåêòíî îïðåäåëåí.
Ãðóïïà êîáîðäèçìà Immsf (n − k, k) îáîáùàåò ãðóïïó êîáîðäèçìà

Immsf (n− 1, 1). Íîâàÿ ãðóïïà îïðåäåëåíà êàê ãðóïïà êîáîðäèçìà òðîåê
(f, Ξ, κM), ãäå f : Mn−k # Rn ïîãðóæåíèå, ïðè÷åì çàäàí èçîìîðôèçì
Ξ : ν(g) = kκM , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñêîøåííûì îñíàùåíèåì, ÷åðåç
ν(f) îáîçíà÷åíî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ f , κM ÿâëÿåòñÿ
çàäàííûì ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì íàä Mm−k, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
êëàññ êîòîðîãî îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç κM ∈ H1(Mm−k;Z/2).
Îòíîøåíèå êîáîðäèçìà íà ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ òðîåê
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì.

Ãðóïïà ImmD4(n− 2, 2) îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëèì
ãðóïïû êîáîðäèçìîâ ImmD4(n − 2k, 2k). Êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû
ImmD4(n − 2k, 2k) ïðåäñòàâëåí òðîéêîé (g, Ψ, ηN), ãäå g : Nn−2k #
Rn � ïîãðóæåíèå, Ψ�äèýäðàëüíîå îñíàùåíèå â êîðàçìåðíîñòè 2k,
ò.å. ôèêñèðîâàííûé èçîìîðôèçì Ξ : νg = kηN , ãäå ηN ÿâëÿåòñÿ
2-ìåðíûì ðàññëîåíèåì íàä Nn−2k. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
ýòîãî ðàññëîåíèÿ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
êëàññ (ñîîòâåòñòâóþùèé óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ)
îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç ηN : Nn−2k → K(D4, 1), ηN ∈

2

Определение 1. Инвариант Кервера погружения f определяется по 

формуле 

9, (Г) =< ma? ; [№] >, (1) 
где через nv = We(N"~?) обозначен двумерный нормальный класс 

Штифеля-Уитни многообразия № ?. 

Инвариант Кервера является инвариантом класса регулярного 

кобордизма погружения f. Более того, инвариант Кервера является 

гомоморфизмом 

9. : Imm*f(n — 1,1) > 2/2. (2) 

Нормальное расслоение и, погружения 9 : №? 9» В" является 2- 

мерным расслоением над №2, которое снабжено ЮО. оснашением. 

Классифицирующее отображение этого расслоения (как и 

соответствующий  характеристический класс) обозначается через 

nv : №? — К(О., |. Пара (9, пм) представляет элемент в группе 

кобордизма Imm?P4(n — 2,2). Гомоморфизм 

dp, : тит (п — 1,1) тит“ (п — 2,2) (3) 

корректно определен. 

Группа кобордизма Imm!(n — k,k) обобщает группу кобордизма 

[тит (п — 1,1). Новая группа определена как группа кобордизма троек 

(=, км), где f : М”* % В" погружение, причем задан изоморфизм 

= : (9) = Ккм, который называется скошенным оснащением, через 

v(f) обозначено нормальное расслоение погружения f, км является 

заданным линейным расслоением над M'™-*, характеристический 

класс которого обозначается также через км Е НИМ" *; 2/2). 
Отношение кобордизма на пространстве рассматриваемых троек 

является стандартным. 

Группа ImmP4(n — 2,2) обобщается следующим образом. Определим 

группы кобордизмов ImmP4(n — 2k,2k). Каждый элемент группы 

[тт “(п — 2k,2k) представлен тройкой (9,Ф, пм), где д : №" 9» 

К” — погружение, Ф-диэдральное оснащение в коразмерности 2k, 

те. фиксированный изоморфизм = : № = knn, где пм является 

2-мерным расслоением над № *. Характеристическое отображение 

этого расслоения, а также соответствующий характеристический 

класс (соответствующий универсальный характеристический класс) 

обозначается также через ум : № +3 К(О4. 0, nn Е



H2(Nn−2k;Z/2) (τ ∈ H2(K(D4, 1);Z/2)). Îòîáðàæåíèå ηN îêàçûâàåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì è äëÿ ðàññëîåíèÿ νg, ïîñêîëüêó νg = kηN .

Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîìîðôèçì Êåðâåðà (2) çàäàí êîìïîçèöèåé
ãîìîìîðôèçìà (3) è ãîìîìîðôèçìà

ΘD4 : ImmD4(n− 2, 2) → Z/2. (4)

Ãîìîìîðôèçì (4) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Êåðâåðà D4�îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ.

Ãîìîìîðôèçì Êåðâåðà îïðåäåëåí â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïðè
ïîìîùè ïðÿìîãî îáîáùåíèÿ ãîìîìîðôèçìîâ (2) è (4):

Θk
sf : Immsf (n− k, k) → Z/2, Θk

sf := δk
D4
◦Θk

D4
. (5)

Θk
D4

: ImmD4(n− 2k, 2k) → Z/2, Θk
D4

[(g, Ψ, ηN)] = 〈η
n−2k

2
N ; [Nn−2k]〉. (6)

(Äëÿ k = 1 íîâûé ãîìîìîðôèçì (6) ñîâïàäàåò ñ âûøåîïðåäåëåííûì
ãîìîìîðôèçìîì (4) ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

Immsf (n− 1, 1)
δD4−→ ImmD4(n− 2, 2)

ΘD4−→ Z/2
↓ Jk

sf ↓ Jk
D4

||
Immsf (n− k, k)

δk
D4−→ ImmD4(n− 2k, 2k)

Θk
D4−→ Z/2.

(7)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùèòü ôîðìóëó (6) äëÿ ïîãðóæåíèé ñ
îñíàùåíèåì áîëåå îáùåãî âèäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z/2[d] ñïëåòåíèå
2d−1 ýêçåìïëÿðîâ ýëåìåíòàðíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Ýòà ãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå O(2d−1), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèåì:

� Ïðåîáðàçîâàíèÿ èç Z/2[d] îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâî
d − 1 íàáîðîâ Υd, Υd−1, . . . , Υ2 êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
Íàáîð ïîäïðîñòðàíñòâ Υi, 2 ≤ i ≤ d ñîñòîèò èç 2i−1 êîîðäèíàòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â R2d−1 , ïîðîæäåííûõ áàçèñíûìè âåêòîðàìè
((e1, . . . e2d−i), . . . , (e2d−1−2d−i+1, . . . , e2d−1)).

Â ÷àñòíîñòè, â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ãðóïïà äèýäðà D4 ïåðåîáîçíà÷åíà
÷åðåç Z/2[2]. Ýòà ãðóïïà îïðåäåëåíà êàê ïîäãðóïïà äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè,
ïåðåâîäÿùàÿ íàáîð Υ2 = {[e1], [e2]} ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ñåáÿ.
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ãðóïïû Z/2[d] ïðè 2 ≤ d ≤ 6. Ïî îïðåäåëåíèþ
îïðåäåëåíî âêëþ÷åíèå Z/2[d] ⊂ Z/2 o Σ(2d−1), êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ
âëîæåíèåì 2-êîìïîíåíòû ãðóïïû Σ(2d−1) íà ïîäãðóïïó.

3

H?(N"~**; 7/2) (т € H?(K(Da,1);Z/2)). Отображение nv оказывается 
характеристическим и для расслоения Vg, поскольку и, = Ам. 

По определению гомоморфизм Кервера (2) задан композицией 

гомоморфизма (3) и гомоморфизма 

Op, : Imm?P4(n — 2,2) > 2/2. (4) 

Гомоморфизм (4) называется инвариантом Кервера О.-оснащенного 

погружения. 

Гомоморфизм Кервера определен в более общей ситуации при 

помощи прямого обобщения гомоморфизмов (2) и (4): 

Of, : Imm*!(n — К, К) — 2/2, Of; = д, 0 Of. (5) 

n—2k 

9%,  Imm?*(n — 2k, 2k) — Z/2, 8, (9,9, пм)] = (nn? IN"). (6) 
(Для К = 1 новый гомоморфизм (6) совпадает с вышеопределенным 

гомоморфизмом (4) при этом следующая диаграмма коммутативна: 

654 Op, 
Imm*f(n—1,1) — тт (п- 2,2) 4 Z/2 

| Ts | Jp, || (7) 
5ъ eh 

Imm*f(n—k,k) —5 ImmP4(n —2k,2k) —3 Z/2. 

Ham потребуется обобщить формулу (6) для погружений с 

оснащением более общего вида. Обозначим через 2/24 сплетение 

24-1 экземпляров элементарной циклической группы. Эта группа 

является подгруппой в группе O(27'), которая определяется следующим 

условием: 

— Преобразования из 2/2 оставляют инвариантными множество 

4 — 1 наборов Та, Та, ..., Yo координатных подпространств. 

Набор подпространств Y;, 2 < i < 4 состоит из 2’! координатных 
подпространств в ЮВ? ', порожденных базисными векторами 

((е1, ... €od-1), seey (@ga-1_ 94-144, ... ‚ е2а-1)). 

В частности, в новых обозначениях группа диэдра О. переобозначена 

через 2/2. Эта группа определена как подгруппа движения плоскости, 

переводящая набор Т. = {|е1|, [е2|} линейных подпространств в себя. 
В работе используются группы 2/2 при 2 < 4 < 6. По определению 

определено включение 2/2 с 1/21 5(24“1), которое совпадает с 
вложением 2-компоненты группы (24+) на подгруппу.



Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå g : Nn−k2d−1 # Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ
êîðàçìåðíîñòè k2d−1. Ñêàæåì, ÷òî ïîãðóæåíèå g ÿâëÿåòñÿ Z/2[d]�
îñíàùåííûì (c êðàòíîñòüþ k), åñëè îïðåäåëåí èçîìîðôèçì Ψ : νg = kηN

íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèå νg ïîãðóæåíèÿ g c ñóììîé Óèòíè k ýêçåìïëÿðîâ
2d−1�ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ηN ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2[d].

Ðàññëîåíèå ηN êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì ηN : Nn−k2d−1 →
K(Z/2[d], 1). (Cîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ îáîçíà÷èì
òàêæå ÷åðåç ηN). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ óíèâåðñàëüíîãî 2d−1�
ìåðíîãî Z/2[d]�ðàññëîåíèÿ íàä K(Z/2[d], 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç τ[d]. Òàêèì
îáðàçîì, â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ: η∗N(τ[d]) = ηN . Îòîáðàæåíèå ηN

îêàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì è äëÿ ðàññëîåíèÿ νg, ïîñêîëüêó νg =
kηN .

Âñåâîçìîæíûå òðîéêè (g, Ψ, ηN), êîòîðûå áûëè îïèñàíû âûøå,
ïîðîæäàþò ãðóïïó êîáîðäèçìà ImmZ/2[d]

(n− k2d−1, k2d−1). Â íåêîòîðûõ
ðàññóæäåíèÿõ ïðè îáîçíà÷åíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàí äîïîëíèòåëüíûé
èíäåêñ, ñâÿçàííûé ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé. Íàïðèìåð, ïðåäñòàâèòåëü
ãðóïïû ImmD4(n− 2k, 2k) áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü ÷åðåç (g[2], Ψ[2], ηN[2]

)
è ò.ä.

Ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d]�îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Z/2[d+1]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì. Òàêèì
îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò òðîéêó
(h, Λ, ζL), ãäå h : Ln−k2d # Rn�ïîãðóæåíèå, Λ : kζL = νh,
ζL : Ln−k2d → K(Z/2[d+1], 1)�êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå 2d�
ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ζL. Êîððåêòíî îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì

δk
Z/2[d+1] : ImmZ/2[d]

(n− k2d−1, k2d−1) → ImmZ/2[d+1]

(n− k2d, k2d), (8)

ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êëàññó íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà [(g, Ψ, ηN)]
êëàññ íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà [(h, Λ, ζL)].

Îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà i[d+1] : Z/2[d] ⊂ Z/2[d+1], êàê ïîäãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé ïîäïðîñòðàíñòâà R2d−1 ⊂ R2d , ïîðîæäåííîãî ïåðâûìè
2d−1 áàçèñíûìè âåêòîðàìè.

Îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà

ī[d+1] : Z/2[d] × Z/2[d] ⊂ Z/2[d+1] (9)

èíäåêñà 2, êàê ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ èíâàðèàíòíûì êàæäîå
ïîäïðîñòðàíñòâî èç íàáîðà Ω2.

Ïîäãðóïïà (7) èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå π[d+1] : K(Z/2[d] ×
Z/2[d], 1) → K(Z/2[d+1], 1). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ζL :

4

_ роа—1 
Рассмотрим погружение g : № 3» В” общего положения 

коразмерности №21. Скажем, что погружение 4 является 2/2- 

оснашенным (с кратностью k), если определен изоморфизм WV : и, = Км 
нормального расслоение и, погружения g с суммой Уитни К экземпляров 
241 мерного расслоения NV со структурной группой Z/ 24. 

Расслоение ny классифицируется отображением 7м 

К(2/29, 1). (Соответствующий характеристический класс обозначим 
также через nv). Характеристический класс универсального 271 
мерного 2/2-расслоения над К (2/29, 1) обозначим через та. Таким 
образом, в принятых обозначениях: \(та) = NN. Отображение м 

оказывается характеристическим и для расслоения Vy, поскольку Vg = 
knn. 

Всевозможные тройки (g,V,7\), которые были описаны выше, 

№Мп- 291 

порождают группу кобордизма Imm2/2" (п — 24-1 24-1). В некоторых 
рассуждениях при обозначениях будет использован дополнительный 
индекс, связанный со структурной группой. Например, представитель 

группы Лит?“ (п — 2К, 2k) будем иногда обозначать через (4121, Lia}, 7) 

итд. 
Многообразие самопересечения произвольного 2/2 оснащенного 

погружения является 2/21 оснащенным погружением. Таким 
образом, многообразие  самопересечения представляет тройку 
(В, Л, С), rue h : [7-2 4» В”погружение Л : К = ши, 

С : ^^" + К(2/29+1 1) классифицирующее отображение 29— 
мерного расслоения (г. Корректно определен гомоморфизм 

OF а: Lr ™" (ny — 241, от) > тт (п — 24, 2%), (8) 

ставящий в соответствие классу нормального кобордизма [(9, V,7N)| 

класс нормального кобордизма |(h, Л, Сь)]. 

Определена подгруппа азии : 2/24 с 21/291, как подгруппа 

преобразований подпространства, В" с Е”, порожденного первыми 

24-1 базисными векторами. 
Определена подгруппа 

ани: 2/29 x 2/24 с 2/2+1 (9) 

индекса 2, как подгруппа преобразований пространства которая 
состоит из преобразований, оставляющих инвариантным каждое 
подпространство из набора Qo. 

Подгруппа (7) индуцирует двулистное накрытие ла+1] : K(Z/ 24 x 

2/24,1) — К(2/29+1,1). Характеристическое отображение Cy,



Ln−k2d → K(Z/2[d+1], 1) èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå π[d+1],L :

L̄n−k2d → Ln−k2d èç íàêðûòèÿ π[d+1] íàä êëàññèôèöèðóþùèì
ïðîñòðàíñòâîì. Äâóëèñòíîå íàêðûòèå π[d+1],L ìîæíî îïðåäåëèòü
ãåîìåòðè÷åñêè, îíî ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíîì íàêðûòèåì
íàä ìíîãîîáðàçèåì Ln−k2d òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[d]�îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ (g, Ψ, ηN) (ñì. [A], ðàçäåë 1).

Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ p[d] : Z/2[d]×Z/2[d] → Z/2[d] íà ïåðâîå ñëàãàåìîå,
êîòîðàÿ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå p[d] : K(Z/2[d]×Z/2[d], 1) → K(Z/2[d], 1).

Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (h, Λ, ζL) ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d]-
îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g, Ψ, ηN) ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå
ζ̄L : L̄n−k2d

[d] → K(Z/2[d] × Z/2[d], 1), íàä êëàññèôèöèðóþùèì
îòîáðàæåíèåì ζL, êîòîðîå èíäóöèðîâàíî íàêðûòèåì π[d+1],L. Ýòî
íàêðûòèå ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûì íàêðûòèåì íàä
êëàññèôèöèðóþùèì îòîáðàæåíèåì ζL : Ln−k2d → K(Z/2[d+1], 1), êîòîðîå
îïðåäåëåíî èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ
(p[d] ◦ ζ̄)∗(τ[d]) ∈ H2d−1

(L̄n−k2d

[d] ;Z/2), τ[d] ∈ H2d−1
(K(Z/2[d], 1) îáîçíà÷èì

÷åðåç ζ̄[d],L.
Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå itot = i[3] ◦ · · · ◦ i[d]:

K(D4, 1)
i[3]−→ K(Z/2[3], 1)

i[4]−→ · · · i[d]−→ K(Z/2[d], 1)
i[d+1]−→ K(Z/2[d+1], 1). (10)

Îïðåäåëåíà áàøíÿ 2-ëèñòíûõ êàíîíè÷åñêèõ íàêðûòèé

L̄n−k2d

[2]

π[3]−→ L̄n−k2d

[3]

π[4]−→ · · · π[d]−→ L̄n−k2d

[d]

π[d+1]−→ Ln−k2d

. (11)

Ýòà áàøíÿ íàêðûòèé ñíàáæåíà õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì â
äèàãðàììó (10) êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

πtot = π[3] ◦ · · · ◦ π[d] : K(D4, 1) → K(Z/2[d], 1) (12)

áàøíþ íàêðûòèé, èíäóöèðîâàííóþ êîìïîçèöèåé ãîìîìîðôèçìîâ â
äèàãðàììå (10). Îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
êëàññîâ

ζ̄[2],L ∈ H2(L̄n−k2d

[2] ;Z/2), . . . , ζ̄[d],L ∈ H2d−1

(L̄n−k2d

[d] ;Z/2),

ζ[d+1],L ∈ H2d

(Ln−k2d

;Z/2). (13)

Êàæäûé ýëåìåíò â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäóöèðîâàí èç
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ñîîòâåòñòâóþùåãî óíèâåðñàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà â (10). Áàøíÿ íàêðûòèé (11) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

5

лк" _, К(2/29+1,1) индуцирует двулистное накрытие TdtA),L 

лк pe kp накрытия Лии над классифицирующим 

пространством. Двулистное накрытие ли+]г можно определить 
геометрически, оно совпадает с каноническим двулистном накрытием 
над многообразием [Л-*2" точек самопересечения 2/2 оснащенного 

погружения (9, UV, 7м) (см. [А], раздел 1). 
Определена проекция ра : Z/ 2х7, /2 — 1/29 на первое слагаемое, 

которая индуцирует отображение Ра: К (2/29 х2/24,1) > К(2/29, 1). 
Для многообразия самопересечения (1, Л, Ср) произвольного Z/2'4- 

оснащенного погружения (9, B NN) рассмотрим двулистное накрытие 

Cr: rr —> K(Z/2'4 x Z/2l4,1), над классифицирующим 

отображением Cy, которое индуцировано накрытием лин. Это 
накрытие совпадает с каноническим 2-листным накрытием над 
классифицирующим отображением Cy, : ["-*?" — К(2/2+1, 1), которое 
определено из геометрических соображений. Характеристический класс 
(ра о О)*(та) © Н” (LR 2/2), a € A (K(Z/2l4,1) обозначим 
через Са,г. 

Определено отображение 1 = 2/3) 9.014]: 

К(Ра,1) № K(Z/2!,1) №... М, K(z/2!4,1) “8 (2/21, у). (10) 

Определена башня 2-листных канонических накрытий 

Lye В, [3 рю и “ine Meet) pn kot (11) 

Эта башня накрытий снабжена характеристическим отображением в 

диаграмму (10) классифицирующих пространств. Обозначим через 

Tot = по.‘ олщ : К (04,1) > K(Z/2, 1) (12) 

башню накрытий, индуцированную композицией гомоморфизмов в 

диаграмме (10). Определена последовательность характеристических 

классов 

Сыр Е Н*([ 2”; 2./2),... Сань © HP (о = 2/2), 

Cava € A (L"-*, 22). (13) 

Каждый элемент в этой последовательности индуцирован из 
характеристического класса соответствующего — универсального 
пространства в (10). Башня накрытий (11) и последовательность



õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ (13) îïðåäåëåíà íå òîëüêî äëÿ Z/2[d+1]�
îñíàùåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðîãî Z/2[d]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ, íî è
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d+1]�îñíàùåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Èíâàðèàíò Êåðâåðà Θk
Z/2[d+1] ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d+1]�

îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (h, Λ, ζL) îïðåäåëèì ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Θk
Z/2[d+1](h, Λ, ζL) = 〈ζ̄

n−k2d

2

[2],L ; [N̄[2]]〉, (14)

ãäå ÷åðåç [N̄[2]] îáîçíà÷åí ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ íàêðûâàþùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (13).

Ïîñòðîåííûé èíâàðèàíò îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì Θk
Z/2[d] :

ImmZ/2[d]
(n, n − k2d−1) → Z/2, êîòîðûé âêëþ÷åí â ñëåäóþùóþ

êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

ImmZ/2[d]
(n− k2d−1, k2d−1)

Θk

Z/2[d]−→ Z/2
↓ δk

Z/2[d+1] ‖

ImmZ/2[d+1]
(n− k2d, k2d)

Θk

Z/2[d+1]−→ Z/2.

(15)

Â ðàçäåëå 2 îïðåäåëåíî ïîíÿòèå Id × İd�ñòðóêòóðû (àáåëåâà
ñòðóêòóðà) ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî
ýëåìåíò èç ãðóïïû Immsf (n − k, k). Äîêàçàíà Òåîðåìà 6 î òîì,
÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ è ïî ìîäóëþ
ýëåìåíòîâ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîáîðäèçìà ñêîøåííî-
îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ äîïóñêàåò Id × İd�ñòðóêòóðó. Óñëîâèå ýòîé
òåîðåìû ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåòðàêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
êëàññà ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñì. Îïðåäåëåíèå 5.
Òåîðåìà î ðåòðàêöèè äîêàçàíà â ðàçäåëå 8.

Â ðàçäåëå 3 ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå Ia × İa�ñòðóêòóðû
(áèöèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà) Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ. Â
Ñëåäñòâèè 13 Òåîðåìû 12 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 6
(çäåñü è äàëåå íàòðóðàëüíîå ÷èñëî ns, îïðåäåëåííîå â óñëîâèÿõ ýòîé
òåîðåìû ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì 126, åñëè âûïîëíåíî äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå î äåíàäñòðîéêå) ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ãðóïïû

Im(δ
n−ns

32

Z/2[3] : Immsf (n− n− ns

32
,
n− ns

32
) →

6

характеристических классов (13) определена не только для 2/2+1- 
оснащенного многообразия, которое является — многообразием 

самопересечения некоторого 2/2-оснащенного погружения, но и 

для произвольного Z/ 2+1 оснащенного многообразия. 

Определение 2. Инвариант Кервера ©* произвольного 2,/2+1- 7/21 [d+1] 

оснащенного погружения (h, A, Ср) определим следующей формулой: 

п— kat 

Охраны (№, A, Cr) = (бал №], (14) 

где через [Np] обозначен фундаментальный класс накрывающего 

многообразия в последовательности (13). 

Построенный инвариант определяет гомоморфизм OF >. и 

ит? (п.п — К29-т) + 1/2, который включен в следующую 
коммутативную диаграмму: 

k 

Imm® "(n= 21 ka) 9 
| Beaten | (15) 

7/219+1 а а 9 а 

Trim" (n— 2.) > 22. 

В разделе 2 определено понятие М x Т.- структуры (абелева 

структура) скошенно-оснащенного погружения, представляющего 

элемент из группы Imm*!(n — k,k). Доказана Теорема 6 о том, 

что при соответствующих размерностных ограничениях и по модулю 

элементов нечетного порядка произвольный класс кобордизма скошенно- 

оснашенного погружения допускает Та x Та структуру. Условие этой 

теоремы предполагает существование ретракции характеристического 

класса скошенно-оснащенного многообразия, см. Определение 5. 

Теорема о ретракции доказана в разделе 8. 

В разделе 3 сформулировано понятие I, x 1 структуры 

(бициклическая структура) 27/2 -оснашенного погружения. В 

Следствии 13 Теоремы 12 доказывается, что в условиях Теоремы 6 

(здесь и далее натруральное число Ns, определенное в условиях этой 

теоремы можно принять равным 126, если выполнено дополнительное 

условие о денадстройке) произвольный элемент из группы 

пп. N—MNs 
m(O, Г. 5 тит (п, — , 

32 32 2/28] 
) >



ImmD4(n− n− ns

8
,
n− ns

8
)) (16)

ïðåäñòàâëåí Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì ñ áèöèêëè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé. Äëÿ òàêîãî ïîãðóæåíèÿ èíâàðèàíò Êåðâåðà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç Ia × İa�õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Â ðàçäåëå 4 ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå Qa × Q̇a�ñòðóêòóðû
(áèêâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà) äëÿ Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ.
Â Ñëåäñòâèè 19 Òåîðåìû 18 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 7
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ãðóïïû

Im(δ
n−ns

32

Z/2[6] : Immsf (n− n− ns

32
,
n− ns

32
) →

ImmZ/2[6]

(n− n− ns

2
,
n− ns

2
)) (17)

ïðåäñòàâëåí Z/2[6]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì ñ áèêâàòåðíèîííîé
ñòðóêòóðîé. Äëÿ òàêîãî ïîãðóæåíèÿ èíâàðèàíò Êåðâåðà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç Qa×Q̇a�õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Ñëåäóþùèå äâå äèàãðàììû ïîÿñíÿþò ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Íà
ñëåäóþùåé äèàãðàììå îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðóïïû â
ñòðóêòóðíûõ ãðóïïàõ êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé è óêàçàíî íàçâàíèå
ñòðóêòóðû ïîãðóæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé êàæäîé ïîäãðóïïå:

Id ⊕ İd ⊂ Z/2[2] Abelian
structure

↓ i[3] ↓
Ia ⊕ İd ⊂ Z/2[3] cyclic−Abelian

structure

↓ i[4] ↓
Ia × İa ⊂ Z/2[4] bicyclic

structure

↓ i[5] ↓
Q× İa ⊂ Z/2[5] quaternionic−cyclic

structure

↓ i[6] ↓
Q× Q̇ ⊂ Z/2[6] biquaternionic

structure
.

Íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå ïîêàçàíû åñòåñòâåííûå ãîìîìîðôèçìû
ãðóïï êîáîðäèçìîâ ïîãðóæåíèé è óêàçàíû èíâàðèàíòû Êåðâåðà íà
êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï:
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Imm?4(n — SS) (16) 

представлен 2/2 -оснашенным погружением с бициклической 

структурой. Для такого погружения инвариант Кервера выражается 

через I, x -характеристический класс многообразия самопересечения. 

В разделе 4 сформулировано понятие О. х О. структуры 

(бикватернионная структура) для 2/2 -оснашенного погружения. 

В Следствии 19 Теоремы 18 доказывается, что в условиях Теоремы 7 

произвольный элемент из группы 

п—пз пп: N—-MNs 
тб, 756 : тит (п, — 55—35 ) > 

[6] ТП — Ns M— Nes тат (в Во а Bey) (17) 

представлен 2./26 оснащенным погружением с бикватернионной 

структурой. Для такого погружения инвариант Кервера выражается 

через Q, x О. характеристический класс многообразия самопересечения. 

Следующие две диаграммы поясняют план доказательства. На 

следующей диаграмме определены соответствующие подгруппы в 

структурных группах кобордизма погружений и указано название 

структуры погружения, соответствующей каждой подгруппе: 

Wel, С 2/28 Abelian 

1. И И 
Го Сс 2/28 чела 

1. tray | _ 
вх c Z /28] bicyclic 

1. 5) | о 

Q xI, Cc 2/25 тоне сре 

1 tte) | 
QxQ с 2/29 — Piquaternionie 

structure 

Ha следующей диаграмме показаны естественные гомоморфизмы 

групп кобордизмов погружений и указаны инварианты Кервера на 

каждой из этих групп:



ImmZ/2[2]
(n− 2, 2)

Jk

Z/2[2]−→ ImmZ/2[2]
(n− 2k, 2k)

Θk

Z/2[2]−→ Z/2
↓ δZ/2[3] ↓ δk

Z/2[3] ‖

ImmZ/2[3]
(n− 4, 4)

Jk

Z/2[3]−→ ImmZ/2[3]
(n− 4k, 4k)

Θk

Z/2[3]−→ Z/2
↓ δZ/2[4] ↓ δk

Z/2[4] ‖

ImmZ/2[4]
(n− 8, 8)

Jk

Z/2[4]−→ ImmZ/2[4]
(n− 8k, 8k)

Θk

Z/2[4]−→ Z/2
↓ δZ/2[5] ↓ δk

Z/2[5] ‖

ImmZ/2[5]
(n− 16, 16)

Jk

Z/2[5]−→ ImmZ/2[5]
(n− 16k, 16k)

Θk

Z/2[5]−→ Z/2
↓ δZ/2[6] ↓ δk

Z/2[6] ‖

ImmZ/2[6]
(n− 32, 32)

Jk

Z/2[6]−→ ImmZ/2[6]
(n− 32k, 32k)

Θk

Z/2[6]−→ Z/2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü êîììóòàòèâíîñòüþ ýòîé äèàãðàììû, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî èíâàðèàíò Êåðâåðà, îïðåäåëåííûé â ïîñëåäíåé ñòðîêå
äèàãðàììû, ðàâåí íóëþ. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîíÿòèÿ
áèêâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû.

Àâòîð áëàãîäàðèò Ïðîô. M.Mahowald'a (2005) è Ïðîô. R.Cohen'a
(2007), ïðîô. P.Landweber'a çà îáñóæäåíèÿ, Ïðîô. À.À.Âîðîíîâà çà
ïðèãëàøåíèå ñ äîêëàäîì â Óíèâåðñèòåò Ìèííåñîòû (2005). Ïðîô. Â.
×åðíîâà çà ïðèãëàøåíèå ñ äîêëàäîì â Äàðòìóñêèé Êîëëåäæ (2009).

Ðàáîòà áûëà íà÷àòà íà ñåìèíàðå Ì.Ì.Ïîñòíèêîâà â 1998 ãîäó.
Ðàáîòà ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè Ïðîô.Þ.Ï.Ñîëîâüåâà. Òåîðåìà î ðåòðàêöèè
äîêàçàíà íà ñåìèíàðå À.Ñ.Ìèùåíêî.

2 Ãåîìåòðè÷åñêèé êîíòðîëü ìíîãîîáðàçèÿ
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûõ
ïîãðóæåíèé

Â ýòîì è â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ãðóïïû
êîáîðäèçìîâ Immsf (n − k, k), ImmZ/2[2]

(n − 2k, 2k). Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî åñëè ïåðâûé àðãóìåíò â ñêîáêàõ, îáîçíà÷àþùèé ðàçìåðíîñòü
ïîãðóæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, òî óêàçàííàÿ ãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé 2�ãðóïïîé.

Äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà Z/2[2] îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì êîïðåäñòàâëåíèåì
{a, b|a4 = b2 = e, [a, b] = a2}. Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
â ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè O(2), ò.å. ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé
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k 
Jo /2l2l 

тт?! (п — 2,2) 23 п — 2k, 2k) 2 1/2 

аи | 85 20 | 
2/2] Je ala 2/28) 91 

Imm (n—4,4) —+ Imm (n—4k,4k) —> Z/2 

| Oza | бара | 
Jk k 

Imm2/2" (n — 8,8) 2 Imm2/2" (n — 8k, 8k) 2/2 2/2 

| бал | 85/20 | 
Л . k ; 

тт?! (п — 16, 16) ЕР (п — 16k, 16k) 2/25 2/2 

тали | 85a. | 
JF a6 

9: 

тт? (п, — 32,32) 2 тит (n — 32k, 32k)  Z/2. 

Воспользовавшись коммутативностью этой диаграммы, достаточно 

доказать, что инвариант Кервера, определенный в последней строке 

диаграммы, равен нулю. Это доказывается при помощи понятия 

бикватернионной структуры. 

Автор благодарит Проф. M.Mahowald’a (2005) и Проф. R.Cohen’a 

(2007), проф. P.Landweber’a за обсуждения, Проф. А.А.Воронова 3a 

приглашение с докладом в Университет Миннесоты (2005). Проф. В. 

Чернова за приглашение с докладом в Дартмуский Колледж (2009). 

Работа была начата на семинаре М.М.Постникова в 1998 году. 

Работа посвящается памяти Проф. Ю.П.Соловьева. Теорема о ретракции 

доказана на семинаре А.С.Мищенко. 

2 Геометрический контроль многообразия 

самопересечения ’скошенно-оснащенных 

погружений 

В этом и в последующих разделах будут использоваться группы 

кобордизмов Imm! (п — К, К), [тип?/?" (п — 2,26). Хорошо известно, 
что если первый аргумент в скобках, обозначающий размерность 

погруженного многообразия, строго положителен, то указанная группа 

является конечной 2-группой. 

Диэдральная группа Z,/2"! определяется своим копредставлением 

{a,bla* = 5 = е [а] = а?}. Эта группа является подгруппой 
в группе движений плоскости O(2), т.е. группой преобразований 
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ñòàíäàðòíîé ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåé ïàðó íàïðàâëÿþùèõ ïðÿìûõ,
ïîðîæäåííûõ áàçèñíûìè âåêòîðàìè {f1, f2}. Ýëåìåíò a ïðåäñòàâëåí
âðàùåíèåì ïëîñêîñòè íà óãîë π

2
. Ýëåìåíò b ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ

ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ñ îáðàçóþùèì âåêòîðîì f1 + f2.
Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó Id × İd ⊂ Z/2[2] äèýäðàëüíîé ãðóïïû,

ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè {a2, b}. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ýëåìåíòàðíàÿ 2�
ãðóïïà ðàíãà 2. Ýòî � ãðóïïà äâèæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ïî îòäåëüíîñòè
êàæäóþ èç ïðÿìûõ l1, l2 ñ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè f1 + f2, f1 −
f2 ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóïïà êîãîìîëîãèé H1(K(Id × İd, 1);Z/2) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé 2�ãðóïïîé ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Îïèøåì ýòè
îáðàçóþùèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pd : Id × Iḋ → Id � ãîìîìîðôèçì,
ÿäðî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
áèññåêòðèñû ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà. Îïðåäåëèì κd = p∗d(td), ãäå
e 6= td ∈ Id ' Z/2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pḋ : Id × Iḋ → İd � ãîìîìîðôèçì,
ÿäðî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
áèññåêòðèññû âòîðîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà, èëè, ýêâèâàëåíòíî, ÿäðî
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè
è ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âòîðîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà.
Îïðåäåëèì κḋ = p∗

ḋ
(tḋ), ãäå e 6= tḋ ∈ Iḋ ' Z/2.

Êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κdκḋ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì èç ãðóïïû
H2(K(Id × İd, 1);Z/2)), êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç τd×ḋ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå id×ḋ : K(Id × İd, 1) → K(Z/2[2], 1)
è ðàññìîòðèì îáðàòíûé îáðàç i∗b(τ[2]) ýéëåðîâîãî êëàññà τ[2] ∈
H2(K(Z/2[2], 1);Z/2) óíèâåðñàëüíîãî 2-ðàññëîåíèÿ ζ[2] � íàä
ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà K(Z/2[2], 1). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü
ðàâåíñòâî

κdκḋ = τd×ḋ. (18)

Ðàññìîòðèì ýéëåðîâ êëàññ e(ζ[2]) ∈ H2(K(Z/2[2], 1);Z/2),
êîòîðûé íèæå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå, êàê è
ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññëîåíèå ÷åðåç ζ[2], è èíäóöèðóåì ýòîò êëàññ
â ãðóïïó H2(K(Id × İd, 1);Z/2) ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà id×ḋ.
Èíäóöèðîâàííûé êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ñîâïàäàåò ñ ýéëåðîâîì
êëàññîì τd×ḋ = e(κd ⊕ κḋ) ðàññëîåíèÿ κd ⊕ κḋ, â ñèëó åñòåñòâåííîñòè
ýéëåðîâîãî êëàññà è, ïîñêîëüêó i∗

d×ḋ
(ζ[2]) = κd ⊕ κḋ. Â ýòîé ôîðìóëå

÷åðåç κd, κḋ ñíîâà îáîçíà÷åíû ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä K(Id × İd, 1),
ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññàì îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé.

Ïîcêîëüêó id×ḋ(ζ[2]) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Óèòíè ïàðû
ñîîòâåòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (18)
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стандартной плоскости, сохраняющей пару направляющих прямых, 
порожденных базисными векторами {Ё,№}. Элемент а представлен 
врашением плоскости на угол 5. Элемент 6 соответствует отражению 
плоскости относительно прямой с образующим вектором Ё + fo. 

Рассмотрим подгруппу Ig x ly с Z,/2"! диэдральной группы, 

порожденную элементами {a?,b}. Заметим, что это элементарная 2— 
группа ранга 2. Это — группа движений, сохраняющих по отдельности 
каждую из прямых [1, [2 с направляющими векторами Ё + fo, Ё — 

Е, соответственно. Группа когомологий НК (м x 1,1);2/2) также 
является элементарной 2-группой с двумя образующими. Опишем эти 
образующие. 

Обозначим через pa : Ш x Е — Ш - гомоморфизм, 

ядро которого является преобразованием симметрии относительно 
биссектрисы первого координатного угла. Определим ка = pi(ta), где 
е 1 ШЕ Ц = 24/2. Обозначим через pj : Iu x 1; - I, — гомоморфизм, 

ядро которого является преобразованием симметрии относительно 
биссектриссы второго координатного угла, или, эквивалентно, ядро 
которого является композицией преобразования центральной симметрии 
и преобразования симметрии относительно второго координатного угла. 
Определим Kj = р*(1), где е + Е 2/2. 

Когомологический класс как) является элементом из группы 
H?(K (Ia x 1,1);2/2)), который обозначается через ти. 

Рассмотрим отображение i,,; : К(мх 1,1) - K(Z/2"!,1) 
и рассмотрим обратный образ &(72) эйлерового класса т? Е 

Н?(К(2./27, 1);2/2) универсального  2-расслоения (С = над 
пространством Эйленберга-Маклейна К (2/2, 1). Нетрудно проверить 

равенство 

кака = Tad: (18) 

Рассмотрим эйлеров класс e(Gy) Ее H?(K(Z/2"!,1);Z/2), 
который ниже для краткости будем обозначать также, как и 
соответствующее расслоение через Ср, и индуцируем этот класс 

в группу Н?(К( м x Iy,1);Z/2) при помощи гомоморфизма lade 

Индуцированный когомологический класс совпадает с эйлеровом 

классом Tj, 47 = е(ка Ф Ky) расслоения ка Ф Kj, в силу естественности 
эйлерового класса и, поскольку t(j) = Ка Ф Ky. В этой формуле 

через ка, Kj снова обозначены линейные расслоения над К (Та x Ig, 1), 

соответствующие классам одномерных когомологий. 
Поскольку taxd(S]) является суммой Уитни пары 

соответветствующих линейных расслоений, получим равенство (18) 
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äëÿ ýéëåðîâûõ êëàññîâ.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM),
f : Mn−k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − k, k).
Ïóñòü Z/2[2]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−2k # Rn

ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y = δk
Z/2[2](x) ∈ ImmZ/2[2]

(n − 2k, 2k). Ñêàæåì,
÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM) ÿâëÿåòñÿ Id × İd�
ïîãðóæåíèåì (àáåëåâûì ïîãðóæåíèåì), åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
ηN : Nn−2k → K(Z/2[2], 1) ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè ηd×ḋ,N :

Nn−2k → K(Id × İd, 1) è îòîáðàæåíèÿ id×ḋ : K(Id × İd, 1) → K(Z/2[2], 1).
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κ), f :
Mn−k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − k, k), ïðè÷åì
n > 32k. Ïóñòü Z/2[2]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−2k #
Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
f è ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y = δk

Z/2[2](x) ∈ ImmZ/2[2]
(n − 2k, 2k).

Ñêàæåì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM) äîïóñêàåò
àáåëåâó ñòðóêòóðó (Id × İd�ñòðóêòóðó), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
ηd×ḋ : Nn−2k → K(Id × İd, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[2](y) = 〈η15k

N η
n−32k

2

d×ḋ,N
; [N ]〉. (19)

Â ýòîì óðàâíåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ η∗
d×ḋ,N

(τd×ḋ) ∈
H2(Nn−2k;Z/2) îáîçíà÷åí ÷åðåç ηd×ḋ,N , [N ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k, ηN ∈ H2(Nn−2k;Z/2) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ
Z/2[2]�îñíàùåíèÿ Ψ ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk

sf

îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (5).

Ïðèìåð
Ïóñòü ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM), f : Mn−k # Rn

ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − k, k), n > 32k è ÿâëÿåòñÿ
Id× İd�ïîãðóæåíèåì. Òîãäà ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM)
äîïóñêàåò àáåëåâó ñòðóêòóðó.
Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü (f, Ξ, κM) ∈ Immsf (n − k, k), f : Mn−k #
Rn, κM ∈ H1(Mn−k;Z/2) ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ Ξ. Ñêàæåì, ÷òî ïàðà
(Mn−k, κM) äîïóñêàåò äåíàäñòðîéêó ïîðÿäêà q, åñëè îòîáðàæåíèå κM :
Mn−k → RP∞ ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùåé êîìïîçèöèåé κ = I ◦ κ′M :
Mn−k → RPn−k−q−1 ⊂ RP∞. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò [(f, Ξ, κM)] äîïóñêàåò
äåíàäñòðîéêó ïîðÿäêà q, åñëè â ýòîì êëàññå êîáîðäèçìà ñóùåñòâóåò
òðîéêà (M ′n−k, Ξ′, κ′M), äîïóñêàþùàÿ äåíàäñòðîéêó ïîðÿäêà q.
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для эйлеровых классов. 

Определение 3. Пусть скошенно-оснащенное погружение (f,=, км), 

f : Mr*® 4 В" представляет элемент x Е Imm*s(n — k,k). 
Пусть 2/2 оснащенное погружение (g,V,nv), g : № qs В" 

представляет элемент у = Е (x) Е Гтт?/?" (п — 26,26). Скажем, 

что скошенно-оснащенное погружение (}/2‚км) является Ig x № 

погружением (абелевым погружением), если структурное отображение 
ny : № — К(2/2,1) представлено в виде композиции "хам 

Nr _, К(Тах 14,1) и отображения i,j : К (ах 1,1) > K(Z/22!,1). 

Определение 4. Пусть скошенно-оснащенное погружение (f,=,4), f : 

М”—* o> В” представляет элемент х € Imm!(n — k,k), причем 

п > 32k. Пусть 2/2 оснащенное погружение (9, ®, пм), 9 : № 9» 
В" является погружением многообразия самопересечения погружения 
f и представляет элемент у = 0% вы (2) Е тит?" (п — 2k, 2k). 

Скажем, что скошенно-оснащенное погружение (},=км) допускает 

абелеву структуру (Iq x Та структуру), если существует отображение 

ха: Nr-?k _, K (Ia x lu, 1), удовлетворяющее следующему уравнению: 

n—32k 

OE yuy(y) = (nbn [М (19) 
В этом уравнении  характеристический класс 1) 4 (Таха) Е 

H?(N"~**: Z/2) обозначен через „ам, [№]- Фундаментальный класс 

многообразия №, ny € H?(N"-?; 1./2) — характеристический класс 
2/2 оснащения V многообразия №", характеристическое число of, 
определено по формуле (5). 

Пример 

Пусть скошенно-оснащенное погружение (Е, км), f : M™* % В" 

представляет элемент х Е [пип/(п — k,k), п > 32k и является 
I, x 1 погружением. Тогда скошенно-оснащенное погружение (f, =, км) 

допускает абелеву структуру. 

Определение 5. Пусть (=, км) Е Imm! (n — Е, К), Г: М"* 9 

В”, км Е Н(М"*"; 2/2) скошенного оснащения =. Скажем, что пара 
(М”*, км) допускает денадстройку порядка 4, если отображение км : 

М” -— RP®© представлено следующей композицией к = Го к 

Mr-* — ВР” 1 с ВР®. Скажем, что элемент [(f,=, км)] допускает 
денадстройку порядка 4, если в этом классе кобордизма существует 
тройка (M'"-*, =’ ки), допускающая денадстройку порядка 4. 
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü ns, n > ns, íàòóðàëüíîå ÷èñëî âèäà 2s − 2, s ≥
6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò α ∈ Immsf (n − n−ns

32
, n−ns

32
) äîïóñêàåò

äåíàäñòðîéêó ïîðÿäêà q = ns

2
+ 1. Òîãäà ýëåìåíò α äîïóñêàåò Id × İd�

ñòðóêòóðó.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî k′, k′ ≡ 1 (mod 2),
k′ ≥ 7, ñóùåñòâóåò PL-îòîáðàæåíèå d : RPn−k′ → Rn îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ìíîãîîáðàçèå N(d) ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå
κN(d) : N(d) → K(Id, 1), îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà êðàé ∂N(d) (êðàé
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ d) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé ∂N(d) → RPn−k′ ⊂ RP∞ =
K(Id, 1).

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ d : RPn−k′ → Rn

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J0 ñòàíäàðòíóþ (n− k′)�ìåðíóþ ñôåðó êîðàçìåðíîñòè
k′, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà êàê äæîéí n−k′+1

2
= r êîïèé îêðóæíîñòè S1.

Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå J0 â Rn ÷åðåç iJ0 : J0 ⊂ Rn.
Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p′ : Sn−k′ → J0, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â

ðåçóëüòàòå âçÿòèÿ äæîéíà r êîïèé ñòàíäàðòíûõ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé
S1 → RP1. Ñòàíäàðòíîå àíòèïîäàëüíîå äåéñòâèå Z/2 × Sn−k′ → Sn−k′ ,
êîììóòèðóåò ñ îòîáðàæåíèåì p′. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
p : RPn−k′ → J0.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ iJ0 ◦ p : RPn−k′ → J0 ⊂ Rn. Îòîáðàæåíèå d
îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé δ-äåôîðìàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ. Äåôîðìàöèÿ iJ0 ◦p 7→ d è åå êàëèáð âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå
äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 7

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî (ñóùåñòâåííî ïðîùå) äîêàçàòåëüñòâó
Ïðåäëîæåíèþ 22 èç [A].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 6
Îïðåäåëèì k = n−ns

32
. Ïóñòü ýëåìåíò α ïðåäñòàâëåí ñêîøåíî-îñíàùåííûì

ïîãðóæåíèåì (f, Ξ, κM), f : Mn−k # Rn. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå κ′M : Mn−k → RPn−k−q−1, òàêîå, ÷òî êîìïîçèöèÿ Mn−k →

11

Теорема 6. Пусть nz, п > Ns, натуральное число вида 2° — 2, s > 

6. Предположим, что элемент a Е Гтт/ (п — баре, =) допускает, 

денадстройку порядка 4 = "= +1. Тогда элемент, a допускает Та x 1,- 

структуру. 

Докажем следующую лемму. 

Лемма 7. Для произвольного натурального К’, К = 1 (mod 2), 

К > 7, cywecmeyem РТ-отображение а : ВР” = В" общего 

положения, для которого многообразие N(d) с особенностями с 

краем точек самопересечения отображения d допускает отображение 
Kn(a) : N(d) > К(1а,1), ограничение которого на край ON(d) (край 
этого многообразия с особенностями состоит из критических точек 
отображения 4) совпадает с композицией ON(d) > ВР” с RP® = 
К(1. 1). 

Конструкция отображения d: RP"-* - В” 

Обозначим через Ло стандартную (п — К')-мерную сферу коразмерности 
— / es 

К’, которая представлена как джойн ПЕ = r копий окружности 5". 

Обозначим стандартное вложение Л в В" через $, : Jo C В". 
/ 

Определено отображение р’: S"-* —> Л, которое получается в 

результате взятия джойна г копий стандартных 2-листных накрытий 

51 — ВР!. Стандартное антиподальное действие 2/2 x 5" — grok 
коммутирует с отображением р’. Тем самым, определено отображение 

р: ВР"* = Л. 

Рассмотрим композицию дор: ВР”-* — Л С В". Отображение 4 

определено в результате малой д-деформации общего положения этого 

отображения. Деформация &» ор => 4 и ее калибр выбираются в процессе 

доказательства. 

Доказательство Леммы 7 

Доказательство аналогично (существенно проще) доказательству 
Предложению 22 из [А]. 

Доказательство Теоремы 6 

n—Ns Определим К = “3. Пусть элемент а представлен скошено-оснащенным 

погружением (=, км), Г: M"-* & В". По предположению существует 

отображение Ky, : М” — ВР" 1, такое, что композиция Mk > 
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RPn−k−q−1 ⊂ K(Id, 1) ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì κ : Mn−k → K(Id, 1),
q = ns

2
+ 1. Çàìåòèì, ÷òî k + q + 1 íå÷åòíî, îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç k′

è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå d : RPn−k′ → Rn, ïîñòðîåííîå â Ëåììå (7).
Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε ìåíüøèì ðàäèóñà ðåãóëÿðíîé

(ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè Ureg ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ d
è ìåíüøèì ðàäèóñà ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè U∂N(d) (ïîãðóæåííîé)
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå f1 :
Mn−k # Rn â êëàññå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè ïîãðóæåíèÿ f òàêîå, ÷òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

dist(d ◦ κ′; f1)C0 < ε.

Ïîãðóæåíèå f1 ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì ïîñðåäñòâîì Ξ1 ñ òåì
æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ κM , ïðè ýòîì
[(f1, Ξ1, κM)] = α, ñì. [A], Ñëåäñòâèå 23.

Äîêàæåì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå f1 äîïóñêàåò Id ×
İd�ñòðóêòóðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn−2k

1 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ f1. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ηd×ḋ : Nn−2k

1 → K(Id × İd, 1).
Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k

1 â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ
ìíîãîîáðàçèé ïî îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû: Nn−2k

1 = Nn−2k
N(d) ∪∂ Nn−2k

reg . Â
ýòîé ôîðìóëå Nn−2k

N(d) � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ïîãðóæåííî â ðåãóëÿðíóþ
(ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü UN(d) ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì N(d) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ìíîãîîáðàçèå
Nn−2k

reg ñ êðàåì, ïîãðóæåííî â ïîãðóæåííóþ îêðåñòíîñòü Ureg. Îáùèé
êðàé ìíîãîîáðàçèé Nn−2k

N(d) Nn−2k
reg ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèå

ðàçìåðíîñòè n − 2k − 1, ýòî ìíîãîîáðàçèå ïîãðóæåíî â ãðàíèöó
ïîãðóæåííîé îêðåñòíîñòè U∂N(d).

Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè Nn−2k
1 êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κd,N1 ∈

H1(Nn−2k
1 ;Z/2) îòîáðàæåíèåì Nn−2k

1

κd,N1−→ K(Id, 1). Íà ïîäìíîãîîáðàçèè
Nn−2k

reg îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå κd,Nreg : Nn−2k
reg → K(Id, 1) êàê êîìïîçèöèþ

ïðîåêöèè Nn−2k
reg → RPn−k′ è âêëþ÷åíèÿ RPn−k′ ⊂ RP∞ = K(Id, 1). Íà

ïîäìíîãîîáðàçèè Nn−2k
N(d) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå κN(d) : Nn−2k

N(d) → K(Id, 1)

êàê êîìïîçèöèþ ïðîåêöèè Nn−2k
N(d) → N(d) è îòîáðàæåíèÿ κd : N(d) →

K(Id, 1), ïîñòðîåííîãî â Ëåììå 7. Îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé κN(d),
κd,Nreg íà êðàÿ ∂Nn−2k

N(d) è ∂Nn−2k
reg ãîìîòîïíû, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå

κN(d) : N(d) → K(Id, 1) óäîâëåòâîðÿåò íà ∂N(d) ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå κd,N1 : Nn−2k

1 → K(Id, 1) êàê
ðåçóëüòàò ñêëåéêè îòîáðàæåíèé κN(d) è κd,Nreg .

Êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κḋ,N1
∈ H1(Nn−2k

1 ;Z/2) îïðåäåëèì
êàê cóììó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà êàíîíè÷åñêîãî äâóëèñòíîãî
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ВР" ^ Ч 1 с К(1а,1) совпадает с отображением к: М" * — K(Iq,1), 
4 = "= - 1. Заметим, что К + q+ 1 нечетно, обозначим это число через К! 

и рассмотрим отображение 4: ВР”-* - В”, построенное в Лемме (7). 

Выберем положительное число = меньшим радиуса регулярной 

(погруженной) окрестности 0,., регулярных точек отображения 4 

и меньшим радиуса регулярной окрестности Оэм(а (погруженной) 

критических точек этого отображения. Рассмотрим погружение |: 

М”-* q+ В" в классе регулярной гомотопии погружения f такое, что 

выполнено неравенство 

dist(do к’; 1) со < Е. 

Погружение А является скошенно-оснащенным посредством =1 с тем 

же характеристическим классом скошенного оснащения км, при этом 

[(, =1, ®м)] = а, см. [A], Следствие 23. 
Докажем, что скошенно-оснащенное погружение } допускает Iq x 

Та-структуру. Обозначим через Nr-?k многообразие самопересечения 

погружения |1. Определим отображение ха: №“ > К(Щх 14,1. 

Рассмотрим представление многообразия № nek в виде объединения двух 

многообразий но общей части границы: NP?’ = М Ua Nr. B 
~2k этой формуле Nn а ^ многообразие с краем, погруженно в регулярную 

(погруженную) окрестность Uy a) многообразия с особенностями с 

краем М№(4) точек самопересечения отображения 4. Многообразие 

Nr с краем, погруженно в погруженную окрестность И. Общий 
es os n—2k n—2k край многообразий № м) №,” является замкнутым многообразие 

размерности п — 2k — 1, это многообразие погружено в границу 

погруженной окрестности Пома). 

Определим на многообразии Ny?" когомологический класс кам Е 
— _ Ка, М. 

НМ; 7/2) отображением № —- К (Ша, 1). Ha подмногообразии 
№1.” определим отображение Ka,n,., : Ми — К (Ia, 1) как композицию 

проекции Np — RP” и включения ЕР” с RP = А(1,1). Ha 
2k подмногообразии М ма) определим отображение км(а): Ма — К (Та, 1) 

как композицию проекции Ма — N(d) и отображения ка : N(d) > 

K(Ig,1), построенного в Лемме 7. Ограничения отображений Kya), 

KidNreg На края Ми и Эми гомотопны, поскольку отображение 

км(а) : N(d) — К(,1) удовлетворяет на ON(d) граничному условию. 

Следовательно, определено отображение кам : №" > К(1,1) как 
результат склейки отображений KN(d) И Kd,Nreg: 

Когомологический класс км € A (№24; 7/2) определим 
как сумму характеристического класса канонического двулистного 

12



íàêðûòèÿ N̄n−2k
1 → Nn−2k

1 ñ êëàññîì κd,N1 . Ïàðà êîãîìîëîãè÷åñêèõ
êëàññîâ κḋ,N1

, κd,N1 îïðåäåëÿþò èñêîìîå îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,N1
: Nn−2k

1 →
K(Id × İd, 1). Ýòî îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî
η∗

d×ḋ,N1
(κd) = κd,N1 , η∗

d×ḋ,N1
(κḋ) = κḋ,N1

.
Ïðîâåðèì óðàâíåíèå (19). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κ′M : Mn−k →

RPn−k−q−1 è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κM2 : Mn−k
2 → RPn−k−q−1,

êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê îãðàíè÷åíèå κ′M íà ïîëíûé ïðîîáðàç
Mn−16k

2 = κ′−1(RPn−16k−q−1) ïðîåêòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà RPn−16k−q−1 ⊂
RPn−k−q−1 êîðàçìåðíîñòè 15k, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòîáðàæåíèå κ′M
òðàíñâåðñàëüíî âäîëü ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå f2 : Mn−k # Rn, êîòîðîå îïðåäåëåíî
êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ f1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå iM : Mn−16k

2 ⊂
Mn−k. Ïîãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè
16k. Îáîçíà÷èì ñêîøåííîå îñíàùåíèå ýòîãî ïîãðóæåíèÿ ÷åðåç Ξ2, à
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ýòîãî ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ÷åðåç κM2 ∈
H1(Mn−16k

2 ;Z/2). Ïî ïîñòðîåíèþ κM2 = i∗MκM . Òðîéêà (f2, Ξ2, κM2)
îïðåäåëÿåò ýëåìåíò J16k

sf (α) ∈ Immsf (n− 16k, 16k).
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f2 è

îáîçíà÷èì ýòî ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç Nn−32k
2 . Îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå

âëîæåíèå

iN1 : Nn−32k
2 ⊂ Nn−2k

1 . (20)

Ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
ïðåäñòàâëÿåò öèêë iN1,∗([N2]) ∈ Hn−32k(N

n−2k
1 ;Z/2). Ýòîò öèêë

äâîéñòâåíåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå öèêëó η15k
N1

∈ H30k(Nn−2k
1 ;Z/2).

Äîêàæåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (20) öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â
ïîäìíîãîîáðàçèè Nn−2k

reg ⊂ Nn−2k
1 , ò.å ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

Im(iN1(N
n−32k
2 )) ⊂ Nn−2k

reg ⊂ Nn−2k
1 . (21)

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηN(d) : (N(d), ∂N(d)) →
(K(Z/2[2], 1), K(Id, 1)) è îáîçíà÷èì ñíîâà ÷åðåç ηN(d) ∈ H2(N(d);Z/2)
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ, êîòîðûé èíäóöèðîâàí èç óíèâåðñàëüíîãî
êëàññà η[2] ∈ H2(K(Z/2[2], 1);Z/2) (èç ýéëåðîâîãî êëàññà óíèâåðñàëüíîãî
Z/2[2]-ðàññëîåíèÿ) îòîáðàæåíèåì ηN(d). Êëàññ ãîìîëîãèé (η15k

N1
)(op) ∈

Hn−32k(N
n−2k
1 ;Z/2) ïðåäñòàâëåí öèêëîì, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà

ïîäìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì Nn−2k
N(d) ⊂ Nn−2k

1 ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ïðîîáðàçîì
îòíîñèòåëüíîãî öèêëà ((ηN(d))

15k)(op) ïðè ïðîåêöèè Nn−2k
N(d) → N(d) íà

öåíòðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì â ðåãóëÿðíîé
ïîãðóæåííîé îêðåñòíîñòè.
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накрытия №? — №?" с классом кам. Пара когомологических 
классов К] м; Кам, определяют искомое отображение Nyy 4 V, : № 

K(Ig x 1,1). Это отображение однозначно характеризуется тем, что 

"кам (Ка) = Лам, "кам, (Ка) = ам. 

Проверим уравнение (19). Рассмотрим отображение км : М"" 

ВР”-^-9-1 и рассмотрим отображение Ky, : М" — Rem kel, 
которое определено как ограничение км на полный прообраз 

M3718 — к (ВР”-16-9Ч-1) проективного подпространства RP’ 16-91 © 
ВР”—^-9-1 коразмерности 15k, в предположении, что отображение км 

трансверсально вдоль этого подмногообразия. 

Рассмотрим погружение № : М”* 9 В", которое определено 

как ограничение погружения / на подмногообразие фм : М < 

М”-". Погружение является скошенно-оснащенным в коразмерности 

16k. Обозначим скошенное оснащение этого погружения через =o, а 

характеристический класс этого скошенного оснащения через км, Е 

НМ? 1; 7/2). По построению Ky, = Фикм. Тройка (№, Е», км,) 
определяет элемент 1^(а) Е Гтит*/ (п — 16k, 16k). 

Рассмотрим многообразие точек самопересечения погружения fo и 

обозначим это многообразие через Ngo 32. Определено естественное 

вложение 

in, М3" © МР, (20) 

Фундаментальный класс рассматриваемого подмногообразия 
представляет цикл м «(№5]) Е Низ (№ *; 2/2). Этот цикл 

двойственен в смысле Пуанкаре циклу ny" Е Н3%®* (№ **; 2/2). 
Докажем, что подмногообразие (20) целиком содержится в 

подмногообразии Np с МТ 2*, т.е справедливо включение 

Im(in, (Му 3") C МИ CNT, (21) 

Рассмотрим структурное отображение ма : (N(d),ON(d)) > 
(К (2/2, 1), К (а, 1)) и обозначим снова через ума € H?(N(d);Z/2) 
характеристический класс, который индуцирован из универсального 
класса Np) € Н?(К(2/2М, 1); 2/2) (из эйлерового класса универсального 
2/2 -расслоения) отображением mya. Класс гомологий (7\*)® Е 

Низ, (№, 7/2) представлен циклом, ограничение которого на 

подмногообразие с краем Ма С №" ** совпадает с полным прообразом 
15К\ (ор n—2k относительного цикла ((MN(a))*)) при проекции Nya — М(а) на 

центральное подмногообразие с особенностями с краем в регулярной 
погруженной окрестности. 
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Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü dim(N(d)) =
n−2k−2q−2 = n− n−ns

16
−ns−2 ìåíüøå êîðàçìåðíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ

(20), êîòîðàÿ ðàâíà 30k = 15(n−ns)
16

, îòíîñèòåëüíûé ãîìîëîãè÷åñêèé
êëàññ, äâîéñòâåííûé êîöèêëó (ηN(d))

15k, ïðåäñòàâëåí â N(d) ïóñòûì
ìíîãîîáðàçèåì. Ýòî äîêàçûâàåò ôîðìóëó (21).

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (19) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó
ôîðìóëû (21), êîöèêë ηd×ḋ,N1

∈ H2(Nn−2k
1 ;Z/2), îãðàíè÷åííûé íà

ïîäìíîãîîáðàçèå (20), ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì êîöèêëà ηN1 ∈
H2(Nn−2k

1 ;Z/2) íà ýòî æå ìíîãîîáðàçèå. Òåì ñàìûì, ôîðìóëà (19) è
Òåîðåìà 6 äîêàçàíû.

3 Ia × İa�ñòðóêòóðà (áèöèêëè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà) íà Z/2[3]�îñíàùåííîì
ïîãðóæåíèè

Îïðåäåëèì ãðóïïó Ia êàê öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 4 â ãðóïïå
äèýäðà Ia ⊂ Z/2[2], ñì. [A], ðàçäåë 2. Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó

ia×ȧ : Ia × İa ⊂ Z/2[4]. (22)

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R8 îïðåäåëåí îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ
(e1, . . . , e8), ïðè ïîìîùè êîòîðîãî îïðåäåëÿëàñü ãðóïïà Z/2[4].

Îáîçíà÷èì îáðàçóþùèå êîìïîíåíò ñîìíîæèòåëåé ãðóïïû Ia × İa

÷åðåç a, ȧ ñîîòâåòñòâåííî. Îïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ èç Z[4]
2 , êîòîðûå

ñîîòâåòñòâóþò êàæäîé îáðàçóþùåé. Ðàññìîòðèì íîâûé áàçèñ {f1, . . . , f8},
îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè f2i−1 = e2i−1 + e2i, f2i = e2i−1− e2i, i = 1, . . . , 4.
Îáðàçóþùàÿ a ïîðÿäêà 4 ïðåäñòàâëåíà ïîâîðîòîì â êàæäîé ïëîñêîñòè
(f1, f3), (f5, f7) íà óãîë π

2
è îäíîâðåìåííîé öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé â

ïëîñêîñòè (f2 − f4, f6 − f8). Îáðàçóþùàÿ ȧ ïðåäñòàâëåíà ïîâîðîòîì â
ïëîñêîñòÿõ (f2 − f4, f6 − f8), (f2 + f4, f6 + f8) íà óãîë π

2
è îäíîâðåìåííîé

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé â ïëîñêîñòè (f1 − f5, f3 − f7).
Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé Ia × İa èìååò èíâàðèàíòíûå

(2, 2, 2, 2)-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç R2
a,+,

R2
a,−, R2

ȧ,+, R2
ȧ,−.

Ïîäïðîñòðàíñòâî R2
a,+ ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f1 + f5, f3 + f7).

Ïîäïðîñòðàíñòâî R2
a,− ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f1 − f5, f3 − f7).

Ïîäïðîñòðàíñòâî R2
ȧ,+ ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f2 + f4, f6 + f8).

Ïîäïðîñòðàíñòâî R2
ȧ,− ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f2 − f4, f6 − f8)

Îáðàçóþùàÿ a äåéñòâóåò ïîâîðîòîì íà óãîë π
2
â êàæäîé ïëîñêîñòè

R2
a,+, R2

a,− è ñèììåòðèåé â ïëîñêîñòè R2
ȧ,−, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî,

14

По соображениям размерности, поскольку размерность dim(N(d)) = 

п 2 — 24-2 =п- "5 —п, 2 меньше коразмерности подмногообразия 

(20), которая равна 30k = ты), относительный гомологический 
класс, двойственный коциклу (й^(а))“, представлен в N(d) пустым 

многообразием. Это доказывает формулу (21). 

Теперь для доказательства (19) достаточно заметить, что в силу 

формулы (21), коцикл Тахам © H?(N?-**. 7/2), ограниченный на 
подмногообразие (20), совпадает с ограничением коцикла м € 

Н?(М№%; 7/2) на это же многообразие. Тем самым, формула (19) и 

Теорема 6 доказаны. 

3 в Хх СГС структура (бициклическая 

структура) на 2/28 -оснащенном 

погружении 

Определим группу I, как циклическую подгруппу порядка 4 в группе 
диэдра I, С 2/2, см. [A], раздел 2. Определим подгрунну 

ах: 1a XI, С 2/24. (22) 

В евклидовом пространстве В определен ортонормальный базис 

(e,,...,€g), при помощи которого определялась группа 2./2. 

Обозначим образующие компонент сомножителей группы I, x I, 

через а, а соответственно. Опишем преобразования из ze которые 

соответствуют каждой образующей. Рассмотрим новый базис {Ё,...,№}, 

определенный формулами Ё;_1 = €2;-1 + €2;, fo; = е; 1-е 7 = 1,...,4. 

Образующая а порядка 4 представлена поворотом в каждой плоскости 

(Е, Е), (f5,f7) на угол 5 и одновременной центральной симметрией в 

плоскости ( — Ё, К — fg). Образующая а представлена поворотом в 

плоскостях (№ — fy, fs — В), (fo + fu, fs + В) на угол 5 и одновременной 

центральной симметрией в плоскости (Ё — fs, f3 — f7). 

Покажем, что группа преобразований I, x № имеет инвариантные 

(2,2, 2, 2)-мерные подпространства, которые мы обозначим через В. +, 

Ri Ria: В _. 

Подпространство В ; порождено парой векторов (Ё + fs, В +В). 

Подпространство В _ порождено парой векторов (Ё — Ё,Ё - В). 

Подпространство Е ; порождено парой векторов ( + fi, fs + №). 

Подпространство Ri порождено парой векторов (№ — fy, fe — №) 
п Образующая а действует поворотом на угол 4 в каждой плоскости 2 

Ro +, Ro и симметрией в плоскости К. _, которая, очевидно, 
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êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì îáðàçóþùåé ȧ â ýòîé ïëîñêîñòè. Îáðàçóþùàÿ
ȧ äåéñòâóåò ïîâîðîòîì íà óãîë π

2
â êàæäîé ïëîñêîñòè R2

ȧ,+ R2
ȧ,−

è îäíîâðåìåííî öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé â ïëîñêîñòè R2
a,−, êîòîðàÿ,

î÷åâèäíî, êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì îáðàçóþùåé a â ýòîì ïëîñêîñòè.
Ïîäãðóïïà (22) îïðåäåëåíà.

Óäîáíî ïåðåéòè ê íîâîìó áàçèñó

(h1,+,h2,+,h1,−,h2,−, ḣ1,+, ḣ2,+, ḣ1,−, ḣ2,−).

Ïàðû âåêòîðîâ (h1,+,h2,+), (h1,−,h2,−) çàäàþò áàçèñû â
ïîäïðîñòðàíñòâàõ R2

a,+, R2
a,− ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå ïàðû âåêòîðîâ

(ḣ1,+, ḣ2,+), (ḣ1,−, ḣ2,−) çàäàþò áàçèñû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ R2
ȧ,+, R2

ȧ,−
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó ia×ḋ,a×ȧ : Ia× İd ⊂ Ia× İa, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû Ia c ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïîé İd âòîðîãî
ñëàãàåìîãî. Îïðåäåëåíî âëîæåíèå ia×ḋ : Ia × İd ⊂ Z/2[3], ñîãëàñîâàííîå ñ
âëîæåíèåì (22). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Id × İd

id×ḋ−→ Z/2[2]

id×ḋ,a×ḋ ↓ i[3] ↓
Ia × İd

ia×ḋ−→ Z/2[3]

ia×ḋ,a×ȧ ↓ i[4] ↓
Ia × İa

ia×ȧ−→ Z/2[4].

(23)

Îïðåäåëèì òàêæå âêëþ÷åíèå id×ḋ,a×ḋ = id×ḋ,a×pd×ḋ,ḋ : Id× İd ⊂ Ia× İd.
Ãîìîìîðôèçì ia,b : Id× İd → İa îïðåäåëåí êàê êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìà
ïðîåêöèè Id × İd → İd è ãîìîìîðôèçìà âêëþ÷åíèÿ İd ⊂ İa. Ïðè ýòîì
îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Id × İd

id×ḋ,a×ḋ−→ Z/2[2]
i
diag,Z/2[2]−→ Z/2[2] × Z/2[2]

id×ḋ,a×ḋbigcap bari[3]

⋂

Ia × İd

ia×ḋ−→ Z/2[3].

(24)

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü Z/2[3]�îcíàùåííîå (Z/2[4]�îcíàùåííîå)
ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−4k # Rn (h : Ln−8k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò z ∈ ImmZ/2[3]

(n−4k, 4k) (z ∈ ImmZ/2[4]
(n−8k, 8k)). Ñêàæåì, ÷òî

ýòî Z/2[3]�îcíàùåííîå (Z/2[4]�îcíàùåííîå) ïîãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ Ia× İd�
îñíàùåííûì (Ia × İa�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, åñëè ñòðóêòóðíîå
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коммутирует с действием образующей 4 в этой плоскости. Образующая 

а действует поворотом на угол 3 в каждой плоскости RZ, Ry 
и одновременно центральной симметрией в плоскости В? _, которая, 
очевидно, коммутирует с действием образующей а в этом плоскости. 
Подгруппа (22) определена. 

Удобно перейти к новому базису 

(hy, ho +, hy, ho_, hit, ho, hy, hp _). 

Пары векторов (hi4,ho+), (hi_,ho-) задают  базисы в 

подпространствах В, В соответственно. Далее пары векторов 

(В+, ho), (61_,62_) задают базисы в подпространствах В ., В: _ 
соответственно. 

Рассмотрим подгрупипу 1 :I, x 1, CI, x L,, которая определена axd,axa 

прямой суммой группы Ш с элементарной подгруппой Ш второго 

слагаемого. Определено вложение i,j : la х Та С 2/28, согласованное с 
вложением (22). При этом определена коммутативная диаграмма: 

xi, “3 2/28 
laxdaxd + i) | 
Lx 2 2/28] (23) 

laxdaxa 1 ta) | 
Lxi, “4 Z,/2!41, 

Определим также включение by jaxd = tdxda Х Paxdd : La X сх. 

Гомоморфизм ба : ах li > 1, определен как композиция гомоморфизма 

проекции Ig x lL > ly и гомоморфизма включения ly с I,. При этом 

определена коммутативная диаграмма: 

lx ty Е gp) y 7 fof 
laxdaxdbigeap | ват з) [| (24) 

L xl пажа 2,/28. 

Определение 8. Пусть 27/2 -оснашенное (2/2 оснащенное) 
погружение (№, Л, С), В : 174" 9» В" (р: [78 9» В") представляет 

элемент 2 Е Imm2/2"(n—4k, 4k) (2 Е Imm2/2" (п —8k, 8k)). Скажем, что 
это 2/2 оснащенное (2./2 оснащенное) погружение является I, x Ig 
оснашенным (I, x Т. оснашенным) погружением, если структурное 
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îòîáðàæåíèå ζL : Ln−4k → K(Z/2[3], 1) (ζL : Ln−8k → K(Z/2[4], 1))
ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ζa×ḋ,L : Ln−4k →
K(Ia × İd, 1) (ζa×ȧ,L : Ln−8k → K(Ia × İa, 1)) è îòîáðàæåíèÿ
ia×ḋ : K(Ia × İd, 1) → K(Z/2[3], 1) (ia×ȧ : K(Ia × İa, 1) → K(Z/2[4], 1)).

Ðàññìîòðèì àíàëîãè ñîîòíîøåíèÿ (18) äëÿ ãðóïï Ia × İd è Ia × İa�
îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé ñîîòâåòñòâåííî.

Ãðóïïà êîãîìîëîãèé H4(K(Ia × Id, 1);Z/2) (H8(K(Ia × İa, 1);Z/2)
ñîäåðæèò ýëåìåíò τa×ḋ, (τa×ȧ), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íèæåñëåäóþùåì
óðàâíåíèåì (25) ((26)).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ia×ḋ : K(Ia × İd, 1) → K(Z/2[3], 1)

( ia×ȧ : K(Ia × İa, 1) → K(Z/2[4], 1)) è ðàññìîòðèì îáðàòíûé
îáðàç i∗

a×ḋ
(τ[3]) (i∗a×ȧ(τ[4])) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ýéëåðîâîãî êëàññà τ[3] ∈

H4(K(Z/2[3]), 1);Z/2) (τ[4] ∈ H8(K(Z/2[4]), 1);Z/2)) óíèâåðñàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ. Îïðåäåëèì

i∗
a×ḋ

(τ[3]) = τa×ḋ ∈ H4(K(Ia × İd, 1);Z/2), (25)

i∗a×ȧ(τ[4]) = τa×ȧ ∈ H8(K(Ia × İa, 1);Z/2). (26)

Â ðàçäåëå 1, äëÿ Z/2[d+1]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (h, Λ, ζL), íàðÿäó
ñ 2d-ìåðíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ζL ∈ H2d

(Ln−k2d
;Z/2),

ðàññìàòðèâàëñÿ òàêæå 2-ìåðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄[2],L ∈
H2(L̄n−k2dk

[2] ;Z/2). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ζa×ḋ : Ln−4k → K(Ia × İd, 1) (ζa×ȧ :

Ln−8k → K(Ia × İa, 1)) àíàëîãîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ζ̄[2],L

ñëóæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄n−4k

d×ḋ
;Z/2), ïðè d =

3 (ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄n−8k

d×ḋ
;Z/2), ïðè d = 4). Îïðåäåëèì ýòîò 2-ìåðíûé

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,L èíäóöèðîâàí èç óíèâåðñàëüíîãî

êëàññà τd×ḋ ∈ H2(K(Id × İd, 1);Z/2) ïðè îòîáðàæåíèè ζ̄d×ḋ,L : L̄n−4k

d×ḋ
→

K(Id × İd, 1) (ζ̄d×ḋ,L : L̄n−8k

d×ḋ
→ K(Id × İd, 1)). Îòîáðàæåíèå ζ̄d×ḋ,L

îïðåäåëåíî êàê 2-ëèñòíîå íàêðûòèå îòîáðàæåíèÿ ζN îòíîñèòåëüíî
ïîäãðóïïû id×ḋ,a×ḋ : Id × İd ⊂ Ia × İd (êàê 4-ëèñòíîå íàêðûòèå
îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû id×ḋ,a×ȧ : Id × İd ⊂ Ia × İa). Ýòî 2-ëèñòíîå
(4-ëèñòíîå) íàêðûòèå íàä ìíîãîîáðàçèåì Ln−4k (Ln−8k) îòíîñèòåëüíî
ïîäãðóïïû id×ḋ,a×ḋ (id×ḋ,a×ȧ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç πd×ḋ,a×ḋ : L̄n−4k

d×ḋ
→ Ln−4k

(πd×ḋ,a×ȧ : L̄n−8k

d×ḋ
→ Ln−8k).

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−2k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[2]
(n − 2k, 2k),
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отображение (р : [7% - К(2/28,1) (¢, : [7% + К(2/2, 1) 
представлено в виде композиции отображения („р : [7 > 

K(I, x 1,1 (Сахар г [7% > K(I, x Г, 1) и отображения 
а: Ка х 1,1) — К(2/28,1) (иж: Ка х Ta, 1) — К(2/2,1)). аха ° 

Рассмотрим аналоги соотношения (18) для групи Ш x I,ul,xIL- 

оснашенных погружений соответственно. 
Группа когомологий Н“(К (I, x 1,1):2/2) (H8(K (I, x 1.,1);2./2) 

содержит элемент Т,„ф, (Таха), который определяется нижеследующем 

уравнением (25) ((26)). 
Рассмотрим отображение i,,, j K(I, x №10 - K(Z/2!!,1) 

(иж : КИ X 140 - К(7/2И,1)) и рассмотрим обратный 
образ 1" (73) (#,„а(7а])) характеристического эйлерового класса 73] Е 

НАК ЭВ), 1);2/2) (та € Н*(К(2/2),1);2/2)) универсального 
расслоения. Определим 

i (Ta) = Taxd © Н“(К (Ia x Ta, 1); 2/2), (25) 

i ха(ТА]) = Таха Е H8(K (Ta х Ta, 1);Z/2). (26) 

В разделе 1, для Z/2'+-ocnamennoro погружения (h, A, (+), наряду 
а “od 

с 2-мерным характеристическим классом ¢, € HAH? (L™-*?";Z/2), 
рассматривался также 2-мерный характеристический класс Сор Е 

Н (Lig 2%. 7) |2). Для отображения Са: [74 — К x 1,1) ва : 

[78 _, K(I, x I,, 1)) аналогом характеристического класса бам 
2 4k _ служит характеристический класс ака е H (Li р ;Z/2), при 4 

3 (Сахаь © APL 8; Z/2), при 4 = 4). Определим этот 2-мерный 

характеристический класс. 
Характеристический класс Cy, 77 индуцирован из универсального 

класса Ty j Е H?(K (Ia x 14,1); 2./2) при отображении Сахар 1 . ee ~ 
т я. . ТП ВЕ т . Ka x Tal) (Caran : Рог > Ka x 4,1). Отображение Cod. 

определено как 2-листное накрытие отображения Cy относительно 
подгруппы „ах: la X Ia C Ia x Ia (Kak 4-листное накрытие 

относительно подгруппы tgyjaxa : la X Ta С Ta x Ia). Это 2-листное 

(4-листное) накрытие над многообразием L"~** (17-8) относительно 
n—4k n—4k подгрупны ty, jaxd “laxdaxa) Обозначается через Ty gaxd i Ly Е 
dxd 

n—8k n—8k 
(Пахдаха : Ls > Г ). 

Определение 9. Пусть 2/2 -оснащенное погружение (9, $, 7м), 9 : 
№ q+ В” представляет элемент у Е Imm?!2"(n — 2k, 2k), 
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ïðè÷åì n > 32k. Ïóñòü Z/2[3]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h :
Ln−4k # Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
g è ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò z = δZ/2[3],k(y) ∈ ImmZ/2[3]

(n − 4k, 4k).
Ñêàæåì, ÷òî Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò Ia × İd�
ñòðóêòóðó, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζa×ḋ,L : Ln−4k → K(Ia × İd, 1),
óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[2](y) = 〈π∗

d×ḋ,a×ḋ,L
(ζ7k

L )ζ̄
n−32k

2

d×ḋ,L
; [L̄d×ḋ]〉, (27)

ãäå [L̄d×ḋ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−4k

d×ḋ
,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk
Z/2[2] îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (6).

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−4k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]
(n − 4k, 4k), ïðè÷åì

n > 32k. Ïóñòü Z/2[4]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−8k #
Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g è
ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò z = δZ/2[4],k(y) ∈ ImmZ/2[4]

(n − 8k, 8k). Ñêàæåì,
÷òî Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò áèöèêëè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó (Ia × İa�ñòðóêòóðó), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζa×ȧ,L :
Ln−8k → K(Ia × İa, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[3](y) = 〈π∗

d×ḋ,a×ȧ,L
(ζL)3kζ̄

n−32k
2

d×ḋ,L
; [L̄d×ḋ]〉, (28)

ãäå [L̄d×ḋ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−8k

d×ḋ
,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk
Z/2[3] îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (14).

Ïðèìåð
Ïóñòü Z/2[2]-îñíàùåííîå ( Z/2[3]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN),
g : Nn−2k # Rn (g : Nn−4k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈
ImmZ/2[2]

(n − 2k, 2k) (y ∈ ImmZ/2[3]
(n − 4k, 4k)) è ÿâëÿåòñÿ Id × İd�

îñíàùåííûì (Ia × İd�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, ïðè÷åì n > 32k.
Ïóñòü Z/2[3]-îñíàùåííîå (Z/2[4]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h :

Ln−4k # Rn (h : Ln−8k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò z = δZ/2[3],k ∈
ImmZ/2[3]

(n − 4k, 4k) (z = δZ/2[4],k ∈ ImmZ/2[4]
(n − 8k, 8k)) è ÿâëÿåòñÿ

Ia × İd�îñíàùåííûì (Ia × İa�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì. Òîãäà Z/2[2]�
îñíàùåííîå (Z/2[3]�îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò Ia ×
İd�ñòðóêòóðó (Ia × İa�ñòðóêòóðó), çàäàííóþ ðåäóêöèåé ζa×ḋ,L (ζa×ȧ,L)
ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζL.
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причем n > 32k. Пусть 2/2 оснащенное погружение (№, Л, (+), №: 

[7—4® 9- В” является погружением точек самопересечения погружения 
g и представляет элемент 2 = 52/2 %(у) Ее тит? (п — ак, 4). 
Скажем, что 2/2 -оснашенное погружение (9, Ф, 7х) допускает Та x 14 

структуру, если существует отображение („ар : Ln-4* > K (Iq x Ia, 1), 

удовлетворяющее уравнению: 

_п-32Е _ 

OF 20 (y) = (Taxcdaxd,L I ар; [Шаха] (27) 

rie [Г»„л- Фундаментальный класс многообразия rs , 

характеристическое число OF узы определено по формуле (6). 

Определение 10. Пусть 2/2 оснащенное погружение (g,V,7N), 9: 

№-4* qs В" представляет элемент у Е Гпит?/?" (п — 4К,4К), причем 
п > 32k. Пусть 2/2 -оснашенное погружение (1, Л, +), h : [7-8 9» 
В" является погружением точек самопересечения погружения g и 
представляет элемент 2 = 62/2 (у) е Imm2/2"(n — 8К, 8К). Скажем, 
что 2/2 оснащенное погружение (9, $, пм) допускает бициклическую 

структуру (Iq x 1, структуру), если существует отображение (Сихар : 
L”-** _, К(х Iq, 1), удовлетворяющее уравнению: 

_n-32k  _ 

97, (у) = (Ticdaxat (SL) axa. ах), (28) 

rae = [Laal- Фундаментальный класс многообразия pr , 
k характеристическое число O, ‚зв Определено по формуле (14). 

Пример 

Пусть 2/2 -оснащенное ( 2/2 -оснащенное) погружение (9, V,ny), 
9: № as В" (4: №“ gs В") представляет элемент у Е 

Imm2/2" (7, — 2k, 2k) (у Е Imm2/2" (п — 4k,4k)) и является Та x Ty- 
оснащенным (I, x 1 оснашенным) погружением, причем n > 32k. 
Пусть 2/2 -оснашенное (2/2 -оснащенное) погружение (1, Л, Ср), №: 

rr gs В” (р: [8 qs В") представляет элемент z = 62/2 с 

Imm2/2" (п, — 4k, 4k) (2 = 62/2 ̂ © Imm2/2" (р — 8, 8К)) и является 
I, x 1 оснащенным (I, x I,—ocnamennpi) погружением. Тогда Z/2!!— 

оснащенное (2/2 оснащенное) погружение (9, Ф,7м) допускает I, x 

Т-структуру (I, x структуру), заданную редукцией („ар (Сахар) 
структурного отображения Cy. 
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Îáîñíîâàíèå ïðèìåðà
Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå Ia × İa�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ. Ðàññìîòðèì
êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ζa×ȧ,L = ζ∗a×ȧ,L(τa×ȧ) ∈ H8(Ln−8k;Z/2). Çàìåòèì,
÷òî ýòîò êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ζL = ζ∗L(τ[4]),
ïîñêîëüêó îáà êëàññà îïðåäåëåíû êàê ýéëåðîâû êëàññû îäíîãî è òîãî
æå ðàññëîåíèÿ. Òåïåðü ôîðìóëà (28) î÷åâèäíà.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû àíàëîãè÷íû Òåîðåìå 7.

Òåîðåìà 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[2]

(n − n−ns

16
, n−ns

16
), ns =

2s − 2, n > ns, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,N :

Nn−n−ns
16 → K(Id × İd, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:

Θk
Z/2[2](y) = 〈(η

15(n−ns)
32

N )η
ns
2

d×ḋ,N
; [N ]〉, (29)

ãäå [N ] � ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ Nn−n−ns
16 , Θk

Z/2[2]

� õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (6). Òîãäà
ýëåìåíò JZ/2[3], n−ns

32 (y) â ãðóïïå ImmZ/2[3]
(n − n−ns

8
, n−ns

8
) ïðåäñòàâëåí

Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (h, Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò Ia × İd-
ñòðóêòóðó.

Òåîðåìà 12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]

(n − n−ns

8
, n−ns

8
), ns =

2s − 2, n > ns, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ηa×ḋ,N :

Nn−n−ns
8 → K(Ia × İd, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:

Θk
Z/2[3](y) = 〈(π∗

d×ḋ,a×ḋ,N
ηN)

7(n−ns)
16 η̄

ns
2

d×ḋ,N
; [N̄d×ḋ]〉, (30)

ãäå íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå N̄
n−n−ns

8

d×ḋ
è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,N :

N̄
n−n−ns

8

d×ḋ
→ K(Id × İd, 1) íàä îòîáðàæåíèåì η[3],N îïðåäåëÿþòñÿ

ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì ïîíÿòèÿì â (27), ÷åðåç [N̄d×ḋ] îáîçíà÷åí
ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ N̄

n−n−ns
8

d×ḋ
.

Òîãäà ýëåìåíò JZ/2[3], n−ns
32 (y) â ãðóïïå ImmZ/2[3]

(n − n−ns

8
, n−ns

8
)

ïðåäñòàâëåí Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (h, Λ, ζL), êîòîðîå
äîïóñêàåò Ia × İd-ñòðóêòóðó.
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Обоснование примера 

Остановимся на случае I, x Т, оснащенного погружения. Рассмотрим 
когомологический класс Саха, = Сина г (Таха) © H®(L"-**; 7, /2). Заметим, 

что этот когомологический класс совпадает с классом Ср = ¢7 (774), 
поскольку оба класса определены как эйлеровы классы одного и того 
же расслоения. Теперь формула (28) очевидна. 

Следующие теоремы аналогичны Теореме 7. 

Теорема 11. Предположим, что 2/2 оснащенное погружение 
2/27 ( п—пз N—Ns (9, 9, пм), представляет. элемент у Е Imm п — “SS, =), п. = 

2° —2, п > ns, 8 > 6. Предположим, что задано отображение Nay dn: 
n—Ns 

№" 16” — K(Iq x Iq, 1), при этом выполнено уравнение: 

15(n—ns) ns 

OF (у) = ((п © [№], (29) “2° . 

Паха м 

n—Ns 

где [№] - фундаментальный класс многообразия № 18°, OF ры 

— тарактеристическое число, определенное по формуле (6). Тогда 
[3] п-пз nN—Ns N—Ns элемент, J2/2")."33" (у) в группе Imm2/2"\(n — ae 

7/2 оснащенным. погружением (1, А, Ср), которое допускает Iq Xx Tq- 

структуру. 

) представлен 

Теорема 12. Предположим, что 2,/28 оснащенное погружение 
N—Ns N—Ns 3 

(g,V,nn), представляет, элемент у Е тит! (п — a a), ms = 

2°—2,n> ns, 8 > 6. Предположим, что задано отображение „ам: 
n—Ns 

№ в > K(I, x 14,1), при этом выполнено уравнение: 

7(п—пз) _ 18 — 

Пахам: [ха] (30) OF jos (y) = ((Tixdaxd.n™N) 

— n-Ns 

где накрывающее многообразие М, ‚8 ed и отображение Nay dn 
n—-Ns 

_ 8 

dxd 

совершенно аналогичным понятиям в (27), через [Nj j] обозначен 

у”. > K(Iq x Ty, 1) над отображением 13),N определяются 

n—ns 
a alae 8 

фундаментальный класс многообразия N 
n—Ns в] 8] = = Тогда элемент 72/2“ 3 (у) в epynne Imm2/? (n a SE) 

представлен 2./28 оснащенным погружением (h,A,Cr), которое 

допускает I, x Ig-cmpyxmypy. 
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Ñëåäñòâèå 13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 6
(ò.å. ns ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì âèäà 2s − 2, n > ns,
s ≥ 6 è ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − n−ns

32
, n−ns

32
) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ

ïîðÿäêà q = ns

2
). Òîãäà ýëåìåíò δk

Z[3] ◦ δk
[2](x), îïðåäåëåííûé ïðè

ïîìîùè êîìïîçèöèè ãîìîìîðôèçìîâ (8), k = n−ns

32
, ïðåäñòàâëåí Z/2[3]�

îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (h, Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò áèöèêëè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó.

4 Qa × Q̇a�ñòðóêòóðà (áèêâàòåðíèîííàÿ
ñòðóêòóðà) Z/2[6]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå êâàòåðíèîííîé ïîäãðóïïû Qa ⊂ Z/2[3], êîòîðàÿ
ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Ia ⊂ Qa, ñì. [A], ðàçäåë 2.

Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó

iQa×Q̇a
: Qa × Q̇a ⊂ Z/2[6]. (31)

Ðàññìîòðèì áàçèñ (h1,+,h2,+,h1,+,h2,−, ḣ1,+, ḣ2,+, ḣ1,−, ḣ2,−)
ïðîñòðàíñòâà R8, êîòîðûé áûë îïðåäåëåí ïðè ïîñòðîåíèè áèöèêëè÷åñêîé
ñòðóêòóðû.

Îïèøåì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R32. Ýòîò áàçèñ ñîñòîèò èç 32 âåêòîðîâ,
ðàçáèòûõ íà äâà ïîäìíîæåñòâà èç 16 âåêòîðîâ

h1,∗,∗∗,h2,∗,∗∗,h3,∗,∗∗,h4,∗,∗∗, (32)

ḣ1,∗,∗∗, ḣ2,∗,∗∗, ḣ3,∗,∗∗, ḣ4,∗,∗∗, (33)

ãäå ñèìâîëû ∗, ∗∗ íåçàâèñèìî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ +,−. Â êàæäîì èç
ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ 4 âåêòîðàìè (32), äëÿ êîòîðûõ ñèìâîëû
∗, ∗∗ ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Qa × Q̇a

çàäàíî òðèâèàëüíî íà âòîðîì ñëàãàåìîì Q̇a, ïðè ýòîì îáðàçóþùèå
i,j,k ñëàãàåìîãî Qa äåéñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿìè, îïðåäåëåííûìè
ìàòðèöàìè:




0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 , (34)
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Следствие 13. Предположим, что выполнены условия Теоремы 6 

(т.е. Ns является натуральным числом вида 2° — 2, п > п. 
sf _ пп пт s > би элемент х Е Гтт/ (п ай 55 *) допускает ретракцию 

— n e порядка q = "“*) Тогда элемент дуз © 12 (т), определенный при 
n—Ns 

помощи композиции гомоморфизмов (8), К = 32“; 

оснащенным погружением (1, А, С), которое допускает бициклическую 

представлен 2/28] _ 

4 О, х О. структура  (6ukBaTepHuoHHasd 

структура) Z/ 26 оснащенного погружения 

Вспомним определение кватернионной подгруппы ©. С 2/28, которая 

содержит подгруппу I, C О, см. [A], раздел 2. 

Определим подгруппу 

‘о, ха, : бах Qa С 2/28. (31) 

Рассмотрим базис (his, ho +, hi +, ho_, hi +, ho +, hy _, ho _) 

пространства В8, который был определен при построении бициклической 

структуры. 
Опишем базис пространства В3?. Этот базис состоит из 32 векторов, 

разбитых на два подмножества из 16 векторов 

В», В», hg sees Fig a es (32) 

Ay x aes Ng a xs hg. a =», fg x aces (33) 

где символы *, ** независимо принимают значения +, —. В каждом из 

подпространств, порожденных 4 векторами (32), для которых символы 

*, ** принимают одинаковые значения, представление группы Q, x О. 

задано тривиально на втором слагаемом Q,, при этом образующие 

1),К слагаемого Q, действуют преобразованиями, определенными 

матрицами: 

0-10 0 
100 0 
0 0 0-1 |, (34) 
00 1 0






0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0


 , (35)




0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 . (36)

Îáðàçóþùàÿ i (j) ïåðâîãî ñëàãàåìîãî Qa äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé â êàæäîì 4-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå (33), ïîðîæäåííîì
âåêòîðàìè, äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ ∗ (∗∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −, à èíäåêñ
∗∗ (∗) ïðèíèìàåò ëþáîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, â îñòàâøåéñÿ ïàðå
ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè (33) äåéñòâèå òîæäåñòâåííî.

Â êàæäîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ 4 âåêòîðàìè (33) , äëÿ
êîòîðûõ ñèìâîëû ∗, ∗∗ ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû Qa × Q̇a çàäàíî òðèâèàëüíî íà ïåðâîì ñëàãàåìîì Qa, ïðè÷åì
îáðàçóþùèå i,j,k ñëàãàåìîãî Q̇a ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöàìè (34),(35),(36).

Îáðàçóþùàÿ i (j) âòîðîãî ñëàãàåìîãî Q̇a äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé â êàæäîì 4-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå (32), ïîðîæäåííîì
âåêòîðàìè, äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ ∗ (∗∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −, à
èíäåêñ ∗∗ (∗) ïðèíèìàåò ëþáîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, â îñòàâøåéñÿ
ïàðå ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè (32) äåéñòâèå òîæäåñòâåííî.
Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ëåæèò â öåíòðå
ãðóïïû Qa (Q̇a), ïðåîáðàçîâàíèå ëþáîãî ýëåìåíòà èç Q̇a (Qa) â
íåïðèâîäèìîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ Qa (Q̇a) êîììóòèðóåò ñ
ýëåìåíòàìè óêàçàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîäãðóïïà (31) îïðåäåëåíà.

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó iQa×İa,Qa×Q̇a
: Qa × İa ⊂ Qa × Q̇a, êîòîðàÿ

îïðåäåëåíà ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû Qa c öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé İa

âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Îïðåäåëåíî âëîæåíèå iQa×İa
: Qa × İa ⊂ Z/2[4],

èíäóöèðîâàííîå èç âëîæåíèÿ (31). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ
äèàãðàììà:
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0 0 -1 0 
00 01 
10 0 0]? (35) 
0-1 0 0 

00 0 -1 
00 -1 0 
ото о (36) 
10 0 о 

Образующая i (j) первого слагаемого ©. действует центральной 

симметрией в каждом 4-мерном подпространстве (33), порожденном 

векторами, для которых индекс * (**) принимает значение —, а индекс 

жж (*) принимает любое фиксированное значение, в оставшейся паре 

пространств, порожденных векторами (33) действие тождественно. 

В каждом из подпространств, порожденных 4 векторами (33) , для 

которых символы *, ** принимают одинаковые значения, представление 

группы Q, x о. задано тривиально на первом слагаемом Q,, причем 

образующие i,j,k слагаемого Q, представлены матрицами (34), (35), (36). 

Образующая i (j) второго слагаемого Q, действует центральной 

симметрией в каждом 4-мерном подпространстве (32), порожденном 

векторами, для которых индекс * (**) принимает значение —, а 

индекс ** (*) принимает любое фиксированное значение, в оставшейся 

паре пространств, порожденных векторами (32) действие тождественно. 

Поскольку преобразование центральной симметрии лежит в центре 

группы О. (9.), преобразование любого элемента из О. (О) в 

неприводимом подпространстве представления Q, (Q,) коммутирует с 

элементами указанного представления. Подгруппа (31) определена. 

Рассмотрим подгруппу о, х1, о. хо. : Q. x I, с О. х Qa, которая 

определена прямой суммой группы О. с циклической подгруппой 1, 

второго слагаемого. Определено вложение te.xig ? ох с 2/24, 

индуцированное из вложения (31). При этом определена коммутативная 

диаграмма: 
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Id × İd

id×ḋ−→ Z/2[2]

id×ḋ,a×ḋ ↓ i[3] ↓
Ia × İd

ia×ḋ−→ Z/2[3]

ia×ḋ,a×ȧ ↓ i[4] ↓
Ia × İa

ia×ȧ−→ Z/2[4]

iIa×İa,Qa×İa
↓ i[5] ↓

Qa × İa

iQa×İa−→ Z/2[5]

iQa×İa,Qa×Q̇a
↓ i[6] ↓

Qa × Q̇a

iQa×Q̇a−→ Z/2[6],

(37)

êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äèàãðàììó (23) â êà÷åñòâå ïîääèàãðàììû.
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî Îïðåäåëåíèþ 8.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü Z/2[5]�îcíàùåííîå (Z/2[6]�îcíàùåííîå)
ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−16k # Rn (h : Ln−32k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò z ∈ ImmZ/2[5]

(n − 16k, 16k) (z ∈ ImmZ/2[6]
(n − 32k, 32k)).

Ñêàæåì, ÷òî ýòî Z/2[5]�îcíàùåííîå (Z/2[6]�îcíàùåííîå) ïîãðóæåíèå
ÿâëÿåòñÿ Qa × İa�îñíàùåííûì (Qa × Q̇a�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì,
åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζL : Ln−16k → K(Z/2[5], 1)
(ζL : Ln−32k → K(Z/2[6], 1)) ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè
ζQa×İa,L : Ln−16k → K(Qa × İa, 1) (ζQa×Q̇a,L : Ln−32k → K(Qa × Q̇a, 1))
è îòîáðàæåíèÿ iQa×İa

: K(Qa × İa, 1) → K(Z/2[5], 1) (iQa×Q̇a
:

K(Qa × Q̇a, 1) → K(Z/2[6], 1)).
Ðàññìîòðèì àíàëîãè ñîîòíîøåíèé (18), (25), (26) äëÿ ãðóïï Qa × İa

è Qa × Q̇a�îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé ñîîòâåòñòâåííî.
Ãðóïïà êîãîìîëîãèé H16(K(Qa× İa, 1);Z/2) (H32(K(Qa×Qa, 1);Z/2))

ñîäåðæèò ýëåìåíò τQa×İa
, (τQa×Q̇a

, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
íèæåñëåäóþùèì óðàâíåíèåì (38) ((39)).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå iQa×İa
: K(Qa × İa, 1) → K(Z/2[5], 1)

(iQa×Q̇a
: K(Qa × Q̇a, 1) → K(Z/2[5], 1)) è ðàññìîòðèì îáðàòíûé îáðàç

i∗
Qa×İa

(τ[5]) (i∗
Qa×Q̇a

(τ[6])) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ýéëåðîâîãî êëàññà τ[5] ∈
H16(K(Z/2[5]), 1);Z/2) (τ[6] ∈ H32(K(Z/2[6]), 1);Z/2)) óíèâåðñàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ. Îïðåäåëèì

i∗
Qa×İa

(τ[5]) = τQa×İa
∈ H16(K(Qa × İa, 1);Z/2), (38)

i∗
Qa×Q̇a

(τ[6]) = τQa×Q̇a
∈ H32(K(Qa × Q̇a, 1);Z/2). (39)
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Г x ly 4х4 Z,/2"! 

laxdaxd | | 63] | 
ха "ах 2/28 

laxdaxa 1 914] 
I, x1, 1х 2/24 (37) 

11 xia, Quxia | 05] | 

Quxi 2/2 
1QaxiaQaxQe 1 . tie) | 

0.х9 9% Z/2l6, 
которая включает в себя диаграмму (23) в качестве поддиаграммы. 

Следующее определение аналогично Определению 8. 

Определение 14. Пусть 2/2-оснащенное (2/2@-оснащенное) 
погружение (1, Л, Ср), №: 17 16^ 9 В" (р: [7 32^ gs В") представляет 

элемент 2 Е Imm2/2"\(n — 16k,16k) (= € Гтт? (п, — 32k,32k)). 
Скажем, что это 2/2 -оснашенное (2./2@-оснащенное) погружение 
является О. x 1. оснащенным (9. x О. оснашенным) погружением, 
если структурное отображение Ср Гл 3  К(2/2Ы, 1) 
(Cr: Lek — К(2/2,1)) представлено в виде композиции 

Co,xiap 2 Г > K(Qa X 1,1) (бо хо, ь : LY > K(Qa x Qa, 1)) 
и отображения tg i, : K(Qa x I,,1) > K(Z/2%),1) ( 

K (Qa X Qa, 1) — K(Z/2",1)). 
*QuxQa 

Рассмотрим аналоги соотношений (18), (25), (26) для групп Q, x I, 
и Q, x О. оснащенных погружений соответственно. 

Группа когомологий H!(K(Q, x Ig, 1); 2/2) (H®?(K(Q, x Qa, 1); Z/2)) 
содержит элемент Te xi,, (Ta,xQ,- Который определяется 
нижеследующим уравнением (38) ((39)). 

Рассмотрим отображение tg i, : К(О. x 1..1) — К(2/2Ы, 1) 

(хо, : K(Qa x Q,.1) — K(Z/2"), 1)) и рассмотрим обратный образ 

10, xi, (71) (16, x а, (76) характеристического эйлерового класса 75] Е 

H'8(K(Z/2"!),1);Z/2) (ты Е H?(K(Z/2!),1);Z/2)) универсального 
расслоения. Определим 

1G хр, (15) = то, ха, © Н®(К(@, x 1,1); 2/2), (38) 

‘о, хо, (16) = TQ.xQa € A” (K(Qa x Qu, 1); 2./2). (39) 
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Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ζQa×İa
: Ln−16k → K(Qa × İa, 1) ζQa×Q̇a

:

Ln−32k → K(Ia × İd, 1) àíàëîãîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ζ̄[2],L

ñëóæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄n−16k

d×ḋ
;Z/2), ïðè d =

5 (ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄n−32k

d×ḋ
;Z/2), ïðè d = 6). Îïðåäåëèì ýòîò 2-ìåðíûé

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ.
Îòîáðàæåíèå ζ̄d×ḋ,L îïðåäåëåíî êàê 8-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä

îòîáðàæåíèåì ζ[5],L îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû id×ḋ,Qa×İa
: Id × İd ⊂ Qa ×

İa ( êàê 16-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä îòîáðàæåíèåì ζ[6],L îòíîñèòåëüíî
ïîäãðóïïû id×ḋ,Qa×Q̇a

: Id × İd ⊂ Qa × Q̇a). Íàä ìíîãîîáðàçèåì
Ln−16k (Ln−32k) óêàçàííîå íàêðûòèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç πd×ḋ,Qa×İa,L

(πd×ḋ,Qa×Q̇a,L).

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü Z/2[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−8k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]
(n − 8k, 8k), ïðè÷åì

n > 32k. Ïóñòü Z/2[5]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−16k #
Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g è
ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò δk

Z/2[5](y) ∈ ImmZ/2[5]
(n − 16k, 16k). Ñêàæåì, ÷òî

Z/2[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò Qa × İa�ñòðóêòóðó,
åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζQa×İa,L : Ln−16k → K(Qa × İa, 1),
óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[4](y) = 〈π∗

d×ḋ,Qa×İa,L
(ζk)ζ̄

n−32k
2

d×ḋ
; [L̄d×ḋ]〉, (40)

ãäå [L̄d×ḋ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−16k

d×ḋ
,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk
Z/2[4](y) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (14)

ïðè d = 4.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−16k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]
(n − 16k, 16k),

ïðè÷åì n > 32k. Ïóñòü Z/2[6]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h :
Ln−32k # Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
g è ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò δk

Z/2[6](y) ∈ ImmZ/2[6]
(n − 32k, 32k). Ñêàæåì,

÷òî Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò áèêâàòåðíèîííóþ
ñòðóêòóðó (Qa×Q̇a�ñòðóêòóðó), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζQa×Q̇a,L :

Ln−32k → K(Qa × Q̇a, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[5](y) = 〈ζ̄

n−32k
2

d×ḋ
; [L̄d×ḋ]〉, (41)
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Для отображения Со : [7 —> K(Qa x I,, 1) Fang 

[73% _,  K(I, x Ig,1) аналогом характеристического класса Со 
служит характеристический класс ка Е НМ 151, 7,/2), при а = 

5 (Cdn © APL 52; 7,/2), при а = 6). Определим этот 2-мерный 
характеристический ‘класс. 

Отображение ака определено как 8-листное накрытие над 

отображением (|5, относительно подгруппы „до, х1, : la X la C Qa x 

I, ( как 16-листное накрытие над отображением Cio (6],L Относительно 

подгруппы ty GQuxQq : в x ly с Q, x Q.). Над многообразием 
n—16k n—32k L (L ) указанное накрытие обозначается через Ty JQ, хр 

(Пахаа, ха.) 

Определение 15. Пусть 2/2 -оснащенное погружение (9, %, м), 9: 

№-8* qs В" представляет элемент у Е Imm2/2"(n — 8К, 8К), причем 
п > 32k. Пусть 2/2 -оснашенное погружение (п, А, Ср), h : [716% qs 
В" является погружением точек самопересечения погружения g и 
представляет элемент бр (и) Е Imm2/2"'(n — 16К, 16k). Скажем, что 

2/2 оснащенное погружение (9, VU, пм) допускает Q, x I «-структуру, 

если существует отображение Сор : [7 — K(Q, x Т.,1), 
удовлетворяющее уравнению: 

n—32k 

O7 210 (у ) = (ма "axd,Qaxta,L LO Cased ака), (40) 

где [Lai Фундаментальный класс многообразия [7 1°*, 

характеристическое число OF ale) (у) определено по формуле (14) 

при d = 4. 

Определение 16. Пусть 2/2 -оснащенное погружение (9, %, 7), 9: 

№-16* gs В” представляет элемент у Е Ппт?/(и — 16, 16), 
причем n > 32k. Пусть 2/2 оснащенное погружение (№, Л, С»), № 

[7-32 9, В" является погружением точек самопересечения погружения 
9 и представляет элемент 57 ale (и) Е Imm2/2"\(n — 32k, 32k). Скажем, 

что 2/2 оснащенное погружение (9, 9, 7) допускает бикватернионную 

структуру (9. x О. структуру), если существует отображение Сохо 

Lk _, К(О.хО., 1), удовлетворяющее уравнению: 

OF yoily) = (© i Laval): (41) 
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ãäå [L̄d×ḋ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−32k

d×ḋ
,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk
Z/2[5](y) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (14)

ïðè d = 5.

Ïðèìåð
Ïóñòü Z/2[4]-îñíàùåííîå (Z/2[5]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−8k # Rn (g : Nn−16k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]
(n −

8k, 8k) (y ∈ ImmZ/2[5]
(n − 16k, 16k)) è ÿâëÿåòñÿ Qa × İa�îñíàùåííûì

(Qa × Q̇a�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, ïðè÷åì n > 32k. Ïóñòü Z/2[5]-
îñíàùåííîå (Z/2[6]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−16k # Rn

(h : Ln−32k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò δk
Z/2[5](y) ∈ ImmZ/2[5]

(n−16k, 16k)

(δk
Z/2[6](y) ∈ ImmZ/2[6]

(n − 32k, 32k)) è ÿâëÿåòñÿ Qa × İa�îñíàùåííûì
(Qa × Q̇a�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì. Òîãäà Z/2[4]�îñíàùåííîå (Z/2[5]�
îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò Qa × İa�ñòðóêòóðó (Qa ×
Q̇a�ñòðóêòóðó), çàäàííóþ ðåäóêöèåé ζQa×İa,L (ζQa×İa,L) ñòðóêòóðíîãî
îòîáðàæåíèÿ ζ[4],L (ζ[5],L).

Îáîñíîâàíèå ïðèìåðà
Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå Qa × Q̇a�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ. Ðàññìîòðèì
êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ζQa×Q̇a,L = ζ∗

Qa×Q̇a,L
(τQa×Q̇a

) ∈ H32(Ln−32k;Z/2).
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ζL =
ζ∗L(τ[6]), ïîñêîëüêó îáà êëàññà îïðåäåëåíû êàê ýéëåðîâû êëàññû îäíîãî è
òîãî æå ðàññëîåíèÿ. Òåïåðü ôîðìóëà (41) î÷åâèäíà.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû àíàëîãè÷íû Òåîðåìàì 6,11,12.

Òåîðåìà 17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]

(n − n−ns

4
, n−ns

4
), ns =

2s − 2, n > 5ns + 168, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå
ηa×ȧ,N : Nn−n−ns

4 → K(Ia × İa, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:

Θk
Z/2[4](y) = 〈π∗

d×ḋ,a×ḋ,N
(η

3(n−ns)
32

[4],N )η̄
ns
2

d×ḋ,N
; [N̄d×ḋ]〉, (42)

ãäå íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå N̄
n−n−ns

4

d×ḋ
è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,N :

N̄
n−n−ns

4

d×ḋ
→ K(Id × İd, 1) íàä îòîáðàæåíèåì η[4],N îïðåäåëÿþòñÿ

ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì ïîíÿòèÿì â (40). Òîãäà ýëåìåíò J
n−ns

32

Z/2[5](y)
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roe {Ly jl Фундаментальный класс многообразия aa , 

характеристическое число of ats) (у) определено по формуле (14) 

при d= 5. 

Пример 

Пусть 2/2 -оснашенное (Z/2%!-ocuamennoe) погружение (9, $, 7м№), 9 : 

№-8^ gs В” (9: №16 qs В”) представляет элемент у Е Гпип2/?“ (п — 

8К,8К) (у Е Imm2/2"!(n — 16k,16k)) и является Q, x 1-оснашенным 
(О. X О. оснащенным) погружением, причем n > 32k. Пусть Z/2!)- 

оснащенное (Z/2'°l-ocuamennoe) погружение (1, Л, Сл), № : [716% 45 В” 

(h: 1" * 9> В") представляет элемент ду, (у) © тт?!” (п—16К, 16k) 

(55 pa (у) Е Imm22" (n — 32k,32k)) и является Q, x 1. оснащенным 

(О. x О. оснащенным) погружением. Тогда Z/ 2 оснащенное (2./2- 
оснащенное) погружение (9, $, 7м) допускает ©. х структуру (Qa x 

О.-структуру), заданную редукцией Cg yi, (Со,хьг) структурного 

отображения Сир ((5],г). 

Обоснование примера 

Остановимся на случае О. х О. оснащенного погружения. Рассмотрим 
- = 32( 7 n—32k. когомологический класс Cg хо, г = 6, xQe.b (72a xQa! Ее AH (Г, ;Z/2). 

Заметим, что этот когомологический класс совпадает с классом Ср = 
С1(76), поскольку оба класса определены как эйлеровы классы одного и 
того же расслоения. Теперь формула (41) очевидна. 

Следующие теоремы аналогичны Теоремам 6,11,12. 

Теорема 17. Предположим, что 2/2] оснащенное погружение 

(а. , пм), представляет, элемент у Е Imm2/2 (n — 8, бе), ns = 

2° — 2, п > 5n, + 168, s > 6. Предположим, что задано отображение 
n-n * 

Naxa,n : Ма “ — А(Шх 1,1), при этом выполнено уравнение: 

З3(п-пз) ns = 

OF ры (y) = (TW arcdaxcdn Ma), кам [ха] (42) 

п—пз 

4 
Ш 

где накрывающее многообразие № 
n—Ns 

dxd 

N7 4 

N ка 

и отображение Nad N 

И > K(Iq x I,, 1) над отображением там определяются 
пп 5 

совершенно аналогичным понятиям в (40). Тогда элемент Jo j316 (y) 
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â ãðóïïå ImmZ/2[5]
(n − n−ns

2
, n−ns

2
) ïðåäñòàâëåí Z/2[5]�îñíàùåííûì

ïîãðóæåíèåì (h, Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò Qa × İa-ñòðóêòóðó.

Òåîðåìà 18. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]

(n − n−ns

2
, n−ns

2
), ns =

2s − 2, n > 5ns+84
3

, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå
ηQa×İa,N : Nn−n−ns

2 → K(Qa × İa, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:

Θk
Z/2[5](y) = 〈π∗

d×ḋ,Qa×İa,N
(η

n−ns
32

N )η̄
ns
2

d×ḋ,N
; [N̄d×ḋ]〉, (43)

ãäå íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå N̄
n−n−ns

2

d×ḋ
è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,N :

N̄
n−n−ns

2

d×ḋ
→ K(Id × İd, 1) íàä îòîáðàæåíèåì η[4],N îïðåäåëÿþòñÿ

àíàëîãè÷íî ïîíÿòèÿì â (40), (42). Òîãäà ýëåìåíò J
n−ns

32

Z/2[6](y) â ãðóïïå
ImmZ/2[6]

(ns, n − ns) ïðåäñòàâëåí Z/2[6]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì
(h, Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò áèêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.

Ñëåäñòâèå 19. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 6 (ò.å.
çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî ns âèäà 2s − 2, n > ns, s ≥ 6 è çàäàí ýëåìåíò
x ∈ Immsf (n − n−ns

32
, n−ns

32
), êîòîðûé äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà q =

ns

2
). Òîãäà ýëåìåíò

δk
Z[5] ◦ δk

Z[4] ◦ δk
Z[3] ◦ δk

Z/2[2](x), (44)

îïðåäåëåííûé ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîé êîìïîçèöèè
ãîìîìîðôèçìîâ (8) k = n−ns

32
, ïðåäñòàâëåí Z/2[5]�îñíàùåííûì

ïîãðóæåíèåì (g, Ψ, ηN), êîòîðîå äîïóñêàåò áèêâàòåðíèîííóþ
ñòðóêòóðó.

5 Ðåøåíèå Ïðîáëåìû Êåðâåðà
Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Îñíîâíàÿ Òåîðåìà
Ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l0 òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
l ≥ l0, n = 2l − 2, èíâàðèàíò Êåðâåðà, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (1)
òðèâèàëüíûé.
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п—пз N—Ns 

2) 2 

погружением (h, А, Ср), которое допускает Q, х Т, структуру. 

) представлен 2/2 -оснащенным в epynne Пит (п — 

Теорема 18. Предположим, что 2/2 оснащенное погружение 
N—Ns N—Ns [5] 

(9, U,nw), представляет элемент у Е Imm2/?" (п — а, OS), Из = 

2°—2,n > one Ва, 5 > 6. Предположим, что задано отображение 
. . Nn- 2s т . NQaxigN : N 2 — K(Q, x, 1), при этом выполнено уравнение: 

п—пз ns 

OF в) = (durin. (MN Жк Navel) (43) 
2 

п—пз 
ЧЕ — 

2de накрывающее многообразие №, и отображение Nad N 
n—Ns 

xd 

N7 2 

М ied 
И > K(Iq x I,, 1) над отображением там определяются 

аналогично понятиям в (40), (42). Тогда элемент J, 2. (у) 6 epynne Z/2161 
[6] 

Imm?" (пп — ns) представлен 2./2@-оснащенным погружением 

(h, Л, Ср), которое допускает, бикватернионную структуру. 

Следствие 19. Предположим, что выполнены условия Теоремы, 6 (т.е. 

задано натуральное число п. вида 2° —2, п > Пь, 8 > 6 и задан элемент 
8 n—n n-n = —_ т Е Imm! (п — ое, =), который допускает ретракцию порядка 4 = 

=). Тогда элемент 

k k k k 
9575) © Oz taj © дя © 07/202 (x), (44) 

определенный при помощи последовательной композиции 
— N—Ns 5 гомоморфизмов (8) К = po, представлен 2./2 оснащенным 

погружением (9,Ф,1м), которое допускает бикватернионную 

5 Решение Проблемы Кервера 

В этом разделе мы докажем следующий результат. 

Основная Теорема 

Существует натуральное [0 такое, что для произвольного натурального 
Г> Ilo, п = 21-2, инвариант Кервера, определенный формулой (1) 

тривиальный. 
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Çàìå÷àíèå
Ïðè óñëîâèè, ÷òî ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − 1, 1) äîïóñêàåò äåíàäñòðîéêó
ïîðÿäêà 27 − 1 = 127, Θ(x) = 0, ïðè l ≥ 9, ò.å. ïðè n ≥ 512.

Äîêàçàòåëüñòâî Îñíîâíîé Òåîðåìû
Îïðåäåëèì ns = 28 − 2 è îáîçíà÷èì n−ns

32
, n > ns ÷åðåç k. Î÷åâèäíî,

÷òî k = 0 (mod 8). Ïî Òåîðåìå 29 (Tåîðåìà î ðåòðàêöèè) ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå l0 òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî l ≥ l0
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ Immsf (n−k, k) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà
ns

2
= 27 − 1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l0 ≥

9. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíû ðàçìåðíîñòíûå óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå
â Òåîðåìàõ 6,17,18 ïî Cëåäñòâèþ 19, â êëàññå êîáîðäèçìà ýëåìåíòà
(44) ñóùåñòâóåò Z/2[5]-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), äîïóñêàþùåå
áèêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Lns ïîãðóæåíèÿ g,
dim(Lns) = ns. Ìíîãîîáðàçèå Lns ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì

ζQa×Q̇a
: Lns → K(Qa × Q̇a, 1). (45)

Ýòî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
îòîáðàæåíèé

ζQa×Q̇a
= ζQa × ζQ̇a

: Lns → K(Qa, 1)×K(Q̇a, 1). (46)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà. Ðàññìîòðèì îáðàçóþùèé êëàññ
êîãîìîëîãèé τQa×τQ̇a

∈ H8(K(Qa×Q̇a, 1);Z/2). Îáîçíà÷èì ζ∗
Qa×Q̇a

(ρQa×
ρQ̇a

) ∈ H8(Lns ;Z/2) ÷åðåç ρQa×Q̇a,L. Ðàññìîòðèì 16-ëèñòíîå íàêðûòèå
πtot,L : L̄ns

[2] → Lns . Èíäóöèðóåì êëàññ ρQa×Q̇a
íà íàêðûâàþùåå â êëàññ

π∗tot,L(ρQa×Q̇a,L) ∈ H8(L̄ns

[2];Z/2).

Ëåììà 20. Â ãðóïïå H8(L̄ns

[2];Z/2) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

π∗tot,L(ρQa×Q̇a,L) = ζ̄4
d×ḋ,L

. (47)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 20

Ðàññìîòðèì ýéëåðîâ êëàññ e∗(ζ̄d×ḋ) ðàññëîåíèÿ ζ̄d×ḋ. Ðàññëîåíèå ζ̄d×ḋ

èçîìîðôíà ñóììå Óèòíè 8 êîïèé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé, à èìåííî 4 êîïèé
ðàññëîåíèÿ κd è 4 êîïèé ðàññëîåíèÿ κḋ. Ëåììà äîêàçàíà, ïîñêîëüêó
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Замечание 

При условии, что элемент x Е Imm*!(n — 1,1) допускает денадстройку 

порядка 2’ — 1 = 127, O(x) = 0, при 1 > 9, т.е. при п > 512. 

Доказательство Основной Теоремы 

n—Ns po ® > Ns через К. Очевидно, 

что К = 0 (mod 8). По Теореме 29 (Теорема о ретракции) существует 

натуральное [0 такое, что для произвольного натурального | > Ip 

произвольный элемент 5 € [пит*/(п—К, К) допускает ретракцию порядка 

3 = 27 — 1. Не ограничивая общности будем считать, что Ip > 

9. Поскольку выполнены размерностные условия, сформулированные 

в Теоремах 6,17,18 по Следствию 19, в классе кобордизма элемента 

(44) существует 2/2 -оснашенное погружение (9, ®, пм), допускающее 

бикватернионную структуру. 

Рассмотрим многообразие самопересечения [/” погружения 90, 

Апт([/”*) = п.. Многообразие [/° снабжено отображением 

Со, ха, : L™ > К(@.х 9..1. (45) 

Это отображение представляется прямым произведением двух 

отображений 

Сохо, = Со. Х 6g, : L" > К(О, 0х К(О., 1). (46) 

Нам потребуется следующая лемма. Рассмотрим образующий класс 
когомологий та, X Ta, Е H®(K (Qa x Qa, 1); 2/2). Обозначим 6G хо (pa, Xx 

Определим п, = 2° — 2 и обозначим 

Pa,) © H®(L":;Z/2) через бо.хо,.г- Рассмотрим 16-листное накрытие 

Ttot,L : Г — L". Индуцируем класс ро,„о, на накрывающее в класс 

Tot, (Ро, хо. г) © Н“( Li; Z/2). 

Лемма 20. В группе AS (Li; Z/2) выполнено равенство: 

Ttot,L(PQqxQa.L) = Chea (47) 

Доказательство Леммы 20 

ry * к . г . к . Рассмотрим эйлеров класс е*(С„а) расслоения Сы. Расслоение Си 
изоморфна сумме Уитни 8 копий линейных расслоений, а именно 4 копий 

расслоения ка и 4 копий расслоения Ky. Лемма доказана, поскольку 
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êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄ns

[2];Z/2) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì
êëàññîì ðàññëîåíèÿ κd ⊕ κḋ.

Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå iK : K14 ⊂ Lns , äâîéñòâåííîå
êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó ρ29−2

Qa×Q̇a
∈ Hns−14(Lns ;Z/2). Ìíîãîîáðàçèå

K14 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì ζQa×Q̇a,K : K14 → K(Qa × Q̇a, 1), êîòîðîå
îïðåäåëåíî êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ζQa×Q̇a,L íà ïîäìíîãîîáðàçèå
K14 ⊂ Lns . Îïðåäåëåíî 16-ëèñòíîå íàêðûòèå πtot,K : K̄14

d×ḋ
→

K14. Îïðåäåëåí èíäóöèðîâàííûé õàðàêòèðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,K ∈
H2(K̄d×ḋ;Z/2) = ī∗

d×ḋ,Qa×Q̇a
(ζ̄d×ḋ,L).

Ôîðìóëà (41) ïðèîáðåòàåò âèä:

Θk
sf (y) = 〈ζ̄

ns
2

d×ḋ,L
; [L̄[2]]〉. (48)

Ïî Ëåììå 20 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (48) ðàâíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
÷èñëó

〈ζ̄7
d×ḋ,L

; [L̄d×ḋ]〉. (49)

Äîêàæåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (49) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íàä
ïðîñòðàíñòâîì K(Qa, 1) (K(Qa, 1)) îïðåäåëåíî 4-ìåðíîå ðàññëîåíèå ρQa

(ρQ̇a
) ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Qa (Q̇a), ñì. [A], ðàçäåë 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

íàä ïðîñòðàíñòâîì K(Qa × Q̇a, 1) = K(Qa, 1) × K(Q̇a, 1) òàêæå
îïðåäåëåíû 4-ìåðíûå ðàññëîåíèÿ χQa è χQ̇a

) ïî ôîðìóëå χQa =
p∗
Qa×Q̇a,Qa

(ρQa), χQ̇a
= p∗

Qa×Q̇a,Qa
(ρQ̇a

).
Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ìíîãîîáðàçèþ K14 ïðåäñòàâëåíî ñóììîé

Óèòíè

νK = (
ns − 14

8
)(ζQa,K ⊕ ζQ̇a,K)⊕ ΩK , (50)

ãäå ζQa,K = ζQa×Q̇a
(χQa), ζQ̇a,K = ζQa×Q̇a

(χQ̇a
), ΩK�îãðàíè÷åíèå

íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçÿ Lns íà ïîäìíîãîîáðàçèå K14 ⊂ Lns .
Ðàññëîåíèå ΩK èçîìîðôíî ñóììå Óèòíè k êîïèé 32�ìåðíîãî

ðàññëîåíèÿ ζ[6] ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2[6]. Ïîñêîëüêó k ≡ 0 (mod 8),
òî ðåäóêöèÿ p′1(ΩK) ∈ H4(K;Z/8) êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà p1(ΩK) ∈
H4(K;Z) â ãðóïïå êîýôôèöèåíòîâ Z/8 òðèâèàëüíî.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå −K14, êîòîðîå ïîëó÷åíî èç K14

èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F = id ∪ −id :
K14 ∪ −K14 → K14. Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå öèêëû [p1(νK)]op,
[p1(ν−K ]op) íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèé K14, −K14, ãäå
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когомологический класс Cy. 43, € A (Го: 02/2) является эйлеровым 
классом расслоения ка O Kj. 

Рассмотрим подмногообразие ix : КМ CL", двойственное 
9 _ 

когомологическому классу Po x0 Е H"s~4(L"s;Z/2). Многообразие 
а а 

К" снабжено отображением Cg .Q, x > К“ > К(О.х О.,1), которое 
определено как ограничение отображения Со, хо, р На подмногообразие 

КМ с Ls. Определено 16-листное накрытие лк : Kin > 

kK. Определен индуцированный характиристический класс („дк © 
Wie . _G я. 

Н“(К „в 2/2) = "ко, x, (баха,ь). 
Формула (41) приобретает вид: 

9.1(и) = (Ср: (Zell): (48) 

По Лемме 20 характеристическое число (48) равно характеристическому 

числу 

(Саха; [Laxdl): (49) 

Докажем, что характеристическое число (49) обращается в нуль. Над 

пространством А(©.,1) (К(©.,1)) определено 4-мерное расслоение pa, 

(ре,) со структурной группой Qa (9.), см. [A], раздел 2. Следовательно, 

над пространством K(Q, x 9,0 = K(Qa,1) x К(О.,1) также 
определены 4-мерные расслоения Ха, и Хо,) по формуле XQ, = 

PQ, Qu.Q,(P Qa): Хо. = Ро, хо. о, (Pq,): 

Нормальное расслоение к многообразию KM представлено суммой 
Уитни 

п. — 14 

8 
ик = ( )(Со..к Ф Со, к) ФОКк, (50) 

гле сок = бо.хо,(Х9.), Sank = бСо.ха.(Ха,). Як-ограничение 
нормального расслоения многообразя L”* на подмногообразие КМ С Ls, 

Расслоение Ок изоморфно сумме Уитни К копий 32-мерного 

расслоения Cj) со структурной группой Z/ 26]. Поскольку k = 0 (mod 8), 

то редукция р!(Ок) Е H*(K;Z/8) когомологического класса р1(Ок) Е 
H*(K;Z) в группе коэффициентов 2/8 тривиально. 

Рассмотрим многообразие —K™, которое получено из КИ 
изменением ориентации. Рассмотрим отображение К = id U —id 

K“U-K™“ - КМ. Вычислим характеристические циклы [р1(ик)|“Р, 
[pi(v_«|°?) нормального расслоения многообразий К“, -КМ, rae 
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”op” îáîçíà÷àåò äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå, íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå íà
ìíîãîîáðàçèè K14 îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (50), à íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
íà ìíîãîîáðàçèè −K14 îòëè÷àåòñÿ îðèåíòàöèåé (ñð. àíàëîãè÷íîå
âû÷èñëåíèå â Ïðåäëîæåíèè 41 èç [A]).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (49) íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü, òî öèêë

(ωQ×Q̇ ◦ F )∗([p1(νT )]op + [p1(ν−T )]op]) ∈ H10(K(Q× Q̇, 1);Z), (51)

ïðè ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó ñîäåðæèò ìîíîì 4u3 ⊗ v7 ∈ H3(K(Q, 1);Z) ⊗
H7(K(Q̇, 1);Z) ⊂ H10(K(Q × Q̇, 1);Z). Â ýòîé ôîðìóëå u7 ∈
H7(K(Q, 1);Z) = Z/8, v7 ∈ H7(K(Q̇, 1);Z) = Z/8 îáðàçóþùèå,
H7(K(Q, 1);Z) ⊗ H7(K(Q̇, 1);Z) ⊂ H14(K(Q × Q̇, 1);Z) � åñòåñòâåííîå
âêëþ÷åíèå.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ωQ⊕Q̇,∗([T ]) = u7 ⊗ v7 +
xu3 ⊗ v11 + . . . , ãäå x ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. (Ïî ñîîáðàæåíèÿì
ðàçìåðíîñòè, äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîìå÷åííûõ ñèìâîëîì . . . ,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ℵ íå ñîäåðæèò ýëåìåíò u3 ⊗ v7). Ïîëó÷èì:

F∗([p1(νT )]op) = 4u3 ⊗ v7 + 4xu3 ⊗ v7 + · · · ∈
H3(K(Q, 1);Z)⊗H7(K(Q̇, 1);Z) ⊂ H10(K(Q× Q̇, 1);Z),

F∗([p1(ν−T )]op) = 4xu3 ⊗ v7 + . . . .

Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

0 6= 4u3 ⊗ v7 + · · · = (ωQ×Q̇ ◦ F )∗([p1(νT )]op + [p1(ν−T )]op]).

Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå F íå êîáîðäàíòíî íóëþ. Íî ñ äðóãîé
ñòîðîíû,ïî êîíñòðóêöèè îòîáðàæåíèå F êîáîðäàíòíî íóëþ. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî öèêë (49) îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äîêàçàíî, ÷òî íà êëàññå îñíàùåííîãî êîáîðäèçìà x
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (6) ðàâíî íóëþ. Ïðîáëåìà Êåðâåðà ðåøåíà.

6 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 11 è 12
Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî ñî ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëèì
÷èñëî ns èç óñëîâèÿ Òåîðåìû 6. Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå
ZZ = Sn−n−ns

16
+3/i × Sn−n−ns

16
+3/i. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì ñòàíäàðòíûõ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ (mod 4). Çàìåòèì,
÷òî dim(ZZ) > n. Âûáåðåì âíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ ZZ ïîäìíîãîîáðàçèå
Z ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2, òàêîå, ÷òî Z âêëàäûâàåòñÿ â Rn,
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”ор” обозначает двойственность Пуанкаре, нормальное расслоение Ha 

многообразии К" определено по формуле (50), а нормальное расслоение 

на многообразии —К\ отличается ориентацией (ср. аналогичное 

вычисление в Предложении 41 из [А]). 
Докажем, что если характеристический класс (49) не обращается в 

нуль, то цикл 

(Wax 0 Е). (р (иг) + [pi (v—r)]"]) Е Нь(К(@ x Q,1);Z), — (51) 

при разложении по базису содержит моном 4из ® v7 Е Нз(К(©, 1); 2) ® 

Нт(К (©, 1);2) с Ay(K(Q x Q,1);Z). В этой формуле uz € 

H,(K(Q,1);Z) = 2/8, vr Е Hr(K(Q,1);Z) = 2/8 образующие, 
H,(K(Q,1);Z) ® H7(K(Q,1);Z) с На(К(©х 0,1: 2) - естественное 
включение. 

Без потери общности предположим, что Wagag,([T]) = ur @ v7 + 

Тиз ® чи + ..., где т произвольное целое число. (По соображениям 

размерности, для всех остальных элементов, помеченных символом ..., 

характеристический класс N не содержит элемент из ® V7). Получим: 

Е. ([р1 (иг) т) = 4из ® v7 + Атиз ® 1+ -.: Е 

H3(K(Q,1);Z) ® Нт(К(9,1);2) с Hio(K(Q x 9,1}; 2), 
F((pi(v_r)|°?) = Атиз ® v7 +.... 

Поэтому выполняется соотношение: 

07 dug @ 07 --- = WaxQ 0 Ё)»«(ркиг)] + [ркр-т)] 7]. 

В частности, отображение Г не кобордантно нулю. Но с другой 

стороны,по конструкции отображение РЁ кобордантно нулю. Полученное 

противоречие доказывает, что цикл (49) обращается в нуль. 

Доказано, что на классе оснащенного  кобордизма т 

характеристическое число (6) равно нулю. Проблема Кервера решена. 

6 Доказательство Теорем 11 и 12 

Начнем доказательство со следующей конструкции. Определим 
число п. из условия Теоремы 6. Рассмотрим многообразие 

ЕЕ = 576“ 3/1 x 5" "6+3 /1. Это многообразие является прямым 
произведением стандартных линзовых пространств (mod 4). Заметим, 
что dim(ZZ) > п. Выберем внутри многообразия ZZ подмногообразие 

Z с особенностями в коразмерности 2, такое, что вкладывается в В”, 
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â ÷àñòíîñòè, dim(Z) < n. Ïî ïîâîäó ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ñì.
[B-R-S].

Ðàññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè ZZ ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé

Zj, j = 0, . . . , jmax, jmax =
15n + ns + 64

32

ðàçìåðíîñòè n− n−ns

16
+ 4 è êîðàçìåðíîñòè n− n−ns

16
+ 2, îïðåäåëåííîå ïî

ôîðìóëå

Z0 = Sn−n−ns
16

+3/i× S1/i, Z1 = Sn−n−ns
16

+1/i× S3/i, . . . ,

Zj = Sn−n−ns
16

+3−2j/i× S2j+1/i, . . . , Zjmax = S1/i× Sn−n−ns
16

+3/i.

Âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà â ìíîãîîáðàçèå
ZZ îïðåäåëåíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé.

Îáúåäèíåíèå ∪jmax

j=0 Zj ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé {Zj} ìíîãîîáðàçèÿ
ZZ ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì (ñòðàòèôèöèðîâàííîûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2) ðàçìåðíîñòè n − n−ns

16
+ 4, êîòîðîå

îáîçíà÷èì Za×ȧ ⊂ ZZ.
Ðàññìîòðèì öåïî÷êó ïîäãðóïï

Id × İd

id×ḋ,a×ḋ−→ Ia × İd

ia×ḋ,a×ȧ−→ Ia × İa, (52)

êîòîðàÿ èíäóöèðóåò áàøíþ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

XX
pXX,Y Y−→ Y Y

pY Y,ZZ−→ ZZ. (53)

Îïðåäåëèì áàøíþ íàêðûòèé

Xd×ḋ

pY
a×ḋ−→ Ya×ḋ

pZa×ȧ−→ Za×ȧ. (54)

Ýòà áàøíÿ íàêðûòèé èíäóöèðîâàííà èç öåïî÷êè ïîäãðóïï (52)
ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ Za×ȧ ⊂ ZZ. Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùåå
ïðîñòðàíñòâî Xd×ḋ â áàøíå (54) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì
ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî
îïðåäåëåíî ÿâíûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé
â XX = RPn−n−ns

16
+3 × RPn−n−ns

16
+3, îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëå:

X0 = RPn−n−ns
16

+3 × RP1, . . . , Xj = RPn−n−ns
16

+3−2j × RP2j+1, . . .

Xjmax = RP1 × RPn−n−ns
16

+3.
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в частности, dim(Z) < п. По поводу многообразий с особенностями см. 

[B-R-S]. 
Рассмотрим в многообразии ZZ семейство подмногообразий 

15% + п. + 64 
2) 1 =0,... та max = >. jp J prreg J J 39 

размерности п — 

формуле 

Zo = SPE fix 51, = sre Hix S8/i, ..., 

n= 
— gr- 162 +3- 27/1 x SPT i, wees = 51/1 х Sr + /i., 

Z jac 

Вложение соответствующего подмногообразия семейства в многообразие 

ZZ определено как прямое произведение двух стандартных вложений. 

Объединение Une Zi; семейства подмногообразий {Z;} многообразия 
ZZ является полиэдром (стратифицированноым подмногообразием с 

особенностями в коразмерности 2) размерности п — "ти* + 4, которое 

обозначим Йаха C ZZ. 

Рассмотрим цепочку подгрупп 

Tax ty ИТ, xy 8" x hy (52) 

которая индуцирует башню 2-листных накрытий: 

хх уу У 1. (53) 

Определим башню накрытий 

аха 22а жа 

Хаха >? Laxd —? Lax (54) 

Эта башня накрытий индуцированна из цепочки подгрупп (52) 

при помощи вложения Zax, С ZZ. Таким образом, накрывающее 

пространство X,,; в башне (54) также является стратифицированным 

многообразием с особенностями в коразмерности 2. Это пространство 

определено явным образом как объединение семейства подмногообразий 

в ХХ = ЕР” ae +3 x ВР" a6" +8 определенных по формуле: 

Х = ВР 3х ВР! ..., =X) = ВР "в. 

Xing, = RP! x RP 
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Ñðåäíåå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî Ya×ḋ â áàøíå (54) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè â
êîðàçìåðíîñòè 2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà
ïîäìíîãîîáðàçèé â Y Y = Sn−n−ns

16
+3/i × RPn−n−ns

16
+3, îïðåäåëåííûõ ïî

ôîðìóëå:

Y0 = Sn−n−ns
16

+3/i× RP1, . . . , Yj = Sn−n−ns
16

+3−2j/i× RP2j+1, . . .

Xjmax = S1/i× RPn−n−ns
16

+3.

Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ηX : Xd×ḋ → K(Id × İd, 1), ηY :

Ya×ḋ → K(Ia × İd, 1), ηZ : Za×ȧ → K(Ia × İa, 1), ñîãëàñîâàííûå ñ
âêëþ÷åíèåì ïîäãðóïï (52) è áàøíåé íàêðûòèé (54). Îòîáðàæåíèå ηX

ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ηX,d × ηX,ḋ : Xd×ḋ →
K(Id, 1)×K(İd, 1). Îòîáðàæåíèå ηY ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
îòîáðàæåíèé ηY,a × ηY,ḋ : Ya×ḋ → K(Ia, 1) × K(İd, 1). Îòîáðàæåíèå ζZ

ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ζZ,a × ζZ,ȧ : Za×ȧ →
K(Ia, 1)×K(İa, 1).

Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè J . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Jj = Sn−n−ns

16
−2j+3 × S2j+1.

Ñôåðû Sn−n−ns
16

−2j+3, S2j+1 ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç Jj,1, Jj,2

ñîîòâåòñòâåííî. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Jj = Jj,1 × Jj,2

Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå iJj
: Jj,1×Jj,2 ⊂ S

n−ns
16

+3×S
n−ns

16
+3,

ãäå êàæäûé ñîìíîæèòåëü âêëþ÷àåòñÿ â ñôåðó-îáðàç êàê ñòàíäàðòíàÿ
ïîäñôåðà, ëåæàùàÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì
ïåðâûõ íåíóëåâûõ êîîðäèíàò. Îáúåäèíåíèå ∪jmax

j=0 Im(iJj
) îáðàçîâ âñåõ

ýòèõ âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷èì
÷åðåç J ⊂ S

n−ns
4

+3 × S
n−ns

4
+3.

Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå
ϕZ : Za×ȧ → J. (55)

Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕj : Zj → Jj.
Îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ (ñì. [A], ãëàâà 3,
Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ d):

pZj ,1 : S
n−ns

16
−2j+3/i → S

n−ns
16

−2j+3, (56)

pZj ,2 : S2j+3/i → S2j+3. (57)
Îòîáðàæåíèå ϕZj

îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ðàçâåòâëåííûõ
íàêðûòèé

ϕZj
= pZj ,1 × pZj ,2 : Zj = S

n−ns
16

−2j+3/i× S2j+1/i → Jj,1 × Jj,2.
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Среднее накрывающее пространство У; в башне (54) также 

является стратифицированным многообразием с особенностями в 

коразмерности 2. Это пространство является объединением семейства и т . _— nan 

подмногообразий в YY = S"~ 16° *3/i x RP" 16° *3, определенных по 
формуле: 

Yo = 5" "6" *3/i x ВР, ..., Yj) = 5" в" 43-71 х RPT, 

Хх, = Ах ВР" T+, 
Определены отображения nx : Хыа > K(la x Iu, 1), пу 

Уха > К(х Ia, 1), 72 : Zaxa > K(Ia X 1,1), согласованные с 

включением подгрупп (52) и башней накрытий (54). Отображение nx 
представлено прямым произведением отображений Nya Х Ny di Xaxd > 

К(Та,1)хкК (Та, 1). Отображение Ny представлено прямым произведением 

отображений Nya Х Пуд : Уха —® К(Т,1) x K(Ig,1). Отображение ¢z 
a 

представлено прямым произведением отображений Oza X Cza: Zaxa —® 

К (1..1) x К, 1). 
Определим многообразие с особенностями J. Для произвольного eng № 

1 = 0,.--,jmar определим пространство Л; = 5” 6"-743 х 57. 
_ п-пз 9; . 

Сферы 5”7 15“? 3, 5371 переобозначим для краткости через Jj1, Jj2 
соответственно. Справедлива формула J; = Ул xX 4,2 

. п—пз п—пз 

Определено стандартное включение iy, : Jj1XJj2 C Sw tex Set, 
где каждый сомножитель включается в сферу-образ как стандартная 

подсфера, лежащая в подпространстве с соответствующим числом 
Л . 

первых ненулевых координат. Объединение о’ Imi 7) образов всех 

этих вложений является искомым пространством, которое обозначим 
п—пз n—-n 

через JC S a 13 x Goat. 
Определим разветвленное накрытие 

PZ: Laxa >. (55) 

Для каждого J = 0,...,Jmaz определим отображение ф; : 1; — Jj. 

Определены стандартные разветвленные накрытия (см. [A], глава 3, 

Определение отображения 4): 

n—Ns Pz, 1: S 16 2543 1 _ os" ~ 2943 (56) 

Daya ЗА 5. (57) 
Отображение 7, определено как декартово произведение разветвленных 

накрытий 

Ns 

фи; = рад X ра: бу =S % 13/1 х 51 —>> Ул х У;2. 
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Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (55) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè
ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕZj

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé Zj â ìíîãîîáðàçèè ZZ.

Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

ϕY : Ya×ḋ → J. (58)

Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕj : Yj → Jj.
Îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ

pYj ,1 : Sn−n−ns
16

−2j+3/i → Sn−n−ns
16

−2j+3, (59)

pYj ,2 : RP2j+3 → S2j+3. (60)

Îòîáðàæåíèå ϕYj
îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ðàçâåòâëåííûõ

íàêðûòèé

ϕYj
= pYj ,1 × pYj ,2 : Yj = S

n−ns
16

−2j+3/i× RP2j+1 → Jj,1 × Jj,2.

Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (58) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè
ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕYj

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé Zj â ìíîãîîáðàçèè ZZ.

Îïðåäåëèì âëîæåíèå iJ : J ⊂ Rn. Ýòî âëîæåíèå ñòðîèòñÿ â
ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé òîðîâ â ñåìåéñòâî jmax + 1
åâêëèäîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn ðàçìåðíîñòè n− n−ns

4
+ 6, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà
ñîäåðæèò ïàðó ïðîñòðàíñòâ äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé Rn−n−ns

16
−2j+4,

R2j+2, ïåðåñåêàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ
ñîñåäíèìè íîìåðàìè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîðàçìåðíîñòè
2. Ïåðåñå÷åíèå â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåíüøèì (áîëüøèì) ñîñåäíèì íîìåðîì
òåðÿåò êîðàçìåðíîñòü 2 âäîëü ïåðâîãî (âòîðîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà
âûáðàííîé ïàðû. Âíóòðè ïðîñòðàíñòâà ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàíäàðòíûé òîð Jj ñ îáðàçóþùèìè âäîëü âûáðàííûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Îáúåäèíÿÿ ñåìåéñòâî âëîæåííèé
òîðîâ, ïîëó÷èì âëîæåíèå iJ .

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ dY : Ya×ḋ → Rn

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Z : Za×ȧ → Rn.
Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�
äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè iJ ◦ ϕZ : Za×ȧ → Rn, ïðè÷åì ñàìà äåôîðìàöèÿ
è åå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (ñì. àíàëîãè÷íîå
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Определено разветвленное накрытие (55) в результате склейки 

разветвленных накрытий фу по подпространствам  попарных 

пересечений семейства подмногообразий Z; в многообразии ZZ. 

Определим разветвленное накрытие 

фу: Уха. (58) 

Для каждого J = 0,...,Jmax определим отображение ф; : У; — Jj. 

Определены стандартные разветвленные накрытия 

n— 
. on— "22s 273 | n— PIs 2543 pron SSSR рен 59 

ру, 2: Rp2i+3 _ 92543 | (60) 

Отображение фу, определено как декартово произведение разветвленных 

накрытий 

ns 
фу, = рул X Py;2: Yj = 8 16 

~ 2543 i х ЮР27+! > Jia x 7,2. 

Определено разветвленное накрытие (58) в результате склейки 

разветвленных накрытий фу по подпространствам  попарных 

пересечений семейства подмногообразий 2; в многообразии ZZ. 

Определим вложение 77 : J С В". Это вложение строится в 

результате склейки стандартных вложений торов в семейство 7тах + 1 

евклидовых подпространств в В” размерности п — ^^ + 6, проходящих 

через начало координат. Подпространство с номером J семейства 

содержит пару пространств дополнительных размерностей В” 16° 2744, 

В?/+? пересекающихся в начале координат. Пара подпространств с 
соседними номерами пересекаются по подпространству коразмерности 

2. Пересечение в пространстве с меньшим (большим) соседним номером 

теряет коразмерность 2 вдоль первого (второго) подпространства 

выбранной пары. Внутри пространства с номером J семейства 

рассматривается стандартный Top J; с образующими вдоль выбранных 

дополнительных подпространств. Объединяя семейство вложенний 

торов, получим вложение 77. 

Конструкция отображения dy : У „1 — В" 

Сначала определим вспомогательное отображение dz : Laxa — R". 

Это отображение определено в результате малой регулярной PL-— 

деформации композиции 1ло фа: Zaxq — В", причем сама деформация 

и ее калибр = выбираются в процессе доказательства (см. аналогичное 
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ïîñòðîåíèå â [A], Ëåììà 24). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ d̂Z◦ϕY : Ya×ḋ → Rn

è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå dY : Ya×ḋ → Rn â ðåçóëüòàòå ìàëîé
ðåãóëÿðíîé PL�äåôîðìàöèè ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì ε′ <<
ε.

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xa×ḋ → Rn

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Y : Ya×ḋ → Rn.
Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�
äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè iJ ◦ ϕY : Ya×ḋ → Rn, ïðè÷åì ñàìà äåôîðìàöèÿ
è åå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (ñì. àíàëîãè÷íîå
ïîñòðîåíèå â [A], Ëåììà 24). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ d̂Y ◦ ϕX : Xd×ḋ →
Rn è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå dX : Yd×ḋ → Rn â ðåçóëüòàòå
ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äåôîðìàöèè ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì
ε′ << ε.

Ia × İd�ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xd×ḋ → Rn

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d̂Y : Ya×ȧ → Rn è
îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N̂(dY ). Ïîëèýäð N̂(dY ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç
∂N̂(dY ).

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xd×ḋ → Rn

è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(dX). Ïîëèýäð N(dX) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç
∂N(dX). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(dX) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè c êðàåì N(dX) =
NX,antigiag ∪NX,Γ ïî îáùåìó êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,Γ ÿâëÿåòñÿ
íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè
pNX,Γ

: NX,Γ → N̂(dY ).
2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,antidiag âîçíèêàåò

ïðè äåôîðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pYa×ḋ
: Xd×ḋ → Ya×ḋ

âíóòðè ðåãóëÿðíîé (ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà
d̂Y (Ya×ḋ).

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xd×ḋ → Rn

è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(dX). Ïîëèýäð N(dX) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç
∂N(dX). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(dX) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè c êðàåì N(dX) =
NX,antigiag ∪NX,Γ ïî îáùåìó êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:
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построение в [А], Лемма 24). Рассмотрим композицию dzoypy : Уд — В” 
и определим искомое отображение dy : У „у — В" в результате малой 

регулярной РГ-длеформации этой композиции калибра =’, причем =’ << 

5. 

Конструкция отображения 4х: Х „> В" 

Определим вспомогательное отображение Чу : У —> В". 
Это отображение определено в результате малой регулярной PL-— 

деформации композиции 47 о фу : У, -> В", причем сама деформация 

и ее калибр = выбираются в процессе доказательства (см. аналогичное 

построение в [A], Лемма 24). Рассмотрим композицию dy о px : Xavj 
В” и определим искомое отображение dx : Ук: — Е" в результате 

малой регулярной Р[-деформации этой композиции калибра =', причем 

el << Е. 

I, x Т.-структура для отображения dx : X,,.; — В" 

Рассмотрим полиэдр самопересечения отображения dy : Уха —* Ви 

обозначим его через N(dy). Полиэдр N(dy) является многообразием с 
особенностями (в коразмерности 2) с краем, этот край обозначим через 

ON(dy). 

Рассмотрим полиэдр самопересечения отображения dx : Хи — В" 

и обозначим его через М(4ах). Полиэдр N(dx) является многообразием с 
особенностями (в коразмерности 2) с краем, этот край обозначим через 

ON(dx). Многообразие с особенностями с краем N(dx) представляется 
в объединение двух многообразий с особенностями с краем N(dx) = 

Мхапидаа U №хг 10 общему краю, таким образом, что: 

1. Многообразие с особенностями с краем М№хг является 

накрывающим пространством при регулярном 4-листном накрытии 

Рмхг : Мхг > N(dy). 
2. Многообразие с особенностями с краем NY antidiag возникает 

при деформации двулистного накрытия py, : Хаха - Ума 

внутри регулярной (погруженной) окрестности неособых точек полиэдра, 

dy (Yay) 

Рассмотрим полиэдр самопересечения отображения dx : Хи — В" 

и обозначим его через N(dx). Полиэдр N(dx) является многообразием с 
особенностями (в коразмерности 2) с краем, этот край обозначим через 
ON(dx). Многообразие с особенностями с краем N(dx) представляется 
в объединение двух многообразий с особенностями с краем N(dx) = 

Nx. antigiag U Nx,r по общему краю, таким образом, что: 
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1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,Γ ÿâëÿåòñÿ
íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè
pNX,Γ

: NX,Γ → N(dY ).
2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,antidiag âîçíèêàåò

ïðè äåôîðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pX âíóòðè ðåãóëÿðíîé
(ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà dY (Ya×ḋ).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç Ëåììû 24 [A], îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ζa×ḋ,N(dX) : (N(dX), ∂N(dX)) → (K(Ia × İd, 1), K(Id × İd, 1)). (61)

Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ íà NX,antidiag ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîåííûì îòîáðàæåíèåì
íà NY,Γ, ïî àíòèäèàãîíàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå óêàçàííûé
îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(dX) îïðåäåëÿþòñÿ
êîìïîçèöèåé ∂N(dX) ⊂ Xd×ḋ

ηX
d×ḋ−→ K(Id × İd, 1). Îòîáðàæåíèå (61)

îïðåäåëÿåò Ia × İd ñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ dX .

Ia × İa�ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ dY : Ya×ḋ → Rn

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîñòðîåíèþ, îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ
îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(dY ) è îòîáðàæåíèå

ζa×ȧ,N(dY ) : (N(dY ), ∂N(dY )) → (K(Ia × İa, 1), K(Ia × İd, 1)). (62)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(dY ) îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé ∂N(dY ) ⊂
Ya×ḋ

ηY
a×ḋ−→ K(Ia × İd, 1). Îòîáðàæåíèå (62) îïðåäåëÿåò Ia × İd ñòðóêòóðó

äëÿ îòîáðàæåíèÿ dY .

Êîíñòðóêöèÿ Z/2[2]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ Ia × İd�
ñòðóêòóðîé â Òåîðåìå 11
Ïóñòü çàäàíî Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

16 #
Rn. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,N : Nn−n−ns

16 →
K(Id × İd, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå (29). Îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,N

îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,X :

Nn−n−ns
16 → Xd×ḋ, ïîñêîëüêó Xd×ḋ âêëàäûâàåòñÿ â K(Id × İd, 1) êàê

îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò ìåíüøèé
îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n − n−ns

16
+ 1 =

dim(N) + 1.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ dX ◦ ηd×ḋ,X : Nn−n−ns

16 → Rn è ðàññìîòðèì
ìàëóþ äåôîðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1 â êëàññå
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1. Многообразие с особенностями с краем М№хг является 

накрывающим пространством при регулярном 4-листном накрытии 

ВРм№хг : Мхг —> N(dy). 

2. Многообразие с особенностями с краем NY antidiag возникает 

при деформации одвулистного накрытия Px внутри регулярной 

(погруженной) окрестности неособых точек полиэдра dy(Y,, а). 

Повторяя рассуждения из Леммы 24 [А], определим отображение 

Схамцах) : (N(dx), ЭМ(ах)) > (К (Ia x Ta, 1), Ка x 1,1). (61) 

Это отображение определено в результате склейки характеристического 

отображения на Nx antidiag С предварительно построенным отображением 

на Nyr, по антидиагональной части границы, где указанный 

отображения гомотопны. Граничные условия на ON(dx) определяются 

композицией ON(dx) C Хыд a K (Ig x Ig, 1). Отображение (61) 

определяет I, x 1, структуру для отображения dy. 

Т, x структура для отображения dy : У а 7 В" 

Аналогично предыдущему построению, определим многообразие с 
особенностями с краем N(dy) и отображение 

Caxa,N (dy) : (N(dy), ON (dy)) —? (К (Ia х Г, 1), К (Ia x Ty, 1)). (62) 

Граничные условия на ON (dy) определяются композицией ON (dy) С 
ny, ; ; 

Youd — Кл x 1, 1). Отображение (62) определяет I, x Iy структуру 
a 

для отображения dy. 

Конструкция 27/2 оснащенного погружения c I, x L- 

структурой в Теореме 11 

n—Ns 

Пусть задано 2/2 -оснашенное погружение (g,V,nyv), 9 : №" 1 9> 
n—ns 

IR". По условию теоремы задано отображение ам : М во — 

K(Ig x 14,1), при этом выполнено уравнение (29). Отображение мам 
определяет однозначно (с точностью до гомотопии) отображение „ах: 

n—ns 

№5 = Xj, поскольку X,,; вкладывается в K(Iy x 14,1) как 
остов стандартного клеточного разбиения, который содержит меньший 
остов стандартного клеточного разбиения размерности п — “FZ +1 = 
dim(NV) - 1. 

Рассмотрим композицию dx о ймах : №" 6" — В" и рассмотрим 
малую деформацию этого отображения в погружение 91 в классе 
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ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns
16 # Rn. Êàëèáð δ

äåôîðìàöèè dX ◦ηd×ḋ,X 7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî ìåíüøèì ε′. Ïîãðóæåíèå
g1 ñíàáæåíî Z/2[2]�îñíàùåíèåì Ψ1 c òåì æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò â ãðóïïå ImmZ/2[2]

(n −
n−ns

16
, n−ns

16
) ýëåìåíò y.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−n−ns
8 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ

g1. Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

Ln−n−ns
8 = L

n−n−ns
8

cycl ∪ L
n−n−ns

8

d×ḋ
(63)

ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå L
n−n−ns

8
cycl ïîãðóæåíî â

ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(dX). Ìíîãîîáðàçèå
L

n−n−ns
8

d×ḋ
ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê

ïîëèýäðà dX(Xd×ḋ) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

πLd×ḋ
: L

n−n−ns
8

d×ḋ
→ Xd×ḋ (64)

ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (63) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð
â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
ïîãðóæåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ dX : Xd×ḋ → Rn (cì. àíàëîãè÷íîå Ïðåäëîæåíèå
20 èç [A]).

Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå

ζa×ḋ,L : Ln−n−ns
8 → K(Ia × İd), 1). (65)

Îòîáðàæåíèå ζa×ḋ çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (63). Íà
êîìïîíåíòå L

n−n−ns
8

cycl îòîáðàæåíèå ζa×ḋ,L îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì (61),
êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîãðóæåííóþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè N(dX) âíå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Íà
êîìïîíåíòå L

n−n−ns
8

d×ḋ
îòîáðàæåíèå ζa×ḋ,L îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé

L
n−n−ns

8

d×ḋ

πL
d×ḋ−→ Xd×ḋ

ηX−→ K(Id × İd, 1)
id×ḋ,a×ḋ−→ K(Ia × İd, 1).

Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëåäóåò
èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (61). Îòîáðàæåíèå
(65), îïðåäåëÿþùåå Ia × İd�ñòðóêòóðó Z/2[2]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëåíî.
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регулярной гомотопии данного погружения 4 : №" is 9+ В". Калибр 6 

деформации dx O14, 4. =» 91 выбирается много меньшим ='. Погружение 

gi снабжено 2/2 -оснащением V, с тем же характеристическим классом 
[2] 

NN, при этом тройка (91,91, пм) определяет в группе Ги?” (п 
N—Ns N—Ns те, qe") элемент у. 

—n 

Обозначим через L"-~3~ многообразие самопересечения погружения 

91. Определено разбиение 

n—ng п—пз n—nNs 

Les =D UL Ss (63) 

noms 

по общей границе. При этом многообразие Гена ® погружено в 

регулярную (погруженную) окрестность полиэдра N(dx). Многообразие 
n- n—ng 

Рака 
8 

полиэдра dx (X,,.j) так, что определено отображение 

погружено в регулярную (погруженную) регулярных точек 

n—Ns 

. 8 . = ; 
аха ` Рака dxd 

n—- 

TL (64) 

проекции этой части многообразия (63) на центральный полиэдр 

в рассматриваемой окрестности. Общая граница этих многообразий 

погружена в регулярную (погруженную) окрестность критических 

значений отображения dx : X,,4 — В" (см. аналогичное Предложение 

20 из [A]). 

Определим искомое отображение 

Сахар:  _ K(I, x Ty), 1). (65) 

Отображение С„„;зададим отдельно на компонентах разбиения (63). Ha 
nots 

компоненте Гена отображение („„аг определено отображением (61), 
которое продолжается на всю погруженную регулярную окрестность 
многообразия с особенностями N(dx) вне критических значений. На 

n—Nns 78 
п es компоненте Г,” отображение ¢,,.j,, определено композицией 

n— n—nsg TL 

pe ety BS Ka x a1) 8 К, x da I). 

На общей границе указанные отображения можно склеить, что следует 
из выполнения граничных условий для отображения (61). Отображение 
(65), определяющее I, x Та-структуру 2/2 -оснашенного погружения 

(91, 91, 7м) определено. 
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Êîíñòðóêöèÿ Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ áèöèêëè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé â Òåîðåìå 12
Ïóñòü çàäàíî Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

8 #
Rn, îïðåäåëÿþùåå ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]

(n − n−ns

8
, n−ns

8
). Ïî óñëîâèþ

òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηa×ḋ : Nn−n−ns
8 → K(Ia × İd, 1), ïðè ýòîì

âûïîëíåíî óðàâíåíèå (30). Îòîáðàæåíèå ηa×ḋ,N îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî
(ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,X : Nn−n−ns

8 → Xd×ḋ,
ïîñêîëüêó Xd×ḋ âêëàäûâàåòñÿ â K(Id × İd, 1) êàê îñòîâ ñòàíäàðòíîãî
êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé çàâåäîìî ñîäåðæèò ìåíüøèé îñòîâ
ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n− n−ns

8
+1 = dim(N)+

1.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ dY ◦ ηa×ḋ,Y : Nn−n−ns

8 → Rn è ðàññìîòðèì
ìàëóþ äåôîðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1 â êëàññå
ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns

8 # Rn. Êàëèáð δ
äåôîðìàöèè dY ◦ ηa×ḋ,Y 7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî ìåíüøèì ε′. Ïîãðóæåíèå
g1 ñíàáæåíî Z/3[3]�îñíàùåíèåì Ψ1 c òåì æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò â ãðóïïå ImmZ/2[3]

(n −
n−ns

8
, n−ns

8
) ýëåìåíò y.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−n−ns
4 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ

g1. Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

Ln−n−ns
4 = L

n−n−ns
4

cycl ∪ L
n−n−ns

4

a×ḋ
(66)

ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå L
n−n−ns

4
cycl ïîãðóæåíî â

ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(dY ). Ìíîãîîáðàçèå
L

n−n−ns
4

a×ḋ
ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê

ïîëèýäðà dY (Ya×ḋ) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

πLa×ḋ
: L

n−n−ns
4

a×ḋ
→ Ya×ḋ (67)

ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (66) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð
â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
ïîãðóæåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ dY : Ya×ḋ → Rn (cì. àíàëîãè÷íîå Ïðåäëîæåíèå
20 èç [A]).

Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå

ζa×ȧ,L : Ln−n−ns
4 → K(Ia × İa, 1). (68)

34

Конструкция 2/2 -оснащенного погружения с бициклической 

структурой в Теореме 12 

n—Ns 

Пусть задано 2/2 -оснашенное погружение (g,V,ny), 9: N"- => 9 
2/2 ( N—Ns N—Ns 

88 
n-n * 

теоремы задано отображение 7,7: N" в” — K(Iq X 14,1), при этом 

выполнено уравнение (30). Отображение 7,,.j vy определяет однозначно 

В”, определяющее элемент у Е Imm п — ). По условию 

n—Ns 
. n— . (с точностью до гомотопии) отображение мах : № 8 > Хуа, 

поскольку X,.j вкладывается в K (Iq x 14,1) как остов стандартного 
клеточного разбиения, который заведомо содержит меньший остов 
стандартного клеточного разбиения размерности п — "== +1 = dim(N)+ 

1. 
Рассмотрим композицию dy oN. jy : М" “= —> В" и рассмотрим 

малую деформацию этого отображения в погружение 9 в классе 
п-т 

регулярной гомотопии данного погружения g: М" `з 4 В". Калибр д 

деформации Ч4уой, „ду => 91 выбирается много меньшим =’. Погружение 

1 снабжен —оснащением WV, с тем же характеристическим кл м снабжено 2/3 -оснашением Ф1 с тем же характеристичес ассо 
[3] 

NN, при этом тройка (91, V1,NV) определяет в группе Imm2/?"'(n — 

nye, Sy) элемент у. 
n—-n 

Обозначим через [`` а“ многообразие самопересечения погружения 

91. Определено разбиение 

п—пз 

* UL 
n—nNs 

" (66) 
n—ns т— 

Иа = 
п— 

cycl axd 

n—Ns 

4 
n—- 

по общей границе. При этом многообразие Г погружено в 

регулярную (погруженную) окрестность полиэдра М№(4у). Многообразие 
n—Ns 

. 4 

axd 

полиэдра dy(Y,..;) Tak, что определено отображение 

погружено в регулярную (погруженную) регулярных точек 

n—nNs 

nF tr 3 L > (67) 
аха аха аха 

проекции этой части многообразия (66) на центральный полиэдр 

в рассматриваемой окрестности. Общая граница этих многообразий 

погружена в регулярную (погруженную) окрестность критических 

значений отображения dy : Ух: - В" (см. аналогичное Предложение 

20 из [A]). 

Определим искомое отображение 

n—Ns 

Сахар: "а > K(Iq x Iu, 1). (68) 
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Îòîáðàæåíèå ζa×ȧ çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (66). Íà
êîìïîíåíòå L

n−n−ns
4

cycl îòîáðàæåíèå ζa×ȧ,L îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì (62),
êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ
ñ îñîáåííîñòÿìè N(dY ). Íà êîìïîíåíòå L

n−n−ns
4

a×ȧ îòîáðàæåíèå ζa×ȧ,L

îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé

L
n−n−ns

4

a×ḋ

πL
a×ḋ−→ Ya×ḋ

ηY−→ K(Ia × İd, 1)
ia×ḋ,a×ȧ−→ K(Ia × İa, 1).

Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëåäóåò
èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (62). Îòîáðàæåíèå
(68), îïðåäåëÿþùåå Ia × İa�ñòðóêòóðó Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëåíî.

Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (29)
Ðàññìîòðèì Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1, Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå
âûøå. Ýòî Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò òîò æå ýëåìåíò y ∈
ImmZ/2[3]

(n − n−ns

16
, n−ns

16
). Ïî óñëîâèþ ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

16 ñíàáæåíî
îòîáðàæåíèåì ηd×ḋ,N : Nn−n−ns

16 → K(Id×İd, 1). Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå
Ln−n−ns

8 ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (65).
Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

2
η ⊂ Nn−n−ns

16 , (69)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
7(n−ns)

32 ∈
H

7(n−ns)
16 (Nn−n−ns

16 ;Z/2). Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå (îáùåãî ïîëîæåíèÿ)
gNη : N

n−n−ns
2

η # Rn, îïðåäåëåííîå êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ
g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (69). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lns

η ìíîãîîáðàçèå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðåäåëåíî âëîæåíèå
ïîäìíîãîîáðàçèé

Lns
η ⊂ Ln−n−ns

8 . (70)

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζa×ḋ,Lη
: Lns

η → K(Ia × İd, 1)

êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (65) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (70).
Çàìåòèì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (70) ïðåäñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêèé
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Отображение („ха зададим отдельно на компонентах разбиения (66). На 
т—7тз 

4 компоненте Level отображение („„а.г определено отображением (62), 

которое продолжается на всю регулярную окрестность многообразия 
— пла 

с особенностями N(dy). На компоненте 1” 
определено композицией 

axa отображение (Сахар 

n—ns TL 

О У (I, x 14,1) ‘axdiaxe K (Iq X Iq, 1). 
axd 

n—- 

На общей границе указанные отображения можно склеить, что следует 
из выполнения граничных условий для отображения (62). Отображение 
(68), определяющее I, x Т.-структуру 2/2 -оснашенного погружения 

(91, 91, 7м) определено. 

Проверка уравнения (29) 

Рассмотрим 2/2 -оснашенное погружение (91,1, йм), построенное 

выше. Это Z/ 2 оснащенное погружение определяет TOT же элемент у Е 
72/213] ( n—Ns 

16° 16 
n—- 

отображением кал : №" “16” > А (IgxIa, 1). Рассмотрим многообразие 

Imm Zs) По ‘условию многообразие №16“ снабжено п — 

n-n 

[`` в“ самопересечения погружения 91, снабженное отображением (65). 

Определим подмногообразие 

n—n n— s 

№ 7? CN (69) 

we T(n=ns) 

двойственное в смысле Пуанкаре  коциклу 1 ? Е 
Ти па) _ 

Н в“ (N"- "1°; Z/2). Рассмотрим погружение (общего положения) 
—— 

gn, : № ° 3% КВ", определенное как ограничение погружения 

91 на подмногообразие (69). Обозначим через Гл“ многообразие 

самопересечения погружения дм: Определено вложение 
подмногообразий 

Ns LC (70) 

Определено отображение 

Саха : Ly =? K(Iq x Iu, 1) 

как ограничение отображения (65) на подмногообразие (70). 
Заметим, что подмногообразие (70) представляет гомологический 
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êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ
7(n−ns)

32 ∈
H

7(n−ns)
8 (Ln−n−ns

8 ;Z/2).
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (27) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[2] = 〈ζ̄
ns
2

d×ḋ,Lη
; [L̄d×ḋ,η]〉. (71)

Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄ns

η,d×ḋ
íàä ìíîãîîáðàçèåì

(70) åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
16 è

åãî ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå Ãåðáåðòà)
ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó
η

15(n−ns)
32 ∈ H

15(n−ns)
16 (Nn−n−ns

16 ;Z/2). Óðàâíåíèå ðàâíåíèå (29)
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[2](y) = 〈η
ns
2

d×ḋ,Nη
; [Nη]〉, (72)

ãäå îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,Nη
: Nns

η → K(Id × İd, 1) îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå
îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ηd×ḋ,N íà ïîäìíîãîîáðàçèå (69).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
ðàâåíñòâ (71) (72) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òåîðåìà 11
äîêàçàíà.

Ëåììà 21. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,∗([L̄d×ḋ,η] ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (73)

ηd×ḋ,∗([L̄d×ḋ,η]) ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2) (74)

ðàâíû.

Ïåðåôîðìóëèðóåì ëåììó è äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Êëàññ
ãîìîëîãèé (74) ìîæíî îáîáùèòü è îïðåäåëèòü â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè,
áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Lns

η ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
Ïóñòü îïðåäåëåíî çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå R2r ñ

îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2 ðàçìåðíîñòè dim(R) = 2r, n
2
≤ 2r ≤ n−

n−ns

16
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,R : R2r → Xd×ḋ

ηX ,d×ḋ−→
K(Id × İd, 1).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå gR : R2r → Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé äåôîðìàöèåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ R2r

gd×ḋ,R−→→ Xd×ḋ

dX−→ Rn. Îïðåäåëåíî îðèåíòèðîâàííîå

36

В В T(n=ns) 
класс, двойственный в смысле Пуанкаре коциклу ¢ 32 Е 

7(п-пз) n—-Ns 

Н 8 (М в ;Z/2). 
Поэтому уравнение (27) эквивалентно следующему: 

n—=Ns rs _ 

м — (кал Lax): (71) 

Каноническое 2-листное накрывающее ire ; над многообразием 
n—Nns 

(70) естественно погружено в исходное многообразие № i и 

его фундаментальный цикл представляет (по Теореме Герберта) 

гомологический класс, двойственный в смысле Пуанкаре коциклу 
15(n—ns) 15(n—ns) —пз 

п зо Ее Hw (N"-“is*;Z/2). Уравнение равнение (29) 
эквивалентно следующему: 

Эла (у) = (ак, Nal): (72) 

где отображение хам, : №,° > K(Ta x Та, 1) определено в результате 

ограничения отображения 7/„ам на подмногообразие (69). 
Для доказательства теоремы осталось заметить, что правые части 

равенств (71) (72) равны. Это доказано в следующей лемме. Теорема 11 
доказана. 

Лемма 21. Классы гомологий 

Саха» (Шаха Е Mn, (К (Ta x lu, 1); Z/2), (73) 

Naxx (axa!) Е An, (Ak (а x Ty, 1); Z/2) (74) 

равны. 

Переформулируем лемму и докажем более общее утверждение. Класс 

гомологий (74) можно обобщить и определить в более общей ситуации, 

без предположения о TOM, что многообразие Г/,° является замкнутым. 

Пусть определено замкнутое ориентированное многообразие В?” с 

особенностями в коразмерности 2 размерности dim(R) = 2r, 5 < 2r <n— 

N—Ns .. Ber . nx dxd 6. Предположим, что задано отображение Nyy jp? В" > Хаха 

K (Ig x Iq, 1). 

Рассмотрим отображение ge : ПВ? — В" обшего положения, 

которое определено в результате малой деформацией общего положения 
Заха, В dx n 

? Хаха — В”. Определено ориентированное отображения А? 
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ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r ñàìîïåðåñå÷íèÿ îòîáðàæåíèÿ
gR. Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ T n−4r ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ gR. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûòèå T̄ n−4r →
T n−4r, ðàçâåòâëåííîå âäîëü êðàÿ. Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ζd×ḋ,T :

T̄ n−4r → K(Id × İd, 1) â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè ïîãðóæåíèÿ T̄ n−4r # R2r

ñ îòîáðàæåíèåì ηd×ḋ,R.
Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

ηd×ḋ,T,∗([T̄ ]) ∈ Hn−4r(K(Id × İd, 1);Z/2), (75)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (74). Êëàññ ãîìîëîãèé (73) òàêæå ìîæíî
îáîáùèòü íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

T n−4r = T n−4r
cycl ∪ T n−4r

d×ḋ
, (76)

àíàëîãè÷íîå ðàçáèåíèþ (63).
Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r öåëèêîì ëåæèò â

êîìïîíåíòå T n−4r

d×ḋ
è ïðîåêöèÿ

πTd×ḋ
: T n−4r

d×ḋ
→ Xd×ḋ (77)

àíàëîãè÷íàÿ îòîáðàæåíèþ (64), ïåðåâîäèò êðàé ∂T n−4r â ðåãóëÿðíóþ
÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè Xd×ḋ.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζa×ḋ,T : (T n−4r, ∂T n−4r) → (K(Ia × İd, 1), (K(Id × İd, 1)), (78)

àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ (65).
Ïîñêîëüêó êîðàçìåðíîñòü îòîáðàæåíèÿ gR ÷åòíà, è ìíîãîîáðàçèå

ñ îñîáåííîñòÿìè R2r ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, òî è ìíîãîîáðàçèå
ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì T n−4r òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.
Ñëåäîâàòåëüíî îòíîñèòåëüíûé êëàññ ãîìîëîãèé

ζa×ḋ,T,∗ : ([T n−4r, ∂T n−4r]) ∈ Hn−4r(K(Ia × İd, 1), (K(Id × İd, 1));Z/2)

ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ 2 ñîîòâåòñòâóþùåãî öåëî÷èñëåííîãî
êëàññà èç ãðóïïû Hn−4r(K(Ia × İd, 1), K(Id × İd, 1));Z).

Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ζa×ḋ,T íà êðàé ∂T n−4r ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â ïîäïðîñòðàíñòâå K(Id× İd, 1) ⊂ K(Ia× İd, 1). Îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî
öèêëà ζa×ḋ,T,∗([∂T n−4r]) ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè, êðàåì,
îïðåäåëÿåò íóëåâîé öèêë â ãðóïïå Hns−1(K(Id × İd, 1);Z/2), ïîñêîëüêó
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многообразие с особенностями Т”“" самопересечния отображения 

gr. Край ОТ” “ многообразия Т”_“" состоит из критических точек 
отображения gr. Определено каноническое 2-листное накрытие 1"`“" — 

Т"—4", разветвленное вдоль края. Определено отображение С» ат 

TT" — К ах Ig, 1) в результате композиции погружения Т”-4" 4» R2" 
с отображением 14,5 R- 

Определен класс гомологий 

Пахата ((Т]) Е Нь- (К (Ia x 1,1); 2/2), (75) 

обобщающий класс гомологий (74). Класс гомологий (73) также можно 
обобщить на рассматриваемый случай. 

Определено разбиение 

п—4т _ mn—4r n—4r 

Т —_- Я UT 4: (76) 

аналогичное разбиению (63). 
Край ОТ” “" многообразия с особенностями Т”`“" целиком лежит в 

компоненте ТГ wre и проекция 

. jpn—4r . 

Тиха у Та =? Хаха (77) 

аналогичная отображению (64), переводит край ОТ” “" в регулярную 

часть многообразия с особенностями Ху». 
Определено отображение 

хат : (I? OT")  (K (Ia x Та, 1), (K (Ia x Iu, 1), (78) 

аналогичное отображению (65). 
Поскольку коразмерность отображения дв четна, и многообразие 

с особенностями Д?” является ориентированным, то и многообразие 

с особенностями с краем Т”\“ также является ориентированным. 

Следовательно относительный класс гомологий 

хат : (r*", ЭТ") € Aly —ar(K (Ta x Lu, 1), (K (a x Lu, 1)); Z/2) 

является приведением по модулю 2 соответствующего целочисленного 

класса из группы Ни_4.(К (М x 1,1), A (Ta x Ta, 1)); 2). 
. > n—4r Ограничение отображения C,,.j-7 на край ОТ принимает значения 

в подпространстве А (Iq x Ii, 1)c K(x Ii, 1). Образ фундаментального 

цикла („„ат» (ОТ "—"]) многообразия с особенностями, краем, 

определяет нулевой цикл в группе Н„._1(К(мх 1,1); 2/2), поскольку 
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ëåæèò â îáðàçå íóëåâîé ãðóïïû Hn−4r−1(K(Id × İd, 1);Z) ïðè
ãîìîìîðôèçìå ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 (ñì. àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
â Ëåììå 16 èç [A]). Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,∗([T̄d×ḋ] ∈ Hn−4r(K(Id × İd, 1);Z/2) (79)

îïðåäåëåí.
Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû (75), (79) îïðåäåëåíû,

åñëè â êà÷åñòâå ìíîãîîáðàçèÿ R2r âûáðàòü ìíîãîîáðàçèå R2r
i =

RP2r−2i−1×RP2i+1, à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ηd×ḋ,R âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå
ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé

ηd×ḋ,Ri
: RP2r−2i−1 × RP2i+1 ⊂ Xj

ϕj−→ Xd×ḋ

ηd×ḋ,X−→ K(Id × İd, 1), (80)

ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ 2i ≤ 2r − 2, 0 ≤ j ≤ jmax.

Ëåììà 22. Îáîçíà÷èì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ηd×ḋ,Ri,∗([Ri]) ∈
H2r(K(Id × İd, 1);Z) ÷åðåç (2r − 2i− 1× 2i + 1).

�1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r− 2i− 1× 2i + 1) ∈ H2r(K(Id× İd, 1);Z),
çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (80) êëàññ ãîìîëîãèé (75), ëåæàùèé â òîé æå
ãðóïïå, ðàâåí (4r−4i−2− n

2
×4i+2− n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â ñêîáêàõ ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç ÷èñåë â ñêîáêàõ
îòðèöàòåëüíî.

�2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (79), îáîáùàþùèé êëàññ (73) äëÿ
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n − n+ns

2
,

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì (75), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (74).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 22
Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, êîòîðîå îïóñêàåòñÿ.
Óòâåðæäåíèå 2 âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX , ñì.
àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó (16) â [A]. Ëåììà 22 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 21
Íàáîð ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé (80) ïðè 2r = n − n+ns

2
ðåàëèçóåò âñå

ýëåìåíòû â ãðóïïå Hn−n−ns
2

(Xd×ḋ;Z). Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

2
η

îêàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, îòîáðàæåíèå gη : N
n−n−ns

2
η → Rn

êîáîðäàíòíî äèçúþíêòíîìó íàáîðó ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé
(80) â êëàññå îòîáðàæåíèé îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
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лежит в образе нулевой группы Н„_м_1(К(а x 1,1);2) при 

гомоморфизме приведения по модулю 2 (см. аналогичное утверждение 
в Лемме 16 из [A]). Следовательно, класс гомологий 

Сика«(Т ха € Ay —ar(K (Ta x Ia, 1); Z/2) (79) 

определен. 
В частности, характеристические классы (75), (79) определены, 

если в качестве многообразия П? выбрать многообразие В? = 
ЕР?” 1х ВР2ЕТ, а в качестве отображения Ny, j выбрать произвольное 
стандартное отображение, определенное как декартово произведение 
покоординатных вложениий 

Паха,х . . Y. . 

Naxd.p, КР x RP CX; Ха = К(@х1,1), (80) 

при произвольных значениях 1,71, 0 < 21 < 27-2, 0 < 79 < maw. 

Лемма 22. Обозначим образ фундаментального класса Nay dp, »(LRi]) Е 

Н»(К (Ia х 1,1); 2) через (№ — 2i -—1 x 2141). 
-1. Для класса гомологий (2 —2i —1 x 2-1) Е Ho,(K (ах 1,1): 2), 

заданного отображением (80) класс гомологий (75), лежащий в той же 
группе, равен (4т —4—2—5 x 4i+2—4), если оба числа в скобках строго 

положительные, и равен нулю, если хотябы одно ‘из чисел в скобках 
отрицательно. 

—2. Характеристический класс (79), обобщающий класс (73) для 

ориентированных многообразий с особенностями при 2r = п — "т I 

совпадает, с классом (75), обобщающий тарактеристический класс (74). 

Доказательство Леммы 22 

Утверждение 1 доказывается прямым вычислением, которое опускается. 
Утверждение 2 вытекает из построения отображения dx, см. 
аналогичную формулу (16) в [А]. Лемма 22 доказана. 

Доказательство Леммы 21 

Набор стандартных отображений (80) при 2" = п — "Е" реализует все 
n—ns п 

элементы в группе H, п. (Хх 2). Поскольку многообразие № ? 
2 

оказывается ориентированным, отображение g, : № ° — № 

кобордантно  дизъюнктному набору стандартных отображений 

(80) в классе отображений ориентированных многообразий с 
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îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû
îòîáðàæåíèÿ ïðè êîáîðäèçìå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà (73) (74) ðàâíû. Ëåììà 21 äîêàçàíà.

Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (30)
Ðàññìîòðèì Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1, Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå
âûøå. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]

(n − n−ns

8
).

Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
8 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì ηa×ḋ,N : Nn−n−ns

8 →
K(Ia × İd, 1). Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns

4 ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (68).

Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

2
η ⊂ Nn−n−ns

8 , (81)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
3(n−ns)

32 ∈
H

3(n−ns)
8 (Nn−n−ns

8 ;Z/2). Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå (îáùåãî ïîëîæåíèÿ)
gNη : N

n−n−ns
2

η # Rn, îïðåäåëåííîå êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ
g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (81). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lns

η ìíîãîîáðàçèå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðåäåëåíî âëîæåíèå
ïîäìíîãîîáðàçèé

Lns
η ⊂ Ln−n−ns

4 . (82)

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζa×ȧ,Lη : Lns
η → K(Ia × İa, 1)

êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (68) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (82).
Çàìåòèì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (82) ïðåäñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêèé
êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ

3(n−ns)
16 ∈

H
3(n−ns)

4 (Ln−n−ns
4 ;Z/2). Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄ns

η

íàä ìíîãîîáðàçèåì (82) åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå
Nn−n−ns

8 è åãî ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå
Ãåðáåðòà) ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå
êîöèêëó η

7(n−ns)
32 ∈ H

7(n−ns)
8 (Nn−n−ns

8 ;Z/2). Óðàâíåíèå (28) ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[3](y) = 〈ζ̄
ns
2

d×ḋ,Lη
; [L̄d×ḋ,η]〉. (83)

39

особенностями в коразмерности 2. Характеристические классы 

отображения при кобордизме отображения сохраняются. Следовательно, 

характеристические числа (73) (74) равны. Лемма 21 доказана. 

Проверка уравнения (30) 

Рассмотрим 2/28-оснашенное погружение (91,1, йм), построенное 
[3] — 

выше. Это погружение определяет элемент у Е Imm7?"(n — "= и»). 
n—ns n—Ns 

Многообразие №” 8 снабжено отображением хам : М в = 
n—ns 

K(I, х 1,1). Рассмотрим многообразие L"” "7+ самопересечения 

погружения gi, снабженное отображением (68). 

Определим подмногообразие 

п—п n—- Ss n—ns 

№ 7? CN" Ss, (81) 

we 3(n=ns) 

двойственное в смысле Пуанкаре  коциклу 1 2 Е 
3(п-пз) _ п-т 

Hs (N"-"s~;Z/2). Рассмотрим погружение (общего положения) 
п— Bas 

gn, : № ° 4% В", определенное как ограничение погружения 

gi на подмногообразие (81). Обозначим через Гл“ многообразие 

самопересечения погружения дм: Определено вложение 
подмногообразий 

n—Ns 

Lye CLs, (82) 

Определено отображение 

Саха 1 LP? + K (Ia x Ta, 1) 

как ограничение отображения (68) на подмногообразие (82). 
Заметим, что подмногообразие (82) представляет гомологический 

. . 3(п-пз) 

класс, двойственный в смысле Пуанкаре коциклу С 5 
3(п-пз) n—Ns 

Н т (№ 1 ;2/2). Каноническое 2-листное накрывающее Гл“ 
над многообразием (82) естественно погружено в исходное многообразие 

n—ns 

N's” и ero фундаментальный цикл представляет (по Teopeme 

Герберта) гомологический класс, двойственный в смысле Пуанкаре 
n—Nns) 7(n—ns) n—ns ( 

коциклу т. 2 ЕН в (№ зв ;2/2). Уравнение (28) эквивалентно 
следующему: 

n—Ns 

9/308 (y) — (Саха! Lax dnl) (83) 
ns 
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Óðàâíåíèå ðàâíåíèå (30) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[3](y) = 〈η̄
ns
2

d×ḋ,Nη
; [Nd×ḋ,η]〉, (84)

ãäå ìíîãîîáðàçèå N̄d×ḋ,η è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,Nη
: Nd×ḋ,η → K(Id × İd, 1)

îïðåäåëåíû êàê 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ìíîãîîáðàçèåì N
n+ns

2 è
îòîáðàæåíèåì ηa×d,Nη : Nη → K(Ia × İd, 1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
ðàâåíñòâ (83) (84) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òåîðåìà 12
äîêàçàíà.

Ëåììà 23. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,Lη ,∗([L̄d×ḋ,η] ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (85)

η̄d×ḋ,∗([L̄d×ḋ,η]) ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2) (86)

ðàâíû.

Ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå 22.
Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû, àíàëîãè÷íûå (75), (79).

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî r, r = 1 (mod 2), îïðåäåëèì ñåìåéñòâî
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé R2r

i = S2r−4i+1/i × RP4i−1, 1 ≤ i ≤ r−2
2
,

2r ≤ n − n−ns

32
= dim(Ya×ḋ) − 4. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ηa×ḋ,R : R2r →

Ya×ḋ âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé

ηa×ḋ,Ri
: S2r−4i+1/i× RP4i−1 ⊂ Yj

ϕYj−→ Ya×ḋ

ηa×ḋ,Y−→ K(Ia × İd, 1), (87)

ïðè íåêîòîðûõ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ i ≤ r−2
2
, 0 ≤ j ≤ jmax.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå gR : R2r → Rn, êàê ðåçóëüòàò äåôîðìàöèè
îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dY ◦ηa×ḋ,R. Îïðåäåëåíî îðèåíòèðîâàííîå
ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì T 4r−n ðàçìåðíîñòè dim(T ) = 4r−
n, êàê ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ gd×ḋ,R. Ìíîãîîáðàçèå
ñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ñëóæèò êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì
íàêðûâàþùèì íàä ìíîãîîáðàçèåì T 4r−n. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå ñ
îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ïîãðóæåíî â ìíîãîîáðàçèå R2r, ïîýòîìó ïðåäåëåí
êëàññ ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,T,∗([T̄d×ḋ] ∈ H4r−n(K(Id × İd, 1);Z/2), (88)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (85).
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Уравнение равнение (30) эквивалентно следующему: 

n—Ns ns 

>в (у) = мам, [кат (84) 

где многообразие №„а„ и отображение yin, : Махал — Ка x Ta, 1) 

определены как 2-листное накрываюшее над многообразием №" и 
отображением 7аха,м, : №, > K (Ia X Iu, 1). 

Для доказательства теоремы осталось заметить, что правые части 
равенств (83) (84) равны. Это доказано в следующей лемме. Теорема 12 
доказана. 

Лемма 23. Классы гомологий 

бахаи *([Гахал € An, (K (Ia x Tu, 1); Z/2), (85) 

Пика» (Фажат)) © Hing (Ta x 1,1); Z/2) (86) 

равны. 

Потребуется лемма, аналогичная Лемме 22. 

Определим характеристические классы, аналогичные (75), (79). 

Для заданного натурального т, r = 1 (mod 2), определим семейство 

ориентированных многообразий В?" = 5" 1/1 x ВРАТ, | <i < =? 
n—n . . 2r ar <n— "Se = dim(Y,,4) — 4. В качестве отображения „хак: R —> 32 

Y „д выберем произвольное стандартное отображение, определенное как 

декартово произведение покоординатных вложениий 

Похав, 23° Ni x ВР CY; 2, BY i Tlaxdy K(I, x 14,1), (87) 

при некоторых произвольных значениях 1, 1, 0 <7 < ^^, 0 < 1 < фи. 

Определено отображение дв : В?" > В", как результат деформации 

общего положения отображения 4уо7 „в. Определено ориентированное 

многообразие с особенностями с краем Т“”-" размерности dim(T) = 4" — 

п, как многообразие самопересечения отображения 4... в. Многообразие 

с особенностями Т“”-” служит каноническим 2-листным разветвленным 

накрывающим над многообразием Т“”". Поскольку многообразие с 

особенностями Т“”-” погружено в многообразие В?", поэтому пределен 

класс гомологий 

Сахал» (Таха € F4p—n(K (Ta x 1, 1); Z/2), (88) 

обобщающий класс гомологий (85). 
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Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

ηd×ḋ,T,∗([T̄d×ḋ]) ∈ H4r−n(K(Id × İd, 1);Z/2), (89)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (86).
Ëåììà 24. Îáîçíà÷èì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ηa×ḋ,Ri,∗([Ri]) ∈
H2r(K(Ia × İd, 1);Z) ÷åðåç (2r − 4i + 1× 4i− 1).

�1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r− 4i + 1× 4i− 1) ∈ H2r(K(Ia× İd, 1);Z),
çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (87), êëàññ ãîìîëîãèé (89), ëåæàùèé â òîé
æå ãðóïïå, ðàâåí (4r − 8i + 2 − n

2
× 8i − 2 − n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â

ñêîáêàõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç
÷èñåë îòðèöàòåëüíî.

�2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (88), îáîáùàþùèé êëàññ (85) äëÿ
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n − n+ns

2
,

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì (89), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (86).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 24
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 22.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 23
Ðàññìîòðèì ïàðó ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëîé (81) è
ïåðåîáîçíà÷èì ýòó ïàðó ìíîãîîáðàçèé ÷åðåç

N
n−n−ns

2

η,[3] ⊂ N
n−n−ns

8

[3] . (90)

Ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

8

[3] ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì

ηa×ḋ,[3] : N
n−n−ns

8

[3] → K(Ia × İd, 1). (91)

Ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

8

[3] ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà
ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ln−n−ns

8 èç Òåîðåìû 11, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
Z/2[3]�îñíàùåííûì ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[2]�îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ (g1, Ψ1, ηN) ìíîãîîáðàçèÿ Nn−n−ns

16 , îïðåäåëåíîãî â óñëîâèè
Òåîðåìû 11.

Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
16 ÷åðåç N

n−n−ns
16

[2] . Ðàññìîòðèì
ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

4

η,[2] ⊂ N
n−n−ns

16

[2] , (92)
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Определен класс гомологий 

Пахал (Таха) € F4p—n (1 (Ta x Г, 1); Z/2), (89) 

обобщающий класс гомологий (86). 

Лемма 24. Обозначим образ фундаментального класса Nay dp, «(LRi]) Е 

Hy,(K (I, х 1,1); 2) через (2r — 4i +1 x 41 — 1). 
-1. Для класса гомологий (2r — 41+ 1x 4i—1) Е Ho,(K (Ig x Ig, 1);Z), 

заданного отображением (87), класс гомологий (89), лежащий в той 
же группе, равен (4т — 81 +2— 8% x 8% -2- 5), если оба числа в 2 
скобках строго положительные, и равен нулю, если тотябы одно из 
чисел отрицательно. 

—2. Характеристический класс (88), обобщающий класс (85) для 

ориентированных многообразий с особенностями при Эт = п — Bhs I 2 
совпадает, с классом (89), обобщающий тарактеристический класс (86). 

Доказательство Леммы 24 

Доказательство аналогично доказательству Леммы 22. 

Доказательство Леммы 23 

Рассмотрим пару многообразий, определенных формулой (81) и 

переобозначим эту пару многообразий через 

п— ros п—П—78 

№ na) CNS (90) 
nn n— 3 

Многообразие No 8 снабжено отображением 

n—Ns 

Naxéa) : МВ) > K(I, x Ig, 1). (91) 

n—Ns 

п в Многообразие Аз) с точностью до нормального кобордизма 
n—nNs 

совпадает с многообразием [” зв из Теоремы 11, т.е. является 

2/2 оснащенным многообразием самопересечения 2/2 -оснашенного 
n—Ns 

погружения (91, 1,7) многообразия N”~ 16° , определеного в условии 

Теоремы 11. 
n—Ns 

Переобозначим многообразие № "is через Noy 18 . Рассмотрим 
подмногообразие 

п— Пт п тия 

Аа“ CN” (92) 
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äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó η
3(n−ns)

32
N ,

ηN ∈ H2(N
n−n−ns

16

[2] ;Z/2). Îïðåäåëåíî ïîãðóæåíèå

gNη,[2]
: N

n−n−ns
4

η,[2] # Rn, (93)

êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (92).
Ìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
8

[3] , îïðåäåëåííîå â (90) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1. Ïîäìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
2

η,[3] ,
îïðåäåëåííîå â (90), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ (93).

Ïðèìåíèì Ëåììó 22 ê ãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó
ηd×ḋ,Nη,[2]

: Nη,[2] → Xd×ḋ ⊂ K(Id × İd, 1) (94)

è âû÷èñëèì êëàññ ãîìîëîãèé (91). Êëàññ ãîìîëîãèé (91) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Ëåììû 24, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ÷åòíîãî
ãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó êëàññû ãîìîëîãèé (85), (89) ëåæàò â
ãðóïïå, â êîòîðîé ÷åòíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ (94) îïðåäåëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ, îïèñàííûõ â Ëåììå
24. Ëåììà 23 äîêàçàíà.

7 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 17 è 18
Ïîñòðîåíèÿ â ýòîì ðàçäåëå àíàëîãè÷íû ïîñòðîåíèÿì ðàçäåëà 6. Íà÷íåì
äîêàçàòåëüñòâî ñî ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëèì ÷èñëî ns èç
óñëîâèÿ Òåîðåìû 6.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Y Y = Sn−n−ns
4

+5/Qa × Sn−n−ns
4

+5/i.
Ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îäíîðîäíîãî
êâàòåðíèîííîãî è ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî dim(Y Y ) > n.
Âûáåðåì âíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ Y Y ïîäìíîãîîáðàçèå Y ñ îñîáåííîñòÿìè
â êîðàçìåðíîñòè 4, òàêîå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Y âêëàäûâàåòñÿ â Rn. Â
÷àñòíîñòè, dim(Y ) < n.

Ðàññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè Y Y ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé

Yj, j = 0, . . . , jmax, jmax =
3n + ns + 24

16

ðàçìåðíîñòè (n− n−ns

4
+ 8) è êîðàçìåðíîñòè (n− n−ns

4
+ 2), îïðåäåëåííîå

ïî ôîðìóëå

Y0 = Sn−n−ns
4

+5/Qa × S3/i, Z1 = Sn−n−ns
4

+1/Qa × S7/i, . . . ,
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3(п-пз) 

двойственное в смысле Пуанкаре когомологическому классу Tin 32 5 

п—пз 

п 6 nn Е I? (Ny ;Z/2). Определено погружение 

n-n n- Ss 

IN, 12] : М> 4 9 В”, (93) 

как ограничение погружения 91 на подмногообразие (92). 
n—n n— 3 

Многообразие №; “ , определенное в (90) является многообразием 
n—Ns 

n 

самопересечения погружения gj. Подмногообразие М, 3 a, 

определенное в (90), является многообразием  самопересечения 

погружения (93). 
Применим Лемму 22 к гомологическому классу 

Пахан): Nase} — Xaxd © Ка x Va, 1) (94) 

и вычислим класс гомологий (91). Класс гомологий (91) удовлетворяет 
условиям Леммы 24, быть может, с точностью до прибавления четного 
гомологического класса. Поскольку классы гомологий (85), (89) лежат в 
группе, в которой четный элемент равен нулю, не ограничивая общности, 
можно предположить, что гомологический класс (94) определяется 
линейной комбинацией стандартных образующих, описанных в Лемме 

24. Лемма 23 доказана. 

7 Доказательство Теорем 17 и 18 

Построения в этом разделе аналогичны построениям раздела 6. Начнем 

доказательство со следующей конструкции. Определим число п, из 

условия Теоремы 6. 

Рассмотрим многообразие YY = 5” "1*+5/0, х 5" "1+5. 
Это многообразие является прямым произведением однородного 

кватернионного и линзового пространств. Заметим, что dim(YY) > п. 

Выберем внутри многообразия YY подмногообразие Y с особенностями 

в коразмерности 4, такое, что многообразие У вкладывается в В”. В 

частности, dim(Y) < п. 
Рассмотрим в многообразии УУ семейство подмногообразий 

3n +n, + 24 

16 

размерности (п — "= + 8) и коразмерности (п — "—^* + 2), определенное 

по формуле 

У 71=0,... , Лтах› Jmax = 

Yo = S" FH /Q, x S/i, Z,=8"-* “Ох S*/i, ..., 
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Yj = Sn−n−ns
4

+5−4j/Qa × S4j+3/i, . . . , Yjmax = S3/Qa × Sn−n−ns
4

+3/i.

Âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà â ìíîãîîáðàçèå
Y Y îïðåäåëåíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé.

Îáúåäèíåíèå ∪jmax

j=0 Yj ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé {Yj} ìíîãîîáðàçèÿ
Y Y ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì (ñòðàòèôèöèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4) ðàçìåðíîñòè n − n−ns

4
+ 8, êîòîðîå

îáîçíà÷èì YQa×İa
⊂ Y Y .

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó

Ia × İa

ia×ȧ,Qa×İa−→ Qa × İa, (95)

êîòîðàÿ èíäóöèðóåò 2-ëèñòíîå íàêðûòèå:

XX
pXX,Y Y−→ Y Y. (96)

Îïðåäåëèì íàêðûòèå

XIa×İa

pY
Qa×İa−→ YQa×İa

. (97)

Ýòî íàêðûòèå èíäóöèðîâàíî ïîäãðóïïîé (95) ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ
YQa×İa

⊂ Y Y . Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî XIa×İa
â

íàêðûòèè (97) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåì
ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåíî
ÿâíûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé â XX =
Sn−n−ns

4
+5/i× Sn−n−ns

4
+5/i, îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëå:

X0 = Sn−n−ns
4

+5/i× S3/i, . . . , Xj = Sn−n−ns
4

+5−4j/i× S4j+3/i, . . .

Xjmax = S3/i× Sn−n−ns
4

+5/i.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ZZ = Sn−n−ns
2

+5/Qa × Sn−n−ns
2

+5/Qa.
Ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îäíîðîäíûõ
êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî dim(ZZ) > n. Âûáåðåì
âíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ ZZ ïîäìíîãîîáðàçèå Z ñ îñîáåííîñòÿìè â
êîðàçìåðíîñòè 4, òàêîå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Z âêëàäûâàåòñÿ â Rn. Â
÷àñòíîñòè, dim(Z) < n.

Ðàññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè ZZ ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé

Zj, j = 0, . . . , j′max, j′max =
n + ns + 6

2

ðàçìåðíîñòè (n− n−ns

2
+ 8) è êîðàçìåðíîñòè (n− n−ns

2
+ 2), îïðåäåëåííîå

ïî ôîðìóëå

Z0 = Sn−n−ns
2

+5/Qa × S3/Qa, Z1 = Sn−n−ns
2

+1/Qa × S7/Qa, . . . ,
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У, — gr noms 1/0. x 5431, ...) У а. — 53/9 x gz roa +3 /i., 

Вложение соответствующего подмногообразия семейства в многообразие 

УУ определено как прямое произведение стандартных вложений. 

Объединение ОУ, семейства подмногообразий {Y;} многообразия 
УУ является полиэдром (стратифицированным подмногообразием с 

особенностями в коразмерности 4) размерности п — ">" + 8, которое 

обозначим Ус, „р, C YY. 
Рассмотрим подгруппу 

Lx, "ож ах О. хи, (95) 

которая индуцирует 2-листное накрытие: 

хх У уу. (96) 

Определим накрытие 

РУ xia 

XY, xi, Yo. xia: (97) 

Это накрытие индуцировано подгруппой (95) при помощи вложения 

Yo,xi, С YY. Таким образом, накрывающее пространство Ху, „1, B 

накрытии (97) также является стратифицированным многообразием 

с особенностями в коразмерности 4. Это пространство определено 

явным образом как объединение семейства подмногообразий в ХХ = 
n—Ns . _ППз . 

т а ‘8х 5" "4a ** /1, определенных по формуле: 

Хо = SOT FX 581, ..., XP = SMO Ax SBE, 

Ху, = S2/ix SPOT 1, 

Рассмотрим многообразие ZZ = 5%" +5/О, х 5" "55/0. 
Это многообразие является прямым произведением двух однородных 

кватернионных пространств. Заметим, что dim(ZZ) > п. Выберем 

внутри многообразия ZZ подмногообразие И с особенностями в 

коразмерности 4, такое, что многообразие вкладывается в В”. В 

частности, dim(Z) < п. 
Рассмотрим в многообразии ZZ семейство подмногообразий 

„д _ ТП 6 
2; 1=0,..., лаг» Imax = 9 

размерности (п — ">"* + 8) и коразмерности (п — *5"* + 2), определенное 

по формуле 

+s 5/0. x S?/Qa, Zi — бт = +s *T/Q, x 57/0, vey 
Zo = sn" 
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Zj = Sn−n−ns
2

+5−4j/Qa×S4j+3/Qa, . . . , Zj′max
= S3/Qa×Sn−n−ns

2
+3/Qa.

Âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà â ìíîãîîáðàçèå
ZZ îïðåäåëåíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé.

Îáúåäèíåíèå ∪j′max
j=0 Zj ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé {Zj} ìíîãîîáðàçèÿ

ZZ ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì (ñòðàòèôèöèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4) ðàçìåðíîñòè n − n−ns

4
+ 8, êîòîðîå

îáîçíà÷èì ZQa×Q̇a
⊂ ZZ.

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó

Qa × İa

iQa×İa,Qa×Q̇a−→ Qa × Q̇a, (98)

êîòîðàÿ èíäóöèðóåò 2-ëèñòíîå íàêðûòèå:

Y Y ′ p′
Y Y ′,ZZ−→ ZZ. (99)

Îïðåäåëèì íàêðûòèå

Y ′
Qa×İa

pZ
Qa×Q̇a−→ ZQa×Q̇a

. (100)

Ýòî íàêðûòèå èíäóöèðîâàíî ïîäãðóïïîé (98) ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ
ZQa×İa

⊂ ZZ. Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî Y ′
Qa×İa

â
íàêðûòèè (100) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåì
ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåíî
ÿâíûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé â Y Y ′ =
Sn−n−ns

2
+5/Qa × Sn−n−ns

2
+5/i, îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëå:

Y ′
0 = Sn−n−ns

2
+5/Qa × S3/i, . . . , Y ′

j = Sn−n−ns
2

+5−4j/Qa × S4j+3/i, . . .

Y ′
jmax

= S3/Qa × Sn−n−ns
2

+5/i.

Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ηX : XIa×İa
→ K(Ia × İa, 1), ηY : YQa×İa

→
K(Qa × İa, 1), ηY ′ : Y ′

Qa×İa
→ K(Qa × İa, 1), ηZ : ZQa×Q̇a

→ K(Qa ×
Q̇a, 1), ñîãëàñîâàííûå ñ âêëþ÷åíèÿìè ïîäãðóïï (98),(95) è íàêðûòèÿìè
(97),(100). Îòîáðàæåíèå ηX ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
îòîáðàæåíèé ηX,a × ηX,ȧ : XIa×İa

→ K(Ia, 1) × K(İa, 1). Îòîáðàæåíèå
ηY ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ηY,Qa × ηY,ȧ :
YQa×İa

→ K(Qa, 1) × K(İa, 1). Îòîáðàæåíèå ηY ′ ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ηY ′,Qa × ηY ′,ȧ : Y ′

Qa×İa
→ K(Qa, 1)×K(İa, 1).

Îòîáðàæåíèå ζZ ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé
ζZ,Qa × ζZ,Q̇a

: ZQa×Q̇a
→ K(Qa, 1)×K(Q̇a, 1).
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a 51/0. x 53 /О, ...) и. 

Imax = $°/Q, х5” "23 /О.. 
Вложение соответствующего подмногообразия семейства в многообразие 

ZZ определено как прямое произведение стандартных вложений. 

Z; = sr 

Л № № Объединение 0:7’ Z; семейства подмногообразий {2} многообразия 
ZZ является полиэдром (стратифицированным подмногообразием с 

особенностями в коразмерности 4) размерности п — ">" + 8, которое 

обозначим Яо, „о, © ZZ. 
Рассмотрим подгруппу 

Qa x 1, 23" Q, x Qu, (98) 

которая индуцирует 2-листное накрытие: 

р! / 

YY’ 5” ZZ. (99) 

Определим накрытие 

PZ . 
Qa x Qa 

Qaxie oP  ZQax Qa: (100) 

Это накрытие индуцировано подгруппой (98) при помощи вложения 

Zq,xi, С 44. Таким образом, накрывающее пространство uxt, B 

накрытии (100) также является стратифицированным многообразием 

с особенностями в коразмерности 4. Это пространство определено 

явным образом как объединение семейства подмногообразий в YY! = 

+50, х 5" "5/1, определенных по формуле: 

Yj = 98/9, х SB/i, ..., У" 7S +545 1Q x 5473 5, _ 

Yi = 53/9. x SP 2 Pi. 
Imax 

Определены отображения 7х : Хр, > AK (Ta x Т., 1), ny: YQ,xin — 

К(О. х Ia, 1), пу, : У — K(Q, x 1,1), nz : бо,хо, — К(О. х 

О., 1), согласованные с включениями подгрунн (98), (95) и накрытиями 

(97),(100). Отображение 7x представлено прямым произведением 

отображений Nx X Nx : Хр —> K(Ia,1) x K (Iy, 1). Отображение 

Пу представлено прямым произведением отображений Пуо, Х Nya 
Yo — K(Q,,1) x K (Iq, 1). Отображение Ny представлено прямым 

произведением отображений 7у/ о. Х Nya: У i, — К(О.,1)х К (Ia, 1). 

Отображение (7 представлено прямым произведением отображений 

67.0. Х (ро, : ZQ.xQ, — K(Qa, 1) x K (Qa, 1). 

ах 

axl 
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Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè JQa×İa
. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî JQa,j êàê äæîéí 3n+ns−16j+24
16

êîïèé êâàòåðíèîííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ïðè òåõ æå
çíà÷åíèÿõ j îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Jİa,j = S4j+3, äèôôåîìîðôíîå
ñòàíäàðòíîé 4j + 3�ìåðíîé ñôåðå, êîòîðîå óäîáíî ñåáå ïðåäñòàâëÿòü
êàê ïðîñòðàíñòâî äæîéíà j + 1 ýêçåìïëÿðîâ ñòàíäàðòíîé ñôåðû S3.
Ïðîñòðàíñòâî JQa,j × Jİa,j ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç JQa×İa,j.

Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå iJQa×İa,j
: JQa×İa,j ⊂ JQa,0 ×

Jİa,jmax
, ãäå ñîìíîæèòåëü JQa,j (Jİa,j) âêëþ÷àåòñÿ â äæîéí-îáðàç êàê

ñòàíäàðòíûé ïîääæîéí, ïîñòðîåííûé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà
îäíîðîäíûõ êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ (òðåõìåðíûõ ñôåð) ïðè
ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè. Îáúåäèíåíèå ∪jmax

j=0 Im(iJQa×İa,j
) îáðàçîâ âñåõ

ýòèõ âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷èì
÷åðåç JQa×İa

, JQa×İa
⊂ JQa,j × Jİa,j .

Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè JQa×Q̇a
. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî j = 0, . . . , j′max îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî J ′Qa,j êàê äæîéí
n+ns−8j+12

8
êîïèé êâàòåðíèîííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ïðè

òåõ æå çíà÷åíèÿõ j îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî J ′
Q̇a,j

, äèôôåîìîðôíîå
ïðîñòðàíñòâó äæîéíà j + 1 ýêçåìïëÿðà êâàòåðíèîííîãî îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ïðîñòðàíñòâî J ′Qa,j × J ′

Q̇a,j
ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ

êðàòêîñòè ÷åðåç JQa×Q̇a,j.
Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå iJQa×Q̇a,j

: JQa×Qa,j ⊂ J ′Qa,0 ×
J ′
Q̇a,j′max

, ãäå ñîìíîæèòåëè J ′Qa,j, J ′
Q̇a,j

âêëþ÷àþòñÿ â äæîéí-îáðàç êàê
ñòàíäàðòíûå ïîääæîéíû, ïîñòðîåííûå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà
îäíîðîäíûõ êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè.
Îáúåäèíåíèå ∪j′max

j=0 Im(iJQa×Q̇a,j
) îáðàçîâ âñåõ ýòèõ âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ

èñêîìûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç JQa×Q̇a
, JQa×Q̇a

⊂
J ′Qa,0 × J ′

Q̇a,j′max
.

Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

ϕY : YQa×İa
→ JQa×İa

. (101)

Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ϕY,j : YQa×İa,j → JQa×İa,j. (102)

Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (ñì. [A], ãëàâà 3,
Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c):

pYQa,j ,1 : Sn−n−ns
4

−4j+5/Qa → JQa,j, (103)
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Определим многообразие с особенностями „Ло, „1,. Для произвольного 

71 = 0...., таг определим пространство Je, как джойн Зи "ба 

копий кватернионного однородного пространства S?/Q,. При тех же 

значениях j определим пространство Л,, = 5“, диффеоморфное 
стандартной 47 + 3—мерной сфере, которое удобно себе представлять 

как пространство джойна 7 + 1 экземпляров стандартной сферы 53. 

Пространство Ja,,; Х Jj, ; переобозначим для краткости через Ja, xi, ;- 

Определено стандартное включение 17, 5, : Je.xiag © 9.0 Х 

р’ THE сомножитель Je,j; (Л.;) включается в джойн-образ как 
стандартный подджойн, построенный для соответствующего числа 

однородных кватернионных пространств (трехмерных сфер) при 

стандартной нумерации. Объединение О Im(i Je, xis.) образов всех 

этих вложений является искомым пространством, которое обозначим 

через JQ, Чья JQ, xig с Чо. x Л. . 

Определим многообразие с особенностями Jaya. Для 

произвольного 1 = 0.... определим пространство Ло, как джойн 

ПиН копий кватернионного однородного пространства S?/Q,. При 

тех же значениях 7 определим пространство Jo, диффеоморфное 

пространству джойна 7 + 1 экземпляра кватернионного однородного 

пространства 53/О.. Пространство Ло.) * Jo ; переобозначим для 

*/ 

Imax 

краткости через Jo ,Q, j- . 

Определено стандартное включение 17, 4, : JQuxQaj © Чао Х 

Jo, ›‚ где сомножители Jo, ;, Л. . включаются в джойн-образ как 
Оа,Лтах ad Qa,j 

стандартные подджойны, построенные для соответствующего числа 
однородных кватернионных пространств при стандартной нумерации. 

т! 

Объединение 07’ Ги Jonxg,,;) Образов всех этих вложений является 
а a> 

искомым пространством, которое обозначим через JQ vai, Ja,xa, С 

F000 Хи. 
Определим разветвленное накрытие 

ру: Уна, > aunty (101) 
Для каждого 7 = 0,...,Jmax определим отображение 

Фу: Уса =? JaQuxte,j: (102) 

Определено стандартное разветвленное накрытие (см. [А], глава 3, 

Определение отображения с): 

n—Ns _ 

PYqa i 5" Ча Лан (103) 
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Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (ñì. [A], ãëàâà 3,
Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ d):

pYİa,j ,1 : S4j+3/i → Jİa,j, (104)

Îòîáðàæåíèå (102) îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
îïèñàííûõ âûøå ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé (103), (104) ïî ïåðâîìó
ñîìíîæèòåëþ è ïî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ:

ϕYQa×İa,j
= pYQa,j ,1 × pYİa,j ,2 : Sn−n−ns

4
−4j+5/i× S4j+3/i →

JQa,j × Jİa,j = JQa×İa,j.

Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (101) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè
ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕYQa×İa,j

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé YQa×İa,j â ìíîãîîáðàçèè Y Y .

Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

ϕZ : ZQa×Q̇a
→ JQa×Q̇a

. (105)

Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , j′max îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ϕZQa×Q̇a,j
: ZQa×Q̇a,j → JQa×Q̇a,j. (106)

Îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ (ñì. [A], ãëàâà 3,
Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c):

pZQa,j ,1 : Sn−n−ns
2

−4j+5/Qa → JQa,j, (107)

pZQ̇a,j ,1 : S4j+3/Qa → JQ̇a,j. (108)

Îòîáðàæåíèå (106) îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
îïèñàííûõ âûøå ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé (107), (108) ïî ïåðâîìó
ñîìíîæèòåëþ è ïî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ:

ϕZQa×Q̇a
,j = pZQa,j ,1 × pZQ̇a,j ,2 : Sn−n−ns

2
−4j+5/Qa × S4j+3/Qa →

JQa,j × JQ̇a,j = JQa×Q̇a,j.

Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (105) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè
ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕZQa×Q̇a,j

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé YQa×İa,j â ìíîãîîáðàçèè ZZ.
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Определено стандартное разветвленное накрытие (см. [А], глава 3, 

Определение отображения 4): 

py, 12 S39 /im Si ys (104) 

Отображение (102) определено как декартово произведение 

описанных выше разветвленных накрытий (103), (104) по первому 

сомножителю и по второму сомножителю: 

п—пз 2: ст 1475 /1 x 5431 > 
PYq = Рус, т * PY; 

ах1а,1 а›2? 

Qed * Fiag = а, жь 
Определено разветвленное накрытие (101) в результате склейки 

разветвленных накрытий Фу; , По подпространствам попарных 

пересечений семейства подмногообразий Ус, в многообразии УУ. 

Определим разветвленное накрытие 
ХТ, 

92: о,ха, 7 JauxQa: (105) 

Для каждого j = 0,..-, ja, определим отображение 

ха бо. х@. ~ JQ. хо. (106) 

Определены стандартные разветвленные накрытия (см. [A], глава 3, 

Определение отображения с): 

n—Ns 

PZaqi1 * se? О — 9..1, (107) 

PZq, 1 9 Иа — Ла, (108) 

Отображение (106) определено как декартово произведение 

описанных выше разветвленных накрытий (107), (108) по первому 

сомножителю и по второму сомножителю: 

n— a 9/0. x 53/0 _ n—- 
—— хр. 2: хай — PZaaid Х Pa, 52 

Чад Х Чел = JQax Qa," 

Определено разветвленное накрытие (105) в результате склейки 

разветвленных накрытий $7,,., ПО подпространствам попарных 
а asJ 

пересечений семейства подмногообразий Ус, „1, ; в многообразии ZZ. 

46



Îïðåäåëèì âëîæåíèå iJQa×İa
: JQa×İa

⊂ Rn. Ýòî âëîæåíèå
ñòðîèòñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñåìåéñòâà ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé
ïðîñòðàíñòâ JQa×İa,j, 0 ≤ j ≤ jmax â ñåìåéñòâî jmax + 1 åâêëèäîâûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn ðàçìåðíîñòè 5(3n+ns+24)

16
+ 3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

íà÷àëî êîîðäèíàò. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì n > 5ns +
168, êîòîðîå âûïîëíåíî ïî óñëîâèþ Òåîðåìû 17. Ïðè óêàçàííîì
íåðàâåíñòâå ðàçìåðíîñòü åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî
ñåìåéñòâà ìåíüøå n.

Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ñîäåðæèò ïàðó ïðîñòðàíñòâ
äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé: R 5(3n+ns+24)

16
−5j−1, R5j+4, ïåðåñåêàþùèõñÿ

â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè
ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîðàçìåðíîñòè 4. Ïåðåñå÷åíèå
â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåíüøèì (áîëüøèì) ñîñåäíèì íîìåðîì òåðÿåò
êîðàçìåðíîñòü 4 âäîëü ïåðâîãî (âòîðîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà âûáðàííîé
ïàðû. Âíóòðè ïðîñòðàíñòâà ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå âëîæåíèé

iJQa,j
: JQa,j ⊂ R

5(3n+ns+24)
16

−5j−1, (109)

iJİa,j
: Jİa,j ⊂ R5j+4. (110)

Âëîæåíèå (109) îïðåäåëåíî êàê äæîéí 3n+ns+24−16j
16

êîïèé âëîæåíèé
Ìàññè S3/Qa ⊂ R4 (ñì. [A], ðàçäåë 3, Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c).
Âëîæåíèå (110) îïðåäåëåíî êàê ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå (4j + 3)�ìåðíîé
ñôåðû â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáúåäèíÿÿ ñåìåéñòâî ïîñòðîåííûõ
âëîæåííèé, ïîëó÷èì âëîæåíèå iJQa×İa

: JQa×İa
⊂ Rn.

Îïðåäåëèì âëîæåíèå iJQa×Q̇a
: JQa×Q̇a

⊂ Rn. Ýòî âëîæåíèå ñòðîèòñÿ
â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñåìåéñòâà ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ
JQa×Q̇a,j, 0 ≤ j ≤ j′max â ñåìåéñòâî j′max + 1 åâêëèäîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
â Rn ðàçìåðíîñòè 5(n+ns+12)

8
+ 3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì n > 5ns+84
3

, êîòîðîå âûïîëíåíî
ïî óñëîâèþ Òåîðåìû 18. Ïðè óêàçàííîì íåðàâåíñòâå ðàçìåðíîñòü
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ìåíüøå n.

Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ñîäåðæèò ïàðó ïðîñòðàíñòâ
äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé R

5(n+ns+12)
8

−5j−1, R5j+4, ïåðåñåêàþùèõñÿ
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè
ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîðàçìåðíîñòè 4. Ïåðåñå÷åíèå
â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåíüøèì (áîëüøèì) ñîñåäíèì íîìåðîì òåðÿåò
êîðàçìåðíîñòü 4 âäîëü ïåðâîãî (âòîðîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà âûáðàííîé
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Определим вложение iy, Ло С ИЕ”. Это вложение 
Оах1а QaXxIa 

строится в результате склейки семейства стандартных вложений 

пространств Ja, 0 < 7 < ра. в семейство Jmaz + 1 евклидовых 
n 5(3n+n,5 +24) 

подпространств в R” размерности 6 о + 3, проходящих через 

начало координат. Здесь мы воспользовались неравенством п > 5%, + 

ХТа,1 

168, которое выполнено по условию Теоремы 17. При указанном 

неравенстве размерность евклидовых пространств рассматриваемого 

семейства меньше 7. 

Подпространство с номером 7 семейства содержит пару пространств 
5(3n+ns+24) _к; . 

дополнительных размерностей: В в 1, 8574 пересекающихся 
в начале координат. Пара подпространств с соседними номерами 

пересекаются по подпространству коразмерности 4. Пересечение 

в пространстве с меныпим (болыпим) соседним номером теряет 

коразмерность 4 вдоль первого (второго) подпространства выбранной 

пары. Внутри пространства с номером Jj семейства рассматривается 

декартово произведение вложений 

5(Зп-+пз+24) 

Wang СВ в М, (109) 

iy Figg CRO. (110) 

. 24~16) . . Вложение (109) определено как джойн 24% копий вложений 
Масси S?/Q, С R‘* (см. [A], раздел 3, Определение отображения с). 
Вложение (110) определено как стандартное вложение (47 + 3)-мерной 
сферы в евклидово пространство. Объединяя семейство построенных 

вложенний, получим вложение 12; : Ло, ха, © В". 

Определим вложение 1 ох, Ло.хо, © В”. Это вложение строится 

в результате склейки семейства стандартных вложений пространств 

Ло,хо,. 0 < 1 < Imax В семейство Ли.» + 1 евклидовых подпространств 

в В" размерности аи) + 3, проходящих через начало координат. 

Здесь мы воспользовались неравенством й > ors t 84 которое выполнено 

по условию Теоремы 18. При указанном неравенстве размерность 

евклидовых пространств рассматриваемого семейства меньше п. 

Подпространство с номером 7 семейства содержит пару пространств 
5(n+nst12) к. . 

дополнительных размерностей В в 571 №57 пересекающихся 
в начале координат. Пара подпространств с соседними номерами 

пересекаются по подпространству коразмерности 4. Пересечение 

в пространстве с меныпим (болыпим) соседним номером теряет 

коразмерность 4 вдоль первого (второго) подпространства выбранной 
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ïàðû. Âíóòðè ïðîñòðàíñòâà ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå âëîæåíèé

iJ ′Qa,j
: J ′Qa,j ⊂ R

5(n+ns+12)
8

−5j−1, (111)

iJ ′
Q̇a,j

: J ′
Q̇a,j

⊂ R5j+4. (112)

Âëîæåíèå (111) îïðåäåëåíî êàê äæîéí n+ns+12−16j
8

êîïèé âëîæåíèé Ìàññè
S3/Qa ⊂ R4 (ñì. [A], ðàçäåë 3, Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c). Âëîæåíèå
(112) îïðåäåëåíî êàê äæîéí j + 1 êîïèè âëîæåíèÿ Ìàññè S3/Qa ⊂
R4. Îáúåäèíÿÿ ñåìåéñòâî ïîñòðîåííûõ âëîæåííèé, ïîëó÷èì âëîæåíèå
iJQa×Q̇a

: JQa×Q̇a
⊂ Rn.

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ cY ′
Qa×İa

: Y ′
Qa×İa

→ Rn

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂ZQa×Q̇a
: ZQa×Q̇a

→
Rn. Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�
äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè iJQa×Q̇a

◦ ϕZQa×Q̇a
: ZQa×Q̇a

→ Rn, ïðè÷åì
ñàìà äåôîðìàöèÿ è åå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà
(ñì. àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå â [A], Ëåììà 25). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ
d̂ZQa×Q̇a

◦ pY ′
Qa×İa

: Y ′
Qa×İa

→ Rn è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå
cY ′

Qa×İa
: Y ′

Qa×İa
→ Rn â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äåôîðìàöèè

ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì ε′ << ε.

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa
: XIa×İa

→ Rn

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Y : YQa×İa
→ Rn.

Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�
äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè iJQa×İa

◦ ϕYQa×İa
: YQa×İa

→ Rn, ïðè÷åì ñàìà
äåôîðìàöèÿ è åå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (ñì.
àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå â [A], Ëåììà 25). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ
d̂YQa×İa

◦ ϕXIa×İa
: XIa×İa

→ Rn è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå
dXIa×İa

: XIa×İa
→ Rn â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äåôîðìàöèè

ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì ε′ << ε.

Qa × İa�ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa
: XIa×İa

→ Rn

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĉYQa×İa
: YQa×İa

→
Rn è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N̂(dYQa×İa

). Ïîëèýäð N̂(dYQa×İa
) ÿâëÿåòñÿ
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пары. Внутри пространства с номером Jj семейства рассматривается 

декартово произведение вложений 

. S(ntnst12) 55 
о Ло.) с 6 "J ‘, (111) 

о . Jl 5j+4 Пе (112) 

. 12-16; . . Вложение (111) определено как джойн "+"! копий вложений Масси 
53/0. С R* (см. [A], раздел 3, Определение отображения с). Вложение 
(112) определено как джойн j + 1 копии вложения Масси 53/0, С 

В“. Объединяя семейство построенных вложенний, получим вложение 
> . . т 
VQ Qa . JQ.x On Cc R . 

Конструкция отображения cy) . :Y' . >В" 
ОахТа Ох 

Сначала определим вспомогательное отображение dz. : Z, + — 
QaxQa QaxQa 

В”. Это отображение определено в результате малой регулярной PL— 
} . oO . : > п деформации композиции 1 Jonxan © PZanxea бо, хо. В”, причем 

сама деформация и ее калибр = выбираются в процессе доказательства 

(см. аналогичное построение в [А], Лемма 25). Рассмотрим композицию 
ору, . : У’ . - В” и определим искомое отображение 

Оах1Та Осх! 

су: У vi, 7 В" в результате малой регулярной РГ-деформации 
ОахТа а а 

этой композиции калибра =', причем Е’ <<. 

Чо, xQa 

Конструкция отображения Cx Ху, хр 7 В 
Тах1фа ° 

7 . . т, Определим вспомогательное отображение dy : Ус - RY". 

Это отображение определено в результате малой регулярной PL-— 
} о о JR” деформации композиции 1 Joa xin © P¥ eux in Yo. xis В”, причем сама 

деформация и ее калибр = выбираются в процессе доказательства (см. 

аналогичное построение в [A], Лемма 25). Рассмотрим композицию 
dy, я, 9 PX, yi Хх, -? В” и определим искомое отображение 

а a a a 

Xi L.xi, —? R" в результате малой регулярной РГ-деформации 
a a 

этой композиции калибра =', причем Е’ << :. 

Ох Т.-структура для отображения CX i! Xi, xi, 7 В" 
xIa 

Рассмотрим полиэдр самопересечения отображения Cy, > 
ахГа : Ус ха, 

В" и обозначим его через № (dy, 4): Полиэдр № (dy, 4.) является 
a a a a 
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ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 4) ñ êðàåì, ýòîò êðàé
îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂N̂(dYQa×İa

).
Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa

: XIa×İa
→

Rn è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(cXIa×İa
). Ïîëèýäð N(cXIa×İa

) ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 4) ñ êðàåì, ýòîò
êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂N(cXIa×İa

). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì N(cXIa×İa

) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ
îñîáåííîñòÿìè c êðàåì N(cXIa×İa

) = NXIa×İa
,antigiag ∪NXIa×İa

,Γ ïî îáùåìó
êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NXIa×İa,Γ
ÿâëÿåòñÿ

íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè
pNX

Ia×İa,Γ
: NXIa×İa,Γ

→ N̂(cYQa×İa
).

2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NXIa×İa
,antidiag âîçíèêàåò

ïðè äåôîðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pYIa×İa
: XIa×İa

→ YQa×İa

âíóòðè ðåãóëÿðíîé (ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà
ĉYQa×İa

(YQa×İa
).

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa
: XIa×İa

→
Rn è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(cXIa×İa

). Ïîëèýäð N(cXIa×İa
) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò
êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂N(cXIa×İa

). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì N(cXIa×İa

) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ
îñîáåííîñòÿìè c êðàåì N(cXIa×İa

) = NXIa×İa,antigiag
∪ NXIa×İa,Γ

ïî îáùåìó
êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NXIa×İa
,Γ ÿâëÿåòñÿ

íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè
pNX

Ia×İa
,Γ

: NXIa×İa
,Γ → N(cYQa×İa

).
2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NXIa×İa

,antidiag âîçíèêàåò
ïðè äåôîðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pXIa×İa

âíóòðè ðåãóëÿðíîé
(ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà cYQa×İa

(YQa×İa
).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç Ëåììû 25 [A], îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,N(cX
Ia×İa

) : (N(cXIa×İa
), ∂N(cXIa×İa

)) →

(K(Qa × İa, 1), K(Ia × İa, 1)). (113)

Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ íà NXIa×İa

,antidiag ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîåííûì
îòîáðàæåíèåì íà NYQa×İa

,Γ, ïî àíòèäèàãîíàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå
óêàçàííûé îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(cXIa×İa

)
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многообразием с особенностями (в коразмерности 4) с краем, этот край 

обозначим через ON(dy, |, ). 
a a 

Рассмотрим полиэдр самопересечения отображения Cx a | Xo xi, — 

В” и обозначим ero через N(cx, ;). Полиэдр N(cx, , ) является 
a a ХТ I 

многообразием с особенностями (в коразмерности 4) с краем, этот 

край обозначим через ON (Cx, i, ): Многообразие с особенностями с 

краем № (ха, представляется в объединение двух многообразий с 

особенностями с краем N(cx, 4.) = Nx г по общему 

краю, таким образом, что: 
laxia jantigiag U Nx,, xia? 

1. Многообразие с особенностями с краем Nyx, , ‚ является 
a a> 

накрывающим пространством при регулярном 4-листном накрытии 

: М -). 
МХ г Xt, xia FP (Суон) 

2. Многообразие с особенностями с краем № Хх, antidiag ВОЗНИКаеТ 
а 

при деформации двулистного накрытия ру, 
а 

xia? 

x Та . Та х Ia ~ Qa x Ta 

внутри регулярной (погруженной) окрестности неособых точек полиэдра, 

СУ ХТа (Уз, хТа ) . 

Рассмотрим полиэдр самопересечения отображения с Ха, : Xo xi, — 

В" и обозначим его через N(cx Полиэдр N(cx, ;) является 
а а taxi, )* 

многообразием с особенностями (в коразмерности 2) с краем, этот 

край обозначим через ON(cx, ‚ ). Многообразие с особенностями с 
а а 

краем N(cx представляется в объединение двух многообразий с i.) Та ХТ 

особенностями с краем N(cx, 4.) = Nx 

краю, таким образом, что: 

1. Многообразие с особенностями с краем № ха, Является 

накрывающим пространством при регулярном 4-листном накрытии 

PNX, cig : Nx г? (су, cia) 

2. Многообразие с особенностями с краем № х,, 

при деформации двулистного накрытия PX,, 

Та Ха, ат ад М хр по общему 

Г Та XIq? 

xig ‚ат ад возникает 

„ Внутри регулярной 

(погруженной) окрестности неособых точек полиэдра cy. _. (Yo yi). 
Оа хТа Ох 

Повторяя рассуждения из Леммы 25 [А], определим отображение 

У: (М (сх JON (cx, ,)) > 
Сож, Мех ах) 

Та ХТа 

(К(О. x Ig, 1), Ка, х®,1)). (113) 

Это отображение определено в результате склейки характеристического 

отображения на Nyx, ; antidiag © предварительно построенным 
а a 

отображением на Ny, qr: HO антидиагональной части границы, где 
а а 

указанный отображения гомотопны. Граничные условия на ON (сх, sci ) 
a a 
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îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé ∂N(cXIa×İa
) ⊂ XIa×İa

ηX
Ia×İa−→ K(Ia × İa, 1).

Îòîáðàæåíèå (113) îïðåäåëÿåò Ia × İa ñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ
cXIa×İa

.

Áèêâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ cY ′
Qa×İa

: Y ′
Qa×İa

→
Rn

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîñòðîåíèþ, îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ
îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(cY ′

Qa×İa
) è îòîáðàæåíèå

ζN(cY ′
Qa×İa

) : (N(cY ′
Qa×İa

), ∂N(cY ′
Qa×İa

) →

(K(Qa × Q̇a, 1), K(Qa × İa, 1)). (114)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(cY ′
Qa×İa

) îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé

∂N(cY ′
Qa×İa

) ⊂ Y ′
Qa×İa

ηY ′
Qa×İa−→ K(Qa×İa, 1). Îòîáðàæåíèå (114) îïðåäåëÿåò

Qa × Q̇a ñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ cY ′
Qa×İa

.

Êîíñòðóêöèÿ Z[4]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ Qa×İa�ñòðóêòóðîé
â Òåîðåìå 17
Ïóñòü çàäàíî Z[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

4 #
Rn. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηa×ȧ,N : Nn−n−ns

4 →
K(Ia × İa, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå (42). Îòîáðàæåíèå ηa×ȧ,N

îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηa×ȧ,X :

Nn−n−ns
4 → XIa×İa

, ïîñêîëüêó XIa×İa
âêëàäûâàåòñÿ â K(Ia × İa, 1) êàê

îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò ìåíüøèé
îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n − n−ns

4
+ 1 =

dim(N) + 1.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ cXIa×İa

◦ ηXIa×İa
: Nn−n−ns

4 → Rn è
ðàññìîòðèì ìàëóþ äåôîðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1

â êëàññå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns
4 #

Rn. Êàëèáð δ äåôîðìàöèè cXIa×İa
◦ ηXIa×İa

7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî
ìåíüøèì ε′. Ïîãðóæåíèå g1 ñíàáæåíî Z/2[2]�îñíàùåíèåì Ψ1 c òåì æå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò
â ãðóïïå ImmZ[4]

(n− n−ns

4
, n−ns

4
) ýëåìåíò y.
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Xx. : . 

определяются композицией ОМ№(сх, i ) CX xi, ase K(Iq Xx 1,1). 

Отображение (113) определяет I, x 1, структуру для отображения 

сх Таха ° 

Бикватернионная структура для отображения cy  :У’ 
ОахТа QaxIa 

В” 

Аналогично предыдущему построению, определим многообразие с 
особенностями с краем № (cr, й ) и отображение 

aXta 

CN(ey | (Ney | ), ON (су. . ) > 
Qaxia Ig ХТа 

(К(9. x Qa; 1), K (Qa x 1,1). (114) 

Граничные условия на ON(cy _ ) определяются композицией 
QaxI a 

Nyt 

ON(cy. ) CY, 20 (О, x1, 1). Отображение (114) определяет 
Саха О. ха 

О. х О. структуру для отображения су’ 
Оах1а 

Конструкция 7-оснащенного погружения с Q, x L,-crpyKtypoit 

B Teopeme 17 

n—ns 

Пусть задано 2-оснашенное погружение (g,V,nv), g : №” 9 
n—Ns 

IR". По условию теоремы задано отображение хам : М 4 = 

К (1 x 1.,1), при этом выполнено уравнение (42). Отображение паха м 

определяет однозначно (с точностью до гомотопии) отображение Nax aX : 
n—ns 

№ "a — Ху у, поскольку Ху „р, вкладывается в K(I, x Т.,1) как 
остов стандартного клеточного разбиения, который содержит меныший 
остов стандартного клеточного разбиения размерности п — "5" + 1 = 
dim(NV) - 1. 

Рассмотрим композицию cx, © Nx, 4 г N™ “TT и 

рассмотрим малую деформацию этого отображения в погружение 91 
в классе регулярной гомотопии данного погружения 9 : М" "а“ 3» 
В”. Калибр 6 деформации сх +> 91 выбирается много [®) 

Та ХТа IX, <iq 

меньшим =’. Погружение 91 снабжено Z/2"!-ocnamennem V, с тем же 

характеристическим классом м, при этом тройка (91, V1, 7м№) определяет 
74] ( n-n n-n в группе Imm” (п — "ма, "4") элемент у. 
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−n−ns
2 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ

g1. Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

Ln−n−ns
2 = L

n−n−ns
2

cycl ∪ L
n−n−ns

2

Ia×İa
(115)

ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå L
n−n−ns

2
cycl ïîãðóæåíî

â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(cXIa×İa
).

Ìíîãîîáðàçèå L
n−n−ns

2

Ia×İa
ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ)

íåêðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïîëèýäðà dXIa×İa
(XIa×İa

) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå

πLIa×İa
: L

n−n−ns
2

Ia×İa
→ XIa×İa

(116)

ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (115) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð
â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
ïîãðóæåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa

: XIa×İa
→ Rn (cì. àíàëîãè÷íîå

Ïðåäëîæåíèå 21 èç [A]).
Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,L : Ln−n−ns
2 → K(Qa × İa), 1). (117)

Îòîáðàæåíèå ζQa×İa,L çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ
(115). Íà êîìïîíåíòå L

n−n−ns
2

cycl îòîáðàæåíèå ζQa×İa,L îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèåì (113), êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîãðóæåííóþ
ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè N(cXIa×İa

) âíå
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Íà êîìïîíåíòå L

n−n−ns
2

Qa×İa
îòîáðàæåíèå ζQa×İa,L

îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé

L
n−n−ns

2

Ia×İa

πX
Ia×İa−→ XIa×İa

ηX
Ia×İa−→ K(Ia × İa, 1)

iIa×İa,Qa×İa−→ K(Qa × İd, 1).

Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëåäóåò
èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (113). Îòîáðàæåíèå
(117), îïðåäåëÿþùåå Qa × İa�ñòðóêòóðó Z[4]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëåíî.

Êîíñòðóêöèÿ Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ
áèêâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé â Òåîðåìå 18
Ïóñòü çàäàíî Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

2 #
Rn, îïðåäåëÿþùåå ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]

(n − n−ns

2
, n−ns

2
). Ïî óñëîâèþ
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—пз n 

Обозначим через [2 многообразие самопересечения погружения 

91. Определено разбиение 

п—пз 

2 UL 
n—ns 

2 (115) 
Тоха 

n-Ns т— 

LY? = 
п— 

cycl 

n—Ns 

2 es n— 

по общей границе. При этом многообразие Г погружено 

в регулярную (погруженную) окрестность полиэдра N(cx, „; ). 
п— пп 

Многообразие L, 5” 

некритических точек полиэдра dx, , (Хх) так, что определено 
a a 

отображение 

погружено в регулярную (погруженную) 

п—пз 

2 > Xy 

TL, xia ха 

т— 

axd, (116) 

проекции этой части многообразия (115) на центральный полиэдр 

в рассматриваемой окрестности. Общая граница этих многообразий 

погружена в регулярную (погруженную) окрестность критических 

значений отображения сх Xy — ЮВ” (см. аналогичное 

Предложение 21 из [А]). 
Определим искомое отображение 

Та Х1а aXTa 

n—Ns 

ох : Lc 2 — К(О. x I,), 1). (117) 

Отображение (о„1,г зададим отдельно на компонентах разбиения 
n—ns n— 

2 . (115). На компоненте L,,,,, отображение Cg xi, , определено 
отображением (113), которое продолжается на всю погруженную 

регулярную окрестность многообразия с особенностями № (сх, i ) BHe 
a a 

n—Ns 

2 

QaxTa 

т— 

критических значений. На компоненте L 

определено композицией 

отображение CQ yi, 7 

= TT . 
ays Хто xia 

— XY 
Ia XIa 

т— NX : . 4 : : . 

AK (La x Ta 1) (Qa x Ta, 1). аХТа 

На общей границе указанные отображения можно склеить, что следует 

из выполнения граничных условий для отображения (113). Отображение 

(117), определяющее Q, х L-crpyxtypy 2 -оснашенного погружения 

(91, Vi, nv) определено. 

Конструкция Z/2 5] оснащенного погружения с 

бикватернионной структурой в Теореме 18 

n—Ns 

Пусть задано 2/2 оснащенное погружение (g,V,ny), 9 : N"-72> 9 
2/2 ( N—Ns N—Ns 5, биз). По условию В”, определяющее элемент у Е Imm п — 
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òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηQa×İa
: Nn−n−ns

2 → K(Qa× İa, 1), ïðè ýòîì
âûïîëíåíî óðàâíåíèå (43). Îòîáðàæåíèå ηQa×İa,N îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî
(ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηY ′

Qa×İa
: Nn−n−ns

2 → Y ′
Qa×İa

,
ïîñêîëüêó Y ′

Qa×İa
âêëàäûâàåòñÿ â K(Qa × İa, 1) êàê îñòîâ ñòàíäàðòíîãî

êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé çàâåäîìî ñîäåðæèò ìåíüøèé îñòîâ
ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n− n−ns

2
+1 = dim(N)+

1.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ cY ′

Qa×İa
◦ ηY ′

Qa×İa
: Nn−n−ns

2 → Rn è
ðàññìîòðèì ìàëóþ äåôîðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1

â êëàññå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns
2 #

Rn. Êàëèáð δ äåôîðìàöèè dY ′
Qa×İa

◦ ηY ′
Qa×İa

7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî
ìåíüøèì ε′. Ïîãðóæåíèå g1 ñíàáæåíî Z/3[5]�îñíàùåíèåì Ψ1 c òåì æå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò
â ãðóïïå ImmZ/2[5]

(n− n−ns

2
, n−ns

2
) ýëåìåíò y.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lns ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1.
Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

Lns = Lns
cycl ∪ Lns

Qa×İa
(118)

ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå Lns
cycl ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ

(ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(dYQa×İa
). Ìíîãîîáðàçèå Lns

Qa×İa

ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïîëèýäðà
cY ′

Qa×İa
(Y ′

Qa×İa
) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

πLQa×İa
: Lns

Qa×İa
→ Y ′

Qa×İa
(119)

ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (118) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð
â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
ïîãðóæåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ cY ′

Qa×İa
: Y ′

Qa×İa
→ Rn (cì. àíàëîãè÷íîå

Ïðåäëîæåíèå 21 èç [A]).
Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,L : Lns → K(Qa × Q̇a, 1). (120)
Îòîáðàæåíèå ζQa×Q̇a

çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (118).
Íà êîìïîíåíòå Lns

cycl îòîáðàæåíèå ζQa×Q̇a,L îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì
(114), êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè N(dYQa×İa

). Íà êîìïîíåíòå Lns

Qa×İa

îòîáðàæåíèå ζQa×Q̇a,L îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé

Lns

Qa×İa

πL
Qa×İa−→ Y ′

Qa×İa

ηY
Qa×İa−→ K(Qa × İa, 1)

iQa×İa,Qa×Q̇a−→ K(Qa × Q̇a, 1).
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n—Ns 

теоремы задано отображение Ng 7, : N" 2 > K(Q. xu, 1), при этом 

выполнено уравнение (43). Отображение По. х1,„.м Определяет однозначно 
n—ns 

(с точностью до гомотопии) отображение Ny” Му 
Q aXla Qa xT’ 

поскольку У „т вкладывается в К (©), x 1,1) как остов стандартного 
а Та 

клеточного разбиения, который заведомо содержит меныпий остов 

стандартного клеточного разбиения размерности n—™>"* +1 = апа( №) + 

1. 
_ n=ns 

Рассмотрим композицию Cyr . O ny | : №2 — R" 4a 
Qa xIla QaxIla 

рассмотрим малую деформацию этого отображения в погружение 091 
n—Ns 

в классе регулярной гомотопии данного погружения 9 : N™ 2” G 

В”. Калибр д деформации dys ВО 9 выбирается много 
а Х1а а Х1а 

меньшим =’. Погружение 91 снабжено 2/3 -оснащением VY, с тем же 

характеристическим классом м, при этом тройка (91, Vi, 7м) определяет 
72/25] ( п—пз N—Ns п — = Fs, =P) элемент у. 

Обозначим через [/° многообразие самопересечения погружения Gg}. 

Определено разбиение 

в группе Imm 

Le = Le UL (118) 

по общей границе. При этом многообразие Реле погружено в регулярную 

(погруженную) окрестность полиэдра № (dy, ). Многообразие Le 
xi axl 

погружено в регулярную (погруженную) регулярных точек полиэдра 

cy (У’ . ) так, что определено отображение 
ОахТа Ох 

п tL . oY, 
Рос о QaXIa Ох (119) 

проекции этой части многообразия (118) на центральный полиэдр 

в рассматриваемой окрестности. Общая граница этих многообразий 

погружена в регулярную (погруженную) окрестность критических 

значений отображения Cy: |: И В” (см. аналогичное 
QaxIla Ох 

Предложение 21 из [А]). 
Определим искомое отображение 

Caaxiat Г" > K(Qa x 9..1. (120) 

Отображение (о, „с, зададим отдельно на компонентах разбиения (118). 
Ns . 

На компоненте Ё.„. отображение Со,хо..г Определено отображением 

(114), которое продолжается на всю регулярную окрестность 
многообразия с особенностями N(dy._. ). На компоненте L” . 

QaxIla ОзхТа 

отображение Co „с, определено композицией 

TL i ТТУ, : . i . . . 
з Qa xIla Qa XIa Озх1а,ОахОа 

Leta Vaan 3" (Qa x Ta 1) OSE (Qa x Qa, 1). 
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Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü,
÷òî ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ
(114). Îòîáðàæåíèå (120), îïðåäåëÿþùåå Qa × Q̇a�ñòðóêòóðó Z/2[5]�
îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëåíî.

Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (42)
Ðàññìîòðèì Z/4[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1, Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå
âûøå. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò òî æå ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]

(n −
n−ns

4
, n−ns

4
). Ïî óñëîâèþ ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

4 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì
ηQa×İa,N : Nn−n−ns

4 → K(Qa × İa, 1). Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns
2

ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (117).
Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

2
η ⊂ Nn−n−ns

4 , (121)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
n−ns

32

[4] ∈ H
n−ns

4 (Nn−n−ns
4 ;Z/2).

Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå (îáùåãî ïîëîæåíèÿ) gNη : N
n−n−ns

2
η # Rn,

îïðåäåëåííîå êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (121).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lns

η ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη .
Îïðåäåëåíî âëîæåíèå ïîäìíîãîîáðàçèé

Lns
η ⊂ Ln−n−ns

2 . (122)

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,Lη
: Lns

η → K(Qa × İa, 1)

êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (117) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (122). Çàìåòèì,
÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (122) ïðåäñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ,
äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ

n−ns)
32 ∈ H

n−ns
2 (Ln−n−ns

2 ;Z/2).
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (40) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[2](y) = 〈ζ̄
ns
2

d×ḋ,Lη
; [L̄d×ḋ,η]〉. (123)

Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄ns

η,d×ḋ
íàä ìíîãîîáðàçèåì

(122) åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
4 è

åãî ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå Ãåðáåðòà)
ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó
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На общей границе указанные отображения можно склеить, 
что следует из выполнения граничных условий для отображения 
(114). Отображение (120), определяющее Q, x О. структуру 2/28- 

оснащенного погружения (91, $1, 7м) определено. 

Проверка уравнения (42) 

Рассмотрим 2/4 -оснашенное погружение (91, Ф1,7м), построенное 
(4) выше. Это погружение определяет то же элемент у Е Imm?" (и — 

N—Ns N—Ns —пз т 

). По условию многообразие №" 41° снабжено отображением a 4 
Naaxis.n 2 NN’ > K(Qz x 1,1). Рассмотрим многообразие Г" "2" 
самопересечения погружения gi, снабженное отображением (117). 

Определим подмногообразие 

№ 2 CNT OT, (121) 

n—-nNs n—nsg 

двойственное в смысле Пуанкаре коциклу Nay ЕН (Nv "a"; 2/2). 
n—-2an 

Рассмотрим погружение (общего положения) gy, : № ° 3 В", 

определенное как ограничение погружения 91 на подмногообразие (121). 
т, Обозначим через Г,’ многообразие самопересечения погружения 9м,. 

Определено вложение подмногообразий 

n—Ns 

Lec Le (122) 

Определено отображение 

ох : Lie — K(Qa x То, 1) 

как ограничение отображения (117) на подмногообразие (122). Заметим, 
что подмногообразие (122) представляет гомологический класс, 

n—Ns п—пз 

2 (М2 ;0/2). 
„ „ n—Nns) 

двойственный в смысле Пуанкаре коциклу С 32 ЕН 

Поэтому уравнение (40) эквивалентно следующему: 

N—Ns —Пз _ 

z/22 (y) = (Саха! Laxdnl): (123) 

Ns 

n,dxd 
n—Ns 

(122) естественно погружено в исходное многообразие Ма” и 

его фундаментальный цикл представляет (по Теореме Герберта) 

гомологический класс, двойственный в смысле Пуанкаре коциклу 

Каноническое 2-листное накрывающее L над многообразием 
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η
n−ns

32 ∈ H
3(n−ns)

4 (Nn−n−ns
4 ;Z/2). Óðàâíåíèå ðàâíåíèå (42) ýêâèâàëåíòíî

ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[2](y) = 〈η
ns
2

d×ḋ,Nη
; [N̄η,d×ḋ]〉, (124)

ãäå îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,Nη
: N̄ns

η,d×ḋ
→ K(Id × İd, 1) îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå

íàêðûòèÿ íàä îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ ηd×ḋ,N íà ïîäìíîãîîáðàçèå
(121).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
ðàâåíñòâ (123) (124) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òåîðåìà
17 äîêàçàíà.

Ëåììà 25. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,∗([L̄d×ḋ,η] ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (125)

η̄d×ḋ,∗([N̄d×ḋ,η]) ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (126)

àíàëîãè÷íûå ãîìîëîãè÷åñêèì êëàññàì (73), (74), ðàâíû.

Ïåðåôîðìóëèðóåì ëåììó è äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Êëàññ
ãîìîëîãèé (126) ìîæíî îáîáùèòü è îïðåäåëèòü â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè,
áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Lns

η ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
Ïóñòü îïðåäåëåíî çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå R2r ñ

îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4 ðàçìåðíîñòè dim(R) = 2r, 2r = −2
(mod 8), n

2
≤ 2r ≤ n − n−ns

4
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå

ηIa×İa,R : R2r → XIa×İa

ηX
Ia×İa−→ K(Ia × İa, 1).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå gR : R2r → Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé äåôîðìàöèåé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ R2r

gIa×İa,R−→ → XIa×İa

dX
Ia×İa−→ Rn. Îïðåäåëåíî

îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r ñàìîïåðåñå÷íèÿ
îòîáðàæåíèÿ gR. Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ T n−4r ñîñòîèò èç
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ gR. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå 2-
ëèñòíîå íàêðûòèå T̄ n−4r → T n−4r, ðàçâåòâëåííîå âäîëü êðàÿ. Îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå ζQa×İa,T : T̄ n−4r → K(Qa × İa, 1) â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè
ïîãðóæåíèÿ T̄ n−4r # R2r ñ îòîáðàæåíèåì ηIa×İa,R.

Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

ηIa×İa,T,∗([T̄ ]) ∈ Hn−4r(K(Ia × İa, 1);Z/2), (127)
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n—Nns 3(n—ns) п—тз 

п? ЕН 1 (№1 ;20/2). Уравнение равнение (42) эквивалентно 
следующему: 

n—Ns ns 

22 (У) = (Имам, Nnaxdl): (124) 

где отображение хам, : Ne jo К (la x 1, 1) определено в результате 

накрытия над ограничением отображения Ny, 4, на подмногообразие 
(121). 

Для доказательства теоремы осталось заметить, что правые части 
равенств (123) (124) равны. Это доказано в следующей лемме. Теорема 
17 доказана. 

Лемма 25. Классы гомологий 

Саха» (Шажал Е Нь, (К (а x Г, 1); Z/2), (125) 

Tarn (Маха) € A, (К (а x I, 1); Z/2), (126) 

аналогичные гомологическим, классам (73), (74), равны. 

Переформулируем лемму и докажем более общее утверждение. Класс 

гомологий (126) можно обобщить и определить в более общей ситуации, 

без предположения о TOM, что многообразие Г„° является замкнутым. 

Пусть определено замкнутое ориентированное многообразие В?” с 

особенностями в коразмерности 4 размерности dim(R) = 2r, 2r = —2 

(mod 8), 5 < 1 < п- "=. Предположим, что задано отображение 
7х : . 

. . р , Та ХТа 
То х,В: В” > Ху —> (Ia x Ta, 1). 

Рассмотрим отображение gr : ПВ? — В" обшего положения, 

которое определено в результате малой деформацией общего 

Эта, xig,R 
—> 

Та х1 
положения отображения В?" Ху —>° ЕВ". Определено 

a a 

ориентированное многообразие с особенностями Т"_“" самопересечния 

отображения gr. Край ОТ” “ многообразия T"*" состоит из 
критических точек отображения gr. Определено каноническое 2- 

листное накрытие 7” 4” > Т”—4", разветвленное влоль края. Определено 
. . Jin—4r т отображение Cg yi,7 2 Т — K(Q, x Iy,1) в результате композиции 

Tin—4r 2r . погружения ТГ 9> А” с отображением тт, ху, в: 
Определен класс гомологий 

ha xig.r«(L2) € Ни. (К (Ta x I, 1); Z/2), (127) 
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îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (126). Êëàññ ãîìîëîãèé (125) òàêæå ìîæíî
îáîáùèòü íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

T n−4r = T n−4r
cycl ∪ T n−4r

Ia×İa
, (128)

àíàëîãè÷íîå ðàçáèåíèþ (115).
Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r öåëèêîì ëåæèò â

êîìïîíåíòå T n−4r

Ia×İa
è ïðîåêöèÿ

πTIa×İa
: T n−4r

Ia×İa
→ XIa×İa

, (129)

àíàëîãè÷íàÿ îòîáðàæåíèþ (116), ïåðåâîäèò êðàé ∂T n−4r â ðåãóëÿðíóþ
÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè XIa×İa

.
Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,T : (T n−4r, ∂T n−4r) → (K(Qa × İa, 1), (K(Ia × İa, 1)), (130)

àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ (117).
Ïîñêîëüêó êîðàçìåðíîñòü îòîáðàæåíèÿ gR ÷åòíà, è ìíîãîîáðàçèå

ñ îñîáåííîñòÿìè R2r ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, òî è ìíîãîîáðàçèå
ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì T n−4r òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.
Ñëåäîâàòåëüíî îòíîñèòåëüíûé êëàññ ãîìîëîãèé

ζQa×İa,T,∗ : ([T n−4r, ∂T n−4r]) ∈ Hn−4r(K(Qa × İa, 1), (K(Ia × İa, 1));Z/2)

ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ 2 ñîîòâåòñòâóþùåãî öåëî÷èñëåííîãî
êëàññà èç ãðóïïû Hn−4r(K(Qa × İa, 1), K(Ia × İa, 1));Z).

Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ζQa×İa,T íà êðàé ∂T n−4r ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå K(Ia × İa, 1) ⊂ K(Qa × İa, 1).
Îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî öèêëà ζQa×İa,T,∗([∂T n−4r]) ìíîãîîáðàçèÿ
ñ îñîáåííîñòÿìè, êðàåì, îïðåäåëÿåò íóëåâîé öèêë â ãðóïïå
Hns−1(K(Ia × İa, 1);Z/2), ïîñêîëüêó ëåæèò â îáðàçå íóëåâîé ãðóïïû
Hn−4r−1(K(Ia × İa, 1);Z) ïðè ãîìîìîðôèçìå ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ 2
(ñì. àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â Ëåììå 16 èç [A]). Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ
ãîìîëîãèé

ζ̄Ia×İa,∗([T̄d×ḋ] ∈ Hn−4r(K(Ia × İa, 1);Z/2) (131)

îïðåäåëåí.
Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû (127), (131) îïðåäåëåíû,

åñëè â êà÷åñòâå ìíîãîîáðàçèÿ R2r âûáðàòü ìíîãîîáðàçèå R2r
i =
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обобщающий класс гомологий (126). Класс гомологий (125) также можно 
обобщить на рассматриваемый случай. 

Определено разбиение 

п—Ат __ n—4r n—4r T =Таа U Тр (128) 

аналогичное разбиению (115). 
Край ОТ”“" многообразия с особенностями Т"`“4" пеликом лежит в 

компоненте Т”`“” и проекция 
То хТа 

п—4т 

TT, xia . т, Ат, ха, 
(129) 

аналогичная отображению (116), переводит край ОТ"-“" в регулярную 

часть многообразия с особенностями Хт, 

Определено отображение 
xI,° 

Cont, 2 (T" OT") + (K (Qa x 1,1), (К х La, 1), (130) 

аналогичное отображению (117). 
Поскольку коразмерность отображения дв четна, и многообразие 

с особенностями Д?” является ориентированным, то и многообразие 

с особенностями с краем Т”\“ также является ориентированным. 

Следовательно относительный класс гомологий 

CQ xta.T* : (r*" ЭТ") € An —ar( K (Qa x Г, 1), (К (№ х Г, 1)); Z/2) 

является приведением по модулю 2 соответствующего целочисленного 

класса из группы H,,—4,(K (Qa x Т., 1), К (4х Т., 1));Z). 

Ограничение отображения Co yi,7 Ha край ЭТ" принимает 

значения в подпространстве K(I, x I,, 1) с К(О. x I,, 1). 

Образ фундаментального цикла Cg yi, 74 (lOT n—4r)) многообразия 

с особенностями, краем, определяет нулевой цикл в группе 

Н».-1(К (М x Т.,1); 2/2), поскольку лежит в образе нулевой группы 

Ни-а.—1(К (Ta х Т., 1); 2) при гомоморфизме приведения по модулю 2 

(см. аналогичное утверждение в Лемме 16 из [A]). Следовательно, класс 
гомологий 

Ср, «(Гы € FA, —ar(K (Ta x Г, 1); 2/2) (131) 

определен. 
В частности, характеристические классы (127), (131) определены, 

если в качестве многообразия П? выбрать многообразие В? = 
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S2r−8i+1/i × S8i−1/i, à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ηIa×İa,R âûáðàòü
ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé

ηIa×İa,Ri
: S2r−8i+1 × RP8i−1 ⊂ XIa×İa,j

ϕ
Ia×İa

,j

−→ XIa×İa

ηX
Ia×İa−→ K(Ia × İa, 1), (132)

ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ 8i ≤ 2r + 1, 0 ≤ j ≤ jmax.
Ëåììà 26. Îáîçíà÷èì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ηIa×İa,Ri,∗([Ri]) ∈
H2r(K(Ia × İa, 1);Z) ÷åðåç (2r − 8i + 1× 8i− 1).

� 1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r− 8i+1× 8i− 1) ∈ H2r(K(Ia× İa, 1);Z),
çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (132), êëàññ ãîìîëîãèé (127), ëåæàùèé â òîé
æå ãðóïïå, ðàâåí (4r−16i+2− n

2
×16i−2− n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â ñêîáêàõ

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç ÷èñåë â
ñêîáêàõ îòðèöàòåëüíî.

� 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (131), îáîáùàþùèé êëàññ (125) äëÿ
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n − n+ns

2
,

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì (127), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ
(126).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 26
Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, êîòîðîå îïóñêàåòñÿ.
Óòâåðæäåíèå 2 âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dXIa×İa

, ñì.
àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó (20) â [A]. Ëåììà 26 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 25
Ðàññìîòðèì ïàðó ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëîé (121) è
ïåðåîáîçíà÷èì ýòó ïàðó ìíîãîîáðàçèé ÷åðåç

N
n−n−ns

2

η,[4] ⊂ N
n−n−ns

4

[4] . (133)

Ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

4

[4] ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì

ηIa×İa,[4] : N
n−n−ns

4

[4] → K(Ia × İa, 1). (134)

Ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

4

[4] ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà
ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ln−n−ns

4 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ Z/2[4]�
îñíàùåííûì ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[3]�îñíàùåííîãî
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2r—8i+1 / 8#—1 js 5 1 x 5" `/, а в качестве отображения 1,7, Rp выбрать 
произвольное стандартное отображение, определенное как декартово 
произведение покоординатных вложениий 

. Q2r—8i+1 8i-1 ты, 2S х RP! CX, aXla,j 

т xla J 1X) xia : 
— Л; <4" K(Ia x 1,1), (132) aXIaq 

при произвольных значениях 7,7, 0 < 8& <2r+1,0<9 < Imag. 

Лемма 26. Обозначим образ фундаментального класса пу, „1, в, «(:]) Е 

Hy,(K (I, х 1,1); 2) через (2r — 8i +1 x 8-1). 
— 1. Для класса гомологий (2r — 8i +1 x 8i—1) Е Н».(К( x Iq, 1): 2), 

заданного отображением (132), класс гомологий (127), лежащий в той 
же группе, равен (4т — 161+ 2—4 х160—2—5), если оба числа в скобках 

строго положительные, и равен нулю, если тотябы одно ‘из чисел в 
скобках отрицательно. 

— 2. Характеристический класс (131), обобщающий класс (125) для 

ориентированных многообразий с особенностями при 2r = п — "а, 
совпадает с классом (127), обобщающий тарактеристический класс 

(126). 

Доказательство Леммы 26 

Утверждение 1 доказывается прямым вычислением, которое опускается. 

Утверждение 2 вытекает из построения отображения dx, яз СМ. 
а a 

аналогичную формулу (20) в [A]. Лемма 26 доказана. 

Доказательство Леммы 25 

Рассмотрим пару многообразий, определенных формулой (121) и 

переобозначим эту пару многообразий через 

n—ns 

с 
пп n— s 

rane (133) Nal 
_n=ns 
4 Многообразие № n снабжено отображением 

n—Ns 

7 — K(L, x I,, 1). (134) 
n—- 

ТТ хе, [4] : Мл 

n—Ns 

а Многообразие Ма с точностью до нормального кобордизма 
—_Rna=rs 

совпадает с многообразием L"-~a, которое является Z/2'4)- 

оснащенным многообразием  самопересечения 2/2 ] оснащенного 
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ïîãðóæåíèÿ (g1, Ψ1, ηN) ìíîãîîáðàçèÿ Nn−n−ns
8 , îïðåäåëåíîãî â óñëîâèè

Òåîðåìû 12.
Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

8 ÷åðåç N
n−n−ns

8

[3] . Ðàññìîòðèì
ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

4

η,[3] ⊂ N
n−n−ns

8

[3] , (135)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó η
n−ns

16
N , ηN ∈

H4(N
n−n−ns

8

[3] ;Z/2). Îïðåäåëåíî ïîãðóæåíèå

gNη,[3]
: N

n−n−ns
4

η,[3] # Rn, (136)

êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (135).
Ìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
4

[4] , îïðåäåëåííîå â (133) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1. Ïîäìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
2

η,[4] ,
îïðåäåëåííîå â (133), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ (136).

Ïðèìåíèì Ëåììó 24 ê ãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó

ηa×ḋ,Nη,[3]
: N

n−n−ns
2

η,[3] → XIa×İd
⊂ K(Ia × İd, 1) (137)

è âû÷èñëèì êëàññ ãîìîëîãèé (134). Êëàññ ãîìîëîãèé (134) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Ëåììû 26, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ
÷åòíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó êëàññû ãîìîëîãèé (125),
(126) ëåæàò â ãðóïïå, â êîòîðîé ÷åòíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ
(149) îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ,
îïèñàííûõ â Ëåììå 26. Ëåììà 25 äîêàçàíà.

Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 25. Íàáîð ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé (132)
ïðè 2r = n − n−ns

2
ðåàëèçóåò âñå ýëåìåíòû â ãðóïïå Hn−n−ns

2
(XIa×İa

;Z).
Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
2

η îêàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì,
îòîáðàæåíèå gη : N

n−n−ns
2

η → Rn êîáîðäàíòíî äèçúþíêòíîìó íàáîðó
ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé (132) â êëàññå îòîáðàæåíèé îðèåíòèðîâàííûõ
ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
êëàññû îòîáðàæåíèÿ ïðè êîáîðäèçìå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà (125) (126) ðàâíû. Ëåììà 25
äîêàçàíà.

57

n—Ns 

погружения (91, 1,7) многообразия №” = , определеного в условии 

Теоремы 12. 
n—Ns 

n—Ns — nN 

Переобозначим многообразие №" 8s через Noy 8. Рассмотрим 

подмногообразие 

n—Ns n—Ns 

ОВ (135) см м В 7, [3] 

n—Nns 

двойственное в смысле Пуанкаре когомологическому классу 71°, NN Е 
n-Ns 

Н ‘(Ng _ 8 ;2/2). Определено погружение 

n-n n- — 8 

9, : МЗ] “ +В”, (136) 

как ограничение погружения 91 на подмногообразие (135). 
п— пп 

Многообразие Nyy ‚ определенное в (133) является многообразием 
n—Ns 

n 

самопересечения погружения gj. Подмногообразие М, n a, 

определенное в (133), является многообразием самопересечения 

погружения (136). 
Применим Лемму 24 к гомологическому классу 

nn n— 3 

Naxd,Ny, (3) : NB] ° =? То ха с K(I, x Ta, 1) (137) 

и вычислим класс гомологий (134). Класс гомологий (134) удовлетворяет 
условиям Леммы 26, быть может, с точностью до прибавления 

четного гомологического класса. Поскольку классы гомологий (125), 

(126) лежат в группе, в которой четный элемент равен нулю, не 

ограничивая общности, можно предположить, что гомологический класс 

(149) определяется линейной комбинацией стандартных образующих, 

описанных в Лемме 26. Лемма 25 доказана. 

Воспользуемся Леммой 25. Набор стандартных отображений (132) 

при 2r = п - “5“* реализует все элементы в группе Н„_ noms (Хх; 2). 
n—Ns Ш 

Поскольку многообразие № ” оказывается ориентированным, 
n—ns n—- 

отображение g, : № ° — В" кобордантно дизъюнктному набору 

стандартных отображений (132) в классе отображений ориентированных 

многообразий с особенностями в коразмерности 4. Характеристические 

классы отображения при кобордизме отображения сохраняются. 

Следовательно, характеристические числа (125) (126) равны. Лемма 25 
доказана. 
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Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (43)
Ðàññìîòðèì Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1, Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå
âûøå. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]

(n− n−ns

2
, n−ns

2
),

òîò æå, ÷òî è èñõîäíîå Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN).
Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

2 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì ηQa×İa,N : Nn−n−ns
2 →

K(Qa × İa, 1). Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Lns ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (120).

Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå

Nns
η ⊂ Nn−n−ns

2 , (138)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
n−ns

8 ∈ H
n−ns

2 (Nn−n−ns
2 ;Z/2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Lns
η (139)

ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå

ζQa×Qa,Lη : Lns
η → K(Qa × Q̇a, 1)

êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (120) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (139).
Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄ns

η íàä ìíîãîîáðàçèåì
(139) åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

2 è
åãî ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå Ãåðáåðòà)
ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó
η

n−ns
32 ∈ H

n−ns
2 (Nn−n−ns

2 ;Z/2). Óðàâíåíèå (41) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[5](y) = 〈ζ̄
ns
2

d×ḋ,L
; [L̄d×ḋ]〉. (140)

Óðàâíåíèå (43) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[5] = 〈η̄
ns
2

d×ḋ,N
; [N̄d×ḋ,η]〉, (141)

ãäå ìíîãîîáðàçèå N̄d×ḋ,η è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,Nη
: N̄d×ḋ,η → K(Id ×

İd, 1) îïðåäåëåíû êàê 8-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ìíîãîîáðàçèåì Nns

è îòîáðàæåíèåì ηQa×İa,Nη
: Nns

η → K(Qa × İa, 1).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè

ðàâåíñòâ (140) (141) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé Ëåììå. Òåîðåìà
18 äîêàçàíà.
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Проверка уравнения (43) 

Рассмотрим 2/2 -оснашенное погружение (91,1, 7х), построенное 
[5 п. n- 

выше. Это погружение определяет элемент у Е [пип?/?” (п — BBs, попа), 
тот же, что и исходное 2/2 оснащенное погружение (9, UV, ny). 

—"з n—ns nm 

Многообразие №"? снабжено отображением Ng хим: N"™ 2 > 

K(Q, х 1,1). Рассмотрим многообразие L"* самопересечения 

погружения 91, снабженное отображением (120). 

Определим подмногообразие 

Nps с NT", (138) 

п—пз n—Ns п—пз 

двойственное в смысле Пуанкаре коциклу 7 8 € H 2 (№? ;2/2). 

Обозначим через 

Lt (139) 

многообразие — самопересечения погружения 9м.. Определено 

отображение 

Сохо LP? + K(Qa x Qa, 1) 

как ограничение отображения (120) на подмногообразие (139). 
Каноническое 2-листное накрывающее Г,’ над многообразием 

n—ns 

(139) естественно погружено в исходное многообразие М?” и 

его фундаментальный цикл представляет (по Теореме Герберта) 

гомологический класс, двойственный в смысле Пуанкаре коциклу 

п ЕН““(№`"э*; 7/2). Уравнение (41) эквивалентно следующему: 

n—Ns _Пз _ 
2 

2/2 (y) — ( dxd,L’ [ака] (140) 

Уравнение (43) эквивалентно следующему: 

n—Nns _ 

9/25 = (Ижам [хат (141) 

где многообразие № „4, и отображение Пал, : Naxdyn —* Ка x 

I,,1) определены как 8-листное накрывающее над многообразием №” 
. . n и отображением Ng, xi,.N, : №* > K(Qa x Li, 1). 

Для доказательства теоремы осталось заметить, что правые части 
равенств (140) (141) равны. Это доказано в следующей Лемме. Теорема 
18 доказана. 
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Ëåììà 27. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,L,∗([L̄d×ḋ] ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (142)

η̄d×ḋ,∗([N̄d×ḋ,η]) ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2) (143)

ðàâíû.

Ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå 22.
Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû, àíàëîãè÷íûå (127), (131).

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî r, r = −2 (mod 16) îïðåäåëèì ñåìåéñòâî
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé R2r

i = S2r−16i+1/Qa × S16i−1/i, 0 ≤
i ≤ r−6

8
, 2r ≤ n − n−ns

2
= dim(Y ′

Qa×İa
) − 8. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ

ηQa×İa,R : R2r → YQa×İa
âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå,

îïðåäåëåííîå êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé

ηQa×İa,Ri
: S2r−16i+1/i× RP16i−1 ⊂ Yj

ϕYj−→

YQa×İa

ηY
Qa×İa−→ K(Qa × İa, 1), (144)

ïðè íåêîòîðûõ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ i ≤ r−6
8
, 0 ≤ j ≤ j′max.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå gR : R2r → Rn, êàê ðåçóëüòàò
äåôîðìàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dY ′

Qa×İa
◦ ηQa×İa,R.

Îïðåäåëåíî îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì T 4r−n ðàçìåðíîñòè dim(T ) = 4r − n, êàê ìíîãîîáðàçèå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ gR. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n

ñëóæèò êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûâàþùèì íàä
ìíîãîîáðàçèåì T 4r−n. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ïîãðóæåíî â
ìíîãîîáðàçèå R2r, ïîýòîìó ïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,T,∗([T̄d×ḋ] ∈ H4r−n(K(Id × İd, 1);Z/2), (145)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (142).
Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

η̄d×ḋ,T,∗([T̄d×ḋ]) ∈ H4r−n(K(Id × İd, 1);Z/2), (146)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (143).
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Лемма 27. Классы гомологий 

Саха «(Шаха € Ap, (A (Ia x Ty, 1); Z/2), (142) 

Паха (Махал) Е An, (К (а x Ty, 1); Z/2) (143) 

равны. 

Потребуется лемма, аналогичная Лемме 22. 

Определим характеристические классы, аналогичные (127), (131). 

Для заданного натурального т, r = —2 (mod 16) определим семейство 

ориентированных многообразий В" = 57 61/0, x 51 0 < 
i< жж <n-S = dim(Y@ „;) — 8. В качестве отображения 

а a 

NQaxia.R? В?" > Yo, xi, выберем произвольное стандартное отображение, 

определенное как декартово произведение покоординатных вложениий 

. . фу. 
. . O2r—16i+1 /; 16i-1 . 2 NQaxia.R; : 9 /i x ВР су, —> 

Пу : 
ОахТа т 

Ус, — K(Q, x ly, 1), (144) 

при некоторых произвольных значениях 1,1, 0 <1 < rt O<9 < Sar 

Определено отображение gr : ИА" — В", как результат 

деформации общего положения отображения dy _ о То. >1ь.В- 
Оах1Та ? 

Определено ориентированное многообразие с особенностями с 

краем Т“”” размерности dim(T) = 4r — п, как многообразие 

самопересечения отображения gr. Многообразие с особенностями Т“”-” 

служит каноническим 2-листным разветвленным накрывающим над 

многообразием Т“”-”. Многообразие с особенностями Т“”-” погружено в 
многообразие В?', поэтому пределен класс гомологий 

Сахал» Таха] € F4p—n(K (Ta x 1, 1); Z/2), (145) 

обобщающий класс гомологий (142). 
Определен класс гомологий 

Пахат([Така) € Fay —n (KS (Ta x Ty, 1); Z/2), (146) 

обобщающий класс гомологий (143). 
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Ëåììà 28. Îáîçíà÷èì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà
ηQa×İa,Ri,∗([Ri]) ∈ H2r(K(Ia × İd, 1);Z) ÷åðåç (2r − 16i + 1× 16i− 1).

�1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r−16i+1×16i−1) ∈ Hr(K(Qa× İa, 1);Z),
çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (144), êëàññ ãîìîëîãèé (146), ëåæàùèé â òîé
æå ãðóïïå, ðàâåí (4r − 32i + 2 − n

2
× 32i + 2 − n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â

ñêîáêàõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç
÷èñåë îòðèöàòåëüíî.

�2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (145), îáîáùàþùèé êëàññ (142) äëÿ
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n − n+ns

2
,

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì (146), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ
(143).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 28
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåìì 23,24.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 27
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå (138) è ïåðåîáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

N
n−n−ns

2

[5] . (147)
Ìíîãîîáðàçèå (147) ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì

ηQa×İa,[5] : N
n−n−ns

2

[5] → K(Qa × İa, 1). (148)
Ìíîãîîáðàçèå (147) ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà ñîâïàäàåò ñ
ìíîãîîáðàçèåì Ln−n−ns

2 èç Òåîðåìû 17, ò.å. ÿâëÿåòñÿ Z/2[5]�îñíàùåííûì
ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[4]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(g1, Ψ1, ηN), ãäå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

4 îïðåäåëåíî â óñëîâèè Òåîðåìû
17. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

4 ÷åðåç N
n−n−ns

4

[4] .
Ïðèìåíèì Ëåììó 28 ê ãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó

ηQa×İa,N[5]
: N

n−n−ns
2

[5] → Y ′
Qa×İa

⊂ K(Qa × İa, 1) (149)

è âû÷èñëèì êëàññ ãîìîëîãèé (134). Êëàññ ãîìîëîãèé (134) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Ëåììû 24, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ
÷åòíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó êëàññû ãîìîëîãèé (145),
(146) ëåæàò â ãðóïïå, â êîòîðîé ÷åòíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ
(149) îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ,
îïèñàííûõ â Ëåììå 28. Ëåììà 27 äîêàçàíà.
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Лемма 28. Обозначим образ фундаментального класса 

По, xtsR,«(i]) Е Но, (К (In x 1,1); 2) через (2r — 16 + 1х 16-1). 
-1. Для класса гомологий (2r —161+1х 16 —1) € H,(K(Q, xI,, 1); 2), 

заданного отображением (144), класс гомологий (146), лежащий в той 
же epynne, равен (4r — 3 +2 — 5 x ЗА +2 -— 5), если оба числа в 

скобках строго положительные, и равен нулю, если тотябы, одно из 
чисел отрицательно. 

—2. Характеристический класс (145), обобщающий класс (142) для 

ориентированных многообразий с особенностями при 2r = п — PEs, 
совпадает с классом (146), обобщающий тарактеристический класс 

(143). 

Доказательство Леммы 28 

Доказательство аналогично доказательству Лемм 23,24. 

Доказательство Леммы 27 

Рассмотрим многообразие (138) и переобозначим его через 
nn n— 3 

Neg 2. (147) 

Многообразие (147) снабжено отображением 
n— пт 

По. >15] ° М5 7 > K(Qy x Ia, 1). (148) 

Многообразие (147) с точностью до нормального кобордизма совпадает с 
—n nm 

многообразием L"—~ 2 из Теоремы 17, т.е. является 2./2 оснащенным 
многообразием  самопересечения 2/2 -оснащенного погружения 

n-n 

(91, V1, N), где многообразие №1" определено в условии Теоремы 
п—пз 

—n 

17. Переобозначим многообразие N"-~4~ через Nay 

Применим Лемму 28 к гомологическому классу 

n—n n— s 

пои: М ^ Yount, © К(@, * Ta 1) (149) 

и вычислим класс гомологий (134). Класс гомологий (134) удовлетворяет 
условиям Леммы 24, быть может, с точностью до прибавления 

четного гомологического класса. Поскольку классы гомологий (145), 

(146) лежат в группе, в которой четный элемент равен нулю, не 

ограничивая общности, можно предположить, что гомологический класс 

(149) определяется линейной комбинацией стандартных образующих, 

описанных в Лемме 28. Лемма 27 доказана. 
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8 Òåîðåìà î ðåòðàêöèè
Ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ðåòðàêöèè, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü
â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 6.

Òåîðåìà 29. Òåîðåìà î ðåòðàêöèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî d
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l = l(d) òàêîå, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò â
ãðóïïå êîáîðäèçìà Immsf (2l′ − 3, 1), ïðè l′ ≥ l, äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ
ïîðÿäêà d− 1 (ñì. Îïðåäåëåíèå 5).

Çàìå÷àíèå
Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåòðàêöèè
ïåðåôîðìóëèðîâàíî íèæå â Ñëåäñòâèè 34. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïåðåôîðìóëèðîâàòü Òåîðåìó 29 áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ
ðåòðàêöèè â ñëåäóþùåé ôîðìå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
d ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l = l(d) òàêîå, ÷òî ïðè l′ ≥ l ãîìîìîðôèçì
Jd

sf : Immsf (2l′ − 3, 1) → Immsf (d, 2l′ − 2− d) ðàâåí íóëþ.
Ïóñòü Mn−k�çàìêíóòîå (n − k)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïîãðóæåííîå

â Rn c êîðàçìåðíîñòüþ k ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞM

(õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ýòîãî ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ îáîçíà÷åí
÷åðåç κM). Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn−k ñíàáæåíî
ñåìåéñòâîì 1-êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM = {κM , κ1, . . . , κj}, êîòîðûå
ïðåäñòàâëåíû îòîáðàæåíèÿìè κM , κi : Mn−k → RP∞, i = 1, . . . , j.
Îáîçíà÷èì íàáîð κ1, . . . , κj ÷åðåç A′

M .

Îïðåäåëåíèå 30. Îïðåäåëèì ãðóïïó êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(n−k; k).
Ïðåäñòàâèòåëåì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ òðîéêè (Mn−k, ΞM , AM),
ãäå Mn−k�çàìêíóòîå n − k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñêîøåííûì
îñíàùåíèåì, ñíàáæåííîå ñåìåéñòâîì 1-êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM . Îòíîøåíèå êîáîðäèçìà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðåäñòàâèòåëåé, êîòîðîå ñîõðàíÿåò
îïèñàííóþ äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó.

Â ñëó÷àå j = 0 ãðóïïà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ñêîøåííî-îñíàùåííûõ
ïîãðóæåííûõ ìíîãîîáðàçèé Immsf (n − k, k). Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî κM = 0, ïðè÷åì àíàëîãè÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíî è äëÿ
êîáîðäèçìà, çàäàþùåãî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâèòåëåé, òî
ïîëó÷èì ãðóïïó îñíàùåííûõ êîáîðäèçìîâ ìíîãîîáðàçèé, ñíàáæåííûõ
ñåìåéñòâîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ A′

M . Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Immfr;κ1,...,κj(n − k, k). Ïî êîíñòðóêöèè Ïîíòðÿãèíà-Òîìà ãðóïïà
Immfr;κ1,...,κj(n − k, k) èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå Πn−k(

∏
j RP∞) × Πn−k,
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8 Теорема о ретракции 

Мы докажем следующую теорему о ретракции, которая использовалась 

в формулировке Теоремы 6. 

Теорема 29. Теорема о ретракции. Для произвольного натурального а 
существует. натуральное | = (а) такое, что произвольный элемент в 
группе кобордизма [тит 1 (2' — 3,1), при [> 1, допускает ретракцию 

порядка 4-1 (см. Определение 5). 

Замечание 

Необходимое и достаточное условие существования ретракции 

переформулировано ниже в  Следствии 34. Это позволяет 

переформулировать Теорему 29 без использования понятия 

ретракции в следующей форме. Для произвольного натурального 

существует натуральное | = Ца) такое, что при [> | гомоморфизм 

Ji : Imm! (2" — 3,1) > Imm*f(d,2" — 2 — а) равен нулю. 

Пусть M"-*-3amxnytoe (п — k)-mepnoe многообразие, погруженное 

в В" с коразмерностью А со скошенным оснащением =м 

(характеристический класс этого скошенного оснащения обозначен 

через км). Предположим, кроме того, что многообразие М”-* снабжено 

семейством 1-когомологических классов Ам = {км,к1,...,Ю;}, которые 

представлены отображениями Ky, к; : М”*" - RP®, i = 1...., 1. 
/ Обозначим набор к1,..., к; через Ам. 

Определение 30. Определим группу кобордизма тит“. (n—k; К). 

Представителем этой группы являются тройки (М”’”*", Ем, Ам), 
rie М” замкнутое п — К-мерное многообразие со скошенным 

оснашением, снабженное семейством 1-когомологических классов 
Ам. Отношение кобордизма является стандартным отношением 
эквивалентности на множестве представителей, которое сохраняет 
описанную дополнительную структуру. 

В случае 7 = 0 группа совпадает с группой скошенно-оснащенных 

погруженных многообразий [тит“/(п — К,К). Если предположить, 

что км = 0, причем аналогичное условие выполнено и для 

кобордизма, задающего отношение эквивалентности представителей, то 

получим группу оснащенных кобордизмов многообразий, снабженных 

семейством когомологических классов А’/. Эта группа обозначается 

через [лили "1 ---^3 (п, — k,k). По конструкции Понтрягина-Тома группа 

Ттит/ "1-5 (п, — k,k) изоморфна прямой сумме П,-—®([; ВР®) x Пир, 
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ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé
ïðîñòðàíñòâà

∏i=j
i=1RP∞i , à âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ (n − k)-îé

ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé ñôåð Πn−k.

Îïðåäåëåí åñòåñòâåííûé (òàâòàëîãè÷åñêèé) ãîìîìîðôèçì

δ : Immfr;κ1,...,κj(n− k, k) → Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k), (150)

ïðè ýòîì êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κM íàáîðà AM îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâûì.
Îïðåäåëåí äðóãîé åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

Jk : Immsf ;κ1,...,κj(n− 1, 1) → Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k), (151)

ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà îò òðîéêè (Mn−1
0 , ΞM0 , AM0), ïðåäñòàâëÿþùåé

ýëåìåíò â èñõîäíîé ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κj(n − 1, 1), ê òðîéêå
(Mn−k, ΞM , AM), ãäå ïîäìíîãîîáðàçèå Mn−k ⊂ Mn−1

0 äâîéñòâåííî â
ñìûñëå Ïóàíêàðå êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó κk−1

M0
∈ Hk−1(M0;Z/2),

ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞM îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, à íàáîð
êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM ïîëó÷åí îãðàíè÷åíèåì íàáîðà AM0 íà
ïîäìíîãîîáðàçèå Mn−k ⊂ Mn−1

0 .

Îïèøåì ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà rj : Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k) →
Immsf ;κ̂1...,κ̂j−1(n−k, k) îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κj. Ïóñòü
α ∈ Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, ïðåäñòàâëåííûé
òðîéêîé (Mn−k, ΞM , AM). Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå pj : M̂n−k

j →
Mn−k, pj = κj +κM . Íèæå ÷åðåç pj ìû áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êëàññó pj. Îïèøåì
ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞM̂j

íàä M̂j. Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå ϕ : Mn−k #
Rn êîðàçìåðíîñòè k, êëàññ ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè êîòîðîãî îïðåäåëåí
ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç νM íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ê ϕ. Íàä äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì M̂j îïðåäåëåíî íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå νM̂j

ïîãðóæåíèÿ ϕ, èíäóöèðîâàííîå èç νM ïðè ïðîåêöèè
ps. Îïðåäåëèì ñêîøåííîå îñíàùåíèå Ξ̂ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νM̂j

êàê îñíàùåíèå, èíäóöèðîâàííîå èç ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ Ξ íà ñëîè
äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ.

Ìíîãîîáðàçèå M̂j ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM̂j

= {κM̂j
, κ̂1, . . . , κ̂j−1}, èíäóöèðîâàííûõ èç çàäàííîãî íàáîðà

êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ ñ áàçû Mn−k ïðè ïîìîùè íàêðûòèÿ pj.
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где первое слагаемое является стабильной гомотопической группой 

пространства |]; 7 ВР, а второе слагаемое является (п — К)-ой 
стабильной гомотопической группой сфер Пик. 

Определен естественный (тавталогический) гомоморфизм 

6: тт (п, — К, К) > Immsfito’i (n — К, К), (150) 

при этом когомологический класс км набора Ам определяется нулевым. 

Определен другой естественный гомоморфизм 

Л: Пт (п, — 1,1) > Пт (п — К, К), (151) 

посредством перехода от тройки (М ',Ем,, Ам), представляющей 

элемент в исходной группе [пит “9 (п — 1,1), к тройке 

(М"*®, Ем, Ам), где подмногообразие М”*® < M3"! двойственно в 

смысле Пуанкаре когомологическому классу Kn Е H*!(M);Z/2), 

скошенное оснащение =м определяется стандартным способом, a набор 

когомологических классов Ам получен ограничением набора Ам, на 

подмногообразие M"'—* с М". 

Опишем гомоморфизм трансфера т; : Тпип*Р “(п — k,k) — 

Immsfi*t-8i-1(n —k, К) относительно когомологического класса Kj. Пусть 

a Е тт (п — k,k) — произвольный элемент, представленный 

тройкой (M"~*, Ем, Ам). Рассмотрим двулистное накрытие р; : М > 

М", р; = kj +км. Ниже через р; мы будем также обозначать линейное 

расслоение, соответствующее характеристическому классу р;. Опишем 

скошенное оснащение = м, над M;. Рассмотрим погружение y : M"-* q> 

К” коразмерности К, класс регулярной гомотопии которого определен 

скошенным оснащением м. Обозначим через им нормальное расслоение 

к yy. Над двулистном накрывающем М, определено нормальное 

расслоение Им, погружения ф, индуцированное из Им при проекции 
A 

ps. Определим скошенное оснащение = нормального расслоения им, 

как оснащение, индуцированное из скошенного оснащения = на слои 

двулистного накрытия. 

Многообразие М, снабжено набором когомологических классов 

Ам, = {км А...) индуцированных из заданного набора 

когомологических классов с базы M"-* при помощи накрытия ру. 
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Ïîñòðîåííîå ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå M̂j c óêàçàííûì
íàáîðîì êëàññîâ êîãîìîëîãèé ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå êîáîðäèçìà
Immsf ;κ1...,κj−1(n− k, k), êîòîðûé îïðåäåëÿåò îáðàç èñõîäíîãî ýëåìåíòà.
Ïðèìåð 31. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j = 0. Òîãäà ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà
r1 : Immsf (n− k, k) → Immfr(n− k, k) èçó÷åí â [A-E].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
rj1+1,...,j2 : Immsf ;κ1,...,κj2 (n− k, k) → Immsf ;κ̂1,...,κ̂j1 (n− k, k) (152)

êîìïîçèöèþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðàíñôåðîâ îòíîñèòåëüíî íàáîðà
êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM = {κj1 + 1, . . . , κj2}, 0 ≤ j1 < j2. Áîëåå
ïîäðîáíî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà áåðåì
îòíîñèòåëüíî êëàññà κj2 ∈ H1(Mn−k;Z/2), äàëåå âòîðîé � îòíîñèòåëüíî
êëàññà κ̂j2−1 ∈ H1(M̂n−k

j2
;Z/2), êîòîðûé ïîëó÷åí èíäóöèðîâàíèåì

κj2−1 íà äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå M̂n−k
j2

íàêðûòèÿ pj2 è ò.ä. Íåòðóäíî
äîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ãîìîìîðôèçìà rj1+1,...,j2 íå çàâèñèò
îò ñïîñîáà óïîðÿäî÷èâàíèÿ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ âíóòðè íàáîðà ñ
èíäåêñàìè j1 + 1, . . . , j2. Â ñëó÷àå j1 = 0, ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà r1,...,j2

ñòðîèòñÿ îòíîñèòåëüíî íàáîðà êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ A′
M . Íàçîâåì

òàêîé ãîìîìîðôèçìîì ãîìîìîðôèçìîì ïîëíîãî òðàíñôåðà è îáîçíà÷èì
åãî ÷åðåç rtot. Ãîìîìîðôèçì ïîëíîãî òðàíñôåðà ìîæíî ñðàçó îïðåäåëèòü
ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê 2j2�ëèñòíîìó íàêðûòèþ M̄n−k

tot → Mn−k cî
ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2j2 ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà

×i(κN + κi) : H1(Mn−k;Z/2) → Z/2j2 , 1 ≤ i ≤ j2.

Íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå M̄n−k
tot â ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî

îïðåäåëèòü êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Zj�íàêðûòèÿ ïðè ïîìîùè
äðóãîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ. Ïîìåíÿåì
ìåñòàìè êëàññ κM ñ ïðîèçâîëüíûì êëàññîì κi è îïðåäåëèì íàêðûòèå,
îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî âî-ïåðâûõ, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òðàíñôåðà íå çàâèñèò îò òîãî,
êàêèì ñïîñîáîì óïîðÿäî÷åí íàáîð êëàññîâ êîãîìîëîãèé, îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ ñòðîèòñÿ òðàíñôåð. Âî-âòîðûõ, íà íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå
M̄n−k íàä Mn−k îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κi + κM

èíäóöèðîâàííûå êëàññû κ̄i, κ̄M ∈ H1(M̄n−k;Z/2) îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.
Ïðåäëîæåíèå 32. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷åòíîãî ÷èñëà k, k =
0(mod2), 2l − 2 = n > k > 0, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ψ, çàâèñÿùåå òîëüêî îò k, ÷òî ãîìîìîðôèçì ïîëíîãî òðàíñôåðà

rtot : Immsf ;κ1,...,κψ(n− k, k) → Immsf (n− k, k) (153)
òðèâèàëüíûé.
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Построенное скошенно-оснащенное многообразие M; с указанным 

набором классов когомологий представляет элемент в группе кобордизма 

Immsfitt--%-1(n — К, К), который определяет образ исходного элемента. 

Пример 31. Предположим, что 7 = 0. Тогда гомоморфизм трансфера 

ry: Imm! (п — К, К) — [тит (п — К, К) изучен в [А-Е|. 

Обозначим через 

пар 1 тя (п, — К, К) — ГтитА Кл (п — КК) (152) 

композицию последовательных трансферов относительно набора 

когомологических классов Ам = {k;, +1,...,к»}, 0 < л < jo. Более 
подробно, это означает, что первый гомоморфизм трансфера берем 

относительно класса к, Е Н\(М”*; 2/2), далее второй — относительно 

класса „1 Е Н ey Hane Z/2), который получен индуцированием 

Kijo-1 на двулистное накрывающее Mr накрытия Pj, и т.д. Нетрудно 

доказать, что результат применения гомоморфизма 7; +1,..;» не зависит 

от способа упорядочивания когомологических классов внутри набора с 

индексами 71 + 1,...,J2. В случае 7; = 0, гомоморфизм трансфера 74... jo 

строится относительно набора когомологических классов А. Назовем 

такой гомоморфизмом гомоморфизмом полного трансфера и обозначим 

его через т. Гомоморфизм полного трансфера можно сразу определить 

при помощи перехода к 2-листному накрытию М” — М”* со 

структурной группой Z/2/? при помощи гомоморфизма 

xi(KN + к) : H'(M"*; 2/2) — Z/2”, 1<1< р. 

Накрывающее многообразие Mr-k в этой конструкции можно 

определить как тотальное пространство 2/-накрытия при помощи 

другого упорядоченного набора характеристических классов. Поменяем 

местами класс км с произвольным классом к; и определим накрытие, 

описанным выше способом. Результат не изменится. Это следует из того, 

что во-первых, результат применения трансфера не зависит от того, 

каким способом упорядочен набор классов когомологий, относительно 

которых строится трансфер. Во-вторых, на накрывающем пространстве 

М" над М” относительно когомологического класса к; + км 

индуцированные классы К, км Е A (М nok. Z/2) оказываются равными. 

Предложение 32. Для любого натурального четного числа К, К = 

O(mod2), 2—2 = п > КЁ > 0, существует такое натуральное число 

w, зависящее только от К, что гомоморфизм полного трансфера 

Trot 2 ImmsFikteo® (п, — К, К) > Imm! (n — К, К) (153) 

тривиальный. 
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 32
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë sn−k, . . . , s1, ïî
óáûâàíèþ èíäåêñîâ îò n− k äî 1:

sn−k = ord(Πn−k), sn−k−1 = ordΠn−k−1), . . . , s1 = ord(Π1).

Çäåñü ÷åðåç ord(Πi) îáîçíà÷åíà ñòåïåíü ÷èñëà 2, êîòîðàÿ ðàâíà ïîðÿäêó
2-êîìïîíåíòû i-îé ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû ñôåð. Äàëåå
îïðåäåëèì ψ(i) =

∑n−k
j=i sj è, íàêîíåö, èñêîìîå ÷èñëî ψ = ψ(1) + σ + 1,

ãäå σ = ord(Immfr;κ1,...,κψ(1)(n− k, k)). Òàêèì îáðàçîì ψ > ψ(1) ≥ ψ(2) ≥
· · · ≥ ψ(n− k).

Ïóñòü çàäàí ýëåìåíò α ∈ Immsf ;κ1,...,κψ(n − k, k), ïðåäñòàâëåííûé
òðîéêîé (Mn−k, ΞM , AM). Ðàññìîòðèì ýëåìåíò rψ(α), ïðåäñòàâëåííûé
òðîéêîé (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂), ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì òðàíñôåðà
îòíîñèòåëüíî êëàññîâ êîãîìîëîãèé ñ íîìåðàìè ψ(1)+1, . . . , ψ. Äîêàæåì,
÷òî ýòîò ýëåìåíò äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå RP∞0 × ∏i=ψ(j)
i=1 RP∞(i), êîòîðîå îáîçíà÷èì

÷åðåç X(ψ(j)) è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå λ : Mn−k → X(ψ(1)),
ïîêîîðäèíàòíî îïðåäåëåííîå íàáîðîì AM êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ,
çà èñêëþ÷åíèåì êëàññîâ κψ(1) + 1, . . . , κψ. Ïåðåîáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî
X(ψ(1)) äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç X. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ôèëüòðàöèþ

· · · ⊂ X(n−k+1) ⊂ X(n−k) ⊂ · · · ⊂ X(1) ⊂ X, (154)

êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ ôèëüòðàöèé ïî
êàæäîé êîîðäèíàòå. Êàæäûé ñòðàò X(i) \ X(i+1), i = 1, . . . n − k,
ðàñïàäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ êëåòîê êîðàçìåðíîñòè i. Êëåòêè
îïðåäåëÿþòñÿ ìóëüòèèíäåêñàìè µ = (m1, . . . , mψ(n−k)), m1 + · · · +
mψ(n−k) = i, mi ≥ 0, óêàçûâàþùèìè êîðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî îñòîâà
ñîîòâåòñòâóþùåãî êîîðäèíàòíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ äàííàÿ êëåòêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå λ íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ïî
îòíîøåíèþ ê ôèëüòðàöèè (154). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L0 ⊂ Mn−k� 0-ìåðíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëåííîå êàê ïðîîáðàç ñòðàòà Xn−k ôèëüòðàöèè
êîðàçìåðíîñòè (n− k) = dim(Mn−k).

Ðàññìîòðèì 2ψ−ψ(1)�ëèñòíîå íàêðûòèå p : M̂n−k → Mn−k,
èíäóöèðîâàííîå íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ κM +
κψ(1)+1, . . . , κM + κψ. Íà ìíîãîîáðàçèè M̂n−k îïðåäåëåíî ñêîøåííîå
îñíàùåíèå ΞM̂ è íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM̂ = κM̂ , . . . , κ̂ψ(1)),
èíäóöèðîâàííûé èç ïîäíàáîðà AM,1 = (κM , . . . κψ(1)) íàáîðà AM

íà íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå M̂ íàêðûòèè p : M̂n−k → Mn−k.
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Доказательство Предложения 32 

Определим последовательность натуральных чисел 5и_к,..., 31, ПО 

убыванию индексов от n — К до 1: 

8п_к = ОТа(Пк), ик = ОтАа|П —к-1), ..., 81 = ord(Il,). 

Здесь через ота(П;) обозначена степень числа 2, которая равна порядку 

2-компоненты 1-ой стабильной гомотопической группы сфер. Далее 

определим w(t) = an 3; и, наконец, искомое число ф = ~(1) +041, 

где о = ога( тит" “ча (п, — k,k)). Таким образом w > W(1) > (2) > 

“+ > Y(n—k). 
Пусть задан элемент a € Imm!’ (n — kk), представленный 

тройкой (M"-*,=y, Ам). Рассмотрим элемент ry(a), представленный 

тройкой (М "Е Ай), полученный применением трансфера 

относительно классов когомологий с номерами 4(1)+1,...,4. Докажем, 

что этот элемент допускает ретракцию порядка 0. 
Рассмотрим произведение ВР x Wo” ВР (1), которое обозначим 

через Х(4(7)) и рассмотрим отображение A : М"”*® — Х(4(1)), 
покоординатно определенное набором Ам когомологических классов, 
за исключением классов Ку(1) + 1,..., Ку. Переобозначим пространство 

X (w(1)) для краткости через Х. Рассмотрим естественную фильтрацию 

С ХЕ с xX (nk) GC: x C Х, (154) 

которая определена как произведение стандартных Ффильтраций по 
каждой координате. Каждый страт Х® \ Х@, 1 = 1,...n —k, 
распадается в объединение открытых клеток коразмерности 1. Клетки 
определяются мультииндексами и = (mM1,...,Muy(n—k)); M1 +. + 

Ma(n—k) = $, Ты > 0, указывающими коразмерность минимального остова 
соответствующего координатного проективного пространства, в котором 
содержится данная клетка. 

Предположим, что отображение Л находится в общем положении по 
отношению к фильтрации (154). Обозначим через [2 с М” *- 0-мерное 

подмногообразие, определенное как прообраз страта X"-* фильтрации 

коразмерности (п — k) = dim(M"-*), 
Рассмотрим 2%) листное накрытие р : М" — М", 

индуцированное набором  когомологических классов км + 

Кро ....Км + Ky. На многообразии М" * определено скошенное 

оснащение = и набор когомологических классов Ам = Kyy,---, huy(1)); 

инлупированный из поднабора Ам = (Км,...Куа)) набора Ам 

на накрывающее многообразие М накрытии р: М" — М". 
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Ðàññìîòðèì òðîéêó (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂). Ýòà òðîéêà ïðåäñòàâëÿåò òðàíñôåð
òðîéêè (Mn−k, ΞM , AM) îòíîñèòåëüíî íàáîðà êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
κψ(1)+1, . . . , κψ. Äîêàæåì, ÷òî ýòà òðîéêà (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂) â êëàññå
íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå λ̂ : M̂n−k → X,
îïðåäåëåííîå íàáîðîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ AM̂ , äëÿ êîòîðîãî
ïðîîáðàç λ̂−1

1 (X(n−k)) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ k ÷åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó n

÷åòíî, ìíîãîîáðàçèå Mn−k ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì. Îáîçíà÷èì
öåëî÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà λ(Mn−k) ñ
îðèåíòèðîâàííîé êëåòêîé èç X(n−k) \ X(n−k+1) íîìåðà µ ÷åðåç lk(µ).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåí òàêæå öåëî÷èñëåííûé íàáîð {l̂k(µ)} äëÿ
îòîáðàæåíèÿ λ̂. Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîð {l̂k(µ)} ïîëó÷åí èç íàáîðà {lk(µ)}
óìíîæåíèåì íà 2ψ−ψ(1).

Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå p̃ : M̃n−k → Mn−k,
èíäóöèðîâàííîå êëàññîì êîãîìîëîãèé κM è ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ
λ̃ : M̃n−k p̃−→ Mn−k λ−→ X. Ìíîãîîáðàçèå M̃n−k ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΨM̃ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, èíäóöèðîâàííîå èç
ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞM ïðè íàêðûòèè p̃. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AM̃

íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ {κM̃ , κ̃1, . . . , κ̃ψ(1)}, èíäóöèðîâàííûõ íà
2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå M̃n−k ïðè íàêðûòèè p̃. Òðîéêà (M̃n−k, ΨM̃ , AM̃)
îïðåäåëÿåò ýëåìåíò èç ãðóïïû Immfr;κ1,κψ(1)(n − k, k). Ïî îïðåäåëåíèþ
ïîðÿäîê ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû ðàâåí ψ − ψ(1) − 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ψ − ψ(1) − 1 ýêçåìïëÿðîâ òðîéêè (M̃n−k, ΞM̃ , AM̃) íîðìàëüíî
îãðàíè÷èâàþò.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå λ̃ : M̃n−k → X. Íàáîð êîýôôèöèåíòîâ
{lk(λ̃)} ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà λ̃∗([M̃n−k]) ñ
êëåòêàìè ïðîñòðàíñòâà X(k) \ X(k+1) ðàâåí óäâîåííîìó íàáîðó lk(µ),
âû÷èñëåííîìó ïî îòîáðàæåíèþ λ.

Ðàññìîòðèì òðîéêó (2σ)(−M̃n−k,−ΨM̃ , AM̃), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â
ðåçóëüòàòå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ 2σ, (σ = ψ−ψ(1)−1) ýêçåìïëÿðîâ
òðîéêè (−M̃n−k,−ΨM̃ , AM̃). Çäåñü îñíàùåíèå ΨM̃ çàìåíåíî íà îáðàòíîå
−ΨM̃ ïóòåì èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îñíàùåíèÿ
(â ÷àñòíîñòè, îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M̃ ïðè ýòîì òàêæå ìåíÿåòñÿ).
Íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ 2σλ̃, ïîñòðîåííîãî
ïî íàáîðó êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ (2σ)AM̃ , îáîçíà÷èì ÷åðåç l̃k(µ).

Ðàññìîòðèì òðîéêó (M̂ ′n−k, ΞM̂ ′ , AM̂ ′), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå òðîéêè (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂) ñ òðîéêîé
(2σ)(M̃n−k,−ΨÑ , AÑ). Íîâàÿ òðîéêà ïðåäñòàâëÿåò òîò æå ýëåìåíò â
ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κψ(1)(k, n− k), ÷òî è èñõîäíàÿ òðîéêà (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂).
Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå λ̂′ : M̂ ′k → X. Ïðè ýòîì íàáîð êîýôôèöèåíòîâ
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Рассмотрим тройку (М "ТЕ Е, Ам). Эта тройка представляет трансфер 

тройки (М”*, Ем, Ам) относительно набора когомологических классов 

Kij(1)415 +++ Ky. Докажем, что эта тройка (Mr Е, Ад) в классе 

нормального кобордизма допускает отображение А: М + xX , 

определенное набором характеристических классов Алу, для которого 

прообраз Ay !(X—*)) является пустым. 
По предположению k четно. Следовательно, поскольку п 

четно, многообразие М” \ является ориентированным. Обозначим 

пелочисленный коэффициент пересечения образа A(M"*) с 

ориентированной клеткой из Х"® \ Xk) номера и через (и). 

Аналогично определен также целочисленный набор {lk(u)} для 
отображения A. Очевидно, что набор {#(и)} получен из набора {%(и)} 
умножением на 2%-%(. 

Рассмотрим двулистное накрытие р : М" — М", 
индуцированное классом когомологий км и рассмотрим композицию 

А: МКР, М" A, x, Многообразие М”-* является оснащенным. 

Обозначим через Vy, этого многообразия, индуцированное из 

скошенного оснащения Ем при накрытии р. Обозначим через Ая 

набор когомологических классов {K x7, А1,..., Ау}, индуцированных на 

2-листное накрывающее М”-* при накрытии р. Тройка (М”-*, Ри, Ам) 

определяет элемент из группы Imms™*-*v (n — К, К). По определению 

порядок рассматриваемой группы равен 4 — w(1) — 1. Следовательно, 

ф — W(1) — 1 экземпляров тройки (М”-* ‚Ем.Ам) нормально 

ограничивают. _ _ 
Рассмотрим отображение Л: Mr-* - Х. Набор коэффициентов 

{1к(^)} пересечения образа фундаментального класса A,([M"*]) с 
клетками пространства X“*) \ X“+) равен удвоенному набору (р), 

вычисленному по отображению A. 
Рассмотрим тройку (2°)(-М”*, -Ф у, Ая), которая определена в 

результате дизъюнктного объединения 2°, (д = W—w(1)—1) экземпляров 

тройки (—M"-', —Ф т, Ад). Здесь оснащение Vy, заменено на обратное 
— у путем изменения ориентации первого базисного вектора оснащения 
(в частности, ориентация многообразия М при этом также меняется). 
Набор коэффициентов пересечения для отображения 27A, построенного 

по набору когомологических классов (2°)Азу, обозначим через Lk ({1). 

Рассмотрим тройку (М "Е =, Ад,), которая определена 

как дизъюнктное объединение тройки (М”^*,Е„,Аз) с тройкой 
(2°)(М”-*, —-Фх,Ал). Новая тройка представляет тот же элемент в 

группе Immsfitt--"¥ (k,n — К), что и исходная тройка (М”—^, Ея, Ад). 

Определено отображение \’ : М” + Х. При этом набор коэффициентов 
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l̂k′(µ), ïîñòðîåííûé äëÿ íîâîé òðîéêè, ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó íàáîðû
{(2σ)l̃k(µ)}, {l̂k(µ)} îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.

Îïðåäåëåíà íîðìàëüíàÿ ïåðåñòðîéêà òðîéêè (M̂ ′n−k, ΞM̂ ′ , AM̂ ′) ïî
ñåìåéñòâó ðó÷åê èíäåêñà 1 ïðè êîòîðîé λ̂′−1(X(n−k)) = ∅. Íà÷àëüíûé
ýòàï èíäóêòèâíîé êîíñòðóêöèè îïðåäåëåí.

Ïåðåîáîçíà÷èì òðîéêó (M̂ ′n−k, ΞM ′ , AM̂ ′) ñíîâà ÷åðåç (Mn−k, ΞM , AM).
Îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïî íàáîðó êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM

îáîçíà÷èì ñíîâà ÷åðåç λ : M̂n−k → X. Ïî ïîñòðîåíèþ λ−1(X(n−k)) =
∅. Ïðèìåíèì ê ðàññìàòðèâàåìîìó ýëåìåíòó ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà
rκψ(2)+1,...,κψ(1)

. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðîéêó, îáîçíà÷àåìóþ äëÿ êðàòêîñòè
ñíîâà ÷åðåç (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂).

Ìíîãîîáðàçèå M̂n−k îïðåäåëåíî êàê íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî
2ψ(1)−ψ(2)�ëèñòíîãî íàêðûòèÿ p : M̂n−k → Mn−k îòíîñèòåëüíî êëàññîâ
êîãîìîëîãèé (κψ(2)+1, . . . , κψ(1)). Ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞM̂ èíäóöèðîâàíî
èç îñíàùåíèÿ ΞM ïðè íàêðûòèè p. Íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM̂ = {κM̂ , . . . , κ̂ψ(2)} íà íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè M̂n−k èíäóöèðîâàí
èç íàáîðà (κM , . . . , κψ(2)) ïðè íàêðûòèè p.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X(ψ(2)), îïðåäåëåííîå êàê ïðîèçâåäåíèå
ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ èíäåêñàìè (0, 1, . . . , ψ(2)). Îïðåäåëåíî
âëîæåíèå iψ(2) : X(ψ(2)) ⊂ X(ψ(1)), ñîîòâåòñòâóþùåå óêàçàííîìó íàáîðó
êîîðäèíàò. Ïðîñòðàíñòâî X(ψ(2)) ñàìî ñíàáæåíî ñòðàòèôèêàöèåé,
êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

· · · ⊂ X i(ψ(2)) ⊂ X i−1(ψ(2)) ⊂ · · · ⊂ X(ψ(2)). (155)

Âëîæåíèå iψ(2) ñîãëàñîâàíî ñî ñòðàòèôèêàöèÿìè (154), (155).
Íàáîð AM̂ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

λ̂ : M̂n−k → X(ψ(2)). Ïîñêîëüêó λ−1(X(n−k)(ψ(1))) = ∅, òî è
λ̂−1(X(n−k)(ψ(2))) = ∅.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L̂1 ⊂ M̂n−k îäíîìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå L̂1 = λ̂−1(X(n−k−1)(ψ(2))). Îãðàíè÷åíèå
êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ íàáîðà AM̂ íà ïîäìíîãîîáðàçèå L̂1 ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìíîãîîáðàçèå L̂1 ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì.
Êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ L̂1 èíäåêñèðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ
êëåòêàìè ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Xn−k−1(ψ(2)). Ïðè
ýòîì êîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèêñèðîâàííîìó ìóëüòèèíäåêñó,
ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå 2s1 îñíàùåííûõ êðèâûõ
(âîçìîæíî, íåñâÿçíûõ), êîòîðûå äèôôåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé êàê
îñíàùåííûå 1-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíî îñíàùåííîå 2-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå K̃2 ñ îñíàùåííîé
ãðàíèöåé ∂(K̃2) = (L̃1). Îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (K̃2, ΨK), îïðåäåëÿåò

66

Ik’! (р), построенный для новой тройки, равен нулю, поскольку наборы 

{(2°)tk(w)}, (и) отличаются знаком. 
Определена нормальная перестройка тройки (М"—®, = Ах) по 

семейству ручек индекса 1 при которой ^^ \(Х®-®Ю) = 0. Начальный 
этап индуктивной конструкции определен. 

Переобозначим тройку (Min, Ey, Ах») снова через (M"~*, Ем, Ам). 

Отображение, построенное по набору когомологических классов Ам 

обозначим снова через A : М”-* -» Х. По построению \~!(X("-*)) 
0. Применим к рассматриваемому элементу гомоморфизм трансфера 
кро)». .кос)- В результате получим тройку, обозначаемую для краткости 

снова через (М”-*, Е у, Ад). 

Многообразие М"-* определено как накрывающее пространство 

2%4)-%(2) листного накрытия р : М” — М”-* относительно классов 
когомологий (Ky(2)41,-- +5 Ky(1)). Скошенное оснащение = у индуцировано 

из оснащения Ем при накрытии р. Набор когомологических классов 
Ay = {Ky --+> &u(2)} на накрывающем многообразии Mr* индуцирован 

из набора (км,...,Ку(2)) при накрытии р. 

Рассмотрим пространство Х (4(2)), определенное как произведение 

проективных пространств с индексами (0,1,...,4(2)). Определено 

вложение #2) : Х (4(2)) C X(w(1)), соответствующее указанному набору 
координат. Пространство X(w(2)) само снабжено стратификацией, 

которая обозначается через 

с Хх (2)) < Х"Цф(2)) с... © Х(Ф()). (155) 

Вложение #2) согласовано со стратификациями (154), (155). 
Набор Аз когомологических классов определяет отображение 

фл: М"* + Х(4(2)). Поскольку A(X" (W(1))) = 0, и 
ATH XM" (4(2))) = 6. 

Обозначим через ос М* одномерное подмногообразие, 

определенное по формуле М = A~!(X™-*-D(y(2))). Ограничение 
когомологических классов набора Аз на подмногообразие [Л является 

тривиальным. В частности, это многообразие [Л является оснащенным. 

Компоненты многообразия L! индексированы в соответствии с 

клетками старшей размерности пространства X"—*~1(q)(2)). При 

этом компонента, соответствующая фиксированному мультииндексу, 

распадается в дизъюнктное объединение 2°! оснащенных кривых 

(возможно, несвязных), которые диффеоморфны между собой как 

оснащенные 1-мерные многообразия. 

Определено оснащенное 2-мерное многообразие К? с оснащенной 

границей 9(К?) = (L1). Оснашенное многообразие (K?, Vx), определяет 
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îáðàçóþùóþ ðó÷êè äëÿ íîðìàëüíîé ïåðåñòðîéêè, ïðè êîòîðîé
êëàññ êîáîðäèçìà òðîéêè (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂) ñîõðàíÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå
íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà ïîëó÷èì äðóãóþ òðîéêó, îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç
(M̂ ′n−k, ΞM̂ ′ , AM̂ ′). Íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM̂ ′ îïðåäåëÿåò
îòîáðàæåíèå λ̂′ : M̂ ′n−k → X(ψ(2)) è ïðè ýòîì λ̂′−1(X(n−k−1)(ψ(2))) = ∅.

Ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ýòàïó,
ïðè ïîìîùè 2s2�ëèñòíîãî íàêðûòèÿ îòíîñèòåëüíî íàáîðà êëàññîâ
êîãîìîëîãèé (κ̂ψ(3)+1, . . . , κ̂ψ(2)). Èçìåíÿåì ïàðàìåòð j îò 2 äî n − k. Íà
j-îì øàãå ïîëó÷àåì òðîéêó (M̃n−k

j , ΞM̃j
, AM̃j

), ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå λ̂j :

M̂n−k
j → X(ψ(j)), ïîñòðîåííîå ïî íàáîðó AM̃j

, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
λ̂−1

j (X(n−k−j+1)(ψ(j))) = ∅, à ìíîãîîáðàçèå λ̂−1
j (X(n−k−j)(ψ(j))) ÿâëÿåòñÿ

îñíàùåííûì j-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå îñíàùåííî îãðàíè÷èâàåò.
Ïåðåõîä ê ïîñëåäóþùåìó ýòàïó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

îñíàùåííîé ïåðåñòðîéêè è ïåðåõîäîì ê 2sj -ëèñòíîìó íàêðûòèþ
îòíîñèòåëüíî êëàññîâ êîãîìîëîãèé (κ̂ψ(j−1)+1, . . . , κψ(j)).

Íà çàêëþ÷èòåëüíîì øàãå êîíñòðóêöèè ïîëó÷èì ýëåìåíò rtot(α)
(ñì. (153)), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé â ãðóïïå Immsf (n − k, k).
Ïðåäëîæåíèå 32 äîêàçàíî.

Îïèøåì ïîëíîå àëãåáðàè÷åñêîå ïðåïÿòñòâèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ðåòðàêöèè çàäàííîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà 33. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x â ãðóïïå êîáîðäèçìîâ
Immsf,κ1,...,κj(n − k, k) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà i, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Jk′

sf (x) ∈ Immsf,κ1,...,κj(n − k′, k′) (â ïðåäïîëîæåíèè
i ≤ n− k′ ≤ n− k ) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ òîãî æå ïîðÿäêà i.

Ñëåäñòâèå 34. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ Immsf ;κ1,...,κj(n −
k, k) ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà q (â
ïðåäïîëîæåíèè 0 ≤ q ≤ n − k) îïðåäåëåíî ýëåìåíòîì Jn−q−1

sf (x) ∈
Immsf ;κ1,...,κj(q + 1, n− q − 1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 33 äîêàæåì åùå îäíó ëåììó.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (Mn−k, ΞM),
ñíàáæåííîå ñåìåéñòâîì AM = (κM , κ1, . . . , κj) êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ,
ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå êîáîðäèçìîâ Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k).
Ïóñòü κ′M : Mn−k → RPn−k−i, i < n − k � ðåòðàêöèÿ ïîðÿäêà (i − 1)
îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà κM ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ
ΞM . Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå Qi ⊂ Mn−k, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå
Qi = κ′−1

M (pt), pt ∈ RPk−i. Ìíîãîîáðàçèå Qi ñíàáæåíî åñòåñòâåííûì
îñíàùåíèåì ΞQ ñ íóëåâûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì, ïîñêîëüêó
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образующую ручки для нормальной перестройки, при которой 

класс кобордизма тройки (M" =, Аз) сохраняется. В результате 

нормального кобордизма получим другую тройку, обозначаемую через 
(М"—^,=„Ах,). Набор когомологических классов Ay, определяет 

отображение А’: М”-* — Х (4(2)) и при этом NOX -*-YD (4 (2))) = 0. 
Рассуждаем по индукции и переходим к следующему этапу, 

при помощи 2°?-листного накрытия относительно набора классов 
когомологий (Ау (з)+1,...,Аф(2)). Изменяем параметр j от 2 до п - К. Ha 

. В n-k = _ _ 1. j-OM шаге получаем тройку (М; “,Е м, А м). при этом отображение Л; : 

М А — X(w(j)), построенное по набору А м, удовлетворяет условиям: 

75 (4 (7) = 0, а многообразие 2х“ (40))) является 
оснащенным 7-мерным многообразием, которое оснащенно ограничивает. 

Переход к последующему этапу осуществляется посредством 
оснащенной перестройки и переходом к 2°-листному накрытию 
относительно классов когомологий (А р(;—1)-+1,...,Юф())). 

На заключительном шаге конструкции получим элемент гих(а) 
(см. (153)), который является границей в группе Гтитг/(п — К, К). 

Предложение 32 доказано. 

Опишем полное алгебраическое препятствие для построения 

ретракции заданного порядка. 

Лемма 33. Произвольный элемент х в группе кобордизмов 

Гттё/ ^^ (п — К,К) допускает ретракцию порядка i, тогда и 

только тогда, когда JE(2) Е Immshtte-%(n — К, К") (в предположении 
1<п-К' <п-К)] допускает ретракцию того же порядка i. 

Следствие 34. Для произвольного элемента х Е Гттё кк, — 

k,k) полное препятствие к построению ретракции порядка а (в 
9-1 

предположении 0 < 4 < п- К) определено элементом Jey! (x) € 

Immsfitto®i(g+1,n-—q-1). 

Для доказательства Леммы 33 докажем еще одну лемму. 

Предположим, что скошенно-оснашенное многообразие (M"-*, Ем), 

снабженное семейством Ам = (км, к1,...,К;) когомологических классов, 

представляет элемент в групне кобордизмов тт?“ (п — К, К). 

Пусть км : М" * - ВР" i < n—k — ретракция порядка (i — 1) 

относительно характеристического класса км скошенного оснащения 
Ем. Рассмотрим подмногообразие Q* С М” *, определенное по формуле 

О = ки(р), pt € ВРК". Многообразие © снабжено естественным 
оснашением =g с нулевым характеристическим классом, поскольку 
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ïîäìíîãîîáðàçèå Qi ⊂ Mn−k ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì
è ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞM |Q ÿâëÿåòñÿ
îñíàùåíèåì. Êðîìå òîãî, îïðåäåëåí íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AQ, ïîëó÷åííûé îãðàíè÷åíèåì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ íàáîðà AM íà
ïîäìíîãîîáðàçèå Qi ⊂ Mn−k. Êëàññ κQ = κM |Q ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ
òðèâèàëüíûì. Òðîéêà (Qi, ΞQ, AQ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå
îñíàùåííûõ êîáîðäèçìîâ Immfr;κ1,...,κj(i, n − i), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç y.

Ëåììà 35. Òðîéêà (Mn−k, ΞM , AM), îïðåäåëÿþùàÿ ýëåìåíò x â ãðóïïå
êîáîðäèçìà Immsf,κ1,...,κj(n − k, k) ïðè óñëîâèÿõ, îïèñàííûõ âûøå,
äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà i îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà
κM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò y ∈ Immfr,κ1,...,κj(i, n −
i) ëåæèò â ÿäðå ãîìîìîðôèçìà δ : Immfr;κ1,...,κj(i, n − i) →
Immsf ;κ1,...,κj(i, n− i).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 35
Â íà÷àëå äîêàæåì ïîëíîòó ïðåïÿòñòâèÿ ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè. Ïî
óñëîâèþ äëÿ ýëåìåíòà y ∈ Immsf ;κ1,...,κj(i, n − i) èìååì δ(y) = 0.
Ðàññìîòðèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (P i+1, ΞP ), ∂P i+1 = Qi,
ñíàáæåííîå íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AP , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå
AP |Q ñîâïàäàåò ñ AQ. Ïîñòðîèì ìíîãîîáðàçèå T n−k, îïðåäåëåííîå
â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîéêè ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k ïî ðó÷êå, êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ íèæå. Ðó÷êà îïðåäåëåíà êàê ñôåðè÷åñêàÿ ãðàíèöà
äèñêîâîãî ïîäîñíàùåíèÿ â äèñêîâîì (n − k − i)-ìåðíîì îñíàùåíèè ΞP

íàä ìíîãîîáðàçèåì P i+1. Öåíòðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðó÷êè èìååò
ðàçìåðíîñòü (n− k − i), ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ñàìîé ðó÷êè ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ n− k ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïèøåì ðó÷êó ïîäðîáíåå. Ðàññìîòðèì ïîäðàññëîåíèå â íîðìàëüíîì
(îñíàùåííîì) ðàññëîåíèè íàä P i+1, ïîðîæäåííîå ïåðâûìè (k − i)
âåêòîðàìè îñíàùåíèÿ ΞP â êàæäîì ñëîå è îáîçíà÷èì ÷åðåç UP

ïîäïðîñòðàíñòâî äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ äàííûì
âåêòîðíûì. Ïðîñòðàíñòâî UP ÿâëÿåòñÿ òåëîì ðàññìàòðèâàåìîé ðó÷êè.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè (n−
k) ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì.

Ãðàíèöà ∂UP ñîäåðæèò ïîäìíîãîîáðàçèå Qi × Dn−k−i, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò äèñêîâîå ðàññëîåíèå íàä ìíîãîîáðàçèåì Qi. Âòîðàÿ
êîïèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Qi × Dn−k−i âëîæåíà â êîìïîíåíòó Mn−k × {1}
ãðàíèöû ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k × I è ïðåäñòàâëÿåò ðåãóëÿðíóþ äèñêîâóþ
îêðåñòíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ Qi × {1} ⊂ Mn−k × {1}. Îïðåäåëèì
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подмногообразие Q’ C М"”* является оснащенным подмногообразием 

и поскольку ограничение скошенного оснащения Ем|о является 

оснащением. Кроме того, определен набор когомологических классов 

Ао, полученный ограничением когомологических классов набора Ам на 

подмногообразие Q* C M"-*, Класс ко = км|о при этом оказывается 

тривиальным. Тройка (Q',=9,Ag) представляет элемент в группе 

оснащенных кобордизмов Imm/™**i(i,n — i), который мы обозначим 

через у. 

Лемма 35. Тройка (М"*,Ем,Ам), определяющая элемент x в группе 

кобордизма Гттё “9 (п — КК) при условиях, описанных въише, 

допускает, ретракиию порядка it относительно когомологического класса 

км тогда и только тогда, когда элемент у Е Imms™®teoi (п, — 

i) лежит в ядре гомоморфизма 9 : ттт — i) = 
Ттит8 1-9 (in — 7). 

Доказательство Леммы 35 

В начале докажем полноту препятствия к построению ретракции. По 
условию для элемента у Е тт (рп — i) имеем d(y) = 0. 
Рассмотрим скошенно-оснащенное многообразие (Р"",Ер), РЯ" = Q', 
снабженное набором когомологических классов Ар, причем ограничение 
Ар о совпадает с Ао. Построим многообразие T"-*, определенное 

в результате перестройки многообразия M"-* по ручке, которая 
описывается ниже. Ручка определена как сферическая граница 
дискового подоснащения в дисковом (п — К — ®-мерном оснащении =p 
над многообразием РЯ". Центральное подмногообразие ручки имеет 

размерность (п — К — 7), при этом размерность самой ручки совпадает с 
размерностью n — А многообразия. 

Опишем ручку подробнее. Рассмотрим подрасслоение в нормальном 
(оснащенном) расслоении над РЯ", порожденное первыми (k — 7) 
векторами оснашения Ep в каждом слое и обозначим через Up 

подпространство дискового расслоения, ассоциированного с данным 
векторным. Пространство Up является телом рассматриваемой ручки. 
Это пространство является скошенно-оснащенным в коразмерности (п — 
К) многообразием с краем. 

Граница OUp содержит подмногообразие О’ x D"-*-*, которое 
представляет дисковое расслоение над многообразием С". Вторая 
копия многообразия Ох D"-*~* вложена в компоненту М" x {1} 
границы многообразия М” * x J и представляет регулярную дисковую 

окрестность подмногообразия Ох {1} с М”*х {1}. Определим 
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ìíîãîîáðàçèå T n−k ïî ôîðìóëå

T n−k = ∂+((Mn−k × I) ∪Qi×Dn−k−i UP ),

ãäå ÷åðåç ∂+ îáîçíà÷åíà êîìïîíåíòà ãðàíèöû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïåðåñòðîåííîé êîìïîíåíòå Mn−k × {1} ãðàíèöû ∂(Mn−k × I).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñòàíäàðòíîé îïåðàöèè "ñãëàæèâàíèÿ óãëîâ"
ìíîãîîáðàçèå T n−k ñòàíîâèòñÿ ãëàäêèì (çàìêíóòûì). Ýòî ìíîãîîáðàçèå
äîïóñêàåò êàíîíè÷åñêîå ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞT ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
êëàññîì κT . Îñíàùåíèå ΞT ðàçìåðíîñòè k ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå
ñêëåéêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîøåííûõ îñíàùåíèé ê ðó÷êå è ê
ìíîãîîáðàçèþ ΞM âäîëü îáùåé ÷àñòè Qi. Ìíîãîîáðàçèå T n−k

ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AT = {κT , κ1, . . . , κj} ∈
H1(T n−k;Z/2), êàæäûé êëàññ èç ýòîãî íàáîðà ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå
ñêëåéêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ íà ìíîãîîáðàçèè
Mn−k × I è íà ðó÷êå. Òðîéêà (T n−k, ΞT , AT ) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ
êîáîðäèçìà èñõîäíîãî ýëåìåíòà (Mn−k, ΞM , AM) â ãðóïïå êîáîðäèçìîâ
Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå T n−k äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà
i îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κT . Äîêàæåì, ÷òî ýòîò
êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ïðåäñòàâëåí îòîáðàæåíèåì κT : T n−k →
RPn−k−i−1 ⊂ RP∞ (êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå
êàê è ñîîòâåòñòâóþùèé êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ). Âûáåðåì íàòóðàëüíîå
b äîñòàòî÷íî áîëüøèì, è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κM : Mn−k → RPb, äëÿ
êîòîðîãî ïîëíûé ïðîîáðàç ïðîåêòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà RPb−n+k+i ⊂
RPb êîðàçìåðíîñòè n− k − i ñîâïàäàåò ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì Qi.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g : P i+1 → RPb−n+k+i, îãðàíè÷åíèå
êîòîðîãî íà ãðàíèöó ∂P i+1 = Qi ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì κM |Qi .
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h : UP → RPb, êîòîðîå îïðåäåëåíî ïîñðåäñòâîì
"óòîëùåíèÿ"îòîáðàæåíèÿ g ñ P i+1 íà UP , ò.å. ïîñðåäñòâîì ðàñøèðåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ g äî ìîðôèçìà äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ â ðàññëîåíèå
ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ RPb−n+k+i ⊂ RPb. Çàìåòèì,
÷òî îòîáðàæåíèå Mn−k ∪Qi×Dn−k−i UP → RPb êîððåêòíî îïðåäåëåíî,
ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå T n−k ⊂
Mn−k ∪ UP íå ïåðåñåêàåò ïîäìíîãîîáðàçèå RPb−n−k+i ⊂ RPb. Ïîñêîëüêó
îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå RPb \ RPb−n−k+i ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
ìíîãîîáðàçèþ RPn−k−i−1, òðåáóåìàÿ ðåòðàêöèÿ κT ïîðÿäêà i â çàäàííîì
êëàññå êîãîìîëîãèé ïîñòðîåíà.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî, äîêàæåì, ÷òî åñëè
ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå T n−k äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà
i îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà êîãîìîëîãèé ñêîøåííîãî
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многообразие Т"—* по формуле 

ИА = 0*((M"* x 1) Ugix рь-к- Up), 

rae через 0+ обозначена компонента границы, соответствующая 

перестроенной компоненте М” x {1} границы O(M"-* x Г). 
Заметим, что после стандартной операции "сглаживания углов" 

многообразие Т"-^ становится гладким (замкнутым). Это многообразие 

допускает каноническое скошенное оснащение =т с характеристическим 

классом кт. Оснащение =r размерности К получено в результате 

склейки соответствующих скошенных оснащений к ручке и к 

многообразию Ey вдоль общей части Q*. Многообразие Т"* 

снабжено набором когомологических классов Ат = {кт, к1,...,к;} Е 

НТ" *; 2/2), каждый класс из этого набора получен в результате 

склейки соответствующих когомологических классов на многообразии 

М” x Г и на ручке. Тройка (Т”*,Ет, Ат) представляет класс 
— 

кобордизма исходного элемента (М nk Ем, Ам) в группе кобордизмов 

Immsfitteo%i (п, — К, К). 

Докажем, что многообразие T"-* допускает ретракцию порядка 

i относительно когомологического класса кт. Докажем, что этот 

когомологический класс представлен отображением кт : 1"”* > 

Re"! с ВР® (классифицирующее отображение обозначается также 
как и соответствующий когомологический класс). Выберем натуральное 

$ достаточно большим, и рассмотрим отображение км : М” * — RP?, для 

которого полный прообраз проективного подпространства ВР?" + с 

ВР? коразмерности n — К — 1 совпадает с подмногообразием О”. 

Рассмотрим отображение 9 : Pet! — RP ограничение 
которого на границу ОР" = Q' совпадает с отображением км|о:. 
Рассмотрим отображение h : Up — ЕР?®, которое определено посредством 

"утолшения"отображения 9 с РЯ! на Up, т.е. посредством расширения 

отображения 9 до морфизма дискового расслоения в расслоение 

регулярной окрестности подмногообразия ВР”"+" с RP’. Заметим, 
что отображение M"-* Ugix pn-r-i Up — ВР? корректно определено, 

при этом ограничение этого отображения на подмногообразие Т”* C 

М” UUp не пересекает подмногообразие RP-"-*+* с ВР. Поскольку 

открытое многообразие RP? \ RP’-"-*+* гомотопически эквивалентно 

многообразию RP’-*-*-!, требуемая ретракция кт порядка 7 в заданном 

классе когомологий построена. 

Докажем обратное утверждение, а именно, докажем, что если 

скошенно-оснащенное многообразие T”—* допускает ретракцию порядка 

относительно характеристического класса когомологий скошенного 

69



îñíàùåíèÿ, òî îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (Qi, ΨQ, AQ), îïðåäåëåííîå êàê
ïðîîáðàç òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè ðåòðàêöèè ïîðÿäêà i−1, îãðàíè÷èâàåò
êàê ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå â êîðàçìåðíîñòè (n − i), ò.å.
îïðåäåëÿåò íóëåâîé ýëåìåíò δ(y) â ãðóïïå êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(i, n−
i).

Ïóñòü (W n−k+1, ΞW ) � ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé
∂W n−k+1 = Mn−k ∪ Mn−k

1 , êîòîðîå îïðåäåëÿåò íîðìàëüíûé êîáîðäèçì
ìåæäó ñêîøåííî-îñíàùåííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè Mn−k è Mn−k

1 . Êðîìå
òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn−k

1 äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ
ïîðÿäêà i. Îòîáðàæåíèå ðåòðàêöèè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç κ′M1

: Mn−k
1 →

RPn−k−i−1. Åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî b äîñòàòî÷íî âåëèêî (íàïðèìåð,
b > n − k + 1), òî îòîáðàæåíèå F : W n−k+1 → RPb, äëÿ êîòîðîãî
F |Mn−k = κM , F |M1 = κ′M1

, ò.å. Im(F (Mn−k)) ⊂ RPn−k−i ⊂
RPb, Im(F (Mn−k

1 )) ⊂ RPn−k−i−1 êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ðàññìîòðèì
ïîäìíîãîîáðàçèå RPb−n−k+i ⊂ RPb, êîòîðîå ïåðåñåêàåò ïîäìíîãîîáðàçèå
RPn−k−i ⊂ RPb (ïîäìíîãîîáðàçèå RPn−k−i ⊂ RPb ñîäåðæèò îáðàç
ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k ïðè îòîáðàæåíèè κM) ïî òî÷êå pt ∈ RPn−k−i \
RPn−k−i−1 è íå ïåðåñåêàåò ïîäìíîãîîáðàçèå RPn−k−i−1 ⊂ RPn−k−i

(ïîäìíîãîîáðàçèå RPn−k−i−1 ⊂ RPn−k−i ñîäåðæèò îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ
Mn−k

1 ïðè îòîáðàæåíèè κ′M1
).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P i+1 ïîäìíîãîîáðàçèå F−1(RPb−n+k+i). Ïî
ïîñòðîåíèþ ∂P i+1 = Qi. Îïðåäåëèì ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞP

ðàçìåðíîñòè (n − i) êàê ïðÿìóþ ñóììó îñíàùåíèé ïîäìíîãîîáðàçèÿ
P i+1 ⊂ W n−k+1 è îñíàùåíèÿ ΞW , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
îãðàíè÷åíèÿ îñíàùåíèÿ c W n−k+1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå P i+1 ⊂ W n−k+1.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå îñíàùåíèÿ ΞW íà ∂W n−k+1 = Qn−k

ñîâïàäàåò ñ îñíàùåíèåì ΞQ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ
ñåìåéñòâà êîöèêëîâ AP = {κP , κ1, . . . , κj}, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå
îãðàíè÷åíèÿ ñåìåéñòâà êîöèêëîâ ñ W n−k+1 íà P i+1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ýëåìåíò y, ïðåäñòàâëåííûé òðîéêîé (Qi, ΞQ, AQ), ëåæèò â ÿäðå
ãîìîìîðôèçìà δ. Ëåììà 35 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 33
Ïî Ëåììå 35, ïðåïÿòñòâèå ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà i â êëàññå êîáîðäèçìà
òðîéêè (Mn−k, ΞM , AM), ïðåäñòàâëÿþùåé çàäàííûé ýëåìåíò x â ãðóïïå
êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k), ñîâïàäàåò (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ðåòðàêöèÿ ïîðÿäêà i − 1 óæå ïîñòðîåíà) ñ ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè
òîãî æå ïîðÿäêà i äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k′

1 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
ýëåìåíòà x â ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κj(n − k′, k′) ïðè ãîìîìîðôèçìå Jsf

k′ :
Immsf,κ1,...,κj(n − k, k) → Immsf,κ1,...,κj(n − k′, k′). Ïðè ïîñòðîåíèè
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оснащения, то оснащенное многообразие (Q*, Фо, Ag), определенное как 

прообраз точки при отображении ретракции порядка i — 1, ограничивает 
как скошенно-оснащенное многообразие в коразмерности (п — 7), т.е. 

определяет нулевой элемент 6(y) в группе кобордизма тит ^^ (1, п— 

Пусть (И/” +1, Sy) — скошенно-оснащенное многообразие с границей 

awr-*+t = М" 0 М", которое определяет нормальный кобордизм 

между скошенно-оснащенными многообразиями М”* и M?-*. Кроме 

того, предположим, что многообразие М” допускает ретракцию 
порядка 1. Отображение ретракции мы обозначим через км, : Mr > 

ВР”^ 1. Если натуральное число b достаточно велико (например, 

b > п- ЕТ, то отображение Е : W"-*t! — RP®, для которого 

Е м»-к = км, Ем = Км, те. Im(F(M"*)) Cc ВР с 

RP’, Im(F(M?r*)) с Re’! корректно определено. Рассмотрим 
подмногообразие ВР" с ВР®, которое пересекает подмногообразие 

ВР”-^-—* с ЮР? (подмногообразие ЮР” * с ИВР? содержит образ 
многообразия M"-* при отображении км) по точке pt € RPr-** \ 

ВР” ^^ 1 и не пересекает подмногообразие RP’-*-*! с Rpr-k- 
(подмногообразие ВР" * с RP”-** содержит образ многообразия 
M;}* при отображении ky, ). 

Обозначим через РИ подмногообразие F1(RP?-"t***), По 
построению OP**! = 0’. Определим скошенное оснащение =p 
размерности (п — i) как прямую сумму оснащений подмногообразия 
РН с И” и оснащения Ew, которое получается в результате 
ограничения оснашения с W"-*+! на подмногообразие Р®"! с И/’" +1. 

Заметим, что ограничение оснашения Zw на ОИ” = Qrk 

совпадает с оснащением =о. Аналогичное утверждение справедливо для 
семейства коциклов Ар = {кр,к1,...,К;}, полученных в результате 

ограничения семейства коциклов с И”"_*+1 на Pt! Следовательно, 
элемент у, представленный тройкой (Q',=9,Ag), лежит в ядре 

гомоморфизма д. Лемма 35 доказана. 

Доказательство Леммы 33 

По Лемме 35, препятствие к ретракции порядка 7 в классе кобордизма 

тройки (М nk м, А м), представляющей заданный элемент x в группе 

кобордизма Immsfikt-*i(n — k,k), совпадает (в предположении, что 

ретракция порядка 1 — 1 уже построена) с препятствием к ретракции 

того же порядка 7 для многообразия Mek которое является образом 

элемента x в группе Immsfit--*i(n — К, К) при гомоморфизме Jef 

Immsf®teo®i(n — kik) — Immsh®teo®i(n — К, К). При построении 
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåòðàêöèé âñå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà áóäåì
ñðàâíèâàòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ Ëåììîé 31, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ðåòðàêöèè ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà äëÿ ýëåìåíòà èç èñõîäíîé
ãðóïïû Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k) è äëÿ îáðàçà ýòîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå
Immsf ;κ1,...,κj(n − k′, k′). Íà êàæäîì øàãå êîíñòðóêöèè îáà ïðåïÿòñòâèÿ
ñîâïàäàþò. Ëåììà 33 äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðåòðàêöèè íàì ïîòðåáóåòñÿ
êîíñòðóêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ Ó.Êîøîðêå (ñì.[K]), ïîëíîãî ïðåïÿòñòâèÿ
ê ïîñòðîåíèþ ïîñëîéíîãî ìîíîìîðôèçìà äâóõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α → Qq, β → Qq � ïàðà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
íàä ìíîãîîáðàçèåì Qq (âîîáùå ãîâîðÿ, Qq ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ñ ãðàíèöåé) dim(α) = a, dim(β) = b, dim(Qq) = q, ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî 2(b − a + 1) < q. Ïóñòü u : α → β �
ìîðôèçì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ Qq � ïîäìíîãîîáðàçèå,
îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

Σ = {x ∈ Qq|ker(ux : αx → βx) 6= 0},

ò.å. ïîäìíîãîîáðàçèå òî÷åê áàçû ñ âûðîæäåíèåì ñëîåâ ïðè ìîðôèçìå u.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçìåðíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, äëÿ
ìîðôèçìà ux îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìû èìååì rk(ux) ≥ a−1. Êîðàçìåðíîñòü
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Σ ⊂ Qq ïðè ýòîì ðàâíà b− a + 1.

Îïèøåì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Σ ⊂ Qq.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ : E(λ) → Σ � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, îïðåäåëåííîå
êàê ïîëå ÿäåð ìîðôèçìà u íàä îñîáûì ïîäìíîãîîáðàçèåì Σ ⊂
Qq. Îïðåäåëåíî, òåì ñàìûì, âêëþ÷åíèå ðàññëîåíèé ε : λ ⊂ α.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λα � ðàññëîåíèå íàä Σ, îïðåäåëåííîå êàê îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå ïîäðàññëîåíèÿ ε(λ) ⊂ α. Åñòåñòâåííûé ìîðôèçì (ïîñëîéíûé
ìîíîìîðôèçì) vx : Λα ⊂ β îïðåäåëåí. Ðàññëîåíèå Λβ îïðåäåëåíî êàê
ðàññëîåíèå, ñëîè êîòîðîãî îðòîãîíàëüíû íàä òî÷êàìè x ∈ Σ â ñëîÿõ βx

ðàññëîåíèÿ β ïîäïðîñòðàíñòâàì vx(Λαx). Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(Σ) ê
ïîäìíîãîîáðàçèþ Σ ⊂ Q îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå

ν(Σ) = λ⊗ Λβ. (156)

Â ðàáîòå [K2] (â êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ ññûëêà íà áîëåå ðàííèå
ðàáîòû òîãî æå àâòîðà) îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà êîáîðäèçìà âëîæåííûõ
ìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè b − a + 1, ïðè÷åì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû êîáîðäèçìà,
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последовательности ретракций все более высокого порядка будем 
сравнивать, в соответствии с Леммой 31, необходимые и достаточные 
условия ретракции следующего порядка для элемента из исходной 
группы Imm Jit" (n — К, К) и для образа этого элемента в группе 

Immsfitt-o% (п, — К’, К). На каждом шаге конструкции оба препятствия 

совпадают. Лемма 33 доказана. 

Для доказательства теоремы о ретракции нам потребуется 

конструкция, принадлежащая У.Кошорке (см.[К]), полного препятствия 

к построению послойного мономорфизма двух векторных расслоений. 

Предположим, что a — (94, В > (01 — пара векторных расслоений 

над многообразием (9 (вообще говоря, © является многообразием 

с границей) dim(a) = a, @т(В) = 65 4т(0 = 4, при этом 

предполагается, что выполнено 2(6 — а-+ 1) < 4. Пусть и: а —В- 

морфизм общего положения, обозначим через 4 C Q4— подмногообразие, 

определенное формулой 

>; = {x Е ОТКег(и. : ax > Bx) = 0}, 

т.е. подмногообразие точек базы с вырождением слоев при морфизме и. 

Заметим, что при рассматриваемых размерностных ограничениях, для 

морфизма U, общего положения мы имеем Tk(u,) > a—1. Коразмерность 

подмногообразия >; C ©1 при этом равна 6 — а+ 1. 

Опишем нормальное расслоение к подмногообразию » С 09. 

Обозначим через Л : Е(Л) > У - линейное расслоение, определенное 

как поле ядер морфизма и над особым подмногообразием » С 

(1. Определено, тем самым, включение расслоений Е : Л С а. 

Обозначим через A, — расслоение над J, определенное как ортогональное 

дополнение подрасслоения =(Л) C a. Естественный морфизм (послойный 

мономорфизм) vz : Ло С В определен. Расслоение Ag определено как 

расслоение, слои которого ортогональны над точками x Е ». в слоях 0, 

расслоения В подпространствам %.(Ло,). Нормальное расслоение V(X) к 

подмногообразию >»; С Q определено по формуле 

(У) =A@ Ag. (156) 

В работе [K2] (в которой приводится ссылка Ha более ранние 

работы того же автора) определяется группа кобордизма вложенных 
многообразий коразмерности 6 — a+ 1, причем нормальное расслоение 
подмногообразия, представляющего элемент этой группы кобордизма, 
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îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (156). Óêàçàííàÿ ñòðóêòóðà íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîáîðäèçìå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà
u : α → β îáùåãî ïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëü, çàäàþùèé
ýëåìåíò â îïèñàííîé ãðóïïå êîáîðäèçìà, êîòîðûé ñëóæèò ïîëíûì
ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëîéíîãî ìîíîìîðôèçìà óêàçàííûõ
ðàññëîåíèé.

Åñëè Qq � ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé, ïðè÷åì ìîðôèçì ðàññëîåíèé,
çàäàííûõ íà âñåì Qq, îïðåäåëåí íàä ãðàíèöåé ∂Q, òî ìíîãîîáðàçèå S∂

êðèòè÷åñêèõ ñëîåâ íàä ãðàíèöåé ñëóæèò ãðàíèöåé ïîäìíîãîîáðàçèÿ Σ ⊂
Qq, ∂Σ = Σ∂ c íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì, îïðåäåëåííûì ïî àíàëîãè÷íîé
ôîðìóëå.

Ïóñòü ν → RP2k−1 � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàçìåðíîñòè (n + 1 − 2k),
2k < n + 2 íàä âåùåñòâåííûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, èçîìîðôíîå
ñóììå Óèòíè (n + 1 − 2k) ýêçåìïëÿðîâ ëèíåéíîãî íåòðèâèàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ κRP íàä RP2k−1. Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå ν × κ ÷åðåç ν̄.
Îïðåäåëåíà åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ π : ν̄ → ν c ÿäðîì κ. Çàìåòèì,
÷òî ðàññëîåíèå ν̄ → RP2k−1 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ê
ìíîãîîáðàçèþ RP2k−1 ðàçìåðíîñòè (n − 2k + 2). Ïî òåîðåìå Êîýíà [C]
ñòàíäàðòíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP2k−1 ïîãðóæàåòñÿ â åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2k+1 − 2− k.

Çàìå÷àíèå
×òîáû îñëàáèòü ðàçìåðíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ â ðàìêàõ äàííîãî
äîêàçàòåëüñòâà, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ñèëüíûì ðåçóëüòàòîì î
òîì, ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP2b(k)−1 ïîãðóæàåòñÿ â R2b(k)−1−4k,
ãäå b(k)� ÷èñëî Ðàäîíà-Ãóðâèöà, ðàâíîå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè ÷èñëà
2, ïðè÷åì b(k) < 2k. Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ
ñåìåéñòâà (n + 3− 2k+1 + k) íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ν̄.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà (n + 3− 2k + k) ñå÷åíèé
(îñîáåííîñòè ñåìåéñòâà ñå÷åíèé äîïóñêàþòñÿ) ðàññëîåíèÿ ν.

Îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ν

Âûáåðåì íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé Ψ̄ = {ψ̄1, . . . , ψ̄s}, s = (n+3−
2k+1+k) ðàññëîåíèÿ ν̄. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñå÷åíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ
Ψ = {ψ1, . . . , ψs}, êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïðîåêöèè ñåìåéñòâà Ψ̄
ïðè π : ν̄ → ν. Ñåìåéñòâî Ψ íàçîâåì ñòàíäàðòíûì.
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определено по формуле (156). Указанная структура нормального 

расслоения сохраняется при кобордизме. Для произвольного морфизма 

и : а —> Дб общего положения определяется представитель, задающий 

элемент в описанной группе кобордизма, который служит полным 

препятствием для построения послойного мономорфизма указанных 

расслоений. 

Если Q? — многообразие с границей, причем морфизм расслоений, 

заданных на всем (9, определен над границей OQ, то многообразие So 

критических слоев над границей служит границей подмногообразия » С 

(1, OX = Na с нормальным расслоением, определенным по аналогичной 

формуле. 

Пусть и — RP?*-! — векторное расслоение размерности (п + 1 — 2*), 
2k <n+2 над вешественным проективным пространством, изоморфное 

сумме Уитни (п + 1 — 2*) экземпляров линейного нетривиального 

расслоения кдр над RP?’-!. Обозначим расслоение и х к через ZT. 
Определена естественная проекция 7 : VY -» и с ядром к. Заметим, 

что расслоение Р — RP?! является нормальным расслоением к 

многообразию ВР?"-! размерности (п — 2* + 2). По теореме Коэна [©] 
стандартное проективное пространство RP?! погружается в евклидово 

пространство размерности 2+1 — 2 — к. 

Замечание 

Чтобы ослабить размерностные ограничения в рамках данного 
доказательства, можно воспользоваться более сильным результатом о 
том, что проективное пространство RP2)-! погружается в В? ®-1-4^, 
где b(k)— число Радона-Гурвица, равное соответствующей степени числа 
2, причем b(k) < 2*. Это утверждение эквивалентно существованию 
семейства (п +3 — 2^+1 +k) независимых сечений расслоения 7. 

Определим понятие стандартного семейства (п + 3 — 2^ +k) сечений 
(особенности семейства сечений допускаются) расслоения и. 

Определение стандартного семейства сечений расслоения и 

Выберем невырожденное семейство сечений Ф = {41,...,4;}, $ = (n+3— 

2+1 +k) расслоения #. Рассмотрим семейство сечений общего положения 

VW = {41,...,0.}, которое получено в результате проекции семейства V 

прил : — и. Семейство Ф назовем стандартным. 
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ RP2k−1 ïîäìíîãîîáðàçèå òî÷åê áàçû, äëÿ
êîòîðûõ ñòàíäàðòíîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé èìååò îñîáåííîñòè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç νΣ íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ýòîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ.

Ëåììà 36. Ìíîãîîáðàçèå Σ ⊂ RP2k−1 ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì, ïðè÷åì åãî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νΣ ñíàáæåíî
ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞΣ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κΣ

êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà
κ ∈ H1(RP2k−1;Z/2) íà ïîäìíîãîîáðàçèå Σ, κΣ = κ|

Σ⊂RP2k−1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 36
Âû÷èñëèì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νΣ ïî òåîðåìå Êîðøîðêå. Áîëåå òîãî,
îïðåäåëèì ñêîøåííîå îñíàùåíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Ïóñòü λ ⊂ Ψ̄ �
ðàññëîåíèå ÿäåð ñåìåéñòâà ñå÷åíèé íàä îñîáûì ïîäìíîãîîáðàçèåì Σ.
Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì, λ = κΣ. Ðàññëîåíèå
Ψ̄/λ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê λ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññëîåíèå ν|Σ ñàìî
îáðàùàåò ðàññëîåíèå κΣ. Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
Ψ̄/λ|Σ â ðàññëîåíèè ν ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ðàçìåðíîñòè
(2k − k − 1). Ïî òåîðåìå Êîøîðêå ðàññëîåíèå νΣ åñòåñòâåííî èçîìîðôíî
ðàññëîåíèþ (2k−k−1)ε⊗κ = (2k−k−1)κ. Ýòîò èçîìîðôèçì îïðåäåëÿåò
ñêîøåííîå îñíàùåíèå ðàññëîåíèÿ νΣ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κΣ.
Ëåììà 36 äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü ìíîãîîáðàçèå Mm èìååò ðàçìåðíîñòü dim(M) = m =
2k − 2 è ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè n − dim(M),
ãäå n = −2(mod2k). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κM : Mm → RP2k−1,
çàäàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì îñíàùåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mm.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mm ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM = {κM , κ1, . . . , κj}, ïðè ýòîì îïðåäåëåí ýëåìåíò α ∈ Immsf,κ1,...,κj(2k−
2, n− 2k + 2).

Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå ν̄ → RP2k−1, ν̄ = (n− 2k + 2)κRP ðàçìåðíîñòè
dim(ν̄) = n − 2k + 2. Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νM

òîé æå ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíî îáðàòíîìó îáðàçó ðàññëîåíèÿ ν̄ ïðè
îòîáðàæåíèè κM : Mm → RP2k−1, νM = κ∗M(ν̄). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
cM : Mm → RP2k−1 × ∏j

i=1RP∞, îïðåäåëåííîå ïî íàáîðó êëàññîâ
êîãîìîëîãèé AM . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè π : RP2k−1 ×∏j

i=1RP∞ → RP2k−1 íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Êîìïîçèöèÿ π ◦ l :

Mm → RP2k−1, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì κM . Îïðåäåëèì
ïîäðàññëîåíèå φM ⊂ νM êîðàçìåðíîñòè 1 (ò.å. ðàçìåðíîñòè n + 1 − 2k)
òàêîå, ÷òî φM = κ∗M(ν).
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к_ 
Обозначим через © C RP?! подмногообразие точек базы, для 

которых стандартное семейство сечений имеет особенности. Обозначим 

через и; нормальное расслоение к этому подмногообразию. 

Лемма 36. Многообразие > С ЕР2^-! является К-мерным 

подмногообразием, причем его нормальное расслоение из снабжено 

скошенным оснащением Ey,  тарактеристический класс ку 

которого совпадает с ограничением тарактеристического класса 

K€ Н'(ЕР?"-1. 2/2) на подмногообразие У, ку = К] scpp2k—1- 

Доказательство Леммы 36 

Вычислим нормальное расслоение Vy по теореме Коршорке. Более того, 

определим скошенное оснащение этого расслоения. Пусть Л С UV — 

расслоение ядер семейства сечений над особым подмногообразием ».. 

Поскольку семейство сечений является стандартным, A = ку. Расслоение 

WV/\ является обратным к Л. С другой стороны, расслоение и|у само 

обращает расслоение ку. Следовательно, ортогональное дополнение к 

W/Aly в расслоении и является тривиальным расслоением размерности 

(2* — К 1). По теореме Кошорке расслоение из; естественно изоморфно 

расслоению (2 —К— 1); ®к = (2*-—k—-1)k. Этот изоморфизм определяет 
скошенное оснащение расслоения Vy с характеристическим классом ку. 

Лемма 36 доказана. 

Пусть теперь многообразие М” имеет размерность dim(M) = т = 

2* —2 и является скошенно-оснащенным в коразмерности n — dim(M), 

rye п = —2(mod2*). Рассмотрим отображение км : М” - RP?*-!, 
заданное характеристическим классом оснащения многообразия М”. 

Предположим, что М” снабжено набором когомологических классов 

Ам = {км,кь,..., ку}, при этом определен элемент a Е Immshteo8s (Qk 
2,n—2* +2). 

_ k_ _ 

Рассмотрим расслоение 7 — ВР? 1, р = (n — 2* + 2)kpp размерности 
im(v) = — . Заметим, что нормальн лоение им dim(v n 2k + 2. Bame , о нормальное расслоение и 

той же размерности изоморфно обратному образу расслоения И при 

отображении км : М” — ВР?” -1, им = к*/(Р). Рассмотрим отображение 
см : М" > RP*-! x Il, ВКР, определенное по набору классов 

когомологий Ам. Рассмотрим отображение проекции 7 : ВР?"-Р x 
7 RP? — ЮР2-! на первый сомножитель. Композиция ло | 

М" — ВР^-1 очевидно, совпадает с отображением км. Определим 
подрасслоение Фм С им коразмерности 1 (т.е. размерности п + 1 — 2^) 

такое, что фм = км(и). 

73



Èíäóöèðóåì íàáîð ñå÷åíèé ΞM = {ξ1, . . . , ξs}, s = n + 3 −
2k+1 + k ðàññëîåíèÿ φM èç ñòàíäàðòíîãî íàáîðà ñå÷åíèé Ψ =
{ψ1, . . . ψs} ðàññëîåíèÿ ν îòîáðàæåíèåì κM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk−1 ⊂
Mm ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè (k − 1) îñîáûõ ñåìåéñòâ ñå÷åíèé.
Ìíîãîîáðàçèå Nk−1 ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AN ,
ïîëó÷åííûé îãðàíè÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ íàáîðà AM íà ýòî
ïîäìíîãîîáðàçèå. Ïðè ýòîì êëàññ κM |N îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç κN .

Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νN èçîìîðôíî ñóììå Óèòíè νN = νM |N ×
νN⊂M , ãäå νM�íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Mm, νN⊂M �
íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Nk−1 âíóòðè Mm ñíàáæåíî
ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κN . Çàìåòèì,
÷òî ðàññëîåíèå νM |N òàêæå ñíàáæåíî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ñ òåì æå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì, ÷òî äîñòàâëÿåò ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞN

ìíîãîîáðàçèÿ Nk−1 â êîðàçìåðíîñòè (n− k + 1).

Ëåììà 37. Òðîéêà (Nk−1, ΞN , AN) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò xk−1 ∈
Immsf,κ1,...,κj(k−1, n−k +1), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðåïÿòñòâèåì
ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 1) äëÿ èñõîäíîãî ýëåìåíòà x ∈
Immsf,κ1,...,κj(2k − 2, n− 2k + 2).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 37
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Σk ⊂ RP2k−1 îñîáûõ ñå÷åíèé ñåìåéñòâà
Ψ, êîòîðîå íèæå áóäåò ïåðåîáîçíà÷åíî ÷åðåç Σk

0. Ýòî ìíîãîîáðàçèå
ñíàáæåíî åñòåñòâåííîé ñòðàòèôèêàöèåé (ôèëüòðàöèåé):

∅ ⊂ Σ0
k ⊂ · · · ⊂ Σk−1

1 ⊂ Σk
0 ⊂ RP2k−1. (157)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ìíîãîîáðàçèå
â ôèëüòðàöèè (157) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Ïîäìíîãîîáðàçèå Σi, dim(Σi) =
k − i ýòîé ôèëüòðàöèè îïðåäåëåí êàê îñîáîå ïîäìíîãîîáðàçèå
ïîäñåìåéñòâà ñå÷åíèé, ñîñòîÿùåãî èç ïåðâûõ (s − i)-ñå÷åíèé. Èç
ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé âûòåêàåò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ [Σi]
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷ëåíà ôèëüòðàöèè ïðåäñòàâëåí îáðàçóþùåé â
Hk−i(RP2k−1;Z/2). Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óêàçàííûé
öèêë äâîéñòâåíåí õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êëàññó wn+1−2k−k+i((n + 1 −
2k)κRP2k−1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå κM : Mm → RP2k−1 ÿâëÿåòñÿ
òðàíñâåðñàëüíûì âäîëü ïîñòðîåííîé ñòðàòèôèêàöèè â îáðàçå è ïðîîáðàç
ñòðàòèôèêàöèè (157) ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

N0
k−1 ⊂ N1

k−2 ⊂ · · · ⊂ Nk−1
0 ⊂ Mm, (158)

74

Индуцируем набор сечений Ем = {&,...,€$, 8 = п+3- 

2^+1 + К расслоения oy из стандартного набора сечений Ф = 

{y1,...Ws} расслоения и отображением км. Обозначим через №1 С 

М" подмногообразие размерности (К — 1) особых семейств сечений. 

Многообразие №" снабжено набором когомологических классов Ам, 

полученный ограничением соответствующих классов набора Ам на это 

подмногообразие. При этом класс км|м обозначается через км. 

Нормальное расслоение им изоморфно сумме Уитни им = им|мх 

YNcM, где им-нормальное расслоение многообразия М”, vycy - 

нормальное расслоение подмногообразия N*-! внутри М” снабжено 

скошенным оснащением с характеристическим классом Ky. Заметим, 

что расслоение им|м также снабжено скошенным оснащением с тем же 

характеристическим классом, что доставляет скошенное оснащение =» 

многообразия №1 в коразмерности (п — k +1). 

Лемма 37. Тройка (М№Еху,Ам) определяет элемент та Е 

Ттит® т (Е —1п-—К-+ 1), который является полным препятствием 

к построению ретракции порядка (К — 1) для исходного элемента х Е 

Тит (2 — 2 п— 2+2). 

Доказательство Леммы 37 

k_ es es 

Рассмотрим многообразие >^ с RP?! особых сечений семейства 

WV, которое ниже будет переобозначено через УЁ. Это многообразие 

снабжено естественной стратификацией (фильтрацией): 

Сус... СУ С УХ с ВР", (157) 

Не ограничивая общности, можно считать, что каждое многообразие 
в фильтрации (157) является связным. Подмногообразие »,, @т/(У;) = 

К — i этой фильтрации определен как особое подмногообразие 

подсемейства сечений, состоящего из первых (5 — 1)-сечений. Из 
прямых вычислений вытекает, что фундаментальный класс [Yj] 
соответствующего члена фильтрации представлен образующей в 
Н,_(ВР?-1. 7/2). Действительно, это следует из того, что указанный 
цикл двойственен характеристическому классу Wp44—-2k—pyi((n + 1 — 
2) ктрж_1). 

Предположим, что отображение км : М” -» RP?-! является 
трансверсальным вдоль построенной стратификации в образе и прообраз 

стратификации (157) мы обозначим через 

№ C Neg C2? МС М", (158) 
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ïðè÷åì ñòàðøåå ìíîãîîáðàçèå ôèëüòðàöèè Nk−1
0 ñîâïàäàåò ñ

ìíîãîîáðàçèåì Nk−1, êîòîðîå áûëî ïîñòðîåíî ðàíåå.
Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó i, i = 0, . . . , k − 1.

Ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå i = 0 ýëåìåíòàðíû. ×åòíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
Mm ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé êëàññ
ãîìîëîãèé â RP2k−1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ κM : Mm → RP2k−1 óæå ëåæèò
â ñòàíäàðòíîì ïðîåêòèâíîì ïîäïðîñòðàíñòâå RP2k−2−i ⊂ RP2k−1. Òîãäà
N i−1

k−i = ∅. Çàìåòèì, ÷òî ñòðàò Σi
k−i ìîæíî âûáðàòü â êëàññå èçîòîïèè òàê,

÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ Σi
k−i∩RP2k−1−i ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé

òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññîâ
ïîäìíîãîîáðàçèé RP2k−1−i, Σi

k−i â ìíîãîîáðàçèè RP2k−1 íå÷åòåí è ìîæåò
ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ. Ïðèìåíÿÿ ïðèåì Óèòíè,
ìîæíî âûáðàòü Σi

k−i â êëàññå èçîòîïèè òàê, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè óêàçàííûå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó ìíîæåñòâó
òî÷åê, ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âñåãî îäíà.

Îñíàùåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå N i
k−i−1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

ïðîîáðàçîì òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè â îñòîâ RP2k−2−i è ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò xi èç ãðóïïû êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(i, n − i). Òîãäà ïî
Ëåììå 32, ïîñêîëüêó xi = 0, (÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ
xk−1 = 0), ñóùåñòâóåò íîðìàëüíûé êîáîðäèçì îòîáðàæåíèÿ cM òàêîé,
÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå (êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
c′M), äëÿ êîòîðîãî îáðàç π ◦ c′M ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå RP2k−2−i.
Äàëåå ïåðåõîäèì îò i ê (i + 1) è ïîâòîðÿåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ.
Â ïðåäïîëîæåíèè ðàâåíñòâà xk−1 = 0 â êëàññå êîáîðäèçìà ìîæíî
ïîñòðîèòü ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà (k − 1). Ëåììà 37 äîêàçàíà.

Îñíîâíûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ðåòðàêöèè ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 38. Ïóñòü n = −2(mod(2k)), n > 2k è ïóñòü äëÿ
çàäàííîãî ýëåìåíòà x ∈ Immsf ;κ1,...,κj(2k−2, n−2k +2) ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðåïÿòñòâèå xk−1 ∈ Immsf ;κ1,...,κj(k − 1, n − k + 1) ê ïîñòðîåíèþ
ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 2) â êëàññå êîáîðäèçìà x. Òîãäà ýëåìåíò xk−1

ëåæèò â îáðàçå ãîìîìîðôèçìà òðàíñôåðà, ò.å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
yk−1 ∈ Immsf,κ1,...,κj+1(k − 1, n− k + 1), äëÿ êîòîðîãî rj+1(yk−1) = xk−1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 38
Ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νM = (n−2k +2)κM ê ìíîãîîáðàçèþ
Mm, dim(Mm) = m = 2k−2 è ïîäðàññëîåíèå φM ⊂ νM , φ = (n−2k +1)κM

75

причем старшее многообразие фильтрации Nj совпадает с 

многообразием №", которое было построено ранее. 

Проведем рассуждения индукцией по параметру 7,7 = 0,...,k — 1. 

Рассуждения в случае 1 = 0 элементарны. Четномерное многообразие 

М" является ориентированным, поэтому представляет нулевой класс 

гомологий в ВР?" 1. 
Предположим, что образ отображения км : М” > RP?! уже лежит 

в стандартном проективном подпространстве ВР?^-2-# с ВР2^-!. Тогда 
т = 0. Заметим, что страт >. _; можно выбрать в классе изотопии так, 

что множество точек пересечения >*_ ПЕР?! состоит из единственной 
точки. Действительно, индекс пересечения фундаментальных классов 
подмногообразий ЕР2^-1-*, У! _, в многообразии ВР?`-! нечетен и может 
принимать произвольные нечетные значения. Применяя прием Уитни, 
можно выбрать Di, в классе изотопии так, что геометрически указанные 
подмногообразия пересекаются по минимально возможному множеству 
точек, т.е. точка пересечения всего одна. 

Оснащенное  подмногообразие №, , является регулярным 

прообразом точки при отображении в остов ВР2^-2-# и представляет 
элемент 1; из группы кобордизма Гптит®/ “(рп — i). Тогда по 

Лемме 32, поскольку x; = 0, (что сразу следует из предположения 
Lp-1 = 0), существует нормальный кобордизм отображения см такой, 
что в результате получается отображение (которое мы обозначим через 
chp), для которого образ л о Ch, лежит в подпространстве ВР?”-?—*. 
Далее переходим отёк (i+ 1) и повторяем аналогичные рассуждения. 

В предположении равенства т,_1 = O в классе кобордизма можно 

построить ретракцию порядка (Ё — 1). Лемма 37 доказана. 

Основным при доказательстве теоремы ретракции является 

следующее предложение. 

Предложение 38. Пусть п = —2(mod(2")), п > 2 и пусть для 
заданного элемента x Е ттт (2k —2.n—2* +2) рассматривается 

препятствие ть Е ImmsP®ooG(k — 1п — К + 1) к построению 
ретракции порядка (К — 2) в классе кобордизма x. Тогда элемент ть 

леэюит в образе гомоморфизма трансфера, т.е. существует элемент 

ут Е Гита (К — 11 п - Е +1), для которого 7541(YR-1) = Жк. 

Доказательство Предложения 38 

Рассмотрим нормальное расслоение им = (п-—2^+2)км к многообразию 

М", dim(M™) = т = 2*—2 и подрасслоение dy С им, Ф = п-2-+Юкм 
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êîðàçìåðíîñòè 1, êîòîðîå îðòîãîíàëüíî ëèíåéíîìó ïîäðàññëîåíèþ κM ⊂
νM . Ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé {ξ1, . . . , ξs}, s = n +
3 + k − 2k+1, ðàññëîåíèÿ φ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññëîåíèå φM ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ê
ìíîãîîáðàçèþ (ñ êðàåì), êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ D(κM). Ïîñêîëüêó dim(D(κM)) = 2k − 1, α(2k −
1) = k, ïî òåîðåìå Êîýíà [C] ìíîãîîáðàçèå D(κM) ïîãðóæàåòñÿ â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2k+1−2−k (ýòî óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâàíî
êàê Ãèïîòåçà 39 è ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýòîé ãèïîòåçû
ïðèâîäèòñÿ â Ñëåäñòâèè 40). Â ÷àñòíîñòè, ðàññëîåíèå φM äîïóñêàåò
ñåìåéñòâî s íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå M2k−2 âûáðàíî â êëàññå
íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà.

Ðàññìîòðèì, êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî ñå÷åíèé Ψ = {ψ1, . . . , ψs}, êîòîðîå
èíäóöèðîâàíî èç ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ (n + 1 −
2k)κRP2k−1 ïðè îòîáðàæåíèè κM . Îïðåäåëåíî ïîäíÿòèå ñåìåéñòâà Ψ â
íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé Ψ̄ = {ψ̄1, . . . , ψ̄s} ðàññëîåíèÿ νM .
Ñåìåéñòâî Ψ̄ ïðîåêòèðóåòñÿ ñåìåéñòâî Ψ ïðè ïðîåêöèè νM → φM âäîëü
ïîäðàññëîåíèÿ κM . Ïîäíÿòèå íåâûðîæäåííîãî ñåìåéñòâà {ξ1, . . . , ξs}
â íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ νM îáîçíà÷èì ÷åðåç
{ξ̄1, . . . , ξ̄s}.

Ðàññìîòðèì, êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî ñå÷åíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ
X̄ = {χ̄1, . . . χ̄s} íà ìíîãîîáðàçèè M2k−1 × I ðàññëîåíèÿ ν(M2k−1) × I,
êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì {ψ̄1, . . . , ψ̄s} íà êîìïîíåíòå ãðàíèöû
M2k−1 × {1} è ñ ñåìåéñòâîì ñå÷åíèé {ξ̄1, . . . , ξ̄s} íà êîìïîíåíòå M2k−1 ×
{0} ãðàíèöû. Ñåìåéñòâî ñå÷åíèé {χ̄1, . . . , χ̄s} èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ,
îñîáåííîñòè. Ïîäìíîãîîáðàçèå îñîáûõ ñå÷åíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç V k−1 ⊂
Mm × I. Ýòî çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k − 1. Àíàëîãè÷íî
ââåäåì îáîçíà÷åíèå {χ1, . . . , χs} äëÿ ïðîåêöèè ðàññìàòðèâàåìîãî
ñåìåéñòâà ñå÷åíèé â ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ φM × I (îáîçíà÷èì
ýòî ðàññëîåíèå ÷åðåç φM×I). Ñåìåéñòâî ñå÷åíèé {χ1, . . . , χs} òàêæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëåííûìè
ïðîåêöèÿìè ñåìåéñòâ {ψ̄1, . . . , ψ̄s}, {ξ̄1, . . . , ξ̄s}.

Ïóñòü Kk ⊂ Mm × I, m = 2k − 2 � ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
k, îïðåäåëåííîå êàê ïîäìíîãîîáðàçèå îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâà ñå÷åíèé
{χ1 . . . , χs}. Ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå èìååò êîìïîíåíòó ãðàíèöû Kk∩(Mm×
{1}), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk−1 ⊂ Mm × {1}. Ñîãëàñíî Ëåììå
33, òðîéêà (Nk−1, ΞN , AN), ãäå ΞN � ñêîøåííîå îñíàùåíèå íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Nk−1, îïðåäåëåííîå ïî òåîðåìå Êîøîðêå,
è ñåìåéñòâî êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AN = AM |Nk−1 , ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò xk−1 â ãðóïïå Immκ1,...,κj ;sf (k− 1, n− k +1), êîòîðûé îïðåäåëÿåò
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коразмерности 1, которое ортогонально линейному подрасслоению км С 

им. Существует невырожденное семейство сечений {&1,..., 5} s = a+ 

З+А- 2^+1. расслоения $. 
Действительно, расслоение Фм является нормальным расслоением к 

многообразию (с краем), которое определено как тотальное пространство 

дискового расслоения О(км). Поскольку dim(D(ky)) = 2* — 1, a(2* — 
1) = k, по теореме Коэна [С] многообразие О(км) погружается в 

евклидово пространство В?" -2-* (это утверждение сформулировано 

как Гипотеза 39 и прямое доказательство частного случая этой гипотезы 

приводится в Следствии 40). В частности, расслоение фм допускает 

семейство $ невырожденных сечений. Не ограничивая общности, можно 

считать, что скошенно-оснащенное многообразие М 2—2 выбрано в классе 

нормального кобордизма. 

Рассмотрим, кроме того, семейство сечений V = {41,...,4.}, которое 

индуцировано из стандартного семейства сечений расслоения (п + 1 — 

2) Кероь при отображении км. Определено поднятие семейства V в 

невырожденное семейство сечений Ф = {41,...,4.} расслоения им. 

Семейство Ф проектируется семейство UV при проекции им — Фм вдоль 

подрасслоения км. Поднятие невырожденного семейства {&1,...,&,} 

в невырожденное семейство сечений расслоения им обозначим через 

{&1, tee ‚5}. 

Рассмотрим, кроме того, семейство сечений общего положения 

Х = {\.,...Х.} на многообразии M?"-! x I расслоения и(М?-") x Г, 
которое совпадает с семейством {4/1,...,4.} на компоненте границы 

k_ es es Cc р К_ М? x {1} и с семейством сечений {&1,...,&} на компоненте М? x 
{0} границы. Семейство сечений {Х1,...,Х.} имеет, вообще говоря, 

особенности. Подмногообразие особых сечений обозначим через У^- 1" С 

М" x I. Это замкнутое многообразие размерности К — 1. Аналогично 

введем обозначение {%Х1,...,Х:} для проекции рассматриваемого 

семейства сечений в семейство сечений расслоения dy X Г (обозначим 

это расслоение через xr). Семейство сечений {X1,...,Xs} также 

рассматривается с заданными граничными условиями, определенными 
проекциями семейств {41,...,4.}, {&1,..., 6}. 

Пусть К C M™ x Г т = 2^-2 — подмногообразие размерности 

К, определенное как подмногообразие особенностей семейства сечений 

{Ж..., Хз}. Это подмногообразие имеет компоненту границы К^П(М”х 

{1}), которую мы обозначим через №1 с М” x {1}. Согласно Лемме 
33, тройка (№1, Ем, Ам), где Ey - скошенное оснащение нормального 

расслоения подмногообразия №", определенное по теореме Кошорке, 
и семейство когомологических классов Ay = Ам|м»к-1, представляет 

элемент ть_1 в группе Imm**7*F(k —1,n—k+1), который определяет 
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ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 1) â êëàññå
êîáîðäèçìà x = [(Mm, ΞM , κM)]. Ðàññìîòðèì ïîäíÿòèå ñåìåéñòâà
ñå÷åíèé {χ1 . . . , χs} ðàññëîåíèÿ φM×I äî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé {χ̄1 . . . χ̄s}
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàññëîåíèÿ (n + 2 − 2k)κM×I . Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

χ̄l|Mm×{0} = ξ̄l, χ̄l|Mm×{1} = ψ̄l, l = 1, . . . , s. (159)
Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíî âêëþ÷åíèå V k−1 ⊂ Kk ïîäìíîãîîáðàçèé
êîðàçìåðíîñòè 1, ïîñêîëüêó íàä V k−1 ñåìåéñòâî ñå÷åíèé X̄ = {χ̄1 . . . χ̄s}
âûðîæäàåòñÿ. Ïîäìíîãîîáðàçèå V k−1 çàìêíóòî, ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå
∂(Mm × I) ñåìåéñòâî ñå÷åíèé X̄ íå èìååò îñîáåííîñòåé. Ïðèìåíèì
ôîðìóëó (156) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàáèëüíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê
ïîäìíîãîîáðàçèþ Kk è ê ïîäìíîãîîáðàçèþ V k−1 ⊂ Kk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
λ̄ � ëèíåéíîå ðàññëîåíèÿ ÿäåð ñåìåéñòâà ñå÷åíèé X̄ íàä V k−1.

Äîêàæåì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 ⊂
Mm × I â îáúåìëþùåì ìíîãîîáðàçèè èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ ε × (m −
k + 1)λ. Äåéñòâèòåëüíî, îãðàíè÷åíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(Mm)|V
èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ (n + 2 − 2k)κM×I , è, êðîìå òîãî, èçîìîðôíî
òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ (n+2−2k)ε, ïðè÷åì èçîìîðôèçì âûáèðàåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì (íå çàâèñÿùèì íè îò Mm íè îò V k−1). Ðàññëîåíèå Λ̄,
äîïîëíèòåëüíîå ê ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ λ̄ â òðèâèàëüíîì ðàññëîåíèè
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ ñå÷åíèé, ïðåäñòàâëÿåò ðàññëîåíèå −λ̄,
îáðàòíîå ê ðàññëîåíèþ λ. Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ê îáðàçó ýòîãî ðàññëîåíèÿ â ðàññëîåíèè νM |V èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ
λ̄×(2k−k−1)ε. Èñêîìîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 ⊂
M2k−2×I (òåì ñàìûì, è ñòàáèëüíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ
V k−1) èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ λ̄⊗ (λ̄× (2k − k − 1)ε) = ε× (2k − k − 1)λ̄.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç UV ⊂ Kk�ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ
V k−1 ⊂ Kk. Ïîëå ÿäåð ñåìåéñòâà {χ1, . . . , χs}, îãðàíè÷åííîå íà
V k−1, (à, ñëåäîâàòåëüíî, è íà UV ) çàäàíî ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì λ,
îãðàíè÷åííûì ñ Kk íà V k−1, (íà UV ) è ýòî ðàññëîåíèå îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç λ̄. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèå êàæäîãî èç ðàññëîåíèé
(2k−1)λ̄, (2k−1)κM íà ïîäìíîãîîáðàçèå V k−1 êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî
òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ðàññëîåíèþ
ñå÷åíèé â ðàññëîåíèè φ × I|V k−1 èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ λ̄ × (2k−1 −
k)ε× (2k−1− 1)κM . Ïðè ýòîì ïî àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèÿì, íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Kk ⊂ M2k−2 × I (âíóòðè îáúåìëþùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ) èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ ε×(2k−1−1−k)λ̄×(2k−1−1)κM⊗λ.
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñòàáèëüíûé êëàññ èçîìîðôèçìà ðàññìàòðèâàåìîãî
ðàññëîåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (−1− k)λ̄− (κM ⊗ λ̄).
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полное препятствие к построению ретракции порядка (К — 1) в классе 

кобордизма х = [(М"”,Ем,км)]. Рассмотрим поднятие семейства 

сечений {Х1...,Х.} расслоения Фмх! до семейства сечений {Х1...Х.} 

общего положения расслоения (п + 2 — 2) кмх т. Граничные условия 

записываются в виде: 

Xilarmx oy = &, Хм" = V1, [=1,...,s. (159) 

Заметим, что определено включение У Сс К" подмногообразий 

коразмерности 1, поскольку над V*—! семейство сечений Х = {Хи...Х.} 

вырождается. Подмногообразие У^-' замкнуто, поскольку на границе 

O(M™ x Г) семейство сечений X не имеет особенностей. Применим 
формулу (156) для вычисления стабильного нормального расслоения к 

подмногообразию К* и к подмногообразию V*—! с К*. Обозначим через 

А — линейное расслоения ядер семейства сечений Х над VEO, 

Докажем, что нормальное расслоение подмногообразия У“! С 

М" x I в объемлющем многообразии изоморфно расслоению = X (т — 

К-+1)А. Действительно, ограничение нормального расслоения и(М”)|у 

изоморфно расслоению (п + 2 — 2^)кмхг, и, кроме того, изоморфно 

тривиальному расслоению (п- 2 — 2*)=, причем изоморфизм выбирается 

каноническим (не зависящим ни от М” ни от V*-!). Расслоение Л, 
дополнительное к линейному расслоению Л в тривиальном расслоении 

линейных комбинаций векторов сечений, представляет расслоение —А, 

обратное к расслоению A. Следовательно, ортогональное дополнение 

к образу этого расслоения в расслоении им|у изоморфно расслоению 

Ax (2*—k—1)e. Искомое нормальное расслоение подмногообразия VFO! С 

M?-2x J (тем самым, и стабильное нормальное расслоение многообразия 

V*-!) изоморфно расслоению Л ® (A x (2° —k -—1)=) =e x (2 -К-— 1). 
Обозначим через Uy С К*-регулярную окрестность подмногообразия 

V'! с К». Поле ядер семейства {Х1,...,Х.} ограниченное на 

УЕ, (а, следовательно, и на Uy) задано линейным расслоением 4, 

ограниченным с К" на У", (на Uy) и это расслоение обозначается 

через Л. С учетом того, что ограничение каждого из расслоений 

(2^-1)^, (2 км на подмногообразие V*—! канонически изоморфно 
тривиальному расслоению, ортогональное дополнение к расслоению 

сечений в расслоении Фф х Пу» изоморфно расслоению A x (21 — 

k)e x (2^"—1)км. При этом но аналогичным вычислениям, нормальное 
расслоение к подмногообразию K* C М 2х] (внутри объемлющего 

многообразия) изоморфно расслоению =х (2*—1—1—К)Лх (281-1) ky @d. 
Откуда следует, что стабильный класс изоморфизма рассматриваемого 

расслоения вычисляется по формуле (—1 — k)A — (км ® Л). 
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ëèíåéíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 ⊂ Kk, ñîâïàäàþùåå ñ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì
ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 â ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè UV , èçîìîðôíî
ðàññëîåíèþ λ̄ ⊗ κM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qk−1 � ãðàíèöó ðåãóëÿðíîé
îêðåñòíîñòè UV , ò.å. Qk−1 = ∂UV . Ìíîãîîáðàçèå Kk \ UV èìååò
êîìïîíåíòû ãðàíèöû ∂(Kk \ UV ) = Qk−1 ∪ Kk−1 è ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-
îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè n − k ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
îñíàùåíèÿ κM×I |K\UV

. Äåéñòâèòåëüíî, íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ýòîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ áûëî îïèñàíî âûøå, à ïîëíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ïîëó÷àåòñÿ èç íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ðåçóëüòàòå
ñóììû Óèòíè ñ òðèâèàëüíûì (n + 2− 2k)�ìåðíûì ðàññëîåíèåì, êîòîðîå
êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ (n + 2− 2k)κM×I .

Òðîéêà (Nk−1, ΞN , AN) (Qk−1, ΞQ, AQ)), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîãîîáðàçèÿ
Nk−1 (Qk−1) âìåñòå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞK (ΞQ) è ñåìåéñòâîì
AK (AQ) êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ, êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê îãðàíè÷åíèå
ñåìåéñòâà AM×I = {κ1, . . . , κj} íà ðàññìàòðèâàåìîå ïîäìíîãîîáðàçèå c
îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ M2k−2 × I, îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû â ãðóïïå êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(k − 1, n − k + 1). Äëÿ
êðàòêîñòè ýòè ýëåìåíòû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [K], [Q], íå óêàçûâàÿ
äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ è íàáîðà êëàññîâ
êîãîìîëîãèé.

Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì ìíîãîîáðàçèå Kk \ UV , ñíàáæåííî
íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ {κ1|N\UV

, . . . , κj|N\UV
} è ñêîøåííûì

îñíàùåíèåì â êîðàçìåðíîñòè (n− k + 1) c õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
κMm×I |Kk\UV

, îïðåäåëÿåò ñêîøåííî-îñíàùåííûé êîáîðäèçì ìåæäó [K]
è [Q]. Ïî ïîñòðîåíèþ [K] = αk−1 ïðåäñòàâëÿåò ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå
ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 1) èñõîäíîãî ýëåìåíòà (M2k−2, ΞM , AM)
îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà κM . Ýëåìåíò [Q] ïîëó÷åí â
ðåçóëüòàòå ãîìîìîðôèçìà òðàíñôåðà èç íåêîòîðîãî ýëåìåíòà βk−1 ∈
Immsf ;κ1,...,κj ,κj+1(k − 1, n − k + 1). Ýëåìåíò yk−1 çàäàí ñêîøåííî-
îñíàùåííûì ìíîãîîáðàçèåì V k−1 è íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AV , êîòîðûé èíäóöèðîâàí îãðàíè÷åíèåì íàáîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ
êëàññîâ ñ M2k−2×I. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Qk−1 ñëóæèò äâóëèñòíûì
íàêðûâàþùèì íàä V k−1. Ïðè ýòîì êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κj+1 ∈
H1(V k−1;Z/2), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî áåðåòñÿ òðàíñôåð, ñîâïàäàåò
ñ κM×I |V . Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κQ ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞQ

ìíîãîîáðàçèÿ Qk−1 ïîëó÷åí ïðè òðàíñôåðå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà
λ̄ = κV ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞV . (Çàìåòèì, ÷òî ýòîò æå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κQ èíäóöèðóåòñÿ èç êëàññà êîãîìîëîãèé
κj+1 = κM |V ïðè íàêðûòèè Qk−1 → V k−1.) Ïðåäëîæåíèå 38 äîêàçàíî.
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Отсюда, в частности, вытекает, что линейное нормальное расслоение 
подмногообразия У" С К*, совпадающее с линейным расслоением 

подмногообразия У^ в регулярной окрестности Uy, изоморфно 

расслоению Л ® км. Обозначим через О" — границу регулярной 

окрестности Uy, те. 0" = ОИу. Многообразие К" \ Uy имеет 

компоненты границы O(K* \ Uy) = ОТО K*! и является скошенно- 
оснашенным в коразмерности п — k с характеристическим классом 
оснащения кмхи|к\и,. Действительно, нормальное расслоение этого 
подмногообразия было описано выше, а полное нормальное расслоение 
получается из нормального расслоения подмногообразия в результате 
суммы Уитни с тривиальным (п + 2 — 2")-мерным расслоением, которое 

канонически изоморфно расслоению (п + 2 — 2*)кмхи. 

Тройка (№, Ем, Ам) (©, Ео, Ао)), состоящая из многообразия 
№1 (Q*-') вместе со скошенным оснащением =x (Ео) и семейством 
Ак (Ао) когомологических классов, которое определено как ограничение 
семейства Амхг = {к1,...,К;} на рассматриваемое подмногообразие с 

объемлющего многообразия М?-? x I, определяют соответствующие 
элементы в группе кобордизма Гтит®/ ^^ (К — 1jn —k +1). Для 

краткости эти элементы будем обозначать через [А], [@], не указывая 

дополнительную структуру скошенного оснащения и набора классов 
когомологий. 

По аналогичным соображениям многообразие A’ \ Uy, снабженно 

набором когомологических классов {к1|м\иу,....К]миу} и скошенным 
оснащением в коразмерности (n — k + 1) с характеристическим классом 
Kum xtlKe\Uy, Определяет скошенно-оснащенный кобордизм между [К] 

и [Q|. По построению [К] = ак_1 представляет полное препятствие 
к ретракции порядка (к — 1) исходного элемента (М?-?, Ем, Ам) 
относительно характеристического класса км. Элемент [©] получен в 
результате гомоморфизма трансфера из некоторого элемента бь_1 Е 
Тит куку (к — 1п — k 1). Элемент у» задан скошенно- 

оснащенным многообразием V*—! и набором когомологических классов 

Ау, который индуцирован ограничением набора соответствующих 
классов с М?"-2х [. Заметим, что многообразие О*-! служит двулистным 
накрывающим над V*~'. При этом когомологический класс ка Е 
НКУ"; 2/2), относительно которого берется трансфер, совпадает 
с кмхиу. Характеристический класс ко скошенного оснащения Eg 
многообразия (Q*-! получен при трансфере характеристического класса 
\ = ки скошенного оснашения =y. (Заметим, что этот же 

характеристический класс ко индуцируется из класса когомологий 
Kj41 = км|у при накрытии Q*~! > V*-!_) Предложение 38 доказано. 
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 29 î ðåòðàêöèè
Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ψ, îïðåäåëåííîå â Ïðåäëîæåíèè 32
äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåòðàêöèè ðàâíîãî d − 1. Òîãäà ãîìîìîðôèçì
(153) ïîëíîãî òðàíñôåðà íà ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κψ(d − 1, n − d +
1) îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Îïðåäåëèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî l(d) =
exp2(exp2 . . . exp2(d) · · · + 1), ãäå ÷èñëî èòåðàöèé ôóíêöèè exp2(x + 1) =
2x+1 ðàâíî ψ, à íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x = d− 1.

Ïóñòü l′� ïðîèçâîëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè, íå ìåíüøàÿ, ÷åì l(d).
Îïðåäåëèì n = l′ − 2. Äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû
Immsf (n− 1, 1) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà d.

Ïîëîæèì n0 = l(d) − 2, ïî ïðåäïîëîæåíèþ n0 ≤ n. Îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ψ ÷èñåë: 2n1 = log(n0 + 2) − 2, 2n2 = log2(n1 +
2) − 2, . . . , 2nψ = log2(nψ−1 + 2) − 2. Âñå óêàçàííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ
íàòóðàëüíûìè, ïðè ýòîì nψ = d− 1.

Ïóñòü x ∈ Immsf (n−k, k)� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, xd−1 ∈ Immsf (d−
1, n − d + 1)�ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà
d − 1 äëÿ èñõîäíîãî ýëåìåíòà x. Ðàññìîòðèì îáðàç ýòîãî ýëåìåíòà
xn0 ∈ Immsf (n0, n− n0). Çàìåòèì, ÷òî ïðåïÿòñòâèå xd−1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (d− 1) ýëåìåíòà xn0 .

Ðàññìîòðèì ïðåïÿòñòâèå xn1 ∈ Immsf (n1, n − n1) ê ïîñòðîåíèþ
ðåòðàêöèè ïîðÿäêà n1 äëÿ αn0 . Ïî Ïðåäëîæåíèþ 34, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
yn1 ∈ Immsf ;κ1(n1, n − n1), ïðåäñòàâëåííûé ñêîøåííî-îñíàùåííûì
ìíîãîîáðàçèåì Xn1

1 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κX
n1
1
∈ H1(Xn1

1 ;Z/2)
ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ, êîòîðûé ïåðåõîäèò ïðè òðàíñôåðå îòíîñèòåëüíî
êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κ1 = κN |X1 â ýëåìåíò xn1 .

Ðàññìîòðèì ïðåïÿòñòâèå yn2 ∈ Immsf ;κ1(n2, n − n2) ê ðåòðàêöèè
ïîðÿäêà n2 äëÿ ýëåìåíòà yn1 . Ñíîâà ïî Ïðåäëîæåíèþ 34, ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò zn2 ∈ Immsf ;κ1,κ2(n2, n − n2) òàêîé, ÷òî ýëåìåíò r2(zn2)
ïðåïÿòñòâóåò ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà n2 äëÿ ýëåìåíòà yn1 . Ýëåìåíò
rtot(zn2) = r1 ◦r2(zn2) = Jsf

n2
(xn0) = xn2 ñëóæèò ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè

ïîðÿäêà (n2) äëÿ ýëåìåíòà xn1 . Ýòîò æå ýëåìåíò xn2 ñëóæèò ïîëíûì
ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (n2) äëÿ èñõîäíîãî ýëåìåíòà x.

Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ
ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (d − 1) äëÿ ýëåìåíòà x ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ ïîëíîãî ψ-êðàòíîãî òðàíñôåðà ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó
ε ∈ Immsf ;κ1,...,κψ(d − 1, n − d + 1). Ïî Ïðåäëîæåíèþ 32 rtot(ε) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, xd−1 = 0. Òåîðåìà 29 î ðåòðàêöèè äîêàçàíà.

79

Доказательство Теоремы 29 о ретракции 

Рассмотрим натуральное число {, определенное в Предложении 32 
для значения параметра ретракции равного 4 — 1. Тогда гомоморфизм 
(153) полного трансфера на группе Immsfikt-ke(d — тп — d + 

1) оказывается тривиальным. Определим натуральное число (4) = 

ехрэ(ехрь...ехро(а) . - - + 1), где число итераций функции ехрь(х + 1) = 
2711 равно 4, а начальное значение x = 4 - 1. 

Пусть [Г- произвольная степень двойки, не меньшая, чем Ца). 

Определим п = [-— 2. Докажем, что произвольный элемент группы 
Imm*f(n — 1, 1) допускает ретракцию порядка 4. 

Положим no = Ка) — 2, по предположению то < п. Определим 

последовательность из W чисел: 2n, = [09(то + 2) — 2, 21.5 = loge(n, + 

2) —2, ..., 2ny = logo(ny_-1 + 2) — 2. Bee указанные числа являются 
натуральными, при этом ny = d— 1. 

Пусть 5 Е Imm! (п — К, К)- произвольный элемент, ха € Imm*s(d— 
1,n —а+ Т)-полное препятствие к построению ретракции порядка 
4—1 для исходного элемента x. Рассмотрим образ этого элемента 

тт Е [пит*! (по, п — по). Заметим, что препятствие х4_1 является также 

препятствием к ретракции порядка (d — 1) элемента тт. 
Рассмотрим препятствие т, Е [пип*/ (та, п — па) к построению 

ретракции порядка ти для а. По Предложению 34, существует элемент 

Yn, Е Imm" (та, п — та), представленный скошенно-оснащенным 

многообразием Ху" с характеристическим классом Kym Е Н 1X); Z/2) 
скошенного оснащения, который переходит при трансфере относительно 
когомологического класса Ky = Ky|x, в элемент тии. 

Рассмотрим препятствие Yn, Е тт (по, п — п2) к ретракции 

порядка Ny для элемента у„.. Снова по Предложению 34, существует 
элемент 2, Е [тип “(ип — ng) такой, что элемент т2(2.) 
препятствует к ретракции порядка п2 для элемента у„.. Элемент 
чо (по) = 110T2(Zna) = IZ (ano) = Ung служит препятствием к ретракции 
порядка (Ng) для элемента х„.. Этот же элемент Xp, служит полным 
препятствием к ретракции порядка (2) для исходного элемента ©. 

Рассуждая по индукции, получаем, что препятствие к построению 
ретракции порядка (4 — 1) для элемента x получено в результате 
применения полного /-кратного трансфера к некоторому элементу 
Е Е [тит -^% (4 —1,n = а+ №. По Предложению 32 тьь(=) = 0. 
Следовательно, та_1 = 0. Теорема 29 о ретракции доказана. 
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Äîáàâëåíèå
Îáîçíà÷èì ÷åðåç b = b(k)� ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü äâîéêè, êðàòíóþ
ñòåïåíè 2k. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîãàåòñÿ, ÷òî n + 2 ≥ 2b(k). Îáîçíà÷èì
íàòóðàëüíîå ÷èñëî (n− 2b(k) + k + 3) ÷åðåç s.

Ãèïîòåçà 39. Ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîáîðäèçìà α ∈ Immsf,κ1,...,κj(b(k) −
1, n − b(k) + 1), ïðåäñòàâëåí ìíîãîîáðàçèåì M b(k)−1 ñî ñêîøåííûì
îñíàùåíèåì ΞM è íàáîðîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ κM ∈
H1(M b(k)−1;Z/2), κi ∈ H1(M b(k)−1;Z/2), i = 1, . . . , j òàêèì,
÷òî ìíîãîîáðàçèå M b(k)−1 ïîãðóæàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî R2b(k)−2−k.
Ýêâèâàëåíòíî, íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî {ξ1, . . . , ξs} ñå÷åíèé íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ν(M) = (n− b(k) + 1)κM , êîòîðîå íå èìååò âûðîæäåíèé.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 38 ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì
ñëåäñòâèåì Ãèïîòåçû 39.

Ñëåäñòâèå 40. Ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîáîðäèçìà α ∈ Immsf ;κ1,...,κj(b(k)−
1, n − b(k) + 1), ïðåäñòàâëåí ìíîãîîáðàçèåì M b(k)−1 ñî ñêîøåííûì
îñíàùåíèåì ΞM è íàáîðîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ κM ∈
H1(M b(k)−1;Z/2), κi ∈ H1(M b(k)−1;Z/2), i = 1, . . . , j. Ïðè ýòîì íàéäåòñÿ
ñåìåéñòâî {ξ1, . . . , ξs} ñå÷åíèé íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(M) = (n −
b(k) + 1)κM , êîòîðîå íå èìååò âûðîæäåíèé íàä ïîäìíîãîîáðàçèåì
N b(k)−2 ⊂ M b(k)−1, ïðåäñòàâëÿþùèì ýéëåðîâ êëàññ ðàññëîåíèÿ κM .

Ìû äîêàæåì Ñëåäñòâèå 40 â ïðåäïîëîæåíèè j = 0. Ïðè ýòîì ìû
âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [A-E], ñîãëàñíî êîòîðîìó
åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì Immfr(k, 1) → Immsf (k, b(k) − 1) ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì (ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [A-E] äàæå ïðè áîëåå ñëàáûõ
ðàçìåðíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ).

Çàìå÷àíèå
Ãèïîòåçà 39 (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòà Êîýíà
[C], ñîãëàñíî êîòîðîìó ìíîãîîáðàçèå M b(k)−1 äîïóñêàåò ïîãðóæåíèå â
ïðîñòðàíñòâî R2b(k)−k−2. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïîãðóæåíèÿ âûòåêàåò,
÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(M) ðàçìåðíîñòè dim(ν) = n + 1 − b(k)
èìååò, ïî ìåíüøåé ìåðå, (n− 2b(k) + k + 3) íåâûðîæäííûõ ñå÷åíèÿ. Íàä
ïîäìíîãîîáðàçèåì N b(k)−2 ⊂ M b(k)−1 ýòî ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ïîäàâíî íå
âûðîæäàåòñÿ.
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Добавление 

Обозначим через 6 = 6(К)- произвольную степень двойки, кратную 

степени 2. При этом предпологается, что п +2 > 2°). Обозначим 

натуральное число (п — 2b(k) + k +3) через 3. 

Гипотеза 39. Произвольный класс кобордизма a Е Гтт8 кт (В (К) — 
1,n — b(k) + 1), представлен многообразием М®®-Т со скошенным 

оснащением Ем и набором тарактеристическия классов км Е 

Н\(М*®-1. 1./2), к Е НМ. 1/2), i = 1... таким, 
что многообразие М®®-Т погружается в пространство R2()-2-F 

Эквивалентио, найдется семейство {&1,...,&} сечений нормального 

расслоения и(М) = (п — b(k) + км, которое не имеет вырождения. 

При доказательстве Предложения 38 мы воспользовались следующим 

следствием Гипотезы 39. 

Следствие 40. Произвольный класс кобордизма a Е Гтит® 1-3 (b(k) — 
п — b(k) + 1), представлен многообразием М*®-1 со скошенным 

оснащением Ем и набором, тарактеристических классов км Е 

Ht (M1: 7/2), кк € Н(М°®-1, 1/2), 1=1,...,1. При этом найдется 
семейство {&1,...,&:} сечений нормального расслоения (М) = (п — 
b(k) + км, которое не имеет вырождений над подмногообразием 

№М®-2 с Ме®-1, представляющим эйлеров класс расслоения км. 

Мы докажем Следствие 40 в предположении 7 = 0. При этом мы 

воспользуемся основным результатом работы [A-E], согласно которому 
естественный гомоморфизм [тит/" (К, 1) + Imm*s(k,b(k) — 1) является 
тривиальным (это утверждение доказано в [А-Е| даже при более слабых 

размерностных ограничениях). 

Замечание 

Гипотеза 39 (для произвольного ] вытекает из результата Коэна 

[С], согласно которому многообразие М ®)-1 допускает погружение в 

пространство В?” ®)-*-?. Из существования такого погружения вытекает, 
что нормальное расслоение и(М) размерности dim(v) = п + 1 — b(k) 
имеет, по меньшей мере, (п — 26 (К) + К + 3) невырожднных сечения. Над 
подмногообразием №®-? с М®®-! это семейство сечений подавно не 
вырождается. 
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Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 40 ïðè j = 0

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå î ïîãðóæàåìîñòè ñòàíäàðòíîãî
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RPb(k)−1 â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2b(k)−k−2.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè dim(M) = b(k)−1 ÷åðåç m. Òîãäà dim(N) =
m− 1. Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå νM |Nm−1 ÷åðåç νN , íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ê ìíîãîîáðàçèþ Nm−1 ÷åðåç νN , ðàññëîåíèå κM |N ÷åðåç κN . Çàìåòèì,
÷òî (n − b(k) + 2)κN = νN è ÷òî νN × κN = ν̄N . Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ
π : ν̄N → νN ðàññëîåíèé ñ ÿäðîì κN .

Çàìåòèì, ÷òî ðàññëîåíèå (n − b(k) + 2)κRPm ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì
ðàññëîåíèåì ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ T (RPm) = b(k)κRPm è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ê RPm ðàçìåðíîñòè
(n − b(k) + 2). Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííîå (ñòàíäàðòíîå) s�ñåìåéñòâî
ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ (n − b(k) + 2)κRPm . Ýòî ñåìåéñòâî îïðåäåëåíî,
ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå RPm ïîãðóæàåòñÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
R2b(k)−k−2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κN : Nm−1 → RPm è èíäóöèðóåì
ýòèì îòîáðàæåíèåì íåâûðîæäåííîå s�ñåìåéñòâî îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ν̄N è ñåìåéñòâî ïðîåêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ñå÷åíèé (âîîáùå ãîâîðÿ, âûðîæäåííûõ) ðàññëîåíèÿ
νN :

{ψ̄1, . . . , ψ̄s}, {ψ1, . . . , ψs}Nm−1×{0}. (160)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, â êëàññå íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà
ìíîãîîáðàçèÿ Nm−1 âûáåðåì ïðåäñòàâèòåëü, èìåþùèé ãîìîòîïè÷åñêèé
k-òèï ïðîñòðàíñòâà RP∞, èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèè κN .

Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè c ïàðàìåòðîì i = 0, . . . , k. Ïóñòü
ïîñòðîåíà ãîìîòîïèÿ

{χ̄1, . . . , χ̄s}Nm−1×[0,i], {χ1, . . . , χs}Nm−1×[0,i], (161)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

{χ̄1, . . . , χ̄s}Nm−1×{0} = {ψ̄1, . . . , ψ̄s}Nm−1×{0}, (162)

{χ̄1, . . . , χ̄s}Nm−1×{i} = {ψ̄1, . . . , ψ̄s}Nm−1×{i}. (163)

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû íèæåñëåäóþùèå óñëîâèÿ 1-3.
�1. Ïîäñåìåéñòâî {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i+1}Nm−1×{i} ñåìåéñòâà (163) ÿâëÿåòñÿ

íåâûðîæäåííûì.
�2. Â ñåìåéñòâå ïðîåêöèé {ψ1, . . . , ψs}Nm−1×{i} ñåìåéñòâà ñå÷åíèé (163)

ïîäñåìåéñòâî {ψ1, . . . , ψs−k+i}Nm−1×{i} ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.
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Доказательство Следствия 40 при 7 =0 

Доказательство основано на теореме о погружаемости стандартного 
проективного пространства RP)! в евклидово пространство В2®)-—*-2. 

Обозначим для краткости dim(M) = b(k)—1 через m. Тогда dim(N) = 
т — 1. Обозначим расслоение им|мт-+ через им, нормальное расслоение 

к многообразию №”! через vy, расслоение км|м через км. Заметим, 

что (п — b(k) + 2)км = им и что им X Ky = Vy. Определена проекция 

п: Им — им расслоений с ядром Ky. 

Заметим, что расслоение (п — b(k) + 2)Kppm является обратным 
расслоением к касательному расслоению Т(ЕР”) = bd(k)Kppm и, 
следовательно, является нормальным расслоением к ВР” размерности 
(п — b(k) + 2). Рассмотрим невырожденное (стандартное) 5—семейство 
сечений расслоения (п — b(k) + 2)кррт. Это семейство определено, 
поскольку многообразие ВР” погружается в евклидово пространство 
В) -^-2?. Рассмотрим отображение кл : №”! > ВР” и индуцируем 
этим отображением невырожденное 3—семейство общего положения 
сечений расслоения Им и семейство проекций этого семейства, которое 

является семейством сечений (вообще говоря, вырожденных) расслоения 
Им: 

{di,--.,Vs$,  {Фь. фм. (160) 

Не ограничивая общности, в классе нормального кобордизма 

многообразия М№М”_' выберем представитель, имеющий гомотопический 

К-тип пространства КР, индуцированный отображении км. 

Будем рассуждать по индукции с параметром 1 = 0,...,К. Пусть 

построена гомотопия 

{Xi tee Ха} мт 0, {X1; ... Ха} мт-1х 0, (161) 

с граничными условиями: 

{X1, ... ‚ Хз} мт-1х {0} = {w, ... » Ws bnm-1x {0} (162) 

{X15 +22) Xshim-ry gay = {Ф.Ф таке (163) 

При этом выполнены нижеследующие условия 1-3. 

—1. Подсемейство {1,...,Us—r+igi } м"-1х{а; семейства (163) является 

невырожденным. 

—2. В семействе проекций {W1,..., 4} мт-1х 443 семейства сечений (163) 

подсемейство {141,... ,Ф-ье} мт-ь{а: является невырожденным. 
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�3. Ãîìîòîïèÿ (161) èìååò, áûòü ìîæåò, âûðîæäåíèå ñ òðèâèàëüíûì
ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì ÿäåð.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Li ⊂ Nm−1 × {i} � i-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå áàçû,
íàä êîòîðûìè ïîäñåìåéñòâî {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+1+i}Nm−1×{i} ïåðåñåêàåòñÿ
ñ ïîäðàññëîåíèåì κN (ò.å. ñåìåéñòâî ïðîåêöèé {ξ1, . . . , ξs−k+1+i}
âûðîæäàåòñÿ).

Áàçîâûé øàã èíäóêöèè
Ïðè i = 0 ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L0 ïðåäñòàâëÿåò
ãîìîëîãè÷åñêèé ýéëåðîâ êëàññ â ãðóïïå H0(N

m−1;Z/2).
Ýòîò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ äâîéñòâåíåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå
êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó wb(k)−2((n − b(k) + 1)κN = w1(κN)b(k)−2 ∈
Hb(k)−2)(Nm−1;Z/2) è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
÷èñëîì

〈wm−1)
1 (κN); [Nm−1]〉 = 〈wm

1 (κM); [Mm]〉.
Óêàçàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó
ìíîãîîáðàçèå N b(k)−2 îðèåíòèðîâàííî è èìååò 1-ãîìîòîïè÷åñêèé
òèï RPm. Òåì ñàìûì, ïðè i = 0 â êëàññå èçîòîïèè íåâûðîæäåííîãî
ñåìåéñòâà ñå÷åíèé {ψ̄1, . . . , ψ̄s}Nm−1×{0} íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî äëÿ êîòîðîãî
ïîäñåìåéñòâî ïðîåêöèé {ψ1, . . . , ψs−k+1}Nm−1×{0} íå âûðîæäàåòñÿ, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò îñíîâàíèå èíäóêöèè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîìîòîïèÿ (161)
óæå ïîñòðîåíà ïðè i = i0−1 è ïîñòðîèì òàêóþ æå ãîìîòîïèþ ïðè i = i0.
Âíà÷àëå ïîñòðîèì ðåãóëÿðíóþ ãîìîòîïèþ

{χ̄1, . . . , χ̄s−k+i0+1}Nm−1×[i0,i0+1] (164)

çàäàííîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i0+1}Nm−1×{i0} ê ñåìåéñòâó
ñå÷åíèé {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i0+1}Nm−1×{i0+1} (óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè íà
êîìïîíåíòå ãðàíèöû Nm−1 × {i0} âûïîëíåíî ïî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ), äëÿ êîòîðîé ñåìåéñòâî ïðîåêöèé

{ψ1, . . . , ψs−k+i0+1}Nm−1×{i0+1} (165)

íå èìååò âûðîæäåíèé.
Ðàññìîòðèì i0-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Li0 ⊂ Nm−1 × {i0},

ñîñòîÿùåå èç òî÷åê, â êîòîðûõ ïîäñåìåéñòâî {ψ1, . . . , ψs−k+i0+1}Nm−1×{i0}
âûðîæäàåòñÿ. Èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå
êëàññà κN íà ïîäìíîãîîáðàçèå Li0 òðèâèàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî,
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—3. Гомотопия (161) имеет, быть может, вырождение с тривиальным 

линейным расслоением ядер. 

Обозначим через М с N™! x {i} — 1-мерное подмногообразие базы, 
над которыми подсемейство {4/1,..., Фе} мт-1х{й пересекается 

с подрасслоением км (т.е. семейство проекций {61,..., б-ка} 

вырождается). 

Базовый шаг индукции 

При i = 0 фундаментальный класс многообразия [9 представляет 

гомологический  эйлеров класс в груше  Но(№"` 12/2). 
Этот гомологический класс двойственен в смысле Пуанкаре 
когомологическому классу шыь-э((п — (К) + км = ил (км) ®-2 € 
Н®®-2) (№1. 7/2) и полностью определяется характеристическим 
числом 

(wf? (ey); [М1 = (wi (Kar); [М")}. 
Указанное характеристическое число равно нулю, поскольку 

многообразие №®-? ориентированно и имеет 1-гомотопический 

тип КР”. Тем самым, при 1 = 0 в классе изотопии невырожденного 

семейства сечений {/1,... а} мт-тх{0} найдется семейство для которого 

подсемейство проекций [,.. ка №т-1х{0} He вырождается, что 

обеспечивает основание индукции. 

Для доказательства индуктивного предположим, что гомотопия (161) 

уже построена при 7 = 79 — 1 и построим такую же гомотопию при 7 = 2. 

Вначале построим регулярную гомотопию 

{X1, ... Хакон мт x [io io +1] (164) 

заданного семейства сечений {W1,... Ws—kbin tl } Мт-ьх Li} к семейству 

сечений {41,... екон tN™1 {+} (условие регулярности на 

компоненте границы N™! x {io} выполнено по индуктивному 

предположению), для которой семейство проекций 

(U1, +++) Vs—ktigt 1S N™=1x Lig +1} (165) 

не имеет вырождений. 

Рассмотрим io-MepHoe подмногообразие [0 Cc М! x {щ}, 
состоящее из точек, в которых подсемейство {W1,..., Vs—ktiot1} мт-1х {в} 

вырождается. Из индуктивного предположения следует, что ограничение 

класса KN на подмногообразие [/ тривиально, следовательно, 
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ïîäìíîãîîáðàçèå Li0 ⊂ Nm−1 × {i0} ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì. Îáîçíà÷èì
îñíàùåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Li0 ÷åðåç ΞL.

Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó [A-E] ñóùåñòâóåò (i0 + 1)-ìåðíîå
ñêîøåííî-îñíàùåííîå â êîðàçìåðíîñòè (b(k) − 1) ìíîãîîáðàçèå
(Γi0+1, ΨΓ), c êðàåì ∂Γi0+1, äèôôåîìîðôíûì ìíîãîîáðàçèþ Li0 , ïðè
ýòîì îãðàíè÷åíèå ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΨΓ íà ãðàíèöó Li0 ÿâëÿåòñÿ
îñíàùåíèåì, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì îñíàùåíèåì ΞL íà êðàå Li0 .

Ïîñêîëüêó Nm−1 èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé k-òèï RP∞ è íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå νN ñíàáæåíî êàíîíè÷åñêîé òðèâèàëèçàöèåé íà ëþáîì
ïîäìíîãîîáðàçèè â Nm−1 ðàçìåðíîñòè íå áîëåå k, ñêîøåííî-îñíàùåííîå
ìíîãîîáðàçèå Γi0+1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîãîîáðàçèå Γi0+1 ⊂
Nm−1×[i0, i0+1] cî ñòàáèëüíûì ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΨΓ, îãðàíè÷åíèå
êîòîðîãî íà ∂Γi0+1 ñîâïàäàåò ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì Li0 ⊂ Nm−1 × {i0}
è ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå κN íà ïîäìíîãîîáðàçèå Γi0+1 ñîâïàäàåò ñ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞΓ.

Ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ (164) îïðåäåëåíà ïî ïîäíÿòèþ ïðîåêöèè

{χ1, . . . , χs−k+i0+1}Nm−1×[i0,i0+1], (166)

äëÿ êîòîðîé ïîäìíîãîîáðàçèå (Γi0+1, Li0) ⊂ (Nm−1×[i0, i0+1], Nm−1×{i0})
ñëóæèò ïîäìíîãîîáðàçèåì îñîáûõ ñå÷åíèé ñ òðèâèàëüíûì ëèíåéíûì
ðàññëîåíèåì ÿäåð.

Òåïåðü ïîñòðîèì ãîìîòîïèþ (161) ïðè i = i0 + 1. Íà îòðåçêå [0, i0]
ãîìîòîïèÿ óæå ïîñòðîåíà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Íà îòðåçêå
[i0, i0 + 1] íà ïîäñåìåéñòâå ïåðâûõ (s − k + i0 + 1) âåêòîðîâ ãîìîòîïèÿ
ñîâïàäàåò ñ ãîìîòîïèåé (164). Çàìåòèì, ÷òî îñîáûå ñëîè ãîìîòîïèè

{χ̄1, . . . , χ̄s−k+i0+2}Nm−1×[0,i0]

îáðàçóþò ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç

(∆i0+1, Ki0) ⊂ (Nm−1 × [0, i0], N
m−1 × {i0}). (167)

Â ñèëó óñëîâèÿ 3, ïîäìíîãîîáðàçèå (167) ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì.
Îáîçíà÷èì îñíàùåíèå ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç Ψ∆. Ãðàíèöà Ki0

ìíîãîîáðàçèÿ ∆i0+1 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâà
ñå÷åíèé

{ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i0+2}Nm−1×{i0}. (168)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå îñîáûõ ñå÷åíèé ñåìåéñòâà
{ψ̄1, . . . ψ̄s−k+i0+1}Nm−1×{i0} çàêëþ÷åíî â øàð U ⊂ Nm−1. Áóäåì ñòðîèòü
ãîìîòîïèþ (161) íà ïîäñåìåéñòâå ïåðâûõ (s − k + i0 + 2) âåêòîðîâ
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подмногообразие L* с №1 x {ig} является оснащенным. Обозначим 
оснашение многообразия /[/° через =p. 

Согласно основному результату [A-E] существует (ig + Т)-мерное 

скошенно-оснащенное в коразмерности (b(k) — 1) многообразие 
(T+! Фг), с краем ОГ®* диффеоморфным многообразию [, при 
этом ограничение скошенного оснащения Vp на границу [/^° является 
оснащением, которое совпадает с заданным оснащением =p на крае [. 

Поскольку №" 1 имеет гомотопический К-тип ВР и нормальное 

расслоение Vy снабжено канонической тривиализацией на любом 

подмногообразии в М”! размерности не более К, скошенно-оснащенное 

многообразие Г®*1 можно рассматривать как подмногообразие Tt! с 
М1 x [ig, 0-1 со стабильным скошенным оснащением Vp, ограничение 

которого на ОГ®+1 совпадает с подмногообразием [0 C N™1 x fig} 
и при этом ограничение Ky на подмногообразие It! совпадает с 
характеристическим классом скошенного оснащения Ег. 

Регулярная гомотопия (164) определена по поднятию проекции 

{X1, ... Хью мт о о (166) 

для которой подмногообразие (Г® 11, 10) © (М1 x [6,1], М1 x {t9}) 
служит подмногообразием особых сечений с тривиальным линейным 
расслоением ядер. 

Теперь построим гомотопию (161) при 1 = io + 1. На отрезке (0, io] 

гомотопия уже построена по предположению индукции. На отрезке 
[0, ю + 1] на подсемействе первых ($ — К + ig + 1) векторов гомотопия 

совпадает с гомотопией (164). Заметим, что особые слои гомотопии 

{X1, ... Xs—ktin +2} Nm-1x [0,0] 

образуют многообразие с краем, которое обозначим через 

(Atl К°) C(N™! x [0,0], М" x {io}). (167) 

В силу условия 3, подмногообразие (167) является оснащенным. 

Обозначим оснащение этого подмногообразия через Va. Граница KK’? 

многообразия At! является подмногообразием особенностей семейства, 

сечений 

д, te кю }Nm-1x fig}: (168) 

Воспользуемся тем, что многообразие особых сечений семейства 

{4,... Фин} мт fio} Заключено в шар U C №1. Будем строить 

гомотопию (161) на подсемействе первых ($ — К + ig +2) векторов 
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íà ìíîãîîáðàçèè Nm−1 × [i0, i0 + 1], íåïîäâèæíóþ íà ãðàíèöå ∂U
øàðà U , è ñîâïàäàþùóþ ñ ãîìîòîïèåé (164) íà ïîäñåìåéñòâå ïåðâûõ
(s − k + i0 + 1) âåêòîðîâ. Óêàçàííóþ ãîìîòîïèþ ïîñòðîèì òàê, ÷òî
ìíîãîîáðàçèå îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâà ñå÷åíèé (168) ïåðåñòðàèâàåòñÿ
âäîëü îñíàùåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì

(∆i0+1
1 , Ki0) ⊂ (Nm−1 × [i0, i0 + 1], Nm−1 × {i0}),

êîòîðîå çåðêàëüíî îñíàùåííîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ (167) è ñîâïàäàåò ñ
ýòèì ìíîãîîáðàçèåì íà îáùåé ãðàíèöå K i0 ⊂ Nm−1 × {i0}.

Ãîìîòîïèÿ (161) ïðè i = i0 + 1 íà ñåìåéñòâå ïåðâûõ (s − k +
i0 + 2) âåêòîðîâ ïîñòðîåíà. Ïðîäîëæèì ïîñòðîåííóþ ãîìîòîïèþ íà âñå
ñåìåéñòâî s âåêòîðîâ íàä ìíîãîîáðàçèåì Nm−1 × [i0, i0 + 1], îáåñïå÷èâ
âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà Nm−1×{i0} è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3.

Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå äîêàçàíî. Ñëåäñòâèå 40 â
ïðåäïîëîæåíèè j = 0 äîêàçàíî.
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на многообразии №” x [щ,ю + 1], неподвижную на границе OU 

шара U, и совпадающую с гомотопией (164) на подсемействе первых 

(8 — k + i9 + 1) векторов. Указанную гомотопию построим так, что 

многообразие особенностей семейства сечений (168) перестраивается 

вдоль оснащенного многообразия с краем 

(До, К) C(N™! & +, МЕХ {0}, 

которое зеркально оснащенному подмногообразию (167) и совпадает с 

этим многообразием на общей границе К® C №М"1х fig}. 
Гомотопия (161) при i = io + 1 на семействе первых ($ — К + 

ig + 2) векторов построена. Продолжим построенную гомотопию на все 

семейство з векторов над многообразием М" x fig, ig + 1], обеспечив 

выполнение граничных условий на N™~! x {10} и выполнение условия 3. 

Индуктивное предположение доказано. Следствие 40 в 

предположении 1 = 0 доказано. 
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