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�åîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ñòàáèëüíûìãîìîòîïè÷åñêèì ãðóïïàì ñ�åð.I.Èíâàðèàíò Õîï�àÏ.Ì.Àõìåòüåâ ∗ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè ïðî�. Ì.Ì.ÏîñòíèêîâàÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ñòàáèëü-íûì ãîìîòîïè÷åñêèì ãðóïïàì ñ�åð, îñíîâàííûé íà êîíñòðóêöèèÏîíòðÿãèíà-Òîìà. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíî äîêàçàòåëü-ñòâî òåîðåìû Àäàìñà îá èíâàðèàíòå Õîï�à äëÿ âñåõ ðàçìåðíî-ñòåé, èñêëþ÷àÿ 15, 31. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè n > 31 â ñòàáèëüíîéãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå ñ�åð Πn íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà ñ èíâà-ðèàíòîì Õîï�à 1. Íîâîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäàõ ãåî-ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà-Òîìàâ �îðìå Óîëëåñà î ïðåäñòàâëåíèè ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõãðóïï limk→+∞ πk+n(Σk(RP∞)) âåùåñòâåííîãî ïðîåêòèâíîãî áåñ-êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (êîòîðûå ïî òåîðåìå Êàíà-Ïðèääèýïèìîð�íî îòîáðàæàþòñÿ íà 2-êîìïîíåíòû ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè-÷åñêèõ ãðóïï ñ�åð) êëàññàìè êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé (âîîáùå ãî-âîðÿ, íåîðèåíòèðóåìûõ) n−1�ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â êîðàçìåðíî-ñòè 1. Èíâàðèàíò Õîï�à âûðàæàåñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
n − 1�ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿïîãðóæåííîãî n�ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî çàäàí-íûé ýëåìåíò â ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå Πn.ÂâåäåíèåÏóñòü πn+m(Sm) � ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû ñ�åð. Ïðè óñëîâèè m ≥ n+ 2ýòà ãðóïïà íå çàâèñèò îò m è îáîçíà÷àåòñÿ Πn. Îíà íàçûâàåòñÿ ñòàáèëü-íîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé ñ�åð â ðàçìåðíîñòè n. Ïðîáëåìà âû÷èñ-ëåíèÿ ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ

∗�àáîòà àâòîðà ïîääåðæåíà ãðàíòàìè INTAS 00-0259, �ÔÔÈ 08-01-00663-à.1
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Геометрический подход к стабильным 

гомотопическим группам сфер.1. 

Инвариант Хопфа 

П.М.Ахметьев * 

посвящается памяти проф. М.М.Постникова 

Аннотация 

В работе развивается теометрический подход к стабиль- 

ным гомотопическим группам сфер, основанный на конструкции 

Понтрягина-Тома. В рамках этого подхода получено доказатель- 

ство теоремы Адамса об инварианте Хопфа для всех размерно- 

стей, исключая 15, 31. Доказывается, что при п, > 31 в стабильной 

гомотопической группе сфер Il, не существует элемента, с инва- 

риантом Хопфа 1. Новое доказательство основано на, методах гео- 

метрической топологии. Используется теорема, Понтрягина-Тома, 

в форме Уоллеса о представлении стабильных гомотопических 

групп Нико Ли (У^ (ВР°)) вещественного проективного бес- 
конечномерного пространства (которые по теореме Кана-Придди 

эпиморфно отображаются на 2-компоненты стабильных гомотопи- 

ческих групп сфер) классами кобордизма погружений (вообще го- 

воря, неориентируемых) п—1-мерных многообразий в коразмерно- 

сти 1. Инвариант Хопфа выражаеся характеристическим классом 

т — 1-мерного многообразия двукратных точек самопересечения 

погруженного я-мерного многообразия, представляющего задан- 

ный элемент в стабильной гомотопической группе Ць. 

Введение 

Пусть Trim(S™) — гомотопические группы сфер. При условии т > п+2 

эта группа не зависит от т и обозначается П». Она называется стабиль- 

ной гомотопической группой сфер в размерности п. Проблема вычис- 

ления стабильных гомотопических групп является одной из основных 

*Работа автора поддержена грантами INTAS 00-0259, РФФИ 08-01-00663-а.

http://arxiv.org/abs/0710.5779v6


íåðåøåííûõ ïðîáëåì â òîïîëîãèè. Ýòà ïðîáëåìà èìååò âàæíîå ïðèêëàä-íîå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ �óíêöèé (ñì. [Â℄,ãë.3) è ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè îòîáðàæåíèé âëîæåíèÿìè[Ìå2℄.Ïðè âû÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû ñ�åðèçó÷àþò òå àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ äàåòñÿñðàçó äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé (èëè äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ðàçìåðíîñòåé). Òåì íå ìåíåå, ýòè èíâàðèàíòû, êàê ïðàâèëî,îêàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè è íå âûðîæäàþòñÿ ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõñëó÷àÿõ, ïîäðîáíåå ñì. [M℄.Îñíîâíûì àëãåáðàè÷åñêèì èíâàðèàíòîì íà ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõñ�åð ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûé èíâàðèàíò Õîï�à, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ãîìîìîð�èçì
h : Π2k−1 → Z/2,è êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òàêæå èíâàðèàíòîì Ñòèíðîäà-Õîï�à, ñì., íàïðè-ìåð, [M-T℄ ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûõ ñâîéñòâ. Ñòàáèëüíûé èí-âàðèàíò Õîï�à èçó÷àåòñÿ â ðàáîòå.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû áûëî ïîëó÷åíî Àäàìñîì â [A℄.Òåîðåìà. Àäàìñ [A℄Ñòàáèëüíûé èíâàðèàíò Õîï�à h : Πn → Z/2, n ≡ 1 (mod 2), ÿâëÿ-åòñÿ òðèâèàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n 6= 1, 3, 7.Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Àäàìñà â ïðîñòîì ñëó÷àå n 6= 2k−1 áûëà äîêàçàíàÀäåìîì [Ad℄. Cëó÷àé n = 15 áûë äîêàçàí Òîäîé (ñì. [M-T℄ ãë.18).Âïîñëåäñòâèè Àäàìñ è Àòüÿ ïðåäëîæèëè àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä êèçó÷åíèþ èíâàðèàíòîâ Õîï�à, îñíîâàííûé íà ðåçóëüòàòàõ èç K-òåîðèèè íà òåîðåìå Áîòòà î ïåðèîäè÷íîñòè ñì. [A-A℄. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõýòîò ïîäõîä òàêæå áûë îáîáùåí. Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû Àäàì-ñà, áëèçêîå ê äîêàçàòåëüñòâó Àäàìñà-Àòüè, áûëî ïðåäëîæåíî Â.Ì.Áóõ-øòàáåðîì â [B℄.Îïðåäåëåíèå ñòàáèëüíîãî èíâàðèàíòà Õîï�à ïåðå�îðìóëèðóåòñÿ íàÿçûêå ãðóïï êîáîðäèçìîâ ïîãðóæåííûõ ìíîãîîáðàçèé. Â îñíîâå ýòîãîìåòîäà ëåæàò ðåçóëüòàòû ðàáîò [E1, K2, K-S1, K-S2, La℄. Ñòàáèëüíûéèíâàðèàíò Õîï�à ðàâåí õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó ìíîãîîáðàçèÿ äâó-êðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþ-ùåãî ýëåìåíò â èñõîäíîé ãðóïïå êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé. Ýòî, íàïðèìåð,ÿâíî ñ�îðìóëèðîâàíî â ðàáîòå [E1℄, Ëåììà 3.1. Ôîðìóëèðîâêà óêàçàííîéëåììû ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ïåðåâîäèòñÿ íà ÿçûê òåîðèè ïîãðóæåíèéïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè Ïîíòðÿãèíà-Òîìà.2

нерешенных проблем в топологии. Эта проблема имеет важное приклад- 

ное значение при изучении пространства вещественных функций (см. [В], 

гл.3) и при изучении задачи аппроксимации отображений вложениями 

[Ме2]. 
При вычислении элементов стабильной гомотопической группы сфер 

изучают те алгебраические инварианты, определение которых дается 

сразу для всех размерностей (или для некоторой бесконечной последо- 

вательности размерностей). Тем не менее, эти инварианты, как правило, 

оказываются тривиальными и не вырождаются лить в исключительных 

случаях, подробнее см. [М]. 

Основным алгебраическим инвариантом на гомотопических группах 

сфер является стабильный инвариант Хопфа, который представляет со- 

бой гомоморфизм 

h : TIop-1 _ Z/2, 

и который называется также инвариантом Стинрода-Хопфа, см., напри- 

мер, [М-Т] по поводу определения и основных свойств. Стабильный ин- 

вариант Хопфа изучается в работе. 

Доказательство следующей теоремы было получено Адамсом в [A]. 

Теорема. Адамс [А] 
Стабильный инвариант Хопфа № : i, > 2/2, п = 1 (mod 2), явля- 

ется тривиальным тогда и только тогда, когда п, # 1,3,7. 

Замечание. Теорема Адамса в простом случае п * 2* —1 была доказана 

Адемом [Ач]. Случай п = 15 был доказан Тодой (см. [M-T] гл.18). 

Впоследствии Адамс и Атья предложили альтернативный подход к 

изучению инвариантов Хопфа, основанный на результатах из К-теории 

и на, теореме Ботта о периодичности см. |А-А]. В последующих работах 

этот подход также был обобщен. Простое доказательство Теоремы Адам- 

са, близкое к доказательству Адамса-Атьи, было предложено В.М.Бух- 

штабером в [В]. 
Определение стабильного инварианта Хопфа переформулируется на 

языке групп кобордизмов погруженных многообразий. В основе этого 

метода лежат результаты работ [E1, K2, К-51, К-52, Га]. Стабильный 

инвариант Хопфа, равен характеристическому числу многообразия дву- 

кратных точек самопересечения исходного многообразия, представляю- 

щего элемент в исходной группе кобордизма погружений. Это, например, 

явно сформулировано в работе [E1], Лемма 3.1. Формулировка указанной 

леммы стандартным способом переводится на язык теории погружений 

при помощи конструкции Понтрягина-‘Тома.



Â ñëó÷àå n 6≡ 3 (mod 4) äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àäàìñà, èñïîëüçóþ-ùåå òåîðèþ ïîãðóæåíèé, áûëî ïîëó÷åíî À.Ñþ÷åì â ðàáîòå [Sz℄. Ñëåäó-þùèé ïî ñëîæíîñòè ñëó÷àé (òåîðåìà Àäåìà) âîçíèêàåò ïðè n 6= 2l − 1.Òåîðåìà Àäàìñà â ýòîì ñëó÷àå áûëà ïåðåäîêàçàíà ãåîìåòðè÷åñêèìè ìå-òîäàìè â ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà ñ À. Ñþ÷åì [A-Sz℄.Äàëåå â ðàáîòå âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n = 2l−1. Îñíîâíîé ðåçóëü-òàò íàñòîÿùåé ðàáîòû îáîáùàåò ïðåäûäóùèé è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Îñíîâíàÿ ÒåîðåìàÏóñòü g : M
3n+3

4
+7

# R
n� ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ïîãðóæåíèå çàìêíóòîãî,âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , dim(M) = 3n+3

4
+ 7, ïðè-÷åì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(g) ïîãðóæåíèÿ g èçîìîð�íî ñóììå Óèò-íè (n+1

4
− 8) ýêçåìïëÿðîâ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ κ íàä M , ò.å. ν(g) =

(n+1
4
− 8)κ (â ÷àñòíîñòè, w1(M) = 0, ïîñêîëüêó êîðàçìåðíîñòü ïîãóæå-íèÿ g ÷åòíà è w1(M) = (n+1

4
− 8)w1(κ) = 0). Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè

n ≥ 63 (ò.å. ïðè l ≥ 6) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 〈w1(κ)
dim(M); [M ]〉 = 0, ãäå

w1 � ïåðâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ Øòè�åëÿ-Óèòíè.Íîâîå â äîêàçàòåëüñòâå Îñíîâíîé Òåîðåìû ñîñòîèò â ïðèìåíåíèèïðèíöèïà ãåîìåòðè÷åñêîãî êîíòðîëÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò â êëàññå êî-áîðäèçìà ïîãðóæåíèÿ íàõîäèòü ïîãðóæåíèå, ó êîòîðîãî ïîäìíîãîîáðà-çèå êðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èìååò áîëåå ïðîñòóþ ñòðóêòóðíóþãðóïïó íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Íàïîìíþ, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà íîð-ìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ìíîãîîáðàçèþ êðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿîòâå÷àåò çà ïåðåñòàíîâêó ëèñòîâ èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è èçìåíåíèåâåêòîðîâ ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó ïóòè íà ìíî-ãîîáðàçèè êðàòíûõ òî÷åê.Ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé òåîðèè ïîãðóæåíèé èç Îñ-íîâíîé Òåîðåìû ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå.Îñíîâíîå ÑëåäñòâèåÏóñòü g : Mn−1
# R

n � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ïîãðóæåíèå çàìêíóòîãîìíîãîîáðàçèÿ Mn−1 (êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, îðèåíòèðóåìûì è ñâÿçíûìíå ïðåäïîëàãàåòñÿ). Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè n = 2l − 1, n ≥ 63 (ò.å. ïðè
l ≥ 6), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 〈w1(M)n−1; [M ]〉 = 0.

3

В случае п # 3 (mod 4) доказательство теоремы Адамса, использую- 
mee теорию погружений, было получено А.Сючем в работе [Sz]. Следу- 

ющий по сложности случай (теорема Адема) возникает при n 52 21 — 1. 

Теорема Адамса в этом случае была передоказана геометрическими ме- 

тодами в совместной работе автора с А. Сючем [A-Sz]. 
Далее в работе всюду предполагается, что п = 2—1. Основной резуль- 

тат настоящей работы обобщает предыдущий и состоит в следующем. 

Основная Теорема 

3n+3 

Пусть 9: М2 *" 9» В" произвольное гладкое погружение замкнутого, 

вообще говоря, несвязного многообразия М, dim(M) = suts + 7, при- 

чем нормальное расслоение и(9) погружения g изоморфно сумме Уит- 
ни (441 — 8) экземпляров линейного расслоения к над М, т.е. v(g) = 

(2+1 — 8)к (в частности, и (М) = 0, поскольку коразмерность погуже- 
ния 9 четна и (М) = (4 — 8)ил(к) = 0). Тогда в предположении 
п > 63 (те. при [> 6) справедливо равенство (ил (к)9# (М); [М]) = 0, где 
Ww, — первый характеристический класс Штифеля-Уитни. 

Новое в доказательстве Основной Теоремы состоит в применении 

принципа геометрического контроля, который позволяет в классе ко- 

бордизма погружения находить погружение, у которого подмногообра- 

зие кратных точек самопересечения имеет более простую структурную 

группу нормального расслоения. Напомню, что структурная группа нор- 

мального расслоения к многообразию кратных точек самопересечения 

отвечает за перестановку листов исходного многообразия и изменение 

векторов скошенного оснащения при обходе по замкнутому пути на мно- 

гообразии кратных точек. 

При помощи стандартных рассуждений теории погружений из Ос- 

новной Теоремы можно вывести следующее. 

Основное Следствие 

Пусть 9 : М" % В" — произвольное гладкое погружение замкнутого 

многообразия М” \ (которое, вообще говоря, ориентируемым и связным 

не предполагается). Тогда в предположении п = 2' — 1, п > 63 (т.е. при 

1 > 6), справедливо равенство (из (М)”—1; [М] = 0.



Çàìå÷àíèå. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìûÀäàìñà (ïðè l ≥ 4) äîêàçàíà â [E1,La℄.Îòìåòèì, ÷òî â òîïîëîãèè ñóùåñòâóþò òåîðåìû, áëèçêèå ïî �îðìóëè-ðîâêå ê Òåîðåìå Àäàìñà. Êàê ïðàâèëî, ýòè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿ-ìè Òåîðåìû Àäàìñà. Èíîãäà ñàìè ýòè òåîðåìû ìîãóò áûòü äîêàçàíû àëü-òåðíàòèâíûìè è áîëåå ïðîñòûìè ìåòîäàìè. Êàê çàìå÷àåò Ñ.Ï.Íîâèêîââ îáçîðå [N℄, ê òàêèì òåîðåìàì îòíîñèòñÿ Òåîðåìà Ìèëíîðà-Áîòòà î òîì,÷òî êàñàòåëüíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå ê ñòàíäàðòíîé ñ�åðå Sn òðèâèàëü-íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 1, 3, 7. Ýòî òåîðåìà áûëà îòêðûòà âðàáîòå [B-M℄. Ýëåãàíòíàÿ ìîäè�èêàöèÿ èçâåñòíîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëàíåäàâíî ïîëó÷åíà â [F℄.Îñòàíîâèìñÿ íà ñòðóêòóðå ðàáîòû. Â ðàçäåëå 1 íàïîìèíàþòñÿ îñíîâ-íûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè òåîðèè ïîãðóæåíèé. �åçóëüòàòû ýòîãîðàçäåëà �îðìàëüíî ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, íî ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èçâåñòíûìèìåòîäàìè. Â ðàçäåëå 2 Îñíîâíàÿ Òåîðåìà ïåðå�îðìóëèðîâàíà ñ èñïîëü-çîâàíèåì îáîçíà÷åíèé èç ðàçäåëà 1 (Òåîðåìà 5) è ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûåýòàïû åå äîêàçàòåëüñòâà. Â ðàçäåëå 3 ïðîâîäèòñÿ îñíîâíîé ýòàï äîêàçà-òåëüñòâà, à èìåííî, äîêàçûâàåòñÿ ïåðâàÿ Îñíîâíàÿ Ëåììà 24, êîòîðàÿáûëà âûñêàçàíà Ñ.À.Ìåëèõîâûì êàê ãèïîòåçà è îáñóæäàëàñü íà ñåìèíà-ðå ïðî�. Î.Ñàåêè â 2006 ãîäó, à òàêæå àíàëîãè÷íàÿ åé âòîðàÿ ÎñíîâíàÿËåììà 25.�àáîòà áûëà íàïèñàíà ïðè íåîäíîêðàòíûõ îáñóæäåíèÿõ íà ñåìèíàðåïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�. Ì.Ì.Ïîñòíèêîâà.Â íàñòîÿùåé âåðñèè ðàáîòû èñïðàâëåíà îøèáêà â �îðìóëèðîâêå Îñíîâ-íîé Ëåììû 3 èç [Akh℄, êîòîðàÿ ïðèâîäèëàñü áåç äîêàçàòåëüñòâà.Àâòîð áëàãîäàðèò çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ ïðî�.Â.Ì.Áóõøòàáåðà, ïðî�. Â.À.Âàñèëüåâà, ïðî�. Ï. Ëàíäâåáåðà,ïðî�. À.Ñ.Ìèùåíêî, ïðî�. Î.Ñàåêè, ïðî�. À.Á.Ñêîïåíêîâà,ïðî�. Þ.Ï.Ñîëîâü¼âà, ïðî�. À.Â.×åðíàâñêîãî, ïðî�. Å.Â.Ùåïèíà,ïðî�. Ï.Äæ.Ýêêëçà, Í.Áðîäñêîãî, Ñ.À.Ìåëèõîâà, �.�.Ñàäûêîâà,Ì.Á.Ñêîïåíêîâà.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåäóêöèèÍàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ãðóïï êîáîðäèçìà îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé â åâ-êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè áîëåå îá-ùåé êîíñòðóêöèè, èçëîæåííîé â êíèãå [K1℄ íà ñòð. 55 è â ðàçäåëå 10.Ñâÿçü ñ êîíñòðóêöèåé Ïîíòðÿãèíà-Òîìà îáúÿñíÿåòñÿ â [A-E℄.Ïóñòü f : Mn−1
# Rn� ãëàäêîå ïîãðóæåíèå, ïðè÷åì (n − 1)-ìåðíîåìíîãîîáðàçèå Mn−1 çàìêíóòî íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîðèåíòèðîâàíî è4

Замечание. Эквивалентность предыдущего утверждения и теоремы 
Адамса (при [> 4) доказана в [E1,La]. 

Отметим, что в топологии существуют теоремы, близкие по формули- 

ровке к Теореме Адамса. Как правило, эти теоремы являются следствия- 

ми Теоремы Адамса. Иногда сами эти теоремы могут быть доказаны аль- 

тернативными и более простыми методами. Как замечает С.П.Новиков 

в обзоре [N], к таким теоремам относится Теорема Милнора-Ботта о том, 
что касательное п-мерное расслоение к стандартной сфере 5" тривиаль- 

но тогда и только тогда, когда п = 1,3,7. Это теорема, была открыта в 

работе [В-М]. Элегантная модификация известного доказательства, была, 

недавно получена в [Е]. 
Остановимся на структуре работы. В разделе 1 напоминаются основ- 

ные определения и конструкции теории погружений. Результаты этого 

раздела формально являются новыми, но легко получаются известными 

методами. В разделе 2 Основная Теорема переформулирована с исполь- 

зованием обозначений из раздела 1 (Теорема 5) и представлены основные 
этапы ее доказательства. В разделе 3 проводится основной этап доказа- 

тельства, а именно, доказывается первая Основная Лемма 24, которая 

была высказана С.А.Мелиховым как гипотеза, и обсуждалась Ha семина- 

ре проф. О.Саеки в 2006 году, а также аналогичная ей вторая Основная 

Лемма 25. 

Работа была написана при неоднократных обсуждениях на семинаре 

по алгебраической топологии под руководством проф. М.М.Постникова. 

В настоящей версии работы исправлена ошибка в формулировке Основ- 

ной Леммы 3 из [Akh], которая приводилась без доказательства. 

Автор благодарит за многочисленные обсуждения проф. 

В.М.Бухштабера, проф. В.А.Васильева, проф. II. Ландвебера, 

проф. А.С.Мищенко, проф. O.Caexu, проф. А.Б.Скопенкова, 

проф. Ю.П.Соловьёва, проф. А.В.Чернавского, проф. Е.В.ШЩепина, 

проф. П.Дж.Экклза, Н.Бродского, С.А.Мелихова, Р.Р.Садыкова, 

М.Б.Скопенкова. 

1 Предварительные редукции 

Напомним определения групп кобордизма оснащенных погружений в ев- 

клидово пространство, которые являются частными случаями более об- 

щей конструкции, изложенной в книге [К1] на стр. 55 и в разделе 10. 

Связь с конструкцией Понтрягина-Тома объясняется в [А-Е]. 

Пусть f : М”! 9» В"- гладкое погружение, причем (п — 1)-мерное 

многообразие //”_' замкнуто но, вообще говоря, неориентировано и 

4



íåñâÿçíî. Íà ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ïîãðóæåíèé ââåäåì îòíîøåíèå êîáîð-äàíòíîñòè. Ñêàæåì, ÷òî äâà ïîãðóæåíèÿ f0, f1 ñâÿçàíû êîáîðäèçìîì,
f0 ∼ f1, åñëè ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå Φ : (W n, ∂W = Mn−1

0 ∪Mn−1
1 ) #

(Rn × [0; 1]; Rn × {0, 1}) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ fi =
Φ|Mn−1

i
: Mn−1

i # Rn × {i}, i = 0, 1 è, êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïî-ãðóæåíèå Φ áûëî îðòîãîíàëüíî ê R× {0, 1}.Ìíîæåñòâî êëàññîâ êîáîðäàíòíîñòè ïîãðóæåíèé îáðàçóåò àáåëåâóãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîãðóæåíèé.Íàïðèìåð, íóëåâîé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïóñòûì ïî-ãðóæåíèåì, à ýëåìåíò, îáðàòíûé ê äàííîìó ïîãðóæåíèþ f0 ïðåäñòàâ-ëåí êîìïîçèöèåé S ◦ f0, ãäå S�çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà
Rn. Ýòó ãðóïïó îáîçíà÷èì ÷åðåç Immsf (n − 1, 1). Ïî òåîðåìå Óîëëåñà[Wa℄ óêàçàííàÿ ãðóïïà èçîìîð�íà ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå
limk→∞ πk+n(ΣkRP∞).Ïîãðóæåíèå f îïðåäåëÿåò èçîìîð�èçì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíî-ãîîáðàçèÿ Mn−1 è îðèåíòèðóþùåãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ κ, ò.å. èçîìîð-�èçì D(f) : T (Mn−1) ⊕ κ = nε, ãäå ε�òðèâèàëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèåíàä Mn−1. Â ïîõîæèõ êîíñòðóêöèÿõ òåîðèè õèðóðãèè ãëàäêèõ ìíîãî-îáðàçèé âñåãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàáèëüíûé èçîìîð�èçì íîðìàëüíîãîðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn−1 è îðèåíòèðóþùåãî ëèíåéíîãî ðàññëîå-íèÿ κ, ò.å. èçîìîð�èçì T (Mn−1) ⊕ κ ⊕ Nε = (n + N)ε, ãäå N >> n.Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Õèðøà, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè äâóì ïîãðóæåíè-ÿì f1, f2 îòâå÷àþò èçîìîð�èçìûD(f1),D(f2), êîòîðûå ïðè ñòàáèëèçàöèèïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó (ñòàáèëüíîãî) èçîìîð�èçìà, òî ðàññìàòðè-âàåìûå ïîãðóæåíèÿ f1, f2 îêàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíî êîáîðäàíòíûìè è äà-æå ðåãóëÿðíî êîíêîðäàíòíûìè (íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò îêàçàòüñÿ íåðåãóëÿðíî ãîìîòîïíûìè).Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ãðóïïà Immsf(n−k, k). Ýëåìåíò ýòîé ãðóïïûïðåäñòàâëåí òðîéêîé (f, κ,Ξ), ãäå f : Mn−k

# Rn � ïîãðóæåíèå çàìêíó-òîãî ìíîãîîáðàçèÿ, κ : E(κ)→ Mn−k ëèíåéíîå ðàññëîåíèå (äëÿ ñîêðàùå-íèÿ îáîçíà÷åíèé äàëåå ëèíåéíîå (îäíîìåðíîå) ðàññëîåíèå è åãî õàðàê-òåðèñòè÷åñêèé êëàññ â H1(Mn−k; Z/2) ìû îáîçíà÷àåì òîé æå áóêâîé), Ξñêîøåííîå îñíàùåíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ ïðè ïîìîùèðàññëîåíèÿ κ, ò.å. èçîìîð�èçì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f èðàññëîåíèÿ kκ. Òðîéêà (f, κ,Ξ) áóäåò íàçûâàòüñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûìïîãðóæåíèåì. Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî k ëèíåéíîå ðàññëîåíèå κ îêàçûâàåòñÿîðèåíòèðóþùèì íàä Mn−k, è îáÿçàòåëüíî κ = w1(M
n−k).Äâà ýëåìåíòà ãðóïïû êîáîðäèçìà, ïðåäñòàâëåííûå òðîéêàìè

(f1, κ1,Ξ1) (f2, κ2,Ξ2), ðàâíû, åñëè ïîãðóæåíèÿ f1, f2 êîáîðäàíòíû, ïðèýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîãðóæåíèå êîáîðäèçìà áûëî ñêîøåííî-îñíàùåíî5

несвязно. На пространстве таких погружений введем отношение кобор- 
дантности. Скажем, что два погружения fo, } связаны кобордизмом, 
fo ~ fi, если существует погружение Ф : (W",OW = МТО MP!) 9» 

(R” x [0; 1; В" x {0,1}) такое, что выполнены граничные условия Ё = 
D| pr : MP & Вх fi}, i = 0,1 и, кроме того, требуется, чтобы по- 

гружение Ф было ортогонально к Вх {0,1}. 
Множество классов кобордантности погружений образует абелеву 

группу относительно операции дизъюнктного объединения погружений. 
Например, нулевой элемент этой группы представляется пустым по- 
гружением, а элемент, обратный к данному погружению fy представ- 
лен композицией бо fo, где 6-зеркальная симметрия пространства 

В”. Эту группу обозначим через Imm*f(n — 1,1). По теореме Уоллеса 
[Wa] указанная группа изоморфна стабильной гомотопической группе 

ПА оо пи (УКР °°). 

Погружение f определяет изоморфизм нормального расслоения мно- 
гообразия М”! и ориентирующего линейного расслоения к, т.е. изомор- 
физм D(f):T(M""') Фк = пе, где =-тривиальное линейное расслоение 

над №М”'. В похожих конструкциях теории хирургии гладких много- 

образий всегда рассматривается стабильный изоморфизм нормального 

расслоения многообразия M"~! и ориентирующего линейного расслое- 
ния к, те. изоморфизм Т(М”') ФкФ Ne = (n+ №, где М >> п. 
Пользуясь теоремой Хирша, легко проверить, что если двум погружени- 
ям fi, № отвечают изоморфизмы D(f,), D( fo), которые при стабилизации 

принадлежат одному классу (стабильного) изоморфизма, то рассматри- 
ваемые погружения }1, fo оказываются регулярно кобордантными и да- 
же регулярно конкордантными (но, вообще говоря, могут оказаться не 
регулярно гомотопными). 

Нам потребуется также группа [пит (п — К, К). Элемент этой группы 

представлен тройкой (f,«,=), где f : М” * 9+ В" — погружение замкну- 

того многообразия, к: Е(к) > M"-* линейное расслоение (для сокраще- 
ния обозначений далее линейное (одномерное) расслоение и его харак- 
теристический класс в H!(M"~*; 2/2) мы обозначаем той же буквой), = 
скошенное оснащение нормального расслоения погружения при помощи 
расслоения к, т.е. изоморфизм нормального расслоения погружения } и 

расслоения кк. Тройка (1, к, =) будет называться скошенно-оснащенным 

погружением. В случае нечетного К линейное расслоение к оказывается 
ориентирующим над М”-*, и обязательно к = и (М”-*). 

Два элемента группы кобордизма, представленные тройками 
(fi, 61, =1) (№, к2, =2), равны, если погружения }1, fo кобордантны, при 

этом требуется, чтобы погружение кобордизма было скошенно-оснащено



è òðåáóåòñÿ ñîãëàñîâàíèå ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ íà êîáîðäèçìå ñ çàäàí-íûìè ñêîøåííûìè îñíàùåíèÿìè íà êîìïîíåíòàõ ãðàíèöû. Çàìåòèì, ÷òîïðè k = 1 íîâîå îïðåäåëåíèå ãðóïï Immsf(n−k, k) ñîâïàäàåò ñ ïåðâîíà-÷àëüíûì.Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì:
Jsf : Immsf (n− 1, 1)→ Immsf(n− k, k),êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì ïåðåõîäà â êîðàçìåðíîñòü k. �àñ-ñìîòðèì ìíîãîîáðàçèå M ′n−1, ïîãðóæåíèå êîòîðîãî f : M ′n−1

# Rnïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò ïåðâîé ãðóïïû, è ðàññìîòðèì êëàññè�èöèðóþùååîòîáðàæåíèå κ′ : M ′n−1 → RPa â âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-ñòâî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (a = n äîñòàòî÷íî), ïðåäñòàâëÿþùåå êîãîìî-ëîãè÷åñêèé êëàññ w1(M
′n−1). �àññìîòðèì ñòàíäàðòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

RPa−k+1 ⊂ RPa êîðàçìåðíîñòè k − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå κ′òðàíñâåðñàëüíî âäîëü âûáðàííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà è îïðåäåëèì ïîäìíî-ãîîáðàçèå Mn−k ⊂ M ′n−1 êàê ïîëíûé ïðîîáðàç ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâàïðè íàøåì îòîáðàæåíèè, Mn−k = κ′−1(RPa−k+1). Îïðåäåëèì ïîãðóæåíèå
f : Mn−k

# Rn êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ f ′ íà çàäàííîå ïîäìíîãîîá-ðàçèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîãðóæåíèå f : Mn−k
# R

n äîïóñêàåò åñòåñòâåííîåñêîøåííîå îñíàùåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, íîðìàëüíîå ðàññëîåíèÿ ïîäìíî-ãîîáðàçèÿ Mn−k ⊂ M ′n−1 åñòåñòâåííî èçîìîð�íî ðàññëîåíèþ (k − 1)κ,ãäå κ = κ′|M (çäåñü è äàëåå, åñëè îáîçíà÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ èñïîëüçóåòñÿâ íèæíåì èíäåêñå, òî âåðõíèé èíäåêñ ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ îïóñêà-åòñÿ). Óêàçàííûé èçîìîð�èçì Ξ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñêîøåííûìîñíàùåíèåì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ïîäìíîãîîáðàçèþ RPa−k+1 â ìíî-ãîîáðàçèè RPa, êîòîðîå ïåðåíîñèòñÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå Mn−k ⊂M ′n−1,ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî κ′ ðåãóëÿðíî âäîëü RPa−k+1. Åùå îäíîïðÿìîå ñëàãàåìîå â ñêîøåííîì îñíàùåíèè Ξ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿïîãðóæåíèÿ f ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîìó îäíîìåðíîìó ðàññëîåíèþ ïî-ãðóæåíèÿ f ′. Ýòî ðàññëîåíèå ñëóæèò îðèåíòèðóþùèì ðàññëîåíèåì äëÿ
M ′n−1, ïîýòîìó åãî îãðàíè÷åíèå íà Mn−k ñîâïàäàåò ñ κ. �îìîìîð�èçì
Jsf ïåðåâîäèò ýëåìåíò, ïðåäñòàâëåííûé ïîãðóæåíèåì f ′ â ýëåìåíò, ïðåä-ñòàâëåííûé òðîéêîé (f, κ,Ξ). Èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðà-æåíèé, èñïîëüçóþùèõ ëèøü ïîíÿòèå òðàíñâåðñàëüíîñòè âûòåêàåò, ÷òîãîìîìîð�èçì Jsf êîððåêòíî îïðåäåëåí, ïîñêîëüêó ïðîèçâîë â åãî êîí-ñòðóêöèè ïðèâîäèò ê òðîéêå èç òîãî æå êëàññà íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà.Ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîãðóæåíèå f : Mn−k

# Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ,ïîäìíîæåñòâî â Rn òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç ∆ = ∆(f), dim(∆) = n − 2k. Ýòî ïîäìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ïî6

и требуется согласование скошенного оснащения на кобордизме с задан- 
ными скошенными оснащениями на компонентах границы. Заметим, что 
при k = 1 новое определение групп Imm! (и — К, К) совпадает с первона- 

чальным. 
Определим гомоморфизм: 

ЛЗ; тт (п, — 1,1) = Imm*!(n — К, К), 

который называется гомоморфизмом перехода в коразмерность К. Рас- 
смотрим многообразие М”`1, погружение которого f : М"" 9 В" 
представляет элемент первой группы, и рассмотрим классифицирующее 
отображение к’: М” — ВР“ в вещественное проективное простран- 
ство высокой размерности (а = п достаточно), представляющее когомо- 

логический класс из (М”-`). Рассмотрим стандартное подпространство 
ВР“—^+1 с ВР“ коразмерности k — 1. Предположим, что отображение к’ 

трансверсально вдоль выбранного подпространства и определим подмно- 
гообразие M"-* с М”! как полный прообраз этого подпространства 

при нашем отображении, M"—* = к’ 1(ВР“—^41). Определим погружение 

Г: М" ч> В" как ограничение погружения f’ на заданное подмногооб- 

разие. Заметим, что погружение f : М” * q> В” допускает естественное 

скошенное оснащение. Действительно, нормальное расслоения подмно- 
гообразия M"-* с М”-" естественно изоморфно расслоению (k — 1)K, 

где к =к'|м (здесь и далее, если обозначение многообразия используется 

в нижнем индексе, то верхний индекс размерности многообразия опуска- 
ется). Указанный изоморфизм = определяется стандартным скошенным 
оснашением нормального расслоения к подмногообразию ВР“—^+1 в мно- 
гообразии ЕР“, которое переносится на подмногообразие М” < М”, 

поскольку предполагалось, что к’ регулярно вдоль ВР“ *+1. Еще одно 
прямое слагаемое в скошенном оснащении = нормального расслоения 
погружения } соответствует нормальному одномерному расслоению по- 
гружения f’. Это расслоение служит ориентирующим расслоением для 
М"”-*, поэтому его ограничение на M”"-* совпадает с к. Гомоморфизм 

187 переводит элемент, представленный погружением f’ в элемент, пред- 

ставленный тройкой (}, к, =). Из элементарных геометрических сообра- 

жений, использующих лишь понятие трансверсальности вытекает, что 
гомоморфизм J*/ корректно определен, поскольку произвол в его кон- 
струкции приводит к тройке из того же класса нормального кобордизма. 

При условии, что погружение } : М”* 9» В” общего положения, 

подмножество в В" точек самопересечения погружения f обозначается 
через А = A(f), dim(A) = п — 2k. Это подмножество определяется по



�îðìóëå:
∆ = {x ∈ R

n : ∃x1, x2 ∈M
n−k, x1 6= x2, f(x1) = f(x2) = x}, (1)îíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Îïðåäåëèì ∆̄ ⊂Mn−k ïî �îðìóëå ∆̄ = f−1(∆).Íàïîìíèì ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ äâóêðàòíûõ òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ äàííîãî ïîãðóæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè-çóþùåãî ïîãðóæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.Ïðîñòðàíñòâî N îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

N = {[(x1, x2)] ∈ (Mn−k ×Mn−k)/T ′ : x1 6= x2, f(x1) = f(x2)} (2)(T ′ � èíâîëþöèÿ, ïåðåñòàâëÿþùàÿ êîîðäèíàòû ñîìíîæèòåëåé), à åãî êà-íîíè÷åñêîå íàêðûâàþùåå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
N̄ = {(x1, x2) ∈M

n−k ×Mn−k : x1 6= x2, f(x1) = f(x2)}. (3)Â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ïîãðóæåíèå f îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîñòðàí-ñòâî N ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè dim(N) = n− 2k.Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Nn−2k.Ïîãðóæåíèå ḡ : N̄n−2k
# Mn−k, ïàðàìåòðèçóþùåå ∆̄, îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé ḡ = π|N̄ , ãäå π : Mn−k×Mn−k →Mn−k � ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿíà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Ïîãðóæåíèå g : Nn−2k

# Rn, ïàðàìåòðèçóþùåå
∆, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé g([x1, x2]) = f(x1). Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåò-ðèçóþùèå ïîãðóæåíèÿ g, ḡ íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîãðóæåíèÿìèîáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûòèå p : N̄n−2k → Nn−2k,ïðè ýòîì g ◦ p = f ◦ ḡ. Ýòî íàêðûòèå íàçîâåì êàíîíè÷åñêèì íàêðûòèåìíàä ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü (f, κ,Ξ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç Immsf (n −
k, k). Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì:

hk : Immsf (n− k, k)→ Z/2,íàçûâàåìûé èíâàðèàíòîì Õîï�à, ïî �îðìóëå:
hk([f, κ,Ξ]) = 〈κn−k; [M̄n−k]〉.Îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëüíîãî èíâàðèàíòà Õîï�à (â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ1) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé. Ñ�îðìóëèðóåìýòî â âèäå îòäåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè ãîìîìîð�èçìå Jsf : Immsf(n−1, 1)→ Immsf (n−

k, k) ñòàáèëüíûé èíâàðèàíò Õîï�à ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å. èíâàðèàíò h1 :
Immsf (n− 1, 1)→ Z/2 è èíâàðèàíò hk : Immsf(n− k, k)→ Z/2 ñâÿçàíûìåæäó ñîáîé ïî �îðìóëå:

h1 = hk ◦ J
sf . (4)7

формуле: 

A= {2 € В": dar, 12 € М", 2,4 x2, f (a1) = f(xe) = x}, (1) 

оно является замкнутым. Определим А С М"-* no формуле A = f7!(A). 

Напомним стандартное определение многообразия двукратных точек 
самопересечения данного погружения общего положения и параметри- 
зующего погружения многообразия двукратных точек самопересечения. 
Пространство N определяется формулой 

№ = {[(a1,2)] Е (M"* x M"*)/T': wy F x2, 1(а1) = 1(т2)} (2) 

(T" — инволюция, переставляющая координаты сомножителей), а его Ka- 

ноническое накрывающее определяется формулой 

№ = {(21, 22) Е М" № х М" ̂ : a, 5 x9, f (21) = f(x2)}. (3) 

В предположении о том, что погружение f общего положения, простран- 

ство М является гладким многообразием размерности dim(NV) = n — 2k. 

Это многообразие обозначается через №" **^. 

Погружение д : N"-2* > M"-*, параметризующее A, определяется 

формулой 9 = п|л, глел : М"®х M"-* — М"-* - стандартная проекция 
на первый сомножитель. Погружение д : №” ** q+ В", параметризующее 

A, определяется формулой 9([71,22|) = f(a). Заметим, что парамет- 

ризующие погружения 9,9 не являются, вообще говоря, погружениями 

общего положения. Определено двулистное накрытие р : М" — Nh 
при этом дор = f og. Это накрытие назовем каноническим накрытием 

над многообразием точек самопересечения. 

Определение 1. Пусть (}к,=) представляет элемент из Гтит/ (п, — 

К, К). Определим гомоморфизм: 

hy: Imm*!(n — К, К) — 2/2, 

называемый инвариантом Хопфа, по формуле: 

hy([f, к, =) = (Kk; М". 
Определения стабильного инварианта Хопфа (в смысле Определения 

1) при различных значениях k согласованы между собой. Сформулируем 

это в виде отдельного утверждения. 

Предложение 2. При гомоморфизме J*! : Immss(n—1,1) > Imm! (n— 
К, К) стабильный инвариант Хопфа сохраняется, т.е. инвариант hy : 
[тит (п — 1,1) > 2/2 и uneapuaum hy : Ттит8/ (п — К, К) > 2/2 связаны 
между собой по формуле: 

hy = Жо J*, (4)



Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 2Ïóñòü f : Mn−k
# R

n � ïîãðóæåíèå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì Ξ è 
 õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κ ∈ H1(Mn−k; Z/2), ïðåäñòàâëÿþùåå ýëåìåíòèç Immsf(n − k, k), ïðè÷åì Jsf([f ′]) = [f, κ,Ξ] äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
[f ′] ∈ Immsf (n− 1, 1). Ïî îïðåäåëåíèþ hk([f, κ,Ξ]) = 〈κn−k; [Mn−k]〉.C äðóãîé ñòîðîíû, Mn−k ⊂ M ′n−1 ïðåäñòàâëÿåò öèêë, äâîéñòâåí-íûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó κ′k−1 ∈ Hk−1(M ′n−1; Z/2). Ôîðìó-ëà 4 ñïðàâåäëèâà, ïîñêîëüêó 〈κ′n−1; [M ′n−1]〉 = 〈κn−k; [Mn−k]〉. Äåéñòâè-òåëüíî, îáðàç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ κ′ : M ′n−1 → RP∞(κ : Mn−k → RP∞), íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ëåæèò â îñòîâå êëàñ-ñè�èöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n − 1 (n − k). Õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîå ÷èñëî 〈κ′n−1; [M ′n−1]〉 (〈κn−k; [Mn−k]〉) ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ
deg(κ′) (deg(κ)) êëàññè�èöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ κ′ : M ′n−1 → RPn−1(κ : Mn−k → RPn−k), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî ìîäóëþ 2 è îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê ÷åòíîñòü ÷èñëà ïðîîáðàçîâ ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ.Ïðè ýòîì çíà÷åíèå deg(κ′) (deg(κ)) íå çàâèñèò îò âûáîðà îòîáðàæåíèÿ κ′(κ) â óêàçàííûé îñòîâ. (Íàïîìíþ, ÷òî êëàññû êîãîìîëîãèé è èõ õàðàê-òåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâî.) Ñòåïåíè deg(κ′) è
deg(κ) ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå ìîæíî âûáðàòü îáùèìäëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé. Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî.Ñ�îðìóëèðóåì äðóãîå (ýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòàÕîï�à (â ïðåäïîëîæåíèè n− 2k > 0).Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü (f, κ,Ξ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç Immsf (n −
k, k), n − 2k > 0. Ïóñòü Nn−2k � ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê ïî-ãðóæåíèÿ f : Mn−k

# Rn, N̄�êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä
N , κN̄ ∈ H1(N̄ ; Z/2) èíäóöèðîâàí èç κ ∈ H1(Mn−k; Z/2) ïîãðóæåíèåì
ḡ : N̄n−2k

# Mn−k.Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîð�èçìà hk : Immsf(n − k, k) → Z/2 ïî�îðìóëå:
hk([f, κ,Ξ]) = 〈κn−2k

N̄
; [N̄n−2k]〉.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü Îïðåäåëå-íèé 1 è 3.Ïðåäëîæåíèå 4. Â óñëîâèÿõ Îïðåäåëåíèÿ 3 ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

〈κn−2k
N̄

; [N̄n−2k]〉 = 〈κn−k; [Mn−k]〉. (5)8

Доказательство Предложения 

Пусть f : M"-* 9» В" — погружение со скошенным оснащением = и с ха- 

рактеристическим классом к Е H!(M"-*; 2/2), представляющее элемент 

из Imm! (п — К, К), причем .7°7([}) = [f,«, =] для некоторого элемента, 
[f’] Е Imms!(n — 1,1). По определению h;([f,«,=]) = (K"-*; [M"-*)). 

С другой стороны, М” с M'"-! представляет цикл, двойствен- 

ный в смысле Пуанкаре коциклу к“ Ее НКМ” 1; 2/2). Форму- 
ла [4] справедлива, поскольку (4/"~1; {M'"1]) = (Kk: [М"—*]). Действи- 
тельно, образ характеристического отображения к’: М” — RP 

(к: М"* -, ВР”), не ограничивая общности, лежит в остове клас- 

сифицирующего пространства размерности п — 1 (п - К). Характери- 
стическое число (к”—1;[М"-1|) ((к”-*; [M"-*])) совпадает со степенью 
deg(«’) (deg(«)) классифицирующего отображения к’: М"! — ВР” 
(к: М"-* — RP" *), которая рассматривается по модулю 2 и определя- 

ется как четность числа прообразов регулярного значения отображения. 
При этом значение deg(k’) (4ез(к)) не зависит от выбора отображения к’ 

(к) в указанный остов. (Напомню, что классы когомологий и их харак- 
теристические отображения обозначаются одинаково.) Степени deg(k’) и 
ес (к) совпадают, поскольку регулярное значение можно выбрать общим 

для рассматриваемых отображений. Предложение 2 доказано. 

Сформулируем другое (эквивалентное) определение инварианта 
Хопфа (в предположении п — 2k > 0). 

Определение 3. Пусть (1, к,=) представляет элемент из _Imms!(n — 

К, К), п —2k > 0. Пусть № к — многообразие двукратных точек по- 

гружения f : М n—-k qs В", М-каноническое двулистное накрытие над 

№, кл Е НИМ; 2/2) индуцирован из к Е Н(М”*; 2/2) погружением 
9 : Nv-2k q+ Mr-k. 

Определим значение гомоморфизма h, : Imm*!(n —k,k) — Z/2 по 

формуле: 
— ~2k, | \7n—2k 

he((f, к, =]) = (ay МТ]. 

Следующее утверждение устанавливает эквивалентность Определе- 

ний 1 u Bh 

Предложение 4. В условиях Определения 3 справедлива формула: 

А") = (nm EIA), (5)



Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 4Ïóñòü f : Mn−k
# R

n � ïîãðóæåíèå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì Ξ è 
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κ ∈ H1(Mn−k; Z/2), ïðåäñòàâëÿþùåå ýëå-ìåíò èç Immsf(n − k, k). Ïóñòü Nn−2k�ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f , g : Nn−2k
# Rn�ïàðàìåòðèçóþùåå ïî-ãðóæåíèå, N̄n−2k → Nn−2k�êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå. �àññìîò-ðèì îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ḡ∗([N̄n−2k]) ∈ Hn−2k(M

n−k; Z/2) ïðèïîãðóæåíèè ḡ : N̄n−2k
# Mn−k è îáîçíà÷èì ÷åðåç m ∈ Hk(Mn−k; Z/2)�êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êëàññó ãîìî-ëîãèé ḡ∗([N̄

n−2k]). �àññìîòðèì òàêæå êîãîìîëîãè÷åñêèé ýéëåðîâ êëàññíîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f , êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç e ∈
Hk(Mn−k; Z/2).Ïî Òåîðåìå �åðáåðòà (ñì. [E-G℄, Òåîðåìà 1.1) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

e = m. (6)Ïîñêîëüêó ýéëåðîâ êëàññ e íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ kκ ïîãðóæåíèÿ fðàâåí κk (êëàññû êîãîìîëîãèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿîáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâî), òî öèêë ḡ∗([N̄ ]) ∈ Hn−2k(M
n−k; Z/2), äâîéñòâå-íåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó κk ∈ Hk(Mn−k; Z/2). Ïîýòîìó �îðìóëà

(5) è Ïðåäëîæåíèå 4 äîêàçàíî.Áîëåå óäîáíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü Ïðåäëîæåíèå 4 (â íåñêîëüêî áîëååîáùåé �îðìå) íà ÿçûêå êîììóòàòèâíûõ äèàãðàìì. Ïðèñòóïèì ê �îðìó-ëèðîâêå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.Ïóñòü g : Nn−2
# Rn� ïîãðóæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷å-íèÿ ïîãðóæåíèÿ f : Mn−1

# R
n êîðàçìåðíîñòè 1. Îïðåäåëåíî íîðìàëü-íîå äâóìåðíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ g, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü÷åðåç νN : E(νN ) → Nn−2. (Ïðîñòðàíñòâî äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ, àññî-öèèðîâàííîãî ñ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì νN , äè��åîìîð�íî ðåãóëÿðíîéçàìêíóòîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ïîãðóæåííèÿ g.)Ýòî ðàññëîåíèå ñíàáæåíî äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé ïî ñðàâíåíèþ ñïðîèçâîëüíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì, à èìåííî, åãî ñòðóêòóðíàÿ ãðóï-ïà êàê O(2)-ðàññëîåíèÿ äîïóñêàåò ðåäóêöèþ ê äèñêðåòíîé ãðóïïå äè-ýäðà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç D4. Ýòî ãðóïïà âîñüìîãî ïîðÿäêà,îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà ïåðåìåùåíèé ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïåðåâî-äÿò ñòàíäàðòíóþ ïàðó êîîðäèíàòíûõ îñåé â ñåáÿ (âîçìîæíî, ñ èçìåíå-íèåì îðèåíòàöèè è ïîðÿäêà).Â ñòàíäàðòíîì êîïðåäñòàâëåíèè ãðóïïà D4 çàäàåòñÿ äâóìÿ îáðàçó-þùèìè a, b, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè {a4 = b2 =9

Доказательство Предложения [4] 

Пусть f : M"-* %> В” — погружение со скошенным оснашением © ис 

характеристическим классом к Е Н\(М" *; 2/2), представляющее эле- 

мент из Imm*!(n — К, К). Пусть №"`*-многообразие двукратных точек 

самопересечения погружения f, 9 : N"~2* q+ В”параметризующее по- 

гружение, №”"—* — №" каноническое двулистное накрытие. Рассмот- 

рим образ фундаментального класса g,({[N"~2"]) € Н„_э,(М”*; 2/2) при 
погружении 9 : №" qs М"-* и обозначим через т € H*(M"-*; Z/2)- 
когомологический класс, двойственный в смысле Пуанкаре классу гомо- 

логий 9„([№"_*]). Рассмотрим также когомологический эйлеров класс 

нормального расслоения погружения f, который обозначим через е Е 

Н®(М”-*; Z/2). 

По Teopeme Герберта (см. [E-G], Теорема 1.1) справедлива формула: 

е=т. (6) 

Поскольку эйлеров класс е нормального расслоения kK погружения } 

равен к” (классы когомологий и соответствующие линейные расслоения 

обозначаются одинаково), то цикл 9, ([М№]) Е Н„_2.(М"-"; Z/2), двойстве- 
нен в смысле Пуанкаре коциклу к” Е H*(M"-*; Z/2). Поэтому формула 

и Предложение [4] доказано. 

Более удобно переформулировать Предложение 4 (в несколько более 

общей форме) на языке коммутативных диаграмм. Приступим к форму- 

лировке соответствующих определений. 

Пусть 9 : №? % В" погружение многообразия точек самопересече- 

ния погружения f : М” 1 9» В" коразмерности 1. Определено нормаль- 

ное двумерное расслоение погружения 9, которое мы будем обозначать 

через их : E(vy) —> N”~?. (Пространство дискового расслоения, ассо- 

циированного с векторным расслоением Vy, диффеоморфно регулярной 

замкнутой трубчатой окрестности погруженния 0.) 

Это расслоение снабжено дополнительной структурой по сравнению с 

произвольным векторным расслоением, а именно, его структурная груп- 

па как О(2)-расслоения допускает редукцию к дискретной группе ди- 
эдра, которую мы обозначим через Dy. Это группа восьмого порядка, 

она определяется как группа перемещений плоскости, которые перево- 

дят стандартную пару координатных осей в себя (возможно, с измене- 

нием ориентации и порядка). 

В стандартном копредставлении группа Dy задается двумя образу- 

ющими a,b, которые связаны между собой соотношениями {at = b? =



1, [a; b] = a2}. Îáðàçóþùàÿ a ïðåäñòàâëåíà ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè íà óãîë
π
2
, îáðàçóþùàÿ b ïðåäñòàâëåíà ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèññûïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòó ba (ïðîèçâåäåíèåáóäåì çàïèñûâàòü ïî ïðàâèëó êîìïîçèöèè b ◦ a ïðåîáðàçîâàíèé èç O(2))ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé êîîðäèíàòíîé îñè.Çàìå÷àíèåÂ êíèãå [A-M℄ îïèñàíà ñòðóêòóðà êîãîìîëîãèé ïî ìîäóëþ 2 êëàññè�èöè-ðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ãðóïïû D4 êàê ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé Ñòèíðîäà.Èíâàðèàíò Õîï�à, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íèæå êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêîå÷èñëî íà ìíîãîîáðàçèè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííîãîïîãðóæåíèÿ, ýòî âû÷èñëåíèå íå èñïîëüçóåò.Ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ïîãðóæåíèÿ f : Mn−k

# Rn, ïðè k = 1.Èñïîëüçóåì óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f :
Mn−1

# Rn. Ïóñòü Nn−2�ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f ,
g : Nn−2

# Rn�ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå. Â ñëîå E(νN)x íîðìàëüíî-ãî ðàññëîåíèÿ νN íàä òî÷êîé x ∈ N �èêñèðîâàíà íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðàêîîðäèíàòíûõ îñåé. Ýòè îñè îáðàçîâàíû êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì ïåðå-ñå÷åíèÿ ñëîÿ E(νN )x ñ äâóìÿ âëîæåííûìè ëèñòàìè ïîãðóæåííîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ, ïåðåñåêàþùèìèñÿ òðàíñâåðñàëüíî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.Ïî ïîñòðîåíèþ ðàññëîåíèå νN èìååò ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó D4 ⊂ O(2).Íàä ïðîñòðàíñòâîì K(D4, 1) îïðåäåëåíî óíèâåðñàëüíîå 2-ìåðíîå D4�ðàññëîåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ : E(ψ)→ K(D4, 1). Ñêàæåì, ÷òîîòîáðàæåíèå η : N → K(D4, 1) ÿâëÿåòñÿ êëàññè�èöèðóþùèì äëÿ ðàñ-ñëîåíèÿ νN , åñëè îïðåäåëåí èçîìîð�èçì Ξ : η∗(ψ) = νN îáðàòíîãî îáðàçà
η∗(ψ) ðàññëîåíèÿ ψ è ðàññëîåíèÿ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νN ïîãðóæå-íèÿ g. Â äàëüíåéøåì ñàìî ðàññëîåíèå è åãî êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðà-æåíèå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ îäèíàêîâî è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíîçàïèñàòü η = νN . Èçîìîð�èçì Ξ áóäåì íàçûâàòü D4�îñíàùåíèåì ïîãðó-æåíèÿ g, à îòîáðàæåíèå η áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
D4�îñíàùåíèÿ Ξ.Çàìå÷àíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû îïèñàëè ëèøü ÷àñòü áîëåå îáùåéêîíñòðóêöèè. Ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà s-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ êïîäìíîãîîáðàçèþ Ns òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè s ïîãðóæåíèÿ fäîïóñêàåò ðåäóêöèþ ê ñòðóêòóðíîé ãðóïïå Z/2

∫

Σ(s) � ñïëåòåíèþ öèê-ëè÷åñêîé ãðóïïû Z/2 ñ ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà èç s ýëåìåíòîâ(ñì., íàïðèìåð, [E1℄). 10

1, [a; b] = a?}. Образующая а представлена поворотом плоскости на угол 

т, образующая 6 представлена симметрией относительно биссектриссы 
первого координатного угла. Заметим, что элементу фа (произведение 
будем записывать по правилу композиции bo а преобразований из O(2)) 

соответствует симметрия относительно первой координатной оси. 

Замечание 

В книге [А-М] описана структура когомологий по модулю 2 классифици- 

рующего пространства группы Dy как модуля над алгеброй Стинрода. 

Инвариант Хопфа, который определяется ниже как характеристическое 

число на многообразии точек самопересечения скошенно-оснащенного 

погружения, это вычисление не использует. 

Структурная группа нормального расслоения многообразия то- 

чек самопересечения для погружения }: М” 93» В", при К = 1. 

Используем условие трансверсальности самопересечения погружения f : 

М” 1 ®& В". Пусть М№"`?-многообразие самопересечения погружения f, 
9: №"? 9» В"-параметризующее погружение. В слое Е(им). нормально- 

го расслоения им над точкой x Е N фиксирована неупорядоченная пара 

координатных осей. Эти оси образованы касательными к кривым пере- 

сечения слоя E(vy), с двумя вложенными листами погруженного мно- 

гообразия, пересекающимися трансверсально в окрестности этой точки. 

По построению расслоение им имеет структурную группу Dy C O(2). 

Над пространством А (Од, 1) определено универсальное 2-мерное О.- 

расслоение, которое обозначим через 2 : Е (4) — К(О4,1). Скажем, что 

отображение 77 : М —> А(О.4,1) является классифицирующим для рас- 

слоения им, если определен изоморфизм = : 7*(4) = им обратного образа 

n*(w) расслоения ф и расслоения нормального расслоения им погруже- 

ния g. В дальнейшем само расслоение и его классифицирующее отобра- 

жение будут обозначаться одинаково и в рассматриваемом случае можно 

записать 7 = им. Изоморфизм = будем называть О. оснащением погру- 

жения 9, а отображение 7 будем называть характеристическим классом 

О. оснащения =. 

Замечание. В действительности, мы описали лишь часть более общей 

конструкции. Структурная группа, $-мерного нормального расслоения к 

подмногообразию Л, точек самопересечения кратности $ погружения f 

допускает редукцию к структурной группе 2/2 { U(s) — сплетению цик- 
лической группы 2/2 с группой подстановок множества из $ элементов 

(см., например, [Е1]). 
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Ïóñòü òðîéêà (f, κ,Ξ), ãäå f : Mn−k
# R

n � ïîãðóæåíèå, Ξ � ñêî-øåííîå îñíàùåíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f 
 õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèì êëàññîì κ ∈ H1(M ; Z/2), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò ãðóïïû
Immsf (n − k, k). Íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî ïîñòðîåíèÿ,êîòîðîå îòíîñèëîñü ê ñëó÷àþ k = 1. Íàïîìíèì îïèñàíèå (ñì., íàïðè-ìåð, [E1℄, [E-G℄) ñòðóêòóðíîé ãðóïïû íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νN íàäìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîãðóæåíèÿ îáùå-ãî ïîëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè k, k ≤ [n

2
].Ïðåäëîæåíèå 5. Íîðìàëüíîå 2k-ìåðíîå ðàññëîåíèå νN ïîãðóæåíèÿ

g ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðÿìîé ñóììû k èçîìîð�íûõ êîïèé äâóìåðíî-ãî ðàññëîåíèÿ η íàä Nn−2k, ïðè÷åì êàæäîå äâóìåðíîå ðàññëîåíèå èìå-åò ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó D4 è êëàññè�èöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì η :
Nn−2k → K(D4, 1) (àíàëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî â [Sz2℄).Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 5Ïóñòü x ∈ Nn−2k òî÷êà íà ìíîãîîáðàçèè äâóêðàòíûõ òî÷åê ïîãðóæåíèÿ
f : Mn−k

# Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄1, x̄2 ∈ N̄n−2k
# Mn−k äâà ïðî-îáðàçà ýòîé òî÷êè íà êàíîíè÷åñêîì íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè. Îð-òîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â ïðîñòðàíñòâå T(g(x))(R

n) ê ïîäïðîñòðàíñòâó
g∗(Tx(N

n−2k)) ÿâëÿåòñÿ ñëîåì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ E(νN) ïîãðóæå-íèÿ g íàä òî÷êîé x ∈ Nn−2k. Ýòîò ñëîé ïðåäñòàâëåí êàê ïðÿìàÿ ñóììàäâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ E(νN )x = Ēx,1 ⊕ Ēx,2, ãäå ïîäïðîñòðàíñòâî
Ēx,i ⊂ E(νN )x ÿâëÿåòñÿ ñëîåì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f âòî÷êå x̄i.Ïîäïðîñòðàíñòâî Ēx,i ñëîÿ êàíîíè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîéñóììû k óïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ē(κx,j,i), j = 1, . . . , k,
i = 1, 2, ïðè÷åì �èêñèðîâàíî ñåìåéñòâî ïîïàðíûõ èçîìîð�èçìîâ ìåæäóýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè, ïîñêîëüêó íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ fáûëî ñíàáæåíî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì â êîðàçìåðíîñòè k. Ñãðóïïèðóåìñëîè ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè j â äâóìåðíûé ïîäñëîé ñëîÿ E(νN )x. Ïî-ëó÷èì ðàçëîæåíèå ñëîÿ E(νN )x íàä êàæäîé òî÷êîé x ∈ Nn−2k â ïðÿìóþñóììó k ýêçåìïëÿðîâ ïîïàðíî èçîìîð�íûõ äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.Ïðîâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x è ìî-æåò áûòü ïðîâåäåíà îäíîâðåìåííî äëÿ êàæäîé òî÷êè áàçû Nn−2k. Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå ðàññëîåíèÿ νN â ñóììó Óèò-íè íåêîòîðîãî ÷èñëà êàíîíè÷åñêè èçîìîð�íûõ ìåæäó ñîáîé äâóìåðíûõ11

Пусть тройка (фр к,=), где f : М" *" 9+ В" - погружение, = — ско- 

шенное оснащение нормального расслоения погружения f с характе- 
ристическим классом к Е НК(М; 2/2), представляет элемент группы 

Imm*f(n — К, К). Нам потребуется обобщение предыдущего построения, 

которое относилось к случаю К = 1. Напомним описание (см., напри- 
мер, [El], [E-G]) структурной группы нормального расслоения Vy над 

многообразием точек самопересечения произвольного погружения обще- 
го положения произвольной коразмерности К, К < [5]. 

Предложение 5. Нормальное 2К-мерное расслоение их погружения 

g представимо в виде прямой суммы К изоморфных копий двумерно- 

го расслоения n над №, причем каждое двумерное расслоение име- 

ет структурную группу Ол и классифицируется отображением, 7 

№2  К(О4,1) (аналогичное предложение доказано в [37?]). 

Доказательство Предложения 

Пусть x Е №" ** точка на многообразии двукратных точек погружения 

f : М"* o& В". Обозначим через 21,22 € № qs M"-* два про- 
образа этой точки на каноническом накрывающем многообразии. Ор- 

тогональное дополнение в пространстве T(g(x))(IR") к подпространству 
g.(T,(N"~?")) является слоем нормального расслоения E(vy) погруже- 
ния g над точкой x Е № *. Этот слой представлен как прямая сумма 

двух линейных пространств Е(им). = Е, 1 Ф Е, 2, где подпространство 

E,,; С Е(им). является слоем нормального расслоения погружения } в 
точке Xj. 

Подпространство Ё,; слоя канонически представлено в виде прямой 

суммы К упорядоченных линейных подпространств Ё(к..;:), 7 =1,...,К, 

1 = 1,2, причем фиксировано семейство попарных изоморфизмов между 

этими пространствами, поскольку нормальное расслоение погружения f 

было снабжено скошенным оснащением в коразмерности К. Сгруппируем 

слои с одинаковыми номерами j в двумерный подслой слоя E(vy),. По- 

лучим разложение слоя Е(им). над каждой точкой « Е N"-?* в прямую 

сумму К экземпляров попарно изоморфных двумерных подпространств. 

Проведенная конструкция непрерывно зависит от выбора точки х и мо- 

жет быть проведена одновременно для каждой точки базы №. В ре- 

зультате получится требуемое разложение расслоения им в сумму Уит- 

ни некоторого числа канонически изоморфных между собой двумерных 
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ïîäðàññëîåíèé. Êàæäîå äâóìåðíîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå êëàññè�èöèðóåòñÿîòîáðàæåíèåì η : N → K(D4, 1), ÷òî äîêàçûâàåò Ïðåäëîæåíèå 5.Îïðåäåëåíèå 6. Îïðåäåëèì ãðóïïó êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé
ImmD4(n − 2k, 2k), â ïðåäïîëîæåíèè n > 2k. Ïóñòü (g,Ψ, η)� òðîé-êà, îïðåäåëÿþùàÿ D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå â êîðàçìåðíîñòè 2k.Çäåñü g : Nn−2k

# Rn � ïîãðóæåíèå, η : Nn−2k → K(D4, 1)� õàðàê-òåðèñòè÷åñêèé êëàññ D4�îñíàùåíèÿ Ψ. Îòíîøåíèå êîáîðäèçìà òðîåêñòàíäàðòíî.Ëåììà 7. Â ïðåäïîëîæåíèè k1 < k, 2k < n, îïðåäåëåíà êîììóòàòèâ-íàÿ äèàãðàììà ãîìîìîð�èçìîâ ãðóïï:
Immsf(n− k1, k1)

Jsf

−→ Immsf (n− k, k)
hk−→ Z/2

↓ δk1 ↓ δk ‖

ImmD4(n− 2k1, 2k1)
JD4

−→ ImmD4(n− 2k, 2k)
h
D4
k−→ Z/2.

(7)Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 7Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçìû â äèàãðàììå (7). �îìîìîð�èçì
Immsf (n− k1, k1)

Jsf

−→ Immsf (n− k, k)îïðåäåëÿåòñÿ äîñëîâíî òàêæå, êàê áûë îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì ïåðåõîäàâ êîðàçìåðíîñòü k äëÿ ñëó÷àÿ k1 = 1. �îìîìîð�èçì
Immsf(n− k, k)

δk−→ ImmD4(n− 2k, 2k)ïåðåâîäèò êëàññ êîáîðäèçìà òðîéêè (f, κ,Ξ) â êëàññ êîáîðäèçìà òðîéêè
(g, η,Ψ), ãäå g : Nn−2k

# Rn � ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå ìíîãîîáðà-çèÿ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîãðóæå-íèå f ñàìîïåðåñåêàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî), Ψ�ýòî D4�îñíàùåíèå íîðìàëü-íîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ g, η�õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ D4� îñíà-ùåíèÿ Ψ.Ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ãîìîìîð�èçìà
ImmD4(n− 2k, 2k)

h
D4
k−→ Z/2,êîòîðûé íàçîâåì äèýäðàëüíûì èíâàðèàíòîì Õîï�à. Îïðåäåëèì ïîä-ãðóïïó

Ic ⊂ D4, (8)12

подрасслоений. Каждое двумерное прямое слагаемое классифицируется 
отображением 7 : N —> (Па, 1), что доказывает Предложение [5] 

Определение 6. Определим группу кобордизма погружений 
Imm?4(n — 2k,2k), в предположении n > 2k. Пусть (9, 9,7)- трой- 

Ka, определяющая ПО.-оснашенное погружение в коразмерности 2k. 
Здесь 9 : N"-2* gs В" — погружение, я : № — К(О.,1)- харак- 
теристический класс О4-оснащения Ф. Отношение кобордизма троек 

стандартно. 

Лемма 7. В предположении ky < К, 2k < п, определена коммутатив- 

ная диаграмма гомоморфизмов групп: 

Imm! (п — ky, kx) * Imm*f(n —k, k) fe, Z/2 

| Sk, | Ox || (7) 
JP4 ne 

ImmP*(n — 2,2) —> ImmP4(n — 2k, 2k) *e, Z/2. 

Доказательство Леммы 

Определим гомоморфизмы в диаграмме (7). Гомоморфизм 

sf 
Imm*!(n — ky, ky) “ тт! (п — k, k) 

определяется дословно также, как был определен гомоморфизм перехода, 

в коразмерность А для случая ky = 1. Гомоморфизм 

Imm*!(n — К, К) 8», Imm?*(n — 2k, 2k) 

переводит класс кобордизма тройки (1, к, =) в класс кобордизма тройки 

(а, т, V), rae д : №2 9+ В" — параметризующее погружение многообра- 

зия точек самопересечения погружения } (предполагается, что погруже- 

ние f самопересекается трансверсально), Ф-это О4-оснащение нормаль- 

ного расслоения погружения 9, 7-характеристический класс О. осна- 

шения VU. 

Приступим к определению гомоморфизма, 

het 
Imm?*(n — 2k, 2k) — Z/2, 

который назовем диэдральным инвариантом Хопфа. Определим под- 

группу 

ГС О., (8) 

12



ïîðîæäåííóþ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùèìè ñîáñòâåííîåïîäïðîñòðàíñòâî êàæäîãî áàçèñíîãî âåêòîðà. �ðóïïà Ic ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-òàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ðàíãà 2. Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì
l[2] : Ic → Z/2, (9)îòâå÷àþùèé çà ïðåîáðàçîâàíèå â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðâîãî áà-çèñíîãî âåêòîðà. Ïîäãðóïïà (8) èìååò èíäåêñ 2 è îïðåäåëåíî 2-ëèñòíîåíàêðûòèå:

K(Ic, 1)→ K(D4, 1), (10)èíäóöèðîâàííîå ýòîé ïîäãðóïïîé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç
N̄n−2k → Nn−2k (11)2-ëèñòíîå íàêðûòèå, èíäóöèðîâàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì η :

Nn−2k → K(D4, 1) èç íàêðûòèÿ (10). Îïðåäåëåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèéêëàññ:
η̄sf = l ◦ η̄Ic : N̄n−2k → K(Z/2, 1),ãäå η̄Ic : N̄n−2k → K(Ic, 1)� äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä êëàññè�èöèðóþ-ùèì îòîáðàæåíèåì η : Nn−2k → K(D4, 1), èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèÿìè

(10), (11) íàä ïðîñòðàíñòâàìè îáàçà è ïðîîáðàçà îòîáðàæåíèÿ η ñîîòâåò-ñòâåííî.Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîð�èçìà ImmD4(n − 2k, 2k)
h
D4
k−→ Z/2 ïî�îðìóëå:

hD4
k ([g, η,Ψ]) =

〈

(η̄sf)n−2k; [N̄n−2k]
〉

. (12)Äèàãðàììà (7) îïðåäåëåíà. Êîììóòàòèâíîñòü ïðàâîãî êâàäðàòà äèà-ãðàììû âûòåêàåò èç ïðÿìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Êîììóòàòèâ-íîñòü ïðàâîãî êâàäðàòà äèàãðàììû âûòåêàåò ïðè k1 = 1 èç Ïðåäëîæåíèÿ5, à ïðè ïðîèçâîëüíîì k1 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ëåììà 7 äîêàçàíà.Íàì ïîòðåáóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå äèýäðàëüíîãî èíâàðèàí-òà Õîï�à. �àññìîòðèì ïîäãðóïïó â ãðóïïå O(4) ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðå-âîäÿùèõ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (e1, e2, e3, e4) ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â ñåáÿ,áûòü ìîæåò, èçìåíÿÿ íàïðàâëåíèÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ è, êðîìå òîãî,ñîõðàíÿþùèõ ïàðó 2-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ áàçèñíûìè13

порожденную преобразованиями плоскости, сохраняющими собственное 

подпространство каждого базисного вектора. Группа 1 является элемен- 

тарной абелевой группой ранга 2. Определим гомоморфизм 

17:1, > 2/2, (9) 

отвечающий за преобразование в собственном пространстве первого ба- 

зисного вектора. Подгруппа имеет индекс 2 и определено 2-листное 
накрытие: 

Ка. 1) > Ка, 1, (10) 

индуцированное этой подгруппой. 

Обозначим через 

Nv-2k _ №М"—2® (11) 

2-листное накрытие, индуцированное характеристическим классом 7) : 

№ %* — К(О.4,1) из накрытия (10). Определен характеристический 

класс: 

nf = [ое : М" — K(Z/2,1), 

где йе : № 2* _, К(1.,1)- двулистное накрытие над классифицирую- 

щим отображением 7 : №-* — К(Оа,1), индуцированное накрытиями 

10), (11) над пространствами обаза и прообраза отображения 7] соответ- 

ственно. 

D4 

Определим значение гомоморфизма ImmP4(n — 2k, 2k) — Z/2 по 
формуле: 

Вр“ ([9, т, $) = ((1°^)" 7; LNA) (12) 

Диаграмма (7) определена. Коммутативность правого квадрата, диа- 

граммы вытекает из прямых геометрических рассуждений. Коммутатив- 

ность правого квадрата диаграммы вытекает при ky = 1 из Предложения 

5, а при произвольном А! доказательство аналогично. Лемма доказана. 

Нам потребуется эквивалентное определение диэдрального инвариан- 

та Хопфа. Рассмотрим подгруппу в группе О(4) преобразований, пере- 

водящих множество векторов (€1, €2, ез, ел) стандартного базиса в себя, 

быть может, изменяя направления некоторых векторов и, кроме того, 

сохраняющих пару 2-мерных подпространств, порожденных базисными 
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âåêòîðàìè (e1, e2), (e3, e4). Ïðè ýòîì óêàçàííûå 2-ìåðíûå ïîäïðîñòðàí-ñòâà ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñòàâëÿòüñÿ ìåæäó ñîáîé. Îáîçíà÷èì ïîä-ãðóïïó òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÷åðåç Z/2[3]. Îïðåäåëèì öåïî÷êó ïîäãðóïïèíäåêñà 2:
Hc̄ ⊂ Hc ⊂ Z/2[3]. (13)Ïîäãðóïïà Hc îïðåäåëåíà êàê ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, èíâàðèàíòíûõíà êàæäîì 2-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì ïàðàìè âåêòîðîâ

(e1, e2), (e3, e4). Ýòà ïîäãðóïïà èçîìîð�íà ïðÿìîé ñóììå äâóõ ýêçåìïëÿ-ðîâ ãðóïïû D4, êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå èíâàðèàíòíî äåéñòâóåò â ñîîò-âåòñòâóþùåì 2-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ïîäãðóïïà Hc̄ ⊂ Hc îïðåäåëå-íà êàê ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, èíâàðèàíòíûõ íà êàæäîì ëèíåéíîìïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè e1, e2.Ïóñòü (g, η,Ψ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç ImmD4(n − 2k, 2k) â ïðåä-ïîëîæåíèè, ÷òî n − 4k > 0 è ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ. Ïóñòü Ln−4k � ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê ïîãðóæåíèÿ
g : Nn−2k

# Rn. Îïðåäåëåíà áàøíÿ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé:
Ln−4k

Hc̄
→ Ln−4k

Hc
→ Ln−4k (14)â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëåíî ïàðàìåòðèçóþùååïîãðóæåíèå h : Ln−4k

# Rn. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ hîáîçíà÷èì ÷åðåç νL. Ýòî ðàññëîåíèå êðàññè�èöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ζ : Ln−4k → K(Z/3[3], 1). Öåïî÷êà ïîäãðóïï (13) èíäóöèðóåò áàøíþ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

K(Hc̄, 1) ⊂ K(Hc, 1) ⊂ K(Z/2[3], 1) (15)íàä ïðîñòðàíñòâîì-îáðàçîì êëàññè�èöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ ζ è áàø-íþ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé (14) íàä ïðîñòðàíñòâîì-ïðîîáðàçîì îòîáðàæå-íèÿ ζ . Íàêðûòèå LHc̄
→ Ln−4k, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé (14), áóäåì íà-çûâàòü êàíîíè÷åñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:
K(Hc̄, 1)→ K(Z/2, 1), (16)èíäóöèðîâàííîå ãîìîìîð�èçìîì

l[3] : Hc̄ → Z/2, (17)êîòîðûé îòâå÷àåò çà ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðî-ñòðàíñòâà âåêòîðà e1. Îïðåäåëåíû êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ζ̄Hc̄ :14

векторами (е1,е>), (ез, ел). При этом указанные 2-мерные подпростран- 

ства могут, вообще говоря, переставляться между собой. Обозначим под- 

группу таких преобразований через Z/ 28. Определим цепочку подгрупп 

индекса, 2: 

H; CH, c 2/28. (13) 

Подгруппа H, определена как подгруппа преобразований, инвариантных 
на каждом 2-мерном подпространстве, порожденном парами векторов 
(е1, е2), (ез, ел). Эта подгруппа изоморфна прямой сумме двух экземпля- 

ров группы Од, каждое прямое слагаемое инвариантно действует в соот- 
ветствующем 2-мерном подпространстве. Подгруппа Hz С Н. определе- 
на как подгруппа преобразований, инвариантных на каждом линейном 
подпространстве, порожденных векторами е1, ео. 

Пусть (9,7, $) представляет элемент из ImmP4(n — 2К,2К) в пред- 
положении, что n — 4k > 0 и что д является погружением общего по- 
ложения. Пусть [74 — многообразие двукратных точек погружения 
д: №" os В”. Определена башня 2-листных накрытий: 

Li _ Li _ Ln 4k (14) 

в результате следующей конструкции. Определено параметризующее 

погружение h : L"-4* 9» №". Нормальное расслоение погружения h 

обозначим через иг. Это расслоение крассифицируется отображением 

С: №4 —, К(72/38 1). Ценочка подгрупп (13) индуцирует башню 2- 

листных накрытий классифицирующих пространств: 

K(H;,1) C K(H,,1) Cc К(2/28, 1) (15) 

над пространством-образом классифицирующего отображения (С и баш- 

ню 2-листных накрытий над пространством-прообразом отображе- 

ния С. Накрытие Ly, > [7 “®, определенное формулой (14), будем на- 

зывать каноническим 4-листным накрытием над многообразием точек 

самопересечения погружения 0. 

Определено отображение классифицирующих пространств: 

индуцированное гомоморфизмом 

19: A, > 2/2, (17) 

который отвечает за преобразование линейного собственного подпро- 

странства вектора е!. Определены классифицирующее отображение CH: ; 
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L̄n−4k
Hc̄

→ K(Hc̄, 1) â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê 4-ëèñòíîìó íàêðûòèþ íàäîòîáðàæåíèåì ζ è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ζ̄sf : Ln−4k
Hc̄

→
K(Z/2, 1) â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè êëàññè�èöèðóþùåãî îòîáðàæåíèå
ζ̄Hc̄ ñ îòîáðàæåíèåì (16).Ïðåäëîæåíèå 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, η,Ψ), ïðåäñòàâëÿþùåå ýëåìåíò èç ãðóïïû ImmD4(n−2k, 2k), ëåæèòâ îáðàçå ãîìîìîð�èçìà

δk : Immsf(n− k, k)→ ImmD4(n− 2k, 2k).Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:
〈(ζ̄sf)n−4k; [L̄n−4k

Hc̄
]〉 = 〈(η̄sf)n−2k; [N̄n−2k]〉. (18)Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 8Ïóñòü g : Nn−2k

# Rn � ïîãðóæåíèå ñ D4�îñíàùåíèåì Ψ è 
 õàðàê-òåðèñòè÷åñêèì êëàññîì η : Nn−2k → K(D4, 1), ïðåäñòàâëÿþùåå ýëå-ìåíò èç ImmD4(n − 2k, 2k) èç îáðàçà δk. Ïóñòü Ln−4k�ìíîãîîáðàçèåäâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g, h : Ln−4k
# Rn�ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå, L̄n−4k → Ln−4k�êàíîíè÷åñêîå äâóëèñò-íîå íàêðûòèå. �àññìîòðèì îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà h̄∗([L̄n−4k]) ∈

Hn−4k(N
n−2k; Z/2) ïðè ïîãðóæåíèè h̄ : L̄n−4k

# Nn−2k è îáîçíà÷èì ÷åðåç
m ∈ H2k(Nn−2k; Z/2)�êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëåÏóàíêàðå êëàññó ãîìîëîãèé h̄∗([L̄n−4k]). �àññìîòðèì òàêæå êîãîìîëîãè-÷åñêèé ýéëåðîâ êëàññ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ g, êîòîðûéîáîçíà÷èì ÷åðåç e ∈ H2k(Nn−2k; Z/2).Ïî Òåîðåìå �åðáåðòà (ñì. [E-G℄, Òåîðåìà 1.1) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà
(6). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ē ∈ H2k(N̄n−2k

sf ; Z/2), m̄ ∈ H2k(N̄n−2k
sf ; Z/2) � îáðàçûêîöèêëîâ e, m ñîîòâåòñòâåííî ïðè êàíîíè÷åñêîì äâóëèñòíîì íàêðûòèè

N̄n−2k
sf → Nn−2k. Ñïðàâåäëèâà òàêæå �îðìóëà:

ē = m̄,â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:
〈(η̄sf)n−4km̄; [N̄n−2k

sf ]〉 = 〈(η̄sf)n−4kē; [N̄n−2k
sf ]〉. (19)Ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (19) ðàâíà hD4

2k (JD4([g, η,Ψ])). Ýòî õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîå ÷èñëî â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (7) ñîâïàäàåò ñ
hD4

k ([g, η,Ψ]) = 〈(η̄sf)n−2k; [N̄n−2k]〉 â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (18). Ïî-ñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû ζ̄sf : L̄n−4k
sf → K(Z/2, 1) è η̄sf |L̄sf15

Li, — К(Нь,1) в результате перехода к 4-листному накрытию над 

отображением © и характеристическое отображение Cf : М“ — 
K(Z/2,1) в результате композиции классифицирующего отображение 

CH с отображением (16). 

Предложение 8. Предположим, что ЮОд-оснащенное погружение 
(а, п, $), представляющее элемент, из групты ImmP4(n—2k, 2k), лежит, 

в образе гомоморфизма 

op: Imm! (п — К, К) > ImmP4(n — 2k, 2k). 

Тогда справедлива формула: 

(CP [La = (и) [NE )). (18) 

Доказательство Предложения 

Пусть 9 : №" qs В" — погружение с О. оснащением V и с харак- 

теристическим классом п : № * - К(О.,1), представляющее эле- 

мент из Пит“ (и — 2k,2k) из образа дь. Пусть [”` “многообразие 
двукратных точек самопересечения погружения g, h : [74 qs Rr 

параметризующее погружение, L”-4* — [7-4 каноническое двулист- 
ное накрытие. Рассмотрим образ фундаментального класса h,({L"~**]) Е 
Н»—4к (№; Z/2) при погружении h : [7 4^ 9» №2 и обозначим через 
т Е H?*(N"-**; 7/2) -когомологический класс, двойственный в смысле 
Пуанкаре классу гомологий h,([L"~**]). Рассмотрим также когомологи- 

ческий эйлеров класс нормального расслоения погружения 4, который 
обозначим через ее Н*(№"*; 1/2). 

По Теореме Герберта (см. [E-G], Теорема 1.1) справедлива формула 

(G). Обозначим через ё € Н**(№; ^^; 2/2), те Н*(М; К; 2/2) — образы 
коциклов €, т соответственно при каноническом двулистном накрытии 

Ми; ok — №М"—%*. Справедлива, также формула: 

е = т, 

в частности, справедлива формула: 

(ty mms М”) = (1) аз [NG **)). (19) 

Правая часть формулы равна ва (Л ([9, п, $). Это характери- 

стическое число в силу коммутативности диаграммы (7) совпадает с 

Ре д,л,®]) = (17) [№ в правой части формулы @8). По- 
скольку характеристические классы CoS : Les —> K(Z/2,1) wm |z,, 
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ñîâïàäàþò, ëåâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (19) ðàâíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó
〈(ζ̄sf)n−4k; [L̄n−4k

Hc̄
]〉 èç ëåâîé ÷àñòè �îðìóëû (18). Ïðåäëîæåíèå 8 äîêàçà-íî.2 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìûÏåðå�îðìóëèðóåì Îñíîâíóþ Òåîðåìó.Òåîðåìà 9. Ïðè l ≥ 6 ãîìîìîð�èçì h2l−2−8 : Immsf(3·2l−2+7, 2l−2−8)→

Z/2, çàäàííûé Îïðåäåëåíèåì 3, òðèâèàëåí.Âûâîä Îñíîâíîãî Ñëåäñòâèÿ èç Òåîðåìû 9�àññìîòðèì ãîìîìîð�èçì Jsf : Immsf(n−1, 1)→ Immsf(3·2l−2+7, 2l−2−
8). Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4, h1 = h2l−2−8 ◦ J

sf . Ïóñòü ýëåìåíò â ãðóïïå
Immsf (n − 1, 1) ïðåäñòàâëåí ïîãðóæåíèåì f : Mn−1

# Rn, w1(M) = κ.Çíà÷åíèå hk(J
sf (f)), ãäå k = 2l−2 − 8, ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì÷èñëîì 〈κn−1; [Mn−1]〉. Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 9, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 9 ïîòðåáóþòñÿ ââåñòè äîïîëíèòåëüíûåîïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïï Id ⊂ Ia ⊂ D4, Ib ⊂ D4Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ia =⊂ D4 öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 4 èíäåêñà 2,ñîäåðæàùóþ íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû a, a2, a3 ∈ D4 (ò.å. ïîðîæäåííóþïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà, ìåíÿþùèì êîîðäèíàòíûå îñè). Îáîçíà÷èì÷åðåç Id ⊂ Ia � ïîäãðóïïó 
 íåòðèâèàëüíûì ýëåìåíòîì a2 ( ïðåîáðàçî-âàíèå öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ib ⊂ D4 � ïîäãðóïïó
 îáðàçóþùèìè a2, ab (ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî áèññåê-òðèññû ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè).Îïðåäåëåíû ãîìîìîð�èçìû âêëþ÷åíèÿ ïîäãðóïï: id,a : Id ⊂ Ia id,b :

Id ⊂ Ib. Â ñëó÷àå, åñëè îáðàç ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé D4 ñîîòâåòñòâó-þùèé èíäåêñ ïðè ãîìîìîð�èçìàõ âêëþ÷åíèé îïóñêàåòñÿ: id : Id ⊂ D4,
ia : Ia ⊂ D4, ib : Ib ⊂ D4.
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совпадают, левая часть формулы (19) равна характеристическому числу 
((С*^)"—4*; [1 *^]) из левой части формулы (18). Предложение Й доказа- 
HO. 

2 Доказательство основной теоремы 

Переформулируем Основную Теорему. 

Теорема 9. При [> 6 гомоморфизм Вы-2_в : Imm! (3.27 247,2 2—8) > 
Z/2, заданный Определением 3, тривиален. 

Вывод Основного Следствия из Теоремы [9] 

Рассмотрим гомоморфизм J! : Imm! (п 1,1) — Итлт8/ (3-27 +7, 2)? — 
8). Согласно Предложению 4, hy = hy-2_g o J*/. Пусть элемент в группе 

Imm*f(n — 1,1) представлен погружением f : М" " 9+ В", w,(M) = к. 

Значение h;,(J*/(f)), гле k = 2"? — 8, совпадает с характеристическим 

числом (K"—!; [М”-\). Используя Теорему 9} получаем требуемое. 

Для доказательства Теоремы [9] потребуются ввести дополнительные 

определения и обозначения. 

Определение подгрупп Ig CI, C Da, БС Da 

Обозначим через Г, =C Dy циклическую подгруппу порядка 4 индекса 2, 

содержащую нетривиальные элементы а, а?, а? Е Dy (т.е. порожденную 

преобразованием поворота, меняющим координатные оси). Обозначим 

через Та С I, - подгруппу с нетривиальным элементом а? ( преобразо- 

вание центральной симметрии). Обозначим через I, C Dy - подгруппу 

с образующими a”, ab (преобразование симметрии относительно биссек- 

триссы первой координатной четверти). 

Определены гомоморфизмы включения подгрупп: tag : Ч С Ta tap : 

I, С 5. В случае, если образ совпадает со всей группой О. соответству- 

ющий индекс при гомоморфизмах включений опускается: а : Ig C Da, 

tai Ig C Da, %: 1p C Da. 
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Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû iQa
: Qa ⊂ Z/2[3]Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qa � ãðóïïó êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8. Ýòà ãðóïïà çàäà-íà êîïðåäñòàâëåíèåì {i, j,k|ij = k = −ji, jk = i = −kj,ki = j = −ik, i2 =

j2 = k2 = −1}. Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå χ+ : Qa → SO(4).Ïðåäñòàâëåíèå χ+ (ìàòðèöà äåéñòâóåò ñëåâà íà âåêòîð-ñòîëáåö) ïåðåâî-äèò åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû i, j,k â ìàòðèöû








0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, (20)








0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0









, (21)








0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0









. (22)Óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåò ïîäãðóïïó iQa
: Qa ⊂ Z/2[3] ⊂ O(4).Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïï Id ⊂ Ia ⊂ QaÎáîçíà÷èì ÷åðåç iId,Qa

: Id ⊂ Qa � öåíòðàëüíóþ ïîäãðóïïó â êâàòåðíè-îííîé ãðóïïå, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ òàêæå öåíòðàëüíîé è âî âñåé ãðóïïå
Z/2[3].Îáîçíà÷èì ÷åðåç iIa,Qa

: Ia ⊂ Qa � ïîäãðóïïó â êâàòåðíèîííîé ãðóïïå,ïîðîæäåííóþ êîìïëåêñíûì êâàòåðíèîíîì i.Îïðåäåëåíû òàêæå ãîìîìîð�èçìû âêëþ÷åíèÿ iId
: Id ⊂ Z/2[3], iQa

:
Qa ⊂ Z/2[3]Îïðåäåëåíèå 10. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η : Nn−2k → K(D4, 1) íà-çûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãî îòîá-ðàæåíèÿ µa : Nn−2k → K(Ia, 1) è âêëþ÷åíèÿ ia : K(Ia, 1) ⊂ K(D4, 1).Îïðåäåëåíèå 11. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ : Ln−4k → K(Z/2[3], 1)íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãîîòîáðàæåíèÿ λa : Ln−4k → K(Qa, 1) è âêëþ÷åíèÿ K(Qa, 1) ⊂ K(Z/2[3], 1).17

Определение подгруппы ig, : О. С 2/28] 

Обозначим через ©. — группу кватернионов порядка 8. Эта группа зада- 

на копредставлением {1 }, К} = К = —ji,jk =i = —kj,ki = j = —ik,? = 

р? =k? = —1}. Определено стандартное представление Х+ : О. > SO(4). 

Представление Хх. (матрица действует слева на вектор-столбец) перево- 

дит единичные кватернионы i,j, К в матрицы 

0-00 

1000 

000-11 |’ (20) 

0 0 1 O 

00 -1 O 

00 O 1 

1000’ (21) 

0100 

00 0 -1 

0 0 —-1 O 

ото O (22) 

10 0 0 

Указанное представление определяет подгруппу 10, : 9. С 2/2 с O(4). 

Определение подгрупп Iz, CI, c Q, 

Обозначим через 77,,Q, : la С Qa - центральную подгруппу в кватерни- 

онной группе, которая оказывается также центральной и во всей группе 

2/28. 
Обозначим через йо, : № С О. - подгруппу в кватернионной группе, 

порожденную комплексным кватернионом 1. 

Определены также гомоморфизмы включения ий, : Ш С 2/28, о. : 

О.С 2/28 

Определение 10. Структурное отображение 7 : №" > К(Од, 1) на- 

зывается циклическим, если оно является композицией некоторого отоб- 
ражения [l, : №" 2* — K(I,,1) и включения i, : K (Ig, 1) C К(О4,1. 

Определение 11. Структурное отображение © : [7—4 — K(Z/2!),1) 
называется кватернионным, если оно является композицией некоторого 

отображения A, : [^—4® > К(О., 1) и включения K(Q,,1) C К(2/28, 1). 

17



Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîñòðàíñòâ Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà K(Ia, 1), K(Qa, 1) è îïèñàíèå êîíå÷íîìåðíûõ îñòîâîâ ýòèõïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå ìû íàïîìíèì. �àññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíóþ ñ�å-ðó S∞ (ýòî ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðÿìîéïðåäåë áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè âëîæåíèé ñòàíäàðòíûõ ñ�åð íå÷åòíîé ðàç-ìåðíîñòè,
S∞ = lim

−→
(S1 ⊂ S3 ⊂ · · · ⊂ S2j−1 ⊂ S2j+1 ⊂ . . . ).Ïðè ýòîì S2j−1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå S2j−1 = {(z1, . . . , zj) ∈

Cj ||z1|
2 + · · · + |zj |

2 = 1}. Ïóñòü i(z1, . . . , zj) = (iz1, . . . , izj). Òåì ñà-ìûì, ïðîñòðàíñòâî S2j−1/i ñëóæèò (2j − 1)-ìåðíûì îñòîâîì ïðîñòðàí-ñòâà S∞/i, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ (2j−1)-ìåðíûì ëèíçîâûì ïðîñòðàíñòâîìíàä Z/4. Ñàìî ïðîñòðàíñòâî S∞/i ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà K(Ia, 1).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K(Qa, 1). �àññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíóþñ�åðó S∞ (ýòî ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàêïðÿìîé ïðåäåë áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè âëîæåíèé ñòàíäàðòíûõ ñ�åð:
S∞ = lim

−→
(S3 ⊂ S7 ⊂ · · · ⊂ S4j−1 ⊂ S4j+3 ⊂ . . . ).Îïðåäåëåíî ïîêîîðäèíàòíîå äåéñòâèå Qa × (C2)j → (C2)j íà êàæ-äîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì C2 â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè 20, 21, 22. Òåìñàìûì, ïðîñòðàíñòâî S4j−1/Qa ñëóæèò (4j − 1)-ìåðíûì îñòîâîì ïðî-ñòðàíñòâà S∞/Qa è íàçûâàåòñÿ (4j−1)-ìåðíûì ëèíçîâûì ïðîñòðàíñòâîìíàä Qa. Ñàìî ïðîñòðàíñòâî S∞/Qa ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà K(Qa, 1).Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà hµa,kÏóñòü â ïðåäïîëîæåíèè n > 2k íà ìíîãîîáðàçèè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷å-íèÿ Nn−2k ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëåíî ïðîèçâîëüíîåîòîáðàæåíèå µa : Nn−2k → K(Ia, 1). Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñ-ëî hµa,k ïî �îðìóëå:
hµa,k = 〈µ̄∗

ax; [N̄
n−2k
a ]〉, (23)ãäå µ̄a : N̄n−2k

a → K(Id, 1) � äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä îòîáðàæåíèåì
µa : Nn−2k

a → K(Ia, 1), èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèåì K(Id, 1) → K(Ia, 1),
x ∈ Hn−2k(K(Id, 1); Z/2) � îáðàçóþùàÿ, [N̄n−2k

a ] � �óíäàìåíòàëüíûéêëàññ ìíîãîîáðàçèÿ N̄n−2k
a . (Ìíîãîîáðàçèå N̄n−2k

a ñîâïàäàåò ñ êàíîíè-÷åñêèì 2-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì N̄n−2k, åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
η : Nn−2k → K(D4, 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.)18

Ниже нам потребуется конструкция пространств Эйленберга- 

Маклейна K(I,,1), К(О.,1) и описание конечномерных остовов этих 
пространств, которое мы напомним. Рассмотрим бесконечномерную сфе- 

ру S°° (это стягиваемое пространство), которая определяется как прямой 

предел бесконечной цепочки вложений стандартных сфер нечетной раз- 

мерности, 

5° = ша (51 с 53 С... с 59 Тс SMC... ). 

При этом 571 определяется по формуле 571 = {(21,...,2)) Е 
С +--+ + |2? = 1}. Пусть К2,...,2)) = (4,....9). Тем са- 
мым, пространство 5271/1 служит (27 — 1)-мерным остовом простран- 

ства 5°° /{, который называется (27—1)-мерным линзовым пространством 

над Z/4. Само пространство 5°° /1 является пространством Эйленберга- 

Маклейна К (Т., 1). 
Определим пространство К(О.,1). Рассмотрим бесконечномерную 

сферу 5° (это стягиваемое пространство), которая определяется как 

прямой предел бесконечной цепочки вложений стандартных сфер: 

5 = Ши (53 < 5'С... с 59 с 54 ЗС... ). 

Определено покоординатное действие Q, x (C?)) — (С?)7 на каж- 
дом прямом слагаемом С? в соответствии с формулами Тем 
самым, пространство S“~1/Q, служит (47 — 1)-мерным остовом про- 
странства S°/Q, и называется (47 —1)-MepHbIM линзовым пространством 

над Q,. Само пространство S°/Q, является пространством Эйленберга- 

Маклейна К (©, 1). 

Определение характеристического числа h,,, к 

Пусть в предположении n > 2k на многообразии точек самопересече- 

ния №2" скошенно-оснащенного погружения определено произвольное 

отображение и. : № 2* — K(I,,1). Определим характеристическое чис- 

ло й„„к по формуле: 

Рик = (раз №," ]), (23) а 

где Да : № * > К (Ig, 1) — двулистное накрывающее над отображением 
Иа : № _, К(1, 1), индуцированное накрытием K (Iq, 1) > К(1.,1), 
т Е H"**(K (14,1); 2/2) - образующая, [N"-?*] — фундаментальный 
класс многообразия №. (Многообразие №" совпадает с канони- 
ческим 2-листным накрывающим №", если структурное отображение 

п: № —, К(О4,1) является циклическим.) 
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Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà hλa,kÏóñòü â ïðåäïîëîæåíèè n > 4k íà ìíîãîîáðàçèè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
Ln−4k D4�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëåíî ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæå-íèå λa : Ln−4k → K(Qa, 1). Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî hλa,kïî �îðìóëå:

hλa,k = 〈λ̄∗ay; [L̄a]〉, (24)ãäå y ∈ Hn−4k(K(He, 1); Z/2) � îáðàçóþùàÿ, λ̄a : L̄n−4k
a → K(He, 1) �4-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä îòîáðàæåíèåì λa, èíäóöèðîâàííîå èç íàêðûòèÿ

K(He, 1)→ K(Qa, 1), [L̄a]� �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−4k
a .(Ìíîãîîáðàçèå L̄n−4k

a íå ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûâà-þùèì L̄n−4k, åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ íå ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîí-íûì.) ãäå λ̄a : L̄n−4k
a → K(He, 1) � 4-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä îòîáðàæåíèåì

λa : Ln−4k
a → K(Qa, 1), èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèåì K(Qe, 1)→ K(Qa, 1),

y ∈ Hn−4k(K(He, 1); Z/2) � îáðàçóþùàÿ, [L̄n−4k
a ] � �óíäàìåíòàëüíûéêëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−4k

a . (Ìíîãîîáðàçèå L̄n−4k
a ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷å-ñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì Ln−4k

Hc̄
, åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå

ζ : Ln−4k → K(Z/2[3], 1) ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì.)Ëåììà 12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (f :
Mn−k

# Rn, κ,Ξ) ñ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Nn−2k, äëÿ êîòîðîãîêëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå η íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ îêàçûâàåò-ñÿ öèêëè÷åñêèì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
hk(f, κ,Ξ) = hµa,k,ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëåíî äëÿ òàêîãîîòîáðàæåíèÿ µa, ÷òî η = ia ◦ µa, ia : Ia ⊂ D4.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 12�àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå µ̄a : N̄n−2k

a → K(Id, 1) íàä îòîáðà-æåíèåì µa : Nn−2k → K(Ia, 1), èíäóöèðîâàííîå äâóëèñòíûì íàêðûòèåì
K(Id, 1)→ K(Ia, 1) íàä ïðîñòðàíñòâîì�îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêóñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, ìíîãîîáðàçèå N̄n−2k

añîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì N̄n−2k íàä ìíîãî-îáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Nn−2k ïîãðóæåíèÿ f . Äîêàçàòåëüñòâî ëåììûâûòåêàåò èç Ëåììû 7, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ µ̄a è η̄ ñîâïàäàþò è õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî hµa,k âû÷èñëÿåòñÿ êàê â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà(12). 19

Определение характеристического числа h), к 

Пусть в предположении n > 4k на многообразии точек самопересечения 

L”—** О. оснащенного погружения определено произвольное отображе- 

ние A, : [7—4 — К(О., 1). Определим характеристическое число hy, % 

по формуле: 

мк = (Лау; Ша], (24) 

rae y € H"-**(K(H.,1);Z/2) — образующая, А. : [7% > K(H.,1) - 
4-листное накрытие над отображением A,, индуцированное из накрытия 
К(Н.,1) = К(О., 1), [La|- фундаментальный класс многообразия Г“, 
(Многообразие L"~** не совпадает с каноническим 4-листным накрыва- 

ющим L”"~4", если структурное отображение ( не является кватернион- 

ным.) где Ла : [7—4  К(Н., 1) - 4-листное накрытие над отображением 
Ла: 4 — K(Q,, 1), индуцированное накрытием К(О.,1) > К(О.,1), 
у Е Н"*\(К(Н., 1); 2/2) - образующая, [L"~“*] — фундаментальный 
класс многообразия L"™~4*, (Многообразие [4 совпадает с канониче- 
ским 4-листным накрывающим Ly", если структурное отображение 

С: 7-4 > К(2/28, 1) является кватернионным.) 

Лемма 12. Для произвольного скошенно-оснащенного погружения (f : 

М” * 9+ В", к,=) с многообразием самопересечения №, для которого 

классифицирующее отображение 1 нормального расслоения оказывает- 

ся циклическим, справедливо равенство 

he(f, К, =) — Pista shes 

где тарактеристическое число в правой части вычислено для такого 

отображения Иа, что 1 = Iq © Иа, Ш: 1g C Da. 

Доказательство Леммы 

Рассмотрим двулистное накрытие jig : №" — K(Iy,1) над отобра- 
жением ра : №" — К(1., 1), индуцированное двулистным накрытием 

К (Та, 1) — К(Т., 1) над пространством-образом отображения. Поскольку 
структурное отображение 7 является циклическим, многообразие N”—2* 
совпадает с каноническим двулистным накрывающим №" над много- 
образием самопересечения №" погружения f. Доказательство леммы 
вытекает из Леммы 7, поскольку отображения fi, и Й совпадают и ха- 
рактеристическое число h,,, , вычисляется как в левой части равенства 
(12). 
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Ëåììà 13. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî D4�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g :
Nn−2k

# Rn, η,Ψ) ñ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Ln−4k, äëÿ êîòîðîãîêëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ζ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ îêàçûâàåò-ñÿ êâàòåðíèîííûì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
hk(g, η,Ψ) = hλa,k,ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëåíî äëÿ òàêîãîîòîáðàæåíèÿ λa, ÷òî ζ = ia ◦ λa, ia : Qa ⊂ Z/2[3].Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 13�àññìîòðèì 4-ëèñòíîå íàêðûòèå λ̄a : L̄n−4k

a → K(Hd, 1) íàä îòîáðà-æåíèåì λa : Ln−4k → K(Qa, 1), èíäóöèðîâàííîå 4-ëèñòíûì íàêðûòè-åì K(Qe, 1) → K(Qa, 1) íàä ïðîñòðàíñòâîì�îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ. Ïî-ñêîëüêó ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì, ìíîãîîá-ðàçèå L̄n−4k
a ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì L̄n−4k

sfíàä ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Ln−4k ïîãðóæåíèÿ g. Äîêàçà-òåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 8, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ λ̄aè ζ̄sf ñîâïàäàþò è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî hλa,k âû÷èñëÿåòñÿ ïî îòîá-ðàæåíèþ λ̄a êàê â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (18).Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü Nn−2k � ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìî-ïåðåñå÷åíèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (f,Ξ, κ) â ïðåäïîëîæå-íèè, ÷òî f : Mn−k
# Rn � ïîãðóæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñêàæåì, ÷òîýòî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå äîïóñêàåò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòó-ðó, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå µa : Nn−2k → K(Ia, 1) (ïðè ýòîì, âîîáùåãîâîðÿ, êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå η öèêëè÷åñêèì íå ïðåäïîëàãà-åòñÿ) òàêîå, ÷òî hµa,k = hk(f,Ξ, κ).Ïðèìåð 15. Èç Ëåììû 10 âûòåêàåò, ÷òî åñëè êëàññè�èöèðóþùåå îòîá-ðàæåíèå η ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, òî öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìîæíî çà-äàòü îòîáðàæåíèåì µa : Nn−2k → K(Ia, 1), ãäå ia ◦ µa = η, ia : K(Ia, 1) ⊂

K(D4, 1).Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü Ln−4k�ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìî-ïåðåñå÷åíèÿ D4-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g,Ψ, η) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
g : Nn−2k

# R
n�ïîãðóæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñêàæåì, ÷òî ýòî D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå äîïóñêàåò êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó, åñëè ñó-ùåñòâóåò îòîáðàæåíèå λa : Ln−4k → K(Qa, 1) (ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ,êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ζ öèêëè÷åñêèì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ) òà-êîå, ÷òî hλa,k = hk(g,Ψ, η). 20

Лемма 13. Для произвольного Олд-оснащенного погружения (g 

Nk qs В", у, Ф) с многообразием самопересечения [7 “К, для которого 

классифицирующее отображение С нормального расслоения оказывает- 

ся кватернионным, справедливо равенство 

п» (9, 77, WV) = hy. ks 

где тарактеристическое число в правой части вычислено для такого 

отображения Аа, что С = що Ла, ta: Qa C 2/28. 

Доказательство Леммы 

Рассмотрим 4-листное накрытие A, : [4% — К(На,1) над отобра- 
жением Л. : [7—4 — К(О.,1), индуцированное 4-листным накрыти- 

ем К(О.,1) — К(О.,1) над пространством-образом отображения. По- 

скольку структурное отображение © является кватернионным, многооб- 

разие L"~4" совпадает с каноническим 4-листным накрывающим Le ak 

над многообразием точек самопересечения L”~4* погружения g. Доказа- 

тельство леммы вытекает из Предложения 8, поскольку отображения Ла 

и (*/ совпадают и характеристическое число hy, , вычисляется по отоб- 

ражению A, как в правой части равенства (18). 

Определение 14. Пусть №" — многообразие двукратных точек само- 

пересечения скошенно-оснащенного погружения (f,=,K) в предположе- 

нии, что f : M"-* 9+ В" — погружение общего положения. Скажем, что 

это скошенно-оснащенное погружение допускает циклическую структу- 
py, если существует отображение ии : №" 2* > К (Iq, 1) (при этом, вообще 

говоря, классифицирующее отображение 77 циклическим не предполага- 
ется) такое, что hyn = he(f,=, К). 

Пример 15. Из Леммы 10 вытекает, что если классифицирующее отоб- 

ражение 77 является циклическим, то циклическую структуру можно за- 

дать отображением па : №" * > К (1, 1), где шо fa = 7, в: K (Ta, 1) С 

К(О4, 1. 

Определение 16. Пусть [/7`“^-многообразие двукратных точек само- 

пересечения О.-оснащенного погружения (9, $, 77) в предположении, что 

д: № qs В"_погружение общего положения. Скажем, что это Dy— 

оснащенное погружение допускает кватернионную структуру, если су- 

ществует отображение A, : L"-“*  К(О.,1) (при этом, вообще говоря, 

классифицирующее отображение ¢ циклическим не предполагается) та- 

кое, что hy, к = he(g, VU, 7). 
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Ïðèìåð 17. Èç Ëåììû 11 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
ζ ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì, òî êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó ìîæíî çàäàòüîòîáðàæåíèåì λa : Ln−4k → K(Qa, 1), ãäå iQa

◦ λa = ζ , iQa
: K(Qa, 1) ⊂

K(Z/2[3], 1).Íàì ïîòðåáóåòñÿ 
�îðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå öèêëè÷åñêîé è êâàòåðíè-îííîé ñòðóêòóð áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f : Mn−k →
Rn, g : Nn−2k → Rn ÿâëÿþòñÿ ïîãðóæåíèÿìè. Ìû ñ�îðìóëèðóåì íåîáõî-äèìîå îïðåäåëåíèå â ìèíèìàëüíîé îáùíîñòè â ïðåäïîëîæåíèè Mn−k =
RPn−k, Nn−2k = Sn−2k/i. Èòàê, ïóñòü d : RPn−k → Rn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèìîòîáðàæåíèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ.�àññìîòðèì êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

(RPn−k ×RPn−k \∆RPn−k)/T ′, (25)êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ "âçðåçàííûé êâàäðàò" ïðîñòðàíñòâà RPn−k.Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷åíî ïóòåì �àêòîðèçàöèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿáåç äèàãîíàëè ïî èíâîëþöèè T ′ : RPn−k × RPn−k → RPn−k × RPn−k, ïåðå-ñòàâëÿþùåé êîîðäèíàòû. Ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûììíîãîîáðàçèåì.Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Γ̄0 êàê ñ�åðè÷åñêîå ðàçäóòèå ïðîñòðàíñòâà
RPn−k × RPn−k \ Σdiag â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè. Ñ�åðè÷åñêèì ðàçäóòè-åì íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòåêîìïàêòè�èêàöèè îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ RPn−k×RPn−k \Σdiag ïîñðåä-ñòâîì ïîñëîéíîãî âêëåèâàíèÿ ñëîåâ ñ�åðèçàöèè STΣdiag êàñàòåëüíîãîðàññëîåíèÿ TΣdiag â îêðåñòíîñòè íóëåé ñëîåâ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿäèàãîíàëè Σdiag ⊂ RPn−k ×RPn−k. Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ:

RPn−k × RPn−k \ Σdiag ⊂ Γ̄0,

STΣdiag ⊂ Γ̄0.Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄0 îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ T̄ ′ : Γ̄0 → Γ̄0, êî-òîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ïðîäîëæåíèå èíâîëþöèè T ′. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
Γ̄0/T̄

′ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Γ0, à ñîîòâåòñòâóþùåå äâóëèñòíîå íàêðûòèå÷åðåç
pΓ0 : Γ̄0/T̄

′ → Γ0.Ïðîñòðàíñòâî Γ0 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì è îíî íàçûâàåòñÿ ïðî-ñòðàíñòâîì ðàçäóòèÿ êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (25). Îïðåäåëåíà21

Пример 17. Из Леммы 11 вытекает, что если структурное отображение 

С является кватернионным, то кватернионную структуру можно задать 

отображением Ла : [7 “* > К(О,, 1), где ig, © А = ¢, iq, : K(Qa,1) C 
К(2./2, 1). 

Нам потребуется сформулировать понятие циклической и кватерни- 

онной структур без предположения о TOM, что отображения f : М" * > 

В", д: №" _, В" являются погружениями. Мы сформулируем необхо- 

димое определение в минимальной общности в предположении Mr" = 

Rev, №М"—2* = 5" /1. Итак, пусть а : ВР" * -» В" является гладким 

отображением общего положения. 

Рассмотрим конфигурационное пространство 

(ВР"-^ x ВР” \ Agpn-«)/T’, (25) 

которое также называется "взрезанный квадрат" пространства ВР”-*. 

Это пространство получено путем факторизации прямого произведения 

без диагонали по инволюции T’ : ВР" * x RP’-* — ВР" x ВР” *, пере- 
ставляющей координаты. Построенное пространство является открытым 

многообразием. 

Определим пространство Го как сферическое раздутие пространства 

RP”* x RP’ \ Уши, в окрестности диагонали. Сферическим раздути- 
ем называется многообразие с краем, которое определено в результате 

компактификации открытого многообразия ВР" * x RP"* \ > ваз посред- 

ством послойного вклеивания слоев сферизации ЭТУ касательного 

расслоения ТУ в окрестности нулей слоев нормального расслоения 

диагонали Udiag C IRP”-* x ВР”^. Определены естественные включения: 

RP" x RP" \ Saiag С Го, 

ST Ddiag © Го. 

Ha пространстве Го определена свободная инволюция T” : Го — Го, ко- 
торая определена как продолжение инволюции Т". Факторпространство 
Го/Т' обозначается через Го, а соответствующее двулистное накрытие 

через 
PTo : Го/Т" —>> Го. 

Пространство Го является многообразием с краем и оно называется про- 

странством раздутия конфигурационного пространства (25). Определена 
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ïðîåêöèÿ p∂Γ0 : ∂Γ0 → RPn−k, ýòî îòîáðàæåíèå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿðàçðåøåíèåì äèàãîíàëè.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ d îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî N(d) òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d ïî �îðìóëå:
N(d) = Cl{([x, y]) ∈ int(Γ0) : y 6= x, d(y) = d(x)}. (26)Ïî òåîðåìå Ïîðòåóñà [Por℄ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå dîáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîñòðàíñòâî N(d) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåìðàçìåðíîñòè n − 2k. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn−2k(d) è íà-çîâåì ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ïðè ýòîì�îðìóëà (26) îïðåäåëÿåò âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì:

iN(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) ⊂ (Γ0, ∂Γ0).Êðàé ∂Nn−2k(d) ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k(d) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåìðàçðåøåíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ d. Îòîáðàæåíèå p∂Γ0 ◦
i∂N(d)|∂N(d) : ∂Nn−2k(d) ⊂ ∂Γ̄0 → RPn−k íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ðàç-ðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ d, îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå ÷åðåç
resd : ∂N(d)→ RPn−k. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå

pN(d) : N̄(d)n−2k → N(d)n−2k, (27)ðàçâåòâëåííîå íàä êðàåì ∂N(d)n−2k (íàä ýòèì êðàåì íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿäè��åîìîð�èçìîì). Ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììó-òàòèâíîé:
iN̄(d) : (N̄n−2k(d), ∂Nn−2k(d)) ⊂ (Γ̄0, ∂Γ0)

↓ pN(d) ↓ pΓ0

iN(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) ⊂ (Γ0, ∂Γ0).Îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηN : Nn−k(d)→ K(D4, 1)Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ηΓ0 : Γ0 → K(D4, 1), êîòîðîå íàçîâåì ñòðóê-òóðíûì îòîáðàæåíèåì "âçðåçàííîãî êâàäðàòà". Çàìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå
Γ̄0 ⊂ RPn−k × RPn−k èíäóöèðóåò èçîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï,ò.ê. êîðàçìåðíîñòü äèàãîíàëè ∆RPn−k ⊂ RPn−k × RPn−k ðàâíà n − k ≥ 3.Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

π1(Γ̄0) = H1(Γ̄0; Z/2) = Z/2⊕ Z/2. (28)22

проекция Par, : Го — RP", это отображение отображение называется 

разрешением диагонали. 

Для произвольного отображения 4 определено пространство М№(4) то- 

чек самопересечения отображения d по формуле: 

N(d) = СЦ(, у]) € (Го) : y =, d(y) = d(a)}. (26) 

По теореме Портеуса [Por] в предположении о том, что отображение 4 

общего положения, пространство N(d) является многообразием с краем 

размерности п — 2k. Это многообразие обозначим через №"-2*(4) и на- 

зовем многообразием точек самопересечения отображения 4. При этом 

формула определяет вложение многообразий с краем: 

ina : (М * (а), дм" (а)) с (Го, OF). 

Край ON"-2*(d) многообразия № (4) называется многообразием 
разрешений критических точек отображения 4. Отображение рог, © 

tan(aylan(d) : 9№"—*%(а) с Го -> ВР”* называется отображением раз- 

решения особенностей отображения 4, обозначим это отображение через 

теза : ON(d) — RP" *. Определено каноническое двулистное накрытие 

ра) : N(d)** > М(а)"^, (27) 

разветвленное над краем ON(d)"~?* (над этим краем накрытие является 

диффеоморфизмом). При этом следующая диаграмма является комму- 

тативной: 

inca) : (М *(а), ON” **(d)) < (Го, OT 0) 

| PN(d) | Pro 

inca : (N"-*(d),ON"**(d)) с (Lo, OV). 

Определение структурного отображения ny : N’-*(d) > K(Du, 1) 

Определим отображение nr, : Го —* А(О4,1), которое назовем струк- 

турным отображением "взрезанного квадрата". Заметим, что включение 

Го с ВР” x RP” индуцирует изоморфизм фундаментальных групп, 

тк. коразмерность диагонали Адь„-к C ВР”_* х ВР” * равна п — k > 3. 

Следовательно, справедливо равенство 

m (Го) = Mi (Lo; 2/2) = 2/2 Ф 2/2. (28) 
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�àññìîòðèì èíäóöèðîâàííûé àâòîìîð�èçì T ′
∗ : H1(Γ̄0; Z/2) →

H1(Γ̄0; Z/2). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àâòîìîð�èçì íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-íûì. Çà�èêñèðóåì èçîìîð�èçì ãðóïï H1(Γ̄0; Z/2) è Ic, ïðè êîòî-ðîì îáðàçóþùàÿ ïåðâîãî (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîãî) ñëàãàåìîãî ãðóïïû
H1(Γ̄0; Z/2) (ñì. (28)) ïåðåõîäèò â îáðàçóþùóþ ab ∈ Ic ⊂ D4 (ñîîòâåò-ñòâåííî, ba ∈ Ic ⊂ D4), êîòîðàÿ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè D4 îïðåäå-ëåíà ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âòîðîé (ñîîòâåòñòâåííî,ïåðâîé) êîîðäèíàòíîé îñè.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àâòîìîð�èçì âíåøíåãî ñîïðÿæåíèÿ ïîäãðóïïû
Ic ⊂ D4 íà ýëåìåíò b ∈ D4 \ Ic (â ýòîé �îðìóëå ýëåìåíò b ìîæíî âû-áðàòü ïðîèçâîëüíûì), îïðåäåëåííûé �îðìóëîé x 7→ bxb−1 ïåðåõîäèò ïðèïîñòðîåííîì èçîìîð�èçìå â àâòîìîð�èçì T ′

∗. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
π1(Γ0) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû π1(Γ̄0) ïîñðåäñòâîìýëåìåíòà b, è ýòî ðàñøèðåíèå îäíîçíà÷íî 
 òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìàîïðåäåëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì T ′

∗. Ïîýòîìó π1(Γ0) ≃ D4 è, çíà÷èò, îïðå-äåëåíî îòîáðàæåíèå ηΓ0 : Γ0 → K(D4, 1).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ηΓ0 |∂Γ0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿâ ïîäïðîñòðàíñòâå K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1). Îòîáðàæåíèå ηΓ0 èíäóöèðóåòîòîáðàæåíèå ηN : (N(d), ∂N(d)) → (K(D4, 1), K(Ib, 1)), êîòîðîå íàçîâåìñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãîìîòîïè-÷åñêèé êëàññ êîìïîçèöèè ∂N(d)
η
−→ K(Ib, 1)

pb−→ K(Id, 1) ñîâïàäàåò ñõàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì κ ◦ resd : ∂N(d)→ RPn−k → K(Id, 1),êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé
resd : ∂N(d)n−2k → RPn−k è âëîæåíèÿ îñòîâà RPn−k ⊂ K(Id, 1) â êëàññè-�èöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî.Îïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû äëÿ îòîáðàæåíèÿ d :
RPn−k → Rn ñ îñîáåííîñòüþÏóñòü d : RPn−k → Rn� êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæå-íèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþùåå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, k ≡ 0 (mod 2). Ïóñòüìíîãîîáðàçèå Nn−2k(d), âîîáùå ãîâîðÿ, ñ íåïóñòûì êðàåì ∂Nn−2k(d), ñëó-æèò ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Îòîáðàæåíèå
µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) → (K(Ia, 1), K(Id, 1)) íàçûâàåòñÿ öèêëè-÷åñêîé ñòðóêòóðîé îòîáðàæåíèÿ d, åñëè µa,N(d) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìóóñëîâèþ:

µa,N(d)|∂Nn−2k(d) = (ia ◦ κ)|∂N(d), (29)ãäå κ : RPn−k → K(Id, 1) � êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ îá-ðàçóþùåãî êëàññà êîãîìîëîãèé, ia : K(Id, 1) ⊂ K(Ia, 1) � îòîáðàæå-23

Рассмотрим индуцированный автоморфизм T! : НкГо; 2/2) — 

НкГо; 2/2). Заметим, что этот автоморфизм не является тождествен- 

ным. Зафиксируем изоморфизм групи Ни(Го; 2/2) и 1, при кото- 

ром образующая первого (соответственно, второго) слагаемого группы 
Ни (Го: 2/2) (см. (28)) переходит в образующую ab € I. С Dy (соответ- 

ственно, ba Е I, C Dg), которая в стандартном представлении О. опреде- 

лена преобразованием симметрии относительно второй (соответственно, 
первой) координатной оси. 

Легко проверить, что автоморфизм внешнего сопряжения подгруппы 

Г. C Dg на элемент 6 € Dy \ Г (в этой формуле элемент 6 можно вы- 

брать произвольным), определенный формулой х => brb~! переходит при 
построенном изоморфизме в автоморфизм Т’. Фундаментальная группа 

п1(Го) является квадратичным расширением группы л1 (Го) посредством 

элемента 6, и это расширение однозначно с точностью до изоморфизма 
определяется автоморфизмом TY. Поэтому л1(Го) = D4 и, значит, опре- 

делено отображение 7p, : Го — А(О4, 1). 
Нетрудно проверить, что отображение 7г.|эг» принимает значения 

в подпространстве K(I,,1) с К(О.4,1). Отображение np, индуцирует 
отображение ny : (N(d),ON(d)) > (К (04,1), К(1№,1)), которое назовем 
структурным отображением. Также нетрудно проверить, что гомотопи- 

ческий класс композиции ON(d) —+ К(1ь,1) 2% К(1,1) совпадает с 
характеристическим отображением к о Tesg : ВМ (а) — ВР" * — K(Iq, 1), 
которое является композиции отображения разрешения особенностей 
теза : ON(d)"-** — ВР" и вложения остова ЕР”-^ с К (Ig, 1) в класси- 
фицирующее пространство. 

Определение циклической структуры для отображения а 

ВР”-* — В” с особенностью 

Пусть 4: RP’-* — В” кусочно-линейное отображение общего положе- 

ния, вообще говоря, имеющее критические точки, К = 0 (mod 2). Пусть 

многообразие №2 (4), вообще говоря, с непустым краем ON"~*(d), слу- 
жит многообразием точек самопересечения отображения 4. Отображение 

La,N(a) : (М (а), м" *^(а)) > (Ка. 1), Ка, 1)) называется цикли- 
ческой структурой отображения 4, если ра,м(а) удовлетворяет краевому 
условию: 

Ha,N (ad) lann-2k(a) = (ta 9 К)|ом(а), (29) 

re к : ВР” — K(Iq,1) - классифицирующее отображение для об- 

разующего класса когомологий,  : К (1,1) С К(Т.,1) - отображе- 
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íèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, èíäóöèðîâàííîå âêëþ÷åíèåì ïîä-ãðóïï id,a : Id ⊂ Ia, è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå
〈µ∗

a,N(d)(t); [N
n−2k(d), ∂Nn−2k(d)]〉 = 1, (30)ãäå t ∈ Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ êî-ãîìîëîãèé, êîòîðûé ïåðåõîäèò â îáðàçóþùèé êëàññ êîãîìîëî-ãèé â ãðóïïå Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2) ïðè èíäóöèðîâàííîì ãîìîìîð-�èçìå j∗ : Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2) → Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2),

[Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)] � îòíîñèòåëüíûé �óíäàìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîá-ðàçèÿ.Ïóñòü c : Sn−2k/i → Rn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ.�àññìîòðèì êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî
(Sn−2k/i× Sn−2k/i \∆Sn−2k)/T ′, (31)êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ "âçðåçàííûé êâàäðàò" ëèíçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà Sn−2k/i. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷åíî ïóòåì �àêòîðèçàöèè ïðÿìî-ãî ïðîèçâåäåíèÿ áåç äèàãîíàëè ïî èíâîëþöèè T ′ : Sn−2k/i × Sn−2k/i →

Sn−2k/i × Sn−2k/i, ïåðåñòàâëÿþùåé êîîðäèíàòû. Ïîñòðîåííîå ïðîñòðàí-ñòâî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîãîîáðàçèåì.Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Γ̄1 êàê ñ�åðè÷åñêîå ðàçäóòèå ïðîñòðàíñòâà
Sn−2k/i×Sn−2k/i\∆Sn−2k â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè. Ñ�åðè÷åñêèì ðàçäó-òèåì íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòåêîìïàêòè�èêàöèè îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Sn−2k/i× Sn−2k/i \ Σdiag ïî-ñðåäñòâîì ïîñëîéíîãî âêëåèâàíèÿ ñëîåâ ñ�åðèçàöèè STΣdiag êàñàòåëüíî-ãî ðàññëîåíèÿ TΣdiag â îêðåñòíîñòè íóëåé ñëîåâ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿäèàãîíàëè Σdiag ⊂ Sn−2k × Sn−2k. Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ:

Sn−2k × Sn−2k \ Σdiag ⊂ Γ̄1,

STΣdiag ⊂ Γ̄1.Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄1 îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ T̄ ′ : Γ̄1 → Γ̄1, êî-òîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ïðîäîëæåíèå èíâîëþöèè T ′. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
Γ̄1/T̄

′ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Γ1, à ñîîòâåòñòâóþùåå äâóëèñòíîå íàêðûòèå÷åðåç
pΓ1 : Γ̄1/T̄

′ → Γ1.Ïðîñòðàíñòâî Γ1 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì è îíî íàçûâàåòñÿ ïðî-ñòðàíñòâîì ðàçäóòèÿ êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (31). Îïðåäåëåíà24

ние классифицирующих пространств, индуцированное включением под- 

групп аа : Ч С Е, и, кроме того, выполнено условие 

(шем; М" (а), ON" **(d)]) = 1 (30) 

ле Е HA” **(K(I,,1),K(Ig,1);Z/2) - произвольный класс ко- 
гомологий, который переходит в образующий класс когомоло- 

гий в группе H”-?*(K(I,,1);Z/2) при индуцированном гомомор- 

duane : Н"ЖКа, 1), Кар 1):Z/2) > HK (Ly, 1): 2/2) 
[№"* (а), ON"-2*(d)] - относительный фундаментальный цикл многооб- 
разия. 

Пусть с: 5" 2/1 > В" является гладким отображением общего по- 

ложения. 

Рассмотрим конфигурационное пространство 

("Арх 97" 1 \ Ад») /Т", (31) 

которое также называется "взрезанный квадрат" линзового простран- 

ства 5” */1. Это пространство получено путем факторизации прямо- 

го произведения без диагонали по инволюции Т’: 5" 2/1 x 5" 2*/1] 
srk li x 57-2 /i, переставляющей координаты. Построенное простран- 

ство является открытым многообразием. 

Определим пространство Г! как сферическое раздутие пространства 

Sr? fix STF 1 \ Agn-2e в окрестности диагонали. Сферическим разду- 
тием называется многообразие с краем, которое определено в результате 

компактификации открытого многообразия 5” 2* /1 x 5" ̂ /1 \ Уши по- 
средством послойного вклеивания слоев сферизации ST Ndiag касательно- 

го расслоения TYgiag в окрестности нулей слоев нормального расслоения 

диагонали > вад с 5% х gro ek Определены естественные включения: 

gn 2k x gn-2k \ Yaiag Cc Ty, 

STS aiag CT 1. 

На пространстве Г! определена свободная инволюция TJ”: Г! — Гу, ко- 

торая определена как продолжение инволюции Т". Факторпространство 

Г./Т’ обозначается через Ty, а соответствующее двулистное накрытие 

через 

Pry: Г.Т — Г.. 

Пространство Г! является многообразием с краем и оно называется про- 

странством раздутия конфигурационного пространства (31). Определена 
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ïðîåêöèÿ p∂Γ1 : ∂Γ1 → Sn−2k/i, ýòî îòîáðàæåíèå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿðàçðåøåíèåì äèàãîíàëè.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ c îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî L(c) òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c ïî �îðìóëå:
L(c) = Cl{([x, y]) ∈ int(Γ1) : y 6= x, c(y) = c(x)}. (32)Ïî òåîðåìå Ïîðòåóñà [Por℄ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå

c îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîñòðàíñòâî L(c) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåìðàçìåðíîñòè n − 4k. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−4k(c) è íà-çîâåì ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c. Ïðè ýòîì�îðìóëà (32) îïðåäåëÿåò âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì:
iL(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) ⊂ (Γ1, ∂Γ1).Êðàé ∂Ln−4k(c) ìíîãîîáðàçèÿ Ln−4k(c) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåìðàçðåøåíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ c. Îòîáðàæåíèå p∂Γ1 ◦

i∂L(c)|∂L(c) : ∂Ln−4k(c) ⊂ ∂Γ̄1 → Sn−2k/i íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ðàç-ðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ c, îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå ÷åðåç
resL(c) : ∂L(c)→ Sn−2k/i. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå

pL(c) : L̄(c)n−4k → L(c)n−4k, (33)ðàçâåòâëåííîå íàä êðàåì ∂L(c)n−4k; íàä ýòèì êðàåì íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿäè��åîìîð�èçìîì. Ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììóòà-òèâíîé:
iL̄(c) : (L̄n−4k(c), ∂Ln−4k(c)) ⊂ (Γ̄1, ∂Γ1)

↓ pL(c) ↓ pΓ1

iL(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) ⊂ (Γ1, ∂Γ1).Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû H ⊂ Z/2[3]�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R4 
 áàçèñîì (e1, e2, e3, e4). Âåêòîðà áàçèñàóäîáíî îòîæäåñòâèòü ñ áàçèñíûìè åäèíè÷íûìè êâàòåðíèîíàìè (1, i, j,k),÷òî èíîãäà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ, ò.ê. ïîçâîëèò óïðîñòèòü �îðìóëû íåêî-òîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó
H ⊂ Z/2[3] (34)25

проекция рог, : OF; — 5” ^^ /1, это отображение отображение называется 

разрешением диагонали. 

Для произвольного отображения с определено пространство L(c) то- 

чек самопересечения отображения с по формуле: 

L(c) = CU ([x, yl) € в (Гл) у #2, (у) = (a)}. (32) 
По теореме Портеуса [Рот| в предположении о TOM, что отображение 

с общего положения, пространство L(c) является многообразием с краем 

размерности п — 4k. Это многообразие обозначим через L”~4*(c) и на- 

зовем многообразием точек самопересечения отображения с. При этом 

формула определяет вложение многообразий с краем: 

1 (с): (L"~**(c), aL” **(c)) с (1, дГ,). 

Край 01” (с) многообразия L"~4*(c) называется многообразием 
разрешений критических точек отображения с. Отображение рог, © 

б‘оо|эко : OL" “**(c) C ОГ: > S”~**/i называется отображением раз- 

решения особенностей отображения с, обозначим это отображение через 

тез (с) : OL(c) > 5" ** /1. Определено каноническое двулистное накрытие 

ве) ет“ > Ме", (33) 

разветвленное над краем 9Г(с)"—“*; над этим краем накрытие является 

диффеоморфизмом. При этом следующая диаграмма является коммута- 

тивной: 

(с) : (L”~**(c), OL” (с)) с (Г., 011) 

] PL(c) | Pry 

ine) (L"**(c), OL” “**(c)) с (Г, дГу. 

Определение подгруппы Н С 2/28 

Рассмотрим пространство R* с базисом (е1, е›, ез, ел). Вектора базиса 

удобно отождествить с базисными единичными кватернионами (1, i,j, k), 

что иногда будет использоваться, т.к. позволит упростить формулы неко- 

торых преобразований. Определим подгруппу 

Hc 2/28 (34) 
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êàê ïîäãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:� â êàæäîé ïëîñêîñòè (e1 = 1, e2 = i), (e3 = j, e4 = k) äîïóñêàåòñÿ(âçàèìíî íåçàâèñèìûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ, êðàòíûå óìíîæåíèþ íà êâàòåð-íèîí i. Ïîäãðóïïó âñåõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Hc, ýòîïîäãðóïïà èçîìîð�íà Z/4⊕ Z/4.� ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåñòàâëÿþùåå ìåæäó ñîáîé îäíîâðåìåííî ïàðóáàçèñíûõ âåêòîðîâ e1 = 1 è e3 = j è ïàðó áàçèñíûõ âåêòîðîâ e2 = i è
e4 = k, ñîõðàíÿÿ èõ íàïðàâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÷åðåç
t ∈ Hc.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñàìà ãðóïïà H èìååò ïîðÿäîê 32 è ÿâëÿåòñÿïîäãðóïïîé H ⊂ Z/2[3] èíäåêñà 4.Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû Hb ⊂ H è ìîíîìîð�èçìà iIa,H : Ia ⊂ H.Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì âêëþ÷åíèÿ iIa,H : Ia ⊂ H, êîòîðûé ïåðåâî-äèò îáðàçóþùóþ ãðóïïû Ia â ïðåîáðàçîâàíèå óìíîæåíèÿ íà êâàòåðíè-îí i, äåéñòâóþùåå îäíîâðåìåííî â êàæäîé ïëîñêîñòè (e1 = 1, e2 = i),
(e3 = j, e4 = k). Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó Hb ⊂ H êàê ñóììó ïîäãðóïïû
iIa,H : Ia ⊂ H è ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé îáðàçóþùåé t ∈ H. Ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî ñàìà ãðóïïà Hb èìååò ïîðÿäîê 16 è èçîìîð�íà ãðóïïå
Z/4⊕Z/2. Ïîäãðóïïà Hb ⊂ H èìååò èíäåêñ 2. Îïðåäåëåíû òàêæå ãîìî-ìîð�èçì âêëþ÷åíèÿ iIa,Hb

: Ia ⊂ Hb ïîäãðóïï è ãîìîìîð�èçì ïðîåêöèè
pHb,Ia

: Hb → Ia, òàêèå, ÷òî ãîìîìîð�èçì êîìïîçèöèè Ia

iIa,Hb−→ Hb

pHa,Ia−→ Iaÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì.Îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζ : Ln−4k(c)→ K(H, 1)Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ζΓ1 : Γ1 → K(H, 1), êîòîðîå íàçîâåì ñòðóê-òóðíûì îòîáðàæåíèåì "âçðåçàííîãî êâàäðàòà". Çàìåòèì, ÷òî âêëþ÷å-íèå Γ̄1 ⊂ Sn−2k/i × Sn−2k/i èíäóöèðóåò èçîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõãðóïï, ò.ê. êîðàçìåðíîñòü äèàãîíàëè ∆Sn−2k/i ⊂ Sn−2k/i × Sn−2k/i ðàâíà
n− 2k ≥ 3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

π1(Γ̄1) = H1(Γ̄1; Z/4) = Z/4⊕ Z/4. (35)�àññìîòðèì èíäóöèðîâàííûé àâòîìîð�èçì T ′
∗ : H1(Γ̄1; Z/4) →

H1(Γ̄1; Z/4). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àâòîìîð�èçì íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-íûì. Çà�èêñèðóåì ìîíîìîð�èçì ãðóïï H1(Γ̄1; Z/4) â ãðóïïó Hc, ïðè êî-òîðîì îáðàçóþùàÿ ïåðâîãî (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîãî) ñëàãàåìîãî ãðóïïû26

как подгруппу преобразований, преобразований следующих двух типов: 

— в каждой плоскости (e; = 1,e = i), (ез = j,e, = К) допускается 

(взаимно независимые) преобразования, кратные умножению на KBaTep- 

нион i. Подгруппу всех таких преобразований обозначим через Н., это 

подгруппа изоморфна Z/4 Ф 2/4. 

— преобразование, переставляющее между собой одновременно пару 

базисных векторов е! = Тиез = ] и пару базисных векторов е> = i u 

e, = К, сохраняя их направления. Обозначим это преобразование через 

$ЕН.. 

Легко проверить, что сама группа Н имеет порядок 32 и является 

подгруппой Н С 2/28 индекса 4. 

Определение подгруппы H, C H и мономорфизма пн: 1, СН. 

Определим гомоморфизм включения И, н : I, С Н, который перево- 

дит образующую группы I, в преобразование умножения на кватерни- 

он i, действующее одновременно в каждой плоскости (e; = 1, е› = i), 

(ез = + е4 = К). Определим подгруппу Нь С Н как сумму подгруппы 

я.н: В СН и подгруппы, порожденной образующей t Е Н. Легко 

проверить, что сама группа Нь имеет порядок 16 и изоморфна группе 

2/4 Ф 2/2. Подгруппа Нь С Н имеет индекс 2. Определены также гомо- 

морфизм включения и, н, : С Нь подгрупп и гомоморфизм проекции 
И ‚Нь PHa,I 

рн, 1, : Нь > Ia, такие, что гомоморфизм композиции I, —* H, >" I, 

является тождественным. 

Определение структурного отображения ( : L"-“*(c)  К(Н,1) 

Определим отображение Cr, : Г! — А(Н,1), которое назовем струк- 

турным отображением "взрезанного квадрата". Заметим, что включе- 

ние Г: С 5” */1 x 5” /i индуцирует изоморфизм фундаментальных 

групп, т.к. коразмерность диагонали Agn—2 4 CS" /| x S”-°*/i равна 
п — 2k > 3. Справедливо равенство: 

m(T1) = Нк; 2/4) = 2/4 Ф 2/4. (35) 

Рассмотрим индуцированный автоморфизм Т’ : НкГ:; 2/4) — 

НкГ1; 2/4). Заметим, что этот автоморфизм не является тождествен- 

ным. Зафиксируем мономорфизм групи Hy (Г1; 2/4) в группу Не, при ко- 

тором образующая первого (соответственно, второго) слагаемого группы 
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H1(Γ̄1; Z/2) (ñì. (35)) ïåðåõîäèò â îáðàçóþùóþ, êîòîðàÿ â ñòàíäàðòíîìïðåäñòàâëåíèè ïîäãðóïïû Hc ⊂ H ⊂ Z/2[3] îïðåäåëåíà óìíîæåíèåì íàêâàòåðíèîí i â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (1, i) (ñîîòâåòñòâåííî, â ïëîñêîñòè
(j,k)) è íåïîäâèæíî â äîïîëíèòåëüíîé ïëîñêîñòè.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àâòîìîð�èçì âíåøíåãî ñîïðÿæåíèÿ ïîäãðóïïû
Hc ⊂ H íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò b ∈ H \Hc, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé
x 7→ bxb−1, ïåðåõîäèò ïðè ïîñòðîåííîì èçîìîð�èçìå 35 â àâòîìîð�èçì
T ′
∗. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(Γ1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíè-åì ãðóïïû π1(Γ̄1) ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà b, è ýòî ðàñøèðåíèå îäíîçíà÷íî
 òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà îïðåäåëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì T ′

∗. Ïîýòîìó
π1(Γ1) ≃ H è, çíà÷èò, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ζΓ1 : Γ1 → K(H, 1).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ζΓ1|∂Γ1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âïîäïðîñòðàíñòâå K(Hb, 1) ⊂ K(H, 1). Îòîáðàæåíèå ζΓ1 èíäóöèðóåò îòîá-ðàæåíèå ζ : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c))→ (K(H, 1), K(Hb, 1)), êîòîðîå íàçîâåìñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãîìîòîïè-÷åñêèé êëàññ êîìïîçèöèè ∂Ln−4k(c)

ζ
−→ K(Hb, 1)

pHb,Id−→ K(Ia, 1) ñîâïà-äàåò ñ îòîáðàæåíèåì η ◦ resc : ∂Ln−4k(c) → Sn−2k/i → K(Ia, 1), êîòî-ðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííî-ñòåé resc : ∂L(c)n−2k → Sn−2k/i è âëîæåíèÿ îñòîâà η : Sn−2k/i ⊂ K(Ia, 1)â êëàññè�èöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî.Îïðåäåëåíèå êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû äëÿ îòîáðàæåíèÿ c :
Sn−2k/i→ Rn ñ îñîáåííîñòüþÏóñòü c : Sn−2k/i→ Rn� êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæå-íèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþùåå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, k ≡ 0 (mod 2). Ïóñòüìíîãîîáðàçèå Ln−4k(c), âîîáùå ãîâîðÿ, ñ íåïóñòûì êðàåì ∂Ln−4k(c) ÿâëÿ-åòñÿ ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c. Îòîáðàæåíèå
λa,L(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) → (K(H, 1), K(Hb, 1)) íàçûâàåòñÿ öèêëè-÷åñêîé ñòðóêòóðîé îòîáðàæåíèÿ c, åñëè λa,L(c) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìóóñëîâèþ:

λa,L(c)|∂Ln−4k(c) = (iHb,Ia
◦ λa,L(c))|∂Ln−4k(c), (36)ãäå η : Sn−2k → K(Ia, 1) � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå îáðàçóþùåãîêëàññà êîãîìîëîãèé (âêëþ÷åíèå îñòîâà â êëàññè�èöèðóþùåå ïðîñòðàí-ñòâî), iIa,Hb

: K(Ia, 1) ⊂ K(Hb, 1)� îòîáðàæåíèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðî-ñòðàíñòâ, èíäóöèðîâàííîå ãîìîìîð�èçìîì âêëþ÷åíèÿ iIa,Hb
: Ia ⊂ Hb è,êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå:

〈λ∗a,L(c)(t); [L
n−4k(c), ∂Ln−4k(c)]〉 = 1, (37)27

H,(11;Z/2) (см. ) переходит в образующую, которая в стандартном 

представлении подгруппы Н. C НС 1/2 определена умножением на 

кватернион 1 в двумерной плоскости (1,1) (соответственно, в плоскости 
(3, К)) и неподвижно в дополнительной плоскости. 

Легко проверить, что автоморфизм внешнего сопряжения подгруппы 
Н.С H на произвольный элемент 6 Е H \ H,, определенный формулой 

x => brb-!, переходит при построенном изоморфизме [35] в автоморфизм 

Т’. Фундаментальная группа л1(Г1) является квадратичным расширени- 

ем группы л1(Г1) посредством элемента 6, и это расширение однозначно 

с точностью до изоморфизма определяется автоморфизмом 1х. Поэтому 

п1(Г1) ~ Н и, значит, определено отображение Cp, : Г. > К(Н,1). 
Нетрудно проверить, что отображение Сг,|эг, принимает значения в 

подпространстве К(Нь, 1) с К(Н, 1). Отображение Cp, индуцирует отоб- 
ражение С : (L"~4*(c), OL" **(c)) > (K(H, 1), К(Нь, 1)), которое назовем 
структурным отображением. Также нетрудно проверить, что гомотопи- 

ческий класс композиции OL"~**(c) $, K (Hb, 1) es K (Ig, 1) совпа- 
дает с отображением 7 о res, : OL" **(c) — 5" ®/1 > K(I,,1), кото- 
рое определяется как композиция отображения разрешения особенно- 
стей res, : ОГ(с)" № — 57" /] и вложения остова, 7 : 5" */ё с К (Ша, 1) 
в классифицирующее пространство. 

Определение кватернионной структуры для отображения с 
57-27 /i — В” с особенностью 

Пусть с: 5" 28/1 — В" кусочно-линейное отображение общего положе- 

ния, вообще говоря, имеющее критические точки, К = 0 (mod 2). Пусть 

многообразие L”~**(c), вообще говоря, с непустым краем 01/7 “*(с) явля- 

ется многообразием точек самопересечения отображения с. Отображение 

Na,L(c) : (7 (с), OL" (с)) > (К(Н,1,К(Н,1)) называется цикли- 
ческой структурой отображения с, если Ла,г(с) удовлетворяет краевому 

условию: 

Xa,L(c) |ann—4*(c) = (нь. © Аа, в) [9-4 (с), (36) 

глей: 5" 2* — К (о, 1) — характеристическое отображение образующего 

класса когомологий (включение остова в классифицирующее простран- 

ство), Я, н, : А (Ia, 1) C К(Нь, 1)- отображение классифицирующих про- 

странств, индуцированное гомоморфизмом включения Я, н, : 4 С Ньи, 

кроме того, выполнено условие: 

(Ако (ед (e)]) = 1, (37) 
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ãäå t ∈ Hn−4k(K(Qa, 1), K(Ia, 1); Z/2) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ êî-ãîìîëîãèé, êîòîðûé ïåðåõîäèò â îáðàçóþùèé êëàññ êîãîìîëîãèéâ ãðóïïå Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2) ïðè èíäóöèðîâàííîì ãîìîìîð�èç-ìå j∗ : Hn−4k(K(Qa, 1), K(Ia, 1); Z/2) → Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2),
[Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)] � îòíîñèòåëüíûé �óíäàìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîá-ðàçèÿ.Ñëåäóþùèå äâå ëåììû íåîáõîäèìû äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè îïðå-äåëåíèé öèêëè÷åñêîé è êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû.Ëåììà 18. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ëåâîé ÷àñòüþ�îðìóëû (30), íå çàâèñèò îò âûáîðà êëàññà êîãîìîëîãèé t ∈
Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2), äëÿ êîòîðîãî j∗(t) ∈ Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êëàññîì.Ëåììà 19. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ëåâîé ÷àñòüþ�îðìóëû (37), íå çàâèñèò îò âûáîðà êëàññà êîãîìîëîãèé t ∈
Hn−4k(K(Qa, 1), K(Ia, 1); Z/2), äëÿ êîòîðîãî j∗(t) ∈ Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êëàññîì.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 18Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äðóãîì âûáîðå t′ ïîëó÷èì, ÷òî t − t′ ∈ Imδ∗ :
Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2) → Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2)). Ñëåäîâàòåëü-íî, êëàññ µ∗

a,N(d)(t) − µ∗
a,N(d)(t

′) ∈ Hn−2k(Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d); Z/2)) ïî-ëó÷åí â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êîãðàíè÷íîãî ãîìîìîð�èçìà δ∗ :
Hn−2k−1(∂Nn−2k(d); Z/2) → Hn−2k(Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d); Z/2) ê íåêîòîðî-ìó ýëåìåíòó x = µ∗

a(q), ãäå q ∈ Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2) � îáðàçóþùèéêëàññ êîãîìîëîãèé. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ãîìîìîð�èçì
(µa,N(d)|∂N(d))

∗ : Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2)→ Hn−2k−1(∂Nn−2k(d); Z/2)ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðà-çèå ∂Nn−2k(d) ⊂ RPn−k ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé ãîìîëîãè÷åñêèéêëàññ. Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàñ-ñîâ Øòè�åëÿ-Óèòíè (ñì. [M-S℄, ïàðàãðà� 12), êëàññ [∂Nn−2k(d)] ∈
Hn−2k−1(RPn−k; Z/2) äâîéñòâåííåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîìó êëàññó w̄k+1(RPn−k) Øòè�åëÿ-Óèòíè íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä
RPn−k, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ãîìîëîãèé, ïðåïÿòñòâóþùèì ê ïî-ñòðîåíèþ ðåäóêöèè ñòàáèëüíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ýòîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ äî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ðàçìåðíîñòè k. Âñïîìíèì, ÷òî
n = 2l−1, ïîýòîìó ñàìûé ñòàðøèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ w̄∗(RPn−k)28

ле Е H”**(K(Q,,1),K(Ig,1);Z/2) - произвольный класс ко- 
гомологий, который переходит в образующий класс когомологий 

в груше Н”’”\“(К(О.,1);2/2) при индуцированном гомоморфиз- 

ме с НКО, 1, Ка. 1:2) > НКО, 12/2), 
[L"-4*(c), OL” “*(c)| — относительный фундаментальный цикл многооб- 
разия. 

Следующие две леммы необходимы для проверки корректности опре- 

делений циклической и кватернионной структуры. 

Лемма 18. Характеристическое число, определенное левой частью 
формулы (30), не зависит от выбора класса когомологий t Е 
H”"-**(K (Та, 1), Ка, 1); 2/2), для которого j*(t) Е H"~?*(K (Ia, 1); 2/2) 
является образующим классом. 

Лемма 19. Характеристическое число, определенное левой частью 
формулы (37), не зависит от выбора класса когомологий t Е 
H"** (Kk (Qa, 1), K (Ia, 1); 2/2), для которого j*(t) Е Н’“(К(0.,1);2/2) 
является образующим классом. 

Доказательство Леммы 

Действительно, при другом выборе # получим, что t — t’ Е Ш9*: 
H”-**-l(K (Ig, 1);Z/2) — Н”’\*(К(, 1), Ка, 1); 2/2)). Следователь- 
HO, класс и (И — Mena (t!) © НМ" (а), ON" (а); 2[2)) по- 
лучен в результате применения кограничного гомоморфизма д* 
H"-*k-1(QN"-*k (d): 2/2) > H"-?*(N"-2(d), дм" (а); Z/2) к некоторо- 
му элементу x = p*(q), гдеа Е H"-**-1(K (Ig, 1); 2/2) - образующий 
класс когомологий. Теперь заметим, что гомоморфизм 

(мамад|амао)" HK (Ta, 1); 2/2) > HW" 0" (а); 2/2) 

является тривиальным. Для этого докажем, что подмногообра- 
зие 0№_*(а) с ЕР" представляет нулевой гомологический 
класс. Исходя из геометрического смысла характеристических клас- 
сов Штифеля-Уитни (см. [M-S], параграф 12), класс [ON"~?*(d)] Е 

Н„_2к_1(ВР”—*; 2/2) двойственнен в смысле Пуанкаре характеристиче- 

скому классу @;,41(RP”—*) Штифеля-Уитни нормального расслоения над 

ВР"-^, поскольку является классом гомологий, препятствующим к но- 
строению редукции стабильного нормального расслоения этого мно- 
гообразия до нормального расслоения размерности К. Вспомним, что 

п = 2! — 1, поэтому самый старший характеристический класс w,(IRP"*) 
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(íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ) èìååò ðàçìåðíîñòü k è w̄k+1(RPn−k) = 0 (Íà-ïðèìåð, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå n = 4, k = 1 ïîëó÷èì w̄2(RP2) = 0.) Ëåììà18 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 19 àíàëîãè÷íî è îïóñêàåòñÿ.Ïóñòü d : RPn−k → Rn � êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ, (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì äâîéíûõ òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ïóñòü çàäàííî îòîáðàæåíèå µa,N(d) :
(Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d))→ (K(Ia, 1), K(Id, 1)), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íî-ìó óñëîâèþ (29). Íàì ïîòðåáóåòñÿ êðèòåðèé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îòîáðà-æåíèå µa,N(d) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (30).�àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå

pa : N̄n−2k
a (d)→ Nn−2k(d), (38)èíäóöèðîâàííîå èç óíèâåðñàëüíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

K(Id, 1)→ K(Ia, 1) (39)êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ îòîáðàæåíèåì µa,N(d) : Nn−2k(d) →
K(Ia, 1). Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (29), îãðàíè÷åíèå íà-êðûòèÿ (38) íà êðàé ∂Nn−2k(d) îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì äâóëèñòíûìíàêðûòèåì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
η : Nn−2k(d) → K(D4, 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, íàêðûòèå (38) ñîâïà-äàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì, îïðåäåëåííûì �îðìóëîé
(27).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå µ̄a,N(d) : N̄n−2k(d)a → K(Id, 1) íàêðûâàþ-ùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå äâóëèñòíî íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå µa,N(d) :
Nn−2k(d) → K(Ia, 1) ïðè äâóëèñòíûõ íàêðûòèÿõ (38), (39) íàä ïðîîá-ðàçîì è îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ µa,N(d). Îïðåäåëèì çàìêíóòîå ìíîãîîáðà-çèå R̄n−2k êàê ðåçóëüòàò ïîäêëåéêè ê ìíîãîîáðàçèþ N̄n−2k(d)a öèëèíäðà
Cn−2k äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ ∂N̄n−2k(d)a → ∂Nn−2k(d) âäîëü îáùåãî êðàÿ
∂N̄n−2k(d)a = ∂Cn−2k. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå µR̄ : R̄n−2k → K(Id, 1) êàêðåçóëüòàò ñêëåéêè îòîáðàæåíèÿ µ̄a : N̄n−2k(d)a → K(Id, 1) 
 îòîáðàæåíè-åì

Cn−2k pC−→ ∂N̄n−2k(d)a

µa|∂N̄n−2k(d)a
−→ K(Id, 1),ãäå pC : Cn−2k → ∂Nn−2k(d)a � ïðîåêöèÿ öèëèíäðà íà îñíîâàíèå. Ôóíäà-ìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîáðàçèÿ R̄n−2k îáîçíà÷èì ÷åðåç [R̄].29

(нормального расслоения) имеет размерность k и Wy, (RP) = 0 (На- 

пример, в простейшем случае п = 4, К = 1 получим 5 (ЕР?) = 0.) Лемма 

доказана. 

Доказательство Леммы [19] аналогично и опускается. 

Пусть а: ВР”_* — В" - кусочно-линейное отображение общего по- 

ложения, (№ *(4), ОМ" (4)) - многообразие с краем двойных точек 
самопересечения отображения 4. Пусть заданно отображение има): 

(№2 (а), ON"-**(d)) > (K (Ig, 1), K (Ig, 1)), удовлетворяющее гранично- 
му условию (29). Нам потребуется критерий проверки того, что отобрал 

жение [lq,N(d) удовлетворяет условию . 

Рассмотрим двулистное накрытие 

pa: М" (а) > М (а), (38) 

индуцированное из универсального двулистного накрытия 

К(1,1) > К(1., 1) (39) 

классифицирующих пространств отображением мама) : № n-2k(q) 

К(Т., 1). Поскольку выполнено граничное условие (29), ограничение на- 

крытия на край ОМ№”_**(4) оказывается тривиальным двулистным 
накрытием. Заметим, что в случае, когда структурное отображение 

п: № *(а) > К(О4,1) является циклическим, накрытие совпал 
дает с каноническим двулистным накрытием, определенным формулой 

(27). 
Рассмотрим отображение fia,N(d) : № * (4), — K(Ig,1) накрываю- 

щих пространств, которое двулистно накрывает отображение има): 
№ (4) — К(Т.,1) при двулистных накрытиях (38), над прооб- 
разом и образом отображения има). Определим замкнутое многообра- 

зие А”? как результат подклейки к многообразию №" (4), цилиндра 
С"? двулистного накрытия ЭМ" (4), > ON"~?*(d) вдоль общего края 
ON” -**(d), = OC" *. Определим отображение ив : В" — К (Ла, 1) как 
результат склейки отображения йа : № (4). + К (Ig, 1) с отображени- 
ем 

Hala yn—2k (da 

— Ст Pe, О Ка. 1, 
где po: C’-** — @N”-**(d), — проекция цилиндра на основание. Фунда- 

ментальный цикл многообразия R"-2* обозначим через [В]. 
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Ëåììà 20. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) →
(K(Ia, 1), K(Id, 1)) ðàâåíñòâî (30) ýêâèâàëåíòíî òîìó, êëàññ ãîìîëîãèé

µR̄,∗([R̄
n−2k]) ∈ Hn−2k(K(Id, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 20Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (29) âûòåêàåò, ÷òî êëàññ ãîìîëîãèé

µa,N(d);∗([∂N
n−2k(d)]) â ãðóïïå Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2) ðàâåí íóëþ (ñì.ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå äëÿ êëàññîâ êîãîìîëîãèé â Ëåììå 18).Ïóñòü W n−2k ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂W n−2k = ∂Nn−2k(d). Îáîçíà÷èì÷åðåç

ϕ : W n−2k → K(Id, 1) (40)ñèíãóëÿðíûé îòíîñèòåëüíûé öèêë, îñóùåñòâëÿþùèé ãîìîëîãèþ íó-ëþ ñèíãóëÿðíîãî öèêëà ϕ|∂W n−2k = µa,N(d)|∂Nn−2k(d) â ïîäïðîñòðàíñòâå
K(Id, 1) ⊂ K(Ia, 1).Îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ïðè îòîáðàæåíèè (µa,N(d) ∪∂ ϕ) :
Nn−2k(d) ∪∂ W

n−2k → K(Ia, 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç x ∈ Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2).Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå îòíîñèòåëüíîãî öèêëà (40) óñëîâèå(30), ïåðå�îðìóëèðîâàííîå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àáñîëþòíûõ êëàññîâãîìîëîãèé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êëàññ ãîìîëîãèé x ∈ Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.�àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå µ̄a,N(d)∪∂ ϕ̄ : N̄n−2k(d)a∪∂ W̄
n−2k →

K(Id, 1) íàä îòîáðàæåíèåì µa,N(d) ∪∂ ϕ, èíäóöèðîâàííîå èç íàêðûòèÿ
K(Id, 1)→ K(Ia, 1) íàä ïðîñòðàíñòâîì-îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ µa,N(d)∪∂ ϕ.Îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè îáîçíà÷èì ÷å-ðåç x̄ ∈ Hn−2k(K(Id, 1); Z/2). Ýëåìåíò x̄ ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé, òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà x ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññ ãîìîëîãèé x̄ ïðåäñòàâëåí îáðàçîì �óíäà-ìåíòàëüíîãî êëàññà ïðè îòîáðàæåíèè µR̄ : R̄n−2k → K(Id, 1). Ëåììà 20äîêàçàíà.Ïóñòü c : Sn−2k/i → Rn � êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ, (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì äâîéíûõ òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c. Ïóñòü çàäàííî îòîáðàæåíèå λa,L(c) :
(Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) → (K(Qa, 1), K(Ia, 1)), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íî-ìó óñëîâèþ (36). Íàì ïîòðåáóåòñÿ êðèòåðèé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îòîáðà-æåíèå λa,L(c) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (37).30

Лемма 20. Для отображения има : (N"-?*(d),ON"?*(d)) > 
(К(Т., 1), К (Та, 1)) равенство (30) эквивалентно тому, класс гомологий 

ив» (18 ]) © Н„_ж(К (La, 1); 2/2) 

является образующим. 

Доказательство Леммы 

Из граничного условия (29) вытекает, что класс гомологий 

La,N(a)x((ON”°* (d)]) в группе Н„_2—(К (Ig, 1);Z/2) равен нулю (см. 
эквивалентное утверждение для классов когомологий в Лемме [18). 
Пусть И/"-2 многообразие с краем OW"-2* = 9№` (4). Обозначим 
через 

ф: W"** > К (Ia, 1) (40) 

сингулярный относительный цикл, осуществляющий гомологию ну- 

лю сингулярного цикла ф|у»-2* = Ha,n(a)lann—24(a) В подпространстве 
К (Та, 1) с К(1,1. 

Образ фундаментального класса при отображении (иа,м(а) Ua Y) 

№ 2* (а) ца W"-** — К(Т., 1) обозначим через x Е Н„_эк(К (Ia, 1); 2/2). 
Очевидно, что при любом выборе относительного цикла (40) условие 

(30), переформулированное для соответствующих абсолютных классов 

гомологий, состоит в TOM, что класс гомологий x Е Н„_2эк(К (Ia, 1); 4/2) 
является образующим. 

Рассмотрим двулистное накрытие да, м(а) Чэф: №" (4), Ца И’"* — 

К(Та,1) над отображением ра,м(а) Ча Ф, индуцированное из накрытия 

К (Та, 1) — К (1, 1) над пространством-образом отображения а, м(а) Чаф. 

Образ фундаментального класса при этом отображении обозначим че- 

рез © Е Н„_2%(К (Ig, 1); 2/2). Элемент является образующей, тогда и 
только тогда, когда т является образующей. 

С другой стороны, класс гомологий X представлен образом фунда- 

ментального класса при отображении ив : В" %* — К(1а,1). Лемма 

доказана. 

Пусть с: 5” %*/1 — В” — кусочно-линейное отображение общего по- 

ложения, (L"~4*(c), OL" (с)) — многообразие с краем двойных точек 
самопересечения отображения с. Пусть заданно отображение Ла, (о) 

(L"-4"(c), От“ (с))  (К(О., 1), K (Ig, 1)), удовлетворяющее гранично- 
му условию (36). Нам потребуется критерий проверки того, что отобра- 

жение Л.,г(с) удовлетворяет уравнению (37). 
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�àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå
pa : L̄n−4k

a (c)→ Ln−4k(c), (41)èíäóöèðîâàííîå èç óíèâåðñàëüíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
K(Ia, 1)→ K(Qa, 1) (42)êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ îòîáðàæåíèåì λa,L(c) : Ln−4k(c) →

K(Qa, 1). Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (29), îãðàíè÷åíèåíàêðûòèÿ (41) íà êðàé ∂Ln−4k(c) îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì äâóëèñò-íûì íàêðûòèåì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
ζ : Ln−4k(c) → K(Z/2[3], 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, íàêðûòèå (41) ñîâïà-äàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì, îïðåäåëåííûì �îðìóëîé
(33).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå λ̄a,L(c) : L̄n−4k(c)a → K(Ia, 1) íàêðûâàþ-ùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå äâóëèñòíî íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå λa,L(c) :
Ln−4k(c) → K(Qa, 1) ïðè äâóëèñòíûõ íàêðûòèÿõ (41), (42) íàä ïðîîá-ðàçîì è îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ λa,L(c). Îïðåäåëèì çàìêíóòîå ìíîãîîáðà-çèå R̄n−4k êàê ðåçóëüòàò ïîäêëåéêè ê ìíîãîîáðàçèþ L̄n−4k(c)a öèëèíäðà
Cn−4k äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ ∂L̄n−4k(c)a → ∂Ln−4k(c) âäîëü îáùåãî êðàÿ
∂L̄n−4k(c)a = ∂Cn−4k. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå λR̄ : R̄n−4k → K(Id, 1) êàêðåçóëüòàò ñêëåéêè îòîáðàæåíèÿ λ̄a,L(c) : L̄n−4k(c)a → K(Ia, 1) 
 îòîáðàæå-íèåì

Cn−4k pC−→ ∂L̄n−4k(c)a

λa|∂L̄n−4k(c)a
−→ K(Ia, 1),ãäå pC : Cn−4k → ∂Ln−4k(c)a � ïðîåêöèÿ öèëèíäðà íà îñíîâàíèå. Ôóíäà-ìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîáðàçèÿ R̄n−4k îáîçíà÷èì ÷åðåç [R̄].Ëåììà 21. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ λa,L(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) →

(K(Qa, 1), K(Ia, 1)) ðàâåíñòâî (37) ýêâèâàëåíòíî òîìó, êëàññ ãîìîëîãèé
λR̄,∗([R̄]) ∈ Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 21 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 20 èîïóñêàåòñÿ.Ïðåäëîæåíèå 22. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 8, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòãðóïïû Immsf (n−k, k) ïðåäñòàâëåí ñêîøåííî�îñíàùåííûì ïîãðóæåíè-åì (f, κ,Ξ), äîïóñêàþùèì öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â ñìûñëå Îïðåäåëå-íèÿ 10. 31

Рассмотрим двулистное накрытие 

Pa а **(c) > (©), (41) 

индуЦцированное из универсального двулистного накрытия 

К(1, 1) > К(9., 1) (42) 

классифицирующих пространств отображением Ла, (о) : [7% (с) = 

K(Q,,1). Поскольку выполнено граничное условие (29), ограничение 

накрытия на край ОГ“ (с) оказывается тривиальным двулист- 

ным накрытием. Заметим, что в случае, когда структурное отображение 

С: №“ (с) = К(2/28,1) является циклическим, накрытие совпал 
дает с каноническим двулистным накрытием, определенным формулой 

(33). 
Рассмотрим отображение Agric) : Г" (с), > К(,1) накрываю- 

щих пространств, которое двулистно накрывает отображение Ла,г(с) 
4 (с)  К(О.,1) при двулистных накрытиях (41), над прооб- 
разом и образом отображения Ло,г(с). Определим замкнутое многообра- 

зие А”“^ как результат подклейки к многообразию [”`“* (с). цилиндра 
С"-4^ двулистного накрытия OL" (с), > 917—“(с) вдоль общего края 
OL"~** (ce), = С". Определим отображение Ap : В"—4^ > К (1,1) как 
результат склейки отображения Л. ге) : L"~“*(c)a > K (Ia, 1) с отображе- 
нием 

Ла [отт (с)а 

— con® SC, OL" (6). К (1, 1), 

где ро : OC" ** —> 9/1“ (с), — проекция цилиндра на основание. Фунда- 
ментальный цикл многообразия R”’~** обозначим через [В]. 

Лемма 21. Для отображения Xan) : (L™**(c),OL"“**(c)) = 
(К(О., 1), К (1,1)) равенство эквивалентно тому, класс гомологий 

Ав,«([П]) © Н»_ак(К(0., 1); 2/2) 

является образующим. 

Доказательство Леммы аналогично доказательству Леммы и 

опускается. 

Предложение 22. При К = 0 (mod 2), К > 8, произвольный элемент 

epynno Imm! (п — К, К) представлен скошенно-оснащениым, погружени- 

ем (f,K,=), допускающим циклическую структуру в смысле Onpedene- 

ния 
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Ïðåäëîæåíèå 23. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), 10k − 1 > n, k ≥ 8, ïðî-èçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû ImmD4(n − 2k, 2k), ëåæàùèé â îáðàçå ãî-ìîìîð�èçìà δ : Immsf (n − k, k) → ImmD4(n − 2k, 2k), ïðåäñòàâëåí
D4�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (g, η,Ψ), äîïóñêàþùèì êâàòåðíèîííóþñòðóêòóðó â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 11.Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèé 22, 23 îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäñòâèè ñëå-äóþùåãî ïðèíöèïà ïëîòíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà ïîãðóæåíèé â ïðîñòðàí-ñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé, ñì.[Gr, ïðåäëîæåíèå 1.2.2 ℄.Ïðåäëîæåíèå 24. Ïóñòü f0 : M # N ãëàäêîå ïîãðóæåíèå ìåæäóçàìêíóòûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ïðè÷åì ìíîãîîáðàçèå N ñíàáæåíî ìåò-ðèêîé b è dim(M) < dim(N). Ïóñòü g : M → N íåïðåðûâíîå îòîáðà-æåíèå, ãîìîòîïíîå ïîãðóæåíèþ f0. Òîãäà ∀ε > 0 íàéäåòñÿ ïîãðóæå-íèå f : M # N , ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíîå ïîãðóæåíèþ f0, äëÿ êîòîðîãî
dist(g; f)C0 < ε â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà îòîáðàæåíèé, èíäóöèðîâàí-íîé ìåòðèêîé b.Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå Ïðåäëîæåíèÿ 24.Ñëåäñòâèå 25. Ïóñòü (f ′, κ,Ξ′) � ïðîèçâîëüíîå ñêîøåííî-îñíàùåííîåïîãðóæåíèå, ãäå f ′ : Mn−k

# Rn, ïðåäñòàâëÿþùåå ýëåìåíò [(f ′, κ,Ξ′)] ∈
Immsf (n − k, k) è ïóñòü f1 : Mn−k → Rn � ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîåîòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) ε > 0 ñó-ùåñòâóåò ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, κ,Ξ), ãäå f : Mn−k

#

R
n � ïîãðóæåíèå òîãî æå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ òîò æå ýëå-ìåíò [(f ′, κ,Ξ′)] ∈ Immsf(n− k, k), ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå

dist(f1; f) < ε. (43)Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 25Ïî ïðåäëîæåíèþ 24 ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå f , ðåãóëÿðíî-ãîìîòîïíîå f ′äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (43). �åãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè â êëàñ-ñå ñêîøåííî-îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé. Ïîýòîìó f ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-32

Предложение 23. При К = 0 (mod 2), 10k —1 > n, > 8, npo- 

извольный элемент группы. ImmP4(n — 2k, 2k), лежащий в образе го- 
моморфизма 6 : Гттё/(п — k,k) + ImmP4(n — 2К,2К), представлен 
О. оснащенным погружением (g,n,V), допускающим кватернионную 
структуру в смысле Определения 

Доказательство Предложений 23 основывается на следствии сле- 

дующего принципа плотности подпространства погружений в простран- 

стве непрерывных отображений с компактно-открытой топологией, см. 

[Gr, предложение 1.2.2 |. 

Предложение 24. Пусть fo : М % М гладкое погружение между 

замкнутыми многообразиями, причем многообразие № снабжено мет- 

рикой 6 и dim(M) < dim(NV). Пусть 9 : М -— М непрерывное отобра- 

жение, гомотоптное погружению fo. Тогда Ve > 0 найдется погруже- 

ние } : MN, регулярно гомотоптное погружению fo, для которого 

dist(g; 1)со < € в метрике пространства отображений, индуцирован- 

ной метрикой 6. 

Нам потребуется следующее следствие Предложения 24. 

Следствие 25. Пусть (f',«,=') — произвольное скошенно-оснащенное 
погружение, где f’: М" ® 4 В", представляющее элемент [(|, к,=”)] Е 

Imm*f(n —k,k) и пусть fi : M"-* - В" - произвольное непрерывное 

отображение. Тогда для произвольного (сколь угодно малого) = > 0 cy- 

wecmeyem скошенно-оснащенное погружение (},к,=), где f : М" * 4» 
В” - погружение того же многообразия, представляющая MOM же эле- 
мент, [(f’,«, =”)] Е Imm (п — К, К), причем выполнено условие 

dist (fis f) <=. (43) 

Доказательство Следствия 

По предложению 24 существует погружение f, регулярно-гомотопное f’ 

для которого выполнено условие (43). Регулярная гомотопия скошенно- 

оснащенного погружения продолжается до регулярной гомотопии в клас- 

се скошенно-оснащенных погружений. Поэтому } является скошенно- 
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îñíàùåííûì è ýëåìåíòû [(f ′, κ,Ξ′)], [(f, κ,Ξ)] ðàâíû. Ñëåäñòâèå 25 äî-êàçàíî.Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (Îñíîâíàÿ Ëåììà), äîêà-çàòåëüñòâî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.Ëåììà 26. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 8, ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ëèíåéíîåîòîáðàæåíèå d : RPn−k → Rn (ñ îñîáåííîñòüþ) îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äî-ïóñêàþùåå öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.Âûâîä Ïðåäëîæåíèÿ 22 èç Ëåììû 26�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå d : RPn−k → Rn, ïîñòðîåííîå â Ëåììå 26. �àñ-ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû Immsf (n−k, k), ïðåäñòàâëåííûéïîãðóæåíèåì f ′ : Mn−k
# Rn ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì (κ,Ξ′). �àñ-ñìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κ : Mn−k → RPn−k ýòîãî ñêîøåííîãîîñíàùåíèÿ è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f1 : Mn−k → R

n, îïðåäåëåííîå êàêêîìïîçèöèÿ f1 = d ◦ κ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìíîãîìåíüøåå ðàäèóñà íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè UN(d) ïîëèýäðà N(d)(ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ
d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gN(d) : N(d) # Rn ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå ïî-ëèýäðà òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ Ñëåäñòâèåì 25 è îïðåäå-ëèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå f : Mn−k

# Rn, ïðåäñòàâëÿþùååèñõîäíûé ýëåìåíò [(f ′, κ,Ξ′)] è ïðè ýòîì òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå(43).�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Nn−2k òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
f , îïðåäåëåííîå ïî �îðìóëå (2). Îïðåäåëåíî ïîãðóæåíèå g : Nn−2k

# Rn.Ìíîãîîáðàçèå Nn−2k ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîäìíîãîîá-ðàçèé Nn−2k = Nn−2k
cycl ∪N

n−2k
Ib

ïî îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû ∂Nn−2k
cycl = ∂Nn−2k

Ib
.Âñå ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì îïðåäåëèì äàëåå.Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàäèóñ ðåãóëÿðíîé ïî-ãðóæåííîé îêðåñòíîñòè ïîãðóæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì Nn−2k(d) òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d (âäàëè îò êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéýòîãî îòîáðàæåíèÿ ò.å. êðàÿ ∂Nn−2k(d)), ðàäèóñ ðåãóëÿðíîé ïîãðóæåííîéîêðåñòíîñòè ïîãðóæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ d âíåðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ðàäèóñ ñàìîé ðåãóëÿðíîéâëîæåííîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ d ðàâíû ε.Îáîçíà÷èì óêàçàííûå îêðåñòíîñòè ÷åðåç UN(d) Ud, U∂N(d) ñîîòâåòñòâåííî.Îïðåäåëèì Nn−2k

cycl êàê ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ÷òî-áû îáðàç g(Nn−2k
cycl ) ëåæàë â ðåãóëÿðíîé ïîãðóæåííîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âëîæåíèå33

оснащенным и элементы [(f’,«,=’)|, (1, к,=)] равны. Следствие до- 

казано. 

Нам также потребуется следующая лемма (Основная Лемма), дока- 

зательство которой проводится в разделе 3. 

Лемма 26. При К = 0 (mod 2), К > 8, существует кусочно-линейное 

отображение а : ЕР" * — В" (с особенностью) общего положения, 00- 

пускающее циклическую структуру. 

Вывод Предложения из Леммы 

Рассмотрим отображение 4: ВР” * -› В", построенное в Лемме 26. Рас- 

смотрим произвольный элемент группы [7757 (п— К, К), представленный 

погружением f’ : М”* 9» В" со скошенным оснащением (к, =”). Рас- 

смотрим характеристический класс к : M"—-* — ВР”-* этого скошенного 

оснащения и рассмотрим отображение f, : М” * > В”, определенное как 

композиция | = 4ок. Обозначим через = положительное число, много 

меньшее радиуса некоторой регулярной окрестности Им(а) полиэдра N(d) 

(подмногообразия с особенностями) точек самопересечения отображения 
4. Обозначим через gna) : N(d) % В" параметризующее погружение по- 

лиэдра точек самопересечения. Воспользуемся Следствием [25 и опреде- 

лим скошенно-оснащенное погружение f : М” * o> В", представляющее 

исходный элемент [(}, к, =’)] и при этом такое, что выполнено условие 

(43). 

Рассмотрим многообразие №” точек самопересечения погружения 

f, определенное по формуле (2). Определено погружение д : М"? 9> В". 

Многообразие №2" представим в виде объединения двух подмногооб- 

разий № * = ra UNp *^ по общей части границы Эм = ont. 
Все эти многообразия с краем определим далее. 

Для простоты обозначений предположим, что радиус регулярной по- 

груженной окрестности погружения многообразия с краем N"~2*(d) то- 
чек самопересечения отображения 4 (вдали от критических значений 

этого отображения т.е. края О№”`*(4)), радиус регулярной погруженной 

окрестности погружения, полученного ограничением отображения 4 вне 

регулярной окрестности критических точек и радиус самой регулярной 

вложенной окрестности критических значений отображения d равны 5. 

Обозначим указанные окрестности через Им(а) Ug, Vania) соответственно. 

Определим Nea как максимальное подмногообразие с краем, что- 

бы образ (М) лежал в регулярной погруженной =-окрестности точек 

самопересечения отображения 4. Это означает, что существует вложение 
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Nn−2k
cycl ⊂ UN(d), êîòîðîå ïðè êîìïîçèöèè ñ ïàðàìåòðèçóþùèì ïîãðóæåíè-åì îêðåñòíîñòè ïåðåõîäèò â îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñà-ìîïåðåñå÷åíèÿ íà ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå. Ëåãêî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå

(Nn−2k
cycl , ∂Nn−2k

cycl ) → (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)), ïðè êîòîðîì ïðîîáðàç êàæ-äîé òî÷êè ñîñòîèò èç ïàðû òî÷åê, îáðàçû êîòîðûõ ïðè îòîáðàæåíèè κ
ε-áëèçêè íà RPn−k.Îïðåäåëèì Nn−2k

Ib
êàê îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k, îáðàçêîòîðîé ïðè îòîáðàæåíèè g ðàñïîëîæåí â îêðåñòíîñòè Ud (ïîãðóæåí-íîé) ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ d (âûøå ìû ïðèâåëèîïðåäåëåíèå äëÿ àíàëîãè÷íîãî ñëó÷àÿ) èëè âî âëîæåííîé îêðåñòíîñòè

U∂N(d).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîãðóæåíèå g : Nn−2k
# Rn òðàíñâåðñàëüíî âäîëü

∂UN(d). Òîãäà îáùàÿ ãðàíèöà ∂Nn−2k
cycl = ∂Nn−2k

Ib
ïîãðóæåíà â ãðàíèöóðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè U∂N(d).Ìíîãîîáðàçèå Nn−2k ñíàáæåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì

ηN : Nn−2k → K(D4, 1). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîá-ðàæåíèå ηN , îãðàíè÷åííîå íà ïîäìíîãîîáðàçèå Nn−2k
Ib

⊂ Nn−2k, ãîìîòîï-íî îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1).Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηN(d) : Nn−2k(d)→ K(D4, 1) ïðîäîëæàåòñÿ
 Nn−2k(d) äî îòîáðàæåíèÿ ηUN(d)
: UN(d → K(D4, 1). Ïðè ýòîì îãðàíè÷å-íèå ηU∂N(d)

: U∂N(d) → K(D4, 1) ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàí-ñòâî K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ηN :
Nn−2k → K(D4, 1), îãðàíè÷åííîå íà ïîäìíîãîîáðàçèå Nn−2k

cycl îïðåäåëåíîêàê îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηUN (d) : UN(d) → K(D4, 1),ïîñêîëüêó g(Nn−2k
cycl ) ëåæèò â UN(d).Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíà öèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îòîáðàæåíèÿ d. Ýòàñòðóêòóðà îïðåäåëåíà îòîáðàæåíèåì µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) →

(K(Ia, 1), K(Id, 1)). Îòîáðàæåíèå µa,N(d) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ
µa,UN(d)

: (UN(d), U∂N(d)) → (K(Ia, 1), K(Id, 1)). Ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ (30)âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ µa,UN(d)
|U∂N(d)

è η|U∂N(d)
ãîìîòîïíû. Õàðàêòå-ðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ηN(f)|Ncycl⊂N(f) : Nn−2k

cycl → K(D4, 1) èíäóöèðî-âàíî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì ηUN(d)
ïðè âêëþ÷åíèèè Nn−2k

cycl ⊂ UN(d).Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèÿ µNcycl
è ηNIb

ìîæíî ñêëåèòü â îäíî îòîáðà-æåíèå µa : Nn−2k → K(Ia, 1).Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå µa îïðåäåëÿåò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòó-ðó äëÿ (f, κ,Ξ) â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 10. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèåìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé âêëþ÷åíèÿè ïðîåêöèè ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè íà öåíòðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå:
F : (Ncycl, ∂Ncycl)

g
⊂ (UN(d), U∂N(d)) −→ (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)). Èç ýëå-34

Nea С Ома), которое при композиции с параметризующим погружени- 
ем окрестности переходит в ограничение погружения многообразия са- 
мопересечения на это подмногообразие. Легко определить отображение 

(Ney OND) > (№ (а), 0№-*(а)), при котором прообраз каж- 
дой точки состоит из пары точек, образы которых при отображении к 
=-близки на ВР” *^. 

Определим Nu как оставшуюся часть многообразия N”~?*, образ 

которой при отображении 9 расположен в окрестности Ug (погружен- 
ной) множества регулярных значений отображения 4 (выше мы привели 
определение для аналогичного случая) или во вложенной окрестности 

Пома). 
Предположим, что погружение д : № ** 9+ В” трансверсально вдоль 

ОО (а). Тогда общая граница Эм = ont ** погружена в границу 

регулярной окрестности Оэм(а). 

Многообразие N”"-?* снабжено характеристическим отображением 

nv : М" > К(О., 1). Легко проверить, что характеристическое отоб- 

ражение 7 лм, ограниченное на подмногообразие Np С №, гомотоп- 

но отображению в подпространство А (I,,1) © К(О4, 1). 
Структурное отображение 1a) : N"~?*(d) + K(Du, 1) продолжается 

с №" (4) до отображения Tuy... : Ома > К (Da, 1). При этом ограниче- 
ние 70а) : Чам(а) > К(О4,1) гомотопно отображению в подпростран- 

ство А (1,1) C К(О4, 1). 
Нетрудно проверить, что характеристическое отображение ям 

№ _, К(Оа, 1), ограниченное на подмногообразие № na определено 

как ограничение структурного отображения Пи (а) : Има — K(Da, 1), 

поскольку (М) лежит в Una). 

По условию определена циклическая структура отображения 4. Эта 
структура определена отображением fla,n(a) : (№ 2" (а), дм" *^(а)) > 
(К (Ia, 1), К (1a, 1)). Отображение и.м(а) продолжается до отображения 
Пека + (Им(а), Чома)) > (K (Ta, 1), К (а, 1)). При этом из условия (30) 
вытекает, что отображения Иа, |бома И Пока) ГОМоТопны. Характе- 

ристическое отображение 7м(/)|м.„асм(л): Nea — K(Duz,1) индуциро- 

вано структурным отображением ти „ при включениии a с Una): 
Следовательно, отображения им, и м, можно склеить в одно отобра- 

жение ии : № 2* — K(I,, 1). 
Докажем, что отображение [lg определяет циклическую структу- 

ру для (f,4,=) в смысле Определения Рассмотрим отображение 

многообразий с краем, которое определяется композицией включения 
и проекции регулярной окрестности на центральное подмногообразие: 

Е: (Neyer, ONeyect) С (Un a), Vanca)) _* (№—* (а), ON" **(d)). Из эле- 

34



ìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûòåêàåò, ÷òî ýòà ñòåïåíü ýòîãîîòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ κ : Mn−k → RPn−k ò.å.ñ h(f,Ξ, κ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî hµa,k, ïîñ÷è-òàííîå ïî �îðìóëå (23), âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñòåïåíü deg(F ) îòîáðàæåíèÿ
F . Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç Ëåììû 20 è ðàâåíñòâà (30).Ïðåäëîæåíèå 22 äîêàçàíî.Ëåììà 27. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), n < 10k−1, k ≥ 8, ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå : Sn−2k/i → Rn (ñ îñîáåííîñòüþ) îáùåãî ïîëî-æåíèÿ, äîïóñêàþùåå êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû (27) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû (26),îíî òàêæå ïðîâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.Âûâîä Ïðåäëîæåíèÿ 23 èç Ëåììû 27�àññìîòðèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, κ,Ξ), òàêîå, ÷òî
δ([(f, κ,Ξ)]) = [(g1 : Nn−2k

# Rn, η,Ψ)] ïðåäñòàâëÿåò äàííûé ýëåìåíò èçãðóïïû ImmD4(n− 2k, 2k). Ïî Ïðåäëîæåíèþ 22, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-ñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîãðóæåíèå f : Mn−k
# Rn äîïóñêàåò öèêëè÷å-ñêóþ ñòðóêòóðó. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå c : Sn−2k/i→ R

n, ïîñòðîåííîåâ Ëåììå (27) è ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå g : Nn−2k
# Rn, îïðåäåëåííîåâ ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 22 ê îòîáðàæåíèþ êîìïîçèöèè

c ◦ µa : Nn−2k → Sn−2k/i→ Rn.�àññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Ïðåäëîæåíèÿ 22, çàêëþ-÷àåì, ÷òî îïðåäåëåíà êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà D4�îñíàùåííîãî ïîãðó-æåíèÿ [(g, η,Ψ)]. Ïðåäëîæåíèå 23 äîêàçàíî.Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 9�àññìîòðèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, κ,Ξ), òàêîå, ÷òî
δ([(f, κ,Ξ)]) = [(g : Nn−2k

# Rn, η,Ψ)] ïðåäñòàâëÿåò äàííûé ýëåìåíòèç ãðóïïû ImmD4(n − 2k, 2k). Âîñïîëüçóåìñÿ Ïðåäëîæåíèåì 23 è ïðåä-ñòàâèì ýëåìåíò [(g, η,Ψ)] D4�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì, äîïóñêàþùèìêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.Âûáåðåì íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå k òàêèì, ÷òî n − 4k = 31, k ≥ 8,÷òî âîçìîæíî â ïðåäïîëîæåíèè n ≥ 63. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L31 � ìíîãî-îáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå λa :
L31 → S31/Qa, êîòîðîå çàäàåò êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó äëÿ (g, η,Ψ) èïîñòðîåíî â Ïðåäëîæåíèè 23. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λa ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåð-ñàëüíûì âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ S7/Qa ⊂ S31/Qa. �àññìîòðèì â ìíî-ãîîáðàçèè L31 ïîäìíîãîîáðàçèå K7 ⊂ L31, îïðåäåëåííîå ïî �îðìóëå
K7 = λ−1

a (S7/i). Îïðåäåëèì ϕ = λa|K7.35

ментарных геометрических соображений вытекает, что эта степень этого 

отображения совпадает со степенью отображения к : M"—-* — ВР”-* те. 

с (Р.Е, к). С другой стороны, характеристическое число № „к, посчи- 

танное по формуле ‚ вычисляется как степень 4е9(Р) отображения 

Е. Доказательство вытекает из Леммы [20] и равенства . 

Предложение [22] доказано. 

Лемма 27. При К =0 (mod 2), п < 10k—1, К > 8, существует, кусочно- 
линейное отображение : 5" /1 + В" (с особенностью) общего поло- 

жения, допускающее кватернионную структуру. 

Доказательство Леммы аналогично доказательству Леммы , 
OHO также проводится в разделе 3. 

Вывод Предложения из Леммы 

Рассмотрим скошенно-оснащенное погружение (f,K,=), такое, что 

9([(к,=)]) = [(g. : №" & В", 1, Ф)] представляет данный элемент из 
группы Imm?P4(n — 2k, 2k). По Предложению 22, не ограничивая общно- 

сти, можно считать, что погружение } : M"-* 9» В” допускает цикличе- 
скую структуру. Рассмотрим отображение с: 5" * /1 В", построенное 

в Лемме и рассмотрим погружение д : №" 9» В”, определенное 

в результате применения Предложения [22] к отображению композиции 
со: N-2k _ 5т- 2 |1 — В”. 

Рассуждая по аналогии с доказательством Предложения заклю- 
чаем, что определена кватернионная структура О.-оснащенного погру- 
жения |(9,7, %)]. Предложение [23] доказано. 

Доказательство Теоремы [9] 

Рассмотрим скошенно-оснащенное погружение (f,K,=), такое, что 

9([(№,к,=)]) = [(g : № ̂̂ 9» В", п, Ф)] представляет данный элемент 
из группы тт“ (п, — 2k, 2k). Воспользуемся Предложением 23] и пред- 

ставим элемент [(9,7,№)] Ол оснашенным погружением, допускающим 

кватернионную структуру. 
Выберем натуральное значение К таким, что п — 4k = 31, К > 8, 

что возможно в предположении п > 63. Обозначим через [31 — много- 

образие самопересечения погружения 49. Рассмотрим отображение Aq : 

L?' — §°1/Q,, которое задает кватернионную структуру для (9,1, V) и 
построено в Предложении Предположим, что А. является трансвер- 
сальным вдоль подмногообразия 5'/О, C S*'/Q,. Рассмотрим в мно- 

гообразии L?! подмногообразие КТ С L*', определенное по формуле 
К7 = №. 1 (57/4). Определим ф = Аа кт. 
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Äîêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå K7 èìååò íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå 6ϕ∗χ+.�àññëîåíèå χ+ íàä K(Qa, 1) èìååò ðàçìåðíîñòü 4 è îïðåäåëåíî â íà÷àëåðàçäåëà 4. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νL èçîìîð�íî ðàññëîåíèþ kζ∗ω, ãäå
ω : E(ω) → K(Z/2[3], 1)� êàíîíè÷åñêîå 4-ìåðíîå ðàññëîåíèå, îïðåäåëåí-íîå â ðàçäåëå 4 ïåðåä Ïðåäëîæåíèåì 42, ζ : L31 → K(Z/2[3], 1) � õàðàê-òåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, êëàññè�èöèðóþùåå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèåìíîãîîáðàçèÿ L31.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî k = n−1

4
− 7 è k ≡ 0 (mod 8). Ïî Ïðåäëîæåíèþ42 çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññëîåíèå νN |K òðèâèàëüíî. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèåìíîãîîáðàçèÿ K7 èçîìîð�íî ñóììå Óèòíè ðàññëîåíèé 6ϕ∗χ⊕ νN |K . Èç-çà òðèâèàëüíîñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïîëó÷èì òðåáóåìûé èçîìîð�èçì

νK = 6ϕ∗χ.Ïî ðàçìåðíîñòíûì ñîîáðàæåíèÿì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, îáðàçîòîáðàæåíèÿ λa|K ëåæèò â îñòîâå S7/Qa ⊂ S31/Qa. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 41ñòåïåíü deg(λa|K) ÷åòíà. Ïîñêîëüêó deg(ϕ) = deg(λa|K) = deg(λa) = ha è
ha = h(f, κ,Ξ), ïîëó÷èì h(f, κ,Ξ) = 0. Òåîðåìà 9 äîêàçàíà.3 Îñíîâíîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâàÂ ýòîì ðàçäåëå âñå îòîáðàæåíèÿ è ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿêóñî÷íî-ëèíåéíûìè, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî óñëîâèå ãëàäêîñòè.Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ d : RPn−k → RnÎáîçíà÷èì ÷åðåç J0 ñòàíäàðòíóþ (n−k)�ìåðíóþ ñ�åðó êîðàçìåðíîñòè k,
k ≡ 0 (mod 8), k > 0, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå äæîéíà n−k+1

2
= r0êîïèé îêðóæíîñòè S1. Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå J0 â Rn ÷åðåç

iJ0 : J0 ⊂ Rn.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p′ : Sn−k → J0, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëü-òàòå âçÿòèÿ äæîéíà r êîïèé ñòàíäàðòíûõ íàêðûòèé S1 → S1/i. Ñòàí-äàðòíîå äåéñòâèå Z/4 × Sn−k → Sn−k êîììóòèðóåò ñ îòîáðàæåíèåì p′.Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p̂ : Sn−k/i → J0 è îòîáðàæåíèå
p : RPn−k → J0 êàê êîìïîçèöèÿ ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
π : RPn−k → Sn−k/i ñ îòîáðàæåíèåì p̂.�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ iJ0 ◦ p̂ : Sn−k/i→ J0 → Rn, êîòîðóþ ìû îáî-çíà÷èì ÷åðåç ĝ, è ïðèâåäåì ýòî îòîáðàæåíèå â îòîáðàæåíèå d̂ îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ ìàëîé δ-äå�îðìàöèåé (iJ0 ◦ p̂)→ d̂ (êàêóþ èìåííî äå�îðìàöèþè íàñêîëüêî ìàëûì ñëåäóåò âûáèðàòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, çàäàùååêàëèáð ýòîé äå�îðìàöèè, âûÿñíèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 30). Èñ-êîìîå îòîáðàæåíèå d : RPn−k → Rn îïðåäåëèì êàê ãëàäêîå îòîáðàæåíèå36

Докажем, что многообразие К” имеет нормальное расслоение 6y* V+. 

Расслоение x, над К(О.,1) имеет размерность 4 и определено в начале 

раздела 4. Нормальное расслоение Vz, изоморфно расслоению kC*w, где 

w: E(w) > K(Z/2"!,1)— каноническое 4-мерное расслоение, определен- 
ное в разделе 4 перед Предложением С: [81 -, К(2/28 1) — харак- 
теристическое отображение, классифицирующее нормальное расслоение 

многообразия L*!. 
Легко проверить, что k = not —7uk=0 (mod 8). По Предложению 

заключаем, что расслоение им|к тривиально. Нормальное расслоение 

многообразия К” изоморфно сумме Уитни расслоений 6y*y Ф им|к. Из- 

за тривиальности второго слагаемого получим требуемый изоморфизм 

ик = 6y* x. 

По размерностным соображениям, не ограничивая общности, образ 

отображения Л.|к лежит в остове S”/Q, С S$*'/Q,. По Предложению 

степень deg(A,|x) четна. Поскольку deg(y) = deg(Aa|x) = deg(Aa) = ha и 
ha =h(f,«,=), получим 1 (}, к, =) = 0. Теорема [9] доказана. 

3 Основной этап доказательства 

В этом разделе все отображения и многообразия предполагаются 

кусочно-линейными, если специально не оговорено условие гладкости. 

Определение отображения 4 : RP’-* — В” 

Обозначим через Л стандартную (п—^)-мерную сферу коразмерности К, 

К =0 (mod 8), k > 0, которая получена в результате джойна ПА 

копий окружности 5". Обозначим стандартное вложение Ло в В” через 

1 Jo: Jo С В". 

Определено отображение р': 5” * — Jo, которое получается в резуль- 

тате взятия джойна 7 копий стандартных накрытий 5" > 51/1. Стан- 

дартное действие Z/4 x 5"_* > 5"_^ коммутирует с отображением р’. 

Тем самым, определено отображение р : S"-*/i — Л и отображение 

р: ВР"_^ — Л как композиция стандартного двулистного накрытия 

п: ВР" ̂ — $"-*/i с отображением р. 
Рассмотрим композицию iy, 0p: 5” */1 > Ло — В", которую мы 060- 

значим через д, и приведем это отображение в отображение 4 общего по- 

ложения малой д-деформацией (1. ор) — 4 (какую именно деформацию 

и насколько малым следует выбирать положительное число д, задащее 

калибр этой деформации, выяснится при доказательстве Леммы 80). Ис- 

комое отображение 4 : RP’-* — В” определим как гладкое отображение 

= То 
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îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå C0 äå�îðìàöèè êàëèáðà δ′,ãäå δ′ << δ, îòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî êîìïîçèöèåé ñòàíäàðòíîãîäâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π è îòîáðàæåíèÿ d̂. Â Ëåììå 26 äîêàçûâàåòñÿ,÷òî ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ d (ñ îñîáåííîñòüþ) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿñòðóêòóðà.Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c : Sn−2k/i→ RnÎáîçíà÷èì ÷åðåç J1 (n − 2k)�ìåðíûé ïîëèýäð, k ≡ 0 (mod 8), k > 0,êîòîðûé ïîëó÷åíûé â ðåçóëüòàòå äæîéíà n−2k+1
4

= r1 êîïèé êâàòåðíèîí-íîãî ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìàññè [Ma℄ (ñì.òàêæå [Ìå℄) îïðåäåëåíî âëîæåíèå S3/Qa ⊂ R4 êîðàçìåðíîñòè 1 è â ïðåä-ïîëîæåíèè n ≥ 4r−1 îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå J1 â Rn, êîòîðîåîáîçíà÷èì ÷åðåç iJ1 : J1 ⊂ Rn.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p′ : Sn−2k → J1, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðå-çóëüòàòå âçÿòèÿ äæîéíà r êîïèé ñòàíäàðòíûõ íàêðûòèé S3 → S3/Qa.Ñòàíäàðòíîå äåéñòâèå Qa × Sn−2k → Sn−2k, îïðåäåëåííîå ïðÿìîé ñóì-ìîé r ýêçåìïëÿðîâ ñòàíäàðòíîãî äåéñòâèÿ íà S3, çàäàííîãî �îðìóëàìè
(20), (21), (22), êîììóòèðóåò ñ îòîáðàæåíèåì p′. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíîîòîáðàæåíèå p̂ : Sn−2k/Qa → J1 è îòîáðàæåíèå p : Sn−2k/i→ J1 êàê êîì-ïîçèöèÿ ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π : Sn−2k/i → Sn−2k/Qa ñîòîáðàæåíèåì p̂.�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ iJ1 ◦ p̂ : Sn−2k/Qa → J1 → Rn, êîòîðóþîáîçíà÷èì ÷åðåç ĥ. Ïðèâåäåì ýòî îòîáðàæåíèå â îòîáðàæåíèå ĉ îáùåãîïîëîæåíèÿ ìàëîé δ-äå�îðìàöèåé (êàêóþ èìåííî ñëåäóåò âûáðàòü äå-�îðìàöèþ è íàñêîëüêî ìàëûì ñëåäóåò âûáèðàòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
δ, çàäàùåå êàëèáð ýòîé äå�îðìàöèè âûÿñíèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåì-ìû 31). Èñêîìîå îòîáðàæåíèå c : Sn−2k/i → Rn îïðåäåëèì êàê ãëàäêîåîòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå C0 äå�îðìà-öèè êàëèáðà δ′, ãäå δ′ << δ, îòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî êîìïîçèöè-åé ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π è îòîáðàæåíèÿ ĉ. Â Ëåììå 27äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ c (ñ îñîáåííîñòüþ) ñóùåñòâóåòêâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà.Ïîäïðîñòðàíñòâà è �àêòîðïîäïðîñòðàíñòâà ïîïîëíåííîãî êîí-�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ RPn−kÂ ðàçäåëå 2 áûëî îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Γ0, åãî äâóëèñòíîå íàêðû-òèå Γ̄0 è ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηΓ0 : Γ0 → K(D4, 1). Ïðîñòðàíñòâî
Γ0 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì. Îáîçíà÷èì âíóòðåííîñòü ýòîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ ÷åðåç Γ0◦. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηΓ0 íà Γ0◦37

общего положения, полученное в результате C° деформации калибра 6’, 

rae 0’ << 6, отображения, представленного композицией стандартного 

двулистного накрытия 7 и отображения 4. В Лемме доказывается, 

что что для отображения d (с особенностью) существует циклическая 

структура. 

Определение отображения с: 5" */1 = В" 

Обозначим через Л (п — 2К)-мерный полиэдр, К = 0 (mod 8), К > 0, 
n—2k+1 который полученый в результате джойна —~—— = т; копий кватернион- 

ного линзового пространства 53/©).. Согласно теореме Масси [Mal (см. 
также [Me]) определено вложение 53/0. С R* коразмерности 1 и в пред- 
положении п > 4т — 1 определено стандартное вложение J; в В”, которое 

обозначим через ал : Л С В". 

Определено отображение р’: S"-2* — Л, которое получается в ре- 

зультате взятия джойна т копий стандартных накрытий 53 — S?/Q,. 

Стандартное действие Q, x 5" — 5”, определенное прямой сум- 
мой г экземпляров стандартного действия на 53, заданного формулами 

(20), (21), (22), коммутирует с отображением р’. Тем самым, определено 
отображение р : S"-7*/Q, > J, и отображение р: 5" 2" /1 > Л как ком- 
позиция стандартного двулистного накрытия п : 5" 2/1 > 5" 2% / (0) с 

отображением Pp. 

Рассмотрим композицию ij, ор: 5" */0), > J, - В", которую 

обозначим через h. Приведем это отображение в отображение C общего 

положения малой д-деформацией (какую именно следует выбрать де- 

формацию и насколько малым следует выбирать положительное число 

6, задащее калибр этой деформации выяснится при доказательстве Лем- 

мы В. Искомое отображение с : 5” /1 — В" определим как гладкое 

отображение общего положения, полученное в результате СУ деформа- 

ции калибра 0’, где д’ << 9, отображения, представленного композици- 

ей стандартного двулистного накрытия 7 и отображения 6. В Лемме 

доказывается, что что для отображения с (с особенностью) существует 

кватернионная структура. 

Подпространства и факторподпространства пополненного кон- 

фигурационного пространства для ЕР” * 

В разделе 2 было определено пространство Го, его двулистное накры- 

тие Гу и структурное отображение Np, : Го — K(Da,1). Пространство 

Го является многообразием с краем. Обозначим внутренность этого мно- 

гообразия через Ге. Ограничение структурного отображения Np, на Vo. 
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îáîçíà÷èì ÷åðåç ηΓ0◦ : Γ0◦ → K(D4, 1).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ0◦ ⊂ Γ0◦ ïîëèýäð äâóêðàòíûõ îñîáûõ òî÷åê îòîá-ðàæåíèÿ p : RPn−k → J0, ïîëó÷åííûé ðàçäóòèåì ïîëèýäðà {[(x, y)] ∈
Γ0◦, p(x) = p(y), x 6= y}. Ýòîò ïîëèýäð ñíàáæ¼í ñòðóêòóðíûì îòîáðàæå-íèåì ηΣ0◦ : Σ0◦ → K(D4, 1), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî îãðàíè÷åíèåì ñòðóê-òóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηΓ0◦ íà Σ0◦.Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ TRP : RPn−k → RPn−k, ïåðåñòàâëÿþ-ùàÿ òî÷êè â êàæäîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ RPn−k →
Sn−k/i. Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄0◦ äåéñòâóåò èíâîëþöèÿ TΓ̄0

: Γ̄0◦ → Γ̄0◦, êîòî-ðàÿ îïðåäåëåíà êàê îãðàíè÷åíèå èíâîëþöèè íà RPn−k × RPn−k, ïîñòðî-åííîé ïî èíâîëþöèè TRP íà êàæäîì ñîìíîæèòåëå, íà ïîäïðîñòðàíñòâî
Γ̄0◦ ⊂ RPn−k × RPn−k. Íà �àêòîðïðîñòðàíñòâå Γ0◦ èíâîëþöèè T ′ îïðåäå-ëåíà �àêòîðèíâîëþöèÿ TΓ0◦ : Γ0◦ → Γ0◦.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σantidiag ⊂ Γ0◦ ïîäïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîåàíòèäèàãîíàëüþ, êîòîðîå îáðàçîâàíî âñåìè àíòèïîäàëüíûìè ïàðàìè
{[(x, y)] ∈ Γ0 : x, y ∈ RPn−k, x 6= y, TRP(x) = y}. Çäåñü è äàëåå âîáîçíà÷åíèè äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ èíäåêñ 0îïóñêàåòñÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àíòèäèàãîíàëü Σantidiag ⊂ Γ0 ÿâ-ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ èíâîëþöèè TΓ0 . Íîðìàëü-íîå ðàññëîåíèå àíòèäèàãîíàëè â Γ0 èçîìîð�íî êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ
T (Σantidiag).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ΓK0◦ íà êîòîðîì èíâîëþöèÿ TΓ0◦ äåéñòâóåòñâîáîäíî. Îïðåäåëèì ΓK0◦ = Γ0◦ \ Σantidiag . Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâî-ëþöèÿ TΓK0◦

: ΓK0◦ → ΓK0◦ . Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ΓK0◦/TΓK0◦
îáîçíà÷èì÷åðåç Γ̂K0◦ .Ïîäïîëèýäð Σ0◦ ⊂ Γ0◦ êðàòíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ p ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå îáúåäèíåíèÿ Σ0◦ = Σantidiag ∪ K

′
0◦, ãäå K ′

0◦�îòêðûòûé ïîäïîëè-ýäð, â êîòîðûé âõîäÿò âñå òî÷êè èç Σ0◦, íå ïîïàâøèå íà àíòèäèàãîíàëü.Ïîäïîëèýäð K0◦ ⊂ ΓK0◦ èíâàðèàíòåí ïðè èíâîëþöèè TΓK0◦
. Îáîçíà÷èì

TΓK0◦
|K0◦ ÷åðåç TK0◦ . Îáîçíà÷èì �àêòîðïðîñòðàíñòâî K0◦/TK0◦ ÷åðåç K̂0◦.Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèå ηΓ0◦ : Γ0◦ → K(D4, 1) íà ΓK0◦ è

K0◦ îáîçíà÷èì ÷åðåç ηΓ0◦ è ηK0◦ ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðå-çóëüòàòå çàìûêàíèÿ îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γ0◦ è ïîëó÷åíî â ðåçóëü-òàòå ïðèñîåäèíåíèÿ ê ýòîìó îòêðûòîìó ìíîãîîáðàçèþ äèàãîíàëüíîéè àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíò Σdiag è Σantidiag . Îáîçíà÷èì çàìûêàíèå
Cl(K0◦) ïîëèýäðà K0◦ (ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå Cl(K̂0◦) ïîëèýäðà K̂0◦)â ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòÿìè ÷åðåç K(0) (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
K̂(0)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qantidiag = Σantidiag ∩ K(0), Qdiag = ∂Γdiag ∩ K(0),
Qdiag ⊂ K(0), Qantidiag ⊂ K(0). Íàçîâåì ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà êîìïîíåíòà-38

обозначим через Яго» : Г —* А (Dau, 1). 
Обозначим через Hoo С Ги полиэдр двукратных особых точек отоб- 

ражения р: RP’-* -> Л, полученный раздутием полиэдра {[(x,y)] Е 
Го, p(x) = р(у), т A у}. Этот полиэдр снабжён структурным отображе- 
нием уу. : 400 — А (04,1), которое индуцировано ограничением струк- 

турного отображения Ny, на Uoo. 

Определена свободная инволюция Tp : ВР”_^ > RP’-*, переставляю- 

щая точки в каждом слое стандартного двулистного накрытия ВР" * — 

S"-* /1. На пространстве Г действует инволюция Thy : To. — Где, KOTO- 

рая определена как ограничение инволюции на RP’-* x RP’-*, постро- 
енной по инволюции Тр на каждом сомножителе, на подпространство 

Го C ВР”_^х ВР”^. На факторпространстве Го инволюции T’ опреде- 
лена факторинволюция Tp,, : Где — Poo. 

Обозначим через Lantidiag C Ги ПОДПРространство, называемое 

антидиагональю, которое образовано всеми антиподальными парами 

{[(т,у)] Е To : 2,y € "хх # уТь(т) = y}. Здесь и далее в 
обозначении диагональных и антидиагональных пространств индекс 0 

опускается. Нетрудно проверить, что антидиагональ Vantidiag C Го яв- 

ляется множеством неподвижных точек для инволюции Tp,. Нормаль- 

ное расслоение антидиагонали в Го изоморфно касательному расслоению 

Т(Упиаад) . 

Определим пространство Гко. на котором инволюция Tp,, действует 

свободно. Определим Гк,. = Го \ Уапнаюа. Определена свободная инво- 

люция Tp, : Гк» + Гко. Факторпространство Гк.„./Тгк.. обозначим 

через Г Ко. 

Подполиэдр “oo С Poo кратных точек отображения р представляется 

в виде объединения У = Nantidiag U К, где К открытый подполи- 

эдр, в который входят все точки из Yoo, не попавшие на антидиагональ. 

Подполиэдр Ko. С Гко. инвариантен при инволюции Tr, Обозначим 

у Koo loo через Тк. . Обозначим факторпространство Ko. /TK,, через Koo. 

Ограничение структурного отображение 77гь. : Г — К (О4, 1) на Гкь. и 

Ko. обозначим через Try, И Яко. соответственно. 

Рассмотрим многообразие с особенностями, которое определено в ре- 

зультате замыкания открытого многообразия Где и получено в резуль- 

тате присоединения к этому открытому многообразию диагональной 

и антидиагональной компонент Уд И Vantidiag. Обозначим замыкание 

Cl( Koo.) полиэдра Ko. (соответственно замыкание Cl( Koo) полиэдра Koo) 

в этом многообразии с особенностями через Ао) (соответственно через 

Ко). Обозначим через Quantidiag = vantidiag п Ko), Оч — OV diag п Ko, 

Quaiag © Ko), Qantidiag © Ko). Назовем эти подпространства компонента- 
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ìè ãðàíèöû ïîëèýäðà K(0). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì Q̂diag, Q̂antidiag êîìïî-íåíòû ãðàíèöû ïîëèýäðà K̂(0).Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηK0◦ ïðîäîëæàåòñÿ ñ K0◦íà êîìïîíåíòó ãðàíèöû Qantidiag . Îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå ÷åðåç
ηQantidiag

: Qantidiag → K(D4, 1). Îòîáðàæåíèå ηQantidiag
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ηantidiag : Qantidiag → K(Ia, 1) è îòîáðàæå-íèÿ âêëþ÷åíèÿ iIa,D4 : K(Ia, 1) ⊂ K(D4, 1).Còðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηK(0)

íà êîìïîíåíòó Qdiag íå ïðîäîëæàåò-ñÿ. Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ηdiag : Qantidiag → K(Id, 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
U(Qdiag) ⊂ K0◦ ìàëóþ ðåãóëÿðíóþ âçðåçàííóþ îêðåñòíîñòü îòêðûòîãîêîíöà, ïðèìûêàþùåãî êQdiag. Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ projdiag : U(Qdiag)→
Qdiag ðåãóëÿðíîé âçðåçàííîé îêðåñòíîñòè íà öåíòàëüíîå ïîäìíîãîîá-ðàçèå. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηK0◦ íà îêðåñòíîñòü
U(Qdiag) ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ ηU(Qdiag) : U(Qdiag) →
K(Ib, 1) è îòîáðàæåíèÿ iIb,D4 : K(Ib, 1)→ K(D4, 1). �îìîòîïè÷åñêèå êëàñ-ñû îòîáðàæåíèé ηK(0)

è ηU(Qdiag) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì ηdiag ◦ projdiag =
pIb,Id

◦ ηK(0)
.Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ìîíîìîð�èçìîâãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà â ãðóïïå O(4):

Ib

ր ∩
Id ⊂ Ia ⊂ D4 ⊂ E ⊂ H.

ց ∩
Ic

(44)Â ýòîé äèàãðàììå ãðóïïà H èìååò ïîðÿäîê 32 è ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-ïîé â ãðóïïå O(4) è áûëà ðàíåå îïðåäåëåíà (ñì. (34)) ïðè ïîìîùè ïðå-îáðàçîâàíèé, çàïèñàííûõ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {e1, e2, e3, e4}. Ïîäãðóï-ïà E ⊂ H èìååò ïîðÿäîê 16 è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿïðåîáðàçîâàíèÿìè èç H, ñîõðàíÿþùèìè íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ïëîñêî-ñòåé (e1, e3), (e2, e4) (íàïèìåð, ýëåìåíò èç H, çàäàííûé ïðåîáðàçîâàíèåì
e1 → e2, e2 → −e1, e3 → e3, e4 → e4, íå ëåæèò â ïîäãðóïïå E ⊂ H).Âêëþ÷åíèå D4 ⊂ E ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåìãðóïïû D4 ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà c òàêîãî, ÷òî c2 ñîâïàäàåò ñ îáðàçó-þùåé ïîäãðóïïû Id ⊂ D4. Ïîäãðóïïà D4 ïðåäñòàâëåíà äèàãîíàëüíûìèïðåîáðàçîâàíèÿìè O(2) ⊂ O(2)⊕O(2) ⊂ O(4) ñòàíäàðòíîãî âèäà â êàæ-äîé ïàðå ïëîñêîñòåé (e1, e3), (e2, e4). Îñòàëüíûå ïîäãðóïïû â äèàãðàììå
(44) áûëè îïðåäåëåíû ðàíåå.Îïðåäåëåíû àáåëåâû ïîäãðóïïû Ea,Eb,Ec,Ed â ãðóïïå E, êîòîðûåÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðóïï39

ми границы полиэдра Kio). Аналогично определим Qaiag, Qantidiag КОМПО- 

ненты границы полиэдра Ko). 

Заметим, что структурное отображение NK, продолжается с Koo 

на компоненту границы Qantidiag. Обозначим это продолжение через 

NQantidiag » antidiag — К (04,1). Отображение 7о.„на„„ Представляется в 
виде композиции отображения Nantidiag : Qantidiag — К (Ia, 1) и отображе- 

ния включения „р, : А (1,1) C K(Da, 1). 
Структурное отображение 7K) на компоненту Quyiag не продолжает- 

ся. Определено отображение Naiag : Qantidiag — К (Ша, 1). Обозначим через 

U(Qdiag) C Koo малую регулярную взрезанную окрестность открытого 

конца, примыкающего к О. Определена проекция PrOjdiag : U(Qdiag) — 

Qdiag регулярной взрезанной окрестности на центальное подмногооб- 

разие. Ограничение структурного отображения K,, на окрестность 

U(Qdiag) представлено композицией отображения (о а) U (Quaiag) > 

», 1) иот жения т р, : ь, 1) > 4.1). Гомотопические клас- К(Т,, 1) и отображе р. : А (№,1 K(Dy,, 1). Гомотопические клас 

сы отображений к) И NU(Qdiag) СВЯЗаны равенством Иду © PTOJdiag = 

PI, ла © ПК: 
Определим следующую коммутативную диаграмму мономорфизмов 

групп, каждая из которых представлена в группе O(4): 

I, 
Г п 

Ty c l, Cc Da C E C (44) 
\ п 

I. 

В этой диаграмме группа Н имеет порядок 32 и является подгруп- 

пой в группе O(4) и была ранее определена (см. ) при помощи пре- 

образований, записанных в стандартном базисе {е!, €2, ез, ел}. Подгруп- 

па Е С Н имеет порядок 16 и определяется как группа, порожденная 

преобразованиями из Н, сохраняющими неупорядоченную пару плоско- 

стей (e;,e3), (е›, ел) (напимер, элемент из H, заданный преобразованием 

е1 — е>, €2 > —е, ез -> ез, C4 — ел, не лежит в подгруппе ЕС Н). 

Включение О. С Е является центральным квадратичным расширением 

группы 04 посредством элемента, с такого, что с? совпадает с образу- 

ющей подгруппы Ig С Dy. Подгруппа О. представлена диагональными 

преобразованиями O(2) C O(2) ФО(2) C О(4) стандартного вида в каж- 
дой паре плоскостей (е1,ез), (€2, ел). Остальные подгруппы в диаграмме 

были определены ранее. 
Определены абелевы подгруппы Ей, Ey, Ес, Eq в группе Е, которые 

являются квадратичными расширениями соответствующих подгрупп 
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Ia, Ib, Ic, Id â ãðóïïå D4. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíî åñòåñòâåí-íîå îòîáðàæåíèå ηK̂0◦
: K̂0◦ → K(E, 1), êîòîðîå èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèåäèàãðàìì 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

K̄0◦
r̄
−→ K̃0◦ K(Ic, 1) −→ K(Ec, 1)

↓ ↓ −→ ↓ ↓

K0◦
r
−→ K̂0◦ K(D4, 1) −→ K(E, 1).

(45)�îðèçîíòàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîñòðàí-ñòâàìè äèàãðàìì ìû ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç η̄, η̃, η, η̂ ñîîò-âåòñòâåííî.Âêëþ÷åíèÿ ïîäãðóïï Ib ⊂ Eb, Id ⊂ Ed, Ia ⊂ Ea âõîäÿò â êîììóòàòèâíûåäèàãðàììû ãîìîìîð�èçìîâ ãðóïï:
Ib −→ Eb

pb,d ↓ ↓

Id

id,a
−→ Ia

(46)
Id −→ Ed

id,a ↓ ↓

Ia
id
−→ Ia

(47)
Ia −→ Ea

id ↓ ↓

Ia
id
−→ Ia

(48)Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̂K0◦ îïðåäåëåíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîáîäíàÿ èíâîëþ-öèÿ TΓ̂K0◦
: Γ̂K0◦ → Γ̂K0◦ ïî �îðìóëå TΓ̂0◦

([(x, y)]) = [(T (x), y)]. (Çàìåòèì,÷òî [(T (x), y)] = [(x, T (y)].) Ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííûå èç Γ̂K0◦ , K̂0◦, Γ̄K0◦ ,
K̄0◦ ïîñëå �àêòîðèçàöèè ïî èíâîëþöèè TΓ̂K0◦

îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̂↓
K0◦

, K̂↓
0◦

Γ̄↓
K0◦

, K̄↓
0◦ ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëåíî 2-ëèñòíîå íàêðûòèå Γ̂K0◦ → Γ̂↓

K0◦
,êîòîðîå èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå K̂0◦ → K̂↓

0◦. Ïðè ýòîì îïðåäå-ëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:
Γ̂K0◦ −→ K(E, 1)
↓ ↓

Γ̂↓
K0◦

−→ K(H, 1).

(49)40

То, 1ь, 1., 1g в группе Dy. Нетрудно проверить, что определено естествен- 

ное отображение 7. : Ko. > К (Е, 1), которое индуцирует отображение 

диаграмм 2-листных накрытий: 

Ko. —> Koo K(I.,1) —> K(E,,1) 
| 4 — | | (45) 

Ko — Koo K(Dy,1) — K(E,1). 

Горизонтальные отображения между соответствующими простран- 

ствами диаграмм мы переобозначим для краткости через 7,7, 7), 7) соот- 

ветственно. 

Включения подгрупп № С Ey, ШС Eg, Ц С Е, входят в коммутативные 

диаграммы гомоморфизмов групп: 

Ъ — Ey 

Peal — | (46) 

I 1 

Г — Ея 

Фа | | (47) 

ом 1 

`` EK 

id | | (48) 
Е kl 

На пространстве Г ко. Определена, в свою очередь, свободная инволю- 

ция Tr? Гкь —> Pra, по формуле Th,, ([(2,/)]) = (12), у). (Заметим, 
что [(T(x), y)] = [(x, T(y)].) Пространства, полученные из I’ x,,, Koo, Г ко 
Ko. после факторизации по инволюции Г Pig обозначим через ГК, Ку 

Г Kh, соответственно. Определено 2-листное накрытие Г Ко — к 

которое индуцирует двулистное накрытие Ko, > Kb. При этом опреде- 

лена коммутативная диаграмма: 

Tk. — K(E,1) 
] | (49) 

Гк, —? K(H,1). 
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Ïîäïðîñòðàíñòâà è �àêòîðïîäïðîñòðàíñòâà ïîïîëíåííîãî êîí-�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ Sn−2k/iÂ ðàçäåëå 2 áûëî îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Γ1, åãî äâóëèñòíîå íàêðû-òèå Γ̄1 è ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζΓ1 : Γ1 → K(H, 1). Ïðîñòðàíñòâî Γ1ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì. Îáîçíà÷èì âíóòðåííîñòü ýòîãî ìíîãî-îáðàçèÿ ÷åðåç Γ1◦. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζΓ1 íà Γ1◦îáîçíà÷èì ÷åðåç ζΓ1◦ : Γ1◦ → K(H, 1).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ1◦ ⊂ Γ1◦ ïîëèýäð äâóêðàòíûõ îñîáûõ òî÷åê îòîá-ðàæåíèÿ p : Sn−2k/i→ J1, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé {[(x, y)] ∈ Γ1◦, p(x) =
p(y), x 6= y}. Ýòîò ïîëèýäð ñíàáæ¼í ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì ζΣ1◦ :
Σ1◦ → K(H, 1), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî îãðàíè÷åíèåì ñòðóêòóðíîãî îòîá-ðàæåíèÿ ζΓ1◦ íà Σ1◦.Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ TSn−2k/i : Sn−2k/i → Sn−2k/i, ïå-ðåñòàâëÿþùàÿ òî÷êè â êàæäîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðû-òèÿ Sn−2k/i → Sn−2k/i. Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄1◦ äåéñòâóåò èíâîëþöèÿ
TΓ̄1◦

: Γ̄1◦ → Γ̄1◦, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê îãðàíè÷åíèå èíâîëþöèè íà
Sn−2k×Sn−2k, ïîñòðîåííîé ïî èíâîëþöèè TSn−2k/i íà êàæäîì ñîìíîæèòå-ëå, íà ïîäïðîñòðàíñòâî Γ̄1◦ ⊂ Sn−2k/i× Sn−2k/i. Íà �àêòîðïðîñòðàíñòâå
Γ1◦ èíâîëþöèè T ′ îïðåäåëåíà �àêòîðèíâîëþöèÿ TΓ1◦ : Γ1◦ → Γ1◦.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σantidiag ⊂ Γ1◦ ïîäïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîåàíòèäèàãîíàëüþ, êîòîðîå îáðàçîâàíî âñåìè àíòèïîäàëüíûìè ïàðàìè
{[(x, y)] ∈ Γ1◦ : x, y ∈ Sn−2k/i, x 6= y, TSn−2k(x) = y}. Çäåñü è äàëåå âîáîçíà÷åíèè äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ èíäåêñ 1îïóñêàåòñÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àíòèäèàãîíàëü Σantidiag ⊂ Γ1◦ ÿâëÿ-åòñÿ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ èíâîëþöèè TΓ1◦ . Íîðìàëüíîåðàññëîåíèå àíòèäèàãîíàëè â Γ1◦ èçîìîð�íî êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ
T (Σantidiag).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ΓK1◦ íà êîòîðîì èíâîëþöèÿ TΓ1◦ äåéñòâóåòñâîáîäíî. Îïðåäåëèì ΓK1◦ = Γ1◦ \ Σantidiag . Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâî-ëþöèÿ TΓK1◦

: ΓK1◦ → ΓK1◦ . Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ΓK1◦/TΓK1◦
îáîçíà÷èì÷åðåç Γ̂K1◦ .Ïîäïîëèýäð Σ1◦ ⊂ Γ1◦ êðàòíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ p ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå îáúåäèíåíèÿ Σ1◦ = Σantidiag ∪ K

′
1◦, ãäå K ′

1◦�îòêðûòûé ïîäïîëè-ýäð, â êîòîðûé âõîäÿò âñå òî÷êè èç Σ1◦, íå ïîïàâøèå íà àíòèäèàãîíàëü.Ïîäïîëèýäð K1◦ ⊂ ΓK1◦ èíâàðèàíòåí ïðè èíâîëþöèè TΓK1◦
. Îáîçíà÷èì

TΓK1◦
|K1◦ ÷åðåç TK1◦ . Îáîçíà÷èì �àêòîðïðîñòðàíñòâî K1◦/TK1◦ ÷åðåç K̂1◦.Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèå ζΓ1◦ : Γ1◦ → K(H, 1) íà ΓK1◦ è

K1◦ îáîçíà÷èì ÷åðåç ζΓ1◦ è ζK1◦ ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðå-çóëüòàòå çàìûêàíèÿ îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γ1◦ è ïîëó÷åíî â ðåçóëü-41

Подпространства и факторподпространства пополненного кон- 

фигурационного пространства для 5” /1 

В разделе 2 было определено пространство Г1, его двулистное накры- 

тие Г! и структурное отображение Cp, : Г! > К(Н, 1). Пространство Ty 

является многообразием с краем. Обозначим внутренность этого много- 

образия через Г1ь. Ограничение структурного отображения Cp, на Ty, 

обозначим через Cr,, : Гл — A(H, 1). 

Обозначим через 41. C Ty. полиэдр двукратных особых точек отоб- 

ражения р: 5” */1 — Л, определенный формулой {[(x, y)] Е Г1ь, p(x) = 

р(у), т # у}. Этот полиэдр снабжён структурным отображением Cy,, 

У, > А(Н, 1), которое индуцировано ограничением структурного отоб- 

ражения Cp,, на Удо. 

Определена свободная инволюция Тб»-жи : S"?*/i — S$”? 1, пе- 
реставляющая точки в каждом слое стандартного двулистного накры- 

тия 5" %/1 — 5” /1 На пространстве Г!» действует инволюция 
Tr,, : Tic + Pio, которая определена как ограничение инволюции на 

5728 x 5" 2^, построенной по инволюции Tyn—2% /} на каждом сомножите- 
ле, на подпространство Гль © 5" /1 x 5" /1. Ha факторпространстве 
Г. инволюции T’ определена факторинволюция Тг. : Cio —* Го. 

Обозначим через Lantidiag C Г ПОДПРространство, называемое 

антидиагональю, которое образовано всеми антиподальными парами 

{[(z,y)] Е Гь: ayy € 5" *№/1, A y,Tgn—2x(x) = у}. Здесь и далее в 
обозначении диагональных и антидиагональных пространств индекс 1 

опускается. Нетрудно проверить, что антидиагональ Vantidiag C Гло ЯВЛЯ- 

ется множеством неподвижных точек для инволюции Tp,,. Нормальное 

расслоение антидиагонали в Г1. изоморфно касательному расслоению 

Т(Упыааа) . 

Определим пространство Гк‚. на котором инволюция Tp,, действует 

свободно. Определим Гк,. = Py. \ Uentidiag. Определена свободная инво- 

Люция Тк. : TK, —* Гкь. Факторпространство Px,./Trx,, обозначим 

через Г Kio: 

Подполиэдр Уло С Го кратных точек отображения р представляется 

в виде объединения Ул» = Nantidiag U Kj, где А. открытый подполи- 

эдр, в который входят все точки из У1о, не попавшие на антидиагональ. 

Подполиэдр Ky. C Гк,. инвариантен при инволюции Тг„... Обозначим 

Тк |[кь через Тк„.. Обозначим факторпространство K,,/TK,, через Kyo. 

Ограничение структурного отображение Cp,, : Г1ь > K(H,1) на Гк.. и 

ky. обозначим через Cr,, и CK,, соответственно. 

Рассмотрим многообразие с особенностями, которое определено в ре- 

зультате замыкания открытого многообразия Г1о и получено в резуль- 

41



òàòå ïðèñîåäèíåíèÿ ê ýòîìó îòêðûòîìó ìíîãîîáðàçèþ äèàãîíàëüíîéè àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíò Σdiag è Σantidiag . Îáîçíà÷èì çàìûêàíèå
Cl(K1◦) ïîëèýäðà K1◦ (ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå Cl(K̂1◦) ïîëèýäðà K̂1◦)â ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòÿìè ÷åðåç K(1) (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
K̂(1)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qantidiag = Σantidiag ∩ K(1), Qdiag = ∂Γdiag ∩ K(1),
Qdiag ⊂ K(1), Qantidiag ⊂ K(1). Íàçîâåì ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà êîìïîíåíòà-ìè ãðàíèöû ïîëèýäðà K(1). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì Q̂diag, Q̂antidiag êîìïî-íåíòû ãðàíèöû ïîëèýäðà K̂(1).Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζK1◦ ïðîäîëæàåòñÿ ñ K1◦íà êîìïîíåíòó ãðàíèöû Qantidiag . Îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå ÷åðåç
ζQantidiag

: Qantidiag → K(H, 1). Îòîáðàæåíèå ζQantidiag
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ζantidiag : Qantidiag → K(Qa, 1) è îòîáðàæå-íèÿ âêëþ÷åíèÿ iQa,H : K(Qa, 1) ⊂ K(D4, 1).Còðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζK(1)

íà êîìïîíåíòó Qdiag íå ïðîäîëæà-åòñÿ. Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ζdiag : Qantidiag → K(Ia, 1). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç U(Qdiag) ⊂ K1◦ ìàëóþ ðåãóëÿðíóþ âçðåçàííóþ îêðåñò-íîñòü îòêðûòîãî êîíöà, ïðèìûêàþùåãî ê Qdiag. Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ
projdiag : U(Qdiag) → Qdiag ðåãóëÿðíîé âçðåçàííîé îêðåñòíîñòè íàöåíòàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ
ζK1◦ íà îêðåñòíîñòü U(Qdiag) ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ
ζU(Qdiag) : U(Qdiag) → K(Ia, 1) è îòîáðàæåíèÿ iIa,H : K(Ia, 1) → K(H, 1).�îìîòîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèé ζK(1)

è ζU(Qdiag) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì
ηdiag ◦ projdiag = pHb,Ia

◦ ηK(1)
.Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ìîíîìîð�èçìîâãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà â ãðóïïå O(8):

Eb

∩
Id ⊂ Ia ⊂ Qa ⊂ H ⊂ G ⊂ G↓.

ց ∩
Hc

(50)Â ýòîé äèàãðàììå ãðóïïàG↓ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 128â ãðóïïå O(8), êîòîðàÿ ïîðîæäåíà ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé, çàïèñàí-íûõ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8}, ñëåäóùåãî âèäà:�1 ïðåîáðàçîâàíèå â óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ïîäïðîñòðàíñòâ
(e1, e2, e3, e4), (e5, e6, e7, e8) ïðîèçâîëüíîé ïàðîé ýëåìåíòîâ èç ïîä-ãðóïïû Qa ⊂ O(4).�2 ïðåîáðàçîâàíèå îäíîâðåìåííî ïåðåñòàâëÿþùåå ïàðû âåêòîðîâ
(e1, e5), (e2, e6), (e3, e7), (e4, e8). 42

тате присоединения к этому открытому многообразию диагональной 

и антидиагональной компонент Уд И Vantidiag. Обозначим замыкание 

Cl( Ky.) полиэдра Ато (соответственно замыкание С1(ИАто) полиэдра Ky.) 

в этом многообразии с особенностями через К(1) (соответственно через 

Kay). Обозначим через Quantidiag = vantidiag п Ka, Оч — OV diag п Kay, 

Quaiag © Ка), Qantidiag © Ka). Назовем эти подпространства компонента- 

ми границы полиэдра К\1). Аналогично определим Са, Qantidiag КОМПО- 

ненты границы полиэдра К. 

Заметим, что структурное отображение Ск. продолжается с Ky, 

на компоненту границы Qantidiag. Обозначим это продолжение через 

CQantiaiag : Фапиаиа — K(H,1). Отображение (о„.„„, Представляется в 
виде композиции отображения Cantidiag : Qantidiag — К (Фа, 1) и отображе- 

ния включения 10, н: K(Qa, 1) C К(О.4, 1). 
Структурное отображение Ск, на компоненту Quaiag не продолжа- 

ется. Определено отображение Сашо : Qantidiag — К(,1). Обозна- 

чим через U(Qdiag) C Kio малую регулярную взрезанную окрест- 

ность открытого конца, примыкающего к О. Определена проекция 

PrOojaiag : U(Qaiag) — Qdiag регулярной взрезанной окрестности на 

центальное подмногообразие. Ограничение структурного отображения 

Ск» Ha окрестность U(Qdiag) представлено композицией отображения 

Сони) : U(Qadiag) + К(,1) и отображения й„н : К (1,1) > K(H, 1). 
Гомотопические классы отображений CK) MCU (Qaiag) СвЯЗаны равенством 

Ndiag ° PTOJdiag = Рньл. © NK ay . 

Определим следующую коммутативную диаграмму мономорфизмов 

групп, каждая из которых представлена в группе O(8): 

Ep 
п 

yctkcQcecH c Gc G@. (50) 
\ п 

H. 

В этой диаграмме группа G! определяется как подгруппа порядка 128 

в группе O(8), которая порождена при помощи преобразований, записан- 

ных в стандартном базисе {е1, е>, ез, ед, е5, еб, ет, es}, следущего вида: 

—1 преобразование в упорядоченной паре подпространств 

(€1, е2, ез, ел), (ее; ет, ез) произвольной парой элементов из под- 

группы Q, С О(4). 

—2 преобразование одновременно переставляющее пары векторов 

(e1,€5), (€2, ев), (€3, ет), (ел, eg). 
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Ïîäãðóïïà G ⊂ G↓ èìååò ïîðÿäîê 64 è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà, ïî-ðîæäåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç G↓, ñîõðàíÿþùèìè íåóïîðÿäî÷åííóþïàðó ïîäïðîñòðàíñòâ (e1, e2, e5, e6), (e3, e4, e7, e8) (íàïèìåð, ýëåìåíò èç
G↓, çàäàííûé ïðåîáðàçîâàíèåì j ∈ Qa â ïîäïðîñòðàíñòâå (e1, e2, e3, e4)è òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì â ïîäïðîñòðàíñòâå (e5, e6, e7, e8) íåëåæèò â ïîäãðóïïå G ⊂ G↓). Âêëþ÷åíèå H ⊂ G ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-íûì êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû H ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà djòàêîãî, ÷òî d2

j ñîâïàäàåò ñ îáðàçóþùåé öåíòðà Id ⊂ Qa ⊂ H. Ïîä-ãðóïïà Qa ïðåäñòàâëåíà äèàãîíàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè SO(4) ⊂
SO(4) ⊕ SO(4) ⊂ O(8) ñòàíäàðòíîãî âèäà â êàæäîé ïàðå ïðîñòðàíñòâ
(e1, e2, e5, e6), (e3, e4, e7, e8). Ïîäãðóïïà Eb ⊂ G ïîðîæäåíà äâóìÿ êîììó-òèðóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååíò ïîðÿäîê
4 è ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì i ∈ Ia ⊂ Qa. Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèåèìååò ïîðÿäîê 2, îíî îäíîâðåìåííî ïåðåñòàâëÿþåò ïàðû áàçèñíûõ âåê-òîðîâ (e1, e5), (e2, e6), (e3, e7), (e4, e8).Ïîäãðóïïà Hc ⊂ G ïîðîæäåíà ñîáñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âïàðå ïîäïðîñòðàíñòâ (e1, e2, e3, e4), (e5, e6, e7, e8) íà ïðîèçâîëüíóþ ïàðóýëåìåíòîâ èç Qa. Îñòàëüíûå ïîäãðóïïû â äèàãðàììå (50) áûëè îïðåäå-ëåíû ðàíåå â ðàçäåëå 2.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ζ̂ :
K̂1◦ → K(G, 1), êîòîðîå èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå äèàãðàìì 2-ëèñòíûõíàêðûòèé:

K̄1◦
r̄
−→ K̃1◦ K(Hc, 1) −→ K(Gc, 1)

↓ ↓ −→ ↓ ↓

K1◦
r
−→ K̂1◦ K(H, 1) −→ K(G, 1),

(51)ãäå ïîäãðóïïà Gc ⊂ G ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû Hc.�îðèçîíòàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîñòðàí-ñòâàìè äèàãðàìì ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ̄ , ζ̃, ζ, ζ̂ ñîîòâåòñòâåííî.Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̂K1◦ îïðåäåëåíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîáîäíàÿ èíâî-ëþöèÿ TΓ̂K1◦
: Γ̂K1◦ → Γ̂K1◦ ïî �îðìóëå TΓ̂K1◦

([(x, y)]) = [(TS/i(x), y)].(Çàìåòèì, ÷òî [(TS/i(x), y)] = [(x, TS/i(y)].) Ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííûå èç
Γ̂K1◦ , K̂1◦, Γ̄K1◦ , K̄1◦ ïîñëå �àêòîðèçàöèè ïî èíâîëþöèè TΓ̂K1◦

îáîçíà÷èì÷åðåç Γ̂↓
K1◦

, K̂↓
1◦ Γ̄↓

K1◦
, K̄↓

1◦ ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëåíî 2-ëèñòíîå íàêðû-òèå Γ̂K1◦ → Γ̂↓
K1◦

, êîòîðîå èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå K̂1◦ → K̂↓
1◦.Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Γ̂K1◦ −→ K(G, 1)
↓ ↓

Γ̂↓
K1◦

−→ K(G↓, 1).

(52)43

Подгруппа @ С С! имеет порядок 64 и определяется как группа, по- 

рожденная преобразованиями из G!, сохраняющими неупорядоченную 

пару подпространств (ет, е›, е5, ев), (€3, ел, ет, ез) (напимер, элемент из 

G!, заданный преобразованием j Е О. в подпространстве (е1, ey, ез, ел) 

и тождественным преобразованием в подпространстве (е5, еб, ет, ез) не 

лежит в подгруппе G C С’). Включение Н C G является централь- 

ным квадратичным расширением группы Н посредством элемента 4; 

такого, что dj совпадает с образующей центра Izy С О. С H. Под- 

группа О. представлена диагональными преобразованиями SO(4) С 

SO(4) @ SO(4) с O(8) стандартного вида в каждой паре пространств 
(ет, €2, 5, ев), (ез, ед, ет, ез). Подгруппа E, C @ порождена двумя комму- 

тирующими преобразованиями. Первое преобразование имеент порядок 

4 и совпадает с преобразованием i € I, С Q,. Второе преобразование 

имеет порядок 2, оно одновременно переставляюет пары базисных век- 

торов (e1,€5), (€, ев), (e3, ет), (ел, ез). 

Подгруппа Н. C G порождена собственными преобразованиями в 

паре подпространств (е1,е>, ез, ел), (€5, ев, ет, ез) на произвольную пару 

элементов из Q,. Остальные подгруппы в диаграмме были опреде- 

лены ранее в разделе 2. 

Нетрудно проверить, что определено естественное отображение С: 

Ki, — К (G,1), которое индуцирует отображение диаграмм 2-листных 

накрытий: 

Kk, — K. K(H.,1) — K(G,,1) 
| 4 — | | (51) 

Кь —> Ki K(H,1) — K(G,1), 

rae подгруппа С, C G является квадратичным расптирением группы Н.. 

Горизонтальные отображения между соответствующими простран- 

ствами диаграмм мы обозначим через С, С, С, С соответственно. 

На пространстве Vike определена, в свою очередь, свободная инво- 

Люция Te, : Tx, — Ix, по формуле Те. Ie у)]) = [(Т5/(2),9)|. 

(Заметим, что [(Тзи/: (5), у)] = [(х, Тзи/ё(у)].) Пространства, полученные из 

Vr. Kio, Px,,, Ki. после факторизации по инволюции Tp, обозначим 
lo 

через ГК, Ki. ГК, Ki. соответственно. Определено 2-листное накры- 

тие lx, — Г которое индуцирует двулистное накрытие Ky, — А т. 

При этом определена коммутативная диаграмма: 

к. —> K(G, 1) 

1 { (52) 
Tey, —> K(G!,1). 
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Ïîëèýäðû K0, K̂0Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
rmin,0 =

n− 7

4
; imax,0 = r0 − rmin,0. (53)Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂(i)

0◦ ⊂ K̂0◦ ïî �îðìóëå:
K̂

(i)
0◦ = p−1

K̂0◦
(J

(i)
0 \ J

(i+1)
0 ),ãäå pK̂0◦

: K0◦ → J0�åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ îñîáåííîñòè íà ñâîé îáðàç.Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂[0]◦ ⊂ K0◦ ïî �îðìóëå:
K̂[0]◦ = p−1

K̂0◦
(J0 \ J

(imax,0)+1
0 ).Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

K̂[0]◦ = ∪
i=imax,0

i=0 K̂
(i)
0◦ .Òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå K̂[0]◦ èíäóöèðîâàíà èç òîïîëîãèè ëîêàëüíî-ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû, ïîëó÷åííîãî ïðè ñêëåé-êå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íà-êðûâàþùåå K(i)

0◦ , (ñîîòâåòñòâåííî K[0]◦) íàä ïðîñòðàíñòâîì K̂
(i)
0◦ (ñîîòâåò-ñòâåííî K̂[0]◦).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K0 (ñîîòâåòñòâåííî K̂0) êàê ïðîñòðàíñòâî,ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà K[0]◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂[0]◦). Îïðå-äåëèì åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K̂0 → K̂(0), K0 → K(0). Ýòè îòîáðàæå-íèÿ áóäóò PL�âëîæåíèÿìè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîîáðàçîâ äèàãîíàëèè àíòèäèàãîíàëè, ãäå èìåþòñÿ îñîáåííîñòè.�àçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ïîëèýäðà K0Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, ìû ïîñòðîèì ïîëèýäð K(i)

0 è ïðîñòðàíñòâî
RK

(i)
0 , êîòîðîå íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì, ðàçðåøàþùèì îñîáåííîñòè ïîëè-ýäðà K(i)

0 . Ïàðàìåòð i íàçîâåì ãëóáèíîé. Ïðîñòðàíñòâà K(i)
0 , RK(i)

0 êðîìåòîãî, ÿâëÿþòñÿ íàêðûâàþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè ïðè 2-ëèñòíûõ íàêðû-òèÿõ r : K
(i)
0 → K̂

(i)
0 , Rr : RK

(i)
0 → RK̂

(i)
0 , ýòè íàêðûòèÿ âêëþ÷åíû âñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé:44

Полиэдры Ко, Ко 

Введем обозначение: 

п-т 
Ттат,0 = 4 ; 1 тах,0 — То — Tmin,o- (53) 

Определим подпространство Ke с Koo по формуле: 

ei) от (т та 
Ко. = Dz, (2 \ Л’), 

где PR, : Koo — Л-естественная проекция особенности на свой образ. 

Определим подпространство К [ojo С Ао по формуле: 

Koo = Pg, (Jo \ Jo"). 
При этом справедлива формула: 

Кое = Оу Ао. 

Топология на пространстве А\ (Jo индуцирована из топологии локально- 

связного пространства в правой части формулы, полученного при склей- 

ке дизъюнктного объединения пространств. Определено двулистное на- 

крывающее KO, (соответственно Або) над пространством Ko (соответ- 

ственно Ко). 

Определим пространство Ко (соответственно Ко) как пространство, 

полученное замыканием пространства К [о (соответственно Ko о). Опре- 

делим естественные отображения КЮ sk (0); Ко — Ко. Эти  оображе, 

ния будут РГ-вложениями всюду, за исключением прообразов диагонали 

и антидиагонали, где имеются особенности. 

Разрешение особенностей полиэдра Ко 

Для кажлого 7,0 <1< ах. 0, мы построим полиэдр KO и пространство 

RK, ©, которое назовем пространством, разретающим особенности поли- 

эдра И, . Параметр 7 назовем глубиной. Пространства Аз (9 ‚ВКО кроме 

того, являются нак ывающими, пространствами при 2-листных накры- 

тиях Г: KO > Ko ‚ Rr : RKO = RKO ‚ эти накрытия включены в 

следующую коммутативную диаграмму отображений: 
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RK
(i)
0

pr
−→ K

(i)
0

φ0 ւ ↓ Rr ↓ r

K(Ia, 1)
φ̂0
←− RK̂

(i)
0

pr̂
−→ K̂

(i)
0 .

(54)
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ RQ̂

(i)
diag = (pr̂)−1(Q̂

(i)
diag), RQ̂

(i)
antidiag =

(pr̂)−1(Q̂
(i)
antidiag). Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ RQ

(i)
diag, RQ

(i)
antidiag ââå-äåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóëèñòíûõ íàêðûâàþùèõ. �àññìàòðèâàåìûåïðîñòðàíñòâà âêëþ÷åíû â ñëåäóþùèå êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû:

RQ
(i)
antidiag

pr
−→ Q

(i)
antidiag

φ0 ց ւ ηantidiag

K(Ia, 1),

(55)
RQ

(i)
diag

pr
−→ Q

(i)
diag

φ0 ց ւ ηdiag

K(Id, 1),

(56)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà íàì ïîòðåáóåòñÿñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 28. �1. Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, 
óùåñòâóåò ïðîñòðàí-ñòâî K̂(i)
0 , åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K(i)

0 è áàçà äâóëèñòíîãî íàêðû-òèÿ K̂(i),↓
0 . Ïðîñòðàíñòâà K̂(i)

0 , K(i)
0 , K̂(i),↓

0 ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà-ìè ïðîñòðàíñòâ K̂0, K0, K̂↓
0 ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàí-ñòâî RK̂(i)

0 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå RK(i)
0 è áàçà 2-ëèñòíîãî íà-êðûòèÿ RK̂

(i),↓
0 , êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

(54). Íà äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,êîòîðûå îïðåäåëåíû äèàãðàììàìè (55), (56).�2. Cóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂0 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå
RK0 è áàçà 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ RK̂↓

0 , êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â íè-æåñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (57), àíàëîãè÷íóþ äèàãðàì-ìå (54). Íà äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû äèàãðàììàìè, àíàëîãè÷íûìè äèàãðàììàì (55),
(56). 45

RKO 2 KW? 

dof | Rr т (54) 

КГ, & RKO +, КО. 

Введем обозначения ВО, — (pr) =! (9%) ’ RQ riding = 

(v?) (О наш) Аналогичные обозначения в, ВОЙ ии вве- 
дем для соответствующих двулистных накрывающих. Рассматриваемые 

пространства включены в следующие коммутативные диаграммы: 

ВОЙ ии —> Q” siaiag 

Фо < Lo Nantidiag (55) 

K (Iq, 1), 

во, О 
Фо < Lo Ndiag (56) 

K (Ig, 1), 

Для доказательства основного результата раздела нам потребуется 

следующая лемма. 

Лемма 28. -1. Для каждого 1, 0 <1< во, существует простран- 
2 (а i 

ство К ) его двулистное накрывающее Ko и база двулистного накры- 

тия К. Пространства Ko, Ke, KO являются подпространства- 
ми пространств Ко, Ко, Kj соответственно. Существует, простран- 

ство RKO и его двулистное накрывающее RKO и база 2-nucmno20 на- 

крытия вк, которые включаются в коммутативную диаграмму 
(24). На двулистном накрывающем выполняются граничные условия, 
которые определены диаграммами (55), (56). 

-2. Существует, пространство RK и его двулистное накрывающее 
ВКо ц база 2-листного накрытия ВЕ, которые включаются в ни- 

жеследующую коммутативную диаграмму (57), аналогичную диаграм- 
ме (54). На двулистном накрывающем выполняются граничные усло- 
вия, которые определены диаграммами, аналогичными диаграммам (55), 
(56). 
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RK0
pr
−→ K0

φ0 ւ ↓ Rr ↓ r

K(Ia, 1)
φ̂0
←− RK̂0

pr̂
−→ K̂0.

(57)
Ïîëèýäðû K1, K̂1Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

rmin,1 =
n− 15

8
; imax,1 = r1 − rmin,1. (58)Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂(i)

1◦ ⊂ K̂1◦ ïî �îðìóëå:
K̂

(i)
1◦ = p−1

K̂1◦
(J

(i)
1 \ J

(i+1)
1 ),ãäå pK̂1◦

: K1◦ → J1�åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ îñîáåííîñòè íà ñâîé îáðàç.Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂[1]◦ ⊂ K1◦ ïî �îðìóëå:
K̂[1]◦ = p−1

K̂1◦
(J1 \ J

(imax,1)+1
1 ).Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

K̂[1]◦ = ∪
i=imax,1

i=0 K̂
(i)
1◦ .Òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå K̂[1]◦ èíäóöèðîâàíà èç òîïîëîãèè ëîêàëüíî-ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû, ïîëó÷åííîãî ïðè ñêëåé-êå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íà-êðûâàþùåå K(i)

1◦ , (ñîîòâåòñòâåííî K[1]◦) íàä ïðîñòðàíñòâîì K̂
(i)
1◦ (ñîîòâåò-ñòâåííî K̂[1]◦).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K1 (ñîîòâåòñòâåííî K̂1) êàê ïðîñòðàíñòâî,ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà K[1]◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂[1]◦). Îïðå-äåëèì åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K̂1 → K̂(1), K1 → K(1). Ýòè îòîáðàæå-íèÿ áóäóò PL�âëîæåíèÿìè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîîáðàçîâ äèàãîíàëèè àíòèäèàãîíàëè, ãäå èìåþòñÿ îñîáåííîñòè.
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Полиэдры K,, Ат 

Введем обозначение: 

п, — 15 ; 
Tmin,l = 8 › Umax, = Т1 — Тпить1. (58) 

Определим подпространство KO С Кь по формуле: 

ря (1 _ 1 i+1 KY =p (А A), 

где РК, : Kio > Ji-ecTecTBeHHad проекция особенности на свой образ. 

Определим подпространство К (jo C Ky. по формуле: 

> — imax +1 

Kio = pg (A \ Fer). 

При этом справедлива формула: 

Kujo = Бу“ АВ. 

Топология на пространстве А [jo Индуцирована из топологии локально- 

связного пространства в правой части формулы, полученного при склей- 

ке дизъюнктного объединения пространств. Определено двулистное на- 

крывающее А” @) (соответственно А) над пространством К &) (соответ- 

ственно Кио). 

Определим пространство А1 (соответственно К 1) как пространство, 

полученное замыканием пространства К [о (соответственно Ky о). Опре- 

делим естественные отображения К > К), К! > Ко). Эти о ображе 

ния будут РГ-вложениями всюду, за исключением прообразов диагонали 

и антидиагонали, где имеются особенности. 
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�àçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ïîëèýäðà K1Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, ìû ïîñòðîèì ïîëèýäð K(i)
1 è ïðîñòðàíñòâî

RK
(i)
1 , êîòîðîå íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì, ðàçðåøàþùèì îñîáåííîñòè ïîëè-ýäðà K(i)

1 . Ïàðàìåòð i íàçîâåì ãëóáèíîé. Ïðîñòðàíñòâà K(i)
1 , RK(i)

1 êðîìåòîãî, ÿâëÿþòñÿ íàêðûâàþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè ïðè 2-ëèñòíûõ íàêðû-òèÿõ r : K
(i)
1 → K̂

(i)
1 , Rr : RK

(i)
1 → RK̂

(i)
1 , ýòè íàêðûòèÿ âêëþ÷åíû âñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé:

RK
(i)
1

pr
−→ K

(i)
1

φ1 ւ ↓ Rr ↓ r

K(Qa, 1)
φ̂1
←− RK̂

(i)
1

pr̂
−→ K̂

(i)
1 .

(59)
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ RQ̂

(i)
diag = (pr̂)−1(Q̂

(i)
diag), RQ̂

(i)
antidiag =

(pr̂)−1(Q̂
(i)
antidiag). Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ RQ

(i)
diag, RQ

(i)
antidiag ââå-äåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóëèñòíûõ íàêðûâàþùèõ. �àññìàòðèâàåìûåïðîñòðàíñòâà âêëþ÷åíû â ñëåäóþùèå êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû:

RQ
(i)
antidiag

pr
−→ Q

(i)
antidiag

φ1 ց ւ ηantidiag

K(Qa, 1),

(60)
RQ

(i)
diag

pr
−→ Q

(i)
diag

φ1 ց ւ ηdiag

K(Ia, 1),

(61)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà íàì ïîòðåáóåòñÿñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 29. �1. Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, 
óùåñòâóåò ïðîñòðàí-ñòâî K̂(i)
1 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K(i)

1 . Ïðîñòðàíñòâà K̂(i)
1 , K(i)

1ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâ K̂1, K1 ñîîòâåòñòâåííî.Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂(i)
1 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå RK(i)

1 ,êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (59). Íà äâóëèñò-íîì íàêðûâàþùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëå-íû äèàãðàììàìè (60), (61). 47

Разрешение особенностей полиэдра А1 

0<1<} Ko 
Для каждого 2, 0 <7 <tmax,1, мы построим полиэдр Ky’ и пространство 

i 
RE { ) которое назовем пространством, разрешающим особенности поли- 

$ . В 4 4 
эдра Ат (0. Параметр 1 назовем глубиной. Пространства А} (i) ‚ RE; () кроме 

ТОГО, ЯВЛЯЮТСЯ нак eens ands rate при 2- -листных накры- 

4 
тиях T : KO > KO ‚№: RK = RKO, эти накрытия включены в 

следующую коммутативную диаграмму отображений: 

RKO 2, KO 

gif | Rr ] т (59) 

K(Qa1) @ RKO 2 KO. 

Введем обозначения во, = (pr)~ ‘(aig RQ" iting = 

(pr)~ (9 нии). Аналогичные обозначения во. ВОТ ии вве- 

дем для соответствующих двулистных накрывающих. Рассматриваемые 

пространства включены в следующие коммутативные диаграммы: 

RQ О наи — Q” ии 

фт \ и Tantidiag (60) 

К ( Qu, 1 ) 7 

во, — Q’ 4 

Ф1 < и "diag (6 1) 

K(I, 7 1 ) 7 

Для доказательства, основного результата раздела нам потребуется 

следующая лемма. 

Лемма 29. -1. Для каждого 1, 0 <1< imax, существует простран- 

ство KO и его двулистиюе накрывалющее KO. Пространства KO, KO 

являются подпространствами пространств А, К, соответственио. 

Существует пространство ВК“ и его двулистлное накрывающее RK” 

которые включаются в коммутативную диаграмму (59). Ha deyaucm 

HOM накрывающем выполняются граничные условия, которые определе- 

ны диаграммами (60), (61). 
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�2. Cóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂1 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå
RK1, êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â íèæåñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèà-ãðàììó (62), àíàëîãè÷íóþ äèàãðàììå (59). Íà äâóëèñòíîì íàêðûâàþ-ùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû äèàãðàììà-ìè, àíàëîãè÷íûìè äèàãðàììàì (60), (61).

RK1
pr
−→ K1

φ1 ւ ↓ Rr ↓ r

K(Qa, 1)
φ̂1
←− RK̂1

pr̂
−→ K̂1.

(62)
Ïîëèýäðû K1, K̂1Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

rmin,1 =
n− 15

8
; imax,1 = r1 − rmin,1. (63)Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K̂(i)
(1) ïî �îðìóëå:

K̂
(i)
(1) = p−1

K̂(1)
(J

(i)
1 \ J

(i+1)
1 ).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K̂(1) ïî �îðìóëå:

K̂(1) = p−1

K̂(1)
(J1 \ J

(imax,1)+1
1 ) = ∪

i=imax,1

i=0 K̂
(i)
(1).Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K

(i)
(1), (ñîîòâåòñòâåííî K(1)) íàäïðîñòðàíñòâîì K̂

(i)
(1) (ñîîòâåòñòâåííî K̂(1)).Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, íèæå îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K̂(i)

1 èïðîñòðàíñòâî K̂1. Îïðåäåëèì òàêæå åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K̂(i)
(1) →

K̂
(i)
1 , K̂(1) → K̂(1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ áóäóò PL�ãîìåîìîð�èçìàìè âñþäó,çà èñêëþ÷åíèåì ó÷àñòêîâ ðàçäóòîé äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè, ãäå èìå-åòñÿ âûðîæäåíèå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì äâóëèñòíûå íàêðûâàþùèå K(i)

1è ïðîñòðàíñòâî K1 è åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K(i)
(1) → K

(i)
1 , K(1) → K1.
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2. Существует пространство RK, и его двулистное накрывающее 

ВК!1, которые включаются в нижеследующую коммутативную диа- 

грамму (62), аналогичную диаграмме (59). На двулистном накрываю- 

щем выполняются граничные условия, которые определены диаграмма- 

ми, аналогичными, диаграммам (60), (61. 

RK, — К, 

dif | Rr т (62) 

K(Qa1) < ВЕ, - К. 

Полиэдры Ат, К 1 

Введем обозначение: 

п, — 15 
Tminl = 8 > bmaxl = 11 Гиимьт: (63) 

Определим пространство К и по формуле: 

Ki) = pg (A \ A). 

Определим пространство К (1) по формуле: 

Ка) = Py (Ii лет) = Unt 

Определено двулистное накрывающее Ki, (соответственно К(1)) над 

(i) пространством К\1) (соответственно Ky). 

Для каждого 1, 0 <7 < 11, ниже определим пространство ky и 

пространство Ky. Определим также естественные отображения К @ 

К. G ) К (1) > К (1). Эти отображения будут РГ-гомеоморфизмами всюду, 

за исключением участков раздутой диагонали и антидиагонали, где име- 

ется вырождение. Аналогично определим двулистные накрывающие К’ © 

и пространство Ky и естественные отображения к > KO, Ка) > К\. 
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Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 26Ïðè îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ d îïðåäåëÿëîñü òàêæå îòîáðàæåíèå ĝ :
Sn−k/i→ Rn, êîòîðîå ïîëó÷åíî ìàëîé PL-äå�îðìàöèåé îáùåãî ïîëîæå-íèÿ êàëèáðà δ èç îòîáðàæåíèÿ iJ0 ◦ p : Sn−k/i → J0 ⊂ Rn. (Ñàìà ýòàäå�îðìàöèÿ è å¼ êàëèáð δ áóäóò ÿâíî óêàçàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåì-ìû 30). �àññìîòðèì òàêæå îòîáðàæåíèå g = π◦d̂ : RPn−k → Sn−k/i→ Rn.�àññìîòðèì ïîëèýäð N̂↓

K0
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĝ èäâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ýòèì ïîëèýäðîì N̂K0 , îïðåäåëåííîå â ñî-îòâåòñòâèè ñ ïðàâûì íèæíèì ïðîñòðàíñòâîì â äèàãðàììå (45). ×òîáûïîä÷åðêíóòü àíàëîãèþ ñî ñëó÷àåì ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, äàëåå âñå ðàñ-ñìàòðèâàåìûå ïîëèýäð (ðàçäóòèå îñîáåííîñòåé íà äèàãîíàëè è àíòèäèà-ãîíàëè â ïîëèýäðàõ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ áóäåòíàçûâàòüñÿ PL-ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñî-áåííîñòÿìè èìåþò îñîáûé êðàé, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê äèàãîíàëè è àíòè-äèàãîíàëè. Ïîëèýäðû áåç òî÷åê äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè îáîçíà÷àþò-ñÿ N̂↓

K0◦
, N̂K0◦ ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäûé òàêîé ïîëèýäð íàçîâåì îòêðûòûììíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿ-ìè N̂K0◦ åñòåñòâåííî âëîæåíî â îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå Γ̂0◦.Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè N̂K0, â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìî ñëóæèò áà-çîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ r : NK0 → N̂K0. Íàêðûòèÿ îïðåäåëåíû â ñîîò-âåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè â äèàãðàììå (45). Îïðåäåëåíî îòêðûòîå ìíî-ãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè NK0◦ 
 êðàåì, êîòîðîå åñòåñòâåííî âêëàäûâà-åòñÿ âî âçðåçàííûé êâàäðàò Γ0. Ïðè ýòîì âëîæåíèè îáðàç NK0◦ ëåæèòâ ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîëèýäðà K(0) è îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿäèàãðàììà îòîáðàæåíèé

NK0◦ ⊂ Uε −→ K(D4, 1)
↓ ↓ ↓

N̂K0◦ ⊂ Ûε −→ K(E, 1),
(64)â êîòîðîé ÷åðåç Uε, Ûε îáîçíà÷åíû ðåãóëÿðíûå ε-îêðåñòíîñòè ïîäïîëèýä-ðîâ K(0) ⊂ Γ0, K̂(0) ⊂ Γ̂0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâûå ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåë-êè ýòîé äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè îòîáðàæåíèé äèàãðàììû(45) íà ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü Uε è íà �àêòîðïðîñòðàíñòâî Ûε ýòîéîêðåñòíîñòè â ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì Γ0, Γ̂0 ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè NK0 è îáîçíà÷èì åãî êîì-ïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç NQ,diag ∪ NQ,antidiag. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå ñîñîáåííîñòÿìè NK0 ÷åðåç N (0)

K0
, à åãî êîìïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç N (0)

Q,diag ∪49

Начало доказательства Леммы 

При определении отображения 4 определялось также отображение д: 

S”-F /1 > В", которое получено малой РГ-деформацией общего положе- 

ния калибра д из отображения ij, ор: 5"_^/1 + Л C В". (Сама эта 
деформация и её калибр д будут явно указаны при доказательстве Лем- 

мы 30). Рассмотрим также «отображение д = mod : Rpr-k — 5"- К 1 sR". 

Рассмотрим полиэдр Ni ко Точек самопересечения отображения 9 и 

двулистное накрывающее над этим полиэдром № ко, определенное в со- 

ответствии с правым нижним пространством в диаграмме (45). Чтобы 

подчеркнуть аналогию со случаем гладких отображений, далее все рас- 

сматриваемые полиэдр (раздутие особенностей на диагонали и антидиа- 

гонали в полиэдрах не рассматривается) точек самопересечения будет 

называться РТ.-многообразием с особенностями. Эти многообразия с осо- 

бенностями имеют особый край, состоящий из точек диагонали и анти- 

диагонали. Полиэдры без точек диагонали и антидиагонали обозначают- 

ся № Koo? N Koo Соответственно. Каждый такой полиэдр назовем открытым 

многообразием с особенностями. Открытое многообразие с особенностя- 

ми № Koo естественно вложено в открытое многообразие Too. 

Многообразие с особенностями № Ko) В свою Очередь, само служит ба- 

зой двулистного накрытия 7: Мк —> № ко. Накрытия определены в соот- 

ветствии с обозначениями в диаграмме (45). Определено открытое мно- 

гообразие с особенностями ко. с краем, которое естественно вкладыва- 

ется во взрезанный квадрат Го. При этом вложении образ №к.. лежит 

в регулярной окрестности полиэдра Ko) и определена коммутативная 

диаграмма отображений 

№к. C Uz. — K(Daz,1) 

| | | (64) 
Nkoo Cc 0: —> K(E, 1), 

в которой через U., 0. обозначены регулярные =-окрестности подполиэд- 

ров Kio) С Го, К (0) С Го соответственно. Правые горизонтальные стрел- 

ки этой диаграммы являются продолжениями отображений диаграммы 

(45) на регулярную окрестность (И. и на факторпространство 0. этой 

окрестности в многообразиях с краем Го, Го соответственно. 

Рассмотрим многообразие с особенностями Nx, и обозначим его ком- 

поненты края через № diag U Noe antidiag. Переобозначим многообразие с 
0 

особенностями Nx, через № ©, а его компоненты края через No. Diag U 
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N
(0)
Q,antidiag. Íèæå â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 30 îïðåäåëåíà ñòðàòè�èêàöèÿ:

N
imax,0

K0
⊂ · · · ⊂ N0

K0
, (65)(ýòà ñòðàòè�èêàöèÿ ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûòèåìñòðàòè�èêàöèè (126), (127)).Îáîçíà÷èì ÷åðåç

W
(i)
K0

= N i
K0
\N i+1

K0
. (66)îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, ñîäåðæàùåå êîìïîíåíòû êðàÿ.Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû åãî êðàÿ N i

Q,diag \N
i+1
Q,diag, N i

Q,antidiag \N
i+1
Q,antidiag÷åðåç W i

Q,diag èW i
Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷å-íèÿ N̂ i

K0
\ N̂ i+1

K0
= Ŵ

(i)
K0
, N̂ i

Q,diag \ N̂
i+1
Q,diag = Ŵ

(i)
Q,diag, N̂ i

Q,antidiag \ N̂
i+1
Q,antidiag =

Ŵ
(i)
Q,antidiag. Ïðè âëîæåíèè W (i)

K0
⊂ Uε ⊂ Γ0 ïîäìíîãîîáðàçèå ñ îñáåííîñòÿ-ìè W (i)

Q,diag âêëàäûâàåòñÿ â êîìïîíåíòó êðàÿ Γdiag, à ïîäìíîãîîáðàçèå 
îñîáåííîñòÿìè W
(i)
Q,antidiag âêëàäûâàåòñÿ â Γantidiag. Àíàëîãè÷íûå óòâåð-æäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êîìïîíåíò ãðàíèöû Ŵ

(i)
Γ0
.Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà(67) îòîáðàæåíèé ïîëèýäðîâ ñ âûïèñàííûìè ïîä äèàãðàììîé ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè. Â ïðîñòðàíñòâà, ñòîÿùèå â òðåòüåé ñòðîêå ýòîé äèà-ãðàììû, îòîáðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíîé ñòðî-êè êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (68), êîòîðàÿ òàêæå îïðåäåëåíà äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîìåðó ñòðàòà ïîëèýäðàòî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â ñòðàòè�èêàöèè (65).

50

0 
м 3 ана о. Ниже в доказательстве Леммы [3 определена стратификация: 

Nr’ C+ М, (65) 

(эта стратификация совпадает с каноническим двулистным накрытием 
стратификации (126), (127)). 

Обозначим через 

We = Ni, М. (66) 

открытое многообразие с особенностями, содержащее компоненты края. 
a i+1 i t+1 Обозначим компоненты его края NO diag \ NO diag» No antidiag \ NO antidiag 

i i через W6 diag и WO antidiag COOTBETCTBEHHO. Введем аналогичные обозначе- 
Cri Crit] 117 я + _ /® Ti САН _ 

НИЯ Мк \ Мк, — Ик, Q,diag \ NO diag _ Wo diag? NO antidiag \ NG antidiag ~~ 

WE иена: При вложении WP С 0. С Го подмногообразие с осбенностя- 

ми У tag вкладывается в компоненту края Гааз, а подмногообразие с 
) р 

особенностями WE ная вкладывается в Голиио. Аналогичные утвер- 

ждения справедливы для компонент границы We. 

Для каждого 1, 0 <7 < imax, определена коммутативная диаграмма 

(67) отображений полиэдров с выписанными под диаграммой гранич- 

ными условиями. В пространства, стоящие в третьей строке этой диа- 

граммы, отображаются соответственно пространства центральной стро- 

ки коммутативной диаграммы (68), которая также определена для про- 

ИЗВОЛЬНоГО 2, 0 < 1 < 1х0, соответствующего номеру страта полиэдра 

точек самопересечения в стратификации (65). 
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K(Ia, 1) K(Ia, 1)

↑ φ̂ տ φ̂ ↑ φ տ φ

RK̂
(i)
0 ⊃ RQ̂

(i)
diag ∪ RQ̂

(i)
antidiag RK

(i)
0 ←− RQ

(i)
diag ∪ RQ

(i)
antidiag

↓ pr̂ ↓ ↓ pr ↓

K̂
(i)
0 ⊃ Q̂

(i)
diag ∪ Q̂

(i)
antidiag K

(i)
0 ⊃ Q

(i)
diag ∪Q

(i)
antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

K̂
(i)
0◦ ⊃ ∅ K

(0)
0◦ ⊃ ∅

↓ η̂ ↓ η

K(E, 1) K(D4, 1).

(67)
�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (67) íà ïðîñòðàíñòâå Q(i)

antidiag çàïè-ñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ ηQ
(i)
antidiag

: Q
(i)
antidiag −→ K(Ia, 1)

ia−→ K(D4, 1),íà ïðîñòðàíñòâå Q(i)
diag çàïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = id,a ◦ pb,d ◦ ηQ

(i)
diag

:

Q
(i)
diag −→ K(Ib, 1) −→ K(Id, 1) −→ K(Ia, 1).
K(Ia, 1) K(Ia, 1)

↑ µ̂a տ µ̂a ↑ µa տ µa

Ŵ
(i)
K0

⊃ Ŵ
(i)
Q,diag ∪ Ŵ

(i)
Q,antidiag W

(i)
K0

⊃ W
(i)
Q,diag ∪W

(i)
Q,antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

Ŵ
(i)
K0◦

⊃ ∅ W
(i)
K0◦

⊃ ∅

↓ η̂ ↓ η

K(E, 1) K(D4, 1).

(68)
51

К (1,1) К (Iu, 1) 

То N\@ le Ne 

в RQ ug VRQ uiding ВК ROG U RQ siting 

| pr | | pr | 

м 2 бои KP Dig VQ ring 

U U U U 

KO > 0 KO 5 0 

17 [7 

К(Е, 1) К(О4, 1. 

Граничные условия в диаграмме на пространстве Q” наи запи- 

сываются формулой Ф = ig ON ag | О iting — K(I,, 1) ©, К(О.4, 1), 

на пространстве ей записываются формулой @ = taa © Pod © По, 

9, — K(b.1) —К(,1) — К(, 1). 

К (1,1) К (In, 1) 

Т fa \ Ba T Ha \ Ha 

Wie 2 WodiagUWerantiaiag МЮ 2 Ия U We antiiag 

U U U U (68) 

WR > 0 и 0 

17 {7 

K(E, 1) K(Daz,1). 
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�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (68) íà ïðîñòðàíñòâå W (i)
Q,antidiag çà-ïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ ηW

(i)
Q,antidiag

: W
(i)
Q,antidiag −→ K(Ia, 1)

ia−→

K(D4, 1), íà ïðîñòðàíñòâå W (i)
Q,diag çàïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ pb ◦

η
W

(i)
Q,diag

: W
(i)
Q,diag −→ K(Ib, 1) −→ K(Id, 1) −→ K(Ia, 1).Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðîâî-äèòñÿ â êîíöå ðàçäåëà.Ëåììà 30. Ñóùåñòâóåò ìàëàÿ PL-äå�îðìàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ

(iJ0 ◦ p̂) 7→ d̂ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ñòðàòà W (i)
K0ïîëèýäðà N(d) â ñðåäíåé ñòðîêå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (68) îïðå-äåëåíû îòîáðàæåíèÿ t̂(i) : W

(i)

K̂0
→ RK̂

(i)
0 , t(i) : W

(i)
K0
→ RK

(i)
0 , íàçûâà-åìûå îòîáðàæåíèÿìè ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, â ñîîòâåòñòâóþùèåïðîñòðàíñòâà âòîðîé ñòðîêè äèàãðàììû (67). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíûîòîáðàæåíèÿ µ̂

(i)
a : W

(i)

K̂0
→ K(Ia, 1), µ(i)

a : W
(i)
K0
→ K(Ia, 1) â äèàãðàììå

(68) ïî �îðìóëàì µ̂
(i)
a = φ̂ ◦ t̂(i), µ(i)

a = φ ◦ t(i).Ïîñòðîåííûå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ i â (65) ñêëå-èâàþòñÿ äî îòîáðàæåíèé t̂ : N̂K0 → RK̂0 (ñîîòâåòñòâåííî t : NK0 →
RK0) è îïðåäåëåíû èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ µ̂a = φ̂ ◦ t̂ : N̂K0 →
K(Ia, 1) (ñîîòâåòñòâåííî µa = φ ◦ t : NK0 → K(Ia, 1)). Áîëåå òîãî, âû-ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå r ◦ µ̂a = µa : NK0 → N̂K0 → K(Ia, 1) è âûïîëíåíûãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïîíåòàõ NQ,diag, NQ,antidiag ãðàíèöû ñòðàòè-�èöèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè NK0, êîòîðûå àíàëîãè÷-íû âûïèñàíûì ïîä �îðìóëîé (68) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ êîìïîíåíò
W

(i)
Q,diag, W (i)

Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî.Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 26Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå µa, îïðåäåëåííîå èç Ëåììû 30 íà ìíîãîîá-ðàçèè ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NK0 , ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ íàâñåì N(d) è óêàçàííîå ïðîäîëæåíèå îïðåäåëÿåò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðóäëÿ îòîáðàæåíèÿ d.Íàïîìíþ, ÷òî N(d) = Nantidiag∪NK0 ïî îáùåìó êðàþ NQ,antidiag. Ïîëè-ýäð NK0 ÿâëÿåòñÿ áàçîé 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ r : NK0 → N̂K0 è êîððåêòíîîïðåäåëåíà äèàãðàììà (64). Íà êîìïîíåíòå NK0 öèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðàîïðåäåëåíà â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ µa ñ WK0. Â ñèëóâûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ φ íà RQantidiag , RQdiagñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå µa èìååò ïðàâèëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà
NQ,diag è íà NQ,antidiag. Â ÷àñòíîñòè, íà NQ,antidiag îòîáðàæåíèå µa ñîâïà-äàåò ñî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.52

Граничные условия в диаграмме на пространстве we? antidiag 32° 

писываются формулой @ = ig O Ny, : WE ная — А(1, 1) 
WS.  ntidiag 

diag Занисываются формулой @ = tq O Py © 

hy On! WE ting — K(h,1) —К(1,1) — K (Ma, 1). 
tag 

Воспользуемся следующей леммой, доказательство которой прово- 

дится в конце раздела. 

К(Р4,1), на пространстве we? 

Лемма 30. Существует малая РГ-деформация общего положения 

(ij, OP) => 4 такая, что для каждого кусочно-линейного страта WP 

полиэдра N(d) в средней строке коммутатьивной Фидеральмы (08 onpe- 

делены. отображения tO: и > RKO ‚ №: WY > RKO ‚ называ- 

емые отображениями разрешения особенностей, в соответствующие 

пространства оторой строки диаералимы (22. При этом. определены 

ня A? Wi > Ари : 70 — K(I,,1) в диаграмме 

по формулам fu -ф оО, pO - ot), 
а семейства отображений при различных 1 в (65) скле- 

иваются 00 отображений  : Nx, — RKo (соответственно t : Nx, > 

RKo) и определены индуцированные отображения па = ф of: Nx > 

К(Т,1) (соответственно и, = фоф: Мк — К (1, 1)). Более того, вы- 
полнено соотношение Т о йа = La: Nx, > Мк — К(1, 1) и выполнены 

граничные условия на компонетах № „а, N@,antidiag границы страти- 

фицированного многообразия с особенностями М№ к, которые аналогич- 

ны выписаным под формулой (68) граничным, условиям, для компонент 
(6) (2) Wo ии; Wo antidiag СОответственно. 

Окончание доказательства Леммы 

Докажем, что отображение fla, определенное из Леммы на многооб- 

разии с особенностями с краем М№к., продолжается до отображения на 

всем N(d) и указанное продолжение определяет циклическую структуру 

для отображения 4. 

Напомню, что N(d) = Nantidiag UN Ко по общему краю NQ,antidiag: Поли- 

эдр Мк, является базой 2-листного накрытия 7 : Мк, — Nx, и корректно 

определена диаграмма (64). На компоненте Nx, циклическая структура 

определена в результате продолжения отображения | C WK. В силу 

выполнения граничных условий для отображения ф на RQantidiag, RQ diag 

следует, что отображение [lg имеет правильные граничные условия на 

Ne diag И на No antidiag. В частности, на № antidiag ОТОбражение йа совпа- 

дает со структурным отображением, которое является циклическим. 
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Ïðîâåðèì óñëîâèå (30) â îïðåäåëåíèè öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû äëÿîòîáðàæåíèé ñ îñîáåííîñòüþ. Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 18, ñîãëàñíî êîòî-ðîé äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü àáñîëþòíûé öèêë µR̄ : R̄n−k → K(Id, 1) (íà-ïîìíþ, ÷òî ýòîò öèêë ïîëó÷åí ïðè çàêëåéêå îòîáðàæåíèÿ µa : N(d) →
K(Ia, 1) âäîëü ãðàíèöû äâóìÿ îäèíàêîâûìè êîïèÿìè îòíîñèòåëüíîãîöèêëà, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè) è ïðîâåðèòü, ÷òî öèêë µR̄îïðåäåëÿåò îáðàçóþùóþ ãðóïïû ãîìîëîãèé Hn−k(K(Id, 1); Z/2). Îáîçíà-÷èì ýòó îáðàçóþùóþ ÷åðåç x ∈ Hn−k(K(Id, 1); Z/2).�àññìîòðèì åùå îäèí ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ pc,∗ ◦ η̄∗([N̄(d)]) ∈
Hn−k(K(Id, 1); Z/2), êîòîðûé îïðåäåëåí öèêëîì, ïîëó÷åííûì ïðè ïî-ìîùè êîìïîçèöèè êàíîíè÷åñêîãî íàêðûòèÿ η̄ : N̄(d) → K(Ic, 1) íàäñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì η : N(d) → K(D4, 1) ñ îòîáðàæåíèåì
pc : K(Ic, 1) → K(Id, 1). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè N̄(d) ðàññìàò-ðèâàåòñÿ êàê çàìêíóòîå, ò.å. êàíîíè÷åñêîå íàêðûòèå áåðåòñÿ ðàçâåòâëåí-íûì íàä êðàåì ∂N(d). Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííûé êëàññ ãîìîëîãèé ÷åðåç
y ∈ Hn−k(K(Id, 1); Z/2).Äîêàæåì, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êëàññîì ãîìîëîãèé. Äàëåå ïðî-âåðèì, ÷òî x = y. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññ êîãîìîëîãèé yop, äâîéñòâåí-íûé ïî Ïóàíêàðå êëàññó ãîìîëîãèé y, âû÷èñëÿåòñÿ êàê íîðìàëüíûé õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ w̄k ∈ H

k(RPn−k; Z/2) = Hk(K(Id, 1); Z/2). (Ïðè
n = 2l − 1 êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ w̄k íå ðàâåí íóëþ.)Âñïîìíèì, ÷òî N(d) = Nantidiag ∪NQ,antidiag

NK0. Ïîýòîìó äâóëèñòíîåíàêðûâàþùåå N̄(d) òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóëèñò-íûõ íàêðûâàþùèõ ïî �îðìóëå N̄(d) = N̄antidiag ∪N̄Q,antidiag
N̄K0. Ñïðàâåä-ëèâà àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëà R̄ = R̄Q,antidiag ∪ R̄K0. Ïðè ýòîì R̄Q,antidiag è

N̄Q,antidiag PL-ãîìåîìîð�íû êàê ìíîãîîáðàçèÿ 
 îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì,à îòîáðàæåíèÿ µ̄a, pc ◦ η̄ íà óêàçàííîé îáùåé ÷àñòè ñîâïàäàþò.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè R̄K0 ÿâëÿåòñÿäâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì íàä íåêîòîðûì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿ-ìè R̃K0. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè NK0 ñëóæèò äâó-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì äëÿ N̂K0 . Çäåñü è äàëåå äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ îñî-áåííîñòÿìè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿìãðóïï â äèàãðàììå (45). Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå µ̄a|RK0
: RK0 → K(Id, 1)ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç äâóëèñòíîå íàêðûòèå R̄K0 → R̃K0, ïîñêîëüêó ñàìîîòîáðàæåíèå µa|NK0

íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå µ̂a|N̂K0
. Òàêæå ëåãêî ïðî-âåðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N̄Γ0 ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì íàä

N̄↓
K0
, ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå pc ◦ η̄|N̄K0

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç äâóëèñòíîå íà-êðûòèå N̄K0 → N̄↓
K0
. Ïîýòîìó êàæäûé èç öèêëîâ x, y ãîìîëîãè÷åí öèêëóñ íîñèòåëåì íà îáùåé ÷àñòè N̄antidiag .Ëåììà 26 äîêàçàíà. 53

Проверим условие (30) в определении циклической структуры для 

отображений с особенностью. Воспользуемся Леммой 18, согласно кото- 

рой достаточно рассмотреть абсолютный цикл ив: В" * -> К(1а,1) (на- 

помню, что этот цикл получен при заклейке отображения [lg : N(d) > 

К(Т.,1) вдоль границы двумя одинаковыми копиями относительного 

цикла, которые выбираются произвольными) и проверить, что цикл ив 

определяет образующую группы гомологий Н„_к(К (Ig, 1); 2/2). Обозна- 
чим эту образующую через x Е Н„_к(К(1а, 1); 2/2). 

Рассмотрим еще один гомологический класс ре» © 1» ([№(а)]) Е 
Н„-к(К (Та, 1); 2/2), который определен циклом, полученным при по- 

мощи композиции канонического накрытия 7 : N(d) — К(1,1) над 
структурным отображением 7 : N(d) — К(О4,1) с отображением 
pe: К, 1) = K(Ig,1). Многообразие с особенностями N(d) рассмат- 
ривается как замкнутое, т.е. каноническое накрытие берется разветвлен- 

ным над краем ON(d). Обозначим построенный класс гомологий через 

УЕН, (Ки, 1}; 2/2). 
Докажем, что у является образующим классом гомологий. Далее про- 

верим, что х = y. Действительно, класс когомологий y°?, двойствен- 

ный по Пуанкаре классу гомологий у, вычисляется как нормальный ха- 

рактеристический класс W, Е H*(IRP"*; 2/2) = H*(K (1,1); 2./2). (При 
п = 21 — 1 когомологический класс W, не равен нулю.) 

Вспомним, что № (4) = Nantidiag UNoantidiag УКо: Поэтому двулистное 

накрывающее №(4) также представляется в виде объединения двулист- 

ных накрывающих по формуле № (а) = Nantidiag UNo antidiag N ко. Справед- 

лива аналогичная формула В = Re antidiag U Вко. При этом Re antidiag И 

No antidiag РГ-гомеоморфны Kak многообразия с особенностями с краем, 

а отображения fig, рсо7 на указанной общей части совпадают. 

Нетрудно проверить, что многообразие с особенностями Вк. является 

двулистным накрывающим над некоторым многообразием с особенностя- 

ми Reo. Действительно, многообразие с особенностями Nx, служит дву- 

листным накрывающим для Nx. Здесь и далее для многообразий с осо- 

бенностями используются обозначения, соответствующие обозначениям 

групп в диаграмме . При этом отображение Йа|вк, : Вко — К (Ia, 1) 

пропускается через двулистное накрытие Rx, — Вк.. поскольку само 

отображение ил. Nx, Накрывает отображение [ig Ny’ Также легко про- 

верить, что многообразие Np, является двулистным накрывающим над 

Nig при этом отображение Pp, ой] Nx, пропускается через двулистное на- 

крытие Nx, — № Keo" Поэтому каждый из циклов т, у гомологичен циклу 

с носителем на общей части Nontidiag: 

Лемма [26] доказана. 
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Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 27Ïðè îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ c îïðåäåëÿëîñü òàêæå îòîáðàæåíèå ĥ :
Sn−2k/Qa → Rn, êîòîðîå ïîëó÷åíî ìàëîé PL-äå�îðìàöèåé îáùåãî ïîëî-æåíèÿ êàëèáðà δ èç îòîáðàæåíèÿ iJ1 ◦ p : Sn−2k/Qa → J1 ⊂ Rn. (Ñàìàýòà äå�îðìàöèÿ è å¼ êàëèáð δ áóäóò ÿâíî óêàçàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâåËåììû 31 êîòîðîå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 30.)�àññìîòðèì òàêæå îòîáðàæåíèå h = π ◦ ĉ : Sn−2k/i→ Sn−2k/Qa → Rn.�àññìîòðèì ïîëèýäð L̂↓

K1
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĥ èäâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ýòèì ïîëèýäðîì L̂K1, îïðåäåëåííîå â ñî-îòâåòñòâèè ñ ïðàâûì íèæíèì ïðîñòðàíñòâîì â äèàãðàììå (51). ×òîáûïîä÷åðêíóòü àíàëîãèþ ñî ñëó÷àåì ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, äàëåå âñå ðàñ-ñìàòðèâàåìûå ïîëèýäð (ðàçäóòèå îñîáåííîñòåé íà äèàãîíàëè è àíòèäèà-ãîíàëè â ïîëèýäðàõ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ áóäåòíàçûâàòüñÿ PL-ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñî-áåííîñòÿìè èìåþò îñîáûé êðàé, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê äèàãîíàëè è àíòè-äèàãîíàëè. Ïîëèýäðû áåç òî÷åê äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè îáîçíà÷àþò-ñÿ L̂↓

K1◦
, L̂K1◦ ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäûé òàêîé ïîëèýäð íàçîâåì îòêðûòûììíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿ-ìè L̂K1◦ åñòåñòâåííî âëîæåíî â îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì Γ̂1◦.Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè L̂K1 , â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìî ñëóæèò áà-çîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ r : LK1 → L̂K1 . Íàêðûòèÿ îïðåäåëåíû â ñîîò-âåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè â äèàãðàììå (51). Îïðåäåëåíî îòêðûòîå ìíî-ãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè LK1◦ 
 êðàåì, êîòîðîå åñòåñòâåííî âêëàäûâà-åòñÿ âî âçðåçàííûé êâàäðàò Γ1. Ïðè ýòîì âëîæåíèè îáðàç LK1◦ ëåæèòâ ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîëèýäðà K(1) è îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿäèàãðàììà îòîáðàæåíèé:

LK1◦ ⊂ Uε −→ K(H, 1)
↓ ↓ ↓

L̂K1◦ ⊂ Ûε −→ K(G, 1),
(69)â êîòîðîé ÷åðåç Uε, Ûε îáîçíà÷åíû ðåãóëÿðíûå ε-îêðåñòíîñòè ïîäïîëèýä-ðîâ K1◦ ⊂ Γ1, K̂1◦ ⊂ Γ̂1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâûå ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêèýòîé äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè îòîáðàæåíèé äèàãðàììû (69)íà ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü Uε è íà �àêòîðïðîñòðàíñòâî Ûε ýòîé îêðåñò-íîñòè â ìíîãîîáðàçèÿõ Γ1, Γ̂1 ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè LK1 è îáîçíà÷èì åãî êîì-ïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç LQ,diag∪LQ,antidiag. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå LK1÷åðåç L(0)

K1
, à åãî êîìïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç L(1)

Q,diag ∪ L
(1)
Q,antidiag . Íèæå â äî-êàçàòåëüñòâå Ëåììû 30 ïî àíàëîãèè ñî ñòðàòè�èêàöèåé (65) îïðåäåëåíà54

Начало доказательства Леммы 

При определении отображения с определялось также отображение h : 

S”-k /Q, — В", которое получено малой РГ-деформацией общего поло- 

жения калибра 9 из отображения iy, ор: 5" */О. > Л С В". (Сама 

эта деформация и её калибр д будут явно указаны при доказательстве 

Леммы которое полностью аналогично доказательству Леммы [30]) 

Рассмотрим также отображение й = лос: S™-**/j > 572% /(), > В”. 

Рассмотрим полиэдр Li. точек самопересечения отображения hu 

двулистное накрывающее пад этим полиэдром Ёк,, определенное в со- 

ответствии с правым нижним пространством в диаграмме (51). Чтобы 

подчеркнуть аналогию со случаем гладких отображений, далее все рас- 

сматриваемые полиэдр (раздутие особенностей на диагонали и антидиа- 

гонали в полиэдрах не рассматривается) точек самопересечения будет 

называться РТ-многообразием с особенностями. Эти многообразия с OCO- 

бенностями имеют особый край, состоящий из точек диагонали и анти- 

диагонали. Полиэдры без точек диагонали и антидиагонали обозначают- 

ca Lt Kyo L K,o Соответственно. Каждый такой полиэдр назовем открытым 

многообразием с особенностями. Открытое многообразие с особенностя- 

ми L Kyo естественно вложено в открытое многообразие с краем Го. 

Многообразие с особенностями L K,; В свою очередь, само служит ба- 

зой двулистного накрытия 7: Ск, —> L к. Накрытия определены в соот- 

ветствии с обозначениями в диаграмме (51). Определено открытое мно- 

гообразие с особенностями Ёк,. с краем, которое естественно вкладыва- 

ется во взрезанный квадрат Г1. При этом вложении образ Ск. лежит 

в регулярной окрестности полиэдра К(1) и определена коммутативная 

диаграмма отображений: 

Lr. сои. — K(H, 1) 

tod | (69) 
Г као с 0. —> K(G, 1), 

в которой через U-, 0. обозначены регулярные =-окрестности подполиэд- 

ров Ky, С Г:, Ато С Г! соответственно. Правые горизонтальные стрелки 

этой диаграммы являются продолжениями отображений диаграммы 

на регулярную окрестность О и на факторпространство 0. этой окрест- 

ности в многообразиях Tj, Г, соответственно. 

Рассмотрим многообразие с особенностями Lx, и обозначим его ком- 

поненты края через Le diag U Го antidiag- Переобозначим многообразие LK, 
(0) 1 

через Lj, а его компоненты края через К U LY ина: Ниже в до- 

казательстве Леммы [30] по аналогии со стратификацией (65) определена 
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ñòðàòè�èêàöèÿ
L

imax,1

K1
⊂ · · · ⊂ L0

K1
. (70)Îáîçíà÷èì ÷åðåç

W
(i)
K1

= Li
K1
\ Li+1

K1
. (71)îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, ñîäåðæàùåå êîìïîíåíòû êðàÿ.Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû åãî êðàÿ Li

Q,diag \L
i+1
Q,diag, Li

Q,antidiag \L
i+1
Q,antidiag÷åðåç W (i)

Q,diag è W
(i)
Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà-÷åíèÿ L̂i

K1
\ L̂i+1

K1
= Ŵ

(i)
K1
, L̂i

Q,diag \ L̂
i+1
Q,diag = Ŵ

(i)
Q,diag, L̂i

Q,antidiag \ L̂
i+1
Q,antidiag =

Ŵ
(i)
Q,antidiag. Ïðè âëîæåíèè W (i)

K1
⊂ Uε ⊂ Γ1 ïîäìíîãîîáðàçèå ñ îñáåííîñòÿ-ìè W (i)

Q,diag âêëàäûâàåòñÿ â êîìïîíåíòó êðàÿ Γdiag, à ïîäìíîãîîáðàçèå 
îñîáåííîñòÿìè W
(i)
Q,antidiag âêëàäûâàåòñÿ â Γantidiag. Àíàëîãè÷íûå óòâåð-æäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êîìïîíåíò ãðàíèöû Ŵ

(i)
Γ1
.Îáîçíà÷èì îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì L(i)

K1
\Li+1

K1÷åðåçW (i)
K1
. Îáîçíà÷èì ýòè êîìïîíåíòû åãî êðàÿ ÷åðåçW (i)

Q,diag∪W
(i)
Q,antidiag.Ïðè âëîæåíèè W

(i)
K1
⊂ Uε ⊂ Γ1 ïîäìíîãîîáðàçèå W (i)

Q,diag âêëàäûâàåòñÿâ êîìïîíåíòó êðàÿ Γdiag, à ïîäìíîãîîáðàçèå W (i)
Q,antidiag âêëàäûâàåòñÿ â

Γantidiag . Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êîìïîíåíò ãðàíè-öû Ŵ
(i)
Γ1
.Äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ imax,1, îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà(72) îòîáðàæåíèé ïîëèýäðîâ ñ âûïèñàííûìè ïîä äèàãðàììîé ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè. Â ïðîñòðàíñòâà, ñòîÿùèå â òðåòüåé ñòðîêå ýòîé äèà-ãðàììû, îòîáðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíîé ñòðî-êè êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (73), êîòîðàÿ òàêæå îïðåäåëåíà äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî i, 1 ≤ i ≤ imax,1, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîìåðó ñòðàòà ïîëèýäðàòî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â ñòðàòè�èêàöèè (70):
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стратификация 

тах, 0 Li. ‘С... C Lx. (70) 

Обозначим через 

We = Li. \ Lith. (71) 1 = 

открытое многообразие с особенностями, содержащее компоненты края. 
р i+] i i+] Обозначим компоненты его края LO giag \ LO diag: LO,antidiag \ LO antidiag 

() () через Wo diag и Wo antidiag Соответственно. Введем аналогичные обозна- 
ri ritl _ pyr) pi ritl _ 17 т: та — 

чения De, \ LR ~~ Wis Q, diag \ LO diag ~~ Wo diag? Q,antidiag \ LO antidiag ~~ 

po (7) Wo antidiag: При вложении И’к, CU. С Г! подмногообразие с осбенностя- 
р 

ми ws hag вкладывается в компоненту края Гао, а подмногообразие с 
) i 

особенностями Ws antidiag ВКЛадывается в Vontidiage Аналогичные утвер- 
27 

ждения справедливы для компонент границы Wi. 
; 

Обозначим открытое многообразие с особенностями с краем LY \ Lis} 

через Ww, Обозначим эти компоненты его края через wo . UW ce Ky Q,diag Q,antidiag 

При вложении и’) С 0. C Г! подмногообразие а вкладывается 
р 

в компоненту края Гао, а подмногообразие WE ная вкладывается в 
DP antidiag: Аналогичные утверждения справедливы для компонент грани- 

цы Ww. 

Для каждого 1, 1 <7 <tmaz1, Определена коммутативная диаграмма 

((2) отображений полиэдров с выписанными под диаграммой гранич- 

ными условиями. В пространства, стоящие в третьей строке этой диа- 

граммы, отображаются соответственно пространства центральной стро- 

ки коммутативной диаграммы (13), которая также определена для про- 

ИЗВОЛЬНОГО 2, 1 <2 < tmaz,1, соответствующего номеру страта полиэдра 

точек самопересечения в стратификации (70): 
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K(Qa, 1) K(Qa, 1)

↑ φ̂ տ φ̂ ↑ φ տ φ

RK̂
(i)
1 ⊃ RQ̂

(i)
diag ∪RQ̂

(i)
antidiag RK

(i)
1 ←− RQ

(i)
diag ∪ RQ

(i)
antidiag

↓ pr̂ ↓ ↓ pr ↓

K̂
(i)
1 ⊃ Q̂

(i)
diag ∪ Q̂

(i)
antidiag K

(i)
1 ⊃ Q

(i)
diag ∪Q

(i)
antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

K̂
(i)
1◦ ⊃ ∅ K

(0)
1◦ ⊃ ∅

↓ ζ̂ ↓ ζ

K(G, 1) K(H, 1).

(72)
�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (72) íà ïðîñòðàíñòâå Q(i)

antidiag çàïè-ñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ ζQ(i)
antidiag

: Q
(i)
antidiag −→ K(Qa, 1)

ia−→ K(H, 1).�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (72) íà ïðîñòðàíñòâå Q(i)
diag çàïèñûâàþò-ñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ pb ◦ ζQ(i)

diag

: Q
(i)
diag −→ K(Hb, 1) −→ K(Hd, 1) −→

K(Qa, 1).
K(Qa, 1) K(Qa, 1)

↑ λ̂a տ λ̂a ↑ λa տ λa

Ŵ
(i)
K1

⊃ Ŵ
(i)
Q,diag ∪ Ŵ

(i)
Q,antidiag W

(i)
K1

⊃ W
(i)
Q,diag ∪W

(i)
Q,antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

Ŵ
(i)
K1◦

⊃ ∅ W
(i)
K1◦

⊃ ∅

↓ ζ̂ ↓ ζ

K(G, 1) K(H, 1)

(73)
56

К(9.,1) K(Q,, 1) 

1$ 9 To 5 

вк) DRO gC RQ riding ВК) ВО, U RQ icing 

| pr ] рт ] 

KP ба KD боб (2) 

U U U U 

KO 5 0 Ko 5 0 

|5 1 

K(G,1) K(H, 1). 

Граничные условия в диаграмме на пространстве QQ запи- antidiag 

сываются формулой ф = шо о, : Q” ии —А(О., 1) > K(H,1). 

Граничные условия в диаграмме на пространстве ет записывают- 

ся формулой ф = ig Oppo Colt, Q" — K(H,,1) — K(H,,1) — 

К(О.,1). 

K(Qa,1) K(Qa,1) 
Т Aa \ da Т Aa \ Xa 

we 2 Он U WE ная we > WS riag U WE ная 

. ; 5 у (73) 

We 2 0 Ик. 2 0 
1С 16 

К(С, 1) K(H, 1) 
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�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (73) íà ïðîñòðàíñòâå W (i)
Q,antidiag çà-ïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ ζW (i)

Q,antidiag

: W
(i)
Q,antidiag −→ K(Qa, 1)

ia−→

K(H, 1). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (73) íà ïðîñòðàíñòâå W (i)
Q,diagçàïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = id,a ◦ pb,d ◦ ζW (i)

Q,diag

: W
(i)
Q,diag −→ K(Hb, 1) −→

K(Hd, 1) −→ K(Qa, 1).Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðîâî-äèòñÿ â êîíöå ðàçäåëà.Ëåììà 31. Ñóùåñòâóåò ìàëàÿ PL-äå�îðìàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
(iJ1 ◦ p̂) 7→ ĉ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ñòðàòà W (i)

K1ïîëèýäðà L(d) â ñðåäíåé ñòðîêå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (73) îïðå-äåëåíû îòîáðàæåíèÿ t̂(i) : W
(i)

K̂1
→ RK̂

(i)
1 , t(i) : W

(i)
K1
→ RK

(i)
1 , íàçûâà-åìûå îòîáðàæåíèÿìè ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, â ñîîòâåòñòâóþùèåïðîñòðàíñòâà âòîðîé ñòðîêè äèàãðàììû (72). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíûîòîáðàæåíèÿ λ̂(i)

a : W
(i)

K̂1
→ K(Qa, 1), λ(i)

a : W
(i)
K1
→ K(Qa, 1) â äèàãðàììå

(73) ïî �îðìóëàì λ̂
(i)
a = φ̂ ◦ t̂(i), λ(i)

a = φ ◦ t(i).Ïîñòðîåííûå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ i â (70) ñêëå-èâàþòñÿ äî îòîáðàæåíèé t̂ : L̂K1 → RK̂1 (ñîîòâåòñòâåííî t : NK1 →
RK1) è îïðåäåëåíû èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ λ̂a = φ̂ ◦ t̂ : L̂K1 →
K(Qa, 1) (ñîîòâåòñòâåííî λa = φ ◦ t : LK1 → K(Qa, 1)). Áîëåå òîãî, âû-ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå r ◦ λ̂a = λa : LK1 → L̂K1 → K(Qa, 1) è âûïîëíåíûãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïîíåòàõ LQ,diag, LQ,antidiag ãðàíèöû ñòðàòè-�èöèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè LK1, êîòîðûå àíàëîãè÷-íû âûïèñàíûì ïîä �îðìóëîé (73) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ êîìïîíåíò
W

(i)
Q,diag, W (i)

Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî.Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 27Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì èç îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâàËåììû 26. Ëåììà 27 äîêàçàíà.Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 28Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ÿâíî îïèøåì ïîëè-ýäðû K0, K̂0 è ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ η, η̂ íà ýòèõ ïîëèýäðàõ ïðè ïî-ìîùè êîîðäèíàò. Çàòåì äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, ïîñòðîèì ïðîñòðàí-ñòâà RK(i)
0 , RK̂(i)

0 , ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK
(i)
0 → K

(i)
0 , pr̂ :

RK̂
(i)
0 → K̂

(i)
0 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂

(i)
0 → K(Ia, 1), φ : RK

(i)
0 → K(Ia, 1),êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Çàòåì ïîñòðî-èì ïðîñòðàíñòâà RK0, RK̂0, ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK0 → K0,57

Граничные условия в диаграмме на пространстве we? antidiag 32° 

писываются формулой Ф = що и ) ntidiag WE ntidiag — K(Qa, 1) — 

K(H,1). Граничные условия в диаграмме (73) на пространстве we diag 

записываются формулой ф = ао Pod? : и) diag ~~ (Ho, 1) —> 

K (Ha, 1) — K(Qaz, 1). 
Воспользуемся следующей леммой, доказательство которой прово- 

дится в конце раздела. 

(2) 
Wo diag 

Лемма 31. Существует малая РГ-деформация общего полоэюения 

(лор) + С такая, что для каждого кусочно-линейного страта и’ 

полиэдра L(d) в средней строке коммутативной диаграммы onpe- 

делены отображения tO : и > ВКО, t : we > RK, называ- 

емые отображениями разрешения peovennoemt: в соответствующие 

пространства ‚9торой строки диаграммы (79 ри этом определены 

отображения AW? Wes > (Qo! | WO: we ) K (Qa, 1) в диаграмме 

(73) по формулам А® = фой®, Л @ = got, 
Построенные семейства svt при различных 1 в (70) скле- 

иваются 00 отображений t: Lr, > ВК, (соответственно t: Мк, > 

ВК!) и определены ‘индуцированные отображения А, = =¢ ot: Lr, > 

К(О.,1) (соответственно Ла = dot: Le, —* К(Оа, 1)). Более того, вы- 
полнено соотношение го А, = №: Ёк, > Lx, — К(О., 1) и выполнены 

граничные условия на компонетат Le diag, Го стима границы страти- 

фицированного многообразия с особенностями Ёк,, которые аналогич- 

ны выписаным под формулой граничным, условиям для компонент, 

а WE ная соответственно. 

Окончание доказательства Леммы 

Доказательство аналогично рассуждениям из окончания доказательства 

Леммы Лемма 27] доказана. 

Предварительный этап в доказательстве Леммы 

Изложим план доказательства. Мы начнем с того, что явно опишем поли- 

эдры Ао, Ko и структурные отображения 7), 7 на этих полиэдрах при по- 

мощи координат. Затем для каждого 7, 0 <1< tmaz,o, построим простран- 

ства RK, RKO, снабженные отображениями рт: RKO > Ke, 

RKO > KO и отображения ¢ : RKO > К(Т,1), ¢: RKO — К(1, 1), 

которые удовлетворяют требуемым граничным условиям. Затем постро- 

им пространства В Ко, ВКо, снабженные отображениями pr: ВКо — Ko, 
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pr̂ : RK̂0 → K̂0 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂0 → K(Ia, 1), φ : RK0 → K(Ia, 1),êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 29Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ÿâíî îïèøåì ïîëè-ýäðû K1, K̂1 è ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ζ , ζ̂ íà ýòèõ ïîëèýäðàõ ïðè ïî-ìîùè êîîðäèíàò. Çàòåì äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, ïîñòðîèì ïðîñòðàí-ñòâà RK(i)
1 , RK̂(i)

1 , ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK
(i)
1 → K

(i)
1 , pr̂ :

RK̂
(i)
1 → K̂

(i)
1 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂

(i)
1 → K(Qa, 1), φ : RK

(i)
1 → K(Qa, 1),êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Çàòåì ïîñòðî-èì ïðîñòðàíñòâà RK1, RK̂1, ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK1 → K1,

pr̂ : RK̂1 → K̂1 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂1 → K(Qa, 1), φ : RK1 → K(Qa, 1),êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Ïîñòðîåíèå ñòðàòè�èêàöèé ïîëèýäðîâ J0, K0, K̂0 è îòîáðàæåíèé
K(0) → K0, K̂(0) → K̂0.Óïîðÿäî÷èì ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà, îáðàçóþùèå äæîéí, ÷èñëàìè îò 1äî r0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç J0(k1, . . . , ks) ⊂ J0 ïîääæîéí, îáðàçîâàííûé âû-áðàííûì íàáîðîì îêðóæíîñòåé (îäíîìåðíûõ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ S1/iñ íîìåðàìè 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤ r, 0 ≥ s ≥ r0. Ïîñòðîåííàÿ ñòðàòè-�èêàöèÿ èíäóöèðîâàíà èç ñòàíäàðòíîé ñòðàòè�èêàöèè îòêðûòûõ ãðà-íåé ñòàíäàðòíîãî r0-ìåðíîãî ñèìïëåêñà δr ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè
J0 → δr. Ïðîîáðàçàìè âåðøèí ñèìïëåêñà ñëóæàò ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà
J0(j) ⊂ J0, J0(j) ≈ S1/i, 1 ≤ j ≤ r, ïîðîæäàþùèå äæîéí.Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Js

0 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â J0, ïîëó÷åííîå âðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ J0(k1, . . . , ks) ⊂ J0. Îïðå-äåëèì ïðîñòðàíñòâî J (i)
0 , imax,0 ≥ i ≥ r0 ïî �îðìóëå:

J
(i)
0 = J i

0 \ J
rmin,0+1
0 .Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ îòêðûòóþ êëåòêó ïðîñòðàíñòâà

p̂−1(J0(k1, . . . , ks)) ÷åðåç Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−k/i. Òàêóþ îòêðûòóþêëåòêó íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ãëóáèíû r − s. Òî÷êà íàýëåìåíòàðíîì ñòðàòå Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−k/i îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîìêîîðäèíàò (x̌k1 , . . . , x̌ks
, l), ãäå x̌ki

� êîîðäèíàòà íà 1-ñ�åðå (îêðóæíîñòè),íàêðûâàþùåé ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì ki, l� êîîðäèíàòà íàñîîòâåòñòâóþùåì (s − 1)-ìåðíîì ñèìïëåêñå äæîéíà. Ïðè ýòîì åñëèäâà íàáîðà êîîðäèíàò îòîæäåñòâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïðè ïðåîáðàçî-âàíèè òðàíñëÿöèè öèêëè÷åñêîãî Ia-íàêðûòèÿ íà îáðàçóþùóþ, êîòîðîå58

pt: ВКо > Ко и отображения 6 : RKy > К(Т, 1), @: ВКо — К (1,1), 

которые удовлетворяют требуемым граничным условиям. 

Предварительный этап в доказательстве Леммы 

Изложим план доказательства. Мы начнем с того, что явно опишем поли- 

эдры Ат, Kyu структурные отображения С, С на этих полиэдрах при по- 

мощи координат. Затем для каждого 7, 0 <1< imaz,1, построим простран- 

ства RK, RK, снабженные отображениями рт: вк® > KO, pr: 

RKO > KO и отображения ¢ : RKO — K(Q,,1), ¢: RK — K(Q,,1), 
которые удовлетворяют требуемым граничным условиям. Затем постро- 

им пространства ВАт, ВК 1, снабженные отображениями pr: Ry > Ay, 

pe: RK, > К! и отображения ф: RK, > K(Qz,1), ФФ: RK, > K(Qaz, 1), 

которые удовлетворяют требуемым граничным условиям. 

Построение стратификаций полиэдров Jo, Ко, Kou отображений 

Ko) —> Ко, Ko) —> Ко. 

Упорядочим линзовые пространства, образующие джойн, числами от 1 

до то и обозначим через Ло(Ё1,..., К.) С Jo подджойн, образованный вы- 

бранным набором окружностей (одномерных линзовых пространств 5 1 /i 

с номерами 1 < КЖ! < --: < К, < r,0 > $ > ro. Построенная страти- 

фикация индуцирована из стандартной стратификации открытых гра- 

ней стандартного То-мерного симплекса д” при естественной проекции 

Ло — 6". Прообразами вершин симплекса служат линзовые пространства, 

Jo(j) C Jo, Jo(j) = S*/i, 1 <j < г, порождающие джойн. 

Определим пространство Jj Kak подпространство в Jo, полученное в 

результате объединения всех подпространств Ло(Ё1,...,К.) © Л. Опре- 

делим пространство JO, tmar,o > > То ПО формуле: 

(i) Fi Ттат, 0-1 
Jy’ = Jh\ Jo : 

Обозначим максимальную открытую клетку пространства 
р (Л(,...,№.)) через И(,...,№.) Сс 5”*\/1. Такую открытую 
клетку назовем элементарным стратом глубины т — $. Точка на 

элементарном страте U(k,...,ks) С S"-*/i определяется набором 

координат (2ь.,...,2к., [), где бк, — координата на 1-сфере (окружности), 

накрывающей линзовое пространство с номером &k;, [- координата на 

соответствующем ($ — 1)-мерном симплексе джойна. При этом если 

два набора координат отождествляются между собой при преобразо- 

вании трансляции циклического Г.-накрытия на образующую, которое 
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ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåãî íàáîðà êîîðäèíàò, òî ýòè íàáîðû îïðåäå-ëÿþò îäíó è òó æå òî÷êó íà Sn−k/i. Òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå
Û(k1, . . . , ks) ëåæàò â îáúåäèíåíèè ñèìïëåêñîâ 
 âåðøèíàìè íà ëèíçîâûõïîäïðîñòðàíñòâàõ äæîéíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè. Êàæäûéýëåìåíòàðíûé ñòðàò Û(k1, . . . , ks) ñëóæèò áàçîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
U(k1, . . . , ks) → Û(k1, . . . , ks), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî èç äâóëèñòíîãîíàêðûòèÿ RPn−k → Sn−k/i ïðè âêëþ÷åíèè Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−k/i.Ïîëèýäð K̂(0) \ (Q̂0,diag ∪ Q̂0,antydiag) ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå îòêðû-òûõ ïîäìíîæåñòâ (ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ) K0(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r âñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòè�èêàöèåé ïðîñòðàíñòâà J0. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìî-ãî ñòðàòà ÷èñëî r − s íåäîñòàþùèõ êîîðäèíàò äî ïîëíîãî íàáîðà íàçî-âåì ãëóáèíîé ñòðàòà. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûòèå K0(k1, . . . , ks)→
K̂0(k1, . . . , ks), ñîãëàñîâàíîå ñ ïîñòðîåííîé ñòðàòè�èêàöèåé áàçû.Îïèøåì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K0(k1, . . . , ks) ïðè ïîìîùè ñèñòåìû êî-îðäèíàò. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàçáåðåì ñëó÷àé s = r0 Ïóñòü äëÿïàðû òî÷åê (x1, x2), îïðåäåëÿþùèõ òî÷êó íà K(1, . . . , r0), �èêñèðîâà-íà ïàðà òî÷åê (x̌1, x̌2) íà íàêðûâàþùåé ñ�åðå Sn−k, êîòîðàÿ ïåðåõîäèòâ ðàññìàòðèâàåìóþ ïàðó (x1, x2) ïðè ïðîåêöèè Sn−k → RPn−k. Â ñîîò-âåòñòâèè ñ ïðîäåëàííûì âûøå ïîñòðîåíèåì, îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̌1,i, x̌2,i),
i = 1, . . . , r0 íàáîð ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êàæäîé òî÷êè. Êàæäàÿ òà-êàÿ êîîðäèíàòà îïðåäåëÿåò òî÷êó íà 1-ìåðíîé ñ�åðå (îêðóæíîñòè) S1

iñ òåì æå íîìåðîì i, êîòîðàÿ íàêðûâàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ îêðóæíîñòü
J0(i) ⊂ J0 â äæîéíå. Çàìåòèì, ÷òî ïàðà êîîðäèíàò ñ îáùèì íîìåðîì íåîá-õîäèìî îïðåäåëÿåò ïàðó òî÷åê â îäíîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî öèêëè÷åñêîãî
Ia-íàêðûòèÿ S1 → S1/i.Íàáîðû êîîðäèíàò (x̌1,i, x̌2,i) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåçà-âèñèìûõ çàìåí íà àíòèïîäàëüíûå. Êðîìå òîãî, òî÷êè â ïàðå (x1, x2) íåäîïóñêàþò åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ è ïîäíÿòèå òî÷êè ñ K0 äî ïà-ðû òî÷åê (x̄1, x̄2), ëåæàùèõ íà ñ�åðå Sn−k, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî8 ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé. (Ïîðÿäîê ãðóïïû D4 ðàâåí 8.)Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ òî÷åê áîëåå ãëóáîêèõ ýëå-ìåíòàðíûõ ñòðàòîâK0(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r. Ïðè ýòîì, åñëè íàáîðû êîîð-äèíàò ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà äåéñòâèåì íåêî-òîðîãî ýëåìåíòà Ia�íàêðûòèÿ, òî ìåíüøèé ñòðàò ëåæèò öåëèêîì íà ðàç-äóòîé äèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ ýëåìåíòîì ïîäãðóïïû Id ⊂ Ia)èëè àíòèäèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ íà ýëåìåíò ñìåæíîãî êëàññà
Ia \ Id).Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂(i)

0 , 0 ≤ i ≤ imax,0 êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíå-íèå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû i. Ïðè i ≥ 1 ðàññìàòðèâàþòñÿñòðàòû, ïîïàâøèå íà äèàãîíàëü èëè àíòèäèàãîíàëü. (Ïðè i = 0 äèàãî-59

является общим для всего набора координат, то эти наборы опреде- 

ляют одну и ту же точку на 5” ®/1. Точки на элементарном страте 
U(ky,...,ks) лежат в объединении симплексов с вершинами на линзовых 
подпространствах джойна с соответствующими координатами. Каждый 

элементарный страт U (ki,...,ks) служит базой двулистного накрытия 

U(ky,..., ks) — U(ky, ..., ks), Которое инлуцировано из двулистного 

накрытия RP"-* > S"-*/i при включении О (А1,..., К.) C 5" №. 
Полиэдр К (0) \ (Qo.diag U Qo,antydiag) разбивается в объединение откры- 

тых подмножеств (элементарных стратов) Ko(ki,...,ks), 1 < 5 <гв 

соответствии со стратификацией пространства Л. Для рассматриваемо- 
го страта число т — з недостающих координат до полного набора назо- 
вем глубиной страта. Определено двулистное накрытие Ко(Ё1,...,К.) > 

Ко(Ё1,...,Кь), согласованое с построенной стратификацией базы. 

Опишем элементарный страт Ko(ki,...,ks) при помощи системы ко- 

ординат. Для простоты обозначений разберем случай $ = то Пусть для 

пары точек (71, 22), определяющих точку на K(1,...,79), фиксирова- 

на пара точек (21,22) Ha накрывающей сфере 5”-^, которая переходит 

в рассматриваемую пару (71, 12) при проекции S”-* > ВР”. В соот- 

ветствии с проделанным выше построением, обозначим через (21, 22), 
i =1....,То набор сферических координат каждой точки. Каждая та- 

кая координата определяет точку на 1-мерной сфере (окружности) 51 
с тем же номером 7, которая накрывает соответствующую окружность 
Ло (г) C Jo в джойне. Заметим, что пара координат с общим номером необ- 

ходимо определяет пару точек в одном слое стандартного циклического 
Т.-накрытия 51 — 51/1. 

Наборы координат (21:, 22:) рассматриваются с точностью до неза- 

висимых замен на антиподальные. Кроме Toro, точки в паре (51,12) не 
допускают естественного упорядочивания и поднятие точки с Ко до па- 
ры точек (21, 22), лежащих на сфере 5"`*, определяется с точностью до 

8 различных возможностей. (Порядок группы Од равен 8.) 

Аналогичное построение справедливо и для точек более глубоких эле- 

ментарных стратов Ко(Ё1,...,К.), 1 < 3 < г. При этом, если наборы коор- 

динат элементарного страта получаются друг из друга действием неко- 
торого элемента Г.-накрытия, то меньший страт лежит целиком на раз- 
дутой диагонали (если действие задается элементом подгруппы Ша С I.) 
или антидиагонали (если действие задается на элемент смежного класса, 
т, \ Iu). | 

Определим полиэдр KO, 0 <7 < taro как дизъюнктное объедине- 

ние всех элементарных стратов глубины #. При i > 1 рассматриваются 

страты, попавшие на диагональ или антидиагональ. (При i = 0 диаго- 
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íàëüíûé è àíòèäèàãîíàëüíûé ñòðàò îòñóòñòâóåò.) Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂0â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîëèýäðîâ K̂(i)
0 ïðè 0 ≤ i ≤ imax,0,ïðè÷åì ïðèìûêàíèÿ ãðàíåé, îïðåäåëÿþùèå ñêëåéêó, ñîãëàñîâàííû ñ ïî-ñòðîåííûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëèýäð K̂(0)

0 ñîâïàäà-åò ñ îïðåäåëåííûì ðàíåå ïîëèýäðîì K̂(0)
(0) . Ïðè 1 ≤ i ≤ imax,0 ïîëèýäð K̂(i)

0îòëè÷àåòñÿ îò ïîëèýäðà K̂(i)
(0) ëèøü â äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõïîäïîëèýäðàõ.Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ

K̂
(i)
(0) → K̂

(i)
0 , 1 ≤ i ≤ imax,0,

K̂(0) → K̂0,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ PL�ãîìåîìîð�èçìîì âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, äèàãî-íàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðîâ, íà êîòîðûõ ýòè îòîáðàæå-íèÿ ñîâïàäàþò ñ åñòåñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè ÷àñòè ðàçäóòîé äèàãîíàëè(ñîîòâåòñòâåííî, àíòèäèàãîíàëè) íà äèàãîíàëü (ñîîòâåòñòâåííî àíòèäèà-ãîíàëü), ïîíèæàþùèìè ðàçìåðíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̂(i)
0◦ , K̂0◦ ïîëèýä-ðû, ïîëó÷åííûå èç K̂(i)

0 , K̂0 â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ òî÷åê íà äèàãîíàëè èàíòèäèàãîíàëè.Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ äâóëèñòíûå íàêðûâàþùèåK(i)
0 ,

K(0), K(i)
0◦ , K0◦ íàä ïîñòðîåííûìè ïîëèýäðàìè è îòîáðàæåíèÿ

K
(i)
(0) → K

(i)
0 , 1 ≤ i ≤ imax,0,

K(0) → K0.Ïîñòðîåíèå ñòðàòè�èêàöèé ïîëèýäðîâ J1, K1, K̂1 è ïîñòðîåíèåîòîáðàæåíèé K(1) → K1, K̂(1) → K̂1.Óïîðÿäî÷èì ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà, îáðàçóþùèå äæîéí, ÷èñëàìè îò 1äî r1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç J1(k1, . . . , ks) ⊂ J1 ïîääæîéí, îáðàçîâàííûé âû-áðàííûì íàáîðîì êâàòåðíèîííûõ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ S3/Qa ñ íîìå-ðàìè 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤ r1, 0 ≥ s ≥ r1. Ïîñòðîåííàÿ ñòðàòè�èêàöèÿ èí-äóöèðîâàíà èç ñòàíäàðòíîé ñòðàòè�èêàöèè îòêðûòûõ ãðàíåé ñòàíäàðò-íîãî r1-ìåðíîãî ñèìïëåêñà δr1 ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè J1 → δr1. Ïðî-îáðàçàìè âåðøèí ñèìïëåêñà ñëóæàò ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà J1(j) ⊂ J1,
J1(j) ≈ S3/Qa, 1 ≤ j ≤ r1, ïîðîæäàþùèå äæîéí.60

нальный и антидиагональный страт отсутствует.) Определим полиэдр К. 0 

в результате склейки объединения всех полиэдров К ©) при 0 <7 < вх 0, 

причем примыкания граней, определяющие склейку, согласованны с по- 

строенными системами координат. По построению полиэдр К (0) совпада- 

ет с определенным ранее полиэдром К | . При1<1< мазо полиэдр KO 

отличается OT полиэдра Kio лишь в диагональных и антидиагональных 

подполиэдрах. 

Определены естественные отображения 

С 1S 1 Sinan. 

Ко) —> Ко, 

которые являются Р[-гомеоморфизмом всюду, за исключением, диаго- 

нальных и антидиагональных подполиэдров, на которых эти отображе- 
ния совпадают с естественными проекциями части раздутой диагонали 
(соответственно, антидиагонали) на диагональ (соответственно антидиа- 

i) 
о? гональ), понижающими размерность. Обозначим через К Koo полиэд- 

а ^ 
ры, полученные из К ) Ko в результате удаления точек на диагонали и 

антидиагонали. 
i 

Стандартным способом определяются двулистные накрывающие А\ ‘ ) 

Ko); KO, Koo над построенными полиэдрами и отображения 

Ко > №), 1515 ао, 

Ко) —> Ко. 

Построение стратификаций полиэдров Л, Аут, А и построение 

отображений К(1) > Ky, К(1) > Ky. 

Упорядочим линзовые пространства, образующие джойн, числами от 1 

до т! и обозначим через „Л! (Ё1,..., К.) С Л подджойн, образованный вы- 

бранным набором кватернионных линзовых пространств 53/0. с номе- 

рами 1 < А! < --. < КЁ. < п, 0 > 8> п. Построенная стратификация ин- 

дуцирована из стандартной стратификации открытых граней стандарт- 

ного 71-мерного симплекса, 0"! при естественной проекции „Л — 6". Про- 

образами вершин симплекса служат линзовые пространства J1(j) C Ji, 

Ji(j) = 53/0... 1 <j < 11, порождающие джойн. 
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Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Js
1 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â J1, ïîëó÷åííîå âðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ J1(k1, . . . , ks) ⊂ J1. Îïðå-äåëèì ïðîñòðàíñòâî J (i)

1 , imax,1 ≥ i ≥ r1 ïî �îðìóëå:
J

(i)
1 = J i

1 \ J
rmin,1+1
1 .Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ îòêðûòóþ êëåòêó ïðîñòðàíñòâà

p̂−1(J1(k1, . . . , ks)) ÷åðåç Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−2k/Qa. Òàêóþ îòêðûòóþêëåòêó íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ãëóáèíû r1 − s. Òî÷êà íàýëåìåíòàðíîì ñòðàòå Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−2k/Qa îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîìêîîðäèíàò (x̌k1 , . . . , x̌ks
, l), ãäå x̌ki

� êîîðäèíàòà íà 1-ñ�åðå (îêðóæíîñòè),íàêðûâàþùåé ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì ki, l� êîîðäèíàòà íàñîîòâåòñòâóþùåì (s− 1)-ìåðíîì ñèìïëåêñå äæîéíà. Ïðè ýòîì åñëè äâàíàáîðà êîîðäèíàò îòîæäåñòâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïðè ïðåîáðàçîâàíèèòðàíñëÿöèè öèêëè÷åñêîãî Qa-íàêðûòèÿ íà îáðàçóþùóþ, êîòîðîå ÿâ-ëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåãî íàáîðà êîîðäèíàò, òî ýòè íàáîðû îïðåäåëÿþòîäíó è òó æå òî÷êó íà Sn−2k/Qa. Òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå
Û(k1, . . . , ks) ëåæàò â îáúåäèíåíèè ñèìïëåêñîâ 
 âåðøèíàìè íà ëèíçîâûõïîäïðîñòðàíñòâàõ äæîéíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè. Êàæäûéýëåìåíòàðíûé ñòðàò Û(k1, . . . , ks) ñëóæèò áàçîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
U(k1, . . . , ks) → Û(k1, . . . , ks), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî èç äâóëèñòíîãîíàêðûòèÿ Sn−2k/i→ Sn−2k/Qa ïðè âêëþ÷åíèè Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−2k/Qa.Ïîëèýäð K̂(1) \ (Q̂1,diag ∪ Q̂1,antydiag) ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå îòêðû-òûõ ïîäìíîæåñòâ (ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ) K1(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r âñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòè�èêàöèåé ïðîñòðàíñòâà J1. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìî-ãî ñòðàòà ÷èñëî r − s íåäîñòàþùèõ êîîðäèíàò äî ïîëíîãî íàáîðà íàçî-âåì ãëóáèíîé ñòðàòà. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûòèå K1(k1, . . . , ks)→
K̂1(k1, . . . , ks), ñîãëàñîâàíîå ñ ïîñòðîåííîé ñòðàòè�èêàöèåé áàçû.Îïèøåì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K1(k1, . . . , ks) ïðè ïîìîùè ñèñòåìû êî-îðäèíàò. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàçáåðåì ñëó÷àé s = r1 Ïóñòü äëÿïàðû òî÷åê (x1, x2), îïðåäåëÿþùèõ òî÷êó íà K(1, . . . , r1), �èêñèðîâàíàïàðà òî÷åê (x̌1, x̌2) íà íàêðûâàþùåé ñ�åðå Sn−2k, êîòîðàÿ ïåðåõîäèò âðàññìàòðèâàåìóþ ïàðó (x1, x2) ïðè ïðîåêöèè Sn−2k → Sn−2k/i. Â ñîîò-âåòñòâèè ñ ïðîäåëàííûì âûøå ïîñòðîåíèåì, îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̌1,i, x̌2,i),
i = 1, . . . , r1 íàáîð ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êàæäîé òî÷êè. Êàæäàÿ òàêàÿêîîðäèíàòà îïðåäåëÿåò òî÷êó íà 3-ìåðíîé ñ�åðå S3

i ñ òåì æå íîìåðîì i,êîòîðàÿ íàêðûâàåò ñîîòâåòñòâóþùåå êâàòåðíèîííîå ëèíçîâîå ïðîñòðàí-ñòâî J1(i) ⊂ J1 â äæîéíå. Çàìåòèì, ÷òî ïàðà êîîðäèíàò ñ îáùèì íîìåðîìíåîáõîäèìî îïðåäåëÿåò ïàðó òî÷åê â îäíîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî öèêëè÷å-ñêîãî Qa-íàêðûòèÿ S3 → S3/Qa.Íàáîðû êîîðäèíàò (x̌1,i, x̌2,i) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåçà-âèñèìûõ çàìåí íà àíòèïîäàëüíûå. Êðîìå òîãî, òî÷êè â ïàðå (x1, x2) íå61

Определим пространство J; как подпространство в Л, полученное в 

результате объединения всех подпространств „Л (Ё1,...,К.) C Л. Опре- 

делим пространство JO, tmax,l > > т. ПО формуле: 

(2) __ р Tmin, +1 
= Л \ I. 

Обозначим максимальную открытую клетку пространства 
р (Л(,...,К.)) через U(ky,...,ks) С S"-?*/Q,. Такую открытую 
клетку назовем элементарным стратом глубины 7; — $. Точка на 

элементарном страте И(Ки1,...,^.) С 5” */О. определяется набором 

координат (2ь,,...,2к., [), где бк, — координата на 1-сфере (окружности), 

накрывающей линзовое пространство с номером К;, [- координата на 
соответствующем (5 — 1)-мерном симплексе джойна. При этом если два 
набора координат отождествляются между собой при преобразовании 

трансляции циклического ©).-накрытия на образующую, которое яв- 

ляется общим для всего набора координат, то эти наборы определяют 

одну и ту же точку на 5” */0,. Точки на элементарном страте 
U(k,,...,ks) лежат в объединении симплексов с вершинами на линзовых 
подпространствах джойна с соответствующими координатами. Каждый 
элементарный страт U (ki,...,ks) служит базой двулистного накрытия 

U(ky,...,ks) — U(ky,...,ks), которое индуцировано из двулистного 
накрытия 5”—2* /1  $"-2k/Q, при включении О (Ё1,..., ks) © 5" %*/Оа. 

Полиэдр К и \ (Qi diag U Qi antydiag) разбивается в объединение откры- 

тых подмножеств (элементарных стратов) Аз (Ё1,...,К,), 1 < 5 <res 

соответствии со стратификацией пространства Л. Для рассматриваемо- 
го страта число т — 3 недостающих координат до полного набора назо- 
вем глубиной страта. Определено двулистное накрытие К1(Ё1,...,К,) > 

А, (№1,...,К,), согласованое с построенной стратификацией базы. 

Опишем элементарный страт К1(Ё1,...,№3) при помощи системы ко- 
ординат. Для простоты обозначений разберем случай $ = ry Пусть для 

пары точек (21, 12), определяющих точку на К(1,...,71), фиксирована 

пара точек (21,22) на накрывающей сфере 5”, которая переходит в 

рассматриваемую пару (21, 22) при проекции 5” — 5" /1. В соот- 
ветствии с проделанным выше построением, обозначим через (21, 22;), 
i= 1,...,7; набор сферических координат каждой точки. Каждая такая 

координата определяет точку на 3-мерной сфере 53 с тем же номером 3, 
которая накрывает соответствующее кватернионное линзовое простран- 
ство Л (т) С Л в джойне. Заметим, что пара координат с общим номером 

необходимо определяет пару точек в одном слое стандартного цикличе- 
ского О„-накрытия 53 > S3/Q,. 

Наборы координат (21:, 22:) рассматриваются с точностью до неза- 

висимых замен на антиподальные. Кроме того, точки в паре (71,22) не 
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äîïóñêàþò åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ è ïîäíÿòèå òî÷êè ñ K1 äî ïà-ðû òî÷åê (x̄1, x̄2), ëåæàùèõ íà ñ�åðå Sn−2k, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî32 ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé. (Ïîðÿäîê ãðóïïû H ðàâåí 32.)Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ òî÷åê áîëåå ãëóáîêèõ ýëå-ìåíòàðíûõ ñòðàòîâ K0(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r1. Ïðè ýòîì, åñëè íàáîðûêîîðäèíàò ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà äåéñòâèåìíåêîòîðîãî ýëåìåíòà Qa�íàêðûòèÿ, òî ìåíüøèé ñòðàò ëåæèò öåëèêîìíà ðàçäóòîé äèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ ýëåìåíòîì ïîäãðóïïû
Ia ⊂ Qa) èëè àíòèäèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ íà ýëåìåíò ñìåæ-íîãî êëàññà Qa \ Ia).Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂(i)

1 , 0 ≤ i ≤ imax,1 êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèåâñåõ ñòðàòîâ ãëóáèíû i. Ïðè i ≥ 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ, â òîì ÷èñëå, ñòðàòû,ïîïàâøèå íà äèàãîíàëü èëè àíòèäèàãîíàëü. (Ïðè i = 0 äèàãîíàëüíûé èàíòèäèàãîíàëüíûé ñòðàò îòñóòñòâóåò.) Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂1 â ðåçóëü-òàòå ñêëåéêè îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîëèýäðîâ K̂(i)
1 ïðè 0 ≤ i ≤ imax,1, ïðè÷åìïðèìûêàíèÿ ãðàíåé, îïðåäåëÿþùèå ñêëåéêó, ñîãëàñîâàííû ñ ïîñòðîåí-íûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëèýäð K̂

(0)
1 ñîâïàäàåò ñîïðåäåëåííûì ðàíåå ïîëèýäðîì K̂

(0)
(1) . Ïðè 1 ≤ i ≤ imax,1 ïîëèýäð K̂

(i)
1îòëè÷àåòñÿ îò ïîëèýäðà K̂(i)

(1) ëèøü íà êîìïîíåíòàõ, ëåæàùèõ íà äèàãî-íàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðàõ.Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ
K̂

(i)
(1) → K̂

(i)
1 , 1 ≤ i ≤ imax,1,

K̂(1) → K̂1,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ PL�ãîìåîìîð�èçìîì âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, äèàãî-íàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðîâ, íà êîòîðûõ ýòè îòîáðàæå-íèÿ ñîâïàäàþò ñ åñòåñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè ÷àñòè ðàçäóòîé äèàãîíàëè(ñîîòâåòñòâåííî, àíòèäèàãîíàëè) íà äèàãîíàëü (ñîîòâåòñòâåííî àíòèäèà-ãîíàëü), ïîíèæàþùèìè ðàçìåðíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̂(i)
1,◦, K̂1,◦ ïîëè-ýäðû, ïîëó÷åííûå èç K̂(i)

1 , K̂1 â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ òî÷åê íà äèàãîíàëèè àíòèäèàãîíàëè.Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ äâóëèñòíûå íàêðûâàþùèåK(i)
1 ,

K(1), K(i)
1,◦, K1,◦ íàä ïîñòðîåííûìè ïîëèýäðàìè è îòîáðàæåíèÿ

K
(i)
(1) → K

(i)
1 , 1 ≤ i ≤ imax,1,

K(1) → K0.62

допускают естественного упорядочивания и поднятие точки с Ky, до па- 

ры точек (71, 22), лежащих на сфере S"~?*, определяется с точностью до 

32 различных возможностей. (Порядок группы Н равен 32.) 

Аналогичное построение справедливо и для точек более глубоких эле- 

ментарных стратов Ko(ki,...,ks), 1 < $ < т. При этом, если наборы 

координат элементарного страта получаются друг из друга действием 

некоторого элемента О„-накрытия, то меньший страт лежит целиком 

на раздутой диагонали (если действие задается элементом подгруппы 

I, © О.) или антидиагонали (если действие задается на элемент смеж- 

ного класса Q, \ Iq). 

Определим полиэдр К ®, 0 <2 < жа 1 как дизъюнктное объединение 

всех стратов глубины 1. При 1 > 1 рассматриваются, в том числе, страты, 

попавшие на диагональ или антидиагональ. (При i = 0 диагональный и 

антидиагональный страт отсутствует.) Определим полиэдр Ав резуль- 

9 при 0 <7 < вал, причем 

примыкания граней, определяющие склейку, согласованны с построен- 

ными системами координат. По построению полиэдр К (0) совпадает с 

определенным ранее полиэдром KY . При 1 < 2 < вал полиэдр KO 

отличается от полиэдра К 3 лишь Ha компонентах, лежащих Ha диаго- 

нальных и антидиагональных подполиэдрах. 

Определены естественные отображения 

тате склейки объединения всех полиэдров Ат ( 

RRP, 1S iS ino 

К (1) -? Ky, 

которые являются РЁ-гомеоморфизмом всюду, за исключением, диаго- 

нальных и антидиагональных подполиэдров, на которых эти отображе- 

ния совпадают с естественными проекциями части раздутой диагонали 

(соответственно, антидиагонали) на диагональ (соответственно антидиа- 
д 

гональ), понижающими размерность. Обозначим через Ki”, Ky. поли- 

эдры, полученные из К G) К! в результате удаления точек на диагонали 

и антидиагонали. 

Стандартным способом определяются двулистные накрывающие К° ®, 

Ка), ко, ky. над построенными полиэдрами и отображения 

КОК, 11 < tn 
Ка) _ Ko. 
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Êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ïðîñòðàíñòâ
K0,◦, K̂0,◦Ïóñòü x ∈ K0(1, . . . , r0) � òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ìàêñèìàëüíîì ýëåìåí-òàðíîì ñòðàòå. �àññìîòðèì íàáîðû ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x̌1,i è x̌2,i,
1 ≤ i ≤ r0 òî÷êè x. Ïðè êàæäîì i âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: ïàðà
i-ûõ êîîðäèíàò ñîâïàäàåò; àíòèïîäàëüíà; âòîðàÿ êîîðäèíàòà ïîëó÷àåò-ñÿ èç ïåðâîé â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îáðàçóþùóþ (èëè ìèíóñîáðàçóþùóþ) öèêëè÷åñêîãî íàêðûòèÿ. Ñîïîñòàâèì óïîðÿäî÷åííîé ïàðåêîîðäèíàò x̌1,i, x̌2,i âû÷åò vi ñî çíà÷åíèåì +1, −1, +i èëè −i ñîîòâåòñòâåí-íî.Ïðè èçìåíåíèè íàáîðà êîîðäèíàò îäíîé èç òî÷åê íà àíòèïîäàëüíûéíàáîð, ñêàæåì, íàáîðà êîîðäèíàò òî÷êè x2, íàáîð çíà÷åíèé âû÷åòîâ ïðèíîâîì âûáîðå ïðîîáðàçà x̄2 íà ñ�åðè÷åñêîì íàêðûòèè ïîëó÷àåòñÿ èçïåðâîíà÷àëüíîãî íàáîðà èçìåíåíèåì çíàêîâ. Ïðè ïåðåíóìåðàöèè òî÷åêíàáîð âû÷åòîâ èçìåíèòñÿ íà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûé. Î÷åâèäíî, ÷òîíàáîð âû÷åòîâ íå èçìåíèòñÿ, åñëè âûáðàòü äðóãóþ òî÷êó íà òîì æå ýëå-ìåíòàðíîì ñòðàòå ïðîñòðàíñòâà K0◦. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà K̂0◦ ñïðàâåäëèâûàíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ, ò.ê. îáå òî÷êè ñëîÿ íàêðûòèÿ K0◦ → K̂0◦ ëåæàòíà îäíîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå.Ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K0(1, . . . , r) â ñîîòâåòñòâèè ñîïðåäåëåííûì íàáîðîì âû÷åòîâ äåëÿòñÿ íà 3 òèïà: Ia, Ib, Id. Åñëè ñðå-äè âû÷åòîâ íàáîðà âñòðå÷àþòñÿ ëèøü âû÷åòû {+i,−i} ({+1,−1}, áó-äåì ãîâîðèòü îá ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå òèïà Ia (Ib). Åñëè ñðåäè âû÷åòîââñòðå÷àþòñÿ êàê âû÷åòû èç íàáîðà {+i,−i}, òàê è èç íàáîðà {+1,−1},áóäåì ãîâîðèòü îá ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå òèïà Id. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîîãðàíè÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ η : K0◦ → K(D4, 1) íàýëåìåíòàðíûé ñòðàò òèïà Ia, Ib, Id ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãîîòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî K(Ia, 1), K(Ib, 1), K(Id, 1) ñ îòîáðàæåíèåì
ia : K(Ia, 1) → K(D4, 1), ib : K(Ib, 1) → K(D4, 1) id : K(Id, 1) → K(D4, 1)ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñòðàòîâ ïåðâûõ äâóõ òèïîâ ðåäóêöèÿ ñòðóêòóðíîãîîòîáðàæåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) íåîäíîçíà÷íà, íî îïðåäåëåíàëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ãîìîìîð�èçìóâíåøíåãî ñîïðÿæåíèÿ â ïîäãðóïïàõ Ia, Ib.Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K0◦(1, . . . , r0) äâóëèñò-íî íàêðûâàåò ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K̂0,◦(1, . . . , r0). Ïðèýòîì ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K̂0,◦(1, . . . , r0) äåëÿòñÿ íà òè-ïû Ea, Eb, Ec â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì Ia, Ib, Id íàêðûâàþùåé êîìïîíåí-òû. Ýòà êëàññè�èêàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåäóêöèè ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæå-íèÿ â ïðîñòðàíñòâî K(E, 1) ê îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ea, 1),
K(Eb, 1), K(Ed, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ áîëüøåé63

Координатное описание элементарных стратов пространств 

Ко», Ко» 

Пусть х € Ко(1,...,то) — точка, лежащая на максимальном элемен- 

тарном страте. Рассмотрим наборы сферических координат 21; и 221, 

1 <: < ю точки 5. При каждом 1 возможны следующие случаи: пара 

1-ых координат совпадает; антиподальна; вторая координата получает- 

ся из первой в результате преобразования на образующую (или минус 

образующую) циклического накрытия. Сопоставим упорядоченной паре 

координат #1 +, 22; вычет UV; со значением +1, —1, +i или —1 соответствен- 

HO. 

При изменении набора координат одной из точек на антиподальный 

набор, скажем, набора координат точки 12, набор значений вычетов при 

новом выборе прообраза 12 на сферическом накрытии получается из 

первоначального набора изменением знаков. При перенумерации точек 

набор вычетов изменится на комплексно-сопряженный. Очевидно, что 

набор вычетов не изменится, если выбрать другую точку на том же эле- 

ментарном страте пространства Koo. Для пространства Ko, справедливы 

аналогичные построения, т.к. обе точки слоя накрытия Koo — Koo лежат 

на одном элементарном страте. 

Элементарные страты пространства Ko(1,...,7) в соответствии с 

определенным набором вычетов делятся на 3 типа: Ш, №», 14. Если сре- 

ди вычетов набора встречаются лишь вычеты {+i,—i} ({+1,—1}, бу- 
дем говорить об элементарном страте типа I, (1). Если среди вычетов 

встречаются как вычеты из набора {+i, —i}, так и из набора {+1, —1}, 
будем говорить об элементарном страте типа Та. Легко проверить, что 

ограничение характеристического отображения 7 : К — К(О4,1) на 

элементарный страт типа I,, №, №4 представлено композицией некоторого 

отображения в пространство К (Т., 1), К (1,1), К (14, 1) с отображением 
КП — K(Da,1), ty : КСП — K(Da,1) ta : K (Ta, 1) — K (Da, 1) 
соответственно. Для стратов первых двух типов редукция структурного 

отображения (с точностью до гомотопии) неоднозначна, но определена 

лишь с точностью до отображения, соответствующему гомоморфизму 

внешнего сопряжения в подгруппах Ш, №. 

Каждый элементарный страт пространства Koo(1,...,70) двулист- 

но накрывает элементарный страт пространства Ко» (1, ...,70). При 

этом элементарные страты пространства Ko (1, ....То) делятся на ти- 

пы E,, E,, Ес в соответствии с типом Ш, №, 1 накрывающей компонен- 

ты. Эта классификация соответствует редукции структурного отображе- 

ния в пространство AK(E, 1) к отображению в подпространство К (Ел, 1), 

К(Еь, 1), К(Еа, 1) соответственно. Для элементарных стратов большей 
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ãëóáèíû ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû.Êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ïðîñòðàíñòâ
K1,◦, K̂1,◦Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ K1(1, . . . , r1), ëåæàùåé íà ìàêñèìàëüíîì ýëå-ìåíòàðíîì ñòðàòå ðàññìîòðèì íàáîðû ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x̌1,i è x̌2,i,
1 ≤ i ≤ r1. Ïðè êàæäîì i âîçìîæíû âîñåìü ñëó÷àåâ, â çàâèñèìîñòè îòòîãî, êàêîé èç ýëåìåíòîâ vi = (x̌2,i)

−1x̌1,i ñòðóêòóðíîé ãðóïïû Qa ïåðå-âîäèò ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà ñ�åðè÷åñêóþ êîîðäèíàòó x̌1,i â êîîðäèíàó
x̌2,i. Ñîïîñòàâèì óïîðÿäî÷åííîé ïàðå êîîðäèíàò x̌1,i, x̌2,i âû÷åò vi ñî çíà-÷åíèåì +1, −1, +i, −i, +j, −j, +k, −k ñîîòâåòñòâåííî.Ïðè èçìåíåíèè íàáîðà êîîðäèíàò òî÷êè x1 (ñîîòâåòñòâåííî x2) íàïðåîáðàçîâàíèå òðàíñëÿöèè (ïðàâîå óìíîæåíèå) íà ýëåìåíò t èç ãðóï-ïû Qa íàáîð âû÷åòîâ ïðè íîâîì âûáîðå ïðîîáðàçà x̄2 íà ñ�åðè÷åñêîìíàêðûòèè ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîíà÷àëüíîãî íàáîðà âû÷åòîâ óìíîæåíè-åì ñïðàâà íà t (ñîîòâåòñòâåííî óìíîæåíèåì ñëåâà íà t−1). Ïðè ïåðå-íóìåðàöèè òî÷åê íàáîð âû÷åòîâ èçìåíèòñÿ íà îáðàòíûé (ò.å. âû÷åò vièçìåíèòñÿ íà v−1

i ). Íàáîð âû÷åòîâ íå èçìåíèòñÿ ïðè èçìåíåíèè òî÷-êè x ïðè ïðåîáðàçîâàíèè òðàíñëÿöèè â íàêðûâàþùåì ïðè íàêðûòèè
K̂1(1, . . . , r1) → K1(1, . . . , r1). Ïîýòîìó äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ïðî-ñòðàíñòâà K̂◦,1 ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ.Ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K(0)

1 (1, . . . , r1) â ñîîòâåòñòâèè ñïîñòðîåííûì âûøå íàáîðîì âû÷åòîâ äåëÿòñÿ íà 3 òèïà: Qa,Eb, Ia. Åñ-ëè ñðåäè âû÷åòîâ íàáîðà âñòðå÷àþòñÿ ëèøü âû÷åòû {+j,−j,+k,−k} èçêëàññà ñìåæíîñòè Qa\Ia (ñîîòâåòñòâåííî {+i,−i,+1,−1}) èç ïîäãðóïïû
Ia), ïðè÷åì òîëüêî âû÷åòû +j −j, ëèáî òîëüêî âû÷åòû +k −k, (ñîîòâåò-ñòâåííî òîëüêî âû÷åòû +1, −1, ëèáî òîëüêî âû÷åòû +i, −i) áóäåì ãîâî-ðèòü î ñòðàòå òèïà Qa (ñîîòâåòâòâåííî Hb). Â äðóãîì ñëó÷àå, íàïðèìåð,åñëè ñðåäè âû÷åòîâ âñòðå÷àþòñÿ êàê âû÷åòû èç ïîäãðóïïû Ia, òàê è èçêëàññà ñìåæíîñòè Qa \ Ia, áóäåì ãîâîðèòü î êîìïîíåíòå òèïà Ia.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæå-íèÿ ζ : K1 → K(H, 1) íà ýëåìåíòàðíûé ñòðàò òèïà Qa, (Eb) ïðåä-ñòàâëåíî êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî K(Qa, 1)(K(Eb, 1)) ñ îòîáðàæåíèåì âêëþ÷åíèÿ ia : K(Qa, 1) → K(H, 1) (ib :
K(Eb, 1) → K(H, 1)). Äëÿ ñòðàòîâ ýòèõ äâóõ ïîäòèïîâ ðåäóêöèÿ ñòðóê-òóðíîãî îòîáðàæåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) íåîäíîçíà÷íà, íî ëèøüñ òî÷íîñòüþ äî îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî âíåøíåìó ñîïðÿæåíèþâ ïîäãðóïïàõ Qa (Eb) íåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì èç êëàññàñìåæíîñòè H \ Qa (H \ Eb). Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ òèïà Ia îãðàíè÷åíèåîòîáðàæåíèå ζ : K1,◦ → K(H, 1) ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé íåêîòî-64

глубины построения аналогичны. 

Координатное описание элементарных стратов пространств 

Кто, Кто 

Для каждой точки « Е Ky(1,...,71), лежащей на максимальном эле- 
ментарном страте рассмотрим наборы сферических координат #1; и 221, 

1 < 1 < ry. При каждом 7 возможны восемь случаев, в зависимости от 

того, какой из элементов %; = (25: '2.; структурной группы Q, пере- 

водит при умножении справа сферическую координату 21; в координау 

to. Сопоставим упорядоченной паре координат #1, 22; вычет UV; со зна- 

чением +1, —1, +i, —1 +j, —j, +k, —k соответственно. 

При изменении набора координат точки х1 (соответственно 12) на 

преобразование трансляции (правое умножение) на элемент t из груп- 

пы О. набор вычетов при новом выборе прообраза Xo на сферическом 

накрытии получается из первоначального набора вычетов умножени- 

ем справа на t (соответственно умножением слева на #'). При пере- 

нумерации точек набор вычетов изменится на обратный (т.е. вычет %; 

изменится на v,'). Набор вычетов не изменится при изменении точ- 

ки т при преобразовании трансляции в накрывающем при накрытии 

К: (1, ....Т1) 2 K1(1,...,71). Поэтому для элементарных стратов про- 

странства Koa справедливы аналогичные построения. 

Элементарные страты пространства К®(1, ...,11) в соответствии с 

построенным выше набором вычетов делятся на 3 типа: Q,, Ey, Iq. Ес- 

ли среди вычетов набора встречаются лишь вычеты {+}, —j, +k, —k} из 

класса смежности Q,\I, (соответственно {+i, —1, +1, —1}) из подгруппы 

I,), причем только вычеты +) —j, либо только вычеты +k —k, (соответ- 

ственно только вычеты +1, —1, либо только вычеты +i, —i) будем гово- 

рить о страте типа Q, (соответвтвенно H,). В другом случае, например, 

если среди вычетов встречаются как вычеты из подгруппы I,, так и из 

класса смежности Q, \ Т., будем говорить о компоненте типа, Ty. 

Легко проверить, что ограничение характеристического отображе- 

ния ¢ : А, — K(H,1) на элементарный страт типа Q,, (Ey) пред- 

ставлено композицией некоторого отображения в пространство К(О., 1) 

(K(E,,1)) с отображением включения i, : К(О.,1) > K(H,1) (%& 
K(E,, 1) > K(H,1)). Для стратов этих двух подтипов редукция струк- 

турного отображения (с точностью до гомотопии) неоднозначна, но лишь 

с точностью до отображения, соответствующего внешнему сопряжению 

в подгруппах О. (Еь) некоторым произвольным элементом из класса 

смежности Н \ ©, (Н\Е,). Для элементарных типа I, ограничение 

отображение С : Ky. — К(Н,1) представлено композицией некото- 
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ðîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî K(Ia, 1) ñ îòîáðàæåíèåì âêëþ÷åíèÿ
iIa

: K(Ia, 1)→ K(H, 1).Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K1◦(1, . . . , r) äâóëèñòíîíàêðûâàåò ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K̂1◦(1, . . . , r). Ïðè ýòîì ýëå-ìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K̂1◦(1, . . . , r) äåëÿòñÿ íà òèïû Ga, Gb,
Gd â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè êîìïîíåíòû (ÿâíîå îïèñàíèåýòèõ ñòðóêòóðíûõ ãðóïï íå ïîòðåáóåòñÿ). �àññìàòðèâàåìàÿ êëàññè�èêà-öèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåäóêöèè ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî
K(G, 1) ê îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ga, 1), K(Gb, 1), K(Gd, 1)ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ áîëüøåé ãëóáèíû âñå ïîñòðî-åíèÿ àíàëîãè÷íû.Ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíûõ îòîáðàæåíèé η : K0◦ → K(D4, 1), η̂ :
K̂0◦ → K(E, 1) ïðè ïîìîùè êîîðäèíàòÏóñòü x = [(x1, x2)] � îòìå÷åííàÿ òî÷êà íà K0,◦, ëåæàùàÿ íà ìàêñèìàëü-íîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. �àññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü λ : S1 → K0,íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â ýòîé îòìå÷åííîé òî÷êå, ïåðåñåêà-þùèé îñîáûå ñòðàòû ãëóáèíû 1 â îáùåì ïîëîæåíèè ïî êîíå÷íîìó ìíî-æåñòâó òî÷åê. Ïóñòü (x̌1, x̌2)� âûáîð ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x.Îïðåäåëèì äðóãóþ ïàðó (x̌′1, x̌

′
2) ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x, êî-òîðàÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòååñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1, x̌2) âäîëü ïóòè λ.Â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ ïóòè λ ñåìåéñòâî ïàð ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîââ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ÷òî îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåò ïðîîáðàçû â êîíå÷íîé òî÷êå ïóòè ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì.Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïóòè ñî ñòðàòîì ãëóáèíû 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà ñ�å-ðè÷åñêèõ êîîðäèíàò 
 íîìåðîì l ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Ïîñêîëüêó âñåîñòàëüíûå êîîðäèíàòû îñòàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, èõ ïðîäîëæåíèå âäîëüïóòè â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Íî äëÿ çà-äàííîé òî÷êè x íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû 0 ïðîñòðàíñòâà K0 âû-áîð õîòÿáû îäíîé ïàðû ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ íåêîòîðîì íîìåðîìîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âûáîð ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñî âñåìè îñòàëü-íûìè íîìåðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæåíèå ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòâäîëü ïóòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ïóòè.Ïðåîáðàçîâàíèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x̌1, x̌2) â óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó

(x̌′1, x̌
′
2) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå D4. Ýòîò ýëåìåíò íå çàâèñèò îòâûáîðà ïóòè l â êëàññå ýêâèâàëåíòíûõ ïóòåé, îïðåäåëåííûõ îòíîøåíèåìãîìîòîïíîñòè â ãðóïïå π1(K0◦, x). Òåì ñàìûì, îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì

π1(K0◦, x)→ D4, ïðè÷åì èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå
η : K0◦ → K(D4, 1) (74)65

рого отображения в пространство K(I,,1) с отображением включения 

iy, : K(Ia,1) — K(H, 1). 
Каждый элементарный страт пространства Аль(1,...,т) двулистно 

накрывает элементарный страт пространства А 1°(1,...,Г). При этом эле- 

ментарные страты пространства Ky,(1,...,7) делятся на типы Gy, Go, 
Са в соответствии с группой симметрии компоненты (явное описание 
этих структурных групп не потребуется). Рассматриваемая классифика- 
ция соответствует редукции структурного отображения в пространство 
K(G,1) к отображению в подпространство K (Ga, 1), К (Сь, 1), К(@а, 1) 
соответственно. Для элементарных стратов большей глубины все постро- 

ения аналогичны. 

Построение структурных отображений 7 : Ko. > К(О.,1), 7) 

Ko. — К(Е, 1) при помощи координат 

Пусть x = [(51, %2)| — отмеченная точка на Ко», лежащая на максималь- 

ном элементарном страте. Рассмотрим замкнутый путь Л: 5" > Ko, 

начинающийся и заканчивающийся в этой отмеченной точке, пересека- 

ющий особые страты глубины 1 в общем положении по конечному мно- 

жеству точек. Пусть (21, 22)- выбор сферических прообразов точки х. 

Определим другую пару (2\, 22) сферических прообразов точки т, ко- 

торая будет называться системой координат, полученной в результате 

естественного преобразования системы координат (21, 2) вдоль пути А. 

В регулярных точках пути A семейство пар сферических прообразов 

в однопараметрическом семействе меняется непрерывно, что однозначно 

определяет прообразы в конечной точке пути по начальным значениям. 

При пересечении пути со стратом глубины 1 соответствующая пара сфе- 

рических координат с номером [ претерпевает разрыв. Поскольку все 

остальные координаты остаются регулярными, их продолжение вдоль 

пути в критический момент времени однозначно определено. Но для за- 

данной точки х на элементарном страте глубины 0 пространства Ко вы- 

бор хотябы одной пары сферических координат с некотором номером 

однозначно определяет выбор сферических координат со всеми осталь- 

ными номерами. Следовательно, продолжение сферических координат 

вдоль пути однозначно определено в окрестности особой точки пути. 

Преобразование упорядоченной пары (21, 22) в упорядоченную пару 

(2,25) определяет элемент в группе Dy. Этот элемент не зависит от 
выбора пути [ в классе эквивалентных путей, определенных отношением 

гомотопности в группе л:(Кдо, 2). Тем самым, определен гомоморфизм 

п1(Ко, 2) — Da, причем индуцированное отображение 

7 : Koo —> K(Da, 1) (74) 
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ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå áûëî îïðåäåëåíî ðà-íåå. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
η̂ : K0◦ → K(E, 1) (75)îïðåäåëåíî àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèåé. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îãðà-íè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η (η̂) íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè îä-íîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà K0◦(1, . . . , r) (K̂0◦(1, . . . , r)) ãîìîòîïíî îòîáðà-æåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâà K(Ia, 1), K(Ib, 1), K(Id, 1) (K(Ea, 1), K(Eb, 1),

K(Ed, 1)), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òèïó è ïîäòèïó ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà.�àññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K0(k1, . . . , ks) ⊂ K
(r0−s)
0◦ (ñîîòâåò-ñòâåííî K̂0(k1, . . . , ks) ⊂ K̂

(r0−s)
0◦ ) ãëóáèíû r0 − s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

π : K0(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1) (76)(ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
π̂ : K̂0(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1)) (77)� êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå, îòâå÷àþùåå çà ïåðåñòàíîâêó òî÷åêïàðû ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó ïóòè íà ýòîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. Îòîá-ðàæåíèå π (ñîîòâåòñòâåííî π̂) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé

K0(k1, . . . , ks)
η
−→ K(D4, 1)

p
−→ K(Z/2, 1),(ñîîòâåòñòâåííî ñ êîìïîçèöèåé

K̂0(k1, . . . , ks)
η̂
−→ K(E, 1)

p̂
−→ K(Z/2, 1), )ãäå K(D4, 1)

p
−→ K(Z/2, 1) (ñîîòâåòñòâåííî K(E, 1)

p̂
−→ K(Z/2, 1)) �îòîáðàæåíèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå èíäóöèðîâàíîýïèìîð�èçìîì D4 → Z/2 ñ ÿäðîì Ic ⊂ D4 (
îîòâåòñòâåííî ýïèìîð�èç-ìîì E→ Z/2 ñ ÿäðîì Ec ⊂ E).Ëåììà 32. Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (76) ( ñîîòâåòñòâåííî (77)) íàêàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãîìîòîïíî êîìïîçèöèè

π1 : K0(k1, . . . , ks)→ S1 ⊂ K(Z/2, 1), (78)
( ñîîòâåòñòâåííî êîìïîçèöèè

π̂1 : K̂0(k1, . . . , ks)→ S1 ⊂ K(Z/2, 1), ) (79)ãäå S1 ⊂ K(Z/2, 1)� âëîæåíèå 1-ìåðíîãî îñòîâà êëàññè�èöèðóþùåãîïðîñòðàíñòâà, π1 ( 
îîòâåòñòâåííî π̂1 )�íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå.66

совпадает со структурным отображением, которое было определено ра- 

нее. Структурное отображение 

7 : Koo md К(Е, 1) (75) 

определено аналогичной конструкцией. Нетрудно проверить, что огра- 

ничение структурного отображения 7 (7) на компоненты связности од- 

ного элементарного страта Ko.(1,...,7) (Коо(1, ...,17)) гомотопно отобра- 

жению в подпространства А(Т,, 1), К (1, 1), К (1,1) (К(Е.,1), (Ep, 1), 
К(Еа,1)), что соответствует типу и подтипу элементарного страта. 

Рассмотрим элементарный страт Ko(ki,...,ks) С Keo) (соответ- 

ственно Ао(А1,...,А,) С Keo) глубины 7о — в. Обозначим через 

п: Ко(Ё1,..., К) — K(Z/2,1) (76) 

(соответственно через 

й: Ko(ki,...,ks) > К(2/2,1)) (77) 

— классифицирующее отображение, отвечающее за перестановку точек 

пары при обходе по замкнутому пути на этом элементарном страте. Отоб- 

ражение 7 (соответственно 7) совпадает с композицией 

Ko(ki,...,ks) + К(О., 1) “> K(Z/2,1), 

(соответственно с композицией 

Ko(k,...,ks) + К(Е, 1) 2+ K(Z/2,1),) 

гле K(D4,1) “+ K(Z/2,1) (соответственно K(E,1) > K(Z/2,1)) - 
отображение классифицирующих пространств, которое индуцировано 
эпиморфизмом D, > 4/2 с ядром Г С Dy, (соответственно эпиморфиз- 

мом Е — 2/2 с ядром E, СЕ). 

Лемма 32. Ограничение отображения (70) (соответственно (ZA) на 
каждый элементарный страт, гомотопно композиции 

ль: Ko(ky,...,ks) > S' С K(Z/2,1), (78) 

( соответственно композициц 

Я: : Ko(ki,...,ks) 2 S' С К (2/2, 1), ) (79) 

где S' с K(Z/2,1)- вложение 1-мерного остова классифицирующего 

пространства, п1 ( соответственно п: )-некоторое отображение. 
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 32Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàòíà ñòðàòàõ òèïîâ Ia, Ib, Id. Îòîáðàæåíèå (76) îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâà-íèåì âûáðàííîé (ïðîèçâîëüíîé) ïàðû êîîðäèíàò ñ âû÷åòàìè i, −i äëÿñòðàòà Ia è ñ âû÷åòàìè +1, −1 äëÿ ñòðàòà Ib. Äëÿ ñòðàòà òèïà Id îòîá-ðàæåíèå (76) íóëåâîå. Ïðåîáðàçîâàíèå âûáðàííîé êîîðäèíàòû íà ñòðàòåäàííîãî òèïà îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì âèäà (78), ÷òî äîêàçûâàåò òðå-áóåìîå â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ (76). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ (79) äîêàçàòåëüñòâîàíàëîãè÷íî. Ëåììà 32 äîêàçàíà.Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ëåììà î 3-òî÷å÷íîì êîí�èãóðàöèîííîìïðîñòðàíñòâå, àññîöèèðîâàííîì ñ íàêðûòèåì p : U(k1, . . . , ks) →
J0(k1, . . . , ks) íàä ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ïîëèýäðà J0. Ñ�îðìóëèðóåìòðåáóåìûå îïðåäåëåíèÿ (ñì. íèæå Ëåììà 33).Äëÿ íàêðûòèÿ p : U(k1, . . . , ks) → J0(k1, . . . , ks), 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤
r0, r0,min ≤ s íàä ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ïðîñòðàíñòâà J0îïðåäåëèì êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî K̄30(k1, . . . , ks) ïî �îðìóëå:

K̄30(k1, . . . , ks) =

{(x, y, z) ∈ U3(k1, . . . ks) : p(x) = p(y) = p(z), x 6= y, y 6= z, z 6= x}. (80)Íà ïðîñòðàíñòâå U3(k1, . . . ks) äåéñòâóåò ãðóïïà Σ3:
σ : Σ3 × U

3(k1, . . . , ks)→ U3(k1, . . . , ks). (81)Îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ (81) íà ïîäïðîñòðàíñòâî (80) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûìäåéñòâèåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
σK30 : Σ3 × K̄30(k1, . . . , ks)→ K̄30(k1, . . . , ks). (82)Îïðåäåëåíî �àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (82), êîòîðîå ìû îáîçíà-÷èì ÷åðåç K30(k1, . . . , ks).Íà ïðîñòðàíñòâå K̄30(k1, . . . , ks) îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ,èíäóöèðîâàííàÿ èíâîëþöèåé â íàêðûâàþùåì íàêðûòèÿ U(k1, . . . , ks)→

Û(k1, . . . , ks), îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç ∼.Îïðåäåëåíî ñâîáîäíîå äåéñòâèå íà �àêòîðïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåò-ñòâóþùèõ èíâîëþöèé
σ̂K30 : Σ3 × K̄30(k1, . . . , ks)/ ∼→ K̄30(k1, . . . , ks)/ ∼ . (83)67

Доказательство Леммы 

Структурное отображение 7 определяется преобразованием координат 

на стратах типов Та, 1, Ig. Отображение определяется преобразовал 

нием выбранной (произвольной) пары координат с вычетами i, —i для 

страта I, и с вычетами +1, —1 для страта №. Для страта типа Ш отоб- 

ражение (76) нулевое. Преобразование выбранной координаты на страте 

данного типа определяется отображением вида (78), что доказывает тре- 

буемое в случае отображения (76). Для отображения (79) доказательство 

аналогично. Лемма [32] доказана. 

Нам также потребуется лемма о 3-точечном конфигурационном 

пространстве, ассоциированном с накрытием р : О(,...,№,) — 

Jo(ki,..., ks) над элементарным стратом полиэдра Л. Сформулируем 

требуемые определения (см. ниже Лемма . 

Для накрытия р: U(ky,...,ks) —* Jo(ki,...,ks), 1< А <... < К, < 

То, Голит < $ над произвольным элементарным стратом пространства Jo 

определим конфигурационное пространство КЗо(Ё1,...,№.) по формуле: 

K30(ki,...,ks) = 

{(x,y,2) € U"(ki,.. ks): p(a) = p(y) = plz), « Ay, y #22 Ax}. (80) 

Ha пространстве U3(ki,...k,) действует группа Уз: 

о: 3 x U%(ky,..., ks) > ОЗ(,..., Ко). (81) 

Ограничение действия (81) на подпространство является свободным 
действием, которое мы обозначим через 

ОКЗо : Узх КЗо(Ё1,...,Кз) — K30(k1,..., Ко). (82) 

Определено факторпространство по действию (82), которое мы обозна- 

чим через АЗо(Ё1,...,Кь). 

На пространстве АЗо(№1,...,К,) определена свободная инволюция, 

индуцированная инволюцией в накрывающем накрытия О(К1,...,А.) — 

U(ki,...,ks), обозначаемая через ~. 

Определено свободное действие на факторпространствах соответ- 

CTBYIOINMX иИНВОлЮЦИЙ 

бКзо : Уз х K30(ki,.-.,ks)/ ea K30(ki,...,ks)/ ~. (83) 
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Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî K̂30(k1, . . . ks), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áàçîé 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ K30(k1, . . . , ks) → K̂30(k1, . . . ks), îïðåäåëåííîå êàê�àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (83).Îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:
K30(k1, . . . , ks)

σ0−→ K(Σ3, 1)
↓ ‖

K̂30(k1, . . . , ks)
σ̂0−→ K(Σ3, 1),

(84)â êîòîðîé ÷åðåç σ0 (ñîîòâåòñòâåííî σ̂0) îáîçíà÷åíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèåîòîáðàæåíèÿ íàêðûòèé (82) (ñîîòâåòñòâåííî (83)).Ëåììà 33. Îòîáðàæåíèÿ σ0, σ̂0 â äèàãðàììå (84) òðèâèàëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 33Ïîñêîëüêó ãðóïïà íàêðûòèÿ U(k1, . . . , ks) → J0(k1, . . . , ks) íå ñîäåðæèòýëåìåíòîâ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, òî ãðóïïà íàêðûòèÿ (82) ìîæåò ñîäåð-æàòü ëèøü íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû ïîðÿäêà ñòåïåíåé 2. Ïóñòü l : S1 →
K̄30(k1, . . . , ks)� çàìêíóòûé ïóòü, âäîëü êîòîðîãî òî÷êà ñ êîîðäèíàòà-ìè (x̌, y̌, ž) ∈ K̄30(k1, . . . , ks) ïðåîáðàçóåòñÿ â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè
(x̌1, y̌1, ž

′) ∈ K̄30(k1, . . . , ks) â òîì æå ñëîå íàêðûòèÿ (82). Òîãäà ïî óñëî-âèþ êîîðäèíàòû ž è ž′ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåìíà îáðàçóþùóþ èç Id. Íî òîãäà è ïàðû êîîðäèíàò (x̌, x̌1), (y̌, y̌1) òàêæåñâÿçàíû òàêèì æå ïðåîáðàçîâàíèåì, ïîñêîëüêó ïðè ïåðåíîñå âäîëü ïóòèêàæäàÿ èç òðåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò òî÷åê ñëîÿ íàêðûòèÿ (82)ìåíÿåòñÿ îäèíàêîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, òðè ïàðû òî÷åê ñ ñîîòâåòñòâóþùè-ìè êîîðäèíàòàìè ñîâïàäàþò. Äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå σ0 òðèâèàëüíî.Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îòîáðàæåíèÿ σ̂0 àíàëîãè÷íî. Ëåììà 33 äîêàçàíà.Ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíûõ îòîáðàæåíèé ζ : K1◦ → K(H, 1), η̂ :
K̂1◦ → K(G, 1) ïðè ïîìîùè êîîðäèíàòÏóñòü x = [(x1, x2)] � îòìå÷åííàÿ òî÷êà íà K1◦, ëåæàùàÿ íà ìàêñèìàëü-íîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. �àññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü λ : S1 → K1◦,íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â ýòîé îòìå÷åííîé òî÷êå, ïåðåñåêà-þùèé îñîáûå ñòðàòû ãëóáèíû 1 â îáùåì ïîëîæåíèè ïî êîíå÷íîìó ìíî-æåñòâó òî÷åê. Ïóñòü (x̌1, x̌2)� âûáîð ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x.Îïðåäåëèì äðóãóþ ïàðó (x̌′1, x̌

′
2) ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x, êî-òîðàÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòååñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1, x̌2) âäîëü ïóòè λ.68

Определено пространство АЗо(Ё1,...^.), которое является базой 2- 

листного накрытия КЗо(Ё1,...,К.) — K30(k1, ...k,), определенное как 

факторпространство по действию 
Определена коммутативная диаграмма: 

КЗо(№1,...,К.) — (Уз, 1) 

| | (84) 
КЗ...) 22 КОТ, 

в которой через оу (соответственно до) обозначены характеристические 
отображения накрытий (соответственно ). 

Лемма 33. Отображения 09, до в диаграмме (84) тривиальны. 

Доказательство Леммы 

Поскольку группа накрытия ((Ё1,...,К.) — Jo(ki,...,ks) не содержит 

элементов нечетного порядка, то группа накрытия (82) может содер- 

жать лишь нетривиальные элементы порядка степеней 2. Пусть [: 51 — 

K30(ki,...,ks)- замкнутый путь, вдоль которого точка с координата- 

ми (2,7,2) Е КЗо(Ки,...,К.) преобразуется в точку с координатами 

(21,91, 2) Е КЗо(А1,..., К.) в том же слое накрытия (82). Тогда по усло- 

вию координаты # и 2 либо совпадают, либо связаны преобразованием 

на образующую из Та. Но тогда и пары координат (5, 21), (7,91) также 

связаны таким же преобразованием, поскольку при переносе вдоль пути 

каждая из трех соответствующих координат точек слоя накрытия 32) 

меняется одинаково. Следовательно, три пары точек с соответствующи- 

ми координатами совпадают. Доказано, что отображение оо тривиально. 

Доказательство для отображения до аналогично. Лемма [33] доказана. 

A 

Построение структурных отображений © : ki. — К(Н,1), 7 

Kk, — K(G,1) при помощи координат 

Пусть x = [(11,22)] - отмеченная точка на А1., лежащая на максималь- 

ном элементарном страте. Рассмотрим замкнутый путь А: St > Ка, 

начинающийся и заканчивающийся в этой отмеченной точке, пересека- 

ющий особые страты глубины 1 в общем положении по конечному мно- 

жеству точек. Пусть (21, 22)- выбор сферических прообразов точки х. 

Определим другую пару (2\, 22) сферических прообразов точки т, ко- 

торая будет называться системой координат, полученной в результате 

естественного преобразования системы координат (21, 2) вдоль пути А. 
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Â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ ïóòè λ ñåìåéñòâî ïàð ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîââ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ÷òî îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåò ïðîîáðàçû â êîíå÷íîé òî÷êå ïóòè ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíè-ÿì. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïóòè ñî ñòðàòîì ãëóáèíû 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûåêîîðäèíàòû îñòàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, èõ ïðîäîëæåíèå âäîëü ïóòè â êðèòè-÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Íî äëÿ çàäàííîé òî÷êè
x íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû 0 ïðîñòðàíñòâà K1◦ âûáîð õîòÿáûîäíîé ïàðû ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ íåêîòîðîì íîìåðîì îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåò âûáîð ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñî âñåìè îñòàëüíûìè íîìå-ðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæåíèå ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò âäîëü ïóòèîäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ïóòè.Ïðåîáðàçîâàíèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x̌1, x̌2) â óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó
(x̌′1, x̌

′
2) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå H. Ýòîò ýëåìåíò íå çàâèñèò îò âû-áîðà ïóòè λ â ãðóïïå π1(K1◦, x). Òåì ñàìûì, îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì

π1(K1◦, x)→ H. Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå
ζ : K1◦ → K(H, 1) (85)ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
ζ̂ : K1◦ → K(G, 1) (86)îïðåäåëåíî àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèåé. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îãðàíè-÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζ (ñîîòâåòñòâåííî ζ̂) íà îäèí ýëåìåí-òàðíûé ñòðàò K1(1, . . . , r) (ñîîòâåòñòâåííî K̂1(1, . . . , r)) ãîìîòîïíî îòîá-ðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâà K(Qa, 1), K(Eb, 1), K(Ia, 1) (â êëàññè�è-öèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèÿìãðóïï Qa, Eb, Ia).�àññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K1(k1, . . . , ks) (ñîîòâåòñòâåííî

K̂1(k1, . . . , ks)) ãëóáèíû r1 − s ïðîñòðàíñòâà K1◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂1◦).Îáîçíà÷èì ÷åðåç
π : K1(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1) (87)(ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
π̂ : K̂1(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1)) (88)� êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå, îòâå÷àþùåå çà ïåðåñòàíîâêó òî÷åêïàðû ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó ïóòè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. Îòîáðà-æåíèå π (ñîîòâåòñòâåííî π̂) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé

K1(k1, . . . , ks)
ζ
−→ K(H, 1)

p
−→ K(Z/2, 1),69

В регулярных точках пути А семейство пар сферических прообразов 

в однопараметрическом семействе меняется непрерывно, что однозначно 

определяет прообразы в конечной точке пути по начальным значени- 

ям. При пересечении пути со стратом глубины 1 соответствующая пара 

сферических координат претерпевает разрыв. Поскольку все остальные 

координаты остаются регулярными, их продолжение вдоль пути в крити- 

ческий момент времени однозначно определено. Но для заданной точки 

X на элементарном страте глубины 0 пространства Ky, выбор хотябы 

одной пары сферических координат с некотором номером однозначно 

определяет выбор сферических координат со всеми остальными номе- 

рами. Следовательно, продолжение сферических координат вдоль пути 

однозначно определено в окрестности особой точки пути. 

Преобразование упорядоченной пары (21, 22) в упорядоченную пару 

(2,25) определяет элемент в группе Н. Этот элемент не зависит от вы- 
бора пути Л в группе л!(К1о, 1). Тем самым, определен гомоморфизм 

п'(Кто, 2) — H. Индуцированное отображение 

¢: Кь > K(H, 1) (85) 

совпадает со структурным отображением. Структурное отображение 

С: Кь > K(G,1) (86) 

определено аналогичной конструкцией. Нетрудно проверить, что ограни- 
чение структурного отображения © (соответственно @) на один элемен- 
тарный страт А1(1,...,г) (соответственно А1(1,...,г)) гомотопно отоб- 
ражению в подпространства А(О.,1), K(Ey,1), К(1,1) (в классифи- 

цирующие пространства, соответствующие квадратичным расширениям 
групп О, Ep, Г). 

Рассмотрим элементарный страт А\1(Ё1,...,К.) (соответственно 

А (А, ...,ks)) глубины т: — $ пространства Ал. (соответственно Кьо). 

Обозначим через 

п: Ky(ky,...,ks) > К (2/2, 1) (87) 

(соответственно через 

я: Ky(ky,...,ks) > K(Z/2,1)) (88) 

— классифицирующее отображение, отвечающее за перестановку точек 

пары при обходе по замкнутому пути на элементарном страте. Отобра- 

жение 7 (соответственно 7) совпадает с композицией 

Ki (ky,...,ks) > K(H,1) —*> K(Z/2,1), 
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(ñîîòâåòñòâåííî ñ̂
K1(k1, . . . , ks)

ζ̂
−→ K(G, 1)

p̂
−→ K(Z/2, 1),ãäå K(H, 1)

p
−→ K(Z/2, 1) (ñîîòâåòñòâåííî K(G, 1)

p̂
−→ K(Z/2, 1)) �îòîáðàæåíèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå èíäóöèðîâàíîýïèìîð�èçìîì H → Z/2 ñ ÿäðîì Hc ⊂ H (
îîòâåòñòâåííî ýïèìîð�èç-ìîì G→ Z/2 ñ ÿäðîì Gc ⊂ G).Ëåììà 34. Îòîáðàæåíèå (87) ( ñîîòâåòñòâåííî (88) ) ãîìîòîïíî êîì-ïîçèöèè

π1 : K1(k1, . . . , ks)→ RP2 ⊂ K(Z/2, 1), (89)
( ñîîòâåòñòâåííî

π̂1 : K̂1(k1, . . . , ks)→ RP2 ⊂ K(Z/2, 1), ) (90)ãäå RP2 ⊂ K(Z/2, 1)� âëîæåíèå 2-ìåðíîãî îñòîâà êëàññè�èöèðóþùåãîïðîñòðàíñòâà, π1 ( 
îîòâåòñòâåííî π̂1 )�íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 34Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàòíà ñòðàòàõ òèïîâ Qa, Hb, Ia. Îòîáðàæåíèå (76) îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçî-âàíèåì âûáðàííîé (ïðîèçâîëüíîé) ïàðû êîîðäèíàò ñ âû÷åòàìè i, −i äëÿñòðàòà Qa è ñ âû÷åòàìè +1, −1 äëÿ ñòðàòà Hb. Äëÿ ñòðàòà òèïà Ia îòîá-ðàæåíèå (87) íóëåâîå. Ïðåîáðàçîâàíèå âûáðàííîé êîîðäèíàòû íà ñòðàòåäàííîãî òèïà îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì âèäà (89), ïîñêîëüêó êàê îòîá-ðàæåíèå S3/Qa → K(Z/2, 1), ñîîòâåòñòâóþùåå ýïèìîð�èçìó Qa → Z/2ñ ÿäðîì Ia ⊂ Qa, òàê è îòîáðàæåíèå S3/i→ K(Z/2, 1), ñîîòâåòñòâóþùååýïèìîð�èçìó Ia → Z/2 ñ ÿäðîì Id ⊂ Ia, ãîìîòîïíû îòîáðàæåíèÿì â2-ìåðíûé îñòîâ êëàññè�èöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî äîêàçûâàåò òðå-áóåìîå â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ (87). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ 90 äîêàçàòåëüñòâîàíàëîãè÷íî. Ëåììà 34 äîêàçàíà.Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå 33. Ñ�îðìóëèðó-åì òðåáóåìûå îïðåäåëåíèÿ.Äëÿ íàêðûòèÿ p : U(k1, . . . , ks) → J1(k1, . . . , ks), 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤
r1, r1,min ≤ s íàä ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì îïðåäåëèì êîí-�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî K̄31(k1, . . . , ks) ïî �îðìóëå:

K̄31(k1, . . . , ks) =70

(соответственно с 

Ki(ki,...,ks) 2+ K(G,1) + K(Z/2,1), 

rae K(H,1) 2+ K(Z/2,1) (соответственно K(G,1) 2s K(Z/2,1)) - 
отображение классифицирующих пространств, которое индуцировано 
эпиморфизмом Н - 2/2 с ядром H. С Н (соответственно эпиморфиз- 

мом G — 2/2 с ядром а. С G). 

Лемма 34. Отображение ( соответственно ) 2omomonno ком- 
позиции 

ль: Ky(ky,...,ks) > RP? с K(Z/2,1), (89) 

( соответственно 

Я: : Ky(k,...,ks) — ЕР? с K(Z/2,1),) (90) 

где RP? с К(2/2,1)- вложение 2-мерного остова классифицирующего 

пространства, п1 ( соответственно п: )-некоторое отображение. 

Доказательство Леммы 

Структурное отображение © определяется преобразованием координат 

на стратах типов Q,, Hy, 1. Отображение определяется преобразо- 

ванием выбранной (произвольной) пары координат с вычетами i, —i для 

страта, Q, и с вычетами +1, —1 для страта Hp». Для crpara типа I, отоб- 

ражение нулевое. Преобразование выбранной координаты на страте 

данного типа определяется отображением вида (89), поскольку как отоб- 

ражение S?/Q,  К(2/2, 1), соответствующее эпиморфизму Q, - 2/2 

с ядром I, С Ох, так и отображение 53/1 > K(Z/2,1), соответствующее 

эпиморфизму I, > 7/2 с ядром Ig С I, гомотопны отображениям в 

2-мерный остов классифицирующего пространства. Это доказывает тре- 

буемое в случае отображения (87). Для отображения [90] доказательство 

аналогично. Лемма [34] доказана. 

Нам также потребуется лемма, аналогичная Лемме [33] Сформулиру- 

ем требуемые определения. 
Для накрытия р: U(ky,...,ks) > Л (Ка... ks), 1< А <... < К, < 

71, Timin < $ над произвольным элементарным стратом определим кон- 
фигурационное пространство КЗ1(Ё1,..., К.) по формуле: 

K31(ki,...,ks) = 
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{(x, y, z) ∈ U3(k1, . . . ks) : p(x) = p(y) = p(z), x 6= y, y 6= z, z 6= x}. (91)Íà ïðîñòðàíñòâå U3(k1, . . . ks) äåéñòâóåò ãðóïïà Σ3, ïåðåñòàâëÿÿ êîîðäè-íàòû:
σ : Σ3 × U

3(k1, . . . , ks)→ U3(k1, . . . , ks). (92)Îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ (92) íà ïîäïðîñòðàíñòâî (91) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûìäåéñòâèåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
σK31 : Σ3 × K̄31(k1, . . . , ks)→ K̄31(k1, . . . , ks). (93)Îïðåäåëåíî �àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (93), êîòîðîå ìû îáîçíà-÷èì ÷åðåç K31(k1, . . . , ks).Íà ïðîñòðàíñòâå K̄31(k1, . . . , ks) îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ,èíäóöèðîâàííàÿ èíâîëþöèåé â íàêðûâàþùåì íàêðûòèÿ U(k1, . . . , ks)→

Û(k1, . . . , ks), îáîçíà÷àåìàÿ íèæå ñíîâà ÷åðåç ∼. Îïðåäåëåíî ñâîáîäíîåäåéñòâèå íà �àêòîðïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâîëþöèé
σ̂K31 : Σ3 × K̄31(k1, . . . , ks)/ ∼→ K̄31(k1, . . . , ks)/ ∼ . (94)Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî K̂31(k1, . . . ks), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áàçîé 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ K31(k1, . . . , ks) → K̂31(k1, . . . ks), îïðåäåëåííîå êàê�àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (94).Îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

K31(k1, . . . , ks)
σ1−→ K(Σ3, 1)

↓ ‖

K̂31(k1, . . . , ks)
σ̂1−→ K(Σ3, 1),

(95)â êîòîðîé ÷åðåç σ1 (ñîîòâåòñòâåííî σ̂1) îáîçíà÷åíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèåîòîáðàæåíèÿ íàêðûòèé (93) (ñîîòâåòñòâåííî (94)).Ëåììà 35. Îòîáðàæåíèÿ σ1, σ̂1 â äèàãðàììå (95) òðèâèàëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 35Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 33.
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{(a,y,2) € UP? (ki, ...ks) : р(т) = ply) = р(2), $ AyyA#2,.2A# x}. (91) 

На пространстве U?(k,,...k,) действует группа Уз, переставляя коорди- 

наты: 

о: 3 x U%(ky,..., ks) > ОЗ(,..., Ко). (92) 

Ограничение действия (92) на подпространство (91) является свободным 

действием, которое мы обозначим через 

ОКЗ: : Узх АЗ (Ёа,..., Аз) — K3y(ky,..., ks). (93) 

Определено факторпространство по действию (93), которое мы обозна- 

чим через K31(ki,..., ks). 

На пространстве КЗ1(Ё1,...,5) определена свободная инволюция, 

индуцированная инволюцией в накрывающем накрытия О (К1,...,А.) — 
U (Кт,...,№з), обозначаемая ниже снова через ~. Определено свободное 

действие на факторпространствах соответствующих инволюций 

бкз1 : Уз x K3,1(ki,...,ks)/ —^-_> КЗа(1,...,Ё.)/ <. (94) 

Определено пространство К 31(ki,...ks), которое является базой 2- 

листного накрытия К3З1(Ё1,...,К.) — КЗ1 (1, ...К,), определенное как 

факторпространство по действию 
Определена коммутативная диаграмма: 

K31(ky,...,ks) —% (Уз, 1) 

| | (95) 
КЗа(Ё1,..., К.) — К(Уз, 1), 

в которой через о: (соответственно 01) обозначены характеристические 
отображения накрытий (соответственно ). 

Лемма 35. Отображения 01, 6, в диаграмме (95) тривиальны. 

Доказательство Леммы 

Доказательство аналогично доказательству Леммы 
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Ïîäïðîñòðàíñòâà K30◦ ⊂ K30, K̂30◦ ⊂ K̂30Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K30 ïî �îðìóëå
[(x, y, z)], (x, y, z) ∈ (RPn−k)3|pJ0(x) = pJ0(y) = pJ0(z) ∈ J

(0)
0 \ J

(rmin)
0 ,(ãäå [ ] îçíà÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òðîåê ïðè èçìåíåíèè ïîðÿä-êà òî÷åê) ïðè÷åì åñëè x = y = z, òî pJ0(x) íå ïðèíàäëåæèò ñòðàòóïðîñòðàíñòâà J0 ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Îïðåäåëèì ïîäïðñòðàíñòâî

K30◦ ⊂ K30 êàê ïðîñòðîàíñòâî, ïîëó÷åííîå èç K30 â ðåçóëüòàòå óäà-ëåíèÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê òî÷åê, ïîïàâøèõ íà äâîéíóþ èëè òðîé-íóþ äèàãîíàëü, ò.å. òðîåê [(x, y, z)], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî õîòÿáû îäíîèç ðàâåíñòâ x = y, y = z, z = x. Ïîäïðîñòðàíñòâî K30◦ ⊂ K30 ÿâ-ëÿåòñÿ äâóëèñòíî íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîäïðîñòðàíñòâîì
K̂30◦ ⊂ K30. Îïðåäåëåíèÿ ýòèõ íàêðûòèé ñòàíäàðòíî è îïóñêàåòñÿ.Ïðîñòðàíñòâà K30◦, K̂30◦ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-äðóãîìó ïðè ïîìî-ùè ñêëååê ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ðàçëè÷íîé ãëóáèíû s, 0 ≤ s ≤ imax,0.Ïðîñòðàíñòâî K30◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂30◦) ñêëåèâàåòñÿ èç ýëåìåíòàð-íûõ ñòðàòîâ K31(k1, . . . , ks) (ñîîòâåòñòâåííî K̂31(k1, . . . , ks)) ãëóáèíû i,
0 ≤ i ≤ rmax,0. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû, ñîñòîÿùèåèç íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê.Ïîäïðîñòðàíñòâà K31◦ ⊂ K31, K̂31◦ ⊂ K̂31Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ K31◦, K̂31◦ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþïðîñòðàíñòâ K30◦, K̂30◦.Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ RK0◦, RK̂0◦, RK0, RK̂0 äëÿ ðàçðåøåíèÿîñîáåííîñòåé è ïîñòðîåíèå 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé p3◦ : RK0◦ →
K30◦, p̂3◦ : RK̂0◦ → K̂30◦; p3 : RK0 → K30, p̂3 : RK̂0 → K̂30.�àññìîòðèì ïîäïîëèýäðK(s)

0◦ ⊂ K0, îïðåäåëåííûé â ðåçóëüòàòå îáúåäèíå-íèÿ âñåõ îñîáûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû s, 0 ≤ s ≤ rmin,0, íå ëåæàùèõ öåëèêîìíà äèàãîíàëè èëè àíòèäèàãîíàëè.�àññìîòðèì äèàãðàììó (45) îòîáðàæåíèé êëàññè�èöèðóþùèõ ïðî-ñòðàíñòâ. Ýòà äèàãðàììà èíäóöèðóåò ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèà-ãðàììó:
RK

(s)
0◦ −→ RK̂

(s)
0◦

↓ p3
(s)
◦ ↓ p̂3

(s)
◦

K3
(s)
0◦ −→ K̂3

(s)
0◦ .

(96)72

Подпространства АЗ С АЗо, Ko. с КЗо 

Определим пространство КЗо по формуле 

(а, , 2), (29,2) € (ВР"®)рл(2) = рл(у) = рл(2) € TO” \ Л, 
(где | | означает класс эквивалентности троек при изменении поряд- 
ка точек) причем если х = у = 2, TO р»(1) не принадлежит страту 

пространства Jp максимальной размерности. Определим подпрстранство 
КЗ С КЗо как простроанство, полученное из КЗо в результате уда- 

ления неупорядоченных троек точек, попавших на двойную или трой- 

ную диагональ, т.е. троек [(5, у, Z)|, для которых выполнено хотябы одно 

из равенств © = y, у = 2, 2 = т. Подпространство КЗ С К3Зо яв- 

ляется двулистно накрывающим пространством над подпространством 
К Зоо С КЗо. Определения этих накрытий стандартно и опускается. 

Пространства А Зо, К 300 можно определить по-другому при помо- 

щи склеек элементарных стратов различной глубины $5, 0 < $ < tmazo- 

Пространство АЗ (соответственно КЗоо) склеивается из элементар- 

ных стратов АЗ1(А1,...,К.) (соответственно КЗа (А, ...,ks)) глубины &, 

0<27<Tmazo. При этом используются элементарные страты, состоящие 

из неупорядоченных троек попарно различных точек. 

Подпространства АЗ. С АЗ1, K31, с КЗ 

Построение пространств КЗ1., А 31. полностью аналогично построению 

пространств А 390, K 3 qo. 

Построение пространств RK, RKoos RKo, ВКо для разрешения 

особенностей и построение 3-листных накрытий 13. : АК > 

K 3005 рЗо : RK — КЗоэ; p3 : ВКо — K3o, D3: ВКо — КЗо. 

Рассмотрим подполиэдр Ke) С Ko, определенный в результате объедине- 

ния всех особых стратов глубины $, 0 < $ < Tino, не лежащих целиком 

на диагонали или антидиагонали. 

Рассмотрим диаграмму отображений классифицирующих про- 

странств. Эта диаграмма индуцирует следующую коммутативную диа- 

грамму: 

вк — ARE 
| p3® | 238) (96) 

Кз® — 63°). 
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Ïðîñòðàíñòâî RK(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî RK̂(s)

0◦ ) â ýòîé äèàãðàììå îïðå-äåëèì êàê ïðîñòðàíñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð
{[x, y], [y, z], [z, x]}, x, y, z ∈ p−1(J

(s)
0 ) ⊂ RPn−k, x 6= y, y 6= z, z 6= x,

p(x) = p(y) = p(z) (ñîîòâåòñòâåííî êàê �àêòîðïðîñòðàíñòâî óêàçàí-íûõ òðîåê ïðè óìíîæåíèè íà i). Ïðîñòðàíñòâî RK
(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî

RK̂
(s)
0◦ ) ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì 3-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ p3(s)

◦(ñîîòâåòñòâåííî p̂3(s)
◦ ) íàä ïðîñòðàíñòâîì K3

(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂3

(s)
◦ ).Íàêðûòèå p3(s)

◦ (ñîîòâåòñòâåííî p̂3(s)
◦ ) íàä êàæäûì ýëåìåíòàðíûì ñòðà-òîì K30(k1, . . . ks) (ñîîòâåòñòâåííî K30(k1, . . . ks)) îïðåäåëåíî ïî �îðìó-ëå {[x, y], [y, z], [z, x]} → [x, y, z]. Ïðîñòðàíñòâà RK(s)

0◦ RK̂
(s)
0◦ âêëþ÷åíû âêîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé (íàêðûòèé):

RK
(s)
0◦ −→ RK̂

(s)
0◦

↓ π3
(s)
◦ ↓ π̂3

(s)
◦

K
(s)
0◦ −→ K̂

(s)
0◦ .

(97)
Â ýòîé äèàãðàììå îòîáðàæåíèå (íàêðûòèå) π3

(s)
◦ (ñîîòâåòñòâåí-íî π̂3

(s)
◦ ) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêèì íàêðûòèåì, ïåðåâîäÿùèì ïåðâóþíåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê [x, y], x, y ∈ p−1(J

(s)
0 ) ⊂ RPn−k, p(x) = p(y)â òó æå ñàìóþ íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê (ñîîòâåòñòâåííî â êëàññ ýê-âèâàëåíòíîñòè òîé æå ïàðû ïðè äåéñòâèè i), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿêàê òî÷êà íà K(s)

0◦ (ñîîòâåòñòâåííî íà K̂(s)
◦ ).Ëåììà 36. Êîìïîçèöèÿ η(s) ◦ π3

(s)
◦ : RK

(s)
0◦ −→ K

(s)
0◦ −→ K(D4, 1), ãäå

η(s)�îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η ( ñì. (74) ) íà ñîîòâåò-ñòâóþùèé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s, ãîìîòîïíà îòîáðàæåíèþ
iId,D4 ◦ ηRK

(s)
0◦

: RK
(s)
0◦ −→ K(Id, 1) −→ K(D4, 1).Êîìïîçèöèÿ η̂(s) ◦ π3

(s)
◦ : RK̂

(s)
0◦ −→ K̂

(s)
0◦ −→ K(E, 1), ãäå η̂(s)�îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η̂ ( ñì. (75) ) íà ñîîòâåò-ñòâóþùèé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s, ãîìîòîïíà îòîáðàæåíèþ

iIa,E ◦ ηRK̂
(s)
0◦

: RK̂
(s)
0◦ −→ K(Ia, 1) −→ K(E, 1).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 36Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η (ñîîòâåòñòâåííî η̂) íà ýëå-ìåíòàðíûé ñòðàò ãîìîòîïíî îäíîìó èç îòîáðàæåíèé â ïîäïðîñòðàíñòâà73

Пространство RK’ (соответственно RK) в этой диаграмме опре- 

делим как пространство упорядоченных троек неупорядоченных пар 

{[e,9] ya [2,2], eye € РД) CRP уу аа 1, 
p(x) = ply) = p(z) (соответственно как факторпространство указан- 

ных троек при умножении на i). Пространство RK (соответственно 
RK”) 3(5) бо ) является накрывающим пространством 3-листного накрытия р3Зо 

(соответственно 23°) над пространством К 30) (соответственно К 30). 

Накрытие 236) (соответственно 23°) над каждым элементарным стра- 

том K39(ki,...ks) (соответственно АЗо(1,...К.)) определено по форму- 

ле {(x,y], [y, |, [2,2] } > [, у, 2]. Пространства ВК ВК©) включены в 
коммутативную диаграмму отображений (накрытий): 

RK) — ВК 

| 23° | 73° (97) 

ко RY. 
В этой диаграмме отображение (накрытие) 130) (соответствен- 

HO #30) является тавтологическим накрытием, переводящим первую 

неупорядоченную пару точек [x,y], лу Е p(s”) с ЕР” *, p(x) = ply) 
в ту же самую неупорядоченную пару точек (соответственно в класс эк- 
вивалентности той же пары при действии 1), которая рассматривается 

8 ^; (8 
как точка на Ke) (соответственно Ha К ›). 

Лемма 36. Композиция 1® о 73°) : RK — Ke —  K(Duz,1), 2де 
78) -ограничение структурного отображения 1 ( см. ) на соответ- 
ствующий элементарный страт, глубины 8, гомотопна отображению 
. . (3) 
Нара © Пвко . RK 9. K (Ia, 1) ? K(Da, 1). 

Композиция 1) о 3: RK — Ke —› K(E,1), 2de 7®- 
ограничение структурного отображения 1 ( см. (75) ) на coomeem- 
ствующий элементарный страт, глубины $, гомотопна отображению 
; . PKA) н.в оЙнко: ВКь — К(1,1) — K(E, 1). 

Доказательство Леммы 

Ограничение структурного отображения 77 (соответственно 7) на эле- 

ментарный страт гомотопно одному из отображений в подпространства, 
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K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1), K(Ia, 1) ⊂ K(D4, 1), K(Id, 1) ⊂ K(D4, 1). Äîêàçà-òåëüñòâî âûòåêàåò èç Ëåììû 33, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå π3
(s)
◦ åñòåñòâåí-íî ïî îòíîøåíèþ ê êàíîíè÷åñêîìó íàêðûòèþ â îáðàçå è ïðîîáðàçå. Äî-êàçàòåëüñòâî äëÿ îòîáðàæåíèÿ η̂ àíàëîãè÷íî. Ëåììà 36 äîêàçàíà.Îïðåäåëèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

RK0◦ −→ RK̂0◦

↓ p3◦ ↓ p̂3◦

K30◦ −→ K̂30◦,

(98)è êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé:
RK0◦ −→ RK̂1

0◦

↓ π3◦ ↓ π̂3◦

K0◦ −→ K̂0◦.

(99)Äèàãðàììà (98) (ñîîòâåòñòâåííî (99)) îïðåäåëåíà àíàëîãè÷íûìè �îð-ìóëàìè êàê (96) (ñîîòâåòñòâåííî (97)), âìåñòî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà âáàçå íàêðûòèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî K30◦ → K̂30◦ (ñîîòâåò-ñòâåííî K0◦ → K̂0◦). Äèàãðàììà 99 òàêæå îïðåäåëåíà àíàëîãè÷íî. Äèà-ãðàììû (98), (99) ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-äðóãîìó êàê ðåçóëüòàò ñêëåéêèñåìåéñòâà äèàãðàìì (96), (97) íàä âñåìè ýëåìåíòàðíûìè ñòðàòàìè ãëó-áèíû s, 0 ≤ s ≤ imax,0.Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà RK0, RK̂0 è äèàãðàììó íàêðûòèé (âåðòè-êàëüíûå ñòðåëêè):
RK0 −→ RK̂0

↓ p31 ↓ p̂31

K30 −→ K̂30,

(100)
RK0 −→ RK̂0

↓ π3 ↓ π̂3

K0 −→ K̂0.

(101)74

К (1,1) с K(Da,1), К, 1) с K(Da,1), К(,1) C К(О., 1. Доказа- 

тельство вытекает из Леммы поскольку отображение 73) естествен- 

но по отношению к каноническому накрытию в образе и прообразе. До- 

казательство для отображения 7) аналогично. Лемма 36 доказана. 

Определим коммутативную диаграмму 3-листных накрытий: 

ВК —> RKoo 

| po | p30 (98) 

КЗ» — КЗ, 

и коммутативную диаграмму отображений: 

РКо —> ВКЬ 

| 13. | 73. (99) 

Koo _ Koo: 

Диаграмма (соответственно (99)) определена аналогичными фор- 

мулами как (соответственно ), вместо элементарного страта в 

базе накрытия рассматривается все пространство АЗоь > АЗоо (соответ- 

ственно Ky, — Koo). Диаграмма [99] также определена аналогично. Диа- 

граммы (98), можно определить по-другому как результат склейки 

семейства диаграмм (96), над всеми элементарными стратами глу- 

бины $, 0 < $ < вл. 

Определим пространства RKo, ВК и диаграмму накрытий (верти- 

кальные стрелки): 
A 

ВК — RKo 

| p3* | p3" (100) 

КЗо —> Ko, 

ВК — RKo 

| 73 | #3 (101) 
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Ïðîñòðàíñòâî RK0 (ñîîòâåòñòâåííî RK̂0) îïðåäåëèì êàê çàìûêàíèåïðîñòðàíñòâà RK0◦ (ñîîòâåòñòâåííî RK̂0◦) ò.å. êàê ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíå-íèÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ñòðàòîâ ãëó-áèíû i, 1 ≤ i ≤ imax,0, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå. Ïðèñîåäèíåíèå äèàãîíàëü-íûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ñòðàòîâ ïðîèñõîäèò òàê, ÷òî êàæäûé ïðèñîåäè-íåííûé äèàãîíàëüíûé èëè àíòèäèàãîíàëüíûé ýëåìåíòàðíûé ãëóáèíû iñòðàò ëåæèò â ãðàíèöå ðîâíî îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ãëóáèíû i−1.Ñëîè íàä ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàðíûìè ñòðàòàìè K30 \ K30◦ (ñîîò-âåòñòâåííî K̂30 \ K̂30◦) äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå òèïû. Äëÿ ýëåìåíòàðíîãîñòðàòà ïåðâîãî òèïà ïðîñòðàíñòâàK30\K30◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂30\K̂30◦))ïðîîáðàç ïðè íàêðûòèè p3 (ñîîòâåòñòâåííî p̂3(s) ) ñîñòîèò èç äèçúþíêò-íîãî îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ãðàíèöûQdiag èëèQantidiag (ñîîò-âåòñòâåííî Q̂diag èëè Q̂antidiag) è ïàðû ñîâïàäàþùèõ ðåãóëÿðíûõ ýëåìåí-òàðíûõ ñòðàòîâ. Äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà âòîðîãî òèïà ïðîñòðàíñòâà
K30 \K30◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂30 \ K̂30◦), ïðîîáðàç ñîñòîèò èç òðåõ ýêçåì-ïëÿðîâ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ãðàíèöû Qdiag èëè Qantidiag (ñîîòâåòñòâåííî
Q̂diag èëè Q̂antidiag).Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ RK1◦, RK̂1◦, RK1, RK̂1 äëÿ ðàçðåøåíèÿîñîáåííîñòåé è ïîñòðîåíèå 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé p3◦ : RK1◦ →
K31◦, p̂3◦ : RK̂1◦ → K̂31◦; p3 : RK1 → K31, p̂3 : RK̂1 → K̂31.Ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì. Ñ�îðìóëèðóåì ëåììó, àíàëîãè÷-íóþ ëåììå 36.Ëåììà 37. Êîìïîçèöèÿ ζ (s) ◦ π3

(s)
◦ : RK

(s)
1◦ −→ K

(s)
1◦ −→ K(H, 1) ãîìî-òîïíà îòîáðàæåíèþ iIa,H ◦ ζRK

(s)
1◦

: RK
(s)
1◦ −→ K(Ia, 1) −→ K(H, 1).Êîìïîçèöèÿ ζ̂ (s)◦π3

(s)
◦ : RK̂

(s)
1◦ −→ K̂

(s)
1◦ −→ K(G, 1) ãîìîòîïíà îòîá-ðàæåíèþ iIa,G ◦ ζRK̂

(s)
1◦

: RK̂
(s)
1◦ −→ K(Ia, 1) −→ K(G, 1).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 37Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 36 è âûòåêàåò èçËåììû 35.
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Пространство АКо (соответственно ВКо) определим как замыкание 

пространства ВК» (соответственно ВКоо) т.е. как результат присоедине- 

ния всех элементарных диагональных и антидиагональных стратов глу- 

бины 1, 1 <2 < & м0, лежащих на границе. Присоединение диагональ- 

ных и антидиагональных стратов происходит так, что каждый присоеди- 

ненный диагональный или антидиагональный элементарный глубины 1 

страт лежит в границе ровно одного элементарного страта глубины #— 1. 

Слои над граничными элементарными стратами АЗо \ АЗ (соот- 

ветственно АЗо \ К 300) делятся на следующие типы. Для элементарного 

cTpata первого типа пространства АЗо\К 3. (соответственно КЗо\КЗоь)) 

прообраз при накрытии p3 (соответственно 23°) ) состоит из дизъюнкт- 

ного объединения элементарного страта границы Qdiag или Qantidiag (COOT- 

ветственно Quiag или Quntidiag) и пары совпадающих регулярных элемен- 

тарных стратов. Для элементарного страта второго типа пространства, 

КЗо \ K39. (соответственно КЗо \ К 300), прообраз состоит из трех экзем- 

пляров элементарного страта границы Qaiag или Qantidiag (соответственно 

О гад ИЛИ Qantidiag)- 

Построение пространств RK,,, ВЁ\о, Rk, RK, для разрешения 

особенностей и построение 3-листных накрытий р3. : RK}. 

K 3405 рЗо : RK. > КЗ1о; p3: Ry — АЗ, p3: ВК, — КЗ. 

Построения аналогичны предыдущим. Сформулируем лемму, аналогич- 

ную лемме 

Лемма 37. Композиция С°) о 738? : ВК® —К® —К(Н, 1) гомо- 

топна отображению it, но вк : вк® —А(1,1) — K(H,1). 

Композиция C9) 07130 : RR? — Ko —> K(G,1) гомотопна отоб- 

: ВК“) — K(I,,1) — K(G,1). ражению iz, G © вк 

Доказательство Леммы 

Доказательство аналогично доказательству Леммы и вытекает из 

Леммы 
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Ïðîñòðàíñòâà RK(s)
0 , RK̂(s)

0 ðàçðåøàþùèå îñîáåííîñòè âêëþ÷åíûâ äèàãðàãðàììó (57); ïðîñòðàíñòâà RK
(s)
1 , RK̂(s)

1 ðàçðåøàþùèåîñîáåííîñòè âêëþ÷åíû â äèàãðàììó (62)Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèé â äèàãðàììàõ ðàçðåøàþùèõ îñî-áåííîñòè.Îòîáðàæåíèÿ φ
(s)
0 , φ̂(s)

0 â äèàãðàììå (54)Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ(s)
0 êàê ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ. Ñòðóêòóð-íîå îòîáðàæåíèå η

RK
(s+1)
0◦

: RK
(s+1)
0◦ → K(Ic, 1) íà ïðîñòðàíñòâå-ïðîîáðàçåïî Ëåììå 36 ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Id, 1) ⊂

K(Ia, 1).Îòîáðàæåíèå φ
(s)
0◦ ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φ

(s)
0 : RK

(s)
0 →

K(Ia, 1). Äëÿ ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
(60), (61).Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ φ̂(s)

0 : RK̂
(s)
0 → K(Ia, 1) ñîâåðøåííî àíàëî-ãè÷íî.Îòîáðàæåíèÿ φ

(s)
1 , φ̂(s)

1 â äèàãðàììå (59)Ýòî ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó è îïóñêàåòñÿ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé φ0 φ̂0 â äèàãðàììå (57) íàì ïîòðåáó-þòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ.Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Xs
0◦, Xs

0, Y s
0◦, Y s

0 , Zs
0◦,

Zs
0Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ks

0◦ ∪K
s+1
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂s

0◦ ∪ K̂
s+1
0◦ ) ÷åðåç

Y s
0◦ (ñîîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Ŷ s

0◦). Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî RKs
0◦ ∪RK

s+1
0◦(ñîîòâåòñòâåííî RK̂s

0◦ ∪RK̂
s+1
0◦ ) ÷åðåç Xs

0◦ (ñîîîòâåòñòâåííî ÷åðåç X̂s
0◦).Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî RKs−1

0◦ ∪ RKs
0◦ ∪ RKs+1

0◦ (ñîîòâåòñòâåííî
R̂Ks−1

0◦ ∪ R̂K
s
0◦ ∪ R̂K

s+1
0◦ ) ÷åðåç Zs−1

0◦ (ñîîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Ẑs−1
0◦ ).Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ

jXs
0◦

: Xs
0◦ ⊂ Zs−1

0◦ , (102)
jX̂s

0◦
: X̂s

0◦ ⊂ Ẑs−1
0◦ , (103)76

Пространства RK, RKO разрешающие особенности включены 

в диаграграмму (57); пространства RK“), RK разрешающие 
особенности включены в диаграмму 

Приступим к построению отображений в диаграммах разрешающих о0со- 

бенности. 

Отображения of), of в диаграмме 

Определим отображение of? как структурные отображения. Структур- 

ное отображение Пвке+о : вк — К (Т., 1) на пространстве-прообразе 

по Лемме гомотопно отображению в подпространство К (1,1) С 

K (Iq, 1). 

Отображение oh? продолжается до отображения oh” : RK’ > 
K (Iq, 1). Для построенного отображения выполнены граничные условия 

(GO), (Gq). 
Построение отображения oh : RK — K(I,,1) совершенно анало- 

ГИЧНО. 

Отображения $”, 6) в диаграмме 

Это построение аналогично предыдущему и опускается. 

Для определения отображений Фо Фо в диаграмме (57) нам потребу- 

ются вспомогательные построения. 

Построение вспомогательных пространств Хз, Ху, Уф, У, Zoos 
3 

2% 

8-1 Обозначим пространство Кё. 0 К#+ (соответственно № U Кё") через 
6» (сооответственно через У). Обозначим пространство Аз, U ВК» 1 

(соответственно ВК. Ц ВК") через Хё. (сооответственно через Х&). 
Обозначим пространство ВК U ВК& U ВК8 (соответственно 

ВКТ U RK3, U RK$*') через 78.1 (сооответственно через 78. "). 
Определены естественные включения 

9х : Oo с Zoo (102) 

dx + Xoo C Zio", (103) 
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jY s
0◦

: Y s
0◦ ⊂ Ks

0◦, (104)
jŶ s

0◦
: Ŷ s

0◦ ⊂ K̂s
0◦. (105)Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè

pXs
0◦

: Xs
0◦ → Y s

0◦, (106)
pX̂s

0◦
: X̂s

0◦ → Ŷ s
0◦. (107)Îïðåäåëåíû ïðîñòðàíñòâà Xs

0 , Y s
0 , Zs−1

0 â ðåçóëüòàòå ïîïîëíåíèÿ ïðî-ñòðàíñòâ Xs
0◦, Y s

0◦, Zs−1
0◦ , ò.å. äîáàâëåíèÿ äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëü-íûõ ñòðàòîâ. Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ iXs

0◦
: Xs

0◦ ⊂ Xs
0 ,

iY s
0◦

: Y s
0◦ ⊂ Y s

0 , iZs
0◦

: Zs
0◦ ⊂ Zs

0 , ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿäèàãðàììà, ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìèâëîæåíèÿìè:
Xs

0◦

iXs
0◦−→ Xs

0 (108)
↓ pXs

0◦
↓ pXs

0
(109)

Y s
0◦

iY s
0◦−→ Y s

0 . (110)(111)Îïðåäåëåíî ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ηY s
0◦

: Y s
0◦ → K(D4, 1), ηŶ s

0◦
:

Ŷ s
0◦ → K(E, 1), êîòîðûå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îãðàíè÷åíèÿ ñòðóêòóð-íûõ îòîáðàæåíèé ηK0, ηK̂0

ïðè âêëþ÷åíèÿõ jY s
0◦
, jŶ s

0◦
.Îáîçíà÷èì êîìïîçèöèþ pXs

0◦
◦ ηY s

0◦
÷åðåç ηX̂s

0◦
: Xs

0◦ → K(D4, 1), êîì-ïîçèöèþ pX̂s
0◦
◦ ηŶ s

0◦
÷åðåç ηX̂s

0◦
: X̂s

0◦ → K(E, 1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ òàêæåíàçîâåì ñòðóêòóðíûìè.Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî X̄s
0◦, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùèì íàä Xs

0◦, ñîîòâåòñòâóþùåå 2-ëèñòíîå íàêðûòèåèíäóöèðîâàííî èç íàêðûòèÿ K(Ib, 1) → K(D4, 1) îòîáðàæåíèåì ηXs
0◦
.Îáîçíà÷èì ýòî êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûòèå ÷åðåç pX̄s

0◦
: X̄s

0◦ → X̄s
0◦.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî X̃s

0◦ è 2-íàêðûòèå pX̃s
0◦

: X̃s
0◦ →

X̂s
0◦. 77

Ive, : Yoo Cc Koo; (104) 

Sy Yon C Boo: (105) 

Определены естественные проекции 

Pxs, ‘Xoo — Yoo: (106) 

Des : Xp, > Уф. (107) 

Определены пространства Хр, Yo, Ze! в результате пополнения про- 

странств X},, У», Zoo. 1 те. добавления диагональных и антидиагональ- 

ных стратов. Определены естественные включения ixe 3 Xo, С Xo; 

уз : Yoo С Yo, 1. : Zo. С 45, при этом определена коммутативная 

диаграмма, горизонтальные стрелки которой являются естественными 

вложениями: 

ixs 
s Xb ys (108) 

| pxs, | рх; (109) 

и (110) 
(111) 

. 8 . Определено структурные отображения Tys : Yo, > К (04,1), ys 

Go — K(E, 1), которые получается в результате ограничения структур- 

ных отображений 7 ко, Пк, при включениях Jye , Iys . 
fo} 

. 5 Обозначим композицию рху, о Пух, через xs : XQ, > К (24,1), ком- 

позицию рх. оу. через 7х. : Хь > К(Е, 1). Эти отображения также 
fe} fe} fo} 

назовем структурными. 

Определено пространство X},, которое называется каноническим 2- Oo? 

листное накрывающим над X},, соответствующее 2-листное накрытие 

индуцированно из накрытия К(1,1) — К(О4,1) отображением 7х». 
Обозначим это каноническое 2-листное накрытие через рх. : X65, > Хць. 

~ Oo ~ 

Аналогично определяется пространство X}, и 2-накрытие PRs: bo > 
К 5 

0о* 
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Ëåììà 38. Â ïðåäïîëîæåíèè s = −1 (mod 4) 
óùåñòâóåò îòîáðàæå-íèå φXs
0◦

: Xs
0◦ → K(Ia, 1) ( ñîîòâåòñòâåííî φX̂s

0◦
: X̂s

0◦ → K(Ia, 1) ),óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:� Îòîáðàæåíèå φXs
0◦

: Xs
0◦ → K(Ia, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðà-æåíèÿ φZs−1

0
: Zs−1

0 → K(Ia, 1) (îòîáðàæåíèå φẐs−1
0◦

: Ẑs−1
0◦ → K(Ia, 1)ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φẐs−1

0
: Ẑs−1

0 → K(Ia, 1)), ïðè÷åì äëÿïðîäîëæåííîãî îòîáðàæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
ηRQs

0
= φXs

0◦
|RQs

0
: RQs

0 → K(Ia, 1),

ηRQ̂s
0

= φX̂s
0◦
|RQ̂s

0
: RQ̂s

0 → K(Ia, 1).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû (38)Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ φXs
0◦
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xs

Ib◦
, (ñîîò-âåòñòâåííî Xs

Ia,◦) ïîäïîëèýäðû â Xs
0◦, êîòîðûå îïðåäåëèì êàê îáúåäèíå-íèå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû s, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèåâû÷åòîâ ∏r0

i=1 v1,2;i âûäåëåííûõ êîîðäèíàò (x̌1, x̌2) èç òðîéêè êîîðäèíàò
(x̌1, x̌1, x̌3) ðàâíî ±1 (ñîîòâåòñòâåííî ±i) è âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâãëóáèíû s + 1, êîòîðûå ëåæàò íà ãðàíèöå óêàçàííûõ âûøå ýëåìåíòàð-íûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû s.Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèÿ φXs

Ib◦
: Xs

Ib◦
→ K(Ia, 1), φXs

Ia◦

: Xs
Ia◦ →

K(Ia, 1). Äàëåå ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ ñêëåèâàþòñÿ âîäíî îòîáðàæåíèå φXs
0◦

: Xs
0◦ → K(Ia, 1).Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîð�èçìà φXs

Ib◦
,∗ : π1(X

s
Ib◦

) → Ia. Ïóñòü
l : S1 ⊂ Xs

Ib◦
� ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé ïóòü, òðàíñâåðñàëüíî ïå-ðåñåêàþùèé ïîäïðîñòðàíñòâî îñîáûõ ñòðàòîâ PK(s−1)

0,◦ ⊂ Xs
Ib◦

â êîíå÷íîì÷èñëå òî÷åê, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç {t1, . . . , tj}.Íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû s ïîëèýäðà X̄s
Ib◦
, ñîäåðæàùåì òî÷-êó pt = l(pt0), pt0 ∈ S1�îòìå÷åííàÿ òî÷êà, âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäè-íàò (x̌1(pt), x̌2(pt), x̌3(pt)) (çàìå÷ó, ÷òî ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëü-íîé òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ïðîñòðàíñòâà RK(s)

0◦ íåóïîðÿäî÷åíû).Îáîçíà÷èì ∏r
i=1 v1,2;i = s(1, 2), ∏r

i=1 v3,1;i = s(1, 3)
∏r

i=1 v2,3;i = s(2, 3).Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó pt ∈ Xs
Ib◦
, ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò

(x̌1(pt), x̌2(pt), x̌3(pt)) òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âû÷åòîâ
s(1, 2) = −1. (112)Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî s(1, 2)s(2, 3)s(3, 1) = 1, òî

s(1, 3) = s(2, 3)−1. (113)78

Лемма 38. В предположении s = —1 (mod 4) существует, отображе- 

ние bxs : X§, > K(Ia,1) ( соответственно Pgs | Ke, > К(1,1) ), 
удовлетворяющее следующему условию: 

— Отображение dxs, : Xp. > K(Ia,1) продолжается do omobpa- 

жения Фу: : #81 > K(Iq,1) (отображение bys: Ze! — K(Iq,1) 

продолжается до отображения bgs-1 : #7" > К(,1)), причем для 
0 

продолженного отображения выполняются граничные условия: 

nRQs = Фх: | воз : RQ) > К (1,1), 

: RQ) > К(1., 1. Trdg = OXs,| Rg 

Доказательство Леммы 

Начнем с построения отображения Фх:. Обозначим через Xz, (соот- 

ветственно Хт, ,) подполиэдры в Хбь, которые определим как объедине- 

ние всех элементарных стратов глубины $, для которых произведение 

вычетов |] 912; выделенных координат (21, 22) из тройки координат 

(21,21,23) равно +1 (соответственно +i) и всех элементарных стратов 

глубины $ + 1, которые лежат на границе указанных выше элементар- 

ных стратов глубины 3. 

Построим отображения OX}, > XZ, 2 K(Ia, 1), oxp, : Xo > 

K (Iq, 1). Далее проверим, что построенные отображения склеиваются в 

одно отображение dxs : X9, > К(1., 1). 

Начнем с определения гомоморфизма Фр > (ХР) — Ta. Пусть 

1: Stc Хрь — произвольный кусочно-линейный путь, трансверсально пе- 
—1 

ресекающий подпространство особых стратов РК < ХР» в конечном 

числе точек, которые обозначим через {Н,...,&}. 

На элементарном страте глубины $ полиэдра Хр, содержащем точ- 

ку pt = (рю), рю Е 5" отмеченная точка, выберем систему коорди- 

нат (21 (рё), 25 (рё), %з(рЕ)) (замечу, что первые две координаты произволь- 

ной точки на элементарном страте пространства RK неупорядочены). 
Обозначим [Jj_, vie. = 8(1,2), [1 vsig = (1,3) Пу v2.38 = 3(2,3). 

В частности, поскольку pt Е Хр., можно выбрать систему координат 

(1 (pt), (pt), #3(pt)) так, что произведение вычетов 

8(1,2) = —1. (112) 

Поскольку справедливо равенство s(1,2)s(2,3)s5(3, 1) = 1, то 

s(1,3) = (2,3) 1. (113) 
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(Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî s(1, 3) = 1, òî s(2, 3) = −1.)Óêàçàííîå ñîãëàøåíèå î ïðîèçâåäåíèè âû÷åòîâ îáëåã÷àåò ïðîâåðêó (ïîñðàâíåíèþ ñ óñëîâèåì s(1, 2) = 1) ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà äèàãîíàëüíîéêîìïîíåíòå.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t ∈ {t1, . . . , tj}. Ïðîäîëæèì åñòå-ñòâåííûì ñïîñîáîì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x̌1(pt), x̌2(pt)) èç òî÷êè pt âäîëüïóòè, ò.å. ñîãëàñîâûâàÿ ðåãóëÿðíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè êàæäîé èçòî÷åê {t1, . . . , tj} (ïî ïîâîäó åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ñèñòåìû êîîð-äèíàò ñì. êîîðäèíàòíîå ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η). Îáî-çíà÷èì ÷åðåç (x̌1(t−ε), x̌2(t−ε)), (x̌1(t+ ε), x̌2(t+ ε)) ñèñòåìû êîîðäèíàò,ïîëó÷åííûå ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êè t − ε,
t+ ε ñîîòâåòñòâåííî.Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî âûäåëåííîé òðå-òüåé êîîðäèíàòå âäîëü ïóòè l. Ïóñòü t ∈ {t1, . . . , tj}.Îáîçíà÷èì ÷åðåç α1(t), α2(t) � äâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðà-òà, êîòîðûå ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî ýëåìåíòàðíîìó ñòðàòó β(t) ãëó-áèíû s + 1, ñîäåðæàùåìó òî÷êó l(t). Íà ñòðàòå α1(t) âûáðàíà ñèñòåìàêîîðäèíàò (x̌1(t− ε), x̌2(t− ε), x̌3(t− ε)). Íà ñòðàòå α2(t) âûáðàíà ñèñòå-ìà êîîðäèíàò (x̌1(t + ε), x̌2(t + ε), x̌3(t − ε)). Â ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå lâûáåðåì ïóòü, ÷òî ïðè êàæäîì t ∈ {t1, . . . , tj} êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ êîîð-äèíàòà íàáîðà x̌i;j, i 6= i0 èëè j 6= j0, â îêðåñòíîñòè t ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å
x̌i;j(t− ε) = x̌i,j(t+ ε). Ïðè ýòîì êðèòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà (x̌i0;j0 ìåíÿåòñÿóìíîæåíèåì íà ýëåìåíò èç Ia. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëèáî îäíà èç êîîð-äèíàò x̌1;j0), x̌2;j0) ìåíÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà −1, ëèáî êîîðäèíàòà x̌2;j0)ìåíÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà îäèí èç ýëåìåíòîâ {−1,+i,−i} èç Ia. Òàêîéïóòü íàçîâåì ñòàíäàðòíûì.Ïîìèìî ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1(2π), x̌2(2π), x̌3(2π)), îïðåäåëåí-íîé â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò
(x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) âäîëü l, îïðåäåëèì åùå îäíó ñèñòåìó êîîðäèíàò, êî-òîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç (y̌1(2π), y̌2(2π), y̌3(2π)). Ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàòáóäåò íàçûâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò âäîëü ñòàíäàð-òèçîâàííîãî l ïàðàëëåëüíî òðåòüåé êîîðäèíàòå.�àçîáúåì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïóòè l íà äâà ïîäìíîæåñòâà
{t1, . . . , tj} = U ∪ V . Îòíåñåì ê ïîäìíîæåñòâó U�êðèòè÷åñêèå òî÷êè, âêîòîðûõ ïåðâàÿ èëè âòîðàÿ êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ íà ýëåìåíò ±1. Îòíå-ñåì ê ïîäìíîæåñòâó V �êðèòè÷åñêèå òî÷êè, â êîòîðûõ òðåòüÿ êîîðäèíàòàìåíÿåòñÿ íà ýëåìåíò èç Ia.Îáîçíà÷èì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîäìíîæåñòâà U ÷åðåç U =
{τ1, . . . , τk}. Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [τiτi+1] ïóòè l (âîçìîæíî, ÷òî íà÷àëü-íàÿ èëè êîíå÷íàÿ òî÷êà òàêîãî ïóòè ñîâïàäåò ñ îòìå÷åííîé) ïðîäîëæèìñèñòåìó êîîðäèíàò ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.79

(Если дополнительно предположить, что s(1,3) = 1, то s(2,3) = -1.) 
Указанное соглашение о произведении вычетов облегчает проверку (по 
сравнению с условием s(1,2) = 1) граничного условия на диагональной 
компоненте. 

Рассмотрим произвольную точку t Е {t),...,t;}. Продолжим есте- 

ственным способом систему координат (21(р8), 2>(рЁ)) из точки pt вдоль 
пути, т.е. согласовывая регулярные координаты в окрестности каждой из 
точек {11,...,8;} (по поводу естественного продолжения системы коор- 

динат см. координатное построение структурного отображения 7]). Обо- 

значим через (21(#—=), 22(—2=)), (21(#-+ =), 22(#+=)) системы координат, 
полученные продолжением исходной системы координат в точки t — 5, 
t + € соответственно. 

Определим понятие преобразования параллельного выделенной тре- 
тьей координате вдоль пути [. Пусть t € {Н.... tj}. 

Обозначим через a(t), A2(t) — два максимальных элементарных стра- 
та, которые примыкают друг к другу по элементарному страту 6(®) глу- 
бины $ + 1, содержащему точку I(t). На страте a(t) выбрана система 
координат (21(#-— =), 22( — =), #3(t — =)). На страте ao(t) выбрана систе- 
ма координат (21(Ё- =), (+ =), 23(# — =)). В гомотопическом классе | 
выберем путь, что при каждом t Е {Н,...,&;} каждая регулярная коор- 

дината набора &;.;, 7 A io или J * Jo, в окрестности $ сохраняется, т.е 

&j(t —e€) = 2, ДЕ+е). При этом критическая координата (2„.) меняется 
умножением на элемент из 1. Нетрудно видеть, что либо одна из коор- 
динат #1), 225) меняется умножением на —1, либо координата 22.) 
меняется умножением на один из элементов {—1, 1, —1} из I,. Такой 

путь назовем стандартным. 
Помимо системы координат (%21(2т), 22(2п), #з(2т)), определен- 

ной в результате естественного продолжения системы координат 
(%1(0), 22(0), 23(0)) вдоль [, определим еще одну систему координат, ко- 
торую обозначим через (%1(2т), 92(2т), 9з(2т)). Эта система координат 

будет называться преобразованной системой координат вдоль стандар- 
тизованного [ параллельно третьей координате. 

Разобъем множество критических точек пути [ на два подмножества 
{t),...,t;} = UUV. Отнесем к подмножеству И-критические точки, в 

которых первая или вторая координаты меняются на элемент +1. Отне- 
сем к подмножеству У-критические точки, в которых третья координата 
меняется на элемент из Ш. 

Обозначим критические точки подмножества U через О = 

{т,..., тк}. На каждом из отрезков [7;7;41| пути | (возможно, что началь- 

ная или конечная точка такого пути совпадет с отмеченной) продолжим 
систему координат следующим способом. 
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Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà [τiτi+1] îïðåäåëèì y̌1(τi+1) = θ(1, 1)x̌1(τi+1),
y̌2(τi+1) = θ(2, 2)x̌2(τi+1), y̌3(τi+1) = x̌3(τi+1).Çíà÷åíèÿ θ(1, 1), θ(2, 2) ∈ Id âûáðàíû òàê, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

r0
∏

i=1

w1,2;i =

r0
∏

i=1

v1,2;i,

r0
∏

i=1

w2,3;i =

r0
∏

i=1

v2,3;i,

r0
∏

i=1

w3,1;i =

r0
∏

i=1

v3,1;i,ãäå v1,2;i, v2,3;i, v3,1;i� âû÷åòû ïàð ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò
(y̌1(τi), y̌2(τi), y̌2(τi + 0)), w1,2;i, w2,3;i, w3,1;i� âû÷åòû ïàð ñîîòâåòñòâó-þùèõ êîîðäèíàò (y̌1(τi+1), y̌2(τi+1)), (y̌3(τi+1 − 0), (y̌3(τi+1 − 0) ïîëó÷åíàåñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì (y̌3(τi + 0) âäîëü [τiτi+1] ⊂ l.Èíûìè ñëîâàìè, îïðåäåëèì ñèñòåìó êîîðäèíàò
(y̌1(τi+1), y̌2(τi+1), y̌3(τi+1 − 0)) òàê, ÷òî òðåòüÿ êîîðäèíàòà ýòîé íî-âîé ñèñòåìû îïðåäåëåíà åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì, à ïîïàðíûåïðîèçâåäåíèÿ âû÷åòîâ êîîðäèíàò â ïðàâîì êîíöå îòðåçêà òàêèå æå êàêè â ëåâîì.�åîìåòðè÷åñêè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò
(y̌1(τi+1), y̌2(τi+1), y̌3(τi+1 − 0)) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ñíà÷à-ëà ïåðåíîñèì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x̌1(τi), x̌2(τi), x̌3(τi +0)) âäîëü l, ïðè÷åìâ êàæäûé êðèòè÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè îäèí èç íàáîðîâ êðèòè÷åñêèõ êî-îðäèíàò ñ íîìåðîì 1 èëè 2 èçìåíÿåòñÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàáîðñ íîìåðîì 1. Ïîäïðàâèì âåñü íàáîð êîîðäèíàò 
 íîìåðîì 1 òàê, ÷òîáûâ êðèòè÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè ïîäíàáîð ðåãóëÿðíûõ êîîðäèíàò ñ íî-ìåðîì 1 èçìåíÿåòñÿ íà îáðàòíûé, à îñîáàÿ êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì 1 âêðèòè÷åñêîé òî÷êå íå èçìåíÿåòñÿ.Â òî÷êàõ U , ãäå ìåíÿåòñÿ îäíà êîîðäèíàòà èç íàáîðà òðåòüèõ êîîð-äèíàò íà ýëåìåíò x ∈ Ia, îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå íàáîðîâ ïåðâûõ èâòîðûõ êîîðäèíàò ïðè êîòîðîì êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ òðåòüÿ êîîðäèíàòàïðåîáðàçóåòñÿ íà ýëåìåíò x ∈ Ia. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèåòðåòüèõ êîîðäèíàò, ïðè êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå âû÷åòîâ ïî âñåì êîîð-äèíàòàì â íà÷àëüíîé è ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû íå èçìåíÿåòñÿ (çäåñüèñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî s = −1 (mod 4)).Ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) â ñè-ñòåìó êîîðäèíàò (y̌1(2π), y̌2(2π), y̌3(2π)) îïðåäåëèì êàê ïîñëåäîâàòåëüíîåïðåîáðàçîâàíèå âäîëü ñèñòåìû îòðåçêîâ, îïðåäåëåííûõ ïî U . Ýòî ïðåîá-ðàçîâàíèå ïðåäñòàâëåíî ïðÿìîé ñóììîé äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé ℵ1,2 ∈ Ib,80

Для каждого отрезка [7;7;41| определим 91(7;41) = OC, 1)%1 (7:41), 

Yo(Ti+1) = 9(2, 2) 55 (тё+1), Ys(Ti41) = (тен). 
Значения O(1, 1), 0(2,2) Е Та выбраны Tak, что выполнены равенства: 

TO то 

| | 01,2% = | | 01,2;4 

i=1 i=l 

TO то 

| | 02,3 = | | 12,3;4 

i=1 i=l 

то то 

| | W314 = | | 03,1; 

i=1 i=1 

где = V124, V2.3, U319- вычеты пар соответствующих координат 

(91 (1:), Yo(%), Yo(T + 0)), 101,24, W231, Шзл„ вычеты пар соответству- 

ющих координат (71 (7+1), 2(тен1)), (Яз( пни — 0), (Ya(Ti41 — 0) получена 
естественным продолжением (7з(т; + 0) вдоль [7;7;41] С 1. 

Иными словами, определим систему координат 

(1 (7:41), Y2(Ti41), ¥3(Ti41 — 0)) так, что третья координата этой но- 
вой системы определена естественным продолжением, а попарные 

произведения вычетов координат в правом конце отрезка такие же как 

и в левом. 

Геометрически можно представлять себе, что система координат 

(1 (7:41), Y2(Ti41); ¥3(Ti41 — 0)) определена следующим способом. Снача- 
ла переносим систему координат (21(7т;), 22(т;), 2з(т;+0)) вдоль [, причем 
В каждый критический момент времени один из наборов критических ко- 

ординат с номером 1 или 2 изменяется. Пусть для определенности набор 

с номером 1. Подправим весь набор координат с номером 1 так, чтобы 

в критический момент времени поднабор регулярных координат с но- 

мером 1 изменяется на обратный, а особая координата с номером 1 в 

критической точке не изменяется. 

В точках U, где меняется одна координата из набора третьих коор- 

динат на элемент т € 1, определим преобразование наборов первых и 

вторых координат при котором каждая регулярная третья координата, 

преобразуется на элемент x Е I,. В результате получим преобразование 

третьих координат, при котором произведение вычетов по всем коор- 

динатам в начальной и преобразованной системы не изменяется (здесь 

используется равенство s = —1 (mod 4)). 
Преобразование исходной системы координат (21(0), 22(0), 23(0)) в си- 

стему координат (%1(2т), 92(2т), ¥3(27)) определим как последовательное 
преобразование вдоль системы отрезков, определенных по 0. Это преоб- 

разование представлено прямой суммой двух преобразований №12 Е Ц, 
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ℵ3 ∈ Id ïî ïåðâûì äâóì è òðåòüåé êîîðäèíàòå ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïîñòðî-åíèþ ℵ3 ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì òðåòüåé êîîðäèíàòû.Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîð�èçìà φXs
Ib◦

íà ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññåïóòè [l] ïî �îðìóëå φXs
Ib◦

,∗([l]) = iId,Ia
◦p̄Ib,Id

(ℵ1,2), ãäå ℵ1,2 ∈ Ib, p̄Ib,Id
: Ib →

Id� ïðîåêöèÿ ñ ÿäðîì a2b ∈ Ib. (Åñëè âìåñòî óñëîâèÿ (112) èñïîëüçîâàòüóñëîâèå s(1, 2) = 1, òî ïðîåêöèþ p̄Ib,Id
ñëåäóåò çàìåíèòü íà ïðîåêöèþ

pIb,Id
ñ ÿäðîì b.)Äîêàæåì, ÷òî ãîìîìîð�èçì φXs

Ib◦
,∗ : π1(X

s
Ib◦

)→ Ia êîððåêòíî îïðåäå-ëåí.Ïóñòü ñèñòåìà êîîðäèíàò (x̌′1(0), x̌′2(0), x̌′3(0)) ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìûêîîðäèíàò (x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) ïðåîáðàçîâàíèåì íà x ∈ Ib. Òîãäà ñèñòåìàêîîðäèíàò (y̌′1(2π), y̌′2(2π), y̌′3(2π)), ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ
(x̌′1(0), x̌′2(0), x̌′3(0)) âäîëü l ïàðàëëåëüíî òðåòüåé êîîðäèíàòå òàêæå ïîëó-÷àåòñÿ èç ñèñòåìû êîîðäèíàò (y̌1(2π), y̌2(2π), y̌3(2π)) ïðåîáðàçîâàíèåì íà
x ∈ Ib.Ïóñòü ñòàíäàðòèçàöèÿ ïóòè l âûáðàíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïðè ýëåìåí-òàðíûõ ïåðåñòðîéêàõ îäíîé ñòàíäàðòèçàöèè â äðóãóþ çíà÷åíèå φXs

Ib◦
ñî-õðàíÿåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü ýëåìåíòàðíàÿ ïåðåñòðîéêà äâóõ ñòàíäàð-òèçàöèé ïóòè l ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ýëåìåíòàðíàÿ îñîáåííîñòü ìíî-æåñòâà U , â êîòîðîé i�àÿ êðèòè÷åñêàÿ òðåòüÿ êîîðäèíàòà ìåíÿåòñÿ íà

−1 ∈ Id, çàìåíÿåòñÿ íà äâå ýëåìåíòàðíûå îñîáåííîñòè ìíîæåñòâà V , âîäíîé èç êîòîðûõ i�àÿ ïåðâàÿ, à â äðóãîé i�àÿ âòîðàÿ êîîðäèíàòà ÿâ-ëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè è èçìåíÿþòñÿ íà ýëåìåíò −1 ∈ Id. Â ýòîì ñëó÷àåïðåîáðàçîâàíèå ℵ1,2 íå èçìåíÿåòñÿ. Êîððåêòíîñòü φXs
Ib◦

,∗ äîêàçàíà.Ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ãîìîìîð�èçìà φXs
Ia◦

,∗ : π1(X
s
Ia◦

)→ Ia.Íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû s ïîëèýäðà X̄s
Ia◦, ñîäåðæàùåì òî÷-êó pt = l(pt0), pt0 ∈ S1�îòìå÷åííàÿ òî÷êà, âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò

(x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)). Îáîçíà÷èì ∏r
i=1 v1,2;i = s(1, 2), ∏r

i=1 v3,1;i = s(3, 1)
∏r

i=1 v2,3;i = s(2, 3). Óïîðÿäî÷èì äâå ïåðâûå êîîðäèíàòû è ïîäïðàâèìêîîðäèíàòû óìíîæåíèåì íà ±1 òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ âû÷åòîâ
s(3, 1) = 1, s(3, 2) = i, (114)òîãäà

s(1, 2) = +i, (115)ïîñêîëüêó s(3, 2) = −s(2, 3), s(1, 2)s(2, 3s(3, 1) = 1. (Ìîæíî âîñïîëüçî-âàòüñÿ äðóãèì ñîãëàøåíèåì î âûáîðå âû÷åòîâ, íàïðèìåð, ïîñëå óìíîæå-íèÿ íàáîðà âòîðûõ êîîðäèíàò íà i, âòîðîå óðàâíåíèå èç (114) ïåðåéäåòâ óðàâíåíèå s(3, 2) = 1.) 81

№ Е I, по первым двум и третьей координате соответственно. По постро- 
ению N3 совпадает с естественным преобразованием третьей координаты. 

Определим значение гомоморфизма Фф Xj, На гомотопическом классе 

пути [1] по формуле ox; (Ш) = Ил. ОР ла (1,2), где N12 © Ty, Pra, : № > 

Т.— проекция с ядром а?6 € I. (Если вместо условия использовать 
условие s(1,2) = 1, то проекцию р1,т, следует заменить на проекцию 

Раьл, © ядром 6.) 
Докажем, что гомоморфизм Фр 7 ( 

лен. 
Пусть система координат (2'(0), 25(0), 2.(0)) получается из системы 

координат (%1(0), 22(0), 23(0)) преобразованием на x Е 1ь. Тогда система 
координат (1 (277), ¥5(27), 93(2п)), полученная в результате продолжения 
(21 (0), #5(0), #5(0)) вдоль | параллельно третьей координате также полу- 
чается из системы координат (71(2т), 92(2т), 9з(2т)) преобразованием на 
xe. 

Пусть стандартизация пути [ выбрана двумя способами. При элемен- 
тарных перестройках одной стандартизации в другую значение фх; , CO- 

3 Lo) — la корректно опреде- 

храняется. В частности, пусть элементарная перестройка двух стандар- 

тизаций пути [ состоит в следующем. Элементарная особенность мно- 

жества U, в которой i-ad критическая третья координата меняется на 

—1 Е Ш, заменяется на две элементарные особенности множества У, в 

одной из которых 1—ая первая, а в другой 1—-ая вторая координата яв- 

ляются критическими и изменяются на элемент —1 Е 1. В этом случае 

преобразование Nj 2 не изменяется. Корректность OX? доказана. 

Приступим к определению гомоморфизма Фх; ‚„: (ХР о) — Ш. 

На элементарном страте глубины $ полиэдра Хо, содержащем точ- 

ку pt = (рю), рю Е 5'-отмеченная точка, выберем систему координат 

(21 (0), 22(0), 2°3(0)). Обозначим п, 912: = s(1, 2), п, U3 1% = s(3, 1) 

[]j_1 ¥23 = 8(2,3). Упорядочим две первые координаты и подправим 

координаты умножением на +1 так, что произведения вычетов 

s(3, 1) = 1, (3,2) =i, (114) 

тогда 

s(1,2) = +i, (115) 

поскольку $(3,2) = —s(2,3), 3(1,2)5(2, 38(3,1) = 1. (Можно воспользо- 
ваться другим соглашением о выборе вычетов, например, после умноже- 
ния набора вторых координат на 1, второе уравнение из (114) перейдет 

в уравнение s(3, 2) = 1.) 
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Ïóñòü l : S1 ⊂ Xs
Ia◦ � ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé ïóòü, òðàíñ-âåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèé ïîäïðîñòðàíñòâî îñîáûõ ñòðàòîâ PK

(s−1)
0,◦ ⊂

Xs
Ib◦

â êîíå÷íîì ÷èñëå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç
{t1, . . . , tj}. Âûáåðåì ïóòü l ñòàíäàðòèçîâàííûì. �àçîáúåì ìíîæåñòâîêðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà äâà ïîäìíîæåñòâà {t1, . . . , tj} = U ∪ V . Îòíåñåì êïîäìíîæåñòâó U�êðèòè÷åñêèå òî÷êè, â êîòîðûõ îäíà òðåòüÿ êîîðäèíàòàèç íàáîðà òðåòüèõ êîîðäèíàò ìåíÿåòñÿ íà ýëåìåíò èç Ia. Îòíåñåì ê ïîä-ìíîæåñòâó V �êðèòè÷åñêèå òî÷êè, â êîòîðûõ îäíà êîîðäèíàòà èç íàáîðàïåðâîé èëè âòîðîé êîîðäèíàò ìåíÿåòñÿ íà ýëåìåíò −1 ∈ Id.Îáîçíà÷èì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ìíîæåñòâà U ÷åðåç U = {τ1, . . . , τk}.Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [τiτj ] ïóòè l (âîçìîæíî, ÷òî íà÷àëüíàÿ èëè êî-íå÷íàÿ òî÷êà ýòîãî ïóòè ñîâïàäåò ñ îòìå÷åííîé) ïðîäîëæèì ñèñòåìó êî-îðäèíàò ïàðàëëåëüíî òðåòüåé êîîðäèíàòå. Â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êåìíîæåñòâà V ïðåîáðàçóåì íàáîðû ïåðâûõ è âòîðûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû,÷òîáû ïðîèçâåäåíèå âû÷åòîâ íàáîðà òðåòüèõ êîîðäèíàò âäîëü ïóòè íåèçìåíèëîñü.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç ℵ. Ïðè ýòîì ℵ = ℵ1,2 ⊕ ℵ3, ℵ1,2 ∈ Ea, ℵ3 ∈ Id.Ïðåîáðàçîâàíèå ℵ3 ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì.Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì φXs

Ia◦
,∗ : π1(X

s
Ia◦

) → Ia ïî �îðìóëå
φXs

Ia◦
,∗([l]) = p̄Ea,Ia

(ℵ1,2), ãäå p̄Ea,Ia
: Ea → Ia � ïðîåêöèÿ ñ ÿäðîì a. (Íà-ïîìíþ, ÷òî Ea ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîäãðóïïû Ia, ýòàãðóïïà èçîìîð�íà ãðóïïå Z/4⊕Z/2. Ýëåìåíò a2 ðàñøèðÿåòñÿ ýëåìåíòîì

c ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, c2 = a2. Ýëåìåíò c äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà i íàêàæäóþ êîîðäèíàòó.) (Åñëè âìåñòî ðàâåíñòâà (115) èñïîëüçîâàòü ðàâåí-ñòâî s(1, 2) = 1, òî ℵ1,2 ∈ Eb è ïðîåêöèþ p̄Ea,Ia
: Ea → Ia ñëåäóåò çàìåíèòüíà ïðîåêöèþ pEb,Ia

: Eb → Ia ñ ÿäðîì b.)Äîêàæåì, ÷òî ãîìîìîð�èçì φXs
Ia◦

,∗ : π1(X
s
Ia◦) → Ia êîððåêòíî îïðå-äåëåí. Ñèñòåìà êîîðäèíàò (x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) âûáèðàåòñÿ íåîäíîçíà÷íî,â ÷àñòíîñòè, êîîðäèíàòà x̌1(0) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòü äî ïðåîáðàçîâàíèÿ

−1 ∈ Id. Ïóñòü x̌1
′(0) äðóãàÿ êîîðäèíàòà òàêàÿ, ÷òî x̌1

′(0) = −x̌1(0).Ïóñòü êîîðäèíàòà x̌′1(2π) ïîëó÷åíà èç x̌1(0) â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîãîïðåîáðàçîâàíèÿ âäîëü l. Ïóñòü êîîðäèíàòà x̌′2(2π) ïîëó÷åíà èç x̌2(0) â ðå-çóëüòàòå åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âäîëü l.Òîãäà, î÷åâèäíî, x̌′1(2π) =
−x̌′1(2π). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå ℵ ∈ Ia íå çàâèñèò îò âûáîðàïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.Ïðè èçìåíåíèè ñòàíäàðòèçàöèè ïóòè l, ïðåîáðàçîâàíèå ℵ1,2 íå ìåíÿ-åòñÿ. �îìîìîð�èçì φXs

Ia◦
,∗ : π1(X

s
Ia◦)→ Ia êîððåêòíî îïðåäåëåí.Ïîñêîëüêó ïî Ëåììå (36) ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηXs

◦
íà ïîäïðî-ñòðàíñòâå Xs

Ib◦
∩Xs

Ia◦
⊂ Xs

◦ ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ âK(Id, 1) ⊂ K(D4, 1).82

Пусть [: Коба Хто — произвольный кусочно-линейный путь, транс- 

версально пересекающий подпространство особых стратов РК. с 

Хр. в конечном числе критических точек, которые обозначим через 

{ti,...,¢;}. Выберем путь | стандартизованным. Разобъем множество 

критических точек на два подмножества {t),...,t;} =U ОУ. Отнесем к 

подмножеству И-критические точки, в которых одна третья координата, 

из набора третьих координат меняется на элемент из Т.. Отнесем к под- 

множеству У-критические точки, в которых одна координата из набора, 

первой или второй координат меняется на элемент —1 Е Ш. 

Обозначим критические точки множества U через U = {71,...,7ть}. 
На каждом из отрезков [т;т;]| пути | (возможно, что начальная или ко- 
нечная точка этого пути совпадет с отмеченной) продолжим систему ко- 

ординат параллельно третьей координалте. В каждой критической точке 

множества, У преобразуем наборы первых и вторых координат системы, 

чтобы произведение вычетов набора третьих координат вдоль пути не 

изменилось. 

В результате получим преобразование исходной системы координат, 

которое обозначим через К. При этом N = Nie Ф №, Nie Е Ea, № Е Ц. 

Преобразование N3 совпадает с естественным. 

Определим гомоморфизм Фр : m(Xzp,.) — I, по формуле 

ox, ,.+([4) = ре. 1. (№12), где ре, л, : Ea —* Г - проекция с ядром а. (Ha- 

помню, что E, является квадратичным расширением подгруппы Та, эта 

группа изоморфна группе Z/4@Z/2. Элемент а? расширяется элементом 

с четвертого порядка, с? = а?. Элемент с действует умножением на i на 

каждую координату.) (Если вместо равенства использовать равен- 

ство 5(1,2) = 1, то 12 Е Еьи проекцию ре, 1. : Ea — Г. следует заменить 

на проекцию ре, 1, : Ey > I, с ядром 6.) 

Докажем, что гомоморфизм Фх; ‚ : 1 (Хто) — I, корректно опре- 

делен. Система координат (21(0), 22(0), 23(0)) выбирается неоднозначно, 
в частности, координата 21 (0) определена с точность до преобразования 

—1 Е 1. Пусть #,/(0) другая координата такая, что 21'(0) = —241(0). 
Пусть координата, &'(2т) получена из 21(0) в результате естественного 
преобразования вдоль [. Пусть координата 2›(2п) получена из %2(0) в ре- 
зультате естественного преобразования вдоль |. Torna, очевидно, 2 (27) = 
—* (27). Следовательно, преобразование N Е I, не зависит от выбора 

первоначальной системы координат. 

При изменении стандартизации пути [, преобразование Nj» не меня- 

ется. Гомоморфизм Ox _ +: 7 (ХР о) — Е корректно определен. 

Поскольку по Лемме структурное отображение 7х; на подпро- 

странстве Хр Xz, C Х$ гомотопно отображению в К (1,1) C A (Du, 1). 
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êëàññè�èöèðóþùèå îòîáðàæåíèÿ φXs
Ia◦

, φXs
Ib◦

,∗ ñîãëàñîâàíû íà Xs
Ia◦∩X

s
Ib◦è îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå φXs

0◦
: Xs

0◦ → K(Ia, 1). Îòîáðàæåíèå φX̂s
0◦

:

X̂s
0◦ → K(Ia, 1) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.Äîêàæåì óñëîâèå. Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φXs

0◦
: Xs

0◦ → K(Ia, 1)ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φZs−1
0

: Zs−1
0 → K(Ia, 1). Ñíà÷àëà çàìåòèì,÷òî îòîáðàæåíèå φXs

0◦
: Xs

0◦ → K(Ia, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ
φXs

0
: Xs

0 → K(Ia, 1). Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå φXs
0

: Xs
0 → K(Ia, 1)ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Zs−1

0 , ò.å. ïðîâåðèì, ÷òî ñó-ùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå íà êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s− 1.Ïóñòü a ⊂ PK
(s−1)
0◦ �ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s − 1, ïðè÷åì ýëå-ìåíòàðíûå ñòðàòû ãëóáèíû s è s + 1, ëåæàùèå íà åãî ãðàíèöå, îòîæ-äåñòâëåíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Xs

0◦. Äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî çàìêíóòîãî ïóòè l, ëåæàùåãî íà ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòàõ ãëóáèíû sè s + 1 íà ãðàíèöå a îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìûêîîðäèíàò âäîëü l è ýëåìåíò η0,∗([l]), Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 36, ñîãëàñ-íî êîòîðîé η0,∗([l]) ∈ Id. Êðîìå òîãî, âäîëü l îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå
ℵ è, î÷åâèäíî, ℵ = η0,∗([l]). Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå φXs

0◦
ïðîäîëæàåòñÿäî îòîáðàæåíèÿ φZs−1

0
(è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì). Ïîñòðîåíèåîòîáðàæåíèÿ φZs−1

0
: Zs−1

0 → K(Ia, 1) àíàëîãè÷íî.Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå ηPQs
0

= φXs
0
|PQs

0
:

PQs
0 → K(Ia, 1). Ýòî ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ äèàãîíàëüíîéè àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòû ãðàíèöû ïðîñòðàíñòâà Xs

0 . Ïðîâåðèìýòî äëÿ äèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòû, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàí-ñòâå Xs
0,Ib

. Äëÿ àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòû, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ âïîäïðîñòðàíñòâå Xs
0,Ia

ïðîâåðêà àíàëîãè÷íà.�àññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü l íà êîìïîíåíòå PQs
diag. Ïóñòü ℵ � ïðå-îáðàçîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü l. Â ñëó÷àå θ(3, 1) = 1, ïðå-îáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ℵ âäîëü l ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì ïðåîáðà-çîâàíèåì êîîðäèíàòû x̌3 âäîëü l, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà êîîðäè-íàò (y̌1(2π), y̌2(2π)) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò (x̌1(2π), x̌2(2π)). Âýòîì ñëó÷àå ℵ = η0,∗([l]) ∈ Id. Åñëè θ(3, 1) = −1, òî ñèñòåìà êîîðäè-íàò (y̌1(2π), y̌2(2π)) îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1(2π), x̌2(2π)), àíà îáðàçóþùóþ −1 ∈ Id, íî ïðè ýòîì ℵ ñíîâà ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåí-íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ñíîâà èìååì

ℵ = η0,∗([l]) ∈ Id.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ηPQ̂s
0

= φX̂s
0
|PQ̂s

0
: PQ̂s

0 → K(Ia, 1) ïðîâåðÿþòñÿàíàëîãè÷íî.Ëåììà (38) äîêàçàíà.Îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà �îðìóëèðîâêå ñëåäóþùåé ëåììû (39), êîòîðàÿàíàëîãè÷íà Ëåììå (38). Ýòà ëåììà áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ83

3 классифицирующие отображения Фх; |, Фх: _„» согласованы на Хр ,ПХрь 
а ь 

и определяют отображение dys : Xo, — К (1,1). Отображение bx 

(8, > К(Т., 1) определяется аналогичным способом. 
Докажем условие. Проверим, что отображение dx, : X9, > К (1,1) 

продолжается до отображения Физ : 7871 — К (Т., 1). Сначала заметим, 

что отображение dxs, : XG, > К(1,1) продолжается до отображения 

Фх: : Хо > К(1,1). Докажем, что отображение фх: : Хв > К(№,1) 

продолжается до отображения пространства Zs |, т.е. проверим, что су- 
ществует продолжение на каждый элементарный страт глубины $ — 1. 

Пусть а С РК элементарный страт глубины $ — 1, причем эле- 

ментарные страты глубины s и s+ 1, лежащие на его границе, отож- 
дествлены с соответствующим подпространством в Х&. Для произволь- 
ного замкнутого пути [, лежащего на элементарных стратах глубины $ 
us+1 на границе а определено естественное преобразование системы 
координат вдоль | и элемент 70,«([l]), Воспользуемся Леммой [86] соглас- 
но которой 70 (|1) Е Iu. Кроме того, вдоль | определено преобразование 

М и, очевидно, К = 7 ,-([1). Поэтому отображение Ффх. продолжается 

до отображения Фу. (и притом единственным способом). Построение 

отображения Фр : 75! > К(1., 1) аналогично. 

Проверим, что выполняется граничное условие Проз = Oxs| PQs 

РО; — К(1,1). Это равенство достаточно проверить для диагональной 

и антидиагональной компоненты границы пространства Хф. Проверим 

это для диагональной компоненты, которая содержится в подпростран- 

стве Хот. Для антидиагональной компоненты, которая содержится в 

подпространстве Хот, проверка аналогична. 

Рассмотрим замкнутый путь [ на компоненте Р@;„. Пусть К — пре- 

образование системы координат вдоль |. В случае 0(3,1) = 1, пре- 

образование координат Х вдоль [ совпадает с естественным преобра- 

зованием координаты 3 вдоль [, т.к. в этом случае система коорди- 

нат (71(2т), 92(2т)) совпадает с системой координат (#1(27), 22(2т)). В 
этом случае К = т„([1) Е Ia. Если 6(3,1) = -1, то система коорди- 
нат (%(27), Yo(27)) отличается от системы координат (%1(27), 2>(2п)), а 
на образующую —1 Е Iy, но при этом N снова совпадает с естествен- 

ным преобразованием системы координат. В этом случае снова имеем 

К = %„-([1]) Е Ta. 

Граничные условия Neos = Фх: 

аналогично. 

Лемма (38) доказана. 

Остановимся лишь на формулировке следующей леммы (39), которая 

аналогична Лемме (38). Эта лемма будет использована для построения 

PO | PQs — K(I,,1) проверяются 
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îòîáðàæåíèé φ1, φ̂1 â äèàãðàììå (62).Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Xs
1◦, Xs

1, Y s
1◦, Y s

1 , Zs
1◦,

Zs
1Ýòî ïîñòðîåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî è îïóñêàåòñÿ.Îïðåäåëåíî ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ζY s

1◦
: Y s

1◦ → K(H, 1), ζŶ s
1◦

:

Ŷ s
1◦ → K(G, 1), êîòîðûå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îãðàíè÷åíèÿ ñòðóêòóð-íûõ îòîáðàæåíèé ζK1, ζK̂1

ïðè âêëþ÷åíèÿõ jY s
1◦
, jŶ s

1◦
.Îáîçíà÷èì êîìïîçèöèþ pXs

1◦
◦ ζY s

1◦
÷åðåç ζX̂s

1◦
: Xs

1◦ → K(H, 1), êîì-ïîçèöèþ pX̂s
1◦
◦ ζŶ s

1◦
÷åðåç ζX̂s

1◦
: X̂s

1◦ → K(G, 1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ òàêæåíàçîâåì ñòðóêòóðíûìè.Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî X̄s
1◦, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùèì íàä Xs

1◦, ñîîòâåòñòâóþùåå 2-ëèñòíîå íàêðûòèåèíäóöèðîâàííî èç íàêðûòèÿ K(Ib, 1) → K(D4, 1) îòîáðàæåíèåì ζXs
1◦
.Îáîçíà÷èì ýòî êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûòèå ÷åðåç pX̄s

1◦
: X̄s

1◦ → X̄s
1◦.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî X̃s

1◦ è 2-íàêðûòèå pX̃s
1◦

: X̃s
1◦ →

X̂s
1◦.Ëåììà 39. Â ïðåäïîëîæåíèè s = 1 (mod 2) 
óùåñòâóåò îòîáðàæå-íèå φXs

1◦
: Xs

1◦ → K(Qa, 1) ( ñîîòâåòñòâåííî φX̂s
1◦

: X̂s
1◦ → K(Qa, 1) ),óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:� Îòîáðàæåíèå φXs

1◦
: Xs

1◦ → K(Qa, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðà-æåíèÿ φZs−1
1

: Zs−1
1 → K(Qa, 1) (îòîáðàæåíèå φẐs−1

1◦
: Ẑs−1

1◦ → K(Qa, 1)ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φẐs−1
1

: Ẑs−1
1 → K(Qa, 1)), ïðè÷åì äëÿïðîäîëæåííîãî îòîáðàæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

ζRQs
1

= φXs
1◦
|RQs

1
: RQs

1 → K(Qa, 1),

ζRQ̂s
1

= φX̂s
1◦
|RQ̂s

1
: RQ̂s

1 → K(Qa, 1).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû (39)Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû (38) è îïóñêàåòñÿ.Îòîáðàæåíèÿ φ0, φ̂0 â äèàãðàììå (57)Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå φ0 â äèàãðàììå (57). Â ïðîñòðàíñòâå RK0◦ îïðå-äåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî RK
[2]
0◦ ⊂ RK0◦. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþ-ùóþ ïàðó ïîëèýäðîâ (âåðõíÿÿ äèàãðàììà) â âêëîæåíèå â ýòó äðóãîéïàðû ïîëèýäðîâ (íèæíÿÿ äèàãðàììà):84

отображений Фут, by в диаграмме (62). 

5 8 8 8 8 Построение вспомогательных пространств X;,, Л}, Уф, УР, 2%, 

Zi 1 

Это построение полностью аналогично и опускается. 

Определено структурные отображения Cys; : Ур — К(Н,1), Cys 

у — K(G, 1), которые получается в результате ограничения структур- 

ных отображений Ск, Ск, при включениях Jys , 7. 

Обозначим композицию Pxs, © Cys через С д: ЛЬ > К(Н,1), ком- 

позицию Pxs о Cys через ¢ Xe, ! Xs, — K(G,1). Эти отображения также 

назовем структурными. 
Определено пространство X%,, которое называется каноническим 2- 

листное накрывающим над Xf,, соответствующее 2-листное накрытие 
индуцированно из накрытия К (1,1) — К(О4,1) отображением Сх;. 

Обозначим это каноническое 2-листное накрытие через рх:_: Xf, — Хь. 
lo 

Аналогично определяется пространство Xj, и 2-накрытие PRs? to > 

5 

lo: 

Лемма 39. В предположении s = 1 (mod 2) существует  отображе- 

ние Фх: : Хьь > К(Оа, 1) ( соответственно bx. : Хь > К(О.,1) ), 
удовлетворяющее следующему условию: 

— Отображение Ox, : Хъ > К(О.,1) продолжается do omobpa- 

жения Физ : 721, К(О.,1) (отображение Фа: : 71 = К(О.,1) 

продолжается 00 отображения bgs-1 : Zp’ > К(О.,1)), причем для 
1 

продолженного отображения выполняются граничные условия: 

во: : RQ] > К(@.,1), 

во: : RQ} + K(Qu, 1). 

Cras = xs, 

CRO} = PX: 

Доказательство Леммы 

Доказательство аналогично доказательству Леммы и опускается. 

Отображения do, dbo в диаграмме (57) 

Построим отображение Фо в диаграмме (57). В пространстве ВАць опре- 
[2 

делим подпространство АК. С RK. Для этого рассмотрим следую- 

щую пару полиэдров (верхняя диаграмма) в вкложение в эту другой 

пары полиэдров (нижняя диаграмма): 
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RK1
0 ⊂ RK0

0 (116)
X1

0 ⊂ Z0
0 (117)Ïðîñòðàíñòâî RK [2]

0 îïðåäåëåíî êàê îáðàç ïðîñòðàíñòâà Z0
0 èç äèà-ãðàììû (117) ïðè âêëþ÷åíèè. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 40. Ïðîèçâîëüíîå PL�îòîáðàæåíèå äâóìåðíîãî äèñêà f : D2 →

RK0 âûòåñíÿåòñÿ â îòîáðàæåíèå f ′ : D2 → RK
[2]
0 ⊂ RK0 ñ îáðàçîì âïîäïðîñòðàíñòâå RK [2]

0 ⊂ RK0 â ðåçóëüòàòå ñêîëü óãîäíî ìàëîé PL�äå�îðìàöèè f → f ′.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 40Ïðîñòðàíñòâî RK0 ñíàáæåíî åñòåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì â ïðîñòðàí-ñòâî δr0×I ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèå r0�ìåðíîãî ñèìïëåêñà íà îòðåçîê, ïðè-÷åì ñòàíäàðòíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïðîñòðàíñòâà-îáðàçà, çàäàþùàÿ ñòðàòè-�èêàöèþ ïðîñòðàíñòâà�îáðàçà ïî êîðàçìåðíîñòè îñòîâîâ òðèàíãóëÿöèèñîãëàñîâàíà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ñî ñòðàòè�èêàöèåé ïðîñòðàíñòâà-ïðîîáðàçà. Ïîäïðîñòðàíñòâî RK
[2]
0 ⊂ RK0 ñîäåðæèò âñå ñòðàòû ïðî-ñòðàíñòâà RK0 ãëóáèíû 0,1,2. Îòîáðàæåíèå f : D2 → RK0 ìîæíî ïåðå-âåñòè ñêîëü óãîäíî ìàëîé äå�îðìàöèåé â îòîáðàæåíèå f ′ : D2 → RK

[2]
0òàê, ÷òî ïðîåêöèÿ îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f ′ â ïðîñòðàíñòâî δr0 × I òðàíñ-âåðñàëüíî ê ñèìïëåêñàì ðàçáèåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, íå ñîäåðæèò îñòîâàêîðàçìåðíîñòè 3. Ëåììà 40 äîêàçàíà.Îïðåäåëèì íà ïîäïðîñòðàíñòâå RK [2]

0 ⊂ RK0 îòîáðàæåíèå
φ

[2]
0 : RK

[2]
0 → K(Ia, 1). (118)Íà ïîäïðîñòðàíñòâå X1

0 ⊂ RK
[2]
0 îòîáðàæåíèå îïðåäåëèì êàê φX1

0
:

X1
0 → K(Ia, 1), ïîñòðîåííîå â Ëåììå (38) ïðè s = 1. Ïî ýòîé æå ëåììåîòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φZ0

0
: Z0

0 → K(Ia, 1). Òåìñàìûì, îòîáðàæåíèå (118) îïðåäåëåíî.Ïî Ëåììå 40 îòîáðàæåíèå (118) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φ0 :
RK0 → K(Ia, 1). Ïî Ëåììå (38) îòîáðàæåíèå (118) óäîâëåòâîðÿåò ñ�îð-ìóëèðîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå φ0 :
RK0 → K(Ia, 1) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, êîîðûå ñëåäóò èçäèàãðàìì (55), (56). Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ φ̂0 : RK̂0 → K(Ia, 1) ïîë-íîñòüþ àíàëîãè÷íî. 85

ВК с RK (116) 

Xi c Ze (117) 

Пространство RK определено как образ пространства 20 из диа- 

граммы (117) при включении. Нам потребуется следующая лемма. 

Лемма 40. Произвольное РГ -отображение двумерного диска }: D? — 

RKo вытесняется в отображение f' : 0? > RKP С RKo с образом в 

подпространстве RK? с RKo в результате сколь угодно малой PL— 

деформации f — f’. 

Доказательство Леммы 

Пространство RKo снабжено естественным отображением в простран- 

ство 0'° x J прямого произведение т-мерного симплекса на отрезок, при- 

чем стандартная триангуляция пространства-образа, задающая страти- 

фикацию пространства-образа по коразмерности остовов триангуляции 

согласована при этом отображении со стратификацией пространства- 

прообраза. Подпространство RK С ВКо содержит все страты про- 

странства ВКо глубины 0,1,2. Отображение f : D? + ВКо можно пере- 

вести сколь угодно малой деформацией в отображение f’ : D? > RKU 

так, что проекция образа отображения |’ в пространство 0” x I транс- 

версально к симплексам разбиения и, в частности, не содержит остова 

коразмерности 3. Лемма 40] доказана. 

Определим на подпространстве вк? С RKo отображение 

of): ВКЯ - Ка. 1. (118) 

На подпространстве Ха С RK отображение определим как Фх: : 

Xj > К(1, 1), построенное в Лемме при $ = 1. По этой же лемме 

отображение продолжается до отображения zo : 20 > К(1,1). Тем 

самым, отображение (118) определено. 

По Лемме отображение (118) продолжается до отображения do : 

ВКо — К(1, 1). По Лемме отображение удовлетворяет сфор- 
мулированным граничным условиям. Следовательно, отображение Фо : 

ВКо — К (1,1) удовлетворяет граничным условиям, коорые следут из 

диаграмм (55), (56). Построение отображения do : ВКо > K (Iq, 1) пол- 

ностью аналогично. 
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Îòîáðàæåíèÿ φ1, φ̂1 â äèàãðàììå (62)Ýòî ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó è îïóñêàåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 30�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå p̂ : Sn−k/i→ J0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĉp öèëèíäðýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèé p̂I : Ĉp → [0, 1],
p̂J : Ĉp → J0 è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé, êîòîðîå îáî-çíà÷èì ÷åðåç F̂ : Ĉp → J0 × [0, 1].Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : RPn−k → J0 è îáîçíà÷èì ÷å-ðåç Cp öèëèíäð ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèé
pI : Cp → [0, 1], pJ : Cp → J0 è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé,êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç F : Cp → J0 × [0, 1].Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå r : Cp → Ĉp, ïðè÷åì ñëåäóþùèå äèàãðàììûêîììóòàòèâíû:

Cp −→ Ĉp

pI ց ւ p̂I

I,
(119)

Cp −→ Ĉp

pJ ց ւ p̂J

J0.
(120)�àññìîòðèì âëîæåíèå IJ : J0 × [0, 1] ⊂ R

n × [0, 1] è îïðåäåëèì îòîá-ðàæåíèÿ IJ ◦ F̂ : Ĉp → Rn × [0, 1], IJ ◦ F : Cp → Rn × [0, 1]. Íèæåîïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f̂ : Ĉp → R
n × [0, 1], êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðå-çóëüòàòå C1�ìàëîãî âîçìóùåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ IJ ◦ F̂ .Òàêîå âîçìóùåíèå áóäåì íèæå íàçûâàòü äå�îðìàöèåé ãîìîòîïèè IJ ◦ F̂â ãîìîòîïèþ f̂ . Ïðè ýòîì ãîìîòîïèþ f̂ âûáåðåì ñîâïàäàþùåé íà íèæíåìîñíîâàíèè öèëèíäðà J0 ⊂ Ĉp ñ âëîæåíèåì IJ : J0 ⊂ Rn×{0}. Êðîìå òîãî,ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîìïîçèöèÿ p[0,1] ◦ f̂ : Ĉp → [0, 1] ñîâïàäàëà ñ p̂I , ãäå

p[0,1] : Rn× [0, 1]→ [0, 1] � ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü. Îïðåäåëåíîòàêæå îòîáðàæåíèå f : Cp → Rn × [0, 1] êàê êîìïîçèöèÿ f = f̂ ◦ r.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q̄ ⊂ Ĉp � êàíîíè÷åñêîå íàêðûâàþùåå íàä ïîëèýä-ðîì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ãîìîòîïèè f̂ , îïðåäåëåííîå êàê çàìûêàíèåïî �îðìóëå
Q̄ = Cl{x ∈ Ĉp : ∃y ∈ Ĉp, x 6= y, f̂(x) = f̂(y)}.86

A 

Отображения ¢), ¢; в диаграмме (62) 

Это построение аналогично предыдущему и опускается. 

Доказательство Леммы 

Рассмотрим отображение р: 5" */1 > Л и обозначим через C, цилиндр 

этого отображения. Определены отображения проекций py : C, — [0,1], 

Dy: C, — Л и декартово произведение этих отображений, которое обо- 

значим через Ё: С, > Jo x [0,1]. 
Аналогично рассмотрим отображение р : RP’-* — Jo и обозначим че- 

рез С» цилиндр этого отображения. Определены отображения проекций 

pr: С» — [0,1], py : Сь — Jo и декартово произведение этих отображений, 
которое обозначим через Ё': С» > Jo x [0, 1]. 

Определено отображение г : С, > Cy, причем следующие диаграммы 

коммутативны: 

Cr — С, 

PIN ХР! (119) 

Г, 

Cp — C, 

Pa ~. LPs (120) 
Jp. 

Рассмотрим вложение I; : Jy [0,1] с R” x [0,1] и определим отоб- 

ражения о F : С, > R" x [0,1], ГлоЕ : С, > Вх (0,1). Ниже 

определим отображение /: C, — Вх [0,1], которое получено в ре- 

зультате С-малого возмущения общего положения отображения [7 0 F. 

Такое возмущение будем ниже называть деформацией гомотопии [у о Е 

в гомотопию f . При этом гомотопию f выберем совпадающей Ha нижнем 

основании цилиндра, Ло С C, с вложением Г, : Jo С R” x {0}. Кроме того, 

потребуем, чтобы композиция [0,1] © f: C, — [0,1] совпадала с pr, где 

Ро : R" x [0,1] — [0,1] - проекция на второй сомножитель. Определено 

также отображение } : C, > В" x [0,1] как композиция f = for. 

Обозначим через О С C, — каноническое накрывающее над полиэд- 

ром точек самопересечения гомотопии f, определенное как замыкание 

по формуле 

9 = СЦзЕ С, : Aye С, зу, f(x) = f(y}: 
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Îïðåäåëåíà èíâîëþöèÿ TQ̄ : Q̄ → Q̄, ïåðåñòàâëÿþùàÿ ïðîîáðàçû òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Èíâîëþöèÿ TQ̄ ñîõðàíÿåò çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ pI .Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïîëèýäðà Q̄ ïðè ýòîé èíâîëöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç Q̂.�àññìîòðèì ñòðàòè�èêàöèþ
Jr

0 ⊂ · · · ⊂ J2
0 ⊂ J1

0 ⊂ J0
0 (121)ïðîñòðàíñòâà äæîéíà J0

0 = J0. Ñòðàòè�èêàöèÿ (121) îïðåäåëÿåò ñòðàòè-�èêàöèþ öèëèíäðà ïî �îðìóëå
Ĉi

p = p̂−1
J (J i

0) (122)è ñòðàòè�èêàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ Sn−k/i ïî �îðìóëå
(Sn−k/i)i = p̂−1(J i

0) (123)Îïðåäåëåíà ñòðàòè�èêàöèÿ
Q̄r ⊂ · · · ⊂ Q̄1 ⊂ Q̄0 (124)ïîëèýäðà Q̄0 = Q̄ ïî �îðìóëå Q̄i = (Q̄ ∩ˆip) ∩ TQ̄(Q̄∩ Ĉi

p). Ôàêòîð ñòðàòè-�èêàöèè 124 ïðè èíâîëþöèè TQ̄ îïðåäåëÿåò ñòðàòè�èêàöèþ
Q̂r ⊂ · · · ⊂ Q̂1 ⊂ Q̂0 (125)ïîëèýäðà Q̂. Îáîçíà÷èì ÷åðåç QJ i

0 ïåðåñå÷åíèå Q̄i∩J0. Ïðè óñëîâèè, ÷òîîòîáðàæåíèå f̂ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ñòðàòè�èöèðîâàííûé ïîëèýäð QJ i
0íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ñî ñòðàòàìè (121) ïîëèýäðà J0Ïðè ïðîèçâîëüíîì t ∈ (0,+δ] îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f̂ : Ĉp →

Rn × [0, 1] íà Sn−k/i× {t} îáîçíà÷èì ÷åðåç d̂ = d̂(t) : Sn−k/i→ Rn. Îòîá-ðàæåíèå d äâóëèñòíî íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå d̂. �àññìîòðèì ìíîãîîáðà-çèå N̂K0 ñ êðàåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d̂. Ìíîãîîáðàçèå
N̂K0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå N̂K0 = Q̂ ∩ Rn × {t}. Ýòî ìíîãîîáðàçèåñíàáæåíî åñòåñòâåííîé ñòðàòè�èêàöèåé

N̂ r
K0
⊂ · · · ⊂ N̂0

K0
, (126)

Ŵ
(i)
K0

= N̂ i
K0
\ N̂ i+1

K0
, (127)êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäñòðàòè�èêàöèÿ ñòðàòè�èêàöèè (125).Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûòèå NK0 → N̂K0 è ñòðàòè�èêàöèÿ (65) äâó-ëèñòíîãî íàêðûâàþùåãî. 87

Определена инволюция To : : О > О, переставляющая прообразы точек 

самопересечения. Инволюция То сохраняет значения отображения ру. 

Факторпространство полиэдра © при этой инволции обозначим через (©). 

Рассмотрим стратификацию 

Jp Ce CI CI CSS (121) 

пространства джойна Л = Jo. Crparuduxanua (121) определяет страти- 

фикацию цилиндра по формуле 

Cy = By (Jo) (122) 

и стратификацию многообразия S”—*/i по формуле 

("Л = (Л) (123) 

Определена стратификация 

Qra-- СОС 09° (124) 

полиэдра Q° = Q по формуле Q' = (@ п) пТо(9п С"). Фактор страти- 
фикации [124 при инволюции То определяет стратификацию 

Ос... с ОС 0° (125) 

полиэдра Q. Обозначим через О. пересечение ОП Jo. При условии, что 
отображение f общего положения, стратифицированный полиэдр О.Л 

находится в общем положении со стратами полиэдра Jo 
При произвольном t Е (0, 9] ограничение отображения f: C, > 

R” x [0, 1] на S"-*/i x {#} обозначим через d = d(t) : S"-*/i — В”. Отоб- 
ражение 4 двулистно накрывает отображение а. Рассмотрим многообра- 
зие № Ко С краем точек самопересечения отображения а. Многообразие 

№ ко определяется по формуле № Ko = QR" x {t}. Это многообразие 

снабжено естественной стратификацией 

МС: №, (126) 

О = Мк, \ Nig), (127) 

которая определяется как подстратификация стратификации (125). 

Определено двулистное накрытие Мк, > Nx, и стратификация (65) дву- 

листного накрывающего. 

87



Åñòåñòâåííî âûñêàçàòü ñëåäóþùóþãèïîòåçó: ïðèìåíÿÿ òåîðåìó PL�òðàíñâåðñàëüíîñòè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé 2-äèñê â ïîëèýäðå
N̂0

K0
ñíèìàåòñÿ ñ ïîäïîëèýäðà N̂3

K0
⊂ N̂0

K0
ñêîëü óãîäíî ìàëûì øåâåëå-íèåì, ïîýòîìó �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ïðîñòðàíñòâ N̂0

K0
è N̂0

K0
\ N̂3

K0ñîâïàäàþò (ñð. ñ Ëåììîé 40).Òåïåðü îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ f̂ 1. �àññìîòðèì íîðìàëüíîå ðàññëî-åíèå νJ0 : E(ν) → J0 âëîæåíèÿ iJ0 : J0 ⊂ Rn. Âëîæåíèå iJ0 îïðåäå-ëåíî êàê ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå n − k�ìåðíîé ñ�åðû â åâêëèäîâî ïðî-ñòðàíñòâî R
n ñ êîðàçìåðíîñòüþ k. �àññëîåíèå νJ0 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì

k�ìåðíûì ðàññëîåíèåì, ïðè÷åì ïî óñëîâèþ ëåììû k ≥ 8. Ïðåäñòàâèìðàññëîåíèå νJ0 â âèäå ñóììû Óèòíè òðèâèàëüíîãî 4-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ
ε1 : E(ε1) → J0, òðèâèàëüíîãî 2-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ε2 : E(ε2) → J0è äîïîëíèòåëüíîãî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ε3 : E(ε3) → J0 íåîòðèöà-òåëüíîé ðàçìåðíîñòè ðàçìåðíîñòè k − 6.Ïåðåîáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå (IJ ◦ F̂ ) ÷åðåç f̂−2. Âûáåðåì ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü áåñêîíå÷íî-ìàëûõ ÷èñåë δ−1, δ0, . . . , δr+1 (óêàçàííóþ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå ïîñëåäóþùåå ÷èñëî âûáèðàåòñÿ íàñòîëü-êî ìàëûì, ÷òî óêàçàííûå â ïîñòðîåíèè ñâîéñòâà àïïðîêñèìèðóþùåé ãî-ìîòîïèè, äîñòèãíóòûå íà ïðåäûäóùåì øàãå, ñîõðàíÿþòñÿ) òàêóþ, ÷òî
δi+1 = o(δi) è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C1�äå�îðìàöèé

f̂−2 7→ f̂−1 7→ f̂0 7→ . . . 7→ f̂r 7→ f̂ (128)ïî èíäóêöèè, çàäàâàÿ C1�êàëèáð äå�îðìàöèè íà ñòðàòå C(i)
p áåñêîíå÷íî-ìàëûì ÷èñëîì δi. Ïîñëåäíÿÿ ãîìîòîïèÿ f̂ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèáóäåò PL�îòîáðàæåíèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì t,

0 < t < δr+1, ãîìîòîïèÿ f̂ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå d̂.Íà ïðåäâîðèòåëüíîì øàãå äå�îðìàöèÿ f̂−2 7→ f̂−1 ñòðîèòñÿ âåðòè-êàëüíîé âäîëü ïîäðàññëîåíèÿ ε1 â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè νJ0 . Êàëèáððàññìàòðèâàåìîé äå�îðìàöèè ðàâåí δ−1. Äå�îðìàöèÿ f̂−2 7→ f̂−1 ñòðîèò-ñÿ òàêîé, ÷òî ïðîîáðàç p−1
J0

(α(s)) êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà α(s) ⊂ J0ãëóáèíû s ñàìîïåðåñåêàåòñÿ â òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå E(ε1)α(s) ðàññëîå-íèÿ ε1 íàä α(s) â îáùåì ïîëîæåíèè (êàê ïîãðóæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿçàìêíóòîãî PL�ìíîãîîáðàçèÿ).Íà íóëåâîì øàãå äå�îðìàöèÿ f̂−1 7→ f̂0 ñòðîèòñÿ âåðòèêàëüíîé âäîëüñëîåâ ðàññëîåíèÿ ε2, íåïîäâèæíîé íà ñòðàòå Ĉ(1)
p . Êàëèáð ðàññìàòðèâà-åìîé äå�îðìàöèè ðàâåí δ0. Äå�îðìàöèÿ f̂−1 7→ f̂0 ñòðîèòñÿ òàêîé, ÷òîîãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f̂0 íà ïðîîáðàç ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà α(0) ãëó-1Êîíñòðóêöèÿ áûëà ïîëó÷åíà íà ñåìèíàðå Ñ.À.Áîãàòîãî88

Естественно высказать следующуюгипотезу: применяя теорему PL— 
трансверсальности можно показать, что произвольный 2-диск в полиэдре 
№ к, снимается с подполиэдра № к С Ne к, CKOJIb угодно малым шевеле- 

нием, поэтому фундаментальные группы пространств № и № \ №, 

совпадают (ср. с Леммой 0). 
Теперь определим гомотонию f Ц Рассмотрим нормальное рассло- 

ение их : E(v) — Jo вложения iy, : Л С В". Вложение iy, опреде- 

лено как стандартное вложение nN — К-мерной сферы в евклидово про- 

странство В” с коразмерностью К. Расслоение их, является тривиальным 

К-мерным расслоением, причем по условию леммы k > 8. Представим 

расслоение их, в виде суммы Уитни тривиального 4-мерного расслоения 

=1 : Е(=1) — Jo, тривиального 2-мерного расслоения =2 : Е(Е2) —* Л 

и дополнительного тривиального расслоения €3 : Е(Ез) —* Ло неотрица- 

тельной размерности размерности k — 6. 

Переобозначим отображение (I; 0 Ё) через f_». Выберем последова- 

тельность бесконечно-малых чисел д_1,00,...,д,+1 (указанную последо- 

вательность можно представлять как убывающую последовательность 

положительных чисел, каждое последующее число выбирается настоль- 

ко малым, что указанные в построении свойства аппроксимирующей TO- 

мотопии, достигнутые на предыдущем шаге, сохраняются) такую, что 

9+1 = 0(9;) и построим последовательность С\-деформаций 

фон фан рн»... Лк (128) 

по индукции, задавая С"-калибр деформации на страте с® бесконечно- 

малым числом 6;. Последняя гомотопия f в этой последовательности 

будет РГ-отображением общего положения. При достаточно малом &, 

0<t < 6,41, гомотопия } определяет отображение 4. 

На предворительном шаге деформация fs => faa строится верти- 

кальной вдоль подрасслоения =! в нормальном расслоении их. Калибр 

рассматриваемой деформации равен д_1. Деформация Ро -> fa строит- 

ся такой, что прообраз pj, (a) каждого элементарного crpata a) C Jo 

глубины $ самопересекается в тотальном пространстве Е(Е1) (+) расслое- 

НИЯ &1 Над a) в общем положении (как погружения общего положения 

замкнутого РГ-многообразия). 
На нулевом шаге деформация f-1 Ло строится вертикальной вдоль 

слоев расслоения =2, неподвижной на страте CO), Калибр рассматрива- 

емой деформации равен д. Деформация faa -> fo строится такой, что 

ограничение отображения fy на прообраз элементарного страта a) глу- 

Конструкция была получена, на семинаре С.А.Богатого 
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áèíû 0 ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìíîæåñòâî òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê òðîéíîãîñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f̂−1, îãðàíè÷åííîãî íà α(0) è íå ñîäåðæèòòî÷åê äâîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.×òîáû îïðåäåëèòü äå�îðìàöèþ f̂−1 7→ f̂0 ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâà-ìè äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 32, ñîãëàñíî êîòîðîé, ñòðóêòóð-íàÿ ãðóïïà íàêðûòèÿ íàä ìíîãîîáðàçèåì äâîéíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷å-íèÿ íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ðåäóöèðóåòñÿ ê öåëî÷èñëåííîé. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî îñîáåííîñòü äâîéíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ âíå ìîæåñòâàòðîéíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ðàñïðîåêòèðóåòñÿ âî âëîæåíèå â êîðàç-ìåðíîñòè 2 âäîëü ñëîåâ ðàññëîåíèÿ ε2.Íà øàãå ñ íîìåðîì i äå�îðìàöèÿ f̂i−1 7→ f̂i ñòðîèòñÿ ñíà÷àëà ñ íîñè-òåëåì íà Ĉ(i)
p . Ïðåäâàðèòåëüíàÿ äå�îðìàöèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç

f̂i−1 → f̂ ′
i , ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé íà Ĉ(i+1)

p . Äàëåå ïîñòðîåííàÿ ãîìîòî-ïèÿ f̂ ′
i ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîòîïèè f̂i íà âñåì Ĉp òàê, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñóæå ïîñòðîåíûì ðàíåå îòîáðàæåíèåì f̂i−1 âíå ìàëîé ðåãóëÿðíîé îêðåñò-íîñòè (êîíå÷íîãî ðàäèóñà) Ĉ(i)

p è ïðîäîëæàåò îòîáðàæåíèå f̂i−1 â ýòóîêðåñòíîñòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî Ĉp ïî îáùåìó ïîëîæåíèþ ñ êîíñòàíòîé
C1�àïïðîêñèìàöèè δi.Ïîñòðîåíèå äå�îðìàöèè f̂i−1 7→ f̂ ′

i , i ≥ 1, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò α(i) ãëóáèíû ièç J (i)
0 \ J

(i+1)
0 è ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü Uα(i) ñòðàòà α(i) âîáúåäèíåíèè ñòðàòîâ J (i−1)

0 \ J
(i)
0 ãëóáèíû i − 1, ïðèìûêàþùåì ê ñòðà-òó α(i). Îêðåñòíîñòü Uα(i) ïðåäñòàâëåíà êàê îáúåäèíåíèå îêðåñòíîñòåé

Uβi−1
j ,α(i) ïî îêðåñòíîñòÿì ñòðàòà α(i) âî âñåâîçìîæíûõ ïðèìûêàþùèõñòðàòàõ β(i−1)

j ãëóáèíû i − 1. Êàæäûé ñòðàò U
β

(i−1)
j ,α(i) ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå α(i)×D2. Ïðîîáðàç p̂−1(U

β
(i−1)
j ,α(i)) îêðåñòíîñòè

U
β

(i−1)
j ,α(i) ïðè îòîáðàæåíèè p̂ : (Sn−k/i)(i−1) \ (Sn−k/i)(i) → J

(i−1)
0 \ J

(i)
0îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂bj ,a. Îáúåäèíåíèå V̂bj ,a ïî âñåì bj îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂a.Ýòî îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì Uα(i) ïðè îòîáðàæåíèè p̂.Ïðîîáðàç V̂bj ,a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 4r−i−1-ëèñòíîãî íàêðûâàþùåãî â íàä α(i) íà îòêðûòûé 2-äèñê D2. Ñíîâà âîñ-ïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíûì îïèñàíèåì îòîáðàæåíèÿ p̂, îòêóäà âûòåêàåò,÷òî îãðàíè÷åííîå p̂ íà V̂bj ,a, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñòàíäàðòíî-ãî ðàçâåòâëåííîãî 4-ëèñòíîãî íàä D2 è ïàðàìåòðèçóþùåãî îòîáðàæåíèÿ

b̂j → βj .Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ãîìîòîïèÿ f̂i−1, îãðàíè÷åííàÿ íà V̂aíåïîäâèæíà íà â, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî b̂j äå�îðìàöèÿ f̂i−2 7→ f̂i−1 íà-89

бины 0 является погружением открытого многообразия, множество то- 

чек самопересечения которого совпадает с множеством точек тройного 

самопересечения погружения fa, ограниченного на a) и не содержит 

точек двойного самопересечения. 

Чтобы определить деформацию faa -> fo с указанными свойства- 

ми достаточно воспользоваться Леммой [32] согласно которой, структур- 

ная группа накрытия над многообразием двойных точек самопересече- 

ния на каждом элементарном страте редуцируется к целочисленной. Это 

означает, что особенность двойных точек самопересечения вне можества 

тройных точек самопересечения распроектируется во вложение в кораз- 

мерности 2 вдоль слоев расслоения =2. 

На шаге с номером 1 деформация fia => р, строится сначала, с носи- 

телем на CO, Предварительная деформация, которую обозначим через 

fia > fl ‚ является неподвижной на о. Далее построенная гомото- 
пия fi продолжается до гомотопии fi на всем C, так, что она совпадает с 

уже построеным ранее отображением fia вне малой регулярной окрест- 

ности (конечного радиуса) CO и продолжает отображение fia в эту 

окрестность на все пространство C, по общему положению с константой 

С'-аппроксимации 6;. 

Построение деформации fi -> fi ,2> 1, осуществляется следующим 

образом. Рассмотрим произвольный элементарный страт a глубины 7 

из JO \ дну и рассмотрим регулярную окрестность Ио crpata a” в 

объединении стратов Je \ JO глубины 7 — 1, примыкающем к стра- 

ту a, Окрестность Ио представлена как объединение окрестностей 

Ов-1 а по окрестностям страта a во всевозможных примыкающих 
9 > 

(i-1) ; 6 
стратах 2; глубины 1 — 1. Каждый страт U gl) а Представляет со- 

9 Й 

rm i 2 ~—] бой прямое произведение al ) x D*. Прообраз р (бет во) окрестности 

д. (on—k /1) (2—1 n—k /:)( (i-1) (2) Ug) al при отображении р : (5"_*/1)@- 0 \ (5"—*/1)® > ЛОЛ 

обозначим через Vi... Объединение Vp, а по всем b; обозначим через У. 

Это объединение является прообразом И. при отображении р. 

Прообраз \,„ представляет собой прямое произведение 47—71. 

листного накрывающего 4 над a” на открытый 2-диск D?. Снова вос- 

пользуемся координатным описанием отображения P, откуда вытекает, 

что ограниченное р на У», «, является прямым произведением стандартно- 

го разветвленного 4-листного над D? и параметризующего отображения 

b; _ Bj. . . 

По предположению индукции гомотопия т, ограниченная на у, 

неподвижна на 4, причем для каждого 6; деформация }—2 > fi_1 на- 
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ïðàâëåíà â òðàíñâåðñàëüíîì íàïðàâëåíèè ê Uβj ,α è åå C1�êàëèáð ñóùå-ñòâåííî ïðåâûøàåò δi.Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ f̂ ′
i îêðåñòíîñòè V̂β → R

n, êàê ðåçóëüòàò δi�ìàëîé C1�äå�îðìàöèè íà êàæäîé îêðåñòíîñòè V̂a â íàïðàâëåíèè êàñà-òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê ïðîèçâîëüíî âûáðàííîìó ñòðàòó β ãëóáèíû i−1,ïðèìûêàþùåìó ê α. �îìîòîïèÿ f̂ ′
i ñòðîèòñÿ òàêæå êàê ïðè i = 0. Â ðå-çóëüòàòå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà α(i) ñîâïàäàþò ñòî÷êàìè òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàíà ïðè ãî-ìîòîïèè f−1. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå ãîìîòîïèè f̂ ′

i íà ãðàíèöó îêðåñòíîñòè
V̂α, â ÷àñòíîñòè, íà ãðàíèöó ∂(â)cl öåíòðàëüíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ⊂ V̂b,añòðàòà â íåïîäâèæíî.Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ f̂i â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè f̂ ′

iïî îáùåìó ïîëîæåíèþ, áëèçêîé ê ãîìîòîïèè f̂i−1 ñ êîíñòàíòîé C1�àïïðîêñèìàöèè δi. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê ðåçóëü-òàò ãîìîòîïèè f̂i ïðè t < δi, èìååò íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòåîêðåñòíîñòè îñòîâà ãëóáèíû íå ìåíåå i ïðîñòðàíñòâà Sn−k/i(1) òî÷êè ñà-ìîïåðåñå÷åíèÿ, ñîâïàäàþùèìè ñ òî÷êàìè òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ãî-ìîòîïèè f−1 êîòîðàÿ áûëà îïðåäåëåíà íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå êîí-ñòðóêöèè. Òî÷êè, ëåæàùèå íà ñòðàòàõ ãëóáèíû i + 1 (è âûøå) èìåþòñòðóêòóðó òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îáùåãî âèäà. Ïðè ýòîì òî÷êè ñàìî-ïåðåñå÷åíèÿ ñòðàòîâ ðàçíîé ãëóáèíû, ó îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííîãî âðåçóëüòàòå ãîìîòîïèè f̂i, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü.Äå�îðìàöèÿ f̂i−1 → f̂i è, òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äå�îðìà-öèé (128), ïîñòðîåíà. Íà ïîñëåäíåì øàãå ãîìîòîïèÿ f̂r ïåðåâîäèòñÿ âãîìîòîïèþ f̂ îáùåãî ïîëîæåíèÿ C1�ìàëîé äå�îðìàöèåé, ïðè÷åì êàëèáð
δr+1 ýòîé äå�îðìàöèè ñóùåñòâåííî ìåíüøå δr. Ýòà äå�îðìàöèÿ ñîñòî-èò èç äâóõ øàãîâ. Íà ïåðâîì øàãå ðåçóëüòàòîì äå�îðìàöèè ÿâëÿåòñÿãîìîòîïèÿ f̂i îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî òî÷åê ñàìîïå-ðåñå÷åíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî æå ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ïðè ïîãðóæåíèè f̂−1.Òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñòðàòîâ ãëóáèíû áîëüøåé i0,max îòñóòñòâóþò ïîñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè. Íà âòîðîì øàãå äå�îðìàöèè òî÷êè ïåðåñå-÷åíèÿ ñòðàòîâ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå âîçíèêëè ïðè ïîñòðîåíèèâíå îêðåñòíîñòè òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ãîìîòîïèè f−1, âåðòè-êàëüíî ðàñïðîåêòèðóþòñÿ âäîëü ñëîÿ ðàññëîåíèÿ ε3. Óêàçàííîå ðàñïðî-åêòèðîâàíèå âäàëè îò òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîððåêòíî îïðå-äåëåíî, ïîñêîëüêóêàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä ïîëèýäðîì òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó ñòðàòàìè ðàçíîé ãëóáèíû, î÷åâèäíî, òðè-âèàëüíî (ïàðà òî÷åê â íàêðûâàþùåì ïîëèýäðå åñòåñòâåííî óïîðÿäî÷åíàçíà÷åíèåì ãëóáèíû ñòðàòîâ). 90

правлена в трансверсальном направлении к Ug, и ее С'-калибр суще- 

ственно превышает 0;. . . 

Определим гомотопию f/ окрестности Уз — В”, как результат д; 

малой С"-деформации на каждой окрестности у. в направлении каса- 

тельного пространства к произвольно выбранному страту 6 глубины 1—1, 

примыкающему к а. Гомотопия р строится также как при 7 = 0. В ре- 

зультате точки самопересечения элементарного страта a совпадают с 

точками тройного самопересечения этого элементарного страна при го- 

мотопии }_1. При этом ограничение гомотопии f! на границу окрестности 

У. , в частности, на границу 0(а)“ центрального подмногообразия 4 С Viva 

страта а неподвижно. 

Определим гомотопию fi в результате продолжения гомотопии fi 

по обшему положению, близкой к гомотопии }—1 с константой Ct 

аппроксимации 6;. Заметим, что отображение, определенное как резуль- 

тат гомотопии fi при { < 0;, имеет на каждом элементарном страте 

окрестности остова, глубины не менее # пространства 5”—^/1( точки ca- 

мопересечения, совпадающими с точками тройного самопересечения го- 

мотопии }_1 которая была определена на предварительном шаге кон- 

струкции. Точки, лежащие на стратах глубины i +1 (и выше) имеют 

структуру точек самопересечения общего вида. При этом точки само- 

пересечения стратов разной глубины, у отображения, определенного в 

результате гомотопии fi, вообще говоря, могут присутствовать. 

Деформация fin > fi и, тем самым, последовательность деформа- 

ций (128), построена. На последнем шаге гомотопия }. переводится в 
гомотопию f общего положения С-малой деформацией, причем калибр 

0,1 этой деформации существенно меньше д,. Эта деформация состо- 

ит из двух шагов. На первом шаге результатом деформации является 

гомотопия fi общего положения, для которой множество точек самопе- 

ресечения каждого элементарного страта содержатся в множестве точек 

самопересечения этого же элементарного страта при погружении fon. 

Точки самопересечения стратов глубины большей 29, та» Отсутствуют по 

соображениям размерности. На втором шаге деформации точки пересе- 

чения стратов разной размерности, которые возникли при построении 

вне окрестности точек тройного самопересечения гомотопии }_1, верти- 

кально распроектируются вдоль слоя расслоения €3. Указанное распро- 

ектирование вдали от точек тройного самопересечения корректно опре- 

делено, посколькуканоническое двулистное накрытие над полиэдром то- 

чек самопересечения между стратами разной глубины, очевидно, три- 

виально (пара точек в накрывающем полиэдре естественно упорядочена 

значением глубины стратов). 
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Îòîáðàæåíèå f̂ îïðåäåëÿåò èñêîìîå îòîáðàæåíèå d̂ (d) ïðè îãðàíè÷å-íèè íà Sn−k/i× {δr} (RPn−k × {δr}).Ïî ïîñòðîåíèþ ñòðàòè�èêàöèè (65), (126) äîïóñêàþò ñåìåéñòâî îòîá-ðàæåíèé t̂(i) : W
(i)

K̂0
→ RK̂

(i)
0 , (t(i) : W

(i)
K0
→ RK

(i)
0 ), 0 ≤ i ≤ imax,0 âïðîñòðàíñòâà ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé.Áîëåå òîãî, ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé t̂(i) (t(i)) ñêëåèâàåòñÿâ îäíî îòîáðàæåíèå t̂ : N̂K0 → RK̂0 (t : NK0 → RK0).�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà NQ,diag, NQ,antidiag ñëåäóþò èç ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé íà W

(i)
Q,diag, W (i)

Q,antidiag, ïîñëåäíèå ïðåäóñìàòðèâàþòñÿ â Ëåììå 28.Ëåììà 30 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 31Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 30. Ëåììà 31 äîêà-çàíà.4 Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êâàòåðíèîííûì îñíàùå-íèåì�àññìîòðèì ãðóïïó Qa êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8. Îïðåäåëåíî ïðåäñòàâëå-íèå χ+ : Qa → SO(4), êîòîðîå ïåðåâîäèò åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû i, j,kâ ìàòðèöû (20), (21), (22) ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäñòàâëåíèå χ− ïåðåâîäèò åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû i, j,k â ìàòðè-öû








0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, (129)








0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0









, (130)








0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0









. (131)91

Отображение f определяет искомое отображение а (4) при ограниче- 

нии на S”-*/i x {5,} (ВР"^х {6,}). 
По построению стратификации (65), допускают семейство отоб- 

ражений #® : we > RKO, (t9 : We > RK), 0 < 1 < 40 в 
пространства разрешения особенностей. 

Более того, построенное семейство отображений Ё® (t) склеивается 
в одно отображение t: Nx, > RKo (t: Nx, ~ RKo). 

Граничные условия на Nog diag, No antidiag следуют из граничных усло- 
+ (4) (2) 

вии на Wo diag? Wo antidiag? 

Лемма [30] доказана. 

последние предусматриваются в Лемме 

Доказательство Леммы 

Доказательство аналогично доказательству Леммы Лемма дока- 

зана. 

4 Многообразия с кватернионным оснаще- 

нием 

Рассмотрим группу Q, кватернионов порядка 8. Определено представле- 

ние x4 : О, — 50(4), которое переводит единичные кватернионы I, }, К 

в матрицы (20), (21), (22) соответственно. 

Представление х_ переводит единичные кватернионы i,j,k в матри- 

цы 

0100 

100 0 

000 -1 |’ (129) 

0 O01 0 

0 O01 0 

0 0 0 —1 

-1 00 0 у (130) 

0100 

000 1 

00-0 

0 1 0 0 (131) 
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Îáðàç ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ïðè ïðåäñòàâëåíèÿõ χ+ è χ− îïðåäåëÿþòòàêæå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Z/2[3] ⊂ O(4). Çàìåòèòü, ÷òî âíåøíåå ñîïðÿ-æåíèå ïîäãðóïïû H ⊂ Z/2[3] íà ýëåìåíò èç Z/2[3] \ H, çàäàííûé ïðå-îáðàçîâàíèåì e1 → −e1, ei → ei, 2 ≤ i ≤ 4, îïðåäåëÿåò àâòîìîð�èçì
H → H, ïðè êîòîðîì ïîäãðóïïà Imχ+ ïåðåõîäèò ïîäãðóïïó Imχ− åäè-íè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ â H, ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé çàäàåòñÿ ìàòðèöàìè(129),(130),(131).Îïðåäåëåíà ïðÿìàÿ ñóììà ïðåäñòàâëåíèé χ+ ⊕ χ− : Qa → SO(4) ⊕
SO(4) → SO(8), ýòî ïðåäñòàâëåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ+,−. Îïðåäåëåíîïðåäñòàâëåíèå χ+ ⊕ χ+ : Qa → SO(4)⊕ SO(4)→ SO(8), êîòîðîå îáîçíà-÷èì ÷åðåç ψ+,+.Îïðåäåëåíû ñâîáîäíûå äåéñòâèÿ p7 : Qa×S

7 → S7, p3 : Qa×S
3 → S3,ïîñòðîåííûå ïî ïðåäñòàâëåíèÿì ψ+,+, χ+. Ñîîòâåòñòâóþùåå �àêòîðïðî-ñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S7/Qa, S3/Qa.�àññìîòðèì îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà S7/Qa, S3/Qa, îïðåäåëåííûåêàê �àêòîðïðîñòðàíñòâà äåéñòâèé p7, p3. Îïðåäåëåíû ïàðà âåêòîðíûõ

8- è ïàðà âåêòîðíûõ 4-õ ìåðíûõ ðàññëîåíèÿ ζ+,+ : E(ζ+,+) → S7/Qa,
ζ+,− : E(ζ+,−) → S7/Qa, η+ : E(η+) → S7/Qa, η− : E(η−) → S7/Qañî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Qa. Ïðè ýòîì 8-ìåðíîå ðàññëîåíèÿ ζ+,+, ζ+,−àññîöèèðîâàíû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ψ+,+, ψ+,− ðàññëîåíèÿ η+, η− àññîöè-èðîâàíû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè χ+, χ− ñîîòâåòñòâåííî.�àññìàòðèâàÿ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà S7/Qa, çàêëþ÷àåì,÷òî H4(S7/Qa; Z) = H3(S

7/Qa; Z) = Z/8. Ïðè ýòîì îáðàçóþùàÿ t óêàçàí-íîé ãðóïïû îïðåäåëåíà êàê îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà [S3/Qa] ïðèâëîæåíèè S3/Qa ⊂ S7/Qa, êîòîðîå ïàðàìåòðèçóåò 3-îñòîâ K3 ⊂ S7/Qa.Ïðåäëîæåíèå 41. Ïóñòü K7 � ïðîèçâîëüíîå îðèåíòèðîâàííîå çàìêíó-òîå ìíîãîîáðàçèå, ñòàáèëüíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå êîòîðîãî èçî-ìîð�íî ðàññëîåíèþ f ∗(kζ+,+), f : K7 → S7/Qa, s = 1 (mod 2). Òîãäà
deg(f) = 0 (mod 2).Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 41Çàìåòèì, ÷òî ðàññëîåíèå íàä S7/Qa, ïîëó÷åííîå èç kζ+,+ îáðàùåíèåìîðèåíòàöèè, ñîâïàäàåò ñ kζ+,−. �àññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå (íåñâÿçíîå)ìíîãîîáðàçèå K7 ∪ −K7, ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì f ∗kζ+,+ ∪ f

∗kζ+,−.Äîêàæåì, ÷òî â ãðóïïå H3(S
7/Qa; Z) 
 îáðàçóþùåé, îáîçíà÷åííîé ÷å-ðåç t, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

[p1(kζ+,+)]op = 4t, (132)
[p1(kζ+,−)]op = 0. (133)92

Образ группы кватернионов при представлениях Х- и Х_ определяют 
также подгруппы в группе 2/28] с O(4). Заметить, что внешнее сопря- 
жение подгруппы Н С 2/2 на элемент из 2/28 \ Н, заданный пре- 

образованием е! — —е1, е; — ej, 2 < 1 < 4, определяет автоморфизм 

Н — Н, при котором подгруппа, [тх+ переходит подгруппу [тхХ_ еди- 

ничных кватернионов в Н, представление которой задается матрицами 

Определена прямая сумма представлений x; ФХ_ : О. — 50(4) @ 

SO(4) — SO(8), это представление обозначим через 4+ _. Определено 
представление y+ Фх, : Qa — SO(4) 6 SO(4) > 50(8), которое обозна- 

чим через 4+ +. 

Определены свободные действия рт : Q, x 5" — 5", pg: Q, х 53 - 53, 
построенные по представлениям 4+ +, Х+. Соответствующее факторпро- 

странства будем обозначать через 57/0, 53/Оа. 
Рассмотрим однородные пространства 5"/О., 53/О., определенные 

как факторпространства действий рт, p3. Определены пара векторных 
8- и пара векторных 4-х мерных расслоения С : E(C, +) > 5"/О.а, 

(+ : EUG) > 57/9, п+ : Е(й+) > 87/Qa, п- : E(n-) > 5'/9а 
со структурной группой Q,. При этом 8-мерное расслоения С++, (+ — 

ассоциированы с представлениями W+4, 2+ _ расслоения N+, 7 ассоци- 
ированы с представлениями Х+, Х_ соответственно. 

Рассматривая клеточное разбиение пространства S$”/Q,, заключаем, 
что Н“(57/О0.;2) = H3(S"/Q,; 2) = Z/8. При этом образующая # указан- 
ной группы определена как образ фундаментального класса [53/О.] при 

вложении S?/Q, С 5"/Оа, которое параметризует 3-остов КЗ С 5"/ Од. 

Предложение 41. Пусть К’ — произвольное ориентированное замкну- 
тое многообразие, стабильное нормальное расслоение которого изо- 
морфно расслоению }*(КС+ +), р: К’ > 57/Оа, s = 1 (mod 2). Тогда 
deg(f) =0 (mod 2). 

Доказательство Предложения 

Заметим, что расслоение над 5"/О., полученное из С++ обращением 

ориентации, совпадает с КС; _. Рассмотрим ориентированное (несвязное) 
многообразие КТЦ —КТ, с нормальным расслоением f*kO, + U f*kCy_. 

Докажем, что в группе H3(S"/Q,; 2) с образующей, обозначенной че- 

рез $, справедливы равенства: 

[1 (С++)? = 44, (132) 

[pi(kC4,—)]°? = 0. (133) 
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Ñíà÷àëà äîêàæåì ðàâåíñòâî (132) ïðè k = 1. �àññëîåíèå ζ+,+ ÿâëÿåò-ñÿ êîìïëåêñíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 15.5 èç êíèãè [M-S℄ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
p1(ζ+,+) = c21(ζ+,+)− 2c2(ζ+,+). (134)Ïîñêîëüêó ζ+,+ = η+ ⊕ η+, òî ñîãëàñíî �îðìóëå (14.7) c2(ζ+,+) =

c2(η+⊕ η+) = c21(η+) + 2c2(η+). Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü ðàñ-ñëîåíèÿ η+ ðàâíà 2, c2(η+) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Ýéëåðà è ðàâåí t. Äàëåå
c21(η+⊕ η+) = 4c21(η+). Ñóììèðóÿ äîêàçàííûå ðàâåíñòâà, 
 ó÷åòîì 8t = 0,ïîëó÷èì p1(ζ+,+) = 2c21(η+) + 4t.Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

c21(η+) = 0. (135)Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî i∗(c1(η+)) = 0, ãäå i : S3/Qa ⊂ S7/Qa åñòå-ñòâåííîå âëîæåíèå, ïîñêîëüêó ðàññëîåíèå i∗(η+) òðèâèàëüíî. �îìîìîð-�èçì
H2(S7/Qa; Z)

i∗
−→ H2(S3/Qa; Z)ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîð�èçìîì, ïîýòîìó c1(η+) = 0. �àâåíñòâî (135) è ðàâåí-ñòâî (132) ïðè k = 1 äîêàçàíû.Äîêàæåì ðàâåíñòâî (133) ïðè k = 1. �àññëîåíèå ζ+,− ÿâëÿåòñÿ êîì-ïëåêñíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ïî àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèÿì:

p1(ζ+,−) = c21(ζ+,−)− 2c2(ζ+,−). (136)Ïîñêîëüêó ζ+,− = η+ ⊕ η−, òî c2(η+ ⊕ η−) = c1(η+)c1(η−) + c2(η+) +
c2(η−). Â ïîñëåäíåé �îðìóëå âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþò-ñÿ, ïîñêîëüêó ýéëåðîâû êëàññû ðàññëîåíèé η+, η− ïðîòèâîïîëîæíû ïîçíàêó. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó âû÷èñëåíèþ, èìååì c21(η+ ⊕ η−) =
c21(η+) + c21(η−) + 2c1(η+)c1(η−). Ñóììèðóÿ äîêàçàííûå ðàâåíñòâà, ïîëó-÷èì p1(ζ+,−) = c21(η+) + c21(η−). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî c21(η−) = 0 ïîàíàëîãè÷íûì ñ (135) âû÷èñëåíèÿì. �àâåíñòâî (133) ïðè k = 1 äîêàçàíî.Äîêàæåì (132), (133) ïðè ïðîèçâîëüíîì íå÷åòíîì k. Ñíà÷àëà äî-êàæåì, ÷òî ó êîìïëåêñíûõ ðàññëîåíèé 2lζ+,+, 2lζ+,− õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèé êëàññ c1 ðàâåí íóëþ, à c2(2lζ+,+) = c2(2lζ+,+) = 4lt. Ïîñêîëüêó
2lζ+,+ = 4lη+, òî ñîãëàñíî �îðìóëå (14.7) 
 ó÷åòîì ðàâåíñòâà (135),ïîëó÷èì: c2(2lζ+,+) = c2(4lη+) = 4lc2(η+) = 4lt. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì
c2(2lζ+,−) = 4lt. �àâåíñòâà (132), (133) âûòåêàþò èç óðàâíåíèé (134),
(136).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå F = f ∪ f : K7 ∪ −K7 → S7/Qa îðèåí-òèðîâàííîãî (íåñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå F93

Сначала докажем равенство (132) при К = 1. Расслоение C++ являет- 

ся комплексным, следовательно, согласно Следствию 15.5 из книги [М-$] 

справедливо равенство: 

pilC44) = (С++) — 262(С+,+). (134) 

Поскольку (++ = + © 4, то согласно формуле (14.7) c2(¢44) = 
с2(п+ ® n+) = с (п) + 2с2(п-.). Поскольку комплексная размерность рас- 
слоения Ny равна 2, с2(7.) совпадает с классом Эйлера и равен $. Далее 

с (п. Фп..) = 4с* (п). Суммируя доказанные равенства, с учетом 8t = 0, 

получим р1((+,+) = 21 (1+) + 44. 
Осталось доказать, что 

с(и+) =0. (135) 
Справедливо равенство #*(с1(1+.)) = 0, rae i : 53/0, с S*/Q, есте- 

ственное вложение, поскольку расслоение i*(74) тривиально. Гомомор- 
физм 

H?(S7/Qu;Z) + Н?(53/0.; 2) 
является мономорфизмом, поэтому с1(7-) = 0. Равенство (135) и равен- 

ство (132) при А = 1 доказаны. 

Докажем равенство (133) при k = 1. Расслоение (+_ является ком- 

плексным, следовательно, по аналогичным вычислениям: 

р (С) = ci ((+) — 262((+,). (136) 

Поскольку (+,- = + Фп-, то с2(1+ Ф 1-) = ci(my)er(y-) + с2(п+) + 
Co(n_). В последней формуле второе и третье слагаемые сокращают- 

ся, поскольку эйлеровы классы расслоений 14, 7_ противоположны по 
знаку. Аналогично предыдущему вычислению, имеем с1(п. Фп_) = 

с (п) + с (п) + 21 (п+)с1(й-). Суммируя доказанные равенства, полу- 
чим pi(Cy_) = < (7+) + ©1(1_). Остается заметить, что c7(n_) = 0 по 
аналогичным с (135) вычислениям. Равенство (133) при А = 1 доказано. 

Докажем (132), при произвольном нечетном К. Сначала до- 
кажем, что у комплексных расслоений 26. 4, 216, _ характеристиче- 

ский класс с: равен нулю, а с2(216. +) = c2(2l¢,4) = 4lt. Поскольку 

21¢4,4 = 41+, то согласно формуле (14.7) с учетом равенства (135}, 
получим: с2(26, +) = co(4ln,) = 46>(1.) = 41. Аналогично получим 
с2(210._) = 41. Равенства (132), вытекают из уравнений (134), 
(136). 

Рассмотрим отображение F = f Uf : K’U-—K™ - 57/0, ориен- 

тированного (несвязного многообразия). По построению отображение К 
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îðèåíòèðîâàííî áîðäàíòíî íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå÷èñëî
F∗([p1(kζ+,+)]op + [p1(kζ+,+)]op) ∈ H3(S

7/Qa)ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîáîðäèçìå. Ýòî ÷èñëî ðàâíî íóëþ, ïðè def(f) = 0
(mod 2), è ðàâíî 0, ïðè deg(f) = 1 (mod 2). Ïðåäëîæåíèå 41 äîêàçàíî.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 5 áûëî èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå Ïðåä-ëîæåíèå.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z/2[s] ãðóïïó, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå s-êðàòíîãîñïëåòåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû Z/2, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íîñëó÷àþ s = 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω : E(ω)→ K(Z/2[s], 1) � óíèâåðñàëüíîå
2s−1�ìåðíîå ðàññëîåíèå ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2[s].Ïðåäëîæåíèå 42. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé ïîëèýäð ðàçìåðíîñòè
dim(K) = 7, ñíàáæåííûé îòîáðàæåíèåì ϕ : K → K(Z/2[s], 1) è ïóñòü
ϕ∗(ω) � îáðàòíûé îáðàç ðàññëîåíèÿ ω ïðè îòîáðàæåíèè ϕ. Òîãäà äëÿ ëþ-áîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l, l ≡ 0 (mod 8) ðàññëîåíèå lϕ∗(ω) èçîìîð�íîòðèâèàëüíîìó.Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 42Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå lϕ∗(ω) ÷åðåç ψs. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóê-öèè. Ïðè s = 1 óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî.Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ðàññëîåíèå ψs−1, s > 1, òðèâèàëüíî. Äîêà-æåì, ÷òî ðàññëîåíèå ψs òðèâèàëüíî. �àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå
K̄ → K, èíäóöèðîâàííîå ïîäãðóïïîé èíäåêñà 2 Z/2[s−1] ⊕ Z/2[s−1] ⊂
Z/2[s]. �àññìîòðèì ðàññëîåíèå ψ!

s íàä K̄, îïðåäåëåííîå êàê òðàíñ�åð ðàñ-ñëîåíèÿ Z/2[s]. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ψ!
s = ψs−1,1 ⊕ ψs−1,2, ãäå ïðÿìûåñëàãàåìûå ψs−1,1, ψs−1,2 ñóòü ðàññëîåíèÿ íàä K̄ ñ ìåíüøèìè ñòðóêòóð-íûìè ãðóïïàìè. Ýòè ðàññëîåíèÿ èçîìîð�íû ìåæäó ñîáîé, ïðè÷åì èçî-ìîð�èçì îñóùåñòâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé íàêðûòèÿ K̄. Ïî ïðåäïîëîæåíèþèíäóêöèè ðàññëîåíèÿ ψs−1,1, ψs−1,2 òðèâèàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàñ-ñëîåíèé íàä K ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ψs = l2s−2κ⊕ l2s−2ε, ãäå κ � ëèíåé-íîå ðàññëîåíèå, êëàñè�èöèðóþùåå íàêðûòèå K̄ → K, ε � òðèâèàëüíîåðàññëîåíèå. �àññëîåíèå lκ è, òåì áîëåå, ðàññëîåíèå l2s−2κ, òðèâèàëüíî,ñëåäîâàòåëüíî, ðàññëîåíèå ψs òðèâèàëüíî. Ïðåäëîæåíèå 42 äîêàçàíî.
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ориентированно бордантно нулю. С другой стороны, характеристическое 

число 

Fo((pi(kC4+)]°? + [р (С++) т) Е H3(S"/Qa) 
сохраняется при кобордизме. Это число равно нулю, при def(f) = 0 

(mod 2), и равно 0, при deg(f) =1 (mod 2). Предложение ИТ доказано. 

При доказательстве Теоремы 5 было использовано следующее Пред- 

ложение. 

Обозначим через 2/2 группу, полученную в результате 5-кратного 

сплетения элементарной группы 4/2, которая определяется аналогично 

случаю s = 3. Обозначим через w : E(w) > К(2./2Я, 1) — универсальное 
2°-1 мерное расслоение со структурной группой 2./2#. 

Предложение 42. Пусть К — произвольный полиэдр размерности 

dim(K) = 7, снабженный отображением ф : К > К(2/2Я,1) и пусть 
y*(w) — обратный образ расслоения из при отображении ф. Тогда для лю- 

бого натурального числа l, | = 0 (mod 8) расслоение ly*(w) изоморфно 
тривиальному. 

Доказательство Предложения 

Обозначим расслоение [‹2* (и) через w;. Докажем утверждение по индук- 
ции. При $ = 1 утверждение хорошо известно. 

Воспользуемся тем, что расслоение 4._1, $ > 1, тривиально. Дока- 

жем, что расслоение 4. тривиально. Рассмотрим двулистное накрытие 

К - К, индуцированное подгруппой индекса 2 2./28-Н ф 2./28-1 с 
Z/ als]. Рассмотрим расслоение wi над К, определенное как трансфер рас- 

слоения 2/28. Справедлива формула wy = Ws-11 Ф Ws-1,2, где прямые 

слагаемые 4.11, 4.12 суть расслоения над К с меньшими структур- 

ными группами. Эти расслоения изоморфны между собой, причем изо- 

морфизм осуществляется инволюцией накрытия К. По предположению 

индукции расслоения 4,11, Ws—1,2 тривиальны. Следовательно, для рас- 

слоений над К справедливо равенство 4. = 125-24. Ф128-2Е, где к — линей- 
ное расслоение, класифицирующее накрытие К -— К, = — тривиальное 

расслоение. Расслоение [к и, тем более, расслоение [2°_?к, тривиально, 

следовательно, расслоение 12, тривиально. Предложение [42] доказано. 
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