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INTRODUCTION

Ce travail est consacré i généraliser, pour les p-groupes commutatifs finis
localement libres et les groupes p-divisibles sur un schéma arbitraire de carac-
téristique p > 0, la classique "théorie de Dieudonn&", définie lorsque le schéma
de base est le spectre d'un corps parfait (voir par exemple [21], [2], [3], [39],
[19], [451, [26]). L'idée de base de cette généralisation est la suivante : en
utilisant les techniques cohomologiques fournies par la cohomologie cristalline,
il est possible de définir globalement certains invariants généralisant le module
de Dieudonné ; d'autre part, grice & un théor&me de Raynaud, on peut considérer,
localement, un p-groupe fini localement libre comme &tant le noyau d'une isogénie
entre schémas abéliens, et 1'8tude des propriétés locales de ces invariants se
raméne alors & celle de la cohomologie cristalline (ou de De Rham) des schémas

abéliens.

L'idée que la cohomologie de De Rham des schémas ab&liens puisse servir de
point de départ pour une extension de la théorie de Dieudonné n'est pas nouvelle,
et peut, dans une certaine mesure, &tre considérée comme un analogue en caracté-
ristique p de la théorie de Hodge en géométrie algébrique complexe. Si A est une
variété abéliemne sur k = €, 1l'espace vectoriel H;R(A/k) est muni d'une fil-

tration & deux crans

) 0 —> H°(A,ni) > H]l)R(A/k) > Hl(A,OA) —> 0,

dans laquelle les deux termes du gradué ont une interprétation au moyen des in-
variants différentiels associés aux groupes de Lie : 1l'espace HO(A,Qi) des formes

différentielles holomorphes sur A s'identifie 3 1'espace Wy des formes différen-
tielles invariantes par translation, tandis que HI(A,OA) s'identifie & 1'algébre
de Lie (ici triviale) de la variété ab&lienne duale A. Rappelons d'autre part que

la donnée du réseau HI(A,Z) C H;R(A/k) permet de reconstruire A comme duale du

tore complexe Hl(A,OA)/Hl(A,Z).
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Si maintenant A est une variété abélienne définie sur un corps parfait k de
caractéristique p, on ne dispose plus de la cohomologie entiére, mais la suite
exacte (1) et son interprétation différentielle restent valables, le terme HI(A,QA)
pouvant alors &tre identifié, une fois muni de 1l'action de Frobenius, & la p-al-
gébre de Lie de 2 ; de plus, comme 1'a montré Oda [45] en réponse & une question de
Grothendieck [29], H;R(A/k) est canoniquement isomorphe au module de Dieudonné
M(pA) du noyau de la multiplication par p sur A. Grothendieck a alors observé [32;
401 que ce résultat pouvait s'étendre de la maniére suivante : si G est le groupe
p~divisible associé 3 A, et si K est un reldvement de A en un schéma abélien sur
1'anneau des vecteurs de Witt W(k), il existe un isomorphisme canonique entre le
module de Dieudonné M(G) et le module de cohomologie H%R(X/W), compatible 3
1l'action du Frobenius (et du décalage) fournie par 1'isomorphisme HéR(X/W)QLHiriS(A/W)
entre cohomologie de De Rham et cohomologie cristalline. On retrouve alors l'énqucé

d'0da par réduction modulo p.

Dans [31 ; 32], Grothendieck remarquait que cet isomorphisme fournit une in-
dication sur la fagon dont on peut étendre la théorie de Dieudonné au cas d'une
base générale S de caractéristique p. Si f : A —> § est un schéma ab&lien de
dimension relative g, il y a lieu de remplacer le module HiriS(A/W) par le

(0

1
faisceau de cohomologie R f A/zf

erisk ), qui est un cristal localement libre de

rang 2g sur S. Le probléme est alors de construire un "foncteur de Dieudonnéd",
associant & certains faisceaux de groupes ab&liens sur S un cristal, muni d'une
action de F et de V, et reflétant aussi fid&lement que possible les propriétéds de G.
Dans le cas des groupes p~divisibles, une premiZre construction de ce cristal a étd
obtenue par Messing [411, 3 partir de 1'algdbre de Lie de 1'extension universelle.
Ce point de vue permet en particulier d'étudier les déformations de groupes p-divi-
sibles : s1 S<—> T est une immersion fermée définie par un idéal i puissances

divisées nilpotentes, le cristal D(G) associé 3 un groupe p-divisible G sur §

définit un OS—module ZD(G)S et un OT—module D(G) tous deux localement libres de

T

rang fini, et un isomorphisme D(G), &, 0y ——> ID(G)
T

s le module ]D(G)S est muni

g



d’une filtration de Hodge

(2) 0 —> w, —>D(Q) g —>Fie(€) —> 0

(ot G" est le groupe p~divisible dual) analogue 3 (1), et les rel&vements de G en

un groupe p~divisible sur T sont classifiés par les relévements de cette filtration
a ID(G)T. Une deuxidme approche, développée par Mazur et Messing dans [40], est basée
sur la notion de t}—extension d'un groupe p-divisible par le groupe additif, et se
préte mieux que la précédente 3 la comparaison avec la cohomologie de De Rham des
schémas abéliens, ou avec le module de Dieudonné lorsque S est un corps parfait, du

moins dans le cas unipotent.

Ces travaux laissent néanmoins ouvertes de nombreuses questions fondamentales
de la théorie, telles que le probléme de son extension aux p-groupes finis locale-
ment libres, la question de la pleine fid&lité des "cristaux de Dieudonné" ainsi
obtenus, la théorie de la dualité, etc. C'est pourquoi nous reprenons ici entidre-
ment (et indépendamment de [41], [40]) la construction des cristaux de Dieudonné,
par l'usage systématique de méthodes cohomologiques qui apportent & la théorie la
souplesse nécéssaire pour de tels développements. Observons tout d'abord que le
fait de pouvoir dé&finir le cristal de Dieudonné, dans le cas d'un schéma abélien,
par le faisceau de cohomologie cristalline lecris*(oA/z ) (cf. [40]), est tout
3 fait spécial au cas des schémas abéliens (et résulte enpfait de ce que, dans ce
cas, 1'algdbre de cohomologie cristalline est isomorphe & 1'algdbre extérieure sur
sa composante de degré 1). Ainsi que 1'on s'en convainec aisément & partir de la
définition des faisceaux de H-extensions utilisé@s dans [40], il faut dans le cas
général remplacer les faisceaux de cohomologie par des faisceaux d'extensions conve-
nables. Indiquons comment procéder. Soient S un schéma sur lequel p est localement
nilpotent, I = Spec(Zi). A tout faisceau abélien G sur S, on assocle un faisceau
abélien G sur le gros site cristallin CRIS(S/Z) en posant, pour tout triple w,T,8)
oti U est un S-schéma, US> T une I-immersion de U dans un schéma T sur lequel p

est localement nilpotent, et § une PD-structure sur 1'idéal de U dans T,

G(U,T,8) = G(U) .
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Si 0S est le faisceau structural de CRIS(S/r) (défini par

/E

I ((U,1,8),0,,.) = I'(T,0.)), 1'objet que nous &tudions ici (sous des hypoth@ses

S/L

convenables sur G) est le failsceau

1
D(6) - Batg,; (G, O /p)
des extensions locales sur CRIS(S/:r) de OS/Z par G, muni de l'action de F et

V induite par fonctorialité par le Frobenius et le décalage de G.

Nous nous limiterons 3 une description succinte du présent travail, qui a fait
1'objet dans [8] d'une présentation plus détaillée. Notre but ici est de fournir
un exposé systématique des résultats annoncés dans les paragraphes 2, 3 et 4 de
loc. cit. Dans le premier chapitre, nous &tablissons les fondements de la théorie.
Pour pouvoir travailler avec les schémas en groupes (vus comme faisceaux ab&liens
sur S), nous sommes amenés 3 utiliser d'ume part le "gros" topos cristallin plugdt
que le "petit" topos habituellement considér&, d'autre part d'autres topologies
que la topologie de Zariski, et notamment la topologie fppf. Outre le formalisme
géhéral de ces topos, et quelques rappels sur la notion de cristal, ce chapitre
introduit les faisceaux d'extensions mentionnés plus haut, et leurs propriétés for-
melles. La derniére section, qui n'est pas utilisée par la suite, fait le lien

entre les faisceaux 8mté/z(§,0 ) et les faisceaux de b -extensions de [40].

S/t

Dans le second chapitre, nous montrons comment calculer des faisceaux tels que
&mt;/Z(Q,OS/E). Au moyen de résolutions Z-plates appropriées de G, on se raméne au
calcul de groupes de cohomologie cristalline de puissances cartésiennes de G, ceux-
ci s'effectuant par des calculs de cohomologie de De Rham lorsque G est plongé dans
un S~schéma affine et lisse. A titre d'illustration, nous explicitons ce procédé
lorsque S = Spec(k) , ol k est parfait, et G est un groupe fini connexe : supposant
G plongé dans un groupe de Lie formel sur W(k) , on obtient une description de
D(G) en termes de "presque-logarithmes”, analogue aux résultats de Fontaine [24 ;
26]. Le calcul & partir de la cohomologie cristalline permet d'obtenir des pro-
priétés de quasi-cohérence, ou de commutation aux morphismes plats, pour les faisceaux

i
gmtS/E(E’OS/Z)(U,T,G)' Ce chapitre se termine par des rappels sur les cohomologies



Vil

de De Rham et cristalline des schémas abéliens (faute de références accessibles),
d'oli 1'on conclut aisément que, lorsque A est un schéma ab&lien, D(A) coincide

).

1
avec R fcrisi(OA/E

Le troisiéme chapitre s'ouvre sur la démonstration de ce que, lorsque G est
fini localement libre, D(G) est un cristal localement de présentation finie.
Nous introduisons en fait un invariant plus subtil, appelé "complexe de Dieudonné
de G", et défini par

Bn(G) = t”lRme

s /5 (C

s/x)

dont D(G) est le faisceau de cohomologie de degré 1. Ce complexe est un complexe
parfait d'amplitude 1, qui peut s'interpréter, lorsque G est le noyau d'une iso-
génie u : A —> B entre schémas abéliens, comme le complexe ID(B) —> D(4) des
cristaux de Dieudonné correspondants. On observera que la méthode de démonstration
utilisée ici, et bas@e sur le théoréme de Raynaud mentionné& plus haut, différe de
la méthode esquissBe dans [8] (et est considérablement plus simple). Nous Etudionms
ensuite les relations entre A(G) , le complexe de co-Lie de G et le complexe de
Lie de son dual de Cartier G*, en prouvant 1l'existence d'un triangle distingué
reliant ces trois complexes, analogue aux filtrations de Hodge (1) et (2). Dans la
troisidme section, nous montrons, par passage 3 la limite & partir du cas fini,
que, pour un groupe p~divisible G de hauteur h, D(G) est localement libre de rang
h ; ce résultat figurait déjd dans [40], mais la présente démonstration, ainsi que
le reste de ce travail, n'utilise 3 aucun moment le thé&or&me (non publié) de

Grothendieck sur 1'existence de relévements infinitésimaux des groupes p-divisibles.

Le chapitre 4 est consacré 3 comparer, dans le cas ol S est le spectre d'un
corps parfait k, le module D(G) des sections globales du cristal D(G) (qui
détermine celui-ci) au classique module de Dieudonné M(G). On construit i cet

effet une extension de faisceaux abéliens

> CW

3 0= G5 — &gy5 sig T 9

ol CWS/Z est un faisceau dé&fini en utilisant le groupe des covecteurs de Witt.
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L'homomorphisme cobord

M(G) ~ Hom(G,CW — Ext' (6,0, ,.) ~D(G)

s/1) S/t
est alors un isomorphisme semi-linéaire de W(k) [F,V]-modules lorsque G est fini

ou p-divisible. Lorsque G est fini localement libre et annulé par V, nous montrons
ensuite que ce résultat admet une généralisation naturelle au cas d'une base quel-
conque : le cristal ID(G) peut 8tre construit tr&s simplement 3 partir de 1'algé&bre

de Lie du groupe dual. De méme, lorsque G est annulé par F, D(G) peut @tre cons—

truit & partir du faisceau W des différentielles invariantes par translation.

Dans le dernier chapitre, nous &tablissons les théorémes de dualité@ pour les
cristaux de Dieudonné associés aux schémas abéliené, aux schémas en groupes finis
localement libres, et aux groupes p-divisibles ; signalons que nous avons choisi
de déduire chaque cas du précédent, mais qu'une présentation indépendante de chacun
de ces &noncds aurait &t& possible. Dans le cas des schémas ab&liens, cette dualité
est essentiellement la dualité entre les HI de deux schémas abéliens duaux (in-
duite, via la formule de Kinneth, par la classe du diviseur de Poincaré) ; c'est un
énoncé classique, dont nous avons inclus la démonstration faute de référence.
L'homomorphisme de dualité dans le cas des groupes finis est déduit de 1'accouple-
ment de définition de la dualité de Cartier ; il induit un isomorphisme entre les

complexes de Dieudonné

A [-1] = A@E"Y ,

qui trouvent sans doute ici la justification la plus frappante de leur introductionm.
La dualité dans le cas des groupes p-divisibles est déduite de 1'énoncé précédent
pour les noyaux de la multiplication par pn, mais peut aussi @tre définie & partir
de la biextension canonique d'un groupe p-divisible et de son dual par Gm. Enfin,
nous é&tablissons les diverses compatibilités entre ces différents types de dualité,
ainsi qu'avec les accouplements naturels sur les filtrations de Hodge. Bien que ces
compatibilités soient conceptuellement simples, des complications assez sérieuses
surgissent lorsqu'il s'agit de pr@ter attention aux questions de signe. Un soin

particulier leur a &té apporté, nous amenant notamment #& la conclusion que le dia-



IX
gramme (2.3.10) de [SGA 7, VIII] est commutatif, et non anti-commutatif.

Nous n'abordons pas dans le présent travail les théorémes de pleine fidélité
annoncés dans [8], et dont les démonstrations, ainsi que diverses applications,

seront l'objet de 1'article [9]. Nous donnerons aussi dans [9] des indications sur

»
S/%

ceaux d'extensions utilisés), permettant notamment de comparer la théorie dé-

la théorie multiplicative (obtenue en remplagant OS/E par 0 dans les fais-
veloppée ici et celle de [41]. Il serait intéressant d'obtenir directement, a
partir du formalisme du présent article, une démonstration du théoréme de classi-
fication des déformations des groupes p—divisibles de [41] rappelé plus haut ; on
en déduirait notamment une nouvelle démonstration du th&oréme de rel&vement de
Grothendieck, indépendante de la thé@orie des obstructions de [34]. Il serailt égale-
ment intéressant d'obtenir, 3 partir des invariants introduits ici, un théoréme de
classification analogue pour les déformations des groupes finis localement libres ;
signalons & cet égard, lorsque S = Spec(k), une solution de ce probléme dé&duite

du cas des groupes p-divisibles [1], et redonnant en particulier dans le cas oil

T = Spec(W(k)) 1la classification de Fontaine [25].

Nous remercions ici les Universités de Rennes et d'Irvine pour le soutien
qu'elles nous ont apporté au cours de ces recherches, et Mme Y. Brunel pour le

travail remarquable qu'elle a effectué en préparant ce manuscrit.
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0 - CONVENTIONS GENERALES

0.1. Les différentes sous-sections des chapitres | & 5 sont repérées par la donnée
de trois nombres, le premier &tant celui du chapitre. Dans chaque sous-section, les
formules ou les diagrammes sont repérés par la donnée de quatre nombres entre paren-—

théses, les trois premiers &tant ceux de la sous-section oll ils se trouvent.

0.2. Pour faciliter le langage, nous commettrons systématiquement les abus termino-
logiques qui suivent :

(i) Un S-groupe, ou un groupe sur S , est un S-schéma en groupes.

(ii) Tous les schémas en groupes considérés sont supposés commutatifs.

(iii) Sauf mention explicite du contraire, tous les S-groupes finis localement
libres considérés sont supposés de p-torsion, oli p est un nombre premier fixé

dans tout ce travail.
(iv) Nous dirons qu'un diagramme de morphismes de topos est commutatif s'il

1'est 4 isomorphisme canonique prés.

Par ailleurs, nous noterons G* le dual de Cartier d'un S-groupe fini locale-
ment libre G . Si R = U H(n) est un groupe p-divisible, avec H(n) = Ker(pg) ,
n

H* sera le groupe p~divisible dual U H(n)*.
n

0.3. Conventions de signe.

Nous emploierons les conventions suivantes.

0.3.1. Soient K une catégorie abélienne, (k) 1a catégorie dérivée correspon-—

dante. Si K’ est un complexe d'objets de & , le translaté K'[1] de K° est le

complexe défini par (K'[l])k = Kk+l , d§[1] = - d§+1 ; 8i £ : K' —> K'" est un



morphisme de complexes, £[1] est le morphisme &gal 3 fk+1 en degré k . Ces

définitions s'étendent & D(WR)

Un triangle de D(&) est distingué s'il est isomorphe 3 un triangle de la
forme

C"(u)
—p/+] /\1
X -4y ,

o C'(u) =X'[11® Y est le cBne de u (dont la différentielle est

dk==—d;+1 + uk+l + dg) , 1 1l'inclusion de Y' dans C'(u) , p la projection de

C'(u) sur X°[1]. La convention adoptée ici est donc celle de 1l'exposé de Verdier

[sca 41/2

, C.D., p. 6], et différe par conséquent de celle de la version initiale
de [C.D.] ou de [SGA 4, XVII, 1.1.1] par le signe affecté 3 la projection de C°(u)

sur X° (voir 0.3.2. plus bas)(]).

le triangle distingué dé&duit par translation d'un triangle distingué (X,Y,Z,

u,v,w) est par définition le triangle (X[1],Y[1],Z2[1),ull],v[1],~w[L]).

0.3.2. Si l'on part d'une suite exacte de complexes

0.3.2.1) 00— X" 2>y Yz >0,
on lui associe le triangle distingué
7"
(0.3.2.2) ‘/“ \'
X* u > y*

oi w est défini comme le composé

(M

Ce travail ayant &té rédigé avant la parution du traité d'Algébre Homologique de
N. Bourbaki, nous laissons au lecteur le soin d'établir le dictionnaire entre les

deux systémes de conventions.



(0.3.2.3) w2z <—fliLs C(u) —2 > x"[1],

q &tant donné& par v sur Y' et O sur X'[1] . Rappelons que cette convention
entraine que 1'homomorphisme cobord de la suite exacte de cohomologie associée au
triangle (0.3.2.2) est celui que définit le diagramme du serpent associé & la suite

exacte (0.3.2.1), ce qui motive le choix du signe affecté€ 8 p en 0.3.1.

Par définition, le morphisme Z° —> X°*[1] dé&fini par (0.3.2.1) est le mor-—

phisme w .

0.3.3. Les conventions de signes liées aux multi-foncteurs et aux foncteurs contra-
variants dans [SGA 4, XVII, 1.1] sont indépendantes du choix qui y est fait pour la
notion de triangle distingué. Sauf mention explicite du contraire, ce sont ces con-

ventions que nous suivrons ici.

N.,...n
r

Ainsi, si (K ! ’dl""’dr) est un complexe naif r-uple au sens de [SGA4,
XVII, 0.4] (c'est-3-dire tel que les d; commutent), le complexe simple associé Ks a

pour terme de degré k

k. =k
i
la différentielle dk étant définie par

K,
0.3.3.1) &= 7 (it 4
i

Par exemple, lorsque S est la catégorie des A-modules d'un topos, nous considé-

rerons, dans le bifoncteur X @AY , que X est le premier argument et Y le second;

la différentielle du complexe simple associé au produit tensoriel K’ 8, L" de deux

complexes K° et L° est donc donnée sur le facteur Kt g, 1! par

dGay) = day + (-D'xed(y)

Si F est un foncteur contravariant défini sur la catégorie abélienne %,



et K' un complexe d'objets de J& , la différentielle de F(K') est donnée en

degré k par

k k+1,,, ,~k-1
(0.3.3.2) ‘ dF(K.) = (-1) ‘(dK ) .

Dans le bifoncteur Homﬂéx,Y) (resp. ﬂbmA(X,Y)), nous considérerons 1'argument
covariant Y comme le premier argument, et 1l'argument contravariant X comme le
second argument. Si K°, I' sont deux complexes d'objets de J¥, le complexe simple
associé au bicomplexe Howﬁ§K',I') (resp. ﬂbmA(K',I')) est défini par les régles

précédentes. Sur le facteur Hom (KJ,IL) , sa différentielle est donc

P4

S A B

d(u) = di X

IoU"’(—l)

Avec ces conventions, l'isomorphisme d'adjonction

Y

HomA(K'QAL',I') > HomA(K',ﬂbmA(L',I')) s

ne fait pas intervenir de signe.

0.3.4. Si F et G sont deux foncteurs contravariants, l'isomorphisme canonique

Y

(0.3.4.1) F(G(K"))

> (FoG)(K")

est donné, avec la convention (0.3.3.2), par (—l)k en degré k . Lorsque K est

la catégorie des A-modules d'un topos, nous appliquerons cette convention 3 1'homo-

morphisme de bidualité

v

(0.3.4.2) K’ > MbmA(%bmA(K',I'),I') ,

dans lequel le membre de droite est considéré comme l1'itéré du foncteur contrava-
riant HbmA(-,I') ;5 en degré k , (0.3.4.2) est donc déduit des morphismes canoni-

ques

k _k+i

k+i
> Jom, (om, (K, 15 1), T L

K< )

par multiplication par (—l)k.



0.3.5. Lorsque F est covariant, l'isomorphisme de compatibilité aux translations
F(R[I]D) = F(K*)[1] ne fait pas intervenir de signe. Lorsque F est contravariant,

1'isomorphisme
(C.3.5.1) F(K'[-1]) ~ F(KD[1]

est défini, conformément & [SGA 4, XVII, 1.1.5], par (-1)%*'1d
F(K

—k—]) en degré

k . On en déduit les trois conventions suivantes :
(i) L'isomorphisme

(0.3.5.2) F(K') » F[ID[T]

est défini par (—l)k+1Id % en degré k .
F(K )

(ii) L'isomcrphisme
(0.3.5.3) FRK'[1] ~ F(K')~-1]

est défini par (—l)kId —k+}. ©D degré k .
F(K )

(1ii) L'isomorphisme

(0.3.5.4) F(K') ~» FR'[-1]D[~-1]
P k -
est défini par (-1)Id k. e degré k .
F(K )
LIPS
Enfin, si (K »d),...,d ) est un complexe naif r-uple, le translaté

Kfli] par rapport au i-iéme exposant est défini par

.. g1k ) o _
®hgb - X P15 7 g PO I s T TR
L'isomorphisme canonique

(0.3.5.5) (K[li])s MR 1]

L k.
k k....k
1 T

s
est défini par (-1)3°% Id, sur le facteur K de (R{1,D_ (cf. [SGA 4,

XVIL, (1.5§.4.5)]).



Les isomorphismes de compatibilité des multifoncteurs aux translations résul-

tent de 1'application des régles précédentes.

0.3.6. Les conventions qui précédent définissent des conventions analogues dans la
catégorie dérivée D() . Si (X,Y,Z,u,v,w) est un triangle distingué de D),
et F un foncteur contravariant exact sur D(t), le triangle distingué qu'on en
déduit par fonctorialité est (F(Z),F(Y),F(X),F(v),F(u),w') , o w' est le mor-

phisme composé

o F(w)[1]
> PR} ——— > F@) 1] ,

F(X)

défini grice a (0.3.5.2).

0.3.7. Supposons que F& soit la catégorie des A-modules d'un topos. Soient
K' €K (A), R € K+(A) deux complexes de A-modules, tels qu'il existe un entier

i >0 vérifiant :
¥ i . Jook ey L
j#Fi, ¥k, 8xtA(K ,R') =0

Nous utiliserons alors l'identification qui suit entre HUﬁwnA(K',R') et le complexe

c > &ty (KR > gty (kR > .,
ol &th(K_n+l,R') est placé en degré n , et ol la différentielle en degré n est
. . C 1z n+l ~n+i-1 . . p . . .
induite par fonctorialité par (-1) dK : si I° est une résolution injective

de R' , cette identification est donnée par les quasi~isomorphismes de complexes

= 3 qis - 3 - i qis P
(0.3.7.1) @ Hom, (x17",17) <——>(@3fomA(xJ S I))edom, (K°77,27(17)) —> &ty (K™ ,R),
] j<i
les homomorphismes &tant les homomorphismes naturels. Cette convention n'est du
reste qu'un cas particulier de conventions générales (que nous laissons au lecteur

le soin d'énoncer) s'appliquant, sous certaines conditions de convergence, aux bi-

complexes dont 1'une des suites spectrales est nulle en E2 en dehors d'une ligne.

Nous utiliserons la méme identification pour calculer le complexe tronqué



tarmmbmA(K',R') (cf. 2.1.1) sous les hypothéses plus faibles suivantes (qui en-

tralnent que les tronqués d'indice a dans (0.3.7.1) sont des guasi-isomorphismes) :
(i) il existe des entiers 1i,b , tels que 0<i<b , et que

vielosl,iti, vk, &ti®,R) =0 ;
(i) K =0 si k¢ [i-a,b-a]

On observera que, lorsque K° est réduit a un seul objet K placé en degré 1,

1'isomorphisme

Witom, (R[-11,R7) % &t (K,R") [~i+1]

défini par (0.3.7.1) différe par le signe (-1D* de celui qu'on obtient en appli-

quant (0.3.5.1), puis le translaté de (0.3.7.1) :

Ritom, (K[-1],R") »Rotom, (K, R 1] & &wes (K,R) [-i+1]



! - EXTENSIONS DE FAISCEAUX ABELIENS SUR LE SITE CRISTALLIN

Comme nous l'avons signalé dans 1'introduction, ce chapitre est de nature pré-
liminaire, et a pour but d'introduire les principales notions utilisées dans cet
article, leur &tude proprement dite ne commengant qu'au chapitre suivant. La pre-—
miére section est consacrée 3 un rappel (légérement généralisé) du formalisme du
topos cristallin ; les sectioms 1.1.11 & 1.1.16, plus techniques, peuvent n'étre
lues qu'au fur et & mesure des besoins. La seconde est consacrée i la notion de
cristal en modules, explicité@e en termes concrets dans diverses situations. Dans la
i
s/t

1'objet de ce travail ; pour i =1 , ils peuvent sous certaines hypothéses &tre

troisiéme section sont définis les faisceaux &xt (G,.) dont 1l'étude constitue

comparés aux invariants définis par Mazur-Messing [ 40)] , ce que nous faisons dans

la derniére section.

Dans tout ce travail, p désigne un nombre premier fixé.

1.1. Sites cristallins d'un schéma.

Dans tout ce qui suit, nous considérerons les schémas en groupes comme des
faisceaux pour la topologie fppf. Ceci nous aménera 3 travailler non pas avec le
site cristallin tel qu'il est défini d'ordinaire, mais plutdt avec le "gros site
cristallin" [5, TII § 4] . De plus, il nous faudra utiliser, au moins provisoi-
rement, des topologies autres que la topologie de Zariski sur le site cristallin.
Nous allons donc rappeler, en les généralisant, quelques définitions et résultats

de [ 5] (voir aussi [101]).

1.1.1. Soient & wun schéma, (7,y) un idéal & puissances divisées [ 5, I 1.1]

quasi-cohérent de 02 s S un I-schéma tel que

a) p est localement nilpotent sur § ;



b) les puissances divisées Yy s'étendent &3 S .

Rappelons que cette dernidre condition est toujours vérifiée si ‘3 est un idéal
localement principal [5, I 2.1.1] ; ce sera donc le cas dans la situation
"absolue™, o I = Spec(Zp) , (J,y) @étant 1'idéal engendré par p , muni de ses

puissances divisées canoniques.

On note CRIS(S/I,”,Y) , ou CRIS(S/I) , la catégorie dont les objets sont

les quadruples formés des données suivantes :

(i) un S-schéma U ;

(ii) wun Z-schéma T sur lequel p est localement nilpotent ;

(iii) une I-immersion fermée i : US— T ;

(iv) une structure d'idéal 3 puissances divis@es & sur 1'idéal de OT défi-
nissant 1'immersion i , compatible aux puissances divisées <y [5, I2.2.1)

rappelons que l'existence de & et la nilpotence de p entrainent que i est une

nilimmersion.

Un tel objet sera noté (VU,T,i,§) , ou (U,T,8) , ou (U,T) lorsqu'il n'y
aura pas de confusion possible. On dira qu'il est affine si T est un schéma af-
fine. Un morphisme de CRIS(S/Z,",y) est un couple de morphismes u : U' —> U ,
v:T — T, tels que u soit un S-morphisme, v un I-morphisme commutant aux
puissances divisées (i.e. un PD-morphisme), et vei' = iou . On dira qu'il est car-

tésien si le diagramme

est cartésien.

On désigne par 45& , 1 €1« 4, 1l'un des ensembles de morphismes de CRIS(S/E)

satisfaisant les conditions suivantes

a) (u,v) est un morphisme cartésien ;
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b) v est une immersion ouverte (resp. un morphisme &tale, un morphisme plat

localement de présentation finie, un morphisme plat).

Lemme i.1.2. Tout morphisme (U',T',8') — (U,T,8) de %i est quarrable dans
CRIS(S/I, " ,v) , et, pour tout morphisme (Ul,Tl,dl) —> (U,T,8) , le produit fi-

5 ot st re R , .
bré (UI,T],GI) X(U,T,d) (U',1',8") s'identifie canoniquement d

LI ]
Ul g U > Tl Xp T .

Comme le morphisme 'I‘] i T8 — T,

1'idéal '}1 de U, dans T

est plat, les puissances divisées 6] de
| s'étendent d'aprés [5,12.7.4] 32 l1'idéal

‘}]-OTI x s qui est 1'id&al définissant 1'immersion U1 ot g — Tl o T'

Comme les puissances divisées ainsi obtenues sont compatibles & y , puisque celles
de ’}] le sont, 1'immersion Ul *u ! — T, X T' est de la sorte un objet de
CRIS(S/L,7,Y) , et les projections sont des morphismes de CRIS(S/IZ,’d,y). La vé-

rification de la propriété universelle du produit fibré est alors immédiate.

La topologie engendrée sur CRIS(S/I,"d,y) par les familles surjectives de

morphismes de T, et les familles finies surjectives de morphismes de ‘ifi dont

1

le but et la source sont affines (cf. [SGA 3, IV 6.2.1) ) sera respectivement ap-

pelée topologie de Zariski, topologie &tale, topologie fppf, topologie fpgec, sur

CRIS(S/Z,7d,Y) . Si 1 est 1'une de ces topologies, on notera CRIS(S/E,’Z),*{)T le
_site obtenu ; lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible, on omettra 1'indice 1 .

De méme, on notera (S/I,J,y) le topos correspondant. Notons enfin qu'il

CRIS,T

existe des morphismes de topos évidents

B o,
(s/x) —> (8/%) S/E _SIE, (g/3)

> (8/2)

CRIS, fpqc CRIS, fppf CRIS,é&t CRIS,Zar ~’

pour lesquels le foncteur image inverse est le foncteur "faisceau associé",
1.1.3. Pour tout schéma T , soit Tt , 1 €1g4, le petit site de Zariski (resp.

i
étale, fppf, fpgqc) de T ; ses objets sont donc les immersions ouvertes (resp. les



morphismes étales, les morphismes plats localement de présentation finie, les mor-

phismes plats) de but T , Si v : T' — T est un morphisme de schémas, il existe

. . -1 - . .
un foncteur image inverse v de la catégorie des faisceaux sur Tt dans celle
(1 L
des faisceaux sur Té s possédant un adjoint & droite v, - Rappelons que si E
i
. ~-1 . . U .
est un faisceau sur Tt , v (E) est le faisceau associé au préfaisceau v’ (E)
i
dont les sections sur un objet T; —> T' de Té sont définies par
i

v (E)(T}) = lig E(T)) ,

la limite inductive &tant prise sur l'ensemble des diagrammes commutatifs

1
5 > T
v \'4
! > T

La donnée d'un faisceau F sur CRIS(S/E)T peut alors s'interpréter comme la

donnée, pour tout objet (U,T,6) de CRIS(S/L) , d'un faisceau F sur Tt’

(U,T,6)
et pour tout morphisme (u,v) : (U',7',8') — (U,T,8) , d'un morphisme de fais-

ceaux

- _] —_—
P, 1Y Far,ey) T For,1reny

-1 R . P . :
oi v est le foncteur image inverse sur la catégorie des faisceaux d'ensembles,

les morphismes D(u ) étant astreints aux conditions
’

a) Id ;

?(1d,1d) T

- 1 .
b) D(UDU',VoV') - D(U',V') ° v (p(uyv)) ’

. c @ . . .
c) si (u,v) QT;  Pla,v) est un isomorphisme

En effet, on définit F(U,T,G) en posant, lorsgue 1] —> T est un objet de Tt :

Fey,1,6(T)) = FU x, TT,8)

ce qui a un sens, car, Tl &tant plat sur T , & s'8tend en une structure d'idéal

3 puissances divisées & sur Tl . De plus, un diagramme

e -1 . - <
On vérifie que le foncteur v conserve les produits finis, et par conséquent

les structures algébriques telles que groupes, anneaux, torseurs..



t
T] > T]
v l
W —> T
g —— U
ol les morphismes T, —> T et T! —> T' appartiennent & T_ et T' , définit

I 1 t t?

une application
F(U xp T,,T,,8) —> F(U' x5, T},T},8") ,
ce qui définit les p(u v)

Réciproquement, si on se donne la famille des faisceaux F et des mor-

(u,T,8)
phismes p(u v on définit F en posant

F(U,T,8) = F(U,T,é)(T) ’

et pour (u,v) : (U',T7',8') — (U,T,8) , les homomorphismes

P
J(m — s g

Fu,m,8 w16 ™)

P . c " - '
font de F un préfaisceau. Si de plus (u,v) G, F(U',T',é')(T ) F(U,T,G)(T )

de sorte que F est bien un faisceau.

Nous commettrons parfois 1l'abus de notation consistant 3 noter FT pour

F(U T,8) * tout particulidrement lorsque (U,T,8) = (S,8) , avec 1'immersion iden-
b ’

tique de S dans S

Exemples :

(i) Le faisceau structural du topos cristallin, noté OS/Z , est défini par

r((U,T,G),OS/E) = F(T’OT) ’
soit encore
Os/2)u,1,8) = %1

(ii) L'idéal & puissances divisées canonique de OS/E , noté QS/E , est dé-
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fini par
T ((u,T1,8), '}s/z) = Ker[I(1,0,) — T(U,0)1 .
(iii) Le faisceau 0;/2 des éléments inversibles de OS/Z est défini par
F((U,T,G),O;/Z) = (T,0,)% .

Remarque. D'aprés les définitions qui précédent, une suite de faisceaux abéliens

E' —> E

> E"

est exacte si et seulement si pour tout (U,T,68) la suite

E! — E — E"
(u,T,8) (u,1,8) (u,T,8)
est une suite exacte de faisceaux abéliens sur Tt .
1.1.4, Désignons encore par 1t 1'une des quatre topologies considérées précédem—
ment sur la catégorie Sch/s des S-schémas, et soit ST le topos correspondant

("gros topos”™ de S pour la topologie T ) . Nous noterons §Sch la sous—caté-

2805
gorie pleine de Sch/S ayant pour objets des S-schémas §' tels que les puissances
divisées vy s'étendent 3 §' , et SY . le topos des faisceaux sur Sch/S v pour
» s

la topologie 1 . En pratique, la substitution du topos § . au topos S est
’

inoffensive, grice aux remarques suivantes :

(i) D'aprés 1.1.1 b), S est un objet de Sch/s _
3

(ii) 8i S' est un objet de Sch , et si S" —> 8' est un morphisme
—/S’Y

plat, S" est un objet de Sch [5, I2.7.4] .
—/S’Y

(iii) si U.OS est localement principal (et en particulier si U.OS =0 ,

alors Sch

/s,y = Sch/s , et S =8 [5, I2.2.1],
b4

Yy T T

Dans le cas général, il existe un morphisme de topos SY . ST , pour le-
’

quel le foncteur image inverse est la restriction a Sch/ , exacte d'aprés (ii).

S,y



)

D'autre part, un rdle important sera joué par le morphisme de topos

s/t ¢ Sy,0 T /5T Megpg oo

appelé immersion du topos SY . dans le topos cristallin correspondant, et que

>

PO o ¥
1'on définit en se donnant un couple de foncteurs adjoints 1

S/Z et

lS /Tx comme

suit :

a) Si U est un S-schéma, l'immersion identique de U dans U définit un
objet (U,U) de CRIS(S/Z) si et seulement si les puissances divisées triviales
sur 1'idéal O sont compatibles & y , c'est~a-dire, par définition, si et seule-

ment si les puissances divisées vy s'étendent 2 OU . Si F est un faisceau sur

, on peut donc définir un faisceau i* (F) sur ch en posant
CRIS(S/Z) d daf f s/z Sch /g Y P
’

(1.1.4.1) (F) (V) = F(U,U)

. %
ts/z

b) Si G est un faisceau sur Sch , on définit un faisceau

Schg (G) sur

1S/Z*
CRIS(S/L) en posant

(1.1.4.2) (6)(U,T1,8) = G(U)

ts/ow

Comme le foncteur ''sections sur (U,U)" commute aux limites projectives, il en est
~ L ¥ . s L% .

de méme de 15/2 , de sorte que le couple de foncteurs adjoints (IS/Z . 18/2*)

définit bien un morphisme de topos. On observera que, pour tout faisceau G de

SY,T , l'homomorphisme canonique

(1.1.4.3) ig/5(ig/za(®) —> G

est un isomorphisme.

Plus généralement, si G est un faisceau de ST , nous noterons (par abus de

langage) de sa restriction a Sch

. e .
IS/Z*(G) 1'image par 18/2* schq

S La définition de i

s/t donnée ici remplace celle de [ 5 , III 4.4.7] , qui

est erronée.



De maniére similaire & 1.1.3, un faisceau G sur Sch/S Y peut @tre consi-
’
déré comme une famille de faisceaux GS' sur les petits sites Sé correspondants,
. . P -1
pour tout S' —> S , munie de morphismes de tramsition u (GS,) > GS" pour

tout S-morphisme u : 8" —> §' . Si (U,T,8) est un objet de CRIS(S/I) , avec

j : US> T, on voit que

(1.1.4.4) ig/ex(® (u,1,5) = Ix(Gp

Par ailleurs, il est clair que le diagramme de morphismes de topos

SY,quc > SY,fppf i’ SY,ét g SY,Zar
ts/z s/ ts/x ts/z
v v \4

8/ cp1s,tpqc > S/Peris,eppr 7 /Peris,ar 7 /P cris, zar

correspondant aux changements de topologie, est commutatif.

Exemple : Soit X wun S-schéma. Alors X définit un faisceau, encore noté X , sur
SY .’ d'ol un faisceau iS/Z*(X) , que nous noteromns X , sur CRIS(S/:r) , défini
s il

par

(1.1.4.5) X(U,T,6) = X(U) = Homg(U,X)

Pour simplifier 1'écriture, nous adopterons souvent la notation X au lieu de

iS/Z*(X) méme lorsque X n'est pas représentable.

Proposition 1.1.5. S2 1 est la topologie de Zariski ou la topologie étale, le

foncteur is/z* est exact sur la catégorie des failsceaux abéliens sur §

YT

Soit E —> E' un épimorphisme de faisceaux &tales (resp. de Zariski) sur §.
Pour tout S-schéma U , et tout x € E'(U) , il existe un morphisme surjectif
U' —> U &tale (resp. localement une immersion ouverte), et un &lément y € E(U')
relevant 1'image de x dans E'(U') . Soit alors (U,T,8) un objet de CRIS(S/I).
Comme 1'immersion US— T est une nilimmersion, il existe un morphisme T' —> T

couvrant pour la topologie €tale (resp. de Zariski) tel que T' x_ U = U'

T ; le mor-—
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phisme (U',T',8') — (U,T,8) , o &' est la structure d'idéal & puissances di-
visées obtenue par extension de § , est alors couvrant pour la topologie étale

resp. de Zariski ans CRI £) . Comme E)y@w',1',$§ = E(U . omomor -
( de Zariski) d S(s/t) (E)(u',1',8") (') , 1'h

tg/rw

. . s ' L. .
phisme 15/2*(E) > 13/2*(E )} est un épimorphisme.

Dans le cas de la topologie fppf, ou fpqc, on ignore si le foncteur iS/E*
est encore exact. Nous tournerons cette difficulté gr3ce aux deux résultats sui-

vants, oli nous nous limitons au cas de la topologie fppf, suffisant pour la suite.

Proposition 1.1.6. Soit G un faisceau abélien sur S pour la topologie fppf
On suppose que, pour tout S-schéma U , 1'homomorphisme canonique
i

i
H (U, ,8,(6)) ~— H'(U, ..6)

fppf’
(ou B : Ufppf — Ug, est le morphisme correspondant au changement de topologie)

est un isomorphisme pour tout i . Alors, pour tout k 2 1

k.
R 15/2*(G) =0

On notera que l'hypothése est en particulier vérifiée si G est un Os-module
quasi-cohérent, ou si G est représentable par un S-schéma en groupes lisse [30,

théoréme 11.7] .

k. . .2 P
Les R 15/2*(0) sont les faisceaux sur CRIS(S/Z)fppf associés aux préfais

ceaux (U,T,8) +—> Hk(i;/E(U,T,G),G) . Or, d'aprés (1.1.4.1), i;/Z(U,T,G) est le

faisceau représenté par U , et il résulte de 1.1.4 (ii) que les petits sites fppf

de U sont les mémes dans Sch/S Y et Sch/s . Compte tenu de 1'hypothése faite
’

sur G , et de [SGA 4, IV 4.10.6] , il faut donc vérifier que le faisceau sur

. P k
CRIS(S/Z)fppf associé au préfaisceau (U,T,8) —> H (Uét,B*(G)) est nul. Or d'ap-
rés 1.1.5 il en est déja ainsi pour le faisceau associé sur CRIS(S/Z)ét , d'ol

1'assertion.

Proposition 1.1.7. Soit
0

> G'

> G

> Gg" > 0



une suite exacte de faisceaux abéliens sur SY pour la topologie f£ppf . On sup-

pose que G' = lig Gi , o L est un ensemble ordomné filtrant, et chaque Gi
AEL

un sous-faisceau abélien de G' , représentable par un schéma en grcupes affine

plat de présentation finie sur S . Alors la suite de faisceaux abéliens sur

CRIS(S/Z)fppf

[¢] > G’ > G > G — 0

est exacte, soit encore :

1, v o
R IS/Z*(G ) =0.

On observera qu'en particulier, pour tout groupe p-divisible G sur S , la

multiplication par p est un épimorphisme sur G .

Corollaire 1.1.8. Soit G un schéma en groupes commutatif fini localement libre

sur S . Alors pour tout k > 1 ,

WV

k.
R 13/2*(G) =0 .

On sait que pour tout schéma en groupes commutatif, fini localement libre G ,

il existe une suite exacte

0 > 1° — !

> G

>0 ,

o L° et L1 sont des S~schémas en groupes commutatifs lisses [ 41 , II 3.2] .

Le corollaire résulte donc de 1.1.6 et 1.1.7.

Prouvons 1.1.7. D'aprds la remarque de 1.1.3, il suffit de prouver que, pour

tout objet (U,T,8) de CRIS(S/Z) , la suite de faisceaux fppf sur T

—_— 1] _— — " —
0— 8 w18 — Su,r,8) — e O

est exacte, Comme, pour tout groupe G , on a on

Su,t,8) = tuse®sVqu,1,5)
peut supposer U = S . De plus, l'assertion étant locale sur T pour la topologie
de Zariski, on peut supposer T affine. Les topologies de T et de U sont alors

définies par des familles couvrantes finies. Comme les limites inductives filtrantes
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commutent aux limites projectives finies, les faisceaux G' et G" sont respec-
tivement limites inductives des faisceaux Gi et G/G; dans la catégorie des pré-
faisceaux sur S , et par suite

v

Lig ig)palG)) T Bg/pa(6T) L g5, (6/6)) —— dg, (6N

Il suffit donc de prouver la proposition lorsque G' est un schéma en groupes af-

fine, plat de présentation finie sur S

Soit x € G"(U) ; x définit un morphisme U —> G" dans la catégorie des

faisceaux fppf . Considérons le produit fibré

'
U =¢ xGn U £ U
y X
v v
G p > "

Comme G est un torseur de groupe G' sur G" , U' est un torseur de groupe G'
sur U . En particulier, U' est représentable, et fidélement plat de présentation
finie sur U ; de plus, p'(x) € G"(U') se reléve en y € G(U') . Il suffit alors
pour achever la démonstration de montrer que U' posséde un recouvrement fini dont
les ouverts peuvent se relever en des schémas plats de présentation finie sur T ,
ce qui fournira un recouvrement de (U,T,8) dans CRIS(S/Z)fppf au—-dessus duquel
la section x € G"(U) = G"(U,T,8) se reldve en une section de G . Mais, puisque
G' est plat de présentation finie sur S, il est d'intersection compléte relative
sur S , d'aprés le théoréme de structure locale des schémas en groupes algébriques
SuUr um corps [ 20, IIT § 3, 6.1] . 11 en est donc de méme du G'-torseur U' sur

U . L'assertion résulte alors du lemme suivant :

Lemme 1.1.9. Soient U' —> U un morphisme plat d'intersection compléte relative,
US> T une nilimmersion. Alors tout point de U' posséde un voisinage qui se

reléve en un T-schéma plat d'intersection compléte relative sur T .

L'assertion &tant locale, on peut supposer que U = Spec(A) , U' = Spec(A') ,



T = Spec(B) , A' &tant une A-algébre de présentation finie, plate et d'intersec-

tion compléte relative ; soit I = Ker(B —> A) . Ecrivant B lig BA , ol les

BA sont les sous Z-algébres de type fini de B , on obtient A = lig A, , avec
AX =B, /I N BX . Comme A' est de présentation finie sur A, A' se redescend en

une algdbre A! de présentation finie sur un des A

A de plus, on peut supposer

A 5
Ai plat sur AA [EGA, IV 11.2.6] . Quitte & changer A , on peut enfin supposer
Ai d'intersection compldte relative sur AA [EGA, IV 17.7.8 et 19.8.2] . Comme

BA est noethérien, IA = B, N I est nilpotent, et on peut supposer qu'il est de

carré nul. Si LA'/A est le complexe cotangent relatif de A! sur A 1'obs-
ATTA

A P

truction 3 relever A; en une BA—algébre plate est alors un €lément du groupe

2
Ext<, (L, , I, @, A
Al AX/AA A AA A
qui est nul, car, A! &tant d'intersection compl&te relative sur A, , L;,
A A A /Ay
est un complexe parfait, d'amplitude parfaite contenue dans [-1,0] [ 34, IIT,

3.2.6 1. Donc Ai peut se relever en une BA—algébre plate, nécéssairement de pré-
sentation finie, donc d'intersection compléte relative, et par suite A' peut de

méme se relever sur B .

1.1.10. Le topos (S/Z,7 ’Y)CRIS . est fonctoriel par rapport 3 S et (I,T3,vy) .
I

Soit en effet un diagramme commutatif

' ——— §

(1.1.10.1) w' ™

v u \'4
(Z" I]"Y') —> (ng ’Y) ’

oi u est un PD-morphisme. Il existe alors un morphisme de topos, appelé morphisme

de fonctorialité [ 5, IIT 4.2.1]

. Vgt [ .
(1.1.10.2) fCRIS : (8'/z', 1,y )CRIS,T > (8/2,73 ’Y)CRIS,T

pour lequel le foncteur image inverse posséde la description trés simple suivante.
Soient E un faisceau sur CRIS(S/Z) , (U',T',8') wun objet de CRIS(S'/Z') . Par

composition, U' peut €tre considéré comme un S-schéma, T' comme un Z-schéma, et
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(U',7',8') comme un objet de CRIS(S/I) , noté £ (U',T',8'). Le faisceau £ (E)
!

CRIS

est alors défini par
(1.1.10.3) PO, T, 8, Eh ((B)) = T(£,(U',T',6'),E) ,
soit encore, en utilisant la description 1,1.3,
(1.1.10.4) £ (E) ot ary = Egoggr o gy -

CrRIS*/(U',T',8") £,(U',1",8")
En particulier

fERIS(oS/Z) = Ogrypr >
de sorte que le morphisme de topos f est de maniére &vidente un morphisme de

CRIS

topos annelés, le foncteur image inverse sur la catégorie des OS/Z—modules étant

alors un foncteur exact.

Le morphisme fCRIS est transitif en £ : si
Sll f' > Sl
(1.1.10.5) " '
v
(le’ qll’,Y“) > (Z', r)"Y')

est un second carré commutatif du type précé&dent, alors

1] ~ 1
(£o£") cprs = forrs © foris

Dans certains cas (les plus fréquents en pratique), le morphisme f s peut

CRI

s'interpréter comme un morphisme de localisation dans le topos (S/Z,7 fY)CRIS .

Considérons en effet la condition suivante sur le diagramme (1.1.10.1)

(%) Soient (U,T,8) un objet de CRIS(S/Z) , et
v &————> T

(1.1.10.6)
v v
§' — (E', 3"Y')

un diagramme commutatif au-dessus de S —> (I,”,v) ; si les puissances divisées

t

y' s'étendent 3 T et sont compatibles 4 & , alors, pour tout morphisme
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(U],Tl,dl) —> (U,T,8) de CRIS(S/Z) , les puissances divisées vy' s'étendent &

Tl et sont compatibles & 61 .

La condition (%) signifie donc que l'ensemble des diagrammes (1.1.10.6) rela~-
tifs & (U,T,8) qui satisfont la condition sur l'extension de y' & T , est
fonctoriel en (U,T,8) lorsque celui-ci varie dans CRIS(S/Z,"J,y) . Lorsqu'elle
est vérifiée, on obtient ainsi un faisceau d'ensembles sur CRIS(S/Z,”d,y) , que
nous noterons (S',Z')m. Si les deux diagrammes (1.1.10.1) et (1.1.10.5) vérifient

(%) , on voit immédiatement qu'il en est de méme du diagramme composé ; on obtient

alors un morphisme de faisceaux sur CRIS(S/I)

("1™ — (5,20 .

Rappelons d'autre part qu'on note habituellement </X le localisé d'un topos
€ au-dessus d'un objet X . L'identification de fCRIS & un morphisme de locali-

sation, lorsqu'elle est possible, résulte de la proposition suivante :

Proposition 1.1.11. Supposons que le diagramme (1.1.10.1) vérifie la condition ().

Alors il existe une équivalence de topos naturelle

(1.1.11.1) (872", 3" D cpps o 5 (s/z, ':J,y)CRIS’T/(s',z')”
qut rende commutatif le diagramme
(S /2 ¥ eppg,e T (/5,3 W¢gps, /(81T
£eris Isr,zh
~ 14

(s/2,7 Y cris,

ou j(S',Z') est le morphisme de localisation [SGA4, IV, 5.2].

D'aprés [SGA 4, III 5.4] il existe une équivalence de topos

v

(S/2,3 3V gyg /(52" —> (CRIS(S/Z, A, 1) /(s',2)™M",

ol le second membre est le topos des faisceaux sur le site des objets de CRIS(S/I)
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munis d'un morphisme (dans la catégorie des faisceaux sur CRIS(S/I) ) de but
(S',Z')m . Or un morphisme de (U,T,8) dans (S',Z')m est la donnée d'un élément
de (S',Z')N (U,T,8) , c'est-d~dire d'un diagramme (1.1.10.6) vérifiant la condi-
tion sur l'extension des puissances divisées vy' ; un morphisme (U,T,$) ——>(S',E'5V
s'identifie donc 3 un objet de CRIS(S'/:t', J',v') , et réciproquement. On obtient

ainsi un isomorphisme de sites

N N

CRIS(S/Z,".),y)T/(S',Z') > CRIS(S'/:%', ':)',y')T

donnant 1'équivalence de topos cherchée. La commutativité du triangle se voit alors

comme en [ 5, III 4.3.1]

Remarque : Supposons que 7' = J OZ' , et considérons un diagramme (1.1.10.6) .

de sorte que vy' s'@tend en des puissances divisées sur 0

1 =
Alors 7§ OT o] OT s T
compatibles & § si et seulement s'il en est de méme pour vy , ce qui est le cas
par hypothése. La condition (%) est donc automatiquement vérifiée, et le faisceau
(S',Z')m a donc pour sections au-dessus de (U,T,§) 1l'ensemble des diagrammes

(1.1.10.6) au-dessus de S — (I,7,v)

Nous utiliserons systématiquement les cas particuliers suivants de 1'équiva-

lence (1.1.11.1)

1.1.12, Supposons que L' soit un sous-schéma de : , tel que (7',vy') soit in-
duit comme PD-idéal par (J,y) , de sorte que la condition (%) est vérifiée
d'aprés la remarque précédente ; supposons en outre que S' = S . Alors le site
CRIS(S/Z,Q,y)/(S',Z')m s'identifie au sous-site de CRIS(S/I, J,y) formé des

objets (U,T,§) tels que le morphisme T

> I se factorise par I' , et le

morphisme de topos
1 t 1
(s/z', ',y )CRIS’T — (S/Z,'l,\r)CRIS’T

est induit par cette inclusion de sites.

En particulier, soient I = Spec(zp), muni du PD-idéal 7J =(p) , I,= Spec(Z/pn),
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muni du PD-idéal défini par (p) par passage au quotient. Alors tout objet du site
CRIS(S/Z) posséde un recouvrement par des objets de la réunion des sous-sites
CRIS(S/Zn), et un faisceau E sur CRIS(S/L) s'identifie & une famille de faisceaux
En sur les sites CRIS(S/Zn), munie pour tout n d'un isomorphisme entre En et la res-

triction de En+ a CRIS(S/Zn).

1

1.1.13. Soit f : S —> Spec(R), oli R est un anneau parfait de caractéristique p.
Posons I = Spec(Zp) , avec J = (p) muni de ses puissances divisées canoniques,

I' = Spec(W(R)) , avec 7J' = (p) , également muni des puissances divisées canoni-
ques, et S8' = § ., Alors la condition (¥) est satisfaite, et le faisceau (S,Z’)m
est ici &gal 3 1'objet final de (S/Z)CRIS : en effet, pour tout objet (U,T,8)

de CRIS(S/L) , il existe un unique morphisme T —> ' tel que le diagramme

U ¢——— T
\\/

i
]
i
s :
'
£ i
v ¥
Spec(R) —————— 1’
commute [ 6 , démonstration de 4.2.2] , et la condition sur 1'extension des puis-—
sances divisées est automatiquement satisfaite d'aprés la remarque de I.1.11. La

donnée de f ermet donc de considérer, d'une maniére unique (U,T,8) comme un
b s ’ ’

objet de CRIS(S/L') . L'équivalence (1.1.11.1) résulte donc ici d'un isomorphisme
de sites
(1.1.13.1) cms(s/zp,(p)) = CRIS(S/W(R),(p)) .

I.1.14. Supposons maintemant que (I', 7',y') = (£,’3,y) , u étant l'application
b

. . o . . . v
identique ; la condition (%) est donc encore satisfaite. Alors le faisceau (S',I')

n'est autre que le faisceau S' défini en 1.1.4. On obtient donc une &quivalence

de topos

(872,73 ,v) /8" =5 (8'/E, 3 ,y)

CRIS,T CRIS,t

En prenant les sections d'un faisceau E de (S/Z)CRIS , celle-ci induit donc un
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isomorphisme canonique

(1.1.14.1) T(8',E) = T(S'/I,fx

CRIS(E)) ’

o TI(S/%,.) désigne le foncteur "sections globales sur CRIS(S/I)". Comme le mor—
g

phisme fCRIS s'identifie, dans 1'8quivalence précédente, au morphisme de locali-
sation par rapport & S' , on obtient &galement la variante locale de (1.1.14,1)
*
' ~
(1.1.14.2) Hom(S' ,E) = fCRIS*(fCRIS(E))

1.1.15. Soient enfin (U,T,8) un objet de CRIS(S/I,73,Y) , ‘& 1'idéal de U
dans T, 3' =17+ '30,1, . La condition de compatibilité de vy et & signifie
qu'il existe sur 7}’ une structure de PD-idéal &' prolongeant & , et telle que

(T, 3',8") — (I,73,y) soit un PD-morphisme. Alors le diagramme

(T, ¥',8")

vérifie la condition (%). En effet, soient (Ul,Tl,dl) un objet de CRIS(S/Z,73,v),

’}1 1'idéal de U1 dans T] . Si

oy — T
¢ v
v v
U —— (T, 3',6")

est un carré commutatif au-dessus de S — (£,3,y) , ona 'B‘OT C '}] , et il
1

est clair que &' s'étend 3 T, et est compatible & §, si et seulement si

1 1

Yo (Tl’ ?'1,61) —> (T,"¥,8) est un PD-morphisme, c'est—a-dire si et seulement si
(%,¥) est un morphisme de CRIS(S/Z,3 ,y) ; d'ol (*). De plus, le faisceau noté
U, T)m en 1.1.10 n'est donc autre que le faisceau représenté par (U,T,§) sur

CRIS(S/Z,T ,v) . On obtient donc l'équivalence de topos

Y

(1.1.15.1) (8/2, 3,V cpyg . /(UsT>8) — (U/T, B",8") cprg o
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1.1.16, Si m : § —> I est le morphisme structural, on définit, pour chacune des

topologies considérées, un morphisme de topos appelé morphisme de projection

> L,

Tssp ¢t /53 prs, . T I

de la maniére suivante.

a) S1 E est un faisceau de ZT R w;/Z(E) est défini par
(1.1.16.1) F((U,T,d),ﬂ;/z(E)) = T'(T,E)

b) Si G est un faisceau sur CRIS(S/Z)T , T (G) est défini en posant,

S/Lx
pour tout I-schéma V ,

(1.1.16.2) IV, 7, ,..(G)) = Hom(V,G) ,

S/L*

*

BV
oi V = nS/E(V) est le faisceau sur CRIS(S/Z)T défini par

r((U,T,8),V) = Hom, (T, V)

Lorsque V est plat sur I , les puissances divisées y s'étendent & V ;

si Sv =S s V , le carré cartésien

SV > S5
v v
(v, 3 05,7 > (2,7,7)
vérifie la condition (#) d'apré&s la remarque de 1.1.11, et le faisceau (SV,V)N
n
n'est autre que V . On obtient donc par 1.1.11 une équivalence de topos

N
(/2,3 sV ¢prg, /¥ = Sy/Vs 3 0y gy, »

si bien que la relation (1.1.16.2) s'écrit alors, avec la notation de I.1.14,

(1.1.16.3) T(V,n (G)) = I(Sy,/V , G| )
S/I» v (SV/V)CRIS
("sections globales de G au-dessus de V") , oi G](S /) désigne 1'image
v CRIS
inverse de G pour le morphisme naturel (SV/V)CRIS —> (S/Z)CRIS .

La relation (1.1.16.3) entraine 1'isomorphisme suivant, qui sera fréquemment
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utilisé dans la suite. Soient f : §8' —> S, E un faisceau sur CRIS(S'/Z, J,v),

(U,T,8) un objet de CRIS(S/L) , 1'idéal de U dans T, 73' =3F+30_ , &
T

les puissances divisées sur & prolongeant +y et & ; notons S =S8'x .U , f.,
) S SU/T
le morphisme de projection défini plus haut, relatif 3 (Sﬁ/T’gJ’G')CRIS . I1

existe alors un isomorphisme de faisceaux sur le petit site Tt :

(1.1.16.4) f (E) = £, (E|,qr )
CRIS* (u,T1,8) SU/T* l(SU/T)CRIS

oli, par abus de notation, le terme de droite désigne encore la restriction au petit

site T de

for jon (Bl ar ) . En effet, si T' — T est plat, et U'=Ux_T',
t SU/T* (SU/T)CRIS T

on obtient d'aprés (1.1.16.3)

P g e lisy/m grs = TS0 e T Blisy s mynn) )
I EI(SI'I'/T')CRIS) '
tandis que par ailleurs
Py foprsal® g 5)) = FUULTLEY), foprg (8))
= T((8'/2) pre/Foprs (U1 56")s B) 5

. ' o ' e s . . -
mais, d'aprés 1.1.14, (S /E)CRIS s'identifie au localisé de (S/Z)CRIS par rap

port & S' , et szIS(U',T',6') s'identifie alors & §' x (U',T',8') , vu comme

faisceau au-dessus de S' par la projection ; comme on vérifie immédiatement que

8" x (U',7',8") est isomorphe au faisceau (S',,T')m associé au diagramme du type

(1.1.10.1)
SI‘J' —_—> §
v v
(1, }'OT.,G') > (Z,73,6)
((Sb,,T')m étant muni du morphisme &vident dans S') , on déduit de 1.1.11 que
(T, £ (E) ) = TS /T, El fqr ym )
CRIS* (U,T,8) U (SU'/T )CRIS

d'ol l'assertion.
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Notons enfin que, pour tout f : §' —> S , le diagramme de morphismes de
topos

£
(8" /D) gpg —— > (S/2)

“é'/;\\_N ,///i;/z
-
z

CRIS

est commutatif.

1.1.17. Partant d'un carré commutatif (1.1.10.1), on obtient un diagramme de mor-
phismes de topos

s, S
v, YT

Igrygr is/z

\4 £ R v
CRIS
(S'/):vp 3"Y')CRIS > (5/2,’3 ,Y)CRIS s

oi f est le morphisme de topos pour lequel le foncteur image inverse est la res-
triction d¢'un faisceau sur Sch/S Y a Sch/s, v On vérifie immédiatement, en
b s

utilisant la description des foncteurs image inverse donnée plus haut, que ce dia-

gramme est commutatif.

Il existe d'autre part un isomorphisme de foncteurs

* . o *
(1.1.17.1) forrs © Ys/pe = igt/pie © -
En effet, si (U',T',8') est un objet de CRIS(S'/%') , et E wun faisceau sur

' ~
SY Loona d'aprés (1.1.10.3)

r((u',rgs'),szIS o ig/re(B)) = T(£,(U,T",8") , i/ (B)) ,

r(U',E)

r(u',£%(E))

ret,T,8' , o £5(E)) .

Lgr/ste

En particulier, si X est un S-schéma, et si X'

XXSS’ , on obtient un isomor—
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phisme canonique (avec la notation de (1.1.4.5))

(1.1.17.2) £ (X =X .

%
CRIS

1.1.18. Soient i , j deux entiers tels que 1 g1 gjgé4, 1, et Tj les to-~

pologies définies en 1.1.2 sur CRIS(S/I,T,y) . Si on note

a : (8/1) —> (8/%)

CRIS, T, CRIS, T,
i i

le morphisme naturel de topos, et si E est un faisceau sur CRIS(S/Z)T , alors
i

* . . PP .

a (E) est par définition le faisceau pour la topologie Tj associé &4 E consi-

déré comme préfaisceau. Par suite, pour tout objet (U,T,8) de CRIS(S/I) , le

. * . .. P
faisceau (o (E))(U T,8) sur T est le faisceau associé au préfaisceau
* >

t

b
1 A 1 1)
S F((U ’T )6 ); E(ul’T"(s'))
ot U' = UXTT' . En particulier, supposons que E soit un Oslz—module vérifiant

les conditions suivantes :

(i) pour tout (U,T,8) , le faisceau zariskien E est un OT—module

(U,1,4)

quasi-cohérent ;

(ii) pour tout morphisme (u,v) : (U',T',8') — (U,T,8) de qf; , 1'homomor-

phisme de OT.-modules zariskiens
v*(E ) — E
(v,T1,8) (u',T',8")

est un isomorphisme.

Alors E est un faisceau pour Tj ; en particulier, les préfaisceaux sous—

. - * - -
jacents 3 a (E) et @ E sont &gaux.

Proposition 1.1.19, Soit E un OS/Z-moduZe vérifiant les conditions (i) et (ii)
de 1.1.18, Alors, pour tout i >0 ,

i
R u*(E) =0 .

. i . . . P
Le faisceau R a*(E) est le faisceau associé au préfaisceau
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i v
(U’T’G) > H ((S/Z)CRIS,Tj/T’E)

ol ; est le faisceau représenté par (U,T,8) . Il suffit donc de montrer que ce
groupe de cohomologie est nul lorsque T est affine, les (U,T,8) ol T est af-
fine formant une famille génératrice du topos (S/E)CRIS,Ti . D'aprés [SGA4, V
4.3 et IIT 4.1 ], on peut remplacer CRIS(S/I) par la sous-catégorie pleine formée
des objets affines, et il suffit alors de montrer que pour un tel objet (U,T,§) ,

~ 1 s
les groupes de cohomologie de Cech it ((s/x) /T,E) sont nuls. Or, pour tout
3

CRIS,T

morphisme couvrant (U',T1',8') —> (U,T,8) de qgj , le complexe de cochafnes cor-

respondant est égal au complexe de cochaines du recouvrement T' —> T dans Tt .
J
sont nuls par

3 coefficients dans , et les groupes Hl(T'/T,E

E(u,1,6) (u,T,6)’

descente fidélement plate d'aprés les hypothéses faites sur E .

1.2. Cristaux en modules,

Seit § —> (Z,7,vy) vérifiant les hypothéses de !.1.1. 8i C est un champ

au-dessus de CRIS(S/Z,’:!,y)T , on peut définir la notion de cristal en objets de
€ sur CRIS(S/Z, ﬁ,y)r [ 5, Iv 1.1.1 ] . Nous nous limiterons ici & quelques
rappels sur les cristaux en modules, et nous reviendrons ultérieurement sur les

cristaux en torseurs sous un groupe.

Définition 1.2.1, Un cristal en Os/z—modules {ou encore cristal en modules sur §
relativement 3 I ) est un Os/z—module E pour la topologie de Zariski, tel que
pour tout morphisme (u,v) : (U',T',8') — (U,T,8) de CRIS(S/Z,3,y) , L'homo-

morphisme canonique de OT,ﬂwoduZes zariskiens (ou ®(u,v) est défint en 1.1.,3)
L

(1.2.1.1) 0

»*
P, vy @1 Y Byrey) = Eu,1,6) %, ‘1 T Eaw,r,e)

80Tt un tsomorphisme.

Les morphismes de eristaux sont les morphismes de Os/z—modules.
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Nous dirons qu'un cristal est quasi-cohérent (resp. de type fini, de présen—

tation finie, localement libre de type fini) si, pour tout (U,T,8) , le OT-module

zariskien E vérifie cette propriété (cf. [ 5 , IV 1.1.3]) . 81 E est

(u,T,8)
un cristal quasi-cohérent, il vérifie en particulier les conditions (i) et (ii) de

1.1.18, et est par conséquent un faisceau pour la topologie fpqc sur CRIS(S/I) .

Considérons un diagramme commutatif

s? ———j————9 S
v \4
G 3y —— ¢,7T,7)
ol u est un PD-morphisme. D'aprés (1.1.10.4), 1'image inverse par f d'un

CRIS

OS/E-module E est définie par

*
Eeres® ur, 1,6 = Be (ur, 17,60

pour tout (U',T',8') € CRIS(S'/I') . Par suite, si E est un cristal en OS/E_mO-

. . * . P .
dules, son image inverse f (E) est un cristal en 0 y-modules. La catégorie

CRIS s'/z

des cristaux est de la sorte fonctorielle par rapport a (8/%,73,y)

En particulier, supposons que (X', r3',y") = (2,,v) , et que S' soit la

réduction de S modulo un sous-PD-idéal de (7J,y) ; alors le foncteur f est

*
CRIS

une &quivalence de catégories [ 5 , IV 1.4.1]

1.2.2. Pour éclairer la notion de cristal, il est commode d'interpréter la catégorie
des cristaux comme une catégorie de modules sur un anneau convenable, munis d'une
structure supplémentaire. Localement sur S , une telle interprétation est toujours

possible par la méthode rappelée ci-dessous [ 5 , IV 1.6]

Un morphisme de schémas Y —> I est dit quasi-lisse s'il existe un recouvrement
ouvert Yi de Y, tel que, pour toute I-immersion U <> T, avec T affine, et tout I-

morphisme g : U —> Yi’ il existe un I-morphisme g :T —> Yi prolongeant g . Un



31

L-schéma lisse, le spectre d'une Oz-algébre de polyndmes en une famille quelconque
d'indéterminées, sont des I-schémas quasi~lisses [ 5 , IV 1.5] . En particulier,

tout I-schéma est, localement, un sous-schéma fermé d'un I-schéma quasi-lisse.

Supposons alors donnée une I-immersion fermée S —> Y , ol Y est quasi-
lisse sur I . Supposons que p soit nilpotent sur I , donc sur Y , et, pour
tout n , soient DS(Yn) le voisinage 3 puissances divisées (compatibles a vy )
de 5 dams Y' =Y Xg e X ¥ [5,14.1], QE(YR) son algébre affine sur
' ;s les immersions §<— DS(Yn) , munies de leurs puissances divisées canoniques,
sont des objets de CRIS(S/r,”,y) , et les projections Y® — Y® induisent des
morphismes (S,DS(Yn)) — (S,DS(Ym)) de CRIS(S/Z,T,y) . Si E est un cristal
en OS/Z—modules, et si p; ¢ DS(YZ)——> DS(Y) , i=1,2, sont les projections, les

isomorphismes (1.2.1.1)

* Y] v *
P2 s, T Ees,ng ) T PiEes,n )

définissent, en posant & = E(S D_(Y)) * un isomorphisme
’
S
*
(1.2.2.1) e : py(8) — p| (&)
Si q.. : D (Y3) —> D (Y2) et § :D_(Y) —D (Yz) sont les PD-morphismes in-
1] S S S S

duits repectivement par les projections de Y3 sur Y2 et 1l'immersion diagonale

de Y dans Y2 , l'isomorphisme e vérifie
*
(1.2.2.2) §%(e) = 14, ,

* * *
(1.2.2.3) qIZ(E) ° q23(s) = q]3(€) .
On obtient alors :

~

Proposition 1.2.3 [ 5, IV 1.6.3] . Le foneteur qui d un cristal en OS/Zﬂwodules

E associe le ﬁ%(Y)—moduZe & =E , munt de l'isomorphisme € : p;(&)-iL*pT(&),

D4 (Y)
est une équivalence de catégories entre la catégorie des cristaux en Os/zﬂmodules,
et la catégorie des éﬁs(Y)—moduZes & munis d'un isomorphisme ¢ : p;(a) = p?(&)

vérifiant les velations (1.2,2.2) et (1.2.2.3).
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Un foncteur quasi-inverse peut &tre construit comme suit. Si (U,T,8) est un
objet de CRIS(S/I) , l'hypoth&se de quasi-lissité sur Y entraine qu'il existe
localement sur U un Z-morphisme h : T —> Y prolongeant U —> S &> Y. D'aprés

la propriété universelle des voisinages 3 puissances divisées, h se factorise en

h

T = -}T*(&) , et, grice a la donnée de e,

> —>
DS(Y) Y . On pose alors E(U,T,G)
le faisceau ainsi obtenu ne dépend pas, i isomorphisme canonique pré&s, du choix de
h (ce qui permet en particulier le recollement sur T lorsque h n'existe pas
globalement) ; de plus, pour tout morphisme (u,v) : (U',T',8') — (U,T,$) , on
P . . * N P
déduit de e un isomorphisme p(u,v) HER 'S (E(U,T,G)) > E(U',T',S') , vérifiant

les conditions de transitivité qui font de la famille des un cristal en

E
(U,T,8)

OS/Z—modules.

Si Y est lisse sur I (resp. si Y est le spectre de l'algébre symétrique

d'un module libre L non nécéssairement de type fini), et si (x.)

. est
i‘i=l,...,n

une famille de coordonnées locales sur Y (resp. une base de L), les

&Pier

dérivations 3/3xi opérent sur 62§(Y) de fagon naturelle [ 5 , IV 1.3.5] : si

y est une section de 1'idéal de S dans Y , et y[q] la q-iéme puissance divi-
2 lqly, _ _Iq-1] Se qlun i :

sée de y , alors B/BXi(y ) =y a/axi(y) . La donnée d'un isomorphisme €

vérifiant (1.2.2.2) et (1.2.2.3) peut alors s'interpréter [ 5 , IV 1.6.4, et II

4.3.11, qui s'étend au cas oi Y = Spec($(L)) ] comme la donnée d'une famille

V(a/axi) de B/BXi—dérivations(l) du é%S(Y)—module & , vérifiant les conditions

(a) Vv i,j, V(a/axi) ° V(a/axj) = V(B/ij) ° V(alaxi) H

(b) pour tout multi-indice ¢ = (qi) , ol les q; sont nuls sauf un nombre
fini, soit

a a;
V(3/3x) = V(B/Bxi) .

I
i€1

1¢h)

Rappelons que si A est un anneau, X une dérivation de A, M un A-module,
une X-dérivation de M est un endomorphisme additif D de M tel que V a€A,

VYVm€M, D(am) = aD(m) + X(a)m .
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ce qui a un sens grdce 3 (a) ; alors, pour toute section locale m de & , les

V(B/a_)_()g (m) sont nuls , sauf pour un nombre fini de multi-indices gq .

Une telle structure est une connexion intégrable et quasi-nilpotente sur le

OY-module & , relativement 3 I , compatible 3 la connexion naturelle de @%(Y) .

Donc :

Théordme 1.2.4. Sous les hypothéses de 1.2.2, la catégorie des cristaux en Os/z_
modules est équivalente d la catégorie des @S(Y)-—modules munis, en tant que OY—
modules, d'une commexion intégrable et quasi-nilpotente relativement d. I , compa-

tible & la connexion naturelle de §%(Y) .

1.2.5. Les cristaux que nous rencontrerons seront en fait des cristaux absolus sur
S, i.e. relatifs & I = Spec(lp) AR pr , de sorte que p n'est plus nilpotent
sur I . Pour obtenir dans ce cas une description analogue 3 la précé@dente, obser-
vons tout d'abord que, d'aprés la remarque faite a la fin de 1.2.1, on peut suppo-

ser S de caractéristique p ; d'autre part, si S est un R-schéma, oi R est un

anneau parfait de caractéristique p , on peut d'aprés 1.1.13 remplacer dans la
description qui suit £ par I' = Spec(W(R)) , et Y par un I'-schéma quasi-lisse
Y' .

Posons Zn = Spec(z/pnz) , Yn = Yx Zn , et, pour m<£ n , soit

Ln,m cras ¥ /%) cris T /%) cris

le morphisme de topos induit par anc—- Zn . Compte tenu de 1.1,12, un cristal en
OS/Z—modules peut encore étre décrit comme la donnée, pour tout n , d'un cristal
en OS/Z -modules En , et d'une famille transitive d'isomorphismes de cristaux

. . ¥ (E ) = E
",m * *n,m crIs‘"n’ °

o
Supposons pour simplifier Y et S affines. Comme les puissances divisées de

éDS(Y) sont compatibles 3 celles de p par construction, pn &%(Y) est un sous-

PD-idéal de 1'idéal 3 puissances divisées canoniquesg de SDS(Y) ; par suite, il
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N

(1.2.5.1) @S(Y) ® Z/p" >®S(Yn) s

A
de sorte que l'anneau 3 puissances divisées &%(Y) = %ig_éDS(Yn) s'identifie au
n
complété p-adique de SDS(Y) . Soit alors E wun cristal en Os/z-modules quasi-
cohérent ; et soit

- r‘(DS(Yn) ’ EDS(Yn)) ;

la structure de cristal de E définit sur chaque Mn une connexion intégrable et
quasi-nilpotente Vn , et un systéme transitif d'isomorphismes horizontaux (c'est-
3-dire compatibles aux comnnexions)

v
M %S(Yn) D) — M

ou encore d'aprés (1.2.5.1)

m
M @Z/pn Z/p > M.
Posons alors
M=1lim M_ ;
<= "n
n
on peut reconstruire le systéme projectif des M 3 partir de M , gr3ce au lemme

élémentaire sulvant (laissé en exercice au lecteur)

Lemme 1.2.6. Soient A un anneau (non néeéssaivement commutatif), t € A un élé-

ment tel que tA soit un idéal bilatére, An = a/t"A , (Mn) un systéme pro-

n > 1

Jectif de Anﬂwodules d gauche tels que

Mn+1 ® An n

M= lim M. Alors, pour tout =n ,

M/t s M
n

Les endomorphismes vn(a/axi) définissent par passage i la limite une famille
d'endomorphismes V(é/axi) de M . Ceux-ci vérifient encore (a) , et compte-tenu

du lemme précédent, ils vérifient la condition

(b') ¥mEM, VnEN, V(B/az)ﬂ(m) € pnM sauf pour un nombre fini de g .
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Nous traduirons cette derni&re condition en disant que la connexion intégrable V¥

est topologiquement quasi-nilpotente.

En conclusion :

Théoréme 1.2.7. Sous les hypothéses qui précédent, la catégorie des cristaur en
modules quasi-cohérents sur S relativement d Zp est équivalente d la catégorie
des é%(Y)—moduZes séparée et complets pour la topologie p-adique, munis, en tant
que OYﬂwoduZes, d'une comnexion intégrable et topologiquement quasi-nilpotente

A
(compatible d la connexion naturelle de éDS(Y)) .

L'énoncé qui précéde présente l'inconvénient de reposer sur la considération

A
de 1'anneau ébS(Y) , dont la structure est en général trés mal connue. Lorsque S
posséde une p-base, les résultats suivants fournissent une description plus satis-

faisante de la catégorie des cristaux.

Proposition 1.2.8. Soit A un anneau de caractéristique p possédant une p-base
&dieq -
(1) Il existe une z%—algébre A_, séparée et compléte pour la topologie p-

adique, sans p-torsion, et un isomorphisme

N
ANQZ/P > A,

~

uniques 4 isomorphisme prés.

(ii) Soit A =A@ z/p" . Pour tout n , le module QA des différentielles
n

(absolues) de A, est un An—module libre de base (dxi)ie 1> ou les x{ sont des

relévements des x;

. . P . . 1
On notera B/axi la dérivation de A définie par la projection de QA sur
n

le facteur Andxi . Par passage 3 la limite, on obtient donc des dérivations a/axi

de A , ce qui donne un sens & 1'énoncé suivant :

0

Théoréme 1.2.9. Sotent A un anneau de caractéristique p possédant une p-base
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)

(%,); ¢ 1 » S = Spec(A). La catégorie des cristaux en OS/Z-moduZes quasi-cohérents
est équivalente d la catégorie des A -modules séparés et complets pour la topologie

p-adique, munis d'une comnexion intégrable et topologiquement quasi-nilpotente.

Nous n'utiliserons pas 1.2.8 et 1.2.9 dans la suite, et nous en donnerons la
démonstration dans un article ultérieur. Notons simplement les cas particuliers

suivants :

(i) Si A est un anneau parfait, la catégorie des cristaux en modules quasi-
cohérents sur A est équivalente 3 la catégorie des W(A)-modules séparés et com-—

plets (cf. [ 32, IV§ 4}, 0u [ 6, 6.2.2]) .

(ii) Si A = k[[t]] , o0 k est un corps parfait, on peut prendre Aw==W[[t]];
le théoréme 1.2.9 est alors prouvé en [ 6 , 4.2.3] , et la démonstration de 1.2.9

n'est du reste qu'une généralisation sans difficulté de celle de loc. cit,

(iii) Si A est un corps k , A_ est alors un anneau de Cohen de k .

(iv) Si A est une algébre lisse sur un anneau parfait R , on peut la relever

en une algébre lisse An sur Wn(R) , et 1'anneau A_ = lig_An vérifie les condi-
n

tions de 1.2.8 (i). On observera que, dans ce cas, A possé&de une p-base (xi) si

et seulement si les X définissent un morphisme &tale de 1'alg&bre de polyndmes

1

R[xi] dans A , les dxi formant une base de QA/R .

Observons pour finir que 1'immersion de § = Spec(A) dans Yn = Spec(An) est
définie par 1'idéal PA_ muni de ses puissances divisées canoniques, si bien que
&%(Yn) = An (les puissances divisées de ébs(Yn) étant compatibles d celles de p);
via 1'isomorphisme de sites (1.1.13.1) , les &énoncés 1.2.7 et 1.2.9 sont donc équi-

valents.

1.3. Extensions de faisceaux abéliens.

1.3.1. Conservons les notations de 1.1.1, et fixons une topologie T sur CRIS(S/L).



37

Soit AQS/Z la catégorie des faisceaux abéliens sur CRIS(S/I) . Si E , E' sont
des objets de AQS/Z , nous noterons Homs/Z(E',E) le groupe des homomorphismes de

] . : 1
E' dans E dans égs/z , et J(’omS/Z le faisceau des homomorphismes locaux de E
dans E sur CRIS(S/L) , qui est donc un objet de égs/z . Par passage & la catée-

gorie dérivée, on obtient les foncteurs dérivés

EHomS/Z(.,.) : D (Ab /Z)O x D+(Ab /Z) —_— D+(ég) ,

A2 425
Rom,,(.,.) : D (aby,)° x D' (Ab,,.) —> D' (Ab.,.)
mgyples-) @ D (Abg,y) &bg/y Abg/p)
Leurs objets de cohomologie seront notés respectivement Ext;/z(.,.) et &xt;/z(.,.L

Lorsqu'il y a lieu, nous préciserons la topologie 71 considérée par un indice.

Si on note T(S/LZ,.) 1le foncteur sections globales sur le topos cristallin,
et Hl(S/Z,.) ses dérivés, les invariants locaux et globaux sont reliés par 1'iso-

morphisme

]RF(S/Z,]RJ(omS/Z(E",E')) = JRHom (E'"",E") ,

S/t

donnant la suite spectrale de passage du local au global

Psq9 _ 4P q 1. . — n 1. .
EZ = B (8/%, &Its/z(E L,ET)) = EXtS/E(E L,ET) .

Soit G un faisceau abélien sur S‘f <" On peut, par le procédé explicité en
3

(1.1.4.5), associer & G un faisceau abélien G sur le site CRIS(S/Z)T , et

notre but est ici d'étudier les invariants EMbms/z(g,E) . 8xt;/£

pour divers faisceaux E . De fait, nous nous intéresserons essentiellement au cas

(_G_pE) 2 etc.,

oi G est un schéma en groupes plat de présentation finie sur S , ou un groupe
p-divisible. Le faisceau E sera alors le plus souvent le faisceau ab&lien sous-

jacent & un OS/ -module, le cas fondamental &étant celui oi E =0 ; 11 résulte

T S/z

alors de la formule d'adjonction
L

mﬂbmo (Ge 0
s 34

/s s/z E) = ]RJComS/Z(E,E)

que Embms/z(g,E) peut &tre considéré comme un objet de D+(OS/E) ; les

8xt;/z(E,E) sont en particulier munis d'une structure de OS/E~modu1e.
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Lorsque la topologie T est la topologie de Zariski ou la topologie étale, la
proposition 1.1.5 montre que ces foncteurs sont des foncteurs cohomologiques en G.
Si 1 est la topologie fppf, la proposition 1.1.7 entrafne le résultat suivant,

ainsi que son analogue global :

Proposition 1.3.2. Sotit
0— ¢ — G —G"— 0

une sutte exacte de faisceawr abéliens sur S telle que G' vérifie les

Y,fppf ’
hypothéses de 1.1.7. Alors, pour tout faisceau abélien E , le triangle

Riomg (6", E)

7\

Riomg (6", E) — Riomg (G, E)

S/T
est distingué, et domne naissance 4 la suilte exacte de cohomologie usuelle des

i
Sxts/z

("E)
1.3.3. Considérons un diagramme commutatif du type (1.1.10.1)

s —f g

' 3,7 > (2,3,v)
ol u est un PD-morphisme. Soient G un faisceau abélien sur ST , d'image in-
v 1) 3 =143 LI
verse G' sur ST , E un faisceau ab&lien sur CRIS(S/Z)T , E fCRIS( )
*
Comme fCRIS est exact, d'aprés 1.1.10, on obtient par fonctorialité des homomor~

phismes canoniques

iﬁ ] T
(1.3.3.1) £ oprg( BHOmg /5 (G,E)) —— Riomg, 74 (6',E")
(1.3.3.2) €5 (&xtl, (C,E)) — &xtl,  ,(¢',E")
Mt CRIS s/Z st/ =2 ’
compte tenu de (1.1.17.1) ; si (U',T',8') est un objet de CRIS(S'/:') , les homo~-



39

morphismes précédents fournissent des homomorphismes de (complexes de) faisceaux

sur T' (avec les notations de 1.1.10)

— T T
(1.3.3.3) mmS/Z(E’E)f,(U',T’,G') > RHOmg ;1 (G',E )(U',T',S') ,
i i '
(1.3.3.4) &mts/Z(E’E)f,(U',T',G') —_— &xts,/z'(gv,E )(U’,T',é')

Si maintenant on suppose que le diagramme vérifie la condition (%) de 1.1.10,

le morphisme f s'identifie grace & 1.i.11 3 un morphisme de localisation, et

CRIS
les homomorphismes précédents sont des isomorphismes [ SGA 4, V 6.1] ; c'est donc
en particulier vrai si 3! ='302, , ainsi que dans les cas considérés en 1.1.12 -

1.1.15.

Dans le cas général, on obtient de méme des homomorphismes canoniques

1 ¥
(1.3.3.5) ]RHomS/Z(g,E) —_— IRHomS,/Z,(_C_;_ ,E')
i i topt
(1.3.3.6) EXtS/Z(g’E) —_— EXtS'/Z'(E ,E') .

En particulier, plagons-nous dans la situation &tudiée en 1.1.15 ; si, pour tout
objet (U,T,8) de CRIS(S/I) , on identifie le site localisé& CRIS(S/z)/ (U,T,$8)

au site CRIS(U/T, 3',8') , et si G. est l'image inverse de G sur U, E
g

U U

celle de E sur CRIS(U/T, B3',8') , on voit que les faisceaux &xt;/z(g,E) sont
les faisceaux associés aux préfaisceaux

i

(UyT,(S) b EXtU/T(gU’EU) 3

grice 3 1'équivalence (1.1.15.1). Notons enfin les isomorphismes canoniques qui en

résultent :

N
(1.3.3.7) Rilomg 7 (G:E) (g 1,5y > WOMy 7 (CaE)d (7 sy »
i " i .
(1.3.3.8) &t/ S0 (g 1,5 T ) (u,T,6)

ce sont aussi des cas particuliers de (1.3.3.3) et (1.3.3.4).

Si A est un faisceau d'ensembles sur CRIS(S/Z) ; nous noterons ZfA] le
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faisceau abélien libre engendré par A . La proposition suivante nous permettra de
remener bien des propriétés des S/Z(G’ .) & celles de la cohomologie cristal-

line.

Proposition 1.3.4. Sotent f : X —> S un morphisme de schémas (tel que Yy s'éten—
de & X}, E un faisceau abélien sur CRIS(S/:I) . Il existe des isomorphismes ca-

noniques

Riom ,(Z[X],E) = RI(s/z, fCRIS(E)) , Exts/z(zlgl,E) = H (S/Z,fCRIs(E)) ;
. * . gl
Wilomg ;5 (ZIX],E) = Rigpro,(foppg(E)) &t s/):(z[X] E) = R prsalf CRIS(E)) .

En effet, on a par définition, pour tout faisceau abélien E ,

HomS/Z(ZLE],E) = I'(X,E)
= r(8s/t, fCRIS(E))
d'aprés (1.1.14.1). De méme, la relation (1.1.14.2) fournit un isomorphisme
(1.3.4.1) S/E(Z[X] E) = fCRISi( CRIS(E))
La proposition en résulte aussitdt. En particulier, avec les notations de 1.1.16,

on obtient pour tout objet (U,T,8) de CRIS(S/I)

(1.3.4.2) Riomg , (ZIXLE) (5 1,6y = ]RfXU/T*(El(XU/T)CRIS)

i i
bty p@RLE) (g1, ) % Ry Bl pr )

1.3.5. Supposons que I soit Spec(zp) ou Spec(Z/pn) , et soient S un schéma

de caractéristique p , G un faisceau abélien sur § . On notera gs 1'endomor-

(p/8) (p)

phisme de Frobenius de S , et G , ou G lorsqu'aucune confusion ne sera

possible, le faisceau ;;(G)

' . P .
L'endomorphisme ;S définit un endomorphisme gs CRIS du topos (S/Z)CRIS .

8i E est un faisceau sur CRIS(S/I) , g; CRIS(E) est le faisceau défini par

T(U,T,8),£5 crps(E)) = T(g, (U,T,6),E) ,
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ol on note gs!(U,T,G) 1'objet de CRIS(S/I) obtenu en considérant U comme S-
£ . o
schéma par le morphisme U — § ———— § . On posera souvent £S CRIS(E) =E H
lorsque I = Spec('mp) , on emploiera aussi la notation E(p) . 81 (U,T,8) est
tel qu'il existe un PD-morphisme o : T —> T relevant ;ﬂ , le couple (iﬂ,o)

définit un morphisme ;s!(U,T,G) —> (U,T,8) de CRIS(S/L) . Par suite, si E est

un cristal en OS/Z-modules, il existe un isomorphisme naturel

* N o
*CEyr,e) > E)w,r,8

d'od la notation E° .

Puisque la formation de R¥om commute 3 la localisation, on obtient par

S/t
1.1.14, en localisant au-dessus du faisceau $ dé&fini par S considéré comme S-

schéma par f_ ,

:%
o (p) o
m’”s/z(ﬁ’E) = ]RJCOmS/Z(_Ci L,ED)
i o . i (p) o
MtS/E(E’E) - &rts/z(g ’E ) »
la notation E(P) étant sans ambiguité d'aprés (1.1.17.1). Comme tout faisceau
abélien G sur § est muni d'un homomorphisme de Frobenius F : G —> G(p) , on

obtient par fonctorialité des homomorphismes

. s ___. o
F: RJ(oms/z(g,E) >]RJ(omS/Z(§_,E ),

i

. i a __
F : &atg ) (G,E) > &ty )

©,5% .

Si G est un schéma en groupes commutatif et plat sur S , ou un groupe p-divi-

sible, il possé&de un Verschiebung V : G(p) —> G , qui donne des homomorphismes

. o o

V 2 Ritomg ; (6,E7) —> Ritomg ;- (G,E)°
. i o i o

v : &xts/z(g,E )y —> Smts/z(g,E)

On observera que pour des faisceaux tels que OS/Z R C}S/z . 18/2*(05) =6, qui
sont la restriction au-dessus de S de faisceaux définis sur CRISGFP/ZP) , On a

en fait E = E . Les homomorphismes F et V vérifient les relations FoV =p ,
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VoF = p , et sont fonctoriels en G et en E ; en particulier, si E est un OS/E_

module, ils sont OS/E—llnealres.

Examinons enfin 1'effet d'un changement de topologie. Reprenons alors les no-

tations de 1.1.18, et soient o et 1 l1g 1g jg 4, deux topologies sur

CRIS(S/T) .

Proposition 1.3.6. Soient G un faisceau abélien sur ST , E un Os/z—module

vérifiant les conditions (i) et (ii) de 1.1.18. Il existe des isomorphismes cano-
niques
IRHomS/Z’Ti(E;_,E) = ]RHomS/Z’Tj(E,E) ,

*
a (lRJfomS/z’Ti(g,E)) = Wiomg,

Z,T-(E’E) ’
]

q q * q q
~ P E) .
EXtS/Z,Ti(E’E) EXtS/E,Tj (E’E) s Q (&xtS/Z,Ti(E,E)) Mtsl):,'[j(g’ )

Le premier isomorphisme résulte de 1'isomorphisme de foncteur

*
Homs/Z’Tj(a ©6),.) = Homs/z’ri(g,a*(.)) s

et de ce que d'une part a*‘(_(i) = G puisque G est un faisceau sur CRIS(S/).‘.)T s

" 3
> IRa*(E) d'aprés 1.1.19,

d'autre part E

De 1'isomorphisme

ay(ong,;  @N(©),.)) = Homg,; | (G,0,(.))
] 1

P . *
on déduit, puisque «a a, = I1d ,

*
JComS/E’Tj(_G_,.) = g (JfomS/E’Ti(Q,a*(.))) ,

qui donne comme précédemment le deuxiéme isomorphisme.

Remarque : Nous montrerons plus bas que, lorsque G est un S-groupe plat de pré-

sentation finie, ou un groupe p-divisible, les &xtl G,0

s/z,zar'€ S/Z) vérifient les
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conditions (i) et (ii) de 1.1.18, donc sont en fait des faisceaux pour la topologie
fpgqc. Par suite, les gxt) (G,0,,.) sont dans ce cas, en tant que préfaisceaux,
s/t,r —=""8/z

indépendants de la topologie considérée.

1.4. Relations entre extensions cristallines et torseurs.

Nous commengons ici & interpréter en termes géométriques les groupes

Extl (G’OS/Z) , faisant de la sorte le lien entre la construction des cristaux de

s/ =
Dieudonné développée ici, et celle de Mazur-Messing pour les groupes p-divisibles
[40] ; cette section ne sera pas utilisée par la suite, sauf en 2.3.13 et 3.2.14,

oli nous établirons la relation analogue pour les groupes finis. On observera que

1
s/z(E’os/z)

est un cristal localement libre de rang fini lorsque G est un groupe p-divisible;

les résultats de cette section montrent, gridce & [ 40 ] , que &xt

nous en donnerons une autre démonstration, indépendante de [ 40 ] , en 3.3.

Les sections 1.4.1 3 1.4.4 résument pour la commodité du lecteur quelques dé-

finitions et résultats de [ 40 ]

I.4.1. Soient T un schéma, X un T-schéma, H un schéma en groupes commutatif

ay |1
P

et lisse sur T, H, = H x_ X . On note : AX/T

X T —> X les deux projections

. - PP I
sur X du premier voisinage infinitésimal A

X/T de la diagonale dans X x_, X .

T
Si P est un torseur sur X , de groupe HX , une connexion sur P est un iso-

morphisme de torseurs sur A;/T :

(.4.1.1) el pg‘)”(P) s oy

induisant Idp sur X . On peut alors définir la courbure de la connexion, qui est
une section de Q;/T ® Lie(H) [ 40 , I 3.1.4] , et la connexion est dite int&grable
si sa courbure est nulle. Par définition, un H-torseur sur X , de groupe Hx , est

un torseur sous HX muni d'une connexion intégrable.

Si 1'on prend par exemple H = Ga , la donnée d'un torseur P de groupe Ga
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sur X é&quivaut 3 la donnée d'une extension de Ox-modules

0

> _—_ 8

OX >0X-————>0’

et la donnée d'une connexion intégrable sur P é&quivaut 3 celle d'une connexion
intégrable sur & , induisant la connexion triviale sur OX C g, et sur 0X= &IOX .
Supposons que X soit lisse sur T , et que p soit localement nilpotent sur T .
Comme la connexion triviale sur OX est nilpotente, la connexion donnée sur &
1'est aussi. Si DX/T(I) est le voisinage 3 puissances divisées de la diagonale
dans X *r X, et p; ¢ DX/T(I) —> X les deux projections, il résulte de [5,

II 4.3.11] que la connexion sur & se prolonge, et définit par suite un isomor-

(1

phisme de Ga-torseurs sur DX/T

v

(1.4.1.2) € : p;(P) > PT(P)

vérifiant les conditions (1.2.2.2) et (1.2.2.3).

Soient maintenant G un schéma en groupes commutatif sur T , P un HG—

torseur sur G . On note LI GxG > G les projections, m : GxG —> G 1'ad-
dition. On sait [SGA7,VII 1.1, 1.2] que la donnée d'une structure de groupe com-
mutatif sur P , faisant de P une extension de G par H , équivaut & la donnée

d'un isomorphisme de torseurs

N

H
(1.4.1.3) 8: TrT(P) A n’;(p) > m (P)

vérifiant certaines relations d'associativité et de commutativité. On appelle alors

b -extension de G par H [ 40 , I 3.1.10] 1la donnée dun B-torseur (P,e]) sur

N

H
G , de groupe H , et d'un isomorphisme B8 : wT(P) A ";(P) > m*(P) , compatible
3 la comnexion sl , et faisant de P une extension de G par H . On notera que,
sous les hypothéses de 1'alinéa précédent, B est automatiquemerit compatible &

1'isomorphisme ¢ .,

La catégorie des b -extensions de G par H sera notée EXTH(G,H) , et 1'en-
semble des classes d'isomorphisme de K -extensions, Extq(G,H) . La somme de Baer

des H-extensions munit l'ensemble Exth(G,H) d'une structure de groupe abélien.
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On observera que si H = €, ou € , le groupe ainsi obtenu est indépendant du
choix de la topologie sur T . D'autre part, emn passant au faisceau associé& pour la
topologie considérée, on obtient un faisceau abélien &xth(G,H) sur T . Ces cons-

tructions sont de fagon &vidente contravariantes en G , et covariantes en H ; en

particulier, &xtq(G,Ga) est canoniquement muni d'une structure de OT—module.
8i G est un groupe p-divisible sur T , et G(n) 1le noyau de la multipli-
cation par pn sur G , on note
EXT"*(G,H) = LIM EXTH(G(n),H‘)
n
la catégorie dont les objets sont les systémes de H -extensions P(n) de G(n)

par H , munies d'isomorphismes de H-extensions

N

LX(P(ne1)) = P(a) ,

ol in est l'inclusion de G(n) dans G(n+l) . La définition de Exsq(G,H) et

&xth(G,H) en découle comme précédemment.

1.4.2. Soient (T,%,8) un schéma muni d'un PD-idéal quasi-cohérent, et UC— T

une immersion fermée définie par un sous-PD-idéal de ‘& ; on suppose p localement
nilpotent sur T.. Si H est un schéma en groupes commutatif et lisse sur T , on
lui associe le faisceau abélien H = n;/T(H) sur CRIS(U/T,},8) (avec les nota-
tions de 1.1.15). Dans le cas particulier oi H = Ga , on obtient alors pour H le

faisceau structural OU/T de CRIS(U/T) .

Fixons 1'une des topologies habituelles, et soit G un faisceau abélien sur
le gros site de U . Généralisant l'équivalence de topos 1.l.14 , nous noterons
CRIS(G/T,},8) le site dont les objets sont constitués par la donnée d'un objet
(u',1',8') de -CRIS(U/T) , et d'un &lément de G(U') ; si (G/T,,8) pq est le

topos associé, on a donc par construction

a
(G/T, F,8) prs ¥ (U/T,F.8)cppg/C -

Le topos (G/T,Q},G)CRIS est de maniére évidente fonctoriel emn G . Soient en
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particulier m, i=1,2, et

i CRIS °* les morphismes de topos définis par

Mer1s ?

T, ,m: GxG —G .
i

Par définition [40 , II 6.7] , une extension cristalline de G par H con-

siste en la donnée d'un torseur Q , de groupe H , dans (G/T,",&) t d'un

CRIS * €

isomorphisme de torseurs

= =

*

(1.4.2.1) ™ CRIS(Q)

* v E 3
"y cr1s(@ T epps(@

satisfaisant les conditions habituelles [SGA 7,VII] . On laissera au lecteur le soin
de vérifier que, suivant la méthode de 1.1.3, un torseur de groupe H sur CRIS(G/T)

peut encore &tre décrit comme la donnée d'une famille de torseurs Q(U' T, 8") de
’ ?

groupes Q(U' ', 8"y " Hoxo T' sur T' , munis pour (U",T",s") > (U',T',6")
I ’
d'isomorphismes de torseurs
“u )
VoM, e)
*( )= v ' (Q ) A B N
v Q(U’,T"é‘) =v (U‘,T‘,a') =(U",T”’6") Q(U"’T“,G")

analogues d (1.2.1.1), c'est-d-dire comme un cristal en H-torseurs sur CRIS(G/T,3,$)

[ 40, IT 6.8 ; SGA 4, IV 4.10.6, I 5.13.3]

On notera EXTcrls/T(G,H) la catégorie des extensions cristallines de G par
H, Extcrls/T(G,H) 1'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets de
cris/T . . U
EXT (G,H) , qui est encore muni d'une structure de groupe abélien par le pro-—

duit contracté des torseurs. On notera de nouveau que si H = Ga ou Gm , la des-
cription précédente montre que ces définitions sont indépendantes du choix de la

topologie. Si T' est plat sur T , les puissances divisées § s'étendent 3 T' ;

posons U' =T x5 T, G'=¢ g pg', H'=H *p T' . Le faisceau abélien sur T ,

3 '
pour la topologie considérée, associd a3 T' FH— Extcrls/T (G',H') sera noté
is/T . .
8ttt / (G,H) . Toutes ces constructions sont encore fonctorielles en G et H ,
ot gl‘m(;cris/T

(G,Ga) est un OT-module.

Dans le cas particulier oi G est un groupe p-divisible, G = {J G(n) , de
n
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sorte que si U' est quasi-compact, G(U') = U G(n)(U') . Il en résulte que les

n
sites CRIS(G/T) et |J CRIS(G(n)/T) définissent le méme topos ; on en déduit im-—
n
médiatement une équivalence de catégories
et/ Tgmy % Iél_M_EXTcrlslT(G(n),H) ,

n

. s e P is/T - .
ce qui montre que la définition adoptée ici pour EXTcrls/ (G,H) colncide avec

celle de [ 40 , II 7.9]) .

1.4.3. Conservant les hypoth&ses précédentes, supposons maintenant qu'il existe un
schéma en groupes 8 , commutatif et plat sur T (resp. un groupe p-divisible), tel
que 8 XT U représente le faisceau abélien G , qu'on identifie donc & ¢ o U .
L'immersion ¢ &— E est de fagon évidente un objet de CRIS(G/T) , et 1'immersion
GxG & E><5 un objet de CRIS(Gx*G/T) (resp. les immersions G(n) <— a(n) y
etc...). Si Q est une extension cristalline de G par H, P = Q(G,&) est
alors un H-torseur sur 8 . On voit alors comme en }.2,2. que Q , étant un cristal

en torseurs,définit une structure de B-torseur sur P . De plus (cf [ 5 , IV

PV V. w
1.2.11) , on a, pour tout f : GxG — G , relevé en f : GXxG —> G,
* el
v "
£or1s(D (axe,0x¢) £ (Q(G,G)) '
de sorte que la structure d'extension cristalline de Q munit P d'une structure

v
de b-extension de G par H . On définit donc ainsi un foncteur

(1.4.3.1) exrTis/T (¢ my —> xS, m) .

. . v .
Théoréme 1.4.4. S2 H = €, , et st G estun schéma en groupes lisses sur T , ou
un groupe p-divisible, le foncteur précédent eet une équivalence de catégories,

induisant les isomorphismes

1 ny
(.4.4.1) Extcrls/T(G,Ga) > exei(G,6,) |

(1.4.4.2) &mtcris/T(G,Ga) N axtb*(c,ca) )
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Lorsque 8 est lisse, la connexion donnée el sur un H-—torseut sous Ga se
prolonge en un isomorphisme ¢ (1.4.1.2) , et l'assertion se vérifie facilement par
le méme argument que la proposition 1.2.3. Lorsque E est un groupe p-divisible,
le résultat est plus délicat et est prouvé par Mazur-Messing [ 40, II 7.2] , en
se ramenant au cas U = T grdce 3 1'équivalence de catégories

cris/T

1 N
EXT crls/T(

(G,H) ~ EXT G,H)

qui résulte des propriétés générales des cristaux [5, IV 1.4.1] .

1.4.5. Reprenons maintenant les notations de 1.1.1, et soient H un schéma en
groupes commutatif et lisse sur I , G un faisceau ab&lien sur S . Pour tout

objet (U,T,8) de CRIS(S/I,%,Yy) , soient GU » Hp les images inverses sur U

et T de G et H . Lorsque (U,T,8) varie, les groupes Extcrls/T(GU

,HT) dé-
finissent (par localisation des torseurs) un préfaisceau sur CRIS(S/I) . Une to-

pologie &tant fixée, soit 8xtcrls/z

(G,H) 1le faisceau associé ; par définition de
la topologie de CRIS(S/I) , on a pour tout (U,T,§)

8$tcr15/2 crls/T(G

= &xt wellp) -

(G’H)(U,T,s)

Proposition 1.4.6. Il existe un isomorphisme canonique

(1.6.6.1) gt (e ,H) o sat), (G
Compte tenu de 1.3.3, il suffit de montrer qu'il existe pour tout (U,T,§) un

isomorphisme fonctoriel en (U,T,$§)

cris/T N 1
(1.4.6.2) Ext (GU,HT) > ExtU/T(QU,QT) .

cris/T

Mais, d'aprés la définition de Ext (GU,HT) et 1'équivalence de 1.4.2

(Gy/Merys = (WD cppg/Sy >

cet énoncé n'est autre que la description habituelle (valable pour toute paire A ,

B de groupes abéliens d'un topos % ) des extensions de A par B comme B-tor-
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seurs sur A munis d'une structure additionnelle du type (1.4.1.3), dans le cas ou

€= (U/T)ogrs » A =Gy et B=H, [SGA 7, VII 1]

Remarque : Si GU est la restriction @ U d'un groupe lisse ou d'un groupe p-di-

A
visible G sur T , on déduit donc de 1.4.4 et 1.4.6 1'isomorphisme canonique

1 " h "
(1.4.6.3) 8xtS/Z(E’(%/Z)(U,T,6) — &t (G,Ga) .

Ce résultat possé&de un analogue multiplicatif : si on remplace la catégorie
des Y-extensions par la sous-catégorie de celles dont la connexion sous-jacente

est nilpotente, on déduit de [ 40, II 7.6] et 1.4.6 1'isomorphisme

i ¢ v nil-H .
(1.4.6.4) &mts/z(gfos/z)(U,T,s) —> &t (G,Gm) H

une autre variante consiste 3 ne pas imposer de condition de nilpotence aux con-
nexions, mais i remplacer le site CRIS(S/r) par le site cristallin nilpotent,
dont les objets sont les (U,T,8) de CRIS(S/r) tels que 1'idéal de U dans T
soit PD-nilpotent :

n

(1.4.6.5)

&ctls/z) (c,o;/ )01, e) — et 6 )
nil-crrg ~ /&7 (U,1.8 m

Corollaire 1.4.7. Soit G wun groupe p-divisible swr S , de hauteur h . Alors
1 . .
&xts/Z(E}OS/Z) est un cristal en OS/Z—moduZes localement libre de rang h .

D'aprés ce qui précéde, il existe un isomorphisme canonique de OS/Z-modules

v, &xtcrls/z

1
&rtg - (6,04,:) G,6.)) ,

et l'assertion est connue pour ce dernier. Rappelons le principe de la démonstra-
tion : si (U,T,§) est un objet de CRIS(S/r) , et si T est affine, il existe,
d'aprés un théor&me non publié de Grothendieck, un groupe p—divisible 8 sur T
dont la réduction sur U est isomorphe & GU ; on montre alors [ 40 , II 7.13]
qu'il existe une suite exacte compatible aux changements de base (U',T',8')—(U,T,s)

eris/T

Y
0— w —> gzt (6,6,) —> &Lie(d) — 0,
G
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. .
d'oll le résultat, puisque et Gﬁﬂe(G‘) sont des OT—modules localement libres

it @2

Y
de rang n et h-n (ol n = dim(G)) , dont la formation commute aux changements
de base. Nous donnerons en 3.3 une construction cohomologique de cette suite exacte,

et une démonstration de 1.4.7 ne reposant ni sur le théoréme de Grothendieck, ni sur

les résultats de [ 40] .

1.4.8. Pour finir, indiquons bridvement quelle est la généralisation des résultats

précédents au cas des E}-biextensions introduites dans [ 18 , 10.2.7.21 .

Rappelons que, si A et B sont des T-groupes commutatifs, on appelle ﬁ-—
biextension de A, B par un T-groupe lisse commutatif H 1la donnée d'un H-tor-
. . . v *®
seur P sur AxB , muni d'une connexion intégrable el : pgl)’(P) _— p?l) ®) ,

et de morphismes

vt Dy4(B) A pyy(R) —> (m, x T4 T(®) ,
v, 1 p),(B) A pI4(B) —> (T4, xm)™(P)

sur AxAxB et AxBxB respectivement, horizontaux par rapport a la connexion,
et qui définissent sur P une structure de biextension de A , B par H , au sens
de [SGA 7 , VII 2,1] . Nous noterons BIEXTq(A,B;H) la catégorie des B-biexten-
sions de A, B par H, et Biexth(A,B;H) le groupe des classes d'isomorphismes

d'objets.

Reprenons maintenant les notations et les hypothéses de 1.4.2. Si A et B

sont deux faisceaux abéliens sur le gros site de U (pour l'une des topologies T ),

eris/T

un élément de la catdgorie BIEXT (A,B;H) des biextensions cristallines de

A, B par H est un H-torseur Q de (AxB/T,’J,8) muni d'isomorphismes de

CRIS
H-torseurs
+

MY

<e

* *
1% Pi3 cris‘@ P o3 cprs(@

<o

— * D *
2 * P12 cr1s‘@ A Py crps(@ > (1dy X mp) prs@

satisfaisant les conditions usuelles [SGA 7, VII 2.1.1] . Lorsque A et B sont
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des groupes p-divisibles sur U , on a comme précédemment une équivalence de caté-

gories

cris/T N cris/T

BIEXT (A,B;H) > ELE‘BIEXT

(A(n),B(n);H) .

cris/T

Nous emploierons la notation Biext (A,B;H) pour le groupe des classes d'iso-—

morphisme d'objets.

Par ailleurs, si 1'on suppose comme en 1.4.3 qu'il existe des T-groupes plats
aY N . . oy
A , B dont les réductions sur U représentent A et B, l'immersion AxB &= AxB
est un objet de CRIS(AxB/T) , et une biextension cristalline Q de A, B par

v Y
H définit donc un H-torseur P sur A xB , muni d'une structure de q—biextension
Y

~
de A, B par H . Ainsi, on a défini un foncteur

cris/T

q NN
(1.4.8.1) BIEXT (A,B3H) —> BIEXTH(A,B;H) ,

et cette définition s'étend au cas ol K et g sont p—divisibles. En outre, si

H = Ga , le raisonnement de 1.4.4 demeure valable, et le foncteur (1.4.8.1) est

une é&quivalence de catégories, d'ol notamment, lorsque A et B sont lisses (resp.
p-divisibles), des isomorphismes

cris/T

Ny
Biext (a,8;6,) > Biext‘:‘(A,B;ca) ,

(1.4.8.2)
- 1 v . i v
szextcrls/T(A,B;Ga) > Ewatq(A,B;@a) ,
ol Riext désigne le faisceau associé. On obtient des €noncés analogues pour
H = Gm , 4 condition d'imposer 1l'une des conditions de milpotence introduites dans

la remarque de 1.4.6.

Finalement, la description cohomologique générale d'une biextension dans un
topos [SGA 7, VII 3.6.5] donne, avec les notations de 1.4.5, un isomorphisme fonc-—

toriel
IL

(A; @ B,Hp)

cris/T "

Biext

I
(AU,BU,HT) > EXtU/T

pour tout objet (U,T,8) de CRIS(S/L) ; on en déduit un isomorphisme

IL

(1.4.8.3) Poieat™ /2 (a,n38) > axtl, (M@ B, B)
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qui, en conjonction avec (1.4.8.1), fournit lorsque H = Ga (resp. H = Gm si

1'on introduit les conditions de nilpotence nécessaires) une interprétation coho-

u 1Y
mologique des H -biextensions de A , B par H .



2 - CALCULS DE FAISCEAUX D'EXTENSIONS

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme 2.1.8 qui permet de cal-
culer sous certaines hypothéses, lorsque i g 2 , les faisceaux &xté/z(E,E) intro-
duits en 1.3, Aprés avoir examiné quelques variantes de cet énoncé, on montrera que
les faisceaux en question ont, sous des hypoth&ses assez faibles sur G , diverses
propriétés agréables (quasi-cohérence, indépendance du choix de la topologie, etc.).
Enfin, on a rassemblé dans une derniére section, pour la commodité du lecteur ,
diverses assertions concernant la cohomologie des schémas abéliens. Celles-ci nous
permettront notamment d'étudier les faisceaux axté/z(g,E) lorsque G est un S~

schéma abélien.

2.1. Résolutions canoniques d'un groupe abélien et cohomologique cristalline.

2.1.1. Rappelons que 1l'on note tn]E (resp. t[nE) le tronqué & droite (resp. &

gauche) en dimension n d'un complexe E dans une catégorie abélienne K ; clest

le sous-complexe (resp. la complexe quotient) de E défini par

vee —> B2 5 5 ker (@) — 0 —> ...

(resp. vee —> 0 —> coker(dn_l) s g g2 L ) .

Ainsi Hl(tn]E) =0 pour i>n, H'(t, E)=0 pour i< n et 1'inclusion cano-

[n

nique t_.E—> E (resp. la projection canonique E —> t[nE) induit un isomor-

n]

phisme sur les ut pour i< n (resp. i > n) . Les foncteurs troncation tn] et

t préservent les homotopies et gardent un sens dans la catégorie dérivée de 0%.

[n
11 importe de ne pas confondre ces foncteurs avec les foncteurs "tronqué b&te" 0“]
et G[n définis respectivement par

(cn]E)i = (o



On prendra garde que les foncteurs O ne passent pas 4 la catégorie dérivée.

Les foncteurs tn} ne préservent pas en général les triangles distingués. On

u w

. . v
peut néanmoins comparer le triangle type E > F > C(u)

> Efl] associé

3 un morphisme u au triangle type associé & t_qu : t E — tn]F , au moyen du

n] n]

diagramme commutatif suivant, dans lequel o et R désignent des injections na-

turelles
L
tn]E —_ tn]F _— C(tn]u) _ > (tn]E)[I]
t]lv
n a B
¥
tn]C(u) B —— tn](E[]])
\ v
v
v F v 5 ) —F 5 E[1]

Supposons maintenant que la fléche Hn(v) : Hn(F) —_— Hn(C(u)) soit surjective.
On vérifie dans ce cas que o est un quasi-isomorphisme, d'odi une flache

t_C(u) — (tn]E)[l] dans la catégorie dérivée de A, induite par w . Comme

n]
HomK(a%)(tn] G,(tn]E)[]]) - HomK(J%)(tn]G’ Ef1]) , on en déduit le résultat sui-

vant :

u

Proposition 1.2.1 : Spoit E F— > Y E[1] wn triangle distingué dans

la catégorie dérivée de SR , pour lequel B (v) est surjective. Il existe alors
p q

un unique morphisme t_,G —-> (tn]E)[I] tel que le triangle

n]

u t v
n) - nl__, tnC > (t_,E)[1]

n]
soit distingué, et que l'inclusion de ce triangle dans le précédent soit wn mor-

phisme de triangles.

2.1.3, Soient G , H des groupes ab&liens d'un topos T . Les faiceaux d'extensions
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&xti(G,H) se calculent au moyen d'une résolution C(G) — G de G par un com-
plexe de groupes abéliens de T , dont chaque composante est un produit fini de
groupes abéliens libres Z[Xj] de T , engendrés par des objets Xj de T de
type particulier (voir notamment [SGA 71, [11]) . Si 1l'on ne s'intéresse aux fais-
ceaux &mti que pour 1 <n , il suffit de considérer une résolution partielle

€ : C(n)(G) —> G de longueur n de G :

Proposition 2.1.4. Ia flécke t Riom(G,8) —> ¢, Weon(c ™ (@),10) induite

n-1] {

par € est un isomorphisme de D(Ab)

En effet, le triangle distingué défini par la suite exacte de complexes
0 —> ker(e) ——>C(n)(G) —> G —> 0 est isomorphe dans la catégorie dérivée de T

3 un triangle distingué N[n] ——> C<n)(G) —£5¢

> N[n+i1] ol 1 est la fléche
induite par 1'inclusion de N = ker(Cin)(G) — Cﬁ?i(c)) dans Cin)(G) . Pour con-
clure, on applique TR¥om(-,H) & ce dernier triangle et l'on observe que
Riom(N[n],H) = RHom(N,H) [-n] est un objet dont la cohomologie est concentrée en

degré > n .

2.1.5. Explicitons une telle r&solution partielle C(n)(G) de G pour n =3 :
c'est le complexe

9 9

2 Z[GZ] 1

9
(2.1.5.1)  zl6* 1xz16> xz[6° Ixz16? xzlc ) ——> z[e31xz[G2) z[c1

augmenté vers G (coucentré en degré 0) par 1'homomorphisme canonique ¢ : Z[G] — G .

On emploie la notation ensembliste [x ,xr] pour désigner un générateur du fac-

120"

teur Z[Gr] approprié de la composante de C(3)(G) considérée, notation qui ne
préte pas & confusion sauf pour les deux facteurs Z[GS] de C§3)(G) ;5 les formules

suivantes définissent alors les différentielles de C(3)(G) :
(2.1.5.2) 3,[x,y] = - [y] + [x+y] - [x],
3,[%,y,2] = = [y,z] + [x+y,2] - [x,y+2] + [x,5],

azlx)y] = [X,y] - [Y,X] s
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i lx,y,2,w]l = = ly,z,wl + [x+y,z,w] - [x,y+z,w] + [x,y,z+w] - [x,y,2] ,

33[X’y’2] == [Y,Z] + [X“Y,Z] - [X,Z] - [ny,zl + [X’Z’y] - [Z,X,Y]

pour le premier facteur Z[G3] ,
3lx,y,21 = = [x,2] + [x,y+z] - [x,y] + [x,5,2] - [y,x,2] + [y,z,x]

pour le second facteur Z[G3] ,

33[x,y] = [x,y] + [y,x],

33[x] = [x,x] .

Soit A(3)(G) le sous-complexe de C(3)(G) qui coincide avec celui-ci en

degré (homologique) & 2 , et dont le terme de degré 3 est l'ensemble des &léments

de C§3)(G> de projection nulle sur le facteur Z[G] . On observera que
(3) -
(2.1.5.3) A6 v (o, AG) 11,
ol A(G) est le complexe attaché par Eilenberg et Mac Lane en [ 23 , p. 49] dans

le cas ensembliste au groupe ab&lien G . Il est clair que 1'augmentation
€ A(B)(G) —> G induit un isomorphisme HO(A(3)(G)) = G, et 1'on sait par ail-
leurs (voir { 23 , théorémes 20.5 et 23.1; SGA 7 , VII, proposition 3.5.3] ) que

Hl(A(3)(G)) = 0 et que la flache H2(u) est un &pimorphisme, ol

s zlel2] — AP (@)

est le morphisme défini par ulgl=I[g,g] . Mais, puisque C(3>(G) = C(u) , ceci
implique que la fléche t[_2 C(3)(G) —> G 1induite par ¢ est un quasi-isomor-—
phisme, autrement dit que C(3)(G) est une résolution partielle de longueur 3 de

G . On réservera dorénavant la notation C(B)(G) pour le complexe qui vient d'&tre

m

décrit

(1

Signalons & ce propos une erreur de signe dans la formule qui correspond &

32[x,y] dans [12].
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Remarque : Pour une présentation plus sophistiquée de A(3)(G) , voir [ 34 , cha-
pitre VI] ol 1'objet correspondant est un tronqué du complexe noté ZSt(G) , et
[13] . On trouvera par ailleurs dans [ 38 ] une construction de style cubique
d'une résolution canonique de longueur infinie de G , dont chaque composante est
une somme de termes de la forme Z[Gi xZ'j] , construction reprise dans le cadre
simplicial dans [ 34, VI 1.1.4] et [13] . Il est plus délicat de construire une
résolution C(G) de G dont chaque composante est une somme finie de termes de

type Z[Gl] . L'existence d'une telle résolution est due 3 Deligne (non publié).

2.1.6. Nous abordons maintenant le calcul des faisceaux d'extensions annoncé. Soient
S, (L, ,Y) wvérifiant les hypothéses de 1.1.1. On a associé& en (1.1.4.5) a tout
S~groupe G un faisceau abélien G sur le site CRIS(S/E)T , auquel correspond un
complexe de longueur 3 de faisceaux sur ce site, noté C(3)(§) . La proposition
2.1.4 montre (avec la notation introduite en 1.3.1) que, pour tout objet F de la

catégorie égs/z , on a un isomorphisme canonique

(2.1.6.1) Riong - (G,F) = ¢, Wong (¢ (), F)

21 2]

Le but de la discussion suivante est de décrire explicitement le terme de droite de

- k] N .
(2.1.6.1) lorsque F = gé/zE , ol E est un cristal en OS/Z
[k}

rent et gs/z désigne la k-idme puissance divisée de 1'idéal d'augmentation ‘¢

-modules quasi-cohé-
s/z
défini en 1.1.3 ; pour simplifier, on supposera en outre que les puissances divisées

y s'étendent aux produits finis c" .

Soient I une petite catégorie et X un diagramme de topos indexé par I (omn
dit également un topos fibré au-dessus de I, voir [34, VI 5.1] ) . Un faisceau M
sur le diagramme X (appelé généralement un objet du topos total Top(X) associé
au diagramme X) consiste en la donnée, pour tout sommet Xi de X, d'un objet
Mi du topos X; » et pour toute fléche g : Xi —> Xj du diagramme X , d'une

fléche Eg: g*(Mj)——> Mi dans Xi , les Eg satisfaisant & la condition de compa-

tibilité Ehg = Eg ° g*(Eh) pour toute paire (h,g) de fl&ches composables de X .
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Nous associons au S~groupe G un diagramme de topos (G'/E)CRIS’T (que 1'on
notera également (G°/Z)) de la maniére suivante : 3 chacun des facteurs Z[Gn“]i
de la i-iéme composante C§3)(G) du complexe C(3)(G) introduit en 2,1.5 (ol
a est un entier variant de | au nombre de facteurs figurant dans Cis)(G)) , on

n
associe le sommet (G 0‘/Z) du diagramme (G'/g) , en l'affectant du bi-indice

CRIS,t
(i,a) ; 3 chacun des termes [Xl""xn] ou [xl,...,xi+xi+l,...,xn] qui inter-
n
vient dans la définition de la restriction 3 Z[G 0L]i de la différentielle 3 de

C(B)(G), on associe, comme fléche du diagramme (G'/r) , le morphisme de topos

n n
(G a/Z)CRIS . —> (G B/Z) correspondant, entre les sommets de premier indice
s

CRIS,

i et 1i-1 (avec n,=n_ ou n_ * 1) . On considérera en outre que chacune des

) a a
fléches est munie d'un signe, qui est celui du terme correspondant apparaissant dans

le membre de droite des &galités (2.1.5.2) . Ainsi la partie de (G'/L) correspon—

dant au tronqué béte -2 C(B)(G) est le diagramme de topos

@/

CRIS,T§\

&%/

/;;;;jf’ CRIS,T

CRIS, T

(2.1.6.2) — (/D)

CRIS, T

@/

auquel il convient d'ajouter 5 sommets et 20 fldches sur la gauche pour obtenir le
diagramme complet (G'/Z) . On définira de méme un diagramme de topos G; . de
n 3

[+ . - . P
sommet les topos GY . (avec la notation 1.]1.4), les fldches étant définies comme
>

ci-dessus.

Soit E un faisceau abélien de (S/I) ; on lui associe un faisceau

CRIS,T

n*(E) sur (G'/IZ) , de valeur £* (E) sur (G Ot/Z)

n_ CRIS ou
a

CRIS,t °*

n
a - . . .
fna CRIS ° G /Z)CRIS,T —_—> (S/Z)CRIS,T est la flache induite par le morphisme

n
a * .. . . ..
structural de G . Le foncteur = commute aux limites inductives et aux limites

projectives finies, il peut donc &tre considéré comme foncteur image inverse d'un

morphisme de topos
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(2.1.6.3) T (G /Z)CRIS,T —_— (S/Z)CRIS,T .
. . . . s k1]
Exemple : Le faisceau structural OG'/Z (resp. la k-iéme puissance divisée Q}S/Z
de 1'idéal d'augmentation '¥..,.) est le faisceau sur (G'/I) de valeur O n
/T ¢ /s
(resp. qﬁk] ) sur (Gna/Z) Puisque £* 0.,)=0n
n CRIS ° n_ CRIS" S/L a
¢ %z a G /I

(resp. n CRIS glk]) = %Jk] ) par (1.1.10.4) , on a
G O‘/z

*
T (OS/Z) = OG'/Z s

gl gl

S/Z

2.1.7. Soient M un faisceau abé&lien sur (G°/I) , et M(. sa composante sur

i,a)

n
le sommet (G a/Z)CRIS de bi-indice (i,a) . On définit de la maniére suivante un

complexe K'(M) sur I , de longueur 3 : on pose

(2.1.7.1) Ki(M) =@ f
n

M. )
(i,a0)”
o G a/Z*

- o . U ,
oi f 0 : (G /Z)CRIS,T > ZT est le morphisme de topos défini en 1,1.16 ; si,
¢ %z

n
pour toute fldche g : (G B/ )

n
; o
Deris,r — € /D

CRIS, du diagramme (G'/I) , on

note g* la fléche composée

f ng (Eg)
G " /i*
£ — . .
a, ( a, a)) £ (g (M(l’a))) > f ng (M(1+1,B)) ,
G /% c Box G "/Iix
la restriction de la différentielle 5% : Kl(M) —_ Kl+1(M) 34 une composante
£ n (M(i,a)) est définie par la formule
/L%
i i+l

(Z signe (g) g*) ,
g

37 = (~1)

ot g parcourt les fléches du diagramme de but le sommet d'indice (i,a) et de
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source un sommet adjacent 3 celui-ci. On vérifie alors formellement & partir des
formules (2.1.5.2) que K°(M) est un complexe. Nous utiliserons aussi cette cons-
truction, et la notation K°'( ) , pour associer un caomplexe sur ZT 3 un faisceau

abélien sur un diagramme tel que G; "

Soient maintenant (U,T,8) un objet de CRIS(S/Z) , et GU = stU . Supposons

qu'il existe un T-groupe H , de réduction HU sur U , et un plongement

. c e 5 n
i: G, HU s pour tout n , Gn s'identifie alors 3@ un sous—groupe de HU par

U U

le plongement produit, et on notera éDn(Hn) 1'enveloppe 3 puissances divisées
G

(compatibles & y et & ) de 1'idéal de GE dans H" . Pour (i,a) wvariable, les

)} a (18 % forment de facon &vidente un faisceau sur le diagramme H; . défini en
3

¢
2.1.6.
On suppose dorénavant que l'on fixe pour topologie 7T la topologie de Zariski.
n
On peut alors définir des faisceaux sur Hiar en prenant sur le sommet H % du
diagramme le faisceau Qqn , avec les fléches de transition &videntes correspon-
H %/t
dant aux fléches entre sommets. Soient enfin E wun cristal en OS/Z-modules quasi-
n
cohérent sur CRIS(S/:) , et & =E ;s si g est la projection de H o
(u,T,8) n,
sur T , on a donc un isomorphisme canonique
* P
E n, n, = Bna(ﬁ) 29 . )] na(H )
(6D | @ %) g G
(2.1.7.2) ¢
"
=& QOT D rlcl(H )
G

Appliquant le foncteur K° défini précédemment ((G'/I) &tant ici remplacé par
H;ar » et I par T) , on obtient un complexe de OT—modules
. . q .
K'(& @y &D.(H) a 0y
T H
pour q variable, on obtient grice d la différentielle du complexe de de Rham (et

3 la connexion naturelle de & @@G.(H')) un bicomplexe
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K.(g ® @ -(H.) @ .- ) 'Y
0, % 0. Yesr

dans lequel nous consid@rerons le degré en §° comme premier degré, et le degré en
K* comme second degré. Enfin, on d&finit une filtration FkK'(&aé%y(H')sﬂé./T)

en posant

n n
k a k— o
Fe, (@a®, @ el ) =g (3@ @ el ),
¢ ¢ H YT ¢ ¢ H %/T

nC’.

oi % est 1'idéal a puissances divisées canonique de § n (H
a

G

Le calcul des faisceaux d'extensions peut alors s'effectuer grice au théoréme

suivant, dont nous expliciterons plus bas quelques cas particuliers. L'indice s

désigne le complexe simple associé 3 un bicomplexe.

Théoréme 2.1.8. Sous les hypothéses de 2.1.7, supposons que H 8oit affine et lisse

sur T . Il existe alors dans D(OT) un 1somorphisme canonique

k. . . . ~ [k}
(2.1.8.1) t,FK (a@oT @G.(H )“OH.QH'/T)S =ty ]RJ(omS/Z(g,'Z’S/E E) (y.1,6)

Quitte 3 localiser sur CRIS($/I) , on peut d'aprés 1.1.15 supposer que S=U ,

I=T .
Soit I° wune résolution injective de 5}[k]E sur CRIS(U/T) ; appliquant le
u/T
* .. . ~ . * * (k]
foncteur 7 défini en (2.1.6.3), on obtient une résolution = (I) de = (QU/TE)

D'aprés (2.1.6.1), on peut &crire

[k] . (3) [k]
ty) ROmy 0 (Godhy aB) (g 1,5y = Tz TOMYy,p(C 7 (8 Fy 0B) oy 1 gy
- (3) .
= ) (omy 1 (CHDLID (y 1 5))s
(2.1.8.2) =ty (K (@),

compte tenu de la définition de K'(.) , et de la fonctorialité des isomorphismes
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(1.3.4.2)

n
o1 . . .
Z[E ]’I )(U,T,ﬁ)‘ = f n (I )

oy ¢ n
¢ Y« (¢ Y1)

CRIS

n
a
par rapport aux G .

Par ailleurs, d'aprés les résultats généraux sur les diagrammes de topos [ 5 ,

V 3.4.4] , il existe une résolution injective J° de glk] dans (G'/T) ,

n
dont la restriction 3 chaque sommet (G 0‘/T) solt une résolution injective de

CRIS

?’ - —_ -
n ,CRIS U/T . On peut donc trouver un quasi-isomorphisme = (I°) J indui

sant 1'identité sur (ﬁlk] . Il induit alors un morphisme de bicomplexes
K.(ﬂ*(l‘)) —> K" (J") , tel que, pour tout bi-indice (i,a) , le morphisme

* . .
fa (fna,CRIS(I N —£, 4 )

n
o a o
G /Tx G /Tx (¢ /T)CRIS

induit sur le facteur correspondant de la i-idme ligne soit un quasi-isomorphisme,

* . . ~ - .. .
les complexes fna,CRIS(I ) et J n, gtant tous deux & termes injectifs
(e /T)CRIS

P
sur (G /T)CRIS . Par suite, le morphisme de complexes simples
(2.1.8.3) K (r (1)) — KT

est un quasi-isomorphisme.

Enfin, pour tout (i,a) , le foncteur linéarisation associé & la T-immersion
n
¢ <> H® [cf. 5 , IV 3.1, ou 10, 6.9] permet d'associer au complexe d'opéra-

n
teurs différentiels & @ éb‘l (H O‘)(8:&2’{1 un complexe d'opérateurs linéaires

¢ H /T
n, n,
L(ﬁ@ébn (H )@Q'n ) sur CRIS(G /T) . D'aprds le lemme de Poincaré cristallin
¢ 1 */T

[ 5, V2.1.5 ou 10, 6.14] , celui-ci est une résolution de E . Plus générale-

ment, il existe sur le complexe linéarisé une filtration canonique

n
FkL(8®§Dn (H 0L)@Q'n Yy [ 5,V 2.1.4] , donnant une résolution de Q}[ﬁ] E : on
o

G 1T ¢ Y/t
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définit pour cela un PD-idé&al canonique :X% de L(O n ) , on pose, pour tout
o a
H
0  -module ﬂf N FkL(ﬂd) = jc[k]L(ﬂj) , et on filtre le complexe linéarisé par
Hna Dy
Fk_1 en degré i . La fonctorialité de cette comstruction [ 5 , IV 3.1.5 ] en-

traine que pour (i,a) variable, ces complexes linéaris&s forment un complexe

FkL(&® 3%.(H')&Qé./T) dans (G'/T) , fournissant encore une résolution de

k]

¥ . .
m( U/TE) . Il existe donc comme plus haut un quasi-isomorphsime

k. . . .
FL(&@ @G.(H )QQH./T)———> J
induisant un morphisme de bicomplexes aprés application du foncteur KXK' . Mais,

pour tout (i,a) , et tout ¢ n -module gf , FkL(G:) est acyclique pour la projec-
[+

H n n
tion u o du topos cristallin (G Ct/T)CRIS sur le topos zariskien de G e,
¢ N
tandis que u _ Fu(gy) =gl @_ @ HeF) [ 5,V 1.2.5et2.2.2] ; come
¢ %/1« ¢

n

£ =f o u =g o u (en identifiant un faisceau sur G % 2

na na* na n&¥ nOE
G /T¥ G “/T* G /Tx
Mo
un faisceau sur H ) , et que 3 est un morphisme affine, on voit que, pour F
o
quasi-cohérent, FkL(gf) est un faisceau f a -acyclique. On en conclut comme

G %/T*
plus haut que le morphisme de complexes simples

(2.1.8.4) K (FL(G @ &, ()80 1))

H'/T > K

est un quasi-isomorphisme ; comme

.ok e k. .
K'(FLE® @G.(H )mnH./T))S = FK(&a sz.(H )@gH./T)S R

le théoréme résulte des quasi-isomorphismes (2.1.8.2), (2.1.8.3), (2.1.8.4).

Remarque : Si G est un S-groupe fini localement libre, et si U et T sont af-

fines, il existe toujours un T-groupe affine et lisse H, et un plongement GUC—-HU.
. * . P

En effet, si G est le dual de Cartier de G, G = Koms(G*,Gm) est plongé dans

le faisceau dnnrs(c*,cm) des morphismes de schémas de ¢* dans Gm , qui est



représentable par un schéma en groupes affine et lisse L [ 41, II 3.2) . Mais,
¥ . . ~ . .

comme GU est d'intersection compléte relative sur U , il peut se relever en un

schéma fini localement libre sur T , qui définit de méme un T-groupe affine et

lisse relevant LU

Exemple 2.1.9, Explicitons le terme de droite de (2.1.8.!) dans le cas oi E est

i 0 i k= i.e. o 1 .
le cristal 55> et ol k=0, i.e. ol l'on veut calculer tszmbmS/z(E’OS/Z)(U,T,G)
C'est donc par définition le complexe simple associé au bicomplexe suivant, ol le
premier degré est le degré en Q°, et le terme <i%(H) est placé en bidegré (0,0)

(on omet ici la notation 8y x> H étant affine sur T)
a

2.1.9.1) @) ——— Y Wan >@G(H)®Q§/T .

H/T
! | \
éZ)GZ(Hz) —_— O‘DGZ(HZ)GQ;Z/T > @GZ(HZ)QQIZ{/T —> ...
3l 2 v
2 50 D, (1) — (%3(Ha)GQ}]{3/T)®(®GZ(H2)®Q;2/T) > >
4 3 \ll 3 v \
2, )e&)GB(H )“’32;3“‘ )e%z(nz)e%(n) — . — >

€haque facteur d'une ligne horizontale est 1‘'image par 8, 4 du complexe de de Rham
a

n
o .
éDn>(H 1-19] n correspondant, et les fléches verticales sont décrites par les for-
a a
G H /T
mules (2.1.5.2).
Dans le cas particulier oi GU est la réduction & U de H (et donc est no-

tamment lisse sur U) , la situation est plus simple : en effet, 1'idéal de G-

U
i Lo . . . - .o
dans H est 1'idéal 0 i » Qul est canoniquement muni de puissances divisées
H
compatibles 3 5, car H est plat sur T , de sorte que les puissances divisées
2 N i .. M
vy et & s'étendent 3 H” . Ainsi, 1'homomorphisme canonique 0 — Q. @Yy
n n

H(I GG.



est un isomorphisme, de sorte que le terme de droite de (2.1.8.1) est simplement

k. . .
tleK(x‘Z@ Q

H'/T)s . En particulier, pour E = OS/E , le bicomplexe 2.1.9.1 se

réécrit alors

] 2
(2.1.9.2) OH QH/T > QH/T > e
0, > sz’z > 922 > ..
H HY/T H/T
| ol |
0 e, —— Q 1) > . >
W u w/T HY/T
! | !
0,60 00 00 _e0 S > ... > ..

. i . .
Les faisceaux &t sont, pour i g 2 , les faisceaux de cohomo-

/38 %2 (u,1,6)

logie du complexe simple associé 2 ce bicomplexe. Nous adopterons, pour les décrire,

(6,0

la notation ensembliste suivante : pour toute section f (resp. w) du faisceau

OH (resp. Q;/T) , on désigne par f(x+y)(1) (resp. w(x+y)) 1'image de £ (resp.

- 0 —s 0 i 6 N .
de w) par la fléche H > HxH (resp. QH/T > QHZ/T) induite par la loi de
groupe de H. Une notation semblable sera utilis8e pour décrire les fléches induites
n-1

par les morphismes de projection " — H (resp. par l'application diagonale

H—> HxH , resp. par les morphismes B — 1" qui permutent les facteurs).

Avec ces conventions, le faisceau ¥Hom_,.(G,0 a pour sections les

s/1$&Y%/1) v, 1,6

sections £ de OH telles que

1) £(x) + £(y) = f(x+y)

(c'est-3a-dire que f dé&finit un T-homomorphisme de H vers le groupe additif Ga),

M On peut préférer la notation f(x+y) puisqu'il s'agit de la loi de groupe de H.
H
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(ii) df = 0 .

1 . .
De mé 0 i -
e méme &mts/z(g, S/Z)(U,T,G) est le faisceau quotient du faisceau dont les sec

tions sont les paires (f,w) de sections de ¢, @ Q]

Hz q/T telles que

(1) -f(y,z) + f(x+y,z) - f(x,y+z) + f(x,y) =0 ,

(i) £(x,y) = £(y,%)
(autrement dit f est un 2-cocycle symétrique de H & valeurs dans € , et dé-

finit donc une extension de H par Ga) ,

(iil) df = w(y) - w(x+ty) + w(x) ,

(iv) dw=0.

On quotiente par le sous-faisceau dont les sections sont les paires (f,w) qui
s'écrivent localement sous la forme f£(x,y) = g(y) - g(x+y) + g(x) , w = dg , pour

une section g de OH .

Explicitons enfin, bien que nous n'en aurons guére besoin, la description ana-

)

/1 . C'est le quotient du faisceau dont les
1 2

sections sont les quadruples (f,g,w,n) de sections de 0 3@ 0 ,09, of
H H H°/T H/T

. 2
logue du faisceau &xts/z(g,o U,T,6)

telles que

(i) dn=0,

(ii) nlx+y) - n(x) - n(y) = do ,

(iii) - w(y,z) + wlxty,2z) - wix,y+2) + w(x,y) = di(x,y,2) ,

vy wlx,y) - oly,x) = dglx,y) ,

(v) la paire (f,g) satisfait aux cing relations définies par les cinq der-
niéres formules de (2.!1.5.2) (1'analogue multiplicatif de quatre de ces relationms
est explicité en [ 12, p. 1252} ; quant & la dernidre, c'est la relation g(x,x)=0

induite par la derniére relation de 2.1.5.2).

. 2 . . .
Le faisceau &xtS/E(E’OS/Z)(U,T,é) est le faisceau quotient de ce faisceau

par le sous-faisceau dont les sections sont les quadruples (f,g,w,n) qui s'dcri-
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vent localement sous la forme suivante, ol (h, ) est une section de 0, @ Qé :
ul /T
(i)  £(x,y,2z) = - h(y,2z) + h(x+y,2) - h(x,y+z) + h(x,y) ,
(ii) g(x,y) = h(x,y) - h(y,x) ,

(iii) w(x,y) = dh(x,y) - (y) + t(x+y) - t(x) ,

(iv) n=dg .
Exemple 2.1.10. Supposons & nouveau que E = OS/Z , mais que k = 1 . Dans ce cas,

1. . . .
le complexe t2] F'K (JDG.(H )@QH./T)s qui calcule t2]DKKbms/Z(E,?s/E)(U’T’a) est
le complexe simple associé au bicomplexe obtenu 3 partir du bicomplexe (2.1.9.1) en

remplagant la premiére colonne par le complexe

0

> FD M) — FD . W) — FD () 0 3D @)
G G2 G3 G2

o 3D i(Hl) désigne 1'id8al 3 puissances divisées canoniques dans 1'enveloppe &
G . . .
puissances divisées {Di(Hl) de G' dans H' . En particulier, lorsque U =T et
G

GU = H (de sorte que GU est lisse sur U) , cet idéal est nul et le complexe per-

. . bicom
mettant de calculer tzlﬁmbms/z(g,gé/z)(U’U) est celui qu'on associe au bicom

plexe obtenu & partir de (2.1.9.1) en supprimant la premiére colonne.

Autrement dit,

2.1.10. =
( 0.1) J(’oms/z(g,?s/z)(u’u) o,
(2.1.10.2) gxt! (6% ) - ker(a! 259
s/z 2205/’ (U, 1) G,./U,d=0 2 ’
U GU/U
la fléche 3 : Q] —> Ql &tant définie par
G,./U
U GU/U

dw(x,y) = w(x+y) - w(x) - wly) .

. 1 . P . cpps .
Ainsi &xts/z(g,?é/z)(u’u) s'identifie au faisceau We des formes différentielles

U
invariantes par translation de GU . Nous étendrons plus loin ce résultat au cas de
groupes lisses non nécéssairement affines. Enfin 8xt§/z(g, S/Z%U U)s'explicite tout
’

2 . . . .
comme &xtS/Z(E’OS/Z)(U,T,G) en 2.1.9 mais avec les conditions supplémentaires

f =g=h=0. Celles-ci en rendent la description bien plus aisée.
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Remarque : Alors que le terme de droite de (2.1.8.1) dépend apparamment du choix

d'un T-groupe H et d'un plongement 1 : Gy — H, il n'en est pas de méme du

terme de gauche. Ainsi, les différents complexes t FkK'(agéb.(H')esﬁ. ) ob-
2] G /T’

tenus en faisant varier cette immersion sont quasi-isomorphes, par un morphisme qui

se réalise de maniére &vidente comme morphisme de complexes, chaque fois qu'on dis-

pose d'un homomorphisme de T-groupes u rendant commutatif le diagramme

2.2. Variantes.

2.2.1. Nous utiliserons plus tard la généralisation suivante du théoréme 2.1.8.
Soit G' : ¢ — G1 un complexe de longueur 1 de groupes abé&liens d'un topos. Par
coasia . s e . (3), .0 (3) 1
fonctorialité, il correspond & G un bicomplexe C (G) — C (G') (avec
Ci3)(Gl) placé en bidegré (i,-*)) . Le complexe simple de celui-ci, qui sera noté
C(3)(G') s est concentré en degrés [-3,1] . Plagons-nous maintenant dans la situa-

° G] de S-groupes commutatifs

tion examinée en 2.1.7 ; un homomorphisme d : G
définit, pour tout objet (U,T,8) de CRIS(S/I) , un morphisme de diagrammes de
topos (GZ}T) — (Gé}T) , c'est-d-dire un diagramme de topos de type plus compli-

qué, qu'on notera (Gﬁ}T) . Supposons maintenant donné un diagramme commutatif de

groupes
j
Gg ° > w°
dU
i
Gé ————L———> H1

L. . p i . . . i
oi j; est une immersion de GU dans un T-groupe commutatif affine et lisse H

compatible aux lois de groupes. Les raisonnements de 2.1.8, appliqués au diagramme
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(G,

U}T) , montrent alors que l'on a un isomorphisme dans D(OT)

(2.2.1.1) £, | RHom €] R (eed (H e

e )
G H**/T’s

. oKl .
s/2€ 535758 u,1, ) =

~ oK. P . ‘2 . P
oi F K'( )S désigne le complexe simple associé au tricomplexe défini par le mor-

phisme de bicomplexes

PR e (1 Ye’, ) — FK'Ged @80’ ),
. H‘/T GO. HO./T

les indices étant, dans 1'ordre, 1'indice de Q° , celui de (G',H") , et celui de

K" (les termes du bicomplexe source seront donc de tri-degré (%,-1,%))

Remarque. Si G est un groupe fini localement libre sur S , et si GU se reléve
en un groupe fini localement libre G' sur T (par exemple si U = T!) , alors
tout plongement G'< 1° dans un T-groupe affine et lisse, avec pour quotient L1
(qui est donc affine et lisse &galement), fournit plusieurs complexes permettant
(k]

de calculer tl]nawms/i(gfas/ZE)(U,T,G)

a) le complexe t FkK'(S ®, o .(Lo')m Q° ) introduit en 2.1.8 ;

1] 0. G 0.0, ‘0., s
T L L°/T
b) utilisant le quasi-isomorphisme G = {Lg —> LS} , 11 peut aussi &tre cal-

B’ Kowro o o .
culé par le complexe tl]F K (&GSHf'/T)s , d'aprés (2.2.1.1) ;

c) en posant ¢® =¢ s G1 = 0, le diagramme

fournit par la méthode de 2.2.1 un calcul au moyen du complexe

FkK'(a@@G. (L )en!

t1] L"/T)s .

Pour comparer ces trois constructions (la troisiéme n'étant introduite que
pour servir de lien entre les deux premiéres), le lecteur pourra se reporter a la

démonstration de 3.2.4.
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2.2.2. 81 on ne fait plus en 2.1.8 1'hypothése que le T-groupe lisse H soit af-
n .
fine sur T , les faisceaux &@ & n (H a)@an considérés ne sont plus g _-

n *

[ B */T
acycliques, et la flache (2.1.8.1) n'est en général plus un isomorphisme. On dispose
cependant, pour un S-groupe commutatif quelconque G , du procéd& suivant pour cal-

culer les groupes (G,F) pour ns 2, F é&tant un objet de Ab : par

=s/z
(3) o
(€*77(G),F) et le dévissage de

n
8mts/z

(2.1.6.1), un tel groupe est isomorphe a Sxts/z

C(B)(g) fournit une suite spectrale

gPrd o ggtd (c(3)(c) F) —  gat®

3
i s/t (c*77(6),F)

S/t

n
Puisque C;3)(§) est une somme de facteurs Z[G 0‘] , et que, par 1.3.4,

n
q o . s »d * N . @
8xts/z(Z[G 1,F) est isomorphe & R fna CRIS*(fna CRIS(F)) (ot f“a Hel > 8

est le morphisme structural), cette suite spectrale se réécrit

(2.2.2.1) Y- @it & ) = &l P @,m .
o

n_ CRIS* "n_ CRIS
a a

Supposons maintenant que F = ?552 , E @étant un cristal en OS/E

pour un objet fixé (U,T,8) de CRIS(S/Z) , il existe un T-groupe commutatif H

-modules, et que,

de réduction HU sur U , et un plongement i : GU > HU . Dans ce cas, on observe,

n n

en utilisant les plongements induits GUa c— HUa pour n variable, que chacun

q * [k] . Ca
des facteurs R fna CRIS*(fna CRIS(QS/ZE))(U,T,é) du faisceau sur T associé a
E?’q est isomorphe, avec la notation de 2.1.7 étendue au cas ol G n'est plus af-

fine, au groupe d'hypercohomologie de de Rham ]ngn>§qjk ](&aﬁb (H S )
] C % /T

Lorsque 1'immersion i est un homomorphisme, la restriction & chacun des facteurs

de E?’q de la différentielle d?’q : E?’q —_ E$+1’q est la fléche définie en

n
hypercohomologie de de Rham de H * a partir du terme correspondant

d la différen-
: (3) o o3 o P . .
tielle Cp+](§) > Cp (G) par le méme procédé qu'en 2.1.7. Ceci fournit, pour

ng 2, un procédé de calcul de G, 3[k] dans le cas non affine tout & fait

S/Z
similaire & (2.1.8.1), & ceci prés qu'il faut considérer 1'hypercohomologie plutdt

que la cohomologie de de Rham.
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Ces considérations nous permettent d'étendre (2.1.10.1) au cas ol le S-groupe
G est lisse, mais non plus affine, sur S . Pour tout S-schéma U , on dispose
d'une suite spectrale (2.2.2.1) dont 1l'aboutissement coincide, pour n £ 2 et

n [k] e
k 2 0, avec &cts/z(g,'}S/Z) U, ) et dont les termes initiaux sont de la forme

E?’q =& ]qun ;(O[k Q'n ). En particulier, pour tout p 2> 0 et pour tout q < k,
o o c.%/u
U
EI]”q = 0 puisque cr{k Q’n est concentré en degré > k . Ainsi, lorsque k > 1,
o
GU /U

les termes initiaux de degré total < 1 sont tous nuls, et donc

J(omS/Z(G G (k] o .

s/x Wy = &g @0 () =

Supposons maintenant que k = I . Les comsidérations précédentes montrent que

,0 o

E = H =0, et par ailleurs, puisque 0[1 Q est concentré en degré > 1 ,

GU/U

o
1

o, _ l . ' cer w1t . . . 1
E1 R f‘(o“ QGU/U) s'identifie a 1'image directe par f du faisceau QGU/U,d=O
des formes différentielles fermées sur GU (resp. E:’] = f (Q1 )) . La dif-

2% 2
GU/U,d—O

ol E]’l est la restriction & Eo’] de la fléche définie

férentielle d(])’l : E1 1 1

en (2.1.10.2) ; son noyau est donc le faisceau des différentielles invariantes par

. 1 L 0,1 - P
translation sur GU , de sorte que &xts/z(_c_,grs/z)(U’U) = E2 =W . En résumé :

Proposition 2.2.3. Soit G un S-groupe lisse. Alors, pour tout S-schéma U ,

kl

/Z(UU) =0 pour k 21 .

. [
(i) JComS/Z(G,’}

. . . . , ’\4 1 .
(ii) Il existe un isomorphisme canonique wGU > g"’ts/):(—c-’qs/z)(U,U)’ ou

w, est le failsceau des formes différentielles sur Gy invariantes par tranglation.
U

(iii) 8:ct (& ’}él;]z (U gy =0 powr k> 1

2.2.4. Le théoréme 2.1.8 repose en définitive sur l'existence d'un lemme de Poincaré

cristallin et sur la possibilité qui en découle de ramener le calcul de la cohomolo-
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gie cristalline d'un schéma X plongé dans un I-sch€ma lisse Y & un calcul de
cohomologie de de Rham sur Y . Il existe d'autres situations dans lesquelles on
dispose d'un énoncé similaire, et pour lesquelles on peut en déduire une variante

du théoréme 2.1.8 :

(i) Remplagons CRIS(S/Z)Zar par le site cristallin nilpotent Nil--CRIS(S/E)Zar
pour lequel les objets sont les L-immersions U <> T définies par un idéal PD-
nilpotent. On dispose alors, pour toute T-immersion X &> Y d'un U-schéma X dans

un T-schéma lisse Y , d'une ré&solution

» A X
Og/p — Llfg/p)

A
du faisceau 0;/ défini en 1.1.3, exemple (iii), oit L désigne 1'analogue pour

T

A
le site nilpotent du foncteur linéarisation, et L(QY/T)X le complexe de De Rham

linéarisé multiplicatif

~ .
L(Q

/T )

>

x a oo % _dlog 4,01 d a2
) L(OY) — L(QY/T) _—~—>L(QY/T

Sous les hypothéses de 2.1.8, on obtient par le méme argument un isomorphisme

- N - . X
KD @eey D),

ty) Biomg 5 (6,0 H'/T

* ~

s/2)(u,1,8) ~ %2
A

oi & est le séparé complété de & pour la topologie '§~-PD-adique, et

(Q.@mer. ) s &) —dlog 2 H)ao! d,
G’ AL G ¢ 6 ¢ H/

. T ve

Les Smtglz(g,oz/z) s'explicitent donc comme en 2.1.9 , 3 condition de remplacer
. . o . . x

partout §DG.(H )@QH./T par ( 3%.(H )@QH./T)

(ii) Soient (A,I,y) un PD-anneau noethérien et P un sous-PD-idéal de I tel
que A soit séparé et complet pour la topologie P-adique et que p € P . Posons
I = Spec(A) , et prenons S = Spec(A/P) . La cohomologie cristalline relativement
4 I d'un S-schéma X plongé dans un I-schéma lisse Y se calcule comme cohomo-
logie de Y a valeurs dans un complexe de de Rham compldté (voir [ 10, théoréme

7.23]) . On peut en déduire une variante de 2.1.8 pour le calcul de

tZ]DRHomS/Z(g,OS/Z) et des Ext globaux correspondants. Plutdt que d'expliciter
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celle-ci, nous allons maintenant examiner plus en détail une situation qui s'en

rapproche, celle o X est plongé dans un I-schéma formel lisse Y .

2.2.5. On se limitera dans la discussion suivante, pour simplifier, & une situation
bien moins générale que ci~dessus, celle oi § = Spec(k) , k @&tant un corps par-
fait, et I = Spec(W(k)) . Par ailleurs, on se place dans le cas similaire & 2.1.9,
c'est-d~dire que 1'on considére seulement la cohomologie cristalline & valeurs dans
le faisceau structural. Enfin, on se restreint au cas absolu, et on va donc consi-
dérer des groupes de cohomologie cristalline, plutdt que des faisceaux images di-

rectes supérieures.

Le but de cette section est de démontrer une variante absolue de (2.1.8.1) ,
sous les hypoth&ses que l'on vient de mentionner, lorsque 1l'on suppose que G est
un S-groupe commutatif fini connexe plongé par une immersion compatible aux lois de
groupes dans un I-groupe de Lie formel commutatif H . Il nous faut commencer par
démontrer un &noncé du type de ceux mentionnés plus haut, qui permette de réduire
le calcul des groupes de cohomologie cristalline de G relativement @ I 2 celui
des groupes de cohomologie d'un complexe de de Rham convenablement complété. Les
résultats de 2.2.5 - 2.2.11 ne seront pas utilisés dans la suite de cet article, et

sont donnés 3 titre d'illustration de nos méthodes.

Soient W = W(k) , A = W[[T’,..,Td]] s A= A/pnA pour n > 1, et B un quo-
tient de A, . Posons X = Spec(B) , Yn = Spec(An) et Y = Spec(A) . On désigne

1
Al
par

N le séparé complété de Ql pour la topologie p-adique, et 1l'on appelle

A

complexe de de Rham complété le complexe ﬁé = A(ﬁ;) (avec la différentielle habi-
tuelle). Par 1.2.8 (ii), 6; est un A-module libre de base les dTi . Soient Jn
(resp. J) le noyau de An —> B (resp. A —> B) et DZ?J) le séparé complété, pour
la topologie p-adique, de 1'enveloppe 3 puissances divisées de J dans A . Enon-
gons le théoréme de comparaison de la cohomologie cristalline d'un k-schéma X

plongé dans le spectre Y d'un anneau de séries formelles sur W & la cohomologie

de de Rham de Y ; c'est l'analogue des théorémes 7.2 et 7.23 de [10] , ot X
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était plongé dans un W-schéma lisse.

Proposition 2.2.6. Sous les hypothéses précédentes,

Rr(X/Wn,Ox/w ) &?)A (Jn) ®, QA s
n n n n
T e b
Rr(x/w.ox/w.) = 0, (D ﬁQA .

I1 suffit de démontrer 1'énoncé relatif a W, le passage a la limite s'effec-—
tuant comme dans loc. cit. Pour la démonstration du lemme suivant, voir [ 6,

démonstration de 4.2.3 1.

Lemme 2.2.7. Pour tout (U,T,8) € CRIS(X/wn) , 1l existe localement sur T un mor-

phisme h : T —> Y tel que le diagramme

i) > T
e
|
/
v 4
X &«&—&—— Y
v
Spec Wn
soilt commutatif.
Par suite, le linéarisé éfY (Q% W ) du complexe de de Rham de Yn {10,
n n'n
6.9 ] définit un complexe de cristaux L(Qé W )} sur CRIS(X/WH) , par
n’'n
*
LRy ) =h (d . o),
Yn/wn (u,T1,8) ¥ Xn/wn

ce dernier ne dépendant pas, & isomorphisme canonique prés, du choix de h grice

S a1 e L s . .
a l'hyper—PD-stratification de QfY(QY ) )
n'"n
Observons alors que, comme dans le cas lisse, L(Qé s ) est une résolution
n''n
3 [ U —aTos z 21 2
de OX/W . En effet, soit An c An la sous wn algébre engendrée par les &léments

.1
n-i . .
de la forme p xP ; tout diagramme commutatif
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<
o
«— ©

(@]
-

oi C est une Wn—algébre telle que le noyau de C —> C1 soit muni de puissances

divisées, peut 8tre complété par h : A —C, et la restriction de h & AI'1

est déterminée de manidre unique [ 6 , démonstration de 4.2.3 ]. En particulier,

'

les deux homomorphismes composés

>

1 —
An >An®W An > Qw.‘.‘. /W M
n n' n

sont égaux (& / (1) désignant l'enveloppe 2 puissances divisées de 1'idéal d'aug-

mentation), puisqu'il en est ainsi aprés composition avec 1l'augmentation

@A N )y — Ay . Les propriétés universelles du produit tensoriel et de 1'enve-
n

n
loppe & puissances divisées entrainent alors l'existence d'un homomorphisme cano-

nique 9

5 e iz . -
An/Ar'g(]) @A W (1) , dont on vérifie aisdment qu'il est inverse de

n

1'homomorphisme canonique @A

(l)—>®A /A.(l). Or ce dernier est, pour ses deux
n n' “n

/v
structures de An—algébre , isomorphe & 1'algébre de polyndmes 3 puissances divisées
An<X]""’Xd> , avec Xi = m'ri - Ti(&l [ 6 , loc. cit. ] . Il en résulte que pour

s . .
tout (U,T,8) , L(QAn/Wn)(U,T,G) est localement isomorphe au complexe

0, <X, ,...,X,> @ QF >
T 1 d OT[xl,...,xd] ()T[x],...,xd]/oT

qui est une résolution de OT d'aprés le lemme de Poincaré [10, 6.11 et 6.12]

I1 suffit pour achever la démonstration de la proposition 2.2.6 d'observer que

les L(Q; W ) sont acycliques pour le foncteur image directe associé 3 la projec-
n''n

tion uX/Wn de (x/wn)CRIS,Zar sur XZar [10, 6.10 et 5.27 ] , et que
u (L(szi ) = & (Y )e ol
x/wnas Y /W X''n OY Yn/Wn

n

d'aprés [10, 6.10 ], compte tenu de ce que Y, est affine sur W

En utilisant le lemme 2.2.7, on peut alors reprendre le raisonnement de 2.1.8,



76

et en déduire sans difficulté la variante suivante.

Proposition 2.2.8. Soient H wun groupe de Lie formel commtatif sur W (resp.
W) et G un sous—groupe de sa réduction H o sur k . Il existe un tsomorphisme

canonique dans D(wn) (resp. D(W))

tz]"mﬂ°mk/wn(9ﬁ0k/wn) " KD (D @ RWERE
{resp. ~
A
tzlmﬂomk/w(g,ok/w) = CZ]K (@G.(H ) ® QH'/W))S Js

ou le membre de droite est défini comme en 2.1.7.

Ainsi les groupes Ext.

/G0

/W

a& fait similaire 3 celle donnée en 2.1.9. En particuliers Ext

admettent pour i < 2 une description tout

] v - _

k/w(g, Ok/w) s'iden
e . 2 SN Al
tifie au groupe des paires (f,w) , telles que f € Q 2(}{ ) et w €D (H) ﬂflﬂ

o G /W

satisfassent aux quatre conditions similaires 3 celles qu'on a données en 2.1.9 ,

. * o x % S
modulo les paires de la forme (dg,-u g+plg+p2g) pour un g € @G(H) , u (resp.
pi) désignant la flache induite par les lois de groupes de G et de H (resp.

par les projections de G2 sur G et Hz sur H)

2.2.9. Supposons maintenant que G soit la réduction 3 k d'un W-groupe de Lie

formel commutatif H = Spf(A), avec A = w[[Tl""’Td” . Comme on 1'a dit en 2.1.9
A

dans une situation analogue, @G(H) est maintenant isomorphe & A . Le bicomplexe

PaN A
K'( @G.(H') ® QH'/W) est donc de la forme suivante (ce diagramme est similaire &

(2.1.9.2))
Al A2
(2.2.9.1) wilT]] —— > nw[[T]]/W _—_— QW[[T]]/W
o b l
wilT,,T,]) SR e
!
W[[TI,TZ,TB]]®W[[T4,TS]] —_— ..
y
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avec Ti = (Ti,l""’Ti,d) pour tout 1 . Notons CW(H,O) le complexe simple

associé 3 ce bicomplexe.

N. Katz a considéré en [36 , V] 1la cohomologie du complexe de de Rham formel
de H , et notamment la partie primitive du H1 ; il a en particulier explicité le
lien avec les "presque-logarithmes"” du groupe de Lie formel H . Revenons maintenant

briévement sur cette discussion, dans notre contexte. Le but en est de fournir une

0

1.
k/W) =H (CW(H,O)) .

autre description du groupe Ext;/w(g,

On observe que chacune des composantes de Cﬁ(H,O) est un W-module sans tor-
sion, et le complexe CQ(H,O) s'injecte donc dans le complexe similaire Cé(H,O)

construit @ partir de la "fibre générique" H x Spec(K) = Spf(K[[T]]) de H,

Spec (W)
complexe simple associé au bicomplexe
(2.2.9.2) K[[T]] > al >
B K[ITI)/K o
! o
-
kLT T, RIlT,,T,11/K >
\
1 — o, ——
K[[T]:TZ’T3]JeK[[T4,T5]] > e > e
4

Puisque K[[Tl,...,Tr]] est une Q-algdbre, chacune des lignes horizontales
de ce bicomplexe est, par le lemme de Poincaré formel, une résolution de K . On
voit donc, en examinant la définition des fldches verticales que l'on a un quasi-
isomorphisme de complexes

v -
e : K—> CK(H,O),

n
oi K est le complexe

pour une différentielle Kz — K5 qu'il n'y a pas lieu d'expliciter ici. En par-



78

v .
ticulier, tl]K est acyclique, et donc également cl]Cé(H’O) . On déduit de 1'in-

jectivité de C&(H,O) — Cé(H,O) que HO(CQ(H,O)) =0, c'est-3~dire que
(2.2.9.3) Homk/w(G,Ok/w) =0

(résultat qui sera généralisé en 4.2.6).

Soit C

R/W le complexe défini par la suite exacte

(2.2.9.4) 0 > C‘}(H,O) — CI'((H,O) (H,0) —> 0 .

> Cgrw

A la l-acyclicité de Ck(H,O) correspond un isomorphisme

(2.2.9.5) HO(CI'(/W(H,O)) SLEN Hl(Cw(H,O)) = E

1

xtk/w(g,o

Y

. .. 1 ~
qui fournit la description de Eth/w(gﬁok/w) annoncée. Le terme de gauche de 2.2.9.5
s'identifie en effet 3@ 1'ensemble des &€léments f € K{[T]] , considérés modulo

WIIT]] , qui satisfont aux relations suivantes

(2.2.9.6) £(T)) + £(T,) - £(T +1,) € W[[T,,T,]] ,

Al
4 € Stnm

On retrouve bien 14 les conditions décrivant le module DI{G/W) de [ loc. cit.
théordme 5.1.6 ] (la condition inessentielle de normalisation f£(0) = 0 résultant
de la premidre des relations 2.2.9.6 puisqu'on travaille modulo W[[T]]) . Enfinin
on renvoie & loc. cit. pour une discussion de la relation entre les "presque-loga-

rithmes" £ € K[[T]] au sens de (2.2.9.6) et les ohjets similaires (mais néanmoins

distincts) &tudiés par Fontaine [ 24, 26] .

2.2.10. Revenons au cas d'un k-groupe commutatif connexe fini G plongé dans un
W-groupe de Lie formel H. On peut encore donner une description de style (2.2.9.6)

du groupe Ext. 6,0

kSl -

N
Pour cela, il nous faudra d'abord montrer que §DG(H) peut &tre plongé comme

sous-anneau dans K[[T]] = K[[Tl""’Td]] . Plagons-nous en fait dans une situation
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un peu plus générale, et soient R une k-alg@bre finie locale, intersection com-

pléte relative sur k , et 7 : k[T

o 1""’Td] —> R (resp. k[[T],...,Td]]) un

homomorphisme surjectif, dont le noyau J0 est contenu dans 1'idéal (Tl"“’Td)

On observera que les hypothéses faites sur R entralnent dans les deux cas que J0
contient une puissance de 1'idé&al (Tl""’Td) ; la donnée de T 8quivaut donc &
la donnée d'un homomorphisme surjectif k[Tl""’Td]/(Tl’""Td)N —> R, pour N
assez grand ; de plus, si Jo = Ker(k[T] —> R) , on a Ker(k[[T]] —>R) =Jo.k[[T]].
Posons A = W[T] (resp. W[[T]]), et soient J 1le noyau de 1 'homomorphisme com—
posé 7™ : A+R, et 5&?&) le séparé complété de @%(J) pour la topologie p-
adique. On suppose qu'il existe une suite d'éléments fl""’fd € WlI[T]] relevant
une suite de générateurs de I, telle que fi(O) = 0 et que 1'idéal (fl""’fd)

de W[IT]] contienne une puissance de 1'id&al (T ’Td) . Cette hypothése est

120"
toujours vérifide dans le cas particulier qui nous occupe, car, d'aprés le théoréme
de structure des schémas en groupes de présentation finie [ 20, III, § 3, 6.11],
il existe une suite réguliére de paramétres de k[[Tl""’Td]] , soit qq,...,qa ,

* %a

telle que I soit engendré par une suite de la forme qf ,...?% . Soient enfin

gl,...,gnfiw[zl des &léments relevant une base de R sur k .,

Lemme 2.2.11. Sous les hypothéses précédentes, 1l existe une injection canonique

oS
(2.2.11.1) &) > Kll1,..., 7,11,

~
identifiant Qk(J) d l'ensemble des séries qui peuvent s'écrire sous la forme

(2.2.11.2) eI = ] h (ME@mY 1,
q 9—=—- 49

ou les hq sont des combinatsons linéaires d coefficients dans W de Biseeea8y o

tendant vers O pour la topologie p-adique de WIT] lorsque |q|-++e .

Observons tout d'abord que les &noncés relatifs 3 W[T] et W[[T]] sont &quiva-
lents. En effet, si J est le PD-idéal engendré par J dans é%(J), la compatibilité

des puissances divisées de J 3 celles de p entralne que pn &%(J) est un sous-—
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PD-idéal de J . Par suite, 1'image de J dans @A(J)/pn 3%(J) est munie de puis-—

sances divisées par passage au quotient, de sorte que 1'homomorphisme canonique
) o —
(N /o D,(3) —> @AH(JAn) ,

oi A = Wn[I] (resp. Wn[[E]]) , posséde un inverse, et est un isomorphisme
Comme pn = 0 dans An , une puissance.de J , donc de (Tl""’Td) , est d'image

nulle dans @k (JAn) , d'oll un isomorphisme
n

'
N
S N

2, (/" B ) g (TA /(T T )

An/(Tl""’Td)
pour N' assez grand. L'homomorphisme canonique
A A
@w[I](J) > W[[E]](J-W[[E]])

est donc un isomorphisme.

Nous voulons maintenant &tendre 1'homomorphisme canonique

(2.2.11.3) @A(J) > KT, ...,T,1]

défini par 1'existence de puissances divisées sur 1'anneau K[[T]] (de caractéris-

tique O0) , en un homomorphisme

/\
2, > R[[T]11 .

Considérons d'abord le cas particulier R = k , de sorte que J = (p;Tl,...,Td)

Alors éqA(J) est 1'anneau de polyndmes 3 puissances divisées W<T ..,Td> (resp.

1°°

le produit tensoriel W<I>e WIE[T}] , par platitude de WII[T]] sur W[TD) ;

WiT]

c'est un anneau sans p~torsion, qui s'identifie par (2.2.11,3) au sous-W-module

~
libre de K[[T]] de base les Eg[il (resp. ...). Son complété &%(J) s'identifie

alors & 1'anneau des séries formelles de la forme

¢ =] a, Yar,
a7

ol les aq € W tendent vers zéro pour la topologie p-adique, et ceci &tablit le

lemme dans ce cas particulier.

Dans le cas général, soit fl""’fd une suite d'&léments de W[[T]] ayant
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les propriétés requises en 2.2.10. Alors J = (p’fl""’fd) et la suite p,f .

]’
> WlT]]

d

est réguliére. Comme fi(O) = 0, il existe un homomorphisme wu : W[I[T]!
tel que U(Ti) = fi s posons I = (p’Tl""’Td) Cwlir]) . sur W[{T]] , les topo-
logies I-adique et J-adique coincident, et u fait de W[[T]] un W[{T]]-module
séparé et complet pour la topologie I~adique ; puisque R est finie sur k , u
fait donc de WILITI] un W[[T]]-module de type fini, engendré par Bs---s8y - Par

ailleurs, u transforme la suite réguliére P,T ,...,T; en la suite réguliére

wllrl]
1

plat [ 15, chapitre 3, § 5, théoréme 1 ] , et fait de W[{{T]] wun W[[T]]-module

p.f),...,f, , de sorte que Tor (WIIT]1]l,x) = 0 ; u est donc un homomorphisme

libre de base Bpoee 0By -

Définissons maintemant (2.2.11.1) par passage 3 la complétion de (2.2.11.3).
Pour cela, nous munirons K([T]] de la topologie de la convergence p-adique coef-
ficient par coefficient (i.e. la topologie produit sur K]Nd , K é&tant muni de la
topologie p—adique) : il est clair que c'est alors un espace séparé et complet. Il
faut vérifier que (2.2.11.3) est continu pour la topologie p-adique de QMKJ) , i.e.
que pour tout multi-indice gq , les coefficients de zg— dans les séries images
d'éléments de QQ(J) forment un ensemble borné pour la métrique p-adique. Or, comme

u est plat, et J = L.W[[T]],

QD = (W<Doy TN ey (7)WL,

oii la derniére extension des scalaires est faite par u . Une telle série s'écrit

donc

jzl (g Py (e £ (Fpae s £ )8 (T)5 s Ty)

avec pg € W<T> , q € WiT]l ; comme les fi sont sans terme constant, on voit
aisément que le coefficient de ™ est de valuation > -v(q]!)...—v(qd!) , donc
est borné sur &%(J) , ce qui &tablit la continuité de (2.2.11.3) et 1'existence

d'un unique homomorphisme continu (2.2.11.1) le prolongeant.

Pour montrer son injectivité, on considére le diagramme commutatif
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AN
wWi1)] ——— 2, 2 (3 2111 giqry)
u u
A
wiit]] ——— (D 2(1) > K[[T]] .

Le carré de gauche est cartésien par platitude de u , celui du milieu parce que

A
. . . @
&L(J) est alors libre de type fini sur &%(1) , de sorte que A(J)%QQ(I) &%(1)

/A~
est complet pour la topologie p-adique, et s'identifie a é?A(J) . Le carré composé

est aussi cartésien : K[[T]] est le séparé complété de K@ww[[E]] pour la topo-

logie (Tl,...,Td)—adique, de sorte que le carré

ke ul(1]] ——— xauliz]]”
u u
ke Wl[T]] ———— xl[iT]] s
oil KQWW[[E]]A est le séparé complété pour la topologie (f,,...,f;)-adique, est

cartésien puisque u est fini et libre ; mais par hypoth&se les topologies

(T ,T et (fl,...,fd)—adiques coincident sur K@ww[[gl] , si bien que

TRRR d)

ke wliz1l” —

> K{[T]] . L'injectivité de (2.2.11.1) résulte donc par platitude
~
de celle de &k(l) €— X[[T]] . Enfin, on a
D1 '
AL

Ve
D) = WIITley (0

1'extension des scalaires étant faite par u , d'oll résulte aussitdt la caractéri-

sation (2.2.11.2) de son image par (2.2.11.1).

Puisque 1l'injectivité de (2.2.11.1) est maintenant démontrée, nous pouvons
reprendre le raisonnement de (2.2.9) dans le cas ol G est un k-groupe commutatif
connexe fini plongé dans un W-groupe de Lie formel H . Désignons par C&(H,O) le

N A
complexe tl]K'(§DG.(H') @ Q

. . i
H’/W)s introduit dans le calcul de Extk/w(g,ok/w)

(proposition 2.2.8). Ce complexe ne coincide pas en génédral avec le complexe de
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méme nom introduit en 2.2.9, mais joue un rbéle identique dans le cas présent, oil
G est fini plutdt que formel lisse sur k . On prendra garde que C&(H,O) dépend

de 1'immersion G <—> H , ce qui n'apparaft pas dans la notation adoptée.

L'injectivité de (2.2.11.1) (et des morphismes analogues construits 3 partir
des immersions G° <—> H" pour les différents entiers n) implique celle du mor-

phisme de complexes correspondant
(2.2.11.4) c‘:,(H,O) —_— CI'((H,O)

(Cé(H,O) étant le complexe défini en 2.2.9) . On définit comme en (2.2.9.4) un

complexe quotient (H,0) . La l-acyclicité de Ck(H,O) fournit 3 nouveau la

ki
relation (2.2.9.3)
Homk/w(G,Ok/w) = Q

et un isomorphisme comparable & (2.2.9.4)

O /s v 1, N 1
(2.2.11.5) H (CK/W(H,O)) > H (cw(H,O)) = Exck/w(g,ok/w)
Le terme de gauche de (2.2.11.5) s'explicite ainsi : c'est l'ensemble des

I/~
f € RI[T]1] , considérés modulo le sous—groupe &%(H) , tels que f satisfasse aux

deux relations suivantes, que l'on comparera i (2.2.9.6)

//\\2
f(Tl) + f(TZ) - f(T1+T2) IS @GZ(H ),

e @/\ A
df € G @ Sprryym

Exemple : Considérons, pour n > O , le k-groupe fini « a? plongé dans le W-groupe
P
formel additif Ga w Par 1'immersion (compatible aux lois de groupes) définie par
’

1'idéal J = (p,TPn) de W[[T]] . L'enveloppe & puissances divisées complétée Qi?j)

s'identifie 3 son image par la fl&che (2.2.11.1) dans B = K[[T]] . D'apréds le

lemme 2.2.11, cette image est la sous-W[[T]]-algdbre de K[[T]] formée par les

séries de la forme z a Tm/q! , o m= pnq +r ,0gr < pn , telles que le terme
m

a de W tende vers O pour la topologie p-adique lorsque m tend vers l'infini.



A titre d'exercice, le lecteur pourra vérifier 3 partir des relations (2.2.9.6)

qu'une base du k-espace vectoriel Exti/w(g n,ok/w) est fournie par les classes
p

J
des éléments T° /p pour 1 £ j

IZN

n .

2.3. Quelques conséquences.

j
s/

pour tout j < i , dé&s qu'on dispose d'ume résolution partielle de longueur i+l

Les résultats de ce paragraphe concernant les faisceaux &xt sont valables
d'un groupe abélien G d'un topos T, dont chaque composante est un produit fini de
groupes de type Z[Gn] . Comme nous avons explicité une telle résolution pour ig 2,
les propriétés qui suivent sont énoncées sous cette hypoth&se supplémentaire. En
vertu des résultats de Deligne mentionnés dans la remarque de 2.1.5, elles sont

néanmoins valables pour tout i .

Proposition 2.3.1. Soient G wun S-grouwpe quasi—compact et quasi-séparé et E un
eristal quasi-cohérent sur OS/Z

Zar sont, pour i< 2, des OTﬂwoduZes quasi-cohérents, pour tout objet (U,T,$)

. i k
. Alors les faisceaux sxt;/z(gﬁgélaE)(U,T,5) de
T

de CRIS(S/E)Zar .

En effet, compte tenu de 1'isomorphisme (2.1.6.1) et de la suite spectrale
(2.2.2.1), il suffit (avec la notation de 2.2.2) de vérifier la quasi-cohérence des

. q * [k] . s Y- _
faisceaux R f“u CRIS*(fna CRIS(GB/EE))(U,T,S) . Mais celle—ci résulte (vu 1l'isomor

phisme qu'on obtient en dérivant (1.1.16.4)) de [10, théoréme 7.6 ], dont la dé-

monstration demeure valable pour k > 0 .

Le procédé de dévissage qu'on vient d'employer pour ramener un &noncé sur les
faisceaux &xti a4 1'énoncé similaire pour les faisceaux image directe Rif* (f
€tant le morphisme structural d'un objet du topos considéré) est valable dans bien
d'autres situations. Voici une propriété analogue i 2.3.1 (et d'ailleurs plus é1&-

mentaire) dans le topos Sr . Pour tout objet F de ce topos, et tout S-schéma U



on désigne par FU le faisceau sur le petit site de U (pour la topologie 1)

obtenu par restriction 3 partir de F .

Proposition 2.3.2. Soient G un S-groupe quasi-compact et quasi~séparé et M un
os-module quasi-cohérent de S, - Alors, pour tout S-schéma U, le OUﬂnoduZe

8xt§(G,M)U est quasi~cohérent lorsque 1 < 2 .
T

C'est, par l'argument de dévissage précédent, une conséquence de la proposi-
tion 2.1.4 et du fait que RJf*(f*M) est quasi-cohérent pour tout j (en notant

£:6¢" — S, pour n variable, le morphisme structural de Gn) .

Nous démontrons maintenant, en employant @ nouveau l'argument de dévissage,

des théorémes du type "changement de base' pour les faisceaux 8xtslz
ceux-ci s'appuient sur une généralisation du théor@me de changement de base en co-

homologie cristalline [ 5, V 3.5.2].

Lemme 2.3.3. Soient S un schéma de torsion et f : X —> S un morphisme plat

d'intersection compléte relative. On considére une factorisation

(2.3,3.1) XC_—> Y

\/

de f , ot i est une immersion fermée (nécessairement réguliére [SGA6, VIII 1.2])
de X dans un S-schéma lisse Y . Alors l'enveloppe d puissances divisées Q&(Y)
de X dans Y est plate sur S et sa formation commute aux changements de base

§' — 5 .

Puisque 1'assertion est locale sur Y , on peut supposer que les sommets du

triangle sont affines et que X est défini par une suite réguliére t ,...,t
1’ T

Le diagramme (2.3.3,1) se compléte donc en un carré cartésien
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s S[tl,...,tr]=Y0

Par ailleurs, comme les enveloppes 3 puissances divisées commutent aux limites in-

ductives, on peut supposer S noethérien.

La suite tl""’tr étant réguliére, S et Y sont tor-indépendants sur YO
et la platitude de X sur S entraine celle de Y sur Y, aux points de X
[ 15 , chapitre 3 § 5]. Puisque S est de torsion, on sait (cf. 1.1.1) que @X(Y)
est & support dans X . La platitude de Y sur Yo aux seuls points de X entralne
par [ 5, I 2.7.1]1 que
(1) = Q1) @y 0

Y
o

Y

et donc que @X(Y) est plat sur @s(Yo) . Mais Q)S(Yo) est la S-algdbre & puis-
sances divisées OS<t1""’tr> engendrée par les ti , elle est donc plate sur S
et il en est donc de méme de @X(Y) . La derniére assertion du lemme est immédiate,

toute la situation &tant préservée par changement de base.

Corollaire 2.3.4. Sous les hypothdéses précédentes, soit (B,y) un PD~idéal de S.

N

Alors @X,Y(Y) > @X(Y)

En effet, la platitude de @X(Y) sur S entralne que les puissances divisées
Y s'étendent a @X(Y) . De plus, si F est 1'idéal de X dans @X(Y), la platitude
de X sur S entralne que & ﬂj@x(Y) =9.% , de sorte que les puissances di-

visées de @X(Y) sont compatibles &4 y [ 5, I 1.6.1].

Le cas (i) de la proposition suivante est la généralisation au cas des mor-
phismes d'intersection compl&te relative du théoréme de changement de base en co-

homologie cristalline pour les morphismes lisses [ 10, théoréme 7.8 ].
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Proposition 2.3.5. Soit

X' ___g_> X

f'l lf

(2.3.5.1) v —2 >y
T' __V___> T

un diagramme commutatif de schémas, oi £ est quasi-compact et quasi-séparé, et
X' = X’iJU' . On suppose T et T' munis de PD-idéauxr quasi-cohérents (},8) et

(3',8') , tels que v soit un PD-morphisme, et U, U' définis par des sous-PD-

*

v =
E 8cris

idéaux de "} , }' . Sotent E un cristal quasi-cohérent sur 0

x/1 * .

Il extste un morphisme de changement de base
' * [x] LI
(2.3.5.2) v (me/T*(’J B > Ry, *(g J10E )
et c'est un isomorphisme dans chacun des cas sutvants :
(1) le morphisme £ est plat d'intersection compléte relative, E est plat

sur OX/T’ et k=0 ;

(ii) le morphisme £ est plat d'intersection compléte relative, v est plat,

et U ——> Ux_T'
T

(iii) v est plat, ' = }OT' , et U'

v 1
> UxTT

- * [k]
D'aprés (1.1.10.4), gCRIS(G

AL ' Vs ;
X/TE) '} T'E , d'ol un morphisme

[k} [kl _, P . . PR .
g’X/TE >]RgCRIS*("}X'/T'E ) défini par adjonction. Celui~ci induit un morphisme

Koy [k]
REy rw &gy Rfy e © Recprgw(TyrjpiE)

4 partir duquel le morphisme (2.3.5.2) s'obtient par adjonction (voir [ 5, V
3.5.2}, ou [ 10, p. 7.11 1). Pour montrer que (2.3.5.2) est un isomorphisme, on
se raméne par un argument de descente cohomologique (voir [ 5 , p. 344-348 1, ou
{10 , p. 7.13-7.15]) au cas ol les sommets du diagramme (2.3.5.1) sont des schémas

affines.
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Supposons d'abord que f soit un morphisme plat d'intersection compléte rela-
tive. On peut alors supposer que X se reléve en un schéma X, plat d'intersection
compléte relative sur T , plongé dans un schéma Y affine et lisse sur T . D'a-

prés [ 5 , V 2.3.2 et pp. 322-323] , ou [ 10, théor&me 7.2 ], il existe donc dans

D(OT) un isomorphisme

[kl oy o k .
(2.3.5.3) mfxlT*((qX/TE) = £ (F (&e QY/T)) ,
ol & = E(X D.(Y)) est le @X(Y)—module HPD-stratifié correspondant & E . On sait
t]
X
[ 10, 3.20.1 ] que 1'0n a un isomorphisme de O_-modules 9D .(Y) = & (Y) , et,
Y X,8 XI,S

puisque T est de torsion, le lemme 2.3.3 et son corollaire entralnent que

®X S(Y) = @X (Y) , est plat sur T , et commute au changement de base. Puisque la
1’ 1
formation de Q{(/T a également ces propriétés, le terme de droite de (2.3.5.3) est

plat sur T et commute au changement de base, lorsque k =0 et que E est plat
sur OX/T (donc que & 1l'est sur @X(Y)) : ceci entraine l'assertion dans le cas
(1)

Dans le cas (ii), il reste seulement & vérifier que la formation de la filtra-
tion Fk commute au changement de base. Si ‘¥ est 1'idéal de X dans Y , ﬁ le
PD-idéal qu'il engendre dans @X(Y) , alors

k i _ Aplk-il i
F (8®QY/T) = 3G 8®QY/T s

v

et comme X' > XXTT' , et que v est plat, la formation de ce module commute au

changement de base par v , d'oll le cas (ii).

Enfin, sous les hypothéses de (iii), la platitude de v entralne que

v*((DX <S(Y)) s @X' 6'(Y') ,oli Y' =yx T' (5, I 2.7.1]. La formation des
E bl

T
e lk-i} i . N
e &e QY/T commute donc encore au changement de base par v , ce qui achéve la
démonstration.

s . i k
Nous déduisons d'abord de 2.3.5 un théoréme de commutation des &rt;/z(g,g'sl/g:E)

aux images inverses.
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Proposition 2.3.6. Soit

§' — > s

» 3,y — (5,13,y)

un diagramme commutatif du type (1.1.10.1), od v est un PD-morphisme. Soient G

un S~groupe plat et de présentation finie, E wun cristal quasi cohérent sur OS/Z R
G' = GXSS' , E'= fCRIS(E) . Pour tout k 2> 0, et tout i ¢ 2 , les morphismes
canoniques (1.3.3.1) et (1.3.3.2)
(2.3.6.1) un _ (t. Riom (¢ q[k]E)) —> t. , Ritom ' ’}[k] E")
e CRIS" i) s/t *=29g/x il s'/z' st/B)
® i (k] vl ey

(2.3.6.2) ucrrs(&tg (G Q—S/ZE)) > gxt s /z'(G .8 YL
sont des isomorphismes.

Rappelons que le foncteur uZRIS est exact, de sorte qu'il commute 3 la tron-

cation, et que les deux assertions sont équivalentes., Il suffit donc de prouver que
pour tout objet (U',T',8') de CRIS(S'/r', 3',vy') , le morphisme canonique déduit

de (1.3.3.3)

(k] voalkl o
t2] S/Z(G BS/EE)f!(U',T',(S') — tz] moms|/):v(g ’gS'/E'h )(Uv ,T',(S‘)

est un isomorphisme.

Notons 73 1'idéal de U' dans T', et posons ¥ =73 +30T, , K =’}'+'3'0T, :
munissons ¥ des puissances divisées & prolongeant &' et y , "¢ des puis-

sances divisées &' prolongeant &' et y' , de sorte que JG est un sous-PD-idéal

de JG' . Gr3ce a (1.3.3.7), il suffit de prouver que le morphisme canonique
t,, Riom —(G ?[k] E') —> t,_ . IRHom = (G %
2] U'/T','JQ,(S __Ul) U'/T‘ 2] U'/Tl’%l,sl ts U /T'
est un isomorphisme. Remplagant EU' par C(3)(§U.) grice 3 (2.1.6.1), la suite

spectrale (2.2.2.1) et la proposition 1.3.4 montrent alors qu'il suffit de prouver

que les morphismes canoniques



Gy /T, %, 8 % G, /T Gy /T', %", 8" ® G, /T

sont des isomorphismes, et cela résulte de 2.3.5 (ii) appliqué &

v = IdT' : (T','X‘:‘,E’) e (T',:}G,E)

Dans le méme esprit, observons que, en pratique, les Ext; (G,E) seront les

. YT

restrictions a4 Sch des &xth (G,E) usuels :
==/8,y S,

Proposition 2.3.7. Sotent (S,3,y) un schéma munt d'un PD—idéal quasi-cohérent,

G un S-groupe tel que, pour tout objet S' de Sch , les putssances divisées

==/8yy
Y s'étendent d anSS' pour tout n , E un fatsceau abélien de S, s de restric-

tion E’ 4 SY - Alors 1'homomorphisme
’

> 8xt; (G,E') ,

i*@aty (6,E))
T Y, T

ol j : SY T ST est le morphisme canonique, est un isomorphisme pour i g 2 .
’
Par (2.1.6.1), on peut remplacer G par la résolution C(3)(G) . L'hypothése
faite sur G é&tant conservée par les changements de base par un morphisme de

ggg#s vy il suffit donc de montrer que les homomorphismes
b
i n i n
H'(S /G,E) — H (SY’T/G LE')
sont des isomorphismes. Or 1'hypothése faite sur les G" signifie que ce sont des

objets de Sch/S y de sorte que les homomorphismes considérés s'écrivent
?

' (c%,E) —> Hi((G“)Y’T,E')

Compte tenu de [SGA 4 , IV 4.10.6, 6) ], on peut remplacer des deux cdtés les gros

topos par les petits topos, et ceux-ci sont &gaux d'aprés 1.1.4 (ii).

Une autre conséquence importante de 2.3.5 est la commutation des faisceaux

i [k]
8xt8/2(§’gS/ZE)(U,T,6) aux changements de base plats dans CRIS(S/ZI) .
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Proposition 2.3.8. Soit G un S~groupe quasi-compact et quasi-séparé. Alors, pour
tout morphisme cartésien de CRIS(S/I)

' —— T

o l iv

U &—> 1T

ou v est plat, et tout cristal E quasi-cohérent sur OS/Z s on a un isomorphisme

canonique dans D(OT)

.}[k] [k]

* o~
(2.3.8.1) v (tZ]DWMmﬂ S/ZE)(U,T,S)) = tzl‘mﬂbms/z(g, S/ZE)(U',T',G')'

S/Z(—G-’

On peut encore remplacer G par C(B)(g) de part et d'autre de (2.3.8.1) .
Par platitude de v , le terme de gauche de 2.3.8.1 est isomorphe i

tZ] V*( HﬁﬁWnS/E(C(3)(§),%é?gE)(U’T’G)) . I1 suffit donc de vérifier que

* (3) oy K] i (3), .0 ikl
v (Riomg 1 (CA6)dg 5B (1, 5)) = THOMG 5 (G (@ g nB) (e e gy -

La suite spectrale (2,2.2.1) permet & nouveau de se ramener 3 montrer que les

fléches de changement de base

Gere . @M ey - ome @ E| a
GU/T¥ GU/T GU,/T * GU,/T GU./T

sont des isomorphismes, pour GE/T parcourant les sommets du diagramme (Gﬁ/T)

considéré en 2.1.6. Mais ceci résulte de la proposition 2.3.5 (iii).

Par passage 4 la cohomologie, la proposition 2.3.8 implique le corollaire sui-

vant.

Corollaire 2.3.9. Sous les hypothéses de la proposition 2.3.8, on a pour tout ig 2,

un isomorphisme

* i [k] R i [k]
vi(ets ) p (@ 5B (g1, 6)) = 83t /5 (&g 5D (ur 1060



92

2.3.10. Soit E wun cristal quasi-cohérent sur OS/E . Les faisceaux ‘}é?LE véri-
fient alors les conditions (i) et (ii) de 1.1.18 , ce qui entralne par 1.3.6 que
les groupes Exté/z @, 38/2 coincident pour les différentes topologies T con-
sidérées ici ; on les notera donc Eth/z(G 31k] . On sait que le faisceau
8xts/2 Zar(G 2@7&E est le faisceau associé , pour la topologie de Zariski , au
préfaisceau (U T,8) > ExtU/T(_U 2%52 U) (voir 1.3.3 ) . Puisque les
ExtU/T Gy U/T U coincident pour les différentes topologies T, &xts/z T(G, é?LED
est le faisceau associé pour la topologie T au préfaisceau sous—jacent au faisceau

(k]
zariskien &xtslz Zar(c GS/Z

sition 2.3.1 et le corollaire 2.3.9 montrent respectivement que chacun des faisceaux

. En fait, un énoncé plus fort est vrai : la propo—

i [k] . . o . ..
&xtS/E,Zar(g’?S/ZE)(U,T,é) satisfait aux conditions (i) et (ii) de 1.1.18, et est

donc un faisceau pour toutes les topologies considérées. On obtient donc

Corollaire 2.3.11. Soient E un cristal quasi-cohérent sur OS/Z , et G un S-

groupe quasi-compact et quasi-séparé. Alors :

(1) pour 1 g 2, les préfaisceaux sous-jacents aux 8xts/z T(G,}S/Z cotn-

eident pour toutes les topologies considérédes ;

(ii) pour deux topologies 1 , t' , telles que t' soit plus fine que 1 ,
L’ homomorphisme canonique

{k]

/58

(k]
(2.3.11.1) t; ) Woomg,p  (GFgpE) — ma‘(ti]m‘}(bms/zﬂ.(g,'}

est un isomorphisme pour tout ig 2 .

La deuxiéme assertion résulte en effet de la suite spectrale

> gzt (¢ gy

P>d _ pP
EZ RFa (&'l:tslz (G, GS/ZE)) S/L,t S/)I

[k]

P - ' 5
puisque Rq (&xts/z T,(E,'}S/):E)) =0 pour g 2 et p3 1 d'aprés 1.1.19,

Remarque. En vertu de ce qui précéde (et de 1'@noncé analogue 2.4.5 pour les groupes

p-divisibles), nous pourrons en pratique nous dispenser de préciser la topologie



93

i k k
pour laquelle nous calculerons les gxtS/Z(E’GéILE) ou les ti]nuam%/z(g, é/£E)°

Sauf mention expresse du contraire, nous les considérerons donc comme des faisceaux
zariskiens. Grace aux &noncés 1.1.5 3 1.1.8, toutes les suites exactes de groupes

(pour la topologie fppf en géndral) rencontrées dans cet article nous fourniront
i

des suites exactes (pour la topologie de Zariski) de faisceaux Sxts/z .

Remarquons enfin que la discussion de 2.3.10 s'applique, de fagon plus &lémen-—

taire , aux 8xt§ (G,M) , lorsque M est un module quasi-cohérent de S
Zar .
pour tout S-schéma U , les &xt; (G,M)U commutent au changement de base plat,
. Zar
et sont égaux aux gxt’ calculés pour les autres topologies. On en déduit en par-

Zar

ticulier la conséquence suivante, pour chacune des topologies considérées :

Proposition 2.3.12. Soit G un S—groupe quasi-compact et quasi—séparé. Il existe
pour i € 2 un isomorphisme canonique

i

s 6G,e)))

YT

i _—
(2.3.12.1) Brtg,  (G8,) = igy (8t

En vertu de ce qui précdde et de 1.3.6, on peut supposer que la topologie Tt

est la topologie de Zariski, de sorte que RRi d'aprés 1.1.5, Comme

S/Ix ~ tS/i%

L ® < . . . . .
15/2(9) =G d'aprés (1.1.4.3) , 1'isomorphisme d'adjonction entre i*

S/Z et

Ls/in

se réduit 3
(2.3.12.2) ( Riom

(6,6,)) = Riomg (6,6

ts/Iw s

Y,Zar

ce qui donne (2.3.12,1) par passage 4 la cohomologie.
Dans le méme ordre d'idées, signalons le résultat suivant (voir aussi 5.2.3) :

Proposition 2.3.13. Soit G wun S~groupe fini localement libre. Alors

i
2.3.13.1 =
( ) 8xts/z,fppf(§’c )y =0.
Puisque Gm est lisse, ZmiS/Z*(Gm) =6 d'aprés 1.1.6. On obtient donc une

suite spectrale
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n

Psq _ pP: q ——
E) R 15/2*(&1:ts’fppf(G,Gm)) — Mts/z’fppf(g_,fm)
I, _ ol LN ) 5 1 -
Comme R 13/2*(JC0mS(G,Gm)) =R 15/2*(G )=0 d'aprés 1.1.8, et que &Ets,fppf(c’cm) 0,

le résultat annoncé en découle.

2.4. Généralisation aux groupes p-divisibles.

Nous allons maintenant montrer que certaines propriétés obtenues en 2.3 pour
les faisceaux 8“’%/2(9’?5[;1;]);“ s'étendent au cas oli G est un groupe p-divisible
sur S . Cela nécéssitera 1'utilisation des deux lemmes qui suivent ; pour la dé-
monstration du premier (dans le cas ol le topos est défini par un espace topologi-

que), voir [ 10, lemme 7.20].

Lemme 2.4.1. Soflent T un topos, F. un systéme projectif de groupes abéliens de
T, indexé par N . On suppose que pour tout objet X de T , il existe une fa-
mille couvrante {Ya —> X} de morphismes de T , telle que pour tout o

(1) Le systéme projectif de groupes abéliens F'(Ya) vérifie la condition de
Mittag-Leffler.

ii) Pour tout q >0 et tout n €W , Hq(Ya,Fn) =0 .

Alors F. est lim-acyclique.

Soit S un schéma. Supposons maintenant que F. soit un systéme projectif,

index& par W , de Os-modules quasi-cohérents.

Lemme 2.4.2.

(1) Rl;i_mﬂ‘).=0 pour i 3 2 .

(ii) 352 EF) satisfait localement & la condition de Mittag-Leffler, alors 57:

est lim-aeyclique.

Les faisceaux injectifs restent injectifs aprés localisation, on peut donc sup-
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poser que S est affine ; soit S = Spec(A) . Posons F. = T(S, ) . on peut
plonger le syst@me projectif de A-modules F. dans un systé&me projectif de A-mo-
dules I. & morphismes de transition surjectifs, et le syst@me projectif quotient

J. = 1./F. est aussi a morphismes de transition surjectifs. Par passage aux Os-

modules quasi-cohérents associs, on a donc une suite exacte de syst@mes projectifs

4" n
0o —> k. > T. > J. > 0

qui est par 2.4.1 une résolution Ligjacyclique de longueur | de F, , d'od (1) .
Par ailleurs, sous les hypothéses de (ii), 9% lui-méme satisfait aux conditions

du lemme 2.4.1, en prenant pour familles couvrantes les familles surjectives d'in-

clusions d'ouverts affines de § .

Soit 3 nouveau (S,%) une paire de schémas satisfaisant aux conditions de
1.1.1. Considérons un groupe p~divisible G sur S et notons G(n) 1le S—groupe

fini localement libre, noyau de pg .

Proposition 2.4.3. Fixons des entiers k 31, q >0 et désignons par T 1'une

des deux topologies fppf ou fpqc. Pour tout faisceau abélien E de (S/X)CRIS T
’

annulé par pk s le systéme projectif &xt (E(n),E)n €W vérifie la condition

q
S/E,t
de Mittag-Leffler.

La suite exacte de groupes abéliens de (S8/%
group (s/ )CRIS’T
n
(4] > Eﬂn) > 9 ——2-—> E > 0,
induite, compte tenu de 1.1.7, par la suite correspondante dans SY <’ définit une
suite exacte longue
q B q q g+l p"
— - —
&xtS/Z,T(g,E) > mtS/Z’T(Q,E) > Exts/z’r(g(n),E) > mtS/Z,T(E,E) > ...

et la fleéche pn : 8xtg/2 T(Q,E) —> &xtg/z T(E’E) est nulle pour tout n » k puis-
2 b

o k . :
que E est annulé par p . On a donc pour m,n > k un diagramme de suites exactes



(2.4.3.1)
q q > q+1 LE > 0
0 > &rtS/Z’T(g,E) > &'ctslz’r(g(nm),E) &”ts/z,r(g’ )
p"=0
q q q+1 0
0 > SxtS/E’T(g,E) > &xtS/Z’T(g(n),E) > sxtS/Z’T(Q,E) >0,
induit par le diagramme
n
0 > G(n) ¢ P G 0
m
Lol
n+m
0 > G(n+m) G P > G >0 .

Ainsi, pour n >k , 1'image de &xtg/Z’T

elle constante pour m >k , de valeur Smtg/z T(E,E) .
b

(G(n+m),E) dans Sxtg/E’T(g(n),E) est-

Corollaire 2.4.4. Soit E un cristal quasi-cohérent sur 0 . Pour qg 2, le

S/t

systéme projectif des 8xtg/x T(E(n),gé§£E) vérifie la condition de Mittag-Leffler

localement sur CRIS(S/E)T pour toutes les topologies 1 introduites en 1.1.

L'assertion étant locale, on peut supposer I , et donc E , annulé par une
puissance de p . D'aprés 2.4.3, 1l'assertion est vraie lorsque T est la topologie

. q q [k} T ;
fppf ou fpqc ; d'autre part, les &xts/z’T(g(n),gS/EE) sont indépendants du choix

de Tt d'aprés 2.3.11. I1 suffit donc de montrer que 1l'image de

6(n), 34 E)

> &xtd s/t

S/t

[k}
&xtg/z(g(nﬂn) ,gS/ZE)

est indépendante (en tant que préfaisceau) de la topologie considérée ; soit Fm a
s

cette image, calculée dans la catégorie des faisceaux pour la topologie de Zariski.
* 5 q [k] . P
D'aprés 2.3.1, les gxts/z(g(n)’gS/ZE)(U,T,S) sont des OT—modules quasi=-cohérents

pour tout (U,T,8) ; il en est donc de méme de Fm . D'aprés 2.3.9, ils commutent
’

aux changements de base plats, et donc Fm n aussi. Par conséquent, Fm n estun
s s

faisceau pour toutes les topologies considérées, et est égal 3 1'image pour chacune

de ces topologies.
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La proposition suivante rassemble, dans le cas des groupes p-divisibles, la
plupart des propriétés démontrées en 2.3 pour les S-groupes quasi-compacts et quasi-

séparés.

Proposition 2.4.5. Sotent E un cristal quasi-cohérent sur OS/Z et G un groupe
p-divisible sur S . Alors, pour tout q < 2 :

(k] .

S/Z sont itndé-

(1) Les préfaisceaux sous-jacents aux faisceaux &xts/z T(G ?

pendants de la topologie 1 .

13/
(ii) gxtS/E(G’?S/ZE) = ;1m &xts/E(G(n) ZE/Z

(iii) Les O ﬂwodules &t (6, {k]E) sont quast-cohérents, pour tout
s/t s/27/(U,T,8)

(U,T,8) € CRIS(S/I) .

Observons d'abord que, pour tout faisceau ab&lien injectif J , le systéme pro~
jectif mbmslz T(G(n),J) est %im—acyclique d'aprés 2.4.1. En effet, les injectioms
LT 1m-
G(n) > G(n+l) induisent des surjections Hom (G(n+1),J) —> ¥Hom (G(n),J),
- - S/z,T= s/, =
de noyau J(bms/Z T(Cn,J) , ol Cn est le quotient g(n+1)/9(n) pour la topologie
»

T . Comme tout faisceau de la forme Iom / (.,J) est acyclique pour les foncteurs

S/i,t

sections, les conditions de 2.4.1 sont satisfaites, et 1'on dispose d'une suite

spectrale de foncteurs composés

0 — &ttt (385

Psd _ gpP q
(2.4.5.1) 24 RPlim &xt (6,3 s/z,7 Cdg/sE)

S/t,T s/t

pour toute topologie T . Or, par 2.4.4 et 2.4.2 (ii), le systdme projectif de OT—

[k] . . ' -
modules &xtslz T(G(n) gS/EE)(U,T,d) est lim-acyclique. C'est Egalement le cas du

[k] A
systéme projectif &xtslz (G(n),gS/ZE) de groupes abéliens de , car

(S/E)CRIS,T
on déduit de 2.4.1 que pour tout systdme projectif F. de groupes abéliens de ce

topos, on a pour tout j un isomorphisme de OT-modules

ips - s
(Rm Fo) oy, r,ey = RHRE- g g 5) -

La suite spectrale (2.4.5.1) se réduit donc pour q < 2 & l'isomorphisme 2.4.5 (ii)

et 2.4.5 (i) résulte alors de 2.3.11 . Enfin 2.4.5 (iii) est une conséquence de
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2.3.1, puisque &xtg/z(g,%[k] coincide, pour n et m suffisamment

/5% (u,1,8)
. k
grands, avec 1'image de &xtg/z(g(n+m),gé?gE)(U’T,m dans &xtg/z(g(n), é/%E)(U,T,é)

(voir la preuve de 2.4.3).

Remarque 2.4.6. On démontre en considérant la suite spectrale

P>q _ Py q p+q
E2 R ;ig.&xts (G(n),Gas) > ﬁxts (G,€
‘Y’T ‘Y’T

aS)

construite comme en (2.4.5.1), mais dans le topos SY ¢ » que pour tout S-groupe
1

p-divisible G ,

q ; q
(2.4.6.1) &ty (6,6,) = lim &xty  (G(n),6,)
YsT YT

Il existe donc un isomorphisme canonique (2.3.12.1) pour G p-divisible, comme on

le voit en passant & la limite & partir de 2.3.12. Nous donnerons en 3.3.2 un énon-

cé plus précis.

2.5.Le cristal de Dieudonné d'un schéma abélien.

2.5.1. Soit f : X —> S un morphisme de schémas. On note Zﬁ;R(X/S) le iéme fais-

. . i . i . s .
ceau de cohomologie de de Rham relative TR f*(QX/S) , et qﬁﬂdg(x/s) le i&me fais

P

ceau de cohomologie relative, somme directe des faisceaux qu*(QX

/S) pour tous les

entiers p,q tels que p+q =i . Le produit extérieur sur Q. induit une struc-

X/S
'ales - . . “p* *
ture d'a gebrg graduée anti-commutative sur jﬁDR(X/S) et sur gﬁHdg(X/S) . On

utilisera la notation :Kr(X/S) pour des énoncés communs & ces deux algébres

Nous allons maintenant étudier ﬁﬁ*(X/S) lorsque X = A est un S-schéma abé-
lien de dimension relative n . On verra notamment en 2.5.2 (i) que Hﬂ*(A/S) est
plat sur S ; ceci a pour conséquence (compte tenu de la formule de Kunneth pour
q@(AXA/S)) que la ioi de groupe de A induit sur 1'alg@bre 'mf(A/S) une comul-
tiplication qui en fait une bigdbre graduée. Par ailleurs on désigne dans ce qui

suit par A(M) , pour tout R-module M , la bigébre d'algdbre sous-jacente 1'algébre
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extérieure de M , dans laquelle les €léments de degré | sont primitifs pour la
. s . . . ¥ .
comultiplication. La description suivante de 3 (A/S) est bien connue lorsque

S = Spec(k), oi k est un corps [49, VII, théor&me 10 ; 45, proposition 5.11] .

Proposition 2.5.2.

(1) Pour tout i 2 0 (resp. p,q 2 0J), les faisceaux SGBR(A/S) (resp.
qu#(nz/s)) sont localement libres sur S et leur formation commute au changement

de base.

(ii) L'’algébre ﬂ@f(A/S) est altermée, et le morphisme canonique d'algébres

AHI(A/S) —>  HFa/s)

défini par la structure multiplicative de QQ*(A/S) , est un tsomorphisme, compa-

tible aux structures de bigébre.
(iii) La suite spectrale de Hodge-de Rham

Pyq _ o9 Py p*q
Y = R (9, ) — 'ACDR (A/8)

dégénére en E,

: . . *
Commengons par expliciter 2.5.2 pour i =1 ; on pose w, = e (Q]

A a/s)e ©8

e : S —> A est la section unité de A .

Lemme 2.5.3. La suite exacte de complexes

0 > Q

A/S

> 90 S/s >0y —> 0

indutt une suite exacte de modules localement libres sur S

(2.5.3.1) 0 g

1 1
> w, > %&DR(A/S) > R f*OA > 0

dont la formation commute au changement de base.

Un raisonnement standard (voir par exemple [ 17 , preuve de 5.5 1) permet de
supposer que S = Spec(R) , oi R est un anneau local artinien. Comme A est lisse

sur S , w, est localement libre de rang n , et commute aux changements de base.
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A . p
D'autre part, si A est le schéma ab&lien dual de A (dont l'existence résulte
entre autres de [28 , 3.7 ]) , le faisceau R‘f*(OA) s'identifie 3 son faisceau
tangent le long de la section nulle, de sorte qu'il est localement libre de rang

n , et commute aux changements de base.

Comme f est propre, lisse et 3 fibres géométriquement connexes, f*(OA)= OS'

. 1% L.
Puisque QA/S = f (mA) » on en déduit pour tous p,q 20

p P
s = g9 *
B9 = mE (af O S RIEL(£T (huy)) = RIE(0,) @ (Auyp)

et d?’q s'identifie 3
q p+l
> R f*(OA)a( Aoy

P
. 4
led : R f¥(0A)@(AmA)

Comme les différentielles invariantes sont fermées, d?’q est donc nul pour tous

P,q , et E?’q = Eg’q . En particulier,

1 90l . who _ 1,0
F %o (A/S) = E = E =w, ,

I1 suffit donc, pour achever la démonstration du lemme, de prouver la surjec-—
tivité de B . Soit ZAR(A/S) le site dont les objets sont les couples (S',U) ol

S' est un S-schéma, et U un ouvert de A' = AXSS' , la topologie de ZAR(A/S)

. . o, P i
étant la topologie de Zariski en un sens &vident ; on notera encore

A/S
i i .
A/S) = F(U,QA,/S,) , et f le morphisme du topos des

le fais-
ceau défini par TI((8',U),Q
faisceaux sur ZAR(A/S) dans S,ag  tel que pour tout faisceau E sur ZAR(A/S) ,
et tout S' , T(S',f*(E)) = T'(A',E) . Le complexe de de Rham multiplicatif sur

ZAR(A/S) donne une suite exacte de complexes

— Qx

0 A/S

> 0[ > Gm > 0,

VE

d'ol une suite exacte de faisceaux sur le gros site zariskien de § :

f

" >wrlE (2F )~5X—> Pic
*"A/S =—A/S

[¢]

9 2 .
_—
0 wy > R fi(c[] QA/S)
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P PU. A
On observe que 3 est nul sur le schéma abélien A = /S dual de A . En effet,
. A A 3 2 .
- .
par platitude de A sur S , la fléche composée A < Pic /s > R f*(ci{1 QA/S)

est déterminée par sa restriction au sous-site formé des S-schémas plats, et, sur
f s . 2
celui-ci, le faisceau R™f_(o,,
’ »on %8

de la fldche considérée résulte donc de [ 40, lemme p. 9 ]. On obtient finalement

est un OS-module quasi~cohérent. La nullité

une suite exacte
A B!

~
A > A
—A/S

(2.5.3.2) 0

> -———>IR f (Q

A

A/S) Pic >0,

qui est une suite exacte de groupes lisses, la représentabilité du terme central

IN .
résultant de celle de A , puisque w

, St un groupe vectoriel. Le faisceau tangent

d 1'origine au terme central s'identifie 2 IR f (QA/S)

(4.1.7) | et la surjectivité de B résulte alors de celle de B' par passage aux

[ 40, II (4.1.4) et

faisceaux tangents.

Démontrons maintenant 2.5.2 (i) . On se raméne, comme dans le preuve du lemme
2.5.3, au cas ot S est le spectre d'un anneau artinien. On vient par ailleurs de
montrer que toutes les différentielles dl de la suite spectrale de Hodge-de Rham
sont nulles et donc

p 2n U 1% B N
Fopr(a/s) = " = BT = R (0} )

oi n est la dimension relative du S-schéma abélien A . Puisque A est propre,

lisse, & fibres gfométriquement connexes sur S , le morphisme trace en cohomologie

cohérente R''f (QA/S —> OS est un isomorphisme., Enfin, la formation de R£ (QA/S)
commute au changement de base puisque Rn+]f*(92/s) = 0 . La proposition 2.5.2 (i)

est donc vraie pour i = 2n (resp. p+q = 2n)

Démontrons 2.5.2 (i), pour i (resp. p,q) quelconque, par récurrence descen-

dante sur 1 (resp. p+q) . Par hypothé&se de récurrence, g&1+l(A/S) est libre et

la formation de ’Xf(A/S) commute donc au changement de base. D'autre part, le

2n-1 I 2n~-i !
choix d'une section 0 du morphisme canonique @& ¥ A (A/S)

(de but localement libre par 2.5.3) permet de définir un morphisme
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2n~i

. 2n-i .
Cr - masne s 20 (ol asne ghars 2o wtws) = o,

(oi ¥ est la multiplication dans g@r(A/S)) , et donc une fléche

2n-1i

1 \%2
> (A (H(A/8)))

(2.5.3.3) ge,i(A/s)

Sa formation commute au changement de base, et son but est, par le lemme 2.5.3,
localement libre et isomorphe & kﬁd(A/S) (on sait en effet par (2.5.3.1) que
qd(A/S) est de rang 2n) . Par le lemme de Nakayama, pour montrer que cette fl&che
est un isomorphisme (et donc que 2.5.2 (i) est vraie pour QQ}(A/S)) , il suffit de
le vérifier lorsque la base est un corps, et dans ce cas la proposition 2.5.2 est

bien connue [ 49, 45].

Fixons localement une base e de 'Nd(A/S) . Lorsque S est sans 2-

TERRFL P
. - ~ * P

torsion, la structure d'algdbre alternée de ¥ (A/S) résulte de sa structure d'al=-

gébre graduée anticommutative. Dans le cas général, il suffit, compte tenu de ce

qui précéde, de vérifier que tout élément ej de cette base est de carré& nul. Or,

1'élément epens e?... e,, de 0 (A/S) est nul puisqu'il est de degré > 2n , il
en est donc de méme de son image par comultiplication itérée dans ’;]Qf(A/S)®2n . En
particulier, le terme e, @...a e?@ ...@e, est nul et donc également e§ . La

partie (ii) de 2.5.2 est maintenant démontrée : en effet le morphisme

A Wd(A/S) — Qﬁ*(A/S) défini par la structure d'algdbre alternée de g&*(A/S) est
un isomorphisme puisque (2.5.3.3) en est un pour tout i et la compatibilité de ce
morphisme & la comultiplication est immédiate puisque les &léments de g&l(A/S) ,

générateurs de 1'algébre %Cf(A/S) , sont primitifs pour la comultiplication.

L'assertion 2.5.2 (iii) est une conséquence des précédentes. On sait en effet
que le produit extérieur sur QA/S induit une structure multiplicative sur la suite
spectrale de Hodge-de Rham, qui coincide sur le terme initial (resp. sur 1'aboutis-
sement) avec la structure multiplicative sur qf;dg(A/S) (resp. g&;R(A/S)) précé-
demment envisagée, et pour laquelle les différentielles sont des antidérivations

(voir [ 45, p. 118 ]). On a vu en 2.5.3 que E?’q = Eg’q , et 1'on démontre par
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récurrence sur r > 2 que dr =0 : on sait que dr est nulle sur les termes
Es’q tels que p+q = ! (la seule assertion non formelle &tant la nullité de
d2 : E;’I —_— Ei’o , équivalente a4 la surjectivité de la fléche B de (2.5.3.1))

. - * P
Mais 1'algé&bre Er’ est engendrée par de tels termes, et dr est donc nulle sur

* % .
Er’ tout entier.

2.5.4. Passons maintenant 3 la cohomologie cristalline. Soient S et (I,73,v)

(n

vérifiant les hypothéses de 1.1.1 et 4 nouveau A un S-schéma abélien de mor-

phisme structural f et de dimension relative n . Le cup-produit munit le OS/Z—
& R'f d'une structure de 0 / -algébre
120 S/

module gradué R*f

CRIS*(OA/Z) = CRIS*(OA/E)

graduée anticommutative.

Corollaire 2.5.5. Sous les hypothéses précédentes, R'E est un cristal

CRIS*(OA/Z)

0

en OS/Z-moduZes, localement libre de rang 2n . De plus, l'algébre A/s

*
R fCRIS* )

est alternée et 1'homomorphisme canonique d'algébres

1 *
(2.5.5.1) AR fCRIS*(OA/):) > R fCRIS*(OA/Z)
e e .. , * ., .
défint par la structure multiplicative de R fCRIS*(OA/Z) est un isomorphisme.
: P *
Enfin, la structure de S—groupe de A définit sur R fCRIS*(OA/Z) une structure

de bigébre graduée, pour laquelle (2.5.5.1) est un i{somorphisme de bigébres.

I1 suffit de démontrer 1l'assertion pour les faisceaux zariskiens correspondants
sur tout objet (U,T,8) de CRIS(S/Z) , et on peut de plus supposer T affine

D'aprés (1.1.16.4) ,

*

*
R fCRIS*(OA/Z)(U,T,S) =R fAU/T*(OAU/T) ’

ol AU = Ast . Conme U—> T est une nilimmersion, et T affine, il existe un

(n

Ces résultats peuvent s'étendre sans supposer p localement nilpotent sur S ,
en adoptant la définition de la cohomologie cristalline proposée em [ 5 ,

Appendice 1.



schéma abélien A' sur T relevant AU (le cas d'une nilimmersion se déduisant
du cas classique [28,47] d'une immersion nilpotente par passage a la limite in-

ductive), d'oii un isomorphisme canonique

* Koy . .
(2.5.5.2) R fA-U/T*(OAU/T) =~ R f-’((QA'/T) s

ces isomorphismes &tant fonctoriels et compatibles aux cup-produits, on est ramené

3 la proposition 2.5,2.

)

Le corollaire 2.5.5 permet alors de calculer les faisceaux &xt;/z(é,oslz

pour i £ 2.

Théoréme 2.5.6. Soit f : A > S un schéma abélien, de dimension relative n .

Alors :

(1) Homg (A, 0 =0 ;

/ s/8)

1
s/t

localement Uibre de rang 2u ;

(A,OS/Z) = le (OA/Z) , et est done un cristal en OS/E-moduZes

(ii) &t CRIS*

2
(iii) &ty (A,0q,;) =0 .

=50y

. o . .50 . _
Puisque R fCRIS¥(OA/Z) = OS/E , le complexe (E] ,d1 de la suite spec

n
trale (2.2.2.1) est le suivant, tout & fait analogue au complexe K examiné en

2.2.9 dans un contexte similaire :

1d 2 3 5
0 > 0 _ (OS/Z) _ (OS/E) R

d @&tant défini par 3(f,g) = (f,f+g,~f+g,-2g,-g) . Ce complexe est 2-acyclique, et

Eg’o =0 pour pg 2.

De méme, la formule de Kunneth entraine que

R'f (0 ) @ r's
n

na CRIS* o CRIS*(OA/Z) ’
A /L Mo
1

R foprsalayy) - Lo

et la loi de groupe induit 1'application diagonale sur M =
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complexe (Ei’l,d"l) s'écrit donc

1

0 1

2
M M2 (a’a)>M3@M2 > e

Lol 2 3 P 1 e
oi 3 : M" —> M~ est défini par 3 (ml,mz) = (—m],O,mz) , comme 1'indiquent les
formules (2.1.5.2). Ainsi, E‘:Z”I et E]z’1 =0 .

Enfin, d®*% est 1la flache pY+p*-u* : R%f 0,,) —> Rt 0. )

* % 1T P CRIS* A/ CRIS® " ,2,7

ot u (resp. pi) : A2 —> A désigne la loi de groupe de A (resp. la projection

sur le iéme facteur), de sorte que E<23,2 = 0 puisque les seuls éléments primitifs

de A(M) sont en degré ! . Le théoréme en résulte.

Définition 2.5.7. Soient S un schéma de caractéristique p, I = Spec(Zp), 1= p.Oz,
munt de ses puissances divisées canoniques. Si A est un S—schéma abélien, le cris—

tal en Os/z-modules &:t; Z(5,0 sera noté D(&) . Muni des homomorphismes

15405
F: DA’ —D@) , et V: D@ —> D(A)° définis en 1.3.5, D(A) est appeld

cristal de Dieudonné de A .

Il est possible d'étendre cette définition au cas oii 1'on suppose seulement p
nilpotent sur S , de la manidre suivante. Soit So = SXSpec(]Fp) . Ainsi que 1'on a
observé en 1.2.1 , le foncteur image inverse associé& i 1'immersion i : So - 8
définit une 8quivalence de la catégorie des cristaux sur S relativement 3 I sur
celle des cristaux sur So relativement & £ . Pour tout cristal M sur S , cette
&quivalence permet de domner un sens au cristal M° , méme si 1'endomorphisme de

Frobenius de S0 ne se reléve pas 4 S ; lorsqu'il se relé&ve en un endomorphisme

o

g de S, M est alors l'image inverse de M par ¢ au sens ordinaire. De méme,

1
en observant que (&acts/Z (A_,Os/z)) = 8z ) , avec Ao = Ax.S_ ,

ot 1
*crIs tso/z (éo’oso/z S0

cette &quivalence de catégories permet de définir des homomorphismes

1

F : 8xts/2

(4,0 )

o 1
S/E) > Sxts

L(8,0

/ S/s

. 1 . i o
vV &xts/z(é’OS/Z) > &vts/z (5,0 ) .

S/s
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Par abus de langage, nous appellerons encore &xt (4,0,,.) le cristal de Dieudonné

s/ =""8/t

de A, et nous utiliserons encore la notation ID(A)
Observons enfin le fait suivant. Pour tout carré commutatif (1.1.10.1)

g — 8

s 3y ——> (5, 3,7)

ol u est un PD-morphisme, le morphisme

£ (4,0

cr1s’ s/z » > &xt

1 '
S/t S'/Z'(é $Osl/zl)

est un isomorphisme d'aprés 2.3.6. Cela entrainme les deux remarques suivantes

(i) En prenant S = 8' | et en posant [ = ' = Spec(lp) , 3 =0, nuni des
puissances divisées triviales, 7' = p.O , muni des puissances divis&es canoniques,
on voit que I(A) est la restriction & CRIS(S/Z ,pZ ,y) du cristal &xtS/Z O(A’OS/E)'
Cette restriction, introduite principalement pour faire le lien avec la théorie
classique des modules de Dieudonné, n'est par contre pas nécéssaive pour la validité

des résultats des chapitres 3 et 5, qui n'utilisent pas 1'hypoth&se de compatibilité

aux puissances divisées canoniques de p

(ii) Pour S, (z,7,y) vérifiant les hypothéses de (1.1.1) (resp. tels que
de plus y soit compatible aux puissances divisées naturelles de p ) , le cristal

8xté/2(§,os/z) est simplement la restriction & CRIS(S/Z,7,y) du cristal

gt (4,0

s/Z .0 (resp. du cristal D(A))
p’

s/z )
P
Passons maintenant 3 1'étude de la filtration de Hodge.

Proposition 2.5.8. Soit f : A —> S un schéma abélien. Alors :

. i .
(i) &tslz(é,}slz = &xt_,(A,6) =0 pour i=0 ou 2;

ts/z

(11) la suite exacte

0
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donne un diagramme commutatif d lignes exactes

1
0 > &ty (Bdgyp)s > &t s/z(A’ %/5s > s/z(A S >0
lz |z Lz
0o — Rt (B, ) ——RE_ . (0, ). —>RE (6 — 0
CRIS*" “A/I’S CRIS« A/E’S CRIS*
J J tT
0o —— b, —— s ——— ’roy ——o0

o la ligne du bas est la suite exacte (2.5.3.1).

Compte tenu de 1'identification de le*(OA) au faisceau tangent & A 1e long

de la section nulle (cf. 5.1.1), cette suite exacte peut encore s'écrire

(2.5.8.1) 0 > w > D(A)g > Gie (A) >0 .

A

On remarquera que la proposition 2.5.2, dans le cas de la cohomologie de Hodge,
montre en particulier que G;le¥(OA) s'identifie & A(le*(OA)) . Ceci permet de
démontrer pour les 8xt;(A,Ga) les analogues des assertions de 2.5.6, par la méme

P . i i P i
démonstration. Comme les &xtS(A,Ga)S (resp. R f*(OA)) sont &gaux aux 8&ts (A,Ga)S

YT
i . - P
(resp. R f*(OA)S , pour f : Ay,r —_ SY’T) d'aprés 2.3.7, on déduit de 2.3.12 la
nullité des &xts/Z(A,Ea) pour 1 =0 ou 2, et les isomorphismes
1 1
&xt S/Z(A [ ) 25 R fCRIS*(GaA)S ~—R f*(OA) .

La commutativité du diagramme entraine alors, d'aprés 2.5.6 (ii) , que

i N 1 , .
Sxts/z(é,gs/z)s > R fCRIS*CEA/Z)S , et 1"isomorphisme

> 8xt

YA /5t 35/2 s

a été prouvé en 2.2.2. La nullité de Mbmslz(é,gg/z) étant claire, il reste 3 prou-

2 ~ .
ver celle de &xts/z(é, S/Z) . Dans le carré commutatif
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1
&rtslz (5,0 —_— &2t

1
/088D (u)1, 6)

l

v v

$/2)(U,T, 8)

& —_— &xt;

|
bssz A 9550 (U, 1) 18D w,uy o

la fléche verticale de gauche est surjective parce que 8mté/2(é,0 est un cris-

s /%)
tal, et la fléche du bas d'aprés l'exactitude de (2.3.5.1) ; 1l'isomorphisme de
droite résulte de 2.3.12, et la fléche du haut est donc surjective pour tout (U,T,s),

ce qui entrafne la nullité de 8mt§/z(é,gs/z) grace 3 2.5.6 (iii).

Remarque 2.5.9. L'utilisation de méthodes simpliciales permet de renforcer 1'énoncé
du théoréme 2.5.6. On peut en effet déduire de 2.5.5 que, pour tout schéma abélien
A sur une base § de caractéristique p ,

i

&xt =
s/3@05/)s = ©
pour | < i < 2p-1 . Signalons &galement que pour tout S—groupe affine et lisse G ,
2.5.9.1 2 -
(2.5.9.D 8oty (G5 p)s =0 -

Par contre, supposons que k soit un corps de caractéristique 2, et S = Spec(k).

Alors
2
Batg 5 (0g0g,505 7 0,

2
8oty ylapdg s # 0 -

En effet, en utilisant le plongement a, C Ga , on peut calculer ces faisceaux en

2

utilisant le bicomplexe (2.1.9.1) (resp. son analogue explicité en 2,1.10) ; on a
alors

N 2 2. _ 2 .2
D) = & 10, , @G2(u ) =2 JELYD L.,

k[X,Y

et 1'on vérifie facilement & partir des formules (2.1.5.2) que 1'é&lément

((O,XZYZ),O,O) est un 2-cocycle, mais n'est pas un cobord. Les suites exactes



oi E est une courbe elliptique supersinguliére, montrent alors, compte tenu res-

pectivement de (2.5.9.1) et de la proposition 2.5.8 (i), que
gzt (6 %) #0
S/ =a’9s/zL ’
&xt>, (8,3g,.) # 0
§/52798/1 ’

3
&cts/z(E,O ) #0

s/z



3 - CRISTAUX DE DIEUDONNE

Nous abordons ici 1'étude des cristaux de Dieudonné associés aux groupes finis
localement libres, et aux groupes p-divisibles. Outre diverses propriétés de fini-
tude et d'exactitude, nous nous attacherons plus particuliZrement 3 1'étude des
relations entre ces cristaux, et les invariants différentiels usuels des schémas en
groupes : module des différentielles invariantes, algébre de Lie, complexes de Lie

et de co-Lie ; ces relations, complétées par celles qui seront établies en 4.3,

sont en effet le point de départ de nombreux dévissages.

Etant données les hypothéses faites sur les groupes &étudiés dans ce qui suit,
nous pourrons adopter les conventions de 2.3.11, remarque, qui nous permettront de

ne plus mentionner explicitement les topologies utilisées.

3.1. Le cristal de Dieudonné& d'un groupe fini.

Les propriétés de finitude du cristal de Dieudonné d'un groupe fini localement
libre sont une conséquence facile des résultats de 2.5 sur les schémas abéliens,

grdce au théoréme de plongement suivant, di & Michel Raynaud.

Théoréme 3.1.1 (Raynaud)., Soient S un schéma, G un S—groupe fini localement libre
(de rang quelconque). Localemént sur S pour la topologie de Zariski, il existe un

schéma abélien projectif A , et une S—immersion fermée G <> A .

Les schémas consid@rés &tant de présentation finie sur S , on peut supposer
s P . *
que S est le spectre d'un anneau local noethérien, de corps résiduel k . Soit G

le dual de Cartier de G

Rappelons [ 48, 4.2.2] qu'il existe un Os—module libre de type fini & , et

P . ISP * e . .
une représentation linaire de G dans & , tels que sur le fibré projectif
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P =1P(&) , G* agisse librement en dehors d'un fermé Z , de codimension 2 2 sur
*

chaque fibre. Soient m : G*XSP —> P 1l'actionde G, p : G*XSP —> P la pro-

jection, Q le schéma quotient de P par 1l'action de G‘ , m:P—>Q le mor-

phisme de passage au quotient, qui est un morphisme fini, et '

= Top = Tom .
Notons 2' =p (2) =m '(2) , F=1(Z) , U="P-2, U =p (U =m (V) , V= n(U);
F est un fermé de Q , de codimension 2 2 sur chaque fibre. Comme G* agit

librement sur U , la restriction de m 3 U est un morphisme fini localement

. . *
libre, faisant de U wun torseur sur V de groupe G

Pour tout faisceau inversible & sur P , on peut définir la norme NP/Q(Qf),
qui est un faisceau inversible sur Q . Considérons en effet, pour tout ouvert

WCQ, le diagramme commutatif

~1 =1
F(W,OQ) —> I(m (W),OP) 3 I(m (W),(Z*XP)
v A A4
-1 1 f
r(wﬂv,OQ) —> I(7 (w)nu,op) > T(n' ~(Wnu', OG’XP)
défini par la suite exacte
2
0 > OQ > ﬂ*(OP) —‘—*‘-i n;(OQ) .
P

Comme P est lisse sur S, p : G*XSP —> P plat, et Z de codimension 3> 2

sur chaque fibre, les fibres de P (resp. G*XP) sont de profondeur > 2 aux
points de Z (resp. Z2') , et les deux fl&ches verticales de droite sont des iso-
morphismes d'aprés [EGA, IV 19.9.8] ; il en est donc de méme de celle de gauche.
Comme S est local, G est de rang constant, et la restrictionde m 3 U &gale~-
ment. L'homomorphisme de norme “*(OP) ——>0Q est donc défini au-dessus de V , et
il s'étend 3 Q grice aux isomorphismes précédents. La norme d'un faisceau inver-
sible s'en déduit comme dans le cas classique [EGA, II 6.5] . En particulier,

prenant &b = OP(I) , on voit comme en [EGA, II 6.6.1} que le faisceau

L = NP/Q(OP(])) est ample sur Q , de sorte que Q est un S—-schéma projectif ;
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de plus, (&) est de la forme OP(d)

Supposons d'abord k infini. Si n est la dimension relative de P sur S,
on peut alors choisir n-1 sections d'un multiple de ¥' de telle sorte qu'elles
définissent dans Q une courbe X 1lisse sur S , et contenue dans V [ 37 ,(11)];
soit f : X —> 8§ . La restriction Y de U 3 X est alors un _G*-torseur sur X,
qui est une intersection compléte dans 1'espace projectif P puisque n*(i?) = OP(d).

Ce torseur définit un homomorphisme de groupes

P ool
> fie = R f‘(

. *
i G -&bmS(G ,Gm)

X/S &%)

(cup-produit avec la section de le (G*) définie par Y) . Comme X est une S-
#\ oy P

. . 0 P P . . ,
courbe lisse, J = T%c est un S-schéma abé&lien projectif, et Fic

.0 _
X/8 Hiey,s = 2,

X/s
de sorte que j se factorise par J . Come G est fini, j sera une immersion
fermée si c'est un monomorphisme [EGA, IV 8.11.5] , et d'aprés Nakayama il suffit

qu'il en soit ainsi de sa fibre spéciale ; ce dernier point résulte alors de [ 48,

4.2.5]).

Lorsque k est fini, observons que, si Qo est la réduction de Q sur k ,
on peut trouver sur la cl8ture algébrique de k , donc déja sur une extension finie
k' de k , n-l1 sections hyperplanes de Qo ayant les propriétés requises. Comme
k' est une extension séparable de k , donc monogéne, il existe un schéma local
S', de corps résiduel k', fini et &tale sur S . En relevant au-dessus de S' les
gections hyperplanes construites sur k', on obtient alors une courbe lisse X' sur
8', contenue dans U>§S', donc comme plus haut un plongement de G)gs' dans la
jacobienne de X' . Par restriction de Weil de S' & S , on obtient alors un plon-
gement de G dans un schéma abélien projectif sur $ : il suffit en effet de le
voir aprés localisation finie étale, ce qui raméne au cas oi S' est somme d'un

nombre fini de copies de S , et 3 la description donnée en [ 20, I, § 1, 6.7]

de la restriction de Weil dans ce cas.

Remarque : Lorsque S est le spectre d'un anneau local complet 3 corps résiduel
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parfait, les méthodes de déformations de plongements de Oort [46 ] permettent de
montrer que tout groupe fini sur S peut &tre plongé dans un schéma abélien formel,
et en particulier dans un groupe p-divisible sur S . Ce résultat suffit en fait
pour les besoins du présent article, mais son utilisation nécéssite des dévissages

nettement plus délicats —voir [ 8 ] pour ce point de vue.

Soient maintenant S , (£,7,y) vérifiant les hypothéses de 1.1.].

Théoréme 3.1.2. Soit G un groupe fini localement libre sur § . Alors :

(i) le complexe tI]HUanS/Z

d'amplitude parfaite contenue dans [0,1] , et de rang nul ;

(E’OS/Z) est un complexe parfait de OS/z—moduZes,

(ii) §'il existe un plongement de G dans un schéma abélien A° sur s, de

sorte qu'on obtient une suite exacte

0—»>c—>a° 354" o,
11l existe un isomorphisme canonique dans D(OS/Z)
(3.1.2.1) t Riom, , (G,0.,.) = {&xtl, a',0., ) ——> &xt!, (4°,0 )}
e 1] s/1 278/t s/E'= *Vs/z s/ 2 *Vs/x

Comme 1'assertion (i) est locale sur S , le théoréme 3.1.1 permet de supposer
P P . 1 o
que G est contenu dans un schéma abélien A° . Le quotient A" = A /G est alors
un schéma abélien de méme dimension que A° , et l'assertion (i) résulte de (ii)

d'aprés 2.5.6 (ii).

Plagons~nous donc sous les hypothéses de (ii), et soit I° une résolution injec—

tive de OS/Z . Soient A" = [A° —Y% A]] , Mbms/z(é',l') le bicomplexe obtenu

en plagant J(bms/E

associé. D'aprés 1.1.7, le plongement G —> A° donne un quasi-isomorphisme

(éfJ,Il) en bidegré (i,j) , ﬂbms/z(é',l')s le complexe simple

e qis .
ﬂbmslz(é » 1 )s > ﬂbms/z(g,l )

Soit tgf)ﬂbmslz(é',l') le sous-bicomplexe de Hom (A",I") obtenu en appliquant

S/t
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la troncation & chacun des complexes simples correspondant 3 un deuxiéme indice

fixé :

> 0

o~>3(oms/ZA LI >Zl(3®mS/ZA ,I0))

u u

v v

°,1°% > 2! (Gom, ,_(°,17)

o —> Mbms

/Z S/T

Comme &xts/z(A ’OS/ ) =0 d'aprés 2.5.6 (iii), on obtient en prenant les complexes

simples associés un quasi~isomorphisme

(1) I qis .
J(bm (é ,1 ))S _— t]] (:KomS/Z(é

1] I)) .

s

-

Comme (é},os/z) = 0 , on obtient finalement un quasi-isomorphisme

Homg 5

is
q N

(1) PR
(&) 3omg (A7 1) /5 s/z(A g/ 1

> {&xt s/5 (A OS

d'ol 1'isomorphisme cherché dans D(OS/Z)
Corollaire 3.1.3. Soit G un groupe fini localement libre sur S . Alors
S/Z(G OS/Z) est un cristal en OS/EﬁwoduZes, localement de présentation finie

.

sur OS/Z

D'aprés 3.1.1, il existe localement sur S une suite exacte

0 > A% — 4!

> G

> 0,

L i P P . . .
oli A" est un schéma abélien sur S . L'isomorphisme (3.1.2.1) fournit alors la
suite exacte

1 o 1
s/z(A 0gyp) — &ty (47,04,) — &ty (G,0g,)) —> 0,

qui entralne immédiatement le corollaire.

I1 est quelquefois commode de traduire en termes des complexes zariskiens

K(U T,6) associés & un complexe K 1la propriété que K soit parfait :
R ]
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Proposition 3.1.4. Sotent K &€ D—(OS/Z) un complexe de OS/Z—moduZes borné supé-
rieurement, a < b deux entiers. Pour que K soit d'amplitude parfaite contenue

dans [a,b], 721 faut et suffit qu'il vérifie les deux conditions sutvantes :

(i) pour tout objet (U,T,8) de CRIS(S/I) , le compleze Ry r.s) € D_(OT)

est d'amplitude parfaite conternue dans f[a,b] ;
(ii) pour tout morphisme (u,v) : (U',T',8') —> (U,T,8) de CRIS(S/1),
1 "homomorphisme canonique

»*
v &y, 1,6 — X, 1,80

est un isomorphisme.

Par définition, K est d'amplitude parfaite contenue dans [a,b] si tout objet
(U,T,8) posséde un recouvrement (Ui,Ti,é) tel que sur le site CRIS(S/E)/(Ui,Ti,S),

K soit isomorphe d un complexe de 0, .—modules localement libres de rang fini, i

S/t
termes nuls en degrés hors de 1'intervalle [a,b] . Les deux conditions sont donc

nécéssaires.

Réciproquement, si la condition (i) est vérifiée, il existe localement sur T
. s . .. i
un complexe de OT—modules &' , & termes libres de rang fini, tel que & =0 pour

i ¢ [a,b] , et un quasi-isomorphisme ob° , oi K' représente K .

—> K
(u,T1,8)
Le complexe &' définit un complexe L° sur CRIS(S/x)/(U,T,8) en posant, pour

(u,V) : (U':T"‘S') —_—> (U,T,(S) >
I((u,v),L°) = T(T',v (B))

I1 existe un homomorphisme canonique L° —> K' , défini par

(T, v (&) —> T(T',v (K — I(T',K,

iU,T,é))) U',T',é'))

I I

I'((u,v),L") > I'((u,v),K")

I1 est clair que v*(iﬁ) représente ‘Ev*(K(U T 6))’ et que 1'homomorphisme L° — K’
3 >

induit 1'homomorphisme Lv¥ (K sur T' (vu comme T-schéma

w,r,8) 77 K18
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par v) . La condition (ii) entraine donc que L° —> K' est un quasi-isomorphisme,

ce qui prouve que K est d'amplitude parfaite contenue dans [a,b] .

Définition 3.1.5. Sotent S wun schéma de caractéristique p , L = Spec(Zb) .

= p0

5 muni de ses puissances divisées canoniques. St G est um groupe fini

. . 1
localement libre sur S , le cristal en OS/Z—moduZes ﬁxts/z

sera noté MA(G) . Muni des homomorphismes

(E’OS/E) sera noté
D(G) ; le complexe tI]]RJCOmS/E(_G_,OS/Z)
F:D(@° —D@G) , V:DG) — D@ (resp. F : 8(6)° —AG), V:AG) —n((6)°)
défints en 1.3.5, D(G) (resp. A(G)) est appelé cristal de Dieudonné de G (resp.

complexe de Dieudonné de G) .

Comme en 2.5.7, nous utiliserons 1'équivalence de catégories entre cristaux
sur S et cristaux sur S, = SXSpec(FP) pour étendre cette définition au cas ol

p est seulement localement nilpotent sur S .

D'autre part, les remarques 2.5.7 (i) et (ii) sont encore valables lorsque G
est un S-groupe fini localement libre. Pour simplifier, nous utiliserons dans ce qui

. . . i
suit les notations D(G) , A(G) pour désigner &xts/z(g,o ) et tnﬂﬂﬁmns/z(g,os/z)

S/t
(G &tant un S-groupe fini localement libre ou un schéma abélien), méme lorsque les
puissances divisées Yy mne sont pas supposées compatibles avec celles de p . En par-

ticulier, les résultats des chapitres 3 et 5 sont valables sans cette hypothése.

Proposition 3.1.6. Sott

0 > G' > G —— 0

> G

une suite exacte de groupes finis localement libres sur S . Elle induit wun triangle
distingué

A(G")
(3.1.6.1) +1 A(u)

n(v)
A(G") ————> A(G)

et une suite exacte
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D(v) D(u)
D(G") D(G) D(G*) > 0 .
La suite
0 > G' > G > G" —> 0
étant exacte d'aprés 1.1.7, la proposition 2.1.2 montre qu'il suffit de prouver que

D(u) est surjectif. C'est une assertion locale sur S , si bien que 1'on peut sup-—

poser G plongé dans un schéma abélien A . La diagramme commutatif

D(A)

D(G) —> D(G")

ol D(A) —> D(G') est surjectif d'aprés (3.1.2.1) donne alors le résultat.

Remarque 3.1.7. Comme la catégorie des cristaux est une sous-catégorie pleine de la

catégorie des faisceaux de OS/ -modules, D(G') est aussi le conoyau de D(G")—D(G)

z
dans la catégorie des cristaux sur CRIS(S/I) . Il est par contre clair que 1'homo-
morphisme ID(G") —> D(G) n'est pas en général injectif dans la catégorie des fais-
ceaux : aimsi, si G est un groupe p~divisible sur S , 1'endomorphisme de
D(G)(U,T,é)(]) induit par la multiplication par p est nul si T est un 'Ep-
schéma. Il n'est pas vrai non plus en génédral que D(G") — D(G) soit un monomor-
phisme dans la catégorie des cristaux sur CRIS(S/I) . Ogus a en effet montré qu'en
prenant par exemple S = Spec(k[X,Y]/(XZ,XY,YZ)) , oi k est un corps parfait de
caractéristique 2 , 1l'anneau F(S/Z’OS/Z) posséde des &léments de 2-torsion . Si
1'on prend pour G le groupe p-divisible Q2/Z , dont le cristal de Dieudonné est
isomorphe 3 OS/E (cf. 4.2.15), la multiplication par 2 n'est donc pas un monomor-—
phisme sur D(G) . On en déduit facilement des exemples analogues portant sur des

groupes finis,

(M ce. 3.3.6.
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3.2. Relations entre complexe de Dieudonné et complexe de co-Lie d'un groupe fini,

3.2.1. Soient S wun schéma sur lequel p est localement nilpotent, G un groupe
fini localement libre sur S , I le complexe de co-Lie de G [ 41, IT 3.2.13],
v

L le complexe de Lie de G . Rappelons que, d'aprés les conventions de 1.1.3 et

1.1.4, nous notons par un indice S le faisceau sur le petit site (pour la topo-
logie considérée) dé S induit par un faisceau sur le gros site, ou par un fais-
ceau cristallin. La "formule de dualité de Grothendieck" [ 40, II § 14] donne une

interprétation cohomologique de RG\’:

Gv _ ¢ . *
(3.2.1.1) 2 —IRJ(omOS(JL ,OS) = t”IRJComS(G 26)g »
ol la topologie utilisée est sans importance d'apr@s la remarque de 2.3.11. Si 1'on
considére lG comme complexe de faisceaux sur SY , on en tire par (2.3.12.2) un
isomorphisme canonique
G*v N
(3.2.1.2) BG : 13/2*(1 )y — tllxﬂbm (E,Ea) ;

] S/t

comme ﬂo(lcv) = wé =6@ie(G) , on en déduit encore

(3.2.1.3) g°

ot ig/pa@ie(@) = Homg, (6,6,) ,

ce qui résulte du reste de 1'isomorphisme plus élémentaire
&ie(G") = Homg(G,6,) ;

en posant vg = MY(QG\S , on obtient enfin

1, _ 1
(3.2.1.4) BG H lS/Z(vG*) = &zts/z(g,fa) .

Lorsque S est de caractéristique p , on remarquera que, dams 1l'isomorphisme Bg,

la puissance p-iéme symbolique sur iﬁe(G*) correspond 3 1l'endomorphisme induit

par FG sur homs/z(g,ga) (cf. [ 6, 1.5.1] ) .

Nous allons donner dans cette section une interprétation du méme type pour le

. G . . . . ca
complexe de co-Lie & , au moyen des invariants cristallins associés d G ; ces



118

deux énoncés peuvent alors €tre vus comme décrivant 1'analogue du gradué associé a
une "filtration de Hodge" sur le complexe de Dieudonné A(G) , généralisant des

énoncés tels que 2.2.3 (ii) et 2.5.8 (ii).

Cette interprétation, dans la présentation développée plus bas, repose sur
1'existence d'éléments primitifs dans certaines enveloppes 3 puissances divisées
d'algébre de groupes. Le cas le plus simple est le suivant, qui généralise 1'énoncé
bien connu selon lequel tout groupe formel sur une base de caractéristique nulle

est un groupe vectoriel (voir par exemple [33, 1.3 th. 1])

Soit donc L wun groupe lisse sur S (le cas d'un groupe de Lie formel sur §
se traiterait de fagon analogue). Notons e la section nulle de L , R = e_l(OL) ,
I = Rer(R —> Os) . 81 & est 1'algdbre du voisinage 3 puissances divisées de la

section nulle dans L , il est 3 support dans cette section, de sorte que &= @R(I).

Observons alors que @@0 oD s'identifie 3 1'algdbre &' du voisinage 3 puissances
S

divisées de la section nulle de LxSL . En effet, p &tant localement nilpotent

sur S, &' ne dépend localement que du n-iéme voisinage infinitésimal de S dans
LxSL , pour n assez grand [ 5 , I 2.6.3] ; or l'algébre de ce dernier s'identi-

fie a R@o R/(qu>R+RszzI)n+1 , d'oll d'aprés loc. cit. un isomorphisme canonique
S

v T
@R@R(mmmr) > ' .

D'autre part, le PD-idéal T engendré par I dans 80 est facteur direct, de sorte
que 1'idéal TedD+del CY2D est muni de puissances divisées [ 5 , I 1.7.1]

on en déduit un homomorphisme

QR@R(IGR+R®I) > @@0 D,

S

inverse de 1'homomorphisme naturel, si bien que ce dernier est un isomorphisme.

La loi de groupe sur L induit donc un homomorphisme > @@O Q , qui
S
munit 9 d'une structure de Os—bigébre. Si w, est le faisceau des différentielles

invariantes par translation sur L , et I‘(mL) 1'algébre 3 puissances divisées du

OS-module w; » nous munirons I‘(mL) de la structure de bigébre induite par 1'appli-
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cation diagonale de w

L

Lemme 3.2.2. Sous les hypothéses précédentes, il existe un unique PD-morphisme

> Q):

(3.2.2.1) @ I‘(wL)

compatible aux structures de bigébres, et tel que le carré

L 2

(3.2.2.2) J
1
q‘b@oswL > &)@RQR

sott commutatif. De plus, @ est injectif et induit un i{somorphisme entre les

complétés PD-adiques correspondants.

L'assertion étant locale sur S , on peut supposer p nilpotent, et I en-

gendré par une suite réguliére t,,...,t Il existe alors pour tout n un iso-

1’ d
morphisme

N

n n
OS[T],...,Td]/(T]’---;Td) > R/I

envoyant ’I‘i sur t. ; pour n assez grand, il induit un isomorphisme de PD-

algébres

d'aprés [ 5, I 3.5.1 (ii)] . Soit T 1le PD-idéal engendré par I dans D ;
d'aprés le lemme de Poincaré cristallin [ 5, V 2.1.1] , toute l-forme fermée de

QQRQIII = @@0 w; est la différentielle d'un unique &lément f € I . Pour n € wy s
S

soit donc @(n) 1'unique &lément de 1 tel que dpn)) = len ; ¢ est alors une

application Os—linéaire de W dans T wvérifiant (3.2.2.2), et s'étend de manidre

unique en un PD-morphisme I‘(mL) > D , d'ol 1'existence et 1l'unicité de @ .

D'autre part, si m est la co-multiplication sur & , on obtient
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d@*(@(m) = py@(M) = pyP(M))

™ (d (@(M)) = B} (d(@(M)) ~p o (A(P(M))
=0

comme d est injectif sur 19D +Pa 1 C DaP d'aprés le lemme de Poincaré cris-
tallin, @(n) est un &lément primitif de @ , et ¢ un homomorphisme de bigébres.
Enfin, comme ¢ est un PD-morphisme, et I‘(wL) et ® des anneaux de polyndmes &

puissances divisées, il suffit pour prouver la derniére assertion de prouver que @

[2} 2

N

induit un isomorphisme w > T/T ; mais I/I LA T/T[Zl par [ 5, I 3.3.3

et 3.3.4] , et ¢ induit 1'isomorphisme inverse de celui qu'induit d .

3.2.3. Soient G wun groupe fini localement libre sur S , et

> 1° u 1

0 —> G > L7 —— O

la résolution canonique de G par des S—-groupes affines et lisses [ 41, II 3.2] .

Nous allons construire un morphisme de D(OS)

a, SZG[—l] —_— t]]RJ(‘Om

o %,

] s/z s/10s
par deux méthodes différentes, correspondant aux deux procédés de calcul du terme

de droite fournis par 2.1.10 et par 2.2.1.

Tout d'abord, avec les notations de 2.2.1, il existe un isomorphisme canonique

£ RIOmg 5 (G p)g = & RIOmg ;LT3 ) g

13

FIR (2. ., ,

£ L /s’s

ol F]K.(QI:."/S)S est le complexe simple associé au tri-complexe
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(3.2.3.1) / /
] / 2 3
0O—> Q _ Q0 —_—> Q —_—> ...
ah¥s whH?ss ahss
AR
0 ——> Q]l - 4., 921 93]
L /S L'/S L /S .
v du v / v / v /
1 2 3
0 — 0,2 — > Q 0,2 - > & 0,2 R
LH/s LH)°/s (LH"/s
v v/ \Z / \
o . 2 3 .o
L%/s L°%/s 1°/s

les indices étant dans 1'ordre l'indice en Q' , en L° et en K' , et le terme
1

Q 1 d'indices (1,-1,0) ; le complexe simple associé commence donc en degré zéro
L'/s
par
1 (d,=du,3) 1 1
9, —— 07, @en @9 |, > ..
L /s L /S L"/S (L)“/s

Par construction, le complexe de co-Lie lG est 1'objet de Db(OS) représenté

par le complexe

du
w 1 > W o °
L L
ol o est placé en degré O ; LG[—I] est donc représenté par
L
-du
W —_— W ,
L! L°
ol w ] est placé en degré O . On définit alors
L .
G
3.2.3.2 : -
( 3.2) ey 3 L7-1] > tl]mcoms/z(ﬁ”}s/z)s

par le carré commutatif
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W, c 1 Qll
L L'/S
—du -du
.0 V]
I ° C__;___g Q
L 1%/s

~ .1 . :
ol les j sont les inclusions naturelles.

On peut d'autre part utiliser le plongement G e 1° pour représenter

1. o, . . ~
tl]]RJ(UmS/Z(E, S/Z)S par t”F K (@G.((L) ) @9 or. )S , ol
(L7)'/s
F]K'(®G.((Lo)')® Q" ) est le complexe simple associé au bicomplexe
O\.;a 8
@7)"/s
T—— 9 1| s 3.0, — ...

1°/s L°/s

! |

2 1 0,2 2
> @, (20 —— 9,190
¢? (L%?/s ¢? 1%%/s

! !

Jel, —

(3.2.3.3)

2 2

avec les conventions suivantes : Ji est 1'idéal de G' dans (LO)l , J. le PD-

i

idéal engendré par Ji dans & i((Lo)l) ; le premier indice est 1'indice en Q° ,
G

et J = J1 est placé en bidegré (0,0) . On note par ailleurs D 1'enveloppe &

1

puissances divisées de 1'idéal d'augmentation de 1'algébre de L , 1 son PD-

idéal canonique. On définit alors

. gGpa >
(3.2.3.4) af 2 2711 £ Riomg (G, 3g/1)g

par le carré commutatif

w4 S
L
~du d
v -0
)] [ ]
W, - g e,
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oli la ligne du bas est l'application canonique, et celle du haut 1'homomorphisme

composé

¢ &tant défini par 3.2.2.

Lemme 3.2.4. Avec les notations de 3.2.3, a. = o' dans D(Os) .

| PP
Il faut comparer les complexes t”F K (QL“/S)S et

1. oy . . P

tl]F K (@G.((L ) )eq o . )s utilisés en 3.2.3 pour calculer t]]]RJ(’omS/Z(g,?«S/Z)S
w7 /s

avec un troisiéme qui leur soit quasi-isomorphe. Pour cela, considérons le complexe

de longueur 1
G" = {6 — 0} ,
ol G est en degré O , et calculons t”lRJCOmS/Z(E, s/s

grice au plongement G' <= L' : on obtient un isomorphisme

)S par la méthode de 2.2.1,

. 1. e
£ RIomg (6, g ) g =t F K@ (LT e o)

oli le second membre est le complexe simple associé & un tri-complexe analogue a
(3.2.3.1), les facteurs ot o et ot 13 étant remplacés par
a®)dys wHlss

i

(L

; on observera qu'en particulier

(L j QQJ'. ) 1.3
%J((L) ) @i/ et @0((L) Jaq |

yi/s

D - @O(Ll) . On obtient également par fonctorialité un diagramme de quasi-isomor-

phismes
|
t”F K (QL"/S)S
qis
. v
Ik (@ Oy oy qas 1. e
t”F K" ( - ((L7) )ef y —— t]]F K (oDG..(L )@QL../S)S .

w /s ®

11 suffit donc de prouver que le diagramme de morphismes de complexes
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0 0]
\ ) AN |
| . > 2
L L
=Uo ]
? w > 921691 QQ] 1.2
1° L L owh
0 T \
\ ! N\ o .
J _— @an pyelel,
L
\ AN
o i — o 1
(o‘bG(L )aQLo)@JZ (@G(L )@QLO)@

N

est commutatif 3 homotopie prés. L'homomorphisme

T— @er'DeioeT
1 2
L
est (d,u,-d3) , et on vérifie immédiatement qu'on obtient une homotopie en prenant
" =9:0w, — T, et n' =0 .

Ll

Théoréme 3.2.5. Sous les hypothéses de 3.2.3, le morphisme
ay : 280-11—> t Wi, (G Fe /)
G ° 1] s/t =95/1’s

est un isomorphisme.

Nous utiliserons la description (3.2.3.4) de o, . Il suffit donc de prouver

G
que les deux suites
(3.2.5.1) 0—>w _ ———->SDG(L°)@Q] LN sz>2((L°)2)om1 oo s
L L°/s G a®“/s
—_— ao —_— al — —_—
(3.2.5.2) 0—> w Uo® 5 3 >3 J.eJ
! 2 3%

sont exactes.
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L'injectivité de w o > @G(LO)GQIO est claire, puisque
L L"/8

D.0°% « q! = @.3a1°) o, w et que @ (L°) est augmenté vers O, . Soit
G 0 (e OS L0 G S

o

o L°/S

L /

(ni) une base de w au voisinage d'un point, et soit I a;@n; une section de
L

20%8, w d'image nulle dans & ((LO)Z)QQ] .
G OS L° GZ (L°)2/S

On a

a( Zai@mi)

z m*(ai)am*(ni) - PT(ai)“’PT(”i) - p;(ai)ap;(ni)

I @ (a)) - pyaNep)(n) + @ (a) ~ py(a;Napy(n;) .

. e e » *
puisque les n, sont primitives. Comme les p](ni) et pz(ni) forment une base
1

0,2

de @2((L°)2)@Q
G (L)°/s

sur @ 2((Lo)z) , la relation a(Zai@mi) = 0 entraine que,
G

. * * . .
pour tout i , m (ai) = pT(ai) = pz(ai) ; appliquant 1'augmentation & 1'un des fac~

teurs de @2((L°)2) , on en déduit que a, est une section de OS , d'ol 1'exac-
G

titude de (3.2.5.1).

Pour prouver celle de (3.2.5.2), observons que chacun des termes de la suite
est plat et commute aux changements de base (compte tenu de 2.3.3). En utilisant la
filtration p-adique, il suffit donc, en passant au gradué associé, de montrer que
1 . - . . no n+10 . .

a sulte est exacte apreés tensorisation par p S/p g °? quel que soit n ; comme
IIO n+]0 . - - P . . .
P S/p S est isomorphe & un quotient de caractéristique p de OS , 11 suffit
donc de montrer que la suite est exacte lorsque S est de caractéristique p . On
munit ensuite la suite (3.2.5.2) d'une filtration en prenant la filtration PD-adique

sur J, J, et J, , et en filtrant w par F’m =w , Flu . =0 si i32.
2 3 L1 LI Ll Ll

Rappelons [ 5 , VI 3.2.5] que pour tout idéal régulier J dans un anneau A de

caractéristique p , engendré par une suite réguliére Elseeesty s ®A(J) est un
[pq,] [pq,l
A/J(p)-module libre (avec J(p) = (tllj,...,tg)), de base les E[pi]= l:1 ! eety d ;
[pq]l

il est de la sorte muni d'une graduation, pour laquelle t *2° est de degré
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Iql = qpte..tqy , et le séparé complété PD-adique de @k(J) s'identifie au séparé

complété pour la filtration associée @ cette graduatiom :

9 (), [pg]
(3.2.5.3) 9,( =1 (a/3) P
4

Soient donc tl,...,td une suite réguliére de générateurs de J , t;""’téd la

suite réguliére de générateurs de Iy formée des lat, et tjal . On déduit aisé-

ment de la définition de 3° , et de la formule donnant les puissances divisées

d'une somme, que 3° envoie une section de ® (0 /J(p)).Elp-(l] sur une section
]gJ=n L

de @ 0 o 2/J§p)).t'[pg] , et 31 vérifie la propriété analogue. Utilisant
n-ds|qlsn (L)

la graduation définie par les t. il en résulte que pour prouver l'exactitude de

(3.2.5.2), il suffit de prouver celle du séparé complété pour la filtration PD-

adique, ce qui raméne finalement 3 &tudier le gradud associé& & cette derniére. Or

1'homomorphisme 0 ;T 0 , ©est tel que J = 1.0 ; comme ¢p envoie une base de
L L 1°

w | sur une base de ffflz] = I/I2 formée d'éléments primitifs, uo% envoie une

L

une base de w { sur ume base de 3/3[2] en tant que 0 o/J-module, formée d'élé-

L L
(21,

e PR = —~{n+ - =
ments primitifs. Cette base définit alors une base de J[n]/J[n L. Fn(J/J
(voir [ 5, I 3.4.4]1) , et 1l'exactitude de (3.2.5.2) résulte finalement du fait
classique (et Elémentaire) que pour tout anneau A et tout A-module plat M , la

suite

) 9
0 > M oy —2 rran®i—ts 1t ®3 e 1t ®?

est exacte [ 16, V 5, corollaire et remarque 1, p. 17-18]

Comme ﬂD(RG) =w, , Hrl(lc) =10, , on déduit de 3.2.5 :

G

Corollaire 3.2.6. Sott G un groupe fini localement libre sur S . Il existe des

1gomorphismes canoniques



128
o ]
0 oug T Ertg (G,dg 5

"
ag ¢ ng > Mbms/z(g,gslz)s .

Remarques 3.2.7.

(i) I1 est en fait possible, dans cette construction, de remplacer la résolu-
tion canonique par une résolution quelconque de longueur 1 par des groupes affines
lisses : on vérifie que 1'on obtient le méme isomorphisme en se ramenant au cas ol
il existe un morphisme entre les deux résolutions, et l'identification ainsi obtenue
est indépendante du choix de ce morphisme, deux morphismes entre résolutions de

longueur 1 étant homotopes.

(ii) Indiquons sommairement une autre méthode pour définir l'isomorphisme

ay ¢ EG[-I]

> by Riong p Gadg s
Tout d'abord, si M est un complexe quasi-cohérent concentré en degrés {[-1,0] ,
la démonstration de la formule de dualité de Grothendieck [ 40, II § 14] montre

que celle-ci s'étend en un isomorphisme

N

E 3
mmbms(c ,M)S .

G
tOIIRJComOS(JL ,M) > to]

1] 5 . . . *
Or, d'aprés 2.3.1 et 2.3.7, la restriction de 1S/E(t1]mmbms/2(§}}s/z)) [1} au
petit site plat de S est un complexe quasi-cohérent, concentré en degrés [-1,0] ,

de sorte qu'il suffit de définir un morphisme

(3.2.7.1) S — (£ Riomg 5 (6.3 ) 111 -

On part alors de la suite exacte multiplicative

*
0 — 1+Zé/z OS/Z

[3
“m
qui fournit un morphisme

lo

4
(3.2.7.2) €, —> (+dg,p 1] > dgp (1]

dans D(Ags/z) , le logarithme &tant défini, pour toute section x de jS/Z au-

dessus de (U,T,8) par
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(3.2.7.3) log(1+x) = & (-7 =116 (x)
izl
Le morphisme (3.2.7.2) définit alors un morphisme
¥ ~ —
G = tolm:!(‘oms/z(g,gm) > to]mms/z(g’g's/z“ D

1L
(t)RIomg , - (Gdgp)) (1]

qui est le morphisme cherché&. Pour prouver que c'est un isomorphisme, on peut,
d'aprés 3.1.1, supposer G plongé dans un schéma ab&lien ; on achéve alors la
démonstration en prouvant une compatibilité entre le morphisme ainsi construit
. . N 1 . . P
_— vk -
et les isomorphismes mA &tS/Z(_A_,’}S/Z)S de 2.5.8 relatifs aux schémas abé
liens résolvant G , et en utilisant la nullité de &xté/z(é,'}S/Z) .

Proposition 3.2.8. Soit

0

> G' > G > g" —> 0

une sutte exacte de groupes finis localement libres sur § .
(1) Le triangle
L
£y Roms (6753550

(3.2.8.1) Y

Eong 1 (6" Fg ) s T € Bomg (G )

est distingué.

(ii) Les isomorphismes (aG,,ﬂaG,aG,) définissent un isomorphisme du triangle

distingué
2 -1
(3.2.8.2) +/ ‘\
y
28 -11 > 18[-1]

déduit par translation de [ 41, II 3.3.4) , sur le triangle distingué (3.2.8.1) .
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Pour prouver l'assertion (i), il suffit d'apré&s 2.1.2 de prouver que 1'homo-

morphisme
1 1 ,
&t (G350 g — gatg (G R

est surjectif ; or il s'identifie par 3.2.6 3 1'homomorphisme w, — w dont la

G Gvs

surjectivité est bien connue [ 41, IT 3.3.4)

La fonctorialité de ag entraine la commutativité des deux carrés construits
sur les morphismes de degré O des triangles (3.2.8.1) et (3.2.8.2). Pour prouver
la commutativité du troisiéme, fixons un plongement G €—> L , oi L est un groupe

lisse affine sur § . Soient H = L/G , H' = L/G' , et utilisons la construction

(3.2.3.2) pour définir @, Qg et agw , grice aux résolutions

L'=L—H, L'"=L —H , L" =H —H
de G , G' et G" . Sionnote P: L° —> L"" le morphisme évident qui prolonge
1 1
- . . . NP . cros _
G c" , P, ¢ Wpn- >wp. qb : FK (QL""/S)S > F K (QL../S)s les mor

phismes de complexes qui s'en déduisent par fonctorialité, C° le cBne d'un mor-

phisme de complexes, il faut prouver que le diagramme de morphismes canoniques

qis
NL.-['II e C'(¢w)[—l] — wm:
G'G' an[]]
L ais . L
t”F K (QL,../S)s < tl]C (0(9) > tl]F K (QL,,../S)S[I]

donne par passage & la catégorie dérivée un diagramme anticommutatif . Or «a et

G"

e. définissent par fonctorialité un diagramme commutatif

qis

w0 [=1] s @ [-1]) ——— w,..

c' (aG,aG"[l]) aG"[I]

Loeo. ais . 1w e
EgF R ) £ Cf)——— EyF R (e o) 1] 5
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N

d'autre part, l'isomorphisme canonique C'(qw)[ -1] > C'((fm[—l]) , défini par

(Idw ’_Idw ) , donne un diagramme
L* "
C'(‘f’w)['ll
(A.\L'.[']] 2 lel'
™ v
qis ™
C'((Pw[‘l])

dans lequel le triangle de gauche est commutatif, et celui de droite anticommutatif.

L'assertion en résulte.

Corollaire 3.2.9. Soit
0 —>G' —> G —G" — 0

une suite exacte de groupes finis localement libres sur S . Il existe un isomor—

phisme canonique de suites exactes 4 six termes

0 > Mon ng > ng =3 >
ag.. ag ag'
3
s " . '
0 Homg 5 (€5 dgy5)g —> Homg, (Codgyy) g —> Homg (8" Fg, g >
_B 5
an > D)G > wG, > 0
] I
% e %6
\ v
] ] ]
> " _ PR 1]
Gty (€ dg/pdlg = &ty p (B, ) — &t (6N 3y p)g >0

ou 3 est L'homomorphisme cobord naturel de chacune des deux suites.
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Proposition 3.2.10. Soit G un groupe fini localement libre sur S . Alors L'homo-
morpht sane canonique

i

1 s i
(3.2.10.1) D(G) = 8=ty (6,0q,,) — &ty ;(G,8,) = ig); (808 (G,6,))

i8su de la suite exacte

(3.2.10.2) 0 > 0 > @

7 95/ S/T L >0

est surjectif, et il existe un triangle distingué, fonctoriel em G ,

EG*V
7\
G
(3.2.10.3) 27[-1] > B(G)g
donnant naitssance & la suite exacte
N »*
(3.2.10.4) 0 —> ng —>¥omg 1 (G,0g /1) —>&ie(6) = wg —>D(E)g —> v, —0 .

G

La premiére assertion &tant locale sur S , on peut supposer G plongé dans

un schéma abélien A , avec pour quotient A' ; on en déduit le carré commutatif

1
D(A) > &ty (A,€,)
\Y] A\
1
D(G) —> &ty (G,E,) .

L'homomorphisme de la ligne supérieure est surjectif parce que ‘%té/z(“—’a’s/z) =0,

celui de la colonne de droite parce que &xté/z(é' ’Ea) =0, d'oli l'assertion.

Le triangle distingué relatif 3 la suite exacte (3.2.10.2) fournit alors par

troncation le triangle distingué (d'aprés 2.1.2)

£ RHomg, 5 (G, €,)

£ ®iomg 5 (Codgy) —— £ RIom 6,0.,5) .

S/t S/L



133
En prenant le triangle de complexes de faisceaux zariskiens sur S défini par ce

triangle, et en utilisant les isomorphismes fonctoriels
¢ B 1] =2 ¢ Riom, (G )
% ° 11N0g 5 20 9575 0s

*
Gv ~
BG.Q. >t

n
>

]]]RmeS(G,Ga)S RIOM

£ RIOmg 5 (G ) g

on en déduit le triangle (3.2.10.3) et la suite exacte correspondante.

Remarques.

(i) Signalons que le théoréme de dualité 5.2.7 nous permettra d'identifier le

. N R
faisceau omg, .(G,05,:)g 3 D(G)g .

(ii) Lorsque G est plongé dans un schéma abélien A%, avec Al = A%,

A(G) s'identifie au complexe ]D(A])

>D(A®) d'aprés (3.1.2.1), et on peut véri-

fier que le triangle (3.2.10.2) est défini par la suite exacte de complexes

0—>w

>&e(ﬁl)

1 > Deal)g > 0
A
v .lo N \L‘o
0 > o > D(A®) > Hie(A”) >0 |,
Ao S

ol les fléches verticales sont les opposées des fl&ches déduites par fonctorialité,

et ol les suites exactes horizontales sont les suites définies en 2.5.8 (ii).

Corollaire 3.2.11. Soit G wun groupe fini localement libre sur S . Les conditions

sutvantes sont équivalentes :

(ii) D(G)

1}
o

(iii) D(G)g =0 .

Il est clair que (i) = (ii) = (iii). Pour prouver que (iii) == (i), obser-

vons que si D(G), = 0 , la suite exacte (3.2.10.4) entraine que y .2 = 0 . Or, pour
S G*



tout groupe fini localement libre G , lG est un complexe d'amplitude parfaite

contenue dans [~1,0] , et de rang nul, puisque dans une ré&solution

[¢] > G > L° —> L] > 0
ot L° et Ll sont lisses sur § , 1° et L1 ont méme dimension relative. Comme
I G*V G*v *
Vo= H (2 ) , sa nullité entraine celle de ﬂp(l ) = &le(G) ; de plus, v *
G G
*

. . o v
commute au changement de base puisqu'il en est ainsi de LG , si bien que ces con-
clusions restent valables aprds tout changement de base. En particulier, les fibres

GS de G sont telles que i?ie(c:) = 0 , donc sont de type multiplicatif ; il en

est donc de méme pour G .

Puisque %%e(G’) =0, la suite exacte (3.2.10.4) et 1'hypothé&se ]D(G)S =0

entrafnent que , = 0 . Comme w, commute au changement de base, w

¢ c = pour

G
s

tout s , ce qui signifie que les GS , et par suite G , sont étales. Le groupe G
est alors a la fois étale et de type multiplicatif ; &tant un p-groupe, il est né-

céssairement nul.

Nous terminerons cette section en domnant pour les groupes finis localement
libres une interprétation géométrique du cristal de Dieudonné en termes de BH-
extensions, analogue A celle que nous avons donnée en (1.4.6.3) dans le cas d'un

groupe lisse ou d'un groupe p-divisible. Commengons par un lemme général.

Lemme 3.2.12. Sotent (U,T,8) un objet de CRIS(S/I) , 3§ L'immersion de U dans

T, jCRIS : (U/T,g!,é')CRIS — (T/T,%',8") le morphisme de fonctorialité

CRIS

mbituel (avec les notations de 1.1.14). Soilent G un faisceau abélien sur S ,

Gy restriction au—dessus de U , H un falsceau abélien sur T muni d'un 7so—

morphisme

e

E un faisceau abélien sur CRIS(S/I) , EU sa restrietion & CRIS(U/T,%',8') . Il

existe des isomorphismes canoniques, fonctoriels en (U,T,§) ,
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(3.2.12.1) Rioms ;5B (g, 1, 5y = B0y /7 Seprsu By >
(3.2.12.2) Bty (GE) (1 g * B0tk o Scprge By
En particulier, pour E = OS/Z s

(3.2.12.3) Womg 15 (G5 030 u, 1, 6) = BIOMp /(s Opydy
(3.2.12.4) Fwté/g(c Os/2) u,1,8) ° T/T(H Op/p¢

D'aprés (1.3.3.7), il existe un isomorphisme canonique

Ritomg 13 (8:B) (y,7,6) = BIOMy G By (1,7, 6)

D'aprés [ 5 , IIT 2.3], dont les résultats restent valables pour les gros topos

cristallins, le foncteur est exact, et, pour tout objet (V,T',¢e) de

Jcris«*
CRIS(T/T, ,8') , on a

JCRIS¥(EU)(V,T',€) = E(VO,T',E:') ’

oll Vo = VXTU , et ¢' est la structure de PD-idéal prolongeant § et € ; en par-

A . N o . L% .
ticulier, JCRIS¥(0U/T) = OT/T . La formule d'adjonction entre Jcris €t Jcrise
s'écrit donc
. LK .
JCRIS*GRJC"’”U/T(JCRI:S(E) SEp)) = ]RJ('OmT/T(E,JCRIS*(EU))
' o 's . L% . . . . Lk .
D'aprés (1.1.17.1), 1'isomorphisme Gy=] (H) induit un isomorphisme §U<'JCRIS(E) ;

la formule d'adjonction induit donc entre les faisceaux zariskiens sur T un iso-

morphisme

Riomy; 1 (GypsEyd (g, 7, 61 = RHomy, p (Bs S oppgu By )y -

qui est l'isomorphisme cherché. Les autres assertions en découlent.
Remarque. Supposons que H soit un T-groupe plat et de présentation finie. Le PD-

morphisme Id : (T,%',8') —> (T,0) , ol 1'idéal O est muni des puissances divi-

sées triviales, induit un morphisme canonique (1.3.3.3)
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(k]
(3.2.12.5) € ROy g o BTy gBp — ROy gy 0 (B \}T/T T’

qui est un isomorphisme pour tout k et tout cristal E quasi-cohérent sur OT/T’

d'aprés 2.3.6.

3.2.13. Soit G wun groupe fini localement libre sur S . Rappelons qu'il existe une

suite exacte canonique

(3.2.13.1) Bie(c") — v, — &s%c,6,) —> &xt;(G,@a) —>0

[ 40, II (4.2) en faisant L = Ga , et IT (4.12)) . Les applications en sont défi-

nies comme suit.

. . . . . . .
a) L'application #ie(G ) —> w, est la composée de 1'isomorphisme canonique

G

%ie(G*) AN ﬂbms(G,Ga) , et de 1'homomorphi sme

*
g e JComS(G,Ga) > ¢ (dt) € We s
ol dt est la différentielle de la section universelle de OG

b) Soient Al

G/S
él) : Aé/S —> G les deux projections. Une B-structure sur le G-torseur trivial

de groupe Ga (resp. l'extension triviale de G par Ga) est la donnée d'un iso-

le premier voisinage infinit&simal de la diagonale danms GxgG

P

morphisme de torseurs sur Aé/s

(1)*'i

€ <= p(*

(&)

{resp. compatible 3 (1.4.1.3)), induisant 1'identitd au-dessus de G considéré
comme sous-schéma de Aé/S par 1'immersion diagonale. Un tel isomorphisme est dé-
terminé par 1'image de la section nulle, i.e. par une section de Ga sur Aé/s
induisant la section nulle au-dessus de G , soit encore par une forme différen-
tielle n € F(G,Qé) (resp. une forme différentielle invariante par translation

ne F(S,wG) - F(G,Qé)) . Ceci définit 1'application w, —> &xtH(G,Ga) , la f-

G
extension associ€e & n é&tant isomorphe i la Y-extension triviale si et seulement

si n est de la forme df , ol f est une fonction primitive sur G , donc de la
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forme f*(dt) , oi f est un homomorphisme de G dans Ga

c¢) L'application 8xth(G,Ga) — &xt;(G,Ga) associe 3 la classe d'une { -

extension la classe de 1'extension sous-jacente, par oubli de la connexion.

Proposition 3.2.14. Soit G wun groupe fini localement libre sur S .

(i) Il existe un isomorphisme canonique entre les deux suites exactes

(3.2.10.4) et (3.2.13.1) :

Lie(c™ > wy, —— D(B)g vc" 0
(3.2.14.1) 1d 1d ) )
v v
Bie(c™ > wy —> fzxtq(c,ca) > &mt;(c,ca)s >0 .

(ii) & (U,T,8) est un objet de CRIS(S/L) tel qu'il existe un groupe fini
, " , , . , ,
localement libre G sur T relevant Gy > 11 exigte un isomorphisme canonique

(3.2.14.2) D (7 5) — at(S,6) .

L'isomorphisme v _ = KI(EG Yy s 8mt;(G,Ga)S est celui que définit 1'iso-
morphisme (3.2.1.1). L'homomorphisme
—s gl
]D(G)s &xt (G,Ga)

est le composé de 1'isomorphisme

Y

I cris/S
&xty o (6,0 > St (6,6

$/5)s

défini par (1.4.6.1), et de 1'homomorphisme
&mt“ls/s(c,ca) — &xth(c,ca)

défini par (1.4.3.1). On sait que c'est un isomorphisme si G est lisse ou p-divi-
sible (voir 1.4.6) ; pour prouver que c'est encore le cas lorsque G est fini, il

suffit de vérifier la commutativité du diagramme.
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Pour voir la commutativité du carré de gauche, il faut montrer que 1'homomor-

phisme

3 1
Homs(6,6,) = &ty (Gl p)s T a7 Y

associe 3 ¢: G —> Ga la forme différentielle q?(dt) . Par fonctorialité, il

suffit de prouver la méme assertion pour G = Ga , @ = IdG . Le diagramme commu-
a
tatif
Jro(co;)—a——>&rt] (¢ Yg ——> u
Mgty s/t ds/00s G
v v v
HMor(G,6 ) ~£.(0) = R't_ (F.,.) —— £.(2) )
>“a * G G/S%'95/L *G/s’d=0 *

oi f : G = Ga s —> § est le morphisme structural, raméne & prouver l'assertion
>

analogue pour la ligne inférieure. Celle-ci résulte de ce que, via 1'isomorphisme

entre cohomologie cristalline et cohomologie de de Rham, l'application 3 est in~

. 1
duite par d : OG > QG/S

Le carré du milieu s'@crit par définition
1 1
8tg s (Gl g T Eotg)p(Gi0g 5

A
(3.2.14.3) S uG

© > &xt"'(c,ma)

G

Suivant la méthode de 1.4.6, une extension de G par :}S/Z au—dessus de S peut

gtre considérée comme un gc/s—torseur Q sur CRIS(G/S) , muni d'un isomorphisme

* * * s . . .
mCRIS(Q) —_—> p]CRIS(Q) A PZCRIS(Q) . La forme différentielle n € wg qui lui
correspond est alors définie comme suit : soient pil) : Aé/s == G les deux
projections ; le torseur Q poss&de une unique section au-dessus de G , car

F((6,6),%;/5) = 0 ; si on mote O cette section, pgl)*(o) se déduit de pgl)*(O)

par translation par une section n € F((G,A]

), ) = F(G,Q] ) ;3 l'existence de
G/8°°9G/s G/S

1'isomorphisme donnant la structure d'extension sur Q impose de plus que 1 soit
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invariante par translation. Si l'on considére le torseur déduit de Q par le chan-
gement de groupe gc/s —> OG/S , puis le H-torseur correspondant, ce dernier est

encore muni de la section O au-dessus de G , et n s'interpréte encore comme la

(1)

: dont l'action transporte pgl)*(o) sur p, (0) . La commuta-
be/s

tivité du carré est alors claire, compte tenu de 3.2.13 b).

section de ¢(

Eanfin, d'aprds la définition de ﬁD(G)S —> v s la commutativité du carré de
G
droite résulte de celle du carré

1

I
frtg) (G0 s — Bitg, (6.8,
5
A4 v
art(e,6,) ——— &t (G,6,)g

Celle—ci signifie simplement que le foncteur qui 4 une extension de G par OS/Z
associe 1'extension de G par €, obtenue par fonctorialité, puls restriction au
site des S-schémas, peut s'écrire comme le composé du foncteur (1.4.3.1) qui 2 une
extension cristalline associe une Y -extension de G par €, puis du foncteur

d'oubli de la BR-structure sur 1'extension sous—jacente de G par € . Ceci

achéve la démonstration de (i).

Pour prouver (ii), on défimit (3.2.14.2) comme le composé

v

> gat) (6,0 -D(6), 2> axti(G,e) ,

1
DI6) (y,1,5) = &%g/5(C:0 /1

s/22(U,T,8) /0T

oii le premier isomorphisme est donné par (3.2.12.4), le second par (3.2.154.1).

3.3. Le cristal de Dieudonné d'un groupe p-divisible.

Nous allons maintenant utiliser les résultats obtenus pour les groupes finis
localement libres pour prouver des résultats analogues pour les groupes p-divisibles,
en comparant les invariants associ&s 3 un groupe p-divisible G & ceux des groupes

finis G(n) = Ker(pg)
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3.3.1. Soient donc S un schéma sur lequel p est localement nilpotent, G un

groupe p-divisible sur 8 . Rappelons que, sur un ouvert oi meS =0 , les appli-

cations ut(n.) —> ut(n) sont des isomorphismes pour n' > n>m ; [41 , II
3.3.20 ] ; on définit alors W, Ppar w = ? mG(n) , et, localement sur S ,

1'homomorphisme We —_—> mG(n) est un isomorphisme pour n assez grand.

De méme, %ie(G(n)) —_ %ie(c) est localement un isomorphisme pour n
assez grand, et vﬁie(c) et 9 sont des modules localement libres, duaux 1l'un de
1'autre, de rang égal 3 la dimension de G (définie comme &tant celle du groupe

de Lie formel associé [ 41, II 3.3.18]).

Nous commencerons par transporter sur le site cristallin les résultats connus
sur les extemsions d'un groupe p-divisible par le groupe additif [40, II § 31 .

Les hypothéses sont celles de 1.1.1.

Proposition 3.3.2. Soit G wun groupe p-divisible sur S . Alors :
(1) meS/Z(g’Ea) =0 ;
(ii) <1 ewiste un isomorphisme canonique

N

> &t

.3.2.1 i e (GT
(3.3.2.1) is/5a(Tie @) 5/5¢GE) -
et 1'homomorphisme canonique
i 1
.3.2. —_—
(3-3.2.2) Brtg 5 (GH8) > &xtg p(Gn),8,)
est un igomorphisme st p“OS =0 ;
(iii) &xt2, (6,6) = 0
S/t ="—a )
D'aprés 2.4.6,
i . i
&xtg,5(G,8) = ig);, (&xt(G,6 )

pour ig 2, et les assertioms (i) & (iii) résulteront d'assertions analogues pour

i
les 8xtS(G,Ga)
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Comme la multiplication par p est un épimorphisme sur G , et (% de p-

. s . . s o1 . n
torsion, la premiére assertion est claire. La multiplication par p sur G donne

une suite exacte

n
0 —> Hom(G(n),€,) —> &ti(6,6,) —E—> &rt((G,6) — m;(c(“)_’f@

Coranr o
&t (G,6,) > &wtg(6,6,) .

. s n .
Localement sur S , on peut choisir n assez grand pour que p = 0 ; 1'isomor-—

phisme (3.3.2.1) est alors défini par
$bie(6") = Fie(m)®) =tomy(c(n),6) > &rtl(c,6) ,

et on vérifie immédiatement qu'il ne dépend pas du choix de n . Sous les mémes
hypothéses, 1'homomorphisme (3.3.2.2) est un isomorphisme d'aprés [ 40, II (3.2)],

et l'assertion (iii) en résulte.

Théoréme 3.3.3. Soit G un groupe p-divisible sur S . Alors :

(i) mes/z(g,o ) =0

S/t
.. | . n =
(ii) 8xts/z(§,os/z) est un eristal, et, pour tout (U,T,8) tel que p OT =0,

L'homomorphisme canonique

1 : 1 -
(3.3.3.1) &xtslz(g'os/z)(U,T,.d) > Bty (€. 05,5) (u,1, 6 'm(G(n))(U,T,s)

est un isomorphisme

(ii1) &t? (c,0

s/% S/Z)=O'

L'assertion (i) résulte encore de ce que 0 est un faisceau localement

s/t
annulé par une puissance de p . Soit (U,T,§) un objet de CRIS(S/Z) tel que

pnOT =0 . D'aprés (2.4.3.1), on a pour m > n

]
bxtg )5 (C0g/5) (u,1,5) = WBGm)) (y 7y — DMy 1 4y)

1
S/t

donc isomorphe 3 D(G(n)) aprds restriction aux objets situés au~dessus de Z/pn .

Comme D(G(n+m)) —> D(G(n)) est surjectif d'aprds 3.1.6, &t (G,0 ) est

S/t
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Comme les I(G(n)) sont des cristaux, il en est de méme de &xt;/E(E’C%/E)‘ Enfin,

. PP .o . n
la suite exacte définie par la multiplication par p  donne

0 —> &xt.

Y

— o,

2
s/3) (U,T,$) —>m(c(“))(U,T,5) &ty (6, 05y (U,T,8)

d'ol 1'assertion (iii).

Proposition 3.3.4. Soit G wun groupe p—divisible sur S . Alors :
(i) Fomg s (Glg,5) =05
(ii) 71 existe un isomorphisme canonique

N 1
(3.3.4.1) a oug >&xts/z(_c_,'}s/z)s ,

et, pour tout (U,T,8) tel que pnOT = 0, 1'homomorphisme canonique
1 1
G.3.4.2) trtg Gy u,m, 0 T B8/ C0 0 (v, n, 6

est un isomorphisme ;

e 2
(iii) 8xtS/E(E’}S/X) =0 .

La premidre assertion est claire. Pour prouver la seconde, on considére le

diagramme commutatif

“c g Q;—m “G(n) 7 “G(n)
I
2 % (n) ¢
1 ~ , ] 1
8xtg,5 G5 0)s g %—‘“ Bty (6(n),dg)p)g —> &rtg ) (G(m), T, g
L'isomorphisme aé(n) est défini en 3.2.6, et celui du milieu s'en déduit par pas-~

sage 3 la limite ; 1'isomorphisme horizontal du bas résulte de 2.4.5 (ii), et 1l'iso-

morphisme e, est alors défini par composition.

Soit (U,T,8) tel que pn0T = 0 . La suite exacte
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(3.3.4.3) 0 $s/5 > 0g/5 ¢,

donne le diagramme commutatif

>

1 1
&ts13C 01,6y T TGl T, T —0

2
&te)s Gl (u,1,8)
! 2
] _ ]
Gotg, s (G0, 0, )y r,5) 7 ElgpCMLE) g gy — 0 ’

oli la ligne du haut est exacte d'aprés 3.3.3 (iii), celle du bas d'aprés 3.2.10,
et les fléches verticales des isomorphismes d'aprés 3.3.2 et 3.3.3. On en d&duit
1'assertion (iii), et il résulte de la suite exacte définie par la multiplication
par pn que (3.3.4.2) est un isomorphisme.
Remarque. Il est clair, d'aprés sa construction, que 1'isomorphisme @, est fone-
toriel dans chacun des cas suivants :

a) par rapport aux homomorphismes entre groupes p-divisibles ;

b) par rapport aux homomorphismes d'un groupe fini dans un groupe p-divisible;

¢) par rapport aux homomorphismes d'un groupe p—divisible dans un groupe lisse.
P g pe p

Corollaire 3.3.5. Soit G un groupe p-divisible. Il existe une filtration canoni-

que (filtration de Hodge), fonctorielle en G et en S,

0~ w, —— &mt;/z (6,0g,,)g — Lie(c >0 .

La suite exacte (3.3.4.3) induit en effet une suite exacte

1 1 1
> g‘xts/z(g’%s/z) > &xtg, (G,0g,)5) > Smts/z(g,ﬁa) -0 ,

1 1 v e N .
et les termes &xtslz(g,gé/z)s et &xts/z(g}ga)s s'identifient & ¥ et Le(6)

grdce 3 3.3.4 et 3.3.2.

Définition 3.3.6. Solent S un schéma de caractéristique p , L = Spec(Zﬁ) ,
D= p.0Z , muni de ses puissances divisées canoniqueg. S G est un groupe p—

divisible sur S , le cristal en OS/ - modules &xtl (E’OS/Z) sera noté M(G) ;

z S/t
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muni des hamomorphismes F :lD(G)q >1D(G)0 définis en

>D(G) , V : D(G)

1.3.5, D(G) est appelé cristal de Dieudonné de G .

Comme précédemment, cette définition peut s'@tendre au cas ol p est locale-
ment nilpotent sur S , gri3ce 4 1'équivalence de catégories entre cristaux sur
CRIS(S/Z) et sur CRIS(SO/E) , ol So = §x SpecCle) . Enfin, les remardues de
2.5.7 restent valables, gr3ce & 3.3.3 (ii), et nous ferons les mémes abus de nota-
tion qu'en 3.1.5, les résultats des chapitres 3 et 5 n'utilisant pas d'hypothése

de compatibilité de Yy aux puissances divisées de p .

Proposition 3.3.7. Sotent w : A —> S un schéma abélien sur S , G Lle groupe

p-divisible assocté & A, E un faisceau abélien sur CRIS(S/:) localement annulé
, . , _

par une puissance de p (par exemple OS/Z’ }S/Z’ ga) . Pour tout 1 , L'homo

morphisme canonique
i i
(3.3.7.1) 8oty (A,E) —> &ty (C,E)
est un isomorphisme, et l'isomorphisme
1 i
baotgp(8,0g/p) — &xtg ) (G,0g)5)

est compatible aux filtratioms de Hodge.

Compte tenu de 2,5.6, on obtient donc un isomorphisme

" 1
(3.3.7.2) D(6) — Rmepygu(0y/p) »

induisant sur S un isomorphisme de faisceaux zariskiens

N ! .
(3.3.7.3) ]D(G)S >R (Q

a/s)

compatible aux filtrations de Hodge.

Soit H 1le faisceau quotient A/G pour la topologie fppf. Comme la multipli-
cation par p est un &pimorphisme sur A , c'est un automorphisme sur H . Comme

E est localement annulé par une puissance de p , les th;/z(H,E) sont tous nuls,
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et (3.2.7.1) est un isomorphisme pour tout i . La compatibilité aux filtrations

de Hodge résulte de leur interprétation cohomologique.

3.3.8. Pour prouver que ID(G) est un cristal localement libre, nous utiliserons
quelques résultats sur les groupes de Barsotti-Tate tronqués. Rappelons { 41, I

1.2 ] qu'un groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon n > 2 est un groupe fini

. L n PP P P—
localement libre G annulé par p , et vérifiant les conditions équivalentes

suivantes
a) G est plat en tant que 2Z/p"-module ;
. n-i i
b) pour tout i € [O,n], Ker(pp ) = Im(pG) .

Lorsque p est localement nilpotent sur la base , un groupe de Barsotti-Tate

tronqué d'échelon 1 est un groupe fini localement libre G annulé par p , tel

que, si Go =Gx SpecOFp) , les conditions (&quivalentes) suivantes soient véri-
fiées :
c) Im(VG ) = Ker(FG ), Ker(VG ) = Im(FG )

o] [s] Q (o]

Les propriétés suivantes résultent aisément des définitions.

(i) Si G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon n , son rang est,

localement sur S , égal & pnh pour un entier h appelé hauteur de G ; le rang

de G(i) = Ker(pl) est égal a th
G g p

(ii) Si G est un groupe p-divisible (resp. un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d'échelon m) , alors, pour tout n > 1 (resp. | € n & m) , le noyau de la multi-

plication par pn sur G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon n .

(iii) 81 G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon n , il en est

~ . *
de méme pour son dual de Cartier G

D'autre part, lorsque S est de caractéristique p , il résulte de la coundi-
tion c¢) et du critére de platitude par fibres que Ker(FG) est un groupe fini loca-

. . d . :
lement libre sur S ; soit p son rang. Par suite, we est alors localement libre
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de rang d [ SGA 3, VIII A, 7.4, théoréme ] ; si 1l'on appelle d 1la dimension

de G , on vérifie comme pour les groupes p-divisibles [ 50, 2.3] 1la relation

(3.3.8.1) haut(@) = dim(G) + dim(G%) .

Lemme 3.3.9. Soit

0 > G' > G" > 0

> G

une suite exacte de groupes finis localement libres anwnulés par p" . Si deux des
groupes sont des groupes de Barsotti-Tate tronqués d'échelon n , il en est de

méme du troisiéme.

Seule 1l'assertion relative & G" n'est pas triviale. Supposons n 3 2 , et
considérons pour i g n le diagramme
n-i n-i n-i
0 > Ker(pc. ) > Ker(pG ) > Ker(pG.. )
;I :[ I
i i i
Im(PGv) > Im(P(I;) I Im(PGn) > 0,

ol la premiére ligne est exacte, et Im( l)———9 Im(pl") surjectif. Comme les deux
Pg G

premiéres inclusions sont des isomorphismes par hypothése, la suite

0 —> Im(py,) — Im(py) —> In(pg.) —> O

est donc exacte. Ecrivant le diagramme du serpent relatif 3 la multiplication par
p1 , il en résulte que Ker(pé) —> Ker(pé") est surjectif ; changeant i en

n-i , 1'assertion en découle. La démonstration est analogue dans le cas n = 1 .

Théoréme 3.3.10. Sott G un groupe p-divisible (resp. un groupe de Barsotti-Tate
tronqué d'échelon n ) , de hauteur h sur S . Alors le cristal D(G) est loca-

, n
lement libre de rang h sur OS/Z (resp. sur OS/Z/p (%/E) .

La propriété i démontrer étant locale sur CRIS(S/Z) , 1l'isomorphisme (3.3.3.1)

montre qu'il suffit de prouver 1'assertion relative 3 un groupe de Barsotti-Tate
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tronqué G , d'échelon n et de hauteur h.

Montrons d'abord que, pour tout objet (U,T,8) de CRIS(S/I) , iD(G)(U T.8)
’ ’
est localement engendré par h sections. Soient x un point de T, G = GXSSpec(k(x)),
et considérons le morphisme

Spec(k(x)) C—Id——> Spec (k(x))

| |

v &&<—— T

de CRIS(S/I) . Comme ID(G) est un cristal, on obtient (compte tenu de (1.3.3.4))
un isomorphisme

PCIspec ) = PO (,1,6 %0, € -

Comme ID(G) est de présentation finie, le lemme de Nakayama nous raméne au cas ol
§=U=T = Spec(k) , k é&tant un corps. Considérons alors la suite exacte de k-

espaces vectoriels (3.2.10.4)

Yg >]D(G)s >y, —> 0 .

Le rang de w, est d = dim(G) . D'autre part,

G
, o o, g*v,
wh, = &le() =M ) ;
G
*
comme £G v est un complexe d'amplitude parfaite contenue dans [0,1] , et de rang
*
GV

nul (voir la démonstration de 3.2.11), le rang de v . Kl(l ) est &gal 3 celui

G
de Bre(6¥) , soit dim(G*) = h-d . Par suite, ]D(G)S est engendré par h sections.

Soit alors A un schéma abélien de dimension relative g . D'aprés 3.1.2,

D(A(n)) :'D(A)/pn?D(A) , et est donec localement libre de rang 2g sur OS/Z/pnOS/Z .

Or, localement sur § , on peut plonger G dans un schéma abélien A , ce qui donne

une suite exacte

0 —> G —> A(n) >H —> 0

oli, d'aprés 3.3.9, H est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon n et de

hauteur 2g-h . On en déduit la suite exacte
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D(H) —> D(A(n)) >D(G) —> 0,

ol, localement sur CRIS(S/I) , D(A(n)) est libre de rang 2g , et D(G) et

D(H) engendrés respectivement par h et 2g-h sections, en tant que OS/Z/pnOS/Z_
modules. On en d&duit aussitdt que D(G) et ID(H) sont localement libres sur

n
OS/Z/p OS/): .

Remarques 3.3.11.

(i) L'énoncé 3.3.10 reste valable pour tout groupe annulé par p (voir 4.3.1).

(ii) On obtient donc, en 3.3.3 et 3.3.10, une démonstration par voie cohomolo-
gique du fait que ID(G) est un cristal localement libre de rang h , indépendante
de l'interprétation géométrique développée en 1.4, et en particulier du théoréme de
Grothendieck sur l'existence de reldvements des groupes p-divisibles.

(iii) Il est possible de répondre positivement & la question posée en [40 ,
IT (5.5)] . Soient S wun schéma tel que p“os =0, G un groupe p~divisible sur
S ; alors 1'homomorphisme

J(oms(c(n) ,Ga)s —_ 96 (n)

est nul, Il s'insdre en effet dans la suite exacte (3.2.10.3)

Homg (6(0),6,) g —> ug(ny — DIGN)g —> &rtg(6(n),8,)g — 0,

et 1'homomorphisme w

G(n) ———>'D(G(n))s est injectif d'aprés le diagramme commutatif
G (n) —_— ]D(G(n))S
A N
5 S
0 > we > ID(G)S

ol les fléches verticales sont des isomorphismes puisque pnOS =0 .

De méme, les isomorphismes (1.4.6.1), (3.2.4.1) et (3.3.3.1) montrent que pour
n tel que pHOS = 0 , 1'homomorphisme

&mtcrisls

6,6,) —> &t(Gn),6,)
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est un isomorphisme, ce qui améliore [ 40 , II (7.12)] .

On peut enfin remarquer que ces résultats permettent de calculer le complexe
de Dieudonné d'un groupe fini en utilisant une résolution par des groupes p-divi-
sibles, au lieu d'une résolution par des schémas abéliens. Indiquons d'abord, faute

de références, une démonstration du lemme suivant :

Lemme 3.3.12. Soient S un schéma quelconque, et

0

> G —— H > HY

> 0

une suite exacte de faisceaux fppf, telle que G solt un groupe fini localement

libre, et H un groupe p~divisible. Alors H' est un groupe p-divisible.

Comme H' est un quotient de H , il est de p-torsion, et la multiplication
par p sur H' est un épimorphisme., Il suffit donc de vérifier que H'(l) = Ker(pH,)

est fini localement libre.

Puisque G est fini localement libre, il existe localement sur S un entier
n tel que pn.G =0, donc G C H(n) . Soit G' 1le groupe défini par le carré
cartésien
G' “——> H(n+!)

Lok

¢ ¢ H(n)

H
par construction, il existe une suite exacte
0 —> H(l]) — G6¢' — G—0 ,

ce qul montre que G' est fini localement libre. Regardant G comme sous—groupe
de H(n+1) , il est clair que G C G' , et 1'homomorphisme de passage au quotient
H——>H' = H/G induit un isomorphisme

G'/G = H'(1) ,

par définition de G' . Par conséquent, H'(1) est fini localement libre.
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Proposition 3.3.13. Soient G un groupe fini localement libre sur S, G < H
un plongement de G dans un groupe p-divisible sur S, u : H-—H' =H/G ['ho-

momorphisme de passage au quotient. Alors :

(1) 1'homomorphisme M(H) > D(G) est surjectif ;

(i1) %1 existe un isomorphisme canonique dans D(0

s/

- D(u)

(3.3.13.1) n(G) = {D(H") > D(H) }

Les deux assertions résultent de la nullité de Smtg/z(ﬂ',os/z) , l'isomor-

phisme (3.3.13.1) étant obtenu par la méthode de 3.1.2 (ii)



4 - COMPARAISON AVEC LA THEORIE DE DIEUDONNﬁ CLASSIQUE.

Ce chapitre est essentiellement consacré 3 relier, lorsque la base est le
spectre S d'un corps parfait k , le cristal de Dieudonnd d'un S-groupe G (fini
ou p~divisible) & son module de Dieudonné (contravariant) usuel M(G) : on comstruit
alors un isomorphisme canonique (semi-linéaire par rapport @ 1'automorphisme de
Frobenius sur W(k)) entre M(G) et le module des sections globales du cristal
D(G) (qui détermine celui~ci, e¢f. 1.2.9 (i)). Ce résultat peut s'étendre 3 un
schéma de base arbitraire, pourvu que l'on se restreigne aux groupes annulés par
V : le cristal de Dieudonn& d'un tel groupe peut &tre construit & partir de 1'al-
gébre de Lie du groupe dual. Nous donnerons enfin un résultat analogue pour les

groupes annulés par F .

Dans tout le chapitre, nous poserons I = Spec(Zﬁ) , L_= Spec(Z/pn) , et

n

sera 1'idéal engendré par p , muni de ses puissances divisées canoniques 1y ;
toutes les puissances divisées considéré@es seront donc compatibles & celles de p .
Rappelons enfin que si A est un anneau parfait, et S un schéma sur Spec(A) ,

les sites CRIS(S/1,7,y) et CRIS(S/Z';jOZ.,y) , oi I' = Spec(W(A)) , sont égaux

d'aprés 1.1.13.
4.1, L'extension canonique de CW par OS/Z
4.1.1. Suivant une méthode due 3 Barsotti [2;3] , nous adopterons la construction

du module de Dieudonné d'un groupe fini ou p-divisible au moyen des covecteurs de
Witt, en renvoyant 4 [ 26, ITII § 5, cor. 3] et [14 , § 4 et 5] pour les liens

entre cette construction et d'autres définitions classiques des modules de Dieudonné.

Rappelons [ 26 , II 1.5 ; 51, Appendice ] que pour tout anneau commutatif
A, l'ensemble CW(A) des covecteurs de Witt 3 valeurs dans A est l'ensemble des

familles (a—i)i eN d'éléments de A qui satisfont i la condition suivante :
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(4.1.1.1) Il existe des entiers r, s > 0 tels que 1'id&al B de A engendré

par les a_. pour i >r vérifie (U;)S =0 .

On notera également CW le faisceau associé& (pour la topologie de Zariski) au

préfaisceau des covecteurs de Witt : c'est donc le faisceau sur la catégorie des

schémas dont les sections sur un schéma S sont les familles (a—i)i e * &vee
a_; € F(S,OS) , vérifiant la condition :
(4.1.1.2) Tout point x € S possdde un voisinage Ux tel qu'il existe des entiers

¥, s > 0 pour lesquels 1'idéal v% engendré par les a_; pour i > r vérifie

() |, =o.
X

Si S = Spec(A) , on a donc par quasi-compacité

CW(S) = T(S8,CW) = CW(A)
Il est clair que CW est un faisceau pour la topologie fpqc. Plus généralement, si
R est un faisceau d'anneaux, nous noterons CW(J%) le faisceau associé au pré-

faisceau S +—> CW(T(S,J5))

Rappelons [ 26] que le faisceau CW est muni d'une structure de faisceau

abélien, et d'un endomorphisme V dé&fini par

V((a_)) = (a )

-i-1

Sa restriction & la catégorie des Fp—schémas est munie d'un endomorphisme F , tel

que FoV = VoF = p , défini par

Fla_;) = (%)

Enfin, si A est un anneau parfait de caractéristique p , la restriction de CW &
la catégorie des A-schémas est munie d'une structure de faisceau en W(A)-modules,
pour laquelle F et V sont respectivement o-linéaire et u_]—linéaire, o désignant

1'automorphisme de Frobenius de W(A)

u .
Nous noterons CW le sous~faisceau ab&lien de CW dont les sections sont

les familles (a_i) » o0 a_, =0 sauf pour un nombre fini d'indices ; rappelons

que
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' = lig Wn s
n

la limite &tant prise pour les homomorphismes V : W —> W

a 4] 3 les structures pré-

cédentes sur CW se déduisent par complétion (pour une topologie convenable, cf.

[26] ) des structures analogues pour cw'.

Si S est un schéma, CW définit par restriction un faisceau sur le site des
S-schémas, encore noté CW . Lorsque S est localement annulé& par une puissance

de p , nous poserons, conformément aux conventions générales, CW =i cw

S/t*

4.1.2. L'existence d'un homomorphisme canonique du module de Dieudonné dans le
module des sections du cristal de Dieudonné résulte, via la suite exacte des &xt ,

de l'existence d'une extension canonique

0

> Os/z — &gyy — CW >0 ,

S/t
ol CNS/Z est un sous—faisceau ab&lien de CW , en fait &gal a4 ce dernier dams les

cas les plus importants. Les sections 4.1.2 2 4.1.4 seront consacrées a la cons-—

truction de cette extension.

Soient A wun anneau séparé et complet pour la topologie p-adique, J C A
un idéal muni de puissances divisées (5n) ; soit CW(J) C CW(A) (resp.
WD) CWU(A))(I) le sous-groupe des covecteurs dont toutes les coordonnées ap=-

partiennent & J . On définit une application s : CW(J) —> CW(A) en posant

3,

(4.1.2.1) s((a_)) = G.sa_jpa, = [ (D8 (a_
P

n3l
oli 1a série converge grice 3 1'hypothése faite sur A . Il est clair que le dia-

gramme

(1

) CW(A) a ici le méme sens qu'en 4.1.1, et différe donc de celui que définit

Fontaine en [ 26, II 1.7 ) sous des hypothéses analogues.



CW(A) ———> CW(A)
(4.1.2.2) \ I
CW{(I)

est commutatif.
Lemme 4.1.3. L'application s est additive.

On procéde par passage a la limite 3 partir de l'assertion analogue pour les
vecteurs de Witt. Sans supposer que A soit p—adiquement séparé et complet, conmsi-
dérons pour tout n 1l'application s, ¢ wn(J) —> wn+l(A) définie par

n

sn(ao,...,an_]) = (ao""’an—l’ - ié] (pi—l)! 8 i(an—i)) .

Pour vérifier son additivité, il suffit de le faire lorsque A est l'algébre de

polyndmes & puissances divisées ZKXO,...,X Y, oY >, J 1'idéal

n-17 Yo
(Xo""’Yn-l) , et les éléments considérés (Xo""’xn—l) , (Y ""’Yn-l) . Comme
A est alors sans torsion, il suffit encore de le faire lorsque A= Q[Xo,...,Yn_]],

et J = A . Les composantes fantOmes ¢i : wn(A) —> A définissent alors un dia-

. i,
gramme commutatif (car (pl-l)!d i(x) = %P /pl)

P
s
W (A) ————> W__ (A)
n n+l
(4.1.3.1) o Lo
v '
s
An n N An+l ,

Sy - R e e
ol sn(wo,...,wn_]) (wo,...,wn_],o) , d'oli 1'additivité de S,

Comme les applications s, commutent i V , elles passent 3 la limite induc-
tive et domment un homomorphisme de groupes s : CW'(J) —> CW"(A) . Lorsque A est
p-adiquement séparé et complet, cet homomorphisme est induit par l'application s
définie par (4.1.2,1). Pour vérifier l'additivité de celle-ci sur CW(J), il suffit,

pour a,b € CW(J) , de vérifier pour tout k 1'égalité
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s(a+bh) = s(a) + s(b)

k P oz PR . P PR
dans CW(A/(p)) . L'égalité des composantes d'indice strictement négatif &tant
claire, on est ramené 3 montrer celle des composantes d'indice zéro. Or la compo-

sante d'indice donné d'une somme de deux covecteurs ne dépend que d'un nombre fini

de composantes de ces covecteurs, et, d'autre part, la série

-n+1)

43
L Gh-nrs (a
n3l P

5 k P
est & termes nuls (mod pk) pour n assez grand, donc sa somme (mod p ) ne dépend
aussi que d'un nombre fini de composantes du covecteur considér&. Il existe donc
deux covecteurs a',b' € CW'(J) , obtenus en remplagant les composantes d'indice

assez grand de a et b par O , tels que

(S(a+b))0

H

(sa'+b"))_ mod p°

1

(s(a)+s(b)) = (s(a")+s(b")) ~ mod pk ,

d'oll 1'assertion puisque s(a'+b') = s(a') + s(b") .

4,1.4, Soit S wun schéma sur lequel p est localement nilpotent. Considérons sur

CRIS(S/Z) la suite exacte de faisceaux abéliens

L_> CW(O

0 —> Os/z —> CW(0 > 0

S/E) s/Z)

L'homomorphisme s construit en 4.1.3 définit

s : cw(l} —> CW(0

S/E) S/Z)

On en déduit un diagramme commutatif

0

l

A?/////i/’//// CW(QS/Z)

L

0 — 0Ogyp — > G0y s W(l0g,g) —— 0
| L !
0o —— os/z _ CW(OS/Z)/Im(s) > cw(oS/Z)/cw(?s/E) —> 0 ,

b
o]
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dans lequel on vérifie immédiatement l'exactitude de la ligne du bas. Posons alors

&5 = CW(OS/E)/Im(s) > CWg /)y = CW(OS/Z)/Cw(gs/z) ;
on obtient donc une extension

(4.1.4.1) 0

> 0

s/z T &3

> CW, —> 0

S/t

Il est clair que cette construction commute au changement de base, d'aprés
(1.1.10.3). Pour tout f : §' —> S, on a donc un isomorphisme d'extensions

*
fCRIS

__,\‘__...> &

(&S/Z) s'/t

Remarque 4.1.5. Par construction

CWg 5 = CW(0g, ) /CU(T /o) C CUOg )5/ i) = CH .

Par ailleurs, on a

(4.1.5.1) W’ c oW CW .

s/t ©
En effet, si (U,T,8) est un objet de CRIS(S/I) tel que T soit affine, et si

(a_i) € cw“(r(U,OU)) , les a

_; sont presque tous nuls, et il existe un covecteur

(b—i) € cw“(r(T,OT)) relevant (a_i) .

On voit également que, lorsque U &> T est une immersion nilpotente,
CWS/Z(U,T,G) = CW(U) . Mais en général 1'inclusion CWS/Z(U,T,G) C CW(U) est
stricte. Soient par exemple k un anneau de caractéristique p, A=k[}{_i]i e]N/’m;z .
oi M est 1'idéal engendré par les X, ,et B= k[X_i]/”%(p) , ol .M%(p) est
engendré par les in . Il existe sur 47@/4nfp) CB  une unique structure de PD-
idéal telle que yj(x_i) =0 si j>p [ 5, I1.7.1 et 1,2,7] ; celle-ci induit
une structure de PD-idéal sur M@?/?ﬂﬁp) . Le covecteur (X-i) € CW(A) ne se re-

léve pas dans CW(B) . En effet, quels que soient les indices il,...,in , deux 3

deux distincts, le produit X, ...X_; estnon nul dans B ; comme d'autre part,
1 n

pour tout relévement Y—i de X_. damns B, on a Y_i H X_i mod deg 2 ,
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Y . ...¥Y_. = X, . ..X . mod deg n+l
-i -i
1 n 1 n

donc L AFERTES 4} {0, et la famille (Y—i) ne vérifie pas la condition (4.1.1.1).
1 n

Le covecteur (X-i) ne peut pas non plus @tre relevé dans B localement pour la

topologie fpqc, car si B —> B' est une extension fid&lement plate, et si Z_.

est un relévement de X_; € A@BB' dans B' , on a de méme

2, ..Z_g T X ...X; mod L U

1 n i n

or X . ...X_, ¢ 0nP+lB' par fidZle platitude, donc Z_, ...Z_; #0 .
1 n

Néanmoins, moyennant des hypoth&ses qui seront vérifiées dans la pratique,

Cws/2 ,1,6) pourra &tre identifié 3 CW(0,) , grlce aux résultats suivants.

v

Proposition 4.1.6. Soit U un S-schéma vérifiant 1l'une des conditions sutvantes :
(i) U est localement noethérien ;

(ii) U est localement de présentation finie sur un schéma parfait Z .
Alors, pour tout objet (U,T,8) de CRIS(S/I) ,

CHg 5 (U,T,8) = CH(D) .

L'assertion est locale sur T , de sorte qu'on peut supposer les schémas consi-

dérés affines ; soient U = Spec(d) , T = Spec(B)

Sous 1l'hypothése (i), soit (a_i) € CW(a) . Il existe r,s tels que, si v}
est 1'idéal engendré par les a; , iz»r, on ait (v%)s = 0 . L'idéal v, est de
type fini ; par suite, en relevant dans B une famille finie de générateurs de U;,
on obtient un idéal w C B , de type fini, donc nilpotent puisque Ker(B —> A) est
un nilidéal, Comme on peut relever les a_; » i >r , en des €léments de w , le

covecteur (a_i) peut se relever dans CW(B) .

Sous 1l'hypothése (ii), soit 2 = Spec(A) . Soit n tel que pnB =0 ; il
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existe un unique homomorphisme Wn(A) —> B tel que le carré

A <——— B
A <———————wn(A)

commute [ 6 , IV th, 4.2 ] ., Choisissons un homomorphisme surjectif

¢: wn(A)[TI""’Td] —> A, et une factorisation ¢ de @ par B . Comme A est
de présentation finie sur A , et A parfait, A est de présentation finie sur
wn(A) , et le noyau de ¢ est un idéal de type fini I C wn(A)[Tl""’Td] . Comme
le noyau de B —> A est un nilidéal, il existe donc un entier k tel que w(Ik)= 0.

On en déduit le diagramme commutatif

K CW()
cw(w_(A) [Tl,...,Td]/I ) ———> CW(B)
CW((F)\‘ /
Cw(a) s

ol la fléche oblique de gauche est surjective puisqu'elle correspond au passage au

quotient par un idé&al nilpotent ; d'ol l'assertion.

4.1.7. Supposons maintenant que S soit un A-schéma, ol A est un anneau parfait.
Pour tout (U,T,8) dans CRIS(S/IZ), il existe un unique morphisme T —> Spec(W(A))

tel que

Uy &———— T

l !

Spec(A) &— Spec(W(A))

soit commutatif ; par suite, OS/Z est muni d'une structure de W(A)-algébre. On
peut alors munir CW(OS/Z) d'une structure de W(A)-module comme suit. Tout d'abord,
Wn(OS/Z) est muni pour tout n d'une structure de W(W(A))-module. Utilisant
1'homomorphisme de Cartier

8 : W(A) —> WW(A))
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(caractérisé par le fait que, si ¢n ¢ WW(A)) —> W(A) est la n-idme composante
fantdme, et ¢ 1'automorphisme de Frobenius de W(A) , ®n09 = ¢") , on obtient
sur wn(OS/Z) une structure de W(A)-module, pour laquelle 1'homomorphisme

) - e VP, .
Vo wn(OS/Z) > wn+l(OS/Z) est ¢ ~-linéaire ; si 1'on munit wn(OS/Z) de la

structure de W(A)-module définie par la restriction des scalaires au moyen de

0—n+1 : W(A) —> W(A) , et qu'on passe & la limite inductive par V , on obtient
sur cw“(os/z) une structure de W(A)-module. Par un argument de complétion ana-
logue @ [ 26, II lemme 2.1 ] , on étend ensuite cette structure 2 CW(OS/Z)

Soit alors CWO(OS/Z) le W(A)-module déduit de CW(OS/E) par la restriction
des scalaires au moyen de c—l , qui s'identifie canoniquement 3 1l'extension des

scalaires par o . Alors la suite exacte

) > CHO(0

> 0 —> CW(0

s/z >0

s/z) s/z)

est W(A)-linéaire. Il en est de méme pour s : CWG(QS/Z) — CW(OS/Z) . En effet,

suivant la méthode employ&e pour démontrer 4.1.3, il suffit de prouver que

s_ Wn(J)

n > Wn+1(A) est lindaire, pour A = W(A)[Xo""’xn—ll ., Comme A est

sans p-torsion, i1l suffit de vérifier cette linéarit8& apré@s avoir appliqué les com-—
posantes fantdmes, et c'est alors immédiat, compte tenu de la caractérisation de 6

donnée plus haut, et du diagramme (4.1.3.1).

Par suite, Im(s) est un sous-W(A)-module de CW(0 , et on obtient par

s/z

passage au quotient une structure de W(A)-module sur &S/ , telle que la suite

X

exacte

> 0 _ 8 —_— cw(j — > 0

0 s/z /1 S/t

soit W(A)-linéaire, ng/z désignant le W(A)-module déduit de CW C CW par

s/t

extension des scalaires via o

4.1.8. Les sections qui suivent ont pour objet de faire le lien entre 1'extension

canonique & et d'autres consiructions plus ou moins classiques ; elles ne

5/

seront pas utilisées dans la suite de cet article.
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Nous allons tout d'abord montrer que l'extension & constitue en fait une

S/t
généralisation de 1l'extension du groupe des covecteurs de Witt par le groupe des
vecteurs de Witt fournie par le groupe des bivecteurs de Witt [ 3 , ou 26, V
1.3] , répondant ainsi positivement au souhait exprimé par Barsotti [ 4 , p.57.
Rappelons que, suivant [26] , le groupe BW(A) des bivecteurs & coefficients
dans un anneau A peut &tre défini par

W(A) = lim CW(4) ,
le systéme projectif &tant

v

... > CW(a) —Y

\

>

> CW(A)

eee

on peut encore le décrire comme l'ensemble des familles (ai)i cz vérifiant les

conditions (4.1.1.1). Par construction, V est un automorphisme de BW(A) , et

1'application W(A) —> BW(A) définie par

(ao,al,...) — (...0,0,ao,al,...),

oii a, est la composante d'indice zéro, définit une suite exacte

0 > W(A) —> BW(A) > CW(A) > 0 .

lorsque A est une algébre sur un anneau parfait A de caractéristique p , BW(A)
-n
est muni d'une structure de W(A)-module définie par BW(A) = }iE_CW(A)G , et il
n

y a lieu dans la suite précédente de remplacer CW(A) par CW’(A) pour obtenir
une suite W(A)-linéaire ; le lecteur pourra vérifier que les constructions qui sui-

vent respectent cette W(A)-linéarité.

Rappelons d'autre part que, pour toute Z(p)—algébre A, il existe sur

1'idéal VW(A) c W(A) une structure de PD-idéal, fonctorielle en A, définie par
(4.1.8.1) W M o G v

. . n _ . w
Enfin, si a € A, nous noterons a = (a,0,...) son représentant de Teichmuller

dans W(A)
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Lemme 4.1.9.

(i) Pour tout n 3 0 , 21 existe un unique endomorphisme de foncteur (en en—

sembles) sur la catégorie des iTp_aZgébres
q; P W—> W

tel que, quels que sotent la Ep-algébre A et l'élément x € W(A) ,

n
(4.1.9.1) Flog (x) = xP
(ii) & x =%, x_ € A, alors
o [o]
N
(4.1.9.2) ?;(x) =X, =X

(iii) 57 x € VW(A) , alors

n,,n ip"]
v((p-1tx )

(4.1.9.3) ¢, x)

jew’

A
X = (Xo’xl”") . On écrit X = X0 + VY , avec Y = (Xl"") ; par suite,

Pour définir 9. 1l suffit de définir Th(x) lorsque A =IFp[Xi]

p=-1

N s s

P =% 7 () FomP e prom [Pl

o] . 1 (o)
i=]
= yP
X, *+pZ,
d'oli, pour tout n >0 ,
n n
P _ 3P n, _ .nY .n
X X0 +p Zn =F (X0+V (Zn))

On peut donc définir qg en posant
(4.1.9.4 X Tz
.1.9.4) ?;(X) =X +V n) H

son unicité résulte de 1'injectivité de F sur W(A) . On en déduit aussitdt

(4.1.9.2), tandis que (4.1.9.3) résulte de ce que

n p" n ("1 _a .n,, n (p"1
o (1) = (0P = M 1W) = PV (-1 (V) P )
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4.1.10. Observons maintenant que, pour tout anneau A de caractéristique p, la for-
mule (4.1.2.1) permet encore de définir un homomorphisme s : CW(VW(A)) — CW(W(A)),
gridce aux puissances divisées de VW(A) . En effet, soit (b—i) € CW(VW(A)) , et
posons b_i = V(C—i) . Par hypothése, il existe r,s tels que pour i 3 r, b_i=();

on en déduit

s=l's .
donc p e, = 0 pour tout i > r . Comme

i prei-ig pt
(- 7 "=p v(eI) ,

. i
il en résulte que (pl-l)!bEE ]= 0 pour i assez grand, et la série qui figure
dans la formule (4.1.2.1) n'a qu'un nombre fini de termes non nuls, ce qui donne

un sens & s ; son additivité se voit alors comme en 4.1.3. On pose

&, g (W(A)) = CH(W(A))/Im(s) ,
CWA/Z(W(A)) = Im(CW(W(A)) —> CW(A))
Proposition 4.1.11. Soit A un anneau de caractéristique p . Il existe un <somor-—

phisme canonique de suites exactes

0 —> W(A) ~—> &\, (W) —> CU, /- (U(8)) —> O
\l i |
0 > W(A) > BW(A) —> CW(A) —> 0 .

Observons pour commencer que l'inclusion CWA/Z(W(A)) C CW(A) est une égalité.

En effet, si (a_i) € CW(A), il existe r,s tels que quels que soient i ,isr,

IEREREEM

A, v =
a_; +se.02_; - =0 ; on a donc de méme I 0 , pour les rel&vements de
1 s 1 s

Teichmuller g—i des a_; , et (E_i) € CW(W(A))

Pour définir ¢, il suffit de définir un homomorphisme CW(W(A)) —> BW(A)
s'annulant sur Im(s) ; notons le encore % . On le dé&finit d'abord sur W (W(A))

en posant
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(4.1.11.1) b((a_)) = EV—i ¢ (a_y) ;

1

1

il est clair que ¢ induit sur W(A) C cW'(W(A)) 1’inclusion W(A) C BW(A) . L'ap-
plication ¢ est additive : il suffit en effet de le vérifier pour A =]Fp[X_i,Y_j],
pour les Eléments universels, et, puisque A est alors réduit, on peut le rempla-

cer par sa clBture parfaite. Mais, lorsque A est parfait, BW(A) = W(A)e@ , et on

peut écrire dans BW(A)
i i, pt iy
V((a_)) = JVIE HEE) = T aP T,
i i
application dont 1'additivit& se raméne immédiatement 3 celle des composantes fan-
témes [cf. 26, IT 5.1, pour un résultat plus général] . Si (a_i) e cu™(Vi(a)) ,

on a alors

. . i
ves(a_ N = I V5 @a_,)- 1 G-D! arl

. -i+
izl i3l 1+1

qui est nul dfaprés (4.1.9.3).

Ecrivons alors, pour (a_i) e cw(W(A)) s

(ap) = Gy )+ by,

N

oil est le représentant de Teichmuller de la coordonnée d'indice 0 de a_;s

a .
-i,0

et b_i € VW(A) . On en déduit

. i
(4.1.11.2) by = v Davy v T Ghnmle]

iz1

Dans cette expression,
N -1,
vE; ) = g VIE ) = Glsag
ce qui garde un sens lorsque (a_i) € CW(W(A)) , et est bien un &lément de BW(A),
puisque la condition (4.1.1.1), étant vérifiée pour (a_i) , l'est pour (a_. ) .

. i
D'autre part, puisque (b_i) € CW(VW(4)), les termes (pl—l)!big ] sont nuls pour
i assez grand d'aprés 4.1.10. La formule (4.1.11.2) garde donc un sens pour

(a_i) € CW(W(A)), et permet de définir ¢ ; de plus, la composante de ¥ d'un degré



fixé ne dépend que d'un nombre fini de composantes de (a_i) , de sorte que 1'addi-
tivité de y sur CW' entrafne son additivité sur CW . De méme, y s'annule sur

Im(s) , et définit &A/E(W(A)) ~—> BW(A)

. i
Dans la formule (4.1.11.2), la somme b0 + z(pl—l)!bEE ] appartient & W(A)
L'image de w((a_i)) dans CW(A) est donc le covecteur (...,a_] 0) , qui est
9’
aussi 1'image de (a_i) par 1'homomorphisme CW(W(A)) LA CW(W(A)) > CW(A) .

Le diagramme de 4.1.11 est donc commutatif, ce qui achéve la démonstration.

Remarque. L'homomorphisme canonique

8y (1)) — Lim &y (i, ()

est un isomorphisme.

4.1.12. Nous achéverons en montrant que, dans le dictionnaire entre extensions cris-—
tallines et Y-extensions développé en 1.4, la restriction i Hn de l'extension
& N - . . .

s/5 correspond 4 la H-extension canonique de wn par Ga fournie par Mn+]

Cela montrera en particulier que la méthode de comparaison entre cristaux de
Dieudonné et modules de Dieudonné introduite ici généralise celle de Mazur-Messing

[40, II § 15] pour le cas des groupes p-divisibles unipotents.

En effet, si 1l'on part de la suite exacte de schémas en groupes au-dessus de Z

vo
4.1.12.1 >
( ) o] > Ga > Wn+] > Wn o,
on peut munir le Ga—torseur Mn+1 sur Mn d'une connexion qui fasse de (4.1.12.1)
une H-extension : en tant que torseur sur Mn » W, est trivialisé par la sec-

tion (xo,...,xn_]) —> (xo,...,xn_],o) s 11 suffit donc de se donner une forme

différentielle invariante sur Wn (cf. 3.2.13 b)), et 1'on prend la forme

n
(4.1.12.2) w =10 4t +...+ TP lar
o o n-! n-

n | S

To,...,Tn_1 désignant les coordonnées canoniques de Wn . Posons, pour tout m ,
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_ m, , < . m P _
wn,m =W x Spec(Z/p ) ; par réduction modulo p , \wn+l,m définit donc une K

extension de W par &_ .
n,m a

D'autre part, si 1'on pose S = SpecGFp) , l'extension canonique

0 > OS/Z —_—> &S/E —_—> CWS/Z > 0
m m m
définit, grdce & 1'inclusion En > CWS/Z (4.1.5.1), une extension
m
0 > OS/Zm g 8n,m > ¥y > 0

sur CRIS(S/Zm) . D'aprés 1.4.6, il lui correspond une extension cristalline En o
b

de W par G , au sens de 1.4.3. Celle—ci définit enfin, par 1.4.4 , une
t]

Proposition 4.1.13., Avec les notations précédentes, il existe un tsomorphisme de

. N
Y -extensions W —> E .
n+l,m n,m

Le torseur En m oSt caractérisé@ par ses points i valeurs dans les wn o
’ 3
schémas affines et plats ; soient h : T — Wn un tel Wh m—schéma, avec
b »

T = Spec(A) , et h, : U —> Mn sa réduction modulo p . L'immersion U&— T ,

1 , 1

munie des puissances divisées canoniques de p , est un objet de CRIS(S/Zm) , et

le morphisme h1 en fait un objet de CRIS(\Wn ]/Zm) . Par définition ,

5
~
H
=
[

FOCW,T),h)LE, ) :

{x € r((U,T),&n’m)lv(X) =h,}

Posons h = (to,...,t ) , avec t, € F(T,OT) ; on peut donc encore écrire

n-1
B, (D = (G, 1) €W (8) | v isn-1, x; = ti(p)}/s(wn(pA)) ,
la structure de Ga-torseur étant définie par

(a,cl(xo,...,xn)) —> ¢l1((0,...,0,a) + (xo,...,xn)) .
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pour tout a € A . Il est clair qu'on définit un morphisme de Ga—torseurs

‘wn+1,m - ]En,m sur Mn,m par

(4.1.13.1) (to,...,tn_],tn)t——> cl(to,...,tn) s

on vérifie immédiatement que c'est un isomorphisme d'extensions de W, par Ga.
’

I1 reste 3 vérifier que la connexion obtenue sur, IEn m s'identifie & celle
s
que définit (4.1.12.2). Soient p. : L\:J Sw les deux projections sur
i n,m

n,m

wn n du premier voisinage infinité&simal de la diagonale de (\wn m)2 . Considérons
’ ’

la section canonique (To”"’T 0) de W, au-dessus de an m » €t ses deux

n-1’ I,m ,

images inverses (T‘;,...,T' 0) et (Tg,...,T

1
" -
-1’ n_1,0) au-dessus de /\w . Pour
n,m

calculer la différence

(DO,...,Dn) = (Tg,...,T 0) - (Té,...,T' 0)

"
n-1’ n—-1*

1
dans \wn_‘_1 ,m(A\w
n,m

) , on peut se ramener 3 la situation universelle au-dessus de Z,
puis faire le calcul dans

t ' 1" T t_mt " _mt
Woat (QUTSs oo Tp 0T T 1/(TY =) (T4-11)

1)’

Igigjsn~

On en déduit aussitdt

i
f e = P -1 "w_mt "_mt
Y i¢<n-1 , D, TO (To TO) +.o..t (Ti Ti) .

n
_ P ~1 "_mt WPl _mt
b, = To (To To) Teeet Tn—] (Tn-—l Tn—l)

I . .
n+1,m(ﬁw ) , on obtient la relation

n,m

Dans W

(TS,...,T" 0) - (T('),...,T 0)

" 0) = (0,...,0,D) + (D_,...,D

'
n-1’ n-1?

= (0,...,0,D ) + s(D_,...,D__}) ,

car D.[k]

i = 0 pour tout k > 2 par définition des puissances divisées de 1'idéal

. 1 R .
diagonal dans A\w . Passant i ]En o Par (4.1.13.1), cette relation montre que
n,m >

1" 1} - | ' = .
cl(To,...,Tn_,,O) el(T), ..., T _,0) = cl(0,...,0,D ) ;
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en identifiant (0,...,O,Dn) 34 une section de Q& , 11 en résulte que la con-

n,m

nexion obtenue sur :En.m est bien celle que définit la forme
2

n
D =1 lar .+ lar =0 .
n o o n~1" "n-1 n

4,2, Cristaux de Dieudonmé et modules de Dieudonné.

Nous commencerons par quelques résultats sur les groupes d'homomorphismes d'un
faisceau abélien de la forme G , oi G est un schéma en groupes, dans les fais~

et &

ceaux OS/ s/t -

P>

Soient (T,%,8) un schéma muni d'un PD-idéal quasi-cohérent, et U wun sous~
schéma fermé de T , défini par un sous-PD-idéal de "} ; on suppose p localement
nilpotent sur T . Soient G un U-groupe , G ¢— Y une T-immersion dans un T=-

schéma quasi-lisse (cf. 1.2.2), tel qu'il existe un morphisme m : YXTY

> Y in-
duisant la loi de groupe de G ; on notera encore PPy (resp. p],pz,m) les
morphismes DG(YZ) —> DG(Y) (resp. DGZ(YZ) — DG(Y)) entre enveloppes & puis-
sances divisées - compatibles 4 § - induits par les projections P;sP, de YXTY sur Y

et par le morphisme m. L'énoncé qui suit est une variante du lemme de Yoneda.

Lemme 4.2.1. Soit E un faisceau abélien sur CRIS(U/T) . Avec les notations pré-
cédentes, le groupe HomU/T(g,E) est canoniquement igomorphe au sous-groupe de

E(G,DG(Y)) formé des éléments § vérifiant les relations :

(i) dans E(G,DG(YZ)) , pT(E) = Pz(é) H

(i1) dans E(G%,D ,(¥H)) , p}(E) + pj(E) = m"(®)
G

Par définition, E(G,DG(Y)) est l'ensemble des morphismes de U-schémas de G
dans lui-méme ; tout homomorphisme ¢ : G —> E associe donc & IdG € E(G,DG(Y))

un €lément & € E(G,DG(Y)) . Les propriétés (i) et (ii) de & résultent des pro-
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priétés analogues de IdG en appliquant aux diagrammes

©
o
«—
<'U
(%)
vl
<
8
«—
b —
o
N
o
«—
=}
<
-«
o
L]

[
D (Y) , G > DY)

’
1'hypoth&se que @ est un morphisme de foncteurs.

Réciproquement, soit & € E(G,DG(Y)) vérifiant (i) et (ii). Pour lui associer
un homomorphisme ¢: G —> E , il faut, pour tout objet (U',T',8") de CRIS(U/T)
et tout t € G(U') = HomU(U‘,G), définir un &lément ¢(t) € E(U',T',8"') . Or,

localement sur T', il existe un T-morphisme t : T' —> Y prolongeant le morphisme

t

composé U' > G —> Y , et la donnée de &' permet de le factoriser par un PD-
morphisme ¢t : T' —> DG(Y) . On obtient donc (localement sur T') un morphisme
(£, ¢ (U,T',8) —> (G,D (V) de CRIS(U/T) , et on pose P(t) = € () . La
condition (i) entraine alors que cet &l&ment est indépendant du choix du prolonge-
ment t de t , ce qui permet de le définir par recollement lorsque t n'existe

pas globalement sur T', et montre que l'on obtient bien un morphisme de foncteurs.

Son additivité est une conséquence formelle de la relation (ii).
Soit S un schéma sur lequel p est localement nilpotent.

Proposition 4.2.2. Soient G un S-groupe affine de présentation finie, (U,T,8) un
objet de CRIS(S/I), Gy = 6xgU . On suppose que U vérifie 1l'une des conditions
suivantes :

(i) U est localement noethérien ;

(ii) U est localement de présentation finie sur un schéma parfait 127 .
Alors 1'homomorphisme

(4.2.2.1) Homg o (GoCg ) (g 1,y — Homg 2 (GoCW) (y gy = Homy(Gy,O0)

défint par (4.1.5.1), est un isomorphisme.
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L'assertion &tant locale, on peut supposer T affine. Par localisation au-

dessus de (U,T,§) , il suffit d'aprés (1.1.15.1) de montrer que 1l'homomorphisme
canonique
(4.2.2.2) Homy 1. (Gyys CHyy /) = Homy /o (Gyy,CH) = Homy (G, CW)

est un isomorphisme., Or on peut &crire 1'algébre de G comme quotient d'une algébre

de polynBmes sur T, de spectre Y ; il existe alors un morphisme m : YXTY > Y

prolongeant la loi de groupe de G . D'aprés 4.2.1, il suffit alors de prouver que
Cilg /5 (G,D5(¥)) = CW(G,D(Y)) = CW(G)

Mais, dans les deux hypoth&ses envisagées, G est respectivement noethérien, ou
de présentation finie sur le schéma parfait Z , de sorte que le résultat découle

de 4.1.6.

4.2.3. Revenons maintenant 3 une situation analogue & celle de 4.2.1, mais en sup-
posant maintenant p nilpotent sur U, T E&tant un schéma ou un schéma formel
pour la topologie p-adique, sur lequel p n'est plus nécéssairement localement
nilpotent. On suppose par contre que les puissances divisées & sont compatibles
3 celles de p, et on désigne encore par Y un T-schéma quasi-lisse (resp. un T-
schéma formel - pour la topologie p-adique — quasi-lisse, i.e. donnant un schéma
quasi-lisse par réduction modulo prl pour tout n) dans lequel G est plongé, et
par m : YXTY —> Y un morphisme induisant la loi de groupe de G . Soient Tn’ Y

n

les réductions modulo p" de T et Y . L'id&al 30, est un PD-idéal de 0 ,
n n

grdce 3 la condition de compatibilité, et tout objet du site CRIS(U/T) peut &tre re-
couvert par des objets de la réunion des sites CRIS(U/Tn) pour n assez grand. Si E
est un faisceau abélien sur CRIS(U/T), de restriction En a CRIS(U/TH), il en ré-

sulte que

N

Homy, ,1(G,E) > ;ril_m HomU/Tn(_G_,En) .

On déduit donc immédiatement du lemme 4.2.1. la conséquence suivante :
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Lemme 4.2.4. Sous les hypothéses de 4.2.3, le groupe HomU/T(EFE) est canonique-
ment isomorphe au sous-groupe de %ig_E(G,DG(Yn)) formé des éléments & vérifiant
n

les relations (1) et (ii) de 4.2.1.

Lemme 4.2.5. Sotent S un schéma sur lequel p est nilpotent, et S > T une
immersion fermée de S dans un schéma formel T (pour la topologie p-adique),
munte de puissances divisées 6 ; soit T, la réduction de T modulo p" . On

suppose que 0T est sans p—torsion. Alors :
(1) pour tout n tel que pnOS = 0, (S,Tn,é) est un objet de CRIS(S/I) ;

(ii) 87 G est un S~groupe fini localement libre annulé par une puissance fixe de

p, le systéme projectif de faisceaux KbmS/Z(E’OS/Z)(S,Tn,é) est essentiellement nul.

Comme OT est sans p-torsion, la relation

18, (x) = x*

détermine les puissances divisées & . Elles sont donc compatibles & celles de p,

et passent au quotient sur OT/pnOT =0 d'oll la premiére assertion.

T ’
n
Soit m un entier tel que medG = 0 ; montrons que les homomorphismes

ﬁbms/z(g,o — Hbms/z(g,o

s/z)(s,r 8) S/z)(S,Tn,s)

n+m’

sont nuls. D'aprés 1.1.15,

F(Tn’ﬂbmS/Z(E’oS/Z)(S,Tn,6)) = HomS/Tn(E’OS/Tn) ’

de sorte qu'il suffit de prouver l'assertiom analogue pour le systéme projectif
q p g p y J

Hom (g, 0

. On peut supposer T affine, et &crire l'algébre de G comme

}
S/T S/T

quotient d'une algdbre de séries formelles restreintes & coefficients dans F(T,OT).
On obtient ainsi une immersion de G dans un schéma formel Y 1lisse sur T, tel

que la loi de groupe de G se prolonge en un morphisme m : YXTY —> Y . Le groupe

Hom, s'identifie alors au sous—groupe de QDG(Y formé des &lé-

/T (G0 o)

n+m

)
S/Tnﬂn
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ments ¢ vérifiant les conditions de 4.2.1. Comme £ correspond & un homomorphis-

me @: G —> OS/T , 11 vérifie la relation
n+m

m m
PE=p @ldy) = P("Id) =0 .
Soient alors A = I‘(T,OT), An = A/pnA . Comme A est sans p—torsion, le noyau

m . . 5
de p IdA est prlAn+m . D'autre part, G est plat, d'intersection compléte re-
n+m

lative sur S ; il en résulte, comme dans la démonstration de 2.3.5, que ®G(Yn)
est plat sur A . Le noyau de la multiplication par pm sur @G(Yn-ﬂn) est donc
n .- ..

P @G(Ynﬂn), de sorte que ¢ est d'image nulle dans @G(Yn), ainsi que @ dans

Homg /7 (650g,p )
n n

Proposition 4.2.6. Soit S un schéma sur lequel p est localement nilpotent, et
supposons qu’'il existe localement sur S une immersion fermée de S dans un schéma
formel T (pour la topologie p-adique), munie de puissances divisées & , telle que

les dewx conditions suivantes soient vérifides :
(1) le faisceau OT est sans p-torsion ;

(ii) pour tout objet (U',T',8') de CRIS(S/:), il existe localement sur T'

un PD-morphisme (T',8') —> (T,8) prolongeant U' —> S .
Alors, pour tout S-groupe fini localement libre G,

(4.2.6.1) Hom (_G_,O ) =0 .

S/s S/t

L'assertion étant locale sur 8, on peut supposer qu'il existe une immersion
8> T ayant les propriétés de 1'énoncé. La deuxiéme condition exprime alors que
le faisceau sur CRIS(S/I) 'représentd'" par (S,T,§) couvre l'objet final du topos
(S/Z)CRIS. Or, comme en 1.1.15, le site CRIS(S/):)/(S,T)N s'identifie au site

CRIS(S/T). Par suite, l'homomorphisme canonique

Homg /5 (6,0g /) — Homg,;1(C,0g/p)
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est injectif, et il suffit de prouver que

Hom, =0 .

(Ey 0

s/1(C Y1)

Or 1'homomorphisme canonique

Homg (G, 0gyp) —> Lim Homgp (G,0g7 )
n n n

est un isomorphisme, et cette limite projective est nulle d'aprés 4.2.5.

Remarque. Les hypothéses de 4.2.6 sont satisfaites si S est plat d'intersection
compléte relative sur un schéma parfait. Supposons en effet S affine, plat d'in-
tersection compléte relative sur Spec(R), ol R est un anneau parfait. Si 1l'on
plonge S dans le spectre Y d'un anneau de polyndmes sur W(R), &qg(Yn) est
plat sur Wn(R) pour tout n, et isomorphe & SDG(Y)/pn(i%(Y) d'aprés (1.2.5.1).

s
Par suite, le schéma formel T = Spf(éDG(Y)) vérifie les conditions (i) et (ii).

Proposition 4.2.7. Soient S un schéma sur lequel p est nilpotent, et

0

> G —> ¢ —> G"

> 0

une suite exacte de S—groupes finis localement libres. On suppose donnée une immer-
sion fermée de § dans un schéma formel T , vérifiant les conditions de 4.2.5.

Alors, pour tout entier n tel que pnId =0, la suite

G

(4.2.7.1) 0 >

— 0

DE (5,1 ,6) T PO, L6 TP (5,1 L6

est exacte.

La surjectivité résulte de 3.1.6. Considérons, pour n variable, le

systéme projectif de suites exactes

0— Jcoms/z(ﬁ"’OS/z)Tn - J("’”s/z(g’os/z)'rn - m’ms/z(g’os/z)Tn

G,

* J—
>1D(G)T > (G )T > Q .,
n n n

Les systémes projectifs des ¥Hom sont essentiellement nuls d'aprés 4.2.5, et ceux
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des ]D(.)T sont 3 morphismes de transition surjectifs. On obtient donc par pas-
n

sage 34 la limite la suite exacte

. " . . '
(4.2.7.2.) 0 —> El_m D(G )T > ;1_m_ ID(G)T > }m (G )T —> 0 .
n n n n n n
Mais, si pnIdG = 0 , les morphismes de tramsition
D(G > D(G 0, ——m(0)
)1 (@ ) T T
n+h n+h Tn+h n n

sont des isomorphismes, et la suite exacte (4.2.7.2) s'identifie a (4.2.7.1).

Corollaire 4.2.8. Supposons que S = Spec(A) , ou A est un anneau de caractéris-—
tique p possédant une p-base, et soit A_ une Zﬁ—algébre vérifiant les conditions

de 1.2.8. Posons

3

D@, =iz D@, .

pour tout S—groupe fini localement libre G (resp. groupe p-divisible). Alors le

foncteur ]I)(G)A transforme toute suite exacte de la forme
> G"

0 > G'

> G

> 0,

ou G',G,G" sont des S—groupes finis localement libres (resp. G et G" des

groupes p-divisibles, G' étant fini ou p-divisible), en suite exacte de A, -modules.

Le cas d'une suite de trois groupes finis résulte de (4.2.7.2), en prenant
T = Spf(A_) . Le cas ol G' est fini, G et G" p-divisibles se prouve de la
méme fagon, et le cas ol les trois groupes sont p-~divisibles résulte simplement de

ce que les cristaux sont alors localement libres, de rang &gal i la hauteur.

Rappelons que si A et B sont des groupes ab&liens d'un topos G , annulés

par un entier N , la suite spectrale

Pyq _ p Z —_ n
Ey axtz/Nz(‘t%rq(A,z/NZ) ,B) > &xt,(A,B)

fournit un homomorphisme

&xt‘z(A,B) > Hom,(A,B)
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On peut encore décrire cette application comme associant 3 la classe d'une extension
£:0—B—E—A—0

1'homomorphisme A —> B donné par le diagramme du serpent relatif 3 la multipli-
cation par N sur & . Nous noterons cet homomorphisme, ainsi que son analogue glo-

bal, par "N".

Corollaire 4.2.9. SoZent (S,T,8) vérifiant les conditions de 4.2.7, et G un
S-groupe fini localement libre anmulé par p- . Alors L'homomorphisme

o My | —
P DO (g gy T 058050 (s, L)

est un isomorphisme.

L'asserticn étant de nature locale sur S , on peut supposer, d'aprés 3.1.1,
que G est plongé dans un S-schéma abélien A . Soient H le groupe p-divisible
associé 3 A , et H' = H/G , qui est un groupe p-divisible d'aprés 3.3.12. Il ré-

sulte de 4.2.7 que les deux foncteurs G r»jm(c)(s T .8) et G Hom (6,0
2 m’

)
S/ ="78/17(8,T ,9)

p . o . < m
sont exacts sur la catégorie des S-groupes finis localement libres annulés par p .

Le diagramme commutatif 3 lignes exactes
) — _— —
m m m
upmn npmn npmn

ﬂbms/z(gf(m)’OS/Z)(S,Tm,a)_>mbms/z(gﬂm)’OS/Z)(S,Tm’éj_>mbmS/Z(E’OS/Z)(S,Tm,s) —

montre alors qu'il suffit de prouver 1'assertion lorsque G est de la forme H(m),

pour un groupe p-divisible H . Dans ce cas, la suite exacte

m
> H(2m)—E—> H(m)

0 > H{m) > 0
fournit un homomorphisme cobord
1
HbmS/Z(E(m),OS/E) —_— 8xts/z(ﬂ(m),os/z)
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qui est un isomorphisme au-dessus de Zm . On vérifie alors sans difficulté que

"pm" est inverse de cet isomorphisme.

Nous étudierons maintenant plus particuli@rement le cas oll la base S est le
spectre d'un anneau parfait A . Rappelons (1.2.9 (i)) que le foncteur T(S/L,.)
qui 3 un faisceau sur CRIS(S/I) associe l'ensemble de ses sections globales induit
une &quivalence entre la catégorie des cristaux en modules quasi-coh@rents sur S et
la catégorie des W(A)-modules séparés et complets. Pour tout S—groupe fini localement

libre G (resp. groupe p-divisible), nous poserons

(4.2.8.1) D(G) = r(s/z, D(G)) = EEE_F(Sn,ID(G)(S,S )) ,
n n
ol Sn = Spec(wn(A)) (le dernier isomorphisme résultant de 1.1.12, 1.1.13, et de ce

que (S’Sn) représente 1'objet final de CRIS(S/Sn)) .

Proposition 4.2.10. Sofent k un corps parfait, G un groupe fini sur k , de

rang pd . Alors D(G) est un W(k)-module de longueur finie 4 .

Soient k' wune cl8ture algébrique de k , G' 1'image inverse de G sur k'.

Les isomorphismes

]D(G')wn(k') = ID(G)Wn(k') e ]D(G)wn(k) @wn(k) wn(kv) ,

qui résultent de (1.3.3.4) et de ce que I(G) est un cristal, montrent qu'il suffit
de prouver l'assertion lorsque k est algébriquement clos. Tout groupe fini est
alors extension successive de groupes de rang p . Or, on déduit de 3.2.11 que
1'inégalité

rang(G) < p1ong(D(G))

est vérifiée lorsque G est de rang p . Compte tenu de 4.2.7, les deux membres de
1'inégalité sont multiplicatifs par rapport aux suites exactes courtes, si bien

qu'elle reste valable pour tout groupe fini G .
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Mais par ailleurs, il résulte de 3.3.10 que cette inégalité est une égalité
lorsque G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué. Comme tout groupe fini peut &tre
plongé dans un groupe de Barsotti-Tate tronqué, on en déduit par multiplicativité

que c'est toujours une &galité.

Proposition 4.2.11. Soient k wun corps parfait, § = Spec(k), G wun groupe fini

sur S . Alors

(4.2.11.1) Hom (G,& =0 .

s/5(8r8g/5)

D'aprés 1.1.13, on peut remplacer I = Spec(Zb) par T = Spec(W(k)) . Soit Y
le spectre d'une algébre de polyndmes sur W , telle qu'il existe une T-immersion
fermée G <> Y , et reprenons les notations de 4.2.3. Soient k' une cldture al-
gébrique de k , S§' = Spec(k') , G' = GxSS‘, T' = Spec(W(k')), Y' = YxTT‘ H
comme T' est plat sur T, les homomorphismes canoniques DG(Yn)xTT' _— DG,(Y;)

sont des isomorphismes, et

] 1
F((G’DG(Yn))’OS/Z) —> T'((G ’DG'(Yn))’OS/E)
est injectif, ainsi que T(G,CW) —> T(G',CW) . La suite exacte

0 —> OS/E —> & —> CW

S/L

entraine donc que
C ¥ A
P((G,DG(Yn)),Ss/Z) > T((G ’DG'(Yn))’as/Z) »

si bien que, d'aprés 4.2.4, il suffit de prouver (4.2.11.1) lorsque k est algé-

briquement clos.

Comme G posséde alors une suite de composition dont les quotients sont iso-

morphes & Z/p , ap ou up , on est ramené au cas ou G est l'un de ces trois

groupes. On peut alors choisir pour Y le spectre d'une algébre de polyndmes en une

indéterminde W([t] . Soient R 1'algébre de G, ébn celle de DG(Yn)’ '}n le

noyau de {Dn > R, Considérons le diagramme commutatif
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0 > s(CH(F)) > Ci(D,) > &g/ (6,D(Y)) > 0
>7
(4.2.11.2) sl s v
N
0 ———> () ——> () ——— CH(R) ,

dans lequel l'exactitude de la ligne supérieure résulte de la définition de SS/Z’
et de ce que DG(Yn) a pour espace topologique sous-jacent celui de G, c'est-a-
dire un espace fini discret. Soit £ un élément de 8S/Z(G’DG(Yn)) correspondant
& un homomorphisme ¢ : G —> &S/Z ; conome G est annulé par p, il en est de

méme de £ . 8i ne€ cw(&bn) reléve £, alors pn e s(CW(gh)), v(pn) € CW(gh),

et, puisque Vos est 1'inclusion de cw(gh) dans CW(@%Q, on en déduit que

pn = soV(pn)

—i)iao ; si n_; est 1'image de n_; dans {Dn/pébn ,et n= (E;i),

, de sorte que pour i > 1, les nEi appartiennent & qh . La rela-

Posons 1n = (n
~ _ —p
Pn (n_i_l)

tion précédente fournit alors la relation

(4.2.11.3) CLANNCEALY

L'idéal de G dans Y1 = Spec(k[t]) est principal, engendré& par un polyndme
f . Il résulte alors de [ 5, VI 3.2.5] que {Dl est un k[t]/(fp)—module libre,

de base les f[pq] pour q € N ; par conséquent, on a dans ébl

K[/ (P 0 kel/(eP)efPl = o .

Comme tout &lément de ﬁ] est de puissance p-iéme nulle, ﬁfﬁ et E}} sont des

éléments de k[t]/(fp) . Posant 332 = gf, 1la relation (4.2.11.,3) s'écrit

}T—P] = Pf[P]

et entraine donc que ﬁfu = 0 . Comme 1'homomorphisme

8:Ro= k[t]/(£) —> k[t]/(£P)
induit par le Frobenius de k[t] est injectif, 1'image de n_; dans K> est donc

nulle.
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Or, d'aprés le diagramme (4.2.11.2), le covecteur (n

. .
-i)i>1 image de (n_;)

dans CW(R) est 1'image de £ , et correspond donc 3 1'homomorphisme composé

- & — ' 8 .
G — s/z CW . D'aprés [ 6 ;261 ,
1 = 1
nl: 4 Y‘R,(”—i)
pour tout i > I , en notant %R,: ®—> R> 1'endomorphisme correspondant au

Verschiebung de G. On en déduit donc que nli =0 pour tout i > 1, si bien que
£ est d'image nulle dans CW(R>). Le morphisme G —> CW d&duit de (¢ est domc

nul, ce qui montre que 1'homomorphisme
Homg )y (G:0g,y ) = Homgy (G,8g)y )
n n n n

est un isomorphisme, quel que soit n. Par passage & la limite, 1'énoncé& résulte

donc de 4.2.6.

4,2.12. Soient A wun anneau parfait, S = Spec(A). D'apré&s 4.1.7, il existe sur
1'extension aS/Z une structure de W(A)-module telle que la suite exacte

— WS, —> 0

© s/3

> Ogyy — &

S/%
soit W(A)-linéaire. On en dé&duit, pour tout faisceau abélien G sur §, une suite

exacte de faisceaux de W(A)-modules sur CRIS(S/I)

(o}

{4 1
0 -—> Hom —> Jom —> Homg (G, Clg 1) —> &g, (G,0g, ;)

s/2(€0g/5) s/5(Cr8g)y)

Prenant les sections globales, on en tire en particulier un homomorphisme

9 1
o . o 9
(4.2.12.1)  Homg,.(G,CWg ) Homg , (G, ClWg /) > T(8/1,8xtg,:(G,0g,))
Supposons que G soit un S-groupe fini localement libre. Comme, d'aprés

1.1.12 et 1.1.13,

Homg o (., .) = lim Homg . (.,.) = lim Homg g (.,.)
n n n n

il résulte de (4.2.2.2) que 1'homomorphisme canonique

"
(4.2.12.2) Hom (E’CWS/Z)__9H°mS/Z(gﬁEE)_——> Homs(G,CW)

S/z
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est un isomorphisme. On posera
(4.2.12.3) M(G) = Hom (G,CW) ;

rappelons [ 26, III § 5 cor. 3] que, lorsque A est un corps parfait, M(G) est

le module de Dieudonn& de G. L'homomorphisme (4.2.12.1) s'interpréte donc comme

un homomorphisme

(4.2.12.4) M) °

> D(G) ,

fonctoriel en G.

Si maintenant on suppose que G est un groupe p—divisible, 1'homomor-

phisme

Hom (G,CW, y —> Homs(G,CW)

S/z S/%

est aussi un isomorphisme, puisque G = lig G(n). On obtient donc encore un homo-

morphisme (4.2.12.4).

Lemme 4.2.13. Sous les hypothéses de 4.2.12, soit G wun S—groupe fini localement
libre (resp. un groupe p—divisible). Alors 1'homomorphisme canonique

1

(4.2.13.1) Ext 5/5(€:0g/5)) = D(©)

i
s/5(C0g,5) —> T(S/1,8xt

est un isomorphisme.

Comme (S’Sn) représente l'objet final de CRIS(S/Zn) ,

F(S/2,,E) = T((8,5),B) = (S ,E(s ¢ )

(s,8))

pour tout faisceau E ; par suite, les 0 -modules E tels que E soit
s/t (8,8)

quasi-cohérent sur Sn sont acycliques pour T(S/Zn,.) . On déduit donc de 2.3.1

(resp. 2.4.5) que, pour q < 2 ,

q S q
(4.2.13.2) Extg s (g,os/E ) > P(s/zn,&xts/Z (g,os/Z )) .
n n n n

Compte tenu de 1.1,12, 1'isomorphisme Hom ~ li@_ﬂoms/ permet d'autre part

n

S/t L

de construire une suite spectrale des foncteurs composés
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Psq _ gPy; q . pe Pt
) E;—m (E"ts/zn(ﬁ’os/zn)) = Extg,;(G,0g,p)

Or le systéme projectif HomS/Z (6,0 est essentiellement nul d'aprés 4.2.5
n

S/zn)

(resp. nul d'aprés 3.3.3), de sorte que

Pa-
R =
le HomS/Z (E’OS/Z ) 0
n n n
pour tout p. L'isomorphisme
Ext) . (6,0q,,) ——> lim Ext,, (6,05, )
s/ ="s/t o S/):n = S/Zn ’

qui en résulte, permet de d&duire (4.2.13.1) de (4.2.13.2) par passage a la limite.

Théoréme 4.2.14. Sotent k wun corps parfait, S = Spec(k), G un groupe fini

(resp. p-divisible) sur k . Alors 1'homomorphisme canonique
(6.2.14.1) 3+ M(6)° —> D(G)

défint en (4.2.12.4) est un isomorphisme.

D'aprés le lemme précédent, 3 peut s'interpréter comme 1'homomorphisme cobord

de la suite de cohomologie du foncteur Hom relative 3 la suite exacte

S/t

9 >0 .

0> 0g/y = &gyp = CWg/p

Supposons G fini. Comme HomS/Z(g’&S/Z)

39 est injectif. Or les W-modules D(G) et M(6)° ont méme longueur d'aprés

= 0 d'aprés 4.2.11, 1'homomorphisme

4,2,10, et [ 19, théordme p. 69] ; 3 est donc un isomorphisme. Si G est p-divi-
sible, les deux membres sont limites projectives des termes analogues relatifs aux

G(n) (compte tenu de 2.4.5 (ii)), et 1'&noncé résulte du cas des groupes finis.

Remarques 4.2.15.

(i) Soient A un anneau de Prufer [15, chapitre 7, § 2, exercice 12 ]
parfait, S = Spec(A), G un S-groupe fini localement libre (resp. un groupe p-

divisible sur S). On déduit de 4.2.14 que (4.2.12.4) est encore un isomorphisme
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(cf. [ 6, 4.3.41).

(ii) Rappelons qu'un groupe formel commutatif sur k peut &tre défini comme
un faisceau abélien (fppf) limite inductive de k—groupes finis. Si on a ainsi

G = lig G, 1les G, 8tant des p-groupes finis sur k, 1'homomorphisme
Ext1 (G,0,,.) —> lim Ext] (G.,0.,.)
s/1*=*"s/% <I— S/r =i°"S/t

est un isomorphisme, car Hom (gi,O ) = 0 pour tout i d'aprés 4.2.6. Par

S/Z S/t

passage 3 la limite, les isomorphismes (4.2.14.1) donnent donc un isomorphisme

M(G)° = Hom(G,cW)° = Ext_,.(G,0.,.) .

1
S/t s/t

On remarquera que, lorsque G = Spf(k[[Xl,...,Xn]]) est un groupe de Lie
formel, la discussion de 2,2.9 montre que Exté/z(g,oslz) peut &tre calculé au

moyen de 'presque-logarithmes" ; on peut en déduire 1'isomorphisme de [ 26, III,

6.5] (cf. [ 36, 5.51)

Exemples 4.2.16.

Sous les hypothéses de 4.2.14, soit (U,T,8) un objet de CRIS(S/I). Il
existe alors un unique morphisme h : T —> Spec(W(k)) prolongeant U —> §, et

il résulte de 4.2.14 qu'il induit un isomorphisme canonique
* g,
h (M(G)") —__QID(G)(U,T,G) s

puisque D(G) est un cristal. En identifiant (OS/Z)G a OS/Z comme en 1.3.5,
on cbtient en particulier :
(i) Pour tout n,
oy _ n .
D™ = 05y /3705 »  D@/T) = Og)p

F étant l'application identique, et V la multiplication par p.

(ii) Pour tout n,

~ n -
m(upn) = OS/E/p OS/Z s ]D(upm) Os/E ’
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F é&tant la multiplication par p, et V 1'application identique.

(iii) Pour tout n,

Dla ) = (Og,,/p0g,;) [FI/(F)

S/t
P

F é&tant la multiplication par F, et V 1l'application nulle.

Nous terminerons cette section en indiquant une autre construction de 1'iso-

morphisme 5 de 4.2.14,

Proposition 4.2.17. Sotent A un amneau parfait, S = Spec{d) , G un S—groupe
fini localement 1ibre, m un entier tel que p"G = 0. La multiplication par pm

sur OS/Z induit un isomorphisme canonique

(4.2.17.1) Hom,

" 1 .
S/Zm(_(_;_aos/zm) a— EXtS/Z(g’OS/E) = D(G) .

Le deuxiéme isomorphisme résulte de 4.2.13. Pour construire le premier, on

considére les deux suites exactes

m m
0 —= P05y = Oy — Ug/y/P Ogyy =0
Pm m
0 > Ny > Og/z > P 0g/y >0,
définies par la multiplication par pm sur OS/E' Elles donnent naissance au dia-
gramme exact
Ext] (G,N )
S/ ="m
v
4.2,17.2
¢ ) Extg 3 (C:05/y) m

p =0

!

m 1 m 1
> Homs/z(g,os/z/p OS/Z) —_— EXtS/Z(E’p OS/E) —_— Eer/Z(E’OS/Z)

|

2
Ex':S/Z(E’Nm)

ol le zéro de gauche résulte de 4.2.6 (en prenant T = Spf(W(A))) .
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Soit icprs ¢ (s/t )CRIS —> (S/E)CRIS le morphisme canonique. On vérifie

i*
CRIS

donnée en 1.1.10) que pour tout faisceau E sur CRIS(S/Zm), et tout objet

immédiatement (par exemple par adjonction i partir de la définition de

(U,7,8) de CRIS(S/I),

(4.2.17.3) r{((uv,1,8), i (E)) = r((U,T ,8),E) ,

CRIS#*

ol Tm = szzm ; en particulier,

. - m
(4.2.17.4) ICRIS*(OS/Zm) = Og/5/P 55

de sorte que l'on obtient un isomorphisme canonique
m
HomS/Zm(g’OS/Zm) = HOmS/Z(E’OS/E/P OS/Z)

Le diagramme (4.2.17.2) montre alors que, pour construire l'homomorphisme (4.2.17.1)

et prouver que c'est un isomorphisme, il suffit de prouver que 1'homomorphisme
P q p P

1 m
s/z(G Og/g) — Extg,;(Gop Og/p)

est un isomorphisme, et il suffit pour cela de prouver la nullité des groupes

S/Z(G Np) -

Utilisant la résolution C(3)(§), et 1'analogue global de la suite spectrale
(2.2.2.1), il suffit de prouver que pour tout S-groupe fini localement libre G,
Hi(G/Z,Nm) = 0 pour tout i. Comme, d'aprés 1.1.12 et 1.1.13, tout objet de
CRIS(G/Z) peut &tre recouvert par des objets de la réunion des sites CRIS(G/Sn),
ol Sn = Spec(wn(A)), il existe une suite spectrale

Psq - pPrin yd — yt
EY R %;_m_l{ (G/s_,N_ ) == H (G/L,N))

I1 suffit donc que les systémes projectifs Hq(G/Sn,Nm) soient essentiellement
nuls. Fixons un plongement de G dans un W(A)-schéma lisse affine Y, de réduction
Y, sur §_ . Alors, pour n fixé, les Hq(G/Sn,Nm) sont les groupes de cohomo-

v
logie du complexe de Cech-Alexander [ 5 , V 1.2.3]

v . — 2
Gy () = T(CD(0)) Ny =3 1D



compte tenu de la quasi-cohérence des pour tout (U,T,8). Il suffit

No(u,T, 8)

donc que, pour q fixé et n variable, les groupes r((c%,p q(Y:)),Nm) forment
G

un systéme projectif essentiellement nul. Mais, comme 6% est plat d'intersection

compléte relative, D q(Yﬁ) est plat sur Sn, si bien que
G

reet,o aady,n ) =" e (wh,o0 ),
o I ¢l " D(Yg)

d'ot l'assertion.

Proposition 4.2.18. Sous les hypothéses de 4.2.17, l'inverse de l'isomorphisme

(4.2.17.1) est L'isomorphisme noté "p™" en 4.2.9.

Comme I(G) est un cristal annulé par p", il résulte de 4.2.13 que le fonc-

teur induit un isomorphisme

. ¥
teris

1 v 1
Extsfz(g,o ) —> Extg

6,0 ) .
s/z 1T =TSl

D'autre part, on vérifie facilement la commutativité du diagramme

. %
1
1 CRIS 1
Exts/z(g,os/z) —_— Eth/z (E’OS/): )
m m
(4.2.18.1) Yrp™
Hom

m Y
/2805570 Uy5) — H°ms/zm(9fos/zm) ,

dans lequel la fléche verticale de gauche est obtenue en appliquant le lemme du

serpent & l'endomorphisme "multiplication par pm" d'une extension de G par OS/Z'

Soit alors u un homomorphisme de G dans et notons encore

Og/5
m

u:G—> 0 /p"0 1'homomorphisme correspondant. L'isomorphisme (4.2.17.1)

s/t S/t
montre qu'il existe une extension E de G par OS/Z’ unique 3 isomorphisme preés,

et un homomorphisme u' : E —> OS/E rendant commutatif le diagramme
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0 > Os/z E G 0
(4.2.13.2) " u' u
\'4 v
m m
0 ——> p os/z —_ Os/z —> Os/z/p OS/Z —> 0.

Comme Hom (E’OS/E) = 0, u' est en fait déterminé par sa restriction a

S/x OS/Z’

et, puisque G est annulé par pm, u' est 1'homomorphisme induit par la multipli-

cation par pm sur E. L'extension E &tant l'image de u par (4.2.17.1), la

proposition résulte de la commutativité des diagrammes (4.2.18.1) et (4.2.18.2).

4.2.19. Soit mCW le sous-faisceau abélien de CW formé des covecteurs annulés par
P
pm. Pour tout schéma S sur lequel p est localement nilpotent, on se propose

de construire un homomorphisme canonique

[} . - m
(4.2.19.1) T ¢ pmc_w > Og /0" 0g /5

sur CRIS(S/I).

Notons respectivement cw(m)(o ) et & les images inverses de CW
s/t s/z o
par les homomorphismes canoniques
CW(Og/p) = 0, &gy — W .
. o (m+l,m) ‘. . (m) ) —
Soit CW (OS/Z) 1'image inverse de CW (OS/Z) par V : CW(OS/Z) > CW(OS/Z)’
qui est égale i l'image inverse de 8é7§ par 1'homomorphisme canonique

CW(OS/T) — &S/Z’ grice au diagramme

v
cw(OS/E) >> CW(OS/Z)
(4.2.19.2)
v V
85/2 - W ?
. . P (m+1,m)
commutatif par construction de &S/Z (cf. 4.1.4). On peut décrire CW (OS/Z)

comme .'ensemble des covecteurs x = (x_i) tels que pour i>m+l, in € JS/Z'
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On définit alors une application

. g (mH1,m) .
O 0 W 50> — 955

par la formule

m

(4.2.19.3) 8 ((x_;)) ) (pi'm-l)!ﬁpi_m(XEi) ,

I
Wl 18
hel
=]
1
.
o
D]

ot (x_i) est une section de Cw(m+l’m)(05/2) au-dessus d'un objet (U,T,8) de
CRIS(S/I). On observera que, p &tant localement nilpotent sur T, la série
(4.2.19.3) n'a qu'un nombre fini de termes non nuls, et garderait un sens plus gé-
néralement si 1'on remplagait OS/Z par un anneau séparé et complet pour la topo-
logie p-adique, muni d'un PD-id&al ; cela permet alors de démontrer 1l'additivité

de em par la méthode de 4.1.3.

Si s : CW(?S/Z) — CW(OS/E) est 1'homomorphisme défini en 4.1.4, 1'image

+ gt s s
de s est contenue dans cw(m ]’m)(OS/Z) pour tout m, et on vérifie immédiate-

ment & partir des axiomes des puissances divisées que em s'annule sur Im(s). On

en déduit donc une factorisation
= (m) .

: —_—
em gS/Z 0

Enfin, la formule (4.2.19.3) montre que 1l'application induite par Bm (resp. 8 )

m
i (m+1,m) (m)
sur le sous-groupe Oy . de CW Og/y 8/

par pm sur OS/E' Par conséquent, 1'homomorphisme composé

) (resp. &_,.) est la multiplication

6
(m) m L m
&s/3 > Og/p = Og/2/P Og/5
s'annule sur 0 c g™ et se factorise donc par 1l'image CwW de &(m
s/s s/’ m S/t s/t

dans CWS/Z C CW. On déduit de (4.2.19.2) et (4.2.19.3) 1'expression de 1'homo-

morphisme T ainsi obtenu : si (a_i) € CW(OU), et est 1l'image de (x_i)E CW(OT),

! m-i-1 pi+l i-m+1 pm m
(4.2.19.4) 1 ((a_;)) = ] »p X7, o+ T (p -te LG modip

i= izm

Il est clair que cette expression reste bien définie, et additive, méme si le co-
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vecteur (a_i) ne peut @tre relevé en une famille (x_i) vérifiant la condition
de nilpotence nécéssaire pour &€tre un covecteur, de sorte que T, esten fait dé-
finie sur CW. On remarquera d'autre part que, grice 3 (4.2.17.4) et i 1'isomor-

phisme d'adjonction, LN peut &tre considéré comme un homomorphisme de CRIS(S/Zm):

(4.2.19.5) Tt pmgy —_ OS/Z .

Enfin, si A est un anneau parfait, et S wun A-schéma, on voit comme en
4.1.7 que Ty est semi~linéaire par rapport au Frobenius ¢ de W(A).
Remarques.

(i) Il est facile de vérifier que 1'homomorphisme

m
m pmcwslz > Ogyp /P g5

est celui qu'on obtient en appliquant le lemme du serpent au diagramme défini par

la multiplication par p» sur la suite exacte

0 > 0 > &

s/t s/z T Mgy 70 -

(i1) Pour tout =n, le diagramme

T

m m
pmc—w > Og/5/P 0gy
p
Tm+l m+]
pm+xc—w — 05,5/ Ogyy

est commutatif,

(iii) On remarquera que la restriction de Tn a W c mgy est 1'homomor-
P

phisme d'anneaux construit par Grothendieck dans [ 32 , IV 3.3].

La proposition suivante donne une autre construction de l'isomorphisme 3 de

4,214,
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Proposition 4.2.20. Soient A un anneau parfait, S = Spec(A), G un S-groupe

fini localement libre, m un entier tel que PG = 0. Alors le diagramme

Extg 5(8, 0 ,;) = D(6)

n

M(G)Y = Hom, «, mC_W)U

s/z

T
m

(G

Hom , 0, ) s
S/Zm — S/Zm

ol l'isomorphisme vertical est domné par (4.2.17.1), est commutatif.

I1 suffit de prouver la commutativité du triangle analogue dans lequel on

m .
remplace HomS/Zm(g’OS/Zm) par HomS/Z(—G-’OS/Z/p OS/Z)' Or le diagramme (4.2.19.2)

et la construction de o fournissent le diagramme commutatif de suites exactes

(m+1,m) v (m)
0 —> OS/E —_— CW (OS/Z) —_— CW (OS/Z) —— 0
v
(m)
0 OS/Z &S/Z > meWS/Z > 0
o —
: . .
v
m m
0 P > U5y > Ogy5/070g 5 >0 .

On en déduit le diagramme commutatif d'homomorphismes cobords

3 1
Homg (€, [ OWg/p) ———— Extg,,(G,0q, )
m
Tm P
v
m 1 m
Homg (G, Og /5 /p" Og /1) > Extg); (6,0 0g5)

Or, d'une part l'inclusion

HomS/):(g’pmch/Z) —_— Homs/z(g,pmgl_)
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est un isomorphisme d'aprds (4.2.12.2), d'autre part nous avons vu dans la démons-
tration de 4.2.17 que 1'homomorphisme

m 1 1 m

Pt Extg,;(G,0q,p) — Extg ;(G,p Og/p)

est un isomorphisme ; la proposition en résulte aussitdt.

4.3. Le cristal de Dieudonné des groupes annulés par F ou V.

Nous é&tudions ici de nouvelles relations liant le cristal de Dieudonné aux
invariants différentiels tels que 1'algébre de Lie ou le module des différentielles
invariantes, et montrons en particulier comment, dans le cas de groupes annulés par
F ou V, ceux-ci permettent de construire le cristal de Dieudonné. Nous commen-

gons par un résultat valable pour tout groupe fini localement libre annulé par p.

Proposition 4.3.1.

(i) Sotent S un schéma sur lequel p est localement nilpotent, G un S—
groupe fini localement libre annulé par p, de rang pd. Alors D(G) est un
OS/E/F' OS/Z-moduZe localement libre de rang d .

(ii) La restriction de D a la catégorie des S—groupes finis localement libres

annulés par p est un foncteur exact.

Comme ID(G) est un cristal, il suffit de prouver que, pour tout objet (U,T,S)
de CRIS(S/I), D(G) est localement libre de rang d sur 0./p0,. Montrons
(v,1,8) T/ YT
d'abord qu'il est engendré localement par d sections. Soient x un point de T,

k(x) la clGture parfaite de k(x), G; = GxSSpec(k(x)), et considérons le morphisme

Spec(k(x)) CL» Spec(k(x))

v
vy «—F T

de CRIS(S/I). On en déduit l'isomorphisme
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lD(CLx_)
Spec (k(x))

= D(G)(U,T,é)QOTk(x) .

Grace & 4.2.13, la théorie de Dieudonné classique entralne que ]D(Gi) est
Spec(k(x))

un k(x)-espace vectoriel de dimension d. Comme lD(G)(U T,8) est de présentation
» ’

finie sur OT/pO , on en déduit par descente 3 k(x), puis par le lemme de Nakayama,

que D(G)(U,T,G) est engendré par d sectiouns au voisinage de x.

Pour achever la démonstration, on peut supposer G, plongé au voisinage de x

)
dans un schéma ab&lien A, donc dans A(1) ; comme I(A(1)) est localement libre
de rang 2g, le rang de A(l1) &tant ng, le méme raisonnement qu'en 3.3.10 donne

le résultat. La deuxiéme assertion résulte alors de 3.1.6.

Lemme 4.3.2. Soit S un schéma de caractéristique p.

(1) Sott G wun S—groupe fini localement libre, anmulé par F, de rang pd.

Alors les Os—modules 0., &e(c), v

¢ Sont localement libres de rang d.

MG,
(ii) Soit G wun S-groupe fini localement libre, anmulé par V, de rang pd.

Alors les Os-modules meS(G,Ga) et 8mté(G,Ga) sont localement libres de rang d.

Lorsque G est fini localement libre annulé par F, wg = MP(ZG) est locale-
ment libre de rang d, d'aprés [SGA 3, VIIA 7.4] . Comme lG est un complexe par-—

fait de rang nul, n, = 18 est également localement libre de rang d. Par

dualité, il en est alors de méme de i@ie(c) = RQ(ZGV) et vg = ﬂj(icva

. - * . . -
Si G est annulé par V, G est annulé par F, et l'assertion résulte des

isomorphismes fournis par la formule de dualité de Grothendieck (3.2.1.1)

Homg (G,€,) = Bie(c), &xti(c,6,) = Ve

Proposition 4.3.3. Soient S un schéma de caractéristique p, et G un S~groupe

fint localement libre annulé par V. Alors L'homomorphisme canonique
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4 . 1 .
(4.3.3.1) D(E)g — 8t (G,E)¢ = v

*
G

est un isomorphisme.

Soit pd le rang de G. D'aprés 4.3.1, ]D(G)s est un OS—module localement

. *
libre de rang d. D'autre part, G est un S-groupe de rang pd, et v . est

G
localement libre de rang d d'aprés 4.3.2. L'homomorphisme (4.3.3.1) é&tant sur-

jectif gri8ce 3 3,2.10, 1'énoncé en résulte.

4.3.4. Lorsque G est un groupe annulé par V sur un corps parfait, tout homomor-
phisme de G dans CW est d'image contenue dans le noyau de V sur CW, qui

s'identifie au groupe additif Ga. On en déduit 1'isomorphisme
M(G) = Hom(G,E,) = Lie(6")

L'isomorphisme (4.2.13.1) peut donc &tre interprété comme

N

P
Lie(¢")® = p(6) .
Sous cette forme, nous allons 1'étendre 2 un groupe annulé par V, sur une base §

quelconque de caractéristique p.

Soient Zl = Spec(Fp), et (U,T,§) un objet de CRIS(S/E]). Rappelons qu'il
existe un unique homomorphisme d'anneaux ¢ : OU — OT’ fonctoriel en (U,T,$),

tel que le diagramme

0 >

T > 0
F .7 F
\ 2 v
OT“ >> OU

soit commutatif : en effet, si x est une section de 1'idéal de U dans T,

xP = p!ép(x) = 0. Posons Q = (OS), ol OS est le faisceau structural du

S S/Zl*
gros topos zariskien de S ; pour (U,T,8) variable, on obtient donc un homomor-

: 1
phisme d'anneaux de (S/Z‘)CRIS
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(4.3.4.1) 00— os/El ,

factorisant les endomorphismes de Frobenius de -QS et OS/Z .

Pour tout Os—module
1

JL de S , Tous poserons
ZAR

*
(4.3.4.2) o (M) = Ma, 0 R
0. 8/%
=S 1
1'extension des scalaires étant prise par ¢. On pourra observer que cette nota-
tion est justifée par le fait qu'il existe un morphisme de topos annelés

-1_ ' ; -1 —
> S,,p Pour lequel ¢ = 1'homomorphisme (OS) > OS/Z

® 2 (8/2))cprs — RN ,
étant (4.3.4.1). Supposons que M soit tel que pour tout morphisme u : §' — S,
on ait

* N
u (‘M’S) > o{t’sl H
on vérifie alors immédiatement que ¢*Gﬁ6) est un cristal sur CRIS(S/ZI).

L'inclusion &, [ CwS/Z permet de déduire de 1'extension canonique (res-
1
treinte a 2])

> 0

0 S/t

> &5

> CW,

| S/t

une exteunsion

(4.3.4.3) 0

i
g Os/zl > 85/21 > 6, — 0,

qu'on peut aussi construire 3 partir de 1'extension

> 0

(4.3.4.4) 0 5/21

)y — 0 — 0

> w2(0

S/zl S/zl

en passant au quotient par s(f, ) € W, (0 ), ou s est définie par restric-
8/z, 2°7s/z,
tion i ZS/EI C CW(?S/ZI) de l'application donn&e par (4.1.2.1). La structure
w2(OS/Z )-linéaire naturelle de la suite (4.3.4.4) passe alors au quotient et donne
1

une structure analogue sur (4.3.4.3). Sur le terme €, cette structure induit la

structure de Qs—module ordinaire, tandis que sur le terme 0 elle induit la

S/):1

structure définie par 1'endomorphisme F de 0 s notant F (E) 1le 0 -module
8/1, * 8/z,
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déduit d'un OS/Z -module E par restriction des scalaires au moyen de F, la suite
1

(4.3.4.3) peut donc s'Bcrire

0 —> F*(Os/zl) — &ls/z] —>8, —>0 .
Pour tout faisceau ab&lien ¢ sur S, on en déduit alors un homomorphisme OS/Zl-
linéaire
(4.3.4.5) Hom

I
sz, (@8 T Fy(Baty y G 05y 2 -

Lemme 4.3.5. Sofent S un Zn-schéma, et (S/Zn) > (8/1%) le

Lacris ¢ CRIS CRIS

morphisme de topos naturel. St M est un cristal en OS/Z-moduZes anmulé par o,
L' homomorphisme canonique

. K
M —> 1 crisw{incris™)

est un isomorphisme.

Soient (U,T,8) un objet de CRIS(S/I), et Tn la réduction de T modulo

pn. On déduit de (4.2.17.3) 1'isomorphisme

. L
*ncr1sx ncr1s ™) (v, 1,6y M(U,Tn,é) )
Mais, puisque M est un cristal annulé par pn, 1 'homomorphisme canonique
M —_
w,,8)  Mw,r,6)

est un isomorphisme, d'ol 1'assertion.

Proposition 4.3.6. Sotent S un schéma de caractéristique p, G un S-groupe fini

localement libre anwrulé par V. L'homomorphisme (4.3.4.5) définit un <somorphisme

cancnique
. . *,0. * ~n
(4.3.6.1) 1) crisa(® e ©))) > D(G)
. s L% . . L . .
Comme ID(G) 1lCRIS*(1]CRISGD(G))) d'aprés le lemme précédent, il suffit de

définir un isomorphisme
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* 0, * ~ 1
(4.3.6.2) o Qie (")) > &ty (6055 )

Or 1'homomorphisme (4.3.4.5) peut &tre considéré comme un homomorphisme semi-liné-
aire par rapport 3 ¢ :

e ) —»axt;

is/z* /21(9’05/21) H

par adjonction, il définit 1'homomorphisme cherché.

D'aprds 4.3.2, %%e(c‘) est localement libre de rang fini, et commute aux

changements de base ; il en résulte que ¢*(¥39(G*)) est un cristal en OS/Z -
1

modules localement libre de rang fini. Comme il en est de méme de axt;/zl(g,os/zl)
d'aprés 4.3.1, il suffit, pour prouver que (4.3.6.2) est un isomorphisme, de prouver
que, pour tout objet (U,T,8) de CRIS(S/Z]), et tout point x € T, 1'homomor-
phisme induit apré@s tensorisation par k(x) est un isomorphisme. Comme on peut
encore passer & la cldture parfaite, on est ramené au cas oli S = Spec(k), k étant
un corps parfait, et & 1'@paississement particulier (S,S8). Comme G est annulé

par p, 8xt;/ E’OS/Z ) est simplement le k-espace vectoriel D(G), tandis

(
5 17 (s,8)

¥,.0. , .
que ¢ (zhe(G*))(s ) n'est autre que Lie(¢®)°. Ppar construction, 1'homomorphisme

(4.3.6.2) s'insére dans le triangle commutatif

M(G)°
Lie(dH%—> (o) ,

ce qui achéve la démonstration grdce 3 4.2.13.

Remarques 4.3.7.

a) Soit G un S—groupe fini localement libre annuld par V. Comme ilD(G)S et
v , commutent aux changements de base, 1l'isomorphisme (4.3.3.1) fournit un isomor-
G

hi de fai d :
phisme de faisceaux de SZAR



195

R v 1
ig; (@) —— &t (6,6))

Or, pour tout cristal en (%/E—modules M , la commutativité du diagramme

Op = 0y
0

F F

v

0, ———> Oy

montre qu'il existe un isomorphisme canonique

(4.3.7.1)

x %
lCRIS(w =9 (IS/E(M)) .

L'isomorphisme précédent fournit donc un isomorphisme sur CRIS(S/Zl)

(4.3.7.2) ®©)° —— ¢ (v ).

lCRIS c
Compte tenu de 4.3.5, on en dé&duit
g~ . *
(4.3.7.3) D(G)" —— 11CRIS*(¢ (vG*)).

b} Soit

0

o > E
a .

une extension de G par Ga . Comme E est un schéma en groupes, 1'homomorphisme

V sur cette extension définit grice au lemme du serpent un homomorphisme de G(p)

dans Ga . On obtient de la sorte un homomorphisme

N 1
(4.3.7.4) Vo= 8xtS(G,Ga)

> J(oms(c(*’),c ) = Eie(c™ P
G a

R .
Comme v _ et Hie(G™) sont localement libres, commutent aux changements de base,
G

et scnt exacts sur la catégorie des groupes annulés par V , on voit, en se ramenant

aux cas particuliers de ap et Z/p , que (4.3.7.4) est un isomorphisme.

c) On laissera en exercice au lecteur la vérification du fait suivant : 1'iso-—

morphisme

> Bie(chy (P

D(G) g
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déduit de (4.3.3.1) et (4.3.7.4) est 1'inverse de l'isomorphisme

Lie(c® P — 1m0,

défini par (4.3.6.2).

Proposition 4.3.8. Soient S un schéma de caractéristique p , G un S—groupe fini
localement libre annulé par p . L'homomorphisme "p" (cf. 4.2.9) indutt un isomor-
phisme

n_mo, NV #
pT o D6 — llCRIS*(JromS/Z](E’JS/Z}”

D'aprés 4.3.5, il suffit de prouver que

—> Hom

LU !
p ‘g‘”ts/xl(g’o /%

s/zl) (9’05/21)

1
est un isomorphisme. La proposition 4.3.1 montre que le but et la source de cet
homomorphisme sont des foncteurs exacts sur la catégorie des S—groupes finis locale-
ment libres annulés par p . En utilisant localement un plongement de G dans un

groupe p-divisible, on peut donc achever la démonstration comme en 4.2.9.

Nous laisserons encore au lecteur le soin de vérifier que, comme en 4.2.20,
le diagramme
*
¢ (Homg (G,6,)) ————> JCO’"S/ZI(E’OS/Z,)
A
a 2"P"
1

&tz

(603 )

est commutatif.

Proposition 4.3.9. Solent S un schéma de caractéristique p, G un S-groupe fini

localement libre (resp. un groupe p-divisible). Il existe un isomorphisme canonique

(4.3.9.1) D(&)°/vD(e)) ilCRIS*(Q*(vG‘)) :
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Comme précédemment, 1'homomorphisme

( &xt,

!
ig ) p( &0t (6.0g/5)) —  &H(G,6,)

donne, en appliquant #" et en utilisant (4.3.7.1), un homomorphisme

o@EN° — v ),

ICRIS c
d'ob par adjonction :

DG)° (" (v W)

™ Iicrisw
Montrons d'abord que cet homomorphisme s'annule sur 1'image de V . Il suffit
de le prouver au-dessus d'un objet (U,T,8) quelconque de CRIS(S/Zl) . Comme c'est
une assertion locale, on peut de plus, lorsque G est un groupe fini, supposer G
plongé dans un schéma abélien, donc dans un groupe p-divisible H ayant un reléve-
ment H sur T . Comme DD(H) —> D(G) est surjectif, il suffit de prouver 1'asser-

tion analogue pour H , et les isomorphismes
D(H) = D(H) D) = DS
(U,T,8) (T,T) ° (U,T,$) (T,1T) °

(p)

) = (v.) ,
v (U,T,8) ¥t

¢*(v

qui résultent de 3.2.12 et de ce que ¢ factorise le Frobenius de T , montrent
Ay A, A

qu'on peut supposer U =T =S . Remplagant H par H(1) , on peut alors revenir

au cas d'un groupe fini localement libre, et insérer 1'homomorphisme &tudié dans

le carré commutatif

1
S/):(G, /s — Ety(6,6,)
v v
1 (p) 1, .(p) .
Eotg (87 0 G pdg —> Bxtg(G77,6 )¢

mais 1'homomorphisme V : &xt;(G,Ga) > &xt;(c(p),Ga) est nul, car toute exten-

sion E de G par €, est représentable par un S-groupe plat et donne un dia-



gramme commutatif

0 €, > g(P) > (P >0
V=0 v vl

A\ \2 v

0 > 6 > E G 0

a
On obtient donc par factorisation 1'homomorphisme (4.3.9.1) cherché.
Pour prouver que c'est un isomorphisme, on peut encore supposer G plongé

dans un groupe p-divisible H ; soit H' = H/G le groupe p~divisible quotient, On

en déduit un diagramme commutatif & lignes exactes

DEHI/VD®E")) —— DE)*/VD®E) ——— D(6)°/VD(G)) ———> 0
v v A\
. * . * . * .
1icrrse(® (Vv ) > 1icryse(® (V) > 1ycpsal® (V) >0 .
H' H G

Mais les noyaux VH(p) et VH'(p) de VH et VH' sont finis localement libres, et

1'exactitude & droite de D entrafne que

N

p°/v@om) > DEP), pEHVDED) 2> gt )

Pour vérifier que les flé&ches verticales sont des isomorphismes, il suffit de le
faire pour H et H', et de regarder les fléches induites au-dessus d'un objet (U,T,$)

oz 2 -
de CRIS(S/Zl). La nullité de &xtS(H,Ga) (cf. 3.3.2) entraine que vH(p)* >y H(p)*
v

v *
est un isomorphisme. Si H rel&ve H comme plus haut, ¢ (v =y =y
P plus haut, ¢°0v ) (y,1,8) * Vy(p)» o

"]
et 1'homomorphisme vertical s'identifie 3 1'isomorphisme (4.3.3.1) relatif & VH(p).

Remarque. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon 1. L'isomorphisme

F
G/V(G(p)) N > VG(P)
permet de définir un homomorphisme
*-1
T F
DGy —> v , B Homg(G,6,) ~ Homg(6/v(6P),6) —— Hom(,6P,6,)
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. s f . * . . L. ,
En appliquant 3 celui-ci le foncteur ¢ , on obtient la ligne supérieure du dia-

gramme
D(6) > % (e (8P
Q 2
’ v

]D(G(P)) - m(VG(p))

dont nous laisserons le lecteur vérifier la commutativité.

Proposition 4.3.10. Sotent S un schéma de caractéristique p, G un S—groupe

fini localement libre (resp. un groupe p-divisible). Il existe un isomorphisme

eanonique
(4.3.10.1) DG /FD(O)) —— i pree(® (ug))
qui rende commutatif le diagramme
1] g @O /FD©) D) —— 2% (u)
(4.3.10.2) ;\\M J//
ors®@EN°

ou 1 'homomorphisme de droite est obtenu en appliquant o* 4 L "homomorphisme cano—

nique w >‘1D(G)s résultant de 3.2.6.

G

Supposons d'abord que G soit un groupe p-divisible. La suite exacte de mo-

dules localement libres (cf. 3.3.5)

1
0 > Wa >'lD(G)S —_—> &xtS(G,Ga)S > 0
donne en appliquant o* une suite exacte
(4.3.10.3) 0 —> %) —> if (@) — oF (v )y —> 0 .
I1CRIS G*(l)

D'autre part, la suite exacte de groupes finis localement libres annulés par p
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0o —> VG(P) — ¢y Yo £ —0
donne, compte tenu de 4.3.1, une suite exacte
0o —> i ey — it oc? (G .
1CRIS F ICRIS ICRIS
qu'on peut encore écrire
(4:3.10.4)  0—>i] 0 @) /FDE))) —>i )1 P(O)) —>ip @O /VD(E))) —>0 .

Par construction, 1'isomorphisme (4.3.9.1) rend commutatif le diagramme

iTCRIsCD(G)G/VOD(G)))
lCRISGD(G) ) 2
*
o¥ (v ) ,
c*(n

si bien que les suites exactes (4.3.10.3) et (4.3.10.4) fournissent un isomorphisme

(4.3.10.5) @6y /F®(G) 7))

*
]CRIS > 0 ()

ayant la propriété requise. On en déduit par adjonction l'isomorphisme (4.3.10.1).

Si maintenant G est un S-groupe fini localement libre, il peut &tre plongé
localement dans un groupe p-divisible H ; soit encore H' le groupe p-divisible

quotient. On en déduit le diagramme commutatif & lignes exactes

DH") /FOH") ) —————— D) /FOH)?) ———— D(G) /FID(C)®) —— 0
2 R
v \2

. * . * . *

1icriss(® (wge)) > 1 crisa(? (up)) > 1 crrss(? (ug)) >0 .

Celui-ci définit un isomorphisme

g ~ . *
DO /FIE) ) —> i o (W)

et on vérifie immédiatement par la méthode du plongement diagonal qu'il est indé-
pendant du plongement choisi de G dans un groupe p-divisible ; les isomorphismes

ainsi obtenus localement se recollent donc pour définir (4.3.10.1) globalement.
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Enfin, la commutativité de (4.3.10.2) résulte de celle du diagramme analogue pour

H.
Corollaire 4.3.11. Soient S un schéma de caractéristique p , G un S—groupe
fini localement libre de hauteur 1. Il existe un isomorphisme canonique
. *
(4.3.11.1) D(G) = 1!CRIS¥(® (wc))

4.3.12. Indiquons bridvement pour finir comment voir plus concrétement 1'isomor-

phisme M(G)g/FD(G)g) LA, (p) induit sur S par (4.3.10.1).
G

(i) D'aprés 3.2.14, il existe un isomorphisme canonique

v

D@E) g ——> &xtq(G,Ga) .

D'une maniére analogue & 2.1.9 (mais beaucoup plus &lémentaire), &xtEKG,Ga) peut

€tre décrit comme le faisceau des cocycles (f,w) , oi f est une section de ( 2
G

et w une section de telles que 3(f) = 0, d(f) = pT(m)+p;(w)-u*(w) ,

1
“6/s,d=0
modulo les cobords de la forme (pT(g)+p;(g)—u*(g),d(g)) , & &tant une section
de OG : partant d'un cocyle (f,w) , pour lequel on peut supposer sans perte de

généralité que £(0,0) = 0, on obtient une extension

0

> & —> E > G >0,
a

ol E=¢€xG, muni de la loi de groupe définie par
(a,x)+(b,y) = (a+b+f(x,y),x+y) ;

sa H-structure correspond d'autre part 4 1'isomorphisme de Ga—torseurs triviaux

Y

* *
8 pz(E) > pl(E) donné par l'addition de w , considéré comme élément de

1 .
Ga(AG/S) . L'homomorphisme 1D(G)S —> w associe alors 3 la classe de (f,w)

c®
la différentielle V;(w)-d(s) , oi s : G(p) —> Ga est défini, pour tout S-schéma
U et tout section b € G(p)(U) , par s(b) = (O,VG(b))-VE((O,b)) , la différence
étant calculée dans E(U) . Pour vérifier 1'égalité de cet homomorphisme avec

(4.3.10.1), on peut supposer G plongé dans un groupe p~divisible H , et utiliser
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pour ce dernier la commutativité de (4.3.10.2) et l'injectivité de 1'homomorphisme

wy >]D(H)S .

(ii) lorsque G est annulé par F , on peut donner une autre construction de
(4.3.11.1) en utilisant 1'opérateur de Cartier. Rappelons tout d'abord que, pour
tout S-schéma X de la forme Spec(OS[t],...,tn]/(tI]J,...,tg)) , on peut définir

un homomorphisme Os—l inéaire

)

1
s (R
C: (QX

i
> 0
/s xPs

en posant

p-i -
C(ti d(ti)) = d(l@ti)

p-! 1 o+
(les t:i d(ti) formant une base de (QX/S)

(f,w) est un cocycle, représentant comme précédemment une section de lD(G)S ,

grice a la formule de Kunneth). Si

C(w) est invariante par translation, puisque C(d(f)) = O . On peut donc définir

un homomorphisme

D(G)S > W

c(®

en associant C(w) 3 (f,w), et on vérifie que c'est bien 1'homomorphisme (4.3.11.1).

Remarquons enfin que 1'homomorphisme we —> W ) induit par C coincide
G

avec celui qu'induit V : G(p) —> G , et que le diagramme commutatif

wg E—— ]D(G)S
\ [&
S W
c(P)
fournit des isomorphismes
Hom (6,8.) —— Ker[u, —S—> ]
g(G,6, er [ug wc(p) ,
1 v C
&ts(G,Ga) > Coker [wG — wG(p)]

Ceux—-ci résultent de 3.2.10, et de 1l'injectivité de 1'homomorphisme

JComs (G,Ga) —> w,
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lorsque G est annulé par F , conséquence de 3.2.13 et de ce que

¥omg (G,6,) = J@mp_Lie(agie(G),Rfie(ca)) .

cae . P 1 .
(iii) Rappelons enfin que, lorsque X est un S-schéma tel que soit

X/s
localement libre de rang fini, et (P,V) un Ga—totseur sur X muni d'une connexion

1
X/$

aux opérations de puissance p-iéme

intégrable, on peut définir la p-courbure wp € F(g;(ﬂ )) de (P,VY) , qui mesure

le défaut de compatibilité de V : T —> T

X/s P/S

dans les deux p-algdbres de Lie. En effet, dans l'8quivalence de catégories

TORS(X,€,) = EXTOX(OX,OX) ,

(P,V) correspond 3 une extension de modules a connexion intégrable

Lo (g, v) —

0 > (Ox,triv) > (Ox,triv) —> 0,

et la p-courbure de (P,V) se déduit de la p-courbure Wa de (&,V) comme suit :

par fonctorialité, on a, pour toute section D de TX/S ,

w&(D)oi =0, qow&(n) =0
par suite, wg(D) se factorise en un endomorphisme de OX , et on peut prendre pour

définition de ¥p 1'homomorphisme p-linéaire D > yg(D) € Sndo (OX) = OX . La
X

formation de wP est alors fonctorielle par rapport aux S-morphismes X' — X,

et additive en (P,V)

Soient maintenant G un S-groupe fini localement libre annulé par F , et
(E,V) wune section de Sxtq(G,Ga) . Alors la p-courbure du YH-torseur sur G sous-
. < . * 1
Jacent & E est une section de £G(QG/S) = wG(p)@OSOG ; comme E est une §
extension,

T N (T I O

si bien que wE est en fait une section de w )
G

Par un calcul explicite (cf. [ , 0,2.11), on peut alors obtenir une

autre description de (4.3.11.1), comme &tant le morphisme qui associe 3 une section
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(E,V) de &xtq(G,Ga) 1'opposé de sa p-courbure wE . Avec cette description, on

peut observer que 4.3.11 est une conséquence immédiate du théoréme de Cartier tel

que le formule Grothendieck [ , Exemple 2, p. 23] , car, comme ID(G) et <I>*(mc)

sont localement libres de méme rang, et que les groupes de hauteur | peuvent &tre
relevés, il suffit d'aprés le lemme de Nakayama d'observer que 1'homomorphisme

])(G)S — est injectif.

G(p)



5 - THEOREMES DE DUALITE

Ce chapitre est consacré 3 prouver les théorémes de dualité reliant les cris-—
taux de Dieudonné d'un schéma abélien et de son schéma abélien dual, d'un groupe
p-divisible et du groupe p-divisible dual, et les complexes de Dieudonné d'un groupe
fini localement libre et de son dual de Cartier, ainsi que les relations entre ces

trois types de dualité.

5.1. Le cas des schémas abéliens.

Si 7 :A—>8S est un schéma abélien, nous noterons T : A= g%cz/s —> 8§
son schéma abé&lien dual. Celui-ci existe toujours, d'aprés un théoréme non publié
de Raynaud ; le lecteur qui souhaiterait ne pas utiliser ce résultat pourra dans
la suite se limiter au cas plus classique des schémas abéliens projectifs (voir par
exemple [43]), ce qui est sans inconvénient pour les applications aux groupes finis
ou p-divisibles en vertu de 3.1.1. Le cristal de Dieudonné ID(A) est localement
libre de rang fini, et le but de cette section est de construire un isomorphisme
canonique entre DAY et ZD(K) ;3 1l résultera de 1'existence (sans restrictions

sur la base) d'un isomorphisme analogue entre cohomologies de De Rham.

5.1.1. Pour la commodité des références, rappelons la construction [42] de 1l'iso-
morphisme

~ 1 ~ 1
A, e ﬂ*(Qﬁ/s) ——> R n*(O

A A)

entre l'espace tangent 3 l'origine 3 A et Rlﬂ*(OA). Via 1'isomorphisme

A 1 L |

Tellgyg) Mug xe (g,

oi e est la section nulle, une forme linéaire u sur ?*(Q%/s) correspond 3 un
homomorphisme de (%—algébres e_](Oﬁ) —> Os[e] donnant par augmentation 1'homomor-—

phisme canonique e~](0£) —> OS , 1L.e. 3 un point de % 3 valeurs dans
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Sle] = Spec(Os[e]) relevant la section nulle. Corme A = %cz/s , ce morphisme

fu : Sfe] — A correspond 3 la classe d'isomorphisme d'un faisceau inversible

. sur Ale]

- S[s]XSA (tel que f |A et (idxe)*($) soient triviaux). L'isomor-
u

phisme ;‘A est alors défini par le diagramme commutatif (pour tout ouvert U CS8)

LU, ,(93/6)") ——> Rer [R(ULeD) > k)
k k
I’(U,R]n‘(l+€.OA))—m—> Ker[F(U,le*(OZ[E])) — F(U,R]n*(OZ))]

13

r(U,R',(0,)) -

Rappelons maintenant la construction de la classe de Chern en cohomologie de

De Rham. Soient w: X —> 8 un morphisme de schémas, et F’Q).(/S le sous—complexe
i d 2
0 >QX/S e QX/S > ..

. ' . . . ' . . ¥ ol .
de QX/S' L'homomorphisme induit par 1'application dlog : OX > QX/S,d=0 associe

3 la classe d'un faisceau inversible & sur X une section de IRZ'N*(FIQ}'(/S) ,

appelée classe de Chern de & et notée cl(:g), ainsi que ses images dans
1

2 . 1
jitd “;:(QX/S) et R ﬂ*(QX/S).
Soit d'autre part :—s : Q)]([e]_> Oy 1'homomorphisme correspondant & la déri-

vation OX[e] —_ OX définie par a+be —> b,

Lemme 5.1.2. Le diagramme

" * ¢ Rl (! ;
NN > R Wgie1ys

] i

1 ~ 1
R 'n'_(1+e.0x)

> R TT*(OX)

est commutatif.

En effet, ale((l»«be)"d(nbe)) = b.
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5.1.3. Reprenant les notations de 5.1.1, soient JA le faisceau inversible cano-

nique sur ﬁxA, et EA = cl(v‘/%) sa classe de Chern ; nous noterons encore EA

1'image de celle~ci dans ]RZ(T?xvr) (Qﬁ A/S)’ ainsi que sa composante de Kinneth de

type (1,1) dans IR (QR/S) QIR T (Q (définie gréce a 2.5.2 (i)). Cette section

A/s)

N définit donc des homomorphismes canoniques

(5.1.3.1) [ .lRTr(Q

A A/S) >IR TT (Q/\

ass)

(5.1.3.2) k4 ]R (

A > >1R1r(Q

/s ass)

duaux 1'un de 1'autre.

On observa que, si u : A—> B est un homomorphisme de schémas abé&liens, avec

1 ~

m" 1 B—> 85, et si 4 :B—> A est son transposé, alors (Ideu)*(éfB)l(GxIdA)*(&fA)

P IR ~ . . . . .
par définition de u, si bien que les diagrammes suivants sont commutatifs :

in . A
]R T (QA/S > IR n*(ﬂﬁ/s) ]R L (Qﬁ/S) >IR T (QA/S
N ~
(5.1.3.3) he a o u
v
B Ay | PR g
IR L (QB/S) _— mw*(ﬂﬁ/s) . R w*‘(nﬁ/s) >]R ™ (QB/S‘) .

Nous allons prouver que <I>A et ‘FA sont des isomorphismes ; observons d'abord

qu'ils sont compatibles aux filtrations de Hodge :

Lemme 5.1.4. L'homomorphisme ¥ A induilt des homomorphismes V¥ A,\y;‘ rendant commu-

tatif le diagramme

| PN v ]A . \"%4 ~ 1 v
0 > R n*(Oﬁ) > R ’N*(Q/A\/s) _— w*(Qﬂ/S) — 0
1 o
(5.1.4.1) ‘{’A ‘l’A ‘l’A
W v v
0O—— 1 (QA/S) _— ]R s (QA/S) > R w*(O ) >0 .
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Comme &£ est une section de lR (nxn) (F 279

A ) , sa projection sur

AxA/S

RZ(?Tx'Ir)*(OﬁxA) est nulle, ainsi que 1'image de sa composante de Kunneth de type
(1,1) dans Rl?r*‘(()ﬁ) @le*(OA). Par suite, le composé

¥
1A v 1
>
IRn (Q@/S >IR1r(QA/S

—_— R]w*(OA)

est nul, d'ol les homomorphismes ‘!‘Z et ‘l‘;.

La fonctorialité de ‘l’A, traduite par le diagramme (5.1.3.3), entrafne évi-

demment des fonctorialités analogues pour ‘!‘Z et ‘l"i ; d'autre part, e, vérifie

un &noncé analogue a 5.1.4.

s : . . noA
Soient s : AxA —> Axa 1'isomorphisme permutant les facteurs, et j:A — A

1'isomorphisme de bidualité défini par le faisceau s¥($A).

Lemme 5.1.5. Les diagrammes

1A v WA=¢Z
(5.1.5.1) R n*(Q/A/s) ———-———>IR m (QA/S)
SEN
- 9
A 14
(Q Y —E——wr'T (2 ) |,
A/s * s
Ia v ‘l‘; i
(5.1.5.2) R 11*(0@) . A/S)
L
- )
1A v A A 1
R'T_(0n) > 71 (Q ) s
A s

sont commutatifs.

Par définition, (jxldﬁ)*(fg) n s*(oZ;). Par suite, les sections gﬂ et &,

ont la méme image par les applications

. In oo
i *eId ]R? (QA/ Yo R "*(Qﬁ/s) > IR ™ (QA/S)QIR £ /S) s
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* 14 . 1 . 1 . 1a
s :R'T (QA/S)QIR ‘ﬂ*(Q ) —> R TT*(Q Y2 IR 11*‘(

x A/S A/S 2%/g)

ol s* est définie via 1'isomorphisme de Kinneth, et vérifie donc s*(aﬂb) = -bga

en bidegré (1,1). Soient a;,--->8, une base de IRlT?*(Qé/S)’ ei,...,e}_'1 une base

de Iler\\(QA'\ ), et e, = j*(e:'.L). Posons &4 = IA

M =
A k,iekg’ai’ et EA Iy, .a.®e, . la

A/s i k,i"i"k
¥ = * i i ' = -
relation (j QId)(EA\) s (gA) implique que )‘k,i Ak,i . Pour toute section Tt
1a . v
de R ﬂ*(ﬂg/s) , on a
i“o(-0) (1) = - T A L 1(a))
Pelop(m = - B hy  tlapey
‘YA(T) = T 'Xk,i T(ai)ek .

ce qui démontre la commutativité de (5.1.5.1).

o 1

D'aprés la définition de ‘l’A et ‘i’A , et la relation ¥V= ¢ , la commutativité

de (5.1.5.2) en résulte aussitdt.

Théoréme 5.1.6. Avec les notations de 5.1.3, les homomorphismes %, et ¥, sont

des tsomorphismes.

Z est égal 3 1l'isomorphisme A, défini en 5.1.1 ; cela en-

Montrons que VY A

trainera d'aprés 5.1.5 que ‘!’1 est un isomorphisme, et donc ¥

A &galement d'aprés

A

5.1.4. Soient u une section de %\*(Qé/s)v, et fu : Slel > & le morphisme cor-

respondant. Considérons le diagramme

(5.1.6.1)

2.4 1. 1,4 1 a1 1 ueld 1
R (nxn?*(F QﬁXA/S) —R (ﬂxﬂ)-ﬁ(QAXA/S) ——>1r*(QA/S)®R TT-x(OA) — = R ﬂ*(oA)

(fuxm)"i (f x14)* af e1d

u u
v v 4 3

2 1. 1,1 1 1 3e21d 1

RO (F 0 109 T R (R ) —> O @R T (0,) —E——— RIn (0 .

Le carré du milieu est défini par la formule de Kiinneth, et les deux premiers carrés
commutent par fonctorialité. Si 1'on considdre u comme un homomorphisme

1 P * *

Qﬁ/s — e*(OS), fu est défini par fu(x) = e (x) +u(dx).c pour toute section x

de 0@ 3 il en résulte que le diagramme
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dfu 1

A 1
T8 T Y1e)ys

2
e

est commutatif, ce qui entraine la commutativité du dernier carré.

De la définition de ¥, et Y¥° résulte que 1'image de par la ligne

A A ta
supérieure de (5.1.6.1) est WZ(u). D'autre part, soit iﬁu = (fuxId)*Q¢Z) s 1'image
de (fuxId)¥(£A) par la ligne inférieure est g% (cIGiL)), et est donc, d'aprés

5.1.2, 1'image de la classe de &gu par 1'isomorphisme R‘n*(l+e.0A) LN R]ﬂ*(OA)’

c'est—3-dire, par construction, AA(u).

5.1.7. Soient S, (Z,J,y) vérifiant les hypothZses de i.1.1, et £ : X —> S un

S-schéma (tel que les puissances divisées Yy s'étendent & X). Rappelons la défini-

tion de la classe de Chern cristalline d'un Ox-module inversible [7] : la suite

exacte
¥
0 —> 1+, — gz > & x >0
fournit un morphisme de D(QES/Z)
log
(5.1.7.1) € x 1+g{/2[1] —-——>'3fx/2[1]——> OX/EIIJ s

ol log est défini par (3.2.7.3) ; un faisceau inversible sur X définit une section

. 1 i Ve
de 15/2*(R f#(Gm,X)) ~ R fCRIS*(Em,X)’ et sa classe de Chern est l'image de cette

section dans sz par (5.1.7.1).

cris’ OX/ £
Si A est un schéma abélien sur S, la classe de Chern cristalline de Sﬁ; est

donc une section EA de Rz(?xn) Comme la cohomologie cristalline des

CRIS*(OﬁxA/z) .

schémas abéliens est localement libre, la formule de Kunneth (5, V 4.2.2] nous four-

. . - 1A 1 1~
nit une section, encore notée EA’ de R WCRIS*(OK/E)QOS/ER "CRIS*(OA/Z)’ d'oli un
homomorphisme canonique
(5.1.7.2) o, : (A >R ,

A
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compte tenu de 2.5.6.

Théoréme 5.1.8. L'homomorphisme CDA est un isomorphisme.

Comme D(A) et D(A) sont des cristaux localement libres, il suffit d'aprés

Nakayama de montrer que ¢A est un isomorphisme sur les objets de CRIS(8/I) de
la forme U -1 U . Or, pour tout schéma lisse f : X —> §

2 2 . . . . i s
R fCRIS-\‘(OX/E) u,1) v R f*(QXU/U) , et cet isomorphisme identifie les classes de

Chern en cohomologie cristalline et en cohomologie de De Rham [7]. Par suite, @A

s'identifie sur (U,U) 3@ 1'isomorphisme noté ¢ de 5.1.6.

AU

Proposition 5.1.9. Sous les hypothéses précédentes, le diagramme

pA)Y —2— DAY + DO
N
(5.1.9.1) ‘ o(j)
[N ~
DAy 4 YN

est commutatif.

On peut soit reprendre le raisonnement de 5.1.5, soit utiliser le fait que
pour tout (U,T,8) oli T est affine, il existe un T-schéma ab&lien A' relevant
1
. A x o avs . . P
AU’ et appliquer 5.1.5 grdce & 1'isomorphisme canonique ID(A)(U’T,6)31]R "*(QA'/T)'

Proposition 5.1.10. Sous les hypothdses précédentes, le diagrame

0 >‘f3ie(ﬁ)v——> ]D(A); —— wZ > 0
(5.1.10.1) S o, § -j j
0 —— w —— DA > Eie(d) > 0

(ef. 2.5.8) est commutatif.
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I1 suffit encore de prouver 1'assertion analogue pour la cohomologie de

De Rham. D'aprés 5.1.4, le carré

1 v v
R "‘(OA) —— D(A)g

ov

0% ER
\4 v

A 1 A

: . . . N 1 PO
est commutatif ; comme 1'isomorphisme Lf'?z,e(ﬁ) —> R n*(OA) est par définition >‘A’
la commutativité du carré de gauche de 1'énoncé résulte immédiatement de la démons-~

tration de 5.1.6.
On en déduit alors la commutativité de

Lrie (ﬁ)v —_— lD(K);/

Y

w, —————— D@

en dualisant, la commutativité du carré de droite résulte alors de 5.1.9.

5.2. Le cas des groupes finis.

Dans cette section, nous construirons un isomorphisme entre le dual linéaire
du complexe de Dieudonné d'un groupe fini localement libre, et le complexe de

Dieudonné de son dual de Cartier :

o, : MG [-1] > M(C*)

G

La procédure que nous suivrons consiste i définir d'abord le morphisme o >

puis 3 montrer que c'est un isomorphisme en prouvant sa compatibilité, lorsque G
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~ > o)

est plongé dans un schéma abélien A, avec l'isomorphisme ¢ : D(A)”

A
établi en 5.1.8.

5.2.1, Soient S, (Z,7,y) vérifiant les hypoth&ses standard de 1.l1.i. Considérons
la suite exacte de faisceaux ab&liens sur CRIS(S/I)
(5.2.1.1) 0 —> 1+}S/2 —_— 0 —> ¢ —> 0

par fonctorialité, 1'homomorphisme log : 1+'3'S/Z —_— :%/2 (défini en (3.2.7.3)),

et son composé avec 1'inclusion Zé/ZC——> GS/Z’ définissent deux suites exactes
—_ —_— 1]
(5.2.1.2) 0 > gb/z > QLS/Z — & — o ,
u v
(5.2.1.3) 0 ’Os/z >‘u,s/z > g, —> 0 ,

visiblement fonctorielles en S et (Z,7,v).

La suite (5.2.1.3) définit un morphisme

(5.2.1.4) n: 6 > OS/Z[l]

de la catégorie dérivée D(Ab /Z)’ morphisme de degré 1 du triangle distingué

/\

o %

associé 4 cette suite (0.3.2). Si H est un complexe de faisceaux abéliens quel-

conque sur CRIS(S/I), on en déduit donc par fonctorialité un morphisme

(5.2.1.5) oy ¢ nUGmnS/E(H,Em) > naawnS/Z(H,Os/zlll) .

Nous nous intéresserons plus spécialement aux morphismes déduits de py Ppar tron-

cation dans les deux cas suivants :

a) Si G est un S-groupe fini localement libre, et H =G, Mbms/z(g;cm) est
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égal a Ef, et (5.2,1.5) donne par troncation au degré O le morphisme (noté PG plutdt

que og)
(5.2.1.6) og t & —> € RO, (G, 0/ 11D v A@ T

b) Soit A un schéma ab&lien sur S, et prenons H = A, Nous comstruirons plus

bas un isomorphisme canonique

~ A
(5.2.1.7) Af-1] > tI]]RJ(bmS/Z(é,Qm)
Comme was/z(é,oslz) = 8xt§/z(é,os/z) =0, (5.2.1.5) donne par tromcation au degré i
(5.2.1.8) oy ¢+ Al-1] —— D(4)

Remarque. Une autre fagon d'utiliser la troncation pour définir p_, et p, con-

G A

siste & procéder comme suit. Soit

o] > 1° > J° > K

> 0

une suite exacte courte de complexes i termes injectifs, ré@solvant la suite exacte

0 —> 04yp —> QLS/Z — ¢ — 0.

S/t &,

Alors la suite de complexes

est exacte lorsque H =G, ou H=4A, G et A &tant respectivement un S-groupe
fini localement libre et un S-schéma ab&lien. En effet, dans le premier cas, cela
résulte de la nullité de &xt;/z(c,gm) (cf. 2.3.13), et dans le second de celle

de &xtélz(é,o ). Dans les deux cas considérés, on déduit donc de cette suite un

5/%

morphisme de D(Ab

——S/X) (défini par (0.3.2.3))

(5.2.1.10) > (t

t]]IR!ComS/Z(H,K') ]]IR‘IComS/Z(H,I'))[l] s

qui induit respectivement e et Py
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5.2.2. Avant de poursuivre la construction de oo indiquons la construction de
1'isomorphisme (5.2,1.7). Soit donc A un S-schéma abélien. En considérant le
faisceau de Poincaré £A sur AxA comme une biextension de 3, A par Gm’ on
obtient [SGA 7, VII, 3.6.5] un morphisme ﬁgA —> Gm[l]. Comme Gm= miS/er(Gm)’

on obtient par adjonction un morphisme

E
(5.2.2.1) Rea— ¢ (11,
d'oll un morphisme
A
(5.2.2.2) A >IRJ®mS/E(_é,£m[1])

Lemme 5.2.3. Le morphisme (5.2.2.2) induit des isomorphismes

(5.2.3.1) R~ ) Wiomg (4,6 [11) ,
A N 1
(5.2.3.2) 1 > &ty (8,6).

Comme J(omslz(é,gm) (J(omS(A,Gm)) = 0, les deux assertions sont équi-

x lS/Zans

valentes. Le morphisme (5.2.2.2) peut s'écrire

i

|e

> Witomg ;5 (A, ) [1] v Womg /o (ARig (6 )) (1]

Ie

IRiS/Z*(IRTComS(A,Gm)) (11 .

Le dernier isomorphisme domne en particulier

1

8tg)y

m . 1
(é,Em) — lS/Z*(&xtS(A’Gm)) B

et 1'isomorphisme (5.2.3.2) est 1'image par i de 1'isomorphisme y A Gxté(A,Gm)

S/Tw
défini par le faisceau de Poincaré [49 ; SGA 7, VII, 2.9.5] .

L'isomorphisme (5.2.1.7) utilisé pour définir P, est alors le translaté de

(5.2.3.1).

5.2.4. Revenant 3 la discussion de 5.2.1, le tronqué de 3 l'ordre i induit

Py

par transposition un morphisme p‘l_; :
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/

~

(5.2.4.1) M £ RHomg o (b Riomg o (8,05, [1]),0g /)

]
t]]]IGCom

34

RHom

575 (tyRHomg 5 (H,€),0¢,7)

a) Si G est un S-groupe fini localement libre, on prend i = 0, et le but

de p‘é est le complexe /A(G*). On en déduit le morphisme
(5.2.4.2) o, : M6 [-1] —> A(6%) ,

G

en composant avec 1'isomorphisme canonique (0.3.5.1)

A\
e

nee) [-11 =

>t Riomy (e Romg ;- (6,0g,:)) 111,0g )

l

TRHom

S/t

IRJComOS /1

/z(tol

donné par les conventions générales : le premier isomorphisme est donc donné par

1% en degré n, tandis que le second n'introduit pas de changement de signe.

b) Si A est un S-schéma abélien, on prend i = 1, et la source de s'i=

Pa

\'4
dentifie naturellement & ID(A) . Grice a (5.2.1.7), son but est canoniquement iso-

morphe a
t, Biomg , (A[-1] Y ot Riomg ,(A[-11,0.,.)
11BH0mg 5 (B1711,0g3) 2 toBHomg 5 (A1-11505 5
Nous identifierons ce dernier a ID(K) conformément aux conventions de 0.3.7, c'est-

a-dire, si I est une résolution injective de OS/Z , grace 3 l'homomorphisme

naturel

Homg 5 (8,21 (1)) —> & Goong , R[=11,1°))

On obtient donc ainsi un homomorphisme

> (R)

(5.2.4.3) <1>A : D(4)
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Lemme 5.2.5. L'homomorphisme ¢A est égal d 1'isomorphisme e, défint en 5.1.7.

Soit, pour tout groupe E, gt Z[E]— E 1'homomorphisme d'augmentation. La source

. L L ~ ‘s cer s ~

du morphisme eﬁm €yt Z[A] €Z[A] — A®A s'identifie &8 Z[A] @ Z[A] M Z[_x__],
d'ol un morphisme

(5.2.5.1) zlAxal —> &

qui induit, pour tout complexe de faisceaux abéliens F € Ob(D+(£s/z))’ un homo-

morphisme
1,~
S/Z'(AEA F) > R (nxn)CRIS*(F AxA> ,
fonctoriel en F. On en déduit un diagramme commutatif
xtl, (BB5a,6) ———— R'(fxm (€)
S/L="="m CRIS* —m
[ I
1 .A
s/z(A“‘ Og/g 01D > R cpron(0geass 1D

1 A
&ty (R Katomg ;- (4,04 5 [11))

v 1A

1 ~ 1 .
xtg ;s (AD(A)) > RToprsn(08/3) ®R TeprewlOy/y) 3

la fl&che verticale inférieure droite est la projection sur la composante de Kunneth
de type (1,1), 1'isomorphisme vertical inférieur gauche et l'isomorphisme horizontal
résultent du théoréme 2.5.6, et la commutativité du carré inférieur est conséquence
de la fonctorialité de 1'isomorphisme d'adjonction entreu§ et IRom par rapport &

(5.2.5.1).

La biextension de Poincaré définit une section de 8;!:# (A@A [ ), dont l'image

S/ =

dans R](?rxvr) (Em) est la classe du faisceau de Poincaré ; sa projection sur

CRIS»
ia

1 , P '
"CRIS*(Oﬁ/E)QR NCRIS#(OA/Z) est donc la section g, définie en 5.1.7. D'autre part,

compte tenu de la définition de (5.2.1.7), la biextension de Poincaré fournit une

section de 8::,‘15 (A p(a)) qui correspond au morphisme pA[I] H g —> D(A)[11].

s/z

Par conséquent, la fonctorialité de l'isomorphisme du bas par rapport aux formes
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linéaires u sur D(A) entraine que 1'homomorphisme ¢A rub—> (Id&u)(EA) peut

encore étre décrit comme u > (uepA)[]]. Mais d'autre part, la définition de DX

et l'identification tﬂnﬂams/z(gl—ll,os/z) gJD(ﬁ) adoptée montrent que
t =
¢, (u) = (uep,)[1].
Remarque. La nullité de ﬂbmslz(élgm) et s/E(A’OS/Z) permet de déduire de la

suite exacte (5.2.1.3) la suite exacte de complexes concentrés en degré 1

(5.2.5.2) 0 —> D(A) [~1] —> &xté/ Al ) [-11 — Rl=11 — 0,

et le morphisme de degré 1 qui lui est associé (0.3.2) n'est autre que Py* Trans—
latant cette suite pour obtenir une suite exacte de complexes concentrés en degré
0, et prenant la suite exacte de cohomologie correspondante pour le foncteur

ﬂbms/z(—,os/z), on en tire un homomorphisme cobord

om,  @(4),0

3
S/z ) —_— JCOTHS/ZCD(A),OS/Z) i— S/Z(A OS/Z)

S/t

dont le lecteur vérifiera aisément qu'il coincide avec o,

Dans la démonstration ci-dessous de ce que (5.2.4.2) est un isomorphisme, nous
utiliserons le lemme &lémentaire d'algébre homologique qui suit, et dont nous lais-

serons la démonstration en exercice au lecteur.

Lemme 5.2.6. Sotit

) 0 0
l it d ' N
0 AL s T > 0
%A %3 %
v v
0 a — B —X c 0
Bo By Be
0 A" i" B" ' > " 0
0 0 0
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un diagramme commutatif de morphismes de complexes d'une catégorie abéliemmne, dont
les lignes et les colomnes sont exactes. Chaque ligne (resp. colomne) définit par
0.3.2 un triangle distingué, et les morphismes de degré | correspondants seront

notés w',w,w" (resp. wA,wB,wC). Alors le triplet (w',w,w") définit un morphisme de

triangles distingués

A"[1]

Cll
.
w(/ﬂ '&C > wA[x% g, (11
4 i
¢t ———> ¢
o

A'[I]W]—>A[1] .

C

Théoréme 5.2.7. Soit G un S-groupe fini localement libre. Le morphisme (5.2.4.2)

o, : A ) [-1] —> AEGH

G

est un isomorphisme, et induit un isomorphisme

(5.2.7.1) 2% . Iom

N *
G 0 ZGD(G)’Os/z) > Homg (65 055) s

s/

ainet qu'une suite exacte

1 *
(5.2.7.2) 0 > &’rtOS/EG)(G),Os/Z) — D(G) > Jfomo (J('oms/z(g,os/z),oslz)
S/t
9 v
grts  ((G),0.,.)—> 0 .
Os/z s/z

Les assertions (5.2.7.1) et (5.2.7.2) résultent de ce que @G est un isomor-

phisme, grdce 3 la suite spectrale

Ep’q = gxtg (JC_q(/A(G)),O

4 ) == &xt] 1 (B(6),0
S/z

)
/1 s/t

S/t

et au fait que A(G) est d'amplitude parfaite contenue dans [0,1].

Pour vérifier que ¢, est un isomorphisme, il suffit de le faire localement
sur S, de sorte que le théordme de Raynaud permet de supposer que G est plongé
dans un schéma abélien A ; posons B = A/G. Choisissons d'autre part des résolu-

tions injectives I° de OS/Z’ J' de QLSfE’ et K° de 6 , de manidre 3 avoir
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1

> J°

résolvant la suite exacte (5.2.1.3).

Comme &ctslz

2
(B, 05,9 = &tg/5

lignes et des colonnes du diagramme

0

J,

£ y%m’ (8,1°)

> tl]Jfom'(é,I')

v
> tll:}(m'(g,J')

—— ) Ion" (4,3°)

> K*

(A, 0, /Z) &ct

= 0, l'exactitude des

t

t

t

l]:Imm'(g,l(') > 0
N

]]J(om'(é,K') > 0
v

]]JCom'(_G_,K') — 0
(o]

résulte immédiatement de celle du diagramme analogue de complexes non tronqués.

Le lemme précédent nous fournit donc un morphisme de triangles distingués

n(Gy[11]

(5.2.7.1) \ N ,,/
4

g > Al-1] D(B)

> D(A) ,

donné par (pB,pA,pG) d'aprés la remarque de 5.2.1 . On en déduit par transposition et

troncation & 1'ordre 1 le morphisme de triangles distingués (p‘é,px,p‘g)
D(B)” Wtomg ;1. (B[-11,0, ;)
(5.2.7.2) :/ \ / \
- 4
MMOS/Z(A(G)“]’OS/Z) >D(A) n(c* )—>t (A[ s/z) .

Comme il résulte de 5.2.5 et 5.1.8 que

pX et p; sont des isomorphismes, il en
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est de méme de mme de DE’ donc de ¢G.

5.2.8. Soit

i u

(5.2.8.1) 0 > A

> G

> B — 0

une résolution d'un S-groupe fini localement libre par des S-schémas abéliens ;
nous voulons maintenant expliciter 1'isomorphisme 9, en termes des isomorphismes
@A et ¢B’ au moyen de 1'identificatior (3.1.2.1). L'immersion i définit dans

D(égslz) un isomorphisme

4"

{5.2.8.2) i:6G

> [é v E]

u

entre G et le complexe A > B, de longueur | et dans lequel A est placé en
degré 0. En utilisant la nullité, pour un schéma abélien, de xbmslz(-,oslz) et

&xtglz(-,oslz), ainsi que les conventions de 0.3.7, nous en avons déduit en 3.1.2

un isomorphisme

(5.2.8.3) A : 86 ~ [DB) —28 pay).

On en tire les isomorphismes

(5.2.8.4) @O+ B@ 1D DA —2W% peEy |
(5.2.8.5) @)Y -] ¢ (A(G))"[—l]g[m(A)"M> D(B)] .

D'autre part, les mémes conventions appliquées au foncteur IUﬁwnS/z(-,Em) fournis-~

sent un isomorphisme

(5.2.8.6) "6t B -2 1,

Py . . % * a
dans lequel on vérifie d'ailleurs aisément que i : G —> B n'est autre que

1'homomorphisme cobord relatif au foncteur Xbmslz(—,gm) et 4 la suite exacte

(5.2.8.1). On en tire enfin 1'isomorphisme

(5.2.8.7) aGY ¢ aE® » DA 29 nE)) .
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Proposition 5.2.9. Aveec les notations et les hypothdses de 5.2.8, le diagramme

SNV v -
@)Y [-1] “AUD ] ayy DWW, gy
(5.2.9.1) % J/“’A’q’B)
Y aE® A D) A
AGT) > [ D(A) D(B)]

est commutatif.

Pour le vérifier, il suffit de prouver que le diagramme analogue ol 1'on rem-

place (5.2.8.5) par (5.2.8.4), et QG’ (¢A’¢B) par of , (pA,-pB), est commutatif.

Soient I’ et J' des résolutions injectives de € et 0 ,etn: I°—> J°{1] un

S/t

morphisme de complexes définissant n . Comme, pour tout complexe H°, le morphisme

p‘ﬁ. est défini par fonctorialité 3 partir de n, on voit immédiatement, par défi-

nition du complexe ZK'omé/E(H',K') associé 3 deux complexes H', K’, que p‘(’;
s'identifie 3 (pX,p‘B’[_I]) 5 il suffit donc de vérifier, que, en utilisant pour

u

B{-1] les identifications utilisées pour le complexe [A > B] dans les isomor-

phismes (5.2.8.3) 3 (5.2.8.7), on a
- = (Y [-
(5.2.9.2) Py[-1] = "GP 1)
Le morphisme PBI-1] : B — D(B)[1] est défini dans la caté@gorie dérivée par le

"N
diagramme suivant, o B est en degré zéro :

~
0 B
\ ry
qis
o d; 1
Homg o (3,1°) > Homg (8,21 (1))
o 1
n n
v 1

i () g 2, .
JComS/Z(_Ij,J )/JComS/Z(E,J ) —— JComS/Z(E,Z e))
/

qis

D(B) 0 H
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les quasi-isomorphismes sont donnés par (0.3.7), et se déduisent donc des quasi-
isomorphismes analogues dans la définition de Py Ppar décalage des degrés, sans
changement de signe ; il en résulte aussitdt que PRL-1] " -pB[l]. Le morphisme

(_DBH )" induisant un morphisme de degré zéro D(B)Y [-1] — D(B) {-11, on voit

que (—pB[H)" = -(e}) [-11, d'od (5.2.9.2) et la commutativité de (5.2.9.1).
On déduit immédiatement de 5.2.9 le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.10. Avec les hypothéses et les notations de 5.2.10, soitent 3. et

G
3 o les homomorphismes cobords relatifs aur suites exactes
G
i u
0 > g > A > _Ii > 0,
0—>E*1>/§\ ->§ > 0,

et au foncteur JCanS/Z(—,OS/E). Alors le diagramme

o 7 Homg 15 (050"
BG /'\
0o —— pEeyr—2W7 | pupyv—BWY ey # BV >0
“’22 2, R o R q>é 2
0= Ms/z(ﬁ*’os/z) ’ m\(/ﬁ) D& >m\(/§) D) ——> 0

est commutatif.

Explicitons maintenant, comme en 5.1.5, la relation liant les isomorphismes

dDG et & _. Nous utiliserons le lemme gé&néral suivant.

G

Lemme 5.2.11. Sott (T,0) un topos ammelé (en anmeaux commutatifs), et, pour tout
M€ 0b(D (0)), soit MV=IRJlme(M,O)‘ St M est tel qu'il existe un entier n tel

que tn](M") soit parfait, alors 1'homomorphisme canonique

(5.2.11.1) uomo((tn](m"))",u) — Homo(M,N)
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induit par 1'homomorphisme M —> (MV) — (tn] M) est un isomorphisme pour

tout complexe parfait N dont 1l'amplitude parfaite est contenue dans [-n,+= [.

Comme tn](MV) est parfait, il existe un isomorphisme canonique

"

IL
Homy ((t_; (¥))",N) > Homy(0, (t_ (1) &N .
D'autre part, N &tant d'amplitude parfaite contenue dans [-n,+» [, le morphisme
vy L — vil
tO](tn](M ) @ON) > tO](M ®0N)
est un isomorphisme. On en d&duit les isomorphismes

Y

Hom((&_ (M), M) > Homo(o,n"%om

N

> Homo(O,FJ@mO(M,N))

N

> Homo(M,N)

On vérifie immédiatement que cet homomorphisme composé est bien (5.2.11.1).

Lemme 5.2.12. Soient G un S—groupe fini localement libre, et

bt & —> AW D],

> (611,

Pe i G

les morphismes déduits de 1'accouplement

* N
GxG—> 6 —> Os/z“]
comme en 5.2.1. Alors le diagramme
p'
¢ ———— aEhHn
(5.2.12.1) ig pell]
v v

€

M) ———— w(@ 171,

. " , , .,
ou i, est le "morphisme de bidualité" G > IRJfomo(tl]]IUComS/E(_Q,OS/Z),OS/E),

e L'isomorphisme (0.3.5.2), et p‘é est définil en 5.2.4, est anti-commutatif.
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Observons d'abord que le diagramme

L
6 8 —m——> OS/Z[]]
9G®Id
v
L
/A(G)[]]@_G_—_> OS/Z“] >

oli 1'accouplement du bas est induit par le morphisme canonique

It
(tO]]RJ(OmS/Z(g’OS/Z[I])) EE > OS/Z[I] »

est commutatif : si L° est une résolution plate de G, 1° et J° des résolu-

tions injectives de € et OS/Z[I]’ et n: I°—>J" une fléche réalisant le
le morphisme (5.2.1.4), cet accouplement est en effet induit par

nev

. . e . I’ .
(tO]J(oms/Z(L , I8l ———— J
Hom(.,n)eld
v V..
. .o . J .
(tO]JComS/Z(L WJ el —————» J°
ol Vg (tO]ﬂbmé/z(L',K'))®L' —> K° est le morphisme canonique, pour tout

complexe K*. Par conséquent, le triangle

> n (e 1]
”n

ig pgl1]

K]

Se@nnar,

ol ié est le morphisme de bidualité relatif 3 OS/Z[I]’ est commutatif. Mais

d'autre part, l'isomorphisme canonique

N

e : B —= @ [1DHYI1]

est donné par (—l)k+] en degré k, et transforme donc iG en —ié , d'ot 1l'anti-

commutativité de (5.2.12.1).

Proposition 5.2.13. Soit G un S—groupe fini localement libre. Alors le diagramme
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* v QZ[-H v v
a6 H =11 > (AG)Y [-11)V [-1] ——— ()
(5.2.13.1) } 3
@ »*
AGHY [-1] ¢ > AE — A

est anti-commutatif.

Remarquons d'abord que pour prouver 1l'anti-commutativité de (5.2.13.1), il

suffit de la prouver aprés composition avec

i 11 : 6N -1 — AV -1

*

G
En effet, le lemme 5.2.11, appliqué avec M = Ef %é OS/Z’ N =AG)[1], et n=1,
montre qu’'il suffit qu'il soit anti-commutatif aprés composition avec

c* %’ 0.,.[-1] — m(c*j“[~1], et, par adjonction, il suffit encore qu'il en soit
2 %z Ys/z P J

ainsi apré&s composition avec i *[—I].
G

. * . P
Le morphisme G [~1] —> A(G) obtenu en parcourant la ligne supérieure n'est

autre que pG[—I]. En effet, la fonctorialité du morphisme de bidualité, appliquée

3 Pe> donne apré&s translation un diagramme commutatif
i 0=
¢*I-1] d > ATV I-1]
o 1-11]
G
ogl-1 og [-1]
NI YT 00 Lk W ~ >
1(G) > (e (1) [-11] > (MY -1 DY [-1]
I1 suffit donc de voir que le diagramme
@@ DY [-1] —— B©@VI-117[-1]
e 2
(6 — n(ey”
n(c)

est commutatif, ce qui résulte des conventions générales (0.3.4 et 0.3.5).
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Comme ¢ . est le composé de p”; et de 1'isomorphisme canonique

G G
AGCH[-1] @*[11), le lemme 5.2.12 appliqué 2 ¢* montre que le morphisme

gf[-ll —> A(G) obtenu en parcourant la ligne inférieure de (5.2.13.1) est le

composé
-p* [-1]
c*

v

¢*l-11 > A(6*™)

> A(G) .

Mais la commutativité du diagramme d'accouplements

b

entraine celle de

)

¢ e 0]

—

\ e
p v

S o )

de sorte que la ligne inférieure de (5.2.13.1) donne -OG[-I].

G*

Remarque : Lorsque G est plongé dans un schéma abélien A, la proposition résulte

immédiatement de 5.1.5, en explicitant le diagramme (5.2.13,1) grdce & 5.2.9.

5.2.14, Pour tout S—groupe fini localement libre G, nous avons construit em 3.2.10

un triangle distingué
*

GV
N
A

G
Lo[=-11] >/A(G)s ,

analogue 3@ la filtration de Hodge sur le cristal de Dieudonn& d'un schéma abélien ;
on peut alors dommer pour les groupes finis un &noncé de compatibilité& entre 1'iso-

morphisme de dualité et la "filtration de Hodge', semblable & 5.1.4,

En dualisant et translatant le triangle précé&dent (cf. 0.3.1), on obtient un
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triangle distingué

(&C-1D)v -1

(5.2.14.1) / \

- >/A(c) [-11 .
Soient
* »*
e YV =2 F 11,
*"E
v
R Gv _n~ G ,

les isomorphismes canoniques.

Proposition 5.2.15. Le triplet (e°,¢G,—el) définit un isomorphisme du triangle

distingué (5.2.14.1) sur le triangle distingué (3.2.10.2) relatif d c* :

**v
Cr-1 =11
—_—
y \
Gil‘Vv *
) -1 > (GG [-11] ) > B(C )¢

Ce résultat n'étant pas utilisé par la suite dans le cas général, nous nous
limiterons pour simplifier 3 le vérifier lorsque G est plongé dans un schéma

abélien A , donnant des suites exactes duales (cf. 5.2.8)

Les conventions de signe de 0.3, et les identifications de 5.2.8, donnent alors

dans le triangle de gauche
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Ci-11 v lug ——du w,] . GC-IDYi-1 ¢ __du” w;] ,

A6 ~ D) —2) . peayy, A(GYGI-1] » [D(AYY _Wﬁ_ﬂn(g)\é] ,
» I * AWV WV

!Z.G 1 [mﬁ -d_u> Uﬁ] R (,Q,G )\/\/[__]]l [w\:&v —(du) > m\év]

s . . u . -~ -
L'isomorphisme de foncteurs j : w“ > e , oi wY est le composé de deux fonc-

teurs contravariants, donne, par extension aux complexes selon 0.3.4,

€* AN
(CD N — Wo” he
ile -]

v . »
[Bie () _ie@) . >%¢e<3>1

3
d'ol 1'on déduit en appliquant (=) [-1] :

* ANV

Y =

<
—>

)
KBie Ry —82eD” | 2 3y

On obtient de méme dans le triangle de droite

G;; dA £ 2] Av

L N [%% . 1, (2 ]
B

>m/\

A

iR 2‘J'

BE ) [m(ﬁ)S >D(B) 1,
*
lG [-11 2_[&@ > wﬁl .

Compte tenu de 5.2.9, le couple (e°,¢G) est représenté@ par le diagramme

commutatif (ef. 5.1) :
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v

—J _iwg
bie® ——=——f = E
X A \ vv [ \
$‘Le(ﬁ)v J‘V wg ) > wg
“3
A\
D(A)Y 3, D(a)g
\ v \
~ Dy > D(B)
ID(B)S oy S

De méme, le couple (¢G,—E]) est représenté par le diagramme

D) 4 D(R)g
(u)” ‘Y(j;)
S : Y
ID(B)S l ]D(B)S
u)x e LuX d > u)/; J ‘ﬁie(ﬁ) \t
A A
dl.\ —du\ -dﬁ"\ ie (“\
n - A
wy T3 wy mg 5 Gie(B) >

dont la commutativité résulte encore de 5.1.10, Enfin, le morphisme (—el,s"[l])

est obtenu par passage aux complexes simples associés & partir du diagramme de
morphismes de bicomplexes suivant (oii par abus de langage nous employons la nota-
tion dans la catégorie dérivée pour les complexes explicités plus haut, et ol chaque
aréte verticale doit &tre vue comme un bicomplexe, le degré & 1'intérieur de chaque

complexe étant le deuxi@me degré, et (SLG[—I ])V [-1) placé en premier degré 0)
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* v ~1d *vv
o< 8 V1] > (88 Y -1
t 3 »*
o < 06 [-1] —2 € 1]
| | !
GC Y 1] <<— A 1] >0
_;?\QKN v x¢G
¢** v V*
(7 ) << N (G )S 0 :

les faces de derriére et de devant représentent les morphismes de degré 1 des deux
triangles (5.2.14.1) et (3.2.10.2), et en particulier les morphismes entre complexes
simples associés correspondant au cube de gauche sont des quasi~isomorphismes.
Compte tenu de la définition du translaté d'un triangle distingué (cf. 0.3.1), les
deux inclusions sont les inclusions canoniques, et la commutativité du diagramme

résulte de celle des diagrammes précédents.

5.2.16. Considérons une suite exacte courte de S-groupes finis localement libres,
ainsi que la suite des duaux de Cartier,

0 > ¢ -2 ¢ Y g > 0,

(5.2.16.1) . -
v * u *

0 > g"* > G G' 0.

La premiére suite dé&finit un triangle distingué
G"

(5.2.16.2) w/+1 v

et le morphisme n : Em — OS/Z[]] donne un morphisme entre les triangles dis-

tingués obtenus en appliquant & (5.2.16.2) les foncteurs contravariants

]RJComs/z(—,Em) et WS/Z(—’OS/Z[]]) et en tronquant
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l* t
L EoR¥Omg /5 (G305 11D
*
(5.2.16.3) +1 u (QG..,DG,DG|)> 30[1] +1
"¥ " —_—
[ > G £ RIHOmg o (6", 0g /5 [11) =t Riomg, - (G, 05/, 1115

o 80[]] est le morphisme cobord associé a (5.2.16.2) et au foncteur

R [1]) selon 0.3.6. De wéme, nous noterons 3 le morphisme analogue

ANy
associé 3 (5.2.16.2) et au foncteur ]IGCamS/E(—,OS/Z) ; l'identification
Hom* (K°,L°[1]) ~Hom"(K",L°)[1] fournit d'aprés 0.3.1 la relation
Sor11 = 7 PlH

Les conventions de signes de 0.3 donnent le résultat élémentaire suivant :

Lemme 5.2,17. Sotent F un fonctewr contravariant exact, et B : F(X[l])LF(X) [-1]

1'isomorphisme canonique (défini par (-1)" en degré n). Si

Z
%1X
X > Y
u

est un triangle distingué, et st TF(w) : F(X) — F(Z)[1] désigne le morphisme

composé

-1
ro U pxnnny 29U vayny

ators 87! définit un isomorphisme de triangles distingués

F(X) [-1] F(X[1D
~TF(w) [%1 k@ [-1] | TR(-wl1]) /41 F(u[l])
F(Z2) [-1]—— F(Y) [~1] F(Z[1]) > F(Y[1])
F(v) [-1] F(v[1])

Proposition 5.2.18. Sous les hypothéses de 5.2.16, le triplet (<I>G. ¢G,¢G,.) dé-

finilt un {somorphisme
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AE™Y [-11 G
-T3, [/1 \ / \
BTy -1 > AG) [-1] AGHTYY ——— a6

du triangle distingué obteru en dualisant et translatant le triangle (3.1.6.1) sur

le triangle distingué (3.1.6.1) relatif 4 la suite des duaux de Cartier.

En appliquant le foncteur ]RmeS/E(-,OS/E) (resp. RIom ’OS/E)) au

/1
morphisme (5.2.16.3), et en utilisant la relation 80“] = - ao[n], on obtient un

isomorphisme de triangles distingués
(D101 h)d ™)

~T(3, [1] »Y/+1 " +1

w1y > (@)1 a6y ——— a6

’

et le lemme 5.2.17 permet d'achever la démonstration.

Le corollaire suivant sera utile dans 1'étude du diagramme de bidualité pour un

groupe p-divisible.

Corollaire 5.2.19. Sous les hypothéses de 5.2.16, supposons que I et G' soient
i . , . , a '
tels que D(G') soit localement libre sur OS/): (ce qui entraine que W"s/z(ﬁ ’OS/Z)
L'est également d'aprés 3.1.2 (i)). Alors J(J(A(G’)V[—I 1) est canoniquement iso-

morphe d MS/):(E"OS/E)V » et le diagramme suivant est commutatif :

q>0
" " ~ G" ¥
DO = 8wty )y (C",0g))7 ——o—> Homs 3 €7 0g/5)
-3 3
0l v

G' 1 ok _ o *
Homs 5 €505 y) T 8ty @1, 0g)p) =D(ET)
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5.3. Le cas des groupes p-divisibles.

Soient G un groupe p-divisible sur S, ¢* = llg G(n)* le groupe p-divisible
dual. Nous allons maintenant définir un isomorphisme de dualité

v

: D(G)Y >m(E")

<I>G
ayant des propriété&s semblables 3 celles des isomorphismes analogues dé&finis pré-

cédemment pour les schémas abéliens et les groupes finis localement libres.

5.3.1. Soient S, (Z,7,y) vérifiant les hypoth&ses de 1.l.1. Fixons d'abord un
entier m, et un objet (U,T,8) de CRIS(S/I) tel que meT =0.51 n>m, les

suites exactes

n
in P
(5.3.1.1) 0 > G(n) > G > G >0,
* * n *
(5.3.1.2) 0 > G (n) >¢" B¢ >0,
donnent des isomorphismes (ecf. 3.3.3)
N
(5.3.1.3) DA DOy g gy — T DE@) (y g 5y >
(5.3.1.4) 3 Homg, (6¥(n),0,,.) BN YD)
2 n P gyt ALY s (U, T, 8) (u,T,8) °*

en désignant par N 1'homomorphisme cobord. D'autre part, (5.2.7.1) fournit un

isomorphisme induit par QG(n)

E DG (g g 5y — > Homg 5 (G(m)",0

0o
q’c(n) S/z s/z) (u,T,8)

Par composition, on obtient donc un isomorphisme
v iy *
(5.3.1.5) @G ':m(G)(U,T,G) ——> D(G )(U,T,G)

défini par la commutativité du diagramme
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4
v G *
D©)y 1,5 PED w,1,6)
~
V=1
(5.3.1.6) a‘mu,p =%
N %)

v n *

DEM) (g r,5) a7 0M55C 05,0 T8y

Lemme 5.3.2. S n' > n, les homomorphismes (5.3.1.5) construits au moyen de

et G(n') sont égaur.

Considérons les diagrammes commutatifs :

. n
1n' P
0 G{(n") G G 0
n A n'-n
o 1,
n
in P
0 G(n) G G o ,
n'
0 ———> ¢ {n") >¢" —B—5 g 0
n'-n n'-n
P P
asv V; n *
0 G (n) G P G 0 ;

ils fournissent respectivement les deux triangles commutatifs

D(G(n"))

D(G) l)(in.’ )

n
;;;;;;\\\\\;

D(G(n)) s
Hom *m),0
/2 (),0g,5) 5,
pn'—n D(G*)
v
* 1
Fomg 5. (™ (0"),0g /1) 3y

'-n

Comme p- % : ¢*(n")

G(n)

> G*(n) est dual de in' n? la fonctorialité de 1'iso-
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morphisme de dualité pour les groupes finis montre que le carré

Qg(n) *
D(G(n)) > Homg (6™ (n), 0y ;)
m(in"niv pn -n
o v

(b ®
DE@")Y —8 o, (" (01,05 ;)

est commutatif, d'ol le lemme.

5.3.3. Comme, pour tout objet (U,T,8) de CRIS(S/I), OT est localement annulé

par une puissance de p, le lemme précédent permet de définir <I>G par recollement
sur T. Il est clair que, pour (U,T,8) variable, on définit ainsi un isomorphisme
de cristaux

v

(5.3.3.1) 0. : DY —— DEY ,

G

fonctoriel en G, et compatible aux changements de base §' —> S.

Remarques 5.3.4.

(1) La suite exacte (5.3.1.2) définit un morphisme

A, & —— Ml

dans D(A=bS/Z)' D'aprés 0.3.6, 1'homomorphisme

* *
3 ¢ xans/z(g (n),oslz) —>W(G")

est alors défini par

Sn(v) = - v[l]aAn s

pour tout v : g‘(n) — OS/Z' Par suite, ¢, est caractérisé par

G

(5.3.4.1) 8o D) () = ulllopgey [1od,
pour tout n et toute section u de ]I)(G(n))V (ot pG(n) : g’(n) —> I(G(n)) est
défini par (5.2.1.6)).

(i1i) On déduit immédiatement de (5.3.4.1) la description suivante de @G . S§i
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(U,T,8)  est tel que pnOT = 0, 1l'homomorphisme
Vel * Q"
]D(in) *PG(n) (4 (n)(U,T,G) >1D(G(n))(U’T’6) >1D(G)(U’T’5)

permet de déduire de (5.3.1.2) une extension

—> 0 3

*
—> D —_— _—
° ©)u,1,6 Flu,1,8) Seu,1,8)
celle-ci ne dépend pas, @ isomorphisme canonique prés, du choix de n, et on obtient
ainsi une extension

(5.3.4.2) 0 > 9‘

> D(G)

> F

> 0

sur CRIS(S/Z). Si u est une section de D(G)", ¢G(u) est alors la classe de

1'extension déduite de (5.3.4.2) par u.

Proposition 5.3.5. Soit G unm groupe p-divisible sur S. Le diagramme

QV
D" —S—s D(E) Y «—— m(G)
a2l
(5.3.5.1) b4
¢ »*
YC M & D™

est commutatif.

I1 suffit de prouver que, pour tout n et tout (U,T,8) tel que pn0T =0,
le diagramme induit sur T est commutatif ; pour simplifier les notations, nous

omettrons 1'indice (U,T,§) dans les diagrammes qui suivent.

De (5.3.1.6), on déduit en dualisant un diagramme commutatif

<I>\/
(™Y S pEe)Y<—2— D0)
\'4 Vv
-0 R Y D) D)
v ¢0V v v

Homg 5 (€* ), ¢/~ DG D)
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Le diagramme de bidualité (5.2.13.1) pour G(n) 1induit en degré 1 le diagramme

anti-commutatif

ov
somg (6" ), 0, ——=B—s pa@) D)
§
|
omg 15" (8, 0g /)" £n) > D M) .

I1 suffit donc de vérifier l'anti-commutativité du carré

¥ <‘;Gi"( ) *x
v n
J(oms/z(g (n)’OS/E) ——— (G (n))
A n
v W
(5.3.5.2) -3” Sim™
¢
G*
ID(G*)V m(ciﬁ) .
Or, par définition de ¢ « » le diagramme
G
L
ID(G*‘)V G ]D(G*")
~ n
* v
(5.3.5.3) ]D(in) . -an
[
* ~ G*(n) *E
m(G (n)) > S/E(g (n)’OS/Z)
commute. Comme 1'homomorphisme composé
DY 3y
« v n * n * v
DG (n)) o(G") > Jfbmslz(g (n),OS/z) s
>
3 D(L
(resp. JCOmS/Z(EN(n)’OS/E) I ID(G") n >]D(G"(n))

est égal 3 1'homomorphisme dual de 1'homomorphisme cobord relatif au foncteur

mmS/Z(_’OS/Z) et & la suite exacte

(5.3.5.4) 0 —> ¢*(n) > ¢™(2n) > ¢%(n) —> 0

{resp. & 1l'homomorphisme cobord relatif 3 la suite exacte duale

n
P

0 —> ¢**(n) > ¢**(2n) > ¢**(n) —> 0) ,
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11 résulte de 5.2.19, appliqué 3 la suite (5.3.5.4), que le diagramme obtenu en

amalgamant (5.3.5.2) et (5.3.5.3) est anti-commutatif, d'od 1'énoncé.

Proposition 5.3.6. Soit G wun groupe p-divisible sur S. L'isomorphisme
®G :ID(G); —m—>]D(G*)S est compatible aux filtrations de Hodge (ef. 3.3.5) et in—

dutt entre gradués associés les tsomorphismes canoniques

Lie(c™y”

>m"’

G

LB %fie(c) > &e(c“‘) .

(wg)”

L'assertion étant locale sur S, on peut fixer n tel que p“os =0, et

supposer G{(n) contenu dans un schéma abélien. D'aprds 5.2.15, le diagramme

[s] L3
G (n)) [-1 i > 8 (n) {-1]

\'4 v

[
A(G(n)Yy [-1] — G, n6*m)g

est commutatif ; en passant aux .'Kl , on en déduit le carré commutatif

Lie(@* ) ——— w
G (n)
<p1
Homg 5 (G (03,0 Yy — =2 D(e @) -

Complétant ce carré par le carré analogue 3 (5.3.5.2) pour G, dans lequel on

change -Bn en +3n , on obtient un diagramme commutatif
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ﬁie(c*(n))\’ v w
F G (n)
g oL [
v G(n) *
Homg /7 (G (), O /p)g DG (m)g
V-l *, -1
A $ (1)
) ~ QG ¥ *
D(G)S jui(d )S .
Compte tenu de la commutativité de
J{07715/2((301), S/E —_—>> JCOWIS/Z(Q(H) ,Ea)s
3 R LN
v N
1
s/z(c Og/pds  ————>> &xtg; (6,6 )

et la définition de 1l'homomorphisme ]D(G)s —>°£ie(G*) par 3.3.2, on en déduit la
commutativité de

Lie(@Hy —2 5
(5.3.6.1)

LIOM > 16"

En remplagant G par ¢* dans (5.3.6.1), en transposant le carré correspon-—

dant, et en utilisant 5.3.5, on en dé&duit la commutativité du diagramme

]
D(6)g _ m(c*)s
wy >¥;Le(c )

~_

Sie (G)
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5.3.7. Nous allons maintenant montrer la compatibilité des isomorphismes de dualité

pour les groupes finis et pour les groupes p-divisibles. Soit

(5.3.7.1) 0 6 Loy -Y.x 0

une suite exacte dans laquelle G est fini localement libre, H et K p-divi-

sibles ; définissons la suite duale comme &tant la suite

(5.3.7.2) 0 G K H o,

oili, pour pnG =0, w: K(n) — G est défini par le diagramme du serpent relatif
3 (5.3.7.1). Nous verrons comment calculer ¢G a partir de @H et ¢K grace a
3.3.13. Pour cela, nous utiliserons une autre construction de ces morphismes,

valable aussi bien pour G fini que pour G p-divisible ; la topologie employée

ici sera la topologie fpqc.

Si E est un complexe de faisceaux abéliens sur CRIS(S/I) , le morphisme Pr

défini en (5.2.1.5) donne par troncation un morphisme

(5.3.7.3) tO]IRJComS/Z(E,gm) > m:rbms/z(ﬁ,os/zlll)

to)

Posons

D _
E = toRitomg /o (E,€ ) -

Par tensorisation avec Qp/Zb , on en déduit

D

1L
(5.3.7.4) 0/z, & E > /7, & tRIomg ;. (E,0g /- 111) .

Or, pour tout complexe K dont la cohomologie est localement annulée par une puis-

sance de p, la résolution de Qp/Zﬁ par Z &——> Z[%] fournit un isomorphisme

5.3.7. i
(5.3.7.5) Qp/zp%x > X[1]

fonctoriel en K. Comme O est localement annulé par une puissance de p , on

s/z

obtient donc

o L
(5.3.7.6) Qp/lp@ thEKbmS/Z(E,O np 2_(tofRMbms/Z(E,O m»nianl.

s/t S/x
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Explicitons maintenant QP/ZP&ED dans les deux cas considérés ici.

Lemme 5.3.8.

(1) 52 G est un S—groupe fini localement libre, il existe un i{somorphisme

eanonique

(5.3.8.1) Q /7
(i1) 52 H est un groupe p-divisible, il existe un isomorphisme canonique

(5.3.8.2) o,/z,88 ~ 1" .

(1i1) Avec les notations et les hypothéses de 5.3.7, la suite

D D
(5.3.8.3) 0 | N S 0
est exacte. Si w' : gD -—> ED[ll est le morphisme de degré 1 correspondant, le
diagramme
LD Idew' 3_ D
Z @G r 4 K1
Qp/ L 8C > Qp/ o X111
(5.3.8.4) l 1
*
G*[l] wll] N K*[l]

est commutatif,

On calcule les produits tensoriels dérivés par la résolution

z 1
0 z z[p] QP/ZP 0.

Lorsque G est fini localement libre, QD = g', d'od (5.3.8.1).

*
Lorsque H est p-divisible, H = EI)n H(n) , de sorte que _I:I_D = }E H(n) ,

et en particulier §D est sans torsion. Donc

- ==

%"orf(ozp/zp,gn) ~ lig z‘ar’l’(z/pnz,_@D) =0,
n

et

D D D D
0, /250" v o /2 ek v 11 HO/pTHD
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Comme nous travaillons avec la topologie fpqc, la surjectivité des morphismes
¥ * D #
H (n+l) —> H (n) entraine celle de H- —> H (n) pour tout n : si
- * < .
X € T((UO,TO,G), H (n)), To étant affine, on peut construire une suite de morphismes

affines fid€lement plats Ti+ —> T,, et, en posant U,=1T

1 " T,, une famille d'élé-

x
i oT i
o

ments x, € I‘((Ui,'l‘i,d), E‘x(nﬂ)) telle que x reléve X 3 la famille (x

i i+l i)

définit alors ume section de H® relevant x au-dessus de (1im U, lim Ti,é)

Comme on voit aisément que les morphismes du systéme inductif sont ceux qui défi-

nissent le groupe p-divisible dual, on obtient 1'isomorphisme

-~

*
par définition, il associe 3 une section };@Cf la section % de H (n) , res-

triction & H(n) de @ : H —> gm .

D *
Sous les hypothéses de (iii), soit n tel que G C H(n). Comme H —> H (n)

et g*(n) — Ei( sont surjectifs, la suite (5.3.8.3) est exacte. Le morphisme

w' g* —> ED[ll est défini (cf. 0.3.2) par le diagramme

g-x _ gD< i ED >0
0 < &2 -1d ED

Comme 1'isomorphisme canonique Qp/ngi(ﬁDlll) ~ (QP/Zp ol%ED) [1}] est donné par (-1)k

L

sur les termes de premier degré k d'aprés 0.3.3 et 0.3.5, le morphisme law’' est

celul qu'induit en degré -1 le diagramme
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0= z[-l—]®G¥ PEE—— Y
P - P -
A A
D
2 ®Id+ideu
* * IdEiD D 1 D ~1d 1 D *
g'rzag’ = (za’) x (@] @K > 7] o) ———— K
N A ~
(—Ide,z@Id) 2e1d
Zo K +1d > 2ak ———— 0 .

Soit n tel que pnG = 0. Si ¢ est une section de g*, il existe une section y
) D
de ED telle que ¥ = iD(\P) = Yol ; d'autre part, p ¢ est de la forme u (x)=Xou,

X étant une section de _ISD. Alors ¢ est l'image du cycle (laV, -l—n@x) du complexe
p

du milieu, et par suite Id@w'(q’) = xn , restriction de x & K(n). D'autre part,
w*(cf) =Cpow € _Is(n)* ; s1 y est une section de K(n) , il existe une section 2
de H telle que y = u(z) , et w(y) est par définition la section pnz de G ;
par suite,

Yoi(p'z) = p-y(z)

W) (y) = P(p"2)

= xeulz) = x, () ,

de sorte que Idew' = wi1].

Remarque. Si A est un schéma abélien sur S, et H le groupe p-divisible associé,

i1 existe un isomorphisme canonique

N

L
Qp/zp@A > H[1] .

En effet, d'une part Qp/Zp&H'_\J_H[I] puisque Z[%]@H = 0 ; d'autre part

Qp/lpéli (A/H) = 0 car l'homomorphisme A/H —> Z[-ll;]a (A/H) est un isomorphisme.

5.3.9. Toujours sous les hypothéses de 5.3.7, la suite exacte (5.3.7.1) définit

grace 3 3.3.13 un isomorphisme

- D(u)

A1) : AG) ™ [D(K) >D(H)] .
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En dualisant, puis en translatant, on en déduit 1'isomorphisme

2 v v D) v
(5.3.9.1) AT [-11 : AG)Y [~1] » [D@H) ———— D(K)]
De méme, la suite (5.3.7.2) fournit un isomorphisme

¥*
(5.3.9.2) AN A% ~ @Y —BO ) prY .

Proposition 5.3.10. Avee les notations et les hypothéses de 5.3.7, le diagramme

A1) [-1] 5
8(6Y [~11 i [y’ — 2w D&Y
(5.3.10.1) % (-<I>H,<I>K)
v /A(w*) V] «
(6" = maE* =2 pr¥))

est commutatif.

Les morphismes (5.3.7.4) et (5.3.7.6) sont fonctoriels en E ; 1'isomorphisme

u

i:6—— B4kl
donne donc un diagramme commutatif
.D
Idei D
LD ’\f L. D u D
Qp/zpoag < Qp/zp@ (K > H"]

(5.3.10.2) Id@pG

J n(i) (2] ¥

.~ u
(tO]mcomS/Z(g’OS/Z[l])) [1] < (to]MComS/z(gqﬁ,OS/Z[ll)) [11 .

Par fonctorialité de 1'isomorphisme (5.3.7.5), le morphisme Id@pG s'identifie &
pelll : _C_*[l] —é(tolmﬂfomslz(g,oslz[l]))[1]. Par suite, son transposé par rapport &

0‘5/2[1] s'identifie, via 1'isomorphisme
(5.3.10.3) Hom (XT[L]L,Y (1) ~ dtom™ (X°,Y 1) [-1] & Fom ™ (X°,¥Y")
(donné par (—1)k en degré k), au morphisme

> m(c™

(5.3.10.4) p‘é : (tolmms/z(g,os/z[l]))‘/ = @Y
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défini en 5.2.4.

D'aprés 5.3.8 (ii),

L.D u D x u¥
0,/ 8 [k = B~ [K =

> 8% .

En transposant par rapport a 03/2[1] la fléche verticale de droite, on obtient

donc un morphisme

*
u # *
Riomg . ((£qRIomg ;o (B = K, 0g /- [11)) (11,05 (1) — Ritomg , (K'=—> K7, 0g - [11)

s/%

*
Y ﬂf est concentré dans 1'intervalle de degrés [-1,0] ;

Le complexe Kf

*
- gf placé en degrés [0,1].

- . *
considérons le comme translat& du complexe K

En appliquant (5.3.10.3) 3 la source et au but, et en utilisant les isomorphismes

*
* -u

(3.3.13.1) relatifs a g——Ea K et K > Ef , ce morphisme peut encore s'écrire

DY)

= D(w)” > DEY].

¢ : (D) D(K)"] > DY)

Fxaminons maintenant l'effet de la transposition par rapport 3 08/2[1] sur
les lignes de (5.3.10.2). Comme on a utilisé 1l'isomorphisme (5.3.10.3) & la source

et au but, le transposé de A(i)[2] donne

) Y ¢ ) 11— ey —28) . pryy.

Compte tenu de la démonstration de 5.3.8 (iii), 1'isomorphisme

D L D v LD
Idei™ : Z g6 <— Z & [K
QP/ Lo Qp/ o 14

u

> EP]

*
u

est défini, aprés inversion, par le quasi-isomorphisme (ol Ef > ﬂ* est en degrés

[-1,0D

*

0 > H

A A
*

€ 3 qis u

*
L
¢ L —

on observera également que, composé avec (-Id w
K

Id ¥) , € donne le quasi-isomor-
H
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u

x
> [E* u_ g*][ll (ol cette fois va > ﬂ" est en degrés

phisme w*[l] : E‘[l]

[0,1]). On obtient donc finalement un diagramme commutatif

\4 ~
Ay (-1] 2O [ pey” B, pyY)

! 5| (+14,-10)
v % ¢ %
(/A(G)[l])v——(%> [ID(H)"—_—D—(E)—-> ]D(K)V]
[
o o e
v v
* & ap” * DY *
AET) ————"— [DE) ——= D(K)]
s (+1d,-1d)
X\ * At * -\]/D(u*) x
nEH ~ > [D(H) ————> DK )] .

Il suffit alors, pour achever la démonstration, de prouver que ¢ = (—@H,KDK).

Il est clair que, par construction, ¢ est défini par les deux homomorphismes
DH) — ]D(H*) et DK) —> ID(K*) obtenus en appliquant aux deux complexes ré-
duits 3 H et & K[-1] 1la méthode utilisée plus haut pour construire p‘é . Partant

de H , le morphisme

laoy : @ /7, BH —> @ /27 &t Ritomg (8,05, [11)

s'identifie 3 un morphisme ﬂ*‘ ——> D(H) [1], qui est 1l'opposé de celui que définit

1'extension (5.3.4.2). En effet, JComS/Z(E*,]D(H)) = 0, si bien que, pour montrer

1
s/t

coincident localement. On peut donc se limiter i prouver que, pour tout n, lmpH

1'8galité de deux éléments de Ext (ﬂ*, D(H)), il suffit de vérifier qu'ils

est 1'opposé du morphisme défini par (5.3.4.2) quand on se restreint au sous-site

des objets annulés par pn. L'inclusion H(n) C H donne alors le carré commutatif

p
gD SENNS IN D(H)
t D4 )
v 0 v
Bt —2® S p@y)
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d'od 1l'on déduit par tensorisation avec QP/Zp le diagramme commutatif

¥

B —————— (1]
§ (i )[1]
o [1] v
() [ 1] ) > D(H(n))[1]

*
I1 suffit donc de prouver que le morphisme H —> g*(n)[ll obtenu est -}

les notations de 5.3.4). Il est défini par le diagramme

¥~ /z 8w’ «—— @ 88’ ———— 0
- — P P — P -
A
qis z®1d
i¥
*
0O <— 7 Z ®HD — B 57 @ H(n) H
P - P -
celui~ci se projette sur le diagramme
* D n D
H ~Q /Z 8 <—— /pZ)’BH ——— > 0
__Qpp_ (Qppp)_
N n
qis 1eld
¥
n D 1n *
0 «—— (zp/p Zp) ®H > H()" ,

qui définit donc le méme morphisme. Ce diagramme est isomorphe &

n
_¥ < P H* -0
"~ A n
qis J
* *
0 < E(n)' === H@) ,

(avec

d'ol 1l'assertion. Il résulte alors de 5.3.4 (ii) que, en transposant par rapport i

OS/Z[l]’ IQQH donne -0y -

D'autre part, étant de degré O, le morphisme

Pk

ppior] ¢ KI-ID? — e mitom (RI-11,0,5 11D)



s'identifie &

DK[].
Le diagramme commutatif
L D
zZ @
Qp/ b (X' 0h
S +1d
\
50
@,/z $x% 1)
§
fal b
montre alors que (Id x
Kl

En transposant -(Ideo,) (1]
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1: K11 —>D®] .
Lde(p, [1])
Qp/zp & (O(x) [11)
S—Id
(Idep)[1]
K IL
(Qp/Zp@lD(K)) [1]
)
(1dap) (1] h
D(K) [2]

1],Idm(K) [2)) 1identifie Tdap | & -(Ideoy) (1] .

par rapport i 05/2[1] , le morphisme de degré zéro

DRV I-1] — ]D(K‘) [-1] obtenu est égal i QK[-I], de sorte que ¢ = (-<I>H,<I>K) .

On déduit immédiatement

de 5.3.10 1'&noncé suivant :

Corollaire 5.3.11. Avec les notations et les hypothéses de 5.3.7, le diagramme
\d
~ Homg 15.(G5 05 /5
g T
W d
0 > DR ey RO, 5y > 1 a6yl -11) > 0
(°] 1
%S ~% s %S %S
3 v
* * *
. * * ~Du) * (v ) *
0 >xoms/z(g ’Os/z) D(H) M(K) D) >0,
o 3G et 3 sont les homomorphismes cobords relatifs 4 (5.3.7.1) et (5.3.7.2),

G
est commutatif.

5.3.12. Considérons enfin un

S-schéma abélien A, et soit H le groupe p-divisible

A
assoclé. Notons H le groupe p~divisible associé au schéma ab&lien dual A. Les cobords
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1
Jroms(ﬂ(n) ,@m) > &xtS(A,Gm)

Y

définissent des isomorphismes H(n)* > ﬁ(n) , d'oli par passage i la limite un

~ Q1
isomorphisme vyt H" LI ). On peut d'ailleurs observer que, si 1'on remplace

H(n) par le sous-groupe A(m), noyau de la multiplication par un entier m premier

N "
> A{m) correspond au classique "em—

*
a4 p sur A, l'isomorphisme analogue A&(m)

pairing" de Weil [44, § 15, th. 1, et lemme p. 184].

Proposition 5.3.13. Le diagramme

DAY i D)’

(5.3.13.1) °, o,
v ID(vA) v

p®)—— pd) ———— p@")

est commutatif.

D'aprés 5.2.5, N peut &tre défini de la manidre suivante. Par adjonction,

la biextension de Poincaré g!ﬁé

> ¢ [1l] donne un isomorphisme
L

N [N [
> to]]RJComS/Z(é,Qm[I]), d'oli par translation 1'isomorphisme

1>

A v - = .
Al-1] — tllIRJCOmS/Z(é,gm) . En composant avec le morphisme dé&duit de

n:g 03/2[1], on obtient

N _@[—1] —> D(A), qui définit ¢, par transpo-

sition relativement a OS/Z (en utilisant la convention 0.3.7 pour identifier
tﬂ]RJComS/E(g[-l ]’OS/Z) a D(R)). I1 revient encore au méme de transposer relative-
ment & 05/2[1] le morphisme pA[1] : _@ —> D(A) [1] déduit de p, par translation
(en utilisant la convention (5.3.10.3) pour identifier to]lRIKomS/):(D(A) [1] ,05/2[1])

a m(a)).

D'autre part, l'acouplement naturel W on —2

> Gm donne un accouplement

(1)

Indiquons en passant les corrections suilvantes & [40, p.23] : il faut remplacer

a par -@ dans le diagramme (2.6.5), et remplacer (2.6.6) par son opposé.



DIL Idge L
Z %H f —————> Z ¢
QP/ p QP/ P m
(5.3.13.2) S 5
~ v
* L
H el > u (1] > € 11,
p
1'isomorphisme
iL
Z 3G > 1
Qp/ > % upm[ 1

résultant comme dans la remarque de 5.3.8 de 1'acyclicité du complexe
Z@(Gm/u w ZL%]&(Gm/u o)+ D'aprés la démonstration de 5.3.10, le morphisme

P P

QH peut &tre défini de la maniére suivante. Par composition avec n : §m —> OS/E“]’

D ~ .
on obtient un morphisme oy * H — tolIRJfoms/Z(_}l,Os/z[I]), qui, aprés tensorisa
tion par Qp/zp , définit un morphisme loaoH : E* —>I(H)[1] ; son tranposé par

rapport i 05/2[1] est alors -&, . Il suffit donc, pour démontrer la propositionm,

de vérifier que le carré

lep
p—: T Y¢S Y

pA[ll

—= > m(a)l 1}

<
b

1> € |
N

est anti-commutatif. Considérons le diagramme
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* IR I "
i — Qp/zpmolmroms/z(g,gm) — Qp/lp@tO]]RJComs/E(E_, 05/2[1]) —> D(H) [1]
| I ; |
\'4 \
¥ — ¢ o, (H,0 /288 ) —> t RIom, , (L,Q /Z $(0.,-[1])) —=>D(H) [1]
= )] S/ =" p “p m 0] s/ = p “p " 78/%
| ; |
v v
B — o Ritomg o (1,6, [1]) >t Ritomg ) (0, 0g /5 [21) ——> D) 1]
j/vA III S S
R — ry®iomg (A8 11]) > toRiomg /0 (8,05,:21)  —— D@1,

dans lequel les lignes supérieure et inférieure sont respectivement 1o§pH et

Pa [1]1. Le carré I commute par fonctorialité du morphisme

EdRIOM(F,G) —> Riom(F,E &C) ,

le second par fonctorialité de 1'isomorphisme (5.3.7.5) relativement a

n: E‘m —> 0 [1] ; les morphismes de source g* sont définis par adjonction, et

s/t

donnent des diagrammes commutatifs. On est ainsi ramené & prouver 1'anti-commutati-
vité de III, c'est-A-dire que la biextension de Poincaré induit sur (H*,H) 1'op-

posée de la biextension (5.3.13.2).
Rappelons [SGA 7, VIII 1.3] que pour tout groupe p-divisible H, il existe des
isomorphismes naturels
1, % " Z, %
Extg (H &H,cm) —> Homg(Tor| (K ,H),6 )

(5.3.13.3) v lim Hom (H™(n) @H(n),6 ) ,

1'homomorphisme H*(n) ®@H(n) —> H*(n+1) @ H(n+l) &tant le composé

* peld " Id@:i.n "
H (n) @ H(n) <— H (n+l) @ H(d) — > H (n+l1) e H(n+l) .

Précisons la définition de 1l'application

o™ : H*(n) 2 H(n)

> ‘?fozﬂf(ﬁ*,ﬂ)
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utilisée pour définir 1'isomorphisme (5.3.13.3) : soit L1 —> Lo (resp.

M Mo) une résolution Z-plate de nr (resp. H), et L; (resp. Mé) le sous-—
faisceau de L0 (resp. Mo)'image inverse de H¥(n) (resp. H(n)), de sorte que le

complexe Ll —> Lé (resp. Ml —> Mé) est une résolution plate de H*(n) (resp.

H(n)). La flé&che an¥ s'obtient alors par passage au quotient & partir de

0 ,H

1'homomorphisme

M . ' ' > Gy Zw* H
o : L @M zl(L.@M.) >> orl(H ,H)

défini par

vn n n
QH* H(xo‘ibyo) =x oy l-xley .,
?

oli le crochet [ ] indique que 1'&lé&ment envisagé est considéré comme section du
q q 4

1

sous-faisceau L, de Lo (resp. M1

de Mo). Cette définition de an* colncide
H*,n

avec celle donnée pour le topos ponctuel dans [22, § 11-12], et dans le cas général
dans [SGA 7, VIII 2.1]. On prendra garde par contre qu'elle différe par le signe de
1'explicitation, incorrecte, qui en est donnée dans [SGA 7, VIII, p. 244], 1l'erreur
de signe provenant du calcul de cycle mentionné p. 231 : la section o(l,l) de

loc. cit. est en effet représentée par le cycle loml1 - 11@10. Notons au passage

qu'il en résulte que le diagramme (2.3.10) de [SGA 7, VIII] est commutatif, et non

anti-commutatif comme 1'é&nonce la proposition 2.3.11 de loc. cit. On peut par ail-

leurs se borner, pour définir an* , & utiliser une résolution plate de 1l'un des

HH

*
arguments, par exemple H (n) ; an* est alors obtenu en factorisant 1'homomor-
1,0

phisme '&": : Lé@H(n) —> H1 (L. ®H) défini par

HL,H

(5.3.13.4) a'? (x ey)=-[pxlay_ .
* o o o [
H ,H
Pour prouver que les deux bi-extensions de (H*,H) par Gm sont opposées, il
suffit donc de prouver que, pour tout n, elles induisent par (5.3.13.3) des accou-

plements opposés H*(n)a‘ﬂ(n) —> Gm . La bi-extension de Poincaré induit par ad-

N

jonction 1'isomorphisme ﬁ(n) > Sxté(A,Gm)(n) , d'oli, par composition avec
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n

A

1l'inverse du cobord, l'isomorphisme v, : f(n) > B¥(n) = JCOmS(H(n),Gm) ;i ce

dernier correspond donc par l'isomorphisme d'adjonction a& 1'accouplement

ﬁ(n)@ H(n) —> € déduit de 1l'accouplement canonique H*(n)@ H(n) — € par
vgl. Compte tenu de ce qui a &té vu plus haut, il résulte de la commutativité& du
diagramme (2.3.10) de [SGA 7, VIII] que 1'accouplement H*‘(n)@ H(n) — € défini

par la biextension de Poincaré& via (5.3.13.3) et vy est l'accouplement canonique.

En utilisant la résolution plate HD —> Z[%] @HD de H* , on obtient un

homomorphisme

4"

B : H*‘(n) ®H(n)

> forf(ﬂ*,n(n)) > Z%r’l“'(a*,u)

qui, par composition avec 1'homomorphisme Yaoorlz(H*,H) —> Gm défini par (5.3.13.2),

donne l'accouplement canonique :

e
H*(n)@H(n) R HD@H(n) _— HDQH Gm < u, < Gm
P
0
A\ v v v v
0 = zil1eul eH(n) > 21 en 192 zilige «——0 .
P p p m

*

Si X, ¥, sont des sections de H (n), H(n), et si ;‘o est une section de HD
d'image x, par 1'homomorphisme surjectif W — H*(n), B(xoﬁyo) est la section
v D

xoayo de H @ H. Explicitons maintenant l'accouplement H*(n) @H(n) — Gm dé-

fini par (5.3.13.2) via (5.3.13.3). Avec les mémes notations, x @y, est 1'image
N

x
de (—g) ®y, par 1'homomorphisme (Z.l—n) @HD @ H(n) — H*(n) @H(n), si bien que
p P

d'aprés (5.3.13.4) « .

" (x ®y ) est la section -x_ey.  de #P g H. Par consé-
o Jo o 70
B, H
*

quent, 1l'accouplement H (n)® H(n) — Gm induit par (5.3.13.3) a partir de

(5.3.13.2) est 1'opposé de 1l'accouplement canonique, ce qui ach@ve la démonstration.

Remarque 5.3.14. I1 est possible de donner une autre démonstration de 5.3.13 n'uti-

lisant pas [SGA 7, VIII]. Esquissons-la, en laissant les d&tails au lecteur.
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D'aprés 5.2.5, 3, est 1'homomorphisme qui assocle 3 une section ¢ de D(A)”
le morphisme (Po pA)[ll : g —_— 0'3/2[1] s d'aprés la remarque de 5.2.5, ¢A(<f) peut
encore &tre décrit comme la classe de 1'extension obtenue par fonctorialité par rap-

port & ¢ 3 partir de 1'extension

0

> ID(A)

> 0

1 ~v 1
> Gotg (Al ) 0) —> Gty o (A,8)

2

o>

elle méme déduite de (5.2.1.3) en remplagant v par -v et en appliquant le fonc-

teur &xté/,z(é,-) .

D'autre part, sur CRIS(S/zn), &, peut étre décrit comme suit : si ¢ est

une section de D(H), Qﬂ(w) est la classe de 1'extension qu'on d&duit de

n

0 N E&(n) 1_'1_* P E‘k 0
par fonctorialité par rapport i wopH(n) » PH(n) étant le cobord
1 PN
Fomg ;p (H(n),E ) > 8xtg - (B(n),0g,;) associd & (5.2.1.3).

Pour prouver que <I>A = <I>H » on peut se restreindre 3 CRIS(S/En) pour n

fixé, et il suffit de construire un diagramme commutatif :

0 > 1%(n) —— u P " 0
(5.3.14.1) B : Va
v \:, v
u 1 v N
0 > D (A) > Exts/z(é,%s/z) >4 —— 0

et de vérifier que B est 1'opposé de 1'homomorphisme composé

o
(5.3.14.2)  H@ —E9 5 pam)) —Y D) — > D(A)

On définit un homomorphisme t' :;G_m — O;(/z en posant, pour tout (U,T,$) eCRIS(S/Zn)
n

et tout x € I‘(U,O;), relevé en x' € I‘(T,O;),

I

' (x) = xvp s
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on en déduit le diagramme commutatif

m
0 > ¢ P ¢ 0
=n -m -~
P
(5.3.14.3) t! ! '
v v
*
0 i 1”"‘s/zn_—_> Os/zn L 0,

tel que l'extension déduite de la ligne supérieure par fonctorialité relativement

a logot' soit (5.2.1.3). Posons T = logoet' ; en appliquant le foncteur

Exté/z(é,—) au diagramme qui en résulte, on obtient un diagramme commutatif
1 1 P 1
0 > &ts/z(é’kpn) — &t (A8) > &ty (8,6) — O
T
1 u 1 v 1
0— &ts/z(é’os/zn) —> Gty (Al ) — oty (A,6) >0
En 1'amalgamant au diagramme
n
0 > 1" (n) > % —2 n* 0
3 va va
v v v
1 ~ A
° > 8xts/2(é’upn) A o0 A >0,

on obtient le diagramme cherché (5.3.14.1).

La vérification que 1'homomorphisme B8 = 123 est 1'opposé de (5.3.14.2) ne

présente pas de difficulté, et est laissée au lecteur.

Remarques 5.3.15.

(1) De 1l'anti-commutativité du diagramme
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=

*xK A )

établie en [45], on peut imm&diatement déduire de 5.3.13 et 5.1.9 la commutativité

du diagramme (5.3.5.1).

(ii) Les résultats de 5.1 et 5.3 fournissent le diagramme commutatif

I 1% v v
0 > e (") — DR, (wy) > 0
. \{%(VA ) %‘ \ ) \
0 — e —————— D@ (w)” > 0
l . v e, l _
) o, > DY) > Ble@™™) —— > 0
N 5
¢ Div.) N . . x =IL
\ v A viw(vA)oiw(vA) v
0 > gy DR ———— Bie®) > 0

oli les suites exactes sont définies par les filtrations de Hodge, et les signes +

(resp. -) désignent les isomorphismes canoniques (resp. leurs opposés).
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