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INTRODUCTION

Ce travail est consacre a generaliser, pour les p-groupes commutatifs finis

localement libres et les groupes p-divisibles sur un schema arbitraire de carac-

teristique p > 0, la classique "theorie de Df.eudonne!", definie lorsque Le schema

de base est Le spectre d 'un corps parfait (voir par exemple [21], [2], [3], [39],

[l9], [45], [26]). L' idee de base de cette generalisation est La suivante : en

utilisant les techniques cohomologiques fournies par la cohomologie cristalline,

il est possible de definir globalement certains invariants generalisant Ie module

de Dieudonne ; d'autre part, grace a un theoreme de Raynaud, on peut considerer,

localement, un p-groupe fini localement libre comme etant Ie noyau d'une isogenie

entre schemas abeliens, et l'etude des proprietes locales de ces invariants se

ramene alors a celIe de la cohomologie cristalline (ou de De Rham) des schemas

abeLt.en s .

L'idee que la cohomologie de De Rham des schemas abeliens puisse servir de

point de depart pour une extension de la theorie de Dieudonne n'est pas nouvelle,

et peut, dans une certaine mesure, etre consideree comme un analogue en caracte-

ristique p de la theorie de Hodge en geometrie algebrique complexe. Si A est une

variete abe l.Lenne sur

tration a deux crans

k = l'espace vectoriel 1
HDR(A!k) est muni d 'une fil-

(1)

dans laquelle les deux termes du gradue ont une interpretation au moyen des in-

variants differentiels associes aux groupes de Lie: l'espace des formes

differentielles holomorphes sur A s'identifie a

tielles invariantes par translation, tandis que

l'espace w
A

des formes differen-

1H (A,OA) s'identifie a l'algebre

de Lie (ici triviale) de la variete abelienne duale A. Rappelons d'autre part que

la donnee du reseau H
1(A,Z)

C permet de reconstruire A comme duale du

1 1tore complexe H (A,OA)/H (A,'I).
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Si main tenant A est une variete abelienne definie sur un corps parfait k de

caracteristique p, on ne dispose plus de la cohomologie entiere, mais la suite

exacte (1) et son interpretation differentielle restent valables, Ie terme

pouvant alors etre identifie, une fois muni de l'action de Frobenius, a la p-al-

gebre de Lie de A; de plus, comme l'a montre Oda [45l en reponse a une question de

Grothendieck [29l,
1

HDR(A!k) est canoniquement isomorphe au module de Dieudonne

M( A) du noyau de la multiplication par p sur A. Grothendieck a alors observe [32;
p

40l que ce resultat pouvait s'etendre de la maniere suivante : si G est Ie groupe

'V
p-divisible associe a A, et si A est un relevement de A en un schema abelien sur

l'anneau des vecteurs de Witt W(k), i: existe un isomorphisme canonique entre Ie

module de Dieudonne M(G) et Ie module de cohomologie
1 'V

HDR(A/W), compatible a

l'action du Frobenius (et du decalage) fournie par l'isomorphisme H1R(A/W) 'V HI i (A/W)
1) - cr S

entre cohomologie de De Rham et cohomologie cristalline. On retrouve alors l'enqpce

d'Oda par reduction modulo p.

Dans [31 ; 32l, Grothendieck remarquait que cet isomorphisme fournit une in-

dication sur la dont on peut etendre la theorie de Dieudonne au cas d'une

base generale S de caracteristique p. Si f : A --> S est un schema ab lien de

1
dimension relative g, 11 y a lieu de remplacer Ie module Hcr i s (A/W) par Le

1
faisceau de cohomologie R qui est un cristal localement libre de

p
rang 2g sur S. Le probLema est alors de construire un "foncteur de Dieudonne",

associant a certains faisceaux de groupes ab liens sur S un cristal, muni d'une

action de F et de V, et refletant aussi fidelement que possible les proprietes de G.

Dans Ie cas des groupes p-divisibles, une premiere construction de ce cristal a ete

obtenue par Messing [41l, a partir de l'algebre de Lie de l'extension universelle.

Ce point de vue permet en particulier d'etudier les deformations de groupes p-divi-

sibles : si S C-> Test une immersion f ermee d finie par un ideal a puissances

divisees nilpotentes, Ie cristal ID(G) associe a un groupe p-divisible G sur S

definit un OS-module ID(G)S et un 0T-IDodule ID(G)T' tous deux localement libres de

rang fini, et un isomorphisme ID(G)T Os ID(G)S Le module ID(G)S est muni
T



v

d'une filtration de Hodge

(2)

(ou est Ie groupe p-divisible dual) analogue a (1), et les relevements de G en

un groupe sur T sont classifies par les relevements de cette filtration

a ID(G)T' Une d eux Leme approche, deveLoppee par Mazur et Messing dans [40], est basee

sur La notion de 9-extension d 'un groupe p-divisible par Ie groupe additif, et se

prete mieux que la precedente a la comparaison avec la cohomologie de De Rham des

schemas abeliens, ou avec Ie module de Dieudonne lorsque S est un corps parfait, du

moins dans Le cas unipotent.

Ces travaux laissent neanmoins ouvertes de nombreuses questions fondamentales

de la theorie, telles que Ie probleme de son extension aux p-groupes finis locale-

ment libres, la question de la pleine fidelite des "cristaux de Df.eudonne" ainsi

obtenus, Is theorie de la dualite, etc. C'est pourquoi nous reprenons ici entiere-

ment (et independamment de [41], [40]) la construction des cristsux de Dieudonne,

par l'usage systematique de methodes cohomologiques qui apportent a la theorie Is

souplesse necessaire pour de tels developpements. Observons tout d'abord que Ie

fait de pouvoir definir Ie cristal de Dieudonne, dans Ie cas d'un schema abelien,

par Ie faisceau de cohomologie cristalline

a fait special au cas des schemas abeliens

1
R fcris*(OA/'E) (cf , [40]), est tout

p
(et resulte en fait de ce que, dans ce

cas, l'algebre de cohomologie cristalline est isomorphe a l'algebre exterieure sur

sa composante de degre 1). Ainsi que l'on s'en convainc aisement a partir de Is

definition des faisceaux de 9-extensions utilises dans [40], il faut dans Ie cas

general remplacer les faisceaux de cohomologie par des faisceaux d'extensions conve-

nables. Indiquons comment proceder. Soient S un schema sur lequel pest localement

nilpotent, E = Spec('E ). A tout faisceau abelien G sur S, on associe un faisceau
p

abe lien £ sur Ie gros site cristallin CRIS(S/E) en posant, pour tout triple (U,T,c)

ou U est un S-schema, U C-> Tune E-immersion de U dans un schema T sur lequel p

est localement nilpotent, et c une PD-structure sur l'ideal de U dans T,

£(U,T,c) = G(U) •
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Si 0S/! est Ie faisceau structural de CRIS(S/L) (defini par

f«U,T,O),OS/L) = f(T,Or))' l'objet que nous etudions iei (sous des hypotheses

eonvenables sur G) est Ie faisceau

des extensions locales sur CRIS(S/L) de 0S/L par Q, muni de l'action de F et

V induite par fonctorialite par Ie Frobenius et Ie decalage de G.

Nous nous limiterons a une description succinte du present travail, qui a fait

l'objet dans [8] d'une presentation plus detaillee. Notre but ici est de fournir

un expose systematique des resultats annonces dans les paragraphes 2, 3 et 4 de

loco cit. Dans Ie premier chapitre, nous etablissons les fondements de la theorie.

Pour pouvoir travailler avec les schemas en groupes (vus comme faisceaux abeliens

sur S), nous sommes amends a utiliser d ' une part Le "g ro s" topos cristallin plu1;,ot

que Ie "petit" topos habituellement considere, d'autre part d'autres topologies

que la topologie de Zariski, et notamment la topologie fppf. Outre Ie formalisme

general de ces topos, et quelques rappels sur la notion de cristal, ce chapitre

introduit les faisceaux d'extensions mentionnes plus haut, et leurs proprietes for-

melles. La derniere section, qui n'est pas utilisee par la suite, fait Ie lien

entre les faisceaux et les faisceaux de '=I -extensions de [40].

Dans Ie second chapitre, nous montrons comment calculer des faisceaux tels que

Au moyen de resolutions appropriees de Q, on se ramene au

calcul de groupes de cohomologie cristalline de puissances cartesiennes de G, ceux-

ci s'effectuant par des calculs de cohomologie de De Rham lorsque G est plonge dans

un S-schema affine et lisse. A titre d'illustration, nous explicitons ce procede

lorsque S = Spec(k) , ou k est parfait, et G est un groupe fini connexe : supposant

G plonge dans un groupe de Lie formel sur W(k) , on obtient une description de

ID(G) en termes de "presque-Iogarithmes", analogue aux resultats de Fontaine [24;

26]. Le calcul a partir de la cohomologie cristalline permet d'obtenir des pro-

prietes de quasi-coherence, ou de commutation aux morphismes plats, pour les faisceaux

i
axtS/L(Q,OS/L)(U,T,O)' Ce chapitre se termine par des rappels sur les cohomologies
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de De Rham et cristalline des schemas abeliens (faute de references accessibles),

d'ou l'on conclut aisement que, lorsque A est un schema abelien, ID(A) coincide

Le troisieme chapitre s'ouvre sur la demonstration de ce que, lorsque G est

fini localement libre, ID(G) est un cristal localement de presentation finie.

Nous introduisons en fait un invariant plus subtil, appele "complexe de Dieudonne

de G", et defini par

dont ID(G) est Ie faisceau de cohomologie de degre 1. Ce complexe est un complexe

parfait d'amplitude 1, qui peut s'interpreter, lorsque G est Ie noyau d'une iso-

genie u: A --> B entre schemas abeliens, comme Ie complexe ID(B) -->ID(A) des

cristaux de Dieudonne correspondants. On observera que la methode de demonstration

utilisee ici, et basee sur Ie theoreme de Raynaud mentionne plus haut, differe de

la methode esquissee dans [8] (et est considerablement plus simple). Nous etudions

ensuite les relations entre , Ie complexe de co-Lie de G et Ie complexe de

Lie de son dual de Cartier G·, en prouvant l'existence d'un triangle distingue

reliant ces trois complexes, analogue aux filtrations de Hodge (I) et (2). Dans la

troisieme section, nous montrons, par passage a la limite a partir du cas fini,

que, pour un groupe p-divisible G de hauteur h, ID(G) est localement libre de rang

h ; ce resultat figurait deja dans [40], mais la presente demonstration, ainsi que

Ie reste de ce travail, n'utilise a aucun moment Ie theoreme (non publie) de

Grothendieck sur l'existence de relevements infinitesimaux des groupes p-divisibles.

Le chapitre 4 est consacre a comparer, dans Ie cas ou S est Ie spectre d'un

corps parfait k, Ie module D(G) des sections globales du cristal ID(G) (qui

determine celui-ci) au classique module de Dieudonne M(G). On construit a cet

effet une extension de faisceaux abeliens

(3)

ou

o -> as/I: -> &'S/I: --> CWS/I: -> 0 ,

est un faisceau defini en utilisant Ie groupe des covecteurs de Witt.
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L'homomorphisme cobord

est alors un isomorphisme semi-lineaire de W(k) [F,V]-modules lorsque G est fini

ou p-divisible. Lorsque G est fini localement libre et annule par V, nous montrons

ensuite que ce resultat admet une generalisation naturelle au cas d'une base quel-

conque : Ie cristal ID(G) peut etre construit tres slinplement a partir de l'algebre

de Lie du groupe dual. De meme, lorsque G est annule par F, ID(G) peut etre cons-

truit a partir du faisceau w
G

des differentielles invariantes par translation.

Dans Ie dernier chapitre, nous etablissons les theoremes de dualite pour les

cristaux de Dieudonne associes aux schemas abeliens, aux schemas en groupes finis

localement libres, et aux groupes p-divisibles ; signalons que nous avons choisi

de deduire chaque cas du precedent, mais qu'une presentation independante de

de ces enonces aurait ete possible. Dans Ie cas des schemas abeliens, cette dualite

est essentiellement la dualite entre les HI de deux schemas abeliens duaux (in-

duite, via la formule de Kunneth, par la classe du diviseur de Poincare) ; c'est un

enonce classique, dont nous avons inclus la demonstration faute de reference.

L'homomorphisme de dualite dans Ie cas des groupes finis est deduit de l'accouple-

ment de definition de la dualite de Cartier ; il induit un isomorphisme entre les

complexes de Dieudonne

qui trouvent sans doute ici la justification la plus frappante de leur introduction.

La dualite dans Ie cas des groupes p-divisibles est deduite de l'enonce precedent

pour les noyaux de la multiplication par pn, mais peut aussi etre definie a partir

de la biextension canonique d'un groupe p-divisible et de son dual par 'm' Enfin,

nous etablissons les diverses compatibilites entre ces differents types de dualite,

ainsi qu'avec les accouplements naturels sur les filtrations de Hodge. Bien que ces

compatibilites soient conceptuellement slinples, des complications assez serieuses

surgissent lorsqu'il s'agit de preter attention aux questions de signe. Un soin

particulier leur a ete apporte, nous amenant notamment a la conclusion que Ie dia-



gramme (2.3.10) de [SGA 7, VIII] est commutatif, et non anti-commutatif.

Nous n'abordons pas dans Ie present travail les theoremes de pleine fidelite

annonces dans [8], et dont les demonstrations, ainsi que diverses applications,

seront l'objet de l'article [9] . Nous donnerons aussi dans [9] des indications sur

la theorie multiplicative (obtenue en •0S!E dans les fais-

ceaux d'extensions utilises), permettant notamment de comparer la theorie de-

veloppee ici et celIe de 141]. II serait interessant d'obtenir directement, a

partir du formalisme du present article, une demonstration du theoreme de classi-

fication des deformations des groupes p-divisibles de [41] rappele plus haut ; on

en deduirait notamment une nouvelle demonstration du theoreme de relevement de

Grothendieck, independante de la theorie des obstructions de [34]. II serait egale-

ment interessant d'obtenir, a partir des invariants introduits ici, un theoreme de

classification analogue pour les deformations des groupes finis localement libres

signalons a cet egard, lorsque S = Spec(k), une solution de ce probleme deduite

du cas des groupes p-divisibles [I], et redonnant en particulier dans Ie cas ou

T = Spec(W(k» la classification de Fontaine [25].

Nous remercions ici les Universites de Rennes et d'Irvine pour Ie soutien

qu'elles nous ont apporte au cours de ces recherches, et Mme Y. BruneI pour Ie

travail remarquable qu'elle a effectue en preparant ce manuscrit.
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, ,
o - CONVENTIONS GENERALES

0.1. Les differentes sous-sections des chapitres I a 5 sont reperees par la donnee

de trois nombres, Ie premier etant celui du chapitre. Dans chaque sous-section, les

formules ou les diagrammes sont reperes par la donnee de quatre nombres entre paren-

theses, les trois premiers etant ceux de la sous-section OU ils se trouvent.

0.2. Pour faciliter Ie langage, nous commettrons systematiquement les abus termino-

logiques qui suivent :

(i) Un S-groupe, ou un groupe sur S , est un S-schema en groupes.

(ii) Tous les schemas en groupes consideres sont supposes commutatifs.

(iii) Sauf mention explicite du contraire, tous les S-groupes finis localement

libres consideres sont supposes de p-torsion, ou p est un nombre premier fixe

dans tout ce travail.

(iv) Nous dirons qu'un diagramme de morphismes de topos est commutatif s'il

l'est a isomorphisme canonique pres.

Par a i lleurs, nous noterons G'* Ie dual de Cartier d'un S-groupe fini locale-

libre Si H = U H(n) H(n)
n

ment G est un groupe p-divisible, avec = Ker(PH) ,
n

H'* sera Ie groupe p-divisible dual U H(n)'*.
n

0.3. Conventions de signe.

Nous emploierons les conventions suivantes.

0.3. I. Soient .it une categorie abe I i enne , D(JG) la categor i e derivee correspon-

dante. Si K' est un complexe d'objets de J/:; Ie translate K'II] de K' est Ie

complexe defini par (K' 11 ])k = Kk+ 1 k dk+ 1 si f K' K' ., dK I I ]
; : -> est un

K
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morphisme de complexes, f [I] est le morphisme egal a fk+ I en de gre k . Ces

definitions s'etendent a D(Jt) .

Un triangle de D(Jt) est distingue s'il est isomorphe a un triangle de la

forme

OU C· (u) X· [ I ] s :

dk _ dk+1 k+J--X +u +)'

est le cone de u (dont la differentielle est

i l'inclusion de y' dans C'(u) , p la projection de

C'(u) sur X·[ I]. La convention adoptee ici est donc celie de l'expose de Verdier

[SGA 41/2, C.D., p. 6], et differe par consequent de celie de la version initiale

de [C.D.] oU de [SGA 4, XVII, 1.1. I] par le signe affecte a la projection de C'(u)

sur X· (voir 0.3.2. plus bas) (I) .

Le triangle distingue deduit par translation d'un triangle distingue (X,Y,Z,

u,v,w) est par definition le triangle (X[I ],Y[I],Z[I],u[I],v[I],-w[J]).

0.3.2. Si l'on part d'une suite exacte de complexes

(0.3.2.1) 0--> X· Y' -.::!.-> Z· --> 0 ,

an lui associe le triangle distingue

(0.3.2.2)

au west defini comme le compose

( 1)

Ce travail ayant ete redige avant la parution du traite d'Algebre Homologique de

N. Bourbaki, nous laissons au lecteur le sain d'etablir le dictiannaire entre les

deux systemes de conventions.



(0.3.2.3) w

3

z: <-SI...- c: (u) -----=.E..-> X' [J] ,
qis

q etant donne par v sur y' et 0 sur X'[ I] • Rappelons que cette convention

entratne que l'homomorphisme cobord de la suite exacte de cohomologie associee au

triangle (0.3.2.2) est celui que de f i.n i t Le diagramme du serpent assode ii lao suite

exacte (0.3.2.1), ce qui motive Ie choix du signe affecte ii p en 0.3.1.

Par definition, Le morphisme Z' -> X'[ I] de f i.n i par (0.3.2.1) est Le mor-

phisme w.

0.3.3. Les conventions de signes liees aux multi-foncteurs et aux foncteurs contra-

variants dans [SGA 4, XVII, 1.1] sont independantes du choix qui y est fait pour la

notion de triangle distingue. Sauf mention explicite du contraire, ce sont ces con-

ventions que nous suivrons ici.

Ainsi, si
n l · · .nr

(K ,dl, ... ,dr) est un complexe naif r-uple au sens de [SGA4,

XVII, 0.4] (c'est-ii-dire tel que les di commutent), Ie complexe simple associe Ks a

pour terme de degre k

Lk.=k
1

la differentielle dk etant definie par

(0.3.3.1)

Par exemple, lorsque jl; est la catego r i e des A-modules d' un topos, nous cons ide-

rerons, dans Le bifoncteur X (iiJA Y , que X est Le premier argument et Y Le second;

la differentielle du complexe simple associe au produit tensoriel K' (iiJA L' de deux

complexes K' et L' est done donnee sur Ie facteur par

Si F est un foncteur contravariant de f i.ni. sur la catego r Le abe l i enne cit,
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et K' un complexe d'objets de , la differentielle de F(K') est donnee en

degre k par

(0.3.3.2) dk (_I)k+IF(cl-k- l ) •
F(K') J.(

Dans le bifoncteur (resp. nous considererons l'argument

covariant Y comme le premier argument, et l'argument contravariant X comme le

second argument. si K', r ' sont deux complexes d ' objets de cfi:, le complexe simple

associe au bicomplexe Homjc(K' ,1') (resp. J0mA(K',1'» est defini par les regles

j iprecedentes. Sur le facteur HomJt(K ,1 ) , sa differentielle est done

Avec ces conventions, l'isomorphisme d'adjonction

'"-->

ne fait pas intervenir de signe.

0.3.4. Si F et G sont deux foncteurs contravariants, l'isomorphisme canonique

(0.3.4.1) F(G(K'» '"--> (FoG) (K')

est donne, avec la convention (0.3.3.2), par (_I)k en degre k . Lorsque Jt est

la categorie des A-modules d'un topos, nous appliquerons cette convention a l'homo-

morphisme de bidualite

(0.3.4.2) '"K' --> ,1'),1')

dans lequel le membre de droite est considere comme l'itere du foncteur contrava-

riant ; en degre k, (0.3.4.2) est done deduit des morphismes canoni-

ques

par multiplication par (_I)k.
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0,3.5. Lorsque F est covariant, l'isomorphisme de compatibilite aux translations

F(K'[ I]) F(K')[ I] ne fait pas intervenir de signe. Lorsque F est contravariant,

l'isomorphisme

(0.3.5.1) F(K'[-IJ} F(K')[ I]

est defini, conformement a [SGA 4, XVII, 1,1,5], par

k • On en deduit les trois conventions suivantes :

(i) L'isomorphisme

en degre

(0.3.5.2) F(K')

est defini par en degre k ,

(ii) L'isomorphisme

(0.3.5,3) F(K'[JD

est defini par k
(-I) Id -k I

F(K +)
en degre k •

(iii) L'isomorphisme

(0.3.5.4) F(K') F(K'[ -I D[ -I]

est defini par (-I)kI d -k en degre k .
F(K )

Enfin, si
n l " .nr

(K ,dl,.",dr) est un complexe naif r-uple, Ie translate

K[l i] par rapport au i-ieme exposant est defini par

k
l
...k.+I. .. k

K 1 r % = % pour j #i. dK [J. ], i' [I i ] ,j ,j 1

L'isomorphisme canonique

(0,3.5,5)

est defini par sur Ie facteur
k
l,
.•k

K r de (c f . [SGA 4,

XVII, (I, 1.4.5)J ).
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Les isomorphismes de compatibilite des multifoncteurs aux translations resul-

tent de l'application des regles precedentes.

0.3.6. Les conventions qui precedent definissent des conventions analogues dans la

categorie derivee . Si (X,Y,Z,u,v,w) est un triangle distingue de D(Jt),

et F un foncteur contravariant exact sur D(Jt), le triangle distingue qu'on en

deduit par fonctorialite est (F(Z),F(Y),F(X),F(v),F(u),w') ,ou w' est le mor-

phisme compose

F(X)
'V
-> F(X[I]) [I)

F(w) [ I)
F(Z) [I )

defini grace a (0.3.5.2).

0.3.7. Supposons que soh la cat.ego r i e des A-modules d'un topos. Soient

K' E K-(A), R' E K+(A) deux complexes de A-modules, tels qu'il existe un entier

i > 0 ve r i f i an t

y

Nous utiliserons alors l'identification qui suit entre et le complexe

oil e-tAi(K-n+i,R') 1 de are - 1 di f ff . 11 dest p ace en egre n, et ou a e en egre nest

induite par fonctorialite par (_ I)n+1 -n+i-I .d
K

: s i 1 . est une resolution injective

de R' , cette identification est donnee par les quasi-isomorphismes de complexes

j _. j q i.s .. .. qis ..
(0.3. 7.1) :J(Qm

A
(K ,1) (.e,JComA(Kr• -> ,R'),

J

les homomorphismes etant les homomorphismes naturels. Cette convention n'est du

reste qu'un cas particulier de conventions generales (que nous laissons au lecteur

le soin d'enoncer) s'appliquant, sous certaines conditions de convergence, aux bi-

complexes dont l'une des suites spectrales est nulle en E2 en dehors d'une ligne.

Nous utiliserons la meme identification pour calculer le complexe tronque
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(cf. 2.1.1) sous les hypotheses plus faibles suivantes (qui en­

tratnent que les tronques d'indice a dans (0,3.7, I) sont des quasi­isomorphismes)

(i) il existe des entiers i,b , tels que O<i<b , et que

V j E [O,b] , j '! i, V k , &ctl(Kk ,R') = 0 ;

(ii) K
k

0 si k f/. [i­a,b­a]

On observera que, lorsque K' est reduit a un seul objet K place en degre I,

l'isomorphisme

lRJfomA(K[­I],R') '\, r-r-r :

defini par (0.3.7.1) differe par Ie signe (_l)i de celui qu'on obtient en appli­

quant (0.3.5.1), puis Ie translate de (0.3.7.l) :

l&7ComA(K[­J ],R') (K,R') [1] (K,R') [­i+l ]



1 - EXTENSIONS DE FAISCEAUX ABELIENS SUR LE SITE CRISTALLIN

Comme nous l'avons signale dans l'introduction, ce chapitre est de nature pre-

liminaire, et a pour but d'introduire les principales notions utilisees dans cet

article, leur etude proprement dite ne qu'au chapitre suivant. La pre-

miere section est consacree a un rappel (legerement generalise) du formalisme du

topos cristallin ; les sections 1.1.11 a 1.1.16, plus techniques, peuvent n'etre

lues qu'au fur et a mesure des besoins. La seconde est consacree a la notion de

cristal en modules, explicitee en termes concrets dans diverses situations. Dans la

troisieme section sont definis les faisceaux dont l'etude constitue

l'objet de ce travail; pour i = J , ils peuvent sous certaines hypotheses etre

compares aux invariants de f i.ni s par Mazur-Messing [40] , ce que nous faisons dans

la derniere section.

Dans tout ce travail, p designe un nombre premier fixe.

1.1. Sites cristallins d'un schema.

Dans tout ce qui suit, nous considererons les schemas en groupes comme des

faisceaux pour la topologie fppf. Ceci nous amenera a travailler non pas avec Ie

site cristallin tel qu'il est defini d'ordinaire, mais plutot avec Ie "gros site

cristallin" [5, III § 4] . De plus, il nous faudra utiliser, au moins provisoi-

rement, des topologies autres que la topologie de Zariski sur Ie site cristallin.

Nous allons done rappeler, en les generalisant, quelques definitions et resultats

de [ 5 I (voir aussi [10 1) .

I. J .1. Soient I: un schema, ( 'J ,y) un ideal a puissances di.vd sees

quasi-coherent de VI:' S un I:-schema tel que

a) pest localement nilpotent sur S

[ 5, I J. I I
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b) les puissances divisees y s'etendent a S

Rappelons que cette derniere condition est toujours verifiee si est un ideal

localement principal [ 5, I 2.1.1 I ; ce sera done le cas dans l a situation

"absolue", OU E = Spec (Z) , ('J, y)
p

etant l'ideal engendre par p, muni de ses

puissances divisees canoniques.

On note CRIS(S/E, 'J ,y) ,ou CRIS(S/E) , La categor i e dont les objets sont

les quadruples formes des donnees suivantes :

(i) un S-schema U

(ii) un E-schema T sur lequel pest localement nilpotent

(iii) une E-immersion fermee i : U '--> T ;

(iv) une structure d'ideal a puissances divisees 0 sur l'ideal de 0T defi-

nissant l'immersion i , compatible aux puissances divisees y [5, I 2.2.1 I

rappelons que l'existence de 0 et la nilpotence de p entrainent que i est une

ni limmers ion.

Un tel objet sera note (U,T,i,o) ,ou (U,T,o) ,ou (U,T) lorsqu'il n'y

aura pas de confusion possible. On dira qu'il est affine si T est un schema af-

fine. Un morphisme de CRIS(S/E, ':} ,y) est un couple de morphismes u: U' -> U ,

v : T' -> T , tels que u soit un S-morphisme, v un E-morphisme commutant aux

puissances divisees (i.e. un PD-morphisme), et voi' = iou • On dira qu'il est

tesien si le diagramme

U' c i'
> T'

ul Iv
" i "U c > T

est cartesien.

On de s i gne par "l:'i' 1 i -s 4 , l'un des ensembles de morphismes de CRIS(S/E)

satisfaisant les conditions suivantes :

a) (u,v) est un morphisme cartesien
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b) vest une immersion ouverte (resp. un morphisme etale, un morphisme plat

localement de presentation finie, un morphisme plat).

Lemme I. I. 2. Tout morphiieme (U', T' ,0') -> (U, T, 0) de est quarrable dans

CRIS(s/r, 'J ,y) , et., pour tout morphi.eme (U] ,T1,0 J) -> (U,T,o) , le produit fi-

(U],TJ,oj) x(U,T,o) (U' ,T' ,0') s'identifie canoniquement a

Comme Ie morphisme TI xT T' -> T] est plat, les puissances divisees 0] de

l'ideal 11 de U
J

dans T] s'etendent d'apres [ 5 , I 2.7.4 J a l'ideal

Comme les puissances divisees ainsi obtenues sont compatibles a y ,puisque celles

de Ie sont, l'immersion U1 Xu U' -> TI xT T' est de la sorte un objet de

CRIS(S/r, 'j ,y) , et les projections sont des morphismes de CRIS(S/r, 'J ,y). La ve-

rification de la propriete universelle du produit fibre est alors immediate.

La topologie engendree sur ,y) par les familIes surjectives de

morphismes de "G'J et les familIes finies surjectives de morphismes de ceo dont
a

Ie but et la source sont affines (cf. [SGA 3, IV 6.2.]] ) sera respectivement ap-

pelee topologie de Zariski, topologie etale, topologie fppf, topologie fpqc, sur

CRIS(s/r,'J,y) . Si Test l'une de ces topologies, on notera CRIS(s/r,'J,y)T Le

site obtenu ; lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible, on omettra l'indice T

De meme, on notera (s/r, ,y)CRIS,T Ie topos correspondant. Notons enfin qu'il

existe des morphismes de topos evidents

8s / r "st :
(s/r)CRIS,fpqc -> (s/r)CRIS,fppf ------> (s/r)CRIS,et ------> (s/r)CRIs,zar

pour lesquels Ie foncteur image inverse est Ie foncteur "faisceau associe".

1.1.3. Pour tout schema T

etale, fppf, fpqc) de T

soit T ,1 i 4 , Ie petit site de Zariski (resp.
t.

ses objets sont done les immersions ouvertes (resp. les
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morphismes etales, les morphismes plats localement de presentation finie, les mor-

phismes plats) de but T . Si v : T' --> T est un morphisme de schemas, il existe

-Iv de la categorie des faisceaux sur T dans celIe
t.

(I) l.
possedant un adjoint a droite v. . Rappelons que si E

, v-I (E) est Ie faisceau associe au prefaisceau v'(E)

un foncteur image inverse

des faisceaux sur '
l.

est un faisceau sur T
t.
l.

dont les sections sur un objet T; --> T' de T'
t.
l.

sont definies par

la limite inductive etant prise sur l'ensemble des diagrammes commutatifs

l' -> l'
T' ----> T

La donnee d'un faisceau F sur CRIS(s/r)T peut alors s'interpreter comme la

donnee, pour tout objet (U,T,o) de CRIS(S/r) , d'un faisceau F(U,T,o) sur Tt ,

et pour tout morphisme (u,v) : (U',T',o') --> (U,T,o) , d'un morphisme de fais-

ceaux

-> F(U' ,T' ,0')

ou -1
v est Ie foncteur image inverse sur la categorie des faisceaux d'ensembles,

les morphismes etant astreints aux conditions :

a)

b)

P(Id,Id) = Id

-I
p(uou' ,vov') = p(u' ,v') 0 v' (p(u,v»;

c) si (u ,v) E ' p(u,v) est un i somorph i sme ,

En effet, on definit F(U,T,o) en posant, lorsque T] T est un objet de Tt

ce qui a un sens, car, T
I

etant plat sur T, 0 s'etend en une structure d'ideal

a puissances divisees sur TI De plus, un diagramme

(1) On verifie que Ie foncteur -I
v conserve les produits finis, et par consequent

les structures algebriques telles que groupes, anneaux, torseurs •...
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T' C> T
JI

1 1
T' C> T

/ /
u' C> U

ou les morphismes T) --C> T et T; --C> T' appartiennent a Tt et definit

une application

ce qui definit les p(u,v)

Reciproquement, si on se donne la famille des faisceaux F(U,T,a) et des mor-

phismes p(u,v) , on definit F en posant

F(U,T,a) = F(U,T,a)(T) ,

et pour (u,v) (U' ,T' ,a') --C> (U,T,a) , les homomorphismes

C> F(U',T',a,)(T')

font de F un pr e f a i sceau . Si de plus (u,v) E "l:, F(U',T',a,)(T')

de sorte que F est bien un faisceau.

Nous commettrons parfois l'abus de notation consistant a noter FT pour

F(U,T,a) , tout particulierement lorsque (U,T,a) = (S,S) , avec l'immersion iden-

tique de S dans S.

Exemples

(i) Le faisceau structural du topos cristallin, note 0SIE ' est defini par

soit encore

(ii) L'ideal a puissances divisees canonique de 0SIE ,note est de-
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fini par

(iii) Le faisceau O;/E des elements inversibles de 0S/E est defini par

Remarque. D'apres les definitions qui precedent, une suite de faisceaux abeliens

E' --> E --> E"

est exacte si et seulement si pour tout (U,T,o) la suite

E' -> E -> E"
(U,T,o) (U,T,o) (U,T,o)

est une suite exacte de faisceaux abeliens sur T
t

1.1.4. Designons encore par T l'une des quatre topologies considerees precedem-

ment sur 1a categorie Sch/S des S-schemas, et soit S
T

le topos correspondant

("gros topos" de S pour la topologie T) . Nous noterons Sch/S,y la sous-cate-

gorie pleine de Sch/S ayant pour objets des S-schemas S' tels que les puissances

divisees y s'etendent a s' et Sy,T le topos des faisceaux sur sch/s,y pour

la topologie T . En pratique, la substitution du topos

inoffensive, grace aux remarques suivantes

(i) D'apres 1.1.1 b), S est un objet de Sch/S,y'

S au toposy,T
S est

(ii) Si S' est un objet de Sch/S,y' et si S" -> S' est un morphisme

plat, S" est un objet de Sch/S,y [5, I 2.7.4]

(iii) Si est localement principal (et en particulier si 0),

alors Sch/S,y = Sch/S ' et SY,T S
T

[ 5 , I 2.2.1] •

Dans le cas general, il existe un morphisme de topos Sy,T -> ST ' pour le-

quel le foncteur image inverse est la restriction aSch/S,y , exacte d'apres (ii).
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D'autre part, un role important sera joue par Ie morphisme de tapas (I)

--> 'Y)CRIS T ',

appele immersion du tapas Sy,T dans Ie tapas cristallin correspondant, et que

l'on definit en se donnant un couple de foncteurs adjoints

suit

et comme

a) Si U est un S-schema, l'immersion identique de U dans U definit un

objet (U,U) de CRIS(S/E) si et seulement si les puissances divisees triviales

sur l'ideal 0 sont compatibles a y, c'est-a-dire, par definition, si et seule-

ment si les puissances divisees y s'etendent a 0u . si F est un faisceau sur

CRIS(S/E) , on peut done definir un faisceau i;/E(F) sur en posant

(1.1.4.1) F(U,U) .

b) Si G est un faisceau sur Sch/S,y' on definit un faisceau is/E.(G)

CRIS(S/E) en posant

(1.1.4.2) is/E.(G)(U,T,O) = G(U) .

sur

Comme Ie foncteur "sections sur (U,U)" commute aux limites projectives, il en est

de meme de i;/E' de sorte que Ie couple de foncteurs adjoints

definit bien un morphisme de tapas. On observera que, pour tout faisceau G de

Sy,T ' l'homomorphisme canonique

(1.1.4.3)

est un isomorphisme.

Plus generalement, si G est un faisceau de ST' nous noterons (par abus de

langage) l'image par de sa restriction a Sch/S,y .

(1) La definition de iSlE donnee ici remplace celIe de

est erronee.

[ 5 , III 4.4.7] , qui
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De maniere similaire a 1.1.3, un faisceau G sur Sch!S,y peut etre consi-

dere comme une famille de faisceaux GS' sur les petits sites correspondants,

pour tout S' --> S , munie de morphismes de transition pour

tout S-morphisme u S" --> S' . Si (U,T,o) est un objet de CRIS(S!i:) , avec

j : U C-.> T , on voi t que

(1.1.4.4)

Par ailleurs, il est clair que Ie diagramme de morphismes de topos

S > S > S > Sy,fpqc y,fppf y,et y,Zar

is!i: is!i: is!i: is!i:

v V" V" \I

(S!i:)CRIS,fpqc ---> (S!l:)CRIS,fppf -> (S!l:) CRIS, e t -'> (S!l:)CRIS,Zar

correspondant aux changements de topologie, est commutatif.

Exemple : Soit X un S-schema. Alors X definit un faisceau, encore note X, sur

Sy,T ' d'ou un faisceau is!i:.(X) , que nous noterons X, sur CRIS(S!i:) , defini

par

(1.1.4.5) !(U,T,o) = X(U) = HomS(U,X) .

Pour simplifier l'ecriture, nous adopterons souvent la notation X au lieu de

is!i:.(X) meme lorsque X n'est pas representable.

Proposition 1.1.5. Si Test la topologie de Zariski ou la topologie etale, le

foncteur is!i:. est exact sur la categorie des faisceaux abe liens sur Sy,T

Soit E -> E' un epimorphisme de faisceaux etales (resp. de Zariski) sur S.

Pour tout S-schema U, et tout x E E'(U) , il existe un morphisme surjectif

U' --> U etale (resp. localement une immersion ouverte), et un element y E E(U')

relevant l'image de x dans E'(U') . Soit alors (U,T,o) un objet de CRIS(S!i:)

Comme l'immersion U C--> Test une nilimmersion, il existe un morphisme T' --> T

couvrant pour la topologie etale (resp. de Zariski) tel que T' xT U U' ; Ie mor-
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phisme (U',T' ,6') --> (U,T,6) , Oll 6' est la structure d'ideal a puissances di-

vi sees obtenue par extension de 6 , est alors couvrant pour la topologie etale

(resp. de Zariski) dans CRIS(S/E) . Comme is/E.(E)(U' ,T' ,6')

phisme is/E.(E) --> is/E.(E') est un epimorphisme.

E(U') , l'homomor-

Dans le cas de la topologie fppf, ou fpqc, on ignore si le foncteur is/E.

est encore exact. Nous tournerons cette difficulte grace aux deux resultats sui-

vants, Oll nous nous limitons au cas de la topologie fppf, suffisant pour la suite.

Proposition 1.1.6. Soit G un faisceau abeLien S La topoLogie fppf .

On suppose que, pour tout S-schema U, L canonique

(ou 8 : Uf ppf --> Uet est Le morphisme au changement de topoLogieJ

est un tout i tout k I

On notera que l'hypothese est en particulier verifiee si G est un 0S-module

quasi-coherent, ou si G est representable par un S-schema en groupes lisse [30,

theoreme I 1.7 ]

Les Rkis/E.(G) sont les faisceaux sur CRIS(S/E)fppf associes aux prefais-

ceaux (U,T,6) 1--> H
k(i;/E(U,T,6),G)

. Or, d I ap re s (I.1.4.1), i;/L(U,T,6) est le

faisceau represente par U , et il resulte de 1.1.4 (ii) que les petits sites fppf

de U sont les memes dans Sch/s,y et £m/S Compte tenu de 1 'hypothese faite

sur G , et de [SGA 4, IV 4.10.6] il faut done verifier que le faisceau sur

CRIS(S/L)fppf associe au prefaisceau (U, T, 6) t-->
k Or d'ap-H (Uet,8.(G)) est nul.

res 1.1.5 il en est deja ainsi pour le faisceau associe sur CRIS(S/E)et' droll

l'assertion.

Proposition 1.1.7. Soit

0--> G' --> G --> Gn --> 0
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une suite exaete de faiseeaux abeliens sur

G' , representable par un sehema en grcupes affine

pose que G' = G' OU
AEL A'

un sous-faiseeau abe lien de

L

S pour la topologie fppf. On sup-
y

est un ensemble ordonne filtrant, et ehaque

plat de presentation finie sur S • Alore La suite de faiseeaux abeld.ene sur

CRIS( S/ E)fppf

o --> G' --> G --> Gil --> 0

est exaete, soit eneore

On observera qu'en particulier, pour tout groupe p-divisible G sur S, la

multiplication par p est un epimorphisme sur G

Corollaire 1.1.8. Boit G un schema en groupes commutatif fini loealement libre

sur S. Alors pour tout k I ,

On sait que pour tout schema en groupes commutatif, fini localement libre G,

il existe une suite exacte

o --> G --> LO ---> L1 --> 0 ,

et sont des S-schemas en groupes commutatifs lisses [ 41 , II 3.2] .

Le corollaire resulte done de 1.1.6 et 1.1.7.

Prouvons 1.1.7. D'apres la remarque de 1.1.3, il suffit de prouver que, pour

tout objet (U,T,o) de CRIS(S/E) , la suite de faisceaux fppf sur T

0--> Q'(U,T,o) --> Q(U,T,o) --> Gil --> 0
- (U,T,o)

est exacte. Comme, pour tout groupe G, on a Q(U,T,o) = iu/E.(GxSU)(U,T,o) , on

peut supposer U = S • De plus, l'assertion etant locale sur T pour la topologie

de Zariski, on peut supposer T affine. Les topologies de T et de U sont alors

definies par des familIes couvrantes finies. Comme les limites inductives filtrantes



18

commutent aux limites projectives finies, les faisceaux G' et G" sont respec-

tivement limites inductives des faisceaux

faisceaux sur S, et par suite

G'
A

et dans la categorie des pre-

'V
-->

II suffit done de prouver la proposition lorsque G' est un schema en groupes af-

fine, plat de presentation finie sur S.

Soit x E G"(U) ; x de f i.ni t un morphisme U -> G" dans la categor i e des

faisceaux fppf . Considerons Ie produit fibre

U' = G xG" U

yl Ix
v p \I
G > Gil

Comme G est un torseur de groupe G' sur G" , u' est un torseur de groupe G'

sur U En particulier, U' est representable, et fidelement plat de presentation

finie sur U; de plus, p' (x) E se releve en y E G(U') . II suffit alors

pour achever la demonstration de montrer que U' possede un recouvrement fini dont

les ouverts peuvent se relever en des schemas plats de presentation finie sur T,

ce qui fournira un recouvrement de (U,T,o) dans CRIS(S/L)fppf au-dessus duquel

la section x E e"(U) = se releve en une section de G. Mais, puisque

G' est plat de presentation finie sur S, il est d'intersection complete relative

sur S, d'apres Ie theoreme de structure locale des schemas en groupes algebriques

sur un corps [ 20, III § 3, 6.1] . II en est done de meme du G'-torseur U' sur

U . L'assertion resulte alors du lemme suivant

Lemme 1.1.9. Soient U' -> U un morphisme plat d'intersection complete relative,

U '-> T une nilimmersion. Alors tout point de U' poeeede un voisinage qui Be

releve en un T-schema plat d'intersection complete relative Bur T.

L'assertion etant locale, on peut supposer que U Spec(A) , li' Spec(A') ,



19

T = Spec(B) , A' etant une A-algebre de presentation finie, plate et d'intersec-

Ecrivant Btion complete relative ; soit I = Ker(B --> A) BA ,ou les

BA sont les sous Z-algebres de type fini de B, on obtient A = AA ' avec

AA = BA/I n BA • Comme A' est de presentation finie sur A A' se redescend en

une algebre A'
A

de presentation finie sur un des AA ; de plus, on peut supposer

A'
A

plat sur AA [EGA, IV 11.2.6] • Quitte a changer A , on peut enfin supposer

Commed'intersection complete relative sur AA [EGA, IV 17.7.8 et 19.8.2]

BA est noetherien, I A = BA n I est nilpotent, et on peut supposer qu'il est de

en une BA-algebre plate est alors un element du groupe

carre nul. Si
A A

truction a relever

est Ie complexe cotangent relatif de A'
A sur AA ' l'obs-

qui est nul, car, etant d'intersection complete relative sur AA '

est un complexe parfait, d'amplitude parfaite contenue dans [-1,0]

3 • 2 . 6 ]. Done A'
A

peut se relever en une BA-algebre plate, necessairement de pre-

sentation finie, done d'intersection complete relative, et par suite A' peut de

meme se relever sur B.

1.1.10. Le topos est», ':l 'Y)CRIS,T est fonctoriel par rapport a S

Soit en effet un diagramme commutatif

et (r., 'J ,Y) •

S' f
> S

(1.1.10.1) rr'l Irr
" VI

(r.', ']',Y') u
(r.,';J,Y),--->

ou u est un PD-morphisme. II existe alors un morphisme de topos, appele morphisme

de fonctorialite [ 5, III 4.2.1 ]

(1.1.10.2) f CRI S ; (S'/r.'. -> 'Y)CRIS,T

pour lequel Ie foncteur image inverse possede la description tres simple suivante.

Soient E un faisceau sur CRIS(S/r.) , (U',T' ,0') un objet de CRIS(S'/r.') • Par

composition, U' peut etre considere comme un S-schema, T' comme un r.-schema, et



(U' ,T' ,0')
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comme un objet de CRIS(S/E) , note
..

f!(U' ,T',o'). Le faisceau fCRIS(E)

est alors defini par

(1.1. I0.3) r«u', T', 0') r(f!(U',T',O'),E)

soit encore, en utilisant la description 1.1.3,

(1.1.10.4)

En particulier

If
fCRIS(E)(U',T',o') = Ef!(U',T',O')

de sorte que Ie morphisme de topos f CRI S est de maniere evidente un morphisme de

topos anneles, Ie foncteur image inverse sur la categorie des 0S/E-modules etant

alors un foncteur exact.

Le morphisme fCRI S est transitif en f : si

S"
f' S'

(1.1.10.5) nil I In'
'it v

(E", '3" ,y") (E', 'J' ,y')

est un second carre commutatif du type precedent, alors

Dans certains cas (les plus frequents en pratique), Ie morphisme fCRI S peut

s'interpreter comme un morphisme de localisation dans le topos (S/E'';)'Y)CRIS

Considerons en effet la condition suivante sur le diagramme (1.1.10.1) :

(If) Soient (U,T,o) un objet de CRIS(S/E) , et

U L... T

(1.1. 10.6) 1 1
S' ----> (E',

un diagramme commutatif au-des sus de S -> (E, ,y) si les puissances divisees

y' s'etendent a T et sont compatibles a 0, alors, pour tout morphisme
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(UI,TI,OI) --> (U,T,o) de CRIS(S/E) , les puissances divisees y' s'etendent a

T
I

et sont compatibles a 01 •

La condition (.) signifie donc que l'ensemble des diagrammes (I .J.IO.6) rela-

tifs a (U,T,o) qui satisfont la condition sur l'extension de y' aT, est

fonctoriel en (U,T,o) lorsque celui-ci varie dans ,y) Lorsqu 'e lle

est verifiee, on obtient ainsi un faisceau d'ensembles sur ,y) , que

nous noterons (S' Si les deux diagrammes (1.1.10.1) et (1.1.10.5) verifient

(.) , on voit immediatement qu'il en est dememe du diagrarnme compose; on obtient

alors un morphisme de faisceaux sur CRIS(S/E)

--> (S',

Rappelons d'autre part qu'on note habituellement le localise d'un topos

au-dessus d'un objet X. L'identification de f CRI S a un morphisme de locali-

sation, lorsqu'elle est possible, resulte de la proposition suivante :

Proposition 1.1.1 I. Supposons que le diagramme (1.1.10.1) verifie la aondition (-).

Alors it existe une equivalence de topos naturelle

(1.1.11.1) (S' /E', )CRIS, T (S/E, 'j ,y)CRIS, /(S' ,E') -v

qui rende aommutatif le diagramme

(S' IL', 'J' ,y')CRIS,T > (S/E, 'J ,y)CRIS,T/(S' ,E')'"

f CRlS\ I,s, .")
l:-

(S/E, 'J ,y)CRIS,T

ou est le morphisme de Loeal.ieairion [SGA4, IV, 5.2J.

D'apres [SGA4, III 5.4] il existe une equivalence de topos

Oll le second membre est le topos des faisceaux sur le site des objets de CRIS(S/E)
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munis d'un morphisme (dans la categorie des faisceaux sur de but

. Or un morphisme de (U,T,8) dans (S' est la donnee d'un element

de (S' (U,T,8) , c'est-a-dire d'un diagramme (1.1.10.6) verifiant la condi-

tion sur l'extension des puissances divisees y' ; un morphisme (U,T,8) (S'

s'identifie donc a un objet de CRIS(S' , et reciproquement. On obtient

ainsi un isomorphisme de sites

':l ,y)
T

--> ':I' ,Y')T

donnant l'equivalence de topos cherchee. La commutativite du triangle se voit alors

comme en 5 , III 4.3. J 1 •

Remarque : Supposons que 'J' = :J , et cons i.de r ons un diagramme (1.1.10.6)

Alors 'J'OT = 0T ' de sorte que y' s'etend en des puissances divisees sur 0T

compatibles a 8 si et seulement s'il en est de meme pour y, ce qui est Ie cas

par hypothese. La condition (.) est donc automatiquement verifiee, et Ie faisceau

(S' a donc pour sections au-dessus de (U,T,8) l'ensemble des diagrammes

(1.1.10.6) au-des sus de S -> ,y) .

Nous utiliserons systematiquement les cas particuliers suivants de l'equiva-

I ence (I. I. 1I. 1) :

J .1.12. Supposons que soit un sous-schema de que ('J',y') soit in-

duit comme PD-ideal par , de sorte que la condition (.) est verifiee

d'apres la remarque precedente ; supposons en outre que S' = S . Alors Ie site

'3 ,y)/(S' s'identifie au sous-site de 'j ,y) forme des

objets (U,T,8) tels que Ie morphisme T --> se factorise par , et Ie

morphisme de topos

'J',y')CRIS,T -->

est induit par cette inclusion de sites.

En particulier, soient Spec(Z ), muni du PD-ideal 'J =(p) , = Spec(Z/pn),
p n
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muni du PD-ideal defini par (p) par passage au quotient. Alors tout objet du site

CRIS(S/E) possede un recouvrement par des objets de la reunion des sous-sites

CRIS(S/En), et un faisceau E sur CRIS(S/E) s'identifie a une famille de faisceaux

En sur les sites CRIS(S/En), munie pour tout n d'un isomorphisme entre En et la res-

triction de En+ 1 a CRIS(S/En)'

1.1.13. Soit f: S --> Spec(R), ou R est un anneau parfait de caracteristique p.

Posons E = Spec(Z ) ,avec = (p) muni de ses puissances divisees canoniques,
p

E' = Spec(W(R)) ,avec (p) , egalement muni des puissances divisees canoni-

ques, et S' S . Alors la condition est satisfaite, et Ie faisceau

est ici egal a l'objet final de (S/E)CRIS: en effet, pour tout objet (U,T,o)

de CRIS(S/E) , il existe un unique morphisme T --> E' tel que Ie diagramme

..:-
-----> E'

'------> TU c

1
S

fl
v

Spec(R)

commute [ 6 , demonstration de 4.2.2] ,et la condition sur l'extension des puis-

sances divisees est automatiquement satisfaite d'apres la remarque de 1.1.11. La

donnee de f permet done de considerer, d'une maniere unique, (U,T,o) comme un

objet de CRIS(S/E') . L'equivalenee (1.1.11.1) resulte done iei d'un isomorphisme

de sites

(1.1.13.1) CRIS(S/:l ,(p))
P

CRIS(S/W(R),(p)) •

1.1.14. Supposons maintenant que (E', 'J',Y') = (E, 'J ,y) u etant l'application

identique ; la condition (.) est done encore satisfaite. Alors Ie faisceau (S'

n'est autre que Ie faisceau 5' defini en 1.1.4. On obtient done une equivalence

de topos

(S/E, 'J ,y)CRIS,/.§.' (S' /E, 'J 'Y)CRIS,T .

En prenant les sections d'un faisceau E de (S/E)CRIS' celle-ci induit done un
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isomorphisme canonique

(1.1.14.1) ,E) " res' ,

oil. r(S/E,.) designe Ie foncteur "sections globales sur CRIS(S/E)". Comme Ie mor-

phisme f CRI S s'identifie, dans l'equivalence precedente, au morphisme de locali-

sation par rapport a s' , on obtient egalement la variante locale de (1.1.14.1)

(1.1.14.2) ,E)

1.1.15. Soient enfin (U,T,a) un objet de CRIS(S/E, 'J ,y) , ';} l'ideal de U

dans T '}'

qu'il existe sur

'J + 'J 0T . La condition de compat Lbi l i.te de y et a signifie

une structure de PD-ideal a' prolongeant a, et telle que

(T, '}', a') -> (E, ':l ,y) so i t un PD-morphisme. Alors l e diagrannne

U -----> S

I
(T,';\',a') ---> (E,'j,y)

verifie la condition (.). En effet, soient (UI,TI,a
l
) un objet de CRIS(S/E,';) ,y),

l'ideal de UI dans TI Si

U
I

> T
I

'PI
v v

U ---> (T, '&' , a')

est un carre commutatif au-des sus de

est clair que a' s'etend a

S -> (E, ':l ,y) , on a 'd- 0T C '4-1 ' et il
1

et est compatible a a
l

si et seulement si

: (TI' 'd-I , a I ) -> (T, '4-,a) est un PD-morphisme, c'est-a-dire si et seulement si

(Cf, est un morphisme de CRIS(S/E, '3 ,y) ; d'oil. ( ... ) . De plus, Ie faisceau note

(U , T)'" en 1.1.10 n'est done autre que Ie faisceau represente par (U,T,a) sur

,y) . On obtient done l'equivalence de topos

(1.1.15.1) (S/E, 'J ,y)CRIS,/(U,T,a) '"--> (U/T, .
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1.1.16. Si ff: S --> r est Ie morphisme structural, on definit, pour chacune des

topologies considerees, un morphisme de topos appele morphisme de projection

de la maniere suivante.

a) Si E est un faisceau de

(1.1.16.1) reT ,E) .

b) Si G est un faisceau sur CRIS(S/r)T ,ffs/r.(G) est defini en posant,

pour tout r-schema V

(1.1.16.2) '"Hom(V,G)

'"ou V •ffs/r(V) est Ie faisceau sur CRIS(S/r)T defini par

'"r(U,T,6),V)

Lorsque Vest plat sur r, les puissances divisees y s'etendent a V

s i Sv = s xr V , Le c arre car te s i an

Sv > s

1 1
(V, 'J 0v'y) --> (r, 'J ,y)

verifie la condition (.) d'apres la remarque de 1.1.11, et Ie faisceau (SV,V)'"

'"n'est autre que V. On obtient done par I.J .11 une equivalence de topos

'"(s/r, 'j ,y)CRIS,/V

si bien que la relation (1.1.16.2) s'ecrit alors, avec la notation de 1.1.14,

(I. 1.16.3)

("sec tions globales de G au-dessus de

inverse de G pour Ie morphisme naturel

V") oil GI des Lgne I' image
(SV/V)CRIS

(SV/V)CRIS --> (s/r)CRIS .

La relation (1.1.16.3) entraine l'isomorphisme suivant, qui sera frequemment
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utilise dans la suite. Soient f: S' -> S, E un faisceau sur CRIS(S'/I:, 'J,y) ,

(U,T,o) un objet de CRIS(S!L) , 'd l'ideal de U dans T, 'J' = 'd + '::I 0T' 0'

Ie morphisme de projection defini plus haut, relatif a

les puissances divisees sur prolongeant y et °., notons SU=S'x SU' fS'/T
U

,o')CRIS,T . II

existe alors un isomorphisme de faisceaux sur Ie petit site Tt

(1.1.16.4)

ou, par abus de notation, Ie terme de droite designe encore la restriction au petit

site Tt de f S' /T.(E I(S' IT) ). En effet, si T' -> T est plat, et U' = UXTT'
U U CRIS

on obtient d'apres (1.1.16.3)

f(SU "r T' IT', E I(S' x T'/T') )
U T CRIS

f(Su,/T', E!(S' IT') )
U' CRIS

tandis que par ailleurs

mais, d'apres 1.1.14, (S'/I:)CRIS s'identifie au localise de (S/I:)CRIS par rap-

, . (' ''')port a ,et fCRI S U ,T ,u s'identifie alors a x (U' ,T' ,0') , vu comme

faisceau au-dessus de S' par la projection; comme on verifie immediatement que

x (U' ,T' ,0') est isomorphe au faisceau associe au diagramme du type

(1.1.10.1)

-----> S

(T', ;}'OT' ,0') --> (I:, 'J ,0)

etant muni du morphisme evident dans , on deduit de 1.1.11 que

d'ou l'assertion.
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S' --> S , Ie diagramme de morphismes de

est commutatif.

1.1.17. Partant d'un carre commutatif (1.1.10.1), on obtient un diagramme de mor-

phismes de topos

s'r", T

'V

(S'/E',

f
SY,T

ou f est Ie morphisme de topos pour lequel Ie foncteur image inverse est la res-

triction faisceau sur Sch/S,y Sch/ S' ,y' . On verifie immediatement, en

utilisant la description des foncteurs image inverse donnee plus haut, que ce dia-

gramme est commutatif.

II existe d'autre part un isomorphisme de foncteurs

(1.1.17.1)

En effet, si (U' ,T',o') est un objet de CRIS(S'/E') , et E un faisceau sur

S , on a d'apres (1.1.10.3)
Y,T

r(u' ,E)

rru' ,f"'(E»

= r«U',T',o') , is'/E''' 0 f"'(E» •

En particulier, si X est un S-schema, et si X' XxSS' , on obtient un isomor-
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phisme canonique (avec la notation de (1.1.4.5»

( J. 1.17.2)

1.1.18. Soient i, j deux entiers tels que et T.
J

les to-

pologies definies en 1.1.2 sur ,y) • Si on note

(S/E)CRIS,T.
J

-> (S/E)CRIS,T.

Ie morphisme nature I de topos, et si E est un faisceau sur CRIS(S/E)T. ' alors

est par definition Ie faisceau pour la topologie

dere comme prefaisceau. Par suite, pour tout objet

T.
J

(U,T,c)

associe a E cons i-

de CRIS(S/E) , Ie

faisceau •
(u (E»(U,T,c) sur T

t •
J

est Ie faisceau associ au prefaisceau

T' r«U',T',H), E )
U (U',T',c')

OU U' = UXTT' . En particulier, supposons que E soit un 0S/E-module verifiant

les conditions suivantes :

(i) pour tout (U,T,c) , Ie faisceau zariskien E(U,T,c) est un 0T-module

quasi-coherent

(ii) pour tout morphisme (u,v) (U',T',c') -> (U,T,c) de l'homomor-

phisme de 0T,-modules zariskiens

•
v (E(U,T,c» -> E(U' ,T' ,c')

est un isomorphisme.

Alors E est un faisceau pour T.
J

en particulier, les prefaisceaux sous-

jacents a u·(E) et a E sont egaux.

Proposition 1.1.19. Boit E un 0S/E-module verifiant les conditions (i) et (ii)

de 1.1.18. Alors, pour tout i > 0 ,

Riu.(E) o.

Le faisceau RiU.(E) est Ie faisceau associe au prefaisceau
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i 'U
(U,T,c) t---> H «S/E)CRIS,i./T,E)

J
'U

ou T est Ie faisceau represente par (U,T,c) . 11 suffit donc de montrer que ce

groupe de cohomologie est nul lorsque T est affine, les (U,T,c) OU Test af-

fine formant une famille generatrice du topos (S/E)CRIS,i .. D'apres [SGA4, V

4.3 et III 4.\ l, on peut remplacer CRIS(S/E) par la sous-categorie pleine formee

des objets affines, et il suffit alors de montrer que pour un tel objet (U,T,o) ,
..,

les groupes de cohomologie de Cech

morphisme couvrant (U' ,T',o') -->

vi 'V
H «S/E)CRIS,T./T,E) sont nuls. Or, pour tout

J
(U,T,o) de , Ie complexe de cochaines cor-

J

respondant est egal au complexe de cochaines du recouvrement T' -> T dans T
t ,

Hi(T'/T,E(U,T,c»
J

a coefficients dans E , et les groupes sont nuls par(U,T,o)

descente fidelement plate d'apres les hypotheses faites sur E

1.2. Cristaux en modules.

Soit S -> (l:,'J,y) verifiant les hypotheses de 1.1.1. Si C est un champ

au-dessus de CRIS(S/E,'J 'Y)T ,on peut definir la notion de cristal en objets de

C sur CRIS(S/E,'J'Y)T [ 5 , IV 1.1.1 1 . Nous nous limi terons iei a quelques

rappels sur les cristaux en modules, et nous reviendrons ulterieurement sur les

cristaux en torseurs sous un groupe.

Definition \.2.1. Un cristal en 0S/E-modules {ou enaope cristal en modules sur S

relativement a E est un 0S/E-modute E pOUP ta topotogie de ZaPiski. tet que

poup tout marphieme (u ,v) : (U' ,T' ,c') -> (U,T,c) de CRIS(S/E, 'J ,Y) , t'homo-

morphieme aanonique de 0T,-modules zaxd elciens (oil p(u,v) est defini en 1.\.3)

(1.2.1.1) p(u,v) IllI \

soit un isomorphisme.

Les morphismes de cristaux sont les morphismes de 0S/E-modules.
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Nous dirons qu'un cristal est quasi-coherent (resp. de type fini, de presen-

tation finie, localement libre de type fini) si, pour tout (U,T,o) , Ie 0T-rnodule

zariskien E(U,T,o) verifie cette propriete (cf. 5 , IV 1.1.31 ) • Si E est

un cristal quasi-coherent, il verifie en particulier les conditions (i) et (ii) de

1.1.18, et est par consequent un faisceau pour la topologie fpqc sur CRIS(S/E)

Considerons un diagramme cornrnutatif

S'

1
(E', "J' ,y')

f

U--->

l
0:, 'J ,y)

ou u est un PD-rnorphisme. D'apres (1.1.10.4), l'image inverse par f CRI S d'un

0S/E-module E est definie par

•
(fCRIS(E» (U' ,T' ,0') Ef (U' T' 0')! ' ,

pour tout (U' ,T' ,0') E CRIS(S'/E') . Par suite, si E est un cristal en 0S/E-mo-

dules, son image inverse est un cristal en 0S'/E,-modules. La categorie

des cristaux est de la sorte fonctorielle par rapport a (s/r , 'J ,y) .

En particulier, supposons que (E', ':1' ,y') = (E, 'J ,y) , et que S' soit la

reduction de 5 modulo un sous-PD-ideal de ('J ,y) ; alors Ie foncteur •fCRI S est

une equivalence de categories [ 5 , IV 1.4.1] .

1.2.2. Pour eclairer la notion de cristal, il est commode d'interpreter la categorie

des cristaux comme une categorie de modules sur un anneau convenable, d'une

structure supplementaire. Localement sur 5, une telle interpretation est toujours

possible par la methode rappelee ci-dessous [ 5 , IV 1.6] .

Un morphisme de schemas Y --> E est dit quasi-lisse s'il existe un recouvrement

ouvert Yi de Y, tel que, pour toute E-immersion U C--> T, avec T affine, et tout E-

morphisme g : U --> Yi ' il existe un E-rnorphisme g :T --> Yi prolongeant g. Un
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E-schema lisse, Ie spectre d'une 0E-algebre de polynomes en une famille quelconque

d'indeterminees, sont des E-schemas quasi-lisses [ 5 , IV 1.5] • En particulier,

tout E-schema est, localement, un sous-schema ferme d'un E-schema quasi-lisse.

Supposons alors donnee une E-immersion fermee S --> Y ,ou Y est quasi-

lisse sur E. Supposons que p soit nilpotent sur E, donc sur Y, et, pour

tout n, soient Ds(yn) Ie voisinage a puissances divisees (compatibles a y)

munies de leurs puissances divisees canoniques,

de S 5 , I 4.1] , son algebre affine sur

sont des objets de CRIS(S/E, , et les projections yn --> ym induisent des

DS(Y) , i = 1,2 , sont les projections, les

morphismes (S,Ds(yn»

en 0S/E-modules, et si

isomorphismes (1.2.1.1)

--> (S,DS(yID»

2
DS(y ) -->

de CRIS(S/E, 'j ,y) Si E est un cristal

'\,
-->

definissent, en posant & = E(S,DS(Y» , un isomorphisme

(1.2.2.1)

duits repectivement par les projections de

de Y dans y2 , I' isomorphisme £ verifie

Si et -> D
S(y

2) sont les PD-morphismes in-

sur y2 et l'immersion diagonale

(J .2.2.2)

(J .2.2.3)

On obtient alors

°S/E-modules,. '\, .
P2(&) --> PI (&)

en 0s/E-modules. '\, .
P2 (&)->p 1(&),

£ :

[ 5 , IV 1.6.3] . Le [onctieur qui a uri cr-ietal

et La oateqor-ie des & munis d'un isomorphisme

verifiant lee relations (1.2.2.2) e t: (1.2.2.3).

E associe le & = ED (Y) , muni de l'isomorphisme £
S

est une equivalence de categories entre La catieqox-ie des cr-ietaux en

Proposition 1.2.3
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Un foncteur quasi-inverse peut etre cQnstruit comme suit. Si (U,T,a) est un

objet de CRIS(S/E) , l'hypothese de quasi-lissite sur Y entratne qu'il existe

localement sur U un E-morphisme h : T --> Y prolongeant U --> S C--> Y. D'apres

la propriete universelle des voisinages a puissances divisees, h se factorise en

hT DS(Y) --> Y • On pose alors -.E(U,T,a) = h (&) , et, grace a la donnee de E,

Ie faisceau ainsi obtenu ne depend pas, a isomorphisme canonique pres, du choix de

h (ce qui permet en particulier Ie recollement sur T lorsque h n'existe pas

globalement) ; de plus, pour tout morphisme (u,v): (U' ,T' ,a') --> (U,T,a) , on

dedui, t de E: un isomorphisme
. '\,

o(u,v) : v (E(U,T,a» --> E(U',T',a') ,verifiant

les conditions de transitivite qui font de la famille des E(U,T,a) un cristal en

oS/E-modules.

Si Y est lisse sur E (resp. si Y est Ie spectre de l'algebre symetrique

d'un module libre L non necessairement de type fini), et si (x')O_l est
1. 1- , ... ,0

une famille de coordonnees locales sur Y (resp. (xi)i E I une base de L), les

derivations a/axi operent sur de naturelle 5, IV 1.3.5] si

y est une section de l'ideal de S dans Y, et y[q] la q-ieme puissance divi-

see de y, alors a/ax. (y[q]) = y[q-I]a/axo (y) . La donnee d'un isomorphisme E
1 1

verifiant (1.2.2.2) et (1.2.2.3) peut alors s'interpreter [ 5 , IV 1.6.4, et II

4.3.11, qui s'etend au cas ou Y Spec($(L»] comme la donnee d'une famille

v(a/axi) de a/axi-derivations(l) du &, verifiant les conditions

(a) V i,j v(a/ax.) 0 V(a/ax.) = v(a/ax.) 0
1 J J L

(b) pour tout multi-indice = (qi) , ou les

f i n i , soit

sont nuls sauf un nombre

qi
V(a/ax) II

i E I L

(I)
Rappelons que si A est un anne au , X une derivation de A M un A-module,

une X-derivation de M est un endomorphisme additif D de M tel que 'If aE A,

'If mEM, D(am) = aDem) + X(a)m .
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ce qui a un sens grace a (a) ; alors, pour toute section locale m de &, les

(m) sont nuls , sauf pour un nombre fini de multi-indices

Une telle structure est une connexion integrable et quasi-nilpotente sur Ie

0y-module &, relativement a E, compatible a la connexion naturelle de

Done :

Theoreme 1.2.4. soue Lee hypotheses de 1.2.2, La catieqoz-ie dee cristaux en 0S/E-

modules est equival.ente a La cateqor-ie des murrie, en tant que 0y-

modules, d'une conneariori integrahle et: quaei-mi lpotient:e relativement a E, aompa-

tible a la aonnexion naturelle de •

1.2.5. Les cristaux que nous rencontrerons seront en fait des cristaux absolus sur

S , i.e. relatifs a E = Spec(Z) , 'J = pl , de sorte que
p p

p n'est plus nilpotent

sur E • Pour obtenir dans ce cas une description analogue a la precedente, obser-

vons tout d'abord que, d'apres la remarque faite a la fin de 1.2.1, on peut suppo-

ser S de caracteristique p; d'autre part, si S est un R-schema, ou R est un

anneau parfait de caracteristique p, on peut d'apres 1.1.13 remplacer dans la

description qui suit E par E' = Spec(W(R» , et Y par un E'-schema quasi-lisse

y' .

Posons E
n

y
n YX En ' et, pour n , soit

i n,m CRIS

l e morphisme de topos induit par Em C- En Compte tenu de 1.1.12, un cristal en

0S/E-modules peut encore etre decrit comme la donnee, pour tout n d'un cristal

en 0S/E -modules En' et d'une famille transitive d'isomorphismes de cristaux
n

T)
n,m E

m

Supposons pour simplifier Y et S affines. Comme les puissances divisees de

sont compatibles a celles de p par construction, est un sous-

PD-ideal de l'ideal a puissances divisees canoniques de ; par suite, il
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existe pour tout n un isomorphisme

(1.2.5.1)

"de sorte que l'anneau a puissances divisees = 1im s'identifie au
n

complete p-adique de . Soit alors E un cristal en 0S/E-modules quasi-

coherent ; et soit

M
n

la structure de cristal de E definit sur chaque Mn une connexion integrable et

quasi-nilpotente V
n'

et un systeme transitif d'isomorphismes horizontaux (c'est-

a-dire compatibles aux connexions)

au encore d'apres (1.2.5.1)

'"--> M
m

Posons alors

M lim M
<- n
n

'"--> M
m

on peut reconstruire le systeme projectif des M
n

a partir de M , grace au lemme

elementaire suivant (laisse en exercice au lecteur) :

Lemme 1.2.6. Soient A un anneau (non necessairement commutatif), tEA un ele-

ment: tel que tA soit un ideal bilatere, A = A/tnA ,
n

jectif de A -modules a gauche tels quen

'"Mn+1 A --> M
n+1 n n

Ceux-ci verifient encore (a) , et compte-tenu

M Mn • Alors, pour tout n,

M/tnM M
n

Les endomorphismes vn(a/axi) definissent par passage a la limite une famille

d'endomorphismes v(a/ax
i)

de M

du lemme precedent, ils verifient la condition

(b') V mE M , V n Elli , E sauf pour un nombre fini de
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Nous traduirons cette derniere condition en disant que la connexion integrable V

est topologiquement quasi-nilpotente.

En conclusion

Theoreme 1.2.7. Sous les hypotheses qui precedent, la categorie des cristaux en

modules quasi-coherents sur s relativement a 2
p

est equivalente a la categorie
"-

des separes et complets pour la topologie p-adique, munis, en tant

que 0y-modules, d'une connexion integrable et topologiquement quasi-nilpotente

(compatible a La connexrion natiurel.l.e de $s(Y)) •

L'enonce qui precede presente l'inconvenient de reposer sur la consideration

"-
de l'anneau , dont la structure est en general tres mal connue. Lorsque S

possede une p-base, les resultats suivants fournissent une description plus satis-

faisante de la categorie des cristaux.

Proposition 1.7.8. Soit A un anneau de caracteristique p possedant une p-base

(i) Il: existe une 'Z -alqebre A , separee et complete pour La topologie p-
p co

adique, sans p-torsion, et un isomorphisme

A"" IllI Zip A ,

uniques a isomorphisme pres.

(ii) Soit

(absolues) de

An = A"" IllI Z/pn . Pour tout n, le module
n

est un An-modul.e l.ibne de base (dxj) i E I '

relevements des x.

des differentielles

ou les sont des

Andxi . Par passage a la limite, on obtient donc des derivations

On notera

le facteur

la derivation de A
n

definie par la projection de

de A"" ,ce qui donne un sens a l'enonce suivant :

Theoreme 1.2.9. Soient A un anneau de caracteristique p possedant une p-base
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(Xi)i E I ' S = Spec(A). La categorie des cristaux en 0S/E-modules quasi-coherents

est equivalente d la aategorie des Aoo-modules sepaPes et aomplets pour La topologie

p-adique, munis d'une aonnexion integrable et topologiquement quasi-nilpotente.

Nous n'utiliserons pas 1.2.8 et 1.2.9 dans la suite, et nous en donnerons la

demonstration dans un article ulterieur. Notons simplement les cas particuliers

suivants

(i) Si A est un anneau parfait, la categorie des cristaux en modules quasi-

coherents sur A est equivalente a la categorie des W(A)-modules separes et com-

plets (cf . 32, IV § 4] , ou 6 , 4.2.2] )

(ii) Si A = k[[t]] , oil k est un corps parfait, on peut prendre Aoo=W[[tll;

Ie theoreme 1.2.9 est alors prouve en [ 6 , 4.2.3] , et la demonstration de 1.2.9

n'est du reste qu'une generalisation sans difficulte de celIe de loco cit.

(iii) Si A est un corps k, Aoo est alors un anneau de Cohen de k

(iv) Si A est une algebre lisse sur un anneau parfait R, on peut la relever

tions de 1.2.8 (i). On observera que, dans ce cas,

en une algebre lisse A
n

sur Wn(R) , et l'anneau Aoo = Fm An verifie les condi-
n

A possede une p-base (xi) si

et seulement si les xi definissent un morphisme tale de l'algebre de polynomes

dans A, les dx.
1

formant une base de

Observons pour finir que l'immersion de S = Spec(A) dans Yn = Spec(An) est

d finie par l'ideal pAn' muni de ses puissances divisees canoniques, si bien que

'J1>s(Yn) = An (les puissances di visees de .2>S(Yn) etant compatibles a celles de p);

via l'isomorphisme de sites (1.1.13.1) , les enonces 1.2.7 et 1.2.9 sont done equi-

valents.

1.3. Extensions de faisceaux ab liens.

1.3.1. Conservons les notations de 1.1.1, et fixons une topologie T sur CRIS(S/E).
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Soit la categorie des faisceaux abeliens sur CRIS(S/E) . Si E, E' sont

des objets de nous noterons HomS/E(E' ,E) Ie groupe des homomorphismes de

E' dans E dans ' et Ie faisceau des homomorphismes locaux de E'

dans E sur CRIS(S/E) , qui est done un objet de . Par passage a la cate­

gorie derivee, on obtient les foncteurs derives

--»

Leurs objets de cohomologie seront notes respectivement

Lorsqu'il y a lieu, nous prec i se rons la topologie T cons i.deree par un indice.

Si on note r(S/E,.) Ie foncteur sections globales sur Ie topos cristallin,

et Hi(S/E,.) ses derives, les invariants locaux et globaux sont relies par l'iso­

morphisme

donnant la suite spectrale de passage du local au global

Soit G un faisceau abelien sur S
'i,T

On peut, par Ie procede explicite en

G sur Ie site(1.1.4.5), associer a G un faisceau abelien

notre but est ici d'etudier les invariants

CRIS(S!E) T

i
,

, et

etc. ,

pour divers faisceaux E . De fait, nous nous interesserons essentiellement au cas

ou G est un schema en groupes plat de presentation finie sur S, ou un groupe

p­divisible. Le faisceau E sera alors Ie plus souvent Ie faisceau abelien sous­

jacent a un 0S/E­module, Ie cas fondamental etant celui ou E = 0S/E ; il resulte

alors de la formule d'adjonction

que peut etre considere comme un objet de n+(OS/E) les

i
&xtS/E(£,E) sont en particulier munis d'une structure de 0S/E­module.
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Lorsque la topologie Test la topologie de Zariski ou la topologie etale, la

proposition 1.1.5 montre que ces foncteurs sont des foncteurs cohomologiques en G.

Si Test la topologie fppf, la proposition 1.1.7 entraine Le r esu l t.a t suivant,

ainsi que son analogue global :

Proposition 1.3.2. Soit

0-> G' -> G -> Gil -> 0

une suite exacte de [ai-sceaux abel.iene sur Sy,fppf' t-el.Le que G' verifie Lee

hypotheses de 1.1.7. Alors, pour tout faiseeau abe lien E, le triangle

est distingue, et donne naissanee a la suite exaete de eohomologie usuelle des

1.3.3. Considerons un diagramme commutatif du type (1.1.10.1)

S'

1
f

1
(E', ';I' ,y') __u_> (E, 'J ,y)

ou u est un PD-morphisme. Soient G un faisceau abelien sur

verse G' sur S'
T '

E un faisceau abelien sur CRIS(S/E)T '

S
T

E'

d'image in-

Comme
..

f CR1S est exact, d'apres 1.1.10, on obtient par fonctorialite des homomor-

phismes canoniques

(1.3.3.1 )

(1.3.3.2)

compte tenu de (1.1.17.1) si (U',T',o') est un objet de CRIS(S'/L') , les homo-
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morphismes precedents fournissent des homomorphismes de (complexes de) faisceaux

sur T' (avec les notations de 1.1.10)

(I.3.3.3)

(1.3.3.4)

lR3ComS/l: (£ , E) f! (U' , T' ,6') --> lR3ComS' /E' (£' ,E') (U' , T' ,6') ,

,T' ,6') --> ,T' ,6')

si maintenant on suppose que le diagramme verifie la condition de 1.1.10,

le morphisme f
CRI S

s'identifie grace a 1.1.11 a un morphisme de localisation, et

les homomorphismes precedents sont des isomorphismes [SGA 4, V 6.1 I ; c'est done

en particulier vrai si

1.1.15.

'j' ='30
E
, , ainsi que dans les cas cons i de re s en 1.1.12

Dans le cas general, on obtient de meme des homomorphismes canoniques

(1.3.3.5) lRHomS/E(£,E) --> lRHomS' /E' (£' ,E') ,

(I.3.3.6) --> i (" )ExtS'/E' £,E

En particulier, dans la situation etudiee en 1.1.15 ; si, pour tout

objet (U,T,6) de CRIS(S/E) , on identifie le site localise CRIS(S/E) / (U,T,6)

au site ,6') , et si GU est l'image inverse de G sur U, EU

celle de E sur CRIS(U/T, , on voit que les faisceaux sont

les faisceaux associes aux prefaisceaux

grace a l'equivalence (1.1.15.1). Notons enfin les isomorphismes canoniques qui en

resultent

(1.3.3.7)

(1.3.3.8) '"-->

ce sont aussi des cas particuliers de (1.3.3.3) et (1.3.3.4).

Si A est un faisceau d'ensembles sur CRIS(S/E) nous noterons 2[AI le
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faisceau abelien libre engendre par A. La proposition suivante nous permettra de

remener bien des proprietes des a celles de la cohomologie cristal-

line.

Proposition 1.3.4. Soient f: X -> S un morphisme de echemae Ctel. que y s 'eten-

de a X). E un faisceau abelien sur CRIS(S/l:) . Ll: existe des isomorphismes ca-

noniquee

i •
H (S/E,fCR1S(E»

En effet, on a par definition, pour tout faisceau abelien E,

•f(S/E,fCR1S(E»

d'apres (1.1.14.1). De meme, la relation (1.1.14.2) fournit un isomorphisme

(1.3.4.1)

La proposition en resulte aussitot. En particulier, avec les notations de 1.1.16,

on obtient pour tout objet (U,T,a) de CRIS(S/E)

(I.3.4.2) lRJfoms!L(Z[!],E) (U,T, a) " I CRIS)

"

1.3.5. Bupposons que E soit Spec(Z)
p

ou Spec (Z/pn) , et soient S un schema

de caracteristique p, G un faisceau abelien sur S . On notera ts l'endomor-

phisme de Frobenius de S, et G(p/S) ,ou G(p) lorsqu'aucune confusion ne sera

possible, Ie faisceau

L'endomorphisme £s definit un endomorphisme CRIS du topos (S/E)CRIS

est Ie faisceau defini par•
CRIS(E)

f«U,T,a),t; CRIS(E» = f(ts!(U,T,a),E) ,

Si E est un faisceau sur CRIS(S/E) ,
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ou on note !s!(U,T,o) l'objet de CRIS(S/r) obtenu en considerant U comme S-

schema par Ie morphisme

lorsque

isU --> S ------> S . On posera souvent

r = Spec( IF ) , on emploiera aussi la notation E(P)
p

Si (U,T,o) est

tel qu'il existe un PD-morphisme a: T --> T relevant Ie couple (!v,a)

definit un morphisme isl(U,T,o) --> (U,T,o) de CRIS(S/r)

un cristal en 0s/r-modules, il existe un isomorphisme naturel

• a
a (E(U,T,o» ---> (E )(U,T,O) ,

d'ou la notation Ea .

Par suite, si E est

Puisque la formation de DtKbm
S/ r

commute a la localisation, on obtient par

1.1.14, en localisant au-dessus du faisceau S defini par S considere comme S-

schema par is,

la notation G(p) etant sans ambiguite d'apres (1.1.17.1). Comme tout faisceau

abelien G sur S est muni d'un homomorphisme de Frobenius F: G --> G(p) , on

obtient par fonctorialite des homomorphismes

F

Si G est un schema en groupes commutatif et plat sur S, ou un groupe p-divi-

sible, il possede un Verschiebung V: G(p) --> G , qui donne des homomorphismes

v -->

On observera que pour des faisceaux tels que 0s/r ' ' is/r*(OS) = Ga qui

sont la restriction au-dessus de S de faisceaux definis sur CRISOF /Z) , on a
p p

en fait Ea = E . Les homornorphisrnes F et V verifient les relations FoV = p ,
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VoF = p , et sont fonctoriels en G et en E

module, i 15 sont 0S/E-Ti.nea i re s ,

en particulier, si E est un 0S/E-

Examinons enfin l'effet d'un changement de topologie. Reprenons alors les no-

tations de 1.1.18, et soient

CRIS(S/E) •

T. et T. , 1 .:;: i j .:;: 4 , deux topologies sur
1 J

EProposition 1.3.6. Soient G un faisoeau abelien sur S
T·
J

verifiant les oonditions (i) et (ii) de 1.1.18. Il existe des isomorphismes oano-

niques

•a ( lRXomS/E,T.
1

q
Exts/E,T.

1

q
Exts/E,T.

J

Le premier isomorphisme resulte de l'isomorphisme de foncteur

•HomS/E,T. (a
J

HomS/"" c.»
L.,T. •

1

et de ce que d'une part = puisque

d'autre part

De l'isomorphisme

d l apr e s 1.1.19.

G est un faisceau sur CRIS(S/E)
T.
J

on deduit, puisque
..

a a .. Id ,

qui donne comme precedemment Ie deuxieme isomorphisme.

Remarque : Nous montrerons plus bas que, lorsque G est un S-groupe plat de pre-

sentation finie, ou un groupe p-divisible, les verifient les
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conditions (i) et (ii) de 1.1.18, donc sont en fait des faisceaux pour la topologie

fpqc. Par suite, les sont dans ce cas, en tant que prefaisceaux,

independants de la topologie consideree.

1.4. Relations entre extensions cristallines et torseurs.

Nous ici a interpreter en termes geometriques les groupes

, faisant de la sorte Ie lien entre la construction des cristaux de

Dieudonne developpee ici, et celIe de Mazur-Messing pour les groupes p-divisibles

[40) ; cette section ne sera pas ut i Li.s ee par la suite, sauf en 2.3.13 et 3.2.14,

oil nous etablirons la relation analogue pour les groupes finis. On observera que

les resultats de cette section montrent, grace a 40

est un cristal localement libre de rang fini lorsque G est un groupe p-divisible ;

nous en donnerons une autre demonstration, independante de [ 40) , en 3.3.

Les sections 1.4.1 a 1.4.4 resument pour la commodite du lecteur quelques de-

finitions et resultats de [ 40 )

1.4.1. Soient T un schema, X un T-schema, H un schema en groupes commutatif

(I)
Pi

1
t>X/T

et lisse sur T, HX = H x
T
X . On note

sur X du premier voisinage infinitesimal

I
t>X/T --> X les deux projections

de la diagonale dans X xT X .

Si P est un torseur sur X

I
morphisme de torseurs sur t>X/T

de groupe HX' une connexion sur P est un iso-

(1.4.1.1) 1
c '"-->

induisant Id sur X. On peut alors definir la courbure de la connexion, qui est
p

une section de 2
rl.X/T 0 Lie(H) [40 , I 3.1.4) , et la connexion est dite integrable

si sa courbure est nulle. Par definition, un sur X, de groupe HX' est

un torseur sous muni d'une connexion integrable.

Si l'on prend par exemple H Ga ' la donnee d'un torseur P de groupe Ga
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sur X equivaut a la donnee d'une extension de 0X-modules

0-->0 -->11.-->0 -->0,
X X

et la donnee d'une connexion integrable sur P equivaut a celIe d'une connexion

integrable sur 11., induisant La connexion triviale sur Ox c a , et sur Ox= 11./ Ox

Supposons que X soit lisse sur T, et que p soit localement nilpotent sur T

Comme la connexion triviale sur Ox est nilpotente, la connexion donnee sur II.

l'est aussi. Si DX/T(I) est Ie voisinage a puissances divisees de la diagonale

dans X "r X , et Pi : DX/T(I) -> X les deux projections, il resulte de [5,

II 4.3.11] que la connexion sur II. se prolonge, et de f i.ni t par suite un isomor-

phisme de Ga-torseurs sur Dx/T(I)

(1.4.1.2) '"E : P2(P) '"-->

verifiant les conditions (1.2.2.2) et (1.2.2.3).

Soient maintenant G un schema en groupes commutatif sur T P un H -
G

torseur sur G. On note ''i: Gx G --> G les projections, m Gx G -> G I' ad-

d i t i.on , On sait [SGA7,VII 1.1,1.2] que la donnee d'une structure de groupe com-

mutatif sur p. faisant de P une extension de G par H, equivaut a la donnee

d'un isomorphisme de torseurs

(1.4.1.3)
H
A '"--> mot(P)

verifiant certaines relations d'associativite et de commutativite. On appelle alors

!:t-extension de G par H [ 40 • 13.1.10]

G , de groupe H et d'un isomorphisme 8

la donnee dun -torseur (P, E I) sur
H

* * '" >l-TT 1(P) A TT 2(P) --> m (P) , compatible

a la connexion E
1 , et faisant de P une extension de G par H • On notera que,

sous les hypotheses de l'alinea precedent, 8 est automatiquemerit compatible a

l'isomorphisme E •

La cacegor i e des l::j -extensions de G par H sera no t ee EXT9cG,H) , et I 'en-

semble des classes d' isomorphisme de 9 -extensions, Ext9(G,H) • La somme de Baer

des I:f-extensions munit I 'ensemble d'une structure de groupe abeI i en ,
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Gm ' Ie groupe ainsi obtenu est independant du

choix de la topologie sur T. D'autre part, en passant au faisceau associe pour la

topologie consideree, on obtient un faisceau abelien &xtq(G,H) sur T . Ces cons-

tructions sont de fac;;on evidente contravariantes en G, et covari.antes en H en

particulier, est canoniquement muni d'une structure de 0T-module.

Si G est un groupe p-divisible sur T, et G(n) Ie noyau de la multipli-

cation par n
p sur G , on note

LIM
<­
n

la catego r i e dont les objets sont les sys t emes de Ii-extensions pen) de G(n)

par H, munies d'isomorphismes de I:j-extensions

i·(P(n+l» pen) ,
n

en decoule comme precedemment.

est l'inclusion de G(n) dans G(n+1) La definition de et

1.4.2. Soient (T,dr,e) un schema muni d'un PD-ideal quasi-coherent, et U '--> T

une immersion fermee def i ni,e par un sous-Pu-Ldeal de 'd­ ; on suppose p localement

nilpotent sur T. Si H est un schema en groupes commutatif et lisse sur T, on

lui associe Ie faisceau abelien sur CRIS(U/T, ';f,e) (avec les nota-

tions de 1.1.15). Dans Ie cas particulier ou H = lI:a ' on obtient alors pour H Ie

faisceau structural QUIT de CRIS(U/T) .

Fixons l'une des topologies habituelles, et soit G un faisceau abelien sur

Le gros site de U. Generalisant l'equivalence de topos 1.1.14, nous noterons

Ie site dont les objets sont constitues par la donnee d'un objet

(U',T',e') de CRIS(U/T), et d'un element de G(U'); si (G/T,';l-,e)CRIS est Le

topos associe, on a done par construction

(G/T, 'a-,e)CRIS

Le topos (G/T. est de maniere evidente fonctoriel en G. Soient en
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IT i ' m : G x G -> G .
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1,2 , et mCRIS' les morphismes de topos definis par

Par definition [40, II 6.7] une extension cristalline de G par H con-

siste en la donnee d'un torseur Q, de groupe [, dans et d'un

isomorphisme de torseurs

(1.4.2.1)

[

A
'\,
-->

satisfaisant les conditions habituelles [SGA 7, VII] . On laissera au lecteur l e soin

de verifier que, suivant la methode de 1.1.3, un torseur de groupe [sur CRIS(G/T)

peut encore etre decrit comme la donnee d'une famille de torseurs Q(U' ,T',o') de

groupes ll,(U',T',o') = H "r T' sur T' , munis pour (Un,Tn,o") --> (U',T',o')

d'isomorphismes de torseurs

-I
v (H(U' ,T' ,0'»

A [(U", r", on)
'\,

--> Q(U",T",on)

analogues a (1.2.1.1), c'est-a-dire comme un cristal en H-torseurs sur

[ 40, II 6.8 ; SGA 4, IV 4.10.6, I 5.13.3] .

On notera EXTcris/T(G,H) la categorie des extensions cristallines de G par

H, Extcris/T(G,H) l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets de

EXTcris/T(G,H) , qui est encore muni d'une structure de groupe abelien par Ie pro-

duit contracte des torseurs. On notera de nouveau que si H = i&
a ou la des-

cription precedente montre que ces definitions sont independantes du choix de la

topologie. si T' est plat sur T les puissances d i v i s ee s 0 s'etendent a T'

H' = H x
T

T' . Le faisceau abelien sur T,posons U' = U xT T' , G' = G Xu U'

pour la topologie consideree, associe a T' f--> Extcris/T' (G' ,H') sera note

cris/T&xt (G,H) . Toutes ces constructions sont encore fonctorielles en G et H

et est un 0T-module.

Dans Ie cas particulier OU G est un groupe p-divisible, G U G(n) , de
n
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sorte que si U' est quasi-compact, G(U') = U G(n) (U') . I1 en resulte que les
n

sites CRIS(G/T) et LJ CRIS(G(n)/T) definissent Ie meme topos ; on en deduit im-
n

mediatement une equivalence de categories

EXTcris/T(G,H) EXTcris/T(G(n),H)
<-
n

ce qui montre que la definition adoptee ici pour EXTcris/T(G,H) coincide avec

celIe de [40 , II 7.9] .

1.4.3. Conservant les hypotheses precedentes, supposons maintenant qu'il existe un
'V

schema en groupes G, commutatif et plat sur T (resp. un groupe p-divisible), tel

'V 'V
que G x

T
U represente Ie faisceau abelien G, qu'on identifie donc a G XT U

L'immersion G'-- G est de evidente un objet de CRIS(G/T) , et l'immersion

Gx G C-> Gx G un objet de CRIS(G x G/T) (resp. les immersions G(n) C- G(n)

etc ... ). Si Q est une extension cristalline de G par H, p est

alors un H-torseur sur G. On voit alors camme en 1.2.2. que Q, etant un cristal

en torseurs,definit une structure de q-torseur sur P. De plus (cf [5 , IV

1.2.1] ) , on a, pour tout
'V

f : Gx G -> G , r e l eve en f
'V 'V 'V
Gx G -> G ,

de sorte que la structure d'extension cristalline de Q munit P d'une structure

de 9-extension de
'V

G par H . On definit donc ainsi un foncteur

(1.4.3.1)

'V

Theoreme 1.4.4. Si H = ' et si G est un schema en groupes lisses sur T, ou

un groupe p-divisible, le foncteur precedent est une equivalence de categories,

induisant les isomorphismes

(1.4.4.1)

(1.4.4.2)

'V
-->

'V
-->
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'"Lorsque G est lisse, la connexion donnee \
e: sur un -torseur sous G se

a

prolonge en un isomorphisme e: (1.4.\.2) , et l'assertion se veri.fie facilement par

'"le meme argument que la proposition \.2.3. Lorsque G est un groupe p-divisible,

le resultat est plus delicat et est prouve par Mazur-Messing

se ramenant au cas U = T grace a l'equivalence de categories

40 , II 7.2] , en

qui resulte des proprietes generales des cristaux [5 , IV \ .4. t l .

\.4.5. Reprenons maintenant les notations de 1.1.\, et soient H un schema en

groupes commutatif et lisse sur E G un faisceau abe lien sur S. Pour tout

objet (U, T, 0) de CRIS(S/E, ';}, y) ,soient GU' HT les images inverses sur U

et T de G et H. Lorsque (U,T,o) varie, les groupes Extcris/T(Gu,HT) de-

finis sent (par localisation des torseurs) un prefaisceau sur CRIS(S/E) . Une to-

pologie etant fixee, soit &xtcris/E(G,H) le faisceau associe ; par definition de

la topologie de CRIS(S/E) , on a pour tout (U,T,o)

&.xtcris/E(G H)
, (U,T,o)

&.xtcris/T(G H)
U' T

Proposition \.4.6. It existe un isomorphisme eanonique

(I.4.6.1)

Compte tenu de 1.3.3, il suffit de montrer qu'il existe pour tout (U,T,o) un

isomorphisme fonctoriel en (U,T,o)

(I.4.6.2)
'V
->

Mais, d'apres la definition de Extcris/T(Gu,HT) et l'equivalence de 1.4.2

cet enonce n'est autre que la description habituelle (valable pour toute paire A

B de groupes abeliens d'un topos des extensions de A par B comme B-tor-
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seurs sur A munis d'une structure additionnelle du type (1.4.1.3), dans Ie cas ou

«; = (U/T) CRIS ' A = et B = H-u =T
[SGA 7, VII 1] .

Remarque Si G
U

est la restriction a U d'un groupe lisse ou d'un groupe p-di-

'"visible G sur T, on deduit done de 1.4.4 et 1.4.6 l'isomorphisme canonique

(1.4.6.3)

(1.4.6.4)

Ce resultat possede un analogue multiplicatif : si on remplace la categorie

des 9 -extensions par la s ous-rca t egor i e de celles dont la connexion sous-jacente

est nilpotente, on deduit de [ 40, II 7.6] et 1.4.6 l'isomorphisme

1., '" nil-I::} '"
&xtS/y;(G,OS/y;)(U,T,o) -> &xt (G,Gm);

une autre variante consiste a ne pas imposer de condition de nilpctence aux con-

nexions, mais a remplacer Ie site CRIS(S/Y;) par Ie site cristallin nilpotent,

dont les objets sont les (U,T,o) de CRIS(S/L) tels que l'ideal de U dans T

soit PD-nilpotent

(I.4.6.5)

Corollaire 1.4.7. Boit G un groupe p-divisible sur S. de hauteur h . Alors

1
&xts/y;(Q,Os/y;) est un cristal en 0S/y;-modules localement libre de rang h .

D' ap r es ce qui precede, i I existe un isomorphisme canonique de 0S/y;-modules

1 -v cris/Y;
&xtS/y;(Q,OS/y;) -> &xt (G,Ga) ,

et l'assertion est connue pour ce dernier. Rappelons Ie principe de la demonstra-

tion si (U,T,o) est un objet de CRIS(S/y;) , et si T est affine, il existe,

d'apres un theoreme non publie de Grothendieck, un groupe p-divisible '"G sur T

dont la reduction sur U est isomorphe a G
U;

on montre alors [40 , II 7.13]

qu'il existe une suite exacte compatible aux changements de base (U',T' ,o')->(U,T,o)

0-> W

(;
->
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sont des 0T-modules localement libres

de rang n et h-n (ou '"n = dim(G)) , dont la formation commute aux changements

de base. Nous donnerons en 3.3 une construction cohomologique de cette suite exacte,

et une demonstration de 1.4.7 ne reposant ni sur le theoreme de Grothendieck, ni sur

les r e su Ltat s de [40].

1.4.8. Pour finir, indiquons brievement quelle est la generalisation des resultats

precedents au cas des \:j-biextensions introduites dans [ 18 , 10.2.7.2]

Rappelons que, si A et B sont des T-groupes conunutatifs, on appelle 9-
biextension de A, B par un T-groupe lisse commutatif H la donnee d'un H-tor-

seur P sur Ax B

et de morphismes

muni d'une connexion integrable 1
c

sur A x A x B et A x B x B respectivement, horizontaux par rapport a la connexion,

et qui definissent sur P une structure de biextension de A, B par H , au sens

de [SGA 7 , VII 2.1] Nous noterons BIEXTg(A,B ;H) la ca t egor i e des 9 -biexten-

sions de A, B par H, et Biext9(A,B;H) le groupe des classes d'isomorphismes

d'objets.

Reprenons maintenant les notations et les hypotheses de 1.4.2. Si A et B

sont deux faisceaux abeliens sur le gros site de U (pour l'une des topologies T ),

un element de la categorie BIEXTcris/T(A,B;H) des biextensions cristallines de

A, B par H est un Q de (AxB/T, dr, o)CRIS muni d'isomorphismes de

'"-->

'"-->

satisfaisant les conditions usuelles [SGA 7, VII 2.1.1] . Lorsque A et B sont
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des groupes p-divisibles sur U, on a comme precedemment une equivalence de cate-

gories

BIEXTcris/T(A,B;H) LIM BIEXTcris/T(A(n),B(n);H)
<-

Nous emploierons la notation Biextcris/T(A,B;H) pour le groupe des classes d'iso-

morphisme d'objets.

Par ailleurs, si l'on suppose comme en 1.4.3 qu'il existe des T-groupes plats
'U '\., 'V '\..,

A ,B dont les reductions sur U repres en tent A e t B, l' immersion AxB C--> AxB

est un objet de CRIS(AxB/T) , et une biextension cristalline Q de A , B par

'" '" 9-biextensionH def i.rri t donc un H-torseur P sur AxB , muni d'une structure de

'" '"de A , B par H Ainsi, on a de f i n i un foncteur

(1.4.8.1)

'" '"et cette definition s'etend au cas au A et B sont p-divisibles. En outre, si

H = t a ' le raisonnement de 1.4.4 demeure valable, et le foncteur (1.4.8.1) est

une equivalence de categories, d'ou notamment, lorsque A et B sont lisses (resp.

p-divisibles), des isomorphismes

Biextcris/T(A,B;G )
a

(1.4.8.2)
t1>.. cris/T '" en 9· '" '"(A,B;G ) -> (A,B;G ) ,

a a

ou designe le faisceau associe. On obtient des enonces analogues pour

H = G
m

a condition d'imposer l'une des conditions de nilpotence introduites dans

la remarque de 1.4.6.

Finalement, la description cohomologique generale d'une biextension dans un

topos [SGA 7, VII 3.6.5] donne, avec les notations de 1.4.5, un isomorphisme fonc-

toriel

'"-->
I 11

ExtU/T(Au ®

pour tout objet (U,T,o) de CRIS(S/E) on en deduit un isomorphisme

(1.4.8.3) '"-->
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qui, en conjonction avec (1.4.8.1), fournit lorsque H = t
a

(resp. H = d:
m

si

l'on introduit les conditions de nilpotence necessaires) une interpretation coho-

mologique des 9 -biextensions de '" '"A ,B par H .



2 - CALCULS DE FAISCEAUX D'EXTENSIONS

Le resultat principal de ce chapitre est Ie theoreme 2.1.8 qui permet de cal-

culer sous certaines hypotheses, lorsque i 2 , les faisceaux intro-

duits en 1.3. Apres avoir examine quelques variantes de cet enonce, on montrera que

les faisceaux en question ont, sous des hypotheses assez faibles sur G, diverses

proprietes agreables (quasi-coherence, independance du choix de la topologie, etc.).

Enfin, on a rassemble dans une derniere section, pour la commodite du lecteur

diverses assertions concernant la cohomologie des schemas abeliens. Celles-ci nous

permettront notamment d'etudier les faisceaux

schema abelien.

lorsque G est un S-

2.1. Resolutions canoniques d'un groupe abelien et cohomologique cristalline.

2.1.1. Rappelons que l'on note tn]E (resp. tInE) Ie tronque a droite (resp. a

gauche) en dimension n d 'un complexe E dans une c ategor i.e abe l.i.enne Jt ; c' est

Ie sous-complexe (resp. la complexe quotient) de E defini par

••• __> En-2 __> En- 1 --> ker(dn) --> 0 -->

(resp. . •• --> 0--> coker(dn- 1) __> En+1 __> En+2 --> ••• )

pour i > n, Hi(t[nE) = 0 pour i < n et l'inclusion cano-o

(resp. la projection canonique E --> induit un isomor-

phisme sur les Hi pour i n (resp. i n) • Les foncteurs troncation et

tIn preservent les homotopies et gardent un sens dans la categorie derivee de ft.
11 importe de ne pas confondre ces foncteurs avec les foncteurs "tronque bete" an]

et O[n definis respectivement par

i n

i > n

i
(a [nE)

i >;.- n

i < n
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On prendra garde que les foncteurs a ne passent pas a la categorie derivee.

Les foncteurs t
n j

ne preservent pas en general les triangles distingues. On

peut neanmoins comparer le triangle type E __u__> F V
---> C(u) _w_>E[I] associe

a un morphisme u au triangle type associe a tn]u: tnjE --> tn]F , au moyen du

diagramme commutatif suivant, dans lequel a et 8 designent des injections na-

turelles

tn]E
tnju

> tn]F > C(tnju) > (tn]E) [I ]

la
tn]w i8

tn]C(u) > tnj(E[ I])

V v i 1
E u F v C(u) E[I j> > >

Supposons maintenant que la fleche Hn(v) : Hn(F) --> Hn(C(u» soit surjective.

On verifie dans ce cas que a est un quasi-isomorphisme, d'ou une fleche

tn]C(u) --> (tnjE)[I] dans la categorie derivee de ut , induite par w. Comme

G,(tnjE)[I]) C--> E[I j) , on en deduit le resultat sui-

vant :

Proposition 1.2.1 : Soit E __u__> F _v_> G E[I] un tari anql:e distingue dans

categorie derivee de at , pour Hn(v) est surjective. existe

un unique morphisme tn]G ---> (tn]E)[l] que

soit distingue, et que de ce dans precedent soit un mor-

phisme de tx-ionqlee .

2.1.3. Soient G, H des groupes abeliens d'un topos T. Les faiceaux d'extensions
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&xti(G,H) se calculent au moyen d'une resolution C(G) --> G de G par un com-

plexe de groupes abeliens de T, dont chaque composante est un produit fini de

groupes abeliens libres Z[X.] de T, engendres par des objets X. de T de
J J

type particulier (voir notamment [SGA 7] , [11 ]) • Si l'on ne s'interesse aux fais-

ceaux que pour i < n , il suffit de considerer une resolution partielle

E : c(n)(G) --> G de longueur n de G

Proposition 2.1.4. La fleche tn-I] IRJ0m(G,H) --> (n)(t n_ 1]IRJ0m(c
G),H) induite

par E est un isomorphisme de D(Ab) .

En effet, Ie triangle distingue defini par la suite exacte de complexes

o -i> ke r Ce ) --? c(n) (G) --> G -> 0 est i somorphe dans la ca t ego r i e der ivee de T

a un triangle distingue N[n] c(n)(G) __E_> G --> N[n+l]

induite par l'inclusion de N = ker(C(n) (G) -> C(n)(G» dans
n n-I

ou i est la fleche

c(n)(G) . Pour con-
n

clure, on applique IRJ0m(-,H) a ce dernier triangle et l'on observe que

IRJ0m(N,H) [-n] est un objet dont la cohomologie est concentree en

degr e 30 n •

2.1.5. Explicitons une telle resolution partielle C(n)(G) de G pour n = 3

c'est Ie complexe

(2.1.5.1) Z[G]

augmente vers G (concentre en degre 0) par l'homomorphisme canonique E : Z[G] -> G .

On emploie la notation ensembliste [xl' ... ,xr] pour designer un generateur du fac-

teur Z[G
r]

approprie de la composante de C(3)(G) consideree, notation qui ne

prete pas a confusion sauf pour les deux facteurs Z[G3] de c(3)(G) ; les formules
3

suivantes definissent alors les differentielles de C(3)(G) :

(Z.1.5.Z) dl[x,y] = - [y] + [x+y]- [x ]

d2[X,y,Z] = - [y,z] + [x+y,z] - [x,y+z] + [x,y] ,

dZ[X,y] = [x,y] - [y,x] ,
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- [y,z,w] + [x+y,z,w] - [x,y+z,w] + [x,y,z+w] - [x,y,z]

d
3
[X, y , Z ] = - [y,Z] + [X+y,Z] - [X,Z] - [X,y,Z] + [X,z,y) - [Z,x,y]

pour Ie premier facteur Z[G
3]

,

d
3
[X, y , Z ] = - [x,z] + [x,y+z] - [x,y] + [x,y,z] - [y,x,z] + [y,z,x]

pour Ie second facteur Z[G3] ,

d
3
[X, y ] = Ix,y] + [y ;x ] ,

[x,x] .

Soit A(3) (G) Ie sous-complexe de c(3) (G) qui coIncide avec celui-ci en

degre (homologique) 2 , et dont Ie terme de degre 3 est l'ensemble des elements

de de projection nulle sur Ie facteur ZIG] • On observera que

(2.1.5.3)

ou A(G) est Ie complexe attache par Eilenberg et Mac Lane en [ 23 , p. 49] dans

Ie cas ensembliste au groupe abelien G. II est clair que l'augmentation

: A(3)(G) --> G induit un isomorphisme H (A(3)(G)) G, et l'on sait par ail-
o

leurs (voir [ 23 , t heoremes 20.5 et 23.1; SGA 7 , VII, proposition 3.5.3]) que

H (A(3)(G)) = a et que la fleche
I

est un epimorphisme, ou

u

est une resolution partielle de longueur 3 de

est Le morphisme de f i ni. par u Is l > ls..s l

implique que la fleche t c(3)(G) --> G
[-2

phisme, autrement dit que C(3)(G)

Mais, puisque

induite par

ceci

est un quasi-isomor-

G • On reservera dorenavant la notation C(3)(G) pour Ie complexe qui vient d'etre

d
- . (I)
e cr i t .

(I). a- ce propos une erreur de signe dans la formule qui correspond a

d2 [X, y ] dans [12 I .
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Remarque : Pour une presentation plus sophistiquee de A(3)(G)

pitre VI] ou l'objet correspondant est un tronque du complexe note

, cha-

, et

[ 13] . On trouvera par ailleurs dans [38] une construction de style cubique

d'une resolution canonique de longueur infinie de G, dont chaque composante est

une somme de termes de la forme Z[Gi x zj] , construction reprise dans le cadre

simplicial dans [34, VI 1.1.4] et [13] . 11 est plus delicat de construire une

resolution C(G) de G dont chaque composante est une sonune finie de termes de

type . L'existence d'une telle resolution est due a Deligne (non publie).

2.1.6. Nous abordons maintenant Ie calcul des faisceaux d'extensions annonce. Soient

S , ,y) verifiant les hypotheses de 1.1.1. On a associe en (1.1.4.5) a tout

S-groupe G un faisceau abelien G sur le site CRIS(S/L),' auquel correspond un

complexe de longueur 3 de faisceaux sur ce site, note . La proposition

2.1.4 montre (avec la notation introduite en 1.3.1) que, pour tout objet F de la

categorie AbS/ L on a un isomorphisme canonique

(2.1.6.1)

Le but de la discussion suivante est de decrire explicitement le terme de droite de

designe la k-ieme puissance divisee de

(2. J. 6. I) lorsque

I"f [k]
rent et trS/ L

.... rk]
F = 'dS/l:E ou E est un cristal en 0S/L-rnodules quasi-cohe-

l'ideal d'augmentation

dHini en 1.1.3 pour simplifier, on supposera en outre que les puissances divisees

y s'etendent aux produits finis Gn•

Soient I une petite categorie et X un diagranune de topos indexe par I (on

dit egalement un topos fibre au-dessus de I, voir [34, VI 5.1] ) • Un faisceau M

sur Ie diagramme X (appele generalement un objet du topos total Top(X) associe

au diagramme X) consiste en la donnee, pour tout sammet X.
],

de X , d'un objet

satisfaisant a la condition de compa-

X. -> X.
], J

de fleches composables de

Mi du topos Xi' et pour toute fleche g

fleche E : M. dans X; , les E
g J ], L g

If
tibilite Ehg = Eg 0 g pour toute paire (h,g)

du diagralIlll1e X , d'une

X •
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notera ega1ement (G'/t» de 1a maniere suivante : a chacun des facteurs ZIG

de 1a i-ieme composante du complexe C(3)(G) introduit en 2,1,5 (ou
1.

Nous associons au S-groupe G un diagramme de topos (G' !l:) CRIS, T (que l'on
n
a..l .1.

(G'/t) , en l'affectant du bi-indice

a est unerrtier variant de I au nombre de facteurs figurant dans
n

a..
associe 1e sommet (G /t)CRIS,T du diagramme

(i,a..) qui inter-

n
vient dans la definition de la restriction a 7[G ali de la differentieI1e di de

C(3)(G), on associe, comme f1eche du diagramme (G'/t), 1e morphisme de topos
no.. nS

(G /t)CRIS,T -->(G /t)CRIS,T correspondant, entre 1es sammets de premier indice

i et i-I (avec "s n ou n ± 1) , On considerera en outre que chacune des
a a

f1eches est munie d'un signe, qui est celui du terme correspondant apparaissant dans

1e membre de droite des ega1ites (2,1.5,2) , Ainsi 1a partie de (G'/[) correspon-

dant au tronque bete 0[_2 C(3)(G) est 1e diagramme de topos

(2,1.6,2)

3
(G /t)CRIS,T

2 /E)CRIS,T

(G /L)CRIS,T

--->
--->
--->

auque1 i1 convient d'ajouter 5 sommets et 20 f1eches sur 1a gauche pour obtenir 1e

(avec 1a notation 1.1.4), les fleches etant definies comme

diagramme comp1et

sommet 1es topos

ci-dessus,

(G'/E) • On
n

G a..
y,T

definira de meme un diagramme de tapas G'
y,T

de

un faisceau abe lien de

au

Soit

sur

E

(G'/t) , de valeur f-
n
a

(S/t)CRIS,T

CRIS(E) sur

; on lui associe un faisceau
na

(G /L)CRIS,T

(S/t)CRIS,T

structural de
n
Go.., Le foncteur

f
no.. eRIS

na
(G /t)CRIS,T --->

'"TT

est 1a fleche induite par Ie morphisme

commute aux 1imites inductives et aux 1imites

projectives finies, i1 peut done etre considere comme foncteur image inverse d'un

morphisme de topos
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(2.1.6.3) n (G'/I)CRIS T ---> (S/I)CRIS T ., ,

Exemple : Le faisceau structural

Cre sp , )

G a/I

de L' Ldea l d'augmentation 'd-G. / I )
n

sur (G a/I)CRIS

" ( I k-r i - . d i . - 11 [k 1uG'/I resp. a

est Ie faisceau sur (G'/I) de valeur 0 n
G a/I

(resp. par (1.1.10.4) , on a

.(r1[kl )
Tf d'S!I

rt[kl
<fG• /I •

sa composante sur(G'/I) , et M(. )

(i,a) . On definit de la maniere suivante unde bi-indice

I , de l ongue.ur 3 ; on pose

2.1.7. Soient M un faisceau abelien sur
n
a

(G /I)CRIS

K' (M) surcomplexe

Ie sommet

(2.1.7.1)

est Ie morphisme de topos defini en 1,1.16ou

pour toute fleche

--> I
T

->
n
a

(G /I)CRIS,T du diagramme (G'/I) , on

si,

note g. la fleche composee

f (M(.))n r ,«
G a/I.

-> f (g (M(. )))"s
G /I.

la restriction de la differentielle oi Ki(M) -> Ki+I(M) a une composante

f (M( . )) es t definie par I a formulen 1,(l

G a/I.

oi = (_I)i+1 (I signe (g) g.) ,
g

ou g parcourt les neches du diagramme de but Le sommet d I indice (i ,a) et de
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source un sommet adjacent a celui-ci. On verifie alors formellement a partir des

formules (2.1.5.2) que K·(M) est un complexe. Nous utiliserons aussi cette cons-

truction, et la notation K·() , pour associer un complexe sur a un faisceau

abelien sur un diagramme tel que G'
Y,T

Soient maintenant (U,T,o) un objet de ,et GU = GxSU . Supposons

qu'il existe un T-groupe H, de reduction H
U

sur U, et un plongement

pour tout n s'identifie alors a un sous-groupe de par

l'enveloppe a puissances divisees

forment de evidente un faisceau sur Ie diagramme dHini en

variab Le , les

H·
Y,T

(i, ex)dans

Ie plongement produit, et on notera (J) (H
n)

Gn

de l'ideal de Gn
U

(compatibles a Y et
n

:J) (H ex)
n
G ex

2.1.6.

On suppose dorenavan t que I' on fixe pour topologie T la topologie de Zariski.

On peut alors definir des faisceaux sur H"
Zar

en prenant sur Ie sommet
n

H ex du

diagramme Ie faisceau nq , avec les fleches de transition evidentes correspon-
n

H ex/T

dant aux fleches entre sommets. Soient enfin E

sur T, on a done un isomorphisme canonique

coherent sur ,et & E(U,T,o) ; s i

un cristal en quasi-
n

gn est la projection de H ex
ex

(2.1.7.2)

E
n n

(G ex D (H ex»
u' n

G ex

Appliquant Ie foncteur K' defini precedemment etant ici remplace par

' et l: par T) , on obtient un complexe de 0T4Ilodules

pour q variable, on obtient grace a la differentielle du complexe de de Rham (et

a la connexion naturelle de & un bicomplexe
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dans lequel nous cons i de re rons Le, degre en S1' comme premier de gre , et Ie degr'e en

K' comme second de gre . Enfin, on def i n i t; une filtration

en posant

n
ou a est I' ideal a puissances d i visees canonique de &i (H Ci)

n
G Ci

Le calcul des faisceaux d I exte.ns ions peut alors s I effec tuer grace au theoreme

suivant, dont nous expliciterons plus bas quelques cas particuliers. L'indice s

designe Ie complexe simple associe a un bicomplexe.

Theoreme 2.1.8. Sous Lee hypothese« de 2.1.7, suppoeone que H soit affine et l ieee

sur T. Ll: existe alone dans D(OT) un isomorphisme canorcique

(2.1.8.1) '"-->

Quitte a localiser sur CRIS(S/E) , on peut d'apres 1.1.15 supposer que S=U,

I:=T .

So1· t I' I . .. . d ,,[k lEune reso ut10n 1nJeet1ve e tr

u/r
sur CRISCU/T) ; appliquant Ie

foncteur rr- defini en C2.1.6.3), on obtient une resolution rr-CI) de .

D'apres C2.1.6.1), on peut ecrire

rt..[k 1 _ (3) rt.[k 1
t Z1 lR:J(bmU/TCQ., trU/TE) CU, T, 6) - t 21 lRJ(omU/T{C (£), crU/TE) cu , r . 6)

t 21 (3Comu / r Cc(3)C.£).1') (U, r, 6» s

compte tenu de La def i n i tion de K"C.) , et de la fonctoriali te des isomorphismes
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(1.3,4,2)

n

wmU/T a],I')(U,T,6}

n
par rapport aux G a

Par ailleurs, d'apres les resultats generaux sur les diagrammes de topos I 5

V 3 4 4] '1' - Lut i ,. , J' de 1I"'('1.u
lk/
T
]E) dans (G'/T)," ,1 exi.s ta une reso ut i on anj ec t i ve 0,

n
dont la restriction a chaque sommet (G a/T)CRIS soit une resolution injective de

i< nJk] '"f n CRIS(6U/TE) , On peut donc trouver un quasi-isomorphisme 11 (I') --> J'
a' i< ,dk]

sant l'identite sur 11 (OU/TE) II induit alors un morphisme de bicomplexes

K,( 1Ii« I ' » --> K'(J') , tel que, pour tout bi-indice (i,a) , Ie morphisme

indui-

--> f n (J'I n )
a a

G /Ti< (G /T)CRIS

induit sur Ie facteur correspondant de la i-ieme ligne soit un quasi-isomorphisme,

les complexes f: ,CRIS(I')
a

et J'I n

(G a/T)CRIS

etant tous deux a termes injectifs

n
sur (G a/T)CRIS ' Par suite, Ie morphisme de complexes simples

(2,1.8,3) K ' ( 1I"' ( I ' » '( .)s --> K J s

n
sur CRIS(G a/T) , D'apres Ie lemme de Poincare cristallin

est un quasi-isomorphisme.

Enfin, pour tout (i,a) , Ie foncteur linearisation associe a la T-immersion
n n
G ac-> H a Icf. 5, IV 3.1, ou 10,6,9] permet d'associer au complexe d'opera-

n
teurs differentiels 8, ilII (H a)l8Ifl' un complexe d ' operateurs Li.neai.res

n n
G a H a /T

n
(H a)l8Ifl' )

n n
G a H a /T

15, V 2,1.5, ou 10,6,14], celui-ci est une resolution de E, Plus generale-

ment, il existe sur Ie complexe linearise une filtration canonique

I 5 , V 2,1,4] , donnant une resolution de 'J-Ik] E
n
G a/T

on
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i . La fonctorialite de cette construction [ 5 , IV 3.1.5 ] en-

definit pour cela un PD-ideal canonique de
a

o -module g1 ,
n

H a

Fk- i en degre

L(O n ) , on pose, pour tout
H a

FkL(g<') =':lC[k]L(P) et on filtre Le complexe Li near i se par
na '

traine que pour (i,a) variable, ces complexes linearises forment un complexe

FkL(&0 8lJ
G
• (H·) 0 /T) dans (G· IT) , fournissant encore une resolution de

.. rk]
IT • II existe done comme plus haut un quasi-isomorphsime

induisant un morphisme de bicomplexes apres application du foncteur K" • Mais,

u n = 1J.[k] (H
na

) 0 'Y )

G G a

est acyclique pour la projec-

n
sur Ie topos zariskien de G a ,

; connne

n
G a a

[ 5 , V 1.2.5 et 2.2.2]

(en identifiant un faisceau sur
n
G

o U

tout 0 -module g/ ,
n
Han

cristallin (G a/T)CRIS

n
G a/H.

o U

du topos

(i,a) , et

n
G a/T'f'

f

tandis que

pour tout

n
un faisceau sur H a) , et que gn est un morphisme affine, on voi t que, pour P

ex

quasi-coherent, FkL(g;' ) est un faisceau f -acyclique. On en conclut cOlllllle
n
G af,T_

plus haut que Ie morphisme de complexes simples

(2.1.8.4)

est un quasi-isomorphisme ; comme

Ie theoreme resulte des quasi-isomorphismes (2.1.8.2), (2.1.8.3), (2.1.8.4).

Remarque : Si G est un S-groupe fini localement libre, et si U et T sont af-

fines, il existe toujours un T-groupe affine et lisse H, et un plongement Gu '-- HU.

En effet, si G- est Ie dual de Cartier de G, G = est plonge dans

Ie faisceau des morphismes de schemas de G· dans Gm, qui est
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representable par un schema en groupes affine et lisse L (41, II 3.2] . Mais,

comme G
U

est d'intersection complete relative sur U, il peut se relever en un

schema fini localement libre sur T, qui definit de meme un T-groupe affine et

lisse relevant L
U

.

Exemple 2.1.9. Explicitons Ie terme de droite de (2.1.8.1) dans Ie cas ou E est

l.e cristal 0S/r.' et oil k=O, Le. oii l'on veut calculer t2]lRJfOlns/r.(Q,OS/r.)(U,T,o)'

C'est done par definition Ie complexe simple associe au bicomplexe suivant, ou Ie

premier degre est I.e degre en Q', et l e terme est place en b i degre (0,0)

(on omet ici la notation gn *' H etant affine sur T) :
0:

c2J
G
(H) 0>

2(2.1.9.1) 0> &)G(H)<li"H/T --0>

1 1 1
/H

2) 2 I 2 20> (j) 2(H )IlIIQ 2 0> 2(H )QllQH/T -> ...
G G H IT G

1 1 J
(Jl)3(H3)\liQI

3
)@("v2(H 2)IlIIQ I

2
) - 0>

G G G H IT G H IT

J 1
:f) 4 2(H2)61,%(H)

-0> 0>

G G G G

1
...

---> ....

d'une ligne horizontale est l'image par gn; du complexe de de Rham
0:

correspondant, et les fleches verticales sont decrites par les for-

Chaque fac teur
n

Q) (H O:)\liQ'
n n

G 0: H 0: IT

mules (2.1.5.2).

Dans Ie cas particulier ou Gu est la reduction a U de H (et done est no-

tamment lisse sur U) , la situation est plus simple: en effet, l'ideal de

dans Hi est l'ideal 'J°. ,qui est canoniquement muni de puissances df v i sees
HL

compatibles a 0, car H est plat sur T, de sorte que les puissances divisees

y et 0 s'etendent a Hi • Ainsi, l'homomorphisme canonique 0 --0>;)) (Hno:)
n n
a " Go.
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est un isomorphisme, de sorte que le terme de droite de (2.1.8.1) est simplement

t 21 FkK· (II. Qll IT) s . En particulier, pour E = 0Sl r. ' le bicomplexe 2. I. 9. I se

reecrit alors

(2.1.9.2) °H 0 1 2
> > °H/THIT

1 1 1
° 2

> 0
1 > 0

2

H H2/T H2/T

1 1 1
° 3'i1l0 2 > 0 1 'iDOl >

H H H3/T H2/T

1 1 1
° 4 'ill °3'i1l° 3'i1l° 2'iD°H

---> >
H H H H

---->

-----;>

-----;>

-----;>

Les faisceaux II.xt
i (G0) sont, pour 1· 2 , les faisceaux de cohomo-sir. -' sir. (U,T,c) ,

logie du complexe simple associe a ce bicomplexe. Nous adopterons, pour les decrire,

groupe de H. Une notation semblable

la notation ensembliste suivante

0H (resp. on designe par

de w) par la f l eche ° -> °H HxH

pour to ute section f (resp. w) du faisceau

f(x+y)(I) (resp. w(x+y» l'image de f (resp.

(resp. -> oi 2 ) induite par la loi de
H IT

sera utilisee pour decrire les fleches induites

par les morphismes de projection Hn -> Hn- I (resp. par l'application diagonale

H -> Hx H , resp. par les morphismes Hn -> Hn qui permutent les facteurs).

Avec ces conventions, le faisceau a pour sections les

sections f de 0H telles que

(i) f(x) + f(y) = f(x+y)

(c'est-a-dire que f definit un T-homomorphisme de H vers le groupe additif

(I)
On peut preferer la notation f(x+y) puisqu'il s'agit de la loi de groupe de H.

H
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(ii) df = 0 .

De meme est le faisceau quotient du faisceau dont les sec-

tions sont les paires (f,w) de sections de 1°2 (!l SlH/T telles que
H

(i) -f(y,z) + f(x+y,z) - f(x,y+z) + f(x,y) 0,

(ii) f(x,y) = f(y,x)

(autrement dit f est un 2-cocycle symetrique de H a valeurs dans et de-

finit donc une extension de H par ,

(iii) df w(y) - w(x+y) + w(x)

(iv) dw = 0 .

On quotiente par le sous-faisceau dont les sections sont les paires (f,w) qui

s'ecrivent localement sous la forme f(x,y) = g(y) - g(x+y) + g(x) , W = dg , pour

une section g de OR

Explicitons enfin, bien que nous n'en aurons guere besoin, la description ana-

logue du faisceau C'est le quotient du faisceau dont les

sections sont les quadruples (f,g,w,n) de sections de

telles que

(i) dn = 0

(ii) n(x+y) - n(x) - n(y) = dw

(iii) - w(y,z) + w(x+y,z) - w(x,y+z) + w(x,y)

(iv) w(x,y) - w(y,x) = dg(x,y) ,

df(x,y,z) ,

(v) la paire (f,g) satisfait aux cinq relations definies par les cinq der-

nieres formules de (2.1.5.2) (l'analogue multiplicatif de quatre de ces relations

est exp l i.c i te en [12, p. 1252 1 ; quant a la de rn i ere , c'est la relation g(x,x)=O

induite par la derniere relation de 2.1.5.2).

Le faisceau est le faisceau quotient de ce faisceau

par le sous-faisceau dont les sections sont les quadruples (f,g,w,n) qui s'ecri-
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vent localement sous la forme suivante,
I

oil (h , 1;) est une section de O2 Ell

H

(i) f(x,y,z) - h(y,z) + h(x+y,z) - h(x,y+z) + h(x,y) ,

(ii) g(x,y) h(x,y) - h(y,x) ,

(iii) w(x,y) dh(x,y) - <;(y) + I;(x+y) - I;(x) ,

(iv) 1] d<; •

Exemple 2.1.10. Supposons a nouveau que E = ' mais que k = 1 . Dans ce cas,

Ie complexe t 2 1 F IK• ( c2lG• (H' IT) s qui calcule (U, T, 8) est

Ie complexe simple associe au bicomplexe obtenu a partir du bicomplexe (2.1.9.1) en

la premiere colonne par Ie complexe

-> <Hb 3(H
3)

Ell

G G

designe l'ideal a puissances divisees canoniques dans l'enveloppe a

etu = THi . En particulier, lorsque

U) , cet ideal est nul et Ie complexe per-

dans

sur

. (Hi) de Gi

G
1

(de sorte que Gu est lisse

ou (Hi)
G
1

puissances divisees

mettant de calculer est celui qu'on associe au bicom-

plexe obtenu a partir de (2.1.9.1) en supprimant la premiere colonne.

Autrement dit,

(2.1.10.1) o ,

(2.1.10.2) I
ker(QG Iu d=O

U '

a-->

la f l eche

dW(X,y) = w(x+y) - w(x) - w(y) •

I
Ainsi s'identifie au faisceau wG des formes differentielles

U
invariantes par translation de GU' Nous etendrons plus loin ce resultat au cas de

groupes lisses non necessairement affines. Enfin s'explicite tout

2
comme en 2.1.9 mais avec les conditions supplementaires

f = g = h = 0 . Celles-ci en rendent la description bien plus aisee.
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Remarque : Alors que Ie terme de droite de (2.1.8. I) depend apparamment du choix

d'un T-groupe H et d'un plongement i: Gu --> H , il n'en est pas de meme du

terme de gauche. Ainsi, les d i f fe r errt s complexes ob-

tenus en faisant varier cette immersion sont quasi-isomorphes, par un morphisme qui

se realise de maniere evidente comme morphisme de complexes, chaque fois qu'on dis-

pose d'un homomorphisme de T-groupes u rendant commutatif Ie diagramme

2.2. Variantes.

2.2.1. Nous utiliserons plus tard la generalisation suivante du theoreme 2.1.8.

Soit G' : GO __> GI un complexe de longueur I de groupes abe l i e ns d'un t.opo s , Par

fonctorialite, i1 correspond a G' un bicomplexe c(3) (Go) --> C(3)(G1) (avec

place en bidegre Le complexe simple de celui-ci, qui sera noteC(3) (Gi)

'"
C(3)(G') , est concentre en degres [-3,11 main tenant dans la situa-

tion examinee en 2.1.7 ; un homomorphisme d : GO --> GI de S-groupes commutatifs

definit, pour tout objet (U,T,o) de CRIS(S/E) , un morphisme de diagrammes de

topos --> , c'est-a-dire un diagramme de topos de type plus compli-

que, qu'on notera . Supposons maintenant donne un diagramme commutatif de

groupes

ou j.
1

est une immersion de dans un T-groupe commutatif affine et lisse

compatible aux lois de groupes. Les raisonnements de 2.1.8, appliques au diagramme
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(GUiT) , montrent alors que l'on a un isomorphisme dans D(OT)

(2.2.1.1)

Oll FkK'() designe Ie complexe simple associe au tricomplexe defini par Ie mor­
s

phisme de bicomplexes

(H1')\llIQ' )
G1• HI '/T

les indices etant, dans l'ordre, l'indice de Q' , celui de (G' ,H') , et celui de

K' (les termes du bicomplexe source seront donc de tri­degre (.,­1,.»

Remarque. Si G est un groupe fini localement libre sur S, et si GU se releve

en un groupe fini localement libre G' sur T (par exemple si U = T!) , alors

tout plongement G' <- LO dans un T­groupe affine et lisse, avec pour quotient L
1

(qui est donc affine et lisse egalement), fournit plusieurs complexes permettant

a) Ie complexe

de calculer
[k]

t) :

t11FkK'(& ilIO <2lG· (L
o
· ) ilIO Q' )

T LO • Lo , IT s
introduit en 2.1.8

b) utilisant Ie quasi­isomorphisme G ­­> , il peut aussi etre cal­

cu Le par Le complexe d l ap r e s (2.2.1.1)

c) en posant GO 0 Ie diagramme

G <---> LO

1 1
0 <---> L1

foumit par la methode de 2.2.1 un calcuI au moyen du complexe

•

Pour comparer ces trois constructions (la troisieme n'etant introduite que

pour servir de lien entre les deux premieres), Ie lecteur pourra se reporter a la

demonstration de 3.2.4.



70

consideres ne sont plus

2.2.2. Si

fine sur

on ne fait plus en 2.1.8 l'hypothese que Ie T-groupe lisse
n .

T , les faisceaux S, ell &; (H a)ell"l
n n

G a H a /T

H soit af-

acycliques, et la fleche (2.1.8.1) n'est en general plus un isomorphisme. On dispose

cependant, pour un S-groupe commutatif quelconque G, du procede suivant pour cal-

culer les groupes pour n 2 , F etant un objet de : par

(2.1.6.1), un tel groupe est isomorphe a

cO) (Q) fournit une suite spectrale

et Ie devissage de

Puisque CO) (G)
p -

est une somme de facteurs
n

:lI[Q a l , et que, par 1.3.4,

n
al,F) est isomorphe a R

q
f n

a
est Ie morphisme structural), cette suite

•
CRIS.(fn

a
spectrale

C:tIS(F)) (oil

se reecrit

f
n Cl

(2.2.2.1)

Supposons maintenant que F = E etant un cristal en 0S/l:-modules, et que,

pour un objet fixe (U,T,o) de CRIS(S/l:) , il existe un T-groupe commutatif H

de reduction sur U, et un plongement i : GU c--> HU Dans ce cas, on observe,

n n
en utilisant les plongements induits G a c--> H a pour n variable, que chacun

U U a

des facteurs Rq f (f· (gJkl E)) du faisceau sur T ass oc i e an
a

CRIS. n
a

CRIS S/l: (U,T,o)

est isomorphe, avec la notation de 2.1.7 etendue au cas ou G n'est plus af-

fine, au groupe d'hypercohomologie de de Rham lRqg (HnCl)ell'" ))
na• Gna Ha/T

Lorsque l'immersion i est un homomorphisme, la restriction a chacun des facteurs

hypercohomologie de de Rham de a partir du terme correspondant a la differen-

de de la differentielle EP,q -> EP+I,q
I I

est la fleche definie en

dans Ie cas non affine tout a fait

par Ie meme procede qu'en 2.1.7. Ceci fournit, pourtielle

n .,.[kl
n 2 , un procede de calcul de &xtS/l:(Q'CS/l:E)

similaire a (2.1.8.1), a ceci pres qu'il faut considerer l'hypercohomologie plut6t

que la cohomologie de de Rham.
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Ces considerations nous permettent d'etendre (2.1.10.1) au cas ou Ie S-groupe

C est lisse, mais non plus affine, sur S. Pour tout S-schema U, on dispose

d'une suite spectrale (2.2.2.1) dont l'aboutissement coincide, pour n 2 et

et dont les termes initiaux sont de la forme

= $ lRqfn ",(ark n·n ). En particulier, pour tout p;;;' 0 et pour tout q < k,
a a C a

/ U
U

0 puisque ark n·n est concentre en degre k • Ainsi, lorsque k > I,

C a /U
U

les termes initiaux de degre total I sont tous nuls, et donc

Supposons main tenant que k = I • Les considerations precedentes montrent que

EO,o H
O

= 0, et par ailleurs, puisque a n· est concen t re en degre 1
1 [I CU/U

Eo,1 lRlf.(a[1 n
C
· IU) s'identifie a l'image directe par f du faisceau n l

1 U GU/U,d=O

des formes differentie11es fermees sur Cu (resp. E:,I La dif-

f e r ent i e Ll a do,l . EO,! -> E1,1
1 • I 1

!
f 2'l.<n 2 »

GU/U,d=O

est 1a restriction a de 1a f1lche definie

en (2.1.10.2) ; son noyau est done 1e faisceau des differentie11es invariantes par

translation sur GU ' de sorte que . En resume :

Proposition 2.2.3. Soit G un S-groupe lisse. Alors, tout S-schema U,

(i) o pour k;;;' I •

(ii) Il existe un isomorphisme canonique
'V
-->

"c est Le faisceau des formes differentielles SUI' Cu ,:nvariantes par translation.
U

(' .. ) t I ( ..d k ] )
111 &x slL (U,U) = 0 pour k > 1 .

2.2.4. Le theo r eme 2.1.8 repose en definitive sur l'existence d'un 1emme de Poincare

crista11in et sur 1a possibilite qui en decou1e de ramener 1e calcu1 de 1a cohomo1o-
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gie cristalline d'un schema X plonge dans un E-schema lisse Y a un calcul de

cohomologie de de Rham sur Y . II existe d'autres situations dans lesquelles on

dispose d'un enonce similaire, et pour lesquelles on peut en deduire une variante

du theoreme 2.1.8 :

(i) CRIS(S/E)Zar par Ie site cristallin nilpotent Nil-CRIS(S/E)zar

pour lequel les objets sont les E-immersions U C--> T definies par un ideal PD-

nilpotent. On dispose alors, pour toute T-immersion XC-> Y d ' un U-schema X dans

un T-schema lisse Y, d'une resolution

du faisceau O;/T
A

defini en 1.1.3, exemple (iii), OU L designe l'analogue pour

Ie site nilpotent du foncteur linearisation, et

linearise multiplicatif

Le complexe de De Rham

Sous les hypotheses de 2.1.8, on obtient par Ie meme argument un isomorphisme

A

OU es t Le separe complete de f/) pour La topologie 'J-PD-adique, et

dlog > Aid
.fl)G·(H·)0n

H·/T
-->

i Of
Les axtS/E(Q,OS/E s'explicitent done comme en 2.1.9 , a condition de remplacer

A x
partout par

(ii) Soient (A,I,y) un PD-anneau noetherien et P un sous-PD-ideal de I tel

que A soit separe et complet pour la topologie P-adique et que pEP . Posons

E Spec(A) , et prenons S = Spec(A/P) . La cohomologie cristalline relativement

a E d'un S-schema X plonge dans un E-schema lisse Y se calcule comme cohomo-

logie de Y a valeurs dans un complexe de de Rham complete (voir

7.23]) • On peut en deduire une variante de 2.1.8 pour Ie calcul de

10. theor sme

t 2] et des Ext globaux correspondants. Plutot que d'expliciter
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celle-ci, nous allons maintenant examiner plus en detail une situation qui s'en

rapproche, celIe ou X est plonge dans un formel lisse Y .

2.2.5. On se limitera dans la discussion suivante, pour simplifier, a une situation

bien moins generale que ci-dessus, celIe ou S = Spec(k) k etant un corps par-

fait, et Spec(W(k» • Par ailleurs, on se place dans Ie cas similaire a 2.1.9,

c'est-a-dire que l'on considere seulement la cohomologie cristalline a valeurs dans

Ie faisceau structural. Enfin, on se restreint au cas absolu, et on va done consi-

derer des groupes de cohomologie cristalline, plut6t que des faisceaux images di-

rectes superieures.

Le but de cette section est de demontrer une variante absolue de (2.1.8.1) ,

sous les hypotheses que l'on vient de mentionner, lorsque l'on suppose que G est

un S-groupe commutatif fini connexe plonge par une immersion compatible aux lois de

groupes dans un de Lie formel commutatif H . 11 nous faut commencer par

demontrer un enonce du type de ceux mentionnes plus haut, qui permette de reduire

Ie calcuI des groupes de cohomologie cristalline de G relativement a a celui

des groupes de cohomologie d'un complexe de de Rham convenablement complete. Les

resultats de 2.2.5 - 2.2.1 I ne seront pas utilises dans la suite de cet article, et

sont donnes a titre d'illustration de nos methodes.

Soient W= W(k) , A = W[[T1, •• ,Tdll , An = A/pnA pour n I, et B un quo-

tient de

AI
par Q

A

Al • Posons X = Spec(B)

Ie separe complete de

, Y
n

= Spec(A
n)

et Y = Spec(A) • On designe

pour la topologie p-adique, et l'on appelle

complexe de de Rham complete Ie complexe = A(B I
) (avec la differentielle habi-

A A

tuelle). Par 1.2.8 (ii), est un A-module libre de base les dT. • Soient J
n

/'-
(resp. J) Ie noyau de An --> B (resp. A --> B) et DA(J) Ie separe complete, pour

la topologie p-adique, de l'enveloppe a puissances divisees de J dans A. Enon-

Ie theoreme de comparaison de la cohomologie cristalline d'un k-schema X

plonge dans Ie spectre Y d'un anneau de series formelles sur W a la cohomologie

de de Rham de Y; c'est l'analogue des theo remes 7.2 et 7.23 de [10 l ,ou X
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etait plonge dans un W-schema lisse.

Proposition 2.2.6. Sous les hypotheses precedentes,

rI'
A
n

II suffit de demontrer l'enonce relatif a Wn' Ie passage a la limite s'effec-

tuant comme dans loco cit. Pour la demonstration du lemme suivant, voir [6,

demonstration de 4.2.3 I.

Lemme 2.2.7. Pour tout (U,T,o) E CRIS(X/Wn) , il existe localement sur T un mor­

phisme h: T --> Y tel que le diagramme

U > T

1 }X c > y
n-. 1

Spec Wn

soit commutatif.

Par suite, Ie 1inearise /W) du comp1exe de de Rham de Yn [10,
n n n

6.9 1 definit un complexe de cristaux L(rly /W) sur CRIS(X/Wn) , par
n n

/W )
n n (U, T, 0)

ce dernier ne dependant pas, a isomorphisme canonique pres, du choix de h grace

a l'hyper-PD-stratification de /W )
n n

Observons alors que, comme dans Ie cas lisse,

tout diagramme commutatif

de

de la forme

En effet, soit

. i
pn-1xp

A' C A
n n

/W) est une resolution
n n

la sous-Wn-algebre engendree par les elements



75

A'
h

W ---> ---> A -----> Cn n n

J 1 1
k > Al ---> CI

ou C est une Wn-algebre telle que Ie noyau de C --> C1 soit muni de puissances

divisees, peut etre complete par h An --> C , et la restriction de h a A'
n

est determinee de maniere unique

les deux homomorphismes composes

6 , demonstration de 4.2.3 I. En particulier,

A'
n
-->
--> A

n
n

A
n
--> cfl)A /w (I)

n n

sont egaux (&b./.(I) designant l'enveloppe a puissances divisees de l'ideal

mentation), puisqu'il en est ainsi apres composition avec l'augmentation

/W (1) --> AI • Les proprietes universelles du produit tensoriel et de l'enve-
n n

loppe a puissances divisees entrainent alors l'existence d'un homomorphisme cano-

nique /A,(I) --> /W (I) , dont on verifie aisement qu'il est inverse de
n n n n

l'homomorphisme canonique /W /A,(I)· Or ce dernier est, pour ses deux
n n n n

structures de An-algebre isomorphe a l'algebre de polynomes a puissances divisees

II en resulte que pour

tout (U,T,o), /W )(U,T,o) est localement isomorphe au complexe
n n

qui est une resolution de 0T d'apres Ie lemme de Poincare [10, 6.11 et 6.12 I

II suffit pour achever la demonstration de la proposition 2.2.6 d'observer que

les i sont acycliques assode a projec-L(ny /W pour Ie foncteur image directe la
n n

tion uX/W de (XNn)CRIS,zar sur XZa r [ 10 , 6.10 et 5.27 , et que
n

i
ny /W

n n

d ' apres [10, 6.10 I, compte tenu de ce que Y est affine sur W
n n

En utilisant Ie lemme 2.2.7, on peut alors reprendre Ie raisonnement de 2.1.8,
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et en deduire sans difficulte la variante suivante.

Proposition 2.2.8. Soient H un groupe de Lie formeZ commutatif sur Wn (resp.

W) et G un sous-groupe de sa reduction H
o

sur k. IZ existe un isomorphisme

canonique dans D(W
n
) (resp. D(W))

(resp.

ou Ze membre de droite est defini comme en 2.1.7.

donnees en 2.1.9 ,
r-;

(resp.g Epour unmodulo les paires de la forme

Ainsi les groupes admettent pour i 2 une description tout

a fait similaire a celIe donnee en 2.1.9. En particulier, s'iden-

/'. 2 »-; "'I
tifie au groupe des paires (f,w) , telles que f E 2(H ) et wE &JG(H) Ufl/w

G
satisfassent aux quatre conditions similaires a celles qu'on a

Pi) designant la fleche induite par les lois de groupes de G et de H (resp.

par les projections de sur G et sur H) •

2.2.9. Supposons main tenant que G soi t la reduction a k d ' un W-groupe de Lie

formel commutatif H = SpiCA), avec A = W[[T! .... ,Td]] . Comme on l'a d i t en 2.1.9

A
dans une situation analogue, est maintenant isomorphe a A. Le bicomplexe

/'... "
K' (H') /W) est done de la forme suivante (ce diagramme est similaire a

(2.1.9.2))

1
"2
nw[ [T]]/W------:>

1
"I
"'w( [T]]/W--------0>

----->
W[[T1,T2]]/W

1

1
W[[T]](2.2.9.1)

W[[T1,T2,T3]] <IlW[[T
4,TS]]

1
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avec T. = (T. 1, ..• ,T. d) pour tout i . Notons Cw'(H,O) Ie complexe simple
1. a , 1,

associe a ce bicomplexe.

N. Katz a considere en [36, vI la cohomologie du complexe de de Rham formel

de H, et notamment la partie primitive du HI ; il a en particulier explicite Ie

lien avec les "presque-Iogarithmes" du groupe de Lie formel H . Revenons maintenant

brievement sur cette discussion, dans notre contexte. Le but en est de fournir une

autre description du groupe

On observe que chacune des composantes de CW(H,O) est un W-module sans tor-

sion, et Ie complexe CW(H,O) s'injecte done dans Ie complexe similaire CK(H,O)

construit a partir de la "fibre gener i.que" H x Spec(K) Spf(K[ [TI]) de H
Spec(W)

complexe simple associe au bicomplexe

----->"I
> "K[ [TII/K

-----> >

"I 1
------> " --->

K[[T I,
T211/K

1
1

K[ [Til

1
K[[T

1
,T

2,T3
]}(!lK [ [T

4,TSII

1

(2.2.9.2)

Puisque K[[T1, ••. ,Trll est une chacune des lignes horizontales

de ce bicomplexe est, par Ie lemme de Poincare formel, une resolution de K. On

voit done, en examinant la definition des fleches verticales que l'on a un quasi-

isomorphisme de complexes

"-
ou K est Ie complexe

-v idK 2
K : K ---> K _0_> K __> KS ,

pour une differentielle K2 -> KS qu'il n'y a pas lieu d'expliciter ici. En par-
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'V

ticulier, tIJK est acyc l i.que , et done egalement . On deduit de l'in-

jectivite de --> CK(H,O) que = a , c'est-a-dire que

(2.2.9.3) o

(resultat qui sera generalise en 4.2.6).

Soit

(2.2.9.4)

CK/W Ie complexe defini par la suite exacte

A la I-acyclicite de Ci(H,O) correspond un isomorphisme

(2.2.9.5)

I
qui fournit la description de Extk/W(Q,Ok/W) annoncee. Le terme de gauche de 2.2.9.5

s'identifie en effet a l'ensemble des elements f E K[[T]] , consideres modulo

W[[T]] , qui satisfont aux relations suivantes

(2.2.9.6)

E AI
df [T]]/W

On retrouve bien la les conditions decrivant Ie module ID(G/W) de [loc. cit.

theo reme 5. 1.6 (la condition inessentielle de normalisation f(O) = 0 resultant

de la premiere des relations 2.2.9.6 puisqu'on travaille modulo W[[T]]) . Enfin,

on renvoie a loco cit. pour une discussion de la relation entre les "presque-loga-

rithmes" f E K[ [T]] au sens de (2.2.9.6) et les objets similaires (mai s neanmo i ns

distincts) etudies par Fontaine [24, 261 .

2.2.10. Revenons au cas d'un k-groupe commutatif connexe fini G plonge dans un

W-groupe de Lie formel H. On peut encore donner une description de style (2.2.9.6)

du groupe

r-;
Pour cela, il nous faudra d'abord montrer que peut etre plonge comme

sous-anneau dans K[[!]I = K[[T1, .•. ,Tdll . en fait dans une situation
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un peu plus generale, et soient Rune k-algebre finie locale, intersection com-

pl e t e relative sur k, et ITo k[TI, ... ,Td] -> R (resp. k[[TI, ... ,Td]D un

homomorphisme surjectif, dont Ie noyau J o est contenu dans l'ideal (TI, ... ,Td)

On observera que les hypotheses faites sur R entrainent dans les deux cas que Jo

contient une puissance de l'ideal (TI, ... ,Td); la donnee de ITo equivaut done a

la donnee d'un homomorphisme surjectif k[TI, ... ,Td]/(T I, ... ,Td)N -> R , pour N

assez grand; de plus, si J o = Ker(k[!] -> R) , on a KerCk[[!ll -> R) =Jo.k[[Tll.

Posons A W[!] (resp. W[[!]]), et soient J Ie noyau de l'homomorphisme com-
r-:

pose IT A R , et Ie separe complete de pour la topologie p-

adique. On suppose qu'il existe une suite d'elements f
l
, ... ,fd E W[[!]] relevant

une suite de generateurs de Jo' telle que fi(O) = 0 et que l'ideal (f1, .•. ,fd)

de W[[T]] contienne une puissance de l'ideal (TI, .•. ,Td) . Cette hypothese est

toujours verifiee dans Ie cas particulier qui nous occupe, car, d'apres Ie theoreme

de structure des schemas en groupes de presentation finie [20, III, 3, 6.1 ],

il existe une suite reguliere de parametres de

telle que Jo

k[[TI, ... ,Td]] soit

(XI (Xd

soit engendre par une suite de la forme ' ... . Soient enfin

g., ..• ,gmEW[!] des elements relevant une base de R sur k .

Lemme 2.2.11. Sous les hypotheses precedentes, il existe une injection canonique

A
(2.2.11.1) e:....-> K[[T1, ... ,Td]] ,

A
identifiant a l'ensemble des series qui peuvent s'ecrire sous la forme

(2.2.11.2) = L
- -

ou les sont des combinaisons lineaires a coefficients dans W de gl' ... ,

tendant vers 0 pour la topologie p-adique de W[!] Loneque + cc

Observons tout d'abord que les enonces relatifs a W[T] et W[[T]] sont equiva-

lents. En effet, si J est Ie PD-ideal engendre par J dans la compatibilite

des puissances divisees de J a celles de p entraine que pn est un sous-
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PD-ideal de J. Par suite, l'image de J dans est munie de puis-

sances divisees par passage au quotient, de sorte que l'homomorphisme canonique

(J) /pn c2)A (J) -> tJ)A (JAn) ,
n

oil An = Wn[!l (resp. Wn[[!lD , pos sede un inverse, et est un isomorphisme .

Comme pn = 0 dans An' une puissance de J, donc de (T1, ••• ,Td) , est d'image

nulle dans 0A (JAn) , d'oil un isomorphisme
n

<2>A (J) /pn §)A(J) '"-->

pour N' assez grand. L'homomorphisme canonique

est donc un isomorphisme.

Nous voulons maintenant etendre l'homomorphisme canonique

(2.2.11.3)

defini par l'existence de puissances divisees sur l'anneau K[[Ill (de caracteris-

tique 0) , en un homomorphisme

A
-> «uzn

Considerons d'abord Ie cas particulier R = k , de sorte que J = (p,T1, .•• ,Td) .

Alors est l'anneau de polynomes a puissances divisees W<T1, .• "Td> (resp.

Le produit tensoriel W<I>0W[IlW[[Ill , par platitude de W[ [!ll sur W[!]) ;

c'est un anneau sans p-torsion, qui s'identifie par (2.2.11.3) au sous-W-module
/'-

libre de K[ [Ill de base les (resp .... ). Son complete (J) s' identifie

alors a l'anneau des series formelles de la forme

= L aq !.9./.9.! ,
.9. -

oil les a E W tendent vers zero pour la topologie p-adique, et ceci etablit Ie
.9.

lemme dans ce cas part1culier.

Dans Ie cas general, soit fl, .•• ,fd une suite d'elements de W[[Ill ayant
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les proprietes requises en 2.2.10. Alors J = (p.fl •.•.• fd) et la suite p.f] •...• f d

est reguliere. Conune fi(O) = O. il existe un homomorphisme u: W[[Il)--> W[[Ill

tel que u(T i) = f i ; posons 1= (p.T1 ..... Td) c W[[I]] • Sur W[[I]] • les topo-

logies I-adique et J-adique coincident. et u fai t de W[[Ill un W[ [Ill-module

separe et complet pour la topologie I-adique ; puisque Rest finie sur k. u

fait done de W[ [Tl) un W[ [Ill-module de type f i ni , angendre par gl •...• Par

ailleurs. u transforme la suite reguliere p.T1 •...•Td en la suite reguliere

p.fl .... ,fd de sorte que = 0 u est done un homomorphisme

plat [15, chapitre 3, § 5, theoreme 1 I , et fait de W[ [I]] un W[ [I] ]-module

libre de base

Definissons maintenant (2.2.11.1) par passage a la completion de (2.2.11.3).

Pour cela, nous munirons K[[T)] de la topologie de la convergence p-adique coef-
]Nd

ficient par coefficient (i.e. la topologie produit sur K K etant muni de la

topologie p-adique) : il est clair que c'est alors un espace separe et complet. II

faut verifier que (2.2.11.3) est continu pour la topologie p-adique de • i.e.

que pour tout multi-indice les coefficients de dans les series images

d'elements de forment un ensemble borne pour la metrique p-adique. Or, conune

u est plat. et J = LW[ [Ill •

(J) '" (W<I>IlilW[I]W[ [I] ])IlilW[ [IllW[ [II] •

ou la derniere extension des scalaires est faite par u . Une telle serie s'ecrit

done
m

I (? Pi(fl ... ·.fd)qi(fl,···,fd»g/T], ...• Td) •
j=l 1

avec Pi E W<T> , qi E W[[T)] ; comme les f i sont sans terme constant, on voit

aisement que Ie coefficient de est de valuation -v(ql!) ... -v(qd!) , done

est borne sur , ce qui etablit la continuite de (2.2.11.3) et l'existence

d'un unique homomorphisme continu (2.2.11.1) Ie prolongeant.

Pour montrer son injectivite, on considere Ie diagramme commutatif



82

A
(2.2.1I.IL K[[T]]W[[I]] > &JA(J)

> J2) (J)
A

"1 1 1 "I
> &>A(1)

A
W[ rrn > > K[ [T]]

Le carre de gauche est cartesien par platitude de u, celui du milieu parce que
A

est alors libre de type fini sur , de sorte que (1) tiDA(l)
A

A
est complet pour la topologie p-adique, et s'identifie a • Le carre compose

est aussi cartesien K[ [T]] est Le separe complete de [Ill pour la topo-

logie (T1, ••• ,Td)-adique, de sorte que Ie carre

----:> K[[T]]

1\

ou est Ie separe complete pour la ropologie (fl, .•• ,fd)-adique, est

cartesien puisque u est fini et libre ; mais par hypothese les topologies

resulte done par platitude

Enfin, on aK[ l'r l l .

A
(J)

A '"[Ill --> K[ [I]] . L' i nj ec t i.vi t e de (2.2.1 I. 1)
/'
(1) C-.>de celle de

l'extension des scalaires etant faite par u, d'ou resulte aussit6t la caracteri-

sation (2.2.11.2) de son image par (2.2.11.1).

Puisque l'injectivite de (2.2.11.1) est main tenant demontree, nous pouvons

reprendre Ie raisonnement de (2.2.9) dans Ie cas ou G est un k-groupe commutatif

connexe fini plonge dans un W-groupe de Lie formel H. Designons par Ie

A A 1
complexe llH'/W)s introduir dans Le calcul de

(proposition 2.2.8). Ce complexe ne coincide pas en general avec Ie complexe de
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meme nom introduit en 2.2.9, mais joue un role identique dans le cas present, ou

G est fini plutot que formel lisse sur k . On prendra garde que CW(H,O) depend

de l'immersion Gc--> H , ce qui n'apparatt pas dans la notation adoptee.

L'injectivite de (2.2.11.J) (et des morphismes analogues construits a partir

des immersions Gn C--> Hn pour les differents entiers n) implique celle du mor-

phisme de complexes correspondant

(2.2.11.4)

etant le complexe defini en 2.2.9) On dHinit connne en (2.2.9.4) un

complexe quotient La l-acycl ici te de fournit a nouveau la

relation (2.2.9.3)

et un isomorphisme comparable a (2.2.9.4) :

(2.2.11.5)

Le terme de gauche de (2.2.11.5) s'explicite ainsi : c'est l'ensemble des
/'..

f E K[[T]] , consideres modulo le sous-groupe , tels que f satisfasse aux

deux relations suivantes, que l'on comparera a (2.2.9.6) :

-<.
2

<J/) 2 (H ) ,
G

A "1
df E c0G(H) Ill) "w[ [T]]/W

Exemple : Considerons, pour n > 0 , le k-groupe fini an' plonge dans le W-groupe
p

formel additif par l'immersion (compatible aux lois de groupes) definie

n
l'ideal J = (p,TP) de W[[T]] . L'enveloppe a puissances divisees completee

par

r-:

s'identifie a son image par la fleche (2.2.11.1) dans B K[[T]] . D'apres le

lemme 2.2.11, cette image est la sous-W[[T]]-algebre de K[[T]l formee par les

series de la forme L a
m

telles que le terme
m

am de W tende vers 0 pour la topologie p-adique lorsque m tend vers l'infini.
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A titre d'exercice, le lecteur pourra verifier a partir des relations (2.2.9.6)

qu'une base du k-espace vectoriel

des Hements
j

TP /p pour

est fournie par les classes

2.3. Quelques consequences.

Les resultats de ce paragraphe concernant les faisceaux sont valables

pour tout j i , des qu'on dispose d'une resolution partielle de longueur i+l

d'un groupe abelien G d'un topos T, dont chaque composante est un produit fini de

groupes de type Z[Gn ] . Comme nous avons explicite une telle resolution pour 2,

les proprietes qui suivent sont enoncees sous cette hypothese supplementaire. En

vertu des resultats de Deligne mentionnes dans la remarque de 2.1.5, elles sont

neanmoins valables pour tout i •

Proposition 2.3.1. Soient G un S-groupe quasi-compact et quasi-separe et E un

cristal quasi-coherent sur 0S/E . Alors les faisceaux de

TZar sont, pour i < 2 , des 0T-modules quasi-coherents, pour tout objet (U,T,c)

de CRIS(S/E)Zar

En effet, compte tenu de l'isomorphisme (2.1.6.1) et de la suite spectrale

(2.2.2.1), il suffit (avec la notation de 2.2.2) de verifier la quasi-coherence des

q • [k]
faisceaux R f n CRIS.(fn CRIS(1s/EE»(U,T,c) . Mais celle-ci resulte (vu l'isomor-

a a

phisme qu'on obtient en de r i van t (1.1.16.4» de [10, theo reme 7.6], dont La de-

monstration demeure valable pour k > 0 .

Le procede de devissage qu'on vient d'employer pour ramener un enonce sur les

faisceaux &xi a l'enonce similaire pour les faisceaux image directe (f

etant Ie morphisme structural d'un objet du topos considere) est valable dans bien

d'autres situations. Voici une propriete analogue a 2.3.1 (et d'ailleurs plus ele-

mentaire) dans Ie topos S
T

Pour tout objet F de ce topos, et tout S-schema U
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on designe par FU Le faisceau sur l.e petit site de U (pour la topologie T)

obtenu par restriction a partir de F.

Proposi tion 2.3.2. Soient C un S-groupe quasi-compact et quasi-separe et M un

0s-module quasi-coherent de ST. Alors. pour tout S-schema U, l-e 0u-module

i&xtS(C.M}U est quasi-coherent lorsque i 2
T

C'est. par l'argument de devissage precedent. une consequence de la proposi-

tion 2.1.4 et du fait que Rjf.(f-M} est quasi-coherent pour tout

f : Cn -> S. pour n variable. Le morphisme structural de C
n
} .

(en notant

Nous demontrons maintenant. en employant a nouveau l'argument de devissage.

des theoremes du type "changement de base" pour les faisceaux

ceux-ci s'appuient sur une generalisation du theoreme de changement de base en co-

homologie cristalline [ 5 • V 3.5.2 ] .

Lemme 2.3.3. Soient S un schema de torsion et f: X -> S un morphisme plat

d'intersection complete relative. On considere une factorisation

iX <.c_-=-_--c> Y

\/
(2.3.3.1)

S

de f , ou i est une immersion fermee (necessairement reguliere [SCA 6. VIn 1.2 ])

de X dans un S-schema lisse Y Alors l'enveloppe a puissances divisees 0 x( Y}

de X dans Y est plate sur S et sa formation commute aux changements de base

S' -> S

Puisque l'assertion est locale sur Y. on peut supposer que les sommets du

triangle sont affines et que X est defini par une suite reguliere t] •••.• t r .

Le diagramme (2.3.3.1) se complete done en un carre cartesien
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ix c:c'-- y

Par ailleurs, comme les enveloppes a puissances divisees commutent aux limites in-

ductives, on peut supposer S noetherien.

La suite etant reguliere, S et Y sont tor-independants sur Y
o

et la platitude de X sur S entraine celIe de Y sur Yo aux points de X

[ 15 , chapitre 3 § 5 . Puisque S est de torsion, on sait Ccf. 1.1.1) que

est a support dans X. La platitude de Y

par [ 5 , I 2.7.1] que

sur Y
o

aux seuls points de X entraine

et donc que est plat sur .QlSCYo) . Mais est la Sr-al geb re a puis-

sances divisees 0S<t
l
, ... ,tr > engendree par les t i, elle est donc plate sur S

et il en est donc de meme de . La derniere assertion du lemme est immediate,

toute la situation etant preservee par changement de base.

Corollaire 2.3.4. Sous Lee hypotheses precedent-ee, soit (j ,y) un PD-ideal de S.

Al.are /Y) ----'.'::.-> cQlxCY)

En effet, la platitude de <0xCY) sur S entraine que les puissances d i v i sees

y s'etendent a . De plus, si ::f- est l'ideal de X dans <:f,\CY), la platitude

de X sur S entraine que ';l- n J

vi sees de &OXCY) sont compatibles a y

'J . '} , de sorte que les puissances di-

5 , I 1.6. J ] •

Le cas Ci) de la proposition suivante est la generalisation au cas des mor-

phismes d'intersection complete relative du theoreme de changement de base en co-

homologie cristalline pour les morphismes lisses [10, theoreme 7.8 ] .
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Proposi don 2.3.5. Boit

X' X

f'l If
(2.3.5.1) U' u U--->

I I
T' v

T--->

un diagrarrune commutatif de schemas, 012 f est quasi-compact et quasi-separe, et

X' = X"bU' • On suppose T et: T' munis de PD-ideaux quaei.-oohexente ('} ,8) et:

('(t' ,8') , tiel.e que v soit un PD-morphisme, et: U, u' definis par des sous-PD-

ideaux de l' . Boient E un cristal quasi-coherent sur 0X/T' E' =

It etci.et:e un marphieme de ohanqement: de base

(2.3.5.2)

et c'est un isomorphisme dans chacun des cas suivants :

(i) le morphisme f est plat d'intersection complete relative, E est plat

et k = 0

et

(i i ) le marphi.eme f est plat d/ intereect-ion complete relative, vest plat,

U' UX T'
T

(iii) vest plat, '}'

D' ' (I I 10 4) ... (t1[k) "l[k) , ,- h iapres ... , gCRIS 0X/TE = qX'/T,E ,d ou un morp 1sme

I'f. [k) > t1Jk) ,
-- defini par adjonction. Celui-ci induit un morphisme

a partir duquel Ie morphisme (2.3.5.2) s'obtient par adjonction (voir [ 5 , V

3.5.2), ou [10, p . 7.11 ). Pour montrer que (2.3.5.2) est un isomorphisme, on

se r amene par un argument de descente cohomologique (voir [5 ,p. 344-348 ) , ou

[10 , p. 7.13-7.15) au cas ou les sommets du diagramme (2.3.5.1) sont des schemas

affines.
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Supposons d'abord que f soit un morphisme plat d'intersection complete rela-

tive. On peut alors supposer que X se releve en un schema Xl plat d'intersection

complete relative sur T, plonge dans un schema Y affine et lisse sur T. D'a-

pres [ 5 , v 2.3.2 et pp . 322-323 )

D(OT) un isomorphisme

ou [ 10, theoreme 7.2 ), il existe done dans

(2.3.5.3)

OU &= E(X,DX(Y» est le HPD-stratifie correspondant a E. On sait

[ 10, 3.20.1 ) que l'on a un isomorphisme de 0y-modules &>X 6(Y) " a>X 6(Y) , et,
, l'

puisque T est de torsion, le lemme 2.3.3 et son corollaire entra1nent que

:llX 6(Y)
l'

(Y) , est plat sur T, et commute au changement de base. Puisque la
1

formation de a egalement ces proprietes, le terme de droite de (2.3.5.3) est

plat sur T et commute au changement de base, lorsque k o et que E est plat

sur 0X/T (done que & I.' est sur : ceci entra1ne l' assertion dans le cas

(i)

Dans le cas (ii), il reste seulement a verifier que la formation de la filtra-

tion Fk commute au changement de base. si est l'ideal de X dans Y, le

PD-ideal qu'il engendre dans , alors

et comme est plat, la formation de ce module commute au

changement de base par v, d'ou le cas (ii).

Enfin, so us les hypotheses de (iii), la platitude de v entra1ne que

commute done encore au changement de base par

• 'U

v (02)X,6(Y)) -> .2IX' , 6 ' (Y' )

'1r' [k-L] & ri
IlIl Y/T

ou [5 , I 2.7.1 ) ;' La formation des

v , ce qui acheve la

demonstration.

i [k)
Nous deduisons d'abord de 2.3.5 un theoreme de commutation des

aux images inverses.
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Proposition 2.3.6. Boit

S'

1
u

1
();', ';l',y') __v__> ();,'J,y)

un diagramme commutatif du type (1.1.10.1), ou vest un PD-morphisme. Boient G

un S-groupe et de presentation finie, E un quasi coherent sur 0S/);'

E ' '"= fCRIS(E) • Pour tout k ;} a , et: tout i 2 , morphismes

canoniques (1.3.3.1) et (1.3.3.2)

(2.3.6.1 )

(2.3.6.2) '" ("_ i ( l"l[k] » t i (G'I'1.[k] E')uCRI S ---> &x S'/);' _ ,as,/);,

sont des isomorphismes.

Rappelons que le foncteur
..

u
CRI S

est exact, de sorte qu'il commute a la tron-

cation, et que les deux assertions sont equivalentes. 11 suffit donc de prouver que

pour tout objet (U' ,T',a') de CRIS(S' ,y') , le morphisme canonique deduit

de (1.3.3.3)

t 2]lRJComS/); f! (U' ,T' ,a') -4 t 2] J&iComs, tt: (Q' E') (U' ,T' ,a')

est un isomorphisme.

Notons 'd-' l'ideal de U' dans TI, e t posons JC = do' + JOT' , 1(.' =l' + 0T'

munissons des puissances d.iv i sees a prolongeant a' et y, ':!It des puis-

sances d i v i.s ees 5' prolongeant a' et y I , de sorte que 'JC est un sous e-Plj-r i de aL

de JG' . Grace a (1.3.3.7), il suffit de prouver que le morphisme canonique

t " h i R 1 t G par C(3)(G",) - - (2 I 6 I) 1 i tes un 1somorp 1sme. emp a9an .::.0' grace a •.• , a SU1 e

spectrale (2.2.2.1) et la proposition 1.3.4 montrent alors qu'il suffit de prouver

que les morphismes canoniques
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lRf ('J-[kl E' )
G
n

/T' 'tr" 6' '" G
n
/T'u' ,J\), uf

Bont des isomorphismes, et cela resulte de 2.3.5 (ii) applique a

v = Id T, : (T','J\:,',6') -> (T','Je,"6) .

Dans le meme esprit, observons que, en pratique, les

restrictions a .5.c.h;S, 'Y des i
&xt s (G,E)

T

usuels :

&xt
i (G,E)
S'Y,T

seront les

Proposition 2.3.7. Soient (S, ,'Y) un schema muni d'un PD-ideal quasi-coherent,

un S-groupe tel que, pour tout objetG

'Y s'etendent a pour tout n , E

S / de Sch/S;'Y' les puissances divisees

un faisceau abe lien de ST' de restric-

tion E' a S Alors l'homomorphisme
'Y,T

j'" (G,E)) --> Ikct i (G,E')
ST 'Y,T

OU S -> S est le morphisme canonique, est un isomorphisme pour i ..:: 2'Y,T T

Par (2.1.6.1), on peut remplacer G par la resolution c(3)(G) . L'hypothese

faite sur G etant conservee par les changements de base par un morphisme de

il suffit donc de montrer que les homomorphismes

sont des isomorphismes. Or l'hypothese faite sur les Gn signifie que ce sont des

objets de Sch/S,y' de sorte que les homomorphismes consideres s'ecrivent

Compte tenu de [SGA 4 , IV 4.10.6, 6) 1, on peut remplacer des deux cotes les gros

topos par les petits topos, et ceux-ci sont egaux d'apres 1.1.4 (ii).

Une autre consequence importante de 2.3.5 est la commutation des faisceaux

i [kl
aux changements de base plats dans CRIS(S/E)
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Proposition 2.3.8. Boit G un S-groupe quasi-compact et quasi-separe. Alors, pour

tout morphisme cartesien de CRIS(S/E)

u' C > T'

u C > T

ou vest plat, et tout cristal E quasi-coherent sur 0SIE' on a un isomorphisme

canonique dans DCOT)

(2.3.8.1 )

On peut encore remplacer G par c(3)(Q) de part et d'autre de (2.3.8.1) .

Par platitude de v, le terme de gauche de 2.3.8.1 est isomorphe a

11 suffit donc de verifier que

La suite spectrale (2.2.2.1) permet a nouveau de se ramener a montrer que les

fleches de changement de base

-> lRf E I )
Gn Gn IT' G

n IT'
U' U' U'

sont des isomorphismes, pour parcourant les sommets du diagramme (GU/T)

considere en 2.1.6. Mais ceci resulte de la proposition 2.3.5 (iii).

Par passage a la cohomologie, la proposition 2.3.8 implique le corollaire sui-

vant ,

Corollaire 2.3.9. Bous les hypotheses de la proposition 2.3.8, on a pour tout 2,

un isomorphisme
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2.3.10. Soit E un cristal quasi-coherent sur 0s/r' Les faisceaux veri-

fient alors les conditions (i) et (ii) de 1.1.18 , ce qui entraine par 1.3.6 que

les groupes coincident pour les di.f fe rerit.e s topologies T con-

1.3.3 ) . Puisque les

. i ''IJk]
topologLes T,

(voir

i .siderees ici ; on les notera done Exts/r(Q,aS/rE} . On saLt que Ie faisceau

i [k]
est Ie faisceau associe , pour la topologie de Zariski , au

i [k]
prefaisceau (U,T,a) ExtU/T(Qu,dt/TEU}

. [k]
coincident pour les differentes

est Le faisceau associ.e pour la topologie T au pre fa i s ceau sous-jacent au faisceau

zariskien • En fait, un enonce plus fort est vrai : la propo-

sition 2.3.1 et Ie corollaire 2.3.9 montrent respectivement que chacun des faisceaux

i [k]
satisfait aux conditions (i) et (ii) de 1.1.18. et est

done un faisceau pour toutes les topologies considerees. On obtient done

Corollaire 2.3.11. Soient E un cristal quasi-coherent sur 0s/r • et G un s-

groupe quasi-compact et: quasi-separe. Alors :

(i) pour i 2 les prefaisceaux sous-jacents aux co£n-

aident pour toutes les topologies considerees ;

(ii) pour deux topologies T. T' • tiel.Lee que T' soit plus fine que T.

l'homomorphisme canonique

(2.3.11.1)

est un isomorphisme pour tout i 2 •

La deuxieme assertion resulte en effet de la suite spectrale

o pour q 2 et p> 1 d'apres 1.1.19.

Remarque. En vertu de ce qui precede (et de l'enonce analogue 2.4.5 pour les groupes

p-divisibles), nous pourrons en pratique nous dispenser de preciser la topologie
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pour laquelle nous calculerons les ou les

Sauf mention expresse du contraire, nous les considererons donc comme des faisceaux

zariskiens. Grace aux enonces 1.1.5 a 1.1.8, toutes les suites exactes de groupes

(pour la topologie fppf en general) rencontrees dans cet article nous fourniront

des suites exactes (pour la topologie de Zariski) de faisceaux .

Remarquons enfin que la discussion de 2.3.10 s'applique, de plus elemen-

est un module quasi-coherent de

commutent au changement de base plat,

autres topologies. On en deduit en par-

M

i&xts (G,M)U
Zar

calcules pour les

itaire , aux &xts (G,M) , lorsque
Zar

pour tout S-schema U, les

et sont egaux aux

ticulier la consequence suivante, pour chacune des topologies considerees :

proposi tion 2.3.12. Soit GunS-groupe quasi-aompaat et: quasi-separe. Ll: existe

pour i 2 un isomorphisme aanonique

(2.3.12.1)

En vertu de ce qui precede et de 1.3.6, on peut supposer que la topologie T

est la topologie de Zariski, de sorte que = is/E. d'apres 1.1.5. Comme

= G d'apres (1.1.4.3) , l'isomorphisme d'adjonction entre

se reduit a

et

(2.3.12.2)

ce qui donne (2.3.12.1) par passage a la cohomologie.

Dans Ie meme ordre d'idees, signalons Ie resultat suivant (voir aussi 5.2.3)

Proposition 2.3.13. Soit GunS-groupe fini loaalement libre. Alors

(2.3.13.1 )

Puisque Gm est lisse, = d'apres 1.1.6. On obtient donc une

sui te spec trale
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>

Ie resultat annonce en decoule.

2.4. Generalisation aux groupes p-divisibles.

Nous allons maintenant montrer que certaines proprietes obtenues en 2.3 pour

s'etendent au cas ou G est un groupe p-divisible

sur S • Cela necessitera l'utilisation des deux lemmes qui suivent ; pour la de-

monstration du premier (dans Ie cas ou Ie topos est defini par un espace topologi-

que), voir [10, 1emme 7.20 1.

Lemme 2.4.1. Soient T un topos, F. un systeme ppojectif de gpoupes abeliens de

T , indexe pap :IN • On suppose que pour tout objet X de T, i l: existe une fa-

miUe eouimant:e {Y
a
-> X} de morphismee de T, t.el le que pour tout a :

(i) Le systeme ppojectif de gpoupes abe liens F. (Y )
a

vePifie la condition de

Mittag-Lefflep.

ii) Pour tout q > 0 et tout o .

Alops F. est

Soit S un schema. Supposons maintenant que 91. soit un systeme projectif,

indexe par :IN , de OS-modules quasi-coherents.

Lemme 2.4.2.

i ). 2 .(i) i . ".,
R ':r. = 0 poup

(ii) Si satisfait Looal.ement: a La condition de Mittag-Lefflep, alore :F.
est

Les faisceaux injeetifs res tent injeetifs apres localisation, on peut done sup-
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poser que S est affine; soit S = Spec(A) . Posons F. = r(S, • On peut

plonger Ie systeme projectif de A-modules F. dans un systeme projectif de A-mo-

dules I. a morphismes de transition surjectifs, et Ie systeme projectif quotient

J. = L/F. est aussi a morphismes de transition surjectifs. Par passage aux o­
S

modules quasi-coherents associes, on a done une suite exacte de systemes projectifs

o --> c;.: --> I. '"--> J. --> 0

qui est par 2.4.1 une resolution lim-acyclique de longueur 1 de , d'oll (i) •

Par ailleurs, sous les hypotheses de (ii), lui-meme satisfait aux conditions

du lemme 2.4.1, en prenant pour familIes couvrantes les familIes surjectives d'in-

elusions d'ouverts affines de S •

Soit a nouveau (S,E) une paire de schemas satisfaisant aux conditions de

1.1.1. Considerons un groupe p-divisible G sur S et notons G(n) Ie S-groupe

fini localement libre, noyau de

Proposition 2.4.3. Fixons des entiers k) 1 , q 0 et designons par T l'une

des deux topologies fppf ou fpqc. Pour tout faisceau abelien E de (S/E)CRIS,T

annule par pk, le systeme projectif Em verifie la condition

de Mittag­Leffler.

La suite exacte de groupes abeliens de (SIE)CRIS,T

n
o --> Q.(n) --> G -...E-> Q --> 0 ,

induite, compte tenu de 1.1.7, par la suite correspondante dans

suite exacte longue

S , dHini tune
Y,T

->
n n

"-tq (G) -L t q ( )@-tq«))tq+1(E)_P__>
=.; SIE,T _,E > &x SIE,T Q,E -> """ S/E,T Q n ,E -> &x st z ;« Q,

e t la f l.eche n
p est nulle pour tout n > k puis-

que E est annule par k
P . On a done pour m,n) k un diagramme de suites exactes
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(2.4.3.1)

0--> (G,E) --> --> &xtq+1 (G'E)
L,T - S/L,T -'

II 1
L,

q+1
0--> --> --> &zts/L,

induit par Ie diagramme

n
0---> G(n) ---> G -p--> G --> 0

1 II n+m
lpm

0--> G(n+m) --> G -...l2..--> G --> 0

--> 0

--> 0 ,

Ainsi, pour n 7 k , 1 'image de ,E) dans ,E) est-

elle constante pour m k , de valeur T .

Corollaire 2.4.4. Soit E un cristal quasi-coherent sur 0S/L . Pour q 2 , le

systeme projectif des vePifie la condition de Mittag-Leffler

localement sur CRIS(S/L)T pour toutes les topologies T introduites en 1.1.

L'assertion etant locale, on peut supposer L, et done E, annule par une

puissance de p. D'apres 2.4.3, l'assertion est vraie lorsque Test la topologie

fppf ou fpqc q rr[kj
d'autre part, les sont independants du choix

de T d'apres 2.3.11. 11 suffit done de montrer que l'image de

est independante (en tant que prefaisceau) de la topologie consideree ; soit Fm,n

cette image, calculee dans la categorie des faisceaux pour la topologie de Zariski.

q r-t[kj
D'apres 2.3.1, les

pour tout (U,T,c) ; il en est done de meme de

sont des 0T-modules quasi-coherents

F • D'apres 2.3.9, ils commutentm,n

aux changements de base plats, et done F aussi. Par consequent,
m,n

Fm,n
est un

faisceau pour toutes les topologies considerees, et est ega1 a l'image pour chacune

de ces topologies.
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La proposi.tion suivante rassemble, dans Ie cas des groupes p-divisibles, la

plupart des proprietes demontrees en 2..3 pour les S-groupes quasi-compacts et quasi-

Proposition 2.4.5. Soient E un ox-ieta; quaei-coherent: sur 0S/E et G un groupe

p-divisible sur S. Alors, pour tout q 2 :

q /"[[k]
(i) Les prefaisaeaux sous-jaaents aux faisaeaux sont inde-

pendants de la topologie

(iii) Les 0T-modules

(U,T,o) E GRIS(S/E) .

T •

sont quasi-aoherents, pour tout

Observons d'abord que, pour tout faisceau abelien injectif J, Ie systeme pro-

jectif est d'apres 2.4.1. En effet, les injections

C--> induisent des surjections -->

G
n

est Ie quotient pour la topologie

T . Gomme tout faisceau de la forme est acyclique pour les foncteurs

sections, les conditions de 2.4.1 sont satisfaites, et l'on dispose d'une suite

spectrale de foncteurs composes

(2.4.5.1) p q rt [k] p+q 'J [k]
R lim &rt (G(n) 0 E) > &xtS/",T (_G, S/"E)<- S/E,T - 'S/E L. L.

pour toute topologie T . Or, par 2.4.4 et 2.4.2 (ii), Ie systeme projectif de 0T-

est G'est egalement Ie cas du

de groupes abeliens de (S/E)GRIS,T ' car

on deduit de 2.4.1 que pour tout systeme projectif F. de groupes abeliens de ce

topos, on a pour tout un isomorphisme de 0T-modules

La suite spectrale (2.4.5.1) se r edui t donc pour s s 2 a l'isomorphisme 2.4.5 (ii)

et 2.4.5 (i) resulte alors de 2.3.11 . Enfin 2.4.5 (iii) est une consequence de
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coincide, pour n et m suffisamment

q [k) q rt[k)
grands, avec l'image de dans

(voir la preuve de 2.4.3).

Remarque 2.4.6. On demontre en considerant la suite spectrale

y,T
=>

construite comme en (2.4.5.1), mais dans Ie topos Sy,T' que pour tout S-groupe

p-divisible G,

(2.4.6.1) Fm (G(n)
y,T y,T

II existe donc un isomorphisme canonique (2.3.12.1) pour G p-divisible, comme on

Ie voit en passant a la limite a partir de 2.3.12. Nous donnerons en 3.3.2 un enon-

ce plus precis.

2.5. Le cristal de Dieudonne d'un schema abelien.

2.5.1. Soit f : X --> S un morphisme de schemas. On note Ie ieme fais-

ceau de cohomologie de de Rham relative , et Ie ieme fais-

ceau de cohomologie relative, somme directe des faisceaux pour tous les

entiers p,q teis que p+q = i . Le produit exterieur sur nx/s induit une struc-

ture d'algebre graduee anti-commutative et sur . On

utilisera la notation pour des enonces communs a ces deux algebres .

Nous allons maintenant etudier Iorsque X = A est un S-schema abe-

lien de dimension relative n. On verra notamment en 2.5.2 (i) que est

plat sur S; ceci a pour consequence (compte tenu de la formule de Kunneth pour

$(AXA/S}) que la loi de groupe de A induit sur l'algebre 7Jf:,"'(A/S) une comul-

tiplication qui en fait une bigebre graduee. Par ailleurs on designe dans ce qui

suit par A(M} , pour tout R-module M, la bigebre d'algebre sous-jacente l'algebre
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exterieure de M, dans laquelle les elements de degre I sont primitifs pour la

comultiplication. La description suivante de est bien connue lorsque

S = Spec(k), ou k est un corps [49, VII, theoreme 10 ; 45, proposition 5.1] .

Proposition 2.5.2.

(i) Pour tout i ;. 0 (resp. p,q ;. OJ, les faisceaux
i (resp.

sont localement libres sur S et leur formation commute au changement

de base.

(ii) L'algebre est alternee, et le morphisme canonique d'algebres

-->

defini par La et.ructure multiplicative de est un isomorphisme, compa-

tible aux stY'Uctures de bigebre.

(iii) La suite spectmal.e de Hodge-de Rham

par expliciter 2.5.2 pour i

e S -> A est la section unite de A.

Lemme 2.5.3. La suite exacte de complexes

on pose wA

induit une suite exacte de modules localement libres sur S

(2.5.3.1)

dont la formation commute au changement de base.

Un raisonnement standard (voir par exemple [17, preuve de 5.5 ]) permet de

supposer que S = Spec(R) , ou R est un anneau local artinien. Comme A est lisse

sur S, wA est localement libre de rang n, et commute aux changements de base.
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D'autre part, si est Ie schema abelien dual de A (dont l'existence resulte

entre autres de [28, 3.71) , Le faisceau R1f¥(OA) s'identifie a son faisceau

tangent Ie long de la section nulle, de sorte qu'il est localement libre de rang

n , et commute aux changements de base.

Comme fest propre, lisse et a fibres geome t r i quemeu t connexes, f.(OA) " OS'

Puisque '"f (wA) , on en deduit pour tous p,q '> 0

et s'identifie a

Comme les differentielles invariantes sont fermees, est done nul pour tous

p,q ,et • En particulier,

II suffit done, pour achever la demonstration du lemme, de prouver la surjec-

tivite de B • Soit ZAR(A/S) Ie site dont les objets sont les couples (S',U) Oll

S' est un S-schema, et U un ouvert de A' = AXSS' , la topologie de ZAR(A/S)

etant la topologie de Zariski en un sens evident ; on notera encore Ie fais-

ceau defini par = ,et f Ie morphisme du topos des

faisceaux sur ZAR(A/S) dans SZAR tel que pour tout faisceau E sur ZAR(A/S) ,

et tout S' , f(S',f.(E» = f(A' ,E) . Le complexe de de Rham multiplicatif sur

ZAR(A/S) donne une suite exacte de complexes

x
0--> 0[1 QA/S --> QA/S --> Gm --> 0 ,

d'oll une suite exacte de faisceaux sur Ie gros site zariskien de S
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est nul sur Ie schema abelien

A

A sur S, la fleche composee

/I. • 0
A = P1CA/S

/l.A e:.- p.

dual de A. En effet,

a 2
-> JR f.(o {I

est determinee par sa restriction au sous-site forme des S-schemas plats, et, sur

2
celui-ci, Ie faisceau JR f.(o[1 est un 0S-module quasi-coherent. La nullite

de la fleche consideree resulte donc de [40, lemme p. 9 ]. On obtient finalement

une suite exacte

(2.5.3.2)
A S' I'x. A-->A-->O,

P1CA/S

qui est une suite exacte de groupes lisses, la representabilite du terme central

/I.
resultant de celle de A, puisque wA est un groupe vectoriel. Le faisceau tangent

a l'origine au terme central s'identifie a [ 40, II (4. I.4) e t

(4.1.7) ] et la sur j ec t Lv i t e de S r esu.l t e alors de ce l l,e de S' par passage aux

faisceaux tangents.

Demontrons maintenant 2.5.2 (i) • On se ramene, comme dans Ie preuve du lemme

2.5.3, au cas ou S est Ie spectre d'un anneau artinien. On vient par ailleurs de

montrer que toutes les differentielles d 1 de la suite spectrale de Hodge-de Rham

sont nulles et donc

oU nest la dimension relative du S-schema abelien A • Puisque A est propre,

lisse, a fibres geometriquement connexes sur S , le morphisme trace en cohomologie

n+1 n
commute au changement de base puisque R f.(QA/S) = 0 . La

est donc vraie pour i = 2n (resp. p+q = 2n) .

n n .> 0coherente R -- S est un isomorphisme. Enfin, la formation de

proposition 2.5.2 (i)

Demontrons 2.5.2 (i), pour i (resp. p,q) quelconque, par recurrence descen-

dante sur i (resp. p+q) . Par hypothese de recurrence, est libre et

la formation de commute donc au changement de base. D'autre part, le

2n-i Zn-r i,
choix d'une section a du morphisme canon i que i&l 'df,l(A/S) --> A ri(A/S)

(de but localement libre par 2.5.3) permet de definir un morphisme



102

2n-i I . 2n-i .
(A 1l.(A!S» Ill) 'i (A/S» Ill) 't (A/S) .....J!.....> $2n{A!S) Os

(ou est la multiplication dans et donc une fleche

(2.5.3.3)
2n-i

-> { A

Sa formation commute au changement de base, et son but est, par Ie lemme 2.5.3,
i

localement libre et isomorphe ii A'i!tJ(A/S) (on sait en effet par (2.5.3.1) que

est de rang 2n) • Par Ie lemme de Nakayama, pour montrer que cette fleche

iest un isomorphisme (et donc que 2.5.2 (i) est vraie pour (A/S» , il suffit de

Ie verifier lorsque la base est un corps, et dans ce cas la proposition 2.5.2 est

bien connue [49, 45) .

Fixons localement une base e
j
, ••• ,e 2n

de ?t,l (A!S) • Lorsque S est sans 2-

torsion, la structure d'algebre alternee de resulte de sa structure d'al-

gebre graduee anticommutative. Dans Ie cas general, il suffit, compte tenu de ce

qui precede, de verifier que tout element e.
J

de cette base est de carre nul. Or,

l'element e
l
'" ..• e 2n de est nul puisqu'il est de degre > 2n il

en est donc de meme de son image par comultiplication iteree dans En

2 2particulier, Le terme e11lll •.• IlIl e
j
IlIl .,. IlIl e 2n est nul et done egalement e

j
La

partie (ii) de 2.5.2 est maintenant demontree en effet Ie morphisme

A 'de! (A!S) -> (A!S) def i n i par la structure d' a l geb re a l ternee de ?/:,* (A!S) es t

un isomorphisme puisque (2.5.3.3) en est un pour tout i et la compatibilite de ce

morphisme ii la comultiplication est immediate puisque les elements de ,

generateurs de l'algebre , sont primitifs pour la comultiplication.

L'assertion 2.5.2 (iii) est une consequence des precedentes. On sait en effet

que Ie produit exterieur sur 0A/S induit une structure multiplicative sur la suite

spectrale de Hodge-de Rham, qui coincide sur Ie terme initial (resp. sur l'aboutis-

sement) avec la structure multiplicative sur (resp. prece-

demment envisagee, et pour laquelle les differentielles sont des antiderivations

(voir [ 45, p , 118). On a vu en 2.5.3 que , et l'on demontre par
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recurrence sur r 2 que d = 0
r
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: on sait que d est nulle sur les termes
r

d
Z

: -> E;'o , equivalente a la aur j ec t i.v i t e de la f l eche 8 de (2.5.3.1»

Mais l'algebre E-'- est engendree par de tels termes, et d est donc nulle sur
r r

E-'- tout entier.
r

2.5.4. Passons maintenant a la cohomologie cristalline. Soient S et (L,

verifiant les hypotheses de 1.1.1 (I) et a nouveau A un S-schema abelien de mor-

phisme structural f et de dimension relative n. Le cup-produit munit le 0S/E-

graduee anticommutative.

Corollaire 2.5.5. Sous les hypotheses precedentes,

en 0S/E-modules, localement libre de rang 2n. De plus, l'algebre

est alternee et l'homomorphisme canonique d'algebres

(2.5.5.1)

-defini par la structure multiplicative de R fCRIS.(OA/E) est un isomorphisme .

•Enj-in, l.a structure de S-groupe de A definit sur R fCRIS",(OA/E) une structure

de bigebre graduee, pour laquelle (2.5.5.1) est un isomorphisme de bigebres.

11 suffit de demontrer l'assertion pour les faisceaux zariskiens correspondants

sur tout objet (U,T,o) de CRIS(S/E) , et on peut de plus supposer T affine.

D'apres (1.1.16.4) ,

ou = AxSU . Comme U -> Test une nilimmersion, et T affine, il existe un

(1) Ces resultats peuvent s'etendre sans supposer p localement nilpotent sur S ,

en adoptant la definition de 1a cohomologie cristalline proposee en [5,

Appendice 1•
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schema abelien A' sur T relevant (Ie cas d'une nilimmersion se deduisant

du cas classique [28,47) d'une immersion nilpotente par passage a la limite in-

ductive), d'ou un isomorphisme canonique

(2.5.5.2)

ces isomorphismes etant fonctoriels et compatibles aux cup-produits, on est ramene

a la proposition 2.5.2.

Le corollaire 2.5.5 permet alors de calculer les faisceaux

pour i.:: 2 •

Theoreme 2.5.6. Soit f

Alors :

A --> S un schema abe lien. de dimension relative n.

(ii)

localement libre de rang 2n ;

Puisque 0S/E ' Ie complexe (Ei,o,di'o) de la suite spec-
'\,

trale (2.2.2.1) est Ie suivant, tout a fait analogue au complexe K examine en

2.2.9 dans un contexte similaire

O l d
S/E ----> °S/E ---->

a
-->

a etant defini par a(f,g)

EP , o = 0 P < 22 our p" .

(f,f+g,-f+g,-2g,-g) . Ce complexe est 2-acyclique, et

De meme, la formule de Kunneth entratne que

et la loi de groupe induit l'application diagonale sur M
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o 2
M ---> M

ou ,I : M2 __> M3 est defini par

formules (2.1.5.2). Ainsi, et

1a (m
l,m2) = (-m I , O,m2)

EI,I = 0 .
2

, comme l'indiquent les

Enfin, est la fleche

oil lJ (resp , Pi) : A2 ---,> A des Lgne la loi de groupe de A (resp. la projection

sur le ieme facteur), de sorte que = 0 puisque les seuls elements primitifs

de A(M) sont en degre I . Le theoreme en resulte.

Definition 2.5.7. Soient 5 uri echema de oaraotex-ietioue p, E = Spec(£,p)' 'J = P.OE'

muni de ses puissanaes divisees aanoniques. Si A est un 5-sahema abe lien, le aris-

I
tal en 05/E-modules &xt5/E(A,05/E) sem note ID(A) • Muni des homomorphismes

F: ID(A)o --> ID(A) , et: V: ID(A) --> ID(A)o definis en 1.3.5, ID(A) est appele

cristal de Dieudonne de A.

11 est possible d'etendre cette definition au cas OU l'on suppose seulement p

nilpotent sur 5 de la maniere suivante. 50it S = 5x5pecOF ) . Ainsi que l'on a
o p

observe en 1.2.1, le foncteur image inverse assoc i e a l'innnersion i : 5 C-.....> 5
o

definit une equivalence de la categorie des cristaux sur 5 relativement a E sur

celle des cristaux sur 5 relativement a E . Pour tout cristal M sur 5
o

cette

equivalence permet de donner un sens au cristal MO, meme si l'endomorphisme de

Frobenius de 50 ne se releve pas a 5 lorsqu'il se releve en un endomorphisme

a de 5, MO est alors l'image inverse de M par a au sens ordinaire. De meme,

cette equivalence de categories permet de definir des homomorphismes

F

V

-->

-->
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1
Par abus de langage, nous appellerons encore Ie cristal de Dieudonne

de A, et nous utiliserons encore la notation ID(A) .

Observons enfin Ie fait suivant. Pour tout carre commutatif (1.1.10.1)

S'
f

> S

1 1
, 'J' , y' ) u

(z, ::l , y)--->

ou u est un PD-morphisme, Ie morphisme

est un isomorphisme d'apres 2.3.6. Cela entraine les deux remarques suivantes

(i) En prenant S = S' , et en posant = z' = Spec(2') , 'j = 0 , muni des
p

puissances divisees triviales, = , muni des puissances divisees canoniques,

on voit que ID(A) est la restriction a CRIS(S/7p'p2'p'y) du cristal

Cette restriction, introduite principalement pour faire Ie lien avec la theorie

classique des modules de Dieudonne, n'est par contre pas necessaire pour la validite

des resultats des chapitres 3 et 5, qui n'utilisent pas l'hypothese de compatibilite

aux puissances divisees canoniques de p

(ii) Pour S, ,y) ver i.f i an t les hypotheses de (1.1.1) (resp. tels que

de plus y soit compatible aux puissances d i v i see s naturelles de p) , Le cristal

1
est simplement la restriction a ,y) du cristal

1
(resp. du cristal ID(A» •

p' p

Passons maintenant a l'etude de la filtration de Hodge.

Proposition 2.5.8. Soit f: A -> S un schema abelien. Alors

o pour i o ou 2

(ii) la suite exaete

o --> ----;> 0S/L --> Qa --> 0
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donne un diaqramne comrrrutatif a lignes exaatee

1 I 1 ---;>00--;> axts I l.: d-S II;)S --;> 0S/l.:)S --;> 8xts /l.:

It It l'1 1 v I --;>00--;> R ('irA/l.:) S --;> R fCR1S-l«OA/l.:)S --;> R

0---;> ---;> ---;>0

ou la ligne du bas est la suite exacte (2.5.3.1).

Compte tenu de l'identification de R1f-l«OA) au faisceau tangent a A Ie long

de la section nulle (cf. 5.1.1), cette suite exacte peut encore s'ecrire

(2.5.8.1) ° --;> wA --;> ID(A)S --;> (A) --;> 0 .

On remarquera que la proposition 2.5.2, dans Ie cas de la cohomologie de Hodge,

les analogues des assertions de 2.5.6, par la meme

montre en particulier que eRif.(OA)

. i
demontrer pour les &xts(A,Ga)

i
demonstration. Comme les &xts(A,Ga)S

s'identifie a

i i
(resp. R f*(OA» sont egaux aux &xts (A,Ga)S

y,T

f:A, ->S)
y,T y,T

d'apres 2.3.7, on deduit de 2.3.12 la

nullite des pour i = 0 ou 2, et les isomorphismes

La commutativite du diagramme entraine alors, d'apres 2.5.6 (ii) , que

1 '" 1
---> R ' et l'isomorphisme

a ete prouve en 2.2.2. La nullite de etant claire, il reste a prou-

ver celIe de . Dans Ie carre commutatif
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--->

la fleche verticale de gauche est surjective parce que est un cris-

tal, et la fleche du bas d'apres l'exactitude de (2.3.5.1) ; l'isomorphisme de

droite resulte de 2.3.12, et la fleche du haut est done surjective pour tout (U,T,o),

2
ce qui entraine la nullite de grace a 2.5.6 (iii).

Remarque 2.5.9. L'utilisation de methodes simpliciales permet de renforcer l'enonce

du theoreme 2.5.6. On peut en effet deduire de 2.5.5 que, pour tout schema abelien

A sur une base S de caracteristique p,

pour 1 < i < 2p-1 . Signalons egalement que pour tout S-groupe affine et lisse G,

(2.5.9.1) ° .

Par contre, supposons que k soit un corps de carac t.er i s t i.que 2, et S

Alors
2

f ° ,
2

f ° .

Spec Ik) .

En effet, en utilisant Ie plongement C Ga ' on peut calculer ces faisceaux en

utilisant Ie bicomplexe (2.1.9.1) (resp. son analogue explicite en 2.1.10) ; on a

alors

gz; (2 2)
k[X,Y] X ,Y , ••• ,

et l'on verifie facilement a partir des formuies (2.1.5.2) que l'element

«0,X2Y2),0,0) est un 2-cocycle, mais n'est pas un cobord. Les suites exactes
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0--> "z --> E
F
-->

ou E est une courbe elliptique supersinguliere, montrent alors, compte tenu res-

pectivement de (2.5.9.1) et de la proposition 2.5.8 (i), que



3 - CRISTAUX DE DIEUDONNE

Nous abordons ici l'etude des cristaux de Dieudonne associes aux groupes finis

localement libres, et aux groupes p-divisibles. Outre diverses proprietes de fini-

tude et d'exactitude, nous nous attacherons plus particulierement a l'etude des

relations entre ces cristaux, et les invariants differentiels usuels des schemas en

groupes : module des differentielles invariantes, algebre de Lie, complexes de Lie

et de co-Lie; ces relations, completees par celles qui seront etablies en 4.3,

sont en effet Ie point de depart de nombreux devissages.

Etant donnees les hypotheses faites sur les groupes etudies dans ce qui suit,

nous pourrons adopter les conventions de 2.3.11, remarque, qui nous permettront de

ne plus mentionner explicitement les topologies utilisees.

3.1. Le cristal de Dieudonne d'un groupe fini.

Les proprietes de finitude du cristal de Dieudonne d'un groupe fini localement

libre sont une consequence facile des resultats de 2.5 sur les schemas abeliens,

grace au theoreme de plongement suivant, du a Michel Raynaud.

Theoreme 3.1.1 (Raynaud). Soient S un schema, G un s-groupe fini Local.ement: l ibre

(de rang quel.oonque ) , Local.ement: sur S pour La topologie de Zariski, il existe un

echema abelien projeatif A, et une s-immersion fermee G C-> A •

Les schemas consideres etant de presentation finie sur S, on peut supposer

que S est Ie spectre d'un anneau local noetherien, de corps residuel k. Soit G*

Ie dual de Cartier de G .

Rappelons [48, 4.2.2] qu'il existe un 0s-module libre de type fini &, et

une representation lineaire de G* dans &, tels que sur Ie fibre projectif
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P =lP(&) , G"" agisse librement en dehors d'un ferme Z de codimension 2 sur

fibre.
If

l'action
.. If

chaque Soient m G xSP -> P de G , p G xSP -> P la pro-

jection, Q le schema quotient de P par l'action de G
If 11 : P -> Q le mor-

phisme de passage au quotient, qui est un morphisme fini, et 11' = 1Iop = 110m

Notons Z' -I m-I (Z) 11 (Z) U = P-Z U' -I -I
V 1I(U);= p (Z) , F = , = p (U) = m (U) ,

F est un ferme de Q, de codimension 2 sur chaque fibre. Gomme G
If

agit

librement sur U, la restriction de 11 a U est un morphisme fini localement

libre, faisant de U un torseur sur V de groupe G·

Pour tout faisceau inversible sur P, on peut definir la norme

qui est un faisceau inversible sur Q. Gonsiderons en effet, pour tout ouvert

WC Q , le diagramme commutatif

f(W,OQ) " f(1I- I(W),0)
" f(1I,-I(W),0 )

P " If

1 1
I G xp

'"
f(I.(W,OQ) > f(1I- I(W)lU,0 ) " f(1I,-1 (W)r1U',O. )

p > G xp

defini par la suite exacte

o --" 0 --" 11 (0 )Q If P

If

m.. •

p

•Gomme Pest lisse sur S, p: G xSP -> P plat, et Z de codimension 2

sur chaque fibre, les fibres de P (resp. G"xP) sont de profondeur 2 aux

points de Z (resp. Z') , et les deux fleches verticales de droite sont des iso-

morphismes d'apres [EGA, IV 19.9.8] ; il en est done de meme de celle de gauche.

Gomme S est local, G est de rang constant, et la restriction de 11 a U egale-

ment. L'homomorphisme de norme 1I.. (Op) est done defini au-dessus de V, et

il s'etend a Q grace aux isomorphismes precedents. La norme d'un faisceau inver-

sible s'en deduit comme dans le cas classique [EGA, II 6.5] • En particulier,

prenant = Op( I) , on voi t comme en [EGA, II 6.6. I] que le faisceau

i' = Np/Q(Op(I» est ample sur Q, de sorte que Q est un S-schema projectif
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de plus, 11"'( est de la forme Oped)

Supposons d'abord k infini. Si nest la dimension relative de P sur S,

on peut alors choisir n-I sections d'un multiple de de telle sorte qu'elles

definissent dans Q une courbe X lisse sur S et contenue dans V [37 ,(II)] ;

soit f : X --> S La restriction Y de U a X est alors un G"'-torseur sur X,

qui est une intersection complete dans l'espace projectif P puisque Oped) .

Ce torseur definit un homomorphisme de groupes

j

(cup-produit avec la section de definie par Y) . Comme X est une S-

courbe lisse, est un S-schema abelien projectif, et 7,

de sorte que j se factorise par J. Comme G est fini, sera une immersion

fermee si c'est un monomorphisme [EGA, IV 8.11.5] , et d'apres Nakayama il suffit

qu'il en soit ainsi de sa fibre speciale; ce dernier point resulte alors de [48,

4.2.5 ).

Lorsque k est f i rri , observons que, si Qo est la reduction de Q sur k ,

on peut trouver sur la cloture algebrique de k , done deja sur une extension finie

k ' de k , n-I sections hyperplanes de Qo ayant les proprietes requises. Comme

k' est une extension separable de k , done monogene, il existe un schema local

S', de corps residuel k ', fini et etale sur S • En relevant au-des sus de S' les

sections hyperplanes construites sur k', on obtient alors une courbe lisse X' sur

S', contenue dans UxSS I, done comme plus haut un plongement de GxSS' dans la

jacobienne de X' . Par restriction de Weil de s' as, on obtient alors un plon-

gement de G dans un schema abelien projectif sur S : il suffit en effet de Ie

voir apres localisation finie etale, ce qui ramene au cas ou S' est somme d'un

nombre fini de copies de S, et a la description donnee en [20, I, § I, 6.7]

de la restriction de Weil dans ce cas.

Remarque Lorsque S est Ie spectre d'un anneau local complet a corps residuel
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parfait, les methodes de deformations de plongements de Oort [46] permettent de

montrer que tout groupe fini sur S peut etre plonge dans un schema abelien formel,

et en particulier dans un groupe p-divisible sur S . Ce resultat suffit en fait

pour les besoins du present article, mais son utilisation necessite des devissages

nettement plus de l i ca t s -voir [8] pour ce point de vue.

Soient maintenant S, verifiant les hypotheses de 1.1.1.

Theoreme 3.1.2. Boit G un groupe fini localement libre sur S • Alors :

(i) le complexe est un complexe parfait de 0S/E-modules.

d'amplitude parfaite contenue dans [0,1], et de rang nul;

(ii) s'il existe uri plonqement: de G dans un schema abe l i en A
O sur S. de

sorte qu'on obtient une suite exacte

o ---> G ---> AO
__u__> AI ---> 0 ,

il existe un isomorphisme canonique dans D(OS/E)

(3.1.2.1)

Comme l'assertion (i) est locale sur S, Ie theoreme 3.1. I permet de supposer

que G est contenu dans un schema abelien AO Le quotient Al = AO/G est alors

un schema abelien de meme dimension que AO , et l'assertion (i) resulte de (ii)

d'apres 2.5.6 (ii).

donc sous les hypotheses de (ii), et soit r· une resolution injec-

Ie bicomplexe obtenu

(i,j) , ,r·)s Ie complexe simple

tive de 0S/E . Soient A· = [Ao u_> AI]

-j i
en ,r) en bidegre

associe. D'apres 1.1.7, Ie plongement G --> AO donne un quasi-isomorphisme

qis

Soit ,r·) Ie sous-bicomplexe de ,r·) obtenu en appliquant
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la troncation a chacun des complexes simples correspondant a un deuxieme indice

fixe:

I 0
,I'))0--> ,I ) --> --> 0 --> ...

t

u
ul 1\Of 'V

0--> 1
0

) --> --> 0--->

Comme d'apres 2.5.6 (iii), on obtient en prenant les complexes

simples associes un quasi-isomorphisme

o , on obtient finalement un quasi-isomorphisme

d'ou. l'isomorphisme cherche dans D(OS/r.) .

Corollaire 3.1.3. Soit G un groupe fini localement libre sur S. Alors

I
est un cristal en 0S/E-modules, localement de presentation finie

sur 0S/E •

D'apres 3.1.1, il existe localement sur S une suite exacte

o --> G --> AO --> Al --> 0 ,

Ou. Ai est un schema abelien sur S • L'isomorphisme (3.1.2.1) fournit alors la

suite exacte

->

qui entraine immediatement Ie corollaire.

II est quelquefois commode de traduire en termes des complexes zariskiens

K(U,T,6) associes a un complexe K la propriete que K soit parfait:
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Proposition 3.1.4. Soient K E un compLexe de borne supe­

rieurement, a b deux entiers. Pour que K soit d'ampLitude parfaite contenue

dans [a,b] , iL faut et suffit qu'iL verifie Les deux conditions suivantes :

(i) pour tout objet (U,T,c) de CRIS(S/E), Le compLexe K(U,T,c) E D-(OT)

est d'ampLitude parfaite contenue dans [a,b] ;

(ii) pour tout morphisme (u ;v) : (U',T',c') -> (U,T,c) de CRIS(S/E),

L'homomorphisme canonique

lit

(K(U,T,c» ---> K(U',T',6')

est un isomorphisme.

Par definition, K est d'amplitude parfaite contenue dans [a,b] si tout objet

(U,T,c) possede un recouvrement (Ui,Ti,C) tel que sur le site CRIS(S/E)/(Ui,Ti,c),

soit isomorphe a un complexe de 0S/E-modules localement libres de rang fini, a

termes nuls en degres hors de l'intervalle [a,b] . Les deux conditions sont done

necessaires.

Reciproquement, si la condition (i) est verifiee, il existe localement sur T

un complexe de 0T-modu l es , a termes libres de rang fini, tel que = 0 pour

i if. [a,b] , et un quasi-isomorphisme --> K'
(U,T,c) , au K' represente K •

Le complexe definit un complexe L' sur CRIS(S/E)/(U,T,c) en posant, pour

(u,v) : (U',T',c') -> (U,T,c) ,

r«u,v),L') = reT' ,v"'( .

11 existe un homomorphisme canonique L' --> K' , defini par

reT ' ,v"'( ..p.» -> r cr: "'(K' » >,v (U,T,c) - reT' ,KCU' ,T' .s:

r«u,v),L") -----------------;> r ( (u , v) ,K' )

11 est clair que represente et que l'homomorphisme L' -> K'

'"induit l'homomorphisme (K(U,T,c» --> K(U' ,T' ,c') sur T' (vu comme T-schema
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par v) • La condition (ii) entraine donc que L· --> K· est un quasi-isomorphisme,

ce qui prouve que K est d'amplitude parfaite contenue dans [a,b] .

Definition 3.1.5. Soient S un schema de caracteristique

':l= POE' muni. de eee puissances divieeee canoniques. Si

p, E = Spec(Z) ,
p

G est un groupe fini

1
localement libre sur S. le cristal en 0S/E-modules sera note

D(G) ; le oompl.exe sera note I"'(G) • Muni des homomovphiemee

F : ID(G)o --> ID(G) , V : ID(G) --> ID(G)o (resp. F IlI(G)o -A'l(G), V: 4'.(G) -A'l(G)o)

definis en 1.3.5, ID(G) (resp. IlI(G») est appele cristal de Dieudonne de G (resp.

complexe de Dieudonne de G) •

Comme en 2.5.7, nous utiliserons l'equivalence de categories entre cristaux

sur S et cristaux sur S = SXSpecOF) pour etendre cette definition au cas ou
o p

pest seulement localement nilpotent sur S •

D'autre part, les remarques 2.5.7 (i) et (ii) sont encore valables lorsque G

est un S-groupe fini localement libre. Pour simplifier, nous utiliserons dans ce qui

1
suit les notations ID(G) ,.4'.(G) pour designer et

(G etant un S-groupe fini localement libre ou un schema abelien), meme lorsque les

puissances divisees y ne sont pas supposees compatibles avec celles de p . En par-

ticulier, les resultats des chapitres 3 et 5 sont valables sans cette hypothese.

Proposition 3.1.6. Soit

o ---> G' __u__> G Gil ---> 0

une suite exacte de groupes finis localement libres sur S. Elle induit un triangle

distingue

A'l(G' )

0.1.6.1) :I \'Ul
III (v)

A'l(G") > tl (G)

et une suite exacte
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IDev)
IDeG") ---> ID(G}
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IDeu}
---> ID(G'} --> 0 •

o --> G' --> G --> Gil --> 0

etant exacte d'apres 1.1.7, la proposition 2.1.2 montre qu'il suffit de prouver que

D(u} est surjectif. C'est une assertion locale sur S, si bien que l'on peut sup-

poser G plonge dans un schema abelien A . La diagramme commutatif

ID(A}

/ \
ID(G) ------'> ID (G' )

ou ID(A} ->ID(G'} est surjectif d'apres (3.1.2.1) donne alors Ie resultat.

Remarque 3.1.7. Comme la categorie des cristaux est une sous-categorie pleine de la

categor i e des faisceaux de 0S/l;-modules, ID(G') est aus s i, Le conoyau de ID(G")-ID(G)

dans la categorie des cristaux sur CRIS(S/E} . II est par contre clair que l'homo-

morphisme ID(G"} -> ID(G} n'est pas en general injectif dans la ca t.egor i,e des fais-

ceaux : ainsi, si G est un groupe p-divisible sur S, l'endomorphisme de

(I)
D(G)(U,T,o} induit par la mUltiplication par p est nul si T est un :IF -

P

schema. 11 n'est pas vrai non plus en general que ID(G"} -> ID(G} soit un monomor-

phisme dans la categorie des cristaux sur CRIS(S/E} • Ogus a en effet montre qu'en

prenant par exemple 2 2S = Spec(k[X,Y]/(X ,XY,Y }) , ou k est un corps parfait de

caracteristique 2 ,l'anneau r(S/E,OS/E} possede des elements de 2-torsion . Si

l'on prend pour G Ie groupe p-divisible dont Ie cristal de Dieudonne est

isomorphe a 0S/L (cf. 4.2.15), la multiplication par 2 n'est donc pas un monomor-

phisme sur IDeG}

groupes finis.

(I) C£' 3.3.6.

On en deduit facilement des exemples analogues portant sur des
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3.2. Relations entre complexe de Dieudonne et complexe de co-Lie d'un groupe fini.

3.2.1. Soient S un schema sur lequel pest localement nilpotent, G un groupe

fini localement libre sur S, Ie complexe de co-Lie de G [41, II 3.2.13] ,

Ie complexe de Lie de G. Rappelons que, d'apres les conventions de 1.1.3 et

1.1.4, nous no tons par un indice S Ie faisceau sur Ie petit site (pour la topo-

logie consideree) de S induit par un faisceau sur Ie gros site, ou par un fais-

ceau cr i s tall in. La "formule de duali te de Grothendieck" [40, II § 14] donne une

interpretation cohomologique de

0.2.1.1)

ou la topologie utilisee est sans importance d'apres la remarque de 2.3.11. Si l'on

considere comme complexe de faisceaux sur S
y

on en tire par (2.3.12.2) un

isomorphisme canonique

0.2. J .2) Q • ( G v)
"G : '"-->

comme , on en deduit encore

(3.2.1.3)

ce qui resulte du reste de l'isomorphisme plus elementaire

en posant \J
G

, on obtient enfin

0.2.1.4)

Lorsque S est de caracteristique p, on remarquera que, dans l'isomorphisme

la puissance p-ieme symbolique sur oeie(G"') correspond a l'endomorphisme induit

6 , 1.5. I] ) •

Nous allons donner dans cette section une interpretation du meme type pour Ie

complexe de co-Lie au moyen des invariants cristallins associes a G ; ces
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deux enonces peuvent alors etre vus comme decrivant l'analogue du gradue associe a

une "filtration de Hodge" sur Le complexe de D'ieudonne 1MG) , generalisant des

enonces tels que 2.2.3 (ii) et 2.5.8 (ii).

Cette interpretation, dans la presentation developpee plus bas, repose sur

l'existence d'elements primitifs dans certaines enveloppes a puissances divisees

d'algebre de groupes. Le cas Ie plus simple est Ie suivant, qui generalise l'enonce

bien connu selon lequel tout groupe formel sur une base de caracteristique nulle

est un groupe vectoriel (voir par exemple [33, 1.3 tho 1] ) .

Soit done L un groupe lisse sur S (Ie cas d'un groupe de Lie formel sur S

se traiterait de analogue). Notons e la section nulle de L ,

Si est l'algebre du voisinage a puissances divisees de la

section nulle dans L, il est a support dans cette section, de sorte que

Observons alors que s'identifie a l'algebre du voisinage a puissances
S

divisees de la section nulle de LXSL . En effet, p etant localement nilpotent

sur S ne depend localement que du n-ieme voisinage infinitesimal de S dans

LXSL , pour n assez grand [ 5 , I 2.6.3] ; or l'algebre de ce dernier s'identi-

n+lfie a , d'ou d'apres loco cit. un isomorphisme canonique
S

'V
--> <0' .

D'autre part, Ie PD-ideal I engendre par I dans est facteur direct, de sorte

que l'ideal est muni de puissances d i visees ( 5 , I 1.7.1]

on en deduit un homomorphisme

inverse de l'homomorphisme naturel, si bien que ce dernier est un isomorphisme.

La loi de groupe sur L induit done un homomorphisme --> 621 , qui
S

munit d'une structure de 0s-bigebre. Si wL est Ie faisceau des differentielles

invariantes par translation sur L, et r(wL) l'algebre a puissances divisees du

0S-module wL ' nous munirons r(wL) de la structure de bigebre induite par l'appli-
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cation diagonale de w
L

•

Lemme 3.2.2. Sous les hypotheses precedentes, il existe un unique PD-morphisme

0.2.2.1)

compatible aux structures de bigebres, et tel que le carre

W
L

Cf >

(3.2.2.2) I I,
WL

'\,

--->

S

soit oonmutatif', De plus, 'f est injectif et induit un isomorphisme entre Lee

completes PD-adiques correspondants.

L'assertion etant locale sur S, on peut supposer p nilpotent, et I en-

gendre par une suite reguliere tl, ... ,td. II existe alors pour tout n un iso-

morphisme

'\,
-->

envoyant

algebres

T.
1.

sur to
1.

pour n assez grand, il induit un isomorphisme de PD-

d'apres 5 , I 3.5.1 (ii) 1 . Soi t I l,e PD-ideal enge ndr e par I dans

d'apres Ie lemme de Poincare cristallin 5 , V 2.1.11 , toute I-forme fermee de

{lJ1iI! nl " {;1) iii!0 west la d i f f eren t i.el l e d' un unique element f E I . Pour n E "t, '
R R S L

so i t done 'fen) 1 'unique element de I tel que = Illiln ; 'f est alors une

application 0S-lineaire de w
L

dans I verifiant (3.2.2.2), et s'etend de maniere

unique en un PD-morphisme f(w
L)
--> , d'ou l'existence et l'unicite de 9 .

D'autre part, si m est la co-multiplication sur , on obtient
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o

comme d est injectif sur 1 fi!l0l; + a>fi!I I c a> fi!I d ' ap re s Le lerrme de Poincare cris-

tallin, 'f(n) est un element primi tif de c2> , et <f un homomorphisme de bi.geb re s ,

Enfin, connne 'f est un PD-morphisme, et f(w
L
) et rfl) des anneaux de polyn6mes a

puissances divisees, il suffit pour prouver la derniere assertion de prouver que 9

induit un isomorphisme w 1/1[2] . mais
L '

par 5 , I 3.3.3

et 3.3.4] , et 'f induit l'isomorphisme inverse de celui qu'induit d

3.2.3. Soient G un groupe fini localement libre sur S, et

0--> G --> LO _u_> L 1 --> 0

la resolution canonique de G par des S-groupes affines et lisses [41, II 3.2] •

Nous allons construire un morphisme de D(OS)

par deux methodes differentes, correspondant aux deux procedes de calcul du terme

de droite fournis par 2.1.10 et par 2.2.1.

Tout d'abord, avec les notations de 2.2.1, il existe un isomorphisme canonique

Oll .. /s)s est Ie complexe simple associe au tri-complexe
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I I
..

les indices etant dans l'ordre l'indice en n' , en L' et en K' , et Ie terme

n1 d'indices (1,-1,0); Ie complexe simple associe commence done en degre zero
L1/S

par

Par construction, Ie complexe de co-Lie i
G est l'objet de nb(Os) represente

par Ie complexe

W I
L

du
---> W

L
O

oli W est place en degre 0 i
G[ - l j est done represente par

LO

-du
W

L
I
---> W

L
O

oli W

L
I est place en degre 0 On def i.n i t alors

(3.2.3.2)

par Ie carre commutatif
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.1
> (llw 1 c .J

L L1/S

-dUI !-dU
v .0 v

w c J > (ll
LO LO/S

sont les inclusions naturelles.

On peut d'autre part utiliser Ie plongement G c--Lo pour representer

0 (l' ), oil
(Lo)./S s

F1K'(.2J ,«Lo),)!!\) (l' ) est Le complexe simple as soc i.e au bicomplexe
G (L0) . /5 s

J ---> Jl; (Lo)I1:>(l1l > (L0)11:>(l2 >
G 1.°/5 G 1.°/5

1 1 1
(3.2.3.3) J

2
--> fil; «Lo)2)liO(l) __>:;; «Lo)2)11:>,,2 -->

G2 (1.°)2/5 G2 (1.°)2/5

ideal e ngendre par J. dans «Lo)i) ; Le premier indice est I'indice en (l' ,
1 G1

et J = J 1 est place en bidegre (0,0) . On note par ailleurs l'enveloppe a

puissances divisees de l'ideal d'augmentation de l'algebre de

ideal canonique. On definit alors

I son PD-

(3.2.3.4)

par Ie carre commutatif

w 1
-Uo Cj>

> J
L

-dul

lC!ljo
ld

VI
° Iw > <0

G
(L )0 (l

LO LO/S
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ou la ligne du bas est l'application canonique, et celIe du haut l'homomorphisme

compose

w
1

L

etant defini par 3.2.2.

Lemme 3.2.4. Avec les notations de 3.2.3, aG

II faut comparer les complexes et

t 11F
1K·('l>.G.«Lo

) ' ) QIIQ ' ) utilises en 3.2.3 pour calculer
(L0) • /S s

avec un troisieme qui leur soit quasi-isomorphe. Pour cela, considerons Ie complexe

de longueur 1

G' = {G -> O}

ou G est en deg re 0, et calculons par la methode de 2.2.1,

grace au plongement G' c--> L' : on obtient un isomorphisme

ou Ie second membre est Ie complexe simple associe a un tri-complexe analogue a

(3.2.3.1), les facteurs ni . et ni . etant remplaces par
(Lo»)/s (L1»)/S

. {{Lo)j)llilQi , et ibo« L1) j ) l8lni I' on observera qu'en particulier
GJ (Lo)J/S (L »)/S

= 0
0
(LI) • On obtient egalement par f onc tor i a l i t e un diagramme de quasi-isomor-

phismes

qis

qi s

II suffit donc de prouver que Ie diagramme de morphismes de complexes
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est commutatif a homotopie pres. L'homomorphisme

"\. 1 --
> I )EIlJGlI2

L

I

o

-,

.0
J

.1
J (ll

L
1

I----------1--:> (lL I Gl (lL0 Gl (l (L J) 2

...

\

\

\

o

"\-
J

o

T -> (ll I) Gl J Gl 1
2

L

est (d,u,-a) , et on verifie immediatement qu'on obtient une homotopie en prenant

h
0 = If : w I -> I , e t h I = 0 •

L

Theoreme 3.2.5. Sous Zes hypotheses de 3.2.3, Ze morphisme

est un isomorphisme.

Nous uti1iserons 1a description (3.2.3.4) de aG. 11 suffit donc de prouver

que 1es deux suites

(3.2.5.1)

(3.2.5.2) O->w
1

L

sont exactes.
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est claire, puisque

et que est augmente vers Os . Soit

(n i) une base de w au voisinage d'un point, et soit E a. \lII n , une section de
LO 1. 1.

w d'image nulle dans §) 2«Lo)2)\lIIQI 2 On a
S LO G (Lo) Is

a(Ea. an. )
1. 1.

ill '"puisque les ni sont primitives. Comme les PI(ni) et P2(ni) forment une base

de 2«Lo)2) QlIQI 2 sur «1°)2) , la relation a(Eai\lllni) = 0 entraine que,
G (1°) IS G

2

pour tout i mlli(a.)
1.

ill
pt(ai) = P2(ai) ; appliquant l'augmentation a l'un des fac-

teurs de .§l) «Lo)2)
G
2

titude de (3.2.5.1).

on en deduit que a.
1.

est une section de Os ' d'oll l'exac-

Pour prouver celIe de (3.2.5.2), observons que chacun des termes de la suite

est plat et commute aux changements de base (compte tenu de 2.3.3). En utilisant la

filtration p-adique, il suffit done, en passant au gradue associe, de montrer que

nO n+'Ola suite est exacte apres tensorisation par p sip S' quel que soit n comme

no I n+I Op S P S est isomorphe a un quotient de caracteristique p de Os ' il suffi t

done de montrer que la suite est exacte lorsque S est de caracteristique p. On

munit ensuite la suite (3.2.5.2) d'une filtration en prenant la filtration PD-adique

sur et 33 ' et en filtrant W J
L

par si i 9 2.

Rappelons 5 , VI 3.2.5] que pour tout ideal regulier J dans un anneau A de

caracteristique p, engendre par une suite reguliere tJ, .•. ,td, est un

( ) ( ) [pql_ [pq]] [pqd]
A/J P -module libre (avec J p = (ty, ••• de base les t - - t J ... t d

il est de la sorte muni d'une graduation, pour laquelle est de degre
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Iql = ql+···+qd ' et Ie separe complete PD-adique de s'identifie au separe

complete pour la filtration associee a cette graduation

(3.2.5.3)
A

iJA(J}

Soient done t1, •.• ,td une suite reguliere de generateurs de J, t;, ... ,tZd la

suite reguliere de generateurs de J 2 formee des I®t i et tj®1 • On deduit aise-

ment de la definition de aO , et de la formule donnant les puissances divisees

d'une somme, que envoie une section de sur une section

de e (0 .t ' [p.s.] , et al verifie la propr i e t e analogue. Utilisant
Iq kn (Lo)

la graduation definie par les t i, il en resulte que pour prouver l'exactitude de

(3.2.5.2), il suffit de prouver celIe du separe complete pour la filtration PD-

adique, ce qui ramene finalement a etudier Ie gradue associe a cette derniere. Or

l'homomorphisme o 1 -> 0 est te I que
L L

O
J = 1.0 ; comme Cf envoie une base de

L
O

w
L1

sur une base de 1(1[2] 1/12 formee d'elements primitifs, uo'f envoie une

une base de w
L1

sur une base de 3(3[2] en t an t que 0 IJ-module, formee d'ele-
LO

ments primitifs. Cette base definit alors une base de

(voir [ 5 , 1 3.4.4]) , et l'exactitude de (3.2.5.2) resulte finalement du fait

classique (et elementaire) que pour tout anneau A et tout A-module plat M, la

suite

0--> M --> r+(M}
a
o--->

est exacte [16, V 5, corollaire et remarque I, p , 17-18] .

nG ' on deduit de 3.2.5

Corollaire 3.2.6. Soit G un groupe fini loealement libre sur S • Il existe des

isomorphismes eanoniques
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Remarques 3.2.7.

(i) 11 est en fait possible, dans cette construction, de remplacer la resolu-

tion canonique par une resolution quelconque de longueur 1 par des groupes affines

lisses : on verifie que l'on obtient Ie meme isomorphisme en se ramenant au cas ou

il existe un morphisme entre les deux resolutions, et l'identification ainsi obtenue

est independante du choix de ce morphisme, deux morphismes entre resolutions de

longueur 1 etant homotopes.

(ii) Indiquons sommairement une autre methode pour definir l'isomorphisme

Tout d'abord, si M est un complexe quasi-coherent concentre en degres [-1,0],

la demonstration de la formule de dualite de Grothendieck [40, II § 14] montre

que celle-ci s'etend en un isomorphisme

'"-->

Or, d'apres 2.3.1 et 2.3.7, la restriction de [I] au

petit site plat de S est un complexe quasi-coherent, concentre en degres [-1,0],

de sorte qu'il suffit de definir un morphisme

0.2.7.1)

On part alors de la suite exacte multiplicative

'"o --> --> 0S/l: --> --> 0 ,

qui fournit un morphisme

(3.2.7.2)
log
--->

dans , Ie logarithme etant defini, pour toute section x de 1
S/

l: au-

dessus de (U,T,o) par
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i-I
(-I) (i-I) ! '\ (x)

Le morphisme (3.2.7.2) defini t alors un morph i sme

-->

Il
(t l ]lR30mS/l:(Q' } S/ l:» [I]

qui est Ie morphisme cherche. Pour prouver que c'est un isomorphisme, on peut,

d'apres 3.1.1, supposer G plonge dans un schema abelien ; on acheve alors la

demonstration en prouvant une compatibilite entre Ie morphisme ainsi construit

et les isomorphismes de 2.5.8 relatifs aux schemas abe-

liens resolvant G , et en utilisant la nullite de

Proposition 3.2.8. Soit

0--> G' --> G --> Gil --> 0

une suite exacte de groupes finis localement libres sur S .

(i) Le triangle

(3.2.8.1)

est distingue.

7
-->

(Li ) Lee isomorphismes (cxG",cxG,cx
G,)

definissent un isomorphisme du triangle

distingue

l',G' [-I]

(3.2.8.2)

Gil G
l', [-I] --> l', [-I]

deduit par translation de [41, II 3.3.4] , sur le triangle distingue (3.2.8.1) •
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Pour prouver l'assertion (i), il suffit d'apres 2.1.2 de prouver que l'homo-

morphisme

est surjectif ; or il s'identifie par 3.2.6 a l'homomorphisme wG wG' , dont la

sur j e c t i v i t.e est bien connue [41, II 3.3.4]

La fonctorialite de entraine la commutativite des deux carres construits

sur les morphismes de degre 0 des triangles (3.2.8.1) et (3.2.8.2). Pour prouver

la commutativite du troisieme, fixons un plongement G C--> L ,ou L est un groupe

lisse affine sur S. Soient H = L/G , H' = L/G' et utilisons la construction

(3.2.3.2) pour definir (lG' et (lG'" grace aux resolutions

L'=L->H L" = L -> H' , L'" = H' -> H

de G G' et G" Si on note ep: L' -> L'" le morphisme evident qui prolonge

phismes de complexes qui s'en deduisent par fonctorialite, C' le cone d'un mor-

phisme de complexes, il faut prouver que le diagramme de morphismes canoniques

qis
W
L
' . [-I] <-----

'if

tI]C'(Cf'Q) --> t 1]F
1K'Wi:'''/S)s[1]

donne par passage a la categorie derivee un diagramme anticommutatif . Or (lG" et

(lG definissent par fonctorialite un diagramme commutatif

l'G"(' ]
tI]F1K'(Qi,""/S)s[1]

C· (IfW [ -] ])

1('G"G"('"
t I] c: ('I'Q)--->

qis

"G·l
to F1K' (Qi" .. IS) s <---

qis



d'autre part, l'isomorphisme canonique

(Id ,-Id ), donne un diagramme
wL • wL" .
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C' (q»[ -I]
'U
-->

dans lequel le triangle de gauche est commutati.f, et celui de droite anticommutatif.

L'assertion en resulte.

Corollaire 3.2.9. Boit

o -> G' -> G -> Gil -> 0

une suite exaete de groupes finis sur S. Il existe un isomor-

phisme eanonique de suites exaetes a six termes

0 ---> nG" > > -a
n
G

n
G
, >

{l aa jG'
0-> 'Jfoms/r.(Q",ds/r.)s -> (Q,dS/r.)s 'Jfoms/r. (Q' ,'Js/ r.)s

a--> -->

-a > WGtI > w
G > wG'

> 0

I a 1aG" G'

" 'i/
a

,'J-s/r.)s
I

,Js/r.)s--> --> lJ,.xts/l:(Q,';is/r.) s --> --> 0

ou est l:' homomorphisme cobovd natux-el. de c hacune des deux sui tes.
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Proposition 3.2.10. Boit G un groupe fini loaalement libre sur S. Alors l'nomo-

m0T'Phi 871e canoni.que

(3.2.10.1) ID(G) --00

i esu de La sui te exaat:e

(3.2.10.2) o --00 1: --00 0 --00 1& --00 0
S/E S/E -a

est surjeatif, et it etci ete un triangle di et-inque, fonatoriel en G,

1 \
0.2.10.3)

donnant nai esance a La suite exactie

La premiere assertion etant locale sur S. on peut supposer G plonge dans

un schema abelien A. avec pour quotient A' ; on en deduit Ie carre commutatif

ID(A)
1

--00 &xts/E(A'£a)

1 1
ID(G) I

--00 &xtS/E(Q·!a)

2
L'homomorphisme de la ligne superieure est surjectif parce que &xts/E(A,frS/ E) O.

celui de la colonne de droite parce que = 0 • d'ou l'assertion.

Le triangle distingue relatif a la suite exacte (3.2.10.2) foumit alors par

troncation Ie triangle distingue (d'apres 2.1.2)
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En prenant le triangle de complexes de faisceaux zariskiens sur S defini par ce

triangle, et en utilisant les isomorphismes fonctoriels

of<

9..
G

V tIllRJt>mS(G,G:)S '"-->

on en deduit le triangle (3.2.10.3) et la suite exacte correspondante.

Remarques.

(0 Signalons que le theoreme de dua l i t e 5.2.7 nous permettra d'identifier le

faisceau Jt>mS/E(£,OS/E)S a .

(ii) Lorsque G est plonge dans un schema abelien AO ,avec AI = AO/G ,

s'identifie au complexe ID(A I) -->ID(Ao) d'apres (3.1.2.1), et on peut veri-

fier que le triangle (3.2.10.2) est defini par la suite exacte de complexes

0--> W I
I) .:& AI) --> 0

A
--> ID(A S --> e(A

1 1 1
0--> . 0) :t!ri (0) --> 0W --> IDeA S --> e A

AO

ou les fleches verticales sont les opposees des fleches deduites par fonctorialite,

et ou les suites exactes horizontales sont les suites definies en 2.5.8 (ii).

Corollaire 3.2.11. Soit G un qroupe fini loeal.ement: l ibre SUY' S. Lee conditions

suivantes eont: equivalente e

(i) G = 0

(ii) ID(G) 0

(iii) ID(G)S 0

Il est clair que (i) => (ii) => (iii). Pour prouver que (iii) = (i), obser-

vons que si ID(G)S = 0 , la suite exacte (3.2.10.4) entraine que v • = 0 . Or, pour
G
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tout groupe fini localement libre G, £G est un complexe d'amplitude parfaite

contenue dans [-1,0), et de rang nul, puisque dans une resolution

o --> G --> L 0 --> L I --> 0

ou LO et L' sont lisses sur S, LO et L1 ont meme dimension relative. Comme

t G v, si bien que ces con-

i<

vi< = jfl(£G v) , sa nul l i t e entraine celle de jfo(£G v)
G

commute au changement de base puisqu'il en est ainsi de

; de plus, v
G

elusions res tent valables apres tout changement de base. En particulier, les fibres

G de G sont telles que = 0 , done sont de type multiplicatif ; il en
s s

est done de meme pour G.

Puisque = 0 , la suite exacte (3.2.10.4) et l'hypothese ID(G)S = 0

entrainent que wG = 0 . Comme w
G

commute au ehangement de base, wG 0 pour
s

tout s , ce qui signifie que les Gs ' et par suite G, sont etales. Le groupe G

est alors a la fois etale et de type multiplicatif ; etant un p-groupe. il est ne-

eessairement nul.

Nous terminerons cette section en donnant pour les groupes finis localement

libres une interpretation geometrique du cristal de Dieudonne en termes de 9-

extensions, analogue a eelle que nous avons donnee en (1.4.6.3) dans le cas d'un

groupe lisse ou a'un groupe p-divisible. par un lemme general.

Lemme 3.2.12. Soient (U,T,o) un objet de CRIs(S/E) , j l'immersion de U dans

T, jCRIS: (U/T. '}' , 0') CRIS -> (TIT, ';t' ,0')CRIS l.e morphi ene de fonctorialite

h:ibituel (avec Lee notations de I. I. 14). Soient G un faisoeau abel-ten sur S,

G
U

ez restriction au-dessus de U, H un faisoeau abelien sur T muni d'un i so-

morphisme

E un faisceau abe lien sur CRIS(s/E) , Eu sa restriction a . Il

etcie t:e des isomorphismes canoniquee, fonctoriels en (U,T,o) •
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(3.2.12.1)

(3.2.12.2)

En particulier, pour E

(3.2.12.3)

(3.2.12.4)

'" lRJ0mT/ T(!!.,OT/T)T

'"

D'apres (1.3.3.7), il existe un isomorphisme canonique

D'apres [ 5 , III 2.31 , dont les resultats res tent valables pour les gros topos

cristallins, Le foncteur jCRISi< es t exact, et, pour tout objet (V, T', c) de

CRIS(T/T,'}' ,6') , on a

OU V
o
= VXTU , et <;' est la structure de PD-ideal prolongeant 6 et <;; en par-

ticulier, jCRISi<(OU/T) = 0T/T . La formule d'adjonction entre
..
J CRI S et jCRIS-

s'ecrit donc

D'apres (1.1.17.1), l'isomorphisme GU",j"'(H) induit un isomorphisme ;

la formule d'adjonction induit donc entre les faisceaux zariskiens sur T un iso-

morphisme

qui est l'isomorphisme cherche. Les autres assertions en decoulent.

Remarque. Supposons que H soit un T-groupe plat et de presentation finie. Le PD-

morphisme Id: (T,,&',6') -> (T,O) , OU T' i de aI 0 est muni des puissances divi-

sees triviales, induit un morphisme canonique (1.3.3.3)
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(3.2.12.5)

qui est un isomorphisme pour tout k et tout cristal E quasi-coherent sur 0T/T'

d'apres 2.3.6.

3.2.13. Soit G un groupe fini localement libre sur S. Rappelons qu'il existe une

suite exacte canonique

(3.2.13.1) ->

[ 40, II (4.2) en faisant L = ' et II (4.12) 1 • Les applications en sont defi-

nies comme suit.

a) L'application -> w
G

est la composee de l'isomorphisme canonique

.t5ie(Gll
) JfomS(G,Ga) , et de I 'homomorphisme

II
<t' (d t ) E "c '

ou dt est la differentielle de la section universelle de 0G
a

b) Soient 1
l'1G/ S Ie premier voisinage infinitesimal de la diagonale dans

pi l ) : -> G les deux projections. Une q-structure sur Ie G-torseur trivial

de groupe a (resp. l'extension triviale de G par est la donnee d'un iso-

morphisme de torseurs sur

'V
-->

(resp. compatible a (1.4.1.3», induisant l'identite au-dessus de G considere

1
comme sous-schema de l'1

G
/
S

par l'immersion diagonale. Un tel isomorphisme est de-

termine par l'image de la section nulle, i.e. par une section de G sura

induisant la section nulle au-dessus de G, soit encore par une forme differen-

1
tielle n E f(G,nG) (resp. une forme differentielle invariante par translation

n E r(S,wG) C . Ceci de f i.rri t l'application "c -> , la q-

extension associee a n etant isomorphe a la q-extension triviale si et seulement

si n est de la forme df, ou fest une fonction primitive sur G, donc de la
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forme f"'(dt) ,oii f est un homomorphisme de G dans 1&
a

c) L'application associe a la classe d'une 9-

extension la classe de l'extension sous-jacente, par oubli de la connexion.

Proposi tion 3.2. 14. Soi t G un qroupe fini Local.ement: l.ibre SUT' S.

(i) etcie te un i eomorphieme canonique entre Lee deux suites exactee

{3.2.1O.4) et {3.2.13.1)

'ke(G") --> w
G
--;> ID(G) S > v

d
", > 0

0.2.14.1)
Id II Id II (I <Iv v

&xt9(G,G )
1

--> 0--> w
G

-_.> --> &:tS(G,Ga)Sa

(ii) Si (U,T,o) est un objet de CRIS(S/l:) tiel: qu t i l: existe un groupe fini

'V
SUT' T re Levant: existe un isomorphisme canoniqueG Gu '

{3.2.14.2) ID(G) (U, T, 0)
'V
-->

..
L'isomorphisme v .. = J('I(.I',G v)

G
morphisme (3.2.1.1). L'homomorphisme

'V
--> est celui que definit l'iso-

ID(G) -> &xi'l(G G )
S ' a

est Ie compose de l'isomorphisme

de£ini par (1.4.6.1), et de l'homomorphisme

defini par (1.4.3.1). On sait que c'est un isomorphisme si G est lisse ou p-divi-

sible (voir 1.4.6) ; pour prouver que c'est encore Le cas lorsque G est fini, il

suffit de verifier la commuta t i v i t.e du di agrarane .
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Pour voir la commutativite du carre de gauche, il faut montrer que l'homomor-

phisme

a-->

associe a Cf': G -> a;a la forme di f f e r en t i e l l.e •If (d t ) Par fonctorialite, il

suffit de prouver la meme assertion pour

tatif

a
--->

I

G = a;
a

I

= Ida; . Le diagrarnrne comrnu-
a

I
a--> '"--->

ou f : G = Ga,s -> S est Ie morphisme structural, ramene a prouver l'assertion

analogue pour la ligne inferieure. Celle-ci resulte de ce que, via l'isomorphisme

entre cohomologie cristalline et cohomologie de de Rham, l'application a est in-

duite par

Le carre du milieu s'ecrit par definition

0.2.14.3)

Suivant la methode de 1.4.6, une extension de

etre consideree cornrne un Q sur

If • If

mCRISCQ) ---> PICRISCQ) P2CRISCQ) . La forme

G par 'JS/l: au-des sus de S peut

CRISCG/S) , muni d'un isomorphisrne

differentielle n E wG qui lui

correspond est alors definie cornrne suit : soient C1) I
Pi : I1G/S

->
-> G les deux

projections ; Ie torseur Q possede une unique section au-dessus de G, car

o ; si on note 0 cette section, pCI)lf CO) se deduit de pCI)lf CO)2 1
1 '1 1par translation par une section n E fCCG = fCG,DG/S ; l'existence de

l'isomorphisme donnant la structure d'extension sur Q impose de plus que n soit
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invariante par translation. Si l'on considere Ie torseur deduit de Q par Ie chan-

gement de groupe -> 0G/S ' puis l e 9-torseur correspondant, ce dernier est

encore muni de la section 0 au-dessus de G ,et n s'interprete encore comme la

section de °1 dont l'action transporte

f',G/S

tivite du carre est alors claire, compte tenu de 3.2.13 b).

Enfin, d'apres la definition de lD(G)S -> v • ' la commutativite du carre de
G

droite resulte de celIe du carre

1
&:t"l(G,G )

a

-->

---->

Celle-ci signifie simplement que Ie foncteur qui a une extension de G par 0s/r

associe l'extension de G par obtenue par fonctorialite, puis restriction au

site des S-schemas, peut s'ecrire comme Ie compose du foncteur (1.4.3.1) qui a une

extension cristalline as soc i e une I::t -extension de G par lGa , puis du foncteur

d'oubli de la 9-structure sur l'extension sous-jacente de G par G • Cecia

acheve la demonstration de (i).

Pour prouver (ii), on definit (3.2.14.2) comme Ie compose

'"--> -v
->

ou Ie premier isomorphisroe est donne par (3.2.12.4), Ie second par (3.2.14.1).

3.3. Le cristal de Dieudonne d'un groupe p-divisible.

Nous allons maintenant utiliser les resultats obtenus pour les groupes finis

localement libres pour prouver des resultats analogues pour les groupes p-divisibles,

en comparant les invariants associes a un groupe p-divisible G a ceux des groupes

finis n
G(n) = Ker(PG) .
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3.3.1. Soient done S un schema sur lequel pest localement nilpotent, G un

groupe p-divisible sur S . Rappelons que, sur un ouvert ou pmO = 0 , les appli-
S

cations w.. -> w.. sont des isomorphismes pour n' 3- n m; [41t;(n') t;(n) II

3.3.201 ; on def i n i t alors "c par wG = .tim wG(n) , et, localement sur S,
n

l'homomorphisme wG -> wG(n) est un isomorphisme pour n assez grand.

De meme, --> est localement un isomorphisme pour n

assez grand, et et w
G

sont des modules localement libres, duaux l'un de

l'autre, de rang egaI a la dimension de G (definie comme etant celIe du groupe

de Lie formel as soc i e [41, II 3.3.18]).

Nous commencerons par transporter sur Ie site cristallin les resultats connus

sur les extensions d I un groupe p-divisible par Le groupe addi tif [40, II § 3 1

Les hypotheses sont celles de 1.1.1.

Proposition 3.3.2. Boit G un groupe p-divisibte sur S. Ators

(ii) it existe un isomorphisme canonique

(3.3.2.1) 'V
-->

et l: ,homomorphisme canonique

(3.3.2.2) -->

est un isomorphisme si pnOs 0

( i i i ) (G )
<= Sir. -'!a

D'apres 2.4.6,

o .

pour

les

2 , et les assertions (i) a (iii) resulteront d'assertions analogues pour
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Comme la multiplication par p est un epimorphisme sur G, et Os de p-

torsion, la premiere assertion est claire. La multiplication par

une suite exacte

n
p sur G donne

-> ->

Localement sur S , on peut choisir n assez grand pour que n
p o ; l'isomor-

phisme (3.3.2. I) est alors defini par

'"->

et on verifie immediatement qu'il ne depend pas du choix de n. Sous les memes

hypotheses, 1 'homomorphisme (3.3.2.2) est un isomorphisme d "apres [40, II (3.2»),

et l'assertion (iii) en resulte.

Theoreme 3.3.3. Soit G un groupe p-divisible sur S. Alors

(i) = 0 ;

(Li.) est un ox-iet.al., e t , pour tout (U,T,o) tel que pnOT 0,

l'homomorphisme canonique

(3.3.3.1) ->

est un isomorphisme

(iii) o .

L'assertion (i) resulte enCOJre de ce que 0S/E est un faisceau localement

annule par une puissance de p . Soit (U,T,o) un objet de CRIS(S/E) tel que

pn OT = 0 . D'apres (2.4.3.1), on a pour m::- n

Comme ID(G(n+m» -> ID(G(n» est surjectif d'apres 3.1.6, est

done isomorphe a ID(G(n» apres restriction aux objets situes au-dessus de Z/pn
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1
Comme les ID(G(n)) sont des cristaux, il en est de meme de Enfin,

la suite exacte definie par la multiplication par pn donne

d'ou l'assertion (iii).

Proposition 3.3.4. Soit G un groupe p-divisible sur S. Alors

(ii) il existe un isomorphisme canonique

(3.3.4.1)

(3.3.4.2)

et, pour tout (ll,T,o) tel que pnOT = 0, l'homomorphisme canonique

1 1
8.:J:ts/ ru,T, 0) -> 8,xtS !L (Q..(n) , «i, T , 0)

est un isomorphisme

(iii) ° .

La premiere assertion est claire. Pour prouver la seconde, on considere le

diagramme commutatif

'"-->

----------;>

L'isomorphisme est defini en 3.2.6, et celui du milieu s'en deduit par pas-

sage a la limite; l'isomorphisme horizontal du bas resulte de 2.4.5 (ii), et l'iso-

morphisme est alors defini par composition.

Soit (ll,T,o) tel que pnOT 0. La suite exacte
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o --> --> 0S/l.: --> lC
-a

--> 0

donne Ie diagramme commutatif

--> -->

-> --> 0

ou la ligne du haut est exacte d'apres 3.3.3 (iii), celIe du bas d'apres 3.2.10,

et les fleches verticales des isomorphismes d'apres 3.3.2 et 3.3.3. On en deduit

l'assertion (iii), et il resulte de la suite exacte definie par la multiplication

par pn que (3.3.4.2) est un isomorphisme.

Remarque. II est clair, d'apres sa construction, que l'isomorphisme aG est fonc-

toriel dans chacun des cas suivants :

a) par rapport aux homomorphismes entre groupes p-divisibles ;

b) par rapport aux homomorphismes d'un groupe fini dans un groupe p-divisible ;

c) par rapport aux homomorphismes d'un groupe p-divisible dans un groupe lisse.

Corollaire 3.3.5. Soit G un groupe p-divisible. Tl: existe une filtration canoni-

que (filtration de Hodge), fonctorielle en G et en S,

La suite exacte (3.3.4.3) induit en effet une suite exacte

o --> --> -->

et les termes I
&cts/l.: (.Q, ;tS/l.:) S

grace a 3.3.4 et 3.3.2.

et s'identifient a

Definition 3.3.6. Soient S un schema de caracteristique p, l.: = Spec (2') ,
P

p.0l.: ' muni de ses puissances divisees canoniques. Si G est un groupe p-

divisible sur S • Le ctrie tal: en 0S/l.: - modules sera note ID(G)
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muni des hanomorphiemes F: ID(G)o --> ID(G) , V : ID(G) --> ID(G)o definis en

1.3.5, ID(G) est appele cristal de Dieudonne de G.

Comme precedemment, cette definition peut s'etendre au cas ou pest locale-

ment nilpotent sur S, grace a l'equivalence de categories entre cristaux sur

CRIS(S/i:) et sur CRIS(So/E) , ou S = S)( Spec(lF ) . Enfin, les remarques de
o p

2.5.7 restent valables, grace a 3.3.3 (ii), et nous ferons les memes abus de nota-

tion qu'en 3.1.5, les resultats des chapitres 3 et 5 n'utilisant pas d'hypothese

de compa t i bi Li t e de y aux puissances di.vi s ee s de p

Proposition 3.3.7. Soient TI : A -> S un schema abelien SUT' S. G le groupe

p-divisible associe a A. E un faisceau abelien sur CRIS(S/E) localement annule

par une puissance de p (par exemple 0S/E' :fS/ E' !a) . Pour tout i, l'homo-

morphisme canonique

(3.3.7.1) -->

est un isomorphisme. et l'isomorphisme

-->

est compatible aux filtrations de Hodge.

Compte tenu de 2.5.6, on obtient donc un isomorphisme

(3.3.7.2)

induisant sur S un isomorphisme de faisceaux zariskiens

(3.3.7.3) (G) 'V 1 (. )ID S -> lR TIll 0.A / S

compatible aux filtrations de Hodge.

Soit H le faisceau quotient A/G pour la topologie fppf. Comme la multipli-

cation par p est un epimorphisme sur A, c'est un automorphisme sur H. Comme

E est localement annule par une puissance de p , les sont tous nuls,
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et (3.2.7.1) est un isomorphisme pour tout i. La compat ib i l i t e aux filtrations

de Hodge resulte de leur interpretation cohomologique.

3.3.8. Pour prouver que ID(G) est un cristal localement libre, nous utiliserons

quelques resultats sur les groupes de Barsotti-Tate t r onques , Rappelons [41. I

1.2) qu'un groupe de Barsotti-Tate tronque d'echelon n 2 est un groupe fini

localement libre G annule par pn, et verifiant les conditions equivalentes

suivantes

a) G est plat en tant que 7/pn-modul e

b) pour tout i E [O,n), =

Lorsque pest localement nilpotent sur la base , un groupe de Barsotti-Tate

tronque d'echelon 1 est un groupe fini localement libre G annule par P. tel

que, si

f i.ee s :

G = Gx Spec(lF ) , les conditions (equivalentes) suivantes soient veri-o p

c) Im(VG )
o

Ker(F
G

)
o

Ker(VG ) = Im(FG )
o 0

Les proprietes suivantes resultent aisement des definitions.

(i) Si G est un groupe de Barsotti-Tate t ronque d'echelon n, son rang est,

est egal a

localement sur

de

S , egal a nhp pour un entier

ih
p

h appele hauteur de G ; Ie rang

(ii) Si G est un groupe p-divisible (resp. un groupe de Barsotti-Tate tronque

d'echelon m) , alors, pour tout n 'l 1 (resp. 1 n m) , Ie noyau de la multi-

plication par n
p sur G est un groupe de Barsotti-Tate tronque d'echelon n.

(iii) Si G est un groupe de Barsotti-Tate tronque d'echelon n, il en est

de meme pour son dual de Cartier Gil' .

D'autre part, lorsque S est de caracteristique p, il resulte de la condi-

tion c) et du critere de platitude par fibres que Ker(FG) est un groupe fini loca-

lement libre sur S ; soit d
p son rang. Par suite, est alors localement libre
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[ SGA 3, VIII A, 7.4, theoreme 1 ; si l'on appelle d la dimension

de G, on verifie comme pour les groupes p-divisibles [SO, 2.31 la relation

{3.3.8.1}

Lemme 3.3.9. Boit

haut(G} = dim(G} + dim(G"'} .

o --> G' --> G --> G" --> 0

une suite exaot:e de groupes finis Local.ement: l.ibree par pn. Bi deux des

groupes sont des groupes de Barsotti-Tate tronques n, en est de

meme du tiroisieme,

Seule l'assertion relative a G" n'est pas triviale. Supposons n 2 , et

considerons pour i n Ie diagramme

0
n-i n-i n-i--> Ker(PG
'
} --> Ker(PG } --> Ker(PG" )

J J 1
i i i

Im(PG' } ---> Im(PG} ---> Im(PG"} ---> 0 ,

ou la premiere ligne est exacte, et surjectif. Comme les deux

premieres inclusions sont des isomorphismes par hypothese, la suite

(iiio --> 1m PG') --> Im(PG} --> Im(PG"} --> 0

est donc exacte. Ecrivant Ie diagramme du serpent relatif a la multiplication par

iii
p , il en resulte que Ker(PG} -> Ker(PG"} est surjectif ; changeant i en

n-i , l' assertion en decoule , La demonstration est analogue dans Ie cas n = 1

Theoreme 3.3.10. Boit G un groupe (resp. un groupe de Barsotti-Tate

tironque dt eohe lon n), de hauteur h sur S. le er-ie tal. lD(G} est Loca-:

de rang h sur 0S/E (resp. sur 0S/E/pnOS/E) •

La propriete a demontrer etant locale sur CRIS(S/E} , l'isomorphisme (3.3.3.1)

montre qu'il suffit de prouver l'assertion relative a un groupe de Barsotti-Tate
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t ronque G, d' echelon n et de hauteur h .

Montrons d'abord que, pour tout objet (U,T,o) de CRIS(S/E) , ID(G)(U,T,o)

est localement engendre par h sections. Soient x un point de T, Gx = GXSSpec(k(x»,

et considerons le morphisme

IdSpec Ikfx) c....=.->

I
Spec(k(x»

f
U c-- > T

de CRIS(S/E) • Comme ID(G) est un cristal, on obtient (compte tenu de (1.3.3.4»

un isomorphisme

Comme ID(G) est de presentation finie, le lemme de Nakayama nous ramene au cas ou

S = U T = Spec(k) k etant un eorps. Considerons alors la suite exacte de k-

espaces vectoriels (3.2.10.4)

--> \)
G*

--> 0 •

Le rang de est d dim(G) • D'autre part,

•
comme 2G Vest un complexe d'amplitude parfaite contenue dans [0,1), et de rang

•
nul (voir la demonstration de 3.2.11), le rang de \) = v) est egal a celui

G·

de ;;f;ie(G*) , soit dim(G*) = h- d . Par suite, ID(G)S est engendre par h sections.

Soit alors A un schema abelien de dimension relative g. D'apres 3.1.2,

ID(A(n» "ID(A) /pn ID(A) , et est done localement libre de rang 2g sur 0S/E/pnOS/E

Or, localemi'nt sur S, on peut plonger G dans un schema abelien A, ce qui donne

une suite exacte

o --> G --> A(n) --> H --> 0

ou, d'apres 3.3.9, H est un groupe de Barsotti-Tate tronque d'echelon n et de

hauteur 2g-h. On en deduit la suite exacte
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ID(H) -> ID(A(n)) -> ID(G) -> 0 ,

ou, localement sur , ID(A(n)) est libre de rang 2g, et ID(G) et

ID(H) engendres respectivement par h et 2g-h sections, en tant que

modules. On en deduit aussitot que ID(G) et ID(H) sont localement libres sur

Remarques 3.3.11.

(i) L'enonce 3.3.10 reste valable pour tout groupe annule par p (voir 4.3.1).

(ii) On obtient done, en 3.3.3 et 3.3.10, une demonstration par voie cohomolo-

gique du fait que ID(G) est un cristal localement libre de rang h , independante

de l'interpretation geometrique developpee en 1.4, et en particulier du theoreme de

Grothendieck sur l'existence de relevements des groupes p-divisibles.

(iii) II est possible de repondre positivement a la question posee en [40,

II (5.5) I . Soient S un schema tel que n
p Os = 0 , G un groupe p-divisible sur

S ; alors l'homomorphisme

est nul. II s'insere en effet dans la suite exacte (3.2.10.3)

et l'homomorphisme wG(n) --->ID(G(n))S est injectif d'apres Ie diagramme commutatif

WG(n) -->

si
0----> wG

--->

ID(G(n) )S

5i
ID(G) S

ou les fleches verticales sont des isomorphismes puisque pnOs = 0 .

De meme, les isomorphismes (1.4.6.1), (3.2.4.1) et (3.3.3.1) montrent que pour

n tel que pnOs = 0 , l'homomorphisme
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est un isomorphisme, ce qui ameLiore [ 40 , II (7.12)]

On peut enfin remarquer que ces resultats permettent de calculer le complexe

de Dieudonne d'un groupe fini en utilisant une resolution par des groupes p-divi-

sibles, au lieu d'une resolution p.ar des schemas abeliens. Indiquons d'abord, faute

de references, une demonstration du lemme suivant :

Lemme 3.3.12. Soient S un schema queZconque, et

o ---> G .---> H ---> H' ---> 0

une suite exacte de faisceau.x fppf, tiel le que G soit un groupe fini Local.ement:

Zibre, et H un groupe p-divisibZ@. AZors H' est un groupe p-divisibZe.

Comme H' est un quotient de H, il est de p-torsion, et la multiplication

par p sur H' est un epimorphisme. 11 suffit done de verifier que H'(I) = Ker(PH')

est fini localement libre.

Puisque G est fini localement libre, il existe localement sur S un entier

n tel que pn.G = 0 , done G C H(n) Soi t G' le groupe defini par le carre

cartesien

G' e::..-......-> H(n+l)

1 lp

G c--> H(n)

par construction, il existe une suite exacte

0--> H(l) --> G' -> G -> 0

ce qui montre que G' est fini localement libre. Regardant G comme sous-groupe

de H(n+l) , il est clair que G C G' , et l'homomorphisme de passage au quotient

H ---;> H' = H/G induit un isomorphisme

G'/G"H'(I) ,

par definition de G' . Par consequent, H'(l) est fini localement libre.



150

Proposition 3.3.13. Soient G un groupe fini localement libre sur S, G C--> H

un plongement de G dans un groupe p-divisible sur S, u: H --> H' : H/G l'ho-

momorphisme de passage au quotient. Alors

(i) l thomomorphi.eme ID(H) ---> ID(G) est surjectif ;

(ii) il existe un isomorphisme canonique dans D(OS/E)

(3.3.13. J) Ill(G) {ID(H' ) - ID(u) > ID(H)} •

Les deux assertions resu1tent de 1a nu11ite de ,OS/E) , l'isomor-

phisme (3.3.13.1) etant obtenu par 1a methode de 3.1.2 (ii) .



,
4 - COMPARAISON AVEC LA THEOP,IE DE DIEUDONNE CLASSIQUE.

Ce chapitre est essentiellement consacre a relier, lorsque la base est le

spectre S d'un corps parfait k, le cristal de Dieudonne d'un S-groupe G (fini

au p-divisible) a son module de Ddeudonne (contravariant) usuel M(G) : on construit

alaI's un isomorphisme canonique (semi-lineaire par rapport a l'automorphisme de

Frobenius sur W(k» entre M(G) et le module des sections globales du cristal

ID(G) (qui determine celui-ci, cf. 1.2.9 (i». Ce resultat peut s'etendre a un

schema de base arbitraire, pourvu que l'on se restreigne aux groupes annules par

V : le cristal de Dieudonne d'un tel groupe peut etre construit a partir de l'al-

gebre de Lie du groupe dual. Nous donnerons enfin un resultat analogue pour les

groupes annules par F

Dans tout le chapitre, nous p08erons E = Spec(2') ,
p

sera l'ideal engendre par p , muni de ses puissances divisees canoniques y;

toutes les puissances divisees considerees seront done compatibles a celles de p

Rappelons enfin que si A est un anneau parfait, et S un schema sur Spec Cn ) ,

les sites CRIS(S/E,'J,y) et CRIS(S/E' ,'JOE' ,y) , oil );' = Spec(W(A» , sont egaux

d "ap re s I. I • 13.

4.1. L'extension canonique de CW 0S/); .

4.1.1. Suivant une methode due a Barsotti [2;3] , nous adopterons la construction

du module de Dieudonne d'un groupe fini au p-divisible au moyen des covecteurs de

Witt, en renvoyant a [ 26, III § 5, cor. 3 1 et [14 , § 4 et 5 1 pour les liens

entre cette construction et d'autres: definitions classiques des modules de Dieudonne.

Rappelons [ 26 , II 1.5 ; 51, Appendice que pour tout anneau commutatif

A , l'ensemble CW(A) des covecteurs de Witt a valeurs dans A est l'ensemble des

families (a_i)i Elli d'elements de A qui satisfont a la condition suivante
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(4.1.1.1) II existe des entiers r, s 0 tels que l'ideal de A engendre

par les pour i r verifie

On notera egalement ew Ie faisceau associe (pour la topologie de Zariski) au

prefaisceau des covecteurs de Witt: c'est donc Ie faisceau sur la categorie des

schemas dont les sections sur un schema S sont les familIes (a-i)i Elli ' avec

a_ i E r(S,OS) , verifiant la condition :

(4.1.1.2) Tout point xES possede un voisinage ux tel qu'il existe des entiers

r, s 0 pour lesquels l'ideal engendre par les a_ i pour i? r verifie

(4Y'r)s lu = 0 .
x

Si S Spec(A) , on a donc par quasi-compacite

eWeS) = r(s,CW) = eW(A)

II est clair que ew est un faisceau pour la topologie fpqc. Plus generalement, si

Jt est un faisceau d'anneaux, nous noterons Ie faisceau associe au pre-

faisceau S l--> eW(r(S,Jt» .

Rappe Ions [261 que Le faisceau ew est muni d'une structure de faisceau

abelien, et d'un endomorphisme V defini par

Sa restriction a la categorie des W -schemas est munie d'un endomorphisme F, tel
p

que FoV = VoF p , def ini par

Enfin, si A est un anneau parfait de caracteristique p, la restriction de ew a

la categorie des A-schemas est munie d'une structure de faisceau en W(A)-modules,

pour laquelle F et V sont respectivement a-lineaire et a-I-lineaire, a designant

l'automorphisme de Frobenius de W(A) .

u
Nous noterons CW Ie sous-faisceau abelien de ew dont les sections sont

les families

que

sauf pour un nombre fini d'indices ; rappelons
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cwu ", lim W ,
-> n
n

la limite etant prise pour les homomorphismes V: W
n
-> Wn+ J

; les structures pre-

cedentes sur CW se deduisent par completion (pour une topologie convenable, cf.

[ 26 J ) des structures analogues pour CWU
•

Si S est un schema, CW definit par restriction un faisceau sur Ie site des

S-schemas, encore note CW. Lorsque S est localement annule par une puissance

de p, nous poserons, conformement aux conventions generales, CW = is/E.(CW) .

4.1.2. L'existence d'un homomorphisme canonique du module de Dieudonne dans Ie

module des sections du cristal de Dieudonne resulte, via la suite exacte des &xt

de l'existence d'une extension canonique

ou CWS/E est un sous-faisceau abelien de CW, en fait egal a ce dernier dans les

cas les plus importants. Les sections 4.1.2 a 4.1.4 seront consacrees a la cons-

truction de cette extension.

Soient A un anneau separe et complet pour la topologie p-adique, J C A

un ideal muni de puissances d i vi s ee s (on); soit CW(J) C CW(A) (resp.

CWu(J) C CWu(A»(I) Ie des covecteurs dont toutes les coordonnees ap-

partiennent a J . On detinit une application s : CW(J) -> CW(A) en posant

(4.1.2.1 )

ou la serie converge grace a l'hypothese faite sur A. II est clair que Ie dia-

gramme

(I) CW(A) a ici Ie meme sens qu'en 4.1.1, et differe done de celui que definit

Fontaine en r 26, II 1.7 J sous des hypotheses analogues.
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est commutatif.
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v
CW(A) -----> CW(A)

CW(J)

Lemme 4.1.3. L'appZication s est additive.

On procede par passage a la limite a partir de l'assertion analogue pour les

vecteurs de Witt. Sans supposer que A soit p-adiquement separe et complet, consi-

derons pour tout n l'application s
n

definie par

Pour verifier son additivite, il suffit de Ie faire lorsque A est l'algebre de

(Xo, ... ,Yn- l ) , et les elements cons i.deres (Xo,· .. ,Xn_ I ) , (Yo, ... ,Yn- 1) • Comme

A est alors sans torsion, il suffit encore de Le faire lorsque A= Q[Xo'" .,Yn- I ] ,

et J = A • Les composantes fantomes : Wn(A) --> A definissent alors un dia-

i pi i
gramme commutatif (car (p -I)! 6 i (x) = x /p)

p

s
n

(4.1.3.1)

s'
n

Oll ••• ,wn_ l ) = (wo' ..• ,wn_1,O) , d'Oll l'additivite de s
n

Comme les applications commutent a v , elles passent a la limite induc-

tive et donnent un homomorphisme de groupes s : CWu(J) --> CWu(A) • Lorsque A est

p-adiquement separe et complet, cet homomorphisme est induit par l'application s

definie par (4.1.2.1). Pour verifier l'additivite de celle-ci sur CW(J), il suffit,

pour a,b E CW(J) , de verifier pour tout k l'egalite
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s(a+b) = sea) + s(b)

dans CW(A/(pk)) . L'egalite des composantes d'indice strictement negatif etant

claire, on est ramene a montrer celle des composantes d'indice zero. Or la compo-

sante d'indice donne d'une sonnne de deux covecteurs ne depend que d'un nombre fini

de composantes de ces covecteurs, et, d'autre part, la serie

est a termes nuls pour n assez grand, done sa sonnne (mod pk) ne depend

aussi que d'un nombre fini de composantes du covecteur considere. 11 existe done

deux covecteurs a',b' E CWu(J) , obtenus en rempla9ant les composantes d'indice

assez grand de a et b par 0, tels que

(s(a+b))o

(s(a)+s(b))o

(s(a'+b'))o

(s (a' ) +s (b ' ) ) 0
k

mod p

d'oll l'assertion puisque s(a'+b') sea') + s Cb ") •

4.1.4. Soit S un schema sur lequel pest localement nilpotent. Considerons sur

la suite exacte de faisceaux abeliens

V-->

L'homomorphisme s construit en 4,1.3 definit

On en deduit un diagrannne connnutatif

o

t

.>: t
0---> > CW(

V > ---> 0

1\ t t
0---> ---> CW(OS/l)/Im(s) ---> --> 0

t
0
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dans lequel on verifie immediatement l'exactitude de la ligne du bas. Posons alors

on obtient done une extension

(4.1.4.1)

11 est clair que cette construction commute au changement de base, d'apres

(1.1.10.3). Pour tout f: S' --> S , on a done un isomorphisme d'extensions

Remarque 4.1.5. Par construction

Par ailleurs, on a

(4.1.5.1) ew .

En effet, si (U.T,o) est un objet de eRIS(S/l:) tel que T soit affine. et si

(a_i) E eWu(f(U,Ou» . les a . sont presque tous nuls, et il existe un covecteur
-1

(b_ i) E eWu(f(T.OT» relevant (a_i)

On voit egalement que. lorsque U C-> Test une immersion nilpotente.

PD-

2
A= k[X_ i li E W/m., •

• ou11l.(p) estx . , et B = k[X .1/m(P)
-1 -1

sur -m..rrY"')p) CB une unique structure deXP .• 11 existe
-1

engendre par les

ou 'l'J'/, es t l' ideal engendre par les

eWs/l:(U.T.O) = CW(U) • Mais en general l'inclusion CWS/l:(U.T,o) C CW(U) est

stricte. Soient par exemple k un anneau de carac t er i s t i.que P •

une structure de PD-ideal sur

ideal telle que y. (X .) = 0
J -1

5 , I 1.7.1 et 1.2.7 1 ; celle-ci induit

Le covecteur (X_i) E CW(A) ne se re-

leve pas dans CW(B) • En effet. quels que soient les indices il •••• ,in, deux a

deux distincts, le produit X_i ",X_ i est non nul dans B
1 n

comme d'autre part,

pour tout relevement de dans B , on a Y- i - X_i mod deg 2 ,
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x 0 •••X 0 mod deg n+1
-ll -In

donc Yo •••Y 0 $ 0, et 1a famille (Y_lo) ne verifie pas 1a condition (4.1.1.1).
-ll -In

Le covecteur (X_i) ne peut pas non plus etre re1eve dans B loca1ement pour 1a

topo1ogie fpqc, car si B -> B' est une extension fide1ement plate, et si

est un re1evement de X_ i E dans B' , on a de meme

par fide1e platitude, donc Z_i ",Z_i # 0 .
1 n

Neanmoins, moyennant des hypotheses qui seront verifiees dans 1a pratique,

CWS/ E (U,T,o) pourra etre identifie a CW(Ou) , grace aux resu1tats suivants.

Proposition 4.1.6. Boit U un S-sahema verifiant L'une des aonditions suivantes

(i) U est loaalement noetherien ;

(ii) U est Localement: de presentation finie sur un schema parfait z.

Alors, pour tout objet (U,T,o) de CRIS(S/E) ,

CWS/E(U,T,o) = CW(U)

L'assertion est locale sur T, de sorte qu'on peut supposer les schemas consi-

deres affines ; soient U = Spec(A) , T = Spec(B) .

Sous l'hypothese (i), soit (a_i) E CW(A) . 11 existe r,s tels que, si o-
r

est l'ideal engendre par les a_ i ' i r , on ait L'ideal est de
r

type fini ; par suite, en relevant dans B une famille finie de gener ateurs de "'i:'
on obtient un ideal weB , de type fini, donc nilpotent puisque Ker(B -> A) est

un nilideal. Comme on peut relever les a_i, i r , en des elements de UY , le

covecteur (a_i) peut se relever dans CW(B)

Sous l'hypothese (ii), soit Z = Spec(A) . Soit n tel que o il
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existe un unique hornomorphisrne Wn(A) --> B tel que le carre

A <---- B

I T
A <--- W (A)

n

commute [ 6 , IV th , 4.2 I Choisissons un hornornorphisme surjectif

C\': WnU) [T1' •.• , Td I --> A , et une factorisation l/I de 0/ par B . Comme A est

de presentation finie sur A, et A parfait, A est de presentation finie sur

Wn (A) , et le noyau de ep est un ideal de type fini I C Wn (A) [T J
' ••• , Td I Comme

le noyau de B --> A est un rri.Lidea l , il existe done un entier k tel que l/I(Ik) = O.

On en deduit le diagramme cornrnutatif

ou la fleche oblique de gauche est surjective puisqu'elle correspond au passage au

quotient par un ideal nilpotent; d'ou l'assertion.

4.1.7. Supposons rnaintenant que S soit un ou A est un anneau parfait.

Pour tout (U,T,o) dans il existe un unique morphisme T -> Spec(W(A»

tel que

U r > T

1 1
Spec(A) C-- Spec(W(A»

soit commutatif ; par suite, est rnuni d'une structure W(A)-algebre. On

peut alors munir d'une structure de W(A)-module cornrne suit. Tout d'abord,

est muni pour tout n d'une structure de W(W(A»-module. Utilisant

l'homornorphisme de Cartier

e W(A) --> W(W(A»
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(caracterise par le fait que, si W(W(A» --> W(A) est la n-ieme composante

f ant.Sme , et a l' automorphisme de Frabenius de W(A) , 08 = an) , on obtient
n

sur Wn(OS/l:) une structure de W(A)-module, pour laquelle l'homomorphisme

V : Wn(OS/l:) -> wn+I(OS/l:) est o-I-lineaire ; si l'on munit Wn(OS/l:) de la

structure de W(A)-module definie par la restriction des scalaires au moyen de

o-n+] : W(A) --> W(A) , et qu'on passe a la limite inductive par v, on obtient

sur CWu(OS/l:) une structure de W(A)-module. Par un argument de completion ana-

logue a [ 26, II lemme 2.11 , on etend ensuite cette structure a CW(OS/l:) .

Soit alors CWo(OS/l:) le W(A)-module deduit de CW(OS/l:) par la restriction

des s caLai re s au moyen de 0-( , qui s ' identifie canoniquement a l ' extension des

scalaires par a Alors la suite exacte

est W(A)-lineaire. 11 en est de meme pour s : --> CW(OS/l:) • En effet,

suivant la methode employee pour demont re r 4. I. 3, il suf f i t de prouver que

sans p-torsion, il suffit de verifier cette linearite apres avoir applique les com-

posantes fantomes, et c'est alors immediat, compte tenu de la caracterisation de 8

donnee plus haut, et du diagramme (4.1.3.1).

Par suite, rm(s) est un sous-W(A)-module de CW(OS/l:) , et on obtient par

passage au quotient une structure de W(A)-module sur &S/l: ' telle que la suite

exacte

o --> 0S/l: --> I.'..S/l: --> --> 0

soit W(A)-lineaire, a
CWS/l: designant le WCA)-module deduit de CWS/l: C CW par

extension des scalaires via a

4.1.8. Les sections qui suivent ont pour objet de faire le lien entre l'extension

canonique &S/l: et d'autres consl:ructions plus ou mains classiques ; elles ne

seront pas ur i Li s ees dans la sui t e de cet article.
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Nous allons tout d'abord montrer que l'extension &S/E constitue en fait une

generalisation de l'extension du groupe des covecteurs de Witt par Ie groupe des

vecteurs de Witt fournie par l e groupe des bivecteurs de Witt [3 , ou 26, V

1.3] , repondant ainsi positivement au souhait exprime par Barsotti [4 , p.5 ] •

Rappelons que, suivant [26] , Le groupe BW(A) des bivecteurs ii coefficients

dans un anneau A peut etre defini par

BW(A) = cW(A) ,

Ie systeme projectif etant

___ cW(A) cW(A) V

on peut encore Ie decrire comme l'ensemble des familIes (ai)i E 7 verifiant les

conditions (4.1.1.1). Par construction, Vest un automorphisme de BW(A) , et

l'application W(A) BW(A) definie par

ou ao est la composante d'indice zero, definit une suite exacte

a W(A) BW(A) cW(A) a

Lorsque A est une algebre sur un anneau parfait A

est muni d'une structure de W(A)-module definie par

de caracteristique p, BW(A)
-n

BW(A) = lim CW(A)o ,et il
<­
n

y a lieu dans la suite precedente de remplacer CW(A) par CWO (A) pour obtenir

une suite W(A)-lineaire ; Ie lecteur pourra verifier que les constructions qui sui-

vent respectent cette W(A)-linearite.

Rappelons d'autre part que, pour toute Z(p)-algebre A, il existe sur

l'ideal VW(A) c W(A) une structure de PD-ideal, fonctorielle en A, definie par

(4.1.8.1)

Enfin, si a E A , nous noterons

dans W(A)

'\,

a (a,a, ... ) son representant de Teichmuller
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Lemme 4.1.9.

(i) Pour tout n 0 , il existe un unique endomorphisme de foneteur (en en-

eemblee ) sur La cateqoi-i e des ]I" -al.qebree
p

If :W->W
n

tel que, quel.s que soient La ]I" -alqebx-e A et l. 'element x E W(A) ,
p

(4.1.9.1)

(ii) Si
'\,

alorsx = x
0'

x E A ,
0

(4.1.9.2) Ifn(x)
'\,

= x = x
0

(iii) Si x E VW(A) , a lor's

(4.1.9.3)

Pour de f i rri r Cf' il suffit de dHinir 'f (X) lorsque A = 1F [X.). E:IN ' et
n n p 1 1

'\,

X (Xo'X I " , , ) , On eerit X = Xo + VY ,avec Y = (XI"") ; par suite,

'V p- J 'V. • [ )

xP = xP + L X1(vy)p-l + p!(VY) P
o i=1 1 0

= + pZI '

d'ou, pour tout n? 0 ,

On peut done definir en posant

(4.1.9.4) <t'n (X)

son unieite resulte de l'injeetivite de F sur W(A) • On en deduit aussitot

(4.1.9.2), tandis que (4.1.9.3) resulte de ee que
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4.1.10. Observons maintenant que, pour tout anneau A de caracteristique p, la for-

mule (4.1.2.1) permet encore de definir un homomorphisme s : CW(VW(A» -> CW(W(A»,

grace aux puissances divisees de VW(A) . En effet, soit (b_ i) E CW(VW(A» , et

posons b_ i = V(c_i) . Par hypothese, il existe r,s tels que pour i r,

on en deduit

o ,

donc s-I spc. o pour tout i ? r • Comme

il en resulte que o pour i assez grand, et la serie qui figure

dans la formule (4.1.2.1) n'a qu'un nombre fini de termes non nuls, ce qui donne

un sens as; son additivite se voit alors comme en 4.1.3. On pose

f..A/'i,(W(A»

CWAIz(W(A»

CW(W(A»/Im(s)

Im(CW(W(A» --> CW(A»

Proposition 4.1. II. Soit A un anneau de caracteristique p . Il existe un isomor-

phisme canonique de suites exactes

0-> W(A) ---> --->

o -> W(A) ----> BW(A) ---> 0

Observons pour commencer que l'inclusion CWAI'i,(W(A» C CW(A) est une egalite.

En effet, si (a_i) E CW(A) , il existe r,s tels que quels que soient i
l
, ... ,is?r,

o ; on a donc de memea . • •..• a .
I s

Te i chmii Ll e r des

'V 'V
a .•...•a_ i = 0 , pour les relevements de

I s

.) E CW(W(A» .

Pour definir , il suffit de definir un homomorphisme CW(W(A» --> BW(A)

s'annulant sur Im(s) ; notons le encore . On le definit d'abord sur CWu(W(A»

en posant
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LV-
i
lfi (a_i)

i

il est clair que induit sur W(A) C cwU(W(A)) l'inclusion W(A) C BW(A) . L'ap-

plication est additive: il suffit en effet de Le verifier pour A = IF [X . ,y .J,p -J

pour les elements universels, et, puisque A est alors reduit, on peut Ie rempla-

cer par sa cloture parfaite. Mais, lorsque A est parfait, BW(A) , et on

peut ecrire dans BW(A) :

application dont l'additivite se ramene immediatement a celie des composantes fan-

tomes [cf. 26, II 5.1, pour un resultat plus general I . Si

on a alors

(a .) E CWu(VW(A) ,

i
i ) a [p I

(p -I ! -i+1

qui est nul d'apres (4.1.9.3).

Ecrivons alors, pour (a .) E CWu(W(A) ,

(a .) = ) + (b_;) ,
-1. -1,0 ...

ou est Ie representant de Teichmuller de la coordonnee d'indice 0 de

et b_ i E VW(A) . On en deduit

(4.1.11.2) ») + b +
-1.,0 0

Dans cette expression,

( ... ,a. , ... ,a ,0, ... ),
-1.,0 0,0

ce qui garde un sens lorsque (a_i) E CW(W(A) , et est bien un element de BW(A) ,

puisque la condition (4.1.1.1), etant verifiee pour (a_i) , l'est pour (a_i,o) •

D'autre part, puisque (b_i) E CW(VW(A)), les termes sont nuls pour

i assez grand d'apres 4.1.10. La formule (4.1.11.2) garde done un sens pour

(a_i) E CW(W(A», et permet de definir ; de plus, la composante de d'un degre
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fixe ne depend que d'un nombre fini de composantes de (a_i)' de sorte que l'addi­

t i.v i t e de ljJ sur CWU entraine son add i t i v i t e sur CW. De meme, IjJ s'annule sur

Im(s) , et definit &A/L(W(A» ­­> BW(A)

Dans la formule (4.1.11.2), la somme W(A)

L'image de ljJ«a_ i» dans CW(A) est donc Ie covecteur ( •.• ,a_l,o)' qui est

aussi l'image de (a_i) par l'homomorphisme CW(W(A» __V__> CW(W(A» ­­­> CW(A)

Le diagramme de 4.1.11 est donc commutatif, ce qui acheve la demonstration.

Remarque. L'homomorphisme canonique

--> Fm &A/L(Wn(A»
n

est un isomorphisme.

4.1.12. Nous acheverons en montrant que, dans Ie dictionnaire entre extensions cris­

tallines et l:f­extensions deve l.oppe en 1.4, la restriction a W­n de l'extension

correspond a la ­extension canonique de W
n

par Ga fournie par

Cela montrera en particulier que la methode de comparaison entre cristaux de

Dieudonne et modules de Dieudonne introduite ici generalise celIe de Mazur­Messing

[ 40, II § 151 pour Ie cas des groupes p­divisibles unipotents.

En effet, si l'on part de la suite exacte de schemas en groupes au­dessus de

(4.1.12.1) Vno ---> Q;a ---> Wn+1 ---> ---> 0 ,

on peut munir Ie Q;a­torseur sur d'une connexion qui fasse de (4.1.12.1)

une q­extension : en tant que torseur sur \W
n

est trivialise par la sec­

tion (xo" •. 'xn_ l) (xo" .. ,xn_I,O) ; il suffit donc de se donner une forme

differentielle invariante sur (cf. 3.2.13 b», et l'on prend la forme

(4.1.12.2) w
n

+ •.•+

To,···,Tn_ 1 designant les coordonnees canoniques de . Posons, pour tout m,
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= IWn x Spec(Z/pm) ; par r educ tion modulo pmn,m

extension de IW par G
njm a

IWn+I,m definit done une

D'autre part, si l'on pose S = SpecOF ) , l'extension canonique
p

o -> 0Sll. -> lisll. -> CWSll. -> 0
m m m

definit, grace a l'inclusion L-> CWSll. (4.1.5.1), une extension
m

-->
v

Ii --> W
n,m -n

--> 0

sur CRIS(Sll.
m
) • D'apres 1.4.6, il lui correspond extension cristalline En,m

par Ga,l. ,au sens de 1.4.3. Celle-ci definit enfin, par 1.4.4 , une
m

t::j -extension En,m de IWn,m par

Proposition 4.1.13. Avec les notations precedentes. il existe un isomorphisme de

\Wn+l,m n,m

Le torseur :IEn,m est caracterise par ses points a valeurs dans les IWn,m

schemas affines et plats soient h: T -> IW un tel IW -schema, avec
n,m n,m

T = Spec(A) , et hi : U -> IWn,J sa reduction modulo p • L'immersion U C-> T ,

munie des puissances divisees canoniques de p, est un objet de CRIS(S/l.m) , et

Ie morphisme hI en fait un objet de Ill.) • Par definition,n, m

:IE (T)n,m r«(U,T),h1),E )n,m

{x E r«U,T),1i ) Iv(x)n,m

Posons h

:IE (T)n,m x. _ t. (p) }/s(W (pa) ,
1 1 n

la structure de etant definie par
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pour tout a EA. II est clair qu'on definit un morphisme de Ga-torseurs

\IV -> lEn+l,m n,m

(4.1.13.1)

sur par

on verifie immediatement que c'est un isomorphisme d'extensions de Wn,m par Ga'

II reste a verifier que la connexion obtenue sur, lEn,m s'identifie a celIe

que definit (4.1.12.2). Soient 1
Pi : '\J

n,m

-->
--> IW

n,m les deux projections sur

Wn,m du premier voisinage infinitesimal de la diagonale de Considerons

la section canonique (TO"" ,Tn_I ,0) de au-dessus de lWn,m ' et ses deux

images inverses ... et ... au-dessus de . Pour
n,m

calculer la difference

dans M (fil), on peut se ramener a la situation universelle au-dessus de Z,n+l,m IWn,m

puis faire Ie calcul dans

On en deduit aussitot

D.
1

D
n

i
T"P -I(T"_T') +... + (T'1.'-T

1
! ) ,

o 0 0

n
T"P -I(T"_T') T"p-I(T" -T' )o 0 0 +... + n-) n-I n-I

Dans Mn+1 ), on obtient la relation
, n,m

(O, ... ,O,Dn) + (Do,···,Dn_I,O)

(O, ... ,O,Dn) + s(Do,···,Dn_ l ) ,

par definition des puissances divisees de l'idealcar

diagonal dans

pour tout k 2

. Passant a
n,m

lEn,m par (4.1.13. I), cette relation montre que

cl(O, ... ,0,Dn)
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en identifiant co, ..• ,O,Dn) a une section de
n,m

il en resulte que la con-

nexion obtenue sur E est bien celIe que definit la formen,m

D
n

w
n

4.Z. Cristaux de Dieudonne et modules de Dieudonne.

Nous commeneerons par quelques resultats sur les groupes d'homomorphismes d'un

faisceau abelien de la forme G, ou G est un schema en groupes, dans les fais-

Soient un schema muni d'un PD-ideal quasi-coherent, et U un sous-

schema ferme de T, defini par un sous-PD-ideal de ; on suppose p localement

nilpotent sur T Soient G un U-groupe , G C--> Y une T-immersion dans un T-

schema quasi-Ii sse Ccf. 1.2.2), tel qu'il existe un morphisme m: YxTY ---> Y in-

duisant la loi de groupe de G; on notera encore Pl,P2 Crespo pl,PZ,m) les

morphismes DG(y
2)

--> DG(Y) Crespo D 2Cy2) DGCY» entre enveloppes a puis-
G

sances divisees - compatibles a 0 - induits par les projections Pl,P2 de YXTY sur Y

et par Ie morphisme m. L'enonee qui suit est une variante du lemme de Yoneda.

Lemme 4.2.1. Boit E un faisceau abe lien sur CRISCU/T) . Avec les notations pre-

cedentes, le groupe HomU/T(Q,E) est canoniquement isomorphe au sous-groupe de

ECG,DG(Y» forme des elements verifiant les relations:

Cii) dans ECG
2,D

2Cy2» , p7co +
G

dans lui-meme

Par definition, QCG,DGCY» est l'ensemble des morphismes de U-schemas de G

tout homomorphisme <f: Q --> E associe done a Id G E Q(G,DGCY»

un element E ECG,DGCY» . Les proprietes Ci) et Cii) de resultent des pro-
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prietes analogues de IdG en appliquant aux diagrammes

G2 > D 2(y2)

G

G > DG(Y)

1 'hypothese que q> est un morphisme de fonc:teurs.

Reciproquement, soit E E(G,DG(Y)) verifiant (i) et (ii). Pour lui associer

un homomorphisme 9: G -> E , il faut, pour tout objet (U',T' ,0') de CRIS(U/T)

et tout t E Q(U') = Hornu(U' ,G), de f i n i r un element <pet) E E(U' ,T' ,0') . Or,

localement sur T', il existe un T-morphisTIle t: T' -> Y prolongeant le morphisme

compose u' __t_> G --> Y , et la donnee de 0' permet de le factoriser par un PD-

morphisme t: T' --> DG(Y) . On obtient done (localement sur T') un morphisme

(t,t) : (U',T',o') --> (G,DG(Y)) de --CRIS(U!T) , et on pose = t • La

condition (i) entraine alors que cet element est independant du choix du pro longe-

ment t de t, ce qui permet de le definir par recollement lorsque t n'existe

pas globalement sur T', et montre que l'on obtient bien un morphisme de foncteurs.

Son additivite est une consequence formelle de la relation (ii).

Soit S un schema sur lequel pest localement nilpotent.

Proposition 4.2.2. Soient G un S-groupe affine de presentation finie, (U,T,e) un

objet de CRIS(S/L), GU = GXSU . On suppose que U verifie l'une des conditions

suivantes

(i) U est localement noetherien ;

(ii) U est localement de presentation finie sur un schema parfait z.

Alors l'homomorphisme

(4.2.2.1 )

defini par (4.1.5.1), est un isomorphisme.
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L'assertion etant locale, on peut supposer T affine. Par localisation au-

dessus de (U,T,o), il suffit d'apres (1.1.15.1) de montrer que l'homomorphisme

canonique

(4.2.2.2)

est un isomorphisme. Or on peut ecrire l'algebre de G comme quotient d'une algebre

de po Lynfimes sur T, de spectre Y

prolongeant la loi de groupe de G

il existe alors un morphisme m: YXTY ---> Y

D'apres 4.2.1, il suffit alors de prouver que

CW(G,DG(Y» = CW(G) .

Mais, dans les deux hypotheses envisagees, G est respectivement noetherien, ou

de presentation finie sur le schema parfait Z, de sorte que le resultat decoule

de 4.1.6.

4.2 •.3. Revenons maintenant a une situation analogue a celle de 4.2.1, mais en sup-

posant maintenant p nilpotent sur U T etant un schema ou un schema formel

pour la topologie p-adique, sur lequel p n'est plus necessairement localement

nilpotent. On suppose par contre que les puissances divisees 0 sont compatibles

a celles de p, et on designe encore par Y un T-schema quasi-lisse (resp. un T-

schema formel - pour la topologie p-adique - quasi-lisse, i.e. donnant un schema

quasi-lisse par reduction modulo pn pour tout n) dans lequel G est plonge, et

par m: YXTY --> Y un morphisme induisant la loi de groupe de G. Soient Tn' Yn

les reductions modulo pn de T e t Y L'ideal est un PD-ideal de
n

grace a la condition de compatibilite, et tout objet du site CRIS(U/T) peut etre re-

couvert par des objets de la reunion des sites CRIS(U/Tn) pour n assez grand. si E

est un faisceau abelien sur

suite que

CRIS(U/T), de restriction E
n

CRIS(U/Tn), il en re-

-v
---->

On deduit donc immediatement du lemme 4.2.1. la consequence suivante
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Lemme 4.2.4. Sous les hypotheses de 4.2.3, le groupe Homu/T(£,E) est canonique­

ment: isomorphe au eoue­qroupe de E(G,DG(Yn) forme des elements verifiant
n

les relations (i) et (ii) de 4.2.1.

Lemme 4.2.5. Soient S un schema sur Lequel: p est nilpotent, et S T une

immersion fermee de S dans un schema formel T (pour la topologie p­adiqueJ,

munie de puissances divisees 6 ; soit T
n

la reduction de T moduLo

suppose que 0T est sans p­torsion. Alors

(i) pour tout n tel que pnOs = 0, (S,Tn , 6) est un objet de CRIS(S/E) ;

(ii) si G est un S­groupe fini localement libre annule par une puissance fixe de

p, le systeme projectif de faisceaux T 6) est essentiellement nul.
, n'

Comme 0T est sans p-torsion, la relation

x

determine les puissances divisees 6. Elles sont done compatibles a celles de p,

et pas sent au quotient sur 0T/pnOT = 0T ' d'ou la premiere assertion.
n

Soit m un entier tel que m
p IdG = ° montrons que les homomorphismes

sont nu l s , D'apres 1.1.15,

--->

de sorte qu'il suffit de prouver l'assertion analogue pour le systeme projectif

HomS/T (£,OS/T ) • On peut supposer T affine, et ecrire l'algebre de G comme
n n

quotient d'une algebre de series formelles restreintes a coefficients dans r(T,OT)'

On obtient ainsi une immersion de G dans un schema formel Y lisse sur T, tel

que la loi de groupe de G se prolonge en un morphisme m: YXTY --> Y • Le groupe

HomS/ T ) s'identifie alors au sous-groupe de forme des ele-
n+m n+m
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ments verifiant les conditions de 4.2.1. Comme correspond a un homomorphis-

me --> 0S/T ,il veri fie la relation
n+m

o .

est sans p-torsion, Ie noyauA

est plat, d'intersection complete re-

Comme

G

A = f(T,OT)' An = A/pnA

pnA . D'autre part,
n+mest

Soient alors

m
de p IdA

n+m

lative sur S; il en resulte, comme dans la demonstration de 2.3.5, que

est plat sur A
n

Le noyau de la multiplication par m
p est done

Proposition 4.2.6. Soit S un schema sur lequel pest localement nilpotent, et

suppoeone qu'il existe Looal.ement: sur S une immersion [ermee de S dans un schema

formel T (pour La topologie sr-adi.que) , munie de puissances diirieeee 8, te Ll.e que

les deux conditions suivantes soient vePifiees

(i) le faisceau 0T est sans p-torsion ;

(ii) pour tout objet (U' ,T' ,8') de CRIS(S/E), il existe localement sur T'

un PD-morphisme (T',8') --> (T,8) prolongeant u' --> S .

Alors, pour tout S-groupe fini localement libre G,

(4.2.6.1)

L'assertion etant locale sur S, on peut supposer qu'il existe une immersion

S T ayant les proprietes de l'enonce. La deuxieme condition exprime alors que

Ie faisceau sur CRIS(S/E) "represente" par (S,T,8) couvre l'objet final du topos

(S/E)CRIS' Or, comme en 1.1.15, Ie site s'identifie au site

CRIS(S/T). Par suite, l'homomorphisme canonique
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est injectif, et il suffit de prouver que

Or l'homomorphisme canonique

est un isomorphisme, et cette limite projective est nulle d'apres 4.2.5.

Remarque. Les hypotheses de 4.2.6 sont satisfaites si S est plat d'intersection

complete relative sur un schema parfait. Supposons en effet S affine, plat d'in-

tersection complete relative sur Spec(R), ou R est un anneau parfait. Si l'on

plonge S dans Ie spectre Y d'un anneau de polynomes sur W(R), o2lG(Yn) est

plat sur Wn(R) pour tout n, et isomorphe a .'2lG(Y) Ipn 02>G(Y) d'apres (1.2.5.1) •
»<:

Par suite, Ie schema formel T = Spf ( :l!G (Y) ) verifie les conditions (i) et (ii) .

Proposition 4.2.7. Soient S un schema sur lequel p est nilpotent, et

o --> G' --> G --> Gil --> 0

une suite exacte de S-groupes finis localement libres. On suppose donnee une immer-

sion fermee de S dans un schema formel T, vePifiant Lee conditions de 4.2.5.

Alore, pour tout entier n tel que n
p IdG = 0, La suite

(4.2.7.1)

est exact:e,

o -> ID(G") (S T 0) -> ID(G) (S T 0) -> ID(G') (S T 0) -> 0
, n' , n' , n'

La surjectivite resulte de 3.1.6. Considerons, pour n variable, le

systeme projectif de suites exactes

->
-> ,OS/E)T

n")

C:ID(G") ->ID(G)T ->ID(G')T -> 0 .
Tn n n

Les systemes projectifs des J0m sont essentiellement nuls d'apres 4.2.5, et ceux
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des ID(.)T sont a morphismes de transition surjectifs. On obtient done par pas­
n

sage a la limite la suite exacte

(4.2.7.2.) 0--> --> --> --> 0 •

Mais, si o , les morphismes de transition

ID(G)T -> ID(G)T
n+h n+h

o
T T
n n

sont des isomorphismes, et la suite exacte (4.2.7.2) s'identifie a (4.2.7.1).

Corollaire 4.2.8. Supposons que S = Spec(A) ou A est un anneau de caracteris-

tique p possedant une p-base, et soit une '7: -alqebre verifiant Lee conditions
p

de 1.2.8. Posons

ID(G) A"" = Fm ID(G) A
n n

pour tout s-groupe fini Loeal.ement: libre G (resp. groupe p-divisibleJ. Alors l.e

foncteur ID(G)A"" transforme toute suite exacte de La forme

o --> G' --> G --> G" --> 0 ,

ou G' ,G,G" eoni: des S-groupes finis Local.ement: l.ibree (resp. G et G" des

groupes p-divisibles, G' etant fini ou p-divisibleJ, en suite exacte de

Le cas d'une suite de trois groupes finis resulte de (4.2.7.2), en prenant

T = Spf(A,) • Le cas OU G' est fini, G et G" p­divisibles se prouve de 1a

meme et Ie cas ou les trois groupes sont p­divisibles resulte simplement de

ce que les cristaux sont alors localement libres, de rang ega1 a la hauteur.

Rappelons que si A et B sont des groupes ab e Li ens d'un topos 'C, annul.es

par un entier N, la suite spectrale

fournit un homomorphisme
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On peut encore decrire cette application comme associant a la classe d'une extension

8. : 0 --> B --> E --> A --> 0

l'homomorphisme A --> B donne par Ie diagramrne du serpent relatif a la multipli-

cation par N sur 8.. Nous noterons cet homomorphisme, ainsi que son analogue glo-

bal, par "N".

Corollaire 4.2.9. Soient (S,T,c) verifiant les conditions de 4.2.7, et G un

S-groupe fini localement libre annule par pm. Alors l'homomorphisme

est un isomorphisme.

ID(G) (S, T
m,

c) -->

L'assertion etant de nature locale sur S , on peut supposer, d'apres 3. I. I,

que G est plonge dans un S-schema abelien A Soient H Ie groupe p-divisible

associe a A, et H' = HIG , qui est un groupe p-divisible d'apres 3.3.12. II re-

sul t.e de 4.2.7 que les deux foncteurs G t-> ID(G) (S T c) et (S T c)
, m' , m'

sont exacts sur la categorie des S-groupes finis localement libres annules par pm •

Le diagramme commutatif a lignes exactes

ID(H'(m»(ST c) --> ID(H(m» (S, T
m,

c) --> ID(G)cs, T
m,

c) ---> 0
, m'

1",'" 1",'" 1",'"

montre alors qu'il suffit de prouver l'assertion lorsque G est de la forme H(m),

pour un groupe p-divisible H • Dans ce cas, la suite exacte

m
o --> H(m) --> H(m) ---> 0

fournit un homomorphisme cobord

-->
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qui est un isomorphisme au-dessus de On verifie alors sans difficulte que

"pm" est inverse de cet isomorphisme.

Nous etudierons main tenant plus particulierement Ie cas ou la base S est Ie

spectre d'un anneau parfait A. Rappelons (1.2.9 (i» que Ie foncteur

qui a un faisceau sur associe l'ensemble de ses sections globales induit

une equivalence entre la categorie des cristaux en modules quasi-coherents sur S et

la categorie des W(A)-modules separes et complets. Pour tout S-groupe fini localement

libre G (resp. groupe p-divisible), nous poserons

(4.2.8.1) D(G) = rrs/z , ID(G» '" Fm f(Sn' ID(G)(S,S » ,
n n

ou Sn = Spec(Wn(A» (Ie dernier isomorphisme resultant de 1.1.12, 1.1.13, et de ce

que (S,Sn) represente l'objet final de CRIS(S/Sn» •

Proposition 4.2.10. Soient k un corps parfait, G un groupe fini sur k, de

rang pd . Alors D(G) est un W(k)-module de longueur finie d •

Soient k' une cloture algebrique de k, G' l'image inverse de G sur k'.

Les isomorphismes

ID(G')W (k')
n

ID(G)W (k ")
n

qui resultent de (1.3.3.4) et de ce que ID(G) est un cristal, montrent qu'il suffit

de prouver l'assertion lorsque k est algebriquement clos. Tout groupe fini est

alors extension successive de groupes de rang p • Or, on deduit de 3.2.11 que

I' i nega l i te

rang(G) long(D(G»
p

est verifiee lorsque G est de rang p . Compte tenu de 4.2.7, les deux membres de

l'inegalite sont multiplicatifs par rapport aux suites exactes courtes, si bien

qu'elle reste valable pour tout groupe fini G .
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Mais par ailleurs, il resulte de 3.3.10 que cette inegalite est une egalite

lorsque G est un groupe de Barsotti-Tate tronque. Comme tout groupe fini peut etre

plonge dans un groupe de Barsotti-Tate tronque, on en deduit par multiplicativite

que c'est toujours une egalite.

Proposition 4.2.11. Soient k un corps parfait, S

sur s. Alors

Spec(k), G un groupe fini

(4.2.11.1) o .

Ie spectre d'une algebre de polynomes sur

D'apres 1.1.13, on peut remplacer l: = SpeeCE) par T = Spec(W(k)) • Soit
p

W , telle qu'il existe une T-immersion

Y

fermee G C-> Y , et reprenons les notations de 4.2.3. Soient k' une cloture al-

gebrique de k, S' Spec(k') , G' = CXSS', T' = Spec(W(k')), Y' = YxTT' ;

comme T' est plat sur T, les homomorphismes canoniques DC(Yn)XTT' --> DC'

sont des isomorphismes, et

est injectif, ainsi que r(c,CW) -> r(c' ,CW) • La suite exacte

entraine done que

-> CW

si bien que, d'apres 4.2.4, il suffit de prouver (4.2.11.1) lorsque k est alge-

briquement clos.

Comme G possede alors une suite de composition dont les quotients sont iso-

morphes a 'E/p a
p

ou , on est ramene au cas ou G est l'un de ces trois

groupes. On peut alors choisir pour Y Ie spectre d'une algebre de polynomes en une

Lnde t e rmi nee W[ t I . Soient I' a l geb re de G, ciOn ce l l e de DC(Yn)' 'In Le

noyau de --> 16. Considerons Ie diagramme commutatif
n
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0--> s(CW('Jn)) -->
--> /!,S/l:(G,DG(Yn))

-->0

(4.2.11.2) Of? l' 1
0---> > > CW(:f(,)

dans lequel l'exactitude de la ligne superieure resulte de la definition de /!,S/l:'

et de ce que DG(Yn) a pour espace topologique sous-jacent celui de G, c'est-a-

dire un espace fini discret. Soit un element de /!,S/l:(G,DG(Yn)) correspondant

a un homomorphisme £ --> /!,S/l: comme G est annule par p, il en est de

meme de . Si n E CW(&2l
n)

re l eve a Lo r s pn E s(CW(J-n)), V(pn) E CW(3"n)'

et, puisque Vos est l'inclusion de dans on en deduit que

pn = soV(pn) .

que pour

Posons n = ; si

-p
pn = (n_ i_ l

) , de sorte

est l'image de

i I, les appartiennent a . La rela-

tion precedente fournit alors la relation

(4.2.11.3)

L'ideal de G dans Y1

(il P ) [p]
-2

Spec(k[t]) est principal, engendre par un polynome

f . Il r e sul te alors de [ 5 , VI 3.2.5] que est un k[t]/(fP)-module libre,

de base les f[pq] pour q E :IN par consequent, on a dans .Q>]

-pComme tout element de 'J-1 est de puissance p-ri eme nulle, n_
I

et

eH';ments de k[t]/(fP) . Posant il!2 = gf, la relation (4.2. I I .3)

sont des

s'ecrit

et entraine done que -p
n_ 1 = 0 . Comme l'homomorphisme

induit par le Frobenius de kj t ] est injectif, l'image de n_1 dans:R, est done

nu l Le ,
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Or, d'apres le diagrarnme (4.2.11.2), le covecteur (ll' . ). 1 image de

dans CW(1b) est l'image de s, et correspond donc a l'homomorphisme compose

G-> &s/r. -> CW. D'apres [6 ;26] ,

pour tout i:;:. I , en notant V!R>: [Ji., l ' endomorphisme correspondant au

Verschiebung de G. On en deduit donc que = 0 pour tout i:;:. I, si bien que

S est d ' image nulle dans CW(0\:,). Le morphisme Q. -> CW dedu i t; de Cf est done

nul, ce qui montre que l'homomorphisme

est un isomorphisme, quel que soit n. Par passage a la limite, l'enonce resulte

donc de 4.2.6.

4.2.12. Soient A un anneau parfait, 5 = Spec(A). D'apres 4.1.7, il existe sur

l'extension &S/r. une structure de W(A)-module telle que la suite exacte

soit W(A)-lineaire. On en deduit, pour tout faisceau abelien G sur 5, une suite

exacte de faisceaux de W(A)-modules sur GRIS(S/r.) :

->
o
->

Prenant les sections globales, on en tire en particulier un homomorphisme

(4.2.12.1)
a
-->

Supposons que G soit un S-groupe fini localement libre. Gomme, d'apres

1.1.12 et 1.1.13,

HomS/r.("·) Homs/r. (.,.) HomS/ S (.,.) ,
n n n n

il resulte de (4.2.2.2) que l'homomorphisme canonique

(4.2.12.2)
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est un isomorphisme. On posera

(4.2.12.3)

rappelons [ 26, III § 5 cor. 3] que, lorsque A est un corps parfait, M(G) est

Ie module de Dieudonne de G. L'homomorphisme (4.2.12.1) s'interprete done comme

un homomorphisme

(4.2.12.4) M(G)o ---> D(G) ,

fonctoriel en G.

Si maintenant on suppose que G est un groupe p-divisible, l'homomor-

phisme

est aussi un isomorphisme, puisque G = G(n). On obtient done encore un homo-

morphisme (4.2.12.4).

Lemme 4.2.13. Sous les hypotheses de 4.2.12, soit G un S-groupe fini localement

libre (resp. un groupe p-divisibleJ. Alors l'homomorphisme canonique

(4.2.13.1) -->

est un isomorphisme.

Comme (S,Sn) represente l'objet final de CRIS(S/En) ,

r(S/En,E) = r«S,Sn),E) = r(Sn,E(S,S »
n

pour tout faisceau E par suite, les 0S/E -modules E tels que
n

E(S,S )
n

soit

quasi-coherent sur Sn sont acycliques pour r(S/En,.) . On deduit done de 2.3.1

(resp. 2.4.5) que, pour q 2 ,

(4.2.13.2) '"-->

Compte tenu de 1.1.12, l'isomorphisme '"--> permet d'autre part

de construire une suite spectrale des foncteurs composes
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=>

Or 1e systeme projectif HomS/ L
n n

(resp. nul d'apres 3.3.3), de sorte que

est essentie11ement nul d'apres 4.2.5

pour tout p. L'isomorphisme

'"-->

qui en resu1te, permet de deduire (4.2.13.1) de (4.2.13.2) par passage a 1a limite.

Theoreme 4.2.14. Soient k un corps parfait, S = Spec(k), G un groupe fini

(resp. p-divisibleJ sur k Alors l'homomorphisme canonique

(4.2.14.1) d : M(G)G -> D(G)

defini en (4.2.12.4) est un isomorphisme.

D'apres 1e 1emme precedent, peut s'interpreter comme l'homomorphisme cobord

de 1a suite de cohomo1ogie du foncteur Hom
S/L

relative a la suite exacte

-> G
CWS/ L -> 0 .

Supposons G fini. Comme = 0 d'apres 4.2.11, l'homomorphisme

est injectif. Or 1es W-modu1es D(G) et M(G)G ont meme longueur d'apres

4.2.10, et [19, t.heorerne p. 69] ; d est donc un isomorphisme. si G est p-divi-

sible, 1es deux membres sont 1imites projectives des termes analogues re1atifs aux

G(n) (compte tenu de 2.4.5 (ii», et l'enonce resulte du cas des groupes finis.

Remarques 4.2.15.

(i) Soient A un anneau de Priifer [15, chapitre 7, § 2, exercice 12 ]

parfait, S = Spec(A), G un S-groupe fini localement 1ibre (resp. un groupe p-

divisible sur S). On deduit de 4.2.14 que (4.2.12.4) est encore un isomorphisme
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(cf. [ 6 , 4.3.4 ]).

(ii) Rappelons qu'un groupe formel commutatif sur k peut etre defini comme

un faisceau abelien (fppf) limite inductive de k-groupes finis. Si on a ainsi

G = Gi, les G
i

etant des p-groupes finis sur k, l'homomorphisme
i

est un isomorphisme, car = 0 pour tout i d'apres 4.2.6. Par

passage a la limite, les isomorphismes (4.2.14.1) donnent donc un isomorphisme

M(G)O = Hom(G,CW)o
-v
->

On remarquera que, lorsque G = Spf(k[[X1, ••. ,Xn]D est un groupe de Lie

1
formel, la discussion de 2.2.9 montre que peut etre cal cule au

moyen de "presque-logarithmes"; on peut en dedui re l'isomorphislOO de [26, III,

6.5] (cf.[36,5.5]).

Exemples 4.2.16.

Sous les hypotheses de 4.2.14, soit (U,T,6) un objet de CRIS(S/r). II

exi s te alors un unique morphisme h : T -> Spec(W(k» prolongeant U -> S, et

i1 r esu l t e de 4.2.14 qu'il induit un isomorphisme canonique

puisque ID(G) est un crista!. En identifiant (Os/r)O a 0s/r comme en 1.3.5,

on obtient en particulier

(i) Pour tout n,

F etant i: application identique, et V La multiplication par p ,

(ii) Pour tout n,
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F etant la multiplication par p, et V l'app1ication identique.

(iii) Pour tout n,

F etant la multiplication par F, et V l'application nulle.

Nous terminerons cette section en indiquant une autre construction de l'iso-

morphisme a de 4.2.14.

Proposition 4.2.17. Soient A un anneau parfait, S = Spec(A) • G un S-groupe

fini Localement: l.ibre, m uri entrie» tel que

sur 0S/T. induit un isomorphisme aanonique

La multipliaation par m
p

(4.2.17.1) '"--> neG) •

Le deuxieme isomorphisme resu1te de 4.2.13. Pour construire 1e premier. on

considere 1es deux suites exactes

m
o --> Nm --> 0S/T. --p-> pmOS/T. --> 0 •

definies par la multiplication par pm sur 0S/T.' E1les donnent naissance au dia-

gramme exact

(4.2.17.2)

ou 1e zero de gauche resulte de 4.2.6 (en prenant T = Spf(W(A»))
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(S/Em)CRIS --> (S/E)CRIS Ie morphisme eanonique. On verifie

immediatement (par exemple par adjonetion a partir de la definition de
o.

donnee en 1.1.10) que pour tout faiseeau E sur CRIS(S/Em), et tout objet

(U,T,6) de CRIS(S/E),

(4.2.17.3) r«U,T,6), iCRIS.(E))

(4.2.17.4)

en partieulier,

de sorte que l'on obtient un isomorphisme eanonique

Le diagramme (4.2.17.2) montre alors que, pour eonstruire l'homomorphisme (4.2.17.1)

et prouver que e I est un isomorphisme, il suffi t de prouver que l'homomorphisme

est un isomorphisme, et il suffit pour eela de prouver la nullite des groupes

i,
•

Utilisant la resolution et l'analogue global de la suite speetrale

(2.2.2.1), il suffit de prouver que pour tout S-groupe fini loealement libre G,

pour tout Comme, d'apres 1.1.12 et 1.1.13, tout objet de

CRIS(G/E) peut etre recouvert par des objets de la reunion des sites CRIS(G/Sn),

ou S
n

Spec(H
n(!\»,

il

EP,q
2

existe une suite spectrale

11 sufHt done que les s ys t emes projeetifs soient essentiellement

nuls. !'ixons un plongement de G dans un W(!\)-schema lisse affine Y, de reduction

Y
n

sur Alors, pour n fixe, les sont les groupes de cohomo-

v
logie du eomplexe de Cech-Alexander [5 , V 1.2.3 J

->
->

-->
-->
-->
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compte tenu de la quasi-coherence des Nm(U,T,a) pour tout (U,T,a). 11 suffit

f«Gq,D (yq)),N) forment
Gq n m

un systeme projectif essentiellement nul. Mais, comme Gq est plat d'intersection

complete relative, est plat sur Sn' si bien que

d'ou l'assertion.

Proposition 4.2.18. Sous les hypotheses de 4.2.17, l'invepse de l'isomopphisme

(4.2.17.1) est l'isomopphisme note "pm" en 4.2.9.

Comme ID(G) est un cristal annule par m
p , il resulte de 4.2.13 que le fonc-

teur induit un isomorphisme

D'autre part, on verifie facilement la commutativite du diagramme

(4.2.18.1) 1

dans lequel la fleche verticale de gauche est obtenue en appliquant le lemme du

serpent a l'endomorphisme "multiplication par pm" d'une extension de G par 0S/'2.

Soit alors u un homomorphisme de G dans 0S/'2.' et notons encore
m

u : G --> 0S/'2./pmOs/'2. l'homomorphisme correspondant. L'isomorphisme (4.2.17.1)

montre qu'il existe une extension E de G par 0S/'2.' unique a isomorphisme pres,

et un homomorphisme u' : E --> 0S/'2. rendant commutatif le diagramme
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> °S/r, > E > G > 0

pm I U'I ul
'iI '1/

> pmos/r, > °s/r, ->
m

0s/r,/p 0s/r, --> O.

0---.---<

o ------:

(4.2.18.2)

Comme = 0, u' est en fait determine par sa restriction a 0s/r,'

et, pUlsque G est annule par pm, u' est l'homomorphisme induit par la multipli-

cation par mp sur E. L'extension E etant l'image de u par (4.2. 17. I), la

proposition resulte de la commutativite des diagrammes (4.2.18.1) et (4.2.18.2).

est localement nilpotent, on se propose

4.2. 19. Soit

m
p •

CH Ie sous-faisceau abe lien de
m

p
Pour tout schema S sur lequel p

cw forme des covecteurs annules par

de con:;truire un homomorphisme canonique

(4.2.19.1) T
m

sur CRIS(S/r,).

par Ie:; homomorphismes canoniques

Notons respectivement Cw(m) (0 )
S/r, et 8,(m)

S/r, les images inverses de cw
m-
p

qui est egale a l'image inverse de

Soit ('w(m+l,m)(O )
J sr: l'image inverse de

8,(m)
SIL par l'homomorphisme canonique

CW(OS/r,)
__v__>>

CW(Os/r,)

(4.2.19.2)

1 1
8,s/r, > cw

commutatif par construction de 8,S/r, (cf , 4.1.4). On peut decrire cw(m+J ,m) (0 )
S/r,

m
comme J.' ensemble des covecteurs x = (x_i) tels que pour i }m+l, x

p.
E d-s/r, •-1
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On definit alors une application

par la formule

(4.2.19.3)
m

L
i=o

L

oil est une section de cw(m+l,m)(O )
Sir. au-dessus d'un objet (U,T,o) de

CRIS(S/r.). On observera que, p etant localement nilpotent sur T, la serie

(4.2.19.3) n'a qu'un nombre fini de termes non nuls, et garderait un sens plus ge-

neralement si l'on 0s/r. par un anneau separe et complet pour la topo-

logie p-adique, muni d'un PD-ideal

de 8m par la methode de 4.1.3.

cela permet alors de demontrer l'additivite

Si s: cw(1s/r.) --> CW(OS/r.) est l'homomorphisme defini en 4.1.4, l'image

de s est contenue dans cw(m+l,m) ( 0 )
Sir.

pour tout m, et on veri fie immediate-

ment a partir des axiomes des puissances divisees que

en deduit done une factorisation

8 s'annule sur
m

Im(s) . On

8 • & (m)
m· Sir.

Enfin, la formule (4.2.19.3) montre que l'application induite par 8
m

(m)
(resp. &S/r.) est la multiplication

par pm sur 0s/r.. Par consequent, l'homomorphisme compose

8
m---->

s'annule sur o &(m)
sir. c stt: et se factorise done par l'image de

dans On deduit de (4.2.19.2) et (4.2.19.3) l'expression de l'homo-

morphisme T ainsi obtenu : si
m et est l'image de

(4.2.19.4)
m-l
L

i=o
+

II est clair que cette expression reste bien definie, et additive, meme si Ie co-



187

vecteur (a_i) ne peut etre releve en une famille (x_i) verifiant la condition

de nil.potence necesse i re pour etre un covecteur, de sorte que T est en fait de­
m

finie sur CWo On remarquera d'autre part que, grace a (4.2.17.4) et a l'isomor­

phismE! d'adjonction, T
m

peut etre considere comme un homomorphisme de CRIS(SILm)

(4.2.19.5) T
m

cw -->
m­

p

Enf i n , s i A est un anneau parfait, et S un A­schema, on voit comme en

4.1.7 que T
m

est semi­lineaire par rapport au Frobenius cr de W(A).

(i) Il est facile de verifier que 1 'homomorphisme

est ce Lui, qu'on obtient en appliquant l e lemme du serpent au diagramme defini par

la mul tip lication par m
p sur la suite exacte

0--> -->

(ii) Pour tout n, Ie diagramme

cw
m-

p

est conanut.at i f ,

I
p

o m+IO
> SIL / p ett:

phisme d'anneaux construit par Grothendieck dans

(iii) On remarquera que la restriction de TaW C CW
m -m m-

p

[ 32 , IV 3.3 ) •

est l'homomor­

La proposition suivante donne une autre construction de l'isomorphisme de

4.2.14.
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Proposition 4.2.20. Soient A un anneau parfait, S = Spec(A), G un S-groupe

fini localement: Libre, m un entiec tel que pmG = O. Al.ore Le diagramme

D(G)

ou l'isomorphisme vertical est donne par (4.2.17.1), est commutatif.

II suffit de prouver la commutativite du triangle analogue dans lequel on

remplace HomS/ E (£,US/ E) par HomS/E(£,OS/E/pmOS/E)' Or Ie diagramme (4.2.19.2)
m m

et la construction de Tm fournissent Ie diagramme commutatif de suites exactes

> CW(m+l,m)(O ) V > CW(m) (0 )0---> °S/E ---> 0S/E S/E

"

1 1
0---> °S/E

> s,(m) > mCWS/E > 0S/E
P

lpm 18m ITm
'i/

0--> pmO
S/ E

>
°S/E > °S/E/pmOS/E -->0.

On en deduit Ie diagramme commutatif d'homomorphismes cobords

Or, d'une part I'inclusion

-->
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est un isomorphisme d'apres (4.2.12.2), d'autre part nous avons vu dans la demons-

tration de 4.2.17 que l'homomorphisme

m
p

est un isomorphisme la proposition en resulte aussitot.

4.3. Le cristal de Dieudonne des groupes annules par F ou V.

Nous etudions ici de nouvelles relations liant le cristal de Dieudonne aux

invariants differentiels tels que l'algebre de Lie ou le module des differentielles

invariantes, et montrons en particulier comment, dans le cas de groupes annules par

F ou V, ceux-ci permettent de construire le cristal de Dieudonne. Nous commen-

par un resultat valable pour tout groupe fini localement libre annule par p.

(i) Soient S un schema sur p est G un s-

groupe fini Local.ement: l.ibre annuLe par p, de rang d
P . Alors ID(G) est un

0sn:JpOs/r.-rrloduLe localement: l.ibre de rang d •

(ii) La restriction de ID d La cateqor-ie des S-groupes finis Loeal.emeni: l.ibree

annuUs par p est un foncteur exact.

Gomme ID(G) est un cristal, il suffit de prouver que, pour tout objet (U,T,c)

de CRIS(S/r.), ID(G)(U,T,c) est localement libre de rang d Montrons

d'abord qu'il est engendre localement par d sections. Soient x un point de T,

k(x) la cloture parfaite de k(x), Gx = GXSSpec(k(x», et considerons le morphisme

Spec(k(x»

1
c Id

Spec(k(x»

1
U

de CRIS(S/'£.). On en dedu i t l' isomorphisme

T
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ID(G) (U T 6)il/lOk(x)
" T

Grace a 4.2.13, Ia theorie de Dieudonne classique entra1ne que ID(Gx) est
Spec(k (x)

un k(x)-espace vectoriel de dimension d. Comme ID(G)(U,T,6) est de presentation

finie sur 0T/POT' on en deduit par descente a k(x), puis par Ie lemme de Nakayama,

que ID(G)(U,T,6) est engendre par d sections au voisinage de x.

Pour achever Ia demonstration, on peut supposer G
U

pionge au voisinage de x

dans un schema abelien A, done dans A(I) comme ID(A(I» est Iocalement libre

de rang 2g, Ie rang de A(I) etant 2g
p , Ie meme raisonnement qu'en 3.3.10 donne

Ie resultat. La deuxieme assertion resuite alors de 3.1.6.

Lemme 4.3.2. Soit S un sehema de earaeteristique p.

(i) Soit G un S-groupe fini loealement libre, annule par F, de rang d
P •

ALors Lee Os-modules wG' nG, a'&e(G), "c sont Loeal.ement: l.ibres de rang d.

(ii) Soit G un S-groupe fini loealement libre, annule par v, de rang d
p

et sont localement: l.ibree de rang d.

Lorsque G est fini localement libre annule par F, est locale-

ment libre de rang d, d'apres [SGA 3, VIlA 7.4]. Comme tG est un complexe par-

est egalement localement libre de rang d. Par

dualite, il en est alors de meme de = jt'(t
Gv) et

Si G est annule par V, est annule par F, et l'assertion resulte des

isomorphismes fournis par la formule de dualite de Grothendieck (3.2.1.1)

Proposition 4.3.3. Soient S un sehema de earacteristique p, et G un S-groupe

fini localement libre annule par V. Alors l'homomorphisme canonique
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(4.3.3.1)

est un isomorphisme.

localement libre de rang

libre de rang

d'apres 4.3.2. L'homomorphisme (4.3.3.1)d

Ie rang de G. D'apres 4.3.1, ID(G)S est un 0S-module localement

d. D'autre part, G¥ est un S-groupe de rang pd, et vest
Gil

etant sur-

d
PSoit

j ec t if grace a 3.2.10, l'enonce en resulte.

4.3.4. Lorsque G est un groupe annule par V sur un corps parfait, tout homomor-

ph i sme de G dans CW est d' image contenue dans l e noyau de V sur CW, qui

s'identifie au groupe additif G .a
On en deduit l'isomorphisme

L'iso:norphisme (4.2.13.1) peut done etre i nterpre t e comme

Sous cette forme, nous allons l'etendre a un groupe annule par V, sur une base S

quelconque de caracteristique p.

Soient et (U,T,6) un objet de CRIS(S/L 1). Rappelons qu'il

existe un unique homomorphisme d'anneaux 0u --> 0T' fonctoriel en (U,T,6),

tel que Ie diagramme

----»0
/ U

soit commutatif : en effet, si x est une section de l'ideal de U dans T,

xP = p!6 (x) = O.
P

ou Os est Ie faisceau structural du

gros topos zariskien de S; pour (U,T,6) variable, on obtient done un homomor-

d'anneaux de (S/L1)CRIS



192

(4.3.4.1)

factorisant les endomorphismes de Frobenius de et

Jt, de SZAR' nous poserons

Pour tout OS-module

(4.3.4.2)

l'extension des scalaires etant prise par On pourra observer que cette nota-

tion est justifee par le fait qu'il existe un morphisme de topos anneles

: (SIE1)CRIS --> SZAR pour lequel = iSlE .' l'homomorphisme --> 0sIE
1 I

etant (4.3.4.1). Supposons que soit tel que pour tout morphisme u: S' --> S,

on ait

'"--> dbS '

on verifie alors immediatement que est un cristal sur CRIS(SIE 1).

L'inclusion

treinte a E1)

G
-a permet de deduire de l'extension canonique (res-

une extension

0--> °S/EI --> --> 0

(4.3.4.3) 0-> 0sIE
1
-->

I
&SIE -->!a --> 0 ,

1

qu'on peut aussi construire a partir de l'extension

(4.3.4.4) 0-> °S/EI --> --> ---> 0

en passant au quotient par C W2(OSIE ) ' ou s est definie par restric-
1 1

tion a C de l'application donnee par (4.1.2.1). La structure
1 1

W2(OSI E )-lineaire naturelle de la suite (4.3.4.4) passe alors au quotient et donne
I

une structure analogue sur (4.3.4.3). Sur le terme !a' cette structure induit la

structure de ordinaire, tandis que sur le terme elle induit la

structure definie par l'endomorphisme F de 0s/E ; notant F.(E)
1

le OsIE -module
I



193

dedui.t; d ' un 0S/ r. -module E par restriction des scalaires au moyen de F, la suite
I

(4.3.4.3) peut done s'ecrire

o --> F (0 ) --> 8,1 --> <& --> 0 •
'" S/r. l S/r. l --a

Pour tout faisceau abelien G sur S, on en deduit alors un homomorphisme 0s/r. -
1

Li nea i r e

(4.3.4.5) -->

morphisme de topos na-ture l , Si

l'homomorphisme canonique

M est uri ci-ie tal en 0s/r.-modules annul.e par
n

p ,

est un isomorphisme.

Soient (U,T,a) un objet de CRIS(S/r.),

pn. On deduit de (4.2.17.3) l'isomorphisme

et T la reduction de T modulo
n

Mais, puisque M est un cristal annule par n
p , l'homomorphisme canonique

est un isomorphisme, d'ou l'assertion.

Proposition 4.3.6. Soient S un schema de oarac ter-ietrique p, G un S-groupe fini

localement libre annule par V. L'homomorphisme (4.3.4.5) definit un isomorphisme

cancnique

Comme ID(G) i\CRIS*(i7cRISOD(G») d'apres Ie lemme precedent, il suffit de

dHi.nir un isomorphisme
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'"-->

changements de base ; il en resulte que

Or l'homomorphisme (4.3.4.5) peut etre considere comme un homomorphisme semi-line-

aire par rapport a

par adjonction, il definit l'homomorphisme cherche.

D'apres 4.3.2, est localement libre de rang fini, et commute aux

,,,If( . I 0"bv est un en S/L-
I

modules localement libre de rang fini. Gomme il en est de meme de
I I

d'apres 4.3.1, il suffit, pour prouver que (4.3.6.2) est un isomorphisme, de prouver

que, pour tout objet (U,T,o) de GRIS(S/E 1), et tout point x E T, l'homomor-

phisme induit apres tensorisation par k(x) est un isomorphisme. Gomme on peut

encore passer a la cloture parfaite, on est ramene au cas ou S = Spec(k), k etant

un corps parfait, et a l'epaississement particulier (S,S). Gomme G est annule

I
par p, &xtS/ E ) est simplement Ie k-espace vectoriel D(G), tandis

1 I (S, S)

que n'est autre que Lie(G"')o. Par construction, l'homomorphisme

(4.3.6.2) s'insere dans Ie triangle commutatif

Lie(G"')o-> D(G) ,

ce qui acheve la demonstration grace a 4.2.13.

Remarques 4.3.7.

a) Soit G un S-groupe fini localement libre annule par V. Gomme ID(G)S et

v '" commutent aux changements de base, l'isomorphisme (4.3.3.1) fournit un isomor-
G

phisme de faisceaux de SZAR
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'V
-->

Or, pour tout cristal en M, la commutativite du diagramme

montre qu'il existe un isomorphisme canonique

(4.3.7.1)

L'isomorphisme precedent fournit done un isomorphisme sur

(4.3.7.2)

Compte tenu de 4.3.5, on en deduit

(4.3.7.3)

b) Soit

o --> 4: --> E --> G --> 0
a

une extension de G par Ga Comme E est un schema en groupes, l'homomorphisme

V sur cette extension definit grace au lemme du serpent un homomorphisme de G(p)

dans G
a On obtient de la sorte un homomorphisme

(4.3.7.4) \! •

G
-->

Cemme et ;!;ie(G'f) sont localement libres, connnutent aux changements de base,

et sont exacts sur la categorie des groupes annules par V, on voit, en se ramenant

aux cas particuliers de a
p

et ZIp , que (4.3.7.4) est un isomorphisme.

c) On laissera en exercice au lecteur la verification du fait suivant

morphisme

l'iso-
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deduit de (4.3.3.1) et (4.3.7.4) est I'inverse de I'isomorphisme

defini par (4.3.6.2).

Proposition 4.3.8. Soient S un sehema de caracter-ietiioue p. G un S-groupe fini

Local.ement: l.ibre annule par p. L 'homomorphi eme "p " (cf. 4.2.9) induit un isomor-

phisme

"p" ID(G)
-v

-->

D'apres 4.3.5, il suffit de prouver que

est un isomorphisme. La proposition 4.3.1 montre que Ie but et Ia source de cet

homomorphisme sont des foncteurs exacts sur Ia categorie des S-groupes finis locaIe-

ment Iibres annuies par p . En utilisant Iocalement un piongement de G dans un

groupe p-divisibIe, on peut donc achever Ia demonstration comme en 4.2.9.

Nous Iaisserons encore au Iecteur Ie so in de verifier que, comme en 4.2.20,

Ie diagramme

est commutatif.

Proposi tion 4.3.9. Soient S un echema de caracter-ie td.que p. G un s-groupe fini

loealement libre (resp. un groupe p-divisible). Il existe un isomorphisme eanonique

(4.3.9.1) ID(G) (J/ VI'n (G» __"'_> (",.(»
vv v. .

G
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Comme precedemment, l'homomorphisme

donne, en appliquant et en utilisant (4.3.7.1), un homomorphisme

d'ou par adjonction

Montrons d'abord que cet homomorphisme s'annule sur l'image de V

de Ie prouver au-dessus d'un objet (U,T,6) quelconque de CRIS(S/L 1)

11 suffi t

Comme c'est

une assertion locale, on peut de plus, lorsque G est un groupe fini, supposer G

plonge dans un schema abelien, done dans un groupe p-divisible H ayant un releve-
'V

ment H sur T. Comme ID(H) -->ID(G) est surjectif, il suffit de prouver l'asser-

tion analogue pour H, et les isomorphismes

ID(H)(U, T, 6)
'V

ID(H) (T, T)
o

ID(H)(U,T,6)
'V 0

ID(H)(T,T) ,

(v )(p)
'V
H T

qui resultent de 3.2.12 et de ce que factorise Ie Frobenius de T, montrent

qu'on peut supposer U = T = S .
'V
H par

'V
H(J) , on peut alors revenir

au cas d'un groupe fini localement libre, et inserer l'homomorphisme etudie dans

Ie carre commutatif

--->

--->

mais l'homomorphisme est nul, car toute exten-

sion E de G par 'a est representable par un S-groupe plat et donne un dia-
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gramme commutatif

0 --> 4; --> E(P) --> G(p) -->0
a

v=ol vi vl 1v VI
0 --> G --> E ---> G ---> 0

a

On obtient done par factorisation l'homomorphisme (4.3.9.1) cherche.

Pour prouver que c'est un isomorphisme, on peut encore supposer G plonge

dans un groupe p-divisible H; soit H' = H/G le groupe p-divisible quotient. On

en deduit un diagramme commutatif a lignes exactes

ID(H') 0 /V(ID(H'» ---> ID(H) 0 /V(ID(H» ---> ID(G) 0 !V(ID(G» ---> 0

--> 0 •

Mais les noyaux VH(P) et vR'(P) de VH et V
H,

sont finis localement libres, et

l' exacti tude a droi te de ID entraine que

'U
-->

Pour verifier que les fleches verticales sont des isomorphismes, il suffit de le

faire pour H et H', et de regarder les fleches induites au-dessus d'un objet (U,T,o)

2
de CRIS(S/E1). La nullite de &xtS(H, 4;a ) (cf. 3.3.2) entraine que vH(p)lJ -> v H(P)lJ

'U '" V
est un isomorphisme. Si H releve H comme plus haut, (VH"')(U,T,o) v li(p)""

V

et l'homomorphisme vertical s'identifie a l'isomorphisme (4.3.3.1) relatif a

Remarque. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronque d'echelon I. L'isomorphisme

G/V(G(p»

",-I
F 'U
--.....;> 1G::im( G(p) G )

V 'a

permet de definir un homomorphisme
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En appliquant a celui-ci le foncteur on obtient la ligne superieure du dia-

grannne

ID(G) a »

<I, <I
v

ID(G(P» » ID( G(p»
v

dont nous laisserons le lecteur verifier la connnutativite.

Proposi tion 4.3. 10. Soient S un echema de oaract.er-ie td.que p, G un S-groupe

fini rocarement ribre (resp. un groupe p-divisibre). Ir existe un isomorphisme

canonique

(4.3.10.1 )

qui rende oonmutiatrif Le diagramme

(4.3.10.2)

i 7cars (ID(G) ) a

ou L'homomorphi.eme de dl'oite est obtenu en appliquant $" a L'homomorphi sme eano-

nique w
G
--> ID(G)S »eeul.tant: de 3.2.6.

Supposons d'abord que G soit un groupe p-divisible. La suite exacte de mo-

dules localement libres (cf. 3.3.5)

o --> w
G
--> ID(G)S -->

donne en appliquant $* une suite exacte

(4.3.10.3) ." (ID( a *( )1 1CRrs G» --> $ v -> 0 •
G·( I)

D'autre part, la suite exacte de groupes finis localement libres annules par p
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V--> FG --> 0

donne, compte tenu de 4.3.1, une suite exacte

qu'on peut encore ecrire

-->
.• (p )

)) -> 0 ,

Par construction, l'isomorphisme (4.3.9.1) rend commutatif Ie diagramme

si bien que les suites exactes (4.3.10.3) et (4.3.10.4) fournissent un isomorphisme

(4.3.10.5)

ayant la propriete requise. On en deduit par adjonction l'isomorphisme (4.3.10.1).

Si maintenant G est un S-groupe fini localement libre, il peut etre plonge

localement dans un groupe p-divisible H; soit encore H' Ie groupe p-divisible

quotient. On en deduit Ie diagramme commutatif a lignes exactes

ID(H)/F(ID(H)a) ID(G) /F(ID(G) a) ---> 0

<I
"

<[
v

---> --> 0 .

Celui-ci definit un isomorphisme

et on verifie immediatement par la methode du plongement diagonal qu'il est inde-

pendant du plongement choisi de G dans un groupe p-divisible ; les isomorphismes

ainsi obtenus localement se recollent done pour definir (4.3.10.1) globalement.



201

Enfin, la commutativite de (4.3.10.2) resulte de celIe du diagranune analogue pour

H.

Corollaire 4.3.11. Soient S un schema de caracteristique p, G un S-groupe

fini localement libre de hauteur . Il existe un isomorphisme canonique

(4.3.11.1) ID(G)

4.3.12. Indiquons brievement pour finir comment voir plus concretement l'isomor-

induit sur Spar (4.3.10.1).

(i) D'apres 3.2.14, il existe un isomorphisme canonique

D'une maniere analogue a 2.1.9 (mais beaucoup plus elementaire), peut

etre decrit comme Ie faisceau des cocycles (f,w) , ou fest une section de 0 2
G

modulo les cobords de la forme • • •(g),d(g)) , g etant une section

et w une section de 1
r2G/ S, d=O telles que d (f) = 0, d Cf )

de 0G: partant d'un cocyle (f,w) , pour lequel on peut supposer sans perte de

generalite que f(O,O) = 0 , on obtient une extension

o --> G
a
-> E --> G --> 0 ,

ou E GaXG muni de la loi de groupe definie par

(a,x)+(b,y) = (a+b+f(x,y),x+y)

sa 9-structure correspond d'autre part a l'isomorphisme de G -torseurs triviaux
a

e P;(E) p7(E) donne par l'addition de w, considere comme element de

(f ,w)

est defini, pour tout S-schema-> G
a

associe alors a la classe de

s(b) = (O,VG(b))-VE«O,b)) , la difference, par

•VG(w)-d(s) ,

bE G(p)(U)et tout section

la differentielle

1
. L'homomorphisme ID(G)S --> w (

G p)

ou s : G(p)

U

etant calculee dans E(U) . Pour verifier l'egalite de cet homomorphisme avec

(4.3.10.1), on peut supposer G pl onge dans un groupe p-divisible H, et utiliser
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pour ce dernier la commutativite de (4.3.10.2) et l'injectivite de l'homomorphisme

WH -> lO(H)S .

(ii) Lorsque G est annule par F, on peut donner une autre construction de

(4.3.11.1) en utilisant l'operateur de Cartier. Rappelons tout d'abord que, pour

tout S-schema X de la forme Spec(OS[tl, ..• .•. , on peut definir

un homomorphisme

en posant

°S-lineaire

C : J{I (n' )xis -->

=

formant une base de grace a la formule de Kunneth). Si

(f,w) est un cocycle, representant comme precedemment une section de lO(G)S '

C(w) est invariante par translation, puisque C(d(f» = ° . On peut donc definir

un homomorphisme

en associant C(W) a (f,w), et on verifie que c'est bien l'homomorphisme (4.3.11.1).

Remarquons enfin que l'homomorphisme induit par C coincide

avec celui qu/ i.ndu i t V: G(p) -> G , et que l e diagramme ccnmut.a t i f

fournit des isomorphismes

'"-->

'"-->

C
Ker[wG ---> wG(p) l

C
Coker [wG --> wG(p) l

Ceux-ci resultent de 3.2.10, et de l'injectivite de l'homomorphisme



203

lorsque G est annule par F, consequence de 3.2.13 et de ce que

Jfom
S
(G,II: ) "' Jfom L' ,tie(G »a p- i e a

(iii) Rappelons enfin que, lorsque X est un S-schema tel que soit

localement libre de rang fini, et (P, V) un II: -torseur sur X muni d'une connexion
a

.. I
integrable, on peut definir la p-courbure E de (P,V) , qui mesure

Ie defaut de compatibilite de V: T
X/S

--> Tp / S aux operations de puissance p-ieme

dans les deux p-algebres de Lie. En effet, dans l'equivalence de categories

TORS(X,G ) "' EXTa (OX'OX) ,
a X

(p,V) correspond a une extension de modules a connexion integrable

i---> (&,V) --q--> (Ox,triv) ---> 0 ,

et la p-courbure de (P, V) se dedu i t de la p-courbure de (&, V) comme sui t

par fonctorialite, on a, pour toute section D de

par suite, se factorise en un endomorphisme de OX' et on peut prendre pour

definition de l'homomorphisme p-lineaire D E &ndO (OX) Ox . La
X

formation de est alors fonctorielle par rapport aux S-morphismes X' --> X ,

et additive en (P,V) .

Soient maintenant G un S-groupe fini localement libre annule par F et

(E,V) une section de • Alors
a

.. I
jacent a E est une section de

extension,

la p-courbure du 9 -torseur sur G sous-

w ( )®O 0G ; comme E est une l::j-
G P S

si bien que est en fait une section de w
G(p)

Par un calcul explicite (c f , [ ,0,2.1 ]), on peut alors obtenir une

autre description de (4.3.11.1), comme etant Ie morphisme qui associe a une section
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l'oppose de sa p-courbure Avec cette description, on

peut observer que 4.3.11 est une consequence immediate du theoreme de Cartier tel

que le formule Grothendieck , Exemple 2, p. 23] , car, comme ID(G)

sont localement libres de meme rang, et que les groupes de hauteur 1 peuvent etre

releves, il suffit d'apres le lemme de Nakayama d'observer que l'homomorphisme

est injectif.



5 - TIUfOREMES DE DUALITE

Ce chapitre est consacre a prouver les theoremes de dualite reliant les cris-

taux de Dieudonne d'un schema abelien et de son schema abelien dual, d'un groupe

p-divisible et du groupe p-divisible dual, et les complexes de Dieudonne d'un groupe

fini localement libre et de son dual de Cartier, ainsi que les relations entre ces

trois types de dualite.

5.1. Le cas des schemas abeliens.

Si TI: A --> S est un schema abe lien, nous noterons IT: A= --> S

son schema abelien dual. Celui-ci existe toujours, d'apres un theoreme non publie

de Raynaud ; Ie lecteur qui souhaiterait ne pas utiliser ce resultat pourra dans

la suite se limiter au cas plus classique des schemas abeliens projectifs (voir par

exemple [43), ce qui est sans inconvenient pour les applications aux groupes finis

ou p-divisibles en vertu de 3.1.1. Le cristal de Dieudonne ID(A) est localement

libre de rang fini, et Ie but de cette section est de construire un isomorphisme

canonique entre ID(A)v et ID(A) ; il resultera de l'existence (sans restrictions

sur la base) d'un isomorphisme analogue entre cohomologies de De Rham.

5.1.1. Pour la commodite des references, rappelons la construction [42) de l'iso-

morphisme

entre l'espace tangent a l'origine a A et

ou e est la section nul Ie, une forme lineaire u correspond a un

homomorphisme de

phisme canonique

°s-algebres

-1
e (Ot)->

-I
e (Ot) --> 0S[£) donnant par augmentation l'homomor-

Os ' i.e. a un point de A a valeurs dans
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" 7F' 0S[E) = Spec(OS[E)) relevant la section riulle. Coame A = ' ce morphisme

"f u S[E) --> A correspond a la classe d'isomorphisme d'un faisceau inversible

i u sur A[E) = S[E)XSA (tel que et soient triviaux). L'isomor-

phisme AA est alors de f i n i, par Le diagramme commutatif (pour tout ouvert U C S)

Ker [A(U[E)) -->

-->

Rappelons maintenant la construction de la classe de Chern en cohomologie de

De Rham, Soient 11: X --> S un morphisme de schemas , et F1rl;{/S Le sous-complexe

1
o -> I"lx/s

d--> ...

d • L'h h"" d " '1"" dl O'l' > ,,1 "e rlX/ S• omomorp Lsme Ln ULt par 1 app LcatLon og: X -- "X/S,d=O aSSOCLe

a la classe d'un faisceau inversible t; sur X une section de lR211'l'(Flnx/S) ,

appel.ee classe de Chern de et no tee c I ainsi que ses images dans

a I
Soit d'autre part a£: rlX[E)--> Ox l'homomorphisme correspondant a la deri-

vation 0X[El --> Ox dHinie par a-bc 1--> b.

Lemme 5. I .2. Le diagramme

I >t c
I 1 I

R 1I>t (OX[E) ---> R 1I>t (rlX[E) IS)

J VE
1 'V I

R 1I.(I+E.OX)
--> R 1I.. (OX)

est conmutatdf',

En effet,
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5.1.3. Reprenant les notations de 5.1.1, soient Ie faisceau inversible cano­

nique sur AxA, et ;A = sa classe de Chern nous noterons encore ;A

l'image de celle­ci dans ainsi que sa composante de Kunneth de

type (I, I) dans (definie grace a 2.5.2 (i». Cette section

;A definit donc des homomorphismes canoniques

(5.1.3.1)

(5.1.3.2)

duaux l'un de l'autre.

1 (')'" I", (. ): m w. 0A/S ­­> m w. 01../S '

1"(.),,, 1 (.)
'I'A : m w... 0'A/S ­­> IR w. 0A/S '

On observa que, si u : A -> B est un homomorphisme de schemas abe liens , avec

w' si " " ;.­ transpose, • " • (0£: B -> S, et u : B -> A est son alors (IdBxu) (uxldA) A)

par definition de " si bien que les diagrammes suivants sont commutatifsu, :

m1w.(OA/S)'" > .. (Oi/s) I" (0' )'"
'!'A

> IRlw... (OA/S)m w.. IJ./S

(5.1.3.3) luv f luv }
'If

'¥B
> >mlrr'(O';' )

.. B/S

Nous allons prouver que et '!'A sont des isomorphismes

qu'ils sont compatibles aux filtrations de Hodge:

observons d'abord

Lemme 5. I .4. L 'homomorphi.eme 'I'A indui t des homomorphd.emee

tatif le diagramme

o I
'I'A' '¥A pendant camnc-

0­­> I" 0 V I" ( . )'" A I v
0R rr.( 1) ­­> m rr. 0'A;s ­­> rr.(OUs) ­­>

(5.1.4.1) 'I'll '!'AI
>;; 'I v

I
mlw.. (oA/S)

I0­­> rr.(OA/S) ­­> ­­> R rr.(OA) ­­> 0
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Comme t,A est une section de sa projection sur

2 '"R est nulle, ainsi que l'image de sa composante de Kunneth de type

I" 1(1,1) dans R &R 'J[",(OA)' Par suite, Le compose

--->

est nul, d'ou les homomorphismes et

La fonctorialite de traduite par Ie diagramme (5.1.3.3), entraine evi­

demment des fonctorialites analogues pour et ; d'autre part, verifie

un enonce analogue a 5.1.4.

Soient s : ­­> AxA l'isomorphisme permutant les facteurs, et
'U

j:A­­>A

l'isomorphisme de bidualite defini par Ie faisceau

Lemme 5.1.5. Les diagrammes

(5. I .5.1)

------=-----> lR1 )
•

)
A!S

lRI '" (rlils)v
­

(5.1.5.2) A

0'"

­
-

sont aorrunutatifs.

Par definition, Par suite, les sections t,A et t,A

ont la meme image par les applications



oil
lI'

S

209

est def In Ie via l'isomorphisme de Kiinneth, et verifie done s"'(allllb) =-blllla

1", (. )' , bune base de 1R Tf", Qt,./S ' e1 , .•. ,en une aseen bidegre (1,1). Soient

de ), et e i'A/S
relation

de (Q' )v on a
'" 'J.../S '

.lI'( ') PosonsJ e i ·

implique que Ak' .
,1

-Ak,i . Pour toute section T

ce qui demontre la commutativite de (5.1.5.1).

D'apres la definition de

de (5.1.5.2) en resulte aussitot.

,¥1 , et la relation '¥v= <I> , la commutativite
A

Theoreme 5.1.6. Avec les notations de 5.1.3, les homomorphismes <l>A et '¥A sont

des isomorphismes.

Montrons que est egal a l'isomorphisme defini en 5.1.1 ; cela en-

5.1.4. Soient u une section de

trainera d'apres 5.1.5 que ,¥1
A

est un isomorphisme, et done '¥A

A 1 v h
,et f u S[£J ---> A

egalement d'apres

Ie morphisme cor-

respondant. Considerons Ie diagramme

(5.1.6,1)

2(" ) ( 1 . 1(" A 1
ullllld 1

1R nxrr '" F Q'AXA/S) -;>R TfXTf) ",(Q'J...xA!S) ----0> Tf"'( Q!/S)IlllR Tf",( 0A) > R Tf",(OA)

(fuX1d)lI'l (fuxld) '"I dfullllld[

a IIv '1/ VI

[EllS)
1 1 1 1 1--> R Tfll'(lIA[£]/S) --> QS[£]/SIlllR 1l .. (OA) > R Tf",(OA)

Le carre du milieu est defini par la formule de Kunneth, et les deux premiers carres

commutent par fonctorialite. Si l' on constdere u comme un homomorphisme

-> est dHini par fll'(x) = ell'(x) +u(dx).£
u

pour toute section x

de il en resulte que Ie diagramme
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df
u I

rlS[E]/S

est commutatif, ce qui entraine la commutativite du dernier carre.

5.1.2, l'image de la classe de
u

De la definition de par la ligne

; l'image

et resulte que l'image de

D'autre part, soit =
u

inferieure est ;E (cl(o£u», et est donc, d'apres

I 'V I
par l'isomorphisme R R

superieure de (5.1.6.1) est

de par la ligne

c'est-a-dire, par construction, AA(u).

5.1.7. Soient S, verifiant les hypotheses de 1.1.1, et f: X --> S un

S-schema (tel que les puissances di.vi see s y s' etendent a X). Rappelons la defini-

tion de la classe de Chern cristalline d'un Ox-module inversible [7] : la suite

exacte

0-> I -> --> t --> 0-m,X

fournit un morphisme de

(5.1.7. I) .!m,X -->
log

[I] --> [1] ->

ou log est defini par (3.2.7.3) ; un faisceau inversible sur X definit une section

de RlfCRIS.(!m,X), et sa classe de Chern est l'image de cette

2
section dans R par (5.1.7. I).

Si A est un schema abelien sur S, la classe de Chern cristalline de est

2 ....
donc une section de R Comme la cohomologie cristalline des

schemas abeliens est localement libre, la formule de Kunneth [5, V 4.2.2] nous four-

nit une section, encore notee

homomorphisme canonique

de

(5.1 .7.2) ID(A)..... --> ,
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compte tenu de 2.5.6.

Theoreme 5.1.8. L'homomorphieme est un i eomorphieme,

Comme ID(A)v et sont des cristaux localement libres, il suffit d'apres

Nakayama de montrer que est un isomorphisme sur les objets de CRIS(S/E) de

la forme U U . Or, pour tout schema lisse f: X -> S ,

, et cet isomorphisme identifie les classes de

Chern en cohomologie cristalline et en cohomologie de De Rham [7]. Par suite,

s'identifie sur (U,U) a l'isomorphisme note de 5.1.6.

Proposition 5.1.9. Sous les hypotheses pl'ecedentes, le diagramme

(5.1.9.1 )

est commutatif.

On peut soit reprendre Ie raisonnement de 5.1.5, soit utiliser Ie fait que

pour tout (U,T,o) ou T est affine, il existe un T-schema abelien A' relevant

Au, et appliquer 5.1.5 grace a l'isomorphisme canonique

Proposition 5.1.10. Sous les hypotheses pl'ecedentes, le diagl'amme

o --> I/,ie (A)"'---> ID(A)'" ---> '" ---> 0
S

wA

(5.1.10.1) s1 '.11 -j 11
0---> ---> ID(A)S --> '&:e(l) ---> 0

(cf. 2.5.8) est commutatif.
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II suffit encore de prouver l'assertion analogue pour la cohomologie de

De Rham. D'apres 5.1.4, Ie carre

RllT,,(OA)'" > ID(A);

+A
'it v

,A I
> ID(A)SIT.(rl1/s)

est commutatif ; comme l'isomorphisme RllT,,(OA) est par definition AA'

la commutativite du carre de gauche de l'enonce resulte immediatement de la demons-

tration de 5.1.6.

On en deduit alors la commutativite de

AV
> ID(A)S

Sl
v '1/

W"" > S

Sl lj
"
w
A OoID(A)S

en dualisant, la commutativite du carre de droite resulte alors de 5.1.9.

5.2. Le cas des groupes finis.

Dans cette section, nous construirons un isomorphisme entre Ie dual lineaire

du complexe de Dieudonne d'un groupe fini localement libre, et Ie complexe de

Dieudonne de son dual de Cartier :

La procedure que nous suivrons consiste a definir d'abord Ie morphisme

puis a montrer que c'est un isomorphisme en prouvant sa compatibilite, lorsque G
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est plonge dans un schema abelien A, avec l'isomorphisme

etabli en 5.1.8.

V 'V ,-
A : ID(A) -> ID(A)

5.2.1. Soient S, verifiant les hypotheses standard de 1.1.1. Considerons

la suite exacte de faisceaux abeliens sur CRIS(S/E)

(5.2.1.1)

par fonctorialite, l'homomorphisme log: 1+1S/E ---> 1S/ E (defini en (3.2.7.3»,

et son compose avec l'inclusion 0S/E' definissent deux suites exactes

(5.2.1.2) G ---> 0

(5.2.1.3) o ---> 0S/E _u_> 'U.S/ E -Y-> Sn ---> 0

visiblement fonctorielles en S et

La suite (5.2.1.3) definit un morphisme

(5.2.1.4)

de la categorie derivee morphisme de degre I du triangle distingue

associe a cette suite (0.3.2). Si H est un complexe de faisceaux abeliens quel-

conque sur CRIS(S/E), on en deduit donc par fonctorialite un morphisme

Nous nous interesserons plus specialement aux morphismes deduits de PH par tron-

cation dans les deux cas suivants :

a) Si G est un S-groupe fini localement libre, et H est
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egal a et (5.2.1.5) donne par troncation au degre 0 Ie morphisme (note PG plut6t

(5.2.1.6)

b) Soit A un schema abe lien sur S, et prenons H = A. Nous construirons plus

bas un isomorphisme canonique

(5.2.1.7) 'V
-->

0, (5.2.1.5) donne par troncation au de gre I

(5.2.1.8) P
A
!H 1-> ID(A) •

Remarque. Une autre d'utiliser la troncation pour definir

siste a proceder comme suit. Soit

0--> r --> J' --> K' --> 0

et PA con-

une suite exacte courte de complexes a termes injectifs, resolvant la suite exacte

Alors la suite de complexes

-> '\l. -> Q; ->
sir. -m

o .

(5.2.1.9)

est exacte lorsque H = Q. ou H G et A etant respectivement un S-groupe

fini localement Iibre et un S-schema ab lien. En effet, dans Ie premier cas, cela

resulte de la nullite de (cf. 2.3.13), et dans Ie second de celle

de Dans les deux cas consideres, on d duit done de eette suite un

morphisme de D(AQS/r.) (defini par (0.3.2.3»

(5.2.1.10)

qui induit respeetivement et
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5.2.2. Avant de poursuivre la construction de indiquons la construction de

l'isomorphisme (5.2.1.7). Soit done A un S-schema abelien. En considerant Ie

[SGA 7, VII, 3. 6 .5 I un morphisme

faisceau de Poincare f,A

obtient

sur AXA comme une biextension de A, A

"tAIgJ A -> 1& [I]. Comme
m

par 'm' on

on obtient par adjonction un morphisme

(5.2.2.1)

d'oll un morphisme

(5.2.2.2)

Lemme 5.2.3. Le morplrieme (5.2.2.2) induit des ieomorphiemee

(5.2.3.1)

(5.2.3.2)

Comme = 0, les deux assertions sont equi-

valentes. Le morphisme (5.2.2.2) peut s'ecrire

Le dernier isomorphisme donne en particulier

'"-->

A '" Iet l'isomorphisme (5.2.3.2) est l'image par i s/ L_ de l'isomorphisme A -> &xtS(A,l&m)

defini par Ie faisceau de Poincare [49 ; SGA 7, VII, 2.9.5 I .

L'isomorphisme (5.2.1.7) utilise pour definir PA est alors Ie translate de

(5.2.3.1) •

5.2.4. Revenant a la discussion de 5.2.1, Ie tronque de PH a l'ordre i induit

par transposition un morphisme
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(5.2.4.1 )

de

a) Si G est un S-groupe fini localement libre, on prend i

pV est Ie complexe £(G-). On en deduit Ie morphisme
G

0, et Le but

(5.2.4.2) <l>G : ID.{G)v [-I) -> /l:>(G-) ,

en composant avec l'isomorphisme canonique (0.3.5.1)

ID.{G)"'[-l) t l )lK1ComO «tnlK1(omS/ 1: (Q, OS/1:» (1)'°5/1:)
5/1:

?I
v

t JllK1ComO (to )JR;}{omS/ 1: (Q, 05/1: [ I )) ,°5/1:)
5/1:

donne par les conventions generales : Ie premier isomorphisme est done donne par

(_I)n en degre n, tandis que Ie second n'introduit pas de changement de signe.

b) Si A est'un S-schema abelien, on prend i = 1, et la source de PA s'i-

v
dentifie naturellement a ID(A) • Grace a (5.2. I .7), son but est canoniquement iso-

morphe a

Nous identifierons ce dernier a ID(A) conformement aux conventions de 0.3.7, c'est-

a-dire, si !. est une resolution injective de °5/ 1: ' grace a l'homomorphisme

naturel

On obtient done ainsi un homomorphisme

(5.2.4.3)
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Lemme 5.2.5. L'homomorphisme est egaZ a l t-ieonorphieme defini en 5.1.7.

Soit, pour tout groupe E, EE: Z[E]--> E l'homomorphisme d'augmentation. La source

du morphisme

d'ou un morphisme

(5.2.5.1) Z[AXA] --> A
-- - -

qui induit, pour tout complexe de faisceaux abeliens F E Ob{D+(AbS/ E))' un homo-

morphisme

fonctoriel en F. On en deduit un diagramme commutatif

------'>

------'>

>

til
])

la fleche verticale inferieure droite est la projection sur la composante de Kunneth

de type (1,1), l'isomorphisme vertical inferieur gauche et l'isomorphisme horizontal

resultent du theoreme 2.5.6, et la commutativite du carre inferieur est consequence

IL
de la fonctorialite de l'isomorphisme d'adjonction entre e et llQCom par rapport a

(5.2.5.1).

I .. IL
La biextension de Poincare definit une section de &xtS/ E(! 0! ,!m), dont l'image

dans est la classe du faisceau de Poincare; sa projection sur

I" 1
R rrCR1S.(OA/E) est donc la section definie en 5.1.7. D'autre part,

compte tenu de la definition de (5.2.1.7), la biextension de Poincare fournit une

section de qui correspond au morphisme PA[I] : -> ID(A)[I ].

Par consequent, la fonctorialite de l'isomorphisme du bas par rapport aux formes
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lineaires u sur ID(A) entraine que l'homomorphisme u peut

encore etre decrit comme u (uoPA) [11. Mais d'autre part, la definition de PA
et l'identification t]j:IR1ComS/l;(! [- ll ,OS/r.) adoptee montrent que

= (UOPA)[1 1.

Remarque. La nu Ll i t e de et permet de deduire de la

suite exacte (5.2.1.3) la suite exacte de complexes concentres en degre J

(5.2.5.2)

et Ie morphisme de degre I qui lui est associe (0.3.2) n'est autre que PA• Trans-

latant cette suite pour obtenir une suite exacte de complexes concentres en degre

0, et prenant la suite exacte de cohomologie correspondante pour Ie foncteur

JtomS/r.(-,OS/r.)' on en tire un homomorphisme cobord

a-->

dont Ie lecteur verifiera aisement qu'il coincide avec

Dans la demonstration ci-dessous de ce que (5.2.4.2) est un isomorphisme, nous

utiliserons Ie lemme elementaire d'algebre homologique qui suit, et dont nous lais-

serons la demonstration en exercice au lecteur.

Lemme 5.2.6. Soit

0 0 0

1 1 1.,
11'

0 ---> A'
__1__>

B' ---> e' ---> 0

aAI aBl ael

'"0 ---> A __i __> B _11__> e ---> 0

SAl SB/ sci
." 'If

" "0---> A"
__1__>

B" __11_> C" ---> 0

1
o

1
o

1
o
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un di.aqramme ecmmutatif de motrphi.emee de comp lexee d/une oateqoz-ie abel.ienne, dont

et sont exaetes. Chaque (I'esp. eolonneJ definit par

0.3.2 un distingue, et mOI'phismes de degI'e 1 eOI'I'espondants seI'ont

notes w' ,w,w" (I'esp. wA,wB,wCJ. Alore Le tr-iplet: (w' ,I",W") definit un marphi.eme de

distingues

c"

c' ---> C
(lc

-->

Th.eoreme 5.2.7. Soit G un S-gI'oupe fini Looal.ement: l.ibre , Le morphi sme (5.2.4.2)

est un isomoI'phisme, et induit un isomoI'phisme

(5.2.7.1)

ainsi qu'une suite exaete

(5.2.7.2) o --> (D(G) ,OS/r.) - ID(G
lf
)

S/r.
---> KamO (Kams/r.(£'OS/r.)'OS/r.)

s/r.

1
G.xt3 OO(G),Os/r.)----> 0 .

s/r.

Les assertions (5.2.7.1) et (5.2.7.2) resultent de ce que est un isomor-

phisme, grace a la suite spectrale

>

et: au fait que III(G) est d'amplitude parfaite contenue dans [0,1].

Pour verifier que est un isomorphisme, il suffit de Ie faire localement

sur S, de sorte que Ie theoreme de Raynaud permet de supposer que G est plonge

dans un schema abelien A; po sons B = A/G. Choisissons d'autre part des resolu-

tions injectives I' de 0S/r.' J' de 'lJ.S/'i.' et K' de de mani.e re a avoir
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une suite exacte de complexes

o ---> I' ---> J' ---> K' ---> 0

resolvant la suite exacte (5.2,1,3),

0, l'exactitude des

lignes et des colonnes du diagramme

0 0 0

1 1 1
0 ---> tIl 310m' (!,I') ---> tll:Jfcm' (!,J') ---> til J(om' (!,K') -->0

1 1 1
0 ---> "n 30m' 1') ---> t

113Cbm'
---> tllJ(om'(!,K') -->0

1 1 1
0 ---> t I] 30m' (.§., I" ) ---> t 113Can' (.§.,J') ---> tll:K'om·(.§.,K·) ---> 0

1 1 1
0 0 0

resulte inmlediatement de celIe du diagramme analogue de complexes non tronques.

Le lemme precedent nous fournit done un morphisme de triangles distingues

(5.2.7.1)

BHl --> AHl- -

ILI(G)[ I]

-> I \
ID(B) > ID(A)

donne par (PB,PA,P
G)

d'apres la remarque de 5.2.1 , On en deduit par transposition et

troncation a l'ordre

(5.2.7.2)

Ie morphisme de triangles distingues

Comme il resulte de 5.2.5 et 5.1.8 que PAet PB sont des isomorphismes, il en
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est de meme de meme de PC' done de il>G'

5.2.8. Soit

(5.2.8.1) o --> G -.L> A B --> 0

llne resolution d'un S-groupe fini localement libre par des S-schemas abeliens ;

IlOUS voulons maintenant expliciter I' isomorphisme il>G .en termes des isomorphismes

il>A et il>B' au moyen de l'identification (3.1.2.1). L'immersion i definit dans

un isomorphisme

(5.2.8.2) i G -"'->

entire G et Le complexe ! _u_> de longueur 1 et dans lequel A est place en

degre O. En utilisant la nullite, pour un schema abelien, de xomS/E(-,OS/E) et

ainsi que les conventions de 0.3.7, nous en avons deduit en 3.1.2

un isomorphisme

(5.2.8.3) .Mi) fMG) '" [ID(B) - ID(u) > ID(A)] •

On en tire les isomorphismes

(5.2.8.4) (It>(i) [1])'" (It>(G) [I ])'" [ID(A)"
v

- ID(u) > ID(B)"]

(5.2.8.5) (lll(i»V [-I]

D'autre part, les memes conventions appliquees au foncteur fournis-

sent un isomorphisme

(5.2.8.6) .* • A -iJ
G -v

dans lequel on verifie d'ailleurs aisement que i*: G* -> B n'est autre que

l'homomorphisme cobord relatif au foncteur et a la suite exacte

(5.2.8.1). On en tire enfin l'isomorphisme

(5.2.8.7)
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Proposition 5.2.9. Avea Zes notations et Zes hypotheses de 5.2.8, Ze diagramme

(AI(G) )v [-I I

(5.2.9.1)

est oommctatdf,

ID(U)V> ID(B)]

ID{Q) > ID(B)]

Pour le verifier, il suffit de prouver que le diagramme analogue ou l'on rem-

place (5.2.8.5) par (5.2.8.4), et par (PA,-pi), est commutatif.

Soient r ' et J' des resolutions injectives de et 0S/E' et n : r: -> 1"[1] un

morphisme de complexes definissant n. Comme, pour tout complexe H', le morphisme

P'ii. est defini par fonctorialite 11 partir de n, on voit immMiatement, par defi-

nition du complexe ,K') associe 11 deux complexes H', K', que

s'identifie 11 (PA,PB[-I]) ; il suffit donc de verifier, que, en utilisant pour

B[-I] les identifications utilisees pour le complexe [A B] dans les isomor-

phismes (5.2.8.3) 11 (5.2.8.7), on a

(5.2.9.2) Pi'[-I] = •

Le morphisme PB[-I] : Ii --> ID(B) [I] est defini dans la cacegori e derivee par le

diagramme suivant, ou est en degre zero :

o
,..

-----------<> B

qis

1/<1qis

'it

I I 0) )

1
ID(B) ---------> 0
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les quasi-isomorphismes sont donnes par (0.3.7), et se deduisent done des quasi-

isomorphismes analogues dans la definition de PB par deealage des degres, sans

ehangement de signe ; il en resultc aussitot que PB[-I] = -PB[IJ. Le morphisme

(-PB[I bV
induisant un morphisme de degr e zero ID{B)'" [-I] -> ID{B) [-IJ, on voit

que {-PB[IJ)..... = -(P"B) [-Il, d'oil (5.2.9.2) et la commut a t i.v i t e de (5.2.9.1).

On deduit immediatement de 5.2.9 Ie eorollaire suivant

C:orollaire 5.2.10. Avea lee hypotheses et Lee notations de 5.2.10, soient dG et

01 Lee homomorphismes coborde relatifs = suites exactee
G'fo

,

;If i· A -{l "
O-->G -->B-->A-->O,

et au fonateur Alors le diagramme

() ->

ID{i)V > ID{A).....

est aommutatif.

Explieitons maintenant, eomme en 5.1.5, la relation liant les isomorphismes

et • Nous utiliserons Ie lemme general suivant.
G
lf

Lemme 5.2.11. Soit un top os anne le (en anneaux oonmuiiatrife l , et., pour tout

ME Ob{D-{O», soit M
V

=lR:JIbmO{M,O). Si M est tel qu'il existe un entier n tiel:

que tn](M") soit parfait, al.ore L'homomorphisme aanonique

(5.2.11.1)
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induit par l 'homomorphi sme M -> (M"')'" -> (t
n
) (M"'»...... est un isomopphisme pour

tout complexe parfait N dont l 'amplitude parfaite est contenue dans [-n,+«> [ .

Comme tn)(MV
) est parfait, il existe un isomorphisme canonique

D'autre part, N etant d'amplitude parfaite contenue dans [-n,+«> [, le morphisme

est un isomorphisme. On en deduit les isomorphismes

'"-->
-v
--> Homo(M,N) .

On veri fie immediatement que cet homomorphisme compose est bien (5.2.11.1).

Lemme 5.2.12. Soient G un S-groupe fini localement libI'e, et

PG Q- ---> £(G)[I),

pb Q --->

les mopphismes deduits de l'accouplement

comme en 5. 2. 1. Alore Le diagramme

(5.2.12.1)

G
p'
G

e

'"
012

£ l'isomorphisme (0.3.5.2), et est defini en 5.2.4, est anti-commutatif.
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Observons d'abord que Ie diagramme

-----> 0S/E[I ]

PG0Id\

'"
MG) [I]lt s 0S/E [I]

ou l'accouplement du bas est induit par Ie morphisme canonique

es t commutatif si L· est une resolution plate de £. I· et J. des resolu-

tions injectives de G--m
et 11 : I· -> J. une fleche realisant Ie

Ie morphisme (5.2.1.4). cet accouplement est en effet induit par

(to]JComS/E(L" ,1·»I8IL·

Hom( • ,11)I8I1d I
'iI

(to] ;/(omS/E(L" ,J.) )I8IL •

ou vK• : ,K·»I8IL· -> K· est Ie morphisme canonique, pour tout

eomplexe K·. Par consequent. Le triangle

Pc

ou est Le morphisme de biduali te relatif a °S/E [I], est commutatif. Mais

d'autre part. l'isomorphisme canonique

est donne par (_I)k+1 en degre k, et trans forme done i
G

en d'ou l'anti-

commut.a t ivi te de (5.2.12.1).

5.2.13. Soit G un S-groupe fini localement libre. Alors le diagramme
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> (/6(G)v [-I] )V [-I] '" > I6(G)vV

.
G

> 16(G
u

) > 16(G)

est anti-aommutatif.

Remarquons d'abord que pour prouver l'anti-commutativite de (5.2.13.1), il

suffit de la prouver apres composition avec

En effet, le lemme 5.2.1 I, applique avec • lL
M = Q @'Z 0S/E' N = [I], et n = 1 ,

montre qu'il suffit qu'il soit anti-commutatif apres composition avec

0S/E[-I) --> 16 (G·)V [-I] , et, par adjonction, il suffit encore qu'il en soit

ainsi apres composi tion avec i [- J] •
G

Le morphisme --> I6(G) obtenu en parcourant la ligne superieure n'est

autre que PG[- J] • En effet, la fonctoriali te du morphisme de biduali te, appliquee

a PG, donne apres translation un diagramme commutatif

16(G)

11 suffit done de voir que le diagramme

(16(G) [I ])vv H ]

'MG' [I] H ]r

est commutatif, ee qui resulte des conventions generales (0.3.4 et 0.3.5).
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Comme est Ie compose de pv_ et de l'isomorphisme canonique
G G

II1{G-)v [-I] ...:::...> I] j"', Ie lemme 5.2.12 applique 11 G- montre que Le morphisme

[-I] --> obtenu en parcourant la ligne inferieure de (5.2.13.1) est Ie

compose

Mais la commutativite du diagramme d'accouplements

entrai'ne celle de

de sorte que la ligne inferieure de (5.2.13.1) donne -PG[-I].

: Lorsque G est plonge dans un schema abelien A, la proposition resulte

immediatement de 5.1.5, en explicitant Ie diagramme (5.2.13.1) grace 11 5.2.9.

5.2.14. Pour tout S-groupe fini localement libre G, nous avons construit en 3.2.10

un triangle distingue

analogue 11 la filtration de Hodge sur Ie cristal de Dieudonne d'un schema abelien ;

on peut alors donner pour les groupes finis un enonce de compatibilite entre l'iso-

morphisme de dua l i t.e et la "filtration de Hodge", semblable 11 5.1.4.

En dualisant et translatant Ie triangle precedent (cf. 0.3.1), on obtient un
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triangle distingue

(5.2.14.1)

Soient

\
--->

les isomorphismes canoniques.

Proposition 5.2.15. Le triplet o 1
(£ , <l>G'-£) definit un isanor>phisme du tr>iangle

distingue (5.2.14.1) SUr' le triangle distingue (3.2.10.2) r>elatif a :

\
'"(!I,G )''' [-I] --> Il>(G)" [-I]

S

'"--->

Ce resultat n'etant pas utilise par la suite dans Ie cas general, nous nous

limiterons pour simplifier a Ie verifier lorsque G est plonge dans un schema

abelien A, donnant des suites exactes duales (cf. 5.2.8)

o --> G _1_"-> A _u_> B --> 0 ,

• i * /'to A
O-->G -->B-->A-->O.

Les conventions de signe de 0.3, et les identifications de 5.2.8, donnent alors

dans Ie triangle de gauche
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[ID(B) - ID(u) > ID(A»), HI ID(u)'" > I ,

L'isomorphisme de foncteurs w'" "":::""->£ie , oii w'" est le compose de deux fonc-

teurs contravariants, donne, par extension aux complexes selon 0.3.4,

•
(R,G )v 'V [i --:>..::.::..<....._> wi I

[.tie (B)

d'ou l'on deduit en appliquant (_)"'[_1 I :

On obtient de meme dans le triangle de droite

....
(R,G )'" 'V ------;> w"'l

A

ID(ti) > IDdh I ,
s

Compte tenu de 5.2.9, le couple est represente par le diagramme

commutatif (cf , 5. I) :
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-i
vv __-,--=-- _

> WA:

De meme, Ie couple est represente par Ie diagramme

dont la commutativite resulte encore de 5.1.10. Enfin, Ie morphisme

est obtenu par passage aux complexes simples associes a partir du diagramme de

morphismes de bicomplexes suivant (ou par abus de langage nous employons la nota-

tion dans la categorie derivee pour les complexes explicites plus haut, et ou chaque

arete verticale doit etre vue comme un bicomplexe, Ie degre a l'interieur de chaque

complexe etant Ie deuxieme degre, et ])v [-I] place en premier degre 0) :
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0<--------.
o <

----------:;» 0

les faces de derriere et de devant representent les morphismes de degre 1 des deux

triangles (5.2.14.1) et (3.2.10.2), et en particulier les morphismes entre complexes

simples associes correspondant au cube de gauche sont des quasi-isomorphismes.

Compte tenu de la definition du translate d'un triangle distingue (cf. 0.3.1), les

deux inclusions sont les inclusions canoniques, et la commutativite du diagramme

resulte de celie des diagrammes precedents.

5.2.16. Considerons une suite exacte courte de S-groupes finis localement libres,

ainsi que la suite des duaux de Cartier,

o --> G' _u_> G __v_> Gil --> 0 ,

(5.2.16.1) '" .o --> Gil· _v__> G· _u__> G'''' --> 0 .

La premiere suite definit un triangle distingue

Gil

(5.2.16.2)

G' u

et le morphisme n: 0S/L[I I donne un morphisme entre les triangles dis-

tingues obtenus en appliquant a (5.2.16.2) les foncteurs contravariants
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OU dO[I] est le morphisme cobord associ a (5.2.16.2) et au foncteur

selon 0.3.6. De meme, nous noterons dO le morphisme analogue

associ a (5.2.16.2) et au foncteur nQ{omS!L(-,OS!L) ; l'identification

:Ifom'(K' ,L'[ I]) :::Xom'(K' ,L')[I] fournit d'apres 0.3.1 la relation

Les conventions de signes de 0.3 donnent le resultat elementaire suivant

Lemme 5.2.17. Soient F un foncteur contravariant exact, et: e [-I]

l'isomorphisme canoni.que (defini par (_j)n en degre n.l , Si

Z

X ---> Y
u

est un tx-ionqle diet.inqu«, et: si TF(w) : F(X) -> F(Z)! I] dee iqne le morphisme

compose

-I
F(X) e [I] > F(X[I ]) [I] F(w) [I] > F(Z) [I] ,

alors e-I definit un isomorphisme de triangles distirl(Jues

F(X) [-I ]

-TFlw'[fl "\U' HI

F(Z)[-l] > F(Y)[-I]
F(v) [-I ]

--->

F(X[I ])

TFl-W[l7H

F(Z[I]) ------> F(Y[I])
F(v[1 ])

Proposition 5.2.18. Sous Lee hypotheses de 5.2.16, le triplet de-

finit un iscmorphisme
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du tx-ianqle distingue obtenu en dual/ieant: et: tiranel.atiant: le tx-ianqle (3.1.6.1) sU!'

le tx-ionqie distingue (3.1.6.1) re l.atrif: d La suite des dUClUX de Cartier.

En appliquant Le foncteur JRXmlS/I.:(-,OS/E) (resp. JRJ0mO (-,OS/E» au
S/E

(5.2.16.3), et en utilisant la relation cO[I) = - cO[I), on obtient un

isomorphisme de triangles distingues

et Ie leuuue 5.2.17 permet d'achever la demonstration.

Le corollaire suivant sera utile dans l'etude du diagrauuue de bidualite pour un

groupe p-divisible.

5.2.19. soue Lee hypotheses de 5.2.16, euppoeone que E et: G' soient

t;eZs que ID(G') soit localement: l.ibne sur 0S/E tce qui entratne que 'Ji'omS/ E
(£' ,OS/E)

l.'eet: egaZement d'apres 3.1.2 (i». Alore est oanortiquement: iso-

morphe d :K'cmS/ E(£ ' ,OSIEr , et l-e diagramme suivant est eommutatif

ID(G" )V - "-t1 (Gil 0 )'" -----'=-------; 'U'_ (G" lII 0 )
- ...., S/E - ' S/E ;> du.;mS/ E - ' S/E

I
<l>G'

'"
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5.3. Le cas des groupes p-divisibles.

Soient G un groupe p-divisible sur S, G'" = l:!:!!! G(n) '" le groupe p-divisible

dual. Nous allons maintenant definir un isomorphisme de dualite

v '" '"4>G : ID(G) --> ID(G ) ,

ayant des proprietes semblables a celles des isomorphismes analogues definis pre-

cedemment pour les schemas abeliens et les groupes finis localement libres.

5.3.1. Soient S, verifiant les hypotheses de 1.1.1. Fixons d'abord un

entier m, et un objet (U,T,o) de CRIS(S/E) tel que pmOT = o. Si n m, les

suites exactes

i np
(5.3.1.1) 0---> G(n)

__n_>
G ---> G ---> 0 ,

n
(5.3.1.2) 0--> G"'(n) ._-> Gil -p--> Gil __> 0 ,

donnent des isomorphismes (cf. 3.3.3)

(5.3.1.3) ID(in) : ID(G)(U,T,o) -"'->ID(G(n))(U,T,o) ,

(5.3.1.4) -<l
n

en designant par an l'homomorphisme cobord. D'autre part, (5.2.7.1) fournit un

isomorphisme induit par 4>G(n) :

o v
4>G(n) : ID(G(n))(U,T,o)

'V
-->

Par composition, on obtient donc un isomorphisme

(5.3.1.5) V '" il
4>G : ID(G) (U,T,O) -->ID(G )(U,T,o)

defini par la commutativite du diagramme



(5.3.1.6)

v
ID(G)(U,T,o)

+(in)V-l

v

ID(G(n»(U,T,O)
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Lemme 5.3.2. Si n'..: n , Lee homomorphiemes (5.3.1.5) construits au moyen de G(n)

et G(n') sontegaux.

Cons Ldjirons 1es d iagrammes commutatifs

in'
n'

p
0 > G(n') > G > G > 0

/!.
Ipn'-n

Jin' ,n II n
i p

0 > G(n)
n

> 0> G

n'
> G-(n ') lI< P > G- > 00 > G

Ipn'-n Ipn'-n

v v n
0 > G"'(n) > G- P > G- > 0

11s fournissent respectivement 1es deux triangles connnutatifs

ID(G) 1ID(i' )
n ,n

n ID(G(n» ,

Cemme
n'-n

p G"'(n') ---> G"'(n) est dual de in',n' 1a fonctoria1ite de l'iso-
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morphisme de dualite pour les groupes finis montre que Ie carre

ID(G(n) )'"

ID(i, )" In ,n
v

ID(G(n'»v

est commutatif, d'ou Ie lemme.

o
4>G(n)

5.3.3. Comme, pour tout objet (U,T,c) de 0T est localement annule

par une puissance de p, Ie lemme precedent permet de definir 4>G par recollement

sur T. II est clair que, pour (U,T,c) variable, on definit ainsi un isomorphisme

de cristaux

(5.3.3.1) "", ( "')<P
G

: ID(G) --> ID G ,

fonctoriel en G, et compatible aux changements de base S' -> S.

Remargues 5.3.4.

(i) La suite exacte (5.3.1.2) definit un morphisme

A : G'" -----> G"'(n) [I}
n - -

dans D'apres 0.3.6, l'homomorphisme

est alors defini par

pour tout v Q"'(n) --> Par suite, 4>G est caracterise par

(5.3.4.1)

pour tout n et toute section u de ID(G(n»v (ou PG(n) Q-(n) -->ID(G(n» est

defini par (5.2.1.6».

(ii) On deduit immediatement de (5.3.4.1) la description suivante de <PG . Si
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(U,T,a) est tel que pn OT 0, l'homomorphisme

.
£ (n) (U,T,a) -> ID(G(n» (U,T,a) -> ID(G) (U,T,a)

permet de deduire de (5.3.1.2) une extension

•o -->ID(G)(U,T,a) --> F(U,T,a) --> £(U,T,a) --> 0

cef.Le-c I ne depend pas, a isomorphisme canonique pres, du choix de n , et on obtient

ainsi une extension

(5.3.4.2) o --> ID(G) --> F --> £. --> 0

sur CRIS(S/E). Si u est une section de ID(G)" , 4>G(u) est a Lor s 1a c1asse de

l'extension deduite de (5.3.4.2) par u.

Proposition 5.3.5. Boit G un groupe p-divisible SUT' S. Le diaqranme

4>.....
ID(G·)" G > ID(G)"" < ID(G)

(5.3.5.1) I'4> •
ID(G·)'" G > ID(G

n
)

est aommut-atnf',

11 suffit de prouver que, pour tout n et tout (U, T, a) tel que
n

p 0T = 0,

1E: diagramme induit sur Test commutatif ; pour simplifier 1es notations, nous

omettrons l' indice (U, T, a) dans 1es diagrammes qui suivent.

De (5.3.1.6), on deduit en dua1isant un diagramme commutatif

4>'"
ID(G·)'" G > ID(G)"" < ID(G)

I vv <I ID(in)<. ID( in)

0 .....

"v
4>G(n)

v
...

S/E)v > ID(G(n»v" ID(G(n» •;J(bmS/E(£ (n),
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Le diagramme de bidualite (5.2.13.1) pour C(n) induit en degre 1 Ie diagramme

anti-commutatif

'" 0 vJComS/t(Q. (n) , S/L)

II

ov

C"'(n)

ID(C(n) )

II suffit donc de verifier l'anti-commutativite du carre
1

(5.3.5.2)

_______ ID(Cu )

Or, par definition de , Ie diagramme
C

(5.3.5.3)

r-.

ID(i:>" I
ID(C"'(n) )'V C"(n)

commute. Comme l'homomorphisme compose

ID(i
U

)
n

est egal a l'homomorphisme dual de l'homomorphisme cobord relatif au foncteur

(5.3.5.4) o --> G"'(n) ------> G"'(2n)

n
p

------> C"'(n) --> 0

(resp. a l'homomorphisme cobord relatif a la suite exacte duale

n

0--> G"''''(n) ------> C"''''(2n) -p----> C"''''(n) --> 0)
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il resulte de 5.2.19, applique a la suite (5.3.5.4), que Ie diagramme obtenu en

amalgamant (5.3.5.2) et (5.3.5.3) est anti-commutatif, d'ou l'enonce.

Proposition 5.3.6. Boit G un gr'oupe p-divisible SUI'S. L'isomo'l'phisrre

:

duit entre

est oompatrib le aux filtrations de Hodge (of. 3.3.5) et in-
S

(J'l'adues assooies Zes isomo'l'phismes aanoniques

'U
--> W

G'" '

'U
-->

L'assertion etant locale sur S, on peut fixer n tel que n
p Os = 0, et

supposer G(n) contenu dans un schema abelien. D'apres 5.2.15, Ie diagramme

'" 0 t<
(n»)'"'''[_I] E: > (n) H ]

'U

1 1
Ib(G(n) [-1] •> It,(G (n) S

est commutatif en passant aux , on en deduLt; Ie carre COmDIJ tatif

.tie(G"'(n» 'U
> W •

G (n)

I 1 I
:JfomS t t: (Q.(n) '">ID(G (n»s

Completant ce carre par Ie carre analogue a (5.3.5.2) pour G, dans lequel on

change -a
n

en +an ' on obtient un diagramme commutatif
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-v
> W ¥

G (n)

1 I
<l>G(n) iii

> ID(G (n))s

sl ID( i:)-1

<l>G
v

> ID(Gi')S

a:-1Is
v

ID(G)

Compte tenu de Ia commutativite de

et La definition de I 'homomorphisme ID(G)S -> par 3.3.2, on en deduit La

commutativite de

;£ie(G"'t '" > w

(5.3.6.1) [ [
<l>G

'"
>ID(G )S

En G par G'" dans (5.3.6.1), en transposant Ie carre correspon-

dant, et en utilisant 5.3.5, on en deduit La commutativite du diagramme
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5.3.7. Nous allons maintenant montrer la compatibilite des isomorphismes de dualite

pour les groupes finis et pour les groupes p-divisibles. Soit

(5.3.7.l) o --> G 2-> H _u_> K --> 0

une suite exacte dans laquelle G est fini localement libre, H et K p-divi-

sibles ; definissons la suite duale comme etant la suite

(5.3.7.2)
i< i<

o ---> G'" _w__> K'" _u__> H'" ---> 0 ,

ou, pour pnG = 0, w: K{n) --> G est defini par Ie diagramme du serpent relatif

a (5.3.7.1). Nous verrons comment calculer a partir de et grace a

3.3.13. Pour cela, nous utiliserons une autre construction de ces morphismes,

valable aussi bien pour G fini que pour G p-divisible; la topologie employee

ici sera la topologie fpqc.

Si E est un complexe de faisceaux abeliens sur CRIS{S/L) , Ie morphisme P
E

defini en (5.2.1.5) donne par troncation un morphisme

(5.3.7.3)

Posons

Pa.r tensorisation avec

(5.3.7.4)

Or, pour tout complexe K dont la cohomologie est localement annulee par une puis-

sance de p, la resolution de 111 I'll
P P

par fournit un isomorphisme

(5.3.7.5) 17 K
P P

'V
---> KIll ,

fcmctoriel en K. Comme 0s/L est localement annul.e par une puissance de p , on

obtient donc

(5.3.7.6)
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Lemme 5.3.8.
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Gl /'1 dans les deux eas consLderes iei.
p p

(i) Si G est un S-groupe fini Looalement: l.ibre , il existe un isomorphisme

canonique

(5.3.8.1)

(ii) Si H est un groupe p-divisible, it existe un isomorphisme canoniqie

(5.3.8.2) lLD i<
ill /'1: dffi '" H •
P P - --

(iii) Avec les notations et les hypotheses de 5.3.7, la suite

(5.3.8.3)

ee t eeacte , Si w'

diagrarrune

(5.3.8.4)

est cotrmubairif",

D i D Do --> KD _u_> HD --> G --> 0

GD -> [1) est le morphi.eme de degre 1 correspondant, le

Idlliiw'

fi..*- [1)

On ealeule les produits tensoriels derives par la resolution

0--> 'E....:L-> X[.!.) --> Gl /'1: --> 0 .
P P P

Lorsque G est fini loealement libre, GD = fi..•• d'oll (5.3.8.1).

Lorsque H est p-divisible, H = lim H(n) , de sorte que HD = lim H*(n) •
- -> - <--

et en partieulier HD est sans torsion. Done

ao71 D _'4 n D
bor

1
«(11 /71 .H ) ::: li.lj: "or

1
( Z/ p '4,!! )

P p - n

et

o ,
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Comme nous travaillons avec la topologie fpqc, la surjectivite des morphismes

... D i<
.!! (n+l) -> .!! (n) entralne celle de.!! ->.!! (n) pour tout n : si

xE: r«Uo,To'C), To etant affine, on peut construire une suite de morphismes

affines f LdeLernent plats Ti+1-> Ti, et, en posant Ui=Uox
T

T
i,

une famille d'ele-
o

ments xi E r«Ui,Ti,c), .!!i«n+i»

definit alors une section de HD

telle que

relevant x

releve

au-dessus de

Xi ; la famille (Xi)

(pm Ui , Ti,8) •

Comme on voit aisement que les morphismes du systeme inductif sont ceux qui defi-

ni.ssent Le groupe p-divisible dual, on obtient I' isomorphisme

Il!
p
/ 7
p

llilHD I!!!! .!!¥(n) = n"
n

pa.r definition, i1 associe a une section

triction a .!!(n) de Cf':.!! -> !m

la section 'fn de .!!*(n) , res-

Sous les hypotheses de (iii), soit n tel que
D i<

G C H(n). Comme .!! ->.!! (n)

et .!!¥Cn) -> G¥ sont surjectifs, la suite (5.3.8.3) est exacte. Le morphisme

w' G· -> KD[ 1 1 est defini (cf. 0.3.2) par Ie diagramme

G· D iD HD > 0G <---

i qis ruD r
o < KD -Id > KD

Comme l'isomorphisme canonique

sur les termes de premier degre

Il! 1'1: lIr (KD[11) 'V (Il! 171 lIrKD) [11 est donne par (-1) kpp- -pp-

k d'apres 0.3.3 et 0.3.5, Ie morphisme lllilw' est

cel.uf, qu' induit en degre -1 le diagramme



244

r
0

-------c> Ki<-Id

1:1

IZ IlllId+idIl9U
D

:---- (2'IIlIHD) x (z[l) QII KD)
- p-

"-

I(_IdIl9UD
,ZIIlIId)

:illllKD +Id

o = 2'[1) QII G'" <
P -

i
G·"'2'QIIG

lIO
<

IdlllliD

- - -

Soit n

de H
D

tel que pnG = o. Si Cf est une section de

telle que Cf' = iD(ljJ) = ljJoi ; d'autre part,

§..*, il existe une section ljJ

pnljJ est de la forme uD(x)=xou,

x etant une section de KD• Alors Cf est l' image du cycle (lllllljJ, - In IIlI x) du complexe
p

du milieu, et par suite IdQllw'(q» = X
n

' restriction de X a .!.(n). D'autre part,

• •
W ('f) = <:pow E !.(n) ; si y est une section de !.(n) , il existe une section z

de H telle que y = u(z) et w(y) est par definition la section pnz de G

par suite,

i<
W (q»(y)

de sorte que Idllllw' = w·[I).

Remarque. Si A est un schema abelien sur S, et H Ie groupe p-divisible associe,

il existe un isomorphisme canonique

IQ Ix A -"'-> at i l
p p

IQ 17: (A!H) = 0 car l' homomorphisme A/H->
P P

En effet, d'une part puisque 2'[l)(i/)H = 0
P

;T[1)1IlI (A!H)
p

; d' autre part

est un isomorphisme.

5.3.9. Toujours sous les hypotheses de 5.3.7, la suite exacte (5.3.7.1) definit

grace a 3.3.13 un isomorphisme

KI(i) : /lI(G) [lD(K) - lD(u) > ID(H)) •
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En dualisant, puis en translatant, on en deduit l'isomorphisme

(5.3.9.1)

De meme, la suite (5.3.7.2) fournit un isomorphisme

(5.3.9.2) ""- ID(u ) > ID(K"")]

Proposition 5.3.10. Avec les notations et les hypotheses de 5.3.7. le diagramme

[-1]

(5.3.10.1)

est corrunutatif.

Les morphismes (5.3.7.4) et (5.3.7.6) sont fonetoriels en E l'isomorphisme

i : G _"'_> [!!. _u_>

donne done un diagramme eommutatif

<---------

(5.3.10.2)

1I1 I'll
P p -

IdlllPG I

'" [1] <

fl(i) [2]

'"

D
_u_> .!!.D]

Par fonetorialite de I'isomorphisme (5.3.7.5), Ie morphisme IdlllPG s'identifie a
,.,

pc[l] :.Q. [1] Par suite, son transpose par rapport a

0Sh [1] s' identifie, via I' isomorphisme

(5.3.10.3) :lCom' (X' [1 ],Y' [1]) JCom' (X' ,Y' [1 ]) [-1] Jeom' (X· ,y')

(donne par (_I)k en degre k), au morphisme

(5.3.10.4)
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defini en 5.2.4.

D'apres 5.3.8 (ii),

D
U-->

.1(

U
-->

En transposant par rapport a 0S/E[l] la fleche verticale de droite, on obtient

donc un morphisme

•
Le complexe K· H· est concentre dans l'intervalle de degres [-1,0];

considerons le comme translate du complexe
•• -u -K --> H place en d egre s [0,1 i.

En appliquant (5.3.10.3) a la source et au but, et en utilisant les isomorphismes

-(3.3.13.1) relatifs a K et K· H- , ce morphisme peut encore s'ecrire

Examinons maintenant l'effet de la transposition par rapport a 0S/E[l] sur

les lignes de (5.3.10.2). Comme on a utilise l'isomorphisme (5.3.10.3) a la source

et au but, le transpose de [2] donne

[1])'" : (-fI(G) [1] r -"'--> [ID(H)'" - ID(u)v > ID(Kr] •

Compte tenu de la demonstration de 5.3.8 (iii), l'isomorphisme

-est defini, apres inversion, par le quasi-isomorphisme (ou K* H- est en degres

[-1,0])

-0 > H

e I qis lu·

•sl -w •> K

on observera egalement que, compose avec (-ra ,Id ) , e donne le quasi-isomor-
K· !!.
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i<
i< i< i< U -I<

w [1] : Q [1] -> ->!!. ] [1]
-I<

(ou cette fois Ki< H-I< est en degres

[0,1]). On obtient done finalement un diagramme commutatif

MG)'" [-1]
It>(i)v[_l]

> [ID(H{ ID(u)'" > ID(K)v]
-v

51 (+Id,-Id)
'VV

(It>(i)[l] ) -ID(u)" > ID(K)v](llI(G) 0])
'"

> [ID(H)v

<l>G 51<1>

\I
v

(£-1 [-ll)' -I<
III (G-I<) > [ ID(H-I<) ID(u ) > ID(K-I<) ]

'"
51 (+Id,-Id)

IlI(w -1<)-1
'\I -I<

,:.
III (G-I<) ,. [ID(H-I<) - ID(u ). ID(K-I<)]

'"

II suffit alors, pour achever la demonstration, de prouver que <I> = (-<I>H,<I>K).

II est clair que, par construction, <I> est defini par les deux homomorphismes

ID(H)v--> ID(H·) et ID(K)'" ID(K"') obtenus en appliquant aux deux complexes re-

duits a H et a ![-1] la methode utilisee plus haut pour construire PC. Partant

de H Ie morphisme

s'identifie a un morphisme !!.i< -->ID(H) [1], qui est l'oppose de celui que definit

-I<
l'extension (5.3.4.2). En effet, :Kom

S/ E(!!.
, ID(H» = 0, si bien que, pour montrer

1 -I<
l' egal1te de deux elements de Ext

S/
E(!!. ,ID(H», 11 suffit de verifier qu' 11s

colncident localement. On peut done se limiter a prouver que, pour tout n,

est l'oppose du morphisme defini par (5.3.4.2) quand on se restreint au sous-site

des objets annules par pn. L'inclusion !!.(n) C H donne alors Ie carre commutatif

H
D PH

,. ID(H)

1 ID(in)

PH(n)
v

.!!(n) ,., ,. ID(H(n»
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(f) 17p p
Ie diagramme eommutatif

Hi<

1
-----:> ID(H) [ 1]

51 ID(in )[ 1]

PH(n} 1] .;;
It(n)[ 1] -==----<> ID(H(n))[ 1]

II suffit done de prouver que Ie morphisme -->

1es notations de 5.3.4). II est defini par Ie diagramme

i<
'V (f) 17 Q9HD (f)H <--- > 0- p p - p -

1 1qis

.-l<

D 1-

> 7:71 n
0 <

p - p -

ee1ui-ei se projette sur Ie diagramme

obtenu est -A (avee
n

'" 'V Gl II! H
D

(ill I nl' ) HDH < > 0
- p p - p p p -

1 qis 1.'"
(Z I nz ) HD

1-

> !!.(n)·0 <
n

p p p - 'V

qui definit done Ie meme morphisme. Ce diagramme est isomorphe a

H'"
pn

H'"<--- > 0

I qis J r
• '"0 <-- !!.(n)

d'ou l'assertion. II resu1te a10rs de 5.3.4 (ii) que, en transposant par rapport a

D'autre part, PK etant de degre 0, Ie morphisme
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s'identifie a

Le diagramme commutatif

Idllll(PK[1) )

SI+Id

(111 17 tn
p p -

ID(K) (2)

mont.re alors que (Id '" ,I'1o(K) (2) identifie IdIlllPK[_l) a -(IdIlllPK) (1) •
.! (1)

En transposant -(IdIlllPK) [1) par rapport a 0SIL[l), Ie morphisme de degre zero

D(K)V[_l) --> ID(K"')[-l) obtenu est egal a de Borte que =

On deduit immediatement de 5.3.10 l'enonce suivant

Corollaire 5.3.11. Avea les notations et les hypotheses de 5.3.7. le diagramme

o -----O' ID(G)v ID(i)v > ID(H)v

"1
1

d * '" '" ID(.... )
o -G->ID(H"') - ID(u ) > ID (Ki<) >ID(Gi<) > 0 ,

d sont les homomorphismes relatifs a {5.3.7.1} et {5.3.7.2}.
G*

est oonmutiatrif ,

5.3.12. Considerons enfin un S-schema abelien A, et soit H Ie groupe p-divisible

associe. Notons HIe groupe p-divisible associe au schema abelien dual A. Les cobords
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definissent des isomorphismes H(n)· H(n) , d'ou par passage a la limite un

• 'V ,,(1)
isomorphisme vA: H --> H . On peu t d" ailleurs observer que, s iI' on remplace

H(n) par Ie sous-groupe A(m) , noyau de la multiplication par un entier m premier

p sur A, l'isomorphisme analogue correspond au classique He _
m

pairing" de Weil [44, § 15, tho 1, et lemme p , 184].

Proposition 5.3.13. Le diagramme

-------> IDCHt

(5.3.13.1)

"
IDdl)

est oomnutatdf",

D'apres 5.2.5, peut etre defini de la maniere suivante. Par adjonction,

la biextension de Poincare --> [1] donne un isomorphisme
- - --m

1\ 'V
A -> d'ou par translation l'isomorphisme

A[-l] En composant avec Ie morphisme deduit de

: -> 0S/E[l] , on obtient PA: A[-11 -> ID(A) , qui definit par transpo-

sition relativement a 0S/E (en utilisant la convention 0.3.7 pour identifier

],OS/E) a ID(:A». Il revient encore au meme de transposer relative-

ment a as/ E[1] Ie morphisme PA[1] ! -> ID(A) [1] dedu Lt; de PA par translation

(en utilisant la convention (5.3.10.3) pour identifier [1] ,0S/E[1])

a ID(A)v).

D'autre part, l'acouplement naturel HD Il1)H _e_> donne un accouplement
m

(1) Indiquons e t 1 ti i t - [40 23] 'I f t 1n passan es correc ons su van es a ,p. : au remp acer

a par -a dans Ie diagramme (2.6.5), et remplacer (2.6.6) par son oppose.
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Ideee

(5.3.13.2)

l' isomorphisme

-----> 1.1 ,)1] --> 4:ml1 ] ,
p

III /Z &-0;ppm
'V
-->

resultant comme dans la remarque de 5.3.8 de l'acyclicite du complexe

",) -> ;'l.!.] /1.1 ). D'apres la demonstration de 5.3.10, Le morphisme
ppm p'"

peut etre defini de la maniere suivante. Par composition avec n : -> 0S/Ell],

D
on obtient un morphi.sme PH:!!. -> 1]), qui, apres tensorisa-

I<
tion par III /Z , definit un morphisme l®PH:!!. ->ID(H)[l] ; son tranpose par

p p

rapport a 0S/El1] est alors II suffit done, pour demontrer la proposition,

de verifier que Ie carre

est anti-commutatif. Considerons Le diagrarnme
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[I]

--"'-> IDCH) [I]

II

to]lR;]('oms/ z(!!., Os / l: [2] )

->

-->

1II

II

Hi< _>

-> --> --> IDCA) [I]

dans lequel les lignes superieure et inferieure sont respectivement et

PA[l]. Le carre I commute par fonctorialite du morphisme

EM-lRJ<omCF ,G) -> lRJComCF,E 1G) ,

Ie second par fonctorialite de l'isomorphisme (5.3.7.5) relativement a

n : --> 0S/l:[l] ; les morphismes de source sont definis par adjonction, et

donnent des diagrammes commutatifs. On est ainsi ramene a prouver l'anti-commutati-

vite de III, c'est-a-dire que la biextension de Poincare induit sur CH*,H) l'op-

posee de la biextension C5.3.13.2).

Rappelons [SGA 7, VIII 1.3] que pour tout groupe p-divisible H, il existe des

isomorphismes naturels

'"-->

C5.3.13.3) '" lim HomsCH"Cn) ) ,<- m

l'homomorphisme H"Cn) ®HCn) -> Hi<Cn+1) ®HCn+1} etant le compose

p®Id
<---

'"
Id®i

n

Precisons la definition de l'application

n
(l i<
H ,H

'Z •
--> -e02'1 CH ,H)
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utilisee pour definir l'isomorphisme (5.3.13.3) : soit L1 --> L
o

(resp.

une resolution 7-plate de H'" (resp. H), et L'
o (resp. Ie sous-

faiseeau de Lo (resp. Mo) -image inverse de H"'(n) (re sp . H(n)), de sorte que Le

complexe L1 --> (resp. M1 --> est une resolution plate de (resp.

H(n)). La fleche n0.
R"',R

s'obtient alors par passage au quotient a partir de

l'homomorphisme

'Vn
0. '"R ,R

2 ...---> 2
1
(L. M.) ---» 01'1 (R ,R)

defini par

'Vn0.,. (x y )
H ,R 0 0

oil Le crochet indique que l'element envisage est considere comme section du

co Inc tdesous-faisceau L1 de L
o

(resp. M1 de Mo) ' Cette definition de n
0. ...
R ,R

avec celIe donnee pour Ie topos ponctuel dans [22, § 11-12], et dans Ie cas general

dans [SGA 7, VIII 2.1]. On prendra garde par centre qu'elle differe par Ie signe de

l'explicitation, incorrecte, qui en est donnee dans [SGA 7, VIII, p. 244], l'erreur

de signe provenant du calcul de cycle mentionne p. 231 la section 0.(1,1) de

loco cit. est en effet representee par Ie cycle 1
001 1

- 11010' Notons au passage

qu'il en resulte que Ie diagramme (2.3.10) de [SGA 7, VIII) est commutatif, et non

anti-commutatif comme l'enonce la proposition 2.3.11 de loco cit. On peut par ail-

leurs se borner, pour definir

arguments, par exemple R"'(n)

n0. '" ,a utiliser une resolution plate de l'un des
R ,R

; o.n est alors obtenu en factorisant l'homomor-
H'" ,R

phisme 'V,n
0. '" :
H ,R

--> dHini par

(5.3.13.4) ci:' n (x 0 y )
H.,H 0 0

Pour prouver que les deux bi-extensions de (H· ,H) par t m sont opposees, il

suffit donc de prouver que, pour tout n, elles induisent par (5.3.13.3) des accou-

plements opposes HlIf(n) 0 H(n) -->' . La bi-extension de Poincare induit par ad-
m

jonction l'isomorphisme
'V
----> 1

&xtS(A,'m)(n) , d'oll, par composition avec
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l'inverse du cobord, l'isomorphisme ce

dernier correspond done par l'isomorphisme d'adjonction a l'accouplement

H(n) --> G deduit de l'accouplement canonique H(n) --> G parm m
-1vA . Compte tenu de ce qui a ete vu plus haut, il resulte de la commutativite du

diagramme (2.3.10) de [SGA 7, VIII) que l'accouplement

par la biextension de Poincare via (5.3.13.3) et vA est l'accouplement canonique.

En utilisant la resolution plate de , on obtient un

homomorphisme

'U
B : H (n) --> vorl (H ,H(n)) --> <:>UrI (H ,H)

_ 'J: '*
qui, par composition avec l'homomorphisme (H ,H) -> Gm

defini par (5.3.13.2),

donne l'accouplement canonique :

H'\n) H(n) HD H(n) HDe H
e

> > G: <-- )J 00
C-> G:m m

01 1 j 1
p

1v
0 2[l)II1IHDII1IH(n) ----> z[l) e HD \'illH Idll1le x[l] \'ill G: <--- 0---->

P p P m

Si des sections de H(n),
'U

x
0' Yo sont et si x

0

d'image x par l'homomorphisme surjectif H
D -->

0

'U HD\lil H.X o Ililyo de Explicitons maintenant l'accouplement

est une section de HD

est la section

H· (n) (ill H(n) -> G: de-
m

(Z•...L)I!IlHDI!IlH(n) -> H·(n) (illH(n), si bien que
n

p

induit par (5.3.13.3) a partir de

est l'image

HDI!Il H. Par conse-deest la section

-> G:
m

quent, l'accouplement

fini par (5.3.13.2) via (5.3.13.3). Avec les memes notations,
'U
x

de (-..£) I!Il Y par l' homomorphisme
n 0

p

d'apres (5.3.13.4) an (x
H.,H 0 0

(n) (ill H(n)

(5.3.13.2) est l'oppose de l'accouplement canonique, ce qui acheve la demonstration.

Remarque 5.3.14. II est possible de donner une autre demonstration de 5.3.13 n'uti-

lisant pas [SGA 7, VIII]. Esquissons-la, en laissant les details au lecteur.
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D'apres 5.2.5, 4>A est l'hoJnomorphisme qui associe a une section 9' de ID(A)'"

Le morphisme (cr. PA)[ 1 1 : -> 0S!l: [11 ; d' apres la remarque de 5.2.5, 4>A ('f) peut

encore etre d ecr It; connne La classe de l' extension obtenue par fonctorialite par rap-

port a a partir de l'extension

o --> ID(A)
U

-->
-v
->

A

A

elle meme deduite de (5.2.1.3) en remplac;ant v par -vet en appliquant Ie fonc-

t eur

D'autre part, sur CRIS(S!l:n), 4>H peut etre decrit comme suit: si * est

une section de ID(H)'" , 4>H (*) est La classe de l' extension qu' on deduit de

n
o --> !!.'*(n) -->!!.'" -P_> Hi< __> 0

par fonctorialite par rapport a *oPH(n) , etant le cobord

Pour prouver que 4>A = 4>H ' on peut se restreindre a CRIS(S!l:n) pour n

fixe, et il suffit de construire un diagramme commutatif

0--> !!.i'(n)
n
p

(5.3.14.1) sl
o -->ID(A) U

-->

,
I,,
>if

1 V
-->

et de verifier que S est l'oppose de l'homomorphisme compose

(5.3.14.2) !!.'*(n) PH(n) > ID(H(n» -"'-> ID(H) -"'-> ID(A)

On definit un homomorphisme T' : -> en posant, pour tout (U,T,o) ECRIS(S!l:n)

et tout • •x E r(U,Ou)' releve en x' E r(T'OT)'

n
T' (x) x' p



256

on en deduit Ie diagramme commutatif

(5.3.14.3)

0---> H.n
p

G
-m

m
-p--> G ---> 0

-m

II
o --> 1 +'J-S/l: ---> O;/l: ---> --> 0 ,

n n

tel que l'extension deduite de 1a 1igne superieure par fonctoria1ite re1ativement

a logo,' so it (5.2.1.3). Posons , = logo,' ; en app1iquant Ie foncteur

1 diagramme un diagramme&xts/l:(A,-) au qui en resu1te, on obtient commutatif

1 1 pn 1
0--> llxtS/l: (A, H. n) --> &xts/l:(A,!m) --> ---> 0

p

'1 1 1 II
1 u v 1

0--> &cts/l:(A,Os/l: ) -> -> ---> 0
n

En l' ama1gamant au diagramme

> '"
n

0 > H P > ---> 0

a I VAl VAl
v " 'iI

1 '" ....
0--> &xts/l:(A, u n) --> A > A---> o ,np p

on obtient Ie diagramme cherche (5.3.14.1) .

La verification que l'homomorphisme 8 = loa est l'oppose de (5.3.14.2) ne

presente pas de difficu1te, et est 1aissee au 1ecteur.

Remarques 5.3.15.

(i) De l'anti-commutativite du diagramme
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Hi'i< ,,-
> H

r r-1

1'1.
H

jA
> H

etablie en [45J, on peut immediatement deduire de 5.3.13 et 5.1.9 la commutat Iv Lt e

du diagramme (5.3.5.1).

(ii) Les resultats de 5.1 et 5.3 foumissent Ie diagramme commutatif

-----> 0

-----> 0,

o ---> tie (H-)'" > > > 0

+1 +·1
0 > '<&ie(A)v > > (w )v

I 1 1
A

v +
0 > w -->ID(Hi') -- __ --> 0

H- S-: X/

'"
0 > > ID S > .tie (t)

au les suites exactes sont definies par les filtrations de Hodge, et les signes +

(resp. -) designent les isomorphismes canoniques (resp. leurs opposes).
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