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INTRODUCTION

Ces trois volumes (n°100,101,102) réunissent les actes du colloque de Luminy 

(du 6 au 11 juillet 1981) intitulé Analyse et topologie sur les espaces•singu­

liers. Plusieurs thèmes ont été abordés lors de ce colloque et nous allons les 

décrire brièvement :

On sait que les complexes de faisceaux de solutions des complexes différen­

tiels linéaires holonomes et réguliers ont une cohomologie analytiquement cons­

tructible. Cette correspondance dite de Riemann-Hilbert établit une équivalence 

entre complexes constructibles et complexes holonomes réguliers. Dans cette cor­

respondance, à un module holonome régulier est associé un complexe constructible 

qui a en général plusieurs faisceaux de cohomologie non nuis. Ces complexes 

constructibles particuliers sont appelés des faisceaux pervers et peuvent être 

caractérisés en termes purement topologiques. Cette caractérisation à son tour, 

a un sens pour les complexes constructibles de faisceaux étales sur une variété 

non nécessairement lisse définie sur un corps quelconque, fini par exemple. 

On a donc une notion de faisceaux pervers étales et on démontre que cette caté­

gorie de complexes bien qu’elle ne corresponde plus à des modules différentiels 

est en fait une nouvelle catégorie abélienne. .Un des intérêts de ces faisceaux 

pervers étales est que les théorèmes généraux de passage de la caractéristique 

o à la caractéristique p par spécialisation, permettent d'obtenir des ré­

sultats sur les faisceaux pervers sur le corps des complexes, lorsqu’on sait- dé­

montrer ces résultats sur les corps finis. Le complexe d'intersection dont 

1’hypercohomologie est 1*homologie d'intersection est un faisceau pervers qui 

se spécialise sur les corps finis en le complexe d’intersection étale. Or, on a 

sur les corps finis une notion de pureté des complexes de faisceaux étales en 

considérant l’action du Froberius sur les tiges de la cohomologie. Le résultat 

fondamental de Gabber est que le complexe d'intersection est pur. Il permet 

en utilisant les théorèmes de Deligne sur le comportement de la pureté par 

image directe (conjecture de Weil) d’obtenir un théorème de décomposition de 

l'image directe d’un complexe d’intersection en sorme directe de complexes 

d’intersections à coefficients locaux. Ce thème de perversité, complexe d'inter­

section, pureté est exposé dans le gros article [1] . C’est le thème principal 

de ce colloque.

Un thème dérivé est celui des différentes applications de l’homologie d’in­

tersection à l’étude des orbites nilpotentes £3} , à la théorie de Morse pour 

les espaces singuliers [6] , et à la cohomologie L^ des quotients par les 

groupes arithmétiques [15] .

Il semble que l’homologie d’intersection porte dans tous les cas une struc-
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ture de Hodge, fait qui serait le pendant du théorème de pureté de Gabber .

On ne sait pas le démontrer en général, mais dans £4] on propose une filtration 

qui devrait être celle de Hodge et dans Kl et p5] on montre que l'interpré­
. 2 .

tation en terme de cohomologie L permet dans certains cas d’obtenir une 

structure de Hodge.

Ces structures de Hodge sur l’homologie d’intersection devraient pouvoir se 

décrire directement sur le module holonome qui lui correspond. C’est ce qu’on 

tente de faire dans p] . C’est ce qu’on fait dans 0 0 et [1^ pour le module 

holonome correspondant aux cycles évanescents.

A ce module correspondant aux cycles évanescents est associé un polynôme 

dit polynôme de Bernstein , ou b-fonction dans le cas d’un point singulier isolé. 

Dans ^9j on relie ce polynôme à l’action de la monodromie sur les espaces de 

cycles évanescents. Enfin les autres conférences se regroupent autour des thèmes : 

caractéristiques d’Euler Poincaré localesou globalesfl^ , DJ , [2] , et cycles 

évanescents [12] et Q4] .

Les Organisateurs,

B.TEISSIER

Ecole Polytechnique 
Département de Mathématiques 
91128 Palaiseau Cedex

J.L.VERDIER

Ecole Normale Supérieure 
Département de Mathématiques 
45 rue d'Ulm
75005 Paris
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o. INTRODUCTION*

Il avait été d'abord prévu que 0. Gabber soit coauteur du présent 
article. Il a préféré s'en abstenir, pour ne pas être coresponsable 
des erreurs ou imprécisions qui s'y trouvent. Il n'en est pas moins 
responsable de bien des idées que nous exploitons et le lecteur lui 
est redevable de nombreuses critiques qui, nous l'espérons, ont permis 
d'améliorer le manuscrit.

Dans [4], [5],[6] , M. Goresky et R. MacPherson ont défini et étu­
dié la cohomologie d'intersection d'espaces convenables X . Dans [4], 
[5], X est une pseudo-variété PL orientée, i.e. pour x dé dimen­
sion n , un espace PL admettant un sous-espace PL fermé rare E 
de dimension < n-2 dont le complément est une variété PL Orientée 
purement de dimension n . L'espace X est muni d'une stratification 

S , i.e. d'une filtration par des sous-espaces PL fermés X^ 

(O J k _< n) , avec X^ = xi-i ' Xl-Xi-1 une variété purement de dimen­
sion i , et (X,S) équisingulier le long de X^-X._^ • On suppose que 

Xn_i = xn_2 ■ ?our chaque perversité p (une suite P2,...,pn d'en­
tiers, telle que p2 = 0 et que Pk+i = Pk ou p^+1), ils définissent 
le ième groupe IH ?(X) d'homologie d'intersection de perversité p 

de X comme le groupe des cycles singuliers PL de dimension i de 
X qui intersectent Xn^ selon une partie de dimension i-(k-p^) au 
plus, modulo une relation d'homologie, convenable. Ce groupe est indé­
pendant de S . Pour X normal (= à links connexes) et p = 0 (resp. 
p maximal), ils montrent qu'on obtient les groupes de cohomologie 
Hn 1(X) (resp. d'homologie H^ (X) ) . Dans [6], les conditions sur X 

sont affaiblies, et ils prouvent l'invariance topologique des groupes 
IhP(X) .

Le cas qui nous intéresse le plus est celui où la stratification 
S peut être prise à strates toutes de dimension paire, et où p est 
la perversité intermédiaire, donnée avec les notations ci-dessus par 

P2^ = k-1 (et P2]ç+i = k-l' ou ^ > indifféremment). Nous noterons 
IH^(X) les tensorisés avec Q des groupes obtenus. Ils vérifient la 
dualité de Poincaré ([4] [5]). Après extension des scalaires de (D à 

2 
IR , on peut les interpréter comme des groupes de cohomologie L (voir 
l'exposé deJ.Cheegerà cette conférence).

Soit X(Œ) l'espace topologique (topologie usuelle) sous-jacent 
à une variété algébrique complexe normale connexe, de dimension com-
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plexe n . On peut prendre S à strates algébriques, donc automatique­
ment de dimension réelle paire. Les groupes d'homologie d'intersection, 
pour la perversité intermédiaire, sont donc définis. Pour X seulement 
supposée irréductible, de normalisée X , nous définissons 
IHi(X(I)):=IHi(X~(æ)) .

Tensorisés avec æ , ces groupes admettent une description en terme 
de modules holonomes. Pour la donner, il nous sera commode de travail­
ler avec les modules holonomes algébriques (modules quasi-cohérents à 

connection Intégrable satisfaisant à une condition de finltude conve­
nable) . Supposons X plongé dans une variété algébrique Z lisse 
purement de dimension complexe d . On suppose X fermé dans Z. Soit 
X° le lieu lisse de X et j le morphisme d'inclusion de X° dans 

Z . A isomorphisme unique près, il existe alors sur Z un unique mo­
dule holonome irréductible à support dans X , noté j,O^o , qui sur 
X° coïncide avec le module holonome H^ n(0) . Pour X complète, on 

-x° 
a

IH^Xd)) » I = Hd+n-1 (Z, Q*( j ,* 0xo) ) .

Au membre de droite on prend au choix 1'hypercohomologie de Z , muni 

de la topologie de Zariski, à valeurs dans 3 ^j*^x°’ ' ou 1'hyPeroo~ 
homologie de Z(T) , muni de sa topologie usuelle, à valeurs dans le 

complexe de De Rham holomorphe à coefficients dans j,*<^0 • Pour X 
non nécessairement complète, on obtient ainsi la variante des groupes 
d'homologie d'intersection, obtenue en considérant des chaînes locale­
ment finies. Les groupes d'homologie d'intersection proprement dit 
de X(Œ) s'obtiennent en prenant 1'hypercohomologie à supports com­

pacts de Z(Œ) à valeurs dans 2 (j^C^c) -

Les groupes IH^(X(Œ)), non tensorisés avec Œ , admettent aussi 
une description comme groupes d'hypercohomologie. On montre que pour 
X une variété algébrique irréductible de dimension n , il existe un 
unique objet IC de la catégorie dérivée D(X(Œ),Œ) , à faisceaux de 
cohomologie H1 (IC) constructibles et nuis pour 1 ^ [-2n,-rj, vérifiant 

les trois conditions suivantes.

(a) Il existe un ouvert de Zariski dense U de X tel que sur D(I) 
IC soit isomorphe au complexe réduit au faisceau constant (B , placé 

en degré -2n .

(b) Pour i > -2n , la codimension (complexe) du support du faisceau
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plexe n . On peut prendre S à strates algébriques, donc automatique- 

ment de dimension réelle paire. Les groupes d'homologie d'intersection, 

pour la perversité intermédiaire, sont donc définis. Pour X seulement 

supposée irréductible, de normalisée X7, nous définissons 

TH, (X(E)):=IE; (X (E)) . 

Tensorisés avec © , Ces groupes admettent une description en terme 

de modules holonomes. Pour la donner, il nous sera commode de travail- 

ler avec les modules holonomes algébriques (modules quasi-cohérents à 

connection intégrable satisfaisant à une condition de finitude conve- 

nable). Supposons X plongé dans une variété algébrique Z lisse 

purement de dimension complexe d . On suppose X fermé dans Z. Soit 

X° le lieu lisse de X et j le morphisme d'inclusion de X° dans 

Z . À isomorphisme unique près, il existe alors sur Z un unique mo- 

dule holonome irréductible à support dans X , noté 3 1.0x° , qui sur 

X° coïncide avec le module holonome a95" (0) . Pour X complète, on 

a 

d+n-i 
IH, (X(E)) @ © = m (2, 0% (5x 00) ) 

Au membre de droite on prend au choix l'hypercohomologie de Z , muni 

de la topologie de Zariski, à valeurs dans 2° 6 , yo) , où l'hyperoo- 

homologie de Z(ÆI) , muni de sa topologie usuelle, à valeurs dans le 

complexe de De Rham holomorphe à coefficients dans ji x0xo . Pour X 

non nécessairement complète, on obtient ainsi la variante des groupes 

d'homologie d'intersection, obtenue en considérant des chaînes locale- 

ment finies. Les groupes d'homologie d'intersection proprement dit 

de X(I) s'obtiennent en prenant l'hypercohomologie à supports com- 

pacts de Z(T) à valeurs dans 2° (3j Do) 0 

Les groupes THUX(T)), non tensorisés avec [TL , admettent aussi 

une description comme groupes d'hypercohomologie. On montre que pour 

X une variété algébrique irréductible de dimension n , il existe un 

unique objet IC de la catégorie dérivée D(X(E),@) ,; à faisceaux de 

Cohomologie H (IC) Constructibles et nuls pour ji £ [-2n,-1, vérifiant 

les trois conditions suivantes. 

(a) Il existe un ouvert de Zariski dense U de X tel que sur U(Œ) 

IC soit isomorphe au complexe réduit au faisceau constant @, placé 

en degré -2n . 

(b) Pour i >-2n , la codimension (complexe) du support du faisceau
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de cohomologie H1 (IC) est _> i-2n+l .

(c) Toute sous-variété irréductible Z de X , de codimension c > 0, 
admet un ouvert dense V tel que les faisceaux de cohomologie à sup­
port H^(Œ) HO soient nuis pour i £ -2n+c .

Muni de l'isomorphisme (a), cet objet IC est unique à isomorphisme 
unique près, et on a

I^IXd)) = TH'1 (X(I) ,IC) .

Il nous sera commode de numéroter autrement les groupes IH.(x(Œ)). 
Dans la suite de cette introduction, nous poserons

IH'^Xd)) := la^^XCC))

et IC* = IC[-n], de sorte que

IH'^Xd)) = IH* (Xd) ,IÇ ) .

Les groupes IH. (X(Œ)) (resp. IH'1 (X(<H) ) ) ne sont non nuis que pour 

i€[0,2n] (resp. i € [-n,n]). Les conditions (b)(c) se récrivent : 
toute sous-variété irréductible propre Z de X , de dimension d , 
admet un ouvert de Zariski dense V tel que

(b') pour i > -d , H1(IC') a une restriction à V(æ) nulle ;

(c‘) pour i < -d , H1^) (IC ) = 0 .

Soit X une variété algébrique complexe. Nous définissons un fais­
ceau pervers sur X comme un objet K de la catégorie dérivée 
D(X(Œ) ,<5) , à faisceaux de cohomologie H K constructibles et nuis 
pour |i| assez grand (i.e., K £ D^(X(Œ),Q)) , vérifiant les condi­
tions (b")(c") suivantes : toute sous-variété irréductible Z de X, 
de dimension d , admet un ouvert de Zariski dense V tel que

(b") pour i > -d , H^KJlvd) = O ;

(c") pour i < -d , H^W = O .

Noter que, pour X irréductible, on n'exclut pas Z = X . Pour X 
irréductible, IC est un faisceau pervers.

La condition (b") équivaut à

dim Supp H1K < -i

(d'où H1K = O pour i > 0). Une condition de ce type avait été intro-
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de cohomolocgie gl (IC) est > i-2n+l . 

(c) Toute sous-variété irréductible Z de X , de codimension c > O, 

admet un ouvert dense V tel que les faisceaux de cohomologie à sup- 

port Br) AO soient nuls pour di < -2n+c . 

Muni de l'isomorphisme (a), cet objet IC est unique à isomorphisme 

unique près, et on a 

ui TH, (X(T)) = IH (X(E) ,IC) . 

Il nous sera commode de numéroter autrement les groupes IH, (X(D). 

Dans la suite de cette introduction, nous poserons 

: = IH (X(T)) := IH, _, (X()) 

et IC‘ = IC{-n], de sorte que 

si i , 
IH" (X(E)) = Æ CX(E) ,1C') . 

Les groupes IH; (X(T)) (resp. IH'T(X(E))) ne sont non nuls que pour 

ielo,2nl] (resp. i € [-n,nl). Les conditions (b}(c) se récrivent : 

toute sous-variété irréductible propre Z de X , de dimension d, 

admet un ouvert de Zariski dense V tel que 

(b'} pour i>-d, HCIOLC") a une restriction à V(LI) nulle ; 

; i 
(c') pour i<-d, um) SD = 0 

Soit X une variété algébrique complexe. Nous définissons un fais- 

ceau pervers sur X comme un objet K de la catégorie dérivée 

D(X(T),Œ) , à faisceaux de cohomologie ak constructibles et nuls 

pour lil assez grand (i.e., K€ DP(X(),®), vérifiant les condi- 

tions (b'")}(c") suivantes : toute sous-variété irréductible Z de *X, 

de dimension d , admet un ouvert de Zariski dense V tel que 

(b") pour i > -d, H'(K}|V(T) = 0 ; 
n ; i : 

(c") pour i <—d , Eyçœ) (K) = O0 . 

Noter que, pour X irréductible, on n'exclut pas Z = X . Pour XxX 

irréductible, IC' est un faisceau pervers. 

La condition (b") équivaut à 

dim Supp H°K < -i 

(d'où H'K=0 pour i > O0). Une Condition de ce type avait été intro-
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duite par M. Artin dans sa preuve du théorème de dimension cohomologi- 
que des variétés affines (SGA 4 XIV §2 à 4).

Des conditions du type (c") sont familières en théorie des fais­
ceaux algébriques cohérents, sous le nom de conditions de profondeur.

Les faisceaux pervers n'étant ni des faisceaux, ni pervers, la ter­
minologie requiert une explication. Le mot "pervers" n'enchante pas 
certains de nous. Il vient de "perversité"; dans IHP(X), la "perver­

sité" p indique de combien on permet aux cycles de dévier de la 
transversalité à une stratification. Pourquoi "faisceau" ? Si on tra­
vaille avec des coefficients complexes (plutôt que rationnels : rem­
placer D^(X(I),(J) par D^ÇXfæ),!)) , et que X est lisse purement 

c c *
de dimension n , le foncteur M i------------ >• 0 (M)[n] (complexe de De Rham 
analytique) est une équivalence de la catégorie des modules holonomes 
(algébriques) à singularités régulières (y compris à l’infini) sur X 
avec celle des faisceaux pervers sur X . Pour X quelconque, plongé 
dans Z lisse purement de dimension d (X fermé dans Z), il faut 
considérer les modules holonomes sur Z à support dans X et le 
foncteur M »---- > n (M)[d]|x(I) . Les modules holonomes sur X lisse 

sont des faisceaux (de D^-modules), et leurs propriétés suggèrent 
certaines de celles des faisceaux pervers. Par exemple les suivantes 
(avec à nouveau (B comme corps de coefficients) .

- Les faisceaux pervers sur X forment une catégorie abélienne.

- Ce sont des objets de nature locale : les catégories des faisceaux 
pervers sur les ouverts de Zariski U de X forment un champ. Prendre 
garde qu'il n'en va pas de même pour les catégories dérivées 
D^(U(Œ),Q) .

- Pour j : U ‘------ ” X , de fermé complémentaire i : F c—’-X , on dispo- 
* * i

se d'un formalisme (foncteurs j,,j , j,,i ,i*,i‘) proche de celui des 
faisceaux usuels. Nous noterons avec p en exposant à gauche les ana- 

* ♦ t
logues pour les faisceaux pervers des foncteurs j,,j , j*,i <i*,i' • 
La règle expérimentale suivante dit quels résultats sur les catégories 
de faisceaux se généralisent aux faisceaux pervers : l'énoncé dual, 
obtenu en remplaçant les catégories de faisceaux par leurs opposées, 

* i
et en échangeant j, et j*, ainsi que i et i" , doit être vrai. 
Par exemple : ’

a) pour F faisceau pervers sur X , on dispose d'une suite exacte

0 -P^F F -pj.pj*F
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duite par M. Artin dans sa preuve du théorème de dimension cohomologi- 

que des variétés affines (SGA 4 XIV 62 à 4). 

Des conditions du type (c") sont familières en théorie des fais- 

ceaux algébriques cohérents, sous le nom de conditions de profondeur. 

Les faisceaux pervers n'étant ni des faisceaux, ni pervers, la ter- 

minologie requiert une explication. Le mot "pervers".n'enchante pas 

certains de nous. Il vient de “perversité"; dans IHP(X), la "perver- 

sité" p indique de combien on permet aux cycles de dévier de la 

transversalité à une stratification. Pourquoi "faisceau" ? Si on tra- 

vaille avec des coefficients complexes (plutôt que rationnels : rem- 

placer DP(X(C) ,@) par DP(X(E) ,T)) , et que X est lisse purement 

de dimension n , le foncteur M + a*(M) [n] (complexe de De Rham 

analytique) est une équivalence de la catégorie des modules holonomes 

(algébriques) à singularités régulières (y compris à l'infini) sur X 

avec celle des faisceaux pervers sur X . Pour X quelconque, plongé 

dans Z lisse purement de dimension d (X fermé dans 2), il faut 

considérer les modules holonomes sur Z à support dans X et le 

foncteur M + n° (M)[al/X(T) . Les modules holonomes sur X lisse 

sont des faisceaux (de D,-modules), et leurs propriétés suggèrent 

certaines de celles des faisceaux pervers. Par exemple les suivantes 

(avec à nouveau ® comme Corps de coefficients). 

— Les faisceaux pervers sur X forment une catégorie abélienne. 

- Ce sont des objets de nature locale : les catégories des faisceaux 

pervers sur les ouverts de Zariski UÙU de X forment un champ. Prendre 

garde qu'il n'en va pas de même pour les catégories dérivées 

D (U(E),@) . 
- Pour j:U‘——Xx , de fermé complémentaire i : F—X , on dispo- 

se d'un formalisme (foncteurs died dent ii) proche de celui des 

faisceaux usuels. Nous noterons avec p en exposant à gauche les ana- 

logues pour les faisceaux pervers des foncteurs jo dent dei 

La règle expérimentale suivante dit quels résultats sur les catégories 

de faisceaux se généralisent aux faisceaux pervers : l'énoncé dual, 

obtenu en remplaçant les catégories de faisceaux par leurs opposées, 

et en échangeant j; et j,, ainsi que :* et ii , doit être vrai. 

Par exemple 

a) pour F faisceau pervers sur X , on dispose d'une suite exacte 

* 

o — Pa,Palr er — P;PjF 

10
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(c'est vrai pour les faisceaux usuels, avec pour dual l'exactitude de 

j j*F ------ ► F ------ ^ i»i F -------- * 0 ; par contre, pour les faisceaux per­

vers, on ne peut pas mettrecomme pour les faisceaux usuels un zéro à 
gauche de cette suite duale);

b) pour F un faisceau pervers sur U , on dispose d'un morphisme 
naturel “ : P j , F -------- ^ Pj*F • Dans le cas des faisceaux usuels,

c'est un monomorphisme. L'énoncé dual : "c'est un épimorphisme" est en 
général faux et, pour les faisceaux pervers, « n'est en général pas 
un monomorphisme. Le foncteur j,* : F •-------- ► Im(pj,F —►Pj^F) (pro­

longement intermédiaire) nous sera très utile.

Pour X irréductible de dimension n , U un ouvert de Zariski 
dense lisse et (D[n] le faisceau pervers sur U (I) défini par le 
complexe réduit au faisceau constant (D placé en degré -n , on a

IC'(X) = j,,(«[n]) .

A certains égards, les faisceaux pervers ont de meilleures pw

priétés que les faisceaux usuels. En voici des exemples.

- Dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers, chaque objet est 
de longueur finie (cf. l'énoncé analogue pour les modules holonomes). 

- Polir j : U =----- >■ X l'inclusion d'un ouvert affine, le foncteur pj,

est exact.

- La dualité de Verdier sur D^(X(I),(J) transforme faisceaux pervers 

en faisceaux pervers. Ceci explique la dualité de Poincaré en homologie 
d'intersection, et est à rapprocher de l'existence d'une bonne dualité 
pour les modules holonomes sur X lisse.

Tant les faisceaux usuels, constructibles, que les faisceaux per­
vers forment une sous-catégorie abélienne C de D (X(Œ),Q) et, dans 

i c u
les deux cas, on dispose de foncteurs H ("faisceaux de cohomologie ) 
deD^(X(I),B) dans C, obéissant à un même formalisme (suites exactes 
longues, dévissage de K en les H1K[-i],...) . La catégorie C des 

faisceaux usuels est bien adaptée aux foncteurs d'images inverses,celle 
des faisceaux pervers à la dualité de Verdier, et à l'étude de certai­
nes images directes (morphismes affines, cycles évanescents, théorème 
de Lefschetz difficile relatif,...).
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(c'est vrai pour les Sa rEc eaux usuels, avec pour dual l'exactitude de 

JE EE — i,i F —+ 0 ; par contre, pour les faisceaux per- 

vers, on ne peut pas mettrecomme pour les faisceaux usuels un zéro à 

gauche de cette suite duale); 

b) pour F un faisceau pervers sur U , on dispose d'un morphisme 

naturel a : Pj,F —— P3,F . Dans le cas des faisceaux usuels, 

c'est un monomorphisme. L'énoncé dual : "c'est un épimorphisme" est en 

général faux et, pour les faisceaux pervers, © n'est en général pas 

un monomorphisme. Le foncteur 1% FF Im(Pi,F —P;,7) (pro- 

longement intermédiaire) nous sera très utile. 

Pour X irréductible de dimension n , U un ouvert de Zariski 

dense lisse et Q@in]l le faisceau pervers sur U(T) défini par le 

complexe réduit au faisceau constant placé en degré -n , on a 

Ic' (x) = j,, (@lnl) . 

A certains égards, les faisceaux pervers ont de meilleures pro- 

priétés que les faisceaux usuels. En voici des exemples. 

- Dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers, chaque objet est 

de longueur finie (cf. l'énoncé analogue pour les modules holonomes). 

(2) - POur j : U—— X l'inclusion d'un ouvert affine, le foncteur 5} 

est exact. 

- La dualité de Verdier sur DO (X(T) ,@) transforme faisceaux pervers 

en faisceaux pervers. Ceci explique la dualité de Poincaré en homologie 

d'intersection, et est ä rapprocher de l'existence d'une bonne dualité 

pour les modules holonomes sur X lisse. 

Tant les faisceaux usuels, constructibles, que les faisceaux per- 

vers forment une sous-catégorie abélienne C de DE (X(T) ,@) et, dans 

les deux cas, on dispose de foncteurs ni ("faisceaux de cohomologie") 

de D? (X(T) ,0) dans CC, obéissant à un même formalisme (suites exactes 

longues, dévissage de K en les Hk{-i],...) . La catégorie C des 

faisceaux usuels est bien adaptée aux foncteurs d'images inverses,Ccelle 

des faisceaux pervers à la dualité de Verdier, et à l'étude de certai- 

nes images directes (morphismes affines, cycles évanescents, théorème 

de Lefschetz difficile relatif,...). 
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Pour X un schéma de type fini sur un corps algébriquement clos 
k , le formalisme des faisceaux pervers se transpose sans difficulté en 
cohomologie i-adique (1 premier à l'exposant caractéristique de k). 
Il s'agit de remplacer Db(X(Œ),(5) par la (D.-catégorie dérivée 

D (X,(D ) . En particulier, on définit pour X irréductible des grou­
pes d'homologie d'intersection IH. (X,ffl£) . Pour k = Œ , ils sont ca­
noniquement isomorphes aux groupes m^XCIl) 0 Œ£ .

Pour un corps de base quelconque, on butte sur l'obstacle qu'il n'y 
a pas, dans la littérature, de définition utilisable de D^tX,^) . 
O. Gabber en a une, mais ne l'a pas rédigée. Heureusement, dans le cas 
des corps finis, qui nous intéresse particulièrement, une définition 
naïve suffit. Elle suffit parce que, pour tout corps fini, 
H*(Gal(k/k), E/i) est fini.

Le résultat principal - plutôt un de ses avatars - est que pour XQ 
de type fini sur k fini, tout faisceau pervers mixte simple F sur 

XQ est pur. La propriété "mixte” est stable par toutes les opérations 
usuelles et de ce fait est en pratique toujours vérifiée ; "simple" 
est en tant qu'objet de la catégorie abélienne des faisceaux pervers. 
Pour X irréductible, le faisceau pervers IC' est simple et mixte. 
Soient q le nombre d'éléments de k , Je une clôture algébrique de k , 

X = XQ Q^ k et F l'image inverse de Fq sur X . La conclusion 
"pur" est une propriété locale qui, si X est complète, assure que, 
pour un entier w (le poids de Fq), les valeurs propres du Frobenius 
F sur H (X,F) sont des nombres algébriques dont tous les conjugués 
complexes sont de valeur absolue q'w+^/^ .

En dimension un, ce résultat équivaut à [11 1.8.4. Il a ensuite été 
obtenu dans des cas particuliers, liés aux variétés de Schubert, par D. 

Kazhdan et G. Lusztig.La première démonstration générale est due à O- 
Gabber; elle diffère de celle donnée ici. Le théorème fournit une abon­
dance de complexes purs, et donne par là quelque contenu à l'étude de 
ceux-ci faite dans [1] § 6.

Passons en revue les paragraphes de ce travail.

Paragraphe 1 . Notre référence de base pour les catégories triangulées 
est J.L. Verdier [10] . Le n°l.l est consacré à des compléments,moti­
vations et exemples.
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Pour X un schéma de type fini sur un corps algébriquement clos 

k , le formalisme des faisceaux pervers se transpose sans difficulté en 

Cohomologie 2-adique (14 premier à l'exposant caractéristique de k). 

Il s'agit de remplacer DP (X(T) ,@) par la Q,-catégorie dérivée 

DD (X,0,) . En particulier, on définit pour X irréductible des grou- 

pes d'homologie d'intersection IH, (X,0,) . Pour k = € , ils sont ca- 

noniquement isomorphes aux groupes TH, (X(E)) @ Q, 

Pour un corps de base quelconque, on butte sur l'obstacle qu'il n'y 

a pas, dans la littérature, de définition utilisable de DO (X,0,) 

O. Gabber en a une, mais ne l'a pas rédigée. Heureusement, dans le cas 

des corps finis, qui nous intéresse particulièrement, une définition 

naïve suffit. Elle suffit parce que, pour tout corps fini, 

H*(Gal(k/k), Z/1) est fini. 

Le résultat principal - plutôt un de ses avatars - est que pour x 

de type fini sur Kk fini, tout faisceau pervers mixte simple Fa sur 

X) est pur. La propriété "mixte" est stable par toutes les opérations 

usuelles et de ce fait est en pratique toujours vérifiée ; "simple" 

est en tant qu'objet de la catégorie abélienne des faisceaux pervers. 

Pour k) irréductible, le faisceau pervers IC' est simple et mixte. 

Soient q le nombre d'éléments de k , K une clôture algébrique de k, 

X=X, K et Ff l'image inverse de Fo sur X . La conclusion 

est une propriété locale qui, si X est complète, assure que, pur 

pour un entier w (le poids de Fo) les valeurs propres du Frobenius 

F* sur H(X,F) sont des nombres algébriques dont tous les conjuqués 

complexes sont de valeur absolue aq (w+1)/2 

En dimension un, ce résultat équivaut à [1] 1.8.4. IL a ensuite été 

obtenu dans des cas particuliers, liés aux variétés de Schubert, par D. 

Kazhdan et G.!Lusztiq.La première démonstration générale est due à oO: 

Gabber; elle diffère de celle donnée ici. Le théorème fournit une abon- 

dance de complexes purs, et donne par 1à quelque contenu à l'étude de 

ceux-ci faite dans [11 8 6. 

Passons en revue les paragraphes de ce travail. 

Paragraphe 1 . Notre référence de base pour les catégories triangulées 

est J.L. Verdier [10] , ie n°1.1 est consacré à des compléments,moti- 

vations et exemples.
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Au n° 1.2, nous considérons une catégorie triangulée D munie 

d'une sous-catégorie pleine C , soumise aux axiomes ( 1.2.0) et (1.2.4 (ii) ) 
(sous-catégorie abélienne admissible ). Si A est une catégo­
rie abélienne ayant assez d'injectifs, et que Q = d+(A) , identifiée 

A la catégorie des complexes bornés inférieurement d'objets injectifs 
je a , pris à homotopie près, l'axiome 1.2.0 assure que si X et 
Y sont dans C et que f,g : X ---- >- Y sont des morphismes de com­
plexes homotopes, 1'homotopie est unique à homotopie seconde près : 
deux homotopies HpHj de f à g sont reliées par une homotopie 
seconde H' ; celle-ci à son tour est unique à homotopie troisième 
près, et ainsi de suite. Nous prouvons que C est abélienne.

Chaque t-structure (1.3.1) sur 0 définit une sous-catégorie 
abélienne admissible (1.2.5) C de P (1.3.6) , appelée son coeur, et 
on a une réciproque partielle (1.3.13). Soient A une catégorie abé­
lienne, C une sous-catégorie abélienne strictement pleine de A , 
stable par noyaux, conoyaux et extensions, et D^fA) la 
sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée formée des K tels que 
les H1K soient dans C . La paire de sous-catégories pleines 
(D^(A) ,D^(A) ) de Dr (A) constitue une t-structure sur D. (A) , de 

coeur C - Une régie expérimentale, illustrée par le n° 1.3, est que 
ce qui vaut dans ce cadre vaut pour toutes les t-structures. Par 
exemple : on dispose de foncteurs de troncation t , d'un foncteur 
cohomologique H° : P---------► C ,... . Exception : en 3.1, nous utilisons 

des données supplémentaires sur P pour construire un foncteur natu­
rel Db(C) — P

Nous étudions aussi comment un foncteur exact T entre t-catégories 
(= catégories triangulées munies de t-structures) fournit un foncteur 
^T entre leurs coeurs, et ses propriétés d'exactitude et d'adjonction.

Au n° 1.4, nous donnons une méthode pour construire des t-
structures. Au § 2, elle sera utilisée pour construire des t-structures 
de coeurs des catégories de faisceaux pervers. En gros, il s'agit, 
étant donnés un espace topologique X , un ouvert j : U 1------► X et le
fermé complémentaire i : F c----- > X , de déduire une t-structure sur 
D(X) d'une t-structure sur D(U) et d'une sur D(F) . Pour D(U) et 
D(F) munies de translatées de leur t-structure naturelle (1.3.2), la
t-structure obtenue est déjà non évidente.

Les besoins de la cohomologie £-adique nous forcent à nous placer
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dans un cadre plus abstrait, où sont formalisées les relations entre 
D(X) , D(U) et D(F) . C'est dans ce cadre que nous développons le for­
malisme des foncteurs j,,j*,j*,i ,l*,i' entre catégories de faisceaux 

pervers, et celui du prolongement intermédiaire j,* .

Paragraphe 2 . Au n° 2.1, nous considérons un espace stratifié (X,S) 

et itérons la construction 1.4 pour attacher à chaque fonction de per­
versité p : S —+ Z une t-structure sur D(X) . Il s'agit de recol­
ler les t-structures naturelles des D(S) (S une strate), transla­

tées de p(S) . Au n° 2.2, nous considérons des schémas, et des t- 
structures déduites par passage à la limite sur des stratifications al­

gébriques de plus en plus fines des t-structures du n° 2.1. Nous trai­
tons aussi du cas t-adique.

Paragraphe 3 . Dans ce paragraphe, plus technique, nous donnons quel­
ques compléments. Le lecteur est invité à le sauter en première lec­
ture.

Au n°3.1, nous exploitons les catégories dérivées filtrées. Elles 
nous permettent dans certains cas, pour P une t-catégorie de coeur 

C , de définir un foncteur D^(C) -- >■ p (3.1.10). Pour qu'il soit

pleinement fidèle, il faut et il suffit que pour chaque i>0 lefoncteur

C x C (Ab) : X,Y Homp(X,Y[i]) soit effaçable (3.1.1.6).

Au n° 3.2, nous donnons un critère pour recoller des objets de la 
catégorie dérivée donnés localement. Sous des hypothèses de nullité 
de faisceaux H RHom pour i < O, le recollement se fait aussi bien 
que pour les faisceaux. Ceci s'applique aux faisceaux pervers. Le cas 
i-adique avait été traité par une autre méthode en 2.2.19.

Au n°3.3, nous expliquons comment modifier le formalisme de la 
cohomologie d'intersection quand les coefficients sont S (ou æ^) 
plutôt que (D (ou Q^) .

Aux §§ 4 et 5, nous ne considérerons plus que des schémas de type 

fini sur un corps k (sauf en 4.4) et que la perversité intermédiaire. 
Au § 4, nous donnons des résultats géométriques : on ne perdrait guère 
en généralité en supposant k algébriquement clos. Au § 5, k est un 
corps fini, et les phénomènes étudiés sont arithmétiques (avec des con­
séquences géométriques après passage à la clôture algébrique de k).
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ParagraghS-l-'Au n° 4.1, nous énonçons le théorème de M. Artin 
(SGA 4 XIV 3.1) sur les images directes supérieures par un morphisme 
affine dans son cadre naturel, celui des faisceaux pervers. En 4.4, un 
théorème analogue est prouvé pour le foncteur "cycles proches".

Au n° 4.2, on donne des conséquences de 4.1 et de résultats con­
nus, dans le language des faisceaux pervers et de leur fonctorialité.

Au n° 4.3, on montre que la catégorie des faisceaux pervers est 
artinienne et noethérienne.

Le n° 4.5 est préliminaire à la preuve du théorème de pureté 
5.3.4. C'est une variation sur le thème : "le groupe de cohomologie de 
dimension moitié est le plus gros et le plus intéressant".

Paragraphe 5 . Soient Xq un schéma séparé de type fini sur un corps 
fini k , K une clôture algébrique de k et X sur k déduit de 
XQ par extension du corps des scalaires. Au n°5.1, nous rappelons cer­
taines des définitions et certains des résultats de [1], concernant 
le formalisme des poids. Nous étudions aussi la relation entre fais­
ceaux pervers sur XQ et faisceaux pervers sur X munis d'une action 
de Frobenius.

D'après [1] 3.3.1, 6.2.3, si Kq dans D^(Xo,®j) est de poids 

£ w , les H^(X,K) sont de poids £ w+i . Pour Kq un faisceau per­

vers, le théorème 5.2.1 donne une réciproque de ce résultat, ou plutôt 
de son dual (H* remplacé par H1 , et £ par £ )- Il s'agit de 
tester sur les H°(U,K) , pour U affine étale sur X . Il y a lieu 
de penser à ce H° comme à un groupe de cohomologie de dimension moi­

tié. Pour U affine, il résulte de 4.1.1 que le foncteur
K >—+ H°(U,K) (K pervers) est exact à droite. On peut rapprocher son 

rôle de celui des foncteurs "fibre en un point" pour les faisceaux 
usuels (cf. 4.1.6).

Au n° 5.3, nous déduisons de 5.2.1 que tout sous-quotient d'un 
faisceau pervers mixte de poids £ w est encore de poids w (5.3.1), 
que le prolongement intermédiaire préserve les poids (5.3.2, 5.3.3) et 
que les faisceaux pervers mixtes simples sont purs (5.3.4). Si Kq et 

Lo sont deux faisceaux pervers sur Xq , le groupe des classes d’ex­
tensions (dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers) de Kq 
Par Lq est Hom(Kq,Lq[1]) , calculé dans la catégorie D^(Xq) . Uti­

lisant qu'une valeur propre de Frobenius de poids / 0 ne peut être
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égale à 1, on prouve des nullités d'Ext^ qui assurent l'existence (et 

la fonctorialité) sur tout faisceau pervers mixte d'une filtration par 
le poids W , croissante, avec Gr? pur de poids i (5.3.5).

Soient K dans D^tX , , H^K ses faisceaux de cohomologie
o c o i o

(des <5 -faisceaux) et !5H1K ses faisceaux de cohomologie au sens 

pervers (des faisceaux pervers). Supposons Kq mixte. Par définition, 
Kq est de poids J; w si et seulement si chaque H1K est de poids 

jf w+i . En 5.4.1, nous prouvons qu'il est de même nécessaire et suf­
fisant que chaque PHX(Kq) soit de poids -i w+1 (5.4.1) . Par dualité, 
"poids 2 w" peut aussi se tester sur les ^H1 (K ) , alors qu'il ne 
peut se tester sur les H1KQ .

En 5.4.5 et 5.3.8, nous donnons deux résultats de semi-simplicité. 
Dans chaque cas, on part de KQ sur XQ , pur, et la conclusion porte 
sur l'image inverse K de K sur X : l'hypothèse est arithmétique, 
la conclusion géométrique. En 5.4.5, on prouve que K est isomorphe à 
la somme directe de ses ^H (K)[-i] . En 5.3.8, on prouve que chaque 
PH1K est une somme directe de faisceaux pervers simples. Compte tenu 

de ce que la pureté est stable par image directe par un morphisme pro­
pre, on en déduit des généralisations des théorèmes locaux et globaux 
des cycles invariants (5.4.7, 5.4.8, amplifiés par 5.4.9). En 5.4.10, 
on prouve une version relative du théorème de Lefschetz difficile.

Paragraphe 6 . Les résultats du § 5 ont des conséquences géométriques 
pour la cohomologie des schémas de type fini sur la clôture algébrique 
IF d'un corps fini. Au n° 6.1, nous expliquons des méthodes pour trans­
férer ces résultats de IF à Œ . S'il s'agissait d'énoncés élémentai­
res de théorie des corps algébriquement clos, on pourrait simplement 
arguer que æ est isomorphe à un ultraproduit de clôtures algébriques 
de corps finis. Les énoncés qui nous intéressent ne sont toutefois pas, 
du moins de prime abord, équivalents à des énoncés élémentaires, et il 
faut utiliser des résultats, de constructibilité notamment, auxquels 
on peut penser comme exprimant une certaine calculabilité de la coho­
mologie ï-adique.

Au n°6.2, nous appliquons ces principes. Les résultats essentiels 
sont 6.2.5, 6.2.8, 6.2.9, 6.2.10. ■

Signalons que sur les points suivants, qui eussent trouvé leur 
place dans ces notes, nous avons failli à la tâche.

16

AA, BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE 

égale à 1, on prouve des nullités a'Extl qui assurent l'existence (et 

la fonctorialité) sur tout faisceau pervers mixte d'une filtration par 

le poids W , croissante, avec er? pur de poids i (5.3.5). 

Soient K, dans DE (X Qu) F EH Ke ses faisceaux de cohomologie 

es ® -faisceaux}) et PHK, ses faisceaux de cohomologie au sens 

pervers (des faisceaux pervers). Supposons Ko) mixte. Par définition, 

K, est de poids Xw si et seulement si chaque BK est de poids 

< w+i . En 5.4.1, nous prouvons qu'il est de même nécessaire et suf- 

fisant que chaque Pal (K ) soit de poids < w+i (5.4.1). Par dualité, 

“poids > w" peut aussi se tester sur les Pa (x) , alors qu'il ne 

peut se tester sur les H'K, . 

En 5.4.5 et 5.3.8, nous donnons deux résultats de semi-simplicité. 

Dans chaque cas, on part de Ko sur x, , pur, et la conclusion porte 

sur l'image inverse K de K) sur X : l'hypothèse est arithmétique, 

la conclusion géométrique. En 5.4.5, on prouve que K est isomorphe à 

la somme directe de ses PH (K) [-i] . En 5.3.8, on prouve que chaque 

PHik est une somme directe de faisceaux pervers simples. Compte tenu 

de ce que la pureté est stable par image directe par un morphisme pro- 

pre, on en déduit des généralisations des théorèmes locaux et globaux 

des cycles invariants (5.4.7, 5.4.8, amplifiés par 5.4.9}. En 5.4.10, 

on prouve une version relative du théorème de Lefschetz difficile. 

Paragraphe 6 . Les résultats du $ 5 ont des conséquences géométriques 

pour la cohomologie des schémas de type fini sur la clôture algébrique 

IF d'un corps fini. Au n° 6.1, nous expliquons des méthodes pour trans- 

férer ces résultats de IF à Æ . S'il s'agissait d'énoncés élémentai- 

res de théorie des corps alqgqébriquement clos, on pourrait simplement 

arguer que € est isomorphe à un ultraproduit de clôtures algébriques 

de corps finis. Les énoncés qui nous intéressent ne sont toutefois pas, 

du moins de prime abord, équivalents à des énoncés élémentaires, et il 

faut utiliser des résultats, de constructibilité notamment, auxquels 

on peut penser comme exprimant une certaine calculabilité de la coho- 

mologie £-adique. 

Au n°6.2, nous appliquons ces principes. Les résultats essentiels 

sont 6.2.5, 6.2.8, 6.2.9, 6.2.10. 

Signalons que sur les points suivants, qui eussent trouvé leur 

place dans ces notes, nous avons failli à la tâche,



FAISCEAUX PERVERS

- La relation entre faisceaux pervers et modules holonomes. Comme in­
diqué dans cette introduction, elle a joué un rôle heuristique impor­
tant. L'énoncé essentiel est 4.1.9 (non démontré ici).

- Les foncteurs cycles évanescents (sauf un résultat partiel au n°4.4) 

Modulo des définitions de catégories dérivées i-adiques utilisables, 
et jes définitions de morphismes "évidents" (i.e., il reste bien du 

travail à faire), on connaît des démonstrations pour les énoncés sui­

vants .

a) Soit X de type fini sur un trait (S,n,s) , et
rï ; Db(X,<D ) -------- »■ Db(X x S,Q ) le foncteur "cycles proches". Il 

est t-exact, en particulier induit un foncteur exact entre catégories 
de faisceaux pervers, et commute à la dualité de Verdier.

b) Si S est l'hensélisé en un point fermé d'une courbe S^ sur un 

corps fini, que X/S provient par changement de base de X^ de type 
fini sur S^ et que F^ est un faisceau pervers mixte sur X^ , on
dispose d'une relation généralisant [1] 1.8.5 entre les filtrations
par le poids de F^ et de Rf ^ (F^ | X^) , et la monodromie.

■ Au n°6.1, nous n'avons pas non plus exposé comment transférer de 
IF à I des conséquences géométriques de b) .

Enfin, nous n'avons pas traité de la transformation de Fourier.

0.0. Notations et terminologie.

Le lecteur trouvera à la fin de ce travail un index terminologi­
que et un index des notations, contenant les principaux termes ou 
notations nouvelles ou non standard utilisées.

Prendre garde qu'à partir de 1.4, nous notons en général simple­
* t

ment f,,f , f,,f les foncteurs entre catégories dérivées de caté- 
• * * i

gories de faisceaux notes d habitude Rf,,Rf (ou Lf ), Rf, et Rf , 
les foncteurs de même nom entre catégories de faisceaux ordinaires é­
tant notés avec un o en exposant gauche (ils correspondent à la per­
versité O) .
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vants - 

a) Soit X de type fini sur un trait (S,n,s) , et 

RY : D? (x,0,) ——— DD (XX S:0,) le foncteur "cycles proches". Il 

est t-exact, en particulier induit un foncteur exact entre catégories 

de faisceaux pervers, et commute à la dualité de Verdier. 

b} Si S est l'hensélisé en un point fermé d'une courbe S] sur un 

corps fini, que X/S provient par changement de base de X] de type 

fini sur S] et que Fi est un faisceau pervers mixte sur X on l LA 

dispose d'une relation généralisant [1] 1.8.5 entre les filtrations 

par le poids de F; et de BY n (F1 Xn) , et la monodromie. 

Au n°6.1, nous n'avons pas non plus exposé comment transférer de 

IF à Œ des conséquences géométriques de bb). 

Enfin, nous n'avons pas traité de la transformation de Fourier. 

0.0. Notations et terminologie. 

Le lecteur trouvera à la fin de ce travail un index terminologi- 

que et un index des notations, contenant les principaux termes ou 

notations nouvelles ou non standard utilisées. 

Prendre garde qu'à partir de 1.4, nous notons en général simple- 

ment Et", £of les foncteurs entre catégories dérivées de caté- 

gories de faisceaux notés d'habitude RE, RE" (ou LE"), Rf, et r£!, 

les foncteurs de même nom entre catégories de faisceaux ordinaires é- 

tant notés avec un © en exposant qauche (ils correspondent à la per- 

versité OO).
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1. SOUS-CATÉGORIES ABELIENNES D'UNE CATEGORIE TRIANGULEE.

1,1. Catégories triangulées.

Pour la définition et les propriétés fondamentales des catégories 
triangulées, nous renvoyons à J.L. Verdier [10]. Notre but dans ce 
numéro est d'expliquer les axiomes de Verdier - spécialement celui de 
l'octaèdre - et de donner quelques compléments.

1.1.1. Une catégorie triangulée est une catégorie additive V, munie 
d'un foncteur de translation X l---- * X[l] et d'un ensemble de "trian­
gles" X - Y - Z - X[l], les triangles distingués. On exige que le 
foncteur de translation soit une auto-équivalence de catégories et 
que l'ensemble des triangles distingués vérifie les axiomes TR 1 à 
TR 4 de [ 10] pl<.

Nous noterons X • » X[n] le n1 e itéré du foncteur de transla­

tion (ne Z) . Dans les diagrammes, une flèche de degré n sera affectée 
de (n). Les triangles distingués seront souvent notés linéairement : 
X  * Y  <■ Z ^Ü (ou simplement (X,Y,Z)) pour

et on omettra de marquer (1) la flèche de degré 1, si cela ne crée 
pas d'ambiguïté. On pose Homn(X,Y) := Hom(X,Y[n]).

La catégorie opposée D°PP de P sera munie du foncteur de transla­

tion déduit de l'inverse de X i—* X[l]. Une flèche de degré n :X - Y 
fournit donc dans P°" une flèche du même degré de Y dans X. Les tri­
angles distingués de P°® sont les triangles (Z,Y,X), pour (X,Y,Z) 

distingué dans D. Munie de ces triangles, P est triangulée. Ceci 
permettra des raisonnements par dualité.

Dans une catégorie triangulée, tout morphisme f : X - Y est la 
base d'un triangle distingué (X,Y,Z), unique à isomorphisme (en géné­
ral non unique) près (voir 1.1.10 pour un cas d'unicité). On appelle­
ra le 3e e sommet Z le (ou, plus correctement, un) cône de f. Un tri­

angle distingué (X,Y,Z) donne lieu pour tout T à des suites exactes 

Hom(T,X) - Hom(T,Y) - Hom(T,Z) et Hom(Z,T) + Hom(Y,T) * Hom(X,T) ; 
les triangles distingués pouvant tourner (TR 2 : X S Y - Z - est 
distingué si et seulement si Y - Z - X[l] —SÜi l'est) , elles se
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prolongent en suites exactes longues.

Les axiomes imposés aux catégories triangulées sont motivés par
les exemples 1.1.2 à 1.1.5 suivants.

1.1.2. Soient A une catégorie additive, et KA la catégorie suivante : 
ses objets sont les complexes d'objets de A, et Hotn^(K,L) est l'en­
semble des classes d'homotopie de morphismes de complexes de K dans L. 
Le translaté K[l] de K est donné par (K[l])n = Kn+1 , la différen­

tielle étant changée de signe. SiZ[l] est le complexe de ^-modules 
réduit à Z en degré -1,c'est, avec les conventions de signes usuel­
les, Z(U ®^K. Chaque suite exacte courte scindable degré par 
degré de complexes O-»K->L->M—>0 définit un triangle : on choisit 
un scindage s : M + L (pas un morphisme de complexes), et on définit 
le morphisme de degré 1 de M dans K comme étant ds-sd. Les triangles 
distingués sont ceux isomorphes à ceux ainsi obtenus.. Le choix de si­
gnes fait coïncide avec celui de [10], et diffère de celui de [7] 

Chl §2 et [8].

Pour tout morphisme de complexes f : K -► L, il existe f: K' ->- L' , 
isomorphe à f dans KA, tel que chaque f'^ : K'^ ->- L'^ soit un mono­

morphisme direct : ajouter à L le complexe homotope à zéro "cône" 
sur K et à f le morphisme évident de K dans son cône. Ceci explique 
TR 1 : toute flèche est la base d'un triangle distingué.

1.1.3. Dans [10]p.13-19, J.L. Verdier explique comment d'une catégo­
rie triangulée en déduire d'autres par calcul de fractions. Pour A une 
catégorie abélienne, la catégorie dérivée DA est la catégorie trian­
gulée déduite de KA en inversant les quasi-isomorphismes. Une suite 
exacte courte de complexes O-’-K + L + M + O définit un triangle dis­
tingué dans DA([10] p.31).

1.1.4. Plus généralement, soit A une catégorie exacte au sens de 

(D. Quillen , Higher algebraic K-theory I(p.15-16), dans Algebraic K-the- 
ory I, p.77-139, Lecture Notes in Math. 341 (1973)). C'est une caté­
gorie additive, munie d'une classe E de "suites exactes courtes" vé­
rifiant des axiomes convenables. Soit (A,E)~la catégorie des foncteurs 
contravariants exacts à gauche (i.e. transformant suites dans E en 

suites exactes O ->■ F(C) ->- F (B) ->- F (A) ) de A dans la catégorie (Ab) 
des groupes abéliens. D'après loc. clt., les axiomes imposés à E équi­
valent à chacune des conditions suivantes :
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(a) il existe un foncteur pleinement fidèle F de A dans une catégorie 

abélienne, avec FA stable par extensions, tel qu’une suite soit dans 
E si et seulement si son image par F est exacte courte ;
(b) le foncteur A «---- ► h^ de A dans (A,E)~ est pleinement fidèle, et
une suite est dans E si et seulement si son image est exacte courte.

Supposons que tout morphisme de A admette un noyau. Un complexe K 
d’objets de A sera dit acycligue si les suites
O Ker(dn) Kn -> Ker(dn+1) ■+ O sont exactes courtes, i.e. si

l'image hK de K dans (A,E)~ est acyclique. La sous-catégorie pleine 

(acycl.) de KA formée des complexes acycliques est épaisse au sens de [10] 
p.13 . La catégorie dérivée DA est la catégorie KA/(acycl.) déduite 

de KA en inversant les morphismes dont le cône est acyclique.

Exemple 1. Soient A une catégorie abélienne et FA la catégorie des 
objets filtrés de filtration finie de A. Disons qu'une suite 
0-*-x£y5z-*-0 d'objets de FA est exacte si gf = O et que les 

suites O * GrnX GrnY * GrnZ O sont exactes dans A. La catégorie 

DFA est la catégorie dérivée filtrée, déduite de RFA en inversant les 

quasi-isomorphismes filtrés.

Exemple 2. Soit A la catégorie des espaces de Banach. Les conditions 
de 1.1.4. sont vérifiées si on prend pour suites exactes courtes les 
suites O-^X^Y^z-^O qui deviennent exactes quand on oublie la 

topologie. Elles le sont aussi si on se limite à celles telles que la 
projection de Y sur Z ait une section continue (non nécessairement 
linéaire).
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1.1.5. La catégorie homotopique stable (h. stable) est aussi une ca­
tégorie triangulée. Comme objets, on prend les paires- (X,n),où X est 
un CW complexe fini pointé et n £ 3. Le groupe Hom((X,n),(Y,m)) est 
la limite inductive sur i des groupes de classes d'homotopie d'appli­
cations respectant le point-base : Sn+1X ■* Sm+1Y.Le foncteur de trans­

lation est (X,n) i---- >• (X,n+1) = (SX,n) et les triangles distingués 
sont définis à partir des plongements de sous-complexes X — Y 
(triangles X - Y - Y/X - SX . . . ) .

Le foncteur HQ : (X,n) ‘---- » H_n<X) (homologie réduite) est un 
foncteur cohomologique ([1O] p.10) : (h. stable) ■* (groupes abéliens) . 
La construction "complexe des chaînes réduit"permet de le relever en 
un foncteur exact ([10] p.4) : (h. stable) + Dfgroupes abéliens).

1.1.6. Le diagramme de l'octaèdre est le suivant :

(calotte supérieure) (calotte inférieure)

les pourtours de ces deux carrés coïncident ; les triangles marqués + 
sont supposés commutatifs, ceux marqués d distingués. De plus, on 
exige que coïncident les deux flèches composées de Y à Y', via Z ou 
Z', et les deux flèches composées de Y' à Y, via X ou X'. Si on né­
glige le degré des flèches, on voit que ce diagramme admet une symé­
trie d'ordre 4 : faire un quart de tour, et échanger les calottes 
supérieures et inférieures (cf. 1.1.14) .

L'axiome TR 4 des catégories triangulées affirme que tout dia­
gramme du type "calotte supérieure" peut se compléter en un diagramme 
de l'octaèdre. Le diagramme "calotte supérieure" consiste pour l'es­
sentiel en deux triangles distingués ayant un sommet en commun (on 
complète en ajoutant des flèches composées). La position des flèches 
de degré 1 est imposée, mais on peut la changer en remplaçant des 
sommets par un translaté, et en utilisant l'axiome TR 2 pour faire 
tourner les triangles distingués (attention aux signes). Par exemple, 
un axiome équivalent à TR 4 (modulo TR 1 à TR 3) est : 
IR 4'.Tout diagramme "calotte inférieure" peut se compléter en un
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octaèdre.
A isomorphisme près, se donner un diagramme "calotte supérieure" 

revient à se donner X -> Y •+ Z (bâtir des triangles distingués sur u 
et v ; ils sont uniques à isomorphisme près). Cela revient aussi à se 
donner la calotte supérieure, complétée par le triangle distingué 
(X,Z,Y'). Que la calotte supérieure, complétée par (X,Z,Y'), puisse 
se compléter en un octaèdre est la formulation de TR 4 donnée dans 
[101.

1.1.7. Illustrons l'axiome TR 4. Dans le cas de la catégorie triangu- 
lée KA de l'exemple 1.1.2., tout complexe filtré K à trois crans 
O = W_j c W^ c W^ c Wj = K, de filtration scindable degré par degré 
définit un octaèdre, de sommets les sous-quotients de K pour la fil­
tration W : pour X,Y,Z,X',Y',Z', prendre W ,W,,Wn,W-/W.,W_/W W./Wr ’ ' ' ’ ' ’ r o 1 2 2 1' 2 o, 1 o

(le pourtour X,Z,X',Z' étant donc Gr K,K,Gr_K,Gr,K) . L'axiome ré- o 2 1
suite de ce que toute chaîne K -»■ L ->- 15 de morphismes de complexes est 
isomorphe dans KA à une chaîne K' -* L' * M' pour laquelle les 
K' * L' et les L'1 ■+ M'1 sont des monomorphismes directs.

Il est parfois commode de récrire comme suit le diagramme de 

l'octaèdre :

Z '

(1.1.7.1) ^ JZ X

X ' \
\ S

Cette écriture met en évidence les morphismes de triangles distingués 
(X,Y,Z") * (X,Z,Y‘) * (Y,Z,X‘) •+ (Z',Y',X’) - à cela près que pour 
chacun de ces morphismes, un des carrés commutatifs correspondants 
n'est pas en évidence. Une symétrie est par ailleurs rompue, de sorte 
que le morphisme de triangles distingués (Z',Y',X') * ( Z ’ , X [ 1 ] , Y [ 1 ] ) 
qui complète les précédents n'est pas, lui, en évidence.

1.1.8. On rapprochera (1.1.7.1) du fait que dans une catégorie abé­
lienne, deux monomorphismes composables X * Y -> Z donnent lieu à un 
diagramme de suites exactes courtes : .
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et v ; ils sont uniques à isomorphisme près). Cela revient aussi à se 
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” Ti : ra \K 

(1.1.7.1) FR 2 1R en, 2 

AE == 
X mis 

\ 
| 

Cette écriture met en évidence les morphismes de triangles distingués 

(X,Y,2") + (X,2,Y'") + (v,2,X') + (Z',Y',X") - à cela près que pour 

chacun de ces morphismes, un des Carrés commutatifs correspondants 

n'est pas en évidence. Une symétrie est par ailleurs rompue, de sorte 

que le morphisme de triangles distingués (Z',Y',X') + (Z',X[1],Y[1]) 

qui complète les précédents n'est pas, lui, en évidence. 

1.1.8. On rapprochera (1.1.7.1) du fait que dans une catégorie abé- 

lienne, deux monomorphismes composables X + Y + Z donnent lieu à un 

diagramme de suites exactes courtes : , 
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(1.1.8.D

exprimant que (Z/X)/(Y/X) = Z/Y . Les diagrammes (1.1.7.1) et (1.1.8.1) 
ont entre eux le rapport suivant. Soit un diagramme (1 .1.8.1)dans la 
catégorie abélienne C(A) des complexes d'objets de A. Chaque suite 
exacte courte dans C(A) définit un triangle distingué dans D(A) 
([10] p.31) et les triangles distingués déduits des suites exactes 
courtes du diagramme (1.1.8.1) forment un octaèdre (1.1.7.1). Voici 
un cas particulier. Identifions la catégorie abélienne A à une sous- 
catégorie pleine de DA, par A i---- ► (le complexe réduit à A en degré O) . 
Pour toute suite exacte courte O^-A + B^C-^O de A, il existe 
alors une et une seule flèche d de degré 1 de C dans A telle que le 
triangle A -»• B ->■ C * soit distingué : l'existence est cas particulier 
du fait que toute suite exacte courte de complexes détermine un tri­

angle distingué ([10] p.31) et l'unicité résulte de 1.1.10 ci-dessous, 
n

et du fait que pour A et B dans A, Hom (A,B) est nul pour n < O (pour 
i èmen 2. O, c'est le n Ext de Yoneda de A par B). Si on part d'un dia­

gramme (1.1.8.1) dans A, et qu'on complète dans DA chacune de ses 
suites exactes courtes en un triangle distingué, on obtient un dia­
gramme (1.1.7.1). C'est une conséquence de TR 4.

Proposition 1.1.9. Soient (X,Y,Z) et (X ' , Y ' , Z ' ) deux triangles distin­
gués, et g : Y ->- Y ' :

X ^> Y ^ > Z ^ 
f (1) g| (2) hj

x' -< Y' -^ Z' -^- ’

Les conditions suivantes sont équivalentes : (a) v’gu = O, (b) il 
existe f rendant commutatif le carré (1), ( b ’ ) il existe h rendant 
commutatif le carré (2) , (c) il existe un morphisme de triangles 
^ / 9 / h ) . Si ces conditions sont vérifiées, et que Hom 1(X,Z‘) = O, le 

morphisme f (resp. h) de (b) (resp.(b ' ) ) est unique .
L’exactitude de la suite

Hom ^x^’) -* Hom(X,X') -► Hom(X,Y’) -> Hom(X,Z') , appliquée à gu dans 

Hom(x,Y’), montre que (a) « (b), avec unicité de f si Hom (X,Z*) = O. 
Que (b) =* (c) résulte de TR 2 : si f vérifie (b) , il existe h tel que
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Q. : # 

z! 

7 Nu 
S,s 
2 

01-80 x ’ Se ; 
N 

O 
d (e 

V
 

exprimant que (2/X)/(Y/X) = 2/Y. Les diagrammes (1.1.7.1) et (1.1.8.1) 

ont entre eux le rapport suivant. Soit un diagramme (1.1.8.1)dans la 

catégorie abélienne C(A) des complexes d'objets de A. Chaque suite 

exacte courte dans C(A) définit un triangle distingué dans D(A) 

([10] p.31) et les triangles distingués déduits des suites exactes 

courtes du diagramme (1.1.8.i) forment un octaëdre (1.1.7.1). Voici 

un cas particulier. Identifions la catégorie abélienne À à une sous- 

catégorie pleine de DA, par At (le complexe réduit à À en degré O). 

Pour toute suite exacte courte ©O + À + B + C + OQ de À, il existe 

alors une et une seule flèche d de degré 1 de C dans À telle que le 

triangle À + B + C g soit distingué : l'existence est cas particulier 

du fait que toute suite exacte courte de complexes détermine un tri- 

angle distingué ([10] p.31) et LARICRS résulte de 1.1.10 ci-dessous, 

et du fait que pour À et B dans À, Hom (A,B) est nul pour n < © (pour 

n > O, c'est le ntème Ext de Yoneda de À par B). Si on part d'un dia- 

gramme (1.1.8.1) dans À, et qu'on complète dans DA chacune de ses 

suites exactes courtes en un triangle distingué, on obtient un dia- 

gramme (1.1.7.1). C'est une conséquence de TR 4. 

Proposition 1.1.9. Soient (X,Y,2) et(xX',v",2!) deux triangles distin- 

gués, et g : Y + NAT: 

RL 
L ! 

£! Qs| (8! 
+ Le 4 « 
x" Ut, yr Vi g1 _d' 

Les conditions suivantes sont équivalentes : (a) v'qu = O, (b) il 

existe f rendant commutatif le carré (1), (b') il existe h rendant 

Commutatif le carré (2), (c) il existe un morphisme de triangles 

(£f,g,h). Si ces conditions sont vérifiées, et que Hom l(X,Z') = O, le 

Morphisme f(resp.h) de (b)(resp{b'})}) est unique. 
L'exactitude de la suite 

-1 
Honm (X,2Z') + Hom(x,x') + Hom(X,Y') + Hom(X,Z') , appliquée à gu dans 

l(x,2') = o. 
Que (b) = (c) résulte de TR 2 : si f vérifie (b), il existe h tel que 

Hom(X,Y'), montre que (a) # (b)j, avec unicité de f si Hon_ 
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(f,g,h) soit un morphisme de triangle. La réciproque est triviale. 
Enfin, un argument dual fournit (a) » (b'), et l'unicité de h si 
Hom-1(X,Z') =0.

Corollaiie 1.1.10. Soit X * Y * Z $ un triangle distingué. Si 

Hom (X,Z) = O , alors

(i) le cône de u est unique à isomorphisme unique prés ;

(ii) d est l'unique morphisme x : Z + X[1J tel que le triangle

X S Y X Z 5 soit distingué.

Si dans 1.1.9. X = X' , Y = Y' et que f,g sont identiques, Z est 
isomorphe â Z' - d'oû Hom ^(X,Z') = O - et (i) résulte de l'unicité 

de h. Pour (ii), on applique 1.1.9. à

On a nécessairement h = Idz , d'où d = x .

Dualement, dans 1.1.10 , le cône de v est unique â isomorphisme 
unique près.

La proposition suivante nous a été signalée par J.L. Verdier.

Proposition 1.1.11. Tout carré commutatif (X'Y'XY) peut se compléter 
en un diagramme des 9 :

X ' [ 1 ]—-*Y ' [ 1 ] —+Z ' [ 1 ] —»X ' [ 2 ]
t + + — *
X "• ------- > Y "----------- >Z "----------->X ’ [ 1 ]
t t 1 !
X --------- > Y ------------ 'Z --------- -X [ 1 ]
t 1 1 ‘
X '-------- > Y ' ---------- ►Z ' --------- >X ' [ 1 ] .

dans ce diagramme, les flèches pointillées se déduisent de flèches 
pleines en appliquant le foncteur de translation, les carrés sont 
commutatifs, sauf celui marqué - anticommutatif, et les lignes et co­
lonnes en traits pleins sont des triangles distingués.

Choisissons des triangles distingués (X',Y',Z'), (X,Y,Z), 
(X',X,X"), (Y',Y,Y”), (X',Y,A) de base les côtés du carré commutatif 
donné, et sa diagonale X' •* Y. L'axiome TR 4 permet de compléter les 
octaèdres suivants :

24

AA. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE 

(£,g,h) soit un morphisme de triangle. La réciproque est triviale. 

Enfin, un argument dual fournit (a) # (b'), et l'unicité de h si 

Hom”l(X,2') = O. 

Corollaire 1.1.10. Soit x # y Ÿ 2 Ÿ un triangle distingué. si 
Hom l(X,Z) = O , alors 

(i) le cône de u est unique à isomorphisme unique près ; 

(ii) d est l'unique morphisme x : Z + X[1] tel que le triangle 

xSy 2% soit distingué. 

Si dans 1.1.9. X = X' , Y = Y' et que f,g sont identiques, Z est 

isomorphe à Z' - d'où Hom | (X,Z') = O - et (i) résulte de l'unicité 

de h. Pour (ii), on applique 1.1.9. à 

x Us y V, 7 à, 

lulu | 
On a nécessairement h = Id, , 

Dualement, dans 1.1.10 , le cône de v est unique à isomorphisme 

unique près. 

La proposition suivante nous a été signalée par J.L. Verdier. 

Proposition 1.1.11. Tout carré commutatif (X'Y'XY) peut se compléter 

en un diagramme des 9 : 

X'[1]--+Y'[1]--27'[1]--+x'(2] 
4 a. + + _ 

x" > ÿ" Z" X"[1] 
+ + + a 

x Y Z X[1] 
4 4 + 4 

x' y' z' +X'[1] 

dans ce diagramme, les flèches pointillées se déduisent de flèches 

pleines en appliquant le foncteur de translation, les carrés sont 

commutatifs, sauf celui marqué - anticommutatif, et les Lignes et co- 

lonnes en traits pleins sont des triangles distingués. 

Choisissons des triangles distingués (X',Y'",2'), (X,Y,2Z), 

(X',X,X"), (Y',Y,Y"), (X',Y,A) de base les côtés du carré commutatif 

donné, et sa diagonale X' + Y. L'axiome TR 4 permet de compléter les 

octaëdres suivants : 
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puis l'octaèdre

x" '"-’zmj
(basé sur X" -► A -<• Y") 

dans lequel le triangle distingué (A, Y” , Z ' [ 1 ] ) se déduit par rotation 
de (Z1,A, Y") dans (1) : on change le signe de la flèche : Z' -► A.

Les triangles distingués requis apparaissent dans ces octaèdres 
(sauf que (Z1,Z,Z") apparaît sous l'avatar (Z,Z",Z'[1]) ; on déduit 
(Z',Z,Z") de (Z,Z",Z'[1]) en changeant le signe de la flèche Z' + Z),

Pour prouver les (anti-)commutativités requises, on observe que 
les flèches de X',Y',Z' dans X,Y,Z constituent le composé des morphis­
mes de triangles (X',Y',Z') —^- (X',Y,A) -JH (X,Y,Z) figurant dans 

(1) et (2), que celles de X,Y,Z dans X",Y",Z" constituent le composé 
des morphismes de triangles (X,Y,Z) -JH (X",A,Z) J-H (X",Y",Z") , et 

que celles de X",Y",Z" dans X'[l], Y'[l], Z'[l] constituent le com­
posé des morphismes de triangles 
(X",Y",Z") -J-H (A,Y",Z'[1J) -JH (X’[1] ,Y'[1] ,Z'[1]) où la dernière 

flèche est déduite par rotation du morphisme de triangles de (1) : 
(Z*,A,Y") -* (Z ’ , X ' [ 1 ], Y 1 [ 1 ] ) . Dans le triangle distingué 
(X'[l], Y'[l], Z'[l]), la flèche de degré 1 diffère par un signe de 
la translatée de la flèche de degré 1 du triangle (X',Y',Z’), ce qui 
explique l'anticommutativité du 9^™ carré.

Remarque 1.1.12. Un carré de suites exactes de complexes définit un 
diagramme des 9 dans la catégorie dérivée. L'anti-commutativité du 
9 carré précise l'anticommutativité des cobords correspondants.

Remarque 1.1.13. Dans les catégories triangulées usuelles (KA pour A 
additive, DA pour A exacte, la catégorie homotopique stable,...) tout 
diagramme du type "calotte supérieure d’un octaèdre" peut se complé-
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(1) C Ne (2) 7 An 
A 4 À / > De 

ZT NN ü TT Y Ts 
X a x Z. N 

(basé sur X' + Y' + Y) (basé sur X' + X + Y) 

puis l'octaëdre 

PAS 

Zi 

(3) NOR 
Pal y" a F4 

x" >Z!11] 
N 

(basé sur X" + À + Y") 

dans lequel le triangle distingué (A,Y",Z'{1]) se déduit par rotation 

de (Z',A,Y") dans (1) : on change le signe de la flèche : Z' + A. 

Les triangles distingués requis apparaissent dans ces octaëèdres 

(sauf que (Z',2,2Z") apparaît sous l'avatar (2,2",Z2'[1]) ;: on déduit 

(z',2,24") de (Z,2Z",2Z'{[i]) en changeant le signe de la flèche Z' + 2). 

Pour prouver les (anti-)commutativités requises, on observe que 

les flèches de X',Y',Z' dans X,Y,2Z constituent le composé des morphis- 

mes de triangles (X',Y',2!) ©), {(X',Y,A) {2) (X,Y,2Z) figurant dans 

(1) et (2), que celles de X,Y,2Z dans X",Y",Z" constituent le composé 
- 4 

des morphismes de triangles (X,Y,2) (ER (X",A,2) 6) (X",Y",2") , et 

que celles de X",Y",Z" dans X'[1], Y'{[1}, Z'[(i1] constituent le com- 

posé des morphismes de triangles 

x" ,y",2") G) (a,y",2z'[1]) ü} (X'[1],v'{(1],Z'[1]) où la dernière 

flèche est déduite par rotation du morphisme de triangles de (1) : 

(Z',A,Y") + (Z',X'[1],Y'(1]). Dans le triangle distingué 

(X'[1], Y'[1], Z'[1]), la flèche de degré 1 diffère par un signe de 

la translatée de la flèche de degré 1 du triangle {X',Y',Z'), ce qui 

explique l'anticommutativité du 980 carré. 

Remarque 1.1.12. Un carré de suites exactes de complexes définit un 

diagramme des 9 dans la catégorie dérivée. L'anti-commutativité du 
ème 

3 carré précise l'anticommutativité des cobords correspondants. 

Remarque 1.1.13. Dans les catégories triangulées usuelles (KA pour À 

additive, DA pour À exacte, la catégorie homotopique stable,...) tout 

diagramme du type “calotte supérieure d'un octaëdre" peut se complé- 
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ter en un octaèdre pour lequel les triangles suivants sont distingués 

ï ---- > ï' ---- ► X' ® X[l]-^1 Y et

Y -----_ z®Z ' ---- * Y' -^— Y

(les flèches sont celles de l'octaèdre, sauf respectivement Y' ■+ X[l], 

et Z ' -> Y ' , qui sont opposées à celles de l'octaèdre) . Nous ignorons ce 
qu'il en est en général. Si ces triangles devenaient utiles, il y au­
rait peut-être lieu de renforcer l'axiome TR 4 des catégories trian- 
gulées en redéfinissant "octaèdre1' pour que ces triangles soient dis­

tingués par définition des octaèdres.

Remarque 1.1.14. Les diagrammes du triangle et de l'octaèdre admet­
tent la généralisation suivante, dont ils sont les cas particuliers 
obtenus pour N = 3 et N = 4 . Pour N >_ 2 , le diagramme consiste en 
(a) Pour chaque intervalle I de 1Z , avec O < # I < N , la donnée de 
K(I) .
(b) Pour I =[a,b[ , et J = [c,d[ , définissons I_<J:»(a^c et 
b < d) . On donne des flèches ip : K(I) ■* K (J) , pour I < J, telles 
que = <P„T et que <p_ =Id . Pour I = [a,b[ , J = [c,d[ et

b — c ' ^JI = 0 •
(c) Pour I = [a,b(, définissons I* = [b,a+N[ . On donne des isomor­
phismes K(I*) = K(I)[1] qui, pour I ^ J, rendent commutatif le dia­
gramme :

K(I) [i] — — — K(I*)

K(J) U] = — K(J*) •

(d) Pour a < b < c < a+N , le triangle de flèches <p : 
K([a,b[) +K([a,c[) ->-K([b,c[) ->- K([b,a+N[) =K([a,b[)[l] 

est distingué.

Un complexe filtré à (N-l) crans, de filtration scindable degré 
par degré, définit un tel diagramme dans KA. Si la filtration W de K 
est prise croissante, avec V^ K = O et WN_^K = K (i.e. Gr” K = O pour 

i £ [1,N-1]) , on a K([a,b[) = Wb_1K/Wa_1K pour 1 _< a < b <_ N et 
K({0}) = K[-l] .
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ter en un octaëèdre pour lequel les triangles suivants sont distingués 

Y—> y — x' e xtip tt y et 

Y —+ 7®7' — Y' one Y 

(les flèches sont celles de l'octaëdre, sauf respectivement Y' + KX[1], 

et Z' + y' , qui sont opposées à celles de l'octaëdre). Nous ignoronsce 

qu'il en est en général. Si ces triangles devenaient utiles, il y au- 

rait peut-être lieu de renforcer l'axiome TR 4 des catégories trian- 

gulées en redéfinissant "octaëdre" pour que ces triangles soient dis- 

tingués par définition des octaëdres. 

Remarque 1.1.14. Les diagrammes du triangle et de l'octaëèdre admet- 

tent la généralisation suivante, dont ils sont les cas particuliers 

obtenus pour N = 3 et N = 4 . Pour N > 2 , le diagramme consiste en 

(a) Pour chaque intervalle I de Z, avec O < # I < N , la donnée de 

K(I). 

() Pour I =la,bl , et J = [c,dl , définissons I < J : «(a < c et 

b < d). On donne des flèches Pr 5 KI) + K(J), pour I < J, telles 

que Per = PK et que Pr id . Pour I = [a,bl , SJ = [c,al et 

b<ce, Por = © . 

(e) Pour I = [a,bl, définissons I* = [b,a+N( . On donne des isomor- 

phismes K(1*) = K(I)[1] qui, pour I < J, rendent commutatif le dia- 

gramme 

KI) 2 K(;*) 

fes) ['5*r* 

RD) [1] K(J*} 

(4) Pour a < b < c < atN , le triangle de flèches w : 

K(la,bl) + K(la,c[) + K{[b,cl) + K([b,a+N[) = K(la,bl)[1] 

est distingué. 

Un complexe filtré à (N-1) crans, de filtration scindable degré 

par degré, définit un tel diagramme dans KA. Si la filtration W de K 

est prise croissante, avec K,K = O et Wu 1 = K (i.e. Gr K = O pour 

i # [1,N-1]) , on a K(la,b[) = w,_,K/W,_,K pour L<a<b<N et 

K({O}) = Kk[-1] 
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, _2. Sous-catégories abêliennes.

1.2. 0. Soient P une catégorie triangulée et C une sous-catégorie 
pleine de D. Nous supposerons que Hom1(X,Y) : = Hom(X,Y[i]) est nul 

pour i < O et X,Y dans C.

Exemple 1.2.1. V est la catégorie dérivée d'une catégorie abélienne A 
et C = A , identifiée à une sous-catégorie pleine de P par le fonc- 
teur A l---- ► (le complexe réduit à A en degré O) .

Proposition 1.2.2. Soit f : X -► Y dans C . Complétons f un triangle 
distingué X ->• Y -<• S -► , et supposons que S figure dans un triangle 
distingué N [ 1 ] + S ->■ C + , avec N et C dans C :

(1.2.2.1)

(les triangles marqués + sont 
commutatifs, ceux marqués d 
sont distingués).

Alors, a[-1] : N - X est un noyau de f dans C, et B Y -► C un co­

noyau .

Pour Z dans C, la suite exacte longue des Hom fournit grâce à 

1.2.0. des suites exactes

O - Hom~1 (Z,S) ♦ Hom(Z,X) - Hom(Z,Y) et
O ->• Hom (Z, N) + Hom-1 (Z, S) -> O .

Elles montrent que (N,«[-!]) est un noyau de f . Un argument dual 

montre que (C,B) est un conoyau.

Exemple. Pour A c D(A) (exemple 1.2.1), le cône S de f : X ->■ Y est 
le complexe X î Y (X en degré -1, Y en degré O). Il admet comme sous- 
complexe Ker(f)[l] = H ^(S)[1J et le quotient X/Ker(f) -► Y s'envoie 

quasi-isomorphiquement sur Coker(f) = H°(S) placé en degré 0. On a un 

diagramme (1.2.2.1) .
1.2.3. Un morphisme f : X -► Y de C sera dit C-admissible, ou simple­
ment admissible, s'il n'y a pas d'ambiguïté sur C, s'il est la base 
d'un diagramme (1.2.2.1)•Sif estun monomorphisme, on a d'après 1.2.2. 
N = 0 , d'où S ^ C , et (1.2.2.1) se réduit à un triangle distingué 
(X,Y,C). Si f est un épimorphisme, on a C =0 , d'où N[l]=* S, et 
(1.2.2.1) se réduit à un triangle distingué (N,X,Y). Réciproquement, 
pour tout triangle distingué X -^ Y -^* Z —
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1.2. Sous-catégories abéliennes. 

1.2.0. Soient D une catégorie triangulée et C une sous-catégorie 

pleine de ?. Nous supposerons que Hom? (X,Y) : = Hom(X,Vli]) est nul 

pour i < O et X,Y dans C. 

Exemple 1.2.1. D est la catégorie dérivée d'une catégorie abélienne À 

et € = À , identifiée à une sous-catégorie pleine de D par le fonc- 

teur At-—+ (le complexe réduit à À en degré O). 

Proposition 1.2.2. Soit f : X + Y dans € . Complétons f un triangle 

distingué X > Y + S + , et supposons que S figure dans un triangle 

distingué N[i] + S + C + , avec N et C dans C 

w(17- (D , C 
NN au (les triangles marqués + sont 

(1.2.2.1) œ + + B commutatifs, ceux marqués d 

Q) ES sont distingués). 

X 0) 5 Y 

£ 

Alors, af-1] : N + X est un noyau de f dans €, et 8 : Y + C un co- 

noyau. 

Pour Z dans C, la suite exacte longue des Hom fournit grâce à 

1.2.0. des suites exactes 

O + Hom !(Z,S) + Hom(Z,X) + Hom(Z,Y) et 

oO + Hom{Z,N) + Hom”l(Z,5) + O0 . 

Elles montrent que (N,al-1]) est un noyau de f . Un argument dual 

montre que (C,8) est un conoyau. 

Exemple. Pour À € D(A) (exemple 1.2.1), le cône S de f : X + Y est 

le complexe X É Y (X en degré -1, Y en degré OC). IL admet comme sous- 

complexe Ker{£)[1} = a" l(s)[1] et le quotient X/Ker(f) + Y s'envoie 

quasi-isomorphiquement sur Coker(f) = H°(S) placé en degré O. On a un 

diagramme (1.2.2.1). 

1.2.3. Un morphisme f : X + Y de C sera dit C-admissible, ou simple- 

ment admissible, s'il n'y a pas d'ambiquiïté sur C, s'il est la base 

d'un diagramme (1.2.2.1).Sif estun monomorphisme, on a d'après 1.2.2. 

N=0O, d'où SYC , et (1.2.2.1) se réduit à un triangle distingué 

(X,Y,C). Si f est un épimorphisme, on a C=0 , d'où N[1]læ S, et 

(1.2.2.1) se réduit à un triangle distingué (N,X,Y). Réciproquement, 

Pour tout triangle distingué X L y & 2 4 

27 

’



4. A. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

avec X,Y,Z dans C, f et g sont admissibles, f est un noyau de g, et 

g un conoyau de f. D'après 1.2.0. et 1.1.10, d est déterminé par f 

et g.

Une suite X -► Y -<■ Z dans C est une suite exacte courte admissible 
si elle se déduit d'un triangle distingué en supprimant la flèche de 
degré 1.

Proposition 1.2.4. Supposons C stable par sommes directes finies. Les 
conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) C est abélienne, et ses suites exactes courtes sont admissibles, 

(ii) Tout morphisme de C est C-admissible■

Prouvons que (ii) ■» (i) . D'après 1.2.2., tout morphisme de C a un 
noyau et un conoyau et, pour prouver C abélienne, il reste à vérifier 
que Colm(f) ~ Im(f). Regardons (1.2.2.1) comme la calotte inférieure 
d'un octaèdre et appliquons TR 4' (cf.1.1.7.) pour la compléter en un 

octaèdre :

D'après 1.2.2.,B est un épimorphisme, comme conoyau de f. D'après 
(1.2.3), le triangle (I,Y,C) étant distingué, I est dans C et est 
l'image de f. Dualement, le triangle distingué (N,X,I), déduit par 
rotation de l'autre triangle distingué de la calotte supérieure, mon­
tre que I est coimage de f. Enfin, d'après 1.2.3., les suites exactes 
courtes de C sont admissibles.

Prouvons que (i) •• (ii) . Les noyau N, conoyau C et image I de 
f : X + Y fournissent deux suites exactes courtes O*N*X-»-I*Oet 
0->-I->Y->-C-<-0, soit deux triangles formant le diagramme calotte 
supérieure ci-dessus. Appliquant TR 4, on en déduit la calotte infé­
rieure : f est admissible.

Définition 1.2.5. Une sous-catégorie pleine C de P est abélienne ad­
missible si elle vérifie 1.2.0 et les conditions équivalentes de 1.2.4.

1.2.6. Dans une catégorie triangulée 0, on dira parfois qu'un objet Y 
est extension de Z par X s'il existe un triangle distingué (X,Y,Z).
Une sous-catégorie P' de P est stable par extensions si pour tout tri­
angle distingué (X,Y,Z) avec X et Z dans P', Y est dans P'.
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avec X,Y,2Z dans C, f et g sont admissibles, f est un noyau de g, et 

g un conoyau de f. D'après 1.2.0. et 1.1.10, d est déterminé par £ 

et g. 

Une suite X + Y + Z dans € est une suite exacte courte admissible 

si elle se déduit d'un triangle distingué en supprimant la flèche de 

degré 1. 

Proposition 1.2.4. Supposons C( stable par sommes directes finies. Les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) € est abélienne, et ses suites exactes courtes sont admissibles. 

(ii) Tout morphisme de C est C-admissible. 

Prouvons que (ii) = (i). D'après 1.2.2., tout morphisme de C a un 

noyau et un conoyau et, pour prouver C abélienne, il reste à vérifier 

que Coim(f)  Im(f),. Regardons (1.2.2.1) comme la calotte inférieure 

d'un octaëdre et appliquons TR 4" (cf.1.1.7.) pour la compléter en un 

octaëdre : 

RC y c Ê 1% 
d 7 

+ IS +  |£ 
( ol 7 a 

Te | NO ——— x 

D'après 1.2.2.,8 est un épimorphisme, comme concyau de £f. D'après 

(1.2.3), le triangle (I,Y,C) étant distingué, I est dans C et est 

l'image de f. Dualement, le triangle distingué (N,X,1), déduit par 

rotation de l'autre triangle distingué de la calotte supérieure, mon- 

tre que I est coimage de £. Enfin, d'après 1.2.3., les suites exactes 

courtes de € sont admissibles. 

Prouvons que (i) = (ii). Les noyau N, conoyau C et image I de 

£ : X + Y fournissent deux suites exactes courtes Q + N + X + I + O et 

O + I + Y + C + O, soit deux triangles formant le diagramme calotte 

Supérieure ci-dessus. Appliquant TR 4, on en déduit la calotte infé- 

rieure : £ est admissible. 

Définition 1.2.5. Une sous-catégorie pleine € de D est abélienne ad- 

missible si elle vérifie 1.2.0 et les conditions équivalentes de 1.2.4. 

1.2.6. Dans une catégorie triangulée D, on dira parfois qu'un objet Y 

est extension de Z par X s'il existe un triangle distingué (X,Y,2). 

Une sous-catégorie D' de D est stable par extensions si pour tout tri- 

angle distingué (X,Y,Z) avec X et Z dans D', Y est dans D'. 
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T J. «--catégories

Définition 1.3.1. Une t-catégorie est une catégorie triangulée V, mu- 
pie de deux sous-catégories strictement pleines D—0 et V—® , telles 

nue posant P-n : = P—°[-n] et P—n : = P—°[-n], on ait
— 1 < Q >1

(i) Pour X dans V— et Y dans P— , on a Hom(X,Y) = O .
(ii)~QnZa °-° ^ p-1 et °-° ° ’-1 ’

(Üi) Quel que soit X dans P, il existe un triangle distingué (A,X,B) 
aVec A dans P-° et B dans P- .

On dira aussi que (P—°,P—°) est une t-structure sur P. Son coeur 
est ia Sous-catégorie pleine C:=P—0 n P—0 .

Exemples 1.3.2. (i) Soit A une catégorie abélienne. La t-structure 
naturelle sur DA est celle pour laquelle (DA)—n (resp. (DA)—n) est la 
sous-catégorie des complexes K tels que H1K = O pour i > n (resp.

i < n) , i.e. quasi-isomorphes à un complexe K1 nul en degrés > n 
(resp. < n). Vérifions 1.3.1.(iii). Pour tout complexe K, le tronqué 
t q K est le sous-complexe ...->■ K + Ker(d°) ->- O -<- ... de K.

Prendre garde que dans [7] ce tronqiié est noté a<Q K . Dans [8], il

est noté tQ] . Posons -^K := K/t<qK. On a t cQK e (DA)-° , 

t>^K (î(DA)—1 et la suite exacte courte 0 -► t<qK * K ->■ T>iK * 0 four­

nit le triangle requis. La vérification de 1.3.1(i) et (ii) est lais­

sée au lecteur.
(ii) Si (P—°,P—°) est une t-structure sur P, pour tout entier n, 

(pin,P—n) en est une autre. On dira qu'elle se déduit de la première 

par translation.
(iii) Si (P-®,pi°) est une t-structure sur P, alors (pi00?^^-00^^) 

est une t-structure, dite duale, sur la catégorie triangulée opposée 
D°^. Ceci permettra des raisonnements par dualité (un énoncé est dit 

dual d'un autre s'il s'obtient en appliquant cet autre à la t-catégo­
rie duale) .

Soit P une t-catégorie.

Proposition 1.3.3. (i) L'inclusion de P—n dans P admet un adjoint à 
droite t , et celle de P—n un adjoint à gauche t n .

(ü) Quel que soit X dans P , il existe un unique morphisme
d £ Hom1 (i ^x, t<QX) tel que le triangle
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: égories. 1.3. t-catégo 

péfinition 1.3.1. Une t-catégorie est une catégorie trianguiée D, mu- péfinitior 

nie de deux sous-catégories strictement pleines pe et p2° , telles 

<n <O >n >0 M 
qe, posant D— ne. D— [-n] et «: : = D= [-n], on ait 

(i) Pour x das D— et Y des D— 7 , on a Hom(X,Y) = O. 

ii) 00 a D € D<* et D2 > D" . 
ii) Quel que soit X dans D, il existe un triangle distingué (A,X,B) 

avec À dans D et B dans 
p=! . 

on dira aussi que (D<9 ,p29) est une t-structure sur Ÿ. Son coeur 

est la sous-catégorie pleine C:=D2O nD&®., 

Exemples 1.3.2. (i) Soit À une catégorie abélienne. La t-structure 

Malle sur DA est celle pour laquelle (DA)<1 (resp. (DA)27) est la 

A reorie des complexes K tels que HÈk = O pour i > n (resp. 

i < n), i.e. quasi-isomorphes à un complexe K' nul en degrés > n 

(resp. < n). Vérifions 1.3.1.(iii). Pour tout complexe K, le tronqué 

To K est le sous-complexe ... + K_1 + Ker(d°) + O + ... de K. 
< 

Prendre garde que dans [7] ce tronqué ést noté 5.0 À - Dans [8], il 

= <O 
o] : Posons > 1% = K/T ok - On a T<of € (DA)—- , est noté t 

K e (DA) 21 et la suite exacte courte O + TeoË + K + T,1X + O four- T1 

nit le triangle requis. La vérification de 1.3.1(i) et (ii) est lais- 

sée au lecteur. 

Gi) si (D<9 ,029) est une t-structure sur D, pour tout entier n, 

(nn ,p=) en est une autre. On dira qu'elle se déduit de la première 

par translation. 

(iii) si (p< ,n29) est une t-structure sur D, alors çp290PP ,p<00PP, 

est une t-structure, dite duale, sur la catégorie triangulée opposée 

D°PP, ceci permettra des raisonnements par dualité (un énoncé est dit 

dual d'un autre s'il s'obtient en appliquant cet autre à la t-catégo- 

rie duale). 

Soit D une t-catégorie. 

Proposition 1.3.3. (i) L'inclusion de D dans D? admet un adjoint à 

droite Ten: et celle de 27 un adjoint à qauche tin * 

(ii) Quel que soit X dans D , il existe un unique morphisme 

d € Hom! (: X,T_._X) tel que le triangle 
>1 <O d 

TeoX —* À — T,1X 

29



AA. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

soit distingué. A isomorphisme unique près, ce triangle est le seul 
triangle distingué (A,X,B) avec A dans P—0 et B dans P—1 .

Par dualité et translation, il suffit de vérifier (i) pour P—^ . 

Il s'agit pour chaque X dans P de trouver A dans V^ , muni de A ->• X 

(la valeur de t^ en X), tel que pour tout T dans P— on ait 
Hom(T,A) —^ Hom(T,X). Soit (A,X,B) un triangle 1.3.1 (iii). La 
suite exacte longue des Hom et les conditions 1.3.1 (i)(ii) montrent 
que Hom(T,A)^^- Hom(T,X) : on a A = t<qX. Ceci prouve (i), l'exis­
tence d'un triangle distingué (t<QX,X,t>1X), et le fait que tout tri­

angle distingué 1.3.1 (iii) (A,X,B) est uniquement isomorphe à ce 
triangle, après oubli de la flèche de degré 1. L'unicité de cette der­
nière résulte de 1.3.1 (i)(ii) et de 1.1.10 (ii).

1.3 .4. Le triangle distingué (t qX,X,t>^X) montre que les conditions 

suivantes sont équivalentes : (a) t <QX =0 , i.e. (a') Hom(T,X) = 0 
pour tout T dans P—0 ;
(b) X —^— t>^X , i.e. (b') X est dans P—1. L'équivalence (a’) » (b') 

s'énonce : P—1 est l'orthogonale à droite de P—° . Elle montre que 
P-1 est stable par extensions (1.2.6) . Dualement, T>^X = O « X est 

dans P—°, P—0 est l'orthogonale à gauche de P—1 , et est stable par 
extensions. En particulier, P— et P—1 sont stables par sommes direc­

tes finies.

Pour a ^ b , on a P—a c P—^ et il existe donc un et un seul mor­

phisme de T<aX dans t^^X rendant commutatif le diagramme

Il identifie t X à t t ,X. Dualement, on dispose de t x ----- ^ t .X,_a la _ 2.a 1“
identifiant t . X à t , t X. 

'b La
Pour tout entier a, on écrira t pour t , , et t pour t , . >a _>a+l <a r <a-l

On déduit par translation du premier alinéa que X e P—a équivaut à 
t X = O . Soit X dans P—a . Si b > a , on a donc t . X = O . Si b < a, > a ^p — '
ona tt ,X = t X = O et donc t , envoie P—a dans elle-même. > a >_b > a > b ■

Proposition 1.3.5. Soit a ^ b. Quel que soit X dans P, il existe un 
et un seul morphisme t t , X ------ ► t , t X rendant commutatif le dia----------------------------- c---------- >a <b <b >a --------------------------------------------------
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soit distingué. À isomorphisme unique près, ce triangle est le seul 
l 

triangle distinqué (A,X,B) avec À dans DE? et B dans D . 

Par dualité et translation, il suffit de vérifier (i) pour DE . 

11 s'agit pour chaque X dans D de trouver À dans D<° , muni de À + X 

(la valeur de Tco © X}), tel que pour tout T dans DS on ait 

Hom(T,A) —— Hom(T,X). Soit (A,X,B) un triangle 1.3.1 (iii). La 

suite exacte longne des Hom et les conditions 1.3.1 (i)j(ii) montrent 

que Hom(T,A)—— Hom(T,X) : on a À = rt .X. Ceci prouve (i), l'exis- 
<O 

tence d'un triangle distingué (To rXrt 3%) et le fait que tout tri- 

angle distingué 1.3.1 (iii) (A,X,B) est uniquement isomorphe à ce 

triangle, après oubli de la flèche de degré 1. L'unicité de cette der- 

nière résulte de 1.3.1 {(i) (ii) et de 1.1.10 (ii). 

1.3.4. Le triangle distingué Cr eoXrXrt, X) montre que les conditions 
i 

suivantes sont équivalentes : (a) TeoË = O , i.e. (a') Hom(T,x) = © 

pour tout T dans D<° n pa 

(D) X —- T 1% , i.e. (b') X est dans Gears L'équivalence (a') « (b') 

1 E 
s'énonce : D= est l'orthogonale à droite de Dee . Elle montre que 
>] ; 

D— est stable par extensions (1.2.6). Dualement, T,1% = O # X est 

dans p<9, p<9 est l'orthogonale à gauche de p2} , et est stable par 

extensions. En particulier, p<9 et DE sont stables par sommes direc- 

tes finies, 

<a <b A , 
Pour a < b , on a D—" € DV et il existe donc un et un seul mor- 

phisme de Tea* dans Téb X rendant commutatif le diagramme 

Il identifie Tea* à Teat<b* Dualement, on dispose de Tra% —— Tone 

identifiant 1.,X à t ,T. _X. 
>b “b >a 

Pour tout entier a, on écrira Tra pour Tati et Tea pour T<a-1 

On déduit par translation du premier alinéa que X € p<à équivaut à 

Tia* = O . Soit X dans Dee . Si b > a , on a donc ToDX = 0 .sSsibs<a, 

t._X = O et donc TD envoie D=® dans elle-même. ona = n T'at>bX Da 

Proposition 1.3.5. Soit a < b. Quel que soit X dans D, il existe un 

et un seul morphisme tt ,,X —— rt .Tt._X rendant commutatif le dia- 
>a <b <b >a 
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gramme

1 î
t t . X ------^— t .

c■ est un isomorphisme.

La flèche de T<bx dans t>&X £ P—a se factorise.de façon unique, 

par T>aT<t,X" Puisque T<aT<^^ est dans P—elle se factorise ensuite, 

de façon unique, par r<b:>aX. Appliquons TR 4 à T<aX -* t X ->■ X . On 
obtient l'octaèdre “

Dans cet octaèdre, Y est à la fois T>aT<13X (à cause du triangle dis­

tingué (i X,t ,X,Y), dans lequel t X = t t ,X) et t , t X (à cause 

^ (Y.t^x.r^x)).

On posera T[a/b]x := S^X -^^r^X .

Théorème 1.3.6. Le coeur C := P—° n P—0 de la t-catégorle P est une 

sous-catégorie abélienne admissible de P, stable par extensions 

(1.2.5, 1.2.6) . Le foncteur H° := t>ot<q de P dans C est un foncteur 
cohomolog igue.

Exemple . Dans le cas 1.3.2 , C est la catégorie des objets de P iso­
morphes à un objet de A (pour son plongement naturel dans DA), et fP 
s'identifie au foncteur fP usuel.

Preuve . Soient X et Y dans C et f : X ->- Y de cône S. Le triangle 
distingué (Y,S,X[1]) montre que S est dans P—^ n P— 1 . Les tronqués 

r>QS et t^_ S sont donc respectivement dans C et dans C[l], et le 

triangle distingué (te_^S,S,t qS) fournit un diagramme (1.2.2.1).

Ceci prouve que C est abélienne admissible. Que C soit stable par ex­
tensions résulte de 1.3.4.

Il reste à prouver que pour tout triangle distingué (X,Y,Z), la 
suite H°X -+ H°Y + H°Z est exacte.
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gramme 
TebX — X — TiaË 

TT CDS PRE Thtsat . 

c'est un isomorphisme. 

La flèche de r,,X dans t,,X € D=% se factorise, de façon unique, 

par es AT 2 Et Puisque Teatp* est dans ÿEb, elle se factorise ensuite, 

de façon unique, par Teb'>aX- Appliquons TR 4 à r,,X + TX + X . On 

obtient l'octaëèdre 
£ 

J 
Y 

1 x S TT (1.3.5.1) pl... Fra 
Du CU 

Tea op, 

: NS 
Dans cet octaëdre, Y est à la fois Tiat<bA (à cause du triangle dis- 

tingué Create TX) dans lequel +, ,X = t,,7,,X) et T>b'<ax (à cause 

de (Yrt aXr Top) 

On posera T{a,b]* = Ta’ cp 7 Teb'>a* o 

Théorème 1.3.6. Le coeur C := D n p2° de la t-catégorie D est une 

sous-catégorie abélienne admissible de D, stable par extensions 

(1.2.5, 1.2.6). Le foncteur H° := 7 >0*<0 de ? dans C est un foncteur 

cohomoliogique. 

Exemple . Dans le cas 1.3.2 , C est la catégorie des objets de D iso- 

morphes à un objet de À (pour son plongement naturel dans DA), et 

s'identifie au foncteur I usuel. 

Preuve . Soient X et Y dans C et f : X + Y de cône S. Le triangle 

distingué (Y,S,X{1]) montre que S est dans ee n DE «+ Les tronqués 

1 sont donc respectivement dans C et dans C{[1], et le 

triangle distingué (té _1SrS:t 08) fournit un diagramme (1.2.2.1). 

Fa de êét Te 

Ceci prouve que C est abélienne admissible. Que € soit stable par ex- 

tensions résulte de 1.3.4. 

Il reste à prouver que pour tout triangle distingué (X,Y,Z), la 

suite H°X + HOY + H0Z est exacte. 
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Cas 1. Si X,Y et Z sont dans t>—° , la suite H°X -<• H°Y -► H°Z + O est 

exacte■
Pour U dans V-° et V dans D-° , on a H°U = t >QU , H°V = t <QV , et 

Hom(H°U,.H°V) -^ Hom(U,H°V) -^- Hom(U,V) . Pour ~T dans C (et-donc 
dans P—°), la suite exacte longue des Hom fournit

O ----* Hom(Z,T) ---- » Hom(Y,T) ----- r Hom(X,T) , soit
O ----* Hom(H°Z,T) -> Hom(H°Y,T) ->■ Hom(H°X,T) .

Ceci valant pour tout T, l’exactitude voulue en résulte.

Cas 2. Si X est dans P—^ , la suite H°X ■* H°Y -* H°Z -* O est exacte.

Pour T dans P—1 , la suite exacte longue des Hom fournit

Hom (Z, T) —^ Hom (Y,T) .

On a donc t^Y —^ t^Z. Appliquant TR 4’ (cf. 1.1.7) à Y -> Z ^ t ,Z 

(ou, si l'on préfère, TR 4 à X -► t^Y ■* Y) :

on obtient un triangle distingué (X, t <QY, t <qZ ) justiciable du cas 1. 

Cas 2 . Dualement, si Z est dans P—° , la suite O ■* H°X -► H°Y -* H°Z 

est exacte.

Cas général. TR 4 fournit un octaèdre

Le cas 2, appliqué à (t<qX,Y,U) fournit une suite exacte
H°X -* H°Y -* H°U -* O , et le cas 2*, appliqué à (U, Z (t^X) [1] ) fournit 
O ■* H°U •* H°Z . On en déduit l'exactitude de H°X -* H°Y -> H°Z .

Nous dirons qu'une t-structure est non dégénérée si l'intersec­
tion des P—n , et celle des P—n , sont réduites aux objets zéros . Po­
sons H^X := H°(X[ij) . ,

Proposition 1.3.7. Si la t-structure de P est non-dégénérée, le sys­
tème des foncteurs H1 est conservatif, et pour que X dans P appar-
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Cas 1. Si X,Y et Z sont dans D<9 | la suite H°Xx + HOy + HZ + © est 

exacte. | 4 
Pour U dans DE et V dans De , on a H°U = T OÙ , HV = T<oŸ , et 

Hom(H°U,H°V) ——+ Hom(U,H°V) —— Hom(U,V) . Pour T dans C (et donc 

dans p2°), la suite exacte longue des Hom fournit 

O —+ Hom(Z,T) — Hom(Y,T) —— Hom(X,T) , soit 

O —+ Hom(H°z,T) + Hom(H°Y,T) + Hom(H°X,T) 

Ceci valant pour tout T, l'exactitude voulue en résulte. 

Cas 2. Si X est dans D<° , dla suite H°X + HOY + H0Z + O est exacte. 

Pour T dans D2i , la suite exacte longue des Hom fournit 

Hom(Z,T) —=+ Hom(Y,T) . 

On a donc t.,Y ——> rx .Z. Appliquant TR 4' (cf. 1.1.7) à Y + Z + + ,2Z 
>] >i >i 

(ou, si l'on préfère, TR 4 à X > To? + Y} : 

À 

Te o? 

T LE 
AS ù 

12 
2 1, : 

7 $ 
on cbtient un triangle distingué To? rt «07 ) justiciable du cas ji. 

* > o 
Cas 2 . Dualement, si Z est dans p=° , dla suite O + H X + H°y + H°Z 

est exacte. 

Cas général. TR 4 fournit un octaëdre 

>1 
PTS 

KX—.., _aU 
LR TN, 

To 7 

Le cas 2, appliqué à (Te oXrY 40) fournit une suite exacte 

HOX + HOY + HOU + O , et le cas 2*, appliqué à (U,Z(T,,X)[1)) fournit 

O + HOU + H°Z . On en déduit l'exactitude de H°X + HOY + H02 . 

Nous dirons qu'une t-structure est non dégénérée si l'intersec- 

tion des D" , et celle des DE , Sont réduites aux objets zéros. Po- 

sons HÎX := H°(X[i]) . 

Proposition 1.3.7. Si la t-structure de D est non-dégénérée, le sys- 

tème des foncteurs H} est conservatif, et pour que X dans Ü appar- 
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tiarme â D-° (resp. P-°) , il faut et il suffit que les HiX soient 

nuis pour i > O (resp. pour i < O) .

Soit X dans P. Montrons que si les H1X sont tous nuis, alors
x = O - si X est dans P—0 , l'hypothèse H°X = O assure que X est dans

ni'- ; continuant, on trouve que x est dans l'intersection des P—n , 

donc est nul. Dualement, si X E P— , alors X = O. Dans le cas géné­
ral» t<ox et T>jx ont enc°re leurs H1 nuis, donc sont nuis, et on con­

clut par le triangle distingué (t<qX,X, t^X) .

Si un morphisme f : X - Y, de cône Z, induit des isomorphismes 
H^(X) -^+ H1(Y) , la suite exacte longue de cohomologie montre que 

les H1(Z) sont nuis : Z = O , et f est un isomorphisme. Enfin, si les 
H^IX) sont nuis pour i > 0 , tous les H^(t X) sont nuis, t X = O

<0 >0et (1.3.4) X est dans P— . Dualement pour P—

1.3.8. Le théorème 1.3.6 , qui a une t-structure sur P associe une sous- 
catégorie abélienne admissible C de P admet une réciproque, énoncée 
ci-dessous (1.3.9). La démonstration nous occupera jusqu'en 1.3.14.
Le résultat ne sera pas utilisé dans la suite de ces notes.

1.3.9. Soit P une catégorie triangulée. Soit Isom(P) l'ensemble des
classes d'isomorphie d'objets de P et, pour X dans P, soit [X] sa 
classe d'isomorphie. Nous noterons * l'opération suivante, qui à deux 
parties de Isom(P) en associe une troisième :
A * B = {[X]| il existe un triangle distingué (U,X,V) avec [U] € A et 
[V] E B }.

Lemme 1.3.10. L'opération * est associative.

Preuve . Il suffit de montrer que pour X,Y,Z dans P ,on a
({[X]} * {[Y]}) * {[Z]} = {[X]} * ({[Y]} * {[Z]} ) .

Pour que [T] appartienne au membre de gauche (resp. de droite), il 
faut et il suffit que T figure dans un diagramme calotte supérieure 
(resp. inférieure)

Zf\ 
(resp.^H d-V-d T

L'inclusion c résulte donc de TR 4, et l'inclusion inverse de TR 4'

Le lemme 1.3.10 permet de définir le «-produit A1* . l d'une
P
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tienne à D<9 (resp. D29), il faut et il suffit que les Hix soient 

nuls pour i > O (resp. pour i < O). 

Soit X dans Ÿ. Montrons que si les aix sont tous nuls, alors 
O = 

x = O . Si X est dans D< ,; l'hypothèse H°X = © assure que X est dans 

p<! , continuant, on trouve que X est dans l'intersection des D 4 4 

donc est nul. Dualement, si X € D20 , alors X = O. Dans le cas géné- 
- i 

ral,to* $t ,,X* ont encore leurs H° nuls, donc sont nuls, et on con- 

clut par le triangle distingué CéotrXet À) - 

si un morphisme f : X + Y, de cône Z, induit des isomorphismes 

ai (x) —— Hi (#) , dia suite exacte longue de cohomologie montre que 

les ai (2) sont nuls : 2 = O , et £f est un isomorphisme. Enfin, si Les 

HÉ (x) sont nuls pour i > O , tous les ir, 0%) sont nuls, To = © 

et (1.3.4) X est dans p<9 . Dualement pour p2° 

1.3.8. Le théorème 1.3.6 , qui a une t-structure sur Ÿ associe une sous- 

catégorie abélienne admissible C de D admet une réciproque, énoncée 

ci-dessous (1.3.9). La démonstration nous occupera jusqu'en 1.3.14. 

Le résultat ne sera pas utilisé dans la suite de ces notes. 

1.3.9. Soit D une catégorie triangulée. Soit Isom(D) l'ensemble des 

classes d'isomorphie d'objets de D et, pour X dans D, soit [X] sa 

classe d'isomorphie. Nous noterons * l'opération suivante, qui à deux 

parties de Isom(ÿ) enassocie une troisième : 

A * B = {[X]| il existe un triangle distingué (U,X,V) avec [U] € À et 

[V] € B }. 

Lemme 1.3.10. L'opération * est associative. 

Preuve . Il suffit de montrer que pour X,Y,2Z dans ? ,on a 

CCLXIH * ((v1}) * {121} = {Ix]} * ({IYI1} * {[Z]} ) 

Pour que [T] appartienne au membre de gauche (resp. de droite), il 

faut et il suffit que T figure dans un diagramme calotte supérieure 

(resp. inférieure) 

ZT Zk T 

UN 7 HIS er 
74 (resp. Le | 1) 

Y CR X Y Q) X 

L'inclusion © résulte donc de TR 4, et l'inclusion inverse de TR 4' . 

Le lemme 1.3.10 permet de définir le +*-produit Aj* *àp d'une
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suite de parties de Isom CD) , sans devoir préciser comment sont mises

les parenthèses. Il nous sera commode de définir le *—produit de la

suite vide comme étant {[O]} .

1.3.11. Exemples . (i) Soient A une sous-catégorie strictement pleine 
de V, et EA la plus petite sous-catégorie strictement pleine de V 
contenant A, les objets zéros, et stable par extensions. On a 

(1.3.11.1) [EA] = qUQ [A] * ... *[A] (g facteurs).

(ii) Que tout morphisme de A soit A-admissible (1.2.3) peut se refor­
muler

(1.3.11.2) [A] *[A[1]] c [A[l]] *[A] .

1.3.12. Soit C une sous-catégorie abélienne admissible, stable par 

extensions, de la catégorie triangulée V.

Soient Pb (resp. pb,^O ; Pb'—O ; pb'^ , pour I un intervalle de 

Z) la plus petite sous-catégorie strictement pleine de V contenant 
les C[n] pour n E 2 (resp. -n ^ O ; -n ^ O ; -n € I) et stable par 
extensions (1.2.6).

Proposition 1.3.13. Sur Db , (D^'—° , Vb'—0) est une t-structure non 
dégénérée ■ Pour a £ b , on a pb’'a,Ii] = pb'ia n pb,^b . En particu­

lier, C = Db'-° n Db,-° .

L’axiome 1.3.1(i) des t-structures résulte de la suite exacte 
longue des Hom et de 1.2.0. L’axiome 1.3.1.(ii) est trivial. Parce 
que C est stable par extensions et vérifie 1.3.11(ii), on a, pour 
tout intervalle I = [a,b] de 2 (a<b) 

(1.3.13.1) I?'1] = [C[-a]] * ... * [C[-b]] .

Pour a _< c < b , J = [a,c] et K = [c+l,b] , on a donc

[P13'1] = [pb,J] * [Pb,K] .
En particulier, si c = O , on trouve que tout objet de V^'^ est 

extension d’un objet de P^'^ c P^'^^ par un objet de P^'*^ c pk,^O . 

Puisque P^est la réunion croissante des P^'^ , ceci prouve 1.3.1(iii).

D'après (1.3.13.1), si X est dans P^' , il existe une suite de

triangles distingués ^Xi'Xj+pAi+p (a_<i<b) avec X& dans C[-a], cha­

que Aj dans C[-j], et X^ = X . Il est commode de poser xa-1 « O , 

Aa = Xa et de compléter cette suite par un premier triangle
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suite de partiesde Isom (2) , sans devoir préciser comment sont mises 

les parenthèses. 11 nous sera commode de définir le *-produit de la 

suite vide comme étant {(0]} . 

1.3.11. Exemples . (i) Soient À une sous-catégorie strictement pleine 

de D, et EA la plus petite sous-catégorie strictement pleine de D 

contenant À, les objets Zéros, et stable par extensions. On a 

(1.3.11.1)  [EAJ = H LA] * ... *[A] (q facteurs). 

(ii) Que tout morphisme de À soit A-admissible (1.2.3) peut se refor- 

muler 

(1.3.11.2) [AJ *[A[1]1] & LAL11] *[4] . 

1.3.12. Soit C une sous-catégorie abélienne admissible, stable par 

extensions, de la catégorie triangulée D. 

r<0 , pbr20 , phil 

Z) la plus petite sous-catégorie strictement pleine de Ÿ contenant 

Soient pP (resp. D? , pour I un intervalle de 

les C[n] pour n € Z (resp. -n < O ; -n > O ; -n € I) et stable par 

extensions (1.2.6). 

ei , çpPr<0 pPr20) est une t-structure non Proposition 1,3.13. Sur D ñ 

b,la,bl _ Lp,>a : pb,<b 
dégénérée. Pour a < b , on a D 

b,>0 n pPr<0 

En particu- 

lier, C=0 

L'axiome 1.3.1(i) des t-structures résulte de La suite exacte 

longue des Hom et de 1.2.0. L'axiome 1.3.1.(ii) est trivial. Parce 

que € est stable par extensions et vérifie 1.3.11(ii), on a, pour 

tout intervalle I = [a,b] de Z (a<b) 

(1.3.13.1)  (OP'T] = [cl-all * ... * (CL-b]] . 
Pour a <c <b, J = [a,c] et K = [c+1,b] , on a donc 

pobrEg à pp « (DK. 
En particulier, si c = , on trouve que tout objet de pPr1 est [e) 

extension d'un objet de pK = pPr?1 par un objet de poil ce pl: <0 

Puisque Dest la réunion croissante des pP'T , ceci prouve 1.3.1(iii). 

D'après (1.3.13.1), si X est dans DPI , il existe une suite de 

triangles distingués (XX; i41 A j41) (a<i<b) avec x, dans C[-a], cha- 

que A; dans C[-j], et X, = X . Il est commode de poser X,_ = 0, 

A, = x, et de compléter cette suite par un premier triangle 

34
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X .A ) = (0,X ,X ) . Appliquant la suite exacte 
(xa—1' a a a a
mologie à ces triangles, on prouve par récurrence sur 

Hi(X.) est O pour i € [a,j] et est A.[i] pour i £

(i) Il existe K' dans P—0 , muni de a : K' -+ K , tel que pour tout L 
dans P—° , a identifie Hom(L,K') au sous-groupe de Hom(L,K) formé des 
f tels que H°(f) se factorise par A. En d'autres termes, dans P—°, 

K' coreprésente le foncteur L I---- * Ker(Hom(L,K) ■* Hom(U° (L) ,B) . Pour 

qu'un couple (K1,a) coreprésente ce foncteur, il faut et il suffit 
gue (*) K* € P-° , t^K* “^ t<0K et H°K' “^ A c tf K .

(ii) Dualement, on obtient b : K * K" avec K" E ^ et, pour L dans 

^~~ une suite exacte 0 ■* Hom(K”/L) ■* Hom(K,L) -► Hom(A,H°L) .

longue de coho- 

j que, pour tout 
l a, j ] . En par­

ticulier ,
[X] £ {[Ha(X) [-a]] } * ... * {[H (X)[-b]}

(X est extension successive de ses objets de cohomologie, placés en 
leur degré respectif). De là résulte la non-dégénérescence de la 
t-structure (si les H1X sont nuis, X est nul) et le second énoncé de 
1 3.13 (si X est dans pb'—a n p'3'.!13 , ses H^X sont nuis pour i ? [a,b] 

[a,b],et donc X est dans 0 ).

Remarque 1.3.14. Soient P une catégorie triangulée, et C une sous- 

catégorie pleine vérifiant 1.2.0 et dont toute flèche est admissible. 
La preuve de 1.2.4 montre alors que toute flèche de C a un noyau et 
un conoyau, que Im(f) = Coim(f) et que toute suite exacte courte de C 
est admissible. Pour être abélienne, il ne manque à C que l'existence 

de sommes directes finies.

Soit C' la catégorie EC des extensions successives d'objets de C

(1.3.11 (i) ) • La suite exacte des Hom montre que C' vérifie encore 
(1.2.0). Par ailleurs, on déduit de (1.3.11.1) (1.3.11.2) appliqués à 
C , et de l'associativité de * que [C'] * [C'[l]] <c [C'[l]] * [C] , 
i.e. que tout morphisme de C' est admissible : C' est une sous-caté­

gorie abélienne admissible de P. Lui appliquant 1.3.13 , on obtient 
que, pour p^3 , P13' — ° et P*3'—0 définis comme en 1.3.12 (à partir de 

C) , (Ph'^°, P^'^lest une t-structure sur Pb, de coeur C'.

La proposition suivante fournit des intermédiaires entre les 
foncteurs t<q et t<Q .

Proposition 1.3.15. Soient K dans P et une suite exacte courte dans C 

O * A * H°K + B + O .
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(x 1'Xa" a) = (O,X 1 X,) . Appliquant la suite exacte longue de coho- 
a- 

““mologie à ces triangles, on prouve par récurrence sur j que,pour tout 

i 

ticulier » b 

[x] € (IH GO I-a]]} * ... * ([H/(X)(-b]l} 
(x est extension successive de ses objets de cohomologie, placés en 

H? (x) est O pour i € la,j] et est A,li] pour i € [a,j] . En par- 

leur degré respectif). De là résulte la non-dégénérescence de la 

+t-structure {si les HŸx sont nuls, X est nul) et le second énoncé de 

b,>a n pPr<b , 
1.3.13 (si X est dans D ses Hix sont nuls pour i € [a,b] 

et donc X est dans pprla,bl,, 

Remarque 1.3.14. Soient D une catégorie triangulée, et C une sous- 

catégorie pleine vérifiant 1.2.0 et dont toute flèche est admissible. 

La preuve de 1.2.4 montre alors que toute flèche de € a un noyau et 

un conoyau, que Im(f) = Coim(f) et que toute suite exacte courte de C 

est admissible. Pour être abélienne, il ne manque à € que l'existence 

de sommes directes finies. 

Soit C' la catéqorie EC des extensions successives d'objets de C 

(1.3.11 (i)). La suite exacte des Hom montre que C' vérifie encore 

(1.2.0). Par ailleurs, on déduit de (1.3.11.1) (1.3.11.2) appliqués à 

C , et de l'associativité de * que [C'] * [C'{[1]] e [C'{1]1 * [C'],, 

i.e. que tout morphisme de C' est admissible : C' est une sous-caté- 

gorie abélienne admissible de D. Lui appliquant 1.3.13 , on obtient 
pP:20 et pPr<0 

Dest une t-structure sur 2», de coeur C'. 

b 
que, pour D 

c), (D, 
, définis comme en 1.3.12 (à partir de 

La proposition suivante fournit des intermédiaires entre les 

foncteurs To et T<o * 

Provosition 1.3.15. Soient K dans D et une suite exacte courte dans C 

O + A + HK + B + O . 

(i) 11 existe K' dans p<° , muni de a : K' + K , tel que pour tout L 

dans p<° , a identifie Hom(L,K') au sous-groupe de Hom(L,K) formé des 
< 

f tels que H°(f) se factorise par À. En d'autres termes, dans p<, 

K' coreprésente le foncteur Lt+— Ker(Hom(L,K) + Hom(H (L),B). Pour 

qu'un couple (K',a) coreprésente ce foncteur, il faut et il suffit 

que ()Kx' en, Loft + Teok €t HK' = AcHK,. 

(ii) Dualement, on obtient b : K + K" avec K" € p29 et, pour L dans 
>0 nues — TT 

D” une suite exacte © + Hom(K",L) + Hom(K,L) + Hom (A,H°L) - 
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Le couple (K",b) est caractérisé par K" E P—0 , t>qK —=-* t>qK" et 

H°K” = B .

(iii) Il existe d : K” -^i K' , unique d'après 1.1.10 , tel que 

(K',K,K") soit distingué.

Soient le morphisme composé t<qK * H°k ^ B et K' complétant le 

triangle distingué (K1, t<qK,B). Ce triangle montre que K' est dans 
p—1 et que H^K' = O , donc que K' est dans P—0 . Pour L dans P—° , 

on a Hom 1(L,B) =0, d'où une suite exacte

O -f Hom(L,K') + Hom(L,T<QK) ->- Hom(L,B) .
On a Hom(L,T<gK) —^ Hom(L,K) et Hom(L,B) = Hom(H°L,B) : la suite se 

récrit O ->- Hom(L,K') - Hom(L,K) ->- Hom(H°L,B) , et K' coreprésente le 

foncteur (i). Pour L dans 0 , la propriété universelle de K' montre
que t<qK' —^-> t<(_)K . La suite exacte longue de cohomologie de 
(K' , t<qK,B) montre que H°K' -^ A . Réciproquement, si K^ vérifie 

(*) , la propriété universelle de K' fournit un morphisme a : K! * K' 

induisant par hypothèse des isomorphismes t<qKJ * t<qK' et

K°KJ -> H°K' . Le morphisme u est donc un isomorphisme. Ceci achève la 
preuve de (i). L'assertion (ii) s'obtient par dualité.

Bâtissons un octaèdre sur K1 ->• t^qK -> K :

Le triangle (B,K”,t>qK) est du type 1.3.1 (iii) pour K£ . Il montre 

que K" est dans P—0 , avec H°K" = B et t >QK ~^ T>oKï ‘ D'aPrès (ii) 

K” s'identifie donc à K", et (K',K,KJ) est le triangle promis en (iii

1.3.16. Soient D'^d = 1/2) deux t-catégories, C^ le coeur de P^ et 
notons e le foncteur d'inclusion de C^ dans P^ . Soit T : P^ > P^ un 
foncteur exact ([10] p.4) de la catégorie triangulée P^ dans la caté­
gorie triangulée P^ • Nous dirons que T est t-exact à droite si

T(P^°) c P^0 , t-exact à gauche si T(P^°) c P*0 , et t-exact s'il est

t-exact à droite et à gauche.

Proposition 1.3.17. (i) Si T est 
le foncteur additif ^T := HO°T°e 

à droite).

t-exact à gauche (resp. à droite), 
: C^ + C2 est exact à gauche (resp.
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_— : >0 = ” 
Le couple (K",b}) est caractérisé par K"E D, T,O* — T0" et 

HSK" = B . 

(iii) Il existe d : K" 1 K' , unique d'après 1.1.10 , tel que 

(K',K,K") soit distingué. 

. « o 2 
Soient le morphisme composé Tor ? H K + B et K' complétant le 

triangle distingué (K', Tok’B)- 7 Ce triangle montre que K' est dans 

p<1 et que Hg! = O , donc que K' est dans D<° . Pour L dans D<° , 

on a Hom”! (L,B) 

O + Hom(L,K') + Hom(L,Tt OK) + Hom(L,B) . 

On a Hom(L,t DK) — Hom(L,K) et Hom(L,B) = Hom(H°L,B) : la suite se 

O0, d'où une suite exacte 

récrit © + Hom(L,K'}) - Hom(L,K) + Hom(H°L,B) , et K' coreprésente Le 

£foncteur (i). Pour L dans p°9 , la propriété universelle de K' montre 

que tof" + TeoË . La suite exacte longue de cohomologie de 

(K' , Teok:B) montre que H°K' —=+ A . Réciproquement, si K] vérifie 

(*) , la propriété universelle de K' fournit un morphisme a : K;: + K' 

induisant par hypothèse des isomorphismes TeoX] + Toi et 

H9K; + H°K' . Le morphisme u est donc un isomorphisme. Ceci achève la 

preuve de (i). L'assertion (ii) s'obtient par dualité. 

Bâtissons un octaëdre sur K' - T of + K: 

Al 

K S un 7 

ps DRTUX, 
AS S 

Le triangle (B,K},7 08) est du type 1.3.1 (iii) pour K} . 11 montre 

n >0 = w 5: que K; est dans D—" , avec H°K" = B et tof —— T,OËL . D'après (ii), 

K} s'identifie donc à K", et (K',K,K1) est le triangle promis en (iiil 

1.:3.16. Soient D, ti = 1,2) deux t-catégories, C; le coeur de D, et 

notons € le foncteur d'inclusion de Ci dans D; . Soit T : D; > D, un 

foncteur exact (([10]} p.4) de la catégorie triangulée D, dans la caté- 

gorie triangulée D, . Nous dirons que T est t-exact à droite si 

20 
T(D$9) = p$° , t-exact à gauche si T(D?°) = D5 , et t-exact s'il est 

t-exact à droite et à gauche. 

Proposition 1.3.17. (i} Si T est t-exact à gauche (resp. à droite), 

le foncteur additif PT := H°oToe : C; > C, est exact à gauche (resp. 

à droite). 
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(ii) Pou1 T t-exaet à gauche (resp. à droite) et K dans P^° (resp. P^°) , 
on a PTH°K —^ H°TK (resp. H°TK —^ PTH° K) .

(iii) Soit (T ,T.)une paire de foncteurs exacts adjoints : T : P2 ->- P 

et T, : PT * °2 ' adj°int à droite de T* . Pour que T soit t-exact à 
droite, il faut et il suffit que T* soit t-exact à gauche, et dans ce 
cas (Pt ,PT*) forment une paire de foncteurs adjoints fj ~—* C2-

1

(iv) Si Tj : P^ ->■ P2 et T2 : D„ - p^ sont t-exacts à gauche ( resp. à 
droite) , T2°T1 l'est aussi et ^T^Tp = PT2° ^ .

Si T est t-exact à gauche, pour toute suite exacte courte
O -<• X ->• Y -»• Z *0 dans C^ , la suite exacte longue de cohomologie du 
triangle distingué (T(X),T(Y),T(Z))fournit
O -<• H°T(X) ->• H°T(Y) + H°T(Z) , puisque T(Z) est dans p|° . Ceci (resp. 

l'énoncé dual) prouve (i).

Pour K dans P^° , le triangle (H°K, K, t ^^K) fournit un triangle 
(TH°K,TK,Tt>qK) avec Tt^^K dans P2° , dont la suite exacte longue de 

00 ocohomologie fournit H T H K —^ H TK . Ceci (resp. l'énoncé dual) 

prouve (i i) .

Si T„ est t-exact à gauche, pour U dans P^° et V dans P2° , on a 

Hom(T*V,U) = Hom(V,T*U) = O . Ceci valant pour tout U , on a
* A <O *

t T V = 0 , i. e. TV est dans P' : T est t-exact à droite. Pour A >0 1
dans C^ et B dans C2 , on a alors H°T B = r<QT B et H°T+A =t<qT<A ,

d'oû un isomorphisme fonctoriel
Hom(H°T*B,A) —^ Hom(T*B,A) = Hom(A,T*B) "— Hom (A, H°T„B) . Ceci, 

complété par dualité, prouve (iii).

Si T et T2 sont t-exacts à gauche et aue A 6 C^ , on a

T1A1 e P“° et P(T2°T1)A = ^T^A = H°T2H°T1a par (il). Ceci, compté- 

té par dualité, prouve (iv).

Remarque 1.3.18 (i) Soient P^ = U PvR et ^n = U ^R • Le résultat 
— 1 1 2^2

(iii) vaut encore pour T : ^2 ^ $1 et T* : ^1 + ^2 ' adjoints en ce 

sens que fonctoriellement Hom(T V,U) = Hom(V,T+U) , pour V dans 

et U dans P^ . La preuve est la même.

(ii) Pour A dans C^ et B dans €2» les flèches d’adjonction pour 

(T /T,) et (^T j^T*) sont liées par les diagrammes commutatifs
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ii) Pour T t-exact à gauche (resp: à droite) et K dans DEP (resp. n°), 

PrH° K —— H° TK (resp. H°rK —+ Prx° K) 
on_ä on # 

* 
ii) soit CU ,T,)une paire de foncteurs exacts adjoints ie D, + D 

et T : D, + D, , adjoint à droite de T, . Pour que T° soit t-exact à 

droite, il faut et il suffit que T, soit t-exact à gauche, et dans ce 
+ “ . . 

cas Tr PT) forment une paire de foncteurs adjoints €} — C)- 

div) Si Ti û D, + D, et To Ë D: + D; sont t-exacts à gauche (resp. à 

droite), T)°T, l'est aussi et FREE ÉTÉ ec 

si T est t-exact à gauche, pour toute suite exacte courte 

Oo +X + Y + Z + O dans C; , la Suite exacte longue de cohomologie du 

triangle distingué (T(X),T(Y),T(Z))fournit 

© + H°T(X) + H'T(Y) + H°T(Z), puisque T(Z) est dans D2° . Ceci (resp. 
l'énoncé dual) prouve (i). 

QP2UE K dans p?° , le triangle (HRK, OK) fournit un triangle 

(TH K,TK, TT, of) avec TT, OX dans n° , dont la suite exacte longue de 

o o 
cohomclogie fournit H TH K ——- H° TK . Ceci (resp. l'énoncé dual) 

prouve (ii). 

ES > < 

Si T, est t-exact à gauche, pour U dans D:° et V dans ee , On à 
k 

Hom{T V,U) = Hom(V,T%,U) = O . Ceci valant pour tout U , on a 
L.] EL. 

or vV=0:, i. e. T“V est dans D s° : T est t-exact à droite. Pour À 

L * 2 o = dans C, et B dans €, , on a alors HT B = Tor Bet H°T,A =t OTsA à 

d'où un isomorphisme fonctoriel 
* * 

Hom(H°T B,A) — Hom(T B,A) = Hom(A,T,B) <= Hom(A,H°T,B) . Ceci, 

complété par dualité, prouve (iii). 

si T} et To sont t-exacts à gauche ét que À € C; , on à 

>0 5 Oo (e] © A a 2 TA € D et HT,°T)A = H T,TjA = H TH TA par (ii). Ceci, complé- 

té par dualité, prouve (iv). 

Us = 
Remarque 1.3.18 (i) Soient LM =) DE et D, = U 05° . Le résultat 

* 

(iii) vaut encore pour T : D, >» D, et T, : LM > D, , adjoints en ce 

* - 

sens que fonctoriellement Hom(T V,U) = Hom(V,T,U) , pour V dans D, 

et U dans D, . La preuve est la même. 

(ii) Pour À dans €; et B dans Cor les flèches d'adjonction pour 

* * 
(T T,) et Tr PT) sont liées par les diagrammes commutatifs 

37



AA. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

T*PT*A

T*T+A

T,T*B

1.3.19. Soit T : P' + P un foncteur exact pleinement fidèle entre 
catégories triangulées. Pour au'un triangle tr de D' soit distingué, 
il suffit que son image Ttr par T le soit : si tr. est un triangle 
distingué de même base que tr, Ttr et Ttr; sont distingués de même 

base, donc isomorphes, et tr et tr^ sont isomorphes.

Supposons D et P' munies de t-structures. et que T est t-exact. 
Pour que X dans P' soit dans P'—0 (resp.P’—°), il suffit que TX soit 
dans P—° (resp. P—^) : on a X e p1—® » T >oX = ° ' et æ commute à 

(resp. argument dual).

Réciproquement, si P' est une sous-catégorie triangulée pleine 
d'une catégorie trianaulée P, et que (P—^,P—°)est une t-structure sur 

P , pour que (P'—° , P'—°) := (P1 n P—° , P' n P—°) soit une t-struc­

ture sur P1, il faut et il suffit que P' soit stable sous le foncteur 
t ,o . Si cette condition est remplie, cette t-structure sur P' s'ap­
pelle la t-structure induite . Pour P' muni de la t-structure induite, 
le foncteur d'inclusion de P' dans P est t-exact : on a C' = P’ n C , 
et la restriction à P' du foncteur t , t ou Hp de P s'identifie 

au foncteur de même nom de P'.

1.3.20. Soit (P^)£gj une famille finie de catégories triangulées et 
T : nP. — P un multifoncteur exact (SGA 4 XVII 1.1.3) des Pi dans 

une catégorie triangulée P. Supposons les P^ et P munis de t-struc­
tures. On dira que T est t-exact à gauche (resp. à droite) s'il en­
voie le produit des P^° (resp. fy0) dans P—0 (resp. P—°) , et t-exact 

s'il l'est à gauche et à droite. Si T est t-exact à gauche (resp. à 
droite, resp. -) et qu'on fixe certaines des variables â être un ob­
jet donné de P^° (resp. Pj-° , resp. C^ , le coeur de P^ ) , le fonc­

teur obtenu en les variables restantes est encore t-exact à gauche 
(resp. à droite, resp. -) . Ceci nous permettra d'appliquer à T des 
résultats prouvés pour les foncteurs d'une variable. Par exemple :

Soit e^ l'inclusion de C^ dans 0^ . Posons PT = iPoTofep^ j . Si 
T est t-exact à gauche (resp. à droite), le multifoncteur additif PT 

des C. dans C est exact à gauche (resp. à droite).

Supposons T t-exact à gauche. Pour les K^ dans les P"? , on a alors
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* 

T'Pr,a ——> Pr Pr,a B — T,T*B 
| | et | 

*k p..* * 
DTA ———+ À Pr Pr B — v,PrB. 

1.3.19. Soit T : 0" + D un foncteur exact pleinement fidèle entre 

catégories triangulées. Pour qu'un triangle tr de D' soit distingué, 

il suffit que son image Ttr par T le soit : si tr, est un triangle 

distingué de même base que tr, Ttr et Ttr, sont distinqués de même 

base, donc isomorphes, et tr et tr, sont isomorphes, 

Supposons D et D' munies de t-structures- et que T est t-exact. 

Pour que X dans D' soit dans p'<0 (resp.0'20), il suffit que TX soit 

dans D<° (resp. n°) : on a XxXE€ p'< # T,OX = O , et T commute à t, 
O O 

(resp. argument dual). 

Réciproquement, si D' est une sous-catégorie triangulée pleine 

d'une catégorie trianqulée D, et que (00 ,D20) est une t-structure sur 

D , pour que çg"<0 , p'29; := (D'n D<° , v'n D) soit une t-struc- 

ture sur D', il faut et il suffit que D' soit stable sous le foncteur 

To * Si cette condition est remplie, cette t-structure sur D' s'ap- 

belle La t-structure induite . Pour D' muni de la t-structure induite, 

le foncteur d'inclusion de D' dans D est t-exact : on aC'=2'nC, 

et la restriction à D' du  foncteur Tep , Top ou HP de D s'identifie 

au foncteur de même nom de D'. 

1,3.20. Soit (Didier une famille finie de catégories triangulées et 

T : Luz + D un multifoncteur exact (SGA 4 XVII 1.1.3) des D, dans 

une catégorie triangulée D. Supposons les D; et D munis de t-struc- 

tures. On dira que T est t-exact à gauche (resp. à droite) s'il en- 

voie le produit des DE? (resp. D<0) dans p=° (resp. D<9), et t-exact 

s'il l'est à gauche et à droite. Si T est t-exact à gauche (resp, à 

droite. resp. -) et qu'on fixe certaines des variables à être un ob- 

jet donné de 02° (resp. p=° , TeSP: C; , le coeur de Di ), le fonc- 

teur obtenu en les variables restantes est encore t-exact à gauche 

(resp. à droite, resp. -) . Ceci nous permettra d'appliquer à T des 

résultats prouvés pour les foncteurs d'une variable. Par exemple : 

iier * Si 
T est t-exact à gauche (resp. à droite), le multifoncteur additif Pr 

Soit £j l'inclusion de C; dans D, . Posons PT = HoTo(e 

des Ci dans C est exact à gauche (resp. à droite). 

Supposons T t-exact à gauche. Pour les Ki dans les 02° , On à alors 
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par 1.3.17 (il) PT(H°Ki) ^ H°T (IC) .

pour K. quelconque, le moruhisme Ki * T>QKi fournit un morphisme

(1.3.20.1) H°T(K1) - H°T(t>oK±) ^ PT(HOK.) .

Translatant, on obtient plus généralement, cour a^ = n,un morphisme 

(1.3.20.2) HnT(Ki) * PT(HniKi) .

Il y a ici un problème de signes, qui n'apparaît pas si on considère 

plutôt
(1.3.20.3) HnT(Ki) ->• HnT( (iAkJ [-n.J) .

pour T t-exact à droite, on a PTH°K. <-=— H°TK. pour K. dans E^ ; 
1 1 1 1

les morphismes T <0^ ■* K^ fournissent un morphisme

PTdfKp ■* H°T(Kp , et, translatant, des morphismes

(1.3.20.4) HnT( (HniK..) [-n..]) ^-HnT(Ki) (pour In.. =n) .

Pour T t-exact, on dispose et de (1.3.20.3), et de (1.3.20.4) . 
Appliquant HnT aux diagrammes commutatifs

t K. -------------*HniK.[-n.]
<n. i

on trouve que le composé (1.3.20.3)o(1.3.20.4) est l'identité. Si 

In^Enu = n et que <np igj ^ ^mi’i€I ' ^^ “^^ i tel 1ue n^ < nt . 

Le composé t K.^K. t̂ K. est nul, et on en déduit que le com- 
—n£ 1 1 —mi 1

posé ((1.3.20.3) pour (m^))»((1.3.20.4) pour (n^)) est nul.

Proposition 1.3.21. Si T est t-exact et que les Ksont dans les P^ , 
les morphismes (1.3.20.3) et (1.3.20.4) définissent des isomorphismes 
inverse l'un de l'autre
(1.3.21.1) HnT(Ki) = © HnT( (HniKi) [-niJ) (somme pour En. = n) ■

On a déjà vu aue ces morphismes font du second membre un facteur 
direct du premier. Les deux membres de 1.3.21.1 sont des foncteurs 
cohomologiques en chaque IC (pour le membre de droite, grâce à l'exac­
titude de PT ) et les morphismes (1.3.20.3) et (1.3.20.4) sont des 

morphismes de foncteurs cohomoloaiques. Par dévissage, on se ramène à 
supposer chaque IC dans C. ; ce cas est trivial.
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.. Pre ea o 
par 1.3.17 (ii) TE K;) ——+ H TK,) 

pour Ki quelconque, le morvhisme K; + T'oRi fournit un morphisme 

0, o - Po ru 
«1.3.20.1) EH T(K,) + EH ein +— “TE K,) 

Translatant, on obtient plus généralement, pour En, = n,un morphisme 

(1.3-20.2) HTK,) + PriHik,) 

11 y a ici un problème de signes, qui n'apparaît pas si on considère 

plutôt 

(1.3.20.3) H°T(R,) + EPTC(H KR )[-n,.1) . 

Pour T t-exact à droite, on a Prn°k, <—=— H°TK, pour K; dans D<0 a 

les morphismes TOR + K; fournissent un morphisme 

Pr K,) + HT (K,) , et, translatant,des morphismes 

{1.3-20.4) HOT (CPR) [-n,]) + H°T(K,) (pour En, =n). 

Pour T t-exact, on dispose et de (1.3.20.3), et de (1.3.20.4) 

Appliquant E°T aux diagrammes commutatifs 

i Ton. Ki W 
À 

on trouve que le composé (1.3.20.3)(1.3.20.4) est l'identité. Si 

En,=Em, zn et que il existe i tel que nj < M, . (ilier À (milier ” 1 
Le composé t ___K., + K, + 7 K, est nul, et on en déduit que le com- 

En à i >m, i 

posé ((1.3.20.3) pour (m,))2((1.3.20.4) pour (n,)) est nul. 

Proposition 1.3.21. Si T est t-exact et que les Ki sont dans les D? , 

les morphismes (1.3.20.3) et (1.3.20.4) définissent des isomorphismes 

inverse l'un de l'autre 
n; 

{1.3.21.1) H°T(K,) = © H°TC(E ik,)[-n,1) (somme pour En, = n). 

On a déjà vu que ces morphismes font du second membre un facteur 

direct du premier. Les deux membres de 1.3.21.1 sont des foncteurs 

cohomologiques en chaque K; (pour le membre de droite, grâce à l'exac- 

titude de Pr) et les morphismes (1.3.20.3) et (1.3.20.4) sont des 

morphismes de foncteurs cohomoloaiques. Par dévissage, on se ramène à 

supposer chaque K; dans C; ; ce cas est trivial. 
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1.3.22. Exemples de t-structures (ne sera pas utilisé dans la suite 

de ces notes).
Soit, comme en 1.1.4 ,A une catégorie exacte, d'ensemble de suites 
exactes courtes E. On suopose que tout morohisme f : A -* B admet un 
noyau tel que Ker(f) + A figure dans une suite exacte courte 
O * Ker(f) -> A ->• Coim(f) ■* 0 . Soit P—° (resp.P — ) la sous-catégorie 

de 0:=EA (1.1.4) forméedes complexes K tels que les morphismes 
Coim(di-1) -+ Kerfd1) soient des isomorphismes pour i > O (resp. i<O) . 

En terme du plongement h : A + (A,E)' (1.1.4) . cela signifie que 

l'image h„ de K dans ((A,E)') est dans V— (resp. P— ). Montrons que 

(P— , P—°) est une t-structure sur V.

(a) Pour K,L dans P- Homp(K,L) = lim ind HomK^K',L') , la limite 
étant prise sur les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes K' + K 
et L -»■ L' . Pour K dans P—® (reso. L dans P—1), un système cofinal de 

K' (resp. L') est obtenu en se limitant à ceux tels que K'1 = O pour 
i > O (resp. L'1 = o pour i < O): utiliser le quasi-isomorphisme 

t<qK' * K' (resp. L' - t>^L') ; t<o et t^ sont comme en 1.3.2(i) . 

Pour de tels K' et L', tout morphisme de complexes f : K' ->■ L' est 

nul : il est défini par f° : K'° -► L'° , vérifiant df° = O , et donc 
nul car d : L'° ■+ L' est un monomorphisme. Ceci vérifie 1.3.1(1) . 
L'axiome 1.3.1 (ii) est trivial.

(b) Pour K dans KA , on dispose d'une suite exacte courte de comple­
xes O + t ,OK ♦ K + i^jK ->■ O . Elle définit un triangle distingué dans 
DA : le cône sur t<qK -+ K s'envoie quasi-isomorphiquement sur t^K . 

Ceci vérifie 1.3.1"(iii).

On trouve en particulier que le coeur C de P est une catégorie 
abélienne. Les objets de C peuvent se représenter comme descomplexes 
K de longueur 1 : K 1 ^ K° , avec d un monomorphisme. Pour K et L de 

ce type, un morphisme de complexes f : K * L est uniquement déterminé 
par sa composante f° : K° •+ L° . Si on identifie K ^ et L 1 à des 

sous-objets de K° et L° , f° : K° -* L° orovient d'un morphisme de 
complexes f si et seulement si f°(K ) c L , et f est homotope à 
zéro si et seulement si ^ (K° ) c L . Que f soit un quasi-isomorphis­
me signifie l'exactitude de

0 + K-1 + K®®L-1 * L° + O
i.e. aue K°®L 1 + L° est un épimorphisme admissible, et que le sous- 
objet K 1 de K? est le pull-back de L 1 par f° .

On vérifie facilement que si K' —$— K est un quasi-isomorphisme
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1.3.22. Exemples de t-structures (ne sera pas utilisé dans la suite 

de ces notes). 

Soit, comme en 1.1.4 ,ÀA une catégorie exacte, d'ensemble de suites 

exactes courtes E. On suppose que tout morvhisme f : À + B admet un 

noyau tel que Ker(f) + À figure dans une suite exacte courte 

© + Ker(f) + À + Coim(f) + O . Soit D<° (resp.D :°) la sous-catégorie 
de D:=DA (1.1.4) forméedes complexes K tels que les morphismes 

Coim(ai”! 

En terme du plongement h : À + (A,E) (1.1.4) , cela signifie que 

) + Ker(ä'} soient des isomorphismes pour i > O (resp. i<O). 

l'image Bk de K dans ((A,E)”") est dans p<0 {xesp. D29). Montrons que 

ç<0 , D29) est une t-structure sur D. 

(a) Pour K,L dans D. Ho; (K,L) = lim ind Hom_{K°,L') , la limite 

étant prise sur les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes K' + K 

et L + L' . Pour K dans D<9 (resn. L dans >), un système cofinal de 

K' (resp. L'} est obtenu en se limitant à ceux tels que K'i = O pour 

i > O (resp. L'i = O pour i < O): utiliser le quasi-isomorphisme 

K' + K' (resp. L' + TL‘) 1 T et sont comme en 1.3.2(i) . 
tr <O <o Toi 

Pour de tels K' et L', tout morphisme de complexes £ : K' + L' est 

nul : il est défini par f° : K'©9 + L'O , vérifiant df0 = O , et donc 

nul car d : L'© + L'l est un monomorphisme. Ceci vérifie 1.3.1({(i) . 

L'axiome 1.3.1 (ii) est trivial. 

(b) Pour K dans KA , on dispose d'une suite exacte courte de comple- 

xes O + Teok + K +7 1 + © . Elle définit un triangle distingué dans 

DA : le cône sur T<o* + K s'envoie quasi-isomorphiquement sur T,1K . 

Ceci vérifie 1.3.1 (iii). 

On trouve en particulier que Le coeur € de D est une catégorie 

abélienne. Les objets de C peuvent se représenter comme descomplexes 

K de longueur 1 : K7! + K° , avec d un monomorphisme. Pour K et L de 

ce type, un morphisme de complexes f : K + L est uniquement déterminé 
1 l par sa composante f° : K° + L® . Si on identifie K et L à des 

sous-objets de K° et 1° : £9 : KO + L© provient d'un morphisme de 

complexes f si et seulement si £0(K71) c Li 
1 

, et f est homotope à 

zéro si et seulement si P(K) < L_ Que £ soit un quasi-isomorphis- 

me signifie l'exactitude de 
1 o + K71 + Kk°81 L +100, | 

i.e. aue K°@1." 1! + L° est un épimorphisme admissible, et que le sous- 

objet K7! de K est le pull-back de L_! par #. 

On vérifie facilement que si K’' 4, Kk est un quasi-isomorphisme 
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(avec K' concentré en degrés 0 et -1) , et que f<p est homotope à zéro 
(f<p(K'°) <= L ) , f l'est aussi. Le groupe Hom^(K,L) est la limite 
inductive, pour <p : K ' ->• K un quasi-isomorphisme de ce type, des

Ho^tK^L) = {f : K,o * L°|f(K'-1) cz L-1 }/{f | f (K'° ) c L-1} 

et, dans cette limite inductive, les morphismes de transition sont 
injectifs.

1.3.23. Exercices . (i)Pour K un complexe d'objets de A, H°K dans C 
est le complexe Coim(d ) -* Ker(d°) .

(ii) Un foncteur F de A dans une catégorie abélienne N qui trans­

forme suites dans E en suites exactes à droite FA ->• FB ->• FC ->• o se 
prolonge uniquement (à isomorphisme unique près) en F' : C -<• N, exact 
à droite. Si F est pleinement fidèle, et transforme suites dans E en 
suites exactes courtes et monomorphismes en monomorphismes, F' est 
exact et pleinement fidèle. En particulier, le foncteur composé 
C -* DA ->• D((A,E)~) ^-* (A,E)~ est pleinement fidèle. Il identifie C à 

la catégorie des quotients dans (A,E) d'un objet de A par unsous-objet dans A.

(iii) Le foncteur D A - D C (l'exposant indique qu'on se limite aux 
complexes bornés supérieurement) est une équivalence [utiliser que 
tout objet de C est quotient d'un objet de A].

(iv) Soit A une catégorie abélienne. Les hypothèses de 1.3.22sont vé­
rifiées par FA (1.1.3 ex.2). Soient C la catégorie abélienne corres­
pondante de quotients formels d’objets filtrés et C' la catégorie des 
suites ... -> A1 + A1 1 ->• ... avec A^ = O pour i >> O et A1 —^ A1 1 

pour i < < O . Montrer que le foncteur ((V \f) -* (V°,F) ) i * (coker 
(F1V 1 -► F1V°) ) de C dans C' est une équivalence [appliquer (ii) ] .

1.3.24. Exemple . Les hypothèses de 1.3.22 sont vérifiées pour A 
la catégorie des espaces de Banach, si on prend pour suites exactes 
courtes celles qui le deviennent après oubli de la topologie,i.e., 
d'après le théorème du graphe fermé, les suites isomorphes aux

O ---- * A ---- * B ---- * C ---- * O , 
où A est un sous-espace fermé de B et où C = B/A. La catégorie C obte­
nue est une catégorie de "quotients formels" B/A ( pour A - B une ap­

plication linéaire continue injective entre espaces de Banach). Le 
théorème du graphe fermé assure que si les complexes K -> K° et 
L ' + L° définissent des objets de C, un morphisme de complexes 

f : K ► L s'identifie à une application linéaire continue f° : K°-L°, 
telle que ensemblistement f(K ^) c L 1 , et que f est homotope à zéro 

(i.e., nul dans C) si et seulement si, ensemblistement, f(K ) c L .
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(avec K' concentré en degrés O et -1}, et que fp est homotope à zéro 

(fe(k'9) e L? 
inductive, pour w : K' + K un quasi-isomorphisme de ce type, des 

Homey(K',l) = {£ : k'° + 10/£(R'71) © L_t}/(£1£(R"0) € 1°} 
et, dans cette limite inductive, les morphismes de transition sont 

) , £f l'est aussi. Le groupe Home (K,L) est la limite 

injectifs. 

1.3.23. Exercices . (i)Pour K un complexe d'objets de À, H°K dans C 

est le complexe Coim(ä”?) + Ker(d°) . 

(ii) Un foncteur F de À dans une catégorie abélienne N qui trans- 

forme suites dans E en suites exactes à droite FA + FB + FC + O se 

prolonge uniquement (à isomorphisme unique près) en F' : € + N, exact 

à droite. Si F est pleinement fidèle, et transforme suites dans € en 

suites exactes courtes et monomorphismes en monomorphismes, F' est 

exact et pleinement fidèle. En particulier, le foncteur composé 

€ + DA + D((A,E)") À (A,E)- est pleinement fidèle. IL identifie C à 

la catégorie des quotients dans (A,E) d'unobjet de À par unsous-objet dans À. 

(iii) Le foncteur D'A-DC {l'exposant a indique qu'on se limite aux 

complexes bornés suvérieurement) est une équivalence [utiliser que 

tout objet de € est quotient d'un objet de A]. 

(iv) Soit À une catégorie abélienne. Les hypothèses de 1.3.22sont vé- 

rifiées par FA (1.1.3 ex.2}. Soient C la catégorie abélienne corres- 

pondante de quotients formels d'objets filtrés et C' la catégorie des 

i-1 , .. avec Aî = 0 pour i >> O et al ©, AL 

l,r) + (VO,F)) 1—+ (coker 

+ F'V )) de € dans C' est une équivalence [appliquer {ii)] . 

suites ... + ai + À 

pour i << OQ . Montrer que le foncteur ((V_ 

œivl + pi 

1.3.24. Exemple . Les hypothèses de 1.3.22 sont vérifiées pour A 

la catégorie des espaces de Banach, si on prend pour suites exactes 

courtes celles qui le deviennent après oubli de la topologie,i.e., 

d'après le théorème du graphe fermé, les suites isomorphes aux 

0— A —B—C—0 , 

où À est un sous-espace fermé de B et où C = B/A. La catégorie € obte- 

nue est une catégorie de "“quotients formels" B/A ( pour À + B une ap- 

plication linéaire continue injective entre espaces de Banach}). Le 

théorème du graphe fermé assure que si les complexes RO + K9 et 

Lee + LO définissent des objets de C, un morphisme de complexes 

£ : K >» L s'identifie à une application linéaire continue €9 : K9-:L9, 

telle que ensemblistement £(R7l) = CS , et que Êf est homotope à zéro 

{i.e., nul dans C) si et seulement si, ensemblistement, £(R°) [= LA L 
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Des quotients formels similaires ont été considérés par L. Wal- 
broeck (Les quotients de b-espaces, preprint, Bruxelles, 1962).
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Des quotients formels similaires ont été considérés par L. Wal- 

broeck (Les quotients de b-espaces, preprint, Bruxelles, 1962). 
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1.4. Recollement.

1.4.1. Pour x un espace topologique (voire un topos), muni d'un fais­
ceau d’anneaux 0, nous noterons D(X,()) la catégorie dérivée de la ca- 
téaorie abélienne M(x,0) des faisceaux de 0-modules à gauche sur X. 
Comme d’habitude, D (X,0) est la sous-catégorie pleine image essen­
tielle de celle des complexes bornés inférieurement.

Soient U une partie ouverte de X, F le fermé complémentaire, j 
l'inclusion de U dans X, i celle de F dans X et notons encore 0 l'i­
mage inverse de 0 sur U ou sur F. Nous nous proposons de décrire une 
construction qui, à une t-structure sur D (U,0) et une sur D+(F,0) , 
en attache une sur D+(X,0).

Les catégories M(x,d) , M(U,0) et M(F,0) sont reliées par les 
foncteurs :

j, : M(U,0) —<-M(X,0) : prolongement par O (exact) ;

j : M(X, d) —*M(U,d) : restriction (exact), noté aussi j" ;
j, : M(U,d) —► M(X,d) : image directe (exact à gauche) ;

i : M(X,0) —►M(F,(I) : restriction (exact) ;

i„ : M(F,0) —*M(X,0) : image directe (exact), noté aussi i, ;
i

i’ : M(X.d) —»-M(F,0) : sections à support dans F (exact a gauche) .
Ils forment deux suites de 3 foncteurs adjoints (j ,j’ = j*,j ) et 

* I * ■ ♦
(i ,it = i ,i"). On a j i„ = 0 , d'oû par adjonction i j, = 0 et 
i‘j* = O . Pour tout faisceau F sur X, les flèches d'adjonction four­
nissent des suites exactes

O r j ; j*F r F i*i*F ■♦ 0

(1.4.1.1) et 
0 * i*i! F - F ->- j*j*F

(qu'on peut compléter par un O à droite pour F injectif).

Pour F sur F (resp. U) , elles fournissent des isomorphismes
(1.4.1.2) i*i*F -^ F ^- i!i*F ,
(1.4.1.3) j*j*F — F -^ j*j,F .

Pour toute paire de foncteurs adjoints (T ,T#) , le morphisme d'adjonc­
tion TT** Id. (resp. Id. * T*T ) est un isomorphisme si et seule­
ment si T (resp. T ) est pleinement fidèle. Les assertions (1.4.1.2) 

(1.4.1.3) équivalent donc à s i* , j* et j, sont pleinement fidèles.

1.4.2. 0. Quand un foncteur T entre catégories abéliennes est exact,
il passe trivialement aux catégories dérivées. Nous noterons souvent
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1.4. Recollement. 

1.4.1. Pour X un espace topologique (voire un topos), muni d'un fais- 

ceau d'anneaux Ü, nous noterons D(X,0) la catégorie dérivée de la ca- 

téaorie abélienne M(X,0) des faisceaux de ÜU-modules à gauche sur x. 

Comme d'habitude, D (x,0) est la sous-catégorie pleine image essen- 

tielle de celle des complexes bornés inférieurement. 

Soient U une partie ouverte de X, F le fermé complémentaire, j 

l'inclusion de U dans X, i celle de F dans X et notons encore 0 l'i- 

mage inverse de 0 sur U ou sur F. Nous nous proposons de décrire une 

construction qui, à une t-structure sur D' {U,0) et une sur D*(F,0) , 

en attache une sur D*(x,0). 

Les catégories M(X,0) , MU,0) et M(F,0) sont reliées par les 

foncteurs : 

3, : M(U,0) —MX,0) : prolongement par O (exact) ; 

* 

j +: M(X,0) — MU,0) : restriction (exact), noté aussi ;° ; 

jx : M(U,0) —MX,0) : image directe (exact à gauche) ; 

2° 3: M(X,0) —MF,0) : restriction (exact) :; 

1, : M(F,0) —MX,0) image directe (exact), noté aussi i, : 

! 

i' +: M(X.0) —MF,0) : sections à support dans F (exact à gauche). 
! * 

lis forment deux suites de 3 foncteurs adjoints (j,,j = j,j,) et 
+ ! * r *k 

Gi ,i, = 1,,i1 ). On a j i, = O , d'où par adjonction i j, = O et 
l a 

13, = O . Pour tout faisceau F sur X, les flèches d'adjonction four- 

nissent des suites exactes 

* + 

0+j3F+F+i,i F +0 

{1.4.1.1) et 
! OX 

O+i,iF + F + 3,jF 

{qu'on peut compléter par un © à droite pour F injectif). 

Pour F sur F (resp. U) , elles fournissent des isomorphismes 
* ! 

{1.4.1.2) L'iF — F — ifi,F, 
* .*. 

(1.4.1.3) Jde — FF — 5 j,F 

* . 

Pour toute paire de foncteurs adjoints (T ,T,) , le morphisme d'adjonc- 
* * 

tion TT, + Id. (resp. Id. + T,T )} est un isomorphisme si et seule- 
L1 

ment si T, (resp. T } est pleinement fidèle. Les assertions {(1.4.1.2) 

(1.4.1.3) équivalent donc à : i x r 4 €t j, sont pleinement fidèles. 

1.4.2.0. Quand un foncteur T entre catégories abéliennes est exact, 

il passe trivialement aux catégories dérivées. Nous noterons souvent 
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par le même symbole le foncteur, et son extension aux catégories dé­
rivées. Cette extension est à la fois le dérivé gauche LT et le déri­

vé droit RT de T.

1.4.2.1 . Les foncteurs 1.4.1 fournissent par dérivation (à droite) 
des foncteurs reliant D+ (X,0), D+ (U,C) et D+(F,0) , formant deux sui- 

* * i . *
tes de 3 foncteurs adjoints (j,,j ,Rj*) et (i ,i*,Ri"). On a j i* = O, 
d'où par adjonction i j, = O et Ri'Rj* = O . Pour tout K dans K (X,0), 
les suites (1.4.1.1) se dérivent en triangles distingués 
(j,3*K,K,i*i*K) et (i*Ri!K,K,Rj*j K) .

Pour K dans D+(F,0) (resp. D+(U,C>)), (1.4.1.2) (resp. 1.4.1.3)) four­

nit des isomorphismes
i i*K -^+ K —~-> Ri!i*K : i* est pleinement fidèle 

(resp j Rj*K ^ K -^ j j,K : j , et Rj* sont pleinement fidèles).

En effet, j* et it transforment injectifs en injectifs.

1.4.2.3 Les propriétés énumérées ci-dessus sont tout ce qui nous sera 
nécessaire pour recoller des t-structures. On les rencontre dans d'au­
tres contextes - par exemple pour des catégories dérivées 1-adiques, 
qui ne rentrent pas stricto sensu dans le cadre 1.4.1. Pour pouvoir 
couvrir ces cas, nous nous placerons dans un cadre plus général 1.4.3. 
Dans ce cadre, les catégories de faisceaux n'apparaissent plus (seules 
apparaissent les catégories triangulées) et nous en profitons pour 

alléger la notation en écrivant simplement j* et i" pour ce qui ci- 
dessus eût été Rj* et Ri" .

1.4.3. Soient donc trois catégories triangulées P, P et P et des 

foncteurs exacts

Il est parfois commode de poser i, := i* et j’ := j -On suppose vé­

rifiés (1.4.3.1) à (1.4.3.5) ci-dessous.

(1.4.3.1) i, admet des adjoints à gauche et à droite exacts. On les 
note i et i’ .

*
(1.4.3.2) j admet des adjoints à gauche et à droite exacts. On les 

* 
note j, et j .

(1.4.3.3) On a j it = 0 . Par adjonction, on a donc aussi i j, = O 
et i’j* = O et, pour A dans PF et B dans V^ , 

Hom(j,B,i*A) = O et Hom(i*A,j*B) = O .
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par le même symbole le foncteur, et son extension aux catégories dé- 

rivées. Cette extension est à la fois le dérivé gauche LT et le déri- 

vé droit RT de T. 

1.4.2.1. Les foncteurs 1.4.1 fournissent par dérivation (à droite) 

des foncteurs reliant D'(X,0), D'(U,0) et DF(F,0) , formant deux sui- 

tes de 3 foncteurs edjehnes Gui Ris) et G",issRit). On a j'is = O, 

d'où par adjonction FA i; = O et Ri° Ir, = O . Pour tout K dans K*(X,0), 

les suites (1.4.1.1) se dérivent en triangles distingués 

GT KK LE UK) et (iyRiK,K,Ri,3 K) « 

Pour K dans D'(F,0) (resp. D'(U,0)), (1.4.1.2) (resp. 1.4.1.3)) four- 
nit des MRC PRESS 

i” ci ak = K —+ Ri' i,K : i, est pleinement fidèle 

{resp j *Ri,K = K ——+ "ar 8 ap et Rj, sont pleinement fidèles). 

En effet, 3j, et i, transforment injectifs en injectifs. 

1.4.2.3 Les propriétés énumérées ci-dessus sont tout ce qui nous sera 

nécessaire pour recoller des t-structures. On les rencontre dans d'au- 

tres contextes - par exemple pour des catégories dérivées l-adiques, 

qui ne rentrent pas stricto sensu dans le cadre 1.4.1. Pour pouvoir 

couvrir ces cas, nous nous placerons dans un cadre plus général 1.4.3. 

Dans ce cadre, les catégories de faisceaux n'apparaissent plus (seules 

apparaissent les catégories triangulées) et nous en profitons pour 

alléger la notation en écrivant simplement j, et il pour ce qui ci- 

dessus eût été Rj, et Ri' . 

1.4.3. Soient donc trois catégories triangulées P, y et De et des 

foncteurs exacts 

De ts D ts D, . 
* 

Il est parfois commode de poser i, := i, et ;° := j . On suppose vé- 

rifiés (1.4.3.1) à (1.4.3.5) ci-dessous. 

(1.4.3.1) i, admet des adjoints à gauche et à droite exacts. On les 
* u 

note i et i . 

k 

(1.4.3.2) j admet des adjoints à gauche et à droite exacts. On les 
*k 

note j, et j à 

+ : s + tale 

(1.4.3.3) On a j i, = O . Par adjonction, on a donc aussi i j, = © 
! . 

et i j, = O et, pour À dans Dr et B dans Dy 0 

Hon(j,B,i,A) = O et Hom(i,A,j,B) = O .
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4e *
(1.4.3.4). Quel que soit K dans D, il existe d : i*i K+j,j K[l] 

(resp. d : j*j K ■* i„i‘K[ll) , unique d'après (1.4.3.3) et 1.1.10, 
tel que le triangle

* * d
j, j K * K - i,i K

(resp. i„i’K ^ K + j*j*K —* )

soit distingué.

(1.4.3.5) 1*, j, et j* sont pleinement fidèles : les morphismes d'ad­

jonction i i* ^ Id -> i'i* et j j* ->■ Id ->■ j j , sont des isomorphismes.

Ce formalisme est autodual, la dualité échangeant j, et j*, ainsi 
que i et i’.

1.4.4. Soit T une catégorie triangulée, munie de deux sous-catégories 
strictement pleines stables par les translations X i---- ► X[n] (n € s) , 

U et U. On suppose que pour U dans (J et V dans 1/ on a Hom(U,V) = O , 
et que tout X dans T figure dans un triangle distingué (U,X,V) avec U 
dans (J et V dans V ; (U, U) est alors une t-structure sur 1. D'après 
1.3.4, U est l'orthogonal à droite de U et (J l'orthogonal â gauche de 
1/ . En particulier, U et 1/ sont des sous-catégories épaisses ([1O]6.2 

p.24) . Les hypothèses (i) (ii) de [1O] 6.4. p.25 sont vérifiées et 
d'après [10]p.23-26, la projection de T sur T/U a un adjoint à droite 
pleinement fidèle, d'image 1, et celle de T sur T/V a un adjoint à 
gauche pleinement fidèle, d'image U . En d'autres termes, l'inclusion 

u(resp. v)de U (resp. U) dans T a un adjoint à droite (resp. à gauche 
u. (resp. v") et les suites O  * (J u > T —^—<• U  ► O et

0  * 1/ -^+ T —^-» (J  <• O sont "exactes" en ce que v’ (resp. u ) 

identifie 1/ (resp. U) au quotient de T par la sous-catégorie épaisse 

U (resp. V) .

Faisons T = P , et prenons pour (U,U) les paires de sous-catégo­

ries (i^P^j^Py ) et (j,!^,!*^) . On obtient la 

Proposition 1.4.5. Les suites

O — Pp -i- P —H- Py — O

o — PF ~^P —^ »u — O

0 *— PF » * ^ % *~ O

sont "exactes" au sens ci-dessus.

1.4.6. a) Le foncteur i, étant pleinement fidèle, le composé des mor­
phismes d'adjonction iti- ■+ Id -+ i+i est le i* d'un unique morphisme 

de foncteurs
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(1.4.3.4). Quel que soit K dans D, il existe à : LLLK + j,5"K{1] 
* ! . 

{resp. d : j4) K + i,i K{1]) , unique d'après (1.4.3.3) et 1.1.10, 

tel que le triangle 

cr S Te d 
JdK+TK + ii K —— 

! 

(resp. ii kR + K + 3,3*K 4, } 

soit distingué. 

(1.4.3.5) i,, j, et i* sont pit nenent ET : les morphismes d'ad- 

jonction i i, + Id + i‘ i, et 3j j, > Id + 21 sont des isomorphismes. 

ge peste ane est autodual, la dualité échangeant 3j, et j,, ainsi 

que i” et i‘ - 

1.4.4. Soit T une catégorie triangulée, munie de deux sous-catégories 

strictement pleines stables par les translations X+—+ X{n] in €EZ), 

U et V. On suppose que pour U dans U et V dans V on a Hom{U,V) = 0, 

et que tout X dans 1 figure dans un triangle distingué (U,X,V) avec U 

dans U et V dans V ; (U,V) est alors une t-structure sur 1. D'après 

1.3.4, V est l'orthogonal à droite de U et U l'orthogonal à gauche de 

V . En particulier, U et V sont des sous-catégories épaisses ([10]6.2 

p-24). Les hypothèses (i) (ii) de [10] 6.4. p.25 sont vérifiées et 

d'après [10]p.23-26, la projection de T sur T/U a un adjoint à droite 

pleinement fidèle, d'image L, et celle de T sur T/V a un adjoint à 

gauche pleinement fidèle, d'image ÙU . En d'autres termes, l'inclusion 

u{resp. vide u (resp. V) dans T a un adjoint à droite (resp. à gauche 
u v* 

pi u. (resp. v'}) et les suites O — » TT —— V +» O et 

Oo —+ y Ÿ, 7 2, ü + o sont "exactes" en ce que v' (resp. u ) 

identifie V (resp. U}) au quotient de T par la sous-catégorie épaisse 

U (resp. V}. 

Faisons T = D , et prenons pour {U,V) les paires de sous-catégo- 

ries GaDpr340y ) et G DyrixDp) . On obtient la 

Proposition 1.4.5. Les suites 
La 

O +— Dp <i 9 pire Dy +<— 0 

0 — D, esp —i. », — 0 
PA A 

O +<— Dp +12 p +-d+ dy +—— 0 

sont "exactes" au sens ci-dessus. 

1.4.6. a) Le foncteur i, étant pleinement fidèle, le composé des mor- 

phismes d'adjonction i,it + 14 + ii est le i, d'un unique morphisme 

de foncteurs 
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(1.4.6.1) i!-------> i* .

Quand on l'applique à i#X , et qu'on identifie i'i^X et i*i#X à X , 

on obtient l'automorphisme identique de X.

b) Le foncteur j* étant un foncteur de passage au quotient (il iden­

tifie P à une catégorie déduite de P par calcul de fractions), le
u * *

composé des morphismes d'adjonction j,j ->- Id ^ j + j provient d'un 
unique morphisme de foncteurs

(1.4.6.2) j, -----► j,
* . * *

Si on identifie j J , et j j* en foncteur identique, le j de 
(1.4.6.2) est l'automorphisme identique du foncteur identique.

c) Pour X dans Py, le cône sur j (X * j*X est donc annulé par j : il 
est dans i*PF • D'après (1.4.3.3) et 1.1.10 , le triangle distingué 
de base j,X -> j*X est unique à isomorphisme unique près - d'où un 
foncteur j*/j, : Py * PF , donnant lieu à un triangle distingué fonc- 
toriel

(1.4.6.3) (j।,3*,i*(j*/j,)) •

La construction duale fournirait un foncteur T : Pr, - P„ , caracté- U F
risé par un triangle distingué fonctoriel (i*T,j,,j*). ün triangle de 
ce type est déduit de (1.4.6.3) par rotation, d'où un isomorphisme 
T = (j*/jl)[_ll , tel que le morphisme i + T •* j, soit le [-1] du mor­
phisme de degré 1 de (1.4.6.3) : les foncteurs (j*/j,) et (j*/j , ) [-1 ] 
se déduisent l'un de l'autre par dualité.

Appliquant à (1.4.6.3) les foncteurs i et i' , et utilisant que 

i j, = i’j+ = O , on obtient des isomorphismes 

(1.4.6.4) i*j# -^ j,/j, -— i!j,[l] .

1.4.7. Soit X dans 
j,j*X - x ^ j*j*X

P, et appliquons TR 4 aux morphismes d'adjonction 
Montrons que l'octaèdre obtenu

est unique à isomorphisme unique près, et fonctoriel en X.

(a) D ’ après (1.4.3.3 ), (1.4.3.4) et 1.1.10 , il existe un unique iso- 
morpnxsme A = i*i X, qui identifie X + A à la flèche d’adjonction. Il
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(1.4.6,1) 1°; j* 
! * 

Quand on l'applique à i,X , et qu'on identifie i'i,X et i i,X à X , 

on obtient l'automorphisme identique de x. 

b}) Le foncteur 3" étant un foncteur de passage au quotient (il iden- 

tifie D, à une catégorie déduite de D ES calcul CCS CCE ETC le 

composé des morphismes d'adjonction j,j + Id + j,j provient d'un 

unique morphisme de foncteurs | 

{1.4.6.2) j4 + ik 

x. *, . + 
Si on identifie j j, et j j, en foncteur identique, le j de 

(1.4.6.2) est l'automorphisme identique du foncteur identique. 

* 

c) Pour X dans Dyr le cône sur j,X + j,X est donc annulé par j : il 

est dans 14Dp . D'après (1.4.3.3) et 1.1.10 , le triangle distingué 

de base j,X + j,X est unique à isomorphisme unique près - d'où un 

foncteur j,/j, : D donnant lieu à un triangle distingué fonc- U > Dp r 

toriel 

{1.4.6.3) G'irduris 4/3, 

La construction duale fournirait un foncteur T : Dy + DP , caracté- 

xisé par un triangle distingué fonctoriel (i,T,j,,j,). Un triangle de 

ce type est déduit de (1.4.6.3) par rotation, d'où un isomorphisme 

T = (j,/3,)1-11 , tel que le morphisme i,T + j, soit le [-1] du mor- 

phisme de degré 1 de (1.4.6.3) : les foncteurs (j4/3,) et (5,/3,)1-1] 

se déduisent l'un de l'autre par dualité. : ; 

Le ! 

Appliquant à (1.4.6.3) les foncteurs i et i , et utilisant que 
' 

185 = i j, = O , on obtient des isomorphismes 

(1.4.6.4) 1 3, —— 34/3; —— i j,01] . 

1.4.7. Soit X dans D, et appliquons TR 4 aux morphismes d'adjonction 
* * 

3,3 X + X + j,j X . Montrons que l'octaëèdre obtenu 

r 

FT 
À 

T N PE 
. «x 2B — 

C — 
K7 

est unique à isomorphisme unique près, et fonctoriel en X. 

j,3 X 

(a) D'après (1.4.3.3), (1.4.3.4) ét 1.1.10 , il existe un unique iso- 

morphisme À = i,27%, qui identifie X + À à la flèche d'adjonction. Il 
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identifie (j,j*X,X,A) au triangle distingué (j,j*X,X,i*i*X) de 
(1.4.3.41

* *
(b) Le même argument, appliqué à j*j X , qui a le même j que X, iden­
tifie B à i*i j„j X = it(j*/j|)j X (1.4.6.4) , j*j*X * B étant la 

flèche d'adjonction de (i ,it). D'après 1.1.9 , un unique morphisme 

A * B rend commutatif le losange supérieur de l'octaèdre. Le morphis­
me A ->- B, i.e. iti X + i*i j*j X , est donc celui déduit de 

*
X * j*j X par fonctorialité.

(c) Dualement, il existe un unique isomorphisme de C avec iti’X(l], 
identifiant la flèche de degré 1 de (X,j*j X,C) au morphisme d'adjonc­
tion i+i‘X ^ X : le triangle (X,j*j X,C) se déduit du triangle (1.4. 
3.4) (i*i!X,X,j*j X) par rotation (TR 2) , en changeant le signe de 

j^j X —L i*i’x . Le morphisme B -»• C est l'unique qui rende commuta­
tif le carré (B,C,j,j X,X). Via l'isomorphisme (1.4.6.4) de j*/j, 
avec i!j,[l], c'est le morphisme i*(j*/j,)j X = i#i'j,3 X[l]+ i^i’Xll] 

déduit de j j X * X par fonctorialité.

(d) Ceci détermine tous les sommets, et toutes les flèches de l'octa­
èdre (C-^ A est le composé C -^ X+ A), et prouve sa fonctorialité. Si 

on remplace A,B,C par leurs valeurs, il s'écrit

Le foncteur i + étant pleinement fidèle, le triangle distingué 
(i*i X, i* ( j */j , ) j Xji^i’Xd]) est le i* d'un triangle, automatique­
ment distingué (1.3.19),(i X,(j*/'j,)j X,i’X[l]). Le i* de la flèche d 
de degré 1 de ce triangle est le composé i^i'Xtl]-^- X •* i*i X , de 

sorte que d est (1.4.6.1) pour X[l] (= le transformé par [1] de 
(1.4.6.1) pour X). Faisant tourner le triangle (TR 2), avec change­
ment de signe de la nouvelle flèche de degré 1 et effaçant i* (1.3.19) 

on obtient un triangle distingué fonctoriel 
(1.4.7.2) (i!,i*, (j*/j,)j*)

de base (1.4.6.1). Dans le cadre 1.4.1, 1.4.2 ce triangle provient 

de ce que pour tout faisceau flasque F, la suite
O - i!F * i*F * i*j*j*F * O 

est exacte.
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identifie (j, 13*X; X,A) au triangle distingué (5, ,3*X? X,i #x1*X) de 

a.4.3.4) 

(b) Le même argument, appliqué à + “x , qui a le même j” que X, iden- 

tifie B à i, sv 343 “x = i1,(3%/3,)3 ‘x (1.4.6.4) , 5,5"x + B étant la 

flèche d'adjonction de AL. D'après 1.1.9 , un unique morphisme 

À + B rend commutatif le losange supérieur de l'octaëdre, Le morphis- 

me À + B, i.e. Li x + LAIT TX , est donc celui déduit de 

X + 3,5"X par fonctorialité. 

(c) Dualement, il existe un unique isomorphisme de C avec i,i'xlil, 

identifiant la flèche de degré 1 de (X,j43"X,C) au morphisme d'adjonc- 

tion i, Lx + X : de triangle (X X,5,3 X, C) se déduit du triangle (1.4. 

3.4) (i,i ‘x, X, rd« ji ‘ par rotation (TR 2) , en changeant le signe de 

ji» FT D, ii lx . Le RES B + C est l'unique qui rende commuta- 

tif le PRESSE (B,C,j, 13 °x ,X). Via 1° SsonQrPRËTEE (1.4. 2 op si de j «li; 

avec i ‘si, [1], c'est le morphisme ji x (73, }5 ‘x = ii 5,5 *x(11+ i,i ‘xf1] 

déduit HE 3,5% + X par fonctorialité. 

(d) Ceci détermine tous les sommets, et toutes les flèches de l'octa- 

) ëèdre cc À est le composé C X+ A), et prouve sa fonctorialité. Si 

on remplace À,B,C par leurs valeurs, il s'écrit 

Dal 

* 

ii X 

a — 7? 
(1.4.7.1) ere x (34/3153 É 

3,3 X ii “x{1] 

Le FEES 1, CARE PO eE fidèle, le triangle distingué 

GG, i "x, i, CG 13, 113 *x, ik i “x est le Lu de un triangle, automatique- 

ment distingué (1.3. 19),(à” X, Gx/3, )j "x, i ‘x[11). Le i, de la flèche à 

de degré 1 de ce triangle est le composé i,i txpi7-2, X + i,i "x , de 

sorte que d est (1.4.6.1) pour X[1] {= le Éranstorné par [1] de 

(1.4.6.1) pour X). Faisant tourner le triangle (TR 2), avec change- 

ment de signe de La nouvelle flèche de degré 1 et effaçant i, (1.3.19), 

on obtient un triangle distingué fonctoriel 

(1.4.7.2) ali, 54/5093) 
de base (1.4.6.1). Dans le cadre 1.4.1, 1.4.2 ce triangle provient 

de ce que pour tout faisceau flasque F, la suite 

O + 1 + if + L'ijF + 0 
est -xacte. 
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Remarque 1.4.8. D’après [1O] §2, spécialement p.23-27, les axiomes 
(1.4.3.1) à (1.4.3.5) équivalent à ; "i*  identifie P à une sous-ca­

tégorie épaisse de P, j identifie Pg à P/Pp , et j admet des 
adjoints à gauche et à droite”

* * r y
Appliquons les foncteurs j ,i , i’ à des triangles distingués de cet
octaèdre, selon le schéma suivant, en tenant compte de (1.4.3.3) à
(1.4.3.5) :

j*(i*r>oi*Y,B,j*T>oj*X) = (O,j*B,T>oj*X) d'où j*B -— T>Qj*X ,

j (A,X,B) = (j A,j X,T>oj X) d'où j A ^ t<Qj X ,

i*(A,Y,i*T>Qi*Y) = (i*A,i*Y,T>Qi*Y) d'où i*A = T< ,

1.4.9. Supposons vérifiées les hypothèses de 1.4.3. et soient

(pl°,P?,°) une t-structure sur P„, et (P^°,P^°) une t-structure sur P„.
U U Urb r

Définissons

P-° := {K £ P | j*K  £ 1)^° et i*K  £ P^°)

P-° .-= (K e P I j*K  £ P^° et i!K e P^°).

Théorème 1.4.10. Avec les hypothèses et notations précédentes, 
(P—° ,P—°) est une t-structure sur P.

On dira qu'elle est déduite de celles de Pg et Pp par recollement. 

Vérifions les axiomes 1.3.1 (i) (ii) (iii).

Axiome (i). Soient X dans P—0 et Y dans P—1 . Le premier triangle 

(1.4.3.4) pour X fournit une suite exacte
Hom(i*i*X,Y)  + Hom(X,Y) ->- Hom( j , j*X,Y)  .

On a Hom(i*i  X,Y) = Hom(i X,i!y) = O , par 1.3.1 (i) pour P„ , et 

Hom(j,j X,Y) = Hom(j X,j Y) =0 , par 1.3.1 (i) pour P. L'assertion 

en résulte.

Axiome (ii). Résulte trivialement de 1.3.1 (ii) pour P„ et P„ .

Axiome (iii). Soit X dans P. Choisissons Y, puis A, donnant lieu à 
des triangles distingués (Y,X,jtT>Qj X) et (A,Y,i*T >Qi*Y)  , et appli­

quons TR 4 :

48

AA. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE 

Remarque 1.4.8. D'après [10] 62, spécialement p.23-27, les axiomes 

(1.4.3.1) à (1.4,.3.5) équivalent à : "is identifie Dp à une sous-ca- 
* 

tégorie épaisse de D, j identifie Dy à D/0> , et 3È ec des 

adjoints à gauche et à droite” 

1.4.9. Supposons vérifiées les hypothèses de 1.4.3. et soient 

<O ,>0 . <QO ,>0 : 
(D D ) une t-structure sur Die et D» DR ) une t-structure sur Due 

Définissons 

* * 

DO .= (Re D | jKe DS et ik € DS; 
> * 1 

D :=(KReED | jKeE D et ire 027}. 

Théorème 1.4,10. Avec les hypothèses et notations précédentes, 

(DSP p=0 } est une t-structure sur D. 

On dira qu'elle est déduite de celles de D,, et D ar recollement. q U r P ieee enent 

Vérifions les axiomes 1.3.1 (i} (ii) (iii). 

Axiome (i)}. Soient X dans D<0 et Y dans D2l . Le premier triangle 

{1.4.3.4) pour X Rs une suite exacte 

FN À *x 1 Y) + RUE Y) + Bom(j,3 *x, Y) 0 

On a Hom(i,1° X,Y) = EonÇE *x, i ‘y = O , par 1.3.1 (i) pour D , et 

Bom{j,i X,Y) = Hom(j “x, *y) = O , par 1.3.1 (i}) pour Dr . L'assertion 

en résulte. 

Axiome {ii}. Résulte trivialement de 1.3.1 (ii) pour D,, et De ; 

Akiome (iii). Soit X dans D. Choisissons Y, puis À, donnant lieu à 
* x 

des triangles distingués CE Xe 347 où X) et (A,Y,i,Tt..i Y) , et appli- 
>0 

quons TR 4 : 

CT >Q0 5 > 

L—, LB, 

a LE >, 
jet 0) ‘x 

N 
*X * ! è 

Appliquons les foncteurs j ,i ,i' à des triangles distingués de cet 

octaëdre, selon le schéma suivant, en tenant compte de (1.4.3.3) à 

(1.4,3.5) : 
.* , , + , .* .* .* .* .* 

j Gt oi YBrixt oi X) = (0, B,T oi X) d'où j BB — Toi X , 

.* .* «+ Me _. + 1% 

j CA,X,B) = (j A,3 X,t,6i X) d'où j A = toi X , 
+ 

i (AY it où Y}) = {i À,i Yet oi *) d'où i A = Toi Y L 
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i! (±tT>oi*Ÿ,B,j*T>Qj*X) = (T>Qi*Y,i!B,0) d'où T>Qi*Y —^ i!B .

On a donc A dans P—0 et B dans P—1 , et (A,X,B) vérifie (1.3.1)(iii).

Remarque 1.4.11. Pour que la t-structure obtenue sur P soit non dégé­
nérée, il faut et il suffit que celles données sur P et P le 
soient.

Nous n'aurons pas à utiliser, dans la suite de ces notes, la ré­
ciproque suivantes 1.4.10.

Proposition 1.4.12. Sous les hypothèses et avec les notations de 
1.4.3., soit(P— ,P—°) une t-structure sur D. Les conditions suivantes 

sont équivalentes

W 3i3 est t-exact à droite ;

(i') 3*j* est t-exact à gauche ;

(ii) la t-structure de P s'obtient par recollement.

L'équivalence (i) » (i') résulte de 1.3.17(iii ) , et (i) (i') équivalent 
* <o * >oà l'axiome 1.3.1(i) pour (j P— , j P— ). Les triangles distingués 

* * । ♦
(j,j ,Id,i*i ) et (i*i’,Id,j*j ) montrent respectivement que (i) et 
(i') impliquent que i*i est t-exact à droite et i*i’ t-exact à gau­
che - conditions d'ailleurs équivalentes par 1.3.17 (iii), et signi- 

* <O 1 >ofiant que (i P- ,i’P— ) vérifie l'axiome 1.3.1 (i) .

Il est clair que (ii) ■» (i),(i') et que les t-structures sur Py 
et Py dont celle de P est le recollement sont (j*P—°,j*P—^), sur Py , 
et celle induite par celle de P, sur P„ : (p„ n P—°,P„ n P~°) =

* 1 FF F
= (i P— ,i'P— ) . Réciproquement, si (i)(i1) sont vérifiées, on véri­
fie successivement que

(a) (j P—^,3 P—°) est une t-structure sur P : 1.3.1 (i) a déjà été 
u . *

vérifié, 1.3.1 (ii) est clair, et 1.3.1 (iii) résulte de ce que j est 
essentiellement surjectif.

(b) (i*pi°,i’P—°) est une t-structure sur P : 1.3.1(i) a déjà été vé- 
F

rifié. Seul 1.3.1 (iii) est non trivial : pour X dans PF , la t-exac- 
titude de j montre que j t<q1#X = t ^j i*X = O , et que de même 

j T>giJX = O . Les tronqués t _oi*X et t yi^X sont donc dans i*Py : 

ils fournissent un triangle (i T<Qi+X,X,i T>oi*X) qui vérifié 1.3.1. 

(iii). -

(c) Le foncteur identique de P, muni de sa t-structure, dans P, muni
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qi AE = . * ! 
i Y,i'B,0) d'où ti Y —+ i B 

} s ,* . ,* 

i CT oi LeBrixt oi X) = (x >0 >0 

On a donc À dans p<0 et B dans DES , et (A,X,B) vérifie (1.3.1){iii). 

Remarque L1.4.11. Pour que la t-structure obtenue sur D soit non dégé- 

nérée, il faut et il suffit que celles données sur dy et De le 

soient. 

Nous n'aurons pas à utiliser, dans la suite de ces notes, la ré- 

ciproque suivante à 1.4.10. 

Proposition 1.4.12. Sous les hypothèses et avec les notations de 
: [e] re S 

1.4.3., soit (00,02 } une t-structure sur D. Les conditions suivantes 

sont équivalentes 

* 

(i) j,j est t-exact à droite ; 

* 

(i') j,) est t-exact à gauche ; 

(ii) la t-structure de D s'obtient par recollement. 

L'équivalence (i) = (i') résulte de 1.3.17iii),et (i) (i') équivalent 

à l'axiome 1.3.1(i) posr Go, j"029). Les triangles distingués 

(3 ,1d,4,5 1) et Gi sTéiiei } montrent CE) SO E UCENS que (i) et 

') impliquent que ii est t-exact à droite et i,i t-exact à gau- 

che - conditions d'ailleurs équivalentes par 1.3.17 (iii), et signi- 
* ! 

fiant que (i 0<0,i 929) vérifie l'axiome 1.3.1 (i). 

Il est clair que (ii) = (i),(i') et que les es sur dy 

et Dr dont celle de D est le recollement sont {(j ne j pe pe sur D, , 

et Éel1é induite par celle de D, sur De : Dr n D< 0. n D=° ) = 

= "0° :'p29) . Réciproquement, si (i)(i') sont vérifiées, on véri- 

fie successivement que 

IR _<O #0 : RE = 
(a) (3 D-°,] D—") est une t-structure sur D, : 1.3.1 (i) a déjà été 

% 

vérifié, 1.3.1 (ii) est clair, et 1.3.1 (iii) résulte de ce que j est 

essentiellement surjectif. 

* ! , u nu 
@}) «(i SOMEGES) est une t-structure sur D, : 1.3.1(i) a déjà été vé- 

rifié. Seul 1.3.1 (iii) est non LVL ë PE X dans D, , la t-exac- 
* * 

titude de j montre que j Teoi#X = roi i,X = O , et que de même 

. * L _ : 0 

J T,0T#X = O . Les tronqués ere SA poËa* sont donc dans i PAS : 

ils fournissent un triangle a" TooixÂrXr ir <o X) qui vérifie 1.3.1. >0i* 
iii). 

(c) Le foncteur identique de D, muni de sa t-structure, dans D, muni 
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de la t-structure recollée de (j D—°,j P—°) et (i P—°,i‘P—°) est 

t-exact. D'après 1.3.19 , la t-structure est donc obtenue par recolle­

ment .

1.4.13. Supposons seulement disposer d'une t-structure sur Pf , et
appliquons 1.4.10 à la t-structure dégénérée (P^O) sur P^ et à la

t-structure donnée 
ture obtenue sur P

sur PF . Les foncteurs t relatifs à la t-struc-
se noteront t

F, . Le foncteur t

droite à l'inclusion de la sous-catégorie pleine
■ est adjoint à 
1P

de P formée des X
tels que i X soit dans P . La preuve 1.4.10

F ♦
fournit un triangle distingue (T^pX'X,!*^ i X)

de l'axiome 1.3.1 (iii) 
(avec les notations de

1.4.10, on a X = Y). Les H^ successifs, pour cette t-structure, sont 
P *donc les itH i X .

FDualement, on définit t en termes de la t-structure dégénérée
'-1 (O,Py) sur Py ; c'est l'adjoint à gauche de l'inclusion de (i ) (Pp )

। F i X,X,T X) 
<P IP

dans P, on dispose d'un triangle distingué (i.T 
rP sont les i*HPi'X .

et les

De même, si on suppose seulement disposer d'une t-structure sur
P„ , et qu'on munit P de la t-structure (P ,0)(resp.(0,P )), on U r r r
nit sur P une t-structure pour laquelle les foncteurs t^ (resp.

défi-

notés tD (resp.
LP

U *(TipX,X,j*t>pJ X) 
p * sont les j^Hc] X

T>p), donnent lieu à des triangles distingués 
~ * U D(resp.(jjt<pj x,X,T>pX)) et pour laquelle les Hn

(resp. j,H^j X) .

La preuve 1.4.10 de l'axiome (iii) FU montre que t<Q = t<qt<0 .

Translatant

(1.4.13.1)

et dualisant, on
F U

obtient

Dans la

IP
et t

iP
F U
IP T1P

situation
D (F,O) , le foncteur

1.4.1
F 

t se
et pour la t-structure naturelle de

déduit du foncteur de la catégorie des
complexes de faisceaux dans elle-même qui à un complexe K associe le 
sous-complexe qui coïncide avec K sur U, et avec le sous-complexe 
t <pK(1.3.2 ) sur F.

Appelons prolongement 
d'un isomorphisme j X as Y 

tion des morphismes j,Y ^ 
en tant que prolongement,

d'

X
à

un objet Y de P^ un objet X de P, muni
Un tel isomorphisme fournit par adjonc- ■
- j*Y . Si un prolongement X est isomorphe

F FT>pj;Y (resp. f{pj*Y), l'isomorphisme est

unique, et on dira simplement que X = T^pjjY (resp. T<pj»Y).
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Es .# Re EE 
de la t-structure recollée de (j D, ; D) et (i p<0 à p29) est 

t-exact, D'après 1.3.19 , la t-structure est donc obtenue par recolle- 

ment. 

1.4.13. Supposons seulement disposer d'une t-structure sur Dr , et 

appliquons 1.4.10 à la t-structure dégénérée (D;5r0) sur Dy , et à la 

t-structure donnée sur De . Les foncteurs 1, relatifs à la t-struc- 

ture obtenue sur Ÿ se noteront rE . Le foncteur F est adjoint à 

droite à l'inclusion de la sous-catégorie pleine de D formée des X 

tels que 1x soit dans La . La preuve 1.4.10 de l'axiome 1.3.1 (iii) 
* 

fournit un triangle distingue tr? XrXri4t Di X} (avec les notations de 
P 

1.4.10, on a X = Y). Les EP successifs, pour cette t-structure, sont 

CL 
donc les i,H°i X . 

Dualement, on définit ne en termes de la t-structure dégénérée 
1— > 

(0,0,) sur Dy ; c'est l'adjoint à gauche de l'inclusion de °T" (027) 

dans D, on dispose d'un triangle distingué (i,r 
1 

D TTNEI et les 
! 

EP sont les i,HPi°x . 
<p 

De même, si on suppose seulement disposer d'une t-structure sur 

D , et qu'on munit Da de la t-structure (D,,0) (resp.(0,20-)), on défi- 

nit sur D une t-structure pour laquelle les foncteurs Tep (resp. tpl' 

notés ve (resp. Ge SE donnent lieu à des triangles distingués 

U | ,* 4 . 
oeptrXrist, X) (resp. (3,7 

AL U 
<pi XX, 04) ) et pour laquelle les HPx 

: Pet . HP:* 
sont les j,H°j X (resp. j,H°i X) . 

er ... L -F _U 
La preuve 1.4.10 de l'axiome (iii) montre que T<o T<07<0 

Translatant et dualisant, on obtient 

(1.4.13.1) T<p = Frs et T>p = %p a 

Dans la situation 1.4.1 et pour la t-structure naturelle de 

D'(F,0) , le foncteur La se déduit du foncteur de la catégorie des 

complexes de faisceaux dans elle-même qui à un complexe K associe le 

sSous-complexe qui coïncide avec K sur U, et avec le sous-complexe 

TepK(1-3.2 ) sur F. 

Appelons prolongement d'un objet Y de dy un objet X de D, muni 
* 

d'un isomorphisme j X æ Y . Un tel isomorphisme fournit par adjonc- 

tion des morphismes j,Y + X + j,Y . Si un prolongement X est isomorphe 

en tant que prolongement, à TR (resp. md l'isomorphisme est 

. . , = LPS x" 2 
unique, et on dira simplement que X = T>pliŸ (resp. TepixY)- 
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proposition 1.4.14. Soient Y dans P^ et p un entier. Il existe, â 

isomorphisme unique près, un et un seul prolongement X de Y tel que 
i*X soit dans P^p 1 et i!X dans P^p+1 . C'est tF ,j^Y , et tF i Y= 

_------------ t — -------- r ---------- * — <p-lJ*
= Sp+l^ '

Soit X un prolongement de Y. Le triangle distingué
(i X,(j*/j,)Y,i’X[1]) dont (1.4.7.2) est déduit par rotation montre 
que les conditions suivantes sont équivalentes : (a) i X est dans

’X dans P^+1 , (b) i‘X[l] est le t 
F

(b')i X est le t _j de (j*/j;)Y . Le triangle distingué 
(X,j*Y,i*i!X[1])—de (1.4.7.1) montre que (b)
P j Y
<p-l * . Dualement, (b1) équivaut à ce que

équivaut 3 ce que X soit

X soit J •
Remarque 1.4.14.1. Soit Pm la sous-catégorie pleine de P formée de
des objets X vérifiant les conditions i X dans P^ 1 et i‘X dans

P.
P,

F de 1.4.14. Le foncteur j

m U . Il admet en effet t

parfois Pi

F
IP

ce quasi-inverse.

induit une équivalence de catégories 

i3* pour quasi-inverse. Nous noterons

1.4.15. Soient C, C et C les coeurs des t-catégories P, P et P ; U r U h
p„ et P_ sont munies des t-structures données, et p de la t-structure
1.4.1O. Notons e l'inclusion de C, ou C_ dans P, P„ ou P_, et pour 

* * u i F
T l'un des foncteurs ,3*,i ,i*,i',notons le foncteur H oToe .

• * *
Par définition de la t-structure de P, j est t-exact, i est t-exact 
à droite, et i" est t-exact à gauche. Appliquant 1.3.17 (iii), on 

obtient
* *

Proposition 1.4.16-(i) Les foncteurs j, et i (resp. j et i* , resp. 
j* et i') sont t-exacts à droite (resp■ t-exacts, resp■ t-exacts à 

gauche).
(ii) (pj,,Pj ,Pj*) et (pi ,pi*,pi") forment deux suites de 3 fonc­

teurs adjoints.

Proposition 1.4.17. (i) Les composés Pj oPi*, Pi oPj,, Pi oPj* sont 

nuis ; pour A dans CF et B dans C^,

Hom(pj,B,pi*A) = Hom(pi*A,Pj*B) = 0 .

(ii) Quel que soit A dans C, les suites

Pj,Pj*A * A * pi*Pi*A * O 

et
S + Pi*Pi!A - A Pj*Pj*A 

sont exactes.
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proposition 1.4.14. Soient Y dans 2y et p un entier. Il existe, à 

isomorphisne umique ie, un et un seul prolongement x de Y tel tel_ que 

L *x soit dans DRE 1 et i 1x dans DES . C'est a 13,Y 
TS {Spa Er 

Top+131Ÿ 

et T<p-13#Ÿ = 

Soit X un péolongement de Y. Le triangle distingué 

{i “x, G%/3,)Y%, i *x[1]) dont (1.4.7.2) est déduit par rotation montre 

que les conditions suivantes sont équivalentes : (a) i “x est ans 

DSP et i°x dans D?P+? , () i‘x[1] est le T>p de (Gx/3,)Y = i” 3,Y 

* 

&'}i X RES le 7 <p-1 de GO4/3, )Y . Le triangle distingué 

(XrdeYrixi *x(11)7 de (1.4.7.1) montre que (b}) équivaut à ce que X soit 

Tep-13,Y, Dualement, (b') équivaut à ce que X soit aq . 

Remarque 1.4.14.1. Soit D, la sous- cEtPSQrLE pleine de D EE de 

des objets X vérifiant Les FOpARtiens i “x dans LA L et i ‘x dans 
>p+1l 
D 

. + Do . Il admet en effet ie pour quasi-inverse. Nous noterons 

parfois Pi, ce quasi-inverseT 

de 1.4.14. Le foncteur 7 induit une Er valetce de catégories 

1.4.15. Soient C, € et C. 
U dy 

D,, et Dr sont munies des t-structures données, et D de la t-structure 
U 

les coeurs des t-catégories D, D, et Da ñ 

1.4.10. Fons e l' LT de Ce C,, ou C,, dans D, Dr ou Ds et pour US 
T l'un des foncteurs “EE D art 1igri notons Py le LOT Lee H° oTo€ + 

Li EL] 

Par définition de la t-structure de D, j est t-exact, i est t-exact 
! 

à droite, et i est t-exact à gauche. Appliquant 1.3.17 (iii), on 

cbtient 

* * 

Proposition 1.4.16-(i) Les foncteurs j, et i (resp. j et i, , resp. 
EE — ! 
ji, et i ) sont t-exacts à droite (resp. t-exacts, resp. t-exacts à 

gauche). 

an (Pj,,P;",P5,) et (Pi°,Pi,,Pi') forment deux suites de 3 fonc- 
teurs adjoints. 

+ ! 

Proposition 1.4.17. (i) Les composés Ps oPiys Pi"oPi, 0 Pis, sont 

nuls ; pour À dans €, et B dans C, 

Hom(Pi B,Pi,A) = Hom(Pi,A,Pj,B) = O 

(ii) Quel que soit À dans C, les suites 

* * 

Pj Pja +a + Pi Pia-o 

! * 
o + Pi,Pi'a + À + Pj,Pi a 

Sont exactes nn ——— à — à) 
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(iii) pit, pj , et pj* sont pleinement fidèles : les morphismes d'ad­

jonction pi*pi* ->- Id ->- pi!pit et Pj*Pj* ->- Id ->- pj*pj, sont des iso­

morphismes .

Ces assertions résultent respectivement de (1.4.3.3 , 4 et 5) .
La vérification est laissée au lecteur (utiliser 1.3.17 (iv)) . 

Amplification 1.4.17.1. D'après (i) (Pj*Pi* = 0) et l'une quelconque 

des suites exactes (ii), pour que X dans C soit dans l'image essen­
tielle C de Pi*/ il faut et il suffit que pj X = O . Le foncteur pj 

étant exact , cette image essentielle est une sous-catégorie épaisse 
(i.e. stable par extensions et sous-quotients) de C. Si on identifie 
par le foncteur pleinement fidèle pi* C^, à la sous-catégorie ^ de C, 
les adjonctions (pi ,pi + ) et (pi+,pi’) ( ( 1.4.16) ( ii)) montrent que 

pour X dans C, ‘l X est le plus grand quotient de X qui soit dans C„, 
et pi‘X est le plus grand sous-objet de X qui soit dans C_. 

r
P *Proposition 1.4.18. Le foncteur rj identifie C^ au quotient de C par 

la sous-catégorie épaisse CF (ou, plus correctement, C^, ; cf . 1.4.17.1 ).

Soit Q : C ->- C/C„ le foncteur de passage au quotient. Le fonc- 
o F

teur exact ‘j admet une factorisation TOQ , et T est fidèle : si f 
dans C/CF vient de f dans C, et que f est tué par T , f est tué par 
P * j , i.e. Im(f,) est dans l'image de C„, et f, est tué par Q. Puis­
que Id -^-^ pj Pj , = ToQopjr , T est surjectif sur les classes d'iso­

morphie d'objets. Il reste à vérifier que T est pleinement fidèle, 
donc une équivalence de catégories.

Lemme 1.4.19. Pour tout A dans C, les suites

O + PijH’W ->- Pj,Pj*A ->- A ->- pi#Pi*A ->- O 

et
0 + pi+Pi!A + A - Pj*Pj*A + Pi^H1!^ * 0

sont exactes.

Résulte de (1.4.3.4) et 1.4.16 (i) .

Achevons la preuve de 1.4.18.D'après 1.4.19,le noyau et le conoyau de 

Pj ,Pj A -,- A sont dans l'image de plt . Tout objet de C/pi*CF a donc un 

représentant dans l'image de pj, . Pour pj,X et pj,Y dans cette image, 

T : Hom(Qpj,X,QPj,Y) ->- Hom (TQP j , X, TQP j , Y) = Hom(X,Y)

admet pour section Qpj, , donc est surjective. Ceci achève la preuve.
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(iii) Pi, p5% et P3, sont pleinement fidèles : les morphismes d'ad- 

! * * 

jonction Pi"Pi, + Id + Pi°Pi, et P; Ep + Id + P; Pie sont des iso- 

morphismes. 

Ces assertions résultent respectivement de (1.4.3.3 , 4 et 5) 

La vérification est laissée au lecteur (utiliser 1.3.17 (iv)). 

Amplification 1.4.17.1. D'après (à) (P"Pi, = O) et l'une quelconque 

des suites exactes (ii), pour que X dans C soit dans l'image essen- 

tielle Te de Fe il faut et il suffit que Pj"x = O . Le foncteur DE 

étant exact , cette image essentielle est une sous-catégorie épaisse 

(i.e. stable par extensions et sous-quotients) de C. Si on identifie 

par le foncteur De à + fidèle Pi, Ce à la sous-catégorie Cr de €, 

les adjencésens? (ETRP i,) et (Pi,,P 11) ((1.4.16)(ii))} montrent que 

pour X dans C, Pi “x est le plus grand quotient de X qui soit dans Cr 

et P;° X est le plus grand sous-objet de X qui soit dans Co. 

* 

Proposition 1.4.18. Le foncteur P; identifie Cy au quotient de C par 

la sous-catégorie épaisse Cr (ou, plus correctement, Cr ; cf.1.4.17.1) 

Soit Q:C + C/Cr le foncteur de passage au quotient. Le fonc- 

teur exact PJ admet une factorisation T.Q , et T est fidèle : si £ 

dans C/Ce vient de £; dans C, et que f est tué par T,, f; est tué par 

P* » i.e. Im(£, ) est dans l'image de Cor et f; est tué par Q. Puis- 

que Id —-+ P; ME = T0? , » T est surjectif sur les classes d'iso- 

morphie d' RS Il me vérifier que T est pleinement fidèle, 

donc une équivalence de catégories. 

Lemme 1.4.19. Pour tout À dans €, les suites 

1 * * * 

o + Pi, i a + PjPj' a + à + Pi,Pia + o 

t * l o + Pi,Pi'a + a > Pj,Pj'a + Pisnli'a + 0 

sont exactes. 

Résulte de (1.4.3.4) et 1.4.16 ({i). 

Achevons la preuve de 1.4.18.D'après 1.4.19, le noyauetle conoyaude 

Ep PP À + À sont dans l'image de Pi, . Tout objet de C/PisCp a donc un 

représentant dans l'image de Pi. . Pour Pix et Pj,v dans cette image, 

T + Hom(QP;,x,0Pj,v) + Hom(ToPj,x, TOP; ,v) = Hom(X,v) 

admet pour section oP;, , donc est surjective. Ceci achève la preuve. 
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1.4.20. Mise en garde. Sous les hypothèses de 1.4.1, lorsque l'on mu­

nit D (U,0) et D (F,0) de leur t-structure naturelle (1.3.2 (i)), la 
t-structure obtenue sur D (X,0) est la t-structure naturelle, et les 
catégories abéliennes C, Cy et CF sont M(X,O), M(U,d) et M(F,d). On 
retrouve la situation 1.4.1.

En général, toutefois, pj , est exact à droite, mais non exact, pi* 

est exact à gauche, mais non exact, et la première suite de 1.4.17(ii) 
n'est pas exacte à gauche. Le formalisme 1.4.3. étant autodual, 

seules peuvent être universellement vraies les formules vraies dans 
le cadre 1.4.1 et dont le dual l'est aussi.

1.4.21. Reprenons les arguments 1.4.6 .

a) Le foncteur "i* étant pleinement fidèle, le composé des morphismes 
d'adjonction pitpi' ->■ Id ->■ pi+pi est le pi+ d'un unique morphisme de 

foncteurs

Les diagrammes 1.3.18 (ii) pour (i*,!*) et (i*,!'), et la 

t-exactitude de i* fournissent pour A dans C un diagramme commutatif

r i *
i*i'A  <■ A  -i + i A

d'où résulte que pour A dans C, le morphisme (1.4.21.1) : A ^ ‘l A
est le composé
(1.4.21.2) pi!A - i!A <1•4•6•1V i*A - Pi*A .

Quand on applique (1.4.21.1) à i*A (A dans C^) , on obtient l'au­
tomorphisme identique de A.

b) Le foncteur Hj étant un foncteur de passage au quotient (1.4.18), 
le composé des morphismes d'adjonction ^j^j ■* Id -► T^j^^j provient 

d’un unique morphisme de foncteurs

(1.4.21.3) Pj, ---- > Pj* .

Les diagrammes 1.3.18(ii) pour (j ,j#) et (j1#j*), et la t-exacti­

tude de j*, fournissent pour A dans C un diagramme commutatif
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1.4.20. Mise en garde. Sous les hypothèses de 1.4.1, lorsque l'on mu- 

nit D'{U,0) et D'(F,0) de leur t-structure naturelle (1.3.2 (i)}, la 

t-structure obtenue sur D 4x, 0) est la t-structure naturelle, et les 

catégories abéliennes C, C, et Cr sont M(X,0), M(U,0) et M(F,0). On 

retrouve la situation 1.4.1. 

En général, toutefois, ES est exact à droite, mais non exact, P1° 

est exact à gauche, mais non exact, et la première suite de 1.4.17(ii) 

n'est pas exacte à gauche. Le formalisme 1.4.3. étant autodual, 

seules peuvent être universellement vraies les formules vraies dans 

le cadre 1.4.1 et dont le dual l'est aussi. 

1.4.21. Reprenons les arguments 1.4.6 . 

a) Le foncteur Pi, étant pleinement fidèle, le composé des morphismes 
! * 

d'adjonction Pi,Pi° + Id + Pi Pi est le Pi, d'un unique morphisme de 

foncteurs 

(1.4.21.1) Pi » Pi. 
* ! 

Les diagrammes 1.3.18 (ii) pour (i ri) et (i,,i ), et la 

t-exactitude de i, fournissent pour À dans € un diagramme commutatif 

Aer — à — Paie 

i,Pi'a i,Pia 
‘à | 1,1a% À =#i,i À 

ll * 

d'où résulte que pour À dans C, le morphisme (1.4.21.1) : Pia + Pi a 

est le composé 
1 * * 

(1.4.21.2) Pi'a + ila (e4.6.l} ;*#3 . Pifa 

Quand on applique (1.4.21.1}) à i,A (A dans Chi on obtient l'au- 

tomorphisme identique de À. 

5 + 

b) Le foncteur Fj étant un foncteur de passage au quotient (1.4.18), 
* 

le composé des morphismes d'adjonction Pj P;° + Id + TPi,P3 provient 

d'un unique morphisme de foncteurs 

(1.4.21.3) P3, — Pi, . 
L 1 

Les diagrammes 1.3.18{ii) pour (j ,i,) et (oui) et la t-exacti- 

tude de j*, fournissent pour À dans € un diagramme commutatif 
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PiPi*A

P3 ,3 A

j , j A

A — Pj/j*A

^3*3 A
I 1

A ------ - j*j*A

d'où résulte que pour B dans Cy , le morphisme (1.4.6.2) de i,B dans 
j+B est le composé
(1.4.21.4) j,B  > T^j.B = Pj.B-^A^dKPj^B = T^oj + B  -j*B.

Quand on applique à (1.4.21.3), on trouve l’automorphisme 

identique du foncteur identique. En particulier, pour B dans C^ ,1e 
noyau et le conoyau de (1.4.21.3) : pj,B •* Pj,B sont dans pi*C_ .

Définition 1.4.22. Le foncteur j,* : Cy + ^ est J-6 foncteur qui à B 
dans Cy attache l'image de pj ,B dans pj*B .

Pour B dans Cy, 
morphisme (1.4.6.2)

(1.4.22.1) j,B ---- »

(1.4.21.4) fournit la factorisation suivante du 

de j ,B dans j*B :

Pj,B ---- * j,*B ---- > Pj*B ---- ► jtB .

Proposition 1.4.23. Pour B dans Cy , on a

P3.B = T>0j!B = TL2j*B

^!*B = T>1^B = T<-1KB

Pj*B = T^j.B = T^oj*B .

Plus précisément, ^j,B , muni de l'application j ,B ■* ^j(B , est 
F ’ ' '

t * et ainsi de suite.
— * UPuisque j j B est dans Cy , j,B est son propre t>q . D'après

(1.4.13.1), on a donc ^j ,B = T>ojjB = T^j^B ; d’après 1.4.14, 

F . F p . F F
TàoJ|B = t<-23*B • De mSme» 2*B = t>23!B = T«P*B •

La détermination 1.4.13 des Hp pour la t-structure définissant
i F O 1 F Fles T>p fournit un triangle distingué (i+H i’j,B,T>gjjB,j,B) . Il

montre que tP j,B est dans P^ 1'0^ _ yn argument dual fournit un tri­
' F F O * Fangle distingue (t<_1j#B,t<yj#B,i#H i B) qui montre que t<_1j*B est 

dans Dl ' . Appliquant 1.4.14, on trouve que T>1j,B = T ^j^B est

dans C,et les triangles ci-dessus deviennent des suites exactes cour­
tes
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= .* . ,* P5,Pj a —+ a — P;,P; À 

Fi, À Fixi À 
A 4 A . + j,jA— A —— 5i,j2A 

d'où résulte que pour B dans Cy , le morphisme (1.4.6.2) de i,B dans 

j,B est le composé 
n n : 1.4.21. : A à 

(1.4.21.4) 5,8 — T,0)18 = Pj,pliite23) pp = T<03+B —+ j,B . 

P Quand on applique 3” à (1.4.21.3), on trouve l'automorphisme 

identique du foncteur identique. En particulier, pour B dans €, ,le 
U 

noyau et le conoyau de (1.4.21.3) : Pj,8 + P;,5 sont dans LEE ù 

Définition 1.4.22. Le foncteur j,, : Cy + € est le foncteur qui à B 

dans Cy attache l'image de Pi B dans Pj,8 

Pour B dans Cu’ (1.4.21.4) fournit la factorisation suivante du 

morphisme (1.4.6.2) de j,B dans j,B : 

(1.4,.22.1) 3,8 — Pj,B — j,,8 — Pj,B — j,B . 

Proposition 1.4.23. Pour B dans Cy , on à 

à EF. F A 
P5,8 = T>o118 = Te-2i4b 

. F , F. 
Jyxl © 7,198 © Te_1)xb 
P: SCORE . en. EN 
3,B = T,21)1B = T<0)+B 0 

Plus précisément, Pi,8 , muni de l'application j,B + Pi, » SSÈ 
Es ue = _ : ° 

T>01)1B , St ainsi de suite. 

* 

Puisque j j,8 est dans Cy , j1,B est son propre LU . D'après 

(1.4.13.1), on a donc Pig = d'après 1.4.14, 
OR r ET 

0118 7 T»o1d1” À 
F . FE x a , Fe F . 
TroitB s Te-21)%B .- De même, Pi,B = T,21:B = Teod+B 

La détermination 1.4.13 des HP pour la t-structure définissant 
[e] [l 

les 2 fournit un triangle distingué (i,H ii Be oi Br td) . il 

montre que T5 1318 est dans pl-1,01 Un argument dual fournit un tri- 
Nr : : ms mOi ns s 

angle distingué CL aBe Te oieBrixH i B) qui montre que r2 8, Ÿ26 est 
L er ee _ 

10,1] q F . tie. 
dans D ’ , Appliquant 1.4.14, on trouve que T,1118 = T13xB est 

dans C,et les triangles ci-dessus deviennent des suites exactes cour- 

tes 
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O    i*H°i!j,B  > Pj,B —> T^j.B    O

O  * T^i.S  * Pj*B  ► i*H°i*j+B —- O .

FF nElles montrent que t>1j|B = t<_1J*B est bien l'image j,„B de ,B 

dans Pj*B .

Corollaire 1.4.24. Pour B dans C , j ,*B est l'unique prolongement X 
ije B dans V tel que i X soit dans P’ et que i ’X soit dans .

On applique 1.4.14. De même, pj(B (resp. Pj+B) est l'unique pro- 
* ’ <—2 <0 1longement X tel que i X soit dans p^ (resp. PJ ) et que i’x soit 

dans P^° (resp. P*2) .

corollaire 1.4.25. Pour B dans C^ , jl#B est l'unique prolongement X 
de B dans C sans sous-objet ou quotient non-trivial qui soit dans l'i­
mage essentielle CF de CF par i* .

Par définition, j।*B est dans Cep; pour x dans C un prolonge­
ment de B, on a i X € Pj , et i X € Pù, si et seulement si X = O. £ £
Dualement, i’x est dans Pp1 si et seulement si pi’X = 0 . Identifions 

CF à Cp par i* . Puisque pi X (resp. pi‘X) est le plus grand quotient 

(resp. sous-objet) de x qui soit dans CF (1.4.17.1) , la caractéri­
sation 1.4.25 de j , *B reformule 1.4.24.

Proposition 1.4.26. Les objets simples de C sont les Pi#S , pour S 

simple dans Cp , et les j,*S , pour S simple dans C^ .

Puisque l'image essentielle Cp de C par pi* est une sous-catégo­

rie épaisse de C, pour que S dans C soit simple, il faut et il suffit 
que soit (a) S est dans C_ , et simple dans C_ ; (b) Sa une image 
simple dans C/C„ , et aucun sous-objet ou quotient non-trivial dans £
CF . Le cas (a) donne les pi* d'objets simples de CF . D'après 1.4.25, 

le cas (b) donne les j,* d'objets simples de Cy
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ol 

0 —+1,#01"5,5 —+ Pj,B — dB — 0 

* 

O —+ "22 — Pi,B — i,Hi j,B — O0 . 

F o2 : : 
£lles montrent que + B=tei,B est bien l'image j,,B de P5,8 

dans P; +«B ) 

RS 

corollaire 1.4.24. Four B dans Cy , 3,48 est l'unique prolongement X 

de B dans D tel que i x soit dns te et que i'x soit dans ve . 

on applique 1.4.14. De même, sa B (resp. F8) est l'unique pro- 
"1 ! _ ! 

longement X tel que i X soit dans ‘D£ (resp. 0° } et que i X soit F 
>0 >2 

dans DE (resp. DE Jn - 

corollaire 1.4.25. Pour B dans Cy r3,4B est l'unique prolongement X 

de B dans C sans sous-objet ou quotient non-trivial qui soit dans l'i- 

mage essentielle Ce de Cp par i, - 

Par cn ieone i,+B est dass € € D ; pour X dans C un prolonge- 
* 

ment de B, on a i *xe ” Dee et 1x € À "l'éi et seulement si Pix = 0. 

Dualement, 1x est dans pal si et seulement si Pix = O . Identifions 

Cp à Cr par i, . Puisque Pix (resp. Pix) est le plus grand quotient 

(resp. sous-objet) de X qui soit dans Cr (1.4.17.1) , la caractéri- 

sation 1.4.25 de j14B reformule 1.4.24. 

Proposition 1.4.26. Les objets simples de C sont les Pi,s , pour S 

simple dans Cp , et les i145 , pour S simple dans Cy 

Puisque l'image essentielle CP de Cp par Pi, est une sous-catégo- 

rie épaisse de C, pour que S dans C soit simple, il faut et il suffit 

que soit (a) S est dans Tr , et simple dans Cr ; (b) 5 a une image 

simple dans C/CR , et aucun sous-objet ou quotient non-trivial dans 

CE . Le cas (a) donne les AE d'objets simples de Ce . D'après 1.4.25, 

le cas (b) donne les j,, d'objets simples de Cy 
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2. FAISCEAUX PERVERS SUR LES ESPACES STRATIFIÉS ET SUR LES SCHEMAS.

2.1. Espaces stratifiés.

2.1.1. Soient X un espace topologique muni d'un faisceau d'anneaux 0, 
S une partition finie de X en parties localement fermées (appelées 

strates) et p une fonction S ->■ g (appelée la perversité) . Par défi­
nition de "partition", les strates sont non vides. On suppose que 
l'adhérence de chaque strate est réunion de strates. Ces conditions 
peuvent être relaxées : voir 3.2.19.

Rappelons (0.0) que pour f : X *_Y, nous noterons simplement 
i * 

f,,f*,.f,f les foncteurs entre catégories dérivées notés d'habitude 
Rf।,Rf„,Rf!,Rf (ou Lf ). Pour une raison expliquée en 2.1.7., les 

foncteurs analogues entre catégories de faisceaux se noteront avec O 
en exposant à gauche.

Définition 2.1.2. La sous-catégorie Pd^°(X,O) (resp. Pd^°(X,O)) de 

D(X,O) est la sous- catégorie formée des complexes K (resp ■ K dans 
D (X,0)) tels que pour chaque strate S , notant ig 1'inclusion de S 
dans x , on ait Hni K = O pour n > p(S) (resp. Hni’K = O pour 

n < p(S)). 
o *L’exactitude des foncteurs i permet de reformuler la définition 

de PD^tXjO) : pour que K soit dans PD^fXjO) , il faut et il suffit 

que la restriction de H K à S soit nulle pour i > p(S). Les foncteurs 
t<a et t>a, relatifs à la t-structure naturelle, envoient donc 

Pp—°(X,0) dans elle-même.

O *Si les foncteurs i' sont de dimension cohomologique finie, le 
foncteur i$ : D (X,0) -* D (S,P) a une extension naturelle 
D(X,O) -► D(S,O) , et la condition "Hni^K = O pour n < p(S)" a un sens 

pour K non nécessairement dans D (X,0) . Toutefois, elle implique que 
K est dans D (X,0). Plus précisément, si p > a, elle implique que K 
est dans D^a(X,O) : vérifions par récurrence descendante sur la strate 

S - pour l'ordre S^ c S^ - que les H1K sont nuis sur S pour i < a. 

Pour i < a , le triangle (t<aK,K,T>aK) et l'exactitude à gauche de 
o ! i. 1 i 1i- montrent que H i t K —^ H i‘K . L'hypothèse de récurrence as­
sure que les H^t<aK sont nuis sur les strates T / S telles que S c T, 

donc que S admet un voisinage dans lequel H^r^K soit à support dans 
S . Pour i < a , on a donc H1K|S = Hxi t K = H1!!! K= H1iLK , et ce 

dernier groupe est nul par hypothèse.
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2. FAISCEAUX PERVERS SUR LES ESPACES STRATIFIÉS ET SUR LES SCHÉMAS. 

2.1. Espaces stratifiés. 

2.1.1. Soient X un espace topologique muni d'un faisceau d'anneaux Ü, 

S une partition finie de X en parties localement fermées (appelées 

strates) et p une fonction S + Z (appelée la perversité). Par défi- 

nition de "partition", les strates sont non vides. On suppose que 

l'adhérence de chaque strate est réunion de strates. Ces conditions 

peuvent être relaxées : voir 3.2.19, 

Rappelons (0.0) que pour £ : X + Y, nous noterons simplement 

£irturttf" les foncteurs entre catégories dérivées notés d'habitude 

R£ RE, /RE RE" {ou LE"). Pour une raison expliquée en 2.1.7., les 

foncteurs analogues entre catégories de faisceaux se noteront avec © 

en exposant à gauche. 

Définition 2.1.2. La sous-catégorie Po<0 (x, 0) {(xesp. Pp?0{x,0)) de 

D(X,0) est la sous- catégorie formée des complexes K (resp. K dans 

D'{x,0)) tels que pour chaque strate S , notant i, l'inclusion de 5 
* 

dans X , on ait H'iK = O pour n > p{s) (resp. Hi = 0 pour 

n < p{S)). 
Î * 

L'exactitude des foncteurs °i permet de reformuler la définition | 

de Pp<O(x,0) : pour que K soit dans PhSO(x,0), il faut et il suffit 

que la restriction de H'K à $ soit nulle pour i > p(S). Les foncteurs 
s È 

Tea et Ta’ relatifs à la t-structure naturelle, envoient donc 

Pp<0 (x, 0) dans elle-même. 

Si les foncteurs O4 sont de dimension cohomologique finie, le 

foncteur il : D*t{x,0) + D*(S,0) a une extension naturelle 

D(X,0) + D(S,0) , et la condition “aix = © pour n < p{S)" a un sens 

pour K non nécessairement dans D*(X,0). Toutefois, elle implique que 

K est dans D*t(x,0). Plus précisément, si p > a, elle implique que K 

est dans D?2(x,0) : vérifions par récurrence descendante sur la strate: 

S - pour l'ordre S; = 5, — que les HÈk sont nuls sur $S pour i < a. 

Pour i < a , le triangle {+ <aKrKr, et l'exactitude à gauche de 

! i.! i.! 
9i! montrent que Ti K —+ Hli°K . L'hypothèse de récurrence as- s s'<a s = 
sure que les mr SK sont nuls sur les strates T # S telles que 8 &T, 

donc que S admet un voisinage dans lequel Hir K soit à support dans 
x . i,! L «i,! e 

K = Hi Teak= E iSK , et € S . Pour i < a , on a donc H°K|[S = Etiit 
5 <a S 

dernier groupe est nul par hypothèse, 
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Sans hypothèse de dimension cohomologique, le même argument s'ap­
plique pour K dans K (X,Û). Si les entiers a et b sont tels que 

a P 1 b ' on a
(2.1.2.D D^a(X,0) o PD<O(X,0) c D^b(X,0)

et n K
D>a(X,0) => PDà°(X,0) o D?“(X,0) .

On notera PD+'—°(X,0) l'intersection de D+(x,Ü) et PD^°(X,O) . De 

même avec + remplacé par -, b et avec o remplacé par n .

Proposition 2.1.3. Pour chaque perversité p , (PD+'—° (X, 0) ,pD>0(X,d)) 

est une t-structure sur D (x,Ü) .

On procède par récurrence sur le nombre N de strates. Si N = o , 
on a X = 0 et l’assertion est claire. Si N = 1 , on retrouve la 
t-structure naturelle, translatée de p(X) . Pour N >_ 2 , soit F un 
fermé propre de X réunion de strates, et U l'ouvert complémentaire, 
prendre par exemple pour F une strate fermée. L'hypothèse de récur­
rence s'applique à F et à U , munis des stratifications induites, et 
fournit des t-structures sur D (U,0) et D (F,0) . La t-structure vou­

lue sur D (X,D) s'en déduit par 1.4.10.

Corollaire 2.1.4. (PD^°(X,O) , PD^°(X,O)) est une t-structure sur 

D(X,O) . Elle induit une t-structure sur D*(X,O) pour * = +,-,b .

Soient a et b deux entiers tels que a _< p _< b . Dans la preuve,
(X,Ü) sera fixe, et nous l'omettons de la notation. Soient K dans
PD'0 , L dans pD>0 , et vérifions que Hom(K,L) = O . On a

Hom (t aK,L) = O parce que L est dans D . On a Hom(T>aK,L) = O parce 
que t>aK est dans PD+' — : on peut appliquer 2.1.3. On conclut par La

suite exacte longue des Hom déduite du triangle distingué (t^K,K, 

T>aK) ’ Soit enfin K dans D . D'après 2.1.3. , il existe un triangle 
distingué (Ü,t K,V) avec U dans PD+'—0 et V dans PD^° . Appliquant

TR 4 , on obtient deux triangles distingués (t K,Y,U) et (Y,K,V). Le 
premier montre que Y est dans PD" . Le second vérifie 1.3.1 (iii).

L'axiome 1.3.1 (ii) étant trivial,on a obtenu une t-structure sur D 
On 1 Appellera la t-structure de perversité p.

Notons pt les foncteurs r correspondants. Puisque PD^° = D^b et 

PD'° œ D^ , la suite exacte longue de cohomologie (usuelle) du tri­

angle distingué (Pt <QK ,K, Pt > ^J montre queHlpT<QK = HXK pour i < a. 
De même, H1Pt<qK -^ H1 K pour i > b. De là résulte que Pt<q et pt>q
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Sans hypothèse de dimension cohomologique, le même argument s'ap- 
Là : A 

plique pour K dans K (X,Ü). Si les entiers a et b sont tels que 

acp<b,ona 

<b 
ma.2n 020,0) e Pr<0(x,0) € DŸ°(x,0) 

et . o b 
D?%(x,0) = PD?°(x,0) 5 D?°(X,0) . 

on notera Pp*1<0(x,0) l'intersection de D* (x, 0) et PH° (4,0) . De 

même avec + remplacé par - , b etavec O remplacé par n. 

Proposition 2.1.3. Pour chaque perversité p , pt" 0(x,0) ,PD20(x,0)) 
+ 

est une t-structure sur D (X,0). 

On procède par récurrence sur le nombre N de strates. Si N=0, 

on a X = ® et l'assertion est claire. Si N = 1 , on retrouve la 

t-structure naturelle, translatée de p{X). Pour N > 2 , soit F un 

fermé propre de X réunion de strates, et U l'ouvert complémentaire. 

Prendre par exemple pour F une strate fermée. L'hypothèse de récur- 

rence s'applique à F et à U , munis des stratifications induites, et 

fournit des t-structures sur D'{U,0) et D*(F,0) . La t-structure vou- 

lue sur D*{x,0) s'en déduit par 1.4.10. 

Corollaire 2,1.4. (PDO 
k 

D(X,0) . Elle induit une t-structure sur D (X,0) pour * = +,-,b . 

(X,0) , Ph2°(x,0)) est une t-structure sur 

Soient a et b deux entiers tels que a < p < b . Dans la preuve, 

{X,0) sera fixe, et nous l'omettons de La notation. Soient K dans 

Pp<0 n L dans Pp°9 , et vérifions que Hom(K,L) = O . On a 

Hom (te KrlL) = O parce que L est dans D’? ,on a Hom(rt,,K,L) = O parce 

que ta est dans Pp*°£<0 : on peut appliquer 2.1.3. On conclut par la 

suite exacte longue des Hom déduite du triangle distingué CteaRrKr 

Ta). Soit enfin K dans D . D'après 2.1.3., il existe un triangle 

distingué CUT, AK V) avec U dans Pp*r<0 et V dans Pp?0 . Appliquant 

TR 4 , on obtient deux triangles distingués CT akr YU) et (Y,K,V). Le 

premier montre que Y est dans Pp<° . Le second vérifie 1.3.1 (iii). 

L'axiome 1.3.1 (ii) étant trivial,on a obtenu une t-structure sur D . 

On l'appellera la t-structure de perversité p. 

<b £ 
Notons Pr les foncteurs + correspondants. Puisque Pp<0 ce D et 

20 . , À 
Po ce p’à , la suite exacte longue de cohomologie (usuelle) du tri- 

angle distingué (Px K,K,Px K) montre que BH? Pr K = EÈK pour i < a. 
<O ! >1 q <O 

K =+ HK pour i > b. De là résulte que Ps et Du. De même, LT SE 
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respectent D*(* = +,-,b).

Définition 2.1.5. La catégorie M(p,X,0) des faisceaux de (^-modules 
p-pervers sur X est la catégorie ^°(X,()) 0 PD^(X,O) .

C'est une sous-catégorie abélienne admissible de D^(X,0).

Proposition 2.1.6. Soient U une partie localement fermée de X, réunion 
de strates, et j l'inclusion de U dans X. Pour toute perversité p , 
les joncteurs j, : D(U,0) + D(X,0) et j* : D(X,0) ->■ D(U,0) sont 

t-exacts à droite.

La vérification, immédiate,est laissée au lecteur.

D'après 1.3.17 (iii) , amplifié par 1.3.18 (i), les adjoints à 
i *

droite j’ et j^de j , et j sont donc t-exacts à gauche.

2.1.7. Notation. Omettons (X,0) de la notation. Nous écrirons parfois 
D® (resp. Dïp) au lieu de PD^° (resp. PD^®) . Pour p de valeur cons­

tante a , on a D^P = D^a (au sens de la t-structure naturelle), et 
D*P = D^n . Pour tout entier n, on a DiP+n = Po<n et DJ^+n = Po^n . 

Enfin, pour p _<_ q, on a D<p c D^ et D^P □ D^ . Ceci généralise 
(2.1.2.1). De même, on écrira t et r pour pr „ et PT „ , et HP 

< p > p > u

pour le H° au sens de la t-structure de perversité p .

i *
Dans la situation 2.1.6, nous noterons simplement et j

les joncteurs entre catégories dérivées, dérivés des foncteurs de 
même nom entre catégories de faisceaux. On notera avec p en exposant 
à gauche ceux qui s'en déduisent par passage aux faisceaux p-pervers. 
Par exemple, pour A dans M(p,ü,0) on pose pj ,A = r^j^A = HP(j,A) . 
D'après 1.3.18 (i) , (Pj^Pj’) et (Pj*,Pj„) sont deux paires de fonc­

teurs adjoints.

Les foncteurs j,, j', j„ ,j pour les faisceaux usuels se notent 

avec o en exposant à gauche : ils correspondent à la perversité 0 .

Pour A un faisceau p-pervers sur U, j,A est dans E^P(X,0) et j„A 

dans D'MX.O) . Le morphisme naturel a : j ,A -► j„A admet donc une fac­
torisation

j,A + Pj,A -^ Pj^A ♦ j,A (B = PH°(a)) .

On définit le foncteur Pj,*, ou simplement j,,, par

j^A = Im(pj,A - Pj„A) .
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respectent D*(* = +,-,b). 

Définition 2.1.5. La catégorie M(p,X,0) des faisceaux de U-modules 

20(x,0) 0). pervers sur X est la catégorie Ph<0(x,0) n Po PE 

C'est une sous-catégorie abélienne admissible de DP(X,0). 

Proposition 2.1.6. Soient U une partie localement fermée de X, réunion 

de strates, et j l'inclusion de U dans X. Four toute perversité p , 

les foncteurs j, : D(U,0) + D(X,0) et j” : D(X,0) + D(U,0) sont 
t-exacts à droite. 

La vérification, immédiate, est laissée au lecteur. 

D'après 1.3.17 (iii) , amplifié par 1.3.18 (i), les adjoints à 
! 

droite j et j,de j, et j* sont donc t-exacts à gauche. 

2.1.7. Notation. Omettons (X,0) de la notation. Nous écrirons parfois 

p<$P (resp. D°P) au lieu de Pp<0 (resp. Pp?9) . Pour p de valeur cons- 

tante a , on a p<P = p$è (au sens de la t-structure naturelle), et 

p’P = pa . Pour tout entier n, on a p<Pin = PpSn et p°Ptn = Pp?1 

Enfin, pour p < q, On a DP € pfl et p°P = p?T , ceci généralise 

(2.1.2.1). De même, on écrira Tep et Lo pour Pr et re , et HP 

pour le H° au sens de la t-structure de perversité p . 

Dans la situation 2.1.6, nous noterons simplement Ste et 3* 

les foncteurs entre catégories dérivées, dérivés des foncteurs de 

même nom entre catégories de faisceaux. On notera avec p en exposant 

à gauche ceux qui s'en déduisent par passage aux faisceaux p-pervers. 

Par exemple, pour À dans M(p,U,0) on pose Pi a = T-bJ4e = HP (j,A) D 

D'après 1.3.18 (i) , P3,,P;t) et P3",P5,) sont deux paires de fonc- 

teurs adjoints. 

! 

Les foncteurs j,, j , 5,4 ,j" pour les faisceaux usuels se notent 

avec © en exposant à gauche : ils correspondent à la perversité O . 

Pour À un faisceau p-pervers sur U, j,A est dans DSP(X,0) et j,A 

dans D°P(X,0). Le morphisme naturel « : j,A + j,A admet donc une fac- 

torisation ; 

PAPA 8,P j,A + j4A + j,A (8 = PH°(a)) . 

On définit le foncteur PE, ou simplement j,,, par 

JL A = Im(P;,a + P5,a) 
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Pour A un faisceau p-pervers sur X, on définit un morphisme cano- 
P* - d . ! . ! * d *

nuque - j’A + J A comme compose 3 A ->■ 3 A -> 3 A -> ^3 A.

Pour U ---- >• V -J-* X des parties localement fermées réunion de stra­
tes, les formules de transitivité (jk) , = jjk.Ujk), = j^k, , (jk) ! = 

- k'j" ' (3^)* = k*j* fournissent (1.3.17 (iv)) des formules analo­

gues pour les faisceaux p-pervers. Appliquons p j , , pj,^ et pj, aux 
morphismes pk,---- f-^k,^ pk# . La chaîne obtenue

p... . _ Pu Pk Pu Pk Pu Pk Pu Pk<^ Pu Pk = P(jM

fournit un isomorphisme de foncteurs

(2.1.7.1) P(jk),* = %*%* ’

2.1.8. Amplification . Soient U un ouvert de X, réunion de strates, 
F le fermé complémentaire, et munissons-les des stratifications et 
perversités induites. La t-structure 2.1.3 sur D (X,0) se déduit alors 
de celles de D+(U,0) et D+(F,0) par procédé de 1.4.10. Le formalisme 

de 1.4. est donc applicable . Soit i l'inclusion de F dans X, et j 
celle de U. Les foncteurs désignés d'après 2.1.7 par i ou j, affecté 
de ! ou de * , en exposant ou en indice, et affectés ou non de p en 
exposant à gauche - ainsi que jt, - coïncident avec les foncteurs no­

tés de même en 1.4.

Proposition 2.1.9.Pour B dans M(p,U,0), j,„B est l'unique prolonge­
ment P de B dans D(X,Ü) tel que, pour chaque strate S c F, notant s 

i * i 1son inclusion dans X, on ait H s P = O pour 1 £ p(S) et H s'P = O 

pour i £ p(S ) .

Plus précisément, il résulte de (1.4.14.J) que si V' est la sous- 
i * catégorie de D(X,0) formée des K tels que H s K = 0 pour i _> p(s) et 

H s'K = O pour i £ p(S) pour toute strate s : S ->- F, 3 induit une 

équivalence V -+ D(U,0) . Sa restriction à 0' fl M(p,X,0) est une é­
quivalence V' n M(p,X,O) + M(p,U,0), d'inverse j|t .

On caractérise de façon analogue Pj,B et PjtB (cf. 1.4.23,1.3.14).

2.1.10. Supposons que la perversité p vérifie la condition suivante : 

(2.1.10.1) Si S = T , alors p(S) £ p(T) .

Pour chaque n, la réunion F (resp. U ) des strates S telles que 
p(S) £ n (resp. p(S) £ n) est alors fermée (resp. ouverte). Notons jn 

l'inclusion de U , dans U .
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pour À un faisceau p-pervers sur X, on définit un morphisme cano- 
! À .! a Û , * : nique Pj'a + Pj*A comme composé Pj'a + j À + j À > Pj*a. 

pour U +, y à, x des parties localement fermées réunion de stra- 

Les, les formules de transitivité (jk), = j,k,,(3k), = j,k, , (3k)° = 
_Kl;!, Gx* = k*j* fournissent (1.3.17 (iv)) des formules analo- 
ques pour les faisceaux p-pervers. Appliquons y " PAR et Ps, aux 

morphismes Pr, —k Pr, . La chaîne obtenue : 

PATTE = er eo = - L si jk Pix), = Ps Pr rs Flat TA TT one P5,Pre— P Pr, G }, 

fournit un isomorphisme de foncteurs 

uma7en PO), = Pi Pk,, e 

2.1.8. Amplification . Soient U un ouvert de X, réunion de strates, 

F le fermé complémentaire, et munissons-les des stratifications et 

perversités induites. La t-structure 2.1.3 sur D'(X,0) se déduit alors 

de celles de p* (U,0) et D*(F,0) par procédé de 1.4.10. Le formalisme 

de 1.4. est donc applicable . Soit i l'inclusion de F dans X, et j 

celle de U. Les foncteurs désignés d'après 2.1.7 par i ou j, affecté 

de ! ou de * , en exposant ou en indice, et affectés ou non de p en 

exposant à gauche - ainsi que ds - coïncident avec les foncteurs no- 

tés de même en 1.4. 

Proposition 2.1.9.Pour B dans M(p,Uu,0), j,,B est l'unique prolonge- 

ment P de B dans D(X,0) tel que, pour chaque strate S € F, notant s L. ; 
son inclusiOn dans X, on ait Hs P=0 pour i > p{s) et HŸs'P = 0 

pour i < p{s). 

Plus précisément, il résulte de .4.14.) que si D' est la sous- 

catégorie de D(X,U) formée des K tels que His "K = O0 pour i > pis) et 

His °K = O pour i < ps) pour toute strate s : S +F, 5e induit une 

équivalence D' + D(U,Ü) . Sa restriction à D0' N M(p,X,0) est une é- 

quivalence D' Nn M(p,X,0) + M(p,U,0), d'inverse Jix 

On caractérise de façon analogue P;,B et P;,8 (cf. 1.4.23,1.3.14). 

2.1.10. Supposons que la perversité p vérifie la condition suivante : 

(2.1.10.1) Si S CT , alors p(s) > p(T}) . 

Pour chaque n, la réunion F, (resp. U) des strates S telles que 

P(S) > n (resp. p(S) < n) est alors fermée (resp. ouverte). Notons i, 

l'inciusion de U,_, dans U, 
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Proposition 2.1.11. Avec les hypothèses et notations 2.1.10, soient 
A un faisceau p-pervers sur Uk , a un entier _> k tel que p ^ a , et 
j l'inclusion de 0^ dans X = U^ . On a

3 r *A = ^a-i^a* ^k^k+l** '

Dans cette proposition, les t . sont relatifs à la t-structure 

naturelle. Appliquant (2.1.7.1), on se ramène à vérifier que Uk+1)|#A= 

= ^k^k+l** ’ Soit F = Uk+1“ Uk ’ D'aPrès 1-4-23, on a (jk+1),*A = 

= PfF ,(j, , ) . Sur F, la fonction p est constante, de valeur k+1,
<-r k+1 * r

et ^T^ n'est donc autre que r k (pour la t-structure naturelle sur 
F) . Puisque sur U^ on a p £ k, A est dans ^(U.l)) (2.1.2.1) et 

^k^k+l1^ ^ T<k(3k+1>‘A '

2.1.12. Expliquons la relation entre nos notations et celle de M. Goresky 

et R. Mac Pherson [4] , [5] .

a) Ils travaillent en cohomologie à coefficients dans un corps R (sur­
tout R = ® , ou Œ) , i.e. ils prennent pour 0 le faisceau constant de 
valeur R.

b) Leurs strates sont des variétés topologiques, partout d'une même 
dimension, et les stratifications vérifient des conditions de trivia­
lité locale le long de chaque strate qui assurent que pour S -L- X

une strate et F un faisceau localement constant de R-espaces vecto­
riels de dimension finie sur S, les restrictions à chaque strate des 
R j*F sont encore localement constantes de dimension finie. Pour S,T 
deux strates avec S c T - T , on a dira S < dira T .

c) X a une strate ouverte dense Uq de complément de codimension 
dira u - dim(X-U ) > 2 .o o —
d) La fonction de perversité ne dépend que de la dimension : on dis­
pose de p : U -c Z tel que p(S) = p(dim S) . La fonction p est suppo­
sée décroissante (d'où (2.1.10.1)) et 0 , avec p (UQ) 0 .

Soit j l'inclusion 
(R) de Db(X,R) . Si

de
on

Uo 
en

dans X .
donne la

L'objet essentiel est l'objet 
description 2.1.11, on est ame-

né à utiliser la fonction P' vérifiant encore p'(UQ) = 0 qui à chaque
strate S / attache l'entier p(S)-l : l'opération j,, consiste, 

partant du faisceau constant R sur U = UQ , à successivement adjoindre 
à U les strates S de dimension dim(UQ)-2 , dim(UQ)-3, ... et à chaque 
fois prendre une image directe, tronquée par TCp,(Sj- C'est la fonc-
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Proposition 2.1.11. Avec les hypothèses et notations 2.1.10, soient 

À un faisceau p-pervers sur UE , à un entier > k tel que p < a , et 

j l'inclusion de UL dans X = LA . On a 

3148 = Tea-11a* "2° TekIk+1*À ? 

Dans cette proposition, les Ti sont relatifs à la t-structure 

naturelle. Appliquant (2.1.7.1), on se ramène à vérifier que Cyæ1) 1x8 
. : _ , A ; 

Soit F = Ur UE - D'après 1.423, on a Gxs1) 1x8 

A . Sur F, la fonction p est constante, de valeur k+l, 

= TekIk+1*À - 

_- P,F A 

: Teik+1) » 

et PE n'est donc autre que . (pour la t-structure naturelle sur 
k 

F). Puisque sur U, on a p < k, À est dans DK (u,0) (2.1.2.1) et 
k 

F : F à 
Tek Ok+1) #3 +=— TekUÜk+1) «À o 

2-1.12. Expliquons la relation entre nos notations et celle de M. Goresky 

et R. Mac Pherson [4] , [5] . 

a) Ils travaillent en cohomolïlogie à coefficients dans un corps R (sur- 

tout R = ® , ou Œ) , i.e. ils prennent pour 0 le faisceau constant de 

valeur R. 

b) Leurs strates sont des variétés topologiques, partout d'une même 

dimension, et les stratifications vérifient des conditions de trivia- 

1ité locale le long de chaque strate qui assurent que pour S —J, x 

une strate et F un faisceau localement constant de R-espaces vecto- 

riels de dimension finie sur S, les restrictions à chaque strate des 

R'j,F sont encore localement constantes de dimension finie. Pour S,T 

deux strates avec 8 < T - T , on a dim S < dim T . 

c) X a une strate ouverte dense U,, de complément de codimension 

dim LP _- dim (X-U ) > 2. 

d} La fonction de perversité ne dépend que de la dimension : on dis- 

pose de p :IN + Z tel que p(S) = pldim S) . La fonction p est suppo- 

sée décroissante (d'où (2.1.10.1)}) et > O , avec p(U:) = O0 . 

Soit j l'inclusion de Le dans X . L'objet essentiel est l'objet 

31+ (R) de DP(x,R) . Si On en donne la description 2.1.11, on est ame- 

né à utiliser la fonction p' vérifiant encore p'(u) = O qui à chaque 

strate S # ue attache l'entier p(S)-1 : l'opération dix consiste, 

partant du faisceau constant R sur U = LP ,; à Successivement adjoindre 

à U les strates S de dimension dim (U,) -2 , dim(u,_)-3, .-. et à chaque 

fois prendre une image directe, tronquée par 7 C'est la fonc- 
<p'(S)° 
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tion p' qu'ils appelent perversité. Du point de vue adopté ici, cela 
revient à décrire Pj,* comme étant p j, , et conduit à des décalages 

dans la description des phénomènes de dualité.

Goresky et Mac Pherson supposent aussi que la fonction p ne dé­

croît pas trop vite : p(n) - p(n+l) = 0 ou 1 .Le résultat 2.1.14 cl- 
dessous montre que cela fournit des indépendances de la stratifica­

tion.

2.1.13. De 2.1.12, gardons les hypothèses suivantes :

a) () est le faisceau constant de valeur R, pour R un anneau noethérien 
à gauche .
b) Les strates sont des variétés topologiques partout d'une même di­
mension. Si une strate S est dans l'adhérence d'une strate T, 

dira S < dim T .
c) Pour j : S ->• X une strate, le foncteur °ji est de dimension coho- 

mologique finie sur la catégorie des faisceaux de R-modules. Pour F
un faisceau localement constant de R-modules de type fini sur S, les
xj.F sont encore localement constants de type fini sur chaque strate.

Pour U une réunion localement fermée de strates, notons D (U,R) - C
ou D$(U,R) s'il faut préciser S - la sous-catégorie triangulée pleine 
de D(U,R) formée des K constructibles tels que les ITT soient localement constants 

de type fini sur chaque strate. On définit de même Dc(U,R) (* = +,-,b), 

La condition c) assure que pour j : U1-» V avec U et V réunions localement 
fermées de strates, les foncteurs j,, j', j^et j respectent ces sous- 
catégories. En effet : le cas des foncteurs j, et j* est trivial.

Dans le cas où U est réduit à une strate, le cas de j. se déduit de 
la suite spectrale R^j^H^K » H^Rj^K . Le cas général se traite par 

récurrence sur le nombre de strates dont U est réunion. Si k : S ^ U 
est l'inclusion d'une strate ouverte dans U , et que L est défini par 
n * *le triangle distingue (K,k#k K,L), L est constructible car k + k K 
l'est, et â support dans U' = U - S . L'hypothèse de récurrence s'ap­
plique â l'inclusion de U' dans X, et j^L est donc constructible. On 

*
déduit du triangle (j.K,(jk)#k K, j.L) que j*K l'est. Enfin, le cas 
de j' se ramène à celui où j est un plongement fermé et se déduit de
celui de k*, pour k l'inclusion de l'ouvert complémentaire : utiliser 
le triangle distingué (j,j'K,K,k,k K).

Pour F <= U fermé réunion de strates respecte trivialement
Dc(U,R). La preuve de 1.4.10 montre alors-que pour chaque perversité

P, "r et
IP

t
IP

respectent D^fX.R) Les faisceaux p-5—pervers sont les
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faisceaux p-pervers dans Dc<X,R) .

Soit T une stratification de X qui raffine S, et vérifie encore * 

b) et c) .

Proposition 2.1.14. Soient p une perversité sur S, et q une sur T. ; 
Supposons que chaque fois qu'une strate S de S contient une strate T 
de T , on ait 

p(S) < q(T) £ p(S) + dira S - dim T .

Alors, la t-structure de perversité q sur D^-(X,R) induit sur D$(X,R) 
la t-structure de perversité p.

Il suffit de vérifier que D$—P(X,R) <= D^.—^(X,R) et que d|P(X,R) c 

= D^(X,R) . La première inclusion résulte aussitôt de ce que 

p(S) £ q(T) pour S n T . Vérifions la seconde. Soient K dans D^P(X,R)f 
T une strate de T, et S la strate de S contenant T : T —^ S -1* X. 

n 1 1Il s'agit de vérifier que H (ji)’K = O pour n < q(T). On a (ji)'K = 
! ! in != i j K , et on sait déjà que les H j K sont des faisceaux localement 

constants sur S, nuis pour m < p(S). Soit orT (resp. or$) le faisceau 
d'orientation sur T (resp. S). C'est un faisceau localement isomorphe 
au faisceau constant Z. Soit or = Hom(orT,i org) le faisceau d'orien­
tation normale de T dans S, et posons d = dim S - dim T . Si L est un 
complexe de faisceaux sur S, dont les faisceaux de cohomologie sont 
localement constants, on sait que i’L =; 1 L 0-. or[-d] . Prenant 

1 n ! ! £
L = j K, on trouve que H i j K = O pour n < p(S)+d, et on a supposé 
que q(T) £ p(S)+d .

Corollaire 2.1.15. Tout faisceau p-S-pervers est q-T-pervers et le 
foncteur d'inclusion est exact. Pour U localement fermé réunion de 
strates de S, et j : U * X le morphisme d'inclusion, les foncteurs 

$ji'^j’/^3*»^j ,^1,„,restreints aux faisceaux p-S-pervers, redonnent 

les foncteurs P j , , P j ' , P j * , P j , ^ 2 , * •

2.1.16. Outre les conditions de 2.1.13, supposons que R est un corps 
commutatif et que X admet une triangulation (localement finie) telle 
que chaque strate S de S soit réunion de simplexes (ouverts) . Par 
exemple : X algébrique réel muni d'une stratification de Whitney. On 
dispose alors de la théorie de Verdier de dualité. La dualité de Ver­
dier est un automorphisme involutif de DC(X,R), et pour j : U ->- X lo­
calement fermé réunion de strates, elle échange les foncteurs j, et 

i * •
j,, ainsi que j‘ et j . Si R n'était pas supposé commutatif, elle 
enverrait Dc(X,R) dans Dc(X,R°PP).
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pour chaque strate S, de faisceau d'orientation or, et de dimen-
. la dualité de Verdier D sur S (K i—> RHom(K,R 8 or[d])) véri- 

sion a'
fie pour K dans D5(S,R)

H1DK = (H-d-1K)v 0 or .

Il est essentiel ici que les faisceaux de cohomologie de K soient 
localement constants de rang fini, et que R soit un corps (un anneau 
commutatif local artinien, par exemple 3/tnz , ferait encore l'af- 

. _ car ayant un module dualisant injectif, I, ( Z/tnZ dans le 

cas de Z/H Z) <’ la dualité de Verdier â prendre est K >-* RHom(K,Ra'I) 

pour a la projection sur un point) .
♦

Appelons perversité duale d'une perversité p la perversité p 

donnée par
p* (S) = - p (S) - dim(S)

Ce qui précède montre que D échange D^3 et D—p (ainsi que tk^ et 
* * *pir : on a p = p ). Elle échange en particulier faisceaux p-pervers 

et p*-pervers, et p H1 et PH 1.Pour j l'inclusion d'une partie locàlHnent 
fermée réunion de strates, elle échange pj , et p j„, P j ’ et j*, et 

pj,* avec P i,* •

Dans Dc(X,R), les conditions qui définissent les faisceaux p-per- 
vers peuvent se récrire : pour toute strate j : S ■* X , on a

H1j K = 0 pour i > p(S) et

Hij DK = 0 pour i > p (S)

Si toutes les strates sont de dimension paire, il existe une per­
versité autoduale : celle donnée par

pl/2 (S) = ” 2 dim S

Proposition 2.1.17. Sous les hypothèses 2.1.16, si toutes les strates 
sont de dimension paire et pour la perversité autoduale p^^ ’ si 
j : U ->- X est un ouvert de X réunion de strates et que A est un fais­
ceau pervers autodual sur U, alors j,,A est l'unique prolongement au­

todual P de A (dans D (X,R)) tel que, pour chaque strate S c X-U , 
les H1 P soient nuis sur S pour i _> - j d im (S) .

Que j,,A soit autodual résulte de l'autodualité de A, et de celle 
de j,* . Ceci observé, la proposition est une application immédiate 
de 2.1.9 et 2.1.16.
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Remarque 2.1.18. Si U est orientable et lisse purement de dimension d 
on peut prendre pour A le faisceau constant R, placé en degré -d/2. 
Pour ce choix j , *A est le"complexe d'intersection" noté IC dans l'in­
troduction, et 2.1.17 est la caractérisation de Verdier de IC .

2.1.19. Soient (X,S,Ü) comme en 2.1.1, 0° le faisceau d'anneaux oppo­
sé de 0 et p,q deux perversités. La proposition suivante donne le 
comportement, vis-à-vis des perversités, des foncteurs

L _ _ _
S : D (X,(l°) X D (X,0) * D (X, Z ) et 

RHom : D-(X,Ü) x D+(X,0) ->• D+(X, 2) .

Si 0 est commutatif, on peut bien sûr remplacer 2 par 0.

Proposition 2.1.20. Le foncteur 0 envoie D^^ x d-^ dans D^f1^^ , et le 
foncteur RHom envoie D^^ x d^ dans D^-^ ^ .

(L
La première assertion est claire, 0 se calculant point par point. 

Elle est énoncée par souci de symétrie.

Soient K dans K^ et L dans D^ . Un argument de dévissage ramène 

à supposer que K est la forme j,A[-n], pour A un faisceau sur une 
strate S, j l'inclusion de S dans X et n _< p(S) . On a alors

RHom(j,A[-n],L) = j„RHom(A[-n],j!L) .

Par hypothèse, j'L est dans D^'S’ (S,0) . Le RHom est dans

D>q(S) n(g, 2) c p^^ P(S) (g, 2) , et la t-exactitude à gauche 

(pour toute perversité) de ]„ montre enfin que RHom(j,A[-n],L) est 
dans D^ ^ .

Faisant p = q , on trouve :

Corollaire 2.1.21. Pour K dans D^(X,()) et L dans D^(X,0), on a 
H1RHom(K,L) = 0 pour i < O .

Ce corollaire peut aussi se déduire, par localisation, de ce que 
Hom(K,L[i]) = O pour i < O (2.1.4).

Corollaire 2.1.22. Pour K dans D*P(X,Û) et L dans D*^(X,0) le préfais­

ceau U ।---- •- Hon^.jj 0j (K|ü,L|ü) est un faisceau.

Les H RHom(K,L) étant nuis pour i < O, la suite spectrale du local 
au global fournit en effet

HomD(U 0)(kIü,L|U) = H°(U,H°RHom(K,L)) .
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Munissons cnaque ouvert U de X de la stratification induite par
5 et de la perversité induite par p. La restriction â U d'un fais­
ceau p-pervers sur X est alors un faisceau p-pervers sur U. On a

Corollaire 2.1.23. Les faisceaux p-pervers sur les ouverts de X for­

ment un champ.
preuve (Utilisant 3.2 ; une variante est prouvée, indépendamment de
TTr^en 2.2.19) .

D'après 2.1.22, les faisceaux p-pervers forment un préchamp : les 
morphismes se recollent. Pour recoller les objets, on utilise 3.2.4, 
dont 2.1.21 assure que les hypothèses sont vérifiées.

2.1.24. Variante. Plutôt que de prendre pour X un espace topologique 
stratifié, on eut pu aussi bien prendre pour X un topos stratifié. Un 
cas important est celui où X est le topos étale d'un schéma S, muni 
d'une stratification.
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2.2.Schémas.

2.2.1. A titre de modèle, considérons d'abord le cas d'une variété 
algébrique complexe. Il s'agit d'appliquer 2.1 au cas suivant :

Espace : L'ensemble X(Œ) des points complexes d'un schéma séparé de 

type fini sur Œ, muni de sa topologie usuelle.

Perversité : On ne considérera que des perversités où la perversité 
p(S) d'une strate ne dépend que de sa dimension. Cette dimension sera 
toujours paire. La donnée requise est celle d'une fonction encore no­
tée p des entiers > 0 pairs dans 1 . On pose p (n) : -n-p(n). C'est 
la fonction de perversité duale. Nous supposerons que p et p sont 
décroissantes

pour n ^ m, O £ p(n) - p(m) £ m-n .

Stratifications : Rappelons que toute stratification (algébrique) de 

X admet un raffinement qui est de Whitney (voir J.L. Verdier, strati­
fications de Whitney et théorème de Bertini-Sard - Inv . Math. 36 
(1976) 295-312) . Les stratifications utilisées seront les stratifica­
tions de Whitney (algébriques) à strates équidimensionnelles de X .

Elles vérifient les conditions (a)(b)(c) de 2.1.13, qui seules nous
importent. Dans la discussion, sur Œ , qui suit, nous les appelerons
simplement stratifications. Pour chaque stratification S, la perver­
sité p$ de S est définie par

Ps (S) = p(2dimalgS) = p(dimtopS)

On écrira simplement dim S pour

Soit R un anneau noethérien

la dimension algébrique dim 1 S de S.

à gauche. La catégorie dérivée cons­
tructible Dc(X(Œ),R) est la sous-catégorie pleine de D(X(Œ),R) formée 
des complexes K tels que les faisceaux ^K soient constructibles. La 
catégorie Db(X(Œ),R) = Db (X (Œ) , R) n Dc(X(I),R) est la réunion (fil -

trante) des 
D^ (X (Œ) ,R)

sous-catégories Db(X(Œ),R) de D(X(Œ),R). Sur chaque 

la perversité p$ définit une t-structure. D'après 2.1.14
et l'hypothèse faite sur p , pour S de plus en plus fine, ces t-struc-
tures s'induisent les unes les autres. Par passage à la limite, elles 
fournissent la t-structure de perversité p

^Dc * (X (Œ) ,R) , Db'—P (X (Œ) ,R) ) sur Db (X (Œ) , R). A l'imitation de 2.1 . 4, en en déduit 

une t-structure sur Dc(X(Œ),R) : si pour O ^ i £ dim X,a _< p(2i) £ b, 

on définit D^P(X(Ï),R ) (resp. D^(X(Œ),R)) comme la sous-catégorie de
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2.2.Schémas. 

2.2.1. À titre de modèle, considérons d'abord le cas d'une variété 

algébrique complexe. IL s'agit d'appliquer 2.1 au cas suivant : 

Espace : L'ensemble X(C) des points complexes d'un schéma séparé de 

type fini sur Œ, muni de sa topologie usuelle. 

Perversité : On ne considérera que des perversités où la perversité 

p(S) d'une strate ne dépend que de sa dimension. Cette dimension sera 

toujours paire. La donnée requise est celle d'une fonction encore no- 

tée p des entiers > Q pairs dans Z . On pose p”{n) : -n-p(n). C'est 

la fonction de perversité duale. Nous supposerons que p et pe” sont 

décroissantes 

pour n <m, O < pin) - pm) < m-n . 

Stratifications : Rappelons que toute stratification (algébrique) de 

X admet un raffinement qui est de Whitney (voir J.L. Verdier, strati- 

fications de Whitney et théorème de Bertini-Sard - Inv . Math. 36 

(1976) 295-312). Les stratifications utilisées seront les stratifica- 

tions de Whitney (algébriques) à strates équidimensionnelles de X 

Elles vérifient les conditions (a)(b}(c}) de 2.1.13, qui seules nous 

inmportent. Dans la discussion, sur Œ , qui suit, nous les appelerons 

simplement stratifications. Pour chaque stratification S, la perver- 

sité Pe de S est définie par 

a1g°) = P(din, LS) . 

On écrira simplement dim S pour la dimension algébrique din 145 de S. 

Pg(sS) = p(2dim 

Soit R un anneau noethérien à gauche. La catégorie dérivée cons- 

tructible D_.(X (©) ,R) est la sous-catégorie pleine de D(X(T),R}) formée 

des complexes K tels que les faisceaux HÏK soient constructibles. La 

catégorie DP(X(T),R) = D°(X(T),R) A D(X(E),R) est la réunion (fil - 

trante) des sous-catégories D (X(Œ) ,R) de D(X(T),R). Sur chaque 

D? (X(T),R) la perversité Ps définit une t-structure. D'après 2.1.14 

et l'hypothèse faite sur p , pour S de plus en plus fine, ces t-struc- 

tures s'induisent les unes les autres. Par passage à la limite, elles 

fournissent la t-structure de ReEVersi té P 

De Pr<P(x(T),R), pb 12P(x(T),R)) sur D? (XCE) ,R). À l'imitation de 2.1.4,nen déduit 

une t-structure sur D (X(€) ,R) : si pour O < i < dim X,a < p(2i) < b, 

on définit DEP (x (&) 4 R ) (resp. DEP (X(E) ,R)) comme la sous-catégorie de 
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Dc(X(Œ),R) formée des K tels que HLK = O pour i > b (resp. i < a) etque 

Tr , ,K soit dans Db'-P (X (Œ) , R) (resp. Db'-P (X (Œ) , R)).
[ â f D J C C

Pour S <=x , posons p(S) = p(2 dim S) .

proposition 2.2.2.Soit K dans Dc(X(Œ),R). Les conditions suivantes 
sont équivalentes.

(i) K est dans D^P(X(I) ,R) (resp. D^ (X (Œ) , R) ) .

(ii) Toute sous-variété irréductible S1 de X a un ouvert de Zariski 
dense S tel que, notant i l'inclusion de S(Œ) dans X(Œ), on ait 
H1i*K = 0 pour i > p(S) (resp. H1i!K = O pour i < p(S)) .

Si T est une famille finie de parties localement fermées (pour
Zariski) lisses ëquidimenslonnelles, de réunion X, et que, pour S 
------------- i * i 1 dans T, notant i l'inclusion de S dans X, les H i K et les H i’K-—■—- O O g
soient localement constants, elles équivalent encore à

(iii) Pour tout S dans T, H1! K = O pour i > p(S) (resp. Hii"K = O 

pour i < p (S) ) .

Supposons d'abord K dans D 
fine, K est alors dans Db . En

priétés imposées, et 
L'implication (ii) •

il suffit

)b . Pour toute stratification S assez 
c

i particulier, il existe T ayant les pro-
; de voir que (i) • (ii) -► (iii) • (i) .
; triviale. Pour vérifier que (i) -► (ii) ,

il suffit de 
Dj'-P (resp.

prendre 
Db'-P)’

S assez fin pour que K soit dans Db (donc dans 

et que S' soit une adhérence de strate. Prouvons
Soit S plus fin que T tel que K soit dans Db. L'hypothèse

sur p et la preuve de 2.1.4. montrent que K est dans Dj 
Db'-P), d'où (i) .

(resp.

Dans le cas général, soient a et b tels que a < p (21) < b pour 0< i < dim X
Si dans (i), (ü) ou (iü) on remplace K par T ^K (resp. t on obtient

une condition équivalente et il reste à montrer que chacune implique
que H1K = O pour i > b (resp. i < a) . Pour (i), c'est dans la défini­

tion. Pour (ii) et (iii), on reprend la preuve de (2.1.2.1) qui suit 
2.1.2. Pour (iii), on commence par remplacer T par une stratification 
plus fine. Pour (ii), on prouve par récurrence descendante sur dim S' 
que pour chaque sous-variété irréductible S' et chaque i > b (resp.
i < a), il existe un ouvert dense S de S' tel que H1K soit nul sur S.

2.2.3. Si U est une partie localement fermée de X, pour toute strati­
fication assez fine , U est réunion de strates. Ceci permet d'appli-
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ee ,R) formée des K tels que HÈk = O pour i > b (resp. i < a) etque 

fa jK soit dans Da P(X(T),R) (resp. DP'2P (X(T) ,RJ. 

pour S©CX , posons pis) = p(2 dins) . 

proposition 2.2.2.Soit K dans D,CX(T),R). Les conditions suivantes 

sont é équivalentes. 

(1) K est dans DÉP(X(C),R) (resp. D (X(T), R)) - 

(ii) Toute sous-variété irréductible S' de X a un ouvert de Zariski 

dense S tel que, notant i l'inclusion de S(T) dans X(C), on ait 

di K = 0 pour i > p(S) (resp. alitk = O0 pour i < p(Ss)). 

si T est une famille finie de parties localement fermées (pour 

Zariski) lisses équidimensionnelles, de réunion DS et que, BORE S 

dans T7, notant is l'inclusion de S dans *X, les H® res K et les EH is 1 

soient localement constants, elles équivalent encore à 
4 S dl 

(iii) Pour tout S dans T, H'iSK = Q pour i > p(s) (resp. H'iCK = Q 

pour i < p(Ss)). 

Supposons d'abord K dans D? . Pour toute Stratification S assez 

fine, K est alors dans D? . En particulier, il existe T ayant les pro- 

priétés imposées, et il suffit de voir que (1) = (11) = (iii) = (i). 

L'implication (ii) = (iii) est triviale. Pour vérifier que (i) = (ii), 

il suffit de BrOCz® S assez fin pour que K soit dans D? (donc dans 

De" <P (resp. cer 2P)) et que S'" soit une adhérence de Ta Prouvons 

(iii) = (i). Soit S plus fin que T tel que K soit dans ARE L'hypothèse 

sur p et la preuve de 2.1.4. montrent que K est dans Det <P (resp. 

De'2P), d'où (i). 

Dans le cas général, soient a et b tels que a < p(2i) <b pour O< i <dimXx 

Si dans (i}),(ii) ou (ii) on remplace K par T, PE (resp. TK)? on obtient 

une condition équivalente et il reste 2. montrer que chacune implique 

que HËk = O pour i > b (resp. i < a). Pour (i}, c'est dans La défini- 

tion. Pour (ii) et (iii), on reprend La preuve de (2.1.2.1}) qui suit 

2.1.2. Pour (iii}, on commence par remplacer T par une stratification 

plus fine. Pour (ii), on prouve par récurrence descendante sur dim S' 

que pour chaque sous-variété irréductible S' et chaque i > b (resp. 

i < a), il existe un ouvert dense S de S' tel que HÈk soit nul sur $S. 

2.2.3. si U est une partie localement fermée de X, pour toute strati- 

fication assez fine , U est réunion de strates. Ceci permet d'appli- 
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I * 
quer 2.1.6 (propriétés d'exactitude de j , , j' ,j et j,) à l'inclusion s 
j de U dans X . On utilisera les notations rc , H^ , *},,... de 2.1.7r5 

dont les résultats restent valables. Pour 0 un ouvert (de Zariski) de 
X, de fermé complémentaire F, la t-structure de perversité p de 
Dc(X(Œ),R) s'obtient par recollement à partir de celles de Dc(U(Œ),r) 

et D (F(Œ),R). Le formalisme 1.4 est donc appllquable, comme en 2.1.8. :

En particulier, pour A p-pervers sur U, on (1.4.23)

(2.2.3.1) j,,A = ^.^A .

* ;
Supposons F de dimension £ d et posons t = p(2d).Puisque t .i j.A est 

n dans rD et que le triangle (ri j„A,A,T .i 3.A) est distingue, si
* ^ n D * — *

r>ti j*A est dans , on a jtA -^ t<^i j,A et donc
D F -L^j^A —— Tc^j„A. En particulier (par 2.2.2 (iii) appliqué à F et à 
T = {F))

Proposition 2.2.4 . Si F est lisse de dimension d et que les Hij.A 

sont localement constants sur F pour i ^ t := p(2d) , on a

(2.2.4.1) j,,A = /wj,A .

Ceci, joint à la transitivité de j, , est analogue à 2.1.11. De 
même, sous la même hypothèse sur F et si la locale constance de 
H1! j*A vaut pour i > t-1, (resp. t+1), on a respectivement, par 

1.4.23,

(2.2.4.2) P3jA^^t_2^A ;

(2.2.4.3) Pj,A = T^j,A .

Proposition 2.2.5 . Si f : X -► Y est un morphisme quasi-fini, les 
foncteurs f, et f sont t-exacts à droite, et leurs adjoints à droite 
f et f* sont t-exacts à gauche.

Pour K dans Dc< la condition K € D^° équivaut aux bornes 

p(2 dim Supp H1K) > i

sur la dimension des supports des H1K. Le foncteur °f, étant exact, 
on a H^-f K = °f,H1K , d'où Supp H1f,K = f(Supp H^)- et

dim Supp H f K = dim Supp H K . De même, H f K = f H K , Supp H f K ^ 
“ 1 ' i i * j= f Supp H K et dim Supp H f K £ dim Supp H K, Ceci prouve la t- 

exactitude à droite de f, et f . La t-exactitude à gauche de f’ et 
f* peut s'en déduire par adjonction (1.3.17 (iii)).
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l L 

quer 2.1.6 (propriétés d'exactitude de j,,3 ,j et j,) à l'inclusion 

j de U dans X . On utilisera les notations T<p r HP A P4,,... de 2.1.7, 

dont les résultats restent Valables. Pour U un ouvert (de Zariski} de 

X, de fermé complémentaire F, la t-structure de perversité p de 

D, (X (€) ,R) s'obtient par recollement à partir de celles de D, (U(E) ,R) 

et D(F(E),R). Le formalisme 1.4 est donc appliquable, comme en 2.1.8, 

En particulier, pour À p-pervers sur U, on (1.4.23) 

; Er (2.2.3.1) j,,A = Pr ,j,a . 

Supposons F de dimension < d et PPSCAE t = (24) Puisque 7, ei "j,A est 

dans dE et que le triangle (tr _,i SE A/AIT, ä "A À) est diséingu®, si 
<t 

Titi j+A est dans Pn2° , On à Pr cu j,A —— Teti “5,A et donc 

Peoirà + Telus En particulier (par 2.2.2 (iii) appliqué à F et à 
T = {F)) 

Proposition 2.2.4 . Si F est lisse de dimension d et que les H}j,A 

sont localement constants sur F pour i > t := p(2d) , on a 

F : 

Tet-15#À 

Ceci, joint à la transitivité de Je est analogue à 2.1.11. De 

(2.2.4.1)  j,,A = 

même, sous la même hypothèse sur F et si la locale constance de 
i * 

Hi j,A vaut pour i > t-1, (resp. t+1}, on a respectivement, par 

1.4.23, 

(2.2.4.2) PjiAz 7x 

(2.2.4.3) Pj,A = 

Proposition 2.2.5 . Si f : X + Y est un morphisme quasi-fini, les 
* 

foncteurs f, et f sont t-exacts à droite, et leurs adjoints à droite 
Q 

f" et f, sont t-exacts à gauche. 

Pour K dans De la condition K € D<° équivaut aux bornes 

p(2 dim Supp HTK) > i 

sur la AR des supports des H Îx. Le foncteur °f, étant exact, 
! 

on a H°'f ik = LEA HÏK , d'où Supp H En = f(Supp H Îx) et 

dim Supp Hi f, & = dim Supp H 5 4 : ne même, HE K =°£" xx , SUPP air°x F 

= f "1 Supp Hi K et dim Supp HT d K < dim Supp x” K,. Ceci prouve la t- 

exactitude à droite de f, et £° . La t-exactitude à gauche de sl et 

f, peut s'en déduire par adjonction (1.3.17 (iii}). 
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Remarque . Il est essentiel ici que les conditions de perversité 

soient définies en terme de la dimension - et non de la codimension- 
jes strates (si X et Y ne sont pas de la même dimension).

corollaire 2.2.6 (i) Si f est fini,f, = f* est t-exact. 
i *

(ii) Si f est étalé, f = f est t-exact.

2.2.7. Pour f quasi-fini et F p-pervers sur X, f,F est dans ^Et0 et 
f* F dans ^D*0 . Le morphisme naturel de f,F dans f^F admet donc une 

factorisation

(2.2.7.1) f,F r Pf,F > Pf,F r f , F .

On pose
f,,F = Im(pf,F -> Pf/) .

2.2.8. Comme en 2.1.20, si les perversités p,q vérifient pour n ^ m, 

(p+q) (n) - (p+q) (m) £ m - nz

9 envoie Dc'-P x Bc'—g dans D^p+5 , et si q-p est décroissante, RHom 

envoie D^'^P x D^'^ dans D*'—^ P’. En particulier, pour K dans D^P 

et L dans D^P , les H1RHom(K,L) sont nuis pour i < O , et

U '---- >- Homp^j (K|ü,l|ü) est un faisceau. Comme en 2.1.23, les fais­
ceaux p-pervers forment un champ.

Si R est un corps commutatif, la dualité de Verdier échange D P 

et Dr , Dr et , faisceaux p-pervers et p -pervers (cf.2.1.16), 
et PH^ et P H^ .

2.2.9. Soit X un schéma de type fini sur un corps k, et soit £ un 
nombre premier, premier à la caractéristique de k. Sur X, nous considé­
rerons exclusivement la topologie étale. Notre but est la définition 
des (D^-faisceaux pervers sur X. Le cas des faisceaux de Z/ü-modules 
étant un peu plus facile, nous commençons par lui.

2.2.10. A cause des phénomènes de ramification sauvage, on ne dispose 
plus de stratifications jouant le rôle des stratifications de Whitney. 
Nous aurons à considérer des paires (S,L) où

(a) S est une partition finie de X en parties localement fermées (ap­
pelées strates). L'adhérence d'une strate est réunion de strates, et 
sur k chaque strate réduite est lisse, partout de la même dimension.

(b) L est la donnée, pour chaque strate S, d'un ensemble fini L(S) de 
classes d'isomorphie de faisceaux localement constants de Z/£-modules
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Remarque : Il est essentiel ici que les conditions de perversité Remarque 

soient définies en terme de la dimension - et non de la codimension- 

des strates (si X et Y ne sont pas de la même dimension). 

corollaire 2.2.6 (i) Si f est fini,f, = f, est t-exact. COL 2 ©" | = RSR 
! * 

tii) si f est étale, f = f est t-exact. 

2.2.7. Pour f quasi-fini et F p-pervers sur X, f,F est dans Pp<° et 

£,F dans Pp?° 

factorisation 

. Le morphisme naturel de f,F dans f,F admet donc une 

(2.2471)  £F + PF + PEL + £F 
On pose 

Lu = ImCPE,F + PE, . 

2.2.8. Comme en 2.1.20, si les perversités p,q vérifient pour n < mr 

(p+a) (in) - (p+ag)(m) <m-n, 

L _ _ 

& envoie D 1<P % D" dans DÉP+4 , et si q-p est décroissante, RHom c 

envoie D_"<P x Dir dans ptr2 (ap), En particulier, pour K dans DSP 

et L dans D?P , les H°RHom(K, L) sont nuls pour i < O , et 

Ut Ho; çu) (K|U,L|U) est un faisceau. Comme en 2.1.23, les fais- 

ceaux p-pervers forment un champ. 

si,R est un corps commutatif, la dualité de Verdier échange p’P 
L 1 

et p°P r D°P et DSP , faisceaux p-pervers et p -pervers (cf.2.1.16), 

et PH et PK 

2.2.9. Soit X un schéma de type fini sur un corps k, et soit £un 

nombre premier, premier à la caractéristique de k. Sur X, nous considé- 

rerons exclusivement la topologie étale. Notre but est la définition 

des Q,-faisceaux pervers sur X. Le cas des faisceaux de Z/1-modules 

étant un peu plus facile, nous commençons par lui. 

2.2.10. À cause des phénomènes de ramification sauvage, on ne dispose 

plus de stratifications jouant le rôle des stratifications de Whitney. 

Nous aurons à considérer des paires (S,L}) où 

(a) S est une partition finie de X en parties localement fermées (ap- 

pelées strates). L'adhérence d'une strate est réunion de strates, et 

sur k chaque strate réduite est lisse, partout de la même dimension. 

(b) L est la donnée, pour chaque strate S, d'un ensemble fini L(S) de 

classes d'isomorphie de faisceaux localement constants de Z/2-modules 
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sur S, irréductibles dans la catégorie de tous les faisceaux locale­
ment constants de Z/ 1-modules.

Un faisceau de T/H-modules sera dit (S,L)-constructible si sa 
restriction à chaque strate S est localement constante et extension 
itérée (finie) de faisceaux dont la classe d'isomorphie est dans ((S). 

On note Dç . (X, ”Z/£) la sous-catégorie pleine de D (X, Z/L) formée 
des complexes (S,L)-constructibles, i.e. tels que les H K soient 
(.S, L) -constructibles . On dit que (S ' , L ' ) raffine (S,L) si chaque stra­
te S de S est réunion de strates de S', et que les F dans L(S) sont 
(S 1 , L')-constructibles (i.e. ( S' |S , L ' | ( S' |S) ) constructibles) .

On impose enfin

(c) Pour S dans S et F dans L(S), si j est l'inclusion de S dans X, 
les Rnj„F sont (S,L)-constructibles.

Cette condition assure comme en 2.1.13 que pour U c:* V c X loca- 
3 ♦ i

lement fermés et réunionsde strates, les foncteurs j,, j , j , j' en­
voient l'un dans l'autre D$ £(U, Z/L) et D^ ^(V,Z/t).

Il résulte du théorème de constructibilité pour Rj, ([3)1.1.) que 
pour tout système (S' ,L') vérifiant (a)(b), il existe (S,L) raffinant 
(S' ,L') qui vérifie (a) (b) (c) : si (a) (b) (c) sont vrais pour X rempla­
cé par la réunion des strates de dimension i n, le théorème de cons­
tructibilité permet de raffiner (S , L) en (S ' , L ' ) , sans toucher aux 
strates de dimension >_ n, et de rendre (a) (b) (c) vrais pour X rempla­
cé par la réunion des strates de dimension >_ n-1 . On itère cette 
construction.

2.2.11. Soit p comme dans 2.2.1, définissant les fonctions de perver­
sité p^ : S + Z : S i---- ► p(2 dim S) . Procédant comme précédemment, on 
déduit de p une t-structure sur D^ £ (X, ^/2) .Pour (S,L)de plus en plus 

fin, ces t-structures s'induisent les unes les autres : le théorème de 
pureté SGA 4 XVI 3.7 fournit l'analogue de 2.1.14. Par passage à la 
limite on obtient une t-structure (D^'—^ (X, "Z/i) , D^1'—^ (X, Z/£) ) sur 

c c
la réunion filtrante D^(X,7/i) des D$ £(X, ï/1} . On en déduit une 

t-structure sur D^tX,’Z/l) comme en 2.2.1, et 2.2.2 à 2.2.8 restent 
valables, avec essentiellement la même démonstration. Le formalisme 
de dualité en cohomologie étale (SGA 4 XVIII) remplace celui de la 
dualité de Verdier.

2.2.12. Pour x un point (fermé ou non) de X, si i est l'inclusion de 
— ^i*i

x dans X, factoriséeen x —v-’- (x) —;—► X, on définit i' := j i' . Avec J 1 x
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sur S, irréductibles dans la catégorie de tous les faisceaux locale- 

ment constants de Z/1-modules. 

Un faisceau de Z/1-modules sera dit (S,L)-constructible si sa 

restriction à chaque strate S est localement constante et extension 

itérée (finie) de faisceaux dont la classe d'isomorphie est dans L(S). 

On note De LE Z/8) la sous-catégorie pleine de DP(X, Z/2) formée 

des complexes (S,L)-constructibles, i.e. tels que les aik soient 

(S,L)-constructibles. On äit que ($S',L') raffine (S,L} si chaque stra- 

te S de S est réunion de strates de S', et que les F dans L(S) sont 

(S',L')-constructibles (i.e. (S'[S8,L'|(S'|S))constructibles). 

On impose enfin 

(c) Pour S dans S et F dans L(S), si j est l'inclusion de S dans *, 

les R'j,F sont ($,L)-constructibles. 

Cette condition assure comme en 2.1.13 que pour U Ex VE X loca- 
* ! 

lement fermés et réunionsde strates, les foncteurs j,, je j , j  en- 

voient l'un dans l'autre De L (Ur Z/r) et D? Le Z/2). 
L L 

11 résulte du théorème de constructibilité pour Rj, ([3]1.1.) que 

pour tout système (S',L') vérifiant (a)(b), il existe (S,l) raffinant 

(S',L'} qui vérifie (a) (b)(c) : si (a)(b)(c) sont vrais pour X rempla- 

cé par la réunion des strates de dimension > n, le théorème de cons- 

tructibilité permet de raffiner (S,L) en (S'",L'), sans toucher aux 

strates de dimension > n, et de rendre (a)(b})(c) vrais pour X rempla- 

cé par la réunion des strates de dimension > n-1 . On itère cette 

construction. 

2.2.11. Soit p comme dans 2.2.1, définissant les fonctions de perver- 

sité Pe 2: S+ Z: 8: p(2 dim 5) . Procédant comme précédemment, on 

s,L Cr Z/2).Pour (S,l)ée plus en plus 

fin, ces t-structures s'induisent les unesles autres : le théorème de 

déduit de p une t-structure sur D 

pureté SGA 4 XVI 3.7 fournit l'analogue de 2.1.14. Par passage à la 

limite on obtient une t-structure Dex, Z/2), Db'2P(x, Z/2)) sur 

la réunion filtrante DOUX, Z/2) des De L Æ Z/2). On en déduit une 
’ 

t-structure sur D,(&, Z/1) comme en 2.2.1, et 2.2.2 à 2.2.8 restent 

valables, avec essentiellement la même démonstration. Le formalisme 

de dualité en cohomologie étale (SGA 4 XVIII) remplace celui de la 

dualité de Verdier. 

2-2.12. Pour x un point (fermé ou non) de X, si is est l'inclusion de 
* ! - ! 

x dans X, factoriséen x NE {x} + X, on définit À, i= j i  . Avec 
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cette notation, la caractérisation 2.2.2(ii) de D^ (resp. D^) admet 

ja formulation plus élégante suivante.

(ii)* Pour tout point (fermé ou non) x de X, notant dim x la dimen­
sion de (x) , on a H1!^ = 0 pour i < p(2dim x) (resp. H^i^K = 0 pour 

i > p(2dim x)).

2.2.13- Pour les faisceaux de Z/£n-modules (ou plus généralement de 
R-modules, avec R fini sur Z/£n), on procède de même. Il est commode 

de continuer à prendre pour L la donnée, pour chaque strate, d'une 

famille finie de faisceaux localement constants irréductibles de 
Z/1-modules, et de dire que K dans d'3(X,R) est (S, L)-constructible 
si les i^H K/£1+1H K sont (S,L)-constructibles, en tant que faisceaux 

de Z/2.-modules .

2.2.14- Pour les Z^-faisceaux, (resp. Œ^-faisceaux,...) on procède 
de même, une fois définies des catégories triangulées D^fX, Z )(resp.

D (X, (!) ),... ) obéissant au formalisme de variance habituel, et une 
C i

fois définie leur t-structure "naturelle", dont on veut qu'elle four­
nisse la catégorie abélienne des Z^-faisceaux (resp. (Q }-faisceaux, .. ) 
constructibles sur X (SGA 5 VII 1.1.). Dans le cas des corps de base 
finis ou algébriquement clos (ou plus généralement lorsque pour toute 
extension finie k' de k les groupes H1(Gai(k/k'), Z/t) sont finis), 

une solution est proposée dans [1] 1.1.2 : poser

(2.2.14.1) ^(X, "Z) := 2-lim proj D^ (X, Z/)in)

(ctf pour "constructible de Tor-dimension finie"). On prend pour 
foncteursde transition les foncteurs d'extension de scalaires

L
O Z/£m ;

27£n
la restriction aux objets de Tor-dimension fi*nie est nécessaire pour 
qu'ils envoient D^ dans D^ .

La proposition suivante, jointe aux théorèmes de finitude de [3] 
assure que l'on obtient bien une catégorie triangulée.

Proposition 2.2.15. Soit (Pn)n£N un système projectif de catégories 
triangulées. Les foncteurs de transition T z V ^ V sont supposés -----  — ---------- ---------------------------------------------------------- m, n n m -------------- “--------- 
exacts. Si, pour tout n € N et K, L dans 9 , Hom(K,L) est fini,
alors la 2-limite projective V de Vn ,munie de la famille des tri­
angles T d'images distinguées dans les Pn ,est triangulée.

Soit u : X ->- Y dans P , et u : X -> Y son image dans t> . Pour m n n n
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cette notation, la caractérisation 2.2.2(ii) de D (resp. D2P) adnet 
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ja formulation plus élégante suivante. 

ui Pour tout point (fermé ou non) x de X, notant dim x la dimen- 
_ i,* . i.! 

sion de (x} , on a H i,K = O pour i < p(2dim x) (resp. Hi, K = O pour 

i > p(2dim x)). 

2.2.13. Pour les faisceaux de Z/1"-modules (ou plus généralement de 

r-modules, avec R fini sur Z/x"), on procède de même. IL est commode 

de continuer à prendre pour L la donnée, pour chaque strate, d'une 

famille finie de faisceaux localement constants irréductibles de 

T/s-moduies, et de dire que K dans pP (X,/R) est (S,L)-construetible 

si les TH *r/aitin* 

de Z/2-modules. 

H K sont (S,l)-constructibles, en tant que faisceaux 

2.2.14. Pour les Z, “faisceaux, (resp. L7faisceaux,...) on procède 

de même, une fois définies des catégories triangulées D? (X, Z,) (resp. 

DP (XD) re.) obéissant au formalisme de variance habituel, et une 

fois définie leur t-structure "naturelle", dont on veut qu'elle four- 

nisse la catégorie abélienne des Z,-faisceaux (resp. Q,-faisceaux, ..) 

constructibles sur X (SGA 5 VII 1.1.}). Dans le cas des corps de base 

finis ou algébriquement clos (ou plus généralement lorsque pour toute 

extension finie k' de k Les groupes Hi (Gal(k/k'), Z/L) sont finis), 

une solution est proposée dans [1] 1.1.2 : poser 

b L 91 : nb n 
(2.2.14.1) Be Z,) := 2-1im proj Des (Xr Z/£ ) 

(ctf pour "constructible de Tor-dimension finie"). On prend pour 

foncteurs de transition les foncteurs d'extension de scalaires 
L 
9 Z/e" ; 
Z/2° 

la restriction aux objets de Tor-dimension finie est nécessaire pour 

qu'ils envoient D? dans pb 

La proposition suivante, jointe aux théorèmes de finitude de [3) 

assure que l'on obtient bien une catégorie triangulée. 

Proposition 2.2.15. Soit D nen un système projectif de catégories 

triangulées. Les foncteurs de transition Tn n © D, + Le sont supposés 
LA 

exacts. Si, pour tout n € Net K, L dans D, , Hom(K,L) est fini, 

alors la 2-limite projective D de LE munie de la famille des tri- 

angles T d'images distinguées dans les D, est triangulée. 

Soit u : X + Y dans D , et u : X + Y son image dans D, . Pour 
m n n n 
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vérifier que u est la base d'un triangle distingué T (TRI) on choisit 

pour chaque n un triangle distingué T de base un . Appliquant TR3 

dans les Pn , on construit des morphismes Tn n+i (Tn+jJ * Tn de base 
l'automorphisme identique de un . Ce sont des isomorphismes. Ils per­
mettent de définir le T requis comme limite projective des Tn .

Soit dans 0 deux triangles distingués T,T' et f:base(T) + base(T')

X Y -----► Z

Pour chaque n , soient T , T' et f les images de T, T', f dans P , n n n n
et H l'ensemble des morphismes de triangles Tn ■* T^ qui induisent f 
Le foncteur T ,, envoie H ,. dans H , et la limite projective H n,n+l n+1 n
des H est l'ensemble des k : T + T' induisant f . Chaque H est fini n n
par hypothèse, et non vide d'après TR3 dans Pn . On a donc H / 0 , et 

ceci vérifie TR3 dans P. La vérification de TR4 dans P est semblable.
Celle de TR2 est triviale.

2.2.16. La définition (2.2.14.1) a ceci de bon que le formalisme de va­
riance des D°(X, s'obtient par simple passage à la limite. La dé­

finition de la t-structure naturelle est plus délicate, car les t<. 
dans D^(X, l/in) ne respectent pas la Tor-dimension finie et ne com­

mutent pas aux extensions de scalaires. On définit le foncteur H de 
D^(X, Z^) dans la catégorie abélienne des ^-faisceaux constructibles 
en attachant à K, défini par un système de Kn £ D^(X, Z/£n) , le 2^- 

faisceau limite projective des H1(K ). Nous écrirons K 0 Z/£n pour

Kn . On dispose des suites exactes usuelles

(2.2.16.1) O * H1 (K) ® Z/i” *Hr (K ® Z/ £ n) * Tor (H1+1 (K) , Z/ 2 n) - 0 .

L L

Pour n variable, elles forment un système projectif, et le système 
projectif des Tor, est essentiellement nul. On définit D (X, Z^)—° 
(resp. D^(X, Z,)—^) par les conditions H^K = O pour i > 0 (resp.

i < O). Pour s'assurer qu'on obtient bien une t-structure, l'essen­
tiel est la construction des opérateurs . Elle est faite dans [1] 
1.1.2. Le foncteur H° induit une équivalence de catégories
(D (X, Z )—0 n D^(X, Z.)—°) ->- ( Z.-faisceaux constructibles).

Les suites exactes (2.2.16.1) montrent que pour que K soit dans 
D^(X, Z. )—° , il faut et il suffit que pour un (tout) n, K 0 Z/£n 

c £
£
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vérifier que u est la base d'un triangle distingué T (TR1) on choisit 

pour chaque n un triangie distingué T, de base u, Appliquant TR3 

n,n+1(Tn+1) * Tn de base 
l'automorphisme identique de u, . Ce sont des isonorphismes. Ils per- 

dans les D, , on construit des morphismes T 

mettent de définir le T requis comme limite projective des Th 0 

Soit dans D deux triangles distingués T,T' et f:base(T) + base(T') 

x U, y 2 (1) 

xl | 
X'—> Y'— 7! &) 

Pour chaque n , soient Ts Ti et fh les images de T, T', f dans D, A 

et E, l'ensemble des morphismes de triangles Th + T} qui induisent £ 

Le foncteur Th,n+1 envoie H 4 dans E, , et la limite projective H 

des H, est l'ensemble des k : T + T' induisant f . Chaque H, est fini 

par hypothèse, et non vide d'après TR3 dans D, . On a donc H # @ , et 

ceci vérifie TR3 dans Ÿ. La vérification de TR4 dans Ÿ? est semblable. 

Celle de TR2 est triviale. 

2.2.16. La définition (2.2.14.N a ceci de bon que le formalisme de va- 

riance des DP(X, Z,) s'obtient par simple passage à la limite. La dé- 

ss de la t-structure naturelle est plus délicate, car les + ci 

dans D? (X; 2/21 ) ne respectent pas la Tor-dimension finie et ne com- 

matent pas aux extensions de scalaires. On définit le foncteur H} de 

D? (X, Z 2) dans la catégorie abélienne des Z,- as es constructibles 

en here à K, défini par un système de K, € D? (x, Z/2°), le Z,- 

faisceau limite projective des ET (K,)- Nous écrirons K 8 7/1” pour 

K, . On dispose des suites exactes usuelles £ 

(2.2.16.1) O + H (K) 82/2" >H (K® Z/2°) + Tor, (H 1(k),Z/27)-0. 
Z, Z, 

Pour n variable, elles forment un système projectif, et le système 

D des Tor, est essentiellement nul. On définit D? (x, Z,)< 

(resp. ie Z., 2) 20) par les conditions HK =0 pour i > O (resp. 

i < O). Pour s'assurer qu'on obtient bien une t-structure, l'essen- 

tiel est la construction des opérateurs Tei Elle est faite dans [1] 

1.1.2. Le foncteur H° induit une équivalence de catégories 

wP(x, Z,)< n DPtx, Z,)2°) + (Z,-faisceaux constructibles). 

Les suites exactes (2.2.16.1) montrent que pour que K soit dans 

D,(X, Z)< , il faut et il suffit que pour un (tout) n, K $ Z/2° 

L 
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soit dans Db(X,Z/£n)-° .

Une bonne définition, inconditionnelle, de Db(X, Z^) a été propo- 

sge par O. Gabber. Notons Dc(X, Z^) la catégorie triangulée qu'elle 
fournit. On dispose d'un foncteur conservatif Db(X, Z^) -► Db(x, Z^) , 

bijectif sur l'ensemble des classes d'isomorphie. Pour K, L dans 

gb(X, Z„ )> de réduction mod £ Kn et Ln, on a une suite exacte courte

O * lim1Hom(Kn,Ln) ■» Hom(K,L) ■♦ lira Hom(Kn,Ln) - O .

pour X le spectre d'un corps k, de clôture séparable k, V un "Z -mo­
dule de type fini sur lequel Gal(k/k) agit continûment, et K (resp. L) 
réduit à z£ (resp. V) en degré O, les Hom^t^jV), dans Db , sont 

les H1(Gai(k/k),V), tels que calculés par le complexe des cochaînes 
continues. Comme il n'a pas rédigé sa définition, nous sommes obligés 
de nous limiter au cadre un peu étriqué où 2.2.15 s'applique.

2.2.17. Soit Db ^ (X, Z£) la sous-catégorie pleine de D^(X, ZJ formée 

des K vérifiant les conditions suivantes, dont l'équivalence résulte 
de (2.2.16.1) : (a) pour tout (resp. un) n, K 0 Z/ln est dans

d5 .(X, Z/in) ; (b) les H1K 0 Z/£ sont (S,L)-constructibles. Pour 

b b(S,L) variable, Dc est la réunion filtrante des D^ ^ ,et on définit 
la t-structure de perversité p sur Db par passage à la limite sur 
(S,L) , comme en 2.2.10, à partir de t-structures sur les Db ^ obtenues 

par recollement.

Comme en 2.2.16, pour que K soit dans ^“-0(X, Z^) , iî faut et H 

suffit que sa réduction mod l soit dans PD^-°(X,Z/i) .

2.2.18. Rappelons que, par définition,

D^ CX,®£) Dc(X' ZP Vf
et que la catégorie abélienne des ®^-faisceaux constructibles est le 
Q ® de celle des *Z -faisceaux constructibles. La sous-catégorie 
pleine D? (X,® ) image de Dç .(X, Z ) 0 ® est formée des K tels que 

chaque H^K est le ®® d'un Z^-faisceau (S,L)-constructible, i.e.
de réduction modi (S,L)-constructible. On définit la t-structure de 
perversité p sur D^tX,®^) par passage à la limite sur (S,L) et recol­
lement, comme précédemment. Pour tout intervalle [a,b] , le foncteur
naturel

Pd^'^ix, z ) ® ® - pD^a'b](x,® )
C X X C X

est une équivalence. En particulier (a = b = O), la catégorie abélien-
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goit dans DP(X, 7/12 
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sée par ©. Gabber. Notons 5. (X, Z,) la cRtégr ie ne La" elle 
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pour X le Spectre d'un corps k, de clôture séparable Kk, V un Z,-mo- 

dule de type fini sur lequel Gal(k/k) agit continûment, et K (resp. L) 

réduit à Z, (resp. V) en degré O, les Hom! (% ,V), dans 5P , Sont 
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continues. Comme il n'a pas rédigé sa définition, nous sommes obligés 
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i R 
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31 

(S,L) variable, De est la réunion filtrante des D? set on définit 
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la t-structure de perversité p sur D? par passage à la a sur 
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par recollement. 

Comme en 2.2.16, pour que K soit dans PD<° (X, Z, ), il faut et il 

suffit que sa réduction mod £ soit dans PD<0(x, Z/2) 0 
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b - D 
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“2 

et que la catégorie abélienne des Q,-faisceaux constructibles est le 
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chaque HIK est le p ® d'un Z,- faisceau (S,L)-constructible, i.e. 

de réduction mod£ (S,L}-constructible. On définit la t-structure de 
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lement, comme précédemment. Pour tout intervalle [a,b] , le foncteur 
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ne des ®^-faisceaux pervers se déduit de celle des Z^-faisceaux per­

vers par ® Q) .

Soient E^ une extension finie de ®^ et 0^ son anneau de valuation. 
On peut traiter des (^-faisceaux comme on a traité des ^-faisceaux, 
et passer de là aux E^-faisceaux par ® E, -On peut aussi passer des 

©^-faisceaux aux E^-faisceaux en observant que le foncteur d'oubli u 
induit une équivalence

D^(X,E^)------ >- (catégorie des objets K de D^fX,®^), munis d'un

morphisme de ®£-algèbres E^------ * End(K)) .

La pleine fidélité résulte de la suite spectrale

(2.2.18.1) E^ = Ext^ „,, (E, ,Homq(uK,uL) ) • Hom(K,L) ,
A A

où E^q = O si p / O (le produit tensoriel E^ 0 E^ est pris sur ®^ , 
et le Homq dans D^(X,®^)). La surjectivité essentielle résulte de ce 

que K, muni d'une action de E , est facteur direct de K 0 E .

La suite spectrale (2.2.18.1) se déduit d'une suite spectrale ana­

logue pour D (X,0 ), obtenue par passage à la limite. Si 0, est étale 
sur ‘^, on a encore E" = O pour p / O , mais non en général. La 
suite spectrale montre toutefois que le foncteur d'oubli induit un 
foncteur pleinement fidèle

(^-faisceaux pervers)--------->• ( ^-faisceaux pervers, munis 
d'une action de 0 ^) .

Nous n'avons pas vérifié que c'est, comme il se doit, une équivalence. 

On passe enfin à D^tX,®^) par passage à la limite (inductive) sur

2.2.19. Les résultats 2.2.2 à 2.2.8 et 2.2.12 continuent à s'appliquer 
dans tous ces contextes, avec essentiellement la même démonstration.

La preuve 2.1.23 de ce que les faisceaux pervers forment un 
champ ne s'applique toutefois plus telle quelle, car 3.2, sur laquel­
le elle repose a été rédigé en supposant que l'on travaillait à l'in­
térieur d'une catégorie dérivée d'une catégorie de faisceaux.
Voici une autre preuve. On sait déjà, comme en 2.1.23, que les mor­
phismes se recollent, et il s'agit de prouver que si (0^^ 

est un recouvrement étale fini de X, toute famille A. de faisceaux

4. À. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE 

ne des D,-faisceaux pervers se déduit de celle des Z,-faisceaux per- 
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Soient E, une extension finie de D, et 0, son anneau de valuation. 

On peut traiter des 0,-faisceaux comme on a traité des Z,-faisceaux, 

et passer de là aux E,-faisceaux par @ E, . On peut aussi passer des 

D,-faisceaux aux E,-faisceaux en observant que le foncteur d'oubli uw 

induit une équivalence 

DP(X,E,) — (catégorie des objets K de D (XD) munis d'un 

morphisme de ®,-algèbres E—— End(K)}) . 

La pleine fidélité résulte de la suite spectrale 
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où EE = O si p # O (le produit tensoriel E, 8 E, est pris sur 2, 0 
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que K, muni d'une action de E, , est facteur direct de K @ E, L 

Q, 
La suite spectrale (2.2.18.1) se déduit d'une suite spectrale ana- 

logue pour DD (X,0,), obtenue par passage à la limite. Si 0, est étale 

sur Z,r on à encore Le = © pour p # O , mais non en général. La 

suite spectrale montre toutefois que le foncteur d'oubli induit un 

foncteur pleinement fidèle 

(0, faisceaux pervers) ——( Z,-faisceaux pervers, munis 

d'une action de 0,) 

Nous n'avons pas vérifié que C'est, comme il se doit, une équivalence. 

On passe enfin à DP(x,E,) par passage à la limite (inductive) sur 

E, = Q, : 

2.2.19. Les résultats 2.2.2 à 2.2.8 et 2.2.12 continuent à s'appliquer 

dans tous ces contextes, avec essentiellement la même démonstration. 

La preuve 2.1.23 de ce que les faisceaux pervers forment un 

champ ne s'applique toutefois plus telle quelle, car 3.2, sur laquel- 

le elle repose a été rédigé en supposant que l'on travaillait à l'in- 

térieur d'une catégorie dérivée d'une catégorie de faisceaux. 

Voici une autre preuve. On sait déjà, comme en 2.1.23, que les mor- 

phismes se recollent, et il s'agit de prouver que si (Uidier 

est un recouvrement étale fini de X, toute famille A; de faisceaux 
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pervers sur les th munie 
pervers sur X. La donnée 

étale, et se factorisant par un U. , 
sur V, et ce de façon compatible aux

d'une donnée de recollement provient de A 
de recollement permet, pour chaque j : V -► X

de définir A^ faisceau pervers 
images inverses V' + V .

Pour tout morphisme f : Y ->• X et toute sous-variété irréductible 
localement fermée i : S' c—>• X de X, donnant lieu à un diagramme car­

tésien
T'C-----i—► y

f । f|
S'c-----^-* X /

on a dans la catégorie dérivée i ’ f * = f»i‘ • Si f est quasi-fini, S' 
admet un ouvert dense S tel que T = f S soit fini sur S , et vide ou 
purement de dimension dim(S). Il en résulte que f, envoie alors 

D>P(Y,ffl£) dans D*D(X,Œp : Pf* := H°f,e est un foncteur exact à gauche 

des faisceaux pervers sur Y dans les faisceaux pervers sur X, ayant 
Pf* := H°f e pour adjoint à gauche (1.3.17 (iii)) .

Soit j± (resp. j.^) la 
:= U.x U.) . Posons

i A J

projection sur X de U. (resp. de

A := Kerirpj-^A =: TT ^ijAl )
I 1 Ixl Uij 1

Il suffit de voir que le morphisme pj^A ---- >■ A^ = A^ déduit par ad­
i

jonction de A ---- » ji»A^ est un isomorphisme. Il suffit de le voir 
ui

après tout changement de base j^ . Les images directes et réciproques 

considérées commutant à une telle localisation, nous sommes ramenés 
au cas où l'un des U./X admet une section. Dans ce cas, les A. sont 
les images inverses d'un A„ , et que A = A„ résulte de l'argument ha­
bituel d'homotopie qui montre que deux recouvrements ouverts dont cha­
cun est plus fin que l'autre donnent la même cohomologie de Cech.
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pervers sur les U; munie d'une donnée de recollement provient de À 

pervers sur X. La donnée de recoilement permet, pour chaque SV +x 

étale, et se factorisant par un Us , de définir À; faisceau pervers 

sur V, et ce de façon compatible aux images inverses V' + V . 

Pour tout morphisme f : Y + X et toute sous-variété irréductible 

jocalement fermée i : S' <—+ X de X, donnant lieu à un diagramme car- 

tésien 

T'et, y 

Er 
g'e_ À, X y 

on a dans La catégorie dérivée its = fi! . Si f est quasi-fini, S' 

admet un ouvert dense S tel que T = rl soit fini sur S , et vide ou 

purement de dimension dim(S}. Ii en résulte que f, envoie alors 

D'P(Y,0,) dans D°P(X,D,) : En := H°f,e est un foncteur exact à gauche 

des faisceaux pervers sur Ÿ dans les faisceaux pervers sur X, ayant 
# o,* de A . 

Pf" := H°f € pour adjoint à gauche (1.3.17 (iii)j) . 

Soit ji; (resp. 154) la projection sur X de U; (resp. de 

J,, == .XLU. . Us; U; x 5) Posons 

A = Ker[ Pi, A, — Î[] Pi. a 
Tr é*'DE txz id* Ui;) 

Il suffit de voir que le morphisme Pjia + À, = À déduit par ad- 
i 

est un isomorphisme. IL suffit de le voir jonction de À —+ Ji*u, 

après tout changement de base j., . Les images directes et réciproques 

considérées commutant à une telle localisation, nous sommes ramenés 

au cas où l'un des U4/x admet une section. Dans ce cas, les A; sont 

les images inverses d'un Az , et que À = Az résulte de l'argument ha- 

bituel d'homotopie qui montre que deux recouvrements ouverts dont cha- 

cun est plus fin que l'autre donnent la même cohomologie de Éech. 
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3. COMPLEMENTS.

3.1. Catégories dérivées fiItrêes,filtrations canoniques, et filtra­
tions bêtes.

3.1.1. Les catégories triangulées usuelles ont les accompagnant une 
"catégorie dérivée filtrée". Les relations entre la catégorie trian- 
gulée de départ et celle-ci n'ont pas encore été axiomatisées. Les 
foncteurs les plus utiles parmi ceux reliant ces catégories sont con­
sidérés en 3.1.2, mais nous ne prétendons pas avoir indiqué toutes les 
compatibilités auxquelles ils donnent lieu. De ce fait, nous sommes obli­

gés, dans ce n°, de partir d'une catégorie abélienne A , 
de sa catégorie dérivée DA , et de sa catégorie dérivée 
filtrée DFA . Modifiant la définition donnée en 1.1.4, nous la 
définissons ici comme déduite par calcul de fraction de la catégorie 
des complexes munis d'une filtration finie (et non seulement finie 
degré par degré). C'est la définition de [8] V § 1,2, où le lecteur 
trouvera un exposé systématique. De même pour D*, * = +,-,b . On utl-

Usera aussi incidemment la catégorie dérivée bifiltrée DF A , qu'on 
peut considérer comme étant la "catégorie dérivée filtrée" compagnon 
de la catégorie triangulêe DFA .

Si la catégorie abélienne A a assez d'injectifs, D+A s'iden­

tifie à la catégorie des complexes bornés à gauche d'objets injectifs 
de A , les morphismes de complexes étant pris à homotopie près, et 

+ +2D FA (resp. DFA) s'identifie à la catégorie des complexes bornés 
à gauche filtrés (resp. bifiltrés) d'objets injectifs de A , la fil­
tration (resp. bifiltration) étant finie et scindable en chaque degré, 
et les morphismes de complexes filtrés (resp. bifiltrés) étant pris 
module les homotopies compatibles aux filtrations (i.e. module les 
dH+Hd, où H , de degré -1 , respecte les fi11rations) ([8 JV 1.4.7 
pour D+F) .

Nos filtrations seront tantôt croissantes, tantôt décroissantes. 
On passe des unes aux autres en posant F^ := F 1 .

3.1.2. Travaillons avec des filtrations décroissantes. On dispose des 

foncteurs suivants reliant DA et DFA .

(3.1.2.1) Gr^ : DFA —> DA : (K,F) )---- > Gr^(K) ,
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3.  COMPLÉMENTS. 

3.1. Catégories dérivées filtrées, filtrations canoniques, et filtra- 

tions bêtes. 

3.1.1. Les catégories triangulées usuelles ont les accompagnant une 

“catégorie dérivée filtrée". Les relations entre la catégorie trian- 

gulée de départ et celle-ci n'ont pas encore été axiomatisées. Les 

foncteurs les plus utiles parmi ceux reliant ces catégories sont con- 

sidérés en 3.1.2, mais nous ne prétendons pas avoir indiqué toutes Les 

compatibilités auxquelles ils donnent lieu ,De ce fait, nous sommes obli- 

gés, dans ce n°, de partir d'une catégorie abélienne À , 

de sa catégorie dérivée DA , et de sa catégorie dérivée 

filtrée DFA . Modifiant la définition donnée en 1.1.4, nous la 

définissons ici comme déduite par calcul de fraction de la catégorie 

des complexes munis d'une filtration finie (et non seulement finie 

degré par degré). C'est la définition de [8] V 8 1,2, où le lecteur 

trouvera un exposé systématique. De même pour D", * = +,-,b . On uti- 

lisera aussi incidemment la catégorie dérivée bifiltrée DF?A , qu'on 

peut considérer comme étant la "catégorie dérivée filtrée" compagnon 

de la catégorie triangulée DFA . 

Si la catégorie abélienne A a assez d'injectifs, D'A s'iden- 

tifie à la catégorie des complexes bornés à gauche d'objets injectifs 

de A , les morphismes de complexes étant pris à homotopie près, et 

DFA (resp. D*F?4) s'identifie à la catégorie des complexes bornés 

à gauche filtrés (resp. bifiltrés) d'objets injectifs de À , la fii- 

tration (resp. bifilitration) étant finie et scindable en chaque degré, 

et les morphismes de complexes fiitrés (resp. bifiltrés) étant pris 

modulo les homotopies compatibles aux filtrations (i.e. modulo les 

dH+Hd, où EH, de degré -1 , respecte les filtrations)([8]V 1.4.7 

pour p'F) . 

Nos filitrations seront tantôt croissantes, tantôt décroissantes. 

On passe des unes aux autres en posant F, = Ft . 

3.1.2. Travaillons avec des filtrations décroissantes. On dispose des 

foncteurs suivants reliant DA et DFA, 

(3.1.2.1) cri : DFA + DA : (K,F) + Gra (K) , 
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(3.1.2.2) oubli ; u : DFA ----- ► DA : (K,F) I---- ► K ,

et plus généralement,

(3.1.2.3) F1^^ : DFA -----* DA : (K,F) I----. F^-R/F^K ( - » £ i £ j J «).

Fqnctorialité . Pour (i,j) > (kfM on dispose de F /F3 —>- F^/F1 , 

avec transitivité pour (i,j) ^ (k,£) ^ (m,n) . on dispose aussi de 
Morphismes de degré 1 : F ”/F^ —U—^f^ donnant lieu pour i>j à des 

carrés commutatifs
F'^/F1 ---------- ^ F1

F “/F^ ---------- W ^

Pour i i j i k » Ie triangle (F^/F^,F^/F^,F^/F )̂ est distingué 
(flèche de degré 1 : F^/F^ —>• F /F-^ --- ü’ F^ —>• F^/F^) . Un tel système 

de triangles distingués est ce que Verdier, inspiré par la construction 
des suites spectrales dans Cartan-Eilenberg, a appelé un objet spec­

tral de DA

En sens inverse, on dispose de

(3.1.2.4) filtration triviale : DA ---- ► DFA : K )--------» (K,Tr) avec

Gr°rK = K et Gr^K = O pour i / 0 .

De DFA dans DFA, on dispose de

(3.1.2.5) F° : DFA —>-DFA : (K,F) »—> (F°K, filtration induite), et plus 

généralement, pour chaque cp : Z  ► Z (où Z = Z ’j {-<»,«}) , crois­
sant et continu, de

(3.1.2.6) [<p]: DFA  ♦ DFA : (K,F) I—* ( (F^ ( "“1/F^ 1 “ 5 ) (K) , F^ (n ' K/F14’(œ>K). 

Pour ip(n) = n+p , c'est (K,F) l-------» (K,F[p]) .
Généralisant l'existence d'un triangle de base donnée et TR4, on a

(3.1.2.7) Quelle que soit la suite de morphismes ...—► K^^-» Kn * • • 
(n e Z ) de DA, avec Jt = O pour i » O et Ki+1 ——* K^ pour i « O , il 
existe (K,F) dans DFA telle que la suite donnée soit isomorphe à celle 
des F1K .

2
On a les mêmes relations entre DF A et DFA (de deux façons
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(3.1-2-2) oubli : w : DFA — DA : (K,F) + K, 

et plus généralenent, 

(31.23) FÎ/FS : DFA —+ DA : (K,F) 1 FÎK/FÎK (-e < i € j <e). 

ronctorialité . Pour (i,j) > (k,£) on dispose de FL/r) Le rk/pi , 

avec transitivité pour (1,3) > (k,r) > (m,n). On dispose aussi de 

Morphismes de degré 1 : F°/ri 0), pi donnant lieu pour i») à des 

carrés commutatifs 

(1) i pri QG 

(1) F7®/p] D 

Pour i> j > k , le triangle ciel ,rkyri ,eK/ri) est distingué 

tfièche de degré 1 : PK/ri — p°/ri _O) Li _, Li/pl). Un tel système 
de triangles distinguéest ce que Verdier, inspiré par la construction 

des suites spectrales dans Cartan-Eilenberg, a appelé un objet spec- 

tral de DA 

En sens inverse, on dispose de 

(3.1.2.4) filtration triviale : DA — DFA : Kf— + (K,Tr) avec 

ep us Lg 
Grm,K K et Grr,K [e) pour i # O0. 

De DFA dans DFA, on dispose de 

(3.1.2.5) F9 : DFA — DFA : (K,F) ++ (F°K, filtration induite), et plus 

généralement, pour chaque m:Z — %Z (où Z = Z UJ{-m,æl) , crois- 

Sant et continu, de 

(3.1.2.6) [wl: DFA — DFA +: (Ke) 1 (CP) 0e) (x) po M) K/r0 (she, 
Pour win) = n+tp , c'est (K,F) +— (K,F{pl}) 

Généralisant l'existence d'un triangle de base donnée et TR4, on a 

(3.1.2.7) Quelle que soit la suite de morphismes ...— K 

ME Z) de DA ,avec K, =0 pou i»O et K,,, 

existe (K,F) dans DFA telle que la suite donnée soit isomorphe à celle 

des FÎK . 

Fe Kat: 

TT K; pour i<O, il 

On a les mêmes relations entre DF2A et DFA (de deux façons 
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différentes : par exemple, on a F /F^ , et G^/G^ : DF^A —^ DFA).

On dispose en outre de

2
(3.1.2.8) filtration diagonale : DF A-----> DFA : (K,F,G) —* (K,Ô(F,G)), 
avec Ô(F,G)P = ZI F1 n Gj = C\ F^G^ , et

i+j=P i+j=p+l

(3-1-2.9) Grp(F(G) = ®_ Gr>3 .

3.1.3. Soit A une catégorie abélienne ayant assez d'injectifs. Pour 
K dans DFA et L dans D FA , on dispose d'un objet naturel 
RHom(K,L) dans DFAb. Si les composantes de L , supposé borné infé­
rieurement, sont de gradué injectif, RHom(K,L) est l'image dans 
DFAb du complexe filtré Hom(K,L) donné par la règle habituelle

Homn(K,L) = TT Hom (K1,1,3) ;

j-i=n

f = (f±) E Homn(K,L) est dans Fk si f1(FmK1) c pm+kLi+n ( ViVm) .

On a

(3.1.3.1) GrkRHom(K,L) = TT RHom ( gA , G A) ([8]V1.4.9)
m-n=k

(3.1.3.2) HomDA(IUK,wL) = H°uRHom(K,L) (œ = oubli de F)

(3.1.3.3) Hon^ A(K,L) = H°F°RHom(K,L) ([8] V 1.4.6) .

Les complexes filtrés RHom(K,L) et F°RHom(K,L) fournissent des 

suites spectrales

(3.1.3.4) E^q = TT Homp+q(Gri,K,Gr3,L) - HomPtq(uK,uL) . 
J-l-P

(3.1.3.5) EPq = ( même groupe si p > O
1 ’ HomP+q(K,L) .
^0 si p < O A

Comparant ces suites spectrales, on obtient (i) ci-dessous.

Proposition 3.1.4. Soient (K,F), (L,F) comme ci-dessus.

(i) Si Hom11 (Gr^X, Gr^L) = O lorsque n = O ou -1 et i > j , par 
exemple si Homn (Gr^K [-i] , Grp.Lf - j ] ) = O pour n < 0 , alors

HomDFA (K,L) ———► Hom^ (wK,wL) .
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différentes : par exemple, on a ri/ri , et c+/c} L DFA ——+ DFA). 

On dispose en outre de 

(3.1.2.8) filtration diagonale : DF 2 A—+ DFA : (K,F,G) — (K,6(F,G)), 

avec 6(F,@P = D  Frinei- Fi4+G) , et 
i+j=p i+j=p+l 

P » ia, (3.1:2.9) Gri(p,c) se GreGre : 

3.1.3. Soit À une catégorie abélienne ayant assez d'injectifs. Pour 

K dans DFA et L dans D'FA , on dispose d'un objet naturel 

RHom(K,L) dans DFAb. Si les composantes de L , supposé borné infé- 

rieurement, sont de gradué injectif, RHom(K,L) est l'image dans 

DFAb du complexe filtré Hom(K,L) donné par la règle habituelle 

Hom”(K,L) = TT Hom(Ki,Li) ; 
j-i=n 

£ = (£,) € Hom°(K,L) est dans FF si £, KT) ce FUEL ( ÿivm) 

On a 

(3.1.3.1) GrERHom(K, L) = TT RHom(GrèK,GrpL) ([8 JV 1.4.9) 
m-n=k 

(3-1.3.2) Hom yluK,uL) = H° RHom(K,L) (x = oubli de F) 

(3.1.3.3) Hom y (K,L) = H°F°RHom(K, L) ([81 V 1.4.6) . 

Les complexes filtrés RHom(K,L) et F°RHom(K,L) fournissent des 

suites spectrales 

(3.1.3.4) EP P#A (cri j p+q TT Hom (Gr-K,Gr£l) _ Hom ; (wK,wL) C 

J-1<p 

(3.1.3.5) EPA = ( même groupe si p>0O 
p+q + Homi -2?(K,L} 

de O0 si p<o0 PE 

Comparant ces suites spectrales, on obtient (i) ci-dessous. 

Proposition 3.1.4. Soient (K,F), (L,F) comme ci-dessus. 

(à) Si Hom” (GrLK, Grp) = O lorsque n =0 ou -L1 et i> j, par 

exemple si Hom(Grik[-i],GrJLi-i]) = © pour n < ©, alors 

HOomDpy (Ke) + Hom, y (uk ,wL) . 
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(ü) Si Hom (GrpK,Gr^,L) = 0 lorsque n = O ou 1 et n+i-j < 0 , 
par exemple si Homn(Gr^Kli], Gr^iljl) = 0 pour n < o , alors

HomDFA(K,L) = E°u = Ker(d1 : -+E^°) .

pour (i), utiliser le triangle (F°,œ,F ”/F°) et la suite spec­

trale

0

(si p < 0) ^ HP+qF “/F° RHom(K,L)

(si p > 0),

pour obtenir la nullité de H° et H de F ”/F° . Pour (ii), uti­

liser la suite spectrale (3.1.3.5).

3.1.5. Soient A une catégorie abélienne ayant assez d'injectifs, D 
une sous-catégorie triangulée pleine de D+A , (P—°,P—°) une t- 
structure sur D , Pb la sous-catégorie de P réunion des pfa»b]_ 

p—b p pia et C = P—° n P—° . Soit PF (resp. PbF) la sous- 

catégorie de D+FA formée des objets de filtration finie (K,F) 

tels que les Gr^K soient dans P (resp. P ) .

Pour définir les filtrations canoniques, il est commode de prendre 
les filtrations croissantes. On dira que (K,T) dans PbF (avec T

Tcroissante) est canonique si les (Gr^K)[i] sont dans C . Cela re­
vient à demander que les T^K , munis du morphisme naturel
T^K ---- >• K s'identifient aux ^t^ ^K . On a alors PhXK = (Gr?K)[i] .

Proposition 3.1.6 . Le foncteur w : oubli de la filtration, de la 
catégorie PbF des complexes filtrés canoniques dans pb , est une 

can
équivalence de catégories.

Que œ soit pleinement fidèle résulte aussitôt de 3.1.4.(i), et 
de ce que Homn(A,B) = 0 pour n < 0 et A,B dans C . La surjecti- 

vité essentielle résulte de (3.1.2.7) appliqué à la suite des

3.1.7. Nous nous proposons de définir un foncteur Db(C) —► Pb . Nous 

le ferons en identifiant les complexes bornés d'objets de C à des 
complexes filtrés particuliers, les complexes filtrés bêtes. Pour les 
définir, il est commode de prendre les filtrations décroissantes. On 
dira que (K,F) dans PbF (avec F décroissante) est bête si les

79

FAISCEAUX PERVERS 

n . 
ii) SÈ Hom° (GrRK,Gr2L) = O lorsque n =0 Qu 1 et n+i-j < O 

par exemple si Hom° (GreKk[il, GriLljl) = O pour n< 0, alors 
, 

(KL) = ES° = Ker(d, : E°0 _,pi° 
DFA 

pour (i), utiliser le triangle (F°,w,F /E°) et la suite spec- 

trale 

EP (si p <0|= HP" °/Fr° RHom(K,L) 

o (si p > 0) 

pour obtenir la nullité de H° et H7À de Fr °/F° . Pour (ii), uti- 

liser la suite spectrale (3.1.3.5). 

3.1.5. Soient À une catégorie abélienne ayant assez d'injectifs, D 

une sous-catégorie triangulée pleine de p'A A (D<9 029) une t- 

structure sur D, 9? la sous-catégorie de © réunion des pla bl_ 

PP nv et C= D n 02°. Soit DF (resp. DPF) la sous- 
catégorie de D'FA formée des objets de filtration finie (K,F) 

tels que les GriK soient dans ©? (resp. o?), - 

Pour définir les filtrations canoniques, il est commode de prendre 

les filtrations croissantes. On dira que (K,T) dans DPF (avec T 

croissante) est canonique si les (Gr?) li] sont dans € . Cela re- 

vient à demantler que les T;K , munis du morphisme naturel 

TK — K s'identifient aux Prir . On a alors PHK = (GrTK) fi] . 

Proposition 3.1.6 . Le fancteur w : oubli de la filtration, de la 

catégorie or des complexes filtrés canoniques dans 0° , est une 
ñ can A : 

équivalence de catégories. 

Que w soit pleinement fidèle résulte aussitôt de 3.1.4.(i}, et 

de ce que Hom” (A,B) = O pour n <O et A,B dans € . La surjecti- 

vité essentielle résulte de (3.1.2.7) appliqué à la suite des 

P; 
«i* 

3.1.7. Nous nous proposons de définir un foncteur D? (C) — 9? . Nous 

le ferons en identifiant les complexes bornés d'objets de € à des 

complexes filtrés particuliers,les complexes filtrés bêtes. Pour les 

définir, il est commode de prendre les filtrations décroissantes. On 

dira que (K,F) dans or (avec F décroissante) est bête si les 
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(GrÙ) [i] sont dans C .

Soit 
distingués

GrjK -

(K,F)
(Gr'

(1) F
GrF

dans 
1,F1/F 
+ 1K ,

phisme de triangles (F

DbF , et 
’1+2.g4) 

i.e. des 
A+l/pi+3

posons K (GrxK)[i] . Les triangles

fournissent des morphismes de degré 1
morphismes d

,F /F ,Gr ) ■

K K . Le mor-

montre que le morphisme de degré 1 : Gr^K -lÜ» Gr:
■ (Grj^x,Fx/F ,GrJ) 
p^K se factorise par

F /F , de sorte que d °d O . Ceci nous fournit un foncteur
G : DbF ---------* Cb(P) .

Proposition 3.1.8. Le foncteur G induit une équivalence de la caté­
gorie pbFb-te des complexes filtrés bêtes avec Cb(C) .

Que G soit pleinement fidèle résulte aussitôt de 3.1.4 (ii) et 
de ce que Homn(A,B) = 0 pour n < O et A,B dans C : pour K,L 
dans DbFb.te , on a

Homn (K,L) = KerdTHomtK^L1) -^TTHom (K1, L1 + 1) ) ;

on a dj(f) = df-fd (formule dont nous n'avons besoin qu'au signe 

près, et dont la vérification est laissée au lecteur), et HompF(K,L) 
s'identifie donc au groupe des morphismes de complexes de K* dans 
L* .

Prouvons la surjectivité essentielle. Soit donc
O —* Ka —» ... Kb —>• O (a _< b) un complexe borné d'objets de C , 

et cherchons un complexe filtré bête (K,F) dont il soit l'image par 
G .

1ère solution . Ecrivons chaque K1 comme l'image dans d+A d'un com­
plexe (K '3/d"j borné inférieurement d'objets injectifs de A , et 
réalisons les morphismes db : Kb ---- * Kb+^ par des morphismes de com­

plexes d'1 .

Tout complexe filtré X du type suivant répond au problème : 

xn = e k1-j 
l+j=n

FPXn = © K1'^
i+j=n,i>p

d (-i)1d"+d'+r , avec r de filtration _> 2
■ . , —P d+2i.e. tel que avec rFr c f* .
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(Gr2k) lil sont dans C 

Soit (K,F) dans Dr , et posons RE = (GrK) [il . Les triangles 

distingués (éritl,rt/rit2 ri) fournissent des morphismes de degré 1 

GrÈk 2% ettix » i.e. des morphismes a? : kr rit . Le MOT 

phisme de triangles cttlypit3 pi/pit3 Gri) — cart, ri /r tt? Gr) 

montre que le morphisme de degré 1 : crir I, critir se factorise par 
pitl/pit3 aitlegi G 

G : OPp —_}, cP(p) . 
de sorte que = O . Ceci nous fournit un foncteur 

Proposition 3.1.8. Le foncteur G induit une équivalence de la caté- 

gorie LATE des complexes filtrés bêtes avec cP(c) 

Que G soit pleinement fidèle résulte aussitôt de 3.1.4 (ii) et 

de ce que Hom” (A,B) = O0 pour n <O et AÀ,B dans €C : pour K,L 

dans DFLe on a 
& te ? 

Hom,_…(K,L) = ker(TlHom(ri,1i) _1TTnomtri,1itl)) , 
PDF 

on a a; (fi = df-fd (formule dont nous n'avons besoin qu'au signe 

près, et dont la vérification est laissée au lecteur),et Hompr (KL) 

s'identifie donc au groupe des morrhismes de complexes de K* dans 
L* 

Prouvons la surjectivité essentielle. Soit donc 

O —+ KŸ —+ ... KP —+ © (a <b) un complexe borné d'objets de C , 

et cherchons un complexe filtré bête (K,F) dont il soit l'image par 

G . 

lère solution . Ecrivons chaque K° comme l'image dans D'A d'un com- Se, 239 EAN, 

plexe ('1,a") borné inférieurement d'objets injectifs de A , et 

réalisons les morphismes dt: KR —+ ritl par des morvhismes de com- 

plexes d'+. 

Tout complexe filtré X du type suivant répond au problème : 

X = © ri'j 
i+j=n 

FPx = @ riri 
i+j=n,i>p 

d = (-i) d'#d'+r , avec r de filtration 22, 

i.e. tel que avec rFP © pP+2 

80



FAISCEAUX PERVERS

posons H = (-1) d , H, = d et cherchons inductivement H bi- 
u 1 P P

homogène de degré (p,-p+l) tel que dR = ^ Hn vérifie 
- n=o

(*)d °dp est de filtration > p+1 .

Pour p = 1 , cette condition est vérifiée : elle exprime que cha­

que 
que

d! est un morphisme de complexes. Pour p > b-a , elle implique
d «d = O

P P
i.e. que d dP répond au problème posé.

Par hypothèse, d'^^od1'’: K^ ’ * ----->- K^+^'* est nul dans la caté­

gorie dérivée, donc homotope à zéro. Posons d'^^d'1 = d"H^4-Hid" . 
’ i+1 iOn peut prendre pour H2 la somme Z_ (-1) H2 (vérification lais­
sée au lecteur) . 1

Supposons que P i 2 
te de premier degré p+1

et construisons
de

H

degré p+1 
on obtient

des deux membres 
d"<p+(-l)p<pd" = O

d °d . Calculant la 
P P

Soit <p la composan- 
composante de premier

de l'identité d o(d «d ) = (d °d )«d , 
P PP P P P

: 10 est un système de morphismes de com-
plexes de degré 
n < O et A,B 
£ = ^«p+l^-1

1-p : (p 
dans C 
1-pHi,.d" 

p+1

: K^ —»• rI+P+1 . Puisque Hom11 (A,B) = O pour 

il existe Hp+1 ' de degré -p , tel que
. On peut prendre pour H . la somme

2ème solution (esquisse). C'est essentiellement la même, écrite dans 
un langage où le fait qu'on soit parti de la catégorie dérivée d'une 
catégorie abélienne n'apparaîtra pas explicitement. Il apparaîtrait 
dans la vérification des compatibilités que nous admettons.

On procède par récurrence sur b-a. Si b = a , on prend une fil­
tration triviale. Si a < b , choisissons p tel que a ^ p < b et 
considérons le morphisme de complexes (avec K en degré b)

L'hypothèse de récurrence s'applique à sa source et à son but, et la 
pleine fidélité de G nous fournit

f : (A,F) -----+ (B,F)
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i 
posons H,, = (-1) 4", LE d' et cherchons inductivement H bi- 

D 
homogène de degré (p,-p+1) tel que a, = S H, vérifie 

: ñ=o 
wa ° à est de filtration > p+l. 

Pour p = 1, cette condition est vérifiée : elle exprime que cha- 

que di est un morphisme de complexes. Pour p > b-a , elle implique 

que pp = O , i.e. que d := ds répond au problème posé. 

EE rit2r* est nul dans la caté- 

a'itleqri L avnlentar 
ÿ 1+1,.i Sue se" ARE RO 

on peut prendre pour H, la somme Z_ (-1) H; (vérification lais- 
i 

Par hypothèse, a'itlai. K 

gorie dérivée, donc homotope à zéro. Posons 

sée au lecteur). 

Supposons que p > 2 , et construisons H . Soit y la composan- 

te de premier degré p+l de d°d  . Pure composante de prenmier 

degré p+tl des deux membres de l'identité RES) = (a,°d,) ed, , 

on obtient ä"@+(-1) Pyd" = O : © est un système de morphismes de com- 

plexes de degré 1-p : p? Ê ki —+ ritp+l Puisque Hom” (A,B) = O vour 

n < 0 et A,B dans C , il existe At , de degré -p , tel que 

gp = a" at PRE, 1d" . On peut prendre pour Hoéi la somme 

-1)it+pyi T{ 1) PHS 4e 

2ème solution (esquisse). C'est essentiellement la même, écrite dans 

un langage où le fait qu'on soit parti de la catéqorie dérivée d'une 

catégorie abélienne n'apparaîtra pas explicitement. Il apparaitraît 

dans la vérification des compatibilités que nous admettons. 

On procède par récurrence sur b-a. Si b = a , on prend une fil- 

tration triviale. Si a <b , choisissons p tel que à <p <b et 

considérons le morphisme de complexes (avec KP en deqré b) 

O — K —, ,.. — KP —_, 0 

r: ll | 
o — rPti ___, us KR —, 0. 

L'hypothèse de récurrence s'applique à sa source et à son but, et la 

pleine fidélité de G nous fournit 

F : (A,F) —+ (B,F) 
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tel que f = Gr(ï) . ^

Notons F[n] la filtration translatée1 F[n] = F (3.1.2.6) . Le’* 

cène (dans Z?F) sur le morphisme composé

idA ?
(A,F[1]) ----------—---- HA,F)------ - ---------HB,F)

répond au problème posé.

3. 1.9. Nous appellerons "réalisation" le foncteur
real := wG d : C^tC)  >- Db qui g chaque complexe borné K* d'objets 

de C associe l'objet de v déduit par oubli de la filtration du 
complexe bête (K,F) dont K* est l'image par G :

(3.1.9.1)

Si (K,F) est bête, (K[1],F[1]) l'est aussi, avec 
(3.1.9.2) (Gr^jKtll) [i]= (Gr£+1K)[i+1] .

Les isomorphismes (3.1.9.2) rendent anticommutatifs les diagrammes

(Gr^^KtlD [i] —---------► (Gr^^tU) [i+1]

Il - Il
(Gr^+1K) [i+1]---------- - ------— (Grd+2K) [i+2]

i.e. définissent un isomorphisme

G(K[11F[1]) = (GK) [1] ,

d'où un isomorphisme

(3 .1.9.3) real(K*[l]) = (real K*)[1]

Proposition 3.1.10 . Le foncteur gradué (3.1.9.3) real : 0^(0-------► Db
se factorise par un foncteur exact encore noté real : Db(C)—► Db .

Lemme 3.1.11 . real : Cb(C) —► Pb se factorise par Kb(C) .

Soient K et L dans Cb(C) , images par G de (K,F) et
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tel que f = Gr(f). 

n+i i 8 
Notons Finl la filtration translatée: Flnl =F (3.1.2.6). Le‘; 

cône (dans PDF) sur le morphisme composé 

id 

(a,F[1]) À (ap), (p,r) 

répond au problème posé. 

3.1.9. Nous appellerons “réalisation” le foncteur 

real := wG7L E (ce) — 0? qui à chaque complexe borné k* d'objets 

de €C associe l'objet de p? déduit par oubli de la filtration du 

complexe bête (K,F) dont K* est l'image par SG : 

b G (3.1.9.1) DPFiéte & cP(c) 

a real 

D 

Si (K,F) est bête, (K[1],F{1]) l'est aussi, avec 
i L i+l . 

(3.1.9.2) (Grep1Kl1l)li1= (GrE K){i+1] 

Les isomorphismes (3.1.9.2) rendent anticommutatifs les diagrammes 

(Grill IA] — + (GrÉT IL D Li] 

i+il d i+2 
(Gre K) Li] ——— (GrE K)[i+2] Ë 

i.e. définissent un isomorphisme 

G(KI1LF{1]) = (GK){11 , 

d'où un isomorphisme 

(3.1.9.3) real(K*[1]) = (real K°)[1] . 

Proposition 3.1.10 . Le foncteur gradué (3.1.9.3) real : cP(Cy—+ ? 

se factorise par un foncteur exact encore noté real : D? (C)— p? - 

Lemme 3.1.11 . real : cP(c) + D? se factorise par kP (0) 

* * 

Soient K et L dans c(c) , images par G de (K,F) et 
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(L,f) dans f^ête ‘ Le lelrane résulte du diagramme commutatif suivant 
extrait du morphisme de suites spectrales (3.1.3.5) ---- *■ (3.1.3.4) ;

Hom . (K*,L*)= E°° de ( 3.1.3.5) ----------—----------- ♦ Hom„ ( (K,F) , (L,F))
C°C (3.1.4 (ii))

* * ooHomKbc(K ,L )= E2 de (3.1.3.4) ------------------------ >■ Homp(K,L)

Lemme 3.1.12. Le foncteur real : Kb(C) ----->■ P transforme triangles

distingués en triangles distingués.

Soit f : (K,F) ---- ^ (L,F) un morphisme de complexes filtrés dans 
pF , et soit ? la filtration sur le cône C(f) de f pour laquelle 
^Ctf)™ = F1Ln@F1+1Kn+1 : (C(f),F) est le cône de 

(K,F[1J) --- <- (K,F) —•- (L,F) . L'isomorphisme naturel Gr~C(F) = 
^Gri^K)[1] O Gr L donne lieu à un isomorphisme GC(f) = C(G(f)) . 

En particulier, si (K,F) et (L,F) sont bêtes, (C(f),F) l'est 
aussi — et C(uf) = œC(f) s'identifie à real(C(f)) . Plus précisé­
ment, le triangle naturel (K,L,C(f)) s'identifie à l'image par 
real de (G(K) ,G(L) ,C(G (f)) . Ceci prouve 3.1.12.

Lemme 3.1.13. Soit E : 0 —>■ A -----► B ------ r C ---- ► 0 une suite exacte
courte dans C , considérée comme un complexe concentré en degrés 0, 
1,2 . On a real(E) = 0 .

On peut représenter £ par une suite exacte courte s* de corn­
* + * *plexes A —► B —. C d'objets de A . Traitons E comme un double 

♦ ♦ ♦
complexe (de premier degré valant 0,1 et 2 sur A ,B ,C ). Le 
complexe simple associé §e , filtré par le premier degré, est bête, 
de gradue s . On a donc se = real(E) , et on conclut en observant 
que §e est acyclique, puisque ses lignes le sont.

3.1.14. Construction d'isomorphismes H1 = ^H^oreal.

Soit K* dans Cb(C). Le tronqué r .K* est défini par 

(t^K*) = K-1 pour j < i , Ker(d) pour j = i et 0 pour j > i. 
Définissons t h^K* par (t'^K*)-1 = K3 pour j < i , Im d pour j = i+1 

et o pour j > i+i . Le cône du morphisme d’inclusion 

t<,K —^r^iK est homotope au complexe Ker(d) -------->• K  ► Im d
(degrés i-l,i,i+l) . D'après 3.1.13, la réalisation de ce dernier

83

FAISCEAUX PERVERS 

(m,F) dans DFiste * Le lemme résulte du diagramme commutatif suivant, 

extrait du morphisme de suites spectrales (3.1.3.5) —; (3.1.3.4) : 

* C7 

mom, (K°,L")= ES de (3.1.3.5) — ©. Hom_((K,F),(L,F)) 
cc (3.1.4 (ii)) ; 

* _* o0 
HomÇb.(K ,L )=E, de (3.1.3.4) —— Hom, (K,L) 

Lemme 3.1.12. Le foncteur real : KP? (C) —— D transforme triangles Lemmé <= 
distingués en triangles distingués. 

Soit £ : (K,F) —— (L,F) un morphisme de complexes filtrés dans 

pr, et soit F la filtration sur le cône C(f) de f pour laquelle 

sic = FLOritlentl , (c(#),#) est le cône de 
(K,F[1]) — (K,F) —+ (L,F) . L'isomorphisme naturel GrRC(F) : 

2672" 7&) {1] © GrÎL donne lieu à un isomorphisme GC(f) = C(G(#)) 
En particulier, si (K,F) et (L,F) sont bêtes, (C(£) ,F) l'est 

aussi — et C(uf) = wC(£f) s'identifie À real(C(f)) . Plus précisé- 

ment, le triangle naturel (K,L,C(£f)) s'identifie à l'image var 

real de (G(K),G(L),C(G(£)) . Ceci prouve 3.1.12. 

Lemme 3.1.13. Soit 5 : O -+ À —+ B ———+ C — O une suite exacte 

courte dans € , considérée comme un complexe concentré en degrés O, 

1,2 . On a real(f) = O . 

On peut représenter z; par une suite exacte courte :* de com 

plexes A" — B* —, c* d'objets de A . Traitons L” comme un double 

complexe (de premier degré valant O,1 et 2 sur a*,B*,C*). Le 

complexe simple associé s1” , filtré par le premier degré, est bête, 

de gradué x; . On a donc s:” = real(E) , et on conclut en observant 
* 

que Sr est acyclique, puisque ses lignes le sont. 

3.1.14. Construction d'isomorphismes ai = PHoreal. 

Soit K” dans CP(C). Le tronqué r {x est défini oar 
(x KO = K] pour j <i, Ker(d) pour j=1i et © pour j > i. 

Définissons +'.K* par (r'.K”*)) = K]) pour j<i , Im d pour j=i+l 
<i P d S JS 

et © pour  j > i+l . Le cône du morphisme d'inclusion 

tk" —1!;#%" est homotope au complexe Ker(d) ——+ ki —, 1m à 

{degrés i-1,i,i+l) . D'anrès 3.1.13, la réalisation de ce dernier 
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complexe est nulle, et d'après 3.1.12 le morphisme

real(T<iK*)------ ► reaKr^K*)

est donc un isomorphisme.

Nous allons construire un isomorphisme entre un cône sur 
real(T<i_1K ) ---- * realtf^K ) et H K f-i] . Ceci à la fois prouvera
que les realfx^K ) s'identifient aux T<i(real K ) et identifiera 
H1K* à P^real K*. “

On peut remplacer T<i-1K par T<1-1K ’ Le c°ne cherche est
alors (1.3.12) la réalisation du cône du-morphisme t K* —>t .

Ce cône est homotope au complexe réduit aux degrés i-1 et 
i : Im(d^ ^ ^ Ker(di) , i.e. au cône de

lm(di-1)[i] ------- * Ker(di)[l] ,

et sa réalisation est un cône sur 

lm(di-1)[i] --------->■ Kerfd1)^] .

Ce cône est unique à isomorphisme unique près (df. 1.2.3). C'est 
H^hi] -

3.1.15. Fin de la preuve de 3.1.10. Il reste à prouver que si 
f : K*  > L est un quasi-isomorphisme, real(f) est un
isomorphisme dans P^ . Le système des foncteurs ^H^ : P^ —->■ C 
étant conservatif (1.3.7), il suffit de vérifier que les Pr1 real(f) 

sont des isomorphismes ; les isomorphismes 3.1.14 les identifient aux 
H1(f) , qui sont des isomorphismes par hypothèse.

Proposition 3.1.16 . Pour que le foncteur real : D^C —► Pb soit 

une équivalence de catégories, il faut et suffit que, quels que soient 
A et B dans C , n > 0 , et f e Hom(A,B[n]) , il existe dans C 
un monomorphisme B c—* B' qui efface f .

Pour A fixe, considérons le morphisme de ô-foncteurs
real : Hom^(A,B[n]) —> Homp(A,B[nJ) . Les Hom^^(A,B[n]) sont les 
Extn(A,B) de Yoneda, dans C . Ils sont caractérisés par les propri­

étés d'être nuis pour n < 0 , de coïncider avec Hom^,(A,B) pour 
n = 0 , et d'être effaçables au sens 3.1.16 pour n > 0 : la condi­
tion d'effaçabilité de 3.1.16 équivaut à ce que pour A,B dans C et
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complexe est nulle, et d'après 3.1.12 le morphisme 

* y 
FOX }— DO TER ) 

est donc un isomorphisme. 

Nous allons construire un isomorphisme entre un cône sur 

real(r ;_1K°) —+ real(r 4K°) et HIK*E:] . Ceci pote fois prouvera 

que les real(tiK) s'identifient aux tytreal K jet identifiera 

dir” à PHireal K*. 

# ; * Æ 
On peut remplacer Tei-1X par T'i1E . Le cône cherché est 

alors (1.3.12) la réalisation du cône du morvhisme +! K* Tr AR. 

Ce cône est homotope au complexe réduit aux degrés i-Ll et 

i : Im(di"1 + Ker(d?) , i.e. au cône de 

Im(di”lj[i] —+ Ker(di)[i] , 

et sa réalisation est un cône sur 

Imtäl-l)[i] — Ker(di)[i] . 

Ce cône est unique à isomorphisme unique près (cf. 1.2.3). C'est 

Hir*{i] 

3.1.15. Fin de la preuve de 3.1.10. IL reste à prouver que si 

£ : Kk* —, L° est un quasi-isomorphisme, real(f) est un 

isomorphisme dans p? . Le systême des foncteurs Pal ; D? _, c 

étant conservatif (1.3.7), il suffit de vérifier que les Pyri real(f) 

sont des isomorphismes ; les isomorphismes 3.1.14 les identifient aux 

H} (£) ,» qui sont des isomorvhismes par hypothèse. 

Proposition 3.1.16 . Pour que le foncteur real : °c —> p? soit 

une équivalence de catégories, il faut et suffit que, quels que soient 

À et B dans CC ,n>O,et f € Hom(A,Bfn]) , il existe dans C 

un monomorphisme B©-+B' qui efface £f. 

Pour A fixe, considérons le morphisme de $-foncteurs 

real : Hom,_ (A,Bfnl) — Hom,(A,B{n]) . Les Hom_(A,Bln]) sont les 

Ext (À,B) de Yoneda, dans C . Ils sont caractérisés par les propri- 

étés d'être nuls pour n <O , de coïncider avec Hom, (A,B) pour 

n = O0, et d'être effaçables au sens 3.1.16 pour n > O : la condi- 

tion d'effaçabilité de 3.1.16 équivaut à ce que pour A,B dans € et 
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n £ ® '

HomD(, (A,B[n] ) ~ <■ Honip (A,B[ n] ) .

Tout objet de DbC se dévissant en objets de C , elle implique que 

real est pleinement fidèle.

Il reste à montrer que si real est pleinement fidèle, il est 
essentiellement surjectif. Prouvons par récurrence sur £ = b-a que 
pta'b^ est dans l'image essentielle. Pour £ = 0 , C[a] est en effet 

dans l’image essentielle. Si Z 2. 1 ' soit c tel lue a £ c < b . 
Un objet K de ^a,b] donne lieu à un triangle ( t <cK, K, r ^^K) et 

l’hypothèse de récurrence assure que t<cK et t>cK sont dans l’ima­
ge essentielle. Par pleine fidélité, le morphisme
d : t>cK ----- *• (t<cK) [1] est de la forme real(6) , et K[l] est isomor­
phe à l’image par real d’un cône sur 6 .

Remarque 3.1.17. (i) Si HomDC(A,B[n]) -^ Honu (A, B[n] ) pour A, B 
dans C et n < N , on a Hom^^, (A, B [N] ) c------>■ Homp(A,B[N]) , et 1 ’ 
image consiste des f tels qu’il existe A’ —»A et B =—» B’ 
tels que f soit d’image nulle dans Hom^fA’,B'[N]) .

(ii) On a toujours Hom^^(A,B[n]) ——> Homp(A,B[n]) pour n £ 1 : 
le cas n £ O est trivial, et le cas n = 1 provient de ce que C est 
stable par extensions : toute flèche de degré 1 d : A —H B est la 

flèche de degré 1 d'un triangle distingué B ——«- E a-> A —^-> , et

tant a : E —>--» A que b : B <-----* E effacent d .

3.2. Localisation.

3.2.1. Soit S un site, annelé par un faisceau d'anneaux 0 . On sup­
pose pour simplifier que les limites projectives finies existent dans 
S , et on note S un objet final. Pour tout U e Ob S , on note 
D(U) la catégorie dérivée de la catégorie abélienne des faisceaux de 
0-modules sur U (i.e. sur le site S|U) . Pour f : v ---- ► U dans S,
on dispose d'un foncteur "image inverse” f* : D(U) —> D(V) . Pour K 

dans D(U) et L dans D(V) , un f-morphisme de K dans L est un 
morphisme f*K —-+ L .

Les D(U) ne forment en général pas un champs sur S : ni les 
objets, ni les morphismes de la catégorie dérivée D(S) ne sont de 
nature locale sur S . On a toutefois la
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n EZr 

Hom,ç (A,B[n]) ——+ Hom, (A,B[nl]) 

rout objet de Pc se dévissant en objets de C , elle implique que 

real est pleinement fidèle. 

Il reste à montrer que si real est pleinement fidèle, il est 

essentiellement surjectif. Prouvons par récurrence sur £ = b-a que 

pterbl est dans l'image essentielle. Pour £ = O , Ca] est en effet 

dans l'image essentielle. Si £ > 1 , soit c tel que a<c<b 

Un objet K de pra/bl donne lieu à un triangle r CRrKrt, K) et 

l'hypothèse de récurrence assure que Teck et Le sont dans l'ima- 

ge essentielle. Par pleine fidélité, le morphisme 

d : Ter —+ x C8) [1] est de la forme real(i) , et K[Îl] est isomor- 

phe à l'image par real d'un cône sur 6 . 

Remarque 3.1.17. (i) Si Hom,,.(A,B(nl]) + Hom, (A,B[n1]) pour A, B 

dans € et n <N ,ona Home (A,B[N]) C—— Hom,, (A,B[N]) , et 1' 

image consiste des £ tels qu'il existe AÀA' A et B<€e—, p' 

tels que f soit d'image nulle dans Homy(A',B'IN]) 

{ii) On a toujours Hom,(A,Bnl]) ==, Hom, (A,B[n]) pour n <i 

le cas n <O est trivial, et le cas n = 1 nmrovient de ce que C est 

stable par extensions : toute flèche de degré 1 d : À ar est la 

flèche de degré 1 d'un triangle distingué B LE, E —4, À acR , et 

tant a : £ — À que b: Bt E effacent d . 

3.2. Localisation, 

3.2.1. Soit S un site, annelé par un faisceau d'anneaux O0 . On sup- 

pose pour simplifier que les limites projectives finies existent dans 

S , et on note $S un objet final. Pour tout U € Ob $ , on note 

D(U) la catégorie dérivée de la catégorie abélienne des faisceaux de 

0-modules sur U (i.e. sur le site S[U) . Pour £ : V — U danssS, 

on dispose d'un foncteur “image inverse“ £* : D(U) — D(V) . Pour K 

dans D(U) et L dans D(V) , un f-morphisme de K dans L est un 

morphisme E°K —+ L . 

Les D(U) ne forment en général pas un champs sur $ : ni les 

objets, ni les morphismes de la catégorie dérivée D(S) ne sont de 

nature locale sur S . On a toutefois la 
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Proposition 3.2.2 . Soient K dans D (S) et 
posons le faisceau Ext (K,L) nul pour i < 0 
U ।—♦ Hom^^ (k|ü,L|U) est un faisceau.

L dans D+(S) . Sup-

. Alors, le préfaisceau

La suite spectrale du local au global

EPq = HP(S,Extq(K,L) ) • Extp+q(K,L) 

fournit un isomorphisme

Hom , (K,L) = H°(S,Hom(K,L) ) .

La même formule vaut avec S remplacé par U quelconque dans S , 
d'oü la proposition

3.2.3. Le but du paragraphe est de compléter ce résultat en montrant 
que, sous des hypothèses convenables de nullité d‘ Ext1 négatifs, 
il suffit de se donner localement un objet de Dd(S) pour se le don­

ner en fait.

Soit C un crible couvrant l'objet final S de S . Appelons 

objet de D(S) donné C-localement la donnée pour tout U dans C 
de Ky dans D(U) et pout tout morphisme v ; v ---- * U entre objets 
de C d'un v-morphisme <Pv : K^ —* Kv défini par un isomorphisme 
<p^ : v Ky i7, Kv . On exige que pour un morphisme composé vw on ait 
U) — Cp OCD . VW w

Pour K dans D(S), le système de ses restrictions k|ü pour U 
dans C est un objet de D(S) donné C-localement. Réciproquement, on 
a :

Théorème 3.2.4. Soit (K ) un objet de D(S) donné C-localement, 
i u

avec H Kg = 0 pour i en dehors d'un intervalle indépendant de U .
Supposons que, quel que soit U dans C , on ait, sur U
Ext1 (K... K„) = 0 pour 1 < 0 . Alors, il existe un objet K de Db(S)

(unique d'après 3.2.2) donnant naissance à (K„) . --------------------------- ---------------------------------------g

L'assertion d'unicité résulte de 3.2.2. Pour prouver l'existence 
nous nous inspirerons de la preuve de 3.1.8 et de la théorie de la 
descente cohomologique (SGA4 VI B, résumé dans [2] § 5).

3.2.5. Version simpliciale du problème . Quitte à changer de site
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Proposition 3.2.2 . Soient K dans D'(S) et L dans D‘(S) . Sup- 
posons le faisceau Extl(K,L) nul pour ji < O . Alors, le préfaisceau 

U + Hom (K|U,L|U) est un faisceau. 
D(U) 

La suite spectrale du local au global 

ET = HP(S,ExtT(K,L)) = ExtPA(K,L) 

fournit un isomorphisme 

H (K,L) = H°(S,Hom(K,L)) . 

La même formule vaut avec S remplacé par U quelconque dans S$S , 

d'où la proposition 

3.2.3. Le but du paragraphe est de compléter ce résultat en montrant 

que, sous des hypothèses convenables de nullité d' Ext} négatifs, 

il suffit de se donner localement un objet de D? ($) pour se le don- 

ner en fait. 

Soit C un crible couvrant l'objet final S$S de S . Appelons 

objet de D(S) donné C-localement la donnée pour tout U dans C 

de K dans D(U) et pout tout morphisme V : V —+ U entre objets 
Le) 

de C d'un v-morphisme D © Ky + Ky défini par un isomorphisme 

?, 8 VKy > Ky «+ On exige que pour un morphisme composé vw on ait 

Ou Lu y - 

Pour K dans D(S), le système de ses restrictions K[|U pour U 

dans € est un objet de D(S) donné C-localement. Réciproquement, on 

a : 

Théorème 3.2.4. Soit &K,j) un objet de D(S) donné C-localement, 

avec HT Ry = O pour i en dehors d'un intervalle indépendant de U 

Supposons que, quel que soit U dans C , on ait, sur UÙU 

Ext (K,.k,) = O pour 1 <O . Alors, il existe un objet K de D°(S) 
(unique d'après 3.2.2) donnant naissance à Ki) : 

L'assertion d'unicité résulte de 3.2.2. Pour prouver l'existence 

nous nous inspirerons de la preuve de 3.1.8 et de la théorie de la 

descente cohomologique (SGA4 VI B, résumé dans [2] & 5). 

3.2.5. Version simpliciale du problème . Quitte à changer de site 
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T5, sans changer de topos, on peut supposer que le crible C est engendré 
'fe>' par un objet U de S , couvrant l'objet final. Il revient alors au 

même de se donner C-localement un objet de D(S) , ou de se donner
un objet de D(U) , et un isomorphisme entre ses deux images récipro­
ques sur U x U (produit fibré sur S) vérifiant la condition de

y,; cocycle usuelle sur U * U * U .

Soit An (n >_ -1) l'intervalle Co,n] de IN , et considérons le 
système simplicial des puissances UAn de U , (n ^ 0). Seul nous 

servira le système simplicial strict sous-jacent (on oublie les dégé­
nérescences) . Un système simplicial strict d'objets Kn dans les 
D(UAn) (n >_ 0) est la donnée, pour chaque n >_ 0 , de Kn dans
D(UAn) , et pour chaque injection croissante a : A^c ^ A^ - indui­

sant une projection p(a) : UAm------ * UAn _ d’un p (a )-morphisme ip(a) 
de Kn dans Km , i.e. d'un morphisme ip^)' : P(a)*Kn  >- K™ . On 

exige que (P(Id) = Id , et que (p'aB) = ip(a)°<p(B) (i.e. cp(aB)' = 
= oXa)'°p (“ )*<P (B ) ' ) . Un système simplicial strict est dit cartésien 

si les <p (a ) ' sont des isomorphismes.

Il revient encore au même de se donner C-localement un objet de 
D(S) , ou de se donner un système simplicial strict cartésien d'objets 
Kn dans les 0(1?n) . Il nous faut montrer que si un tel système vé­

rifie

a) H1K° = 0 pour | i] assez grand et

B) sur U , on a Ext1(K°,K°) = O pour i < 0 , 

alors K* provient par restriction de K dans Db(S) .

La preuve sera donnée en 3.2.18, après quelques préliminaires simpli- 
ciaux.

3.2.6. Soient (A) la catégorie des ensembles finis An = [0,n] 
(n > -1) et des injectionscroissantes entre eux, (A)+ la sous- 
catégorie des An (n >_ O) , A une catégorie fibrée et cofibrée sur 
(A) , et A+ son image inverse sur (A ) + . Pour a : An —► A^ une 

flèche de (A ) , nous poserons s(a ) = n et b(a) = m . Notons A (n) 
la fibre de A au-dessus de A .Eu égard au cas qui nous intéresse 
où A(n) est la catégorie des faisceaux de j-modules sur U n , 

*
quel que soit a : A —►A , on note (p (a ) ,p(a) ) , ou simplement n m 1 L *
(a ,a* ) , la paire de foncteurs adjoints tels que

Homa (F ,G ) = Hom^ (mj (P (“ >*F ,G ) = Hom^ (n) (F , p (a ) *G ) .
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sans changer de topos, on peut supposer que le crible C est engendré 

:.par un objet U de S$ , couvrant l'objet final. Il revient alors au 
même de se donner C-localement un objet de D(S) , ou de se donner 
un objet de D(U) , et un isomorphisme entre ses deux images récipro- 
ques sur U x U (produit fibré sur S) vérifiant la condition de 

cocycle usuelle sur UÙ x U x U . 

Soit 4, (n > -1) l'intervalle [O,nl de IN , et considérons le 

système simplicial des puissances un de U, (n > ©). Seul nous 

servira le système simplicial strict sous-jacent (on oublie les dégé- 
n 

nérescences). Un système simplicial strict d'objets K dans les 

D(uÂn) (n > O) est la donnée, pour chaque n > O , de K® ans 

ptu) 
sant une projection pa) : uâm ___, üân - G'un Pla)-morphisme pa) 

dæ K°? dans k" , i.e. d'un morphisme wa)" : pla) *Kk? + k® . On 

exige que (Id) = Id , et que wfas) = pla)op(8) (i.e. was)" = 

ga) opla)"w(8)") . Un système simplicial strict est dit cartésien 

et pour chaque injection croissante a : a, — An — indui- 

si les wla)' sont des isomorvhismes. 

Il revient encore au même de se donner C-localement un objet de 

D(S) , ou de se donner un systëme simplicial strict cartésien d'objets 
n 

K 

rifie 

dans les D) . I1 nous faut montrer que si un tel système vé- 

a) HŸK° = O pour |i| assez grand et 

B) sur UÙU , on a Ext? (r°,Kr°) = O pour i<O, 

alors K* provient par restriction de K dans DP(s) . 

La preuve sera donnée en 3.2.18, avrès quelques préliminaires simpli- 

ciaux. 

3.2.6. Soient (A) la catégorie des ensembles finis An * [O,nl] 

(n > -1) et des injectionscroissantes entre eux, (a) la sous- 

catégorie des 8, (n > O0), À une catégorie fibrée et cofibrée sur 

@) , et at son image inverse sur a)? . Pour a : 4, — Am re 

flèche de (4) , nous poserons sla) = n et ba) = m . Notons An) 

la fibre de A au-dessus de A: Eu égard au cas qui nous intéresse 

ES e . A & 
Où Aln) est la catégorie des faisceaux de Ü-modules sur UN, 

* 

quel que soit a : 8, + An 9n note (p (a) spla),) , où Simplement 

(a* as), la paire de foncteurs adjoints tels que 

Hom, (F,6) = Hom 
* 

À (m) (pla) F,G) = HOMY (n) (F,;Dpla),G) + 
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On suppose que les catégories A (n) sont additives, et que les fonc- ÿS 
teurs p(a) et p(a) sont additifs.

De la catégorie A sur (a) se déduit une série de catégories su^p 
(A) , (ou sur (A)+ par restriction) de fibres les catégories
C(A(n)) , K(A(n)),... . Pour toute catégorie B sur (A)+ , < : B + (A)^i| 
une section de B sur (A)+, ou système simplicial strict d'objets ^ 

des catégories fibres B(n) , est un foncteur s : (A) —► B tel que
iras = Id ; c'est une famille d'objets Bn £ Ob B(n) et de flèches

<p(a) où , pour a : An —>■ Am , <p(a) est une a-flèche de Bn dans A"
Bm . Il est exigé que <p(IdAn) = IdB et que <p(aB) = <p(a)<p(B) . Si 
B est cofibrée sur (A)+ , la donnéendes <p(a) équivaut à celle d'un 

morphisme <p(a) ' : p(a)*Bn -----»• Bm dans B(m) et on dit que la sec- .

tion Bt est cartésienne si les <p(a) ' sont des isomorphismes. Cer­
tains préféreraient dire cocartésien. ■

3.2.7. Soit tôt(A+) la catégorie additive suivante :

objets : familles (An) 

flèches : Hom( (An) , (Bn) ) 

composition : ((f)«(g))

„ , A dans n>o
= TT Hom (As(a) 

“r a
= / f °Q

’ TT Y 6 Y

A (n) . 
,Bb(a) )

On identifie A+ à une sous-catégorie de tot(A+) 
(A dans A(n)) i---- ► (famille A^, avec An = A et Am

par

= 0 pour
m / n) .

3.2.8. Décrivons les complexes (K,d) d'objets de tot(A+) . Par 

définition, chaque composante K1 de K est une famille (K1)^ d' 

objets des A(j) . Renumérotons-les, en posant

Kn'm (Kn+m)n

Pour a : An  * Am , nous noterons d(a) la a-composante de d , 
un système de a-morphismes Kn'^  >• Km'P+n m+l OU; comme nous di­
rons, une a-application de degré n-m+1 de Kn'* dans Km'* .

Soit L la filtration décroissante de K donnée par

(LK) = O S1 n < p

K si p < n
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On suppose que les catégories An) sont additives, et que les Fonc- ‘# 
* .. à 

teurs pla) et p(a), sont additifs. à 

De la catégorie À sur (4) se déduit une série de catégories sur: 

(A) , (ou sur Ch par restriction) de fibres les catégories 

C(A(n)) , K(A(n)),... . Pour toute catégorie B sur a)* sm: B+(aj 

une section de B sur (4)*, ou système simplicial strict d'objets 

des catégories fibres B(n) , est un foncteur s : (a)? —+ B tel que 

os = Id ; c'est une famille d'objets B, € Ob Bin) et de flèches 

pa) où , pour «a : 4, — An” pla) est une a-flèche de B, dans 

B, . Il est exigé que w(ld, n} = Id et que wap) = pa)w(B) . si 
B n 

B est cofibrée sur (4) , la donnée des wa) équivaut à celle d'un 
* 

morphisme wa)’ : pla) B, — Br dans B(m) et on dit que la sec- 

tion B, est cartésienne si les pa)" sont des isomorphismes. Cer- 

tains préféreraient dire cocartésien. 

3.2.7. Soit tot (A*) la catégorie additive suivante 

: . n n 
objets : Familles (A lo , À dans Al(n) 

flèches : Hom((a°),(8°)) = [| Hom, (A° (9) ,pP(a)) 
œ 

composition : ((f)o(g)) = > f,°q . 
a = Y 

a=BY 

On identifie A' à une sous-catégorie de tot (A*) par 

(A dans Af(nj))r-— (famille ai, avec AP = A et AM = O pour 

mzxn) . 

3.2.8. Décrivons les complexes (K,d) d'objets de tot (A*) . Par 

définition, chaque composante K* de K est une famille (K')1 d' 

objets des A(j) . Renumérotons-les, en posant 

n,m - çgntmn 
K ) . 

Pour a : a, ——+ An , nous noterons da) 1a «-composante de d, 

n m,p+n-m+1l q 
gp __, KM/pin ou, comme nous di- 

n,* m, * 

un système de a-morphismes 

rons, une a-application de degré n-m+1l de K dans K 

Soit L la filtration décroissante de K donnée par 

Pr 2fo si n<o 
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et posons

(Kn' ,d")
?.Ç ’!<.'-■11

C'est un complexe dans A(n) , de composantes les Kn' , et de dif-

férentielle 

: ûn

(-1) d(Id ) . Pour chaque morphisme de face

An+1 ’ Posons 3 (-D^dO. ) . Les

morphismes de complexes K ' 
les (33.) -morphismes 3 . 3±

et, pour
ai
O

sont des g.

et 3,- 3 sont homotopes,

pie étant donnée par idCs^S^ .

a : A S m , l'équation dod
Plus généralement, pour
O fournit l'identité

une homoto- 
chaque

(3.2.8.1)
E d(g)d(7) = 0 

a=Bï

Notons é- 
application

(3.2.8.2)

: pas permis aux indices d'être une 
n , l'identité (3.2.8.1) se récrit

une somme où il n'est 
identique. Pour m > i

Z d(B)d(y) = (-l)m+1(d"d(a) + (-l)n' nd(a)d") 

a=By
et exprime que la somme au membre de gauche est un a-morphisme de 
complexes de degré n-m+1, homotope à zéro par l'homotopie (-1) d (a).

Réciproquement, un système de complexes Kn'* £ObC(A(n)) (n _> 0) 
et d'applications d(a) (a flèche de (A)+) , où d(a) est une 
a-application de degré s(a)-b(a)+l de Ks(“)<* ^ans Kb<a)'* ( où 

d^IdAn^ est la différentielle d® Kn'* , au signe (-l)n près, et où 

le système des d(a) vérifie (3.2.8.2), provient de (K,d) dans 
C(tot A ) . Dans ce langage, un morphisme de complexes f : K —► L est 
un système d1 applications f(a) , (a flèche de (A) ) , où f(a) est 
une a-application de degré s(a)-b(a) de Ksfa)»* ^ans Lb(a),* , 

et où pour tout a

(3.2.8.3) Z d(g)f(7) = Z f(g)d(7) .

a=g7 a=g7

Voici une condition suffisante pour 
(Kn) d'objets des catégories K(A(n)) 
K(tot A+) .

qu'un système simplicial strict 

provienne d'un objet de

Proposition 3.2.9 . Si, quels que soient n , m>_n+3 et a : An —^ ûm ' 
morphisme dans (A)+, on a Hom’’’(p (a ) *Kn,Km) = 0 pour i < 0 , alors 

le système simplicial strict des Kn e 0b K(A(n)) provient d'un objet 
de K (tôt A+) -
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et POSONS 
x" ,d") = (GrPK){n] : 

c'est un complexe dans Aln) , de composantes les rar , et de dif- 

férentielle (-1)"4(Td,,) . Pour chaque morphisme de face 
* 1 * 

3, © 0h 7 Any] * POSONS à = (-1)/d(3,) . Les 3; Sont des 4" i 

morphismes de complexes RE + gntles 
. * * * * 

les (a ès) pnorphreres dj èi et 8 95-1 sont homotopes, une homoto- 

e étant donnée par +4(32,) . Plus généralement, pour chaque 

—+ y l'équation dod = O fournit l'identité 

et, pour O <i< j<n+2, 

pi 

a * Ân 

(3-2.8.-1) 2 d(s)d(y) = O - 

ÿ aTBY 

Sr . : - dev à 
Notons une somme où il n'est pas permis aux indices d'être une 

application identique. Pour m>n , l'identité (3.2.8.1) se récrit 

+ _ 

(3.2.8.2) D acmpaty) = 1-1)" (a"ato)+1-1)"Pa(a)d") à 
a=BY 

et exprime que la somme au membre de gauche est un a-morphisme de 

complexes de degré n-m+l, homotope à zéro par l'homotonie 1 6). 

Réciproquement, un système de complexes KkPr* € ObC(A(n)) (n > O) 

et d'applications dia) (a flèche de (a)*) , Où dia) est une 
Sa), gP (a) ,* , où 

a-application de degré s(a)j-b(aj+1l de K dans 

Drx au signe (-1)® près, et où a(ïda,,) est la différentielle de K 

le système des dia) vérifie (3.2.8.2), nrovient de (K,d) dans 

Cc(tot at). Dans ce langage, un morphisme de complexes € : K —+ L est 

un système d'applications fa) , (a flèche de (a)7) , Où fa) est 
-S(a),* LP (a),* 

une a-application de degré sal-bla) de K dans 

et où pour tout «a 

(3.2.8.3) > d(8)£(y) = > £(s)d(y) 0 

a=BYy a BY 

Voici une condition suffisante vour qu'un système simplicial strict 

(k°) d'objets des catégories K(A(n})} provienne d'un objet de 

K(tot A*) 

Proposition 3.2.9 . Si, quels que soient n , m>n+3 et a : 4, — &n cr 

morphisme dans (a)*, on a Hom (pla) K",k") = O pour i «O0 , alors 

le système simplicial strict des K® € Ob K(A{n)) provient d'un objet 

de K(tot A°) . 
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Réalisons chaque K comme un complexe 
comme un 3.-morphisme de complexes, encore

(K 
noté

d"
a.

et chaque a
Kn'* h- Kn+1'*

Pour Id : A ■A

3. A A

, posons d(Id) 
posons d ( 3. ) =

(-1) d" , et pour chaque
. Par hypothèse, pour

d ( a. a, )

I < n+2 , 3.aT et i3j-i sont homotopes. Il
vérifiant (3.2.8.2). Montrons l'existence d'un

existe donc

d(a) vérifiant (3.2.8.2) et prolongeant le système des 
choisis. On procède inductivement : supposons les d(a)
pour b(a)-s(a) _< k (k >^ 2) , et construisons 
Il suffit de montrer que

les pour

système de 
d(a) déjà

déjà choisis
b ( a ) - s ( a ) = k+1.

La somme S(a) a=By d(g)d(y) est un
de degré -k+1 = s(a)-b(a)+2 de KS^“’ dans

a-morphisme de complexes 
Kb(a)

En effet, l'hypothèse assuie alors que S(a) est homotope à zéro, i.e. 
l'existence de d(a) vérifiant (3.2.8.2). Prouvons (*) . Soit D la 

somme des d(B) pour b(B)-s(g) £ k , et exprimons que (D® (D»D) ) (a) = 
= ((D°D)’D) (a) . Le membre de gauche I vaut , d(g) (D°D) (y) .
L'hypothèse de récurrence assure que (DoD)(y) = 0 pour y / a , de 
sorte que I = d(Id)S(a) . De même, le membre de droite est S(a)d(Id), 
et donc

d(Id)S(a) = S(a)d(Id)

ce qui équivaut à (*) .

3.2.10. Soit en l'unique application de A_^ dans A . Pour tout
A dans A(-l) , le système des p(e ) A est un objet simplicial 

+ n +strict de A , et définit un complexe dans tôt A . Cette construc­
tion s'étend aux complexes : pout tout complexe K e ObC(A(-l)) , nous 
noterons e*K le complexe dans tôt A défini par le système simpli­

cial strict des p(e ) K , et pour lequel les d(a) supérieurs (rela­
tifs aux a tels que b(a)-s(a) > 1) sont nuis. On gradue ce foncteur 
par l'isomorphisme

(-l)n : (e* (K[l]))n'm = p(en)*Km+1 — ( (e*K) [ 1 ] ) n,m = 

, . * m+1
= P(en) K •

Pour ce choix, le foncteur encore noté e* : K(A(-1) ) ---- «■ K (tôt A+) ,

déduit de e par passage au quotient, transforme triangles distingués 
en triangles distingués.

90

À. À. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE 

Réalisons chaque K° comme un complexe (K°'*,d") et chaque 3* 

comme un 3,-morphisme de complexes, encore noté Cp $ Kor* Kotlex s 

Pour Id : 4h ‘An! posons d(Id) = (-1) 4" , et pour chaque 

à 5 A, —+ 4,4] r POsons at) = (-1) "2 . Par hypothèse, pour 

O<i<i<n+2, CRE et Dr sont homotopes. IL existe donc 

d(a, 3,) vérifiant (3.2.8.2). Montrons l'existence d'un système de 

dia) vérifiant (3.2.8.2) et prolongeant le système des dia) déjà 

choisis. On procède inductivement : supposons les d(a) déjà choisis 

pour bla)-sS(a) <k (k > 2), et construisons les pour b(a)-s(a)=k+1. 

Il suffit de montrer que 

L 

(x) La somme Sa) = 2 d(B8)d{y) est un a-morphisme de complexes 
a=By 

de degré -k+l = s(a)-b(a)+2 de kS(a) ans kPa) 

En effet, l'hypothèse assumæmalors que Sa) est homotope à zéro, i.e. 

l'existence de da) vérifiant (3.2.8.2) Prouvons (,). Soit D la 

somme des d(s) pour b(s)-s(8) < k , et exprimons que (De (DoD)})(a)= 

=({(DoD)°D) (a) . Le membre de gauche I vaut He AO d(8) (D°D) (y) . 

L'hypothèse de récurrence assure que (DoD)(y) = ©O pour y # a , de 

sorte que I = d(ld)S(a) . De même, le membre de droite est S(a)d(Id), 

et donc 

d{id)S(a) = S(a)d{(Id) , 

ce qui équivaut à (%) . 

3.2.10. Soit En l'unique application de A_1 dans A, - Pour tout 

A dans A(-1) , le système des pe )”"A est un objet simplicial 

strict de aŸ , et définit un complexe dans tot at . Cette construc- 

tion s'étend aux complexes : pout tout complexe K € ObC(A(-1)) , nous 

noterons €”K le complexe dans tot at défini par le système simpli- 

cial strict des p(e )"K , et pour lequel les da) supérieurs (rela- 

tifs aux a tels que b(a)-s(a) > 1) sont nuls. On gradue ce foncteur 

par l'isomorphisme 

CD + CYR) 2 plc RTE D ((*R) IL) PT a 

= pte "Rte 

Pour ce choix, le foncteur encore noté €e* : K(A(-1) ) —+ K(tot At) ’ 

déduit de €” par passage au quotient, transforme triangles distingués 

en triangles distingués. 
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+ + + +
j 2.11-APPelons C(tot A ) (resp. K(tot A ) ) la sous-catégorie 

* + +
pleine de C(tot A ) (resp. K(tot A )) formée des K tels que, 
pour M assez petit, on ait Kn'm = q pour m < M . Pour K dans 
C(tot A+)+ , °n note e„K le complexe (dans C+(A(-1)) défini par

K)P = © p(e_)„Kn'm (la somme est finie) et d = ^ d(a) (on
n+m—p n *

a abusivement noté d(a) le morphisme déduit de d(a) par image di­
recte) . On dispose d'un isomorphisme évident ea(K[l]) = (e.K)[l] , et

+ + +le foncteur de K (tôt A ) dans K (A (-1)) déduit de c, par passage 
au quotient transforme triangles distingués en triangles distingués, 
pour K dans C+(A(-l)),le système des morphismes d'adjonction

j^1 —► p(c )*p(eo)*Kn est un morphisme

(3.2.11-1) a : K -------► e*c*K .

proposition 3.2.12 . Les foncteurs e*: K+A(“l)----- * K(tot A+)+ et 

e : K (tôt A ) -----* K A (-1) forment un couple de foncteurs adjoints,
avec a (3.2.11.1) pour morphisme d'adjonction.

Pour toute catégorie additive B , le groupe des homomorphismes de 
K dans L , dans K (B) , est le H° du complexe Hom(K,L) ’ de com­

posantes

Hom(K,L)d = TT Hom(Kn,Lm) 
m-n=d

et de différentielle donnée sur Hom(K,L) par d(f) = d°f-(-1)^fod . 

Nous préciserons 3.2.12 en montrant que pour K dans K (A(-l))et L 
dans K(tôt A ) , le morphisme induit par a :

(3.2.12.1) Hom(e*K,L)‘ -----^ Hom ( £< *K , e*L) ’ ----->- Hom (K , e *L) '

est un quasi-isomorphisme. Filtrons L par une filtration décroissante 
de quotients successifs les complexes réduits à un Ln' (par exemple, 
filtrer L par les ^>a Ln,m , et les quotients successif s n^=A Ln,m 
par les ® Ln,A n . ~ cette deuxième filtration est

n>B .
finie). Sur les complexes Hom’ , on récupère une filtration sépa­
rée et complète, et il suffit de montrer que (3.2.12.1) devient un quasi- 
isomorphisme après passage au gradué : on peut supposer, et on suppose, 
L concentré en un seul bidegré. Filtrons K par la filtration par tes 

°>n. Cette fois, la filtration obtenue sur Hom" est finie degré par degré,, et 
on se ramène à supposer K concentré en un seul degré. Par translation 
on se ramène enfin à supposer K réduit à un objet A en degré 0 ,
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+, + ++ 
3.2.11.Appelons C(tot 4°) (resp. K(tot À ) ) la sous-catégorie 

pleine de Citot AT) (resp. Ki{tot A*)) formée des K tels que, 

pour M assez petit, on ait kn/m = © pour m<M . Pour K dans 

cttot an? , on note Ee,Kk le complexe (dans c*(A(-1)) défini par 
n,m ; 

(y D = n D ples)k (la somme est finie) et d= d(a) (on 

a abusivement noté di(a) le morphisme déduit de d(a) par image di- 

| recte)- On dispose d'un isomorphisme évident ek(KI1]) = (e,K)[11 , et 

le foncteur de Ktot A*)* dans K'(A(-1))déduit de c, par passage 
au quotient transforme triangles distingués en triangles distingués. 

pour K dans CY(AEL)),le système des morphismes d'adjonction 

ki — pe), PE) "KT est un morphisme 

(3.2.11.1) a: KR — c,c"K . 

proposition 3.2.12 . Les foncteurs ec: KTA(-1) — K(tot att et 

CNE K(tot atjt > KŸA (1) forment un couple de foncteurs adjoints, 

avec a (3.2.11.1) pour morphisme d'adjonction. 

Pour toute catégorie additive B , le groupe des homomorphismes de 

K dans L, dans K(B) , est le 4° du complexe Hom(K,L)' de com- 

posantes 

Hom(K,1)4 = Î| Hom(k®, 
m-n=d 

et de différentielle donnée sur Hom(K,L){ par d(f) = def-(-1) 164 . 
Nous préciserons 3.2.12 en montrant que pour K dans K*(At-l))et L 

dans K(tot at}? , le morphisme induit par à : 

(3.2.12.1) Hom(e"K,L)° — Hom(e,®K,e,L)'° —+ Hom(K,e L)° 

est un quasi-isomorphisme. Filtrons L par une filtration décroissante 

pm (par exemple, de quotients successifs les complexes réduits à un L 

filtrer L par les na Len , et les quotients successifs Bar" 

par les A LnrA-n ; 7 cette deuxième filtration est 

finie). Sur les complexes Hom , on récupère une filtration sépa- 

rée et complète, et il suffit de montrer que (3.2.12.1) devient un quasi- 

isomorphisme après passage au gradué : on peut supposer, et on suppose, 

L concentré en un seul bidegré. Filtrons K par la filtration par les 

5, Cette fois, la ffltration obtenue sur Hom° est finie degré par degré, et 

on se ramène à supposer K concentré en un seul degré. Par translation, 

on se ramène enfin à supposer K réduit à un objet AÀ en degré O, 
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et L réduit à un objet B de A(n) , en bidegré (n,0). On a alors ‘

Hom(e*K,L)d = TT HomE (A,B) :
O 5 A J^A- 11n~a n 

n-d>o

le complexe Hom(E*K,L)‘ est le produit tensoriel de Hom^ (A,B) paf 
le complexe des chaînes non dégénérées du simplexe type Ann, décalé 

de -n. Le cône de (3.2.12.1), translaté par [-1], est donné par la 
même formule, sans la restriction n-d >0 , et il reste à utiliser 
que le complexe augmenté des chaînes non dégénérées du simplexe type 

An est homotope à zéro.

3.2.13. Bien que cela soit inutile pour la suite, nous allons exhiber 
un morphisme de complexes représentant le morphisme d'adjonction de 
e*e*L dans L (3.2.13 et 3.2.14). Un morphisme de complexes b de 
e*e*L dans L est (3.2.B) un système de a-applications de degré 
s(a)-b(a) , b(0) : p(e . J*(e*L) ---- » Lb(a)'* , vérifiant (3.2.8.3).

Une a-application de p(e , . ) (e L) dans L ' ' s'identifie à
une e^ j^^-application, b' (a) de e^L dans L a ' . Nous écri­
rons formellement b = Z b' (a) 0 a , identifiant ainsi b à un élé- 

— a
ment du produit sur n des groupes

{En-application de e*L dans Ln' ) ® {chaînes non dégé­

nérées de A ) .

A son tour, une en~application 
Ln'* s'identifie à une famille de

b' de degré s 
en~applications

de e*L dans

% = P^p»/’’ Ln' * de degrés s+p . Nous ne considérons que des
applications b’ somme d'applications des types suivants, indexés par 
g : A^ —>• An : le composé de la e^-application naturelle de I, 
dans lP'*, et d'une B-application b1'(g) : lP'* -----> Ln'* . Nous écri­

rons formellement b' = / b " ( b ) .

Au total, ceci nous amène à chercher b sous la forme

b = Z b" (a, B) O a 

a , B

avec a et b de même but, b" (a, B) étant un B-morphisme de LS'® '* 

dans L ' , de degré s (a )-b (a)+s ( B ) = (s ( B)-b ( B ) )+s (a) . Pour

chaque factorisation b = ®l’’’Bs(a) » on a ^ sa disposition une B"
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et L réduit à un objet B de An) , en bidegré ô(n,0). On a alors * 

Hom(e*K,1)9 = TT Hom_ (A,8) 
atä,_j*àn n 

n-d>o 

le complexe Hom(r*K,L)' est le produit tensoriel de Hom_. (A,B) par 

le complexe des chaînes non dégénérées du simplexe type A décalé 

de -n. Le cône de (G.212.1), translaté par f[-1], est donné par la 

même formule, sans la restriction n-d > O , et il reste à utiliser 

que le complexe augmenté des chaînes non dégénérées du simplexe type 

4, est homotope à zéro. 

3.2.13. Bien que cela soit inutile pour la suite, nous allons exhiber 

un morphisme de complexes représentant le morphisme d'adjonction de 

c*e,L dans L (3.2.13 et 3.2.14). Un morphisme de complexes b de 

ce" e,L dans L est (3.2.8) un système de a-applications de degré 

S(a)-bla) , bla) + ple qu (el) — Pla),* , vérifiant (3.2.8.3). 
Une a-application de plesp,))"(e,L) dans L°(9)!* s'identifie à 

ns Ep(a) PPlication b'(a) de e,L dans LP (a),* Nous écri- 

rons formellement b = b'(a) @ a , identifiant ainsi b à un élé- 2) = 2 
ment du produit sur n des groupes 

* 

fe, application de €e,L dans Lo) @ {chaînes non dégé- 

nérées de An) . 

À son tour, une e,-application b' de degré s de €e,L dans 
n,* 

L s'identifie à une famille de €, applications 

be Ë ple,),LPr* — L''*, de degrés s+np . Nous ne considérons que des 

applications bs somme d'applications des types suivants, indexés par 

8 : A — 4, : le composé de la e "application naturelle de e L 

dans LP'*, et d'une B-anpplication b"(8) : LP1* __, 11%, Nous écri- 

rons formellement b' =S b"(8) . 

Au total, ceci nous amène à chercher b sous la forme 

b = D b'ta,8) @ à £ 
a,B 

avec a et 8 de même but, b'"(a,B) étant un 8-morphisme de LS (8) x 

dans LP(#)°* , de degré s(a)-b(a)+s(s) = (s(8)-b(8))+s(a) . Pour 
chaque factorisation g = 81---85(a) , on a à sa disposition une B- 
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application de ce degré : le composé des dlgp -

Nous allons montrer que le système suivant convient :

(3.2-13.1)
^=Z. I d(61)...d(6k)®(0,g (O) ^B^O),-, ^...»(0) ) . 

k,m gir..,gk xk

La somme porte sur k,m et sur les suites de k applications composa-
bles dont le composé a pour but â . 
mise : pour chaque m , on a un terme 

(nQ,. • • »nk+^) l'application i t—> n^

La suite vide 
Id * 0 (0) . 

de Ak dans

(k = 0) est per-
On a noté

A„ ; remplacer m -
par O (ou omettre le terme) si cette application n'est pas stricte­
ment croissante.

Il s'agit de montrer que b est un morphisme de complexes, et
que b correspond par l'adjonction (3.2.12) :

Hom ( c * e *L, L) — Hom(e*L,e*L)

à l'application identique de e*L 
composé

E * k ------~—”* e * E * £ * k

, i.e. que le morphisme de complexes

b

est homotope â l'identité. On vérifie facilement que ce morphisme est 
même égal à l'identité : il ne dépend que des composantes b'(a)Qa de 
b , pour a : aq —^ Am , et ces composantes sont du type Id^m(*®(0) .

3.2.14. b est un morphisme de complexes . L'identité à vérifier 

s'écrit db = bd , i.e.

U) E Z E d(a) d (g1) ...d (Bk) ® a ° (O, gx (O) , ... , g T... gfc(C))

a k,m=s (a) g^, ... , gk

= I Z 

k,m B1(—,Bk

(-l)k Z d(B1) ...d(gk)d(a) ®(0,B1(0) , ... ,g1...gk(O) ) 
a

. £ I £ 

k,m Bp ... ,gk i
(-D1d(g1) ...d(gk) ®(0,B1(0)..........g1...gk(0Jo31 .

Les sommes sur k,m, g^, ..., gk sont comme en (3.2.13.1). La somme sur 

i va de O à k , sauf pour k = O , où elle est vide. On notera que 
si c = (O,B1(O),..,g^..Bk(O)) est une chaîne dégénérée de Am , on 
a Z(-1)^co 1 = O mod chaînes dégénérées. Pour vérifier l'identité
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application de ce degré : le composé des d(8,) . 

Nous allons montrer que le système suiVant convient 

(3.2-13.1) b = > > d(8.,)...4(8,)8(0,8.,(0) 8.8.,(0),-, & …8.(0)). . L k 1 182 B + 83 
KM Bir-.r8 1 k 

La somme porte sur k,m et sur les suites de k applications composa- 

bles dont le composé a pour but Ün * La suite vide (k = 0) est per- 

mise : pour chaque m, on a un terme 14 m,« @ (0) . On a noté 

More xl) l'application ir ni de ax, dans Âm * remplacer 

par © (ou omettre le terme) si cette application n'est pas stricte- 

ment croissante. 

11 s'agit de montrer que b est un morphisme de complexes, et 

que b correspond par l'adjonction (3.2.12) 

Hom(e*e L,L) = Home, L,e,L) 

à l'application identique de €, ,L , i.e. que le morphisme de complexes 

composé 

LL ————— L en L nr ue Es EXE Ex Ex 

est homotope à l'identité. On vérifie facilement que ce morphisme est 

même égal à l'identité : il ne dépend que des composantes b{a)l@a de 

b, pour a: 4, —+ 4, : et ces composantes sont du type Id;m,x ® (0). 

3.2.14. b est un morphisme de complexes . L'identité à vérifier 

écrit db = bd , i.e. 

@ ZE à > d(a)d(81)-.d(8,) ® 2°(0,81(0),….,83. BL (0) 
a  k,m=s(a) B8,,.…,8, 

-2 à D 2 dt8,) ma(g)dta) D(0,81 (0), 8-8, (O)) 
k,m Byrer 8x a 

+ > > > (-1) Ta (81) .d(8,) @(0,8,(0),..,B,.….8L (0708, 
k,m Bjr, 8% i 

Les sommes sur KiM,Bprer8g sont comme en (3.2.13.1). La somme sur 

i va de O à k , sauf pour k = O , où elle est vide. On notera que 

Si c = (0,8,(0),..,8,--8L(0)) est une chaîne dégénérée de Am ” 

a (1 Leo», = O mod chaînes dégénérées. Pour vérifier l'identité 
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(*) , il suffit de montrer que pour chaque k > 0 (correspondant à k 
dans les deux premiers termes et à k-1 pour le troisième), on a

r r d(e ) . . .d(g ) ®(b (0) ,0 R (0) , . . . )
Pq' — , Bk ru U X ru

- (-Dk E d(g0) ...d(Bk) ®(0,B (0) ,...,Bo...Bk_1(0)) =

= Z Z (-l)1+1d(Bn) ...d(B.)»(O,B (0) ,...,B-...B. (0)A„..,g ...g (
B , — ,Bk -^i^ o K o o 1 o k'

Les sommes portent sur les chaînes de k+1 morphismes composables,et
(no,..,nk) désigne une application de Ak dans Ab(Bo) (6t ° S±

Les termes au membre de gauchepas injective).cette application n'est
correspondent à i = -1 et i = k au membre de droite. Pour con­
clure, il suffit de vérifier que pour chaque k ^ 0, chaque i

(-1 < i < k) et chaque choix de BQ,...,Bi_1 , du composé B = B^B^^

et de Bi+2'---»Bk » choix qui suffit à fixer la chaîne
(0, g (0) , . . . ,B_-■ • B, (O)^ , . .. , B . • -Bv (0) ) , on a O U -L U ru

bXi=b d(so)---d(6k) = 0 ’

Cela résulte de (3.2.8.1) .

3.2.15. Supposons maintenant que les catégories A(n) sont abélien- 
nés, ont assez d'injectifs, et que les foncteurs p(a) sont exacts. 
Les foncteurs p(a)* transforment donc injectifs en injectifs. Un 
morphisme f : K —+ L dans C(tot A+) sera appelé un quasl-isomor- 

phisme si les fdd^ ) : Kn'* —>• Ln'* sont des quasi-isomorphismes. 

Cette condition est invariante par homotopie. Elle s'énonce encore : 
les Gr”(f) sont des quasi-isomorphismes. La catégorie dérivée

D(tot A ) est la catégorie déduite de K(tôt A ) en inversant les 

quasi-isomorphismes.

Le foncteur e* passe trivialement aux catégories dérivées, et 

définit un foncteur exact

e* : D+(A(-1)) --- » D(tot A+)+
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(x) , il suffit de montrer que pour Chaque k > O (correspondant à K 

dans les deux premiers trmes et à k-1 pour le troisième), on a 

a mis. 1GBo):"-4(8,4) @t8,1(0),8,8,(0),...,8,-..8,(0)) 
o k 

= euf D atw)…ates) @(0,8,10),..,80-—8p-1 (0))= 
BS'*18%k 

_. à \ 
= D (-15tla(s )….a(8)80,80 (0) msg e8s (0), Bar rBx -1 ik o k o °Tr8o i Bo 8x0). 

Les sommes portent sur les chaïnes de k+l morphismes composables,et 

nr np) désigne une application de x dans Bb(8o) (et Oo si 

cette application n'est pas injective). Les termes au membre de gauche 

correspondent à i = -l et ïi = k au membre de droite. Pour con- 

clure, il suffit de vérifier que pour chaque k > O, chaque oi 

(-1 < i < k) et chaque choix de Bor--.rB; y du composé B = 8,844nr 

et de Biaorer8p , Choix qui suffit à fixer la chaîne 
a 

(0,8,(0),...,8,-.-84 (0) reserB BK (0)) , On à 

> _e d(8 .)...d(8,) = © 

884178 9 2 

Cela résulte de (3.2.8.1). 

3.2.15. Supposons maintenant que les catégories An) sont abélien- 

nes, ont assez d'injectifs, et que les foncteurs p{a)* sont exacts. 

Les foncteurs pla), transforment donc injectifs en injectifs. Un 

morphisme ff : K — L dans C(tot At) sera appelé un quasi-isomor- 
n,* ny,* : : 

7 L' sont des quasi-isomorphismes. phisme si les f (Idy,,) 2: K 

Cette condition est invariante par homotopie. Elle s'énonce encore : 

Î(£) sont des quasi-isomorphismes. La catégorie dérivée 
++ 

quasi-isomorphismes. 

les Gr 

D(tot À 
. Dr + 

est la catégorie déduite de Ki(tot AT) en inversant les 

Le foncteur e* passe trivialement aux catégories dérivées, et 

définit un foncteur exact 

e* +: D'(A(-1)) — D(tot At)? 
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Le foncteur e, , lui, se dérive en

Re, : D(tot A+)+ ---- * D+(A(-1)) .

pour calculer sa valeur en L dans C(tôt A+)+ , on remplace L par 

un complexe quasi-isomorphe L' : L —♦ L' , à composantes bihomogènes 
injectives, et on prend e,L' • H suffit en fait que le complexe 
quasi-isomorphe L' dans C(tot A+)+ vérifie, pour tout n , la 
condition suivante : en*L'n'Ren*L'n/* dans D+(A(-1)) .

On déduit aussitôt de 3.2.12 que ces foncteurs e* et Re forment' 

encore une paire de foncteurs adjoints.

3.2.16. Les catégories D(A(n)) forment de façon naturelle une caté- 
+ +gorie cofibrée sur (a) . Pour chaque K dans D(tot A ) , les

Gr^K forment une section de cette catégorie cofibrée sur (A)+ . Si 

K est de la forme e K—1 ' avec K«i £ Ob DA(-l) , cette section est 
cocartésienne : c'est le système des p(en) $-i * Vu ^e contexte où 
nous sommes, nous dirons cartésien plutôt que cocartésien, et on appel­
lera cartésien un objet K de D(tot A ) tel que les Gr^ K[n], 

munis des êb-applications définies en 3.2.8 z forment une section 
cartésienne du système des D(A(n)) , i.e. tels que pour tout i les 
H^(Gr"K[nl) soient une section cartésienne de A+ sur (a)+ •

Théorème 3.2.17 . Outre les hypothèses de 3.2.6 et 3.2.15, supposons 

que

a) Le foncteur A ।---- > (E*A)n-o est une équivalence de catégories de 
A(-1) avec la catégorie des sections cartésiennes de A+ sur (A)+-

b) Pour tout A dans A(-l), Identifié à l'objet A[0] de D+(A(-l))y 

le morphisme d'adjonction

A ------ ► Re, e A

est un isomorphisme.

Alors, les foncteurs e* et Re sont des équivalences de caté­
gories inverses l'une de l'autre de D+(A(-1)) avec la catégorie des 

objets cartésiens de D(tôt A+)+.
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Le foncteur €, , lui, se dérive en 

Re, : Ditot A*)* — DŸ(A(-1)) 

pour calculer sa valeur en L dans Citot A*)* , on remplace L par 

un complexe quasi-isomorphe L' : L EL" , à Composantes bihomogènes 

injectives, et on prend e,L' . 11 suffit en fait que le complexe 

quasi-isomorphe L' dans C(tot Atjt vérifie, pour tout n , la 

condition suivante : LL Re, L'"* dans D'(A(-1)) : 

On déduit aussitôt de 3.2.12 que ces foncteurs ce” et Re, forment: 

encore une paire de foncteurs adjoints. 

3.2.16. Les catégories D(A(n)) forment de Façon naturelle une caté- 

gorie cofibrée sur @)* . Pour chaque K dans D(tot A) , les 

GrèK forment une section de cette catégorie cofibrée sur (a) . Si 

K est de la forme c"K , avec K_, € Ob DA(-1) , cette section est 

cocartésienne : c'est le système des ple )"K . Vu le contexte où 

nous sommes, nous dirons cartésien plutôt que cocartésien, et on appel- 

lera cartésien un objet K de D(tot A?) tel que les Gr? K{n], 

munis des è,-applications définies en 3.2.8 , forment tnehection 

cartésienne du système des D(A(n)) , i.e. tels que pour tout i les 

HT (Grk(n]) soient une section cartésienne de at sur (a) : 

Théorème 3.2.17 . Outre les hypothèses de 3.2.6 et 3.2.15, supposons 

que 

a) Le foncteur Ar (FA) 0 est une équivalence de catégories de 
- ; = : = + 

A(-1) avec la catégorie des sections cartésiennes de AŸ sur (a) - 

b) Pour tout À dans A(-1), identifié à l'objet A[O] de D'(A(-1)) 

le morphisme d'adjonction 

* 
À — Re,e À 

est un isomorphisme. 

Alors, les foncteurs e* et Re, sont des équivalences de caté- 

gories inverses l'une de l'autre de D'(A(-1)) avec la catégorie des 

objets cartésiens de D(tot Atyt. 
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_ + wNous allons vérifier que pour K dans D (A(-D) (resp. L un JS 
objet cartésien de D(tot A+)+ , les morphismes d'adjonction respectifs

(3.2.17.1) a : K -------- » Re „ e*K |

(3.2.17.2) b : e*Re L ---------- » L

sont des isomorphismes. Les objets K (resp. L) tels que (3.2.17.1) ïï 
(resp . ( 3.2.17.2)) soit un isomorphisme forment une sous-catégorie trian- v 
gulée de D+(A(-1)) (resp. D(tot A+)+). Par hypothèse, (3.2.17.1) JJ

est un isomorphisme pour K de la forme A[0). Par dévissage, c'est
b f1donc un isomorphisme pour tout K dans D (A(-l)) . Enfin, pour tout J:

i , T^Re^e K ne dépend que de T<iK et (3.2.17.1) est donc un iso- 1
morphisme pour tout K dans D+(A(-1)) . -

Ceci suffit à assurer que e est une équivalence de D (A(-l)) ;
avec son image dans D(tot A+)+, et que pour L dans l'image le mor- ■

phisme d'adjonction (3.2.17.2) est un isomorphisme. En effet, pour 
L = e K , l'isomorphisme e K---- ► L correspond par adjonction à un 
isomorphisme K ---- > Re «L- .

Si L dans D(tot A+)+ est cartésien, pour chaque i , la section 
H1Ln'* de A+ sur (A) + est cartésienne, donc provient par hypothèse 

de h1 dans A (-1) . Définissons la filtration canonique de L par 
(T<.L)n'* = T^tL11'*) . On dispose alors, dans D(tot A+)+, de trian­

gles distingués

-* T<1_1L ---- r T^L ---- K e^h^-ij) ---- > .

Si h = O pour |i| assez grand, on en conclut par dévissage que 
(3.2.17.2) est un isomorphisme, i.e. que L est dans l'image de e* . 
Enfin, T<^(e*Re*L) ne dépend que de t^L , et de ce que (3.2.17.2) 

est un isomorphisme pour les t^L résulte le cas général.

3.2.18. Preuve de 3.2.4. Avec les notations de 3.2.5, les catégories 

de faisceaux de 0-modules sur les U n (n > 1) sont les fibres d'une 
catégorie fibrée et cofibrée A sur (A) , vérifiant les hypothèses 
de 3.2.6 et 3.2.15. La catégorie A(-l) est celle des faisceaux de 
0-modules sur S . Les hypothèses de 3.2.17 sont également vérifiées : 
(a) exprime le caractère local des faisceaux, et (b), prouvé dans R . 
Godement ( théorie des faisceaux) ou SGA4 VLB est la source de la suite spec-
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traie de Leray pour un recouvrement ouvert.

D'après 3.2.9,1e système (Kn) de 3.2.5 provient d'un objet de
D(tot A+)+ ; d'après 3.2.17, il provient donc de D+(S) , comme promis.

3.2.19. Application : généralisation de 2.1.4.

Soit X un espace topologique muni d'un faisceau d'anneaux 0 , 
j une partition localement finie de X en parties localement fer­

mées et p : S —-► 2 une fonction bornée. Définissons PD^-°(X,O) et 
P^lX.û) comme en 2.1.2.

proposition 3.2.20 . (PD^°(X,0) , PD^-°(X,O) est une t-structure sur

D(X,()) . Elle induit une t-structure sur D* (X,0) pour * = +,-,b .

Procédant comme en 2.1.4, on se ramène à vérifier que 
Pd+-°(X,j):= pD^°(X,O) n D+(X,O) et pE^°(X,ü) définissent une t- 

structure sur D+(X,Q) . Supposons d'abord la partition S finie, et 

prouvons 3.2.20 par induction sur le nombre N de strates. La diffé­
rence d'avec 2.1.3 est qu'on ne suppose pas chaque adhérence de strate 
réunion de strates. Pour N < 1 , on obtient un décalé de la t-struc- 
ture naturelle et 3.2.20 et clair. Pour N > 1 , chaque point x est 
contenu dans une strate S et admet un voisinage ouvert U tel que 
Uns soit fermé dans U . Pour v c u ouvert, l'hypothèse de récur­
rence s'applique aux partitions traces de S sur V-S et V n S, 
et 1.4.10 montre que (PD —° ( V, 0 ) , PD^-° (V, 0 ) ) est une t-structure sur 
D+(v,0) . Pour achever la récurrence, ainsi que pour passer du cas où 

S est fini au cas général, il reste à vérifier l'assertion suivan­
te

Lemme 3.2.21 . Supposons que X admette un recouvrement ouvert U tel 
que pour V ouvert dans U e U (PD+—°(v,0),PD^°(V,0)) soit une t- 
structure sur D+(V,0) . Alors (PD+—°(x,0),PD^°(X,û)) est une t- 
structure sur D+(X,0) .

Par localisation, on vérifie l'analogue de 2.1.21, et ses corol­
laires. En particulier, les Cv = ^D+-°(V,()) n pD^-°(V,û) forment un 

champ - donc un champ en catégories abéliennes - et Cx est une caté­
gorie abélienne.

L'axiome 1.3.1 (i) des t-structures résulte de 2.1.21, et l'axi­
ome 1.3.1 (ii) est trivial. Prouvons 1.3.1 (iii). Soit K dans
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D+(X,O) . Localement, Les pHn(K) sont définis. Ils se recollent, et 
fournissent des objets pHn(K) de C„ . Procédons par récurrence des­
cendante sur N tel que PHn(K) = O pour n < N . Si N > O , le 

triangle (O,K,K) convient. On dispose localement d'un morphisme 
PHN(K) [N] —* K . D'après 1.2.1, il se globalise. Soit un triangle dis­
tingué (PHN(K)[N],K,K') . L'hypothèse de récurrence s'applique à K' 

d'où, si N < O, un morphisme K' —► B tel que le morphisme composé 
K ---- * B fasse localement de B le Pt>0 de K •

Il figure dans un triangle (A,K,B). Localement - et donc globa­
lement - A est dans D+—o(X,ü) et B dans D>o(X,0) . Ceci vérifie 

1.3.1 (iii).

3.3. Cohomologie entière.

3.3.1. Dans la catégorie dérivée D(Z) de la catégorie des groupes 
abéliens, le foncteur D : K i—► DK = RHom(K,Z) induit une autoduali­
té de la sous-catégorie D (Z) de D (Z) formée des K tels que les 
H K soient de type fini. Cette autodualité ne préserve pas la t- 
structure naturelle n : elle échange n et n* , donnée par

n D^° = {K | HXK = O pour i > 1, et H1K est de torsion} 

*
n D^° = {K | H1K = O pour i < O, et H°K est sans torsion}

3.3.2. Pour tout espace topologique X , définissons une t-structure 
n sur D(X, Z) par

n D^0 = {K | HiK = O pour i > 1, et H1K ® q = 0} 

+ .
n D^° = {K | H1K = O pour i <0, et H°K est sans torsion}

Le foncteur t de cette t-structure se déduit du foncteur de la 
catégorie des complexes de faisceaux dans elle-même qui à un complexe K 
attache le sous-complexe K' suivant de K :

K'1 = K1 pour i < O , K' = O pour i > 1 , et

K'1 = image inverse dans Ker(d) c K"'" de la torsion de
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* 
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la dual 
échange

3.3.4.
définit

3 3.3. Si X est une variété topologique purement de dimension d , 
les t-structures n (naturelle) et n induisent des t-structures 
sur la sous-catégorie D^IX.S ) de D(X, E) formée des K tels que 
les H1K soient localement constants de type fini. On déduit de 3.3.1 

que, 3 un décalage de d près, ces t-structures sont échangées par 
té de Verdier D : K t---- ► R Hom(K,or [-d]) sur X : celle-ci 
n„<o . n+_>-dD— et Ct- .

Pour X un espace stratifié comme en 2.1.1, et () = E , on 
une t-structure (P t>^o(X,Z ) r D^°(X,S)1 sur D(X,E) en recol­

lant les t-structures (n l/°'S\n qIP^’) des strates. Le formalis­

me 2.1.3-2.1.11 s'applique (dans 2.1.11, prendre le t • au sens n+).

Si (X,S) vérifie les hypothèses de 2.1.13, cette t-structure en 
induit une sur D^(X, E) , et 2.1.14 (passage à une stratification plus 

fine) reste valable. Les t-structures de perversité p et p+ sur
D^(x,E ) se déterminent: 1'une! 1\autre. Omettant (X,E) de la notation

on a en effet, ]pour K e Dc ' les équivalences :

(i) K e p+D<o <=> K e Pq<1 et pH1K de torsion

(ü) K e pV-° <=> K e p^o et PH°K sans torsion

(iii) K e PD^° <=> K e
P+q<o et P+H°K divisible

(iv) k e P^° w K e P+r£" 1et P+H'1K de torsion.

Dans (i)-(iv), de torsion signifie : il existe n / O tel que l'endo­
morphisme "multiplication par n" est zéro ; sans torsion (resp. divi­
sible) signifie que pour tout n / O c'est un monomorphisme (resp. 
épimorphisme). De ces équivalences résulte que pour qu'un foncteur 
exact T : D (X,E) ---- ► D (X',E) soit t-exact à droite pour les t­c----------------------c
structures de perversité p , il faut et il suffit qu'il le soit pour 
celles de perversité p+ .

t P+„x-n p_<n+lLes inclusions D c D e: D et œ D c D'
sont claires. Pour prouver (i), on vérifie d'abord que P D^° est la 
sous-catégorie de PD^ formée des objets dont l'image dans 

°D (X,®) est dans Pd^°(X,®) . On vérifie que (i) =» (ii) en utilisant 
que D^° est l'orthogonale à droite de D^ 1 . On procède de façon 

analogue pour (iv) et (iii).
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4 3.3-3: Si X est une variété topologique purement de dimension d 
+ 

les t-structures n (naturelle) et n induisent des t-structures 

sur la sous-catégorie D, (X,Z ) de D(X, Z) formée des K tels que 
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- - 
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fine) reste valable. Les t-structures de perversité p et pt sur 
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DR + 
(iv) ke PDO KkeP'p"let P'x lx de torsion. 
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sible) signifie que pour tout n # Q c'est un monomorphisme (resp. 
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È . 3 . 
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: ’ É + -1l pP > >n 
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+ 

sont claires. Pour prouver (i), on vérifie d'abord que P 5e? est la 

sous-catégorie de Pp<£l formée des objets dont l'image dans 

FD, (X, @) est dans Pr£° (x,0) . On vérifie que (i) + (ii) en utilisant 

que D?° est l'orthogonale à droite de D$-} . On procède de façon 

analoque pour (iv) et (iii). 
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Pour (X,S) de plus triangulable, par exemple algébrique réel muni 
d'une stratification de Whitney, la dualité de Verdier échange les 
t-structures de perversité p et Cp*) sur Dc<X,ZZ) . C'est une con­

séquence formelle de 3.3.3 et de ce que D échange i’ et i* , pour 
i l'inclusion d'une strate.

Tout ce qui précède reste valable pour K remplacé par un anneau 
de Dedekind R .

3.35. Pour X un schéma de type fini sur C , on peut passer à la limi­
te sur les stratification algébriques, comme en 2.2.1. Pour X un 
schéma de type fini sur un corps k , et t premier à la caractéris­
tique de k , on peut en faire de même en S^-cohomologie, pour autant 
qu'on dispose d'une catégorie dérivée convenable (cf. 2.2.14-2.2.16).
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OR’

' 4. LA PERVERSITÉ AUTODUALE : PROPRIETES GEOMETRIQUES

4.0- Dans ce paragraphe et le suivant, sauf au n°4.4, consacré aux 
cycles évanescents, on ne considère que des schémas séparés de type 

f fini sur un corps k , et que la perversité autoduale p, , . Nous tra-
: b —

vaillerons dans D^X,^) (2.2.12) . Pour que cette catégorie soit dé­
finie et obéisse au formalisme usuel, il nous faut nous limiter à des 
corps k tels que, pour toute extension finie k1 de k ,les
H1 (Gai(k/k1) , S/ft) soient finis (cf. 2.2.12)- par exemple k fini ou 
algébriquement clos.

La plupart des résultats vaudraient aussi en Œ^ , E^ ou en E/tn, 

en particulier en E/t-cohomologie. On peut aussi remplacer ®^ par 
une extension finie E , E par l'anneau de valuation V correspon- 

n ~ *dant, et E/t par un quotient fini R de V^ . Enoncer toutes ces 
variantes eut abouti à rendre le texte illisible. Nous avons préféré 
nous limiter à l'une d'entre elles : coefficients ®^ . Les preuves 
procèdent souvent par réduction au cas des faisceaux de E/lS-modules, 

et la réduction est souvent laissée au lecteur. Pour les effectuer, il
se rappellera que les foncteurs T de restriction des scalaires (de
V^ à E^) et d'extension des scalaires de V^ à un quotient fini, par 
exemple de E à E/tn , sont conservatifs, et que K est dans

Pd<O si et seulement si TK est dans Pd<o . Voir aussi 2.2.17, 

2.2.18.

Le lecteur qui voudrait utiliser les résultats donnés ici pour 
d'autres coefficients que ®^ devra prendre garde aux difficultés sui­
vantes .

(a) En E^ -cohomologie, la perversité autoduale p^2 donne lieu à 

deux t-structures (P^/21 et ^l/2+’ (3.3), échangées par dualité.

(b) Le théorème 4.3.1 est faux en E^ -cohomologie, déjà pour X un 

point : la catégorie des faisceaux [p^2]-pervers (resp. [p^2+] 
pervers) est seulement noethérienne (resp. artinienne).

(c) 4.5 n'a de sens que pour un corps de coefficients.

(d) Les produits tensoriels ont demeilieures propriétés d'exactitude 
pour un corps de coefficients ; par exemple, 4.2.8 requiert un corps 
de coefficients.
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LA PERVERSITÉ AUTODUALE : PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES 

4.0. Dans ce paragraphe et le suivant, sauf au n°4.4, consacré aux 

cycles évanescents, on ne considère que des schémas séparés de type 

fini sur un corps N , et que Ja perversité autoduale Pj/2 . Nous tra- 

vaillerons dans D (X,0,) (2.2.12} . Pour que cette catégorie soit dé- 

finie et obéisse au formalisme usuel, il nous faut nous limiter à des 

corps k tels que, pour toute extension finie k' de k ,les 

Hi(Gai(K/k'),2ZA) soient finis (cf. 2.2.12)- par exemple k fini ou 

algébriquement clos. 

La plupart des résultats vaudraient aussi en 2, + LA ou en Z/2", 

en particulier en 2Z/8 cohomologie. On peut aussi remplacer 2, par 

une extension finie E, , Z, par l'anneau de valuation V, correspon- 

dant, et 2/2" par un quotient fini R de Vv, . Enoncer toutes ces 

variantes eut abouti à rendre le texte illisible. Nous avons préféré 

nous limiter à l'une d'entre elles : coefficients ®, . Les preuves 

procèdent souvent par réduction au cas des faisceaux de Z/L2-modules, 

et la réduction est souvent laissée au lecteur. Pour les effectuer, il 

se rappellera que les foncteurs T de restriction des scalaires (de 

v à Z ,) et d'extension des scalaires de V, à un quotient fini, par 
À 

exemple de z, à 2 an , Sont conservatifs, et que K est dans 

o Pp<° Pp< 
si et seulement si TK est dans . Voir aussi 2.2.17, 

2.2.18. 

Le lecteur qui voudrait utiliser les résultats donnés ici pour 

d'autres coefficients que devra prendre qarde aux difficultés sui- 
2 

vantes. 

(a) En Z, —cCohomologie, la perversité autoduale P1/2 donne lieu à 

deux t-structures [P;2l et [P;/2*1 (3.3), échangées par dualité. 

(b) Le théorème 4.3.1 est faux en 2, -Cohomologie, déjà pour X un 

point : la catégorie des faisceaux [p;/2]1-pervers (resp. [P;/2t] 

pervers) est seulement noethérienne (resp. artinienne). 

(c) 4.5 n'a de sens que pour un corps de coefficients. 

(d) Les produits tensoriels ont demeilleures propriétés d'exactitude 

pour un corps de coefficients ; par exemple, 4.2.8 requiert un corps 

de coefficients. 
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Rappelons (cf. 2.2.11) que, pour la perversité autoduale Pjy2 • 
un faisceau pervers sur X est un objet K de D^tX,^) tel que 

pour tout point (fermé ou non) x de X , posant dim(x) = dim{x} =
— deg tr(k(x)/k), et notant 1 l'inclusion de x dans X , on ait

(4.0.1) H^i^K = O pour i > -dim(x) et

(4.0.2) H^l^X = 0 pour i < -dim(x) .

La condition (4.0.1) caractérise ^D|° , et (4.0.2) caractérise °^°.

La condition (4.0.1) équivaut à ce que pour tout i on ait

(4.0.1') dim Supp H1K _< -i

(d'où en particulier H1K = O pour i > 0).

Exemples : ®jd] (ou plus généralement un faisceau lisse, placé en 

degré -d) sur X lisse purement de dimension d , ou un faisceau 
ponctuel placé en degré cohomologique O , sont des faisceaux pervers 
(cf. 2.2.2) .

La perversité P^/2 étant autoduale, la dualité de Verdier échange 
^D^0 et ^D^° . Elle induit une anti-autoéquivalence de la catégorie 

des faisceaux pervers.

(4.0.3). Notation . Pour K dans D^(X,®^) et tout schéma Z au- 

dessus de X : u : Z —» X , nous écrirons H1(Z,K) pour le groupe 
d1hypercohomologie IH1 (Z,u*K) .

4.1. Morphismes affines

Le théorème suivant reformule le théorème SGA4 XIV 3.1 de M. Artin.

Théorème 4.1.1. Si f : X —► Y est un morphisme affine, le foncteur 
Rf* : D^fX,^) —>- D^(Y,®^) est t-exact à droite.

On se ramène à prouver l'énoncé analogue en Z/£-cohomologie (cf. 
4.0).

Si le faisceau F est constructible, l'entier d(F) que M. Artin 
attache à F est le plus petit entier d tel que F , vu comme ob­
jet de la catégorie dérivée, soit dans ^D^ . Pour K constructible

_ C 4
dans la catégorie dérivée, d(K) :- sup(i+d(H K)) est de même le plus 
petit d tel que K soit dans ^D^ . Pour que K soit dans P^°/
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Rappelons (cf. 2.2.11) que, pour la perversité autoduale P1/2 ñ 

un faisceau pervers sur X est un objet K de DP(x,8,) tel que 

pour tout point (fermé ou non) x de X, posant dim(x) = dim{x} = 

= deg tr(k(x)/k), et notant À, l'inclusion de x dans X , on ait 

1, 
(4.0.1) H i K = O pour i > -dim(x) et 

* 

x 

1 1 

(4.0.2) Hi,K = © pour i < -dim(x) . 

La condition (4.0.1) caractérise Pné° , et (4.0.2) caractérise Pn2°, 

La condition (4.0.1) équivaut à ce que pour tout i on ait 

(4.0.1') dim Supp HK < -i 

(d'où en particulier H'K = O pour i > O). 

Exemples : Qrd] (ou plus généralement un faisceau lisse, placé en 
Re LA 

degré -d) sur X lisse purement de dimension d , ou un faisceau 

ponctuel placé en degré cohomologique O , sont des faisceaux pervers 

(cf. 2.2.2). 

La perversité étant autoduale, la dualité de Verdier échange 
29 o °1/2 

PD? et PD$ . Elle induit une anti-autoëéquivalence de la catégorie 

des faisceaux pervers. 

(4.0.3), Notation . Pour K dans De (x,5,) et tout schéma Z au- 

dessus de X : u : 2 —+ X , nous écrirons HT (Z,K) pour le groupe 

d'hypercohomologie HT (Z,u*K) 

4.1. Morphismes affines 

Le théorème suivant reformule le théorème SGA4 XIV 3.1 de M. Artin. 

Théorème 4.1.1. Si f : X —+ Y est un morphisme affine, le foncteur 

R£ : DP(x,Œ ) — ob (y,% ) est t-exact à droite. 
* Le LA [ei £ —— —— 

On se ramène à prouver l'énoncé analogue en Z/2-cohomologie (cf. 

4.0). 

Si le faisceau F est constructible, l'entier d(F) que M. Artin 

attache à F est le plus petit entier d tel que F , vu comme ob- 

jet de la catégorie dérivée, soit dans Posé . Pour K constructible 

dans la catégorie dérivée, d(K) := sup(i+d(H'K)) est de même le plus 

petit dd tel que K soit dans Ps . Pour que K soit dans Ppé°, 
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il faut et il suffit que les H1K[-i] le soient. Pour vérifier que
Rf envoie Pd|°(X) dans PD^°(Y) , il suffit donc de vérifier que 
pour tout faisceau f avec d(F)f d , on a d(R1f„F) <d-i.

C'est ce qu'affirme SGA4 XIV 3.1.

Par application de la dualité de Verdier, le théorème 4.1.1 se 
dualise en le

Corollaire 4.1.2. Sous la même hypothèse, Rf, est t-exact â gauche.

Nous noterons pf et pf , les foncteurs PH°Rf et PH°Rf, des 

faisceaux pervers sur X dans les faisceaux pervers sur Y . Le pre­
mier est exact à droite, le second à gauche. Pour le composé fg de 
deux morphismes affines, on a

p(fg)* = Pf/g„ et P(fg), =pf,pg, (1.3.17)(iv)

Nous écrirons f et f, pour Rf et Rf, .

Corollaire 4.1.3 . Si f : X —► Y est quasi-fini et affine, les fonc- 
teurs f, et f sont t-exacts. ---------  1 — * -------- ------------

En effet, f^ (: = Rf*) est t-exact à gauche (2.2.5) et à droite 
(4.1.7). Le cas de f, est dual (2.2.5 et 4.1.2).

Supposons k algébriquement clos. Pour Y = Spec(k) , 4.1.1 four­
nit le corollaire SGA4 XIV 3.2 :

Corollaire 4.1.4 . Pour X affine sur k algébriquement clos, et 
tout faisceau étale F sur X , H1(X,F) = O pour i > dim X .

Plus généralement, on a

Corollaire 4.1.5 . Supposons k algébriquement clos. Si K est dans
PD^°(X) et que u : Z —t X est un morphisme quasi-fini de source 

c iaffine, on a H (Z,K) =0 pour i >0 .

En effet, u*K est dans 

que 4.1.1 à la projection de

DE^°(Z) (analogue de 2.2.5) et on appli- 

Z sur Spec(k).

Ce corollaire admet la réciproque suivante.

Réciproque 4.1.6. Supposons k algébriquement clos, et soit K
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ii faut et il suffit que les Hik[-i] le soient. Pour vérifier que 

RÉ, envoie Po£° (x) dans PD£° (y) , il suffit donc de vérifier que 

pour tout faisceau Ff avec d(F)j< d , on a a(R'f,F) <d-i. 

c'est ce qu'affirme SGA4 XIV 3.1. 

par application de la dualité de Verdier, le théorème 4.1.1 se 

dualise en le 

corollaire 4.1.2. Sous la même hypothèse, Rf, est t-exact à gauche. 

Nous noterons Pre et Ps, les foncteurs PHÔRE, et PH°R£, des 

faisceaux pervers sur X dans les faisceaux pervers sur Y . Le pre- 

mier est exact à droite, le second à gauche. Pour le composé fqg de 

deux morphismes affines, on a 

P(£a), = PE Pa, et P(fg), = LHC (1.3.17) (iv) 

Nous écrirons f et f, pour R£, et Rf, * à | 

Corollaire 4.1.3 . Si f : X — Y est quasi-fini et affine, les fonc- 

teurs f, et £, sont t-exacts. 

En effet, Æ, (:= Rf,) est t-exact à gauche (2.2.5) et à droite 

(4.1.7). Le cas de f, est dual (2.2.5 et 4.1.2). 

Supposons K algébriquement clos. Pour Y = Spec(k) , 4.1.1 four- 

nit le corollaire SGA4 XIV 3.2 

Corollaire 4,1.4 . pour X affine sur k algébriquement clos, et 

tout faisceau étale F sur X, HT (X,F) = © pour i > dim X 

Plus généralement, on a 

Corollaire 4.1.5 . Supposons k algébriquement clos. Si K est dans 

PD£° (x) et que u : Z — X est un morphisme quasi-fini de source 

affine, on a H?(2,K) = O pour i>-0 

En effet, u*K est dans PDÉ® (2) (analogue de 2.2.5) et on appli- 

que 4.1.1 à la projection de 7% sur Spec(k). 

Ce corollaire admet la réciproque suivante. 

Réciproque 4.1.6. Supposons k algébriquement clos, et soit K 
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dans Db(X) . Si, pour tout ouvert de Zariski affine V de X , on a 
Hi(V,K) = O pour i > O , alors K est dans PD^°(X) .

Nous vérifierons d'abord le

Lemme 4.1.7 . Soient X affine lisse irréductible <^e dimension d > i 
sur k algébriquement clos, et F un faisceau lisse sur X ■ Si F ^ q. 

il existe un ouvert affine U de X , de la forme X[l/f] (f / O) tel ------------ --------------------------- —----------- — ---------------------- ,----- - 
que H (U, F) ^ O .

Soient f1,...,f(j € r(X,Ox> tels que le sous-schéma S de X 

défini par les équations f^ = O soit fini non vide. Si F / O, on a 
H2d(X,F) “ (F | S)(-d) ^ 0 (pureté), et la suite exacte

H2d-1(X-S,F) —>H2d(X,F)  > H2d(X,F)

montre que H2d 1(X-S,F) ^O . En effet, d'après 4.1.4, H2d(X,F) = O 

puisque 2d > d . Recouvrons X-S par les ouverts Dj := Xll/L] et, 
pour Ic[l,d] , posons U_ = n U. . Les U sont affines, et dans

u 1 i€I 1 1
la suite spectrale de Cech

EPq = © Hq(UT,F)* Hp+q(X-S,F) ,
1 IH=P+1 1

on a donc EPq = O pour q > d . On a aussi EPq = O pour p > d-1 . 
Le terme Ed ^’d est le seul qui contribue au H2d d ; il est donc non 

nul : on a

Hd(X[ (TTfi)"1],F) / O .

4.1.8. Preuve de 4.1.6. Soit F± <° 15 i i dim x) une suite croissante 
de fermés de X , de dernier terme X . Posons F_^ = 0 . On suppose 
la suite F choisie de telle sorte que W^ = F^-F^_^ (avec la struc­
ture réduite) soit lisse purement de dimension i et que les H^K 

soient lisses sur les W^ . Prouvons par récurrence descendante sur i 
que, sur U^ = X-F^-i , K est dans D- 1 (pour la t-structure na­

turelle) .

L'hypothèse de récurrence : "K lu. est dans D— ^ pour j > i" est 

vide pour 1 = dim X . Elle assure que, sur U^, t<-ik est dans 
PD , et que pour i i “1/ H^k|ü^ est un faisceau lisse sur W^ , 

prolongé par zéro. Pour tout ouvert affine V de U. , le triangle 
(t<_£K,K,t>_^K) fournit une suite exacte longue de cohomologie
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dans D (x) . Si, pour tout ouvert de Zariski affine V de X , on a sens ce CLS ——— 

HT (V,K) = O pour i> 0, alors K est dans PD£° (x) 

Nous vérifierons d'abord le 

Lemme 4.1.7 . Soient X affine lisse irréductible de dimension d > 1 
L 

sur k algébriquement clos, et F un faisceau lisse sur X .- SiF #0, 

il existe un ouvert affine U de X , de la forme X[l/f] (£ # O0), tel 

que H°(U,F) #0. 

Soient £ € r'(X,0,) tels que le sous-schéma S de X 1 fg 

défini par les équations fj = 0 soit fini non vide. Si F # O, on a 

42% (x, F) æ (F |S)(-4) # O (pureté), et la suite exacte 

nd lix-s,F) — HÉTCX, F) — HA (X,F) 

montre que a2d-l(x-s,F) #10 . En effet, d'après 4.1.4, H24(x,F) = © 

puisque 24 > d . Recouvrons X-S par les ouverts UÙ, := X[1/#,1 et, 

pour Icfl,dl , posons U. = fn U; . Les U. sont affines, et dans 

I jer 
la suite spectrale de Éech 

ET = ©  H(U,,F)+ HP A(x-S,F)  , 

on à donc EP O pour q > d . On a aussi EP = O pour p>d-1l 
g24-1 

Le terme Ej. est le seul qui contribue au 3; il est donc non 

nul : on a 

(xt (TT£,)771,p #0 

4.1.8. Preuve de 4.1.6. Soit F; (Q < i < dim X) une suite croissante 

de fermés de X , de dernier terme X . Posons F_] = ÿ$ . On suppose 

la suite F, choisie de telle sorte que W, = Fi-F;_) (avec la struc- 

ture réduite) soit lisse purement de dimension ji et que les HIK 

soient lisses sur les W, - Prouvons par récurrence descendante sur ji 
L 

que, sur U; = X-F K est dans D< (pour la t-structure na- 

turelle). 

i-1 ? 

L'hypothèse de récurrence : "xIu, est dans D< pour j > i" est 

vide pour 1i = dim X . Elle assure que, sur U;, K est dans G 
<—i 

Pp © et que pour j > -i, HU, est un faisceau lisse sur Wi 

prolongé par zéro. Pour tout ouvert affine V de U; , le triangle 

(re 4 KrK,Tt, _,K) fournit une suite exacte longue de cohomologie 
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Hj(V,T<_.K) -------► Hj(V,K) ------ » Hj(V,T K) -> .

D'après 4.1.5, H-,(V,r<_iK) = 0 pour j > O . L'hypothèse H^(V,K) = 0 

pour j > O fournit donc que pour j > O

H^(V,r>_iK) = H^ (V n Wi,T>_,K) = O .

D'après 4.1.4, le terme E2 de la suite spectrale

EPq = HP(V D W^H^t^K) ) - Hp+q(v n Wi,T>_.K)

est nul pour p > i . Si H3(T> K) = O pour j > q , on a donc

H1(V h W1,Hq(T>_iK)) = H1+q(V h W1,t>_.K)

(nul si q > -i). Posons L = Hq(r>_^K) . C'est un faisceau lisse sur 

W± et 11 s'agit, de l'hypothèse H^ (V 0 W^L) = 0 pour tout V c tL 

affine, de déduire que L = 0 . C'est clair pour i = 0 . Supposons 
donc i > 1 . Si L était non nul, il existerait V, <= U, , affine, 
tel que t|Vi h W^ soit non nul. D'après 4.1.7 appliqué au compo­

santes irréductibles de V1 0 W± , il existerait f 1 € r (V1 n W^O) tel 
que H1 (V^ n W^fl/f^],!.’ / O . Ce f^ se relève en f £ rlV^.O) et, 
pour V = V^[l/f] , on a H^V 0 W.,L) / O : contradiction.

Remarque 4.1.9 . Pour k = æ , l'analogue de 4.1.1 en cohomologie com­
plexe est vrai, et peut se déduire de 4.1.1 grâce aux théorèmes de 
comparaison. En voici une interprétation partielle, en termes de mo­
dules holonomes.

Prenons X lisse purement de dimension d . Sur X , il y a iden­
tité entre les notions de faisceau (algébrique ) quasi-cohérent à con­
nexion intégrable et de p-module ,quasi-cohérent comme 0-module 
(ou comme p-module ,cela revient au même). A chaque tel faisceau 
(V, V) est associé son complexe de De Rham D* (V) , et. sur X(Œ) , le 
complexe de De Rham analytique Œ*(V)an de composantes les 
R (V) 0^ 0an . On sait que, si le P-module V est holonome, 
fl (V)[d]an est un faisceau pervers, et que le foncteur V n-D*(V)[d]an 

induit une équivalence de la catégorie des P-modules holonomes à 
singularités régulières (y compris à l'infini) avec celle des fais­
ceaux pervers.

Si f : X c—► Y est un plongement ouvert dans Y lisse purement
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HT CVer KR) — HT(V,K) — HD (V,r,_,K) A 

p'après 4.1.5, H? (Ver _:K) = © pour j > O . L'hypothèse 4 (V,K) = 0 

pour j> 0 fournit donc que pour j > © 

j = Hi = H° (Ver, _{K) = H (VA W,,t._,K) = 0 . 

p'après 4.1.4, le terme E; de la suite spectrale 

Pa L HP q p+q Es HV W,,H°(t,_,K)) = H (VAW,,7T,_,K) 

est nul pour p > i. Si H?(r,_,K) = O0 pour j > q , on a donc 

i q = mi+q HO(VA W, H (tx, _K)) H (vw n Wirt,_,X 

(nul si q > -i). Posons L' = HA (+, _K) . C'est un faisceau lisse sur 

W, et il s'agit, de l'hypothèse Hi(vn Wisl) = O pour tout Ve U, 

affine, de déduire que L = O . C'est clair pour i = O . Supposons 

done i > 1 . Si L était non nul, il existerait Vi c U; , affine, 

tel que LIv, n LA soit non nul. D'après 4.1.7 appliqué au compo- 

santes irréductibles de v,n W, , il existerait £y €r(v, n W;,0) tel 

que H°(V, n W,l1/£,1,1 É O . Ce £] se relève en fE€ r(V,,0) et, 

poux V = V.[1/#] , on a Hi (V n Wi-L) # O : contradiction. 

Remarque 4.1.9 . Pour k = © , 1'analoque de 4.1.1 en cohomologie com- 

plexe est vrai, et peut se déduire de 4.1.1 grâce aux théorèmes de 

comparaison. En voici une interprétation partielle, en termes de mo- 

dules holonomes. 

Prenons X lisse purement de dimension d . Sur X , il y a iden- 

tité entre les notions de faisceau (algébrique } quasi-cohérent à con- 

nexion intégrable et de D-module ,quasi- cohérent comme 0-moäule 

(ou comme D-module ,cela revient au même). À chaque tel faisceau 

(V, V) est associé son complexe de De Rham a*(v), et, sur X(T) , le 

complexe de De Rham analytique R*(v) 22 de composantes les 
a (v) 8 o2n 

* an . * an 
8R (V)[4] est un faisceau pervers, et que le foncteur V H#Q°(v)ld] 

. On sait que, si le D-module V est holonome, 

induit une équivalence de 1a catégorie des D-modules hoïionomes à 

singularités régulières (y compris à l'infini) avec celle des fais- 

ceaux pervers. 

Si É: X— 7% est un plongement ouvert dans Y lisse purement 
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de dimension d , via cette équivalence, pf correspond au foncteur 

image directe de faisceaux quasi-cohérents (la connexion suit). Si f 
est en outre affine, il est exact, comme prévu par 4.1.3.

Corollaire 4.1.10 . Soit j : U ^ X un plongement ouvert affine, et 
i : d £~» X l'inclusion du fermé complémentaire (par exemple : D un 
diviseur (de Cartier), U = X-D). Rappelons qu'on écrit j et i" 

i 
pour Rj * et Ri’ .

(i) Si G est un faisceau pervers sur U , j,G et j G sont pervers,

(ii) Si F est un faisceau pervers sur X , i*F est dans PD l'0},

et 1!F dans ^°' On dispose de suites exactes de faisceaux per­

vers

(4.1.10.1) O — i^PH'1i*F — j,j*F -—► F —- i*PH°i*F —- O

(4.1.10.2) O —> i PH°i!F -------* F ---- > j j*F — i DH1i!F —>- O

L'assertion (i) est un cas particulier de 4.1.3. Les suites exac­
tes longues de cohomologie perverse des triangles (jtj*F,F,i i*F) 
et (i*i'F,F,j j*F) fournissent (4.1.10.1), (4.1.10.2) et la nullité 
des PH^i’F = itPH1i*F (resp. Ph1!^!^ = i^H1!^) pour 

i / -1,0 (resp. 0,1) donc (ii) .

4.1U. Prenons dans (4.1.10.1) F de la forme j^G 
les faisceaux de cohomologie perverse de i*j.G

. On obtient pour 
une suite exacte

(4.1.11.1) O — i PH 1i*j G -> j , G —> j G ---- ► i pHoi*jG -0

Si on applique (4.1.10.2) à F= j(G , on obtient une suite exacte

0-^1 pH°i!j,G — j.G -----> j G-------► i Ph1!^^ o ,

qui, via l'isomorphisme (1.4.6.4) de i*j^G avec i'j.Gtl], coïn­
cide avec (4.1.11.1), sauf que la flèche j*G —* i^PH°i*j G est chan­

gée de signe.

Corollaire 4.1.12 : Sous les hypothèses de 4.1.10, i j. G[-l] et
i ' j , .G[1] sont pervers. On a

(4.1.12.1) i*j,*G[-l] = pH-1i*j*G = PH°i"j|G

(4.1.12.2) ib.^Gtl] = PH°i*j#G = Pnhb.G
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de dimension d , via cette équivalence, Pit correspond au foncteur 

image directe de faisceaux quasi-cohérents (la connexion suit). Si f 

est en outre affine, il est exact, comme prévu par 4.1.3. 

Corollaire 4.1.10 . Soit j : U+ X un plongement ouvert affine, et 

i : DC+ X l'inclusion du fermé complémentaire (par exemple : D un RES 
diviseur (de Cartier), U = X-D). Rappelons qu'on écrit i, et ài 

l 

pour Rj, et Ri . 

(i) Si G est un faisceau pervers sur UÙU , j,6G et 3,6 sont pervers. 

(ii) Si F est un faisceau pervers sur X, 1*F est dans Gore "O0 

et {°F dans PDF PA On dispose de suites exactes de faisceaux per- 

vers 

(4.1.10.1) oO —+ 1, Pa Tir NE i,PH°i"F + 0 

} 

(4.1.10.2) O2 PHOir — + — j ÿŸF — 1,PH ir — 0 

L'assertion (i) est un cas particulier de 4.1.3. Les suites exac 

tes longues de cohomologie perverse des triangles (313"FeFri iŸF) 
F ! 

et Gi F5 3") fournissent (4.1.10.1), (4.1.10.2) et la nullité 
| ; É 

des Paii 1ŸF = i Palitr (resp. Pali ir = 1 Pets) pour 
i Z -1,0 (resp. O,1) donc (ii). 

4.11. Prenons dans (4.1.10.1) F de la forme 5,6 . On obtient pour 

les faisceaux de cohomologie perverse de 1* 3,6 une suite exacte 

(4.1.11.1) O0 — i PH lit Gi G + 5.6 —— i PHi*i 6,0 . 
* + L . + * 

Si on applique (4.1.10.2) à F= j,6 , on obtient une suite exacte 

1 1 

oO» 1 PH" 5,6 5,6 — 3 6 ——+ à Pn i‘560 , 

qui, via l'isomorphisme (1.4.6.4) de i*j,G avec i'3,Gl1l, coin- 
cide avec (4.1.11.1), sauf que la flèche j,G — i,P#°1%5,6 est chan- 

gée de signe. 

+ 
Corollaire 4.1.12 : Sous les hypothèses de 4.1.10, i j,,61-11 et 

l 

1°3,,611] sont pervers. On a 

- ! (41.12.10) 15, 61-21 = Pahi"s 6 = PHit5,c 
El * (4.112,21) 1°3,,6011 = Pe°i 5,6 = Pa i'i,c à 
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La suite exacte (4.1.11.1) fournit deux suites exactes courtes

(4.1-12.3)

(4.1.12.4)

O  - i*PH ’-i*^ ->■ j,G —■ j^G--------->- O

O    j,tG ----------------* jtG* i,PH°i*j^ O

Appliquant i* et i’ à (4.1.12.3) et (4.1J2.4) respectivement, 

et utilisant que i j, = i'j = O , on obtient (4.1.12.1) et (4.1.12.2), 
donc la perversité voulue.

Remarque 4.1.13 : Le triangle fonctoriel K )---- + ( j , j*K,K , i*i*K) peut
se préciser en un foncteur T de D^IX.mp dans DF^(X,(B ) tel que, 
avec la notation 3.1.7, GTK soit le complexe j,j*K -----+ K , réduit

aux degrés -1 et O . On a oj TK —21+ i* i* K , pour un isomorphisme tel- 
que K = G°TK —+uTK  + l*i*K soit la flèche d'adjonction. Pour F 

pervers, TF est un complexe filtré bête, et on obtient un isomor­
phisme de iti*F avec l'objet de D^lx.dp défini par le complexe

de faisceaux pervers suivant :

i i*F = [j,j*F ---- + F] (degrés -1 et O) .

La suite exacte à quatre termes déduite par 3.1.14 de cet Isomorphisme 
coïncide avec (4.1.10.1) où la flèche de connexion serait changée de 
signe.

De même, K l > (i i’K,K,j^j*K) se précise en K i---- + TK , avec 
GTK = le complexe K —+ j j*K , réduits aux degrés O et 1 , avec 

i---------------- *
□TK = i*i"K . De là, pour F pervers, un isomorphisme

1^17 = [F —+j*j*F] (degrés O et 1)

qui fournit (4.1.10.2) aux signes près.

4.2. Exactitudes et adjonctions.

4.2.1. Si T : P^ —+p^ est Un f°ncteur exact entre catégories tri­
angulées munies de t-structures, on dit que T est d'amplitude coho- 
mologique [a,b] (-■ j: a b i°") si TPy° œ D^1 (pour b æ) et

que TP|° c ü|a (pour a / -~) , i.e. si T[b] est t-exact à droite 

(pour b /~) et que T[a] est t-exact à gauche (pour a / -»). Si 
T est d'amplitude cohomologique bornée, cela revient à demander que 
pour A dans C^ = Py° 0 Py° , les f^TA soient nuis pour 1 £ [a,b].
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La suite exacte (4.1.11.1) fournit deux suites exactes courtes 

_ *. 

(4.1-12:3)  O — i PH li 3,6 —+ 3,6 — j,,6— 0 

: : . 0.*. 
(4.1.12.4) O —+ d146 + j,G+ i, PH i i,6—+ [e . 

[l 

Appliquant i* et i à (4.1.12.3) et (4.1.2.4) respectivement, 
[l 

et utilisant que i*5, = ii, = O , on obtient (4.1.12.1) et (4.1.12.2), 

donc la perversité voulue. 

Remarque 4.1.13 : Le triangle fonctoriel K++ {j j"K,K,i i*K) peut 

se préciser en un foncteur T de DOUX, D, ) dans “Dr (x,0) Lei que, 

avec la notation 3.1.7, GTK soit le complexe j,iK ——+ K , réduit 

aux degrés -1 et O.On a wTK + isitk,, pour un isomorphisme tel: 

que K = G°TK TK —+ i ik soit la flèche d'adjonction. Pour F 

pervers, TF est un complexe filtré bête, et on obtient un isomor- 

phisme de i ir avec l'objet de DP (x, ®,) défini par le complexe 

de faisceaux pervers suivant : 

: 3% : 2% : 4 
ii F = 1[3j,j F —— F] (degrés -1 et O) . 

La suite exacte à quatre termes déduite par 3.1.14 de cet isomorphisme 

coincide avec (4.1.10.1) où la flèche de connexion serait changée de 

signe. 

1 

De même, K+— (Gi K,K,3,3%K) se précise en Kt—+ TK , avec 

GTK 
! 

wTK = ii K . De 1à, pour F pervers, un isomorphisme 

le complexe K — 5,3"K , réduits aux degrés O et l , avec 

i ir = IF —5,i"F] (degrés © et 1) 

qui fournit (4.1.10.2) aux signes près. 

4.2. Exactitudes et adjonctions. 

4.2.1. Si T: D; +, est un foncteur exact entre catégories tri- 

angulées munies de t-structures, on dit que T est d'amplitude coho- 

gologique [a,bl (-e <a <b æ) si TD CD (pour b#+) et 
que T0?° = Le (pour à # -æ) , i.e. si T[b]l est t-exact à droite 

(pour b #>) et que Ta] est t-exact à gauche (pour a # -®). Si 

T est d'amplitude cohomologique bornée, cela revient à demander que 

pour À dans C3 = D<° n 2° , les HŸTA soient nuls pour i£g {a,b]. 
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4.2.2. Soit f : X ----- >• Y un morphisme entre schémas de type fini
séparés sur un corps k . Dans ce n", nous donnons des estimations de 
l'amplitude cohomologique des foncteurs usuels, attachés à f , reli­
ant ) et Db(Y,Œ ) , et pour la t-structure de perversité

Cl C £
Pl/2 •

4.2.3. Si Y est recouvert par des ouverts affines V tels que 
chaque f^V soit recouvert par (d+1) ouverts affines, f est 

d'amplitude cohomologique < d , et f, d'amplitude cohomologique > -d.

Les deux énoncés sont duaux. Ils sont locaux sur Y , de sorte qu'on 
peut supposer Y affine, et X recouvert par d+1 ouverts affines. 
L'assertion pour f résulte alors de 4.1.1 et de la suite spectrale 
de Leray pour un recouvrement ouvert.

4.2.4. Si la dimension des fibres de f est < d , on a les estima­

tions suivantes pour l'amplitude cohomologique :

f, : < d 

f* : < d

f! : > -d 

f* = > ~d

La dualité échange les deux assertions de chaque diagonale et 
1.3.17 (iii), appliqué aux paires de foncteurs adjoints (f,[d],f'[-d]), 
( f* [ d] , f* f-d] ) montre que les deux assertions dans chaque ligne sont 
équivalentes. Il suffit donc de considérer f* , où l'estimation ré­

sulte aussitôt de (4.0.1) et de ce que, pour x dans X , dim (x) _< dim f (x) +d .

Remarque . Le même résultat vaut en Z-cohomologie, pour les t- 

structures p^.^ et P1/2 " La mème démonstration s'applique, si ces 
deux t-structures sont traitées simultanément. De même pour 4.2.3.

Appliquant l.'3.17 (iii), on obtient les adjonctions suivantes entre 
foncteurs reliant faisceaux pervers sur X et Y .

Adjonctions (PHdf,,PH~df1) et (PHdf*,PH-df ) .

Deux cas particuliers utiles sont :

f Propre : f, = f* est d1amplitude cohomologique [-d,d] 

f lisse de dimension relative d : on a f* = f*[2d](d) , et
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4.2.2. Soit f : X——+ Y un morphisme entre schémas de type fini 

séparés sur un corps k . Dans ce n°, nous donnons des estimations de 

l'amplitude cohomologique des foncteurs usuels, attachés à f , reli- 

ant D (x,8,) et DP(Y,5,) , et pour la t-structure de perversité 

P1,2 : 

4.2.3. Si Y est recouvert par des ouverts affines V tels que 

chaque £7 lv soit recouvert par (d+l) ouverts affines, f, est 

d'amplitude cohomologique < 4 , et f, d'amplitude cohomologique > -d. 

Les deux énoncés sont duaux. Ils sont locaux sur YV , de sorte qu'on 

peut supposer Y affine, et X recouvert par d+]l ouverts affines. 

L'assertion pour $f, résulte alors de 4.1.1 et de la suite spectrale 

de Leray pour un recouvrement ouvert. 

4.2.4, Si la dimension des fibres de f est < d , on à les estima- 

tions suivantes pour l'amplitude cohomologique 

! 
ET md f  : > -d4 

£* : < d Fra i & Fd 

La dualité échange les deux assertions de chaque diagonale et 

1.3.17 (iii), appliqué aux paires de foncteurs adjoints (£,[4]l,£'[-d1), 

(f*L4],f,H4]) montre que les deux assertions dans chaque ligne sont 

équivalentes. Il suffit donc de considérer £* , où l'estimation ré- 

sulte aussitôt de 4.0.1 et de ce que, pour x dans X, dim(x) < dim f(x)+d. 

Remarque . Le même résultat vaut en Z-cohomologie, pour les t- 

structures Pr/2 et P1/2 . La même démonstration s'applique, si ces 

deux t-structures sont traitées simultanément. De même pour 4.2.3. 

Appliquant 13.17 (iii), on obtient les adjonctions suivantes entre 

foncteurs reliant faisceaux pervers sur X et YV . 

Par Pa dr!) et (Part, Pa df ) . Adjonctions ( 
Se Li 

Deux cas particuliers utiles sont 

f propre : f, = £, est d'amplitude cohomologique ([-d,4] 

f lisse de dimension relative d : on a f' = £* [24] (4) , et 
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f*[d] = f■[-d](-d) est donc t-exact donnant lieu pour les 
faisceaux oervers à une suite de 3 foncteurs adjoints (^H^f,(d), 
PHdf\PH'dft) .

proposition 4.2.5 .•Si f est lisse de dimension relative d , à 

fibres géométriques connexes (et donc par définition non vides), le 
foncteur t-exact f*[d] induit un foncteur pleinement fidèle des 

faisceaux pervers sur Y dans les faisceaux pervers sur x .

Dans la preuve, nous utiliserons le foncteur usuel f pour les 
faisceaux. Il sera noté °f .

Pour K et L dans D^(ï,®^) , on a, parce que f est lisse,

(4.2.5 .1) f*RHom(K,L) —+ RHom(f*K,f*L ) .

Pour f quelconque, on aurait plutôt

f!R Hom(K,L) —RHom(f*K,f;L) .

pour K et L pervers, RHom(K,L) est dans D^° . De même pour 
RHom(f*K, f*L) = RHom (f*K [d] , f *L[ d]) . Appliquant °f^H° à (4.2.5.1), 

on obtient donc

(4.2.5 .2) °f+f*H°RHom(K,L) -----► °f*H°RHom(f*K[d],f*L[d] ) .

Admettons provisoirement que pour H sur Y on ait

(4.2.5.3) H —=^ °f*f*H

De (4.2.5.2), on déduit alors par passage aux sections globales que 

rH°RHom(K,L) ~-^rH°RHom ( f *K[ d] , f *L[ d] ) .

Aux deux membres, RHom est dans D^- , d'où-----  c

rH°RHom = H°RrRHom = H°RHom = Hom , et l'assertion.

La preuve de (4.2.5.3) se ramène au cas des faisceaux d'ensembles- 
Le morphisme f a localement une section ; ceci permet de supposer 
que f a une section e . Elle fournit une rétraction à H  >• f^f*H 

et il reste à véfifier que deux sections locales de f^f*H qui, en 

tant que sections de f*H , coïncident sur e , sont égales. Ceci se 
vérifie fibre par fibre : on est ramené au cas, laissé au lecteur, où 

Y est un point.
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£* [4] = £°[-4] (-4) est donc t-exact donnant lieu pour les 

faisceaux pervers à une suite de 3 fonteurs adjoints (PHÎ£ (à), 

Pad£*, Pa ) : 

proposition 4.2.5 .-Si f est lisse de dimension relative d , à 

fibres géométriques connexes (et donc par définition non vides), le 

foncteur t-exact t*{d4] induit un foncteur pleinement fidèle des 

faisceaux pervers sur Y dans les faisceaux pervers sur xX 

Dans la preuve, nous utiliserons le foncteur usuel f pour les 
* 

faisceaux. IL sera noté 2e 

Pour K et L dans DP(Y, 0) , on a, parce que f est lisse, 

(4.2.5.1) F*RHom(K,L) + RHom(f*K,f*L) . 

pour f quelconque, on aurait plutôt 

” ! £'R Hom(K,L) —©+ RHom(£*K,f L) 

pour K et L pervers, RHom(K,L) est dans DE? . De même pour 

RHom(f*K,f*L) = RHom(f'K[d],f"L[d]). Appliquant 9€ E° à (4.2.5.1), 
on obtient donc 

*% 

(4.2.5.2) 9£ £"H°RHOm(K, L) ——, ©$ H°RHom(£ K[d],f"L[d]) Hom ARE 

Admettons provisoirement que pour H sur Y on ait 

[e) * 
(4.2.5.3) HOT, CE EH 

De (4.2.5.2), on déduit alors par passage aux sections globales que 

rH°RHom(K,L)— rH°RHom(f”K[a],f*L[4]) 

Aux deux membres, RHom est dans D2° , d'où 

Tr H°RHom = H°RTRHom = H°RHom = Hom , et l'assertion. 

La preuve de (4.2.5.3) se ramène au cas des faisceaux d'ensembles. 

Le morphisme £f a localement une section ; ceci permet de supposer 

que f a une section e . Elle fournit une rétraction à # —+ Fa, , 

et il reste à véfifier que deux sections locales de € ETH qui, en 

tant que sections de f*H , coïncident sur e , sont éqales. Ceci se 

vérifie fibre par fibre : on est ramené au cas, laissé au lecteur, où 

Y est un point. 
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4.2.6. Si u* est un foncteur exact pleinement fidèle d'une catégo- ,ÿ 

rie abélienne A dans une catégorie abélienne 8 , ayant des adjoints "
à gauche et à droite u, et u* , les conditions suivantes sont équi-'"’ 
valentes :

(a) u* identifie A à une sous-catégorie épaisse (= stable par 

sous-quotient) de B ; -

(b) pour B dans B , le morphisme d'adjonction u,u B -------* B est 
un monomorphisme ;----------------------------------------------------------------------------------------------------------- .
(b1) pour B dans B , le morphisme d'adjonction B —> u u*B est 
un épimorphisme. .
Elles ne sont pas toujours vérifiées. Exemple : B=catégorie des

morphismes X -» Y dans une catégorie abélienne C ,

A = sous-catégorie (équivalente à C ) des isomorphismes X —>■ Y , 
u* = foncteur d'inclusion, u.(X —► Y) = (X ——►X) , u (X —*Y) =

= (Y ^->- Y) .Si elles sont remplies, et qu'on identifie A à une sous- 
catégorie pleine de B par u* , chaque objet B de B a un plus 
grand sous-objet qui soit dans A - à savoir u,u*B - et un plus grand 

quotient qui soit dans A - à savoir u u*B . Nous laissons au lecteur 

le soin de vérifier le

Lemme 4.2.6.1 . Si tout objet de A est de longueur finie, et que pour 
tout objet simple S de A , u*S est simple, les conditions 4.2.6 

(a) , (b) , (b ' ) sont vérifiées.

Le critère 4.2.6.1 s'applique dans la situation 4.2.5 : on dispose 
d'une suite de foncteurs adjoints (^H^f,(d)^H^f*,Ph df ) , l'hypo­

thèse "tout objet de longueur finie" est 4.3.1 (i), et l'image par 
f [d] d'un objet simple S = j,*L[dim V1

f 1(V) ------------ ► X
j

f f

V ------------------ h Y
j

est j,+(f*L[dim f ^V ]), encore simple : la commutation de j , * au 

changement de base par f résulte du théorème de changement de base 
par un morphisme lisse et de la description du type 2.1.11 de j, 
déduite de 2.2.4 ; par ailleurs, parce que f est lisse à fibres 
connexes, l'image inverse sur f ^V d'un système local irréductible 

sur V est encore irréductible.
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4.2.6. Si u est un foncteur exact pleinement fidèle d'une catégo- de 

rie abélienne À dans une catégorie abélienne 8 , ayant des adjoints 

à gauche et à droite u, et us les conditions suivantes sont équi_" 

valentes : 

(a) u* identifie À à une sous-catégorie épaisse (= stable par 

sous-quotient) de B 

. * 
{b) Pour B dans B , le morphisme d'adjonction u,u B—— B est 

un monomorphisme ; 

(b') pour B dans B , le morphisme d'adjonction B -+ uQu"B est 

un épimorphisme. 

Elles ne sont pas toujours vérifiées. Exemple : B= catégorie des 

morphismes X +Y dans une catégorie abélienne € , 

À = sous-catégorie (équivalente à € ) des isomorphismes X + y : 

u* = foncteur d'inclusion, u,(X -+ y) = (X=—x) , u (X —Y) = 

=(Y Ts Y) . Si elles sont remplies, et qu'on identifie 44 à une sous- 

catégorie pleine de B par u* , Chaque objet B de 8 a un plus 

grand sous-objet qui soit dans À - à savoir u,u*B — et un plus grand 

quotient qui soit dans A - à savoir u,u*B . Nous laissons au lecteur 

le soin de vérifier le 

Lemme 4.2.6.1 . Si tout objet de À est de lonqueur finie, et que pour 

tout objet simple S de À , u'S est simple, les conditions 4.2.6 

(a),(b),@b') sont vérifiées. 

Le critère 4.2.6.1 s'applique dans la situation 4.2.5 : on dispose 

d'une suite de foncteurs adjoints (Pads (a) ,PaŸs* Pa df ) , l'hypo- 
. L2 

thèse "tout objet de longueur finie" est 4.3.1 (i), et l'image par 

f"[d] d'un objet simple S = j,,Lldim Vl 

-1l EU CV) —— x 
a) 

£ £ 

Vo ——— Y 

n) 

est 3,402" L{dim £ "lv J, encore simple : la commutation de j,, au 

changement de base par f résulte du théorème de changement de base 

par un morphisme lisse et de la description du type 2.1.11 de Ji 

déduite de 2.2.4 ; par ailleurs, parce que f est lisse à fibres 

connexes, l'image inverse sur #7 lv d'un système local irréductible 

sur V est encore irréductible. 
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Corollaire 4.2.6.2 . Sous les hypothèses de 4.2.5, le foncteur f*[d] 
ries faisceaux pervers sur Y dans les pervers sur X vérifie les 
conditions équivalentes (a) (b) (b1) de 4.2.6.

Pour F un faisceau pervers sur X , le corollaire permet de par­
ler du plus grand sous-faisceau (resp. faisceau quotient) de F qui 
provient de Y par image inverse. Ce sous-faisceau (resp. quotient) 
est le f*[d] de PH df^F (resp. de pHdf,(d)) .

La démonstration donnée de 4.2.6.2 a l'avantage d'être courte. Elle 
a le tort de ne pas s'appliquer telle quelle à d'autres perversités 

que Pj/2 ' ou au cas ^es E^-faisceaux.

4.2.7. Pour X. et X2 de type fini sur un corps k , soit a le 
produit tensoriel externe D(X1)xD(X2) -------* DCX.^ x X2) :

(K,L) •---- ► pr*K ® pr2L • Divers contextes sont possibles : coefficients

71/1 ; coefficients 2/ln , en se restreignant à D ou à D^tf '

coefficients E ou mt , dans D^ , pour k convenable (cf. 2.2),... 
Dans tous ces contextes, le produit tensoriel externe commute aux opé­
rations usuelles :

(a) Pour f : X^ —>- Y^ et f2 : X2 —► Y2 , on a

fl*KBf2*L l^ x f2> * (K BL) • '

De même pour (f^ x f ) , , (f j x f2) et (f^ xf )• . En particulier, le
complexe dualisant pour X^ x x2 est le si des complexes dualisants 

pour X^ et X2 -

(b) Pour K^ et L^ sur X^ , et K2'L2 sur X2 ' on a' si K1 et 
K_ sont dans Db , 

2 C

RHom(K1,L1> El RHom(K2,L2) -^ RHom (^ « k2 , 1^ aL2) .

En particulier, le dual de Verdier D(K®L) de K a L est le m des 
duaux de Verdier de K et L . De même, trivialement, avec ® rempla­
çant RHom.

Pardes arguments standard (cf. [3] §1), ces énoncés se ramènent à 
(a) pour les images directes. Factorisant (f^,f2) en (f^, Id) » (Id,f2) , 
on peut supposer que f^ ou f2 est l'identité. On se ramène par 
ailleurs au cas de coefficients E/t . Dans ce cas, et pour f^
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l’identité, le résultat peut se déduire de l’acyclicité locale univer­

selle de X, —> Spec(k) , pour tout faisceau de coefficients ([3 la.igj

Proposition 4.2.8 . Pour X^ et X2 de type fini sur k , le bifonc- 
teur 13 est t-exact. ;.

Soit Ki dans D^ sur X1 (i = 1,2) et T^ une stratification 

de X. à strates équidimentionelles de réduite lisse sur k , telle
1 n *

que, pour i : S ■•• X^ 1 inclusion d’une strate, les H i IC et les 
Hni'K^ soient lisses. Pour que K^ soit dans D^° (resp. D^°) , il 

faut et suffit alors que pour toute strate i : S ^-^ X. , on ait 
Hni K^ = O pour n > -dim S (resp. Hnl'K. = O pour n < -dim S). 

Appliquant ce critère à K^®KO et à la stratification T^ x T^ de 
Xæ x X2 , on obtient 4.2.8 : utiliser 4.2.7. Il est essentiel ici que 
la fonction de perversité utilisée soit linéaire.

4.2.9. De même, mais plus simplement, pour K une extension de k ,
X un schéma de type fini sur k , X„ 
projection X —^ X , le foncteur e* 
et est t-exact. Ceci vaut pour toute 
Z/A n,... -cohomologie .

:= X XSpec k SPeC K et £ la 
commute aux opérations usuelles 
perversité, ainsi qu’en S,

4.3. Objets simples.

Théorème 4.3.1 (i). La catégorie des faisceaux pervers sur X est ar- 
tinienne et noethérienne : tout objet est de longueur finie.

(ii ) Si j : V c-+ X est l’inclusion dans X d’une sous-variété irré­
ductible, dont le réduit sur k est lisse, et que L est un Q^ - 
faisceau lisse irréductible sur V (correspondant à une représentation 
i-adique irréductible de tt^(V)) , alors j।JL[dim V]) est un faisceau 

pervers simple sur X . Tous les faisceaux pervers simples sont ainsi 
obtenus.

Ceci ne changeant pas la topologie étale, on peut étendre les sca­
laires de k à sa clôture parfaite. Supposons donc k parfait. L’hy­
pothèse "réduit sur k lisse” peut alors être remnlacée par "lisse".

Lemme 4.3.2 . Si L est un (D^-faisceau lisse sur X irréductible et 
lisse, pout tout ouvert de Zariski non vide j : Uc----- >- X , le faisceau 
pervers F := L [ dim X] vérifie F= j,^j*F ■
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Il faut vérifier (cf. 2.1.9) que pour tout x £ X-U , on a H1i*F=O 
i 1 xpour i > -dim x et H ixF = O pour i _< -dim x . On a

dim x < dim X , et les nullités requises valent pour i > -dim X = 
= -dimx -(dim X-dim x) et, par le théorème de pureté cohoniologique, 
pour i < -dim X + 2codim x = -dim x + (dim X-dim x) respectivement.

Leitime 4.3.3 . Si L est un ®t-faisceau lisse irréductible sur x

irréductible et lisse, le faisceau pervers F: = i[dim X] est simple.

Soit G <= F .11 existe un ouvert de Zariski non-vide j : U c_> X 
de X tel que, sur U , G soit de la forme M[dim X] , pour M un 
sous-faisceau lisse de L . L'espace X étant normal, la monodromie 
de L ne change pas par restriction à U , et L|u est encore irré­
ductible. On a donc M = 0 ou M = L . Si M =0 (resp. M = L), 

G (resp. F/G) est à support dans le fermé F = X-U de X . Puis­
que F = j, j*F d'après 4.3.2, F n'a pas de sous-objet (resp. 
quotient) non-trivial à support dans F (1.4.2.5) : on a G = O 
(resp. G = F) et 4.3.3 en résulte.

4.3 .4. Prouvons 4.3.1. Que les faisceaux pervers (ii) soient simples 
résulte de 4.3.3 et d'une double application de (1.4.2.5) : au plongement 
ouvert V c_> v , et au plongement fermé V c_> x . Pour achever la 
démonstration, il reste à vérifier que tout faisceau pervers sur X 
est extension successive de ces faisceaux pervers simples. Prouvons le 
par récurrence noethérienne sur X , de façon à pouvoir supposer, par 
récurrence, que tel est le cas pour les faisceaux pervers à support 
Y / X . Tout faisceau pervers F sur X est sur un ouvert irréduc­
tible lisse convenable j : U <^> X de la forme (.[dim U] , avec L 
un (D^-faisceau lisse. De là résulte (cf. 4.1.11) qu'il se dévisse en 
faisceaux jt*L'[dim U] , L' sous-quotient irréductible de L,
et en faisceaux pervers à support dans le complément de U . L'asser­
tion en résulte.

Remarque 4.3.5 (cf. 4.1.9) : sur I , on sait que la catégorie des 

P-modules holonomes est de même artinienne et nothérienne (modules 
holonômes algébriques, sur une variété algébrique lisse, ou pris au 
sens analytique, sur une variété analytique compacte).
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4.4 Cycles évanescents (estimation supérieure).

Dans ce numéro, nous donnons un résultat partiel sur l'exactitude 
du foncteur "cycles proches" . C'est une version amplifiée de 
SGA7 I 4.2. Si on le joint au fait, vrai, mais non prouvé dans ces 
notes, que le foncteur des cycles proches Ri|>_ commute à la dua- 

n 
lité, il implique la t-exactitude de Rip— . Le résultat partiel que 
nous donnons suffira à établir 4.5.5, un point essentiel de notre 

preuve du théorème de pureté 5.3.4.

4.4.1. Soient (S,n,s) un trait hensélien, k(~) une clôture sépa­
rable de k(n) , et (S,ïï,s) le normalisé de S dans k(n) : S est 
le spectre d'un anneau de valuation non discrète ; le groupe de la 
valuation est (D . Soient a : X ---- *- S un schéma de type fini sur s,
X = X x s et X— et X- les deux fibres de X/S :S n s '

a a a

s c-------j------- * S +------ j------ ’ n

Le foncteur ♦- de la théorie des cycles évanescents est le fonc­
teur i j+ : D(X—) ---- <■ D(X_) . Nous nous proposons de montrer que, 
pour la perversité p. ., de ^^^ et Xs’^ ^' il envoie PD^° dans 
PD<0 c ■

Le cas qui nous intéresse 1e plus est le cas de la Q^-cohomologie. 
Utilisant que Ri/» commute aux opérateurs d'extension et de restric­
tion de l'anneau de coefficients, que ces opérations envoient les 
unes dans les autres les catégories ^Dç0 , et que, pour K dans 
D^fXjE^), si K ® S/t est dans Pd^o(X,ü/1 ), alors K est dans 

^D^fX, 2t), on ramène successivement le cas de la ®^-cohomologie à 

celui de la E.-cohomologie (E, extension finie de ®„), de la 
cohomologie, de la E -cohomologie et de la 2/2 -cohomologie. Travail­
ler en æ/Z -cohomologie a l'avantage de ne pas requérir le formalisme 
des ^-faisceaux. Le foncteur "k- respecte la constructibilité 
(SGA4 1/2, Th. finitude, 3.2). Il n'est pas nécessaire de le savoir si' 
pour Y un schéma de type fini sur un corps, on définit directement 
Pd'°(y, Z/2) à l'imitation de M. Artin (SGA4 XIV 2) : c'est la caté­

gorie des complexes K tels que pour tout point (fermé ou non)
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i^ : y ^ Y , on ait H1iyK = 0 pour i > -dim|y|~ On a

Dc(Y,S/i) n Pd4O(Y,E/j.) = pD^°(Y,E/£) et si on écrit un faisceau F comme 

limite inductive de ses sous-faisceaux constructibles F , F[i] est 
dans D (Y, E/4) si et seulement si chaque F [i] est dans 
Pd^°(Y, E/i) . J

C

proposition 4-4-2. (i- envoie PD^° (X—,Z/jn) dans ^°(X-,E/ln) .

par dévissage et passage à la limite inductive, il suffit de montrer 
que si un faisceau constructible F sur X^ a un support de dimen­
sion < N , pour tout point géométrique x de X— , localisé en x , 
on a (H1j,_F)— = O pour 1 > N-dim{x} .

Lemme 4.4.3. H1 if_F = O pour i >N . 
“ n -------

Soit x un point géométrique de X— . Il suffirait de prendre 
x E X(k(s)) . Ecrivons l'hensélisé strict X. . de X en x comme 
limite projective des voisinages étales affines Ua de x dans x . 
On a

(H1* F) = lim H1(U _ ,F) .
TF x —* an

Sous le signe H1 , on peut remplacer Ua— par l'image inverse dans 

Ua- du support de F , et on conclut par le théorème de dimension 

cohomologique des schémas affines SGA4 XIV 3.2.

4.4.4. Il sera commode de prouver un énoncé un peu plus général que 
4.4.2. Soient S l'hensélisé strict de S , de corps des fractions 
k(n^) <= k (n) , et k (n ') une quelconque extension de k(n ) dans k (n ) conte­

nant toutes les racines d'une uniformisante d'ordre une puissance de
1 . Remplaçant dans 4.4.1 k(n) par k(n') , on définit S',X'

un foncteur ifn, de D(Xn,) dans D(X_) . Nous prouverons l'analogue 
de 4.4.2 pour ce foncteur.

Le groupe de Galois Q = Gai (k (n")/k (n ' ) ) est une limite projective 
de groupes finis d'ordre premier à £ . Le foncteur "invariants sous 
Q" est donc exact. Pour K' dans D(X ,) , d'image inverse K dans 
D(X—) , on a 

n

(4.4.4.1) H1* ,K' = (H^-K)0 .
n n

La vérification est laissée au lecteur.
L'énoncé analogue dans la catégorie dérivée ne nous sera pas nécessaire.
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La vérification est laissée au lecteur. 

L'énoncé analogue dans la catégorie dérivée ne nous sera pas nécessaire.
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L'analogue de 4.4.2 pour ^, est conséquence de l'énoncé originel, et de 
(4.4.4.1).De même, l'analogue de 4.4.3 pour ^, résulte de 4.4.3 et(4.4 4

Soit A lisse sur S et s. un point géométrique générique de A- 
d'image s^ dans Ag . Soit S^ l'hensélisé de A en s^ . C'est un 
trait. Soit S^ son hensélisé strict (rel 

et l'image inverse d'une uniformisante de 
de S^ . Le produit fibre S^ = S' x S^1 
déré plus haut pour S . S^

. s.). Il s'envoie sur s" 

S est une uniformisante 
est pour S^ du type consi-

4.4.5. Prouvons 4.4.2 (tel qu'amplifié en 4.4.4). Le problème étant 
local sur X , on peut supposer, et on suppose, X affine. Soit Ag 
l'espace affine relatif de dimension d sur S . Nous prouverons l'é­
noncé suivant, dont 4.4.2 résulte formellement : pour tout d , et 
pour tout morphisme f : X —•■ A , si le point géométrique x de X- 
a pour image dans A^ le point générique, alors (H^^F^ = 0 pour 

j > N-d (F comme sous 4.4.2).

Appliquons 4.4.4 à Ag/S :

AS * S1 * SÏ * Sî

- Sh *------ S' ,

soit X. le "localisé" X x a s.
h ^S

changement de base de S^ à s£
et X^ déduit de X^ par

Le morphisme e étant pro-étale, le foncteur w , relatif à X'/S' se 
n

localise en le foncteur analogue relatif à X^/S^ :

Pour F fermé
(XI) , est de

1 nl
tel que f ( x)

dans X\ , de dimension _< N , son image inverse dans 
dimension < N-d . De même, si un point x de X— est 
soit le point générique de A_ , i.e. s’il est l'image
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L'analoque de 4.4.2 pour v,: est conséquence de l'énoncé originel, et ui 

(44.4.1).De même, l'analogue de 4.4.3 pour LAC résulte de 4.4.3 et@.4,4 

Soit À lisse sur S et 8; 
de È ; e. 

d'image 5, dans A, . Soit 8, l'hensélisé de A en 

un point géométrique générique de n_ 
s 

8) . C'est un 

trait. Soit s' son hensélisé strict (rel. s,). I] s'envoie sur gi 
. . . A h A . 

et l'image inverse d'une uniformisante de S$ est une uniformisante 

h 
de S7 . Le produit fibré Si = S' x s est pour 

déré plus haut pour 5 . 

S 
1 du type consi- 

4.4.5. Prouvons 4.4.2 (tel qu'amplifié en 4.4.4). Le problème étant 

local sur X , on peut supposer, et on suppose, X affine. Soit 
Às 
d 

l'espace affine relatif de dimension d sur S . Nous prouverons l'é_ 

noncé suivant, dont 4.4.2 résulte formellement : pour tout d , et 

pour tout morphisme f : X — ag , Si le point géométrique x de Xs 

a pour image dans Ag le point générique, alors m0, FX = © pour 

j > N-d (F comme sous 4.4.2). 

. : «& 
Appliquons 4.4.4 à Ag/8 E 

h : Ac + Sy ES, mt si 

” | 

S + A ac: , 

= Li + A" L A + soit X, le "localisé x * ag 8; de X , et X] déduit de X; par 

changement de base de S), à Si : 

t € , 
Xe —————© X} 
[NE 

| 

d 
S' «+ Ag: +— 8] 

Le morphisme € étant pro-étale, le foncteur ww, relatif à x'/s' se 
n 

localise en le foncteur analogue relatif à X:/81 

Pour F fermé dans X° 0 , de dimension < N , sOn image inverse dans 

(Ki): est de dimension <N-d . De même, si un point X de 
1 . = A è | ; 

tel qüe f(x) soit le point générique de AŸ , i.e. s'il est 

X— est 
s 

l'image 

à
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r d'un point x^ de (X^) — ' on a dim {x^J = dim{x}- - d. Ce décalage
i de d , et la relation ci-àessus entre cycles proches pour X'/S'

f et pour X'/S' , nous ramènent alors à 4.4.3 (amplifié par 4.4.4) cour

i Remarque 4.4.5 : nous avons déduit 4.4.2 du théorème de dimension coho-? ——------ ----
! mologique des schémas affines. Cette présentation est artificielle en 
■ ce que, dans SGA4 XIV, ce théorème et une forme de 4.4.2 (cachée dans
j la preuve de SGA4 XIV 4.5) sont démontrés par un récurrence simultanée

| sur N .

!
•' 4.5 Estimations de nombres de Bettl .
i

Le but de ce numéro est 4.5.5, utilisé dans la preuve du théorème
■i de pureté 5.3.4.

■ proposition 4.5.1 . Soient (X ). des courbes projectives et lis-
■ ses connexes sur k algébriquement clos, X leur produit, et K dans 

^Dc°'x’®^ • ^^ existe C tel que, quels que soient les revêtements

' étales connexes X des X , de degré d , notant X le produit des 
X , on ait 

! a -----------
(i) Pour tout 1 , dim Hi(X,K) _< c-TR •

(ii) Pour i > O , dim H1(X,K) _< C-sup{TT d l|AI = n-i) (où le 

sup est égal à zéro pour i > n).

Pour que l'énoncé soit vrai pour K , il suffit qu'il le soit pour 
les H^KC-j] : On peut supposer K de la forme F[N] , pour F un 

Œ^-faisceau dont la dimension du support est _< N . On se ramène du 
cas des Œ^-faisceaux à celui des (Q^-faisceaux, puis des K^-faisceaux 
(remplacer dim par rang). La formule des coefficients universels 
(la suite exacte

O—.- H1(X,K) ®E/b—-H1 (X,K è æ/l)—-Tor1(H1 + 1(X,K) ,%/1)-*O]

montre que rg HT(X,K) < dln^/^H1 (X, K & S/i) etnous ramène enfin au cas 

des faisceaux de 2/1-modules. Ceci nous débarasse du formalisme 

i-adique.

Soient donc F un faisceau de Z/s.-modules, avec dim Supp F _< N ,
x = F[N] , et prouvons 4.5.1 par récurrence sur n .
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d'un point x, de (Xj)z on a dim {x,f = dim{x} - d. Ce décalage 
de d , et la relation Liedeseus entre cycles proches vour Xx°/s' 

et pour X1/5; , nous ramènent alors à 4.4.3 (amplifié par 4.4.4) pour 
L 

X1/S] « 

Remarque 4.4.5 : nous avons déduit 4.4.2 du théorème de dimension coho- Remarque 

mologique des schémas affines. Cette présentation est artificielle en 

ce que, dans SGA4 XIV, ce théorème et une forme de 4.4.2 (cachée dans 

la preuve de SGA4 XIV 4.5) sont démontrés par un récurrence simultanée 

sur N. 

4.5 Estimations de nombres de Betti. 

Le but de ce numéro est 4.5.5, utilisé dans la preuve du théorème 

de pureté 5.3.4. 

proposition 4.5.1 . Soient (X caen des courbes projectives et lLlis- 

ses connexes sur k algébriquement clos, X leur produit, et K dans 

PDK ° (x, 0, ) . 11 existe C tel que, quels que soient les revêtements 

étales connexes x, des x, , de degré d, , notant * le produit des 

%, , on ait 

(i) Pour tout i, dimH (X,K) « ca, . 

(ii) Pour i > O , dim H (%,k) < C-sup{T] a lIAI = n-i) (où le 
sup est égal à zéro pour ji > n). > 

Pour que l'énoncé soit vrai pour K , il suffit qu'il le soit vour 

les Hik[-i] : On peut supposer K de la forme FIN] , pour F un 

ü,-faisceau dont la dimension du support est <N . On se ramène du 

cas des ®,-faisceaux à celui des ®,-faisceaux, puis des Z,-faisceaux 

(remplacer dim par rantg). La formule des coefficients universels 

(la suite exacte 

O—+ HÈ(X,K) @Z/2— Hi (x,K D Z/2)— Tor. (Hi*L(X,K),Z/2)=+0) 
1 

montre que rg HT (X,K) < di HTCX,K DL: 2/1) etnous ramène enfin au cas 
ue 72 

des faisceaux de Z/1-modules. Ceci nous débarasse du formalisme 

£-adique. 

Soient donc F un faisceau de Z/2-modules, avec dim Supp F < N, 

K = F[N] , et prouvons 4.5.1 par récurrence sur n .
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Le cas n = O est laissé au lecteur.

Supposons n ^ 1 , et soit pr la projection de X sur X^.Il existe un 
ouvert non vide j : U^ ^ X^ de X^ au-dessus duquel K soit loca­
lement acyclique, relativement à pr (SGA4 1/2, finitude,2.13). On le prend 
/ X. . Soient encore j l'inclusion dans X de U = pr ^(U^) et i 

celle du fermé complémentaire. Dévissant K par le triangle 
(j,j*K.K,i i K) , on se ramène aux deux cas suivants:

(a) K est de la forme (j,F)[N] , avec F sur U localement acycli­
que, relativement à pr ;

(b) K est à support dans X-U .

Le cas (b) se ramène à celui où K est à support dans pr (t) , 
pour t € X^ un point fermé convenable. Soient Y = pr ^(t)~ TT X / 
et Ÿ = TT X . On a a^

a/1 a

dim H1(X,K) = dédira H1(Ÿ,K)

et 4.5.1 résulte de l'hypothèse de récurrence appliquée à Y .

Supposons K de la forme (a) . Notons j : tf c—•■ X et j : O^^X^ 
les images inverses de U et U^ dans X et X^ , et soit pr la 
projection de X sur X^ , ou de Ü sur Ü^ . Le faisceau F res­
treint à Ü est encore localement acyclique rel. à pr,et les Rqpr*F 

sont donc localement constants sur U^ .

Soit la suite spectrale de Leray

Epq = HPlX^I^pr^K) * HP+q(X,K)

Puisque Rqpr*K = j , Rq+Npr F est un faisceau localement constant sur 

Ü^ , prolongé par zéro, et qu'on a pris U^ / X^ , donc Ü^ / X^ , on 
a Epq = O pour p / 1,2 . Il suffit de vérifier les estimations 
4.5.1 pour les Epq (avec i = p+q) ou. ce qui revient au même et 
nous sera plus commode, pour E^q (et i = q+2) et pour

X (X^, Rqp"r*K) | = |dim E^ - dim E^| (et i = q+1) .

Soit t fermé dans U-, » t £ U. au-dessus de t , Y et Y 
comme précédemment et K. la restriction de K à pr (t)----- ►Y . Pour
t assez général, on a dim(Supp F 0 pr xt) _< dim Supp F -1 et Kj-H
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Le cas n = O est laissé au lecteur. 

Supposons n > l , et soit pr la projection de X sur X,-11 existe un 

ouvert non vide SI + X] de X] au-dessus duquel K soit loca- 

lement acyclique, relativement à pr (SGA4 1/2, finitude,2.13). On le prend 

É x; . Soient encore j l'inclusion dans X de U = pr tu.) et i 

celle du fermé complémentaire. Dévissant K par le triangle 
. 4 + Rs A . 

(5,3"K,K,i,i K) , on se ramène aux deux cas suivants : 

(a) K est de la forme (j,F)[N] , avec F sur U localement acycli- 

que, relativement à pr ; 

(b) K est à support dans X-U 

Le cas (b) se ramène à celui où K est à support dans pr ?(t) , 

pour tE X] un point fermé convenable. Soient Y = pr"l(t)7 TT x, 

et Ÿ- k, . On a aél 
a#l 

dim HI(X,K) = d,-dim HT(Ÿ,K) 
1 

et 4.5.1 résulte de l'hypothèse de récurrence appliquée à Y . 

Supposons K de la forme (a). Notons j : Üe. X et j: D, %, 

les images inverses de U et U, dans * et X, , et soit pr la 

projection de X sur x, , ou de Ÿ sur CA . Le faisceau F res- 

treint à Ù est encore localement acyclique rel. à Pret les RADT,F 

sont donc localement constants sur Le . 

Soit la suite spectrale de Leray 

EPS = HP(X ,RÎE,K) = HPTA(R,K) 

+N = 
a pr, F est un faisceau localement constant sur Puisque RÎpr,K = j,R 

ü, , prolongé par zéro, et qu'on a pris U, # X, , donc ü, # *. , on 

a EE = O pour p# 1,2 . 11 suffit de vérifier les estimations 

4.5.) pour les EP (avec oi = p+q) ou, ce qui revient au même et 

nous sera plus commode, pour E29 (et i = q+2) et pour 

qe im EL im E2 IxCR RE KR) | = [dim E,T-dim ES] (et i = q+1) . 

Soit t fermé dans U, , TE ü, au-dessus de t , Y et Ÿ 

comme précédemment et K; la restriction de K à pr l(t) y . Pour 

t assez général, on a dim(Supp Fñn pr it) < dim Supp F -1 et K,[-1]
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est 
les

donc dans pD^°(Y,æ/t) . Le E^ =

coinvariants de la monodromie sur

Hç(U^,R^pr*K) est donné 
(R^pr^K)- = ^(Ÿ,^) :

par

^ = H^KJ^^-J-I)

d'où dim E?q _< rgRq pi K . Puisque

(4.5.1.1) rg R9?^ K = dim H^Ÿ.KJ = dim Hq+1 (Y.Kj-l] ) , 

l'estimation voulue pour E^q résulte de l'hypothèse de récurrence.

Parce que X^ est un revêtement étale de X. , qui est propre, ou 
par la formule d'Euler-Poincaré rappelée plus bas, le x (X^, Rqpr* K) 

est d. fois le x analogue pour X. » X —► X. . Ceci nous
1 1 arl ~a 1

ramène à montrer que si d^ = 1 , i.e. si Xy = X^ - ce que nous sup­
poserons désormais - on a

| X ^ , R^^K) | < <

O(TT d ) 
a/1 a

O(sup{TT d A<=[2,n] et 
a£A a

|a| = n-(q+l)-l pour q .> oj)

On a (formule d'Euler-Poincaré, voir [9]) :

x(X,,Rqpr K) = x (U-, J-rg(Rqpr K) - Sw (Rqpr K) .
x 1 xex1-u1 x

L'estimation (4.5.1.1) du rang de Rqpr*K - jointe à l'hypothèse de 

récurrence - suffit pour le premier terme. Pour majorer chacun des 
conducteurs de Swan Sw (Rqpr*K) , nous appliquerons la théorie des 

cycles évanescents au trait (X,, . ,n,x) hensélisé de X, en x et ~ 1(x) 1 ~
à X, . —► X. , . et X, —► X. , . déduits de X -» X. et X -* X.(x) l(x) (x) l(x) 1 1
par changement de base. Soit K^ l'image inverse de K sur (X^J^. 
A nouveau, K^[-l] est dans ^D^ (X^. ,Z/i) . Le complexe
M.t-11 sur X, . = pr ‘'‘(x)------kY est donc dans PD^tYjZ/M (4.4.2)

n \ X O
Le complexe analogue sur X, . = pr (x)-----► Y sfen déduit par imageÇ x j x
inverse. Ces complexes sont munis d’une action du groupe d’inertie
I = Gal(ïï/n) , et en particulier du grouped’inertie sauvage P , don­
nant lieu à un isomorphisme éguivariant

(Rqp'r*K)- = Hq(Ÿ, *-K, ) = Hq + 1 (Y, f-K, [-11 )

L’action de P sur ip-K-, n 1 se factorise par un quotient fini Q . Il
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<O 2 2, A 
est donc dans PS (Y,Z/R) . Le ET = He (U, ; RAT, K) est donné par 

les coinvariants de la monodromie sur CRIPr,K)+ = HA(Y,K,) 

24 2 I SN En = HT,kD), @ DCD > 
1° 1 

d'où dim eq <rgr pfrK. Puisque 

5.1.1) org RE k = dim HI(Ÿ,K,) = dim HI} Œ,Kkl-11) , 

l'estimation woulue pour E2 résulte de l'hypothèse de récurrence. 

Parce que X est un revêtement étale de X; : qui est propre, ou 

par la formule d'Euler-Poincaré rappelée plus bas, le x (R RIPr, K) 

est d; fois le x analogue pour x; "1 1 x, —+ X., . Ceci nous 
r 4 

ramène à montrer que si à] = ] , i.e. si X] = X) — ce que nous sup- 

poserons désormais - on a 

ol a 
aél 

lL = 

x :R pr K)| < 
! 1 Pre l<< otsupt TT d_|ACI2,n] et 

a 
a€A 

[Al = n-(q+1)-1 pour q > ot) 

On a (formule d'Euler-Poincaré, voir [91) : 

X (KR Dr K) = x (U,)-rg(RÂpr,K)- 2 Su, (RIpr,K) . 
XEX, -U 

1 1 

L'estimation (4.5.1.1) du rang de RIpE,K — jointe à l'hypothèse de 

récurrence - suffit pour le premier terme. Pour majorer chacun des 

conducteurs de Swan Su, (RIPr,K) , nous appliquerons la théorie des 

cycles évanescents au trait CSN ELLE hensélisé de X] en x et 

à X (x) — X1{x) et X (x) —+ X14%x) déduits de X + X] et X—> X} 

par changement de base. Soit K l'image inverse de K sur Xi)" 

À nouveau, K,[-11 est dans POS (K pynr2/2) - Le complexe 

= pr l(x) y est donc dans Po (v,Z/2) (4.4.2) b-K, [-1] sur ni LA ce Q ES 
= pr (x) —+ Y s'en déduit par image 

XX, 
(x) x m. 

Le complexe analogue sur Xe) x 

inverse. Ces complexes sont munis d'une action du groupe d'inertie 

I = Gal(n/n) , et en particulier du groupæed'inertie sauvage P , don- 

nant lieu à un isomorphisme équivariant 

Le x) = HAT vb = pat or [- CR'Pra KE = HV, V-K;) H (Ye v=k,l 1!) 

L'action de P sur VE] se factorise par un quotient fini Q . Il 
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nous suffirait de savoir que 

telle factorisation, mais la

regardant ^l comme étant

présentation de Swan de Q .

son action sur les H1*—K. admet une 

preuve s'écrit de façon plus claire en 
dans D(Y,S/z[Q]) . Soit Sw la re_ 
C'est un Z/i[Q]-module projectif, et le

conducteur de Swan est

Sw Rq pr K : = dim Hom (Sw,(Rqpr K)—) , 
^ * w * n

et
Hom (Sw,(Rqpr K)-) = Hq+1 (X, Hom,. ( Sw , ^-K. [-1] ) )

U * n —n 1

L'hypothèse de récurrence s'applique à Y 
son application termine la démonstration.

et Hont. (Sw,^—K. [-1] ) , et 
'J n t

Corollaire 4.5.2 . Pour K dans D^(X,g) ) , il existe C tel que 

quels que soient les X on ait pour tout i

dim H1(’X,K) ^ c-Hda .

On se ramène par décalage à 4.4.1 (i)

Corollaire 4.5.3. Pour K dans ^D^fX,® ) , il existe C tel que 

quels que soient les X^ et i ^ O ,

dim H1(X,K) < C-sun{ n d | |A| = n-|i| } .
, . - , a£A a

C est 1'énoncé dual de 4.5.1(11).
Corollaire 4.5.4. Soient f : U —► X quasi-fini séparé, et K dans 
^D^CJ,® ) . Il existe C tel que, quels que soient les X , posant 

Ü — U Xx ^ » on ait pour tout i dim H (tf,K) < C d^ , et pour 

1 0
dim H1(Ü,K) < C-sup{TT d I |A| = n-Hi) . .

atA a

On a H*(Ü,K) = H*(X,f*K) , et on applique 4.5.3 à f^K , dans 

PD^lX,® ) par 2.2.5. 
c z

Corollaire 4.5.5 . Soient F un faisceau pervers sur X de type fini 

sur k et x e X . Il existe un voisinage étale affine U de x et 
une famille de revêtements étales U de U , de degré d tendant 
vers l'infini, tels que pour i < O

dim H1(U , F) < o(d ) .
n — n

Le problème étant local, on peut supposer X affine. Soit
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nous suffirait de savoir que son action sur les A yK; admet une 

telle factorisation, mais la preuve s'écrit de façon plus claire en 

regardant vrk comme étant dans D(Y,Z%/2[Q]) . Soit SW la re- 

présentation de Swan de Q . C'est un Z/8[Q]-module projectif, et le 

conducteur de Swan est 

JG + -= di qe Es Sw,R PE K := dim Hom, (Sw, CR PE, K)—) , 

et 
re +1 

Hom, (Sw, (RAGE, K) = = H (F,Hom, (Sw,u—K;[-11)) 

L'hypothèse de récurrence s'applique à Y et Hom, (Sw,y—K;[-1]) , et 
= 7 n 

son application termine la démonstration. 

Corollaire 4.5.2 . Pour K dans D (x,8,) , il existe C tel que 

quels que soient les X on ait pour tout ji L 2 

dim H-(X,K) < c-[] a, . 

On se ramène par décalage à 4.4,1 (i) 

Corollaire 4.5.3, Pour K dans PD?° (x,5,) , il existe C tel que 

quels que soient les x, et i<0, 

dim HÈ(R,K) < C-sup{ n à, [|A] = n-lil} 
C'est l'énoncé dual de 4.5.1(ii). s” 

Corollaire 4.5.4. Soient f : U —+ X quasi-fini sévaré, et K dans 

PD2° (U,D,) .- Il existe C tel que, quels que soient les x, , posant 

Ÿ U x, $ , on ait pour tout i dim HŸ (Ù,K) < C'TT 4, , et pour 

i <0O 
dim H°(Ü,K) < c-sup{[l 4 llAlz n-litt. c 

a€A à! ; 

On a H° (Ù,K) = H° CR, £ KR) , et on applique 4.5.3 à f,K , dans 

PD2°(x,9,) par 2.2.5. 

Corollaire 4.5.5 . Soient F un faisceau pervers sur X de type fini 

sur k et x€e X . 11 existe un voisinage étale affine U de x et 

une famille de revêtements étales U, de U , de degré d, tendant 

vers l'infini, tels que pour i < O 

dim HÏ(U ,F) < ofd ) 

Le problème étant local, on peut supposer X affine. Soit 
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f : X —* A un morphisme quasi-fini (par exemple un plongement) de 
X dans un espace affine, avec f(x) = 0 . Soit h : C —►B?1 un mor­

phisme d'une courbe projective et lisse, de genre g > O , dans IP^ , 

étale en c £ C au-dessus de O . Soit C un ouvert contenant c , 
étale sur IP1 et tel que h(C') <= A . Soient Cn des revêtements 

étales connexes de C , de degré d^ tendant vers l'infini (ici sert 
g > 0), C^ l'image inverse de C dans Cn , et U (resp. Un) le
produit fibré X *Ad C'd (resp.

Le revêtement étale 
4.5.4, on a, pour

Un/U est de degré dn 
i < O ,

alors que, d'après

dim H1 (U , F) < Cd'd' 
n — n

Remarque 4.5.6 : la démonstration montre que pour X de dimension d
on p^ut prendre les Un tels que dim H^(Un,F) < O(d^ ,il/d) .
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Li X — ad un morphisme quasi-fini 

x dans un espace affine, avec 

phisme d'une courbe projective et lisse, de genre g > O , dans æ} 

étale en c € C au-dessus de 

étale sur zæ} et tel que h(C' 

étales connexes de C , de degr 

g > 0), (ous l'image inverse de 

O 

) 

é 

£ (x) 

. Soit C' un Ouvert contenant c 

€ À 

da! 

n 
c' 

produit fibré x *x,d cd (resp. X 

— À; 

Le revêtement étale U,/U est de 

4.5.4, on a, pour i <O, 

C 

| 
| 
ad 

‘dc 

n 

1 

U 
n 

y ——{ cie, 

X 

(par exemple un plongement) de 

= O . Soit h:c€C -p! un mor- 

’ 

. Soient Ca des revêtements 

tendant vers l'infini (ici sert 

dans C, , et U (resp. U,,) le 

x c'd) 
n ad 

cd 
Î 

cd 

> 

degré a, = ae alors que, d'après 

ä-|i . i at dim H Cu, F) <cC D : 

Remarque 4.5.6 : la démonstration montre que pour X de dimension d, 

on peut prendre les ü,, tels que 

121 

dim H°(U,,F) < O(d 1-lil/a, 
n



A. A. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

5 . LA PERVERSITE AUTODUALE POIDS,

Dans ce paragraphe nous complétons les résultats géométriques du 
paragraphe4par des résultats plus arithmétiques. Nous ne considérons 
que des schémas séparés de type fini sur un corps fini, ou sur la 
clôture algébrique d'un corps fini, et que la perversité autoduale 

Pl/2 '

5.0. Notations. Soient p un nombre premier / i , q une puissance 
de p , IF un corps fini à q éléments et IF une clôture algé­

brique de IFq .

Comme dans [1] (0.7), nous noterons avec un indice o un objet
sur IF (un schéma, ou un faisceau sur un schéma). La suppression de 
cet indice indique l'extension des scalaires de IF à IF .

5.1. Rappels de [1].

5.1.1. Soient X un schéma de type fini sur IF et F un 

Œ^-faisceau sur XQ . Sur IF, on dispose du morphisme de Frobenius 
Fr^ : X — X (élévation des coordonnées à la puissance q) et d'un 
isomorphisme F* : Fr*F —>- F (penser à Fq comme étalé sur Xq , 

donnant lieu à un diagramme commutatif cartésien de flèches horizon­

tales Fr 
q

x --------------► x )

Pour chaque entier n , on pose
F*n ; Fr*n F —* F 1'isomorphisme

Fr _ = 
qn 

déduit

(Fr )n et on note 

de F par itération.

V^qn 

a X1 0

est déduit de

^q11 
V ^qh

X , et
X o 
ces

par extension des scalaires à IF n 
morphismes sont ceux de Frobenius,

Si
, on

Les points fixes de Fr , 
q

sont exactement les x € X(F) définis

sur
de

chacun de ces points fixes, F*n est un automorphisme

De même, pour Kq dans c'Xo'®P ' K eSt muni ^e
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Dans ce paragraphe nous complétons les résultats géométriques du 

paragraphe 4par des résultats plus arithmétiques. Nous ne considérons 

que des schémas séparés de type fini sur un corps fini, ou sur la 

clôture algébrique d'un corps fini, et que la perversité autoduale 

P1/2 : 

5.0. Notations. Soient p un nombre premier %# 1 , q une puissance 

de p, Fa un corps fini à q éléments et IF une cloture algé- 

brique de DEL 

Comme dans [1] (0.7) nous noterons avec un indice © un objet 

sur IF (un schéma, ou un faisceau sur un schéma). La suppression de 

cet indice indique l'extension des scalaires de ru à IF. 

5.1. Rappels de [1]: 

5.1.1. Soient X, un schéma de type fini sur Fa et Fé un 

&,-faisceau sur X, . Sur IF, on dispose du morphisme de Frobenius 

ue : X — X (élévation ges coordonnées à la puissance q) et d'un 

isomorphisme Fa : Fra —+ F (penser à F, comme étalé sur X, , 

donnant lieu à un diagramme commutatif cartésiende flèches horizon- 

tales Fr 
q 

Pour chaque entier n , on pose Fran = (Fr) et on note 

Fên : Frên F —F l'isomorphisme déduit de Fa par itération. Si 

En est déduit de X, par extension des scalaires à on , on 

a *x = X , et ces morphismes sont ceux de Frobenius, 
1 ren e 

rel . à Xÿ Fan: 

Les points fixes de Fr sont exactement les x € X(F) définis 
qn 

sur Fon - En chacun de ces points fixes, se est un automorphisme 

de F. £. 
x 

De même, pour K, dans DD (x 0 ,) , K est muni de 
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F* : Fr*K —► K . En particulier, un faisceau pervers F sur X 
q q o O

fournit par extension des scalaires de IF à IF un faisceau per­
vers F sur X , muni de F* : Fr* F -^ F . 

q q

Proposition 5.1.2. Le foncteur Fq •—► (F,F*) de la catégorie des 

faisceaux pervers sur XQ dans celle des faisceaux pervers sur X 
munis d'un isomorphisme Fr* F -----* F est pleinement fidèle. La caté­
gorie image essentielle est stable par extensions et par sous- 

quotients .

Remarque . On peut montrer que pour les Z^-faisceaux pervers, le 
foncteur analogue est une équivalence de catégories. Pour les coeffi­
cients ï( ou Œ^ , il n'est pas essentiellement surjectif; déjà 
pour XQ = Spec(IFq) (un point), l'objet suivant n'est pas dans 
l'image essentielle : F est ® ; o : Fr* ® = B —► (B est la multi- 
plication par u , u n'étant pas une unité 2-adique.

Preuve . Soient a la projection de XQ sur Spec(IFq) , et F le 
foncteur "sections globales" sur Spec(IF ) . Pour K ,L dans 
b - o °

Dc(Xo'®? ' on a

(5.1.2.1) Hom(K ,L ) = H°RHom (K ,L ) , et
O O O O

(5.1.2.2) RHom(KQ,Lo) = RF.Ra* RHom (KO,LQ) .

Pour Mq dans D^ (Spec(IFq) ,Œp , le foncteur RF donne lieu à 

une suite spectrale

(5.1.2.3) EPq = HP(Spec IF ,HqMQ) = HP (Gai ( IF/ IFq) , HqM) ■» HP+qRFMQ .

Cette suite spectrale est obtenue par passages à la limite. La cohomo­
logie galoisienne utilisée HP(Gai(IF/IF }, ) est la cohomologie 

continue.

Puisque Gal(IF/IFq) = Z , engendré topologiquement par le 
Frobenius géométrique F (l'inverse du Frobenius arithmétique 
(p : x ।—► xq : IF —► IF) , les groupes de cohomologie galoisienne consi­

dérés sont nuis pour p / 0,1 ; pour p = O , on trouve les invariants 
de F , pour p = 1 , les coinvariants, et (5.1.2.3) se ramène à des 

suites exactes courtes
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Fa 8 Frûk TZ K . En particulier, un faisceau pervers Fe sur X 
o 

fournit par extension des scalaires de Fay à IF un faisceau per- 

vers F sur X , muni de Fa : FrèF Z FF. 

Proposition 5.1.2. Le foncteur Fo + (FF) de la catégorie des 

faisceaux pervers sur k, dans celle des faisceaux pervers sur X 

munis d'un isomorphisme Fr*F + F est pleinement fidèle. La caté- 

gorie image essentielle est stable par extensions et par sous- 

quotients. 

Remarque . On peut montrer que pour les Z,- faisceaux pervers, le 

foncteur analogue est une équivalence de catégories. Pour les coeffi- 

cients q, ou ü, 

pour x, = Spec(IF,) (un point}, l'objet suivant n'est pas dans 

s il n'est pas essentiellement surjectif; déjà 

l'image essentielle : F est LE 3 os: FrQ 2,= 0, — est la multi- L 
plication par u , u n'étant pas une unité £-adique. 

Preuve . Soient a la projection de Xe sur SEE) rs et T le 

foncteur "sections globales" sur Spectre) . Pour K, Le dans 
b b- 

De tx Do) , On à 

(5.1.2.1) Hom(K ,L,) = H°RHom KL) r et 

(5.1.2.2) RHom(K »L) = RT.Ra, RHom (KL) + 

Pour M, dans D? (Spec (IF) ,Q,) , le foncteur RIT donne lieu à 

une suite spectrale 

(5.1.2.3) EPA = HP (Spec 9) = HP (Gal (IF/ TF0) ,H4M) = HPŸARTM 

Cette suite spectrale est obtenue par passages à la limite. La cohomo- 

logie galoisienne utilisée HP(Gal(IF/IF}, } est la cohomologie 

continue. 

Puisque Gal(F/1r, ) =YX, engendré topologiquement par le 

Frobenius géométrique F (l'inverse du Frobenius arithmétique 

Pi: x x1 : IF — IF), les groupes de cohomologie galoisienne consi-— 

dérés sont nuls pour p# 0,1 ; pour p=0 , on trouve les invariants 

de F , pour p=lLl, les coinvariants, et (5.].2.3) se ramène à des 

suites exactes courtes 
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(5.1.2.4) O — (H^f - HnRrMo - («"«/ - O •

Les Q^-espaces vectoriels sous-jacents aux ^Ra, RHom (KQ,LO) 

sont simplement les ^RHomfK,!) = Hom^K^) , calculés sur X . 

Combinant (5.1-2 J-)à (5.1.2.4) , on obtient des suites exactes courtes

(5.1.2.5) O —* (Hom1-1 (K,L) )p —” Hom1 ( Kq , Lq ) —Hom (K,L) —O .

Faisons i = O . Si Kq et Lq sont pervers, le Horn 1 est 

nul, et on obtient la pleine fidélité annoncée
Hom(Ko,Lo) — Hom(K,L)F .

Pour i=l et K et L pervers, Hom1(Kq,LQ) (resp. Hom1(K,L)) 

s'identifie par 3.1.17(ii) au groupe des extensions de Kq par Lq 

(resp. de K par L) dans la catégorie correspondante de faisceaux 
pervers. On obtient une suite exacte courte

O —»Hom(K,L)^ — Ext1 (K ,L )— Ext1(K,L)F — O . 
r O O

Une suite exacte courte analogue vaut pour le Ext dans la caté­
gorie des faiceaux pervers F sur X , munis de $ : Fr*F ---- ► F :
l'oubli de $ définit Ext ( (F ,$) ,(G,(|)) ) — Ext (F,G) , et la 
classe de l'extension E est dans 1'image si et seulement si elle est 
fixe par <f> , i.e. si on peut compléter le diagramme

O ------ ► Fr*G------ ► Fr*E ------ ► Fr*F------ >■ O
, q q

O ------ - G ------- ► E ------ - F ------- ► O •
Le noyau est fourni par les extensions du type (G ®F,(^ J^| ) , de 

classe déterminée par U modulo les <|) Fr*(V)<|) 1-v pour V : F—* G.

On devrait pouvoir comparer ces deux suites exactes. Nous nous
dispenserons de cette vérification en utilisant qu'elles impliquent 
que Ext1(Fq,Gq) et Ext1 ( ( F,<()) , (G ,<t>) ) ont la même dimension. La 

pleine fidélité assure l'injectivité de
Ext1(Fo,GQ) —* Ext1 ( ( F, ({>) , (G, (|>) ) . Cette flèche est donc bijective, 

et la catégorie image essentielle est donc stable par extensions. La 
stabilité par sous-quotient résulte du lemme suivant.

Lemme 5.1.3. Soit, pour tout sous-schéma Y de X , p(Y ) une ---------- -------- :—t---------------------------------------- o — o ' o  ■
sous-catégorie pleine stable par noyaux, conoyaux et extensions de 
celle des paires (F,<|)) (F pervers sur Y , <|) : Fr*F—► F) .
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F 
-ly M) + HPRIM + (HP) Oo * 

RHom Korl) 

n 
(5.1.2.4) Oo — (H 

Les ÿ-espaces vectoriers sous Jacents 
aux H Rax 

sont simplement les H TRHom(K, L) = Hom? (K,L) , calculés sur X . 

Combinant(5.1.241)à(5.1.2.4),on ob
tient des suites exactes courtes 

: i i F 
(5.1.2.5)  O — (Hom” LL) — Hom” (KL) —rHom (KL) 7 0 

Faisons ji = O . Si K, et L, sont pervers, le Hom À est 

nul, et on obtient la pleine fidélité annoncée 

re F 
Hom(K, Le) —— Homi(K,L) . 

1 
Pour i=l et K, €t L, pervers, Hom” (K Le) (resp. Hom (K,L)) 

s'identifie par 3.1.]17(ii} au groupe des extensions de Ke par Le 

(resp. de K par L) dans la catégorie correspondante de faisceaux 

pervers. On obtient une suite exacte courte 

O — Hom(K,L), —" Ext (KL) Extl(K,L)F — 0 

Une suite exacte courte analogue vaut pour le Ext} dans la caté- 

gorie des faiceaux pervers F sur X , munis de Ÿ : FIXE Ze F: 

l'oubli de Ô définit Ext ((F,0),(6,0)) — Extl(F,0, et la 

classe de l'extension E est dans l'image si et seulement si elle est 

fixe par ©® , i.e. si on peut compléter le diagramme 

O Fr*G Fr*E Fr*F 
‘a a *q 9 

lo ; lo 
© G E F O . 

Le noyau est fourni par les extensions du type {6 8F, [ÿ UE , de 

classe déterminée par U modulo les Fra (vo Ly pour V : F—6G. 

On devrait pouvoir comparer ces deux suites exactes. Nous nous 

dispenserons de cette vérification en utilisant qu'elles impliquent 

que Ext! (F 60) et ExtT((F,0),(G,0)) ont la même dimension. La 

pleine fidélité assure l'injectivité de 

Ext" (F 46) —+ Extl((F,0),(G,0)) . Cette flèche est donc bijective, 

et la catégorie image essentielle est donc stable par extensions. La 

stabilité par sous-quotient résulte du lemme suivant. 

Lemme 5.1.3. Soit, pour tout sous-schéma Y, de X, , P(Y,) une 

sous-catégorie pleine stable par noyaux, conoyaux et extensions de 

celle des paires (F,9) (F pervers sur Y ,0 : Fr F) 
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on suppose que

(a) Pour j : Yq ^ ZQ un plongement ouvert, ces catégories sont 
stables par p j , , pj (et donc pj , *) et Pj*.

(b) Pour i : Yq ^ Zq un plongement fermé, i, est une équivalence 
de P(ïQ) avec la sous-catégorie de p(ZQ) formée des objets â 
support dans Yq .

(c) Pour Yq lisse purement de dimension d et F de la forme 
L[d] avec L lisse, pour tout sous-quotient lisse stable par <|) L' 
de L , (l'[d],<|)) est dans P(YQ).

Alors, les P(Yo) sont stables par sous-quotients.

Prouvons la stabilité par sous-objets et par quotients de P(Y ) , 
par récurrence noethérienne sur Yq . Soit donc B dans P(Y ) et 

A un sous-objet de B . Il faut prouver que A est dans P(ïo) . Le 
quotient B/A sera dans P(Yo) par stabilité par conoyaux.

On peut supposer que yq / 0 .11 existe alors un ouvert 
j : UQ<—► Yq de Yq , non vide, lisse purement d'une dimension d , 
et sur lequel B et A soient de la forme (L[d],0) , avec L lisse. 
D'après (a) et (c), Pj,j*A et Pj,j*(B/A) sont dans P(Yq) , donc 
aussi I = Im(Pj,j*A —► A^B) et J = Ker (B —► Pjtj* (B/A) ) . On a 

I c A c J c B , et J/I est à support dans Zq = Yq—Uq . Le sous- 
objet A/I de J/I est dans P(Yo) par (b) et l'hypothèse de 

récurrence appliquée à Z , et A est dans P(Yq) comme extension 
de A/I par I .

Remarque 5.1.4 . Si, pour tout sous-schéma Yq de Xq , on se donne 

une sous-catégorie pleine P(Y ) de celle des faisceaux pervers sur 
Y , et que les conditions de 5.1.3 sont remplies par ce système de 
sous-càtégories, les P (YQ) sont stables par sous-quotients. La même 
démonstration le montre. On peut aussi le déduire de 5.1.2, 5.1.3. 
Sous cette forme, le résultat vaut sur un corps de base quelconque 
(pour autant que les faisceaux pervers soient définis, cf. 2.2.12) et 
pour une perversité comme en 2.2.1 quelconque (pas seulement pour

5.1.5 . Rappelons ([1] 1.2.1, 1.2.2) qu'un Œ^-faisceau Fq sur X o
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on suppose que 

un plongement ouvert, ces catégories sont 

P5,,) et P3*. 
[e] [e] 

stables par dr “i (et _ donc 
* * 

{) Pour i:Y, +2, un plongement fermé, il, est une équivalence 

(a) Pour j:Y —2z 
p: 

de PE) avec la sous-catégorie de ATP) formée des objets à 

support dans Y . 

(c) Pour Y, lisse purement de dimension d et F de la forme 

L[dl avec L lisse, pour tout sous-quotient lisse stable par 6 L' 

de L, (L'[d],0) est dans PŒ). 

Alors, les px) sont stables par sous-quotients. 

Prouvons la stabilité par sous-objets et par quotients de PC) » 

par récurrence noethérienne sur LE Soit donc B dans px) et 

A un sous-objet de B . Il faut prouver que A est dans P(Y) . Le 

quotient B/A sera dans P() par stabilité par conoyaux. 

On peut supposer que LA É£ D . 11 existe alors un ouvert 

ji : Un — Y, de Y, + non vide, lisse purement d'une dimension d, 

et sur lequel B et À soient de la forme (L[dl,9) , avec L lisse. 

D'après (a) et (c), Pj,j*A et Pj,j*(B/A} sont dans P(Y,) , donc 
aussi I = Im(Pj,j*A —+AC+B) et J=Ker(s —+ Pi,j*(B/A)) . On a 
IcAcJCcB, et J/I est à support dans Z, = LA . Le sous- 

objet A/I de J/I est dans PCx.) par  (b) et l'hypothèse de 

récurrence appliquée à 2, , et À est dans PUY) comme extension 

de A/I par I. 

Remarque 5.1.4 . Si, pour tout sous-schéma LA de X, , on Se donne 

une sous-catégorie pleine PC) de celle des faisceaux pervers sur 

Len , et que les conditions de 5.1.3 sont remplies par ce système de 

sous-càtégories, les PŒ) sont stables par sous-quotients. La même 

démonstration le montre. On peut aussi le déduire de 5.1.2, 5.1.3. 

Sous cette forme, le résultat vaut sur un corps de base quelconque 

(pour autant que les faisceaux pervers soient définis, cf. 2.2.]2}) et 

Pour une perversité comme en 2.2.1 quelconque (pas seulement pour 

P1/2) 

5.1.5 . Rappelons ([1] 1.2.1, 1.2.2) qu'un A,-faisceau F, sur X, 
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est dit ponctuellement pur de poids w (w £ Z) si pour tout n et 
tout point fixe x £ X (IF) de Fr : = Fr (i.e., tout

O q11 4
x £ X (IF )) , les valeurs propres de l'automorphisme F* de Fo gn gU x
sont des nombres algébriques dont les conjugués complexes sont tous 
de valeur absolue (gH)*/2 . Rappelons ([1] 1.2.2) que Fq est dit 

mixte s'il admet une filtration finie de quotients successifs ponctuel­
lement purs. Les poids de ceux de ces quotients qui sont non nuis sont 
les poids ponctuels de F .

On définit la catégorie D (X ,®_) des complexes mixtes comme la . _ moi ------1-------------------------
sous-catégorie de D^tX^Œp formée des K tels que les faisceaux de 
cohomologie H K soient mixtes.

5.1.6 . D'après [1] 6.1, les sous-catégories triangulées D^fX^,^)
des D^(Xo,(Jl) sont stables par toutes les opérations usuelles

(Rft, Rf,,f*,Rf‘, 8 , RHom , dualité de Verdier et, en un sens conve­
nable, cycles évanescents). On a aussi stabilité par et t? ,

puisque "mixte" se teste sur les faisceaux de cohomologie. Ces opéra­
tions sont les seules utilisées pour construire les ^t^ et les

, pour p une perversité.

Stabilités 5.1.7. (f) La t-structure de perversité p^ de

D (X ,Œ.) induit une t-structure sur D (X ,Œn) -

(ii) Tout sous-quotient d’un faisceau pervers mixte est mixte.

L’assertion (i) résulte de ce que, d’après 5.1.6, D^ est stable 

par les ^t^ et ^t ^. Elle implique que les faisceaux pervers mixtes forment 

une sous-catégorie abélienne pleine stable par noyaux, conoyaux et 
extensions de celle de tous les faisceaux pervers. L’assertion (ii) 
résulte de 5.1.4, les hypothèses de 5.1.3 étant vérifiées par 5.1.6.

Dans la suite, nous ne considérerons plus que des complexes mixtes.
On n’est pas exposé à en rencontrer d’autres. sauf à le faire exprès.

5.1.8. On dit que K dans Dd(X , O ) est de poids < w si peur 
mon. ------c-------- —

chaque i , les poids ponctuels de ^K sont ■< w + i . On note
D la sous-catégorie correspondante de DD(X ,Œ ) . Noter le

o x, mon
décalage en i dans la définition. Sa justification est [1] 6.2.3,
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sont des nombres algébriques dont les conjugués complexes sont tous 

de valeur absolue Che . Rappelons ([1] 1.2.2) que Fo est dit 

mixte s'il admet une filtration finie de quotients successifs ponctuel- 

lement purs. Les poids de ceux de ces quotients qui sont non nuls sont 

les poids ponctuels de F . 

On définit la catégorie DP(X 10) des complexes mixtes comme la 

sous-catégorie de De (X 0) formée des K tels que les faisceaux de 

cohomologie HÈK soient mixtes. 

5.1.6. D'après [1] 6.1, les sous-catégories triangulées DD (X 10 ,) 

des DO (x Up) \CQnE stables par toutes les opérations usuelles 

(RE, R£yr£*IRE » & , RHom , dualité de Verdier et, en un sens Cconve- 

<i et Toi 

puisque "mixte" se teste sur les faisceaux de cohomologie. Ces Oopéra- 

tions sont les seules utilisées pour construire les ns et les 

Prey Pour p une perversité. vi 
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On n'est pas exposé à en rencontrer d'autres, sauf à le faire exprès. 

. D = . . 
5.1.8. On dit que K dans D (x 10,) est de poids <w si pcur 

chaque oi , les poids ponctuels de H°K sont < wWw +i - On note 
b = > = 

D us.) la sous-catégorie correspondante de Dax ,) . Noter le 

décalage en i dans la définition. Sa justification est [1] 6.2.3,
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cité plus bas. Il donne :

<>[11 = <+l

(et en particulier D^tl] = D^w , l'inclusion inverse de celle qui 

apparaît dans l'axiome 1.3.1 (ii) des t-structures).

On dit que K est de poids £ wÇ si son dual de Verdier DK est 

de poids £ -w , et on note D>w (X^,^^) la sous-catégorie corres­
pondante de D^Xo,^) ‘ On dit que K est Pur de poids w s'il est 

de poids < w et £ w . Si X est lisse purement de dimension d 
— i ° i -2d-i V

et que les Œ^-faisceaux H K sont lisses, on a H DK = (H K) (d) , 
et K est pur de poids w si et seulement si chaque H1K est 

ponctuellement pur de poids w+i .

Il résulte de 5.1.15 (iii) ci-dessous que D^ n est
<w >w+x

réduit aux objets nuis (appliquer 5.1.15 (iii) à l'application iden­
tique de K , vue comme morphisme de degré 1 de K dans K[-l]) .

Proposition 5.1.9. Soit K dans D^(X ,ffl ) . Pour que K soit de 
------*--------- ------  -------- -------- m o £----------2— —— — 
poids £ w (resp. £ w), il faut et il suffit que pour chaque point 
fermé xq , notant i son inclusion dans Xq , on ait i* K (resp-i’K) 

de poids £ w (resp. £ w) .

La première assertion est triviale; la seconde en est duale.

Remarque 5.1.10. Si X^ se déduit de XQ par extension des
scalaires de IF^ à IF n , et que K^ est l'image inverse de Kq 
sur K^ , K^ est mixte ^resp. et de poids £ w, £ w) si et seulement 

si Kq l'est. Pour parler de poids, il suffit donc de disposer de 
(X,K) , et d'une façon d'abaisser le corps de définition à IF , 

qn 
pour n assez divisible.

Remarque 5.1.11. La fibre en IF d'une ^—faisceau constructible 
sur Spec(IFq) est munie d'une action par transport de structures 
de GaldF/lF^) . Cette construction fournit une équivalence de caté­
gories : (Œj-faisceaux constructibles sur Spec(IF^)) —► (œ^-espaces 
vectoriels de dimension finie munis d'une action continue de
Gai (IF/IFq) ) Le Frobenius F* est l'action de l'élément de Frobenius
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cité plus bas. IL donne : 

b b : (De) [1] = Deu+l 

: è b b 
(et en particulier D'ylil 2 D, 

apparaît dans l'axiome 1.3.1 (1i) des t-structures). 

, l'inclusion inverse de celle qui 

On dit que K est de poids > w si son dual de Verdier DK est 

de poids < -w , et on note D? KE) la sous-catégorie corres- 

pondante de DP(X 8, . On dit que K est pur de poids w s'il est 

de poids <wet 2>w. Si X, est lisse purement de dimension d 

et que les ,-faisceaux HÈk sont lisses, on a H°DK = (24 ir) (&), 

et K est pur de poids w si et seulement si chaque HR est 

ponctuellement pur de poids w+i . 

11 résulte de 5.1.15 (iii) ci-dessous que DP n DP - est 
<W >W+I 

réduit aux Objets nuls (appliquer 5.1.15 (iii) à l'application iden- 

tique de K , vue comme morphisme de degré 1 de K dans Kl-1]) . 

Proposition 5.1.9. Soit K dans DP(X 0, . Pour que K soit de 

poids <w (resp. > w), il faut et il suffit que pour chaque point 
ps : : : : El: 

fermé x , notant i sSOn inclusion dans A , on ait i*K (resp-i'K) 

de poids <w (resp-> w). 

La première assertion est triviale; la seconde en est duale. 

Remarque 5.1.10. Si X} se déduit de Sn par extension des 

scalaires de EE à IF n  €t que K, est l'image inverse de K, 

sur KR} » Ky est mixte resp. et de poids <w, > w) si et seulement 

si K, l'est. Pour parler de poids, il suffit donc de disposer de 

(X,K) , et d'une façon d'abaisser le corps de définition à IF , 

doses gn 
pour n assez divisible. 

Remarque 5.1.11. La fibre en IF d'une D-faisceau constructible 

sur Spec(IF ) est munie d'une action par transport de structures 

de So . Cette construction fournit une équivalence de caté- 

gories : (Q,-faisceaux constructibles sur BRENT IRIS (n,-espaces 

vectoriels de dimension finie munis d'une action continue de 

Gal (IF/1IF )) . Le Frobenius Fa est l'action de l'élément de Frobenius 
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géométrique F = ip ^ , où (p est le Frobenius arithmétique

ip : IF —f IF : x *—<-x^ . Nous utiliserons ce dictionnaire pour étendre 

la terminologie des poids aux vectoriels munis d'une action de
Gal(IF/IFq) .

5.1.12. On peut cumuler 5.1.10 et 5.1.11. Par exemple, pour
(X ,K ) sur IF et u : Y —> X de type fini, il a un sens de

o' o $ 1
parler des poids de H (Y,K) (notation 4.0.3) : u et Y sont défi­
nis sur IF , pour n assez divisible, d'où une action de 
Gal(IF/lF ? sur Hi(Y,u*K) . Deux façons de définir u et Y sur 

ÇIn
IF coïncident sur IF m, m multiple assez divisible de n , et 

qn q
les deux actions de Galois obtenues coïncident donc sur le sous-groupe
d'indice fini Gal(IF/IF ) de Gal(IF/IF „) 

qm qn
que de cette restriction.

Les poids ne dépendent

5.1.13. Le théorème principal de [1] ([1] 3.3.1, 6.2.3) est que,
si f : XQ —► YQ est un morphisme séparé de schémas de type fini sur
IF , le foncteur Rf, envoie Db (X ,®.) dans Db (Y ,Œ„) . Il est 

q i <w o £ ^w o t
clair que f* respecte Db^ , et que ® envoie D^ , D^w, , dans
D^ , . Invoquant la dualité, on obtient la table de stabilités sui- 
_w+w i i

vante (on écrit f, , f pour Rf, , Rf) .

Stabilités 5.1.14.

(i) f, , f* respectent D^w ;

(i*) f , f» respectent D^ ;

(ii) ® envoie D^ * D^ . dans D^ , , ;
------------ <w ^w -------- ^w+w

(ii*) RHom envoie D^ x Db . dans D^ , . ; 
' ------ ---- 'W >w -------- >-w+w

(lii) D échange 0<w et D>-w •

Le produit tensoriel externe s :=pr* S pr^ :

Dm(Xo'®? x Dm(Yo'®£) "* Dm(Xox V5*’ envoie' d'après ( i* ) et (ii) ,

D^ x D^ dans D^ , . .A l’aide de 5.1.9, on vérifie facilement la 
lw <w+w’ '

réciproque

(5.1.14.1) inf{w|KoB Lq ED^} = inf {w' |Kq ÊD^ w,}+inf{w" | Lq ÊD^,, } .

On sait que s commute à la dualité (SGA 5 III 1.1.7 implique que
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géométrique F = li , OÙ ww est le Frobenius arithmétique 

®: IE — IF: x —xŸ , Nous utiliserons ce dictionnaire pour étendre 

la terminologie des poids aux vectoriels munis d'une action de 

Gal(IF/ IF.) . 

5.1.12. On peut cumuler 5.1.10 et 5.1.1]. Par exemple, pour 

(X,r Ko) sur IF et ui: Y—X de type fini, il a un sens de 

parler des poids de HT (Y,K) {notation 4.0.3) : u et Y sont défi- 

nis sur IF, , pour n assez divisible, d'où une action de 

G1(F/F sur H(Y,U*K) . Deux façons de définir u et Y sur 
Fin coïncident sur IF ,r M multiple assez divisible de n , et 

les deux actions de Galois obtenues coïncident donc sur le sous-groupe 

d'indice fini Gal(lF/IF _) de SaLCF/T n) . Les poids ne dépendent 
m 

que de cette restriction. 

5.1.13. Le théorème principal de [1] ([1] 3.3.1, 6.2.3) est que, 

si €: x, — a est un morphisme séparé de schémas de type fini sur 
: b b a Fos le foncteur Rf, envoie Du (oz) dans Du (or Og) . Il est 

clair que Éf* respecte D , et que &@ envoie pes , A à , dans 

D . Invoquant La dualité, on obtient la table de stabilités sui- 
<w+w”? ! ! 
vante (on écrit f,,f pour R£f, ,Rf'°) . 

Stabilités 5.1.14. 

: b 
(i) £, » f* respectent Doy î 

.# ! b 
(i*) €, f, respectent DL L 

.. ; b DURS b 
(ii © envoie Dé x Que dans Peut! ; 

4 : b b b * a (iif) RHom envoie Du x Dour dans D, wtw À 

TE > b b 
(iii) D échange Dev et D, 

Le produit tensoriel externe C] :=prT 8 pr : 
Ve] _ b = = = : ; 
Datrsr0,) x Do r D) — DD (x * Y 109) envoie, d'après (i*) et (ii) , 

D x D? : dans D?  - À l'aide de 5.1.9, on vérifie facilement la 
<w £<w WW 

réciproque 

. : b 
yritinfiw IE ED ni . 

. b . 
5.1.14. = ! (5.1.14.1) inf{w|K 2% Le ED inf {w 1K € D 

l
a
 
©
 

On sait que # commute à la dualité (SGA 5 IIL 1.1.7 implique que 
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complexe dualisant de X » Y est le a de ceux de X et Y x o o o o
et SGA 5 III 2.2.4 (commutation de RHom et a) permet d‘en conclure
la commutation à la dualité). Dualisant (5.1.14.1), on trouve

(5-1-14-1*) sup{w |KQ bLq ÊD^} =sup{w' |KQ eD^w,}+sup{w"|Lo ÊD^J .

proposition 5.1.15. 
que, pour un entier

Soient K„ et L o — o
soit dans

dans Db(X ,Q ) 
b m ou

D et L dans <w — o -----

Supposons
Db • Alors

>W -------------- --

(i) RatRHom (Ko,Lq) est dans DbQ (Spec (IF^) ) .

(ii) Hom1(Ko,Lo) = O pour i > O

Pour K dans Db et 
---- h- ° -------- —w — dans d“q , on a encore

L dans D13
o -------- >w donc Ra* RHom (K,L)

i F(iii) Hom (K,L) =0 pour i > 0
le morphisme Hom1(Ko,LQ) —► Hom1(K,L)

En particulier, pour i > o , 
est nul.

L'assertion (i) résulte de 5.1.14. Elle implique que Homi(K,L) 

est de poids > i , donc de poids > O pour i ^ O . On a donc 
Hom (K,L)r = Hom (K,L) = O pour i _> O , et on applique (5.1.2.5) . 
De même pour (iii) .

5.2. Une réciproque.

Théorème 5.2.1. Pour que le faisceau pervers mixte Fq sur XQ 
soit de poids > w , il faut et il suffit que pour tout UQ affine 
étale sur XQ , le H°(U,F) (notation 4.0.3) soit de poids > w .

Que la condition soit nécessaire résulte de(5.1.14.1*) : pour 
u:U + x étale et a la projection sur Spec(IF ) , u1 = u* et a, 

Q Q b qpréservent D>w . Prouvons qu'elle est suffisante. Elle implique que 
pour u : U —? X affine étale, H°(U,F) est de poids _> w (au sens

5.1.12).En effet, U et
U = U, »„ IF . Soit 

qn 
restriction des scalaires

Vo

u sont définis sur
le schéma sur IF 

q
à la Grothendieck, i

IF 
qn 

déduit

de

convenable :

de Uq par

U1 —* Spec(IF
déduit de

n) —► Spec(IFq) . On dispose de 
par extension des scalaires à

o 
IF

qn
: Vo

à IF : c ' est 
q

X0 ' et V1 '

conjugués par Gai (IF^/IF^) de u^
q’En particulier,

, est la somme des
fn o
; H (U,u*F) , muni de
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le complexe dualisant de x) x Yo est le " de ceux de x, et Yi 
o 

et SGA 5 III 2.2.4 (commutation de RHom et w) permet d'en conclure 

la commutation à la dualité). Dualisant (5.1.14.1), on trouve 

b _ L b D] b (5.1-14.1#) suplw ÎK SL ED =sup{w ELA ED, 1 tsup{w Eos EDGE 

proposition 5.1.15. Soient K, et L, dans D (x ) . Supposons 
A A D 

que» pour un entier ww, K, soit dans Du et L, dans Du . Alors 

b 
(i)  Ra,RHom (K rl) est dans D,o(spec(IF )). 

(ii) Hom” (KL) = O pour i > O 

b b 
Pour K, dans De, et Le dans Du , donc Ra, RHom (K,L) 

dans Do , On à encore 

{iii) Homi (K,L)° = O pour i > O . En particulier, pour i > O 

le morphisme Hom (KL) — Hom? (K,L) est nul. 

L'assertion (i) résulte de 5.1.14. Elle implique que Hom? (K,L) 

est de poids > i , donc de poids > O pour i > O . On a donc 

Hom (K,L) = Hom? (K,L)* = O0 pour i>O, et on applique (5.1.2.5). 

De même pour (iii). 

5.2. Une réciproque. 

Théorème 5.2.1. Pour que le faisceau pervers mixte Fo sur x, 

soit de poids > w , il faut et 11 suffit que pour tout LU affine 

étale sur x , le H°(U,F) (notation 4.0.3) soit de poids > w 

Que la condition soit nécessaire résulte de(5.1.14.1*) : pour 

uit FX) SEeTe et a la projection sur Spec (IF) 0 u! = u*x et as 

préservent D y . Prouvons qu'elle est suffisante. Elle implique que 

pour u : U—+X affine étale, H°(U,F) est de poids > {au sens 

5.1.12).En effet, UÙU et u sont définis sur I A convenable 

U = U, 8 rh Soit vo le schéma sur ue déduit de U, par 

restriction des scalaires à la Grothendieck, de Fon à Fa : c'est 

Su VON, et Vi: 
ü, —+ Spec(lF ,) — Spec (IF) . On dispose de v 

déduit de ve par extension des scalaires à IF n°’ est la somme des 

conjugués par Gal(Æn/IF)deu. En particulier? H° (U,u*F) , muni de 
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son action de Gai (TF/ TF „) , est facteur direct de H°(V,v*F) . 
qn

5.2.2. Preuve pour X lisse connexe de dimension 1.

Ecrivons Fq comme extension successive de faisceaux pervers 

simples : Fq admet une filtration finie décroissante F pour 
laquelle chaque Gr^ est de l'un des deux types suivants :

(a) de la forme (°j*Lo}[l] » pour L^ un faisceau lisse

irréductible sur un ouvert dense j : Yq c-t Xq ; on a

(b) à support ponctuel, et irréductible.

Les faisceaux (a) et (b) sont mixtes; les faisceaux L de (a),
étant irréductibles, sont même purs (du moins quitte à rétrécir

l'ouvert - cf. 5.1.8). D'après [1] ex. 6.2.5(c), les
°j*lo[l]= jj (l [1]) sont purs du même poids. De même, les faisceaux 

ponctuels (b), étant irréductibles, sont purs.

La filtration F fournit une suite spectrale

E?q = Hp+q(U,GrpF) ■• Hp+q(U,F) . 
1 r

Les H1 considérés sont nuis pour i ^ -1,0 et, si r est le rang 

de H F au point générique (la somme des rangs des faisceaux lisses 
1Q en (a) ci-dessus), on a pour U connexe

dim H l(U,GrpF) < r . 
— r —
p

On en déduit que, quel que soit U affine connexe, étale sur XQ , 
chaque H°(U,GrPF) admet un quotient naturel, par un sous-espace de 

dimension < r , qui soit un sous-quotient de H°(U,F) et soit donc de 

poids >_ w .

Si GrpFQ est à support ponctuel, de support un point fermé xq, 
prenons U tel que |u ^(x)| > r , pour x e X au-dessus de xq . 

Le H°(U,GrpF) contient alors la somme de |u ^(x)| copies de 
(GrPF)x . Puisque |u ^ (x)|> r , une de ces copies s'injecte dans le 

quotient de H°(U,GrpF) de poids i w , et GrPF lui-même est donc
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son action de Gal(lF/lF n)? est facteur direct de H°(V,v*#F) . 
q 

5.2.2. Preuve pour X lisse connexe de dimension 1. 

Ecrivons F, comme extension successive de faisceaux pervers 

simples : F admet une filtration finie décroissante F pour 

laquelle chaque Grg est de l'un des deux types suivants : 

(a} de la forme ŒARIES r Pour L un faisceau lisse 

irréductible sur un ouvert dense j : Yo — X, ; on a 
Oo. 2.5 : C5) 0] = 5, 0 

(b) à support ponctuel, et irréductible. 

Les faisceaux (a) et (b) sont mixtes; les faisceaux L de (a), 

étant irréductibles, sont même purs (du moins quitte à rétrécir 

l'ouvert - cf. 5.1.8). D'après [1] ex. 6.2.5(c), les 
93xL 111 31, O0) sont purs du même poids. De même, les faisceaux 

ponctuels (b), étant irréductibles, sont purs. 

La filtration F fournit une suite spectrale 

EPA = HP QU, GrËF) + HP*AQu,F) . 

Les H considérés sont nuls pour i%# -1,0 et, si r est le rang 

de HŸF au point générique (la somme des rangs des faisceaux lisses 

L en (a} ci-dessus), on a pour U connexe 

ÿ dim H7 7 (U,GrPF) £r. 

p 

On en déduit que, quel que soit U affine connexe, étale sur *, 0 

chaque 4° (U,GrPF) admet un quotient naturel, par un sous-espace de 

dimension < r , qui soit un sous-quotient de H°(U,F) et soit donc de 

poids > w . 

Si GrÊFe est à support ponctuel, de support un point fermé Xor 

prenons U tel que [a+ (x) | > Tr pour x € X au-dessus de x . 

Le H° (U,GrPF) contient alors la somme de ju” (x) | copies de 

(Gr) . Puisque ju”T{x)|> T , une de ces copies s'injecte dans le 

quotient de H° (U,GrPF) de poids > w , et GrÊF lui-même est donc 
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de poids >_ w .

Soit Xq la courbe projective lisse connexe dont XQ est un 
ouvert dense, et soit de même U la complétion projective de 
u : U —► X affine étale connexe sur X . Pour étudier les Gr^ F du 

F O 
type (a) , nous prendrons U sur Y <= X . Soit k l'inclusion de U 
dans U . On a

H1(U,°k#u*L)^* H1(U,u*L) ,

et H^(U,°k#u*L) = H°(U,k(u*L[1]) admet donc un quotient, par un 

sous-espace de dimension _< r , qui soit de poids _> w . Par ailleurs, 
ce H° est purement du poids de (.^[1] ([1] 3.2.3) . Pour U conve­

nable (par exemple avec U de genre g tel que 2g-2 > r) , il est 
de dimension > r (appliquer la formule d'Euler-Poincaré citée en

4.5.1) , d'où on conclut que L [1] est de poids _> w • Ceci termine la
démonstration du théorème pour X lisse connexe de dimension 1 .

Remarque 5.2.3. L'argument qui nous a permis de passer de F aux 

Gr^F peut se formaliser comme suit. Soit S la catégorie des 
u : U —* X , avec U affine connexe et u étale. Pour chaque F 
pervers sur X , soit fF le préfaisceau U >—»- H°(U,F) sur S . 

Soit par ailleurs M la catégorie des prêfaisceaux de ^-espaces 
vectoriels h sur S tels que dim h(U) soit borné. C'est une
sous-catégorie épaisse de la catégorie pf(S) des préfaisceaux de 
Œ^-espaces vectoriels sur S . Avec ces notations, pour X lisse de 
dimension _< 1, le foncteur F i—<■ JF (mod N) est un foncteur exact

(faisceaux pervers sur X) ---- ► pf(S)/N

Remarque 5.2.4. La méthode de démonstration utilisée dans 5.2.2
permet de 
mixte sur 

Supposons 
dimension

prouver le résultat suivant.
Xq , et supposons X lisse 

que pour u : D —► X étale, 
du sous-espace Ww ^H°(U,F)

Soit F un faisceau pervers o
connexe de dimension 1 .

avec U affine connexe, la
de poids < w de H°(U,F)

soit o(degré de U(X)) . Alors, Fq

on prend le U . 
prendre d'abord 
un revêtement de

à la fin de la preuve
est de poids _> 
de 5.2.2 de la

w . Pour le voir 
forme suivante :

U1

U1

tel que U^ soit de genre > 1 , puis pour U
qui se prolonge en un revêtement étale de U^ .
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de poids > w . 

Soit x, la courbe projective lisse connexe dont X, est un 

ouvert dense, et soit de même Ü la complétion projective de 

u : U — X affine étale connexe sur X . Pour étudier les GrÊFe du 

type (a), nous prendrons ÙU sur Y€eX . Soit k l'inclusion de U 

dans Ù . On a 

al (U,°kx,u*l)e+ Hl(u,u*i) , 

et a? (U, °k,u*L) = H°(T,k u*1[1]} admet donc un quotient, par un 

sous-espace de dimension Cr , qui soit de poids > w . Par ailleurs, 

ce H° est purement du poids de 1,111 ([1] 3.2.3). Pour U conve- 

nable (par exemple avec Ù de genre g tel que 2g-2 > r) , il est 

de dimension > r (appliquer la formule d'Euler-Poincaré citée en 

4.5.1), d'où on conclut que Lot] est de poids > w . Ceci termine la 

démonstration du théorème pour X lisse connexe de dimension l] . 

Remarque 5.2.3. L'argument qui nous a permis de passer de F aux 

GrF peut se formaliser comme suit. Soit S la catégorie des 

u : U—+X , avec U affine connexe et u étale. Pour chaque F 

pervers sur X , soit fF le préfaisceau U — H° (U,F) sur S 

Soit par ailleurs N la catégorie des préfaisceaux de Ÿ,-espaces 

vectoriels h sur S tels que dim h(U) soit borné. C'est une 

sous-catégorie épaisse de la catégorie pf(S) des préfaisceaux de 

D,-espaces vectoriels sur S . Avec ces notations, pour X lisse de 

dimension < ], le foncteur F+ fF (mod N) est un foncteur exact 

(faisceaux pervers sur X) — pf(S)/N 

Remarque 5.2.4. La méthode de démonstration utilisée dans 5.2.2 

permet de prouver le résultat suivant. Soit Fo un faisceau pervers 

mixte sur X  : et supposons X lisse connexe de dimension l . 

Supposons que pour u : U —+ X étale, avec U affine connexe, la 

dimension du sous-espace WHO (u,F) de poids < w de H°(U,F) 

soit otdegré de U(X)}) . Alors, F, est de poids > w . Pour le voir, 

on prend le U à la fin de la preuve de 5.2.2 de la forme suivante : 

prendre d'abord U, tel que ü, soit de genre > 1 , puis pour UÙU 

un revêtement de U qui se prolonge en un revêtement étale de CA 
1 
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5.2.5. L'hypothèse "H°(U,F) de poids _> w pour tout UQ affine

étale sur X " s'hérite de X à o o
quotient de Fq , elle s’hérite de F 
sont en effet exacts à droite (4.1.1)
phisme affine, elle s'hérite de (XQ, 
(où P<P*Fq = pH°<ptF0) . Pour tout VQ

V étale sur X . Pour o o
à F' : les foncteurso o

.Si <p : X —► Y est un
Fo’ à ‘V^o’ 

affine, étale sur Y ,

Fô un 
H°(U, )
mor-

posant
U = X x„ V , on a en effet o o Yo o '
Uo -* Vo -* point)

(cf. la remarque sous 4.1.2 pour

H^V,^^) = H°(U,F0)

Quant à la conclusion "Fo de poids >_ w" , il suffit de la vérifier
localement (pour la topologie étale - Zariski nous suffit) et si
<p : X ---- ► YQ est un morphisme fini (un plongement fermé nous suf­
fit) , elle est vraie pour (Xq,^o> si et seulement si elle est vraie
pour (Yq, <P*Fq) .

On laisse au lecteur le soin de déduire de ceci qu'il suffit de 
prouver 5.2.1 pour XQ l'espace affine An . Nous procéderons par 

récurrence sur n . Le cas n = O est trivial, et le cas n = 1 a 
déjà été traité (5.2.2).

5.2.6. Prouvons que si Gq est un sous-faisceau à support ponctuel 
de f , il est de poids _> w . Quitte à étendre le corps des sca­
laires, on se ramène à supposer que le support de G est réduit à

1 °
{0} . Soit u : U —<■ A un morphisme étale, couvrant 0 , avec U 
lisse connexe de complétion projective et lisse Ü de genre > 1 . 
Soit U^ une famille de revêtements étales connexes de U , de degré 
d tendant vers l'infini, et soit U l'image inverse de U dans 
—a n n “Ua . On dispose de üa —» A , et on a vu (4.5.4 ) que

dim y-1(Un,F/G) < 0(dn-1) . '
a — a

Puisque H°(Un,G) est somme de (lu F(0)I'd )n copies de la fibre 
a a

de G en 0 , la suite exacte

H 1(ün,F/G) — H°(Un,G) —>■ H°(Un,F) 
a a a

montre que pour d^ assez grand, une au moins de ces copies s'injecte
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5.2.5. L'hypothèse "a (U,F) de poids > w pour tout LAN affine 

étale sur x." s'hérite de x, à vo étale sur X, . Pour Fe un 

quotient de F , elle s'hérite de Fo à FÊ : les foncteurs HO (U, ) 

sont en effet exacts à droite (4.1.1). Si w: Xe —+ Fe est un mor- 

phisme affine, elle s'hérite de (X ,F.) à (x ,Fo P) 
(où Po,Fe = PH°O,F ) « Pour tout LAS affine, étale sur Fa , posant 

LA = Xo Xy LA , on a en effet (cf. la remarque sous 4.1.2 pour 

LEA —+ Ve, — point) 

x° p LL HO 
(Vs v, F0) = H {U, F0) : 

Quant à la conclusion °F de poids > w" , il suffit de la vérifier 

localement (pour la topologie étale - Zariski nous suffit) et si 

DIX, — Es est un morphisme fini (un plongement fermé nous suf- 

fit), elle est vraie pour (x Fe) Si et seulement si elle est vraie 

pour Œ Pa Fo) . 

On laisse au lecteur le soin de déduire de ceci qu'il suffit de 

prouver 5.2.1 pour x, l'espace affine A . Nous procéderons par 

récurrence sur n . Le cas n = O0 est trivial, et le cas n=1 a 

déjà été traité (5.2.2). 

5.2.6. Prouvons que si 6e est un sous-faisceau à support ponctuel 

de Fo #: il est de poids > w . Quitte à étendre le corps des sca- 

laires, On se ramène à supposer que le support de 6, est réduit à 

{0} . Soit u : U — al un morphisme étale, couvrant O, avec U 

lisse connexe de complétion projective et lisse ÜÙÜ de genre > 1 . 

Soit U, une famille de revêtements étales connexes de ÙÜ , de degré 

d tendant vers l'infini, et soit U l'image inverse de U dans 

ue . On dispose de ur — À" , et on A vu (4.5.4) que 

n-l dim #  (U0,F/6) < o(& 1) 

Puisque H° (0%, 6) est somme de (lu L (0) | -a )® copies de la fibre 
k a 

de 6G en O, la suite exacte 

ll, _n o ,..n HO (UN ,F/G) — H°(US,G) —+ H° (Un, F) 

montre que pour d, assez grand, une au moins de ces copies s'injecte 
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dans H°(U^,F) . L'assertion en résulte.

5.2.7. Prouvons que, si F n'a pas de sous-faisceau pervers à sup­
port ponctuel non trivial, Fq est de poids _> w . Soit x dans An 
(un point fermé) et i l'inclusion de x dans An . D'après 5.1.9, 

x i
il faut montrer que i'F est de poids _> w . Soit H un hyperplan
passant par x . Pour H assez général, H ne contient le support 
d'aucun sous-faisceau pervers simple de F (il n'y en a qu'un nombre 

fini de classes d'isomorphie) et, si u est l'inclusion de H dans 
An , pu’F est donc nul. Puisque H est un diviseur, Ph1u'F = O 
pour i ^ 0,1 (4.1.11 (ii)). Ici, on trouve que ^H u'F = O pour

i / 1 , i.e. que u‘F[l] est pervers.

Changeant de variables (au prix de remplacer IF par une exten­
sion finie), on peut supposer H est An ^ *{O} <=An . Soit pr la 

projection sur le dernier facteur :

! l?r

{O} - ----------- > A^

1 1 !et i l’inclusion de x dans H . On a i' = i u . Pour
X, H ( X X, n

conclure, il suffit donc de démontrer que u'F est de poids > w .
Appliquons l'hypothèse de récurrence à u‘FQ[l] et à Ho ~ Aq . 

Il s'agit de vérifier que tout Vq affine, étale sur AP-^ , 
H^(V,u‘F) est de poids > w+1 .

Posons U„ = V x A^ . Soit le carré cartésien 
° O O

P pr

{O} <------ i-------- ♦ A1 . 
o

Si on note encore F l'image inverse de F sur (J , v’F est 
o, ! ° o o

l'image inverse de U'FO sur vo : v ^o^^ est pervers, et il faut 
montrer que H (V,v‘F) est de poids 2. w+1 -
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dans 4° (UF) . L'assertion en résulte. 

5.2.7. Prouvons que, si F n'a pas de sous-faisceau pervers à sup- 

port ponctuel non trivial, F, est de poids > w . Soit x dans A° 

(un point fermé) et ji l'inclusion de x dans A, D'après 5.1.9, 
X 

il faut montrer que i,F est de poids > w . Soit H un hyperplan 
U 

x 
passant par X . Pour H assez général, H ne contient le support 

d'aucun sous-faisceau pervers simple de F (il n'y en a qu'un nombre 

fini de classes d'isomorphie) et, si u est l'inclusion de H dans 

an, Pu'F est donc nul. Puisque H est un diviseur, PHiu!r = 0 

pour i#O,1 (4.1.11 (ii)). Ici, on trouve que Pglutr = O pour 

i 4 l , i.e. que u‘F[1l est pervers. 

Changeant de variables (au prix de remplacer Fa par une exten- 

sion finie), on peut supposer H est A7] x{0] cA° , Soit pr Ja 

projection sur le dernier facteur : 

n RS Ce RE 

| le, 
(0) =— al 

! J ! 

et ài l'inclusion de x dans H . On a à = ii, u . Pour 
X,H 1 X X,5 

conclure, il suffit donc de démontrer que ur est de poids > w . 
! = 

Appliquons l'hypothèse de récurrence à u F1] et à EH, + A0 es : 

I1 s'agit de vérifier que tout V, affine, étale sur pl , 
! 

al (v,u°'F) est de poids > w+l . 

Posons Us = LA x AD . Soit le carré cartésien 

4 LS Vo Û 

P pr 

i 
OX ——— Al 

o 

! 

Si on note encore Fo l'image inverse de F, sur ue à ad a est 
ul ul 

l'image inverse de ur sur Vi v F [11 est pervers, et il faut 
! 

montrer que H{V,v'F) est de poids > w+l - 
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On a i’pr* = P.V . Récrivons-le 
foncteurs considérés sont alors tous 
et 4.1.1), et passant au H° (1.3.17

i‘[l] opr* = p* ov‘[l] . Les 
t-exacts à droite (4.1.11(ii) 
(iii) on obtient

(5.2.7.1) H°(V,v!F[l]) = H°(i!(Ppr*F)[1]) .

Puisque ppr* Fq sur A vérifie encore l'hypothèse du théorème 
(5.2.5), on sait par 5.2.2 que Ppr*F est de poids > w . Le membre 

1 i
de droite de (5.2.7.1) est donc de poids >, w+1 , et H (V,v’F) 
aussi.

5.2.8. Fin de la preuve de 5.2.1. Soit G le plus grand sous- 
faisceau pervers de F dont le support est de dimension O . Il est 
stable par F* , donc provient d'un sous-faisceau pervers Gq de 
Fq . D'après 5.2.7 et 5.2.5, Fq/Go est de poids ^ w .
D'après 5.2.6, Gq est de poids > w .Le
faisceau pervers Fq est donc de poids > w , comme extension de 
F /G par G .oz o o

5.3. La filtration par le poids.

Proposition 5.3.1. Si un faisceau pervers Fq sur X est mixte 
de poids >_ w (resp _< w) , tout sous-quotient de Fq est encore 
mixte de poids > w (resp £ w) .

On se ramène par torsion au cas où w = O . Soit Fq de poids 
_> O . Si G est un quotient de Fq , pour tout UQ affine, étale 
sur Xq , H (U,G) est un quotient de H°(U,F) , donc est de poids 

L 0 , et on applique 5.2.1. Si Gq est un sous-faisceau pervers de 
Fq , la suite exacte

H-1(U,F/G) — H°(U,G) —■ H°(U,F)

montre de même que Gq est de poids _> -1 . On améliore cette estima­
tion du poids en passant à Xq * Xq : Gq b est un sous-faisceau 

^e ^o H ^o * ^ est d°nc de P°ids _> -1 , et par (5.1.14.1*) Gq 

est de poids _> -1/2 . Les poids étant entiers, il est même de poids 
> O .
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ul ; 

On a itpr, = pav' . Récrivons-le i‘ [1] opr, = p, ev' [1] . Les 

£foncteurs considérés sont alors tous t-exacts à droite (4.]1.11(ii) 

et 4.1.1), et passant au H° (1.3.17 (iii) on obtient 

! ! 

(5.2.7.1) n° (V,v'F[1]) = 4° Ppr,F)[1]) . 

Puisque Pr, Fe sur a° vérifie encore l'hypothèse du théorème 

(5.2.5), on sait par 5.2.2 que Por, F est de poids > w . Le membre 
dl 

de droite de (5.2.7.]1) est donc de poids > w+l , et al (v,v'F) 

aussi. 

5.2.8. Fin de la preuve de 5.2.1. Soit G le plus grand sous- 

faisceau pervers de F dont le support est de dimension O . Il est 

stable par Fà , donc provient d'un sous-faisceau pervers 6, de 

Fo . D'après 5.2.7 et 5.2.5, F./6 est de poids > w . 

D'après 5.2.6, G, est de poids > w . Le 

faisceau pervers F, est donc de poids > w , comme extension de 

F/6S par 6. 0 

5.3. La filtration par le poids. 

Proposition 5.3.1. Si un faisceau pervers Fo sur x, est mixte 

de poids > w (resp < w) , tout sous-quotient de Fo est _ encore 

mixte de poids > w (resp < w) . 

On se ramène par torsion dau cas où ww = O . Soit F, de poids 

> O . Si Se est un quotient de Fo , pour tout U, affine, étale 

sur X , H (U,6) est un quotient de H°(U,F) , donc est de poids 

> O , et on applique 5.2.1. Si 6 est un sous-faisceau pervers de 

Fo , la suite exacte 

HT (U,F/C) — H°(U,C) — H°(U,F) 

montre de même que AS est de poids > -1 . On améliore cette estima- 

tion du poids en passant à X, * X, CA a cs est un sous-faisceau 

de F, a Fe . 11 est donc de poids > -1 , et par (5.1.14.1*) cs 

est de poids > -1/2 . Les poids étant entiers, il est même de poids 

> O0 . 
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Les assertions respêes s'obtiennent par dualité.

Corollaire 5.3.2. Soit j : Uq c->- Xq un plongement affine. Si Fq 

est un faisceau pervers mixte de poids _< w (resp. £ w) sur Uq , le 

faisceau pervers j,* F est encore mixte de poids < w (resp. > w) . 
En particulier, si F est pur, j i* F o est pur du même poids.

Première preuve. Supposons FQ de poids _< w . Puisque j est 
affine, j । FQ est pervers (4.1.3) . Il est de poids _< w (5.1.14(1)). 
D'après 5.3.1, le faisceau pervers j, FQ est de poids £ w comme 
quotient de j , Fq . Ceci, complété par dualité, prouve 5.3.2.

Deuxième preuve. Voici une autre preuve de 5.3.2, généralisé au cas 

d'un plongement non nécessairement affine. Il suffit de montrer que 
si Fq est de poids _> w , j । Fq l'est aussi. Il suffit par ailleurs 
de traiter le cas d'un plongement ouvert.

(a) Preuve pour X -U fini. Soit v : v —» X étale :1 ' -------------- c------ Q Q -------- o o

V^U ) c----------------- ► V
O Q

V V

U c--------- t------- ► X .O J O

On a v*^^ = j,^v*FQ = °T<-1 3* v* Fo ' donc

H°(V,v*j,*F) <-* H°(v,j*v*F) = H°(v“1(U) zv*F) .

Ce dernier groupe étant de poids £ w (5.1.14 (i*)), la réciproque 
5.2.1 montre que j, F^ est de poids £ w .

(b) Réduction au cas (a) (esquisse). Le problème étant local, on se 
ramène à supposer XQ affine. Procédons par récurrence sur sa 
dimension. Pour toute projection f : XQ —► A^ , il existe un ouvert 
non vide V c A^ tel que pour tout point fermé vq £ VQ , donnant 

lieu à
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Les assertions respées s'obtiennent par dualité. 

corollaire 5.3.2. Soit j : us — x, un plongement affine. Si F 

est un faisceau pervers mixte de poids < w (resp. > w) sur LP , le 

faisceau pervers ir est encore mixte de poids < w (resp. > w). 

En particulier, si Fo est pur, JuFo est _ pur du même poids. 

Première preuve. Supposons F, de poids < w . Puisque j est 

affine, iF est pervers (4.1.3). Il est de poids < w (5.1.14(i)). 

D'après 5.3.1, le faisceau pervers i1,Fo est de poids < w comme 

quotient de ir . Ceci, complété par dualité, prouve 5.3.2. 

Deuxième preuve. Voici une autre preuve de 5.3.2, généralisé au cas 

d'un plongement non nécessairement affine. 11 suffit de montrer que 

si Fe est de poids > w , i,,F0 l'est aussi. 11 suffit par ailleurs 

de traiter le cas d'un plongement ouvert. 

P — ini. oi 3 é E {a) Preuve pour x, LA fini Soit v ve — x étale 

vu) "à v 

“| ' 

Lu ns ni: x : 

On a vi, F6 = JUPES = en dx v* Fo , donc 

HO (veut ,F) © HO(V,jav*F) = HO (TT QU) ,v*F) 

Ce dernier groupe étant de poids > w (5.1.14 (i*)), la réciproque 

5.2.1 montre que j, Fe est de poids > w . 
Lx 

(b) Réduction au cas (a) (esquisse). Le problème étant local, on se 

ramène à supposer x, affine. Procédons par récurrence sur sa 

dimension. Pour toute projection £ : x, AD , il existe un ouvert 

non vide VA = © tel que pour tout point fermé vo € Vo: donnant 

lieu à 
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f 1(v ) OU c -  
O O 1 U o

j

i*F [-1] soit o
Pour V plus
et l'hypothèse

pervers, et i*(j|* 
petit, on a en Outre

o

de récurrence appliquée à f
F?) [ -2] (-1 )

et à i*FQ[-l] assure que

Ceci valant pour tout f
partie fixée Y de X r o o

O
j,*F est de poids > w

U cO 
sur

f

j,#F est de poids _> w 
et on est ramené au cas

-1 0 
f (%>

। *

)

en dehors d'une
(a) .

Remarque 5.3.3. Pour tout morphisme quasi-fini f , f.* transforme 
faisceaux pervers de poids _> w (resp. £ w) en faisceaux pervers de
poids ^ w (resp. ^ w) , et donc faisceaux purs en faisceaux purs du 
même poids. On peut le déduire de 5.3.2 (2è preuve) en factorisant

f en (morphisme fini)® (plongement ouvert). Une autre preuve, paral­
lèle à la première preuve de 5.3.2, est donnée en 5.4.3.

Corollaire 5.3.4. Tout faisceau pervers mixte simple F est pur.

Il existe j : U ^ X lisse connexe de dimension d et un o o
faisceau lisse LQ sur UQ tels que Fq = j,*(l [d]) (4.3.1).
On peut rétrécir Uq (4.3.2). Le faisceau lisse LQ étant irréduc­
tible, il résulte des définitions qu'on peut le prendre pur (équiva­
lent ici à ponctuellement pur (5.1.8). On peut prendre UQ affine, 
et il ne reste alors qu'à appliquer 5.3.2.

Théorème 5.3.5. Un faisceau pervers mixte admet une unique filtration 
finie croissante W , la filtration par le poids, telle que Gr^ Fq 

soit pur de poids i . Tout morphisme f : F ---- >- Gq est strictement

compatible aux filtrations par le poids de Fq et Gq .

Si les faisceaux pervers simples mixtes (et donc purs) U^ et VQ 
sont de poids u et v , avec u > v , Ext^fU , IL) = O (5.1.15(ii) 

. 1 1 ° -pour i=l ; rappelons que Ext = HomD). Soit S (resp. S ) l'en­
semble des classes d'isomorphie de faisceaux pervers mixtes simples
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ixF [-11 soit pervers, et i*(3,,F0)1-11 = 3,4 G*F FA). ne 

Pour V. Plus petit, on a en outre L*(3,,F }[-21 (-1 ) Tr MisF 

et l'hypothèse de récurrence appliquée à f {y n Le — * (v) 

et à i*F [11 assure que di4F est de poids > w sur f (0) . 

Ceci valant pour tout £, dar est de poids > w en dehors d'une 

partie fixée Ye de X, , et on est ramené au ças {a). 

Remarque 5.3.3. Pour tout morphisme quasi-fini f , f.,, transforme 

faisceaux pervers de poids > w (resp. < w) en faisceaux pervers de 

poids > w (resp. < w), et donc faisceaux purs en faisceaux purs du 

même poids. On peut le déduire de 5.3.2 (2è preuve) en factorisant 

f en (morphisme fini}e (plongement ouvert). Une autre preuve, paral- 

lèle à la première preuve de 5.3.2, est donnée en 5.4.3. 

Corollaire 5.3.4. Tout faisceau pervers mixte simple F, est pur. 

Il existe j : L — X, lisse connexe de dimension d et un 

faisceau lisse Le sur U, tels que Fo = Ja (LOtan) (4.3.1). 

On peut rétrécir U, (4.3.2). Le faisceau lisse Le étant irréduc- 

tible, il résulte des définitions qu'on peut le prendre pur (équiva- 

lent ici à ponctuellement pur (5.1.8). On peut prendre u, affine, 

et il ne reste alors qu'à appliquer 5.3.2, 

Théorème 5.3.5. Un faisceau pervers mixte admet une unique filtration 

finie croissante VW, la filtration par le poids, telle que GrŸF, 

soit pur de poids 1 . Tout morphisme £ : F2 5 Ge est strictement 

compatible aux filtrations par le poids de F et G 

Si les faisceaux pervers simples mixtes (et donc purs) Ü, et Len 

sont de poids u et v , avec u > v , Ext” (VU) = O (5.1.15tii) 

pour i=l ; rappelons que Ext! = Hom) . Soit S° (resp. S ) l'en- 

semble des classes d'isomorphie de faisceaux pervers mixtes simples 
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de poids > i (resp. < i) .Le sous-faisceau W.F de F est fourni 
- + _ 1 O o

par le lemme suivant, appliqué à S et S . Combiné à 5.3.1, il
fournit aussi l'unicité, et la stricte fonctorialité.

Lemme 5.3.6. Soit A une catégorie abélienne dont tout objet est 
de longueur finie. Soient (S+,S ) une partition en deux classes de 

l'ensemble des classes d'isomorphie d'objets simples de A , et A+ 

(resp. A ) la sous-catégorie pleine de A formée des X dont les 
sous-quotients simples sont dans S+ (resp. S ) . Supposons que pour 
U dans S+ et V dans S , on ait Ext^(V,U) = O . Alors, tout 

objet F de A admet un unique sous-objet WF dans A , tel que 
F/WF soit dans A . Pour tout morphisme f : F —► G , on a 
f(WF) = f(F) H WG .

Pour X dans A+ et Y dans A , la suite exacte des Ext 
montre que Ext (Y,X) = O . Les classes S+ et S étant disjointes 

on a aussi Hom(X,Y) = Hom(Y,X) = O .

Prouvons l'existence de WF par récurrence sur la longueur Z 
de F . Pour 2 = O , F = O et l'assertion est claire. Si £ > O , 
soit S un sous-objet simple de F . L'hypothèse de récurrence 
s'applique à F/S , d'où l'existence d'un W(F/S) . Soit E son 
image inverse dans F . C'est une extension de W(F/S) par S . Si 
S est dans S , on prend WF = E . Si S est dans S+ , la nullité 
de Ext^(W(F/S),S) montre que l'extension E est triviale, et on 

prend pour WF un relèvement de W(F/S) dans E .

Prouvons l'unicité. Si les sous-objets W' et W" de F sont 
dans A , et que F/W' et F/W" sont dans A+ , les nullités de 

Hom(W',F/W") et Hom(W",F/W') montrent que les morphismes
W' — F — F/W" et W" — F — F/W' sont nuis, i.e. que W' = W" .

Enfin, pour tout morphisme f : F —» G , tant f(WF) que 
f (F) fl WG vérifient la propriété caractéristique de WfF : on a 
WfF = fWF = fF 0 WG .

Corollaire 5.3.7. 

soit de poids _< w 
ductible Y de - o ----

Pour qu'un faisceau pervers mixte F sur XQ 
, il faut et il suffit que toute sous-variété irré- 
X (de dimension notée d) admette un ouvert dense UQ
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de poids > i (resp. < i) . Le sous-faisceau LEE de Fo est fourni 

par le lemme suivant, appliqué à st et S$  . Combiné à 5.3.1, il 

fournit aussi l'unicité, et la stricte fonctorialité. 

Lemme 5.3.6. Soit À une catégorie abélienne dont tout objet est 

de longueur finie. Soient «s*,57) une partition en deux classes de 

l'ensemble des classes d’isomorphie d'objets simples de A , et at 

(resp. A ) la sous-catégorie pleine de A formée des X dont les 

sous-quotients simples sont dans s* (resp. S } . Supposons que pour 

U dans S° et V dans $ , on ait Ext} (V,U) = O . Alors, tout 

objet F de À admet un unique sous-objet WF dans A , tel que 

F/WF soit dans AT . Pour tout morphisme ff : F — G , on à 

£CWF) = £(F) N WG . 

Pour X dans u et Y dans A , la suite exacte des Ext 

montre que Extl(y,X) = O . Les classes st et S7 étant disjointes, 

on à aussi Hom(X,Y) = Hom(Y,x}) = O 

Prouvons l'existence de WF par récurrence sur la longueur !1 

de F . Pour 1 = 0, F=0O0 et l'assertion est claire. Si £ > O, 

soit S un sous-objet simple de F . L'hypothèse de récurrence 

s'applique à F/S , d'où l'existence d'un W(F/S) . Soit E son 

image inverse dans F , C'est une extension de W(F/S) par S . Si 

S est dans S  , on prend WF = E . Si S est dans st , la nullité 

de Extl(W(F/S),S) montre que l'extension E est triviale, et on 

prend pour WF un relèvement de W(F/S) dans E . 

Prouvons l'unicité. Si les sous-objets W' et W" de F sont 

dans AT , et que F/W' et F/W" sont dans at , les nullités de 

Hom(wW',F/W") et Hom(W",F/W'} montrent que les morphismes 

W°— F — F/ÿ" et VW" — F — F/W' sont nuls, i.e. que W' = W" 

Enfin, pour tout morphisme £f : F -+ G ,tant  £f(WF) que 

£Ê(F) N WG vérifient la propriété caractéristique de WfF : on a 

W£F = £WF = £F N WG . 

Corollaire 5.3.7. Pour qu'un faisceau pervers mixte F sur X Loroliaire pervers I! o o 
soit de poids < w , il faut et il suffit que toute sous-variété irré- 

ductible Lan de x, @e dimension noté d) admette un ouvert dense U 
[e] 
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tel que H d(FQ) Uq soit de poids ponctuels _< w-d .

Preuve. La condition est nécessaire. Prouvons qu'elle est suffisante.
Si F n'était pas de poids < w , d'après 5.3.5, il admettrait un 

O
quotient simple Gq de poids w^ > w . Soient j : Yq e-’- Xq lisse
connexe, de dimension d , et 1Q un faisceau lisse sur YQ , tels
que G j,.(L [d]) . On peut prendre Y affine, et L ponctuel- o.o o o
lement pur de poids w^-d . La suite exacte longue de cohomologie 

attachée à

0 _ Ker(Fo _ Gq) _ Fq - Gq - 0

fournit, sur un ouvert dense VQ de YQ , un épimorphisme

H^Oo’ 1% — «^^o» Vo = Lo'vo •

L'hypothèse assure que pour VQ assez petit, les poids ponctuels de
H d(F )|v sont < w-d . Ceux de L le sont donc aussi, d'où 

o 1 o — o
w^ w ; contradiction.

Théorème 5.3.8. Si Fq/Xq est un faisceau pervers pur, le faisceau 
pervers F sur X est somme directe de faisceaux pervers simples, 
donc de la forme jltHd] pour j : U c—>■ X l'inclusion de U lisse 
connexe purement de dimension d et L un ®0-faisceau lisse irréduc­
tible sur U .

La preuve s'obtient en recopiant [1](3.4.1 (iii)). Soit F' la 
somme dans F des sous-faisceaux pervers simples de F . C'est le 
plus grand sous-objet semi-simple de F , et il suffit de vérifier 
que F' = F . Le sous-faisceau F' de F est stable par Frobenius. 

Il orovient donc de F ' c: F (5.1.2) . Soit F” =F /F' . La classe - o o o o o
de l'extension O —► F' —► F —*F" —► O a une image nulle dans ! o o o 3
Ext (F",F') (5.1.15 (iii)) , puisque F^ et F^ sont purs du même 
poids (5.3.1). On a donc F ^ F'® F" . Si F" était non nul, il 
admettrait un sous-objet simple; ce dernier se relèverait dans F , 
contredisant la maximalité de F' . On a donc F" = O , et F' = F.

Soit En le Œ^-faisceau sur Spec(IF^), de fibre ®" (base 

(epi^^) , sur laquelle le Frobenius F agit de façon unipotente
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tel que TAILLE soit de poids ponctuels < w-d . 

Preuve. La condition est nécessaire. Prouvons qu'elle est suffisante. 

si Fe n'était pas de poids < w , d'après 5.3.5, il adnettrait un 

quotient simple 6, de poids w, > w . Soient j : Xe — x, lisse 

connexe, de dimension d, et Le un faisceau lisse sur Yo , tels 

que LA œ i,,.(Lot4l . On peut prendre Yo affine, et L ponctuel- 

lement pur de poids w,-d . La suite exacte longue de cohemologie 

attachée à 

O — Ker(F, — 6) —F —6G —0 

fournit, sur un ouvert dense LA de LAN , un épimorphisme 

BUT OIV, HG, = LV - 

L'hypothèse assure que pour LA assez petit, les poids ponctuels de 

HUF IV sont < w-d . Ceux de L, le sont done aussi, d'où 

W, < w 3 contradiction. 
1 

Théorème 5.3.8. Si FX est un faisceau pervers pur, le faisceau 

pervers ff sur X est somme directe de faisceaux pervers simples, 

donc de la forme j,,11d] pour j : U<— X l'inclusion de U lisse 

connexe purement Ge dimension d et L un ®,-faisceau lisse irréduc- 

tible sur U ÿ 

La preuve s'obtient en recopiant [11(3.4.1 (iii}). Soit F' La 

somme dans FF des sous-faisceaux pervers simples de F . C'est le 

plus grand sous-objet semi-simple de F , et il suffit de vérifier 

que F' = F . Le sous-faisceau F' de FF est stable par Frobenius. 

Il provient donc de Fe = Fé (5.1.2) . Soit FÉ SFS/FS . La classe 

de T'extension O — F — FFE — © a une image nulle dans 

Ext (F",F') (5.1.15 (iii}} , puisque Fê et Fê sont purs du même 

poids (5.3.1). On a donc Fe F'®@ F" , si F" était non nul, il 

adnettrait un sous-objet simple; ce dernier se relèverait dans F, 

contredisant la maximalité de F' . On a donc FF" =O , et F' = F. 

Soit E, le ü,-faisceau sur SCCANSE Mc de fibre ®, (base 

(e;), ien) r Sur laquelle le Frobenius F agit de façon unipotente 
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faisceaux pervers

avec un seul bloc de Jordan : Fe^ = e^ , et , pour i < n , 

Fe. = e^+e^+^ • C'est un faisceau pur indécomposable de poids O , non 
semi-simple si n > 1 . Notons encore E^ son image inverse sur Xq .

Proposition 5.3.9. (i) Les faisceaux pervers purs indécomposables
sont ceux de la forme S ® E ------------------------------------------o n avec SQ simple■

(ii) Si SQ est simple, il existe d et S^ sur

X. : = X 0 IF . , dont S soit l'image directe par n : X —► X , 1 o d ------ o -------------------- 2------------------- c—• 1 o
restant simple^ sur X , et non isomorphe à ses conjugués sous 

Aut(IF H/IF ) .

Soit Fq un faisceau pervers tel que F soit semi-simple. C'est 
le cas pour Fq pur (5.3.8), et pour Fq simple. Soit A l'ensemble 
des classes d'isomorphie de constituants simples de F , et écrivons
F comme somme de ses constituants isotypiques : F = ® F (a e A) .

La décomposition de
par 

(C

F* de F - donc 
q

A en orbites fournit une décomposition 
une décomposition de Fq (5.1.2) : F =

et
orbite de 
a € C , F

Fr* 
q

dans A)
est

. Pour C une orbite

un :

Foc 
de

sous-faisceau pervers 
par image inverse sur

X. sur X , on a F _1 o oC

Fla

X1

stable par : 
du faisceau

X o
1T F * * la

® IF . 
qd

P;d = <Fq) 
. pervers

. Pour rr

à d 
d

F1C

Soit
et choisissons un isomorphisme <|) : F*^ 

F* -, de Frobenius sur V :=Hom (G ,? ) 
q n a a a

Fa =

action
phisme

Fo

G
Ga

= G

Ga ® V& est F*d~équivariant.

stable
® F oc

éléments

donc définit 
déduit de

la projection

simple de classe a
. On en a

Hom(Ga,F)

est indécomposable, il n'y a qu'une orbite
est indécomposable : F*. agissant sur V n'a 
Jordan. Changeant l'isomorphisme <|> : Fr*^G =* <
F* , sur V qd a
sous-objet de

unipotent; dans ce cas, (G ,<p)
(F

sur X et Fla

Lr F*^) , donc correspond à un 

“ G1 » Edim(v ) ■ On utilise

déduit une
et l'isomor­

et (va'F*d) a qu
. qu'un seul bloc de 
G^ , on peut supposer 
est isomorphe à un 
faisceau pervers G^ 
ici que l'image inverse

sur SpecdFq^) de E^ est isomorphe au faisceau analogue sur 
Spec(IF fl) .On obtient 

q

Fo - k,(G1 ® En) - ^G1) ® En ,
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avec un seul bloc de Jordan : Fe, = es et , pour i<n 

. C'est un faisceau pur indécomposable de poids O 

L 

. = e,+e, 
Fe; 17i+l 
semi-simple si n > l . Notons encore E, son image inverse sur x, A 

, non 

Proposition 5.3.9. (i) Les faisceaux pervers purs indécomposables 

sont ceux de la forme 5, © E, avec 5, simple. 

di) si s. est simple, il existe d et S, sur 

X dont s, soit l'image directe par # : X, — *, D 1, LE, Era! 1 
restant simple: sur X , et non isomorphe à ses conjugués sous 

Aut (IF IF). 
qi” a 

Soit Fo un faisceau pervers tel que F soit semi-simple. C'est 

le cas pour Fe pur (5.3.8), et pour Fé simple. Soit A l'ensemble 

des classes d'isomorphie de constituants simples de FF , et écrivons 

F comme somme de ses constituants isotypiques : F = @ Fa (a € À). 

La décomposition de À en orbites fournit une décomposition stable 

oc 

{(C orbite de Fra dans A) . Pour C une orbite à d éléments 

et a€c,, Fi FAT NT 25 à est stable par F*à = trs) , donc définit 

par Fa de F - donc une décomposition de Fo (5.1.2) : Fo = @67F 

C 
un sous-faisceau pervers f du faisceau pervers F déduit de 

la 1C 
Fc par image inverse sur Xy = x, @ IF d * Pour 7m la projection 

de X] sur X,, , on _a Fc = LPLETS 

et choisissons un isomorphisme © : F#a Ga © 6, - On en déduit une 

action F# à de Frobenius sur V,:=Hom (6, ,F..) = Hon(G,,F) , et l'isomor- 

Soit Ga simple de classe à, 

phisme Fa © 6, @ A est Fha <auivariant . 

Si Fo est indécomposable, il n'y a qu'une orbite et (Ve F* a) 

est indécomposable : F*a agissant sur v, n'a qu'un seul bloc de 

Jordan. Changeant l'isdmorphisme ® : Frtac. æ LE , on peut supposer 

F* à sur ŸV unipotent; dans ce cas, (619) est isomorphe à un 
a 

sous-objet de (Far Fra) , donc correspond à un faisceau pervers G] 

+ 4: 5 5 1: : 
sur X] , et Fia ee G: 8 Faim(v.) . On utilise ici que l'image inverse 

sur Spec(IF a de E, est isomorphe au faisceau analogue sur 

Spec(IF 4) - On obtient a 

Fo En 7x (Gy ® En) æ 1G) CS) E,, n 
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et "♦(Gp est simple- Ceci prouve (i) .

sur

Pour F simple, il n'y a
V est irréductible : V a a

qu'une orbite, et l'action de F* 
est de dimension 1, et on obtien? (Ü),

Remarque 5.3.10. Jusqu'à 5.3.8 inclus, les résultats obtenus, et 
leur démonstration, valent aussi bien en ©.“ (ou E^-) cohomologie. 
L'assertion 5.3.9 (i) reste vraie en ®t- (ou E^-) cohomologie, mais 
l'algèbre linéaire requise pour le déduire de 5.3.8 et 5.1.2 est plus
compliquée. L'assertion 5.3.9 (ii) n'est plus vraie telle quelle.

Corollaire 5.3.11. Soient F pervers pur sur X , j : U c—► X ------------------- --------— o —-------------- =------------- o o o
un ouvert et i : Fq ‘—► XQ le fermé complémentaire■ Le faisceau 
pervers Fq admet une unique décomposition

Fo = mf; ® ^ô :

(i) Le morphisme d'adjonction 
quotient j,*j*Fo de P j , j*FQ 

objet j,*j*Fo de Pj,j*FQ .

p j , j*F —- Fo se factorise par le 

, et Fq —" Pj*j*Fo par le sous-

(ii) Le composé des morphismes d'adjonction

i*pi!F - F - i*pi*F 
* o o * o

est un isomorphisme.

L'unicité résulte de ce que
D'après 5.1.2, pour vérifier (i),

Hom(j,tF^,i+F") = Hom(iiIFg,j^F;) =0 .
(ii) et le fait que les flèches de

(i) et (ii) sont les injections et projections pour une décomposition
du type voulu, il suffit de le vérifier sur X . Par 5.3.8, il suffit
de le vérifier pour les constituants simples G de F . Chacun d'eux
est de l'une des formes j,*G" ou i„G" , ce qui trivialise les
assertions.

5,4. Complexes purs.

Soient XQ/IFq comme en 5.1, et K dans D^fx , ®») 
o m o <
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et mx (G)) est simple. Ceci prouve (i). 

Pour Fs simple, il n'y a qu'une orbite, et l'action de F*à 

sur LA est irréductible : LE est de dimension L, et on obtient (ii). 

Remarque 5.3.10. Jusqu'à 5.3.8 inclus, les résultats obtenus, et 

leur démonstration, valent aussi bien en Q;- (ou E, -} cohomologie. 

L'assertion 5.3.9 (i} reste vraie en ®,- (ou E;-) cohomelogie, mais 

l'algèbre linéaire requise pour le déduire de 5.3.8 et 5.1.2 est plus 

compliquée. L'assertion 5.3.9 (ii} n'est plus vraie telle quelle. 

Corollaire 5.3.11. Soient F, pervers pur sur X, j : — x 

un ouvert et ii: ES Don le fermé complémentaire. Le faisceau 

pervers Fe admet une unique décomposition 

Fo = jjurs ® i,Fn à 

(i) Le morphisme d'adjonction Ps. tone — Fo se factorise par le 

quotient d4iÈFe de Pi. DAS , et Fe — PE par le sous- 

ghiet 1,.*%F, de Pj,i*r, 

(ii) Le composé des morphismes d'adjonction 

! . « 

i,Pi F, — Fe — L4PLYF, 

est un isomorphisme. 

L'unicité résulte de ce que Hon(j,,F5 F2 = Hom(i, Fi, o) =0 . 

D'après 5.1.2, pour vérifier ({i), (ii) et Le ee que les slèèhes de 

(i) et (ii) sont les injections et projections pour une décomposition 

du type voulu, il suffit de le vérifier sur X . Par 5.3.8, il suffit 

de le vérifier pour les constituants simples 6 de F . Chacun d'eux 

est de l'une des formes 3,46" ou i,G" , ce qui trivialise les 

assertions. 

5.4. Complexes purs. 

A b _ 
Soient X/Te comme en 5.1, et K, dans DalXx De) 
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Théorème 5.4.1. Pour que Kq soit de poids £ w (resp. > w) , il faut 

et il suffit que chaque ^H1^ soit de poids £ w+i (resp■ > w+i) .

L'assertion respée est duale de l'assertion non respée 3. laquelle
nous nous limiterons.

Si le triangle (A ,C ) est o o o
sont de poids £ w , Bq l'est aussi, 
en résulte : utiliser les triangles

distingué, et que A et C o o
Que la condition soit suffisante
^^i-^o^^^o'^ot-in •

Supposons donc Kq de poids £ w . Nous 
descendante sur i que PH1K est de poids 
le PH K est nul, et l'assertion triviale. 

. o
^H1^ est de poids £ w+i pour i > n , de 
Pt K est de poids < w . Prouvons PH K 

>n o — o

prouverons par récurrence
£ w+i . Pour i grand, 
Supposons donc que 
sorte que le tronqué 
de poids £ w+n .

Pour simplifier les notations, nous supposerons que w = n = O ; 
on pourrait se ramener à ce cas par torsion et décalage.

Le triangle distingué (^t,_K ,K ,Pt _K ) montre que ^t K 
£0 O O >0 O £0 O

est de poids < O . Le triangle (^t.-K ,Pt K ,PH°K ) fournit des 
— <o o o o

suites exactes

(5.4.1.1) H"d(PT<oKo) — H-d(PH°Ko) — H-d+1(PT <0Kq) .

Pour Y une sous-variété irréductible de dimension d de X , il o o
existe un ouvert dense U de Y tel que la restriction de 
”d4*l P o o

H ( ^qKq) à UQ soit nulle. D'après (5.4.1.1), les poids ponc­
tuels de H d(PH°K ) sont «-d sur U„. D'après 5.3.7, PH°K est 

o o o
de poids £ O . Ceci achève la démonstration.

Corollaire 5.4.2. Si f : XQ —»■ YQ est un morphisme de type fini, 
les foncteurs PH°f1 et PH°f (resp. PH°f+ et PH°f) transforment 

faisceaux pervers de poids £ w (resp. £ w) en faisceaux pervers de 
poids £ w (resp. £ w) .

Résulte de 5.4.1 et 5.1.14.
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rhéorème 5.4.1. Pour que K soit de poids <w (resp. > w) , il faut 

et il suffit que chaque Pak soit de poids < w+i (resp. > w+i) 

L'assertion respée est duale de l'assertion non respée, à laquelle 

nous nous limiterons. 

Si le triangle CAorB Co) est distingué, et que A, et ce 

sont de poids <w, B, l'est aussi. Que la condition soit suffisante 

P Paie re: Ke TeiKo' H K, [ i]) en résulte : utiliser les triangles (Pre) 

Supposons donc K, de poids < w . Nous prouverons par récurrence 

descendante sur ji que PK, est de poids < w+i . Pour i grand, 

le PHUx est nul, et l'assertion triviale. Supposons donc que 

PHK, est de poids < w+i pour i > n , de sorte que le tronqué 

PT, K, est de poids < w . Prouvons EEPKA de poids < w+n 

Pour simplifier les notations, nous supposerons que w = n = 0 : 

on pourrait se ramener à Ce Cas par torsion et décalage. 

(Pr Le triangle distingué Pz K.) montre que K p 
<oKo' Ko" >0 T<o"o 

; ; p p pe ; est de poids < O . Le triangle ( TeoKo! T<o Ko! H K.) fournit des 

suites exactes 

-d,p -d,p,,0 -d+1p (5.4.1.1) nr Ko) —+ HU CPHXK) — HT TPr CK 

Pour Le une sous-variété irréductible de dimension d de X, r il 

existe un ouvert dense ue, de Ye tel que la restriction de 

HE Ko) à u, soit nulle. D'après (5.4.1.1), les poids ponc- 

tuels de HT (PH ) sont <-d sur Us D'après 5.3.7, P°k, est 

de poids < O . Ceci achève la démonstration. 

Corollaire 5.4.2. Si £f:Xx, — LA est un morphisme de type fini, 
ZT + LÉ - Es s nl 

les foncteurs Pu°s, et Pa°£ (resp. PRO, et Pa°£") transforment 

faisceaux pervers de poids < w (resp. > w) en faisceaux pervers de 

poids < w (resp. > w) . 

Résulte de 5.4.1 et 5.1.14. 
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Corollaire 5.4.3. Si f est quasi-fini, f,* = Im(Pf, — Pf*) 

transforme faisceau pervers de poids > w (resp. < w) sur XQ en
faisceau pervers de poids _> w (resp. _< w) sur YQ , et en particulier
faisceau pervers pur en faisceau pervers pur du même poids.

Grâce à 5.4.2, la première démonstration de 5.3.2 s'applique.

Corollaire 5.4.4. Pour que K dans D (X D ) -------------------- ---------- - — o -------- m o' £ soit pur de poids w,

il faut et il suffit que chacun de faisceaux pervers soit pur

de poids w+i .

Théorème 5.4.5. Si K dans Db(X ,(D ) est pur, sur X , K 

somme de ses VK[-i] .

D'après 5.4.4 et 5.1.15 (iii) , la flèche de degré un des 
triangles distingués (^T <^0'^ <iK o' ^'t'1 Ko’f ^ ^ a une ima^ 
dans Ext (Pr^kI-i] , Pt<,K) . On a donc

Pr K ~ PT .K ® PH1K[-i]
<1 <1

et 5.4.5 en résulte.

Combinant 5.4.4, 5.4.5 et 5.3.7, on obtient le

Corollaire 5.4.6. Si K est pur, sur X;K est somme directe de 
(j,.L[d])[n] , pour j : U‘—*X l'inclusion de U lisse connexe de 
dimension d , L lisse irréductible sur U et n entier .

Les corollaires suivants de 5.4.6 généralisent respectivement le 
théorème global et le théorème local des cycles invariants.

Corollaire 5.4.7. Choisissons un point générique géométrique ri , 
localisé en un point générique n , dans chaque composante irréductible 
de X . Si Kq est pur, on a pour tout i

(5.4.7.1) H^X.K) -H- TT(HiK)Gal(n/r') .

Dans (5.4.7.1), le H S gauche désigne un groupe d'hypercohomolo- 
gie. A droite, H désigne un faisceau de cohomologie (usuel).
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Corollaire 5.4.3. Si f est quasi-fini, £,, = Im(P£, — P£,) 

transforme faisceau pervers de poids > w (resp. < W) sur Xe en 

faisceau pervers de poids > w (resp. < w) sur Yo et en particulier 

faisceau pervers pur en faisceau pervers pur du même poids. 

Grâce 3 5.4.2, la première démonstration de 5.3.2 s'applique. 

Corollaire 5.4.4. Pour que K, dans Dex E,) soit pur de poids w, 

il faut et il suffit que chacun de faisceaux pervers H K, soit pur 

de poids w+i . 

Théorème 5.4.5. Si K dans DP(X 7 ,) est pur, sur X , K est 

somme de ses PH K{-il 

D'après 5.4.4 et 5.1.15 (iii), la flèche de degré un des 

triangles distingués Pr ik Fe for PAK) Ii) a une image nulle 
: o 

dans Ext) (Paikl-i], Be 2x) . On a donc 

Pr Kæ Pr .Kk@ PH Kl-il , 
1 <1 

et 5.4.5 en résulte. 

Combinant 5.4.4, 5.4.5 et 5.3.7, on obtient le 

Corollaire 5.4.6. si K, est pur, sur X;Kest somme directe de 

(G,Lf4dD in] , pour j: U—Xx l'inclusion de U lisse connexe de 

dimension d , L lisse irréductible sur U et n entier. 

Les corollaires suivantsde 5.4,6 généralisent respectivement le 

théorème global et le théorème local des cycles invariants. 

Corollaire 5.4.7. Choisissons un point générique géométrique n, 
localisé en un point générique n , dans chague composante irréductible 
de X . si K, est pur, on a pour tout ji 

(5.4.7.1) HT (x,K) > Tntx) SL (n/n) 

n n 

Dans (5.4.7.1, le Hi à gauche désigne un groupe d'hypercohomolo- 
gie. À droite, ai désigne un faisceau de cohomologie (usuel). 
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Il suffit de vérifier (5.4.7.1) pour K de la forme ( j , * L [ d] ) [n ] de 

5.4.6. Au plus un des n peut être dans U . Si aucun ne l'est, ou 
que i / -d-n , le membre de droite est nul. Pour n e U et 
i = -d-n , on a

H1 ( j,*lfd][n]) = °j*L

et H^ = O pour j < i , de sorte que 5.4.7 se ramène à

H°(X,°j*L) -» (L_)Gal(iï/n) - 
* n

Le membre de gauche s'identifie à H°(U,L) , et la flèche est même 

un isomorphisme.

Corollaire 5.4.8. Soit x un point géométrique de X (localisé en 
un point non nécessairement fermé) Xx 1’henséllséstrict de X en 
x et choisissons un point générique géométrique n , localisé en n , 
dans chaque composante irréductible de Xx . Si Kq est pur, on a 
pour tout i , pour les faisceaux de cohomologie usuels

H1(Xx,K) = (H1K)x -hTT (H1!^31^^ ■
n n

Procédant comme en 5.4.7, on se ramène à prendre K =ji*L[d][n] et, 
notant Ux l'image inverse de U dans Xx , à vérifier que pour 
chaque composante connexe Ux de Ux

H° (Ux,L) —^ ( L J Gal ( ny/n ) 
n

si n eu' . Cette flèche est un isomorphisme.

Remarque 5.4.9. Soit f : Yq —► Xq un morphisme propre, et soit 

Lq e Dc^Yo'®£^ ' Si Lo eSt pur' f*Lo SUr Xo eSt é9alement pur. 
Appliquant 5.4.7 et 5.4.8 à f4Lo , on trouve que

(a) Pour x point géométrique d'un ouvert U de X sur lequel les 
H1f*Lo sont lisses , H*(Y,L) s'envoie sur la partie de H*(Yx,L) 
(où Y = f \x)) fixe par la monodromie (i.e. fixe sous l'action 

de ir^(U,x)) .

(b) Pour x dans X , et x un point générique géométrique du
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11 suffit de vérifier(5.4.7.1) pour K de la form (j,,1[d])In] de 

5.4.6. Au plus un des n peut être dans U . Si aucun ne l'est, ou 

que i # -d-n , le membre de droite est nul. Pour n € U et 

i = -d-n , on a 

HT (j,4Ld]in]) =°5,1 

et H]=0 pour j < i , de sorte que 5.4.7 se ramène à 

Gal(n/n) . H°(X, 5,1) —» tt 

Le membre de gauche s'identifie à H° (U, L) , et la flèche est même 

un isomorphisme. 

Corollaire 5.4.8. Soit x un point géométrique de X (localisé en 

un point non nécessairement fermé) X, l'henséliséstrict de x en 

x et choisissons un point générique géométrique n , localisé en n, 

dans chaque composante irréductible de X, : si K, est pur, on a 

pour tout 1 , pour les faisceaux de cohomologie usuels 

HÉCX KR) = (HÈx), > TT (ir) 681 (1/0) 
n n 

Procédant comme en 5.4.7, on se ramène à prendre K =#j,+L{d]{n] et, 

notant U, l'image inverse de U dans X, , à vérifier que pour 

chaque composante connexe US de U, 

H° QU}, L) ne ça (n/n) 
n 

si n EU, . Cette flèche est un isomorphisme. 

Remarque 5.4.9. Soit f: Ye — x, un morphisme propre, et soit 
b = : > Le € DC, :0,) . Si Le est pur, FL sur x, est également pur. 

Appliquant 5.4.7 et 5.4.8 à fil, , on trouve que 

(a) Pour x point géométrique d'un ouvert U de X sur lequel les 

H'£,L, sont lisses , H*(Y,L) s'envoie sur la partie de H*(Y, D) 

{où Len = #7 L(x)) fixe par la monodromie (i.e. fixe sous l'action 

de my (U,x)) 

(b) Pour x dans X , et % un point générique géométrique du 
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localisé strict X , H»(Y ,L) s'envoie sur la partie de H*(Y_,L)  
x x

* o * o

est un Isomorphisme.

Le problème est local sur Yq . Rapetissant Yq et remplaçant 
£ par un multiple, on peut supposer et on suppose que f admet une 
factorisation X c—► IPd x Y —* Y , pour d > 0 convenable, et que 

o o o o —
£ soit la première classe de Chern 0(1) .

Preuve pour 1=1. Dans le cas où Y est un point, la démonstra­
tion de [1] consistait à prendre une section hyperplane assez géné­
rale H de X , à regarder £ comme le composé d'un morphime de 
restriction et d'un morphisme de Gysin :

H-1(X,F) -^ H-1(H,F) ^H1(X,F)(1)

à montrer que v* identifie H ■L(X,F) à la partie de H 1(H,F) 

fixe par la monodromie (quand H varie) et que dualement v, iden­
tifie H (X, F) (1) aux coinvariants de la monodromie, et à utiliser 
la semi-simplicité de la représentation de monodromie pour en déduire 

que v,v* est un isomorphisme. La stratégie sera la même ici, à ceci 

près qu'on utilisera non pas une section hyperplane, mais la famille 
universelle de sections hyperplanes.

fixe par la monodromie locale.

5.4.10. Soit f : XQ —► YQ un morphisme projectif, et
£ £ H^ (X ,® (1)) la première classe de Chern d'un faisceau inversible 

o £ b —i
relativement ample. Quel que soit Kq dans D (Xo,®|^) i i définit
un morphisme de K dans Kq [2](1) . Itérant, on obtient
£n : K —►K [2n](n) . Appliquant f. , on obtient
n Q d i D i+2n
r : f+KQ —► f+KQ[2n](n) et des morphismes FH f*K Q —* H " f*K Q(n).

Le théorème suivant est une généralisation au cas relatif de [1] 

(6.2.13) .

Théorème 5.4.10. (Théorème de Lefschetz difficile relatif) ■ Si F 
est un faisceau pervers pur sur X , pour tout i ^ O , le morphisme

l1 : PH-1ftF — Pr^F (i)
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localisé strict X,,) » H*(Y ,L) s'envoie sur la partie de H* (Y=,L) 
X 

fixe par la monodromie locale. 

5.4,.10. Soit f: x, — La un morphisme projectif, et 

L € a? (x @, (D) la première classe de Chern d'un faisceau inversible 

relativement ample. Quel que soit K, dans D? (x 0) , à définit 

un morphisme de K, dans K, [2](1) . Itérant, on obtient 

an . Ke — K [2n] (n) . Appliquant f, , on obtient 
° i+2n PR E,K (nm). n à Pari 5 LU: EEK, £,Kk [2n] (n) et des morphismes H'£,K, 

Le théorème suivant est une généralisation au cas relatif de [1] 

(6.2.13). 

Théorème 5.4.10. (Théorème de Lefschetz difficile relatif). Si Fo 

est un faisceau pervers pur sur x, , pour tout i > O , le morphisme 

1 -i i 27 5 PHOŸ£,F — PHO£,F (5) 

est un isomorphisme. 

Le problème est local sur Le . Rapetissant La et remplaçant 

2 par un multiple, on peut supposer et on suppOse que f admet une 

factorisation x, —+ mp » La —+ Le » pour d > O convenable, et que 

£ soit la première classe de Chern O(1) . 

Preuve pour i = 1. Dans le cas où Le est un point, la démonstra- 

tion de [1] consistait à prendre une section hyperplane assez géné- 

räle H de X , à regarder 1 comme le composé d'un morphime de 

restriction et d'un morphisme de Gysin : 

= * = ? m'lex,r) 2 Hl(H,F) — H(x, PO), 

à montrer que v* identifie HU L(X,F) à la partie de H"1(H,F) 

fixe par la monodromie (quand H varie) et que dualement v, iden- 

tifie HL(X,F) (1j aux coinvariants de la monoûdromie, et à utiliser 

la semi-simplicité de la représentation de monodromie pour en déduire 

que VV est un isomorphisme. La stratégie sera la même ici, à ceci 

près qu'on utilisera non pas une section hyperplane, mais la famille 

universelle de sections hyperplanes.
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H/Y'
X/Y

Soient n^ l'espace projectif dual de n?d , y' = IPd » 
v a ° o o o
n>o x Xq et Hq c Xq la famille universelle, paramétrée
de sections hyperplanes de 
est la section hyperplane

XQ : la fibre en (a,y) e Y'
X n " a1' de la fibre X en

Y Y

Y , 
o 

par
de 

y de

Yô

Prendre garde que des flèches distinctes sont notées par le même 
symbole. Le contexte empêchera toute ambiguité.

Lemme 5.4.11. Soit K dans ^D^ (x/®^) •

(i) On a u*f*K -^ f+u*K , et donc (u^R^f *K) [ d ] -^V^f^u+K.

(ii) Pour i < d-1 , on a Vf^u^ É>R1h+(uv)*K .

(iii) On a PHd“1 f , 11* K ^ ► PHd-1h+(uv)*K , et PHd-1f+u*K 
s'identifie au plus grand sous-faisceau pervers de PHd ^h*(uv)*K 

qui provient de Y (décrit en 4.2.6).

Les morphismes u sont lisses purement de dimension relative 
d . De là, la t-exactitude de u*[d] (4.2.4), et(i) . Soit g la

projection sur Y1 de U = X'-H . C'est un morphisme affine, u*K 
est dans PD“d(X') , et g,(u*k|u) est donc (4.1.2) dans PD~d(Y') . 

Le triangle (g, (u*K|u) , f+u*K,h+(uv) *K) fournit dès lors (ii) , et 
l'assertion d'injectivité de (iii) . Pour vérifier (iii), il reste 
(cf. 4.2.6) à montrer que

(5.4.11.1) PH'du4PHd'1f4u*K PH-du+PHd-1h,(uv)*K .

Pour d = O , f est un plongement fermé, H = 0 , et les deux membres 
sont nuis. Nous supposerons d^ 1 .

Lemme 5.4.12. Pour q : Q —►X un fibre projectif de dimension rela­
tive d , n la première classe de Chern de 0(1) et K dans
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J a . 

Soient ip 0 l'espace projectif dual de æ° , Ye = Hd xXY_, 

“ d | | o o 

x" = 2, * x, et EH, = x? la famille universelle, paramétrée par 

Ye , de sections hyperplanes de x, : la fibre en (a,y) € Y' de 

H/Y' est la section hyperplane x, n "a" de la fibre x, en y de 

X/Y : 

Lo — Ÿ$ 

Prendre garde que des flèches distinctes sont notées par le même 

symbole. Le contexte empêchera toute ambiguité. 

Lemme 5.4.11. Soit K dans Pp2° (x,@p) - 

(i) On a u*f,K 7 f,u*K , et donc (u+*PHŸ£,K) [4] =, Pi+d FLU*K. 

(ii) Pour i <d-1, on a PH £f,u#k — Ph, (uv)#K . 

iii) Ona Pa léiurre— Pyô-l Quvixx , et Pa le uk 
s'identifie au plus grand sous-faisceau pervers de Pan, (uv) #K 

qui provient de Y (décrit en 4.2.6). 

Les morphismes u sont lisses purement de dimension relative 

d . De là, la t-exactitude de u*[d] (4.2.4), et{i) . Soit g la 

projection sur Y'" de U = X'-H . C'est un morphisme affine, u*kK 

Ph? (xt) , et g,(u*k|u) est donc (4.1.2) dans PD2{(y') 
Le triangle (g, Cu+k|u) , £,u*K,h{uv)*Kk) fournit dès lors (ii) , et 

l'assertion d'injectivité de (iii). Pour vérifier (iii}, il reste 

est dans 

(cf. 4.2.6) à montrer que 

(5.4.11.1) Pa du Po lé urx 2 Pr du PH ln, (uv) #k 

Pour d = O0 , f est un plongement fermé, H = @ , et les deux membres 

sont nuls. Nous supposerons d > l . 

Lemme 5.4.12. Pour q : Q — X un fibré projectif de dimension rela- 

tive d , n la première classe de Chern de Oil) et K dans 
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D^fX,^) , On a 

. d 
Y Y : ® K[-2i](-i) -^ q*q*K .

i=O

Par passage aux fibres, on se ramène au cas où X est un point. 
Par dévissage, on se ramène alors au cas K = ®£[O] , et le lemme est 
la structure connue de la cohomologie de l'espace projectif.

5.4.13. Preuve de (5.4.11.1) (d _> 1) - Appliquons 5.4.12 à u et à 
uv . On a

d
u.f.u*K = f + u* u* K = ® ftK[-2i] (~i) et

i=0
d-1

u*h„ (uv>)* K = f* (uv) „ (uv) *K = e f^K[ —2i] (-i) .
i=0

Les deux ne diffèrent que par le facteur direct f„K[-2d](-d) .

Les fibres de f sont de dimension < d . On a donc 
f*K £PD~ ^(Y,B£) (4.2.4) et PH^u.f.u*K —» Pü^u^h*(uv)*K pour

i d-1 , en particulier pour i O .

Les triangles (T<d_1L,L,î ^^^J pour L = f u*K et pour
L = h*(uv)*K fournissent par application de u* deux triangles et 
un morphisme de triangles

<u*Pt <a-i^ U*K-U*f *u*K'u«p;d-if*u*K) —’

(u+PT<d_1h+ (uv) *K,u+h+ (uv)*K,u+PT>d_1h„ (uv) *K) .

On a d'après (ii) PT<dlf.u*K -^ PT^d_ hJuv)*K . Comparant les 

suites exactes longues de cohomologie perverse de deux triangles ci- 
dessus, on obtient

PH lu*PT>d_1f*u*K -^ PH 1u*PT >d_1h+(uv)*K .

Puisque u, est d'amplitude cohomologique > -d , on a 
Ph”1!!*^^ = Ph^u/h^1 , d'où (5.4.11.1) .
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b - 

De (X,2z) , On a 

i a _ 
Nn : 6 K[-2i](-i)  qyak . 
== i=0 

Par passage aux fibres, on se ramène au cas où X est un point, 

Par dévissage, on se ramène alors au cas K = 8,0] ,. et le lemme est 

la structure connuede la cohomolégie de l'espace projectif. 

5.4.13. Preuve de (5.4.11.1) (d > 1). Appliquons 5.4.12 à u et à 

uv . On a 

d 
u,fL,u*k = fuwu*K = © f,K[-2i](-i) et 

i-O 

d-1 
u,h, (uvi* K = f, (uv), (uv)*K = @ f,K[-2i](-i) . 

i=0 

Les deux ne diffèrent que par le facteur direct f,K[-24](-d) 

Les fibres de f sont de dimension < d . On a donc 

ePp= (v,& 4.2.4 Paiu,feutk + PHiu,h *K c (#9,) (4.2.4) et H'u,f,u*K —+ “H u,h, (uv) pour 

< d-1 ,; en particulier pour i <0O 

H
 

*
 A
 

He
 

ñ 

Les triangles Cr ea1 LéL,t 4 11) pour L= £,u*K et pour 

L = h,(uvi*k fournissent par application de u, deux triangles et 

un morphisme de triangles 

(us P+ Fu*kK,u,£,utku Pr.  £ UK) —— * ‘°<d-1 | 2% >a-1 * 

(Cu P; h,(uv)*K,u,h,(uv)i*Kk,u P, h, (uv) *K) * <d-1 * Les nn LE | >d-1 * s 

On a d'après (ii) £,u*K 7 P h{uv)*K . Comparant les pP 
T<d-1 Ted-1 

suites exactes longues de cohomologie perverse de deux triangles ci- 

dessus, on obtient 

=1 e #1 
Pa Mr, g1fau*k —— Px Mr ,g-1ha (uv) *K : 

Puisque u, est d'amplitude cohomolegique > -d , on a 
1 _ = 

Pau Pr, = PH uPnTE , d'où(5.4.11.1). 
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5.4.14. Preuve de 5.4.10 (i=l) .

Dualement au morphisme de restriction

(u*PH if*F) [d]= PH ^(^Ffd]) ---- » PH i+1h*((uv)*F[d-l]),

on dispose d'un morphisme de Gysln :

PH^IV (uv)* F[d-U) ---- ► u*(PHj+1f„F)[d](D ,

et leur composé (pour j =-i+l) est le u*[d] de l’application £ .

Pour i = 1 , d'après 5.4.11, (u*PH ^f^FHd] est le plus grand 

sous-objet de PHOh+((uv)* F[d-1]) qui provient de Y . Dualement, 
(u^Hlf^F) [d] (1) est le plus grand quotient PH°h^ (uv) * F [ d-1 ] ) 

qui provient de Y . Puisque FQ et donc (5.1.14) (uv)*F , 
h*((uv)*FQ) et donc (5.4.1) PHeh*((uv)*FQ) sont purs, 

pH°h+((uv)* F[d-1]) est semi-simple (5.3.7) et son plus grand sous- 

objet qui provient de Y s'envoie isomorphiquement sur son plus grand 
quotient qui provient de Y : le u*(dl de l(pour i = 1) est un 
isomorphisme, et donc i lui-même est un isomorphisme.

5.4.15. Preuve de 5.4,10 (fin). On procède par récurrence sur i . 
Le cas i = O est trivial, et le cas i=l vient d'être traité. 
Pour i ^ 1 , on écrit le u*[d] de t1 comme le composé

(u*PH 1-1f,F) [d]— PH ^h*((uv)* F[d-1]) -^ Pu1!!* ( (uv) * F[d-1] )(i) *

S*^ (u*PHi+1f,F)[d] (i+1) .

La première flèche est un isomorphisme d'après 5.4.11 (i) (ii) . La 
dernière en est duale, et celle du milieu est un isomorphisme, d'après 
l'hypothèse de récurrence appliquée à h et à (uv)*FQ[d-l].
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5.4.14. Preuve de 5.4.10O (i=1). 

Dualement au morphisme de restriction 

Calais, F) [a]= PatŸ£, (u*Fldl) — Pr lp ((uv)*Fld-1]), 

on dispose d'un morphisme de Gysin : 

Ph (uv}* F(d-1]) — u*(PHJ*l£ Fplaj(l) , 

et leur composé (pour j =-i+l) est le u*[d]l de l'application 24 . 

Pour i = 1 , d'après 5.4.11, ax Pa À £,F) La] est le plus grand 

sous-objet de PH°n, {Cuv)*F[d-1]) qui provient de Y . Dualement, 

us Pal£,F) [dl (1) est le plus grand quotient Pa°h{ (av) *F[d-1]) 

qui provient de Y . Puisque Fs et donc (5.1.14) Cuvi*k Fe À 

h4 ((uv)*F) et donc (5.4.1) PHSh, ( (uv) *F ) sont purs 

Pa°h,((uv)*Fld-1]) est semi-simple (5.3.7) et son plus grand sous- 

La 

objet qui provient de Y s'envoie isomorphiquement sur son plus grand 

quotient qui provient de Y : le u*[a]l de £(pour i = 1) est un 

isomorphisme, et donc £ lui-même est un isomorphisme. 

5.4.15. Preuve de 5.4.10 (fin). On procède par récurrence sur ji 

Le cas i = O est trivial, et le cas i=1l vient d'être traité. 

Pour i > 1 , on écrit le u*l[d] de sitl comme le composé 

carla le pla] PaËh, (Cv) +Ffd-1]) 2 Pain, ((uv)*F{d-1]}i) + 

Sysin, (uxPaitls Fjfa] (i+1) . 

La première flèche est un isomorphisme d'après 5.4.11(i) (ii) . La 

dernière en est duale, et celle du milieu est un isomorphisme, d'après 

l'hypothèse de récurrence appliquée à h et à (uv)*F [4-1]. 
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6. DE IF À E .

Notre but dans ce paragraphe est d'expliquer et de justifier des 
recettes pour déduire d'énoncés vrais sur la clôture algébrique d'un 
corps fini (tels ceux de 5.3 et 5.4) des énoncés sur| I .

6.1. Principes.

6.1.1. Pour déduire un énoncé géométrique, relatif aux variétés algé­
briques complexes, d'un énoncé sur IF , on procède en deux étapes, 
avec pour intermédiaire un énoncé sur I , mais où la topologie du 
corps de base I n'apparaisse pas. S'il s'agit d'énoncés cohomologi- 
ques ou homotopiques, on obtient œténoncé en remplaçant la topologie 
classique des variétés algébriques complexes par la topologie étale, 
et les coefficients E/z , TL , ® , t par TL/ i , 2Z , (D^ , (1)^ . La 

traduction n'est pas toujours possible:

-La topologie étale ne détecte pas le u^ , mais(du moins pour une variété 

normale) seulement son complété pro-fini i] . Si ^ est fini, elle détecte les 

’i = *1® Z <i>l) >mais si ^ est infini, les ir^ supérieurs (qui ne

sont pas nécessairement de type fini), risquent d'être perdus (cf. 
Artin-Mazur, Etale homotopy, Springer Lecture Notes in Math. 100).

- La topologie étale n'est raisonnable que pour des coefficients z- 
adiques. On ne peut prendre pour coefficients ni ZZ , ni (D , ni IR: 
réseaux entiers, et signatures de formes quadratiques sont perdus.

- La structure de Hodge (ou de Hodqe mixte) de la cohomologie est per­
due en cohomologie i-adique. Noter toutefois que la définition de la 
filtration par le poids de H*(X,(B) est géométrique. Cette filtration 

admet donc un analogue t—adique. Pour une application, voir 6.2.3.

Par ailleurs, il faut qu'il s'agisse de variétés et d'applications 
algébriques (et non seulement analytiques) complexes. Par exemple, 
les résultats de 5.3., 5.4 nous fournirons des théorèmes sur les vari­
étés projectives dont l'analogue pour les variétés kahlériennes n'est 
pas connu.

6.1.2. Soit X un schéma de type fini sur Œ . Reliant l'espace topo­
logique X(I) , et la topologie étale de X , on dispose du morphisme 
de comparaison (un morphisme de topos)
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6. DE IF Àà € 

Notre but dans ce paragraphe est d'expliquer et de justifier des 

recettes pour déduire d'énoncés vrais sur la clôture algébrique d'un 

corps fini (tels ceux de 5.3 et 5.4) des énoncés sur) LC. 

6.1. Principes, 

6.1.1. Pour déduire un énoncé géométrique, relatif aux variétés algé- 

briques complexes, d'un énoncé sur IF , on procède en deux étapes, 

avec pour intermédiaire un énoncé sur ŒÆ , mais où la topologie du 

corps de base € n'apparaisse pas. S'il s'agit d'énoncés cohomologi- 

ques ou homotopiques, on obtient œténoncé en remplaçant la topologie 

classique des variétés algébriques complexes par la topologie étale, 

et les coefficients 2/8 , & , ®, © par Z/2, 2Z 2" 0, » LA . La 

traduction n'est pas toujours possible: 

-La topologie étale ne détecte pas le 1. , mis(du moins pou une variété 

est fini, elle détecte les 

1 
normale) sæulement son comptété pro-fini T; Sr 

T7 7,982% (i>1) mais si m est infini, les nr, supérieurs (qui ne 

sont pas nécessairement de type fini}, risquent d'être perdus (cf. 

Artin-Mazur, Etale homotopy, Springer Lecture Notes in Math. 100). 

- La topologie étale n'est raisonnable que pour des coefficients 2- 

adiques. On ne peut prendre pour coefficients ni 2% , ni @, ni IR: 

réseaux entiers, et signatures de formes quadratiques sont perdus. 

— La structure de Hodge (ou de Hodgae mixte} de la cohomologie est per- 

due en cohomologie zL-adique. Noter toutefois que la définition de la 

filtration par le poids de H*(X,®) est géométrique. Cette filtration 

admet donc un analogue £-adique. Pour une application, voir 6.2.3. 

Par ailleurs, il faut qu'il s'agisse de variétés et d'applications 

algébriques (et non seulement analytiques) complexes. Par exemple, 

les résultats de 5.3., 5.4 nous fournirons des théorèmes sur les vari- 

étés projectives dont l'analogue pour les variétés kahlériennes n'est 

pas connu. 

6.1.2. Soit X un schéma de type fini sur € . Reliant l'espace topo- 

logique X(Œ) , et la topologie étale de X , on dispose du morphisme 

de comparaison (un morphisme de topos) 
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e : xd) -------- » Xet

Les résultats essentiels sont les suivants.

(A) Le foncteur e* induit une équivalence de la catégorie des fais­

ceaux d'ensembles constructibles sur X t avec la catégorie des fais­
ceaux d'ensembles constructibles sur X((C) (où "constructible" signi­
fie "localement constant et à fibres finies sur chaque strate d'une 
stratification algébrique"). Variantes :

(A1) Pour R un anneau fini, on a une équivalence de catégories 
e : (faisceaux constructibles de R-modules sur X t) ^ (faisceaux 

constructibles de R-modules sur X(Œ)) .

(A") Pour tout nombre premier SL, on a une équivalence de catégories e* : 

(æ^-faisceaux constructibles sur X^)■+ (faisceaux constructibles de ^-modules 
sur x«C)). *

Pour les ©^-faisceaux, e est seulement pleinement fidèle. Sur 
une variété normale connexe X , munie d'un point base x £ X(Œ) , un 
faisceau localement constant F de ©^-espaces vectoriels de rang fini 
est dans l'image essentielle si et seulement si l'action de ^ (X(Œ),x) 
sur F stabilise un réseau (= un 2Z -sous-module de type fini de 
F^ qui l'engendre). Pour F localement constant sur chaque strate 
d'und stratification (au sens 2.1) à strates normales connexes S , il 
faut la même condition sur chaque F| S (S 6 S) .De même pour les 
E^ - et ©^-faisceaux. Noter toutefois que, les groupes i^ étant de 
génération finie, si F est un faisceau constructible d'espaces vec­
toriels sur © , pour presque tout £ , F@(D est dans l'image 
essentielle de e . Plutôt que d’utiliser cette remarque pour ramener 
l'étude de faisceaux constructibles au cas £-adique, il est souvent 
plus commode de ramener l'énoncé à démontrer au cas (A'). Pour un exem­
ple, voir 6.2.1.

Des énoncés analogues valent pour les catégories dérivées :

(B') Pour R un anneau fini, on a une équivalence de catégories 
e* : Db(X,R) —^—»- Db(X(I),R) . L’indice c est pour: "à faisceaux de 

cohomologie constructibles".

(B") On a E* : Db(x, K ) —i^ Db(X(Œ), ZZ ) . A gauche, il s'agit 
c £ ^ b n

d'une catégorie triangulée définie comme 2-lim proj D .^(X,E/£ ) 
(t .f. := tor-dimension finie). A droite, d'une sous-catégorie de la
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€ ? X(T) — Xe 

Les résultats essentiels sont les suivants. 

(A) Le foncteur e* induit une équivalence de la catégorie des fais- 

ceaux d'ensembles constructibles sur avec la catégorie des fais- X 
et 

ceaux d'ensembles constructibles sur X(Œ) (où "constructible" signi- 

fie “localement constant et à fibres finies sur chaque strate d'une 

stratification algébrique"). Variantes : 

(A'} Pour R un anneau fini, on a une équivalence de catégories 
* 

e +: (faisceaux constructibles de R-modules sur X +) % (faisceaux 

constructibles de R-modules sur X(C)} . 

{A"} Pour tout nombre premier £, ona une équivalence de catégories * : 

(Z L” faisceaux constructibles sur x, ne (faisceaux constructibles de Z,-modules 

sur X(T)). * 
Pour les ®,-faisceaux, e est seulement pleinement fidèle. Sur 

une variété normale connexe X , munie d'un point base x € X(Œ) , un 

faisceau localement constant F de ® ,-espaces vectoriels de ranq fini 

est dans l'image essentielle si et seulement si l'action de m (X(E},x) 

sur F, stabilise un réseau (= un Z, -sous-module de type fini de 

Fe qui l'engendre}. Pour F localement constant sur chaque strate 

d'une stratification (au sens 2.1) à strates normales connexes S$S , il 

faut la même condition sur chaque FIS (S ES) . De même pour les 

E, — et G,-faisceaux. Noter toutefois que, les groupes LE étant de 

génération finie, si F est un faisceau constructible d'espaces vec- 

toriels sur ®, pour presque tout 24, F@U, est dans l'image 

essentielle de e* . Plutôt que d'utiliser cette remarque pour ramener 

l'étude de faisceaux constructibles au cas 1-adique, il est souvent 

plus commode de ramener l'énoncé à démontrer au cas (A'). Pour un exem- 

plie, voir 6.2.1. 

Des énoncés analogues valent pour les catégories dérivées : 

{B') Pour R un anneau fini, on a une équivalence de catégories 

e* : DD (X,R) — + DP(X(E) ,R) . L'indice © est pour: "à faisceaux de 

cohomologie constructibles". 

GB") Ona et: D(X, &,) —— DP(X(E), Z,) . A gauche, il s'agit 
d'une catégorie triangulée définie comme 2-lim proj D?,.(x,2/2) 

(t.f. := tor-dimension finie). À droite, d'une sous-catégorie de la 
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catégorie dérivée usuelle.

En ®(-cohomologle, à nouveau, on dispose seulement d'un résultat 
de pleine fidélité. Pour que K soit dans l'image essentielle, il faut 
et suffit que ses faisceaux de cohomologie le soient. De même pour la 
E^- et la Œ^-cohomologie.

Le foncteur e* commute aux opérations cohomologiques usuelles, 

du moins tant qu'on se limite aux faisceaux constructibles. Le résul­

tat essentiel est SGA4 XVI 4.1 :

(C) Si f : X —>■ Y est un morphisme de schémas de type fini sur Œ ,
pour tout faisceau constructible de torsion F sur X , on a

e*Rqf+F —-- ---- * Rqf*(e*F)

Il est essentiel ici de supposer F constructible, comme le mon­
tre l’exemple suivant : X = droite affine, Y = Point, F = © (SAZ) . 

neæ n

De ce résultat, on déduit formellement que

(C) En E/ln , 2Z£ , (D£ ou ®^ cohomologie, i.e. quand on travaille 

dans les catégories dérivées constructibles bornées correspondantes, 
e* commute aux foncteurs Rf , Rf, , f* , Rf , ainsi qu'aux ^et 

RHom.

Preuves . Le résultat-clef est SGA4 XVI 4.1 : théorème de comparaison 
pour Rqf* . Il vaut aussi pour des faisceaux constructibles d'ensem­

bles (resp. de groupes) si q = O (resp. q = O ou 1). Pour les fais­
ceaux d'ensembles localement constants, (A1) résulte du théorème de 
comparaison pour itq et ^ (déduit de SGA4 XVI 4.1, q = 0,1 où on 
fait S = Spec(Œ)) . Pour passer de là au cas général, on procède par 
récurrence noethérienne ; si U est un ouvert dense, assez petit pour 
que les faisceaux considérés soient localement constants sur U , et 
F le fermé complémentaire : 0e—v—► X-»—v—’ F , on utilise que la don­
née d'un faisceau F sur X équivaut à celle d'un faisceau F^ sur 
U , d'un faisceau F? sur F , et d'un morphisme de recollement 
Fp ---- ► i j *Fy - ceci tant pour la topologie classique que pour la topo­

logie étale. Puisque l'hypothèse de récurrence s'applique à F , que 
les faisceaux considérés sont localement constants sur U , et qu'on 
dispose du théorème de comparaison pour j * , cela suffit pour con­
clure .
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En ®,-cohomologie, à nouveau, on dispose seulement d'un résultat 

de pleine fidélité. Pour que K soit dans l'image essentielle, il faut 

et suffit que ses faisceaux de cohomologie le soient. De même pour la 

E,- et la %,-cohomologie. 

Le foncteur e€e* commute aux opérations cohomologiques usuelles, 

du moins tant qu'on se limite aux faisceaux constructibles. Le résul- 

tat essentiel est SGA4 XVI 4.1 : 

(C) Si £f : X — Y est un morphisme de schémas de type fini sur €, 

pour tout faisceau constructible de torsion F sur X , on a 

CPRÈE,F — © RÂE (YF) 

Il est essentiel ici de supposer F constructible, comme le mon- 

tre l'exemple suivant : X = droite affine, Y = Point, F = © (Z22) . 

ne Z 

De ce résultat, on déduit formellement que 

(C') En 2/27 » 2, , D, ou ü, cohomologie, i.e. quand on travaille 

dans les catégories dérivées constructibles bornées correspondantes, 
! 

e* commute aux foncteurs Rf r R£, y, £* , R£° , ainsi qu'aux d'et 
* 

RHOm. 

Preuves . Le résultat-clef est SGA4 XVI 4.1 : théorème de comparaison 

pour RE, . Il vaut aussi pour des faisceaux constructibles d'ensem- 

bles (resp. de groupes) si q = O (resp. q = O ou 1}. Pour les fais- 

ceaux d'ensembles localement constants, (A') résulte du théorème de 

comparaison pour LA et " (déduit de SGA4 XVI 4.1, q = O,1 où on 

fait S = Spec(C})) . Pour passer de là au cas général, on procède par 

récurrence noethérienne ; si U est un ouvert dense, assez petit pour 

que les faisceaux considérés soient localement constants sur U , et 

F le fermé complémentaire : U—— X+— F , on utilise que la don- 
1 

née d'un faisceau F sur X équivaut à celle d'un faisceau F sur 

U , d'un faisceau Fe sur F , et d'un morphisme de recollement 

Fe nm MS - ceci tant pour la topologie classique que pour la topo- 

logie étale. Puisque l'hypothèse de récurrence s'applique à F , que 

les faisceaux considérés sont localement constants sur U , et qu'on 

dispose du théorème de comparaison pour j4 , cela suffit pour con- 

clure. 
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De (A) on déduit facilement (A1) et (A") .

Les opérations cohomologiques usuelles (f*,Rf,Rf (Rf,) , se ra­

mènent à f, pour f un plongement, et f*, Rf* pour tout f :

Rf, : on écrit f = gh , avec g propre et h un plongement ouvert.
On a Rf , = Rg*h , .

Rf’ : on écrit f = gh , avec g lisse et h un plongement fermé. On
1 1 1 * ia Rf‘ = Rh Rg . Le théorème de dualité de Poincaré calcule Rg‘ en

fonction de g : Rg’K = g K[2d](d) , pour g purement de dimension
relative d . Enfin, si j est l'inclusion de l'ouvert complément de 

l'image de h, on contrôle Rh ' à l'aide de Rj*, grâce au triangle (h*Rh!, Id,Pj^j*).

Il n'existe peut-être pas de factorisation f=gh du type voulu, mais il en existe lo-
calenent, et cela suffit, une fois définie la flèche de comparaison (par exenple en
termes de l'isomorphisme de conçaraison pour Rf,, et des adjonctions (Rf,,Rf)).

Le cas de RHom(K,L) se ramène par dévissage à celui de Rf* , 
de f, pour f un plongement, et à celui où K est un faisceau 

localement constant, grâce à la formule

Rf*(RHom(K,Rf’L)) = RHom(f,K,L)

6.1.3. On dispose aussi d'un théorème de comparaison en théorie des
cycles évanescents. Pour l'énoncé, je renvoie à SGA7 XIV 2.8.

6.1.4. Dans cette première étape : oubli de la topologie de I , il
importe de tenir compte des twists à la Tate :

- Pour X de dimension d , la classe fondamentale est un morphisme
«|d (X,E/in(d) ) -----*E/«.n .

- Pour X lisse dans Y lisse, purement de codimension d , le mor­

phisme de Gysin est

H1 (X, E/£n) Hi+2d(Y,E/ln(d)) , ....

Pour aider à les reconnaître :

- Ils apparaissent déjà classiquement, du moins modulo 2, si on prend
pour I une clôture algébrique de IR , sans préciser qui est i et 
qui est -i . Posons en effet H (1) = Ker(exp : T —>- I ) = 2iri S . Un 
choix de i identifie E à E (1) , par 1 1---- ♦■ 2iri , et changer i 
en -i remplace cet isomorphisme par son opposé. De même, un choix de
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De (A) on déduit facilement (A') et (A") 

Les opérations cohomologiques usuelles ce* ,r£!,Rf :R£,) , se ra- 
+ ie 

mènent à f, pour f un plongement, et fx, R£f, pour tout £ : 

R£, : on écrit f = qgh , avec g propre et h un plongement ouvert. 

On a Rf, = Rg,h,. 

[l 

R£ : on écrit f = gh , avec g lisse et h un plongement fermé. On 

a Rf' = Rh ‘Rg” . Le théorème de dualité de Poincaré calcule Rg! en 

fonction de g” Ê Rg'K = g*K[2d](d) , POUr g purement de dimension 

relative d . Enfin, si j est l'inclusion de l'ouvert complément de 

l'image de h, on contrôle rh! à l'aide de Rj,, grâce au triangle (h RW, Id,R5,59 . 

Il n'existe peut-être pas de factorisation f-gh du type voulu, mais il en existe lo 

calement, et cela suffit, une fois définie la flèche de comparaison (par exemnle en 

termes de l'isomrphisme de comparaison pour R£}r et des adjonctions (RE, RE). 

Le cas de RHom(K,E) se ramène par dévissage à celui de R£, , 

de f, pour f un plongement, et à celui où K est un faisceau 

localement constant, grâce à la formule 

t 

R£,(RHom(K,R£°E)) = RHom(£f,K,L) 

6.1.3. On dispose aussi d'un théorème de comparaison en théorie des 

cycles évanescents. Pour l'énoncé, je renvoie à SGA7 XIV 2.8. 

6.1.4. Dans cette première étape : oubli de la topologie de Œ€ , il 

importe de tenir compte des twists à la Tate : 

— Pour X de dimension d , la classe fondamentale est un morphisme 

Rx, z/2 (à) — 2/2. 

- Pour X lisse dans Y lisse, purement de codimension d , le mor- 

phisme de Gysin est 

HT (x, 2/20 —+ nitd(y,z/a(d)) , .…. 

Pour aider à les reconnaître : 

— Ils apparaissent déjà classiquement, du moins modulo 2, si on prend 

pour € une clôture algébrique de IR , sans préciser qui est i et 

qui est -i . Posons en effet %Z(1} = Ker(exp : T —+ t') = 27iZ. Un 

choix de i identifie Z à Z(1) , par l1-+2Ti , et changer ji 

en -i remplace cet isomorphisme par son opposé. De même, un choix de 
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i définit une orientation de I , puis de toute variété lisse, et 

changer i en -i renverse l'orientation des variétés de dimension 
impaire. Dès lors, indépendemment du choix de i , le faisceau d'orien­
tation d'une variété lisse X purement de dimension d s'identifie 
au faisceau constant de valeur 2Z (d) := 22 (1) , et la classe fonda­
mentale envoie H^(X, E(d)) dans E. La classe fondamentale £- 

adique se déduit de cette classe fondamentale entière, et des isomor­
phismes déduits de l'exponentielle :

Z (1) ® E/n —^—>■ JZ/n (1) : z i-------- ► exp(z/n) .

- En cohomologie de De Rham, ils correspondent à des (2^1)

- Mnémotechnique : dans la catégorie dérivée, un twist (d) apparaît 
souvent accompagné d'un décalage [2d] (exemple : RfK = f*K[2d](d) , 

pour f lisse de dimension relative d) . Noter que l'opération 
K i---- <- K[2d] (d) préserve les poids.

6.1.5. L'application de l'arsenal qui précède n'est pas toujours auto­
matique. Soit par exemple la définition de la (co)homologie d'inter­

section en termes de chaînes singulières dont l'intersection, et celle 
de leur bord, avec les strates d'une stratification convenable n'a pas 
une dimension trop grande. Elle ne se prête pas, telle quelle, à une 
traduction en cohomologie étale, mais, une fois qu'on a identifié la 
cohomologie d'intersection à 1 ' hyper cohomologie IH*(X, j , * (©[ d] )) (j 

l'inclusion d'un ouvert lisse dense de dimension d) , avec pour j,* 
la description 2.1.11, la traduction est immédiate.

6.1.6. Avant d'aborder la deuxième étape : de I à IF , pour des 
énoncés où la topologie de I n'apparaît pas, et bien que ce ne soit 
pas logiquement nécessaire, nous allons montrer sur un exemple la mé­
thode suivie pour passer d'une variété sur Œ à une qui est définie 
sur un corps de nombres.

Soit X une variété projective complexe. Elle est définie, dans 
IPn (Œ) , par une famille finie d'équations homogènes P = O . Soient 

a les coefficients de P -Si on traite les a comme des indé- aB a aB
terminées, les P définissent une 
paramétrées par un espace affine S 
jectif f : Y —► S dont X est la 
données les valeurs originales des 
provient par extension des scalaire;

famille de variétés projectives, 
: on a obtenu un morphisme pro­
fibre au point s de S de coor- 
a^ . Ce morphisme f : Y —> S

de © à I d'un morphisme de
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i définit une orientation de Æ€© , puis de toute variété lisse, et 

changer i en -i renverse l'orientation des variétés de dimension 

impaire. Dès lors, indépendemment du choix de i , le faisceau d'orien. 

tation d'une variété lisse X purement de dimension d s'identifie 

au faisceau constant de valeur Z(d) := z Ad , et la classe fonda- 

mentale envoie a2d(x, Z(d)) dans Z. La classe soqronentate ge 

adique se déduit de cette classe fondamentale entièré, et des isomor- 

phismes déduits de l'exponentielle : 

Z(1)@S Z/n —T-+ Z/n(1l) : Zz+— exp(z/n) . 

— En cohomologie de De Rham, ils correspondent à des (2714 

— Mnémotechnique : dans la catégorie dérivée, un twist (d) apparaît 
! 

souvent accompagné d'un décalage [24] (exemple : R£'K = £* KI 24] (4) , 

pour f lisse de dimension relative d). Noter que l'opération 

Kr-— K{[24](d) préserve les poids. 

6.1.5. L'application de l'arsenal qui précède n'est pas toujours auto- 

matique. Soit par exemple la définition de la (co)homologie d'inter- 

section en termes de chaînes singulières dont l'intersection, et celle 

de leur bord, avec les strates d'une stratification convenable n'a pas 

une dimension trop grande. Elle ne se prête pas, telle quelle, à une 

traduction en cohomologie étale, mais, une fois qu'on a identifié la 

cohomologie d'intersection à l'hypercehomologie Bx,5,,(@L41) G 

l'inclusion d'un ouvert lisse dense de dimension d}) , avec pour ir, 

la description 2.1.11, la traduction est immédiate. 

6.1.6. Avant d'aborder la deuxième étape : de € à JF , pour des 

énoncés où la topologie de Æ€ n'apparaît pas, et bien que ce ne soit 

pas logiquement nécessaire, nous allons montrer sur un exemple la mé- 

thode suivie pour passer d'une variété sur € à une qui est définie 

sur un corps de nombres. 

Soit X une variété projective complexe. Elle est définie, dans 

æ° (C) , par une famille finie d'équations homogènes P = O . Soient 

a 8 les coefficients de P, Si on traite les a, a comme des indé- 

terminées, les P, définissent une famille de variétés projectives, 

paramétrées par un espace affine S : on à obtenu un morphisme pro- 

jectif £f : Y — S dont X est la fibre au point s de S de coor- 

données les valeurs originales des 2 * Ce morphisme ff : Y — 5 

provient par extension des scalaires de ® à € d'un morphisme de 
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schémas sur D . Comme nous dirons, il est défini sur ® ,

Soit f : Y —<■ S un morphisme séparé de schémas de type fini sur 
(g . Il existe alors une stratification 1 de S (définie sur (g) , 
telle que, pour chaque strate T , le morphisme fT : YT —>- T déduit 
de f par restriction à T , soit à fibres "topologiquement locale­
ment constantes" - par exemple au sens que Yæd) ---- » T(Œ) est une 
fibration topologiquement localement triviale. Ceci résulte du théorè­
me d'isotopie de Thom, et de ce que les conditions de Whitney admettent 
une formulation algébrique (voir J.L. Verdier, Inventiones 36 (1976) 
p. 295-312, cor. 5.1).

Chaque composante connexe de chaque strate admet un point défini
sur un corps de nombres. Si se S(Œ) , et que t , dans la même com­
posante connexe de la même strate que s , est défini sur un corps de 
nombre, Ys et Yfc sont donc homéomorphes. Soit à prouver, par exem­
ple, le théorème de Lefschetz difficile en cohomologie d'intersection 
pour une variété projective complexe X = Ys , le connaissant pour 
Yt . La variété X , munie de la première classe de Chern t de 0(1), 
sera homéomorphe à (Yt,Z) , d'où l'assertion. Cet argument utilise 
l'invariance topologique de la cohomologie d'intersection ([6]). On 
pourrait s'en dispenser en travaillant sur Y , muni d'une stratifica­
tion convenable.

Souvent, on s'intéresse non pas à une variété X , mais à un mor­
phisme u : X^ —- X2 . Ici encore, on peut trouver un diagramme défini 
sur ® :

dont u se déduit par passage aux fibres en s € S(Œ). On prendra 
garde qu'il n'existe en général aucune stratification 1 de S, te le que 
le type topoiogique de u : f^ft) -------► f”1^) soit constant pour

t dans une composante connexe d'une strate : le type topologique peut 
varier continûment. Il existe toutefois des stratifications T de S , 
définies sur ® , telles que, après changement de base de S à T , 

le morphisme
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schémas sur Q . Comme nous dirons, il est défini sur @ 
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ment constantes" - par exemple au sens que Yy (©) —_—+ T(T) est une 

fibration topologiquement localement triviale. Ceci résulte du théorëè- 

me d'isotopie de Thom, et de ce que les conditions de Whitney admettent 

une formulation algébrique (voir J.L. Verdier, Inventiones 36 (1976) 

p-. 295-312, cor. 5.1). 

Chaque composante connexe de chaque strate admet un point défini 

sur un corps de nombres. Si s € S(T) , et que t , dans la même com- 

posante connexe de la même strate que s , est défini sur un corps de 

nombre, Ye et Ye sont donc homéomorphes. Soit à prouver, par exem- 

ple, le théorème de Lefschetz difficile en cohomologie d'intersection 

pour une variété projective complexe X = Ye , le connaissant pour 

Ye . La variété X , munie de la première classe de Chern £ de O(1}, 

sera homéomorphe à ŒY,r2 , d'où l'assertion. Cet argument utilise 

l'invariance topologique de la cohomologie d'intersection ({6])}. On 

pourrait s'en dispenser en travaillant sur Y , muni d'une stratifica- 

tion convenable. 

Souvent, on s'intéresse non pas à une variété X , mais à un mor- 

phisme u : X; —+ X, . Ici encore, on peut trouver un diagramme défini 
2 

u 
Yi + Y 

4 \ Æ 

S 

dont u se déduit par passage aux fibres en s € S(T). On prendra 

sur @: 

garde qu'il n'existe en général aucune stratification T de $, telle que 

le type topologique de uy à £T" Ct) —— #5 ©) soit constant pour 

t dans une composante connexe d'une strate : le type topologique peut 

varier continüment. Il existe toutefois des stratifications T de $, 

définies sur M, telles que, après changement de base de $ à T, 

le morphisme 

153



A. A. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

ait la propriété suivante 
diagramme cartésien

quel que soit T' —c T , donnant lieu à Un

yit' (I) ------ V-------- * Y1T(Œ>

Y2t, (I) ------- ----------► Y^tŒ) ’

et le système local L sur Y^d) , on a

v* R^u L ———* R^u v* L .* *
Ce résultat, convenablement amplifié (cf. les réductions en 6.1.2), 
suffit en pratique.

6.1.7. On trouve dans EGA IV §§ 8,9 des listes de résultats du type
suivant. Soient A un anneau (commutatif) limite inductive d'anneaux
A, et supposons pour simplifier A et les A^ noethériens. Tout
objet X "de présentation finie” sur Spec(A) (par exemple : schéma de
type fini, morphisme entre tels, faisceau cohérent sur un tel,...) pro­
vient d'un objet analogue X^ 
X^ fournissent le même X. := 
grand. Pour que X/Spec A ait

sur l'un des Spec(A,) ; deux choix de
X. x Spec A. pour j assez
i opec A^ J

une propriété "relative" P, stable par
changement de base, il faut et il suffit que 
grand.

X ./Spec A. l'ait pour j

Le cas qui nous intéresse est celui où A Œ est écrit comme
limite inductive de ses sous-anneaux de type fini sur E .

Variante . Pour tout anneau A c (C de type fini sur E il existe 
f / O dans A tel que Spec (A[l/f]) soit lisse sur Spec E . Rem­
plaçant l'ensemble ordonné filrant des sous-anneaux de (E de type fini 
sur E par une partie cofinale I , on a encore Œ = lim ind A. , pour 

un système inductif A^ dans lequel les S. := Spec(A.) sont lisses 
sur Spec E .
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Up 5 Yir > or 

4 

ait la propriété suivante : quel que soit T' —+ T , donnant lieu à un 

diagramme cartésien 

MEL (TE) us YaT(0) 

u u 

y Lope ) ———— YU) 

et le système local L sur Y,,(T) , on a 
1T 

v*Rdu 1 ES, Ru, v*L 

Ce résultat, convenablement amplifié (cf. les réductions en 6.1.2), 

suffit en pratique. 

6.1.7, On trouve dans EGA IV 88 8,9 des listes de résultats du type 

suivant. Soient À un anneau (commutatif) limite inductive d'anneaux 

À, et supposons pour simplifier À et les A; noethériens. Tout 

objet X “de présentation finie" sur Spec(A} (par exemple : schéma de 

type fini, morphisme entre tels, faisceau cohérent sur un tel,...}) pro- 

vient d'un objet analogue X; sur l'un des Spec(A,) ; deux choix de 

x, fournissent le même X, := X, ec A4 spec bE pour j assez 

grand. Pour que X/Spec À ait une propriété "relative" P, stable par 

changement de base, il faut et il suffit que X.j/Spec À; l'ait pour j 

grand. 

Le cas qui nous intéresse est celui où A = © est écrit comme 

limite inductive de ses sous-anneaux de type fini sur Z. 

Variante . Pour tout anneau À © © de type fini sur Z il existe 

f # O dans À tel que Spec (Af1/f]) soit lisse sur Spec Z . Rem- 

plaçant l'ensemble ordonné filrant des sous-anneaux de Œ€ de type fini 

sur Z par um partie cofinale I , on a encore Œ = lim ind Ai , pour 

un système inductif A, dans lequel les S, := Spec(A,) sont lisses 

sur sSpec Z 
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On trouve que tout schéma X de type fini sur I provient d'un

X./S. , que si X,Y proviennent de X.,Y,/S. ' un morphisme (resp.
isomorphisme) f : X Y provient de fj
posé X. = X x S., et de même pour Y), 
deviennent égaux sur un S^ (k > j). En ce

: Xj —* Yj , j >_ i (on a 
et que deux choix de f
sens, X^ est "essentiel­

lement unique pour i grand".

De même, une stratification T de X , un faisceau constructible 
de 22/£n-modules, un morphisme entre tels faisceaux,... proviennent 

d'objets analogues sur un X^ , i assez grand, et deux choix sur X^ 

deviennent égaux sur Xj , i 1 i convenable.

Notation . Pour E un "objet" sur I , on notera = un "objet" sur —------------- o
S = Spec (A) , A c Œ de type fini sur 22 assez grand, dont = se dé­
duise par extension des scalaires de A à I , et, pour T sur S , 
on notera =T le pull-back de =s sur T . Cette notation est ambiguë 
(=s n'est en général pas unique) mais ce qui précède assurera que 
cette ambiguité n'est pas gênante.

Si T est une stratification de X à strates lisses (resp. con­
nexes) , quitte à aggrandir S , les strates de Tg sont lisses sur S 
(resp. à fibres géométriques connexes). Si le faisceau F sur X est
localement constant sur chaque strate, quitte à aggrandir S , il en
va de même pour F_ sur X .

Soient f : X ---- ► Y un morphisme de schémas de type fini sur I
et F un faisceau constructible de E/in-modules sur X . Soient 

f_ : Xo —► Yc et F_ sur X , sur S = Spec(A), comme plus haut, o S o o o
D'après SGA4 1/2 (Th. finitude 1.9), il existe un ouvert non vide 
U c S tel que pour tout morphisme de schémas q : U' —* U , donnant 
lieu à un diagramme cartésien

f f

U' g '

on ait g*RqVu ~ — R^g^u - et que les R^Fy soient constructi­

bles .

Conséquence : (cf. les réductions en 6.1.2). Etant donnés des schémas
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On trouve que tout schéma X de type fini sur Œ€ provient d'un 

x,/8i , que si X,Y proviennent de Xi1Y:/S; , un Rorphisme (resp. 

isomorphisme) f : X — Y provient de f., : X., — Y; F) > i (on a 
] 

posé X; = Xi * a Sir et de même pour Y}, et que deux choix de £4 

deviennent égaux sur un ÊTA (k > j). En ce sens, X, est "essentiel- 

lement unique pour i grand". 

De même, une stratification T de X , un faisceau constructible 

de Z/2"-modules, un morphisme entre tels faisceaux,... proviennent 

d'objets analogues sur un X; , à assez grand, et deux choix sur X, 

deviennent éqaux sur X, , j > i convenable. 
nl = 

Notation . Pour = un "objet" sur Æ , on notera Es un "objet" sur 

S = Spec(A}, ACT de type fini sur %Z assez grand, dont = se dé- 

duise par extension des scalaires de À à ©T©,et, pour T sur S, 

on notera Ex le pull-back de Eg Sur T . Cette notation est ambiqgue 

Es n'est en général pas unique} mais ce qui précède assurera que 

cette ambigquité n'est pas génante. 

Si T est une stratification de X à strates lisses (resp. con- 

nexes), quitte à aggrandir S , les strates de Ts sont lisses sur S 

(resp. à fibres géométriques connexes). Si le faisceau F sur X est 

localement constant sur chaque strate, quitte à aggrandir S , il en 

va de même pour Fe sur X, . 
s 

Soient £f : X —— Y un morphisme de schémas de type fini sur € 

et F un faisceau constructible de Z/2 modules sur X . Soient 

€: : Xs + Yg €t F- sur X; * Sur S = Spec(A), comme plus haut. 
5 

D'après SGA4 1/2 (Th. finitude 1.9), il existe un ouvert non vide 

U = $ tel que pour tout morphisme de schémas q : U' — U , donnant 

lieu à un diagramme cartésien 

QU 
Xy' Xy 

£ L 

Yy t = À Yy , 

on ait g'RÎSE, T— RTE 9" Fo , et que les RTE Fu soient constructi- 

bîes. 

Conséquence : (cf. les réductions en 6.1.2). Etant donnés des schémas 
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X. de type fini sur Œ , des morphismes entre les X^ , en nombre 
fini, et des faisceaux constructibles de E/in-modules sur les X^ , 

en nombre fini, on peut tous les descendre sur S = Spec(A), A c Œ de 
type fini sur TL assez grand. Quitte à rétrécir S , on peut supposer 

♦ * ♦ * »
que les opérations cohomologlques usuelles (R f+,R fj,f /R f, ® 
et Totp ,Extp) , appliquées un nombre borné de fois ajjx faisceaux 

constructibles donnés, fournissent des faisceaux constructibles, 
et commutent à tout changement de base S' + S .Si a

est la projection de X^g sur 
R*ait , appliqués aux résultats 

constants sur S .

S , on peut aussi supposer que les

de ces opérations, sont localement

6.1.8. Ce qui précède concerne les faisceaux de E/£ n-nûdules. Les 

faisceaux sont des objets de nature infinie, et ne peuvent pas en
général se ramener 
Œ = f (Œ)-{0,-} 
unipotente. Un tel 
Œ , avec K c Œ

mK

de Œ à S . Par exemple : il existe sur
des æ^ - faisceaux lisses, de monodromie non quasi- 

TL ^-faisceau ne provient pas d'un 2 ^- faisceau sur 

de type fini sur Q •

Voici une méthode pour contourner cet obstacle. Soient X de type
fini sur Œ , T une stratification (2.1) de X à strates lisses et 
connexes, et L la donnée, pour chaque strate TET, d'une famille 
finie L (T) de faisceaux lisses irréductibles de 2Z/Z - modules. Soit 

^S'^S'^S^ sur S = sPec<A>< A c Œ de type fini sur S , donnant 
(X,T,L) par extension des scalaires de A S Œ . On suppose S tel 
que les strates T £ Tg soient lisses sur S S f ibres géométriques 
connexes, que pour F et G de la forme j,L (j : T‘—r Xg dans T 
et L dans Lg(T)) , les Ext^(F,G) soient compatibles aux changements 

de base S' —i- S , et que, pour a la projection sur S , les 
RPa E2£tq ( F , G) soient localement constants et compatibles aux change­

ments de base. Soit alors A c v c Œ , V un anneau de valuation dis­
crète strictement hensélien dont le corps résiduel est une clôture al­
gébrique d'un corps résiduel fini de A . Pour tout point fermé a de
Spec A , il existe un tel V tel que le morphisme Spec V  >• Spec A 
envoie sur a le point fermé de Spec V : prendre un "arc analytique”, 
quotient de dimension 1 du complété A^ , qui ne soit contenu dans 
l'image inverse dans Spec A* d'aucun fermé non trivial de Spec A , 

normaliser et henséliser strictement. Soient (XV,TV,LV) déduit de 

^S'^S’^s’ Par “Changement de base, et (Xg,Ts,Ls) la fibre spéciale. 
Soit le diagramme de schémas
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x; de type fini sur CT, des morphismes entre les Xi , en nombre 

fini, et des faisceaux constructibles de Z/1°-modules sur les X{ , 

en nombre fini, On peut tous les descendre sur S = Spec(A), AcT de 

type fini sur Z assez grand. Quitte à rétrécir S , on peut supposer 

que les opérations cohomologiques usuelles CRE RE LE R"E!, @ 

et Tor, Ext), appliquées un nombre borné de fois aux faisceaux 

constructibles donnés, fournissent des faisceaux constructibles, 

et commutent à tout changement de base S' > S . Si a; 

est la projection de xX. sur S , on peut aussi supposer que les 
is 

R'a;, , appliqués aux résultats de ces opérations, sont localement 

constants sur S 

6.1.8. Ce qui précède concerne les faisceaux de Z/2 B modules. Les Z- 

faisceaux sont des objets de nature infinie, et ne peuvent pas en 

général se ramener de Æ à S . Par exemple : il existe sur 

En = P (T)-{0,=} des Z,- faisceaux lisses, de monodromie non quasi- 

unipotente. Un tel Z,- faisceau ne provient pas d'un Z,- faisceau sur 

Enr , avec K &cT de type fini sur 

Voici une méthode pour contourner cet obstacle. Soient X de type 

fini sur © , T une stratification (2.1) de X à strates lisses et 

connexes, et L la donnée, pour chaque strate T € T , d'une famille 

finie L(T) de faisceaux lisses irréductibles de Z/£- modules. Soit 

(XerTarls) sur S = Spec(A), A &ŒT de type fini sur Z , donnant 

(X,T,L) par extension des scalaires de À à ©. On suppose S tel 

que les strates T ETs soient lisses sur S à fibres géométriques 

connexes, que pour F et G de la form i,L CG :T — À dans 7T 

et L dans LS(T)) , les Ext{(F,6) soient compatibles aux changements 

de base S' -; S , et que, pour à la projection sur S , les 

RPa Ext{(F,6G) soient localement constants et compatibles aux change- 

ments de base. Soit alors ACVeŒT, V un anneau de valuation dis- 

crète strictement hensélien dont le corps résiduel est une clOture al- 

gébrique d'un corps résiduel fini de A. Pour tout point fermé a de 

Spec À , il existe un tel V tel que le morphism Spec V —+ Spec À 

envoie sur a le point fermé de Spec V : prendre un "arc analytique", 

quotient de dimension 1 du complété A , qui ne soit contenu dans 

l'image inverse dans Spec Aî d'aucun fermé non trivial de Spec À , 

normaliser et henséliser strictement. Soient Kys Tyr by déduit de 

(XsrTarLs) par changement de base, et RrTirls) la fibre spéciale. 

Soit le diagramme de schémas 
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X --------------- xv - Xs .

Soit Dy ^(X,^) la sous-catégorie de D^tX,^^) formée des K 

tels que les H1K , réduits mod £ et restreints à chaque strate T , 

soient localement constants et à constituants dans L(T) . Soient de 
même D^ f (Xy., æp et D^ L (Xg, K^ ) .

Lemme 6.1.9. Avec les notations ci-dessus, les foncteurs

D^^fX,^) *^- D^(XV, s4)-^- D^t(Xs,a£)

sont des équivalences de catégories.

L'énoncé analogue, avec IL ^ remplacé par S/£n , est conséquence 

formelle de ce que, pour F et G comme en 6.1.8, les
H^(-,Extq(F G)) sont "les mêmes" sur X , X„ et X . On vérifie que 

la tor-dimension finie est préservée, et 6.1.9 résulte, par défini­
tion des catégories dérivées f-adiques, de l'énoncé obtenu en rempla­
çant Dy ^(-,7L^) par DT 1 t f <_'æ/^n> (t.f. pour "tor-dimension 
finie").' ' '

6.1.10. Pour (X,î,l ) donné, on obtient donc pour tout S = Spec(A) 
assez grand et pour tout V (A c v c œ) comme ci-dessus une équiva­

lence de catégories

(6.1.10.1) Dy l(X,2Z£) dT, /.Vz’

reliant Œ à la clôture algébrique d'un corps fini.

Le fait que deux choix de Tg , Lg deviennent égaux quand on aggran- 
dit S peut se formuler de la façon suivante. Soit 1/ l'ensemble des 

anneaux de valuations discrètes V c Œ , à corps résiduel la clôture 
algébrique d'un corps fini. Pour A <= Œ de type fini sur IL , soit 
1/(A) l'ensemble des V tels que A c v . Les P (A) forment un ensem­
ble ordonné filtrant de parties de V (une base de filtre) ; on s'in­
téressera â des germes selon le filtre correspondant.

Pour X un schéma de type fini sur Œ , déduit de Xg , S = 
Spec(A) , par extension des scalaires, le germe du système des X (s 
point fermé de Spec(V) pour V E U(A)) ne dépend que de X (à iso­

morphisme unique près). De même pour les autres objets "de présenta­

is?

FAISCEAUX PERVERS 

i 
- À . 

s 
x, AUTRE Xy + 

A b < . b < 
soit Dr L (Xr 2p) la sous-catégorie de D(X,2 p) formée des K 

tels que les H'K , réduits mod £ et restreints à chaque strate T,, 

soient localement constants et à constituants dans L(T) . Soient de 
b b 

même DT, L (Xyr Zp) et Dr ir Z). 

Lemme 6.1.9. Avec les notations ci-dessus, les foncteurs 

.# 
1 b u* Bb b 

DT, LUX+ Z) + — Dre (Xye Z,)+ DT 1 (KZ) 

sont des équivalences de catégories. 

L'énoncé analogue, avec Z, remplacé par 2/2, est conséquence 

formelle dé ce que, pour F et G comme en 6.1.8, les 

HP(-,Ext1(F,G)) sont "les mêmes" sur X, X, et X, - On vérifie que 

la tor-dimension finie est préservée, et 6.1.9 résulte, par défini- 

tion des catégories dérivées f-adiques, de l'énoncé obtenu en rempla- 

çant D 1-2) par DD Les. C2) (t.f. pour "tor-dimension 

finie"). 

6.1.10. Pour (X,T,L )} donné, on obtient donc pour tout S = Spec(A) 

assez grand et pour tout V (A€VETT) comme ci-dessus une équiva- 

lence de catégories 

b b 
(6.1.10.1) DT 1 (X 2%) ++ Dr, [Xe 2) ° 

reliant € à la clôture algébrique d'un corps fini. 

Le fait que deux choix de Ts d Le deviennent égaux quand on aggran- 

dit S peut se formuler de la façon suivante. Soit VÙV l'ensemble des 

anneaux de valuations discrètes V € © , à corps résiduel la clôture 

algébrique d'un corps fini. Pour ACŒ de type fini sur Z , soit 

V(A) l'ensemble des V tels que A © V . Les V(A) forment un ensem- 

ble ordonné filtrant de parties de V (une base de filtre) ; on s'in- 

téressera à des germes selon le filtre correspondant. 

Pour X un schéma de type fini sur Æ , déduit de Xg rs S = 

Spec(A) , par extension des scalaires, le germe du système des ke (s 

point fermé de Spec(V) pour VE V(A)}) ne dépend que de X (à iso- 

morphisme unique près). De même pour les autres objets "de présenta- 
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tiens finie" considérés. Pour (X,T,L) donné, le germe du système des 
équivalences de catégories (6.1.10.1) ne dépend de même que de 

(X,T,L)-

Si T‘,L' raffine T , L le germe du système d'équivalences 
(6.1.10.1) pour T , L est bien sûr induit par le germe analogue pour 
(T',L') , mais, puisqu'il ne s'agit que de germes, on ne peut pas pas­
ser à la limite pour en déduire des équivalences D^ (X, S )-<-«-D^ (X ,æ ). 

b G JC C S £ 
On peut seulement affirmer que chaque K dans D (X, a) définit un 
germe de système d'objets Kg dans les D°(Xs,S{).

Si ( T , L) est tel que (a) les strates sont lisses et connexes, 
(b) pour j : T «—» X une strate, L e 1 (T) et T' çî , les 
R*^j L|T' sont localement constants à constituants dans L(T'), on peut 

prendre S tel que les mêmes propriétés valent sur S , et que les 
R^j^L commutent à tout changement de base S' —*- S . Pour toute fonc­

tion de perversité p sur T , les équivalences 6.1.9 respectent alors 
les t-structures de perversité p , et il eh va de même pour le germe 
du système d ' équivalences ( 6.1.10.1) .

Utilisant 6.1.7, on peut faire en sorte que les équivalences 

6.1.9 (et le germe du système des équivalences (6.1.10.1)) respectent 
les opérations cohomologiques habituelles. Par exemple, pour T = 
RHom ou <5“ , on peut aggrandir chaque (T,L} en un (T',L") tel 
que T envoie D^ x D^ ^ dans D^, ^, , puis prendre S tel que 

pour V comme ci-dessus, les équivalences 6.1.9 respectent le fonc­
teur T . De même, pour f : X —<- Y (ou Y —<- X) , on trouvera (T' ,L") 
sur Y tel que T = Rf* , Rf , (ou f*,Rf‘) envoie D^ dans 
D^ , , et que les équivalences 6.1.9 commutent aux foncteurs T .

En ce qui concerne RHom et ^ , tirant profit de ce que

L (T) est un ensemble de classes d'isomornhie de faisceaux de ^/t- 
modules, et que ceux-ci ont une monodromie finie, on peut plus simple­
ment raffiner (T ■ L} en (T' ,L') tel que D^, ., soit stable par 

RHom et ® .

Rétrécissant S , on peut aussi supposer que 6.1.10.1, restreint 
aux faisceaux, respecte :

- la structure des S - modules fibres de F £
(rang, diviseurs élémentaires de la torsion).

en les points d'une strate
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tions finie" considérés. Pour (X,T,L) donné, le germe du système des 

équivalences de catégories (6.1.10.1) ne dépend de même que de 

(X, TL). 

Si T',L' raffine T , L le germe du système d'équivalences 

(6.1.10.1) pour T , L est bien sûr induit par le germe analogue pour 

(T',L') , mais, puisqu'il ne s'agit que de germes, on ne peut pas pas- 

ser à la limite pour en déduire des équivalences Dex 2) DZ). 

On peut seulement affimer que chaque K dans D? (x, 2) définit un 

germe de système d'objets Ka dans les D (X 2, 

Si (T,L) est tel que (a) les strates sont lisses et Connexes, 

(b) pour j: T<+ X une strate, LE LIT) et T'°'EeT , les 

Rd LIT! sont localement constants à constituants dans L(T'), On peut 

prendre S$S tel que les mêmes propriétés valent sur S , et que les 

RTj,L commutent à tout changement de base S' —+ S . Pour toute fonc- 

tion de perversité p sur T , les équivalences 6.1.9 respectent alors 

les t-structures de perversité p , et il eñ va de même pour le germe 

du système d'équivalences (6.1.10.1). 

Utilisant 6.1.7, on peut faire en sorte que les équivalences 

6.1.9 (et le germe du système des équivalences (6.1.10.1)) respectent 

les opérations cohomologiques habituelles. Par exemple, pour T = 

RHOM Ou & , on peut aggrandir chaque (T,L) en un (T',L') tel 

: b b b : que T envoie Dr, L * Dr, 1 dans Dre, , puis prendre S tel que 

pour V comme ci-dessus, les équivalences 6.1.9 respectent le fonc- 

teur T . De même, pour f : X —+ Y (ou Y —+ X}, on trouvera (T',1') 
! 

sur Y telque T=nRf, , Rf, (ou f*,Rf°) envoie D? L dans 
b ju ! 

Dr: L' et que les équivalences 6.1.9 commutent aux foncteurs T 

En ce qui concerne RHom et & , tirant profit de ce que 

L(T) est un ensemble de classes d'isomorphie de faisceaux de Z£- 

modules, et que ceux-ci ont une monodromie finie, on peut plus simple- 

ment raffiner (T,L) en (T',L') tel que soit stable par D, 1 
IL TL 

RHom et & . 

Rétrécissant $S , on peut aussi supposer que 6.1.10.1, restreint 

aux faisceaux, respecte : 

- la structure des Z, - modules fibres de F en les points d'une strate 

(rang, diviseurs élémentaires de la torsion). 
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- la lissitéde F : on se ramène au cas de faisceaux de S/£-modules 
en observant que pour qu'un S -faisceau soit lisse, il faut et il 
suffit que le noyau et le conoyau de £ : F —■* F le soient.

- Pour F lisse sur X lisse connexe, la monodromie : rétrécir X 
pour qu'il n'y ait qu'une strate (ceci ne change pas le groupe de mo­
nodromie) , et passer â un revêtement fini connexe qui trivialise les 
éléments de f (X) . Utiliser alors que, puisque X —► Xv et Xg —c X^ 
induisent des isomorphismes sur H^(-,S/1) , ces morphismes induisent 

des épimorphismes sur le pro-t-complété du n. . Par ailleurs, du 
système d'équivalences (6.1.10.1) pour les S -catégories dérivées, 
on déduit aussitôt des systèmes analogues pour les ^ , E^ et ®f - 
catégories dérivées. Pour vérifier, dans le cas des ®^-faisceaux, 
qu'il préserve la lissité on peut utiliser les faits suivants :

(a) pour que F soit lisse, il faut et il suffit que son image inverse 

sur le normalisé de ^re^ le s°it.

(b) Soit X normal connexe et j : U c---- ► X un ouvert dense. Pour que 

F sur X soit lisse, il faut et il suffit que ses fibres aient tou­
tes la même dimension, que sa restriction à U soit lisse, et que 
F ^ V*F .

6.2. Exemples•

6.2. L Dimension cohomologique des schémas affines ,

Soit X un schéma affine sur Œ , de dimension d . Soit à dé­
duire des résultats analogues en cohomologie t-adique (4.1.4) que 
pour tout faisceau constructible F de Œ-espaces vectoriels sur X(Œ), 
on a H1(X(Œ),F) =0 pour i > d . Ecrivons simplement X pour X(Œ). 
Par dévissage, on se ramène à supposer F de la forme j,L , pour 

J : Y c—* X l'inclusion d'un sous-schéma connexe et L un système 
local complexe sur Y . Soit y e Y - Le système local L est défini 
par une représentation de u1(Y,y) sur Ly ~ Œn . Le groupe t^ étant 

de génération finie, cette représentation se factorise par 

PA : ’i^'Y) ---- * UL(n,A) , avec A c Œ de type fini sur Z : on a
1 = 1A ®A Œ pour La un système local de A-modules. Soit FA = j|LA. 
Nous admettrons comme connu que les H1(X,FA) sont des A-modules de 

type fini et que pour tout A-module M , on a
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suffit que le noyau et le conoyau de £ : F —+ F le soient. 
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qu'il préserve la lissité on peut utiliser les faits suivants : 

(a) pour que F soit lisse, il faut et il suffit que son image inverse 
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(b) Soit X normal connexe et j : U+ X un ouvert dense. Pour que 

F sur X soit lisse, il faut et il suffit que ses fibres aient tou- 

tes la même dimension, que sa restriction à U soit lisse, et que 

F + 3,i"F . 

6.2. Exemples. 

6.2.1L Dimension cohomologique des schémas affines 

Soit X un schéma affine sur € , de dimension d . Soit à dé- 

duire des résultats analogues en cohomologie f-adique (4.1.4) que 

pour tout faisceau constructible F de ŒT-espaces vectoriels sur X(C), 

on a aŸ (X(T),F) = O pour i > à -. Ecrivons simplement X pour X(ŒT). 

Par dévissage, on se ramène à supposer F de la forme j,L , pour 

J 2: Y<— X l'inclusion d'un sous-schéma connexe et L un système 

local complexe sur Y . Soit ye Y . Le système local L est défini 

par une représentation de ri (Yry) sur L  æ T° . Le groupe 

de génération finie, cette représentation se factorise par 

LE étant 

Pn © Ti{YeY) —+ GL(n,A) , avec AT de type fini sur Z :oma 
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type fini et que pour tout A-module M , on a 
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RT (X,Fa®a M) 
de ce que, si 
triangulable.

RT (X,Fa) S) M . Ces résultats de finitude résultent

X est une complétion projective de X

Si N est le plus grand entier tel
on a alors HN(X,^®AM)= HN(X,FA> (^ M •

N < d . Supposons N 
un idéal maximal de

> d , et prenons M

est fini, F. , estA/m

A , 
le

SOit FA/m = 
e d'un faisceau

Prouvons par 
de la forte

: FA ®A A/m ’
' FA/m sur

, (X,X-X) est 
que H1(X,FA)/o, 

1 ' absurde que
A/m , pour m 

Puisque A/m
Y . . On a et

hN(x'fa> ®a a/” = «^-W 77-777777 HN(xet'Fvm>=° -

puisque N > d . Ceci valant pour tout m, et H (X,F.) étant de type 
fini, on a H (X, FA) = O : contradiction. Les H (X,FA> sont donc 
nuis pour i > d , et on conclut en utilisant que H^tX^) =
Hi(x,FA) ®A 1 •

Variantes . Plutôt que de dévisser F pour se ramener au cas F = j,L , 
on aurait pu directement écrire F = FA ®A Œ , pour A comme ci- 
dessus et Fa un faiscgau constructible de fibres des A-modules 
libres.

Remarque . Le résultat obtenu n'est pas satisfaisant : on a H1(X,F)=O 

pour i > dim X dès que X est un espace de Stein, et que F est 
un faisceau abélien localement constant sur les strates d'une strati­
fication analytique localement finie. Ceci se démontre par une variante 
convenable de la théorie de Morse.

6.2.2. La filtration par le poids•

Soit X sur Œ . Pour obtenir la structure de Hodge mixte de la
cohomologie de X , on commence par remplacer X par un schéma simpli- 
cial muni d'une compactification convenable Xtc.X+([3]). Un schéma sim- 
plicial est un objet de nature infinie : il comporte une infinité de
X^ , et une infinité de flèches. On n'est donc pas assuré de pouvoir 
en trouver une version sur S = Spec(A), avec A c Œ de type fini sur

Z . Toutefois, pour étudier les H1(X) , pour i < n , il suffit de 

disposer des X^ et X^ pour i < n+1 , et le tronqué 

‘Xi’i<n+lC----- * (Xi>i<n+1 peut être descendu à S . La filtration par 
le poids W^ de H*(X(Œ), ®) est l'aboutissement d'une suite spectrale 

construite à partir de X* c—>- X . La même suite spectrale existe en 
cohomologie H-adique. La filtration W£ de Hn(X,®£) = Hn(X(Œ),®)® ®^
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i 
H (X,F,) ë € . 

Variantes . Plutôt que de dévisser F pour se ramener au Cas F = j,L, 

on aurait pu directement écrire F = FA Sn TC , pour A comme ci- 

dessus et un faisceau constructible de fibres des A-modules Fa 
libres. 

Remarque . Le résultat obtenu n'est pas satisfaisant : on a HT (X,F)=0 

pour i > dim_X dès que X est un espace de Stein, et que F est 

un faisceau abélien localement constant sur les strates d'une strati- 

fication analytique localement finie. Ceci se démontre par une variante 

convenable de la théorie de Morse. 

6.2.2. La filtration par le poids. 

Soit X sur € . Pour obtenir la structure de Hodge mixte de la 

cohomologie de X , on commence par remplacer X par un schéma simpli- 

cial muni d'une compactification convenable x,oX, (131). Un schéma sim- 

plicial est un objet de nature infinie : il comporte une infinité de 

X; , ét une infinité de flèches. On n'est donc pas assuré de pouvoir 

en trouver une version sur S = Spec(A), avec A<cT de type fini sur 

Z . Toutefois, pour étudier les a (x) , pour i+«kn , il suffit de 

disposer des X, et x; pour i < n+l , et le tronqué 

Ki) jene1 7 (Biliensi 
le poids Ko de H*(X(T),®) est l'aboutissement d'une suite spectrale 

peut être descendu à $S . La filtration par 

construite à partir de %Xx, — X, . La même suite spectrale existe en 

cohomologie Î-adique. La filtration W, de H°(x,0,) = H°(X(T) ,0® ®, 
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déduite de W$ persiste donc sur S : pour a : Xg —>- S , on dispose 
d'une filtration W de Rna (B qui, sur Œ , donne W . Rétrécis-

l * Z l _
sant S , on peut supposer que les conditions imposées aux X. et X.
(i _< n+1) sur Œ persistent sur S (X^s propre et lisse sur S ,

is complément d'un diviseur à croisements normaux relatifs
surjectivité et propreté de X.
formation de W

Z

(cosqi_1sq±_1(X s et que la
(comme aboutissement de telle suite spectrale) com-

mute à tout changement de base. Utilisant la conjecture de Weil, on
voit
tion

alors qu'en chaque point fermé s de S , W
par le poids de _,(B ) , telle que définie 

s Z
en terme des valeurs absolues complexes des valeurs

induit la filtra- 
arithmétiquement, 
propres de Frobe­

nius. Voici une application.

Proposition 6.2.3 . Soit f : X  >- Y un morphisme séparé de schémas 
de type fini sur Œ . Supposons que Rnft® est localement constant, 
et que pour chaque y dans Y , on a (Rnf^(B)y ~,, Hn(X^,®) . Alors, 

les filtrations par le poids des Hn(X , (B) forment une filtration 
n localement constante du système local R f*® .

Il suffit de prouver 6.2.3 après tensorisation par ®ÿ , et il 
s'agit alors de le déduire du théorème [1] 3.4.1 selon lequel si 
F est un ® -faisceau lisse localement constant sur un schéma Y o t o
de type fini sur IF , et que Fq est mixte, le faisceau Fq admet 
une filtration W par des sous-faisceaux lisses, telle que Gr^FQ 

soit ponctuellement pur de poids i .

La difficulté dans 6.2.3 est que la construction du schéma simpli-
cial compactifié (X^)* qui permet de calculer la filtration par le
poids de la cohomologie de X^ = 
faite uniformément en y . Si on 
tronqué, il existe toutefois une

f- (y) ne peut pas toujours être 
ne considère qu'un schéma simplicial 
stratification de Y telle que au-

dessus de chaque strate T la construction puisse être faite unifor­
mément : existence d'un schéma simplicial tronqué compactifié
X*T C—” X*T augmenté 

conditions imposées à
vers XT , vérifiant les analogues relatifs des

Si f : X >■ Y est descendu en f : X ---- >■ Y sur S = Spec (A) 
A <= Œ de type fini sur æ , l'hypothèse "Rnf*(Q$ commute au passage 

aux fibres" s'hérite de f à f , après avoir rétréci S . Il existe 
en effet une stratification F de Y_ telle que, pour Y' dans
Tc , le morphisme fl : XI = f„ (Yi) -----* Yé vérifie "la formation
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déduite de Wo persiste donc sur S : pOur a : Xs — S , on dispose 
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une filtration W par des sous-faisceaux lisses, telle que 

soit ponctuellement pur de poids ïi 

La difficulté dans 6.2.3 est que la construction du schéma simpli- 

cial compactifié a), qui permet de calculer la filtration par le 

poids de la cohomologie de x, = #72 (y) ne peut pas toujours être 

faite uniformément en y . Si on ne considère qu'un schéma simplicial 

tronqué, il existe toutefois une stratification de Y telle que au- 

dessus de chaque strate T la construction puisse être faite unifor- 

mément : existence d'un schéma simplicial tronqué compactifié 

Xp C—s kr augmenté vers Xy , vérifiant les analogues relatifs des 

conditions imposées à x), . 

Si f :xX * Y est descendu en fi : X, — Y sur S = Spec{A), 
S S s 

ACT de type fini sur Z, l'hypothèse "RE, D commute au passage 

aux fibres" s'hérite de f à £s après avoir rétréci S . Il existe 
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5 

$-1 
fs 
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de
de

Rfg ®t commute à tout changement de base". La propriété voulue
fg équivaut alors à ce que, pour Yg dans Ts , les diagrammes

cartésiens

donnent lieu à des isomorphismes u*Rnf„. Rnfl Œ„ . Ce morphisme 

étant un isomorphisme sur Œ , l'est au-dessus d'un ouvert non vide de 
S , aiquel il suffit de rétrécir S .

Combinant ces arguments, on trouve une stratificatiori T de Y 
telle que, après descente à S convenable, chaque fg : Xg —♦■ Y$ 
pour Yg dans Tg vérifie :

a) Rnfg*Œ^ commute au passage aux fibres ;

b) Rnfl ® est un faisceau lisse, et admet une filtration par le 
S* £

poids W , par des sous-fai sceaux lisses, qui induise sur chaque 
Hn(X^,®) 0 ®£ (y € y' (Œ) ) la filtration par le poids, et qui induise 

au-dessus de chaque point fermé de S la filtration par le poids 

^-adique.

Il reste à observer que, pour S convenable, l'équivalence 6.1.10 
est telle que si un faisceau lisse F sur Y est muni sur chaque 
strate T d'une stratification T d'une filtration WT , et que F , 
W^, correspondent à F' , W^, , pour que les W^ se recollent en une 
filtration de F par des sous-faisceaux lisses, il faut et il suffit 
qu'il en aille de même pour F' et les W^ (les WT se recollent «=» 
les flèches de recollement respectent W ; pour la lissité, voir 6.1.10).

Remarque . Nous ne connaissons pas de démonstration de 6.2.3 autre
que cette démonstration par voie arithmétique.

6.2.4. Soit F un faisceau pervers simple de Œ-espaces vectoriels sur 
X(Œ) , X un schéma de type fini sur Œ . Nous dirons que F est 
d'origine géométrique s'il appartient au plus petit ensemble qui

(a) contient le faisceau constant Œ sur X = un point,
et qui est stable par les opérations suivantes.
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de Ré a, commute à tout chargement de base". La propriété voulue 
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étant un isomorphisme sur Æ , l'est au-dessus d'un ouvert non vide de 

S , aiquel il suffit de rétrécir S . 
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telle que, après descente à S convenable, chaque fé B XG — Yé 
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faisceaux pervers

(b) Pour f un morphisme de schémas, prendre les constituants des 
PRiT , pour T = Rf*, Rf, , Rf*, Rf! .

(c) Prendre les constituants des ^H^fA ® B) , ou des ^H^RRom(A,B).

Les sous-catégories des catégories D^(X,Œ) formées des K tels 
que les sous-quotients simples des pRi(K) soient d'origine géométri­

que sont stablespar les opérateurs f , f, , f* , f• ,© et R Hom. Pour 

des stabilités qui en résultent, voir . On peut montrer qu'on a
aussi stabilité par la construction "cycles évanescents".

Un faisceau pervers F sur X(Œ) sera dit semi-simple d'origine 
géométrique s'il est somme directe de faisceaux pervers simples d'ori­
gine géométrique. Un complexe K dans D^(X(Œ),Œ) sera dit semi- 

simple d'origine géométrique s'il est isomorphe à la somme directe de 
ses (PH1(K))[-i] , et que ses Pr^K sont semi-simples d'origine géo­

métrique .

Par exemple, si j : U c—♦■ X est un ouvert de Zariski de X , 
lisse et connexe de dimension d , et que le système local L sur U 
a une monodromie finie, j , 1 W est semi-simple d'origine géométrique, 

car L est facteur direct de n Œ , pour ir : X---- ► X un revêtement 
fini, et que le faisceau constant Œ sur X est image inverse de Œ sur (Point) .

Théorème 6.2.5 (théorème de décomposition). Soit f : X ---- > Y un 
morphisme propre. Si K sur X(Œ) .est semi-simple d'origine géomé­
trique, f K sur Y(Œ) l'est aussi.

Le théorème 6.2.5 équivaut à sa variante, où le corps de coeffi­
cients Œ est remplacé par le corps isomorphe ®( , puis â celle où 
la topologie classique est remplacée par la topologie étale.

Lemme 6.2.6 . Soit F un (8t-faisceau pervers simple d'origine géo­
métrique. Pour S = Spec(A) assez grand, chaque équivalence

(6.1.10) transforme F en un Q^-faisceau pervers simple F$ sur 
X vérifiant la condition suivante.s --------------------------------------------------------------

(P) Xg provient par extension des scalaires de Xq/IF^ , et Fg de 
F , avec F pur. o ------ o ——
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(b) Pour f un morphisme de schémas, prendre les constituants des 
: (l 

PHÎT , pour T=Rfs,, R£, , R£*, R£° . 

L 
(c) Prendre les constituants des Pui (a © B) , ou des PHRHom(A,B). 
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lisse et connexe de dimension d , et que le système local L sur U 

a une monodromie finie, i,,1@ est semi-simple d'origine géométrique, 

car  L est facteur direct de TT Pour m : À —+ X un revêtement 

fini, et que le faisceau constant © sur X est image inverse de Æ sur (Point). 

Théorème 6.2.5 (théorème de décomposition). Soit f : X —+Y un 

morphisme propre. Si K sur X(I) .est semi-simple d'origine géomé- 

trique, f K sur Y(C) l'est aussi. ŒAIQUEe É — EU RRES 

Le théorème 6.2.5 équivaut à sa variante, où Le corps de coeffi- 

cients © est remplacé par le corps isomorvhe puis à celle où £ La 

la topologie classique est remplacée par la topoloqie étale. 

Lemme 6.2.6 . Soit F un ®,-faisceau pervers simple d'origine géo- 

métrique. Pour S = Spec(A) assez grand, chaque équivalence 

ps b = D LOT) +— 77 ,(X 0,) 

{(6.1.10) transforme F en un Q,-faisceau pervers simple Fe sur 

XS vérifiant la condition suivante. 

(Pb) X4 provient par extension des scalaires de ARE , et Fa de 

Fe , avec Fo pur.
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Que Fs soit pervers simple résulte de 6.1.10. La définition de 
"d'origine géométrique" étant inductive, il suffit de montrer que la 

condition (P) est stable par les opérations considérées dans cette dé­
finition. Ces opérations commutent aux équivalences considérées. Il 
reste â savoir que :
(a) $j sur (Point) vérifie (P) .

(b) Les opérations ^H1! de 6.2.4 transforment Fs vérifiant (P) en 

G^ déduit de G^ mixte ; les constituants simples de go sont purs 
(5.3.4) et par 6.1.9 z 6.1.10 ceux de Gs vérifient (P) .

(c) De même pour ® et RHom.

6.2.7. Preuve de 6.2.5 . Il suffit de traiter le cas où K est un 
faisceau pervers F . Appliquons 6.2.6. On trouve que Fg vérifie (P). 
Appliquons 5.4.5, 5.3.8 . On trouve que Rf^F est somme directe de 
ses ^H1!-!] , et que ceux-ci sont semi-simples. D'après 6.1.10, les 

mêmes propriétés valent pour Rf*F , et ceci prouve 6.2.5.

Corollaire 6.2.8(théorème global des cycles invariants). Soient
f : X —>• Y un morphisme propre (de schémas de type fini sur Œ) et K 
dans D^(X,Œ) . Soit V un ouvert (de Zariski) de Y sur lequel 

H1f+K est localement constant. Si K est semi-simple d'origine géo­

métrique , on a

(6.2.8.1) H^X.K) -----►> H° (V^f^K) .

En particulier, pour V connexe et y e Y , posant X = f ^(y) , 

"pViï) agit sur (H1f^K)^ H1(X ,K) , et (6 ■ 2.8.1) se récrit

(6.2.8.2) H (X,K)  «.H (X ,K) 1 .

Corollaire 6.2.9. (théorème local des cycles invariants). Soient
f : X -----► Y un morphisme propre, K dans D*3 ( X, Œ) et y € Y . Soit

c iV un ouvert (de Zariski) de Y , sur lequel H f*K est localement 
constant. Pour B une boule assez petite de centre y , et j 1'in­
clusion de B n V dans B , on a

H°(Bnv,H1f.K) = (j j*H1f K) , 
* * * y

et
H°(B,H1f K)—-—+ (HXf K) = H^X ,K) .

* * y y '
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Si K est semi-simple d'origine géométrique, pour un tel B , on a

(6.2.9.1) H^X ,K) -------«H°(B fl V^f^K) .

pour B n V connexe et z E B n V , cela s'écrit encore 
. . -tr, (Bnv,z)

(6.2.9.2) H1(Xy,K) -------w-H (Xz,K) 1 .

Dans 6.2.9, l'existence de boules B du type indiqué est connue. 
Ces boules ne sont ici qu'une commodité d'exposition : on pourrait 
prendre d'autres voisinages formant un système fondamental de voisina­
ges (définis par exemple en terme d'une triangulation). Ceci dit, et 
compte tenu de 6.2.5, la preuve est la même qu'en 5.4.7-5.4.9.

Théorème 6.2.10 (Lefschetz difficile relatif) . Soient f : X —> Y un 
morphisme projectif, 2. la première classe de Chern d'un 
faisceau inversible relativement ample, et F un faisceau pervers semi- 
simple d'origine géométrique sur X . Pour i ^ O , on a

l1 : PH-1 f F—P^f F(i)
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* *

Cet énoncé se déduit de 6.2.6 et de 5.4.10. Un cas particulier 
utile est celui où Y est réduit à un point. Il fournit le théorème 
de Lefschetz difficile en cohomologie d’intersection.

Remarque 6.2.11. On aimerait pouvoir, dans les énoncés qui précèdent 
remplacer "d’origine géométrique" par "de la forme j,*L[d], pour j 
l’inclusion de Y lisse connexe de dimension d et L le système 
local sous-jacent à une variation de structures de Hodge polarisable". 
On aimerait aussi pouvoir remplacer les variétés algébriques par des 
variétés kahlériennes compactes.

Si f est un morphisme de variétés kahleriennes compactes, nous 
ne savons démontrer ni que Rf^Œ est somme des Pn1Rf+Œ[-i], ni que 

les faisceaux pervers ^H Rf^Œ sont semi-simples, ni l'analogue de 

6.2.10 pour Rf* (Œ[dim X]).
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INDEX TERMINOLOGIQUE

Admissible (morphisme) : 
(sous-catégorie abélienne) : 
(suite exacte courte) :

Amplitude cohomologique :

Cartésien :

Catégorie : (dérivée) : 
(dérivée filtrée, bifiltrée) :

(exacte) : 

(triangulée) :

Coeur (d'une t-catégorie): 
Cône :

Constructible (S-) : 

((S,L)-} :

Diagramme des 9 :

Distingué (triangle) :

Extension (stable par) :

Filtration (bête) : 
(Canonique) : 
(par le poids) :

Localement (C-) :

Mixte :

Octaèdre :
Origine géométrique :

1.2.3

1.2.5
1.2.3

4.2.1

3.2.5, 3.2.6

1.1.3
1.1.4 ex. 1
3.1.1

1.1.4

1.1.1

1.3.1

1.1.1

2.1.13

2.2.10

1.1.11
1.1.1

1.2.6

3.1.7
3.1.5
5.3.5

3.2.3

5.1.5

1.1.6
6.2.4
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Pervers (faisceau) : 2.1.5,

2.2.1,
4.0.1,

2.1.13

2.2.17;
4 .0.2

amplifié par

Perversité (duale) :
(fonction de) :

2.1.16
2.1.1, 2.2. 1

Poids (ponctuels) :

<1 wr i w) :

amolifié par

5.1.5

5.1.8

5.1.11 , 5.1 .12

Produit tensoriel externe :

Prolongement :

Pur (ponctuellement) : 
(de poids w) :

Réalisation :
Recollement (de t-structure) :

Strate :

t-catégorie : 
t-exact : 

(multifoncteur) : 
t-structure : 

(duale) : 
(induite) : 

(naturelle) : 
(de perversité p) : 
(déduite par translation) :

4.2.7

1.4,13

5.1.5
5.1.8

3.1.9
1.4.10

2.1.1

1.3.1
1.3.16
1.3.20

1.3.1
1.3.2
1.3.19
1.3.2
2.1.4
1.3.2

(iii)

(ü)

Translation (foncteur de) :

Tronqué :

1.1.1.

1.3.2(i) , 1 .3.

170

À. À. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE 

Pervers (faisceau) : 

Perversité (duale) : 

(fonction 

Poids (ponctuels) : 

(< w, > w) + 

Produit tensoriel 

Prolongement : 

Pur (ponctuellement) 

(de poids w) : 

Réalisation : 

amplifié par 

de) : 

amplifié par 

externe : 

Recollement (de t-structure) : 

Strate : 

t-catégorie : 

t-exact : 

(multifoncteur) : 

t-structure : 

(duale) : 

(induite) 

(naturelle) : 

(de perversité p) : 

(déduite par translation) 

Translation (foncteur 

Tronqué : 

de) 

170 

2.1.5, 

2.2.1, 

4.0.1, 

2.1.13 

2.2.17; 

4.0.2 

2.1.16 

2.1.1, 2.2.1 

5.1.5 

5.1.8 

5.1.11, 5.1.12 

3.1.9 

1.4.10 

2.1.1 

1.3.1 

1.3.16 

1.3.20 

1.3.1 

1.3.2 (iii) 

1.3.19 

1.3.2 

2.1.4 

1.3.2 (ii) 

1.1.1. 

1.3.2(i), 1.3.3



FAISCEAUX PERVERS

INDEX DES NOTATIONS

- p est une catégorie triangulée. Elle est le plus souvent munie d'une 

t-structure, de coeur C .
—^ r a h 1 —^ —^ h H

V~ ,V : 1.3.1 ' 1 -.= -0 fl P - 0: 1.3.12 - VF,VF : 3.1.5

- D(...) est une catégorie triangulée, dépendant de ... .
D(X,0) : 1.4.1 - D : 2.1.13 - Dc : ( 2.1.13 ), 2.2.1 - Dj t : 2.1.10 
DF,DF2 : 3.1.1 - D°(X,S ) : (2.2.14.1) - Db (X, ® . ) , Db (X ,E ' ) , 

. O C C À
c(X,®P : 2 - 2 -17’

- p est une perversité ( 2.1.1,2.2.1) , p* sa duale - p^ : 2.2.1 .

En exposant gauche, p indique un foncteur entre coeurs de 
t-catégories - ^T : 1.3.17(1.) - ou relatif à une t-structure 
(Pt^H1) .

- t est un foncteur de troncation.
F U

t , t , î 1.3.3 - Tr . , : 1.3.5 - t ,t : 1.4.13.>^a _<b 1 a, b J

- Notation diverses : D : dualité de Verdier.
F[n] : filtration décalée : 3.1.8.
G : PbF — Cb(P) : 3.1.7.

H° : 1.3.6.

Hom : 3.2.5. a
j,. : 1.4.14.1, 1.4.22, 2.1.7.

M(X,O) : 1.4.1.
n,n*,n+ : 3.3.1.

réal : 3.1.9.
tôt A : 3.2.7.
6(F,G) : 3.1.2.
A,A + : 3.2.6.

b : 4.2.7.
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