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FAISCEAUX PERVERS

Au n° 1.2, nous considérons une catégorie triangulée 0 munie
4d'une sous—catégorie pleine C(C , soumise aux axiomes (1.2.0)et(1.2.4 (ii))
(sous-catégorie abé&lienne admissible ). Si A est une catégo-
rie abélienne ayant assez d'injectifs, et que 0 = D'(A) , identifiée
5 la catégorie des complexes bornés inférieurement d'objets injectifs
de A , pris @ homotopie pras, l'axiome 1.2.0 assure que si X et
y sont dans C et que f,g : X — Y sont des morphismes de com-
plexes homotopes, l'homotopie est unigque 4 homotopie seconde prés :
deux homotopies H,,H, de £ & g sont reliées par une homotopie
seconde H' ; celle-ci a son tour est unique 2 homotopie troisi2me
prés, et ainsi de suite. Nous prouvons que C(C est abélienne.

Chaque t-structure (1l.3.1) sur U définit une sous-catégorie
abélienne admissible (1.2.5) (¢ de 0 (l1.3.6), appelée son coeur, et
on a une réciproque partielle (1.3.13). Soient A une catégorie abé-
lienne, ( une sous-catégorie abélienne strictement pleine de A,
stable par noyaux, conoyauXx et extensions, e% DC(A) ta
sous—-catégorie pleine de la catégorie dérivée formée des K tels que
les HiK soient dans C . La paire de sous-catégories pleines
(Dso(A),Dgo(A)) de D,(A) constitue une t-structure sur DC(A) , de
coeur ( . Une régle expérimentale, illustrée par le n° 1.3, est que
ce qui vaut dans ce cadre vaut pour toutes les t-structures. Par
exemple : on dispose de foncteurs de troncation 1 , d'un foncteur
cohomologique B : 0 — C ,... . Exception : en 3.1, nous utilisons
des données supplémentaires sur 7D pour construire un foncteur natu-
rel D°(C) — D .

Nous &tudions aussi comment un foncteur exact T entre t-catégories
(= catégories triangulées munies de t-structures) fournit un foncteur

Pr entre leurs coeurs, et ses propriétés d'exactitude et d'adjonction.

Au n° 1.4, nous donnons une méthode pour construire des t-
structures. Au § 2, elle sera utilisée pour construire des t-structures
de coeurs des catégories de faisceaux pervers. En gros, il s'agit,
étant donnés un espace topologique X , un ouvert j : U ¢&—— X et le
fermé complémentaire i : F=— X , de déduire une t-structure sur
D(X) d'une t-structure sur D(U) et d'une sur D(F) . Pour D(U) et
D(F) munies de translatées de leur t-structure naturelle (1.3.2), la

t-structure obtenue est dé&j3 non évidente.

Les besoins de la cohomologie ¢-adique nous forcent & nous placer


















FAISCEAUX PERVERS

prolongent en suites exactes longues.

Les axiomes imposés aux catégories triangulées sont motivés par

les exemples 1.1.2 & 1.1.5 suivants.

1.1.2. Soient A une catégorie additive, et KA la catégorie suivante :
ses objets sont les complexes d'objets de A, et HomKA(K,L) est l'en-
semble des classes d'homotopie de morphismes de complexes de K dans L.
e translaté K[1l] de K est donné par (R[11H® = Kn+1 , la différen-
tielle &tant changée de signe. Si Z[1] est le complexe de Z-modules
réduit & Z en degré -1l,c'est, avec les conventions de signes usuel-
les, ZI[1] QZ.K. Chaque suite exacte courte scindable degré par

degré de complexes O - K - L - M — 0 définit un triangle : on choisit
un scindage s : M + L (pas un morphisme de complexes), et on définit
le morphisme de degré 1 de M dans K comme étant ds-sd. Les triangles
distingués sont ceux isomorphes & ceux ainsi obtenus. Le choix de si-
gnes fait coincide avec celui de [10], et différe de celui de [7]

chI §2 et [8].

Pour tout morphisme de complexes £ : K »~ L, il existe £': K' - L',

isomorphe & f dans KA, tel gque chaque £ skt L'i soit un mono-

morphisme direct : ajouter & L le complexe homotope & zéro "céne"

sur K et &8 £ le morphisme évident de K dans son cdne. Ceci explique

TR 1 : toute flé&che est la base d'un triangle distingué.

1.1.3. Dans [10]p.13-19, J.L. Verdier explique comment d'une catégo—
rie triangulée en déduire d'autres par calcul de fractions. Pour A une

catégorie abélienne, la catégorie dérivée DA est la catégorie trian-

gulée déduite de KA en inversant les quasi-isomorphismes. Une suite
exacte courte de complexes O » K - L » M > O définit un triangle dis-
tingué dans DA([10] p.31).

1.1.4. Plus généralement, soit A une catégorie exacte au sens de
(D.Quiilen,Higheralgebraic K-theory I(p.15-16), dans Algebraic K-the-
ory I, p.77-139, Lecture Notes in Math. 341 (1973)). C'est une caté-
gorie additive, munie d'une classe E de "suites exacCtes courtes" vé-
rifiant des axiomes convenables. Soit (A,E) la catégorie des foncteurs
contravariants exacts & gauche (i.e. transformant suites dans E en
Suites exactes O - F(C) » F(B) » F(A)) de A dans la catégorie (Ab)

des groupes abéliens. D'apr&s loc. cit., les axiomes imposés a E équi-

valent 3 chacune des conditions suivantes :
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(a) il existe un foncteur pleinement fidé&le F de A dans une catégorie
abélienne, avec FA stable par extensions, tel gu'une suite soit dans
t si et seulement si son image par F est exacte courte ;

(b) le foncteur A +—— hA de A dans (A,E)~ est pleinement fidéle, et

une suite est dans £ si et seulement si son image est exacte courte.

Supposons que tout morphisme de A admette un noyau. Un complexe K
d'objets de A sera dit acyclique si les suites
o - Ker(dn) + K? - Ker(dn+1) + 0 sont exactes courtes, i.e. si
1'image hK de K dans (A,E)” est acyclique. La sous-catégorie pleine
{acycl.) de KA formée cdes comlexes acycliques est épaisse au sens de [10]
p.13 . La catéqorie dérivée DA est la catégorie KA/(acycl.) déduite

de KA en inversant les morphismes dont le cbne est acyclique.

Exemple 1. Soient A une catégorie abélienne et FA la catégorie des
objets filtrés de filtration finie de A. Disons gu'une suite

0 - X £ vy9dz -0 d'objets de FA est exacte si gf = O et que les
suites 0 -~ Grx + 6r”y » 6r'’z » O sont exactes dans A. La catégorie

DFA est la catégorie dérivée filtrée, déduite de KFA en inversant les

quasi-isomorphismes filtrés.

Exemple 2. Soit A la catégorie des espaces de Banach. Les conditions

de l.1.4. sont vérifiées si on prend pour suites exactes courtes les

suites O » X £ Y g Z - O qui deviennent exactes quand on oublie la

topologie. Elles le sont aussi si on se limite & celles telles gque la
projection de Y sur Z ait une section continue (non nécessairement

linéaire).
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avec X,Y,2 dans C, f et g sont admissibles, f est un noyau de g, et
g un conoyau de f. D'aprés 1.2.0. et 1.1.10, d est déterminé par £
et g.

Une suite X - ¥ - Z dans C est une suite exacte courte admissible

si elle se déduit d'un triangle distingué en supprimant la fléche de

degré 1.

Proposition 1.2.4. Supposons ( stable par sommes directes finies. Les
conditlons suivantes sont équivalentes :
(i) C est abélienne, et ses suites exactes courtes sont admissibles.

(ii) Tout morphisme de C est C-admissible.

Prouvons que (ii) = (i) . D'aprés 1.2.2., tout morphisme de C a un

noyau et un conoyau et, pour prouver ( abé&lienne, il reste & vérifier
que Coim(f) ¥ Im(f). Regardons (1.2.2.1) comme la calotte inférieure
d'un octaé&dre et appliquons TR 4' (cf.1.1.7.) pour la compléter en un

octaédre :

c ¥ c & 4 Y
a .
+ (1e +  |f
@ a| d\
Nlll—(l»)x N[lja—(f)x

D'aprés 1.2.2.,8 est un épimorphisme, comme conocyau de f. D'aprés
(1.2.3), le triangle (I,Y,C) étant distingué&, I est dans C et est
1'image de f. Dualement, le triangle distingué (N,X,I), déduit par
rotation de l'autre triangle distingué de la calotte supérieure, mon-
tre que I est coimage de f£. Enfin, d'aprés 1.2.3., les suiltes exactes
courtes de C sont admissibles.

Prouvons que (i) = (ii). Les noyau N, conoyvau C et image I de
£ : X » Y fournissent deux suites exactes courtes 0 - N - X - I » O et
Q-+I Y > C~+0, soit deux triangles formant le diagramme calotte
supérieure ci-dessus. Appliquant TR 4, on en déduit la calotte infé-

rieure : f est admissible.

Définition 1.2.5. Une sous-catégorie pleine C de D est abé&lienne ad-

missible si elle vérifie 1.2.0 et les conditions équivalentes de 1.2.4.

1.2.6. Dans une catégorie triangulée 0, on dira parfois qu'un objet Y
est extension de Z par X s'il existe un triangle distingué (X,Y,2).

Une sous-catégcorie D' de U est stable par extensions si pour tout tri-

angle distingué (X,Y,2) avec X et Z dans D', Y est dans D'.
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;;gggg_é p=0 (resp. sz), il faut et il suffit que les aix soient

2215_2935 i > O (resp. pour i < Q).

Soit X dans D. Montrons que si les Hlx sont tous nuls, alors

¢] =
x = 0 . Si X est dans = , l'hypothése H°X = O assure que X est dans
pil . continuant, on trouve que X est dans l'intersection des p"

i ’

donc est nul. Dualement, si X € Dio , alors X = O. Dans le cas géné-

. i
ral, T X et ©,,X ont encore leurs H™ nuls, donc sont nuls, et on con-

clut par le triangle distingué (r(ox,x,t>1x).

Si un morphisme £ : X - Y, de cBne Z, induit des isomorphismes
Hi(x) — Hi(Y) , la suite exacte longue de cohomologie montre que
les Hi(Z) sont nuls : 2 = O , et £ est un isomorphisme. Enfin, si les
Hi(x) sont nuls pour 1 > O , tous les Hi(r>OX) sont nuls, T,oX =0
et (1.3.4) X est dans Dio . Dualement pour Dio
1.3.8. Le théoréme 1.3.6 , qui a une t-structure sur D associe une sous-
catégorie abélienne admissible C de P admet une réciproque, é&noncée
ci-dessous (1.3.9). La démonstration nous occupera jusqu'en 1.3.14.

Le résultat ne sera pas utilisé dans la suite de ces notes.

1.3.9. Soit D une catégorie triangulée. Soit Isom(D) l'ensemble des
classes d'isomorphie d'objets de D et, pour X dans D, soit [X] sa
classe d'isomorphie. Nous noterons * l'opération suivante, qui 3 deux
parties de Isom(p) enassocie une troisiéme :

A * B = {[X]| il existe un triangle distingué (U,X,V) avec [U] € A et
[V] € B }.

Lemme 1.3.10. L'opération * est associative.

Preuve . Il suffit de montrer gue pour X,Y,Z dans ? ,on a

(CIXT} > {{¥lh) * {2} = {[x]1} * ({[Y]} * {[Z]} )

Pour que [T] appartienne au membre de gauche (resp. de droite), il
faut et il suffit que T figure dans un diagramme calotte supérieure

(resp. inférieure)

2 +—=—T Zy T

(13 7 (1) | N«

‘/U (resp. l},V{)T ).
Y -¥E—+ X Y (1) X

L'inclusion < résulte donc de TR 4, et l'inclusion inverse de TR 4' .

Le lemme 1.3.10 permet de définir le s—produit Ag* .. *AP d'une
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‘fX L‘Xa'Aa) = (O,Xa,xa) . Appliquant la suite exacte longue de coho-
a-

“ mologie & ces triangles, on prouve par récurrence sur j que, pour tout
i
ticulier ., b

(x] € {[H*(x)[-all} * ... * ([H(X)[-b]}

(x est extension successive de ses objets de cohomologie, placés en

Hi(xj) est O pour i € [a,j] et est Ai[i] pour i € [a,j] . En par~-

leur degré-respectif) . De 13 résulte la non-dégénérescence de la
t-structure (si les HYX sont nuls, X est nul) et le second énoncé de

b,ia n pb'ib ,

1.3.13 (si X est dans VD ses HiX sont nuls pour i ¢ [a,b]

et donc X est dans Db’[a’b]).

Remargue 1.3.14. Soient D une catégorie triangulée, et  une sous-
catégorie pleine vérifiant 1.2.0 et dont toute fléche est admissible.
La preuve de 1.2.4 montre alors que toute flédche de C a un noyau et
un conovau, que Im(f) = Coim(f) et que toute suite exacte courte de C
est admissible. Pour étre abélienne, il ne manque & C que 1l'existence

de sommes directes finies.

Soit C' la catégorie EC des extensions successives d'objets de C
(1.3.11 (i)). La suite exacte des Hom montre que (' vérifie encore
(1.2.0) . Par ailleurs, on déduit de (1.3.11.1) (1.3.11.2) appliqués &
¢ , et de 1'associativité de * que [C'] * [C'[1]] < [C'[1]] * [C'] ,
i.e. que tout morphisme de (' est admissible : C' est une sous-caté-
gorie abélienne admissible de D. Lui appliguant 1.3.13 , on obtient
Db’io ot Db'fp

O)est une t-structure sur Db, de coeur C'.

b
que, pour D
o, (0°°,

, définis comme en 1.3.12 (& partir de
Dbla
La proposition suivante fournit des intermédiaires entre les

foncteurs o et T -

Provosition 1.3.15. Soient K dans 0 et une suite exacte courte dans

0-+>A>HX~+B >0 .

(1) Il existe K' dans p=0 , muni de a : K' » K , tel que pour tout L

dans Dio , a identifie Hom(L,K') au sous-groupe de Hom(L,K) formé des

<
f tels que HO(f) se factorise par A. En d'autres termes, dans D—o,

K' coreprésente le foncteur L +—— Ker (Hom(L,K) - Hom(HD(L),B). Pour
qu'un couple (K',a) coreprésente ce foncteur, il faut et il suffit

que (*) k' € p=0, TR T T oK et H°K' —> A < I°K .

(ii) Dualement, on obtient b : K + K" avec K" € p20 et, pour L dans
>0 i - —_
D=~ upne suite exacte O -+ Hom(K",L) - Hom(K,L) - Hom(A,HoL)-
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*
"Pra —— Pr'Pra B — T,T*B
| L et |
* p_* *
TrA ——> A Pp Pr'p —— 1, PrB .

1.3.19. Soit T : D' + D un foncteur exact pleinement fidéle entre
catégories triangul&es. Pour qu'un triangle tr de D' soit distingué,
il suffit que son image Ttr par T le soit : si tr, est un triangle
distingué de méme base que tr, Ttr et Ttrl sont distingués de méme

base, donc isomorphes, et tr et tr; sont isomorphes,

Supposons D et D' munies de t-structures. et que T est t-exact.

Pour que X dans D' soit dans D'io (resp.D'io), il suffit que TX soit

dans p=° {resp. Dio) : ona X € D':o ® 1, X =0, et T commute ar,

(0] (o]

(resp. argument dual).

Réciproquement, si D' est une sous-catégorie triangulée pleine
d'une catégorie trianqulée 0, et que (Dﬁo,vzo)est une t-structure sur
D , pour que (D'io B D‘ZQ) = (D' n Dio , V' n Dio) soit une t-struc-
ture sur D', il faut et il suffit que D' soit stable sous le foncteur
T - Si cette condition est remplie, cette t-structure sur D' s'ap-
pelle la t-structure induite . Pour D' muni de la t-structure induite,
le foncteur d'inclusion de D' dans D est t-exact : ona C' =D'n C ,

et la restriction 3 D' & foncteur T<p , T>p ou KP de D s'identifie

au foncteur de méme nom de D'.

1.3.20. Soit (Di)iEI une famille finie de catégories triangulées et
T : nDi > D un multifoncteur exact (SGA 4 XVII 1.1.3) des D; dans
une catégorie triangulée D. Supposons les Di et D munis de t-struc-
tures. On dira que T est t-exact 3 gauche (resp. a droite) s'il en-
voie le produit des D%Q (resp. D%p) dans Dio (resp. Dio), et t—-exact
s'il 1'est & gauche et 3 droite. Si T est t-exact a gauche (resvo. a
droite. resp. =) et qu'on fixe certaines des variables & &tre un ob-
jet donné de D%p (resp. D%O , resp. Ci , le coeur de Di ), le fonc-

teur obtenu en les variables restantes est encore t-exact 3 gauche

(resp. 38 droite, resp. -) . Ceci nous permettra d'appliquer & T des
résultats prouvés pour les foncteurs d'une variable. Par exemple :

idier - St
T est t-exact 3 gauche (resp. & droite), le multifoncteur additif Prp

Soit €5 1'inclusion de Ci dans Di . Posons PT = H,T, (¢

des Ci dans C est exact 3@ gauche (resp. d droite).

Supposons T t—-exact 3 gauche. Pour les Xy dans lesng , on a alors

38
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1.3.22. Exemples de t-structures (ne sera pas utilisé dans la suite

de ces notes).
Soit, comme en 1.1.4 ,A une catégorie exacte, d'ensemble de suites

exactes courtes E. On suppose que tout morphisme £ : A + B admet un
noyau tel que Ker(f) » A figure dans une suite exacte courte

0 » Ker(f) - A » Coim(£) » 0 . Soit 0=° (resp.? 2°) la sous-catégorie
de D:=EA(1.1.4)forméedes complexes K tels que les morphfbmes
Coim(di—l
En terme du plongement h : A + (A,E)  (1.1.4) , cela signifie que

) - Ker(dl) soient des isomorphismes pour i > O (resp. i<0).

1'image hK de K dans ((A,E)"~) est dans Dio (resp. Dio). Montrons que
(D:O . Dio) est une t-structure sur D.

(a) Pour K,L dans D: HomD(K,L) = lim ind HomKAK',L') , la limite
étant prise sur les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes K' » K
et L » L' . Pour K dans D—<--o (reso. L dans Dil), un systé@me cofinal de
K' (resp. L') est obtenu en se limitant & ceux tels gque K'i = 0 pour
i > 0 (resp. L'i = 0 pour i < O): utiliser le quasi-isomorphisme

K' + K' (resp. L' » r)lL') ;T et sont comme en 1.3.2(i) .

<0 <0 Til
Pour de tels K' et L', tout morphisme de complexes £ : K' + L' est
nul : il est défini par £° : K'® » L'® , vérifiant 4f° = O , et donc
nul car 4 : L + L'! est un monomorphisme. Ceci vérifie 1.3.1(1i) .

L'axiome 1.3.1 (ii) est trivial.

(b) Pour K dans KA , on dispose d'une suite exacte courte de comple-
xes 0O » T<OK + K » 1 lK + O . Elle définit un triangle distingué dans
DA : le cdne sur r(oi + K s'envoie qguasi-isomorphiquement sur T>1K .

Ceci vérifie 1.3.1 (iii).

On trouve en particulier que le coeur ( de D est une catégorie

abélienne. Les objets de C peuvent se représenter comme descomplexes
K de longueur ! : K% +» X° , avec d un monomorphisme. Pour K et L de
ce type, un morphisme de complexes f : K + L est uniguement déterminé

1 1 .

par sa composante f° : K°® » L® . Si on identifie K = et L = A des

sous-objets de KO et 1° . £ : K® » [° provient d'un morphisme de

complexes f si et seulement si f°(K—l) e}

1

, et £ est homotope a
zéro si et seulement si 2 (XK°) < L Que f soit un quasi-isomorphis-

me signifie l'exactitude de
1

o+k1 k%7l 0 ,
i.e. que K°$L-1 + 1° est un épimorphisme admissible, et que le sous-
objet K ! de K est le pull-back de L~ ! par £.

On vérifie facilement que si K’ £, K est un quasi-isomorphisme
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2. FAISCEAUX PERVERS SUR LES ESPACES STRATIFIES ET SUR _LES SCHEMAS. .

2.1, Espaces stratifiés.

2.1,1. Soient X un espace topologique muni d'un faisceau d'anneaux 0,
S une partition finie de X en parties localement fermées (appelées
strates) et p une fonction § + 2 (appelée la perversité). Par dé&fi-
nition de "partition", les strates sont non vides. On suppose que
1'adhérence de chaque strate est réunion de strates. Ces conditions

peuvent &tre relaxées : voir 3.2.19.

Rappelons (0.0) que pour £ : X + ¥, nous noterons simplement
f,,f*,f!.f* les foncteurs entre catégories dérivées notés d'habitude
Ré,,RE*,Rf!,Rf* (ou Lf*). Pour une raison expliquée en 2.1.7., les
foﬁcteurs analogues entre catégories de faisceaux se noteront avec ©

en exposant & gauche.

Définition 2.1.2. La sous-catégorie pDsO(X,O) (resp. pDaO(X,O)) de

D(X,0) est la sous- catégorie formée des complexes K (resp. K dans

D+(X,0)) tels que pour chaque strate S , notant i_, l'inclusion de S

*
dans X , on ait HnisK = 0 pour n > p(8) (resp. HniéK==O pour
n < p(sS)).

{

*
L'exactitude des foncteurs °i permet de reformuler la définition !}
de pD‘<O(X,0) : pour que K soit dans pD‘<O(X,0), il faut et il suffit ;

que la restriction de H'K 3 S soit nulle pour i > p(S). Les foncteurs

= H

Tea et T.a’ relatifs 3 la t-structure naturelle, envoient donc

pD:O(X,O) dans elle-mémne.

8i les foncteurs Oié sont de dimension cohomologique finie, le
foncteur ié : D+(X,0) - D+(S,0) a une extension naturelle
D(X,0) - D(S,0) , et la condition “HniéK = O pour n < p{(S)" a un sens
pour K non nécessairement dans D+(x,0). Toutefois, elle implique que
K est dans D+(X,0). Plus précisément, si p > a, elle implique que K
est dans Dza(X,O) : vérifions par récurrence descendante sur la st:até
S - pour l'ordre s1 < §2 - que les HiK sont nuls sur § pour i < a.

Pour i < a , le triangle (t

<aK’K'TzaK) et l'exactitude & gauche de

! i1 i
©i: montrent que HYi K —» H'i1K . L'hypothése de récurrence as-

5 s'<a s -
sure que les HJr<aK sont nuls sur les strates T # S telles que S <« T,

donc que S admet un voisinage dans lequel er(aK soit a support dans

* _ i ! _ ol ! e
K= H7i r<aK— H lSK , et c

S .Pour i <a , on a donc K'K|8 = Elirt
S <a S

dernier groupe est nul par hypothése.
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¢ion p' qu'ils appelent perversit&. Du point de vue adopté ici, cela
L]

revient 3 décrire pjl* comme &tant P j« +» et conduit & des décalages

dans 1la description des phénoménes de dualité.

Goresky et Mac Pherson supposent aussi que la fonction p ne dé-
croit pas trop vite : p(n) - p(n+l) = O ou 1 . Le résultat 2.1.14 ci-
dessous montre que cela fournit des indépendances de la stratifica-

tion.

2.1.13. De 2.1.12, gardons les hypoth&ses suivantes :

a)0 est le faisceau constant de valeur R, pour R un anneau noethérien
3 gauche.

p) Les strates sont des variétés topologiques partout d'une méme di-
mension. Si une strate S est dans 1l'adhérence d'une strate T,

dim 8§ < dim T .

c) Pour j : S » X une strate, le foncteur Oj* est de dimension coho-
mologique finie sur la catégorie des faisceaux de R-modules. Pour F
un faisceau localement constant de R-modules de type fini sur §, les
Rij;F sont encore localement constants de type fini sur chague strate.

Pour U une réunion localement fermée de strates, notons DC(U,R) -
ou DS(U,R) s'il faut préciser S - 1la sous—capégorie triangulée pleine
de D(U,R) formée des K constructibles tels que les H'K soient localement constants
de type fini sur chague strate. On définit de méme D:(U,R) (* = +,-,b),
La condition c¢) assure gque pour j : U— V avec U et V réunions localement
fermées de strates, les foncteurs j,, j!, j*et j* respectent ces sous-
catégories. En effet : le cas des féncteurs j, et j* est trivial.

Dans le cas ol U est r&duit & une strate, le éas de j, se déduit de

la suite spectrale Rpj,HqK = Hp+qu*K . Le cas général se traite par
récurrence sur le nombre de strates dont U est réunion. Si k : S« U
est l'inclusion d'une strate ouverte dans U, et que L est défini par
le triangle distingué (K,k*k*K,L), L est constructible car k*k*K
l'est, et 3 support dans U' = U - S . L'hypoth&se de récurrence s'ap-
pligque 3 l'inclusion de U' dans X, et j,L est donc constructible. On
déduit du triangle (j*K,(jk)*k*K, J.L) que j*K l'est. Enfin, le cas

de j1 se raméne & celui ot j est un plongement fermé et se déduit de

celui de k pour k l'inclusion de l'ouvert complémentaire : utiliser

&=
] *
le triangle distingué (j,Jj K,K,k,k K).
Pour F €« U fermé réunion de strates Tfa respecte trivialement
D,(U,R). La preuve de 1.4.10 montre alors que pour chaque perversité

P"T<p et T>p respectent DC(X,R). Les faisceaux p-S-pervers sont les
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faisceaux p-pervers dans DC(X,R) .

Soit T une stratification de X qui raffine §, et vérifie encore
b) et c¢).

Proposition 2.1.14. Soient p une perversité sur §, et g une sur 7.

Supposons gue chaque fois gu'une strate S de S contient une strate T

de T , on ait
p(8) < q(T) < p(8) + dim § - dim T .

Alors, la t-structure de perversité g sur DT(X,R) induit sur DS(X,R)
la t-structure de perversité p.

Il suffit de vérifier que DF(X,R) DTiq(x,R) et que Dgp(x,n) <
< D?q(X,R) . La premiére inclusion résulte aussitdt de ce gue
p(S) < g(T) pour S o T . Vérifions la seconde. Soient K dans Dfp(x,n),
T une strate de T, et § la strate de S contenant T : T EN s a3, X.
Il s'agit de vérifier que Hn(ji)!K = O pour n < g(T). On a (ji)!K =
= i!j!K , et on sait dé&ja que les Hmj!K sont des faisceaux localement

constants sur S, nuls pour m < p(S). Soit or,, (resp. ors) le faisceau

d'orientation sur T (resp. S). C'’est un faisgeau localement isomorphe
au faisceau constant Z. Soit or = Egm(orT,i*ors) le faisceau d'orien-
tation normale de T dans S, et posons d = dim § - dim T . Si L est un
complexe de faisceaux sur S, dont les faisceaux de cohomologie sont
localement constants, on sait que i!L = i*L 95 or[-d] . Prenant

L = j!K, on trouve gque Hni!j!K = O pour n < p(S)+d, et on a supposé
que g(T) < p(s)+d .

Corollaire 2.1.15, Tout faisceau p-S-pervers est g-T-pervers et le

foncteur d'inclusion est exact. Pour U localement fermé réunion de

strates de §, et j : U + X le morphisme d'inclusion, les foncteurs

[} *
qjl,qj',qj*,qj ,qj,*,restreints aux faisceaux p-S-pervers, redonnent

les foncteurs pj!,pj!,pj*rpj*rpj!*

2.1.16. Outre les conditions de 2.1.13, supposons gue R est un corps
commutatif et gue X admet une triangulation (localement finie) telle
que chague strate S de S soit réunion de simplexes (ouverts). Par
exemple : X algébrique réel muni d'une stratification de Whitney. On
dispose alors de la théorie de Verdier de dualité. La dualité de Ver-
dier est un automorphisme involutif de DC(X,R), et pour j : U + X lo-
calement fermé& réunion de strates, elle échange les foncteurs j, et
jy, ainsi que jl et j* . Si R n'était pas supposé commutatif, eile
enverrait DC(X,R) dans DC(X,ROPP).
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2.2.Schémas.

2.2.1. A titre de modéle, considérons d'abord le cas d'une variété

algébrigque complexe. Il s'agit d'appligquer 2.1 au cas suivant :

Espace : L'ensemble X (L) des points complexes d'un schéma séparé de

type fini sur @, muni de sa topologie usuelle.

Perversité : On ne considérera gue des perversités oll la perversité
p(S) d'une strate ne dépend que de sa dimension. Cette dimension sera
toujours paire. La donnée requise est celle d'une fonction encore no-
tée p des entiers > Q pairs dans Z . On pose p*(n) : -n-p(n). C'est
la fonction de perversité duale. Nous supposerons gque p et p* sont
décroissantes

pour n <m, O < p(n}) - p(m) < m-n .

Stratifications : Rappelons que toute stratification (algébrigue) de

X admet un raffinement qui est de Whitney (voir J.L. Verdier, strati-
fications de Whitney et théoréme de Bertini-Sard - Inv . Math. 36
(1976) 295-312). Les stratifications utilisées seront les stratifica-
tions de Whitney (algébrigques) a strates éguidimensionnelles de X
Elles vérifient les conditions (a) (b) (c) de 2.1.13, gul seules nous
importent. Dans la discussion, sur € , qui sult, nous les appelerons
simplement stratifications. Pour chagque stratification S, la perver-

sité Pg de S est définie par
algS) = p(dlmtops) .
On écrira simplement dim S pour la dimension algébrique dimalgs de s.

ps(s) = p(2dim

Soit R un anneau noethérien ad gauche. La catégorie dérivée cons-

tructible DC(X(m),R) est la sous—catégorie pleine de D(X(T),R) formée
des complexes K tels gue les faisceaux H'K soient constructibles. La
catégorie DO (X(@),R) = D°(X(T),R) N D_(X(T),R) est la réunion (£il -

tﬁﬂﬂE)deS sous-catégories D (X(€),R) de D(X(C),R). Sur chague

D (X(TC),R) la perversité ps deflnlt une t-structure. D'aprés 2.1.14

et l'hypothése faite sur p , pour S de plus en plus fine, ces t-struc-
tures s'induisent les unes les autres. Par passage 3 la limite, elles
fournissent la t-structure de perversité P

(D, ®. 2 (x(e),R), Db 2P (x(x) ,R)) surD (X(Z),R). A 1'imitatdonde 2.1.4, cnen dédut

une t-structure sur DC(X(E),R) : si pour O < i < dim X,a < p(2i) < b,

on définit Dép(x(m),R } (resp. D%P(X(m),R)) comme la sous—-catégorie de
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Remargue . Il est essentiel ici gque les conditions de perversité
Remardu®

soient définies en terme de la dimension - et non de la codimension-

des strates (si X et Y ne sont pas de la méme dimension).

corollaire 2.2.6 (i) Si f est fini,f, = f, est t-exact.

Cort- o 2= == Sotoehy === trEmect
! *

(ii) Si f est étale, f° = f est t-exact.

2.2.7. Pour f quasi-fini et F p-pervers sur X, f F est dans pDiO et
£,F dans Pp>0

factorisation

. Le morphisme naturel de f F dans f,F admet donc une

(2.2.7.1)  £,F P F P £

On pose
£.F = mPe,F > PR .

2.2.8. Comme en 2.1.20, si les perversités p,q vérifient pour n < m,

(p+q) (n) = (p+a)(m) < m - n,
L - -
® envoie D 1P x Bc'iq dans D§p+q , et si g-p est décroissante, RHom

c
envoie D;'\p x D:'aq dans D:,i(q—p). En particulier, pour K dans Dip

et L dans sz , les glRHom(K,L) sont nuls pour i < 0 , et
U — HomD(U)(K|U,L\U) est un faisceau. Comme en 2.1.23, les fais-

ceaux p-pervers forment un champ.

Si*R est un corpg commutatif, la dualité de Verdier échange p’P
E 3
et p¥P B Dip et DYP , faisceaux p-pervers et p -pervers (cf.2.1.16),
et Ppd et P gd

2.2.9. Soit X un schéma de type fini sur un corps k, et soit ¢ un
nombre premier, premier 3 la caractéristique de k. Sur X, nous considé-
rerons exclusivement la topologie étale. Notre but est la définition
des mz—faisceaux pervers sur X. Le cas des faisceaux de Z/g¢-modules

étant un peu plus facile, nous commengons par lui.

2.2.10. A cause des phénoménes de ramification sauvage, on ne dispose
plus de stratifications jouant le rfle des stratifications de Whitney.

Nous aurons a considérer des paires (S,L) oli

(a) S est une partition finie de X en parties localement fermées (ap-
pelées strates). L'adhérence d'une strate est réunion de strates, et

sur k chaque strate réduite est lisse, partout de la méme dimension.

(b) L est la donnée, pour chague strate S, d'un ensemble fini L(S) de

classes d'isomorphie de faisceaux localement constants de Z/g-modules
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sur S, irréductibles dans la catégorie de tous les faisceaux locale-~-

ment constants de Z/ & -modules.

Un faisceau de Z/¢-modules sera dit ($8,Ll)-constructible si sa
restriction 3 chague strate S est localement constante et extension
itérée (finie) de faisceaux dont la classe d'isomorphie est dans L(S).
On note DtS),L(X’ Z/%) la sous-catégorie pleine de Db(x, Z/3) formée
des complexes (S,Ll)-constructibles, i.e. tels que les HiK soient
(S,L)-constructibles. On dit que (S8',L') raffine (S,lL) si chague stra-
te S de S est réunion de strates de S§', et que les F dans L(S) sont
(S',L')~constructibles (i.e. (S'[3,L'|(S'|S))constructibles).

On impose enfin

(c) Pour S dans S et F dans L(S), si j est l'inclusion de S dans X,
tes R™j,F sont (S,Ll)-constructibles.

Cette condition assure comme en 2.1.13 que pour U 95—» V < X loca-
* ]
lement fermés et réunionsde strates, les foncteurs j,, j!, 3, 3" en-

voient l'un dans l'autre Dg L(U, Z/v) et Dg LW Z/L) .
’ ’

Il résulte du théoréme de constructibilité pour Rj, ([311.1.) que
pour tout systéme (S',L') vérifiant (a) (b), il existe (S,l) raffinant
(S',L') qui vérifie (a) (b) (c) : si (a) (b) (c) sont vrais pour X rempla-
cé par la réunion des strates de dimension > n, le théoréme de cons-
tructibilité permet de raffiner (S,L) en (S',L'), sans toucher aux
strates de dimension > n, et de rendre (a) (b) (¢) vrais pour X rempla-
cé par la réunion des strates de dimension > n-1 . On itére cette

construction.

2.2.11. Soit p comme dans 2.2.1, définissant les fonctions de perver-
sité ps : S +» Z: 8 r+— p(2 dinm ]:S>) . Procédant comme précédemment, on
S,L(X' Z/2) .Pour (S,l)de plus en plus
fin, ces t-structures s'induisent les unesles autres : le théoré&me de

déduit de p une t-structure sur D

pureté SGA 4 XVI 3.7 fournit l'analogue de 2.1.14. Par passage 3 la
limite on obtient une t-structure (Dz':p(x, Z/%), ch>,:p(x' Z/%)) sur

la réunion filtrante D]Z(X, Z/%) des Dts) L(X, Z/%) . On en déduit une

.
t-structure sur Dc(X, Z/%) comme en 2.2.1, et 2.2,2 3 2.2.8 restent
valables, avec essentiellement la méme démonstration. Le formalisme
de dualité en cohomologie étale (SGA 4 XVIII) remplace celui de la
dualité de Verdier.
2.2.12. Pour x un point (fermé ou non) de X, si ix est l'inclusion de

* 1

- 1
X dans X, factoriséeen x 5 {x} —X X, on définit i); i= j i° . Avec
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cette notation, la caractérisation 2.2.2(ii) de Dép (resp. sz) admet
c
i 1a formulation plus élégante suivante.

(ii)* Pour tout point (fermé& ou non) x de X, notant dim x la dimen-
- i.* . i.!
sion de (x} , on a H 1xK = 0 pour i < p(2dim x) (resp. HllxK = 0 pour

i > p(Zdim x)) .

2.2.13. Pour les faisceaux de Z/+"-modules (ou plus généralement de
g-modules, avec R fini sur 22/2“), on procéde de méme. Il est commode
de continuer d prendre pour L la donnée, pour chague strate, d'une
famille finie de faisceaux localement constants irré&ductibles de
'Z/z—modules, et de dire gque K dans D (X,R) est (S,L)-construetible
si les & il K/JLl+l

de Z/i-modules.

H K sont (S,L)-constructibles, en tant gque faisceaux

2.2.14. Pour les Z ~faisceaux, (resp. @ -falsceaux,...) on procéde
de méme, une fois deflnles des categorles triangulées D (X, Z&)(resp.
Dg(x,mz),...) obéissant au formalisme de variance habltuel, et une
fois définie leur t-structure "naturelle", dont on veut qu'elle four-
nisse la catégorie abélienne des Z%—faisceaux (resp. mk—faisceaux,..)
constructibles sur X (SGA 5 VII 1.1.). bans le cas des corps de base
finis ou algébriquement clos (ou plus généralement lorsgue pour toute
extension finie k' de k les groupes Hi(Gal(F/k'),'Z/l) sont finis),
une solution est proposée dans {1] 1.1.2 : poser

b o . b n
(2.2.14.1) DC(X, Z!L) 1= 2-1im proj Dctf(x, Z/L)

(ctf pour "constructible de Tor-dimension finie"). On prend pour

foncteursde transition les foncteurs d'extension de scalaires

L
e  zZ/
z/:
la restriction aux objets de Tor-dimension fi{nie est nécessaire pour

qu'ils envoient Db dans Db

La proposition suivante, jointe aux théoré&mes de finitude de [3]

assure gque l'on obtient bien une catégorie triangulée.

Proposition 2.2.15. Soit (Dn)nEN un_systéme projectif de catégories

triangulées. Les foncteurs de transition Tm n ¢ Dn -+ Dm sont_supposés
r

exacts. §i, pour_tout n € N et K, L dans Dn , Hom(K,L) est fini,

alors la 2-limite projective 7 de Dn ,munie de la famille des tri-

angles T d'images distinguées dans les Dn ,est triangqulée.

Soit u : X »Ydans ¥ , et u_ : X - Y son image dans D_ . Pour
m n n n
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3. COMPLEMENTS.

3.1. Catégories dérivéesfiltrées, filtrations canoniques, et filtra-

tions bétes.

3.1.1. Les catégories triangulées usuelles ont les accompagnant une
"catégorie dérivée filtrée". Les relations entre la catégorie trian-
gulée de départ et celle-ci n'ont pas encore é&té axiomatisé&es. Les
foncteurs les plus utiles parmi ceux reliant ces catégories sont con-
sidérés en 3.1.2, mais nous ne prétendons pas avoir indiqué toutes les
compatibilités auxquelles 1ils donnent lleu De ce fait, nous sommes obli-
gés, dans ce n°, de partir d'une catégorie abélienne A,

de sa catégorie dérivée DA , et de sa catégorie dérivée

filtrée DFA . Modifiant la définition donnée en 1.1.4, nous la
définissons ici comme déduite par calcul de fraction de la catégorie
des complexes munis d'une filtration finie (et non seulement finie
degré par degré). C'est la définition de {8] V § 1,2, ol le lecteur
trouvera un exposé systématique. De méme pour D*, * = +,-,b . On utl-
lisera aussi incidemment la catégorie dérivée bifiltrée DFZA , gqu'on
peut considérer comme é&tant la "catégorie dérivée filtrée" compagnon

de la catégorie triangulée DFA .

Si la catégorie abélienne A a assez d'injectifs, p*A s'iden-
tifie 3 la catédorie des complexes bornés & gauche d'objets injectifs
de A , les morphismes de complexes &tant pris a homotopie prés, et
ptFA (resp. D+F2A) s'identifie & la catégorie des complexes bornés
4 gauche filtrés (resp. bifiltrés) d'objets injectifs de A , la fil-
tration (resp. bifiltration) étant finie et scindable en chagque degré,
et les morphismes de complexes filtrés (resp. bifiltrés) étant pris
modulo les homotoples compatibles aux filltrations (i.e. modulo les
dH+Hd, od H , de degré -1 , respecte les filtratioms) ([8lv 1.4.7
pour D+F) .

Nos filtrations seront tantdt croissantes, tantdt décroissantes.

On passe des unes aux autres en poOsant Fi s = F_i .

3.1.2. Travaillons avec des filtrations décroissantes. On dispose des

foncteurs suivants reliant DA et DFA .,

(3.1.2.1) Gr; : DFA — DA : (K,F) +— Gr;(K) ’
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sans changer de topos, on peut supposer que le crible C est engendré

. .par un objet U de § , couvrant l'objet final. Il revient alors au
méme de se donner C-localement un cbj)et de D(S) , ou de se donner
un objet de D(U) , et un isomorphisme entre ses deux images récipro-
ques sur Ux U (produit fibré sur §) vérifiant la condition de

cocycle usuelle sur U x U x U .

Soit &, (n > -1) 1l'intervalle [0,n] de W , et considérons le
systéme simplicial des puissances v'h de U, (n > 0). Seul nous

servira le systéme simplicial strict sous—jacent (on oublie les dé&gé-

n

nérescences) . Un systéme simplicial strict d'objets K dans les

D(UAn) (n > 0) est la donnée, pour chagque n > 0 , de K®  dans
(U™
sant une projection pl(a) : ubm __ , ubn - q'un p(a)-morphisme ¢ (q)
de X" dans K™ , i.e. d'un morphisme (fq)"* : p(u)*Kn —_ K™ . on
exige que ©(Id) = Id , et que ¢liaB) = ola)op(B) (i.e. w@B)' =

=(dafop(u)*w(8)') . Un systéme simplicial strict est dit cartésien

et pour chaque injection croissante a = An¢~—+ Am - indui-

si les @ (a)' sont des isomorvhismes.

Il revient encore au méme de se donner C-localement un objet de
D(S8) , ou de se donner un systé@me simplicial strict cartésien d'objets
n
K

rifie

dans les D(UAn) . Il nous faut montrer gue si un tel systéme vé-

a) H'K° = 0 pour |i| assez grand et
B) sur U , on a Extl(Ko,Ko) =0 pour i < O,
alors K* provient par restriction de K dans Db(S) .

La preuve sera donnée en 3.2.18, avrés quelques préliminaires simpli-

ciaux.

3.2.6. Soient (A) 1la catégorie des ensembles finis 8, = [O0,n]

(n > -1) et des injectionscroissantes entre eux, (a)t la sous-—
catégorie des . (n > 0), A une catégorie fibrée et cofibrée sur
) , et A+ son image inverse sur (A)+ - Pour a : &, — Ap une
fléche de (o) , nous poserons s(a) = n et b(a) = m . Notons A (n)

la fibre de A au-dessus de AL Eu &gard au cas qui nous intéresse
~ - a P A
ol A(n) est la catégorie des faisceaux de 0-modules sur U ,

*
quel gue soit a : A, — A_ , on note (pla) ,p(a)*) , ou simplement

h*,a*), la paire de foncteurs adjoints tels que

Homa(F,G) = Hom

*x
A (m) (pla) F,G) = HomA(n) (F,p(a),G) -
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++ + o+
3.2.11.Appelons C(tot A7) (resp. K(tot A') ) 1la sous-catégorie

Pleine de C(tot A+) {resp. K{tot A+)) formée des K tels que,

pour M assez petit, on ait Kn,m =0 pour m < M . Pour K dans
c(tot A+)+ , on note e,k le complexe {(dans C+(A(—1H défini par

n,m :
“*K)p = nfﬁ=p pfsn)*K (la somme est finie) et d = d(a) (on
a abusivement noté€ d(a) le morphisme d&duit de d(a) par image di-
‘recte)- On dispose d'un isomorphisme é&vident e, (RI1]) = (e, ,K)[1] , et
le foncteur de K(tot A")T dans &*(A(-1))d&duit de e, par passage

au quotient transforme triangles distingu&s en triangles distingués.

pour K dans ctla-1)) ,1e syst@me des morphismes d'adjonction
& — p(eo)*p(eo)*Kn est un morphisme

(3.2.11.1) a:K—rec'K .

proposition 3.2.12 . Les foncteurs s*: K+A(-l%——» K(tot A+)+ et

G K(tot A+)+ — x4 ¢1) forment un couple de foncteurs adjoints,

avec a (3.2.11.1) pour morphisme d'adjonction.

Pour toute catégorie additive B , le groupe des homomorphismes de
K dans L , dans K(B) , est le Ho du complexe Hom(K,L)  de com-

posantes

Hom(x, )¢ = 1T Hom (K™, L™
m-n=d
ot de différentielle donnée sur Hom(K,L)® par da(f) = def-(-1)%o.a .
Nous pré&ciserons 3.2.12 en montrant que pour K dans KT(At-1))et .
dans K(tot A+)+ , le morphisme induit par a :

(3.2.12.1) Hom(e*K,L)” — Hom(g,&K,e,L) " —> Hom(K,e L)"

est un guasi-isomorphisme. Filtrons L par une filtration dé&croissante

Dem (par exemple,

de quotients successifs les complexes réduits d& un L
filtrer L par les MQDA Ln’m , et les quotients successifs n_ﬁpALn’m
par les n@h LhrA-n ; T cette deuxidme filtration est

finie). Sur les complexes Hom , on récupére une filtration sépa-
rée et compléte, et il suffit de montrer gque (3.2.12.1) devient un gquasi-
isomorphisme apré@s passage au gradué : on peut supposer, et on suppose,
L concentré en un seul bidegré. Filtrons K par la filtration par les
O,p- Cette fdis, lafiltration obtenue sur Hom' est finie degré par degré, et
on se raméne A supposer K concentré en un seul degré&. Par translation

on se raméne enfin 3 supposer K réduit & un objet 2 en degré O,
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trale de Leray pour un recouvrement ouvert.

D'aprés 3.2.9,le systéme (x™) de 3.2.5 provient d'un objet de
p(tot A+)+ ; d'aprés 3.2.17, il provient donc de D+(S) , COmme promis.

3.2.19. BApplication : généralisation de 2.1.4.

soit X un espace topologique muni d'un faisceau d'anneaux ¢ ,
g une partition localement finie de X en parties localement fer-
mées et p : § — Z une fonction bornée. Définissons pDio(X,O) et
PDEO(X,O) comme en 2.1.2.

proposition 3.2.20 . (pDio(X,OJ,leo(X,O) est une t-structure sur
D(X,0) - Elle induit une t-structure sur D*(X,O) pour * = +,-,b .

pProcédant comme en 2.1.4, on se raméne i vérifier que

opt<C(x,0):= Pp<C(x,0) n DY (x,0) et PpO(x,0) dsfinissent une ¢t~
structure sur D+(X,0) . Supposons d'abord la partition § finie, et
prouvons 3.2.20 par induction sur le nombre N de strates. La diffé-
rence d'avec 2.1.3 est gqu'on ne suppose pas chagque adhérence de strate
réunion de strates. Pour N < 1 , on obtient un décalé de la t-struc-
ture naturelle et 3.2.20 et clair. Pour N » 1 , chaque point x est
contenu dans une strate S et admet un voisinage ouvert U tel gque
UN S soit fermé dans U . Pour V <« U ouvert, l'hypothése de récur-
rence s'appligue aux partitions traces de § sur V-S et VvV qn S,
et 1.4.10 montre que (pD+i°(V,0),pDi°(v,0)) est une t~-structure sur
D+(V,0) . Pour achever la récurrence, ainsi que pour passer du cas ol

S est fini au cas général, il reste 3 vérifier l'assertion suivan-
te

Lemme 3.2.21 . Supposons gque X admette un recouvrement ouvert ( tel
dque pour V ouvert dans U € U (PD+50(V,O),pDao(V,0)) soit une t-
structure sur D+(V,0) . Alors (pD+5°(X,O),pD3°(X,0)) est une t-
structure sur D+(X,O) .

Par localisation, on vérifie l'analogue de 2.1.21, et ses corol-

+
laires. En particulier, les Cv = Pp <O(v,0) n pDE-O(V,O) forment un
champ - donc un champ en catégories abé&liennes - et Cy est une caté-

gorie abé&lienne.

L'axiome 1.3.1 (i) des t-structures résulte de 2.1.21, et 1l'axi-

ome 1.3.1 (ii) est trivial. Prouvons 1.3.1 (iii). Soit K dans
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LA PERVERSITE AUTODUALE : PROPRIETES GEOMETRIQUES

4.0. Dans ce paragraphe et le suivant, sauf au n°4.4, consacré aux
cycles évanescents, on ne considére que des schémas séparés de type
fini sur un corps E , et que la perversité autoduale pl/z . Nous tra-
vaillerons dans DC(X,EL) (2.2.12) . Pour que cette catégorie soit dé-
finie et obéisse au formalisme usuel, il nous faut nous limiter i des
corps k tels gue, pour toute extension finie k' de k ,les
Hi(Gal(E/k'),Zﬂ) soient finis (cf. 2.2.12)- par exemple k fini ou
algébriquement clos.

La plupart des résultats vaudraient aussi en o, . Z& ou en Z/"

en particulier en Z/f -cohomologie. On peut aussi remplacer m£ par

une extension finie EA , ZL par l'anneau de valuation VA correspon-
dant, et Z/mn par un quotient fini R de Vk . Enoncer toutes ces
variantes eut abouti 3 rendre le texte illisible. Nous avons préféré

nous limiter 3 l'une d'entre elles : coefficients @ . Les preuves

procédent souvent par ré&duction au cas des faisceauxzde Z/ % Z-modules,
et la réduction est souvent laissée au lecteur. Pour les effectuer, il
se rappellera que les foncteurs T de restriction des scalaires (de

v a ZL) et d'extension des scalaires de VA a4 un gquotient fini, par

A
exemple de Zl a ZA/Ln , sont conservatifs, et que K est dans

o
P40 Ppe

si et seulement si TK est dans . Voir aussi 2.2.17,

2.2.18.

Le lecteur qui voudrait utiliser les ré&sultats donnés ici pour

d'autres coefficients que @ devra prendre garde aux difficultés sui-

2
vantes.

(a) En Z& -cohomologie, la perversité autoduale pl/2 donne lieu i

deux t-structures [pl/z] et [pl/2+] (3.3), &changées par dualité.

(b) Le théoréme 4.3.1 est faux en El ~cohomologie, d4&ja pour X un
point : la catégorie des faisceaux [pl/z]—pervers (resp. [pl/2+]

pervers) est seulement noethérienne (resp. artinienne).

(c) 4.5 n'a de sens gque pour un corps de coefficients.

(d) Les produits tensoriels ont demeilleures propriétés d'exactitude
pour un corps de coefficients ; par exemple, 4.2.8 requiert un corps

de coefficients.
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La suite exacte (4.1.11.1) fournit deux suites exactes courtes

- *
(4.1.12.3) 0 — i*pH 1 i,6 — 3,6 > 3,,6—— 0

. . . 0. %.
(4.1.12.4) o — ]!*G > J,6» 1*pH i ]§}+ o .

|
Appliquant i* et i~ 3 (4.1.12.3) et (4.1.2.4) respectivement,
|
et utilisant que i*jI = i’j* = 0 , on obtient (4.1.12.1) et (4.1.12.2),
donc la perversité wvoulue.

Remarque 4.1.13 : Le triangle fonctoriel K I (j 3*K,K,i i*K) peut
se préciser en un foncteur T de Dg(x,ml) dans !DFg(X,m:) telpque,
avec la notation 3.1.7, GTK soit le complexe j,j*K —— K , réduit

aux degrés -1 et O . On a wTK —» i i*K , poar un isomorphisme tel-
que K = G°TK — wTK — i*i*K soit la fléche d'adjonction. Pour F
pervers, TF est un complexe filtré béte, et on obtient un isomor-
phisme de i*i*F avec l'objet de Dg(x’mi) défini par le complexe

de faisceaux pervers suivant :
. ¥ N - P
1*1 F =13,3 F — F] (degrés -1 et 0) .

La suite exacte 3 quatre termes déduite par 3.1.14 de cet isomorphisme

coincide avec (4.1.10.1) ou la fléche de connexion serait changée de

signe.

1

De méme, K {—> (i*i'K,K,j*j*K) se précise en K +— TK , avec

GTK
1

wTK = i*i'K . De 13, pour F pervers, un isomorphisme

le complexe K — j*j*K , réduits aux degrés O et 1 , avec

i*i!F = [F —3,3F] (degrés O et 1)

qui fournit (4.1.10.2) aux signes prés.

4.2, Exactitudes et adjonctions.

4.2.1, Si T : Dl —+02 est un foncteur exact entre catégories tri-
angulées munies de t-structures, on dit que T est 4'amplitude coho-
mologique [a,b] (-= <a <b =) si T0:° c p2° (pour b # =) et
que TD%O [ Dza (pour a # -=) , i.e. si T[b] est t-exact a droite
(pour b #=) et que T[a] est t-exact 3 gauche (pour a # -=). Si

T est d'amplitude cohomologique bornée, cela revient a demander que
pour A dans Cl = D%o n D%o , les H'TA soient nuls pour i € [a,b].
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1'identité, le résultat peut se déduire de l'acyclicité locale univer

selle de X, — Spec(k) , pour tout faisceau de coefficients ([3]2_1Q@

1

Proposition 4.2.8 . Pour X, et X, de type fini sur k , le bifone-
Proposit Pour et yp le bifonc

teur 1@ est t-exact.

Soit Ki dans Dg sur Xi (i =1,2) et Ti une stratificatiop

de X; 4 strates equidimentionelles de réduite lisse sur *E , telle
que, pour i : S &~ Xi l'inclusion d'une strate, les B Ki et les
Hni!Ki soient lisses. Pour que K, soit dans Dio (resp. D?o) , i1
faut et suffit alors que pour toute strate i : S <> Xi , on ait

H“i*xi =0 pour n > -dim S (resp. Hni!Ki = 0 pour n < =dim S).
Appliquant ce critére a IS_EKZ et 3 la stratification Tl x T2 de
X, X X, , on obtient 4.2.8 : utiliser 4.2.7. Il est essentiel ici que
la fonction de perversité utilisée soit linéaire.

4.2.9. De méme, mais plus simplement, pour K une extension de k ,

X un schéma de type fini sur k , Xp = X xSpec "
projection XK —~ X , le foncteur ¢* commute aux opérations usuelles,

et est t-exact. Ceci vaut pour toute perversité, ainsi qu'en Zl ’

Spec K et ¢ la

n .
Z/% ", ... -cohomologie.

4.3, Objets simples.

Théor&me 4.3.1 (i). La catégorie des faisceaux pervers sur X est ar-

tinienne et noethérienne : tout objet est de longueur finie.

() si j = v €+ X est l'inclusion dans X d'une sous-variété irré-

ductible, dont le ré&duit sur Kk est lisse, et que L est un o, -
faisceau lisse irréductible sur V (correspondant & une représentation

£-adique irréductible de wl(V)), alors j!JL[dim VH est un faisceau
pervers simple sur X . Tous les faisceaux pervers simples sont ainsi

obtenus.

Ceci ne changeant pas la topologie é&tale, on peut étendre les sca-
laires de k & sa cléture parfaite. Supposons donc k parfait. L'hy-
pothé&se "réduit sur k lisse" peut alors &tre remplacée par "lisse”.

Lemme 4.3.2 . Si L est un @, -faisceau lisse sur X irréductible et
lisse, pout tout ouvert de Zariski non vide j : US— X , le faisceau
pervers F :=L[dimX]vérifie F = j,*j*F .
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F
=1y M), — H'RTM, — (H“M) o
RHom (KO,LO)

n
(5.1.2.4) o — (H

Les ml—espaces vectorlels sous- jacents aux HE Ra,
sont simplement les H RHom(K L) = Hom™ (K,L) , calculés sur X .

Combinant(S.l.ZJJé(5.1.2.4),on obtient des suites exactes courtes

L ; i F
(5.1.2.5) 0 — (Hom" 1(K,L))F — Hom" (K_,L,) —Hom™ (K,L)" —~ 0

Faisons 1 =0 . Si K, et L, sont pervers, le Hom-1 est

nul, et on obtient la pleine fidélité annoncée

~ F
Hom(Ko,Lo) — Hom(K,L) .

1
Pour 1i=1 et K, et L, pervers, Homl(Ko,Lo) (resp. Hom™ (K,L))
s'identifie par 3.1.17(ii) au groupe des extensions de Ko par Lo
(resp. de K par L) dans la catégorie correspondante de faisceaux

pervers. On obtient une suite exacte courte

0 — Hom(K,L) , —n Extl(Ko,Lo)—» Ext (x,1)F — 0

Une sulite exacte courte analogue vaut pour le Ext1 dans la caté-
gorie des faiceaux pervers F sur X , munis de ¢ : Fr*F — F:
l'oubli de ¢ définit Extl((F,(b),(G,d))) — Extl(F,G)q, et la
classe de l'extension E est dansl'image si et seulement si elle est

fixe par ¢ , i.e. si on peut compléter le diagramme

o] FY*G Fr*E Fr*F
*q Ta Tq ©
lo H lo
0 G E F o -

Le noyau est fourni par les extensions du type (G ®F, (¢ UO)) , de
classe détermin&e par U modulo les ¢ Fr*(V)¢ Ly pour V : F— G.

On devrait pouvoir comparer ces deux suites exactes. Nous nous
dispenserons de cette vérification en utilisant qu'elles impliquent
que Extl(Fo,Go) et Extl((F,¢),(G,¢)) ont la méme dimension. La
pleine fidélité assure l'injectivité de
Extl(Fo,Go) — Eth((F,¢),(G,¢)) . Cette fléche est donc bijective,
et la catégorie image essentielle est donc stable par extensions. lLa

stabilité par sous-quotient résulte du lemme suivant.

Lemme 5.1.3. Soit, pour tout sous-schéma Y de X, , P(Y ) wune

sous~catégorie pleine stable par noyaux, conoyaux et extensions de

celle des paires (F,¢$) (F pervers sur Y ,¢ : Fr;F—» Fy .
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On suppose que

un _plongement ouvert, ces catégories sont

P30 et Pi%.

o o

stables par J, » %3 (et donc
* E 3

(b) Pour i : Y <= Z  un plongement ferme, i, est une &quivalence

(a) Pour 3 : Y <~ Z
jo

de P(Yo) avec la sous-catégorie de P(Zo) formée des objets a
support dans Yo .

(c) Pour ¥ lisse purement de dimension d et F de la forme

t{d] avec L lisse, pour tout sous-quotient lisse stable par ¢ L°
de L, (L*'[d],¢) est dans P(Yo).

Alors, les P(Yo) sont stables par sous—-quotients.

Prouvons la stabilité par sous-objets et par quotients de P(Yo),
par récurrence noethérienne sur Y, - Soit donc B dans P(Yo) et
A un sous-oObjet de B . Il faut prouver que A est dans P(Yo) . Le
quotient B/A sera dans P(Yo) par stabilité par conoyaux.

On peut supposer que Yo # @ . Il existe alors un ouvert

3= UOL—+ Y, de ¥, . non vide, lisse purement d'une dimension 4 ,

et sur lequel B et A soient de la forme (L[d],$) , avec L 1lisse.
D'apras (a) et (c), Pj,j*a et Pj j*(B/A} sont dans P(Y ) , donc
aussi I = Im(Pj j*A — A<B) et J =Rer(B — Pj,3*(B/A)) . on a

IcAcJcB, et J/I est & support dans Zo = YO—UO . Le sous-
objet A/I de J/I est dans P(Yo) par (b) et l'hypothése de
récurrence appliquée a Zo , et A est dans P(Yo) comme extension
de A/I par I .

Remarque 5.1.4 . Si, pour tout sous-schéma Yo de Xo , on se donne
une sous-catégorie pleine P(Yo) de celle des faisceaux pervers sur
Yo , et que les conditions de 5.1.3 sont remplies par ce systéme de
sous-catégories, les P(Yo) sont stables par sous—-quotients. La méme
démonstration le montre. On peut aussi le déduire de 5.1.2, 5.1.3.
Sous cette forme, le résultat vaut sur un corps de base quelconque
(pour autant que les faisceaux pervers soient définis, cf. 2.2.12) et

pour une perversité comme en 2.2.1 quelconque (pas seulement pour

P1/a) -

5.1.5 . Rappelons ([1] 1.2.1, 1.2.2) qu'un al—faisceau Fo sur X,
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1l suffit de vérifier(5.4.7.1) pour K de la forme (j, L{d])[n] de
5.4.6. Au plus un des n peut &tre dans U . Si aucun ne l'est, ou
gue 1 # -d-n , le membre de droite est nul. Pour n € U et

i =-d-n , on a

B (3,,L0d)In]) =%5,1

et H =0 pour Jj < i , de sorte que 5.4.7 se raméne &
Gal(n/n) .

B (x,%5,L) —» (L)

Le membre de gauche s'identifie a HO(U,L) , et la fléche est méme

un isomorphisme.

Corcollaire 5.4.8. Scit x un point géométrique de X (localisé en

un point non nécessairement fermé) Xx l'henséliséstrict de X en

x et choisissons un point générique géométrique n , localisé en n ,

dans chaque composante irréductible de X, - Si KO est pur, on a

pour tout i , pour les faisceaux de cohomologie usuels

rtx K = @lh - T @i S0/

n n

Procédant comme en 5.4.7, on se raméne 3 prendre K =j!*L[d][n] et,
notant Ux 1'image inverse de U dans Xx , & vérifier gque pour
chagque composante connexe U; de Uy

HO(U;,L) — (Lu)Gal(HVn)
n

si n EU; . Cette fléche est un isomorphisme.

Remargue 5.4.9. Soit £ : Yo — XO un morphisme propre, et soit

b = . P
Lo € Dc(Yo’mz) . Si Lo est pur, f*Lo sur XO est également pur.
Appliquant 5.4.7 et 5.4.8 & f*Lo , on trouve que

(a) Pour x point géométrique d'un ouvert U de X sur legquel les
Hlf*Lo sont lisses , H*(Y,L) s'envoie sur la partie de H*(Yx,L)
(ou Yx = f—l(x)) fixe par la monodromie (i.e. fixe sous l'action

de nl(U,x)).

(bp) Pour x dans X , et X un point générique géométrique du

143






FAISCEAUX PERVERS

A 2 .
Soient IPS 1l'espace projectif dual de ng , Yé = ibd <y
v a3 i ) o o
Xé = IPo * X, et HO = Xé la famille universelle, paramétrée par

yé , de sections hyperplanes de XO : la fibre en (a,y) € Y' de
H/Y' est la section hyperplane Xy n "a" de la fibre Xy en y de
X/Y =

Y, e—— ¥

Prendre garde que des fléches distinctes sont notées par le méme

symbole. Le contexte empéchera toute ambiguité.

Lemme 5.4.11. Soit K dans Pp2° (X,@p) -

(i) On a u*f K = f,u*kK , et donc (u*lef*K)[d] _:‘Fh1+d

f u*K,

(ii) Pour i < d-1, on a PH'f,u*k —=» Pu'n, (uv)*k .

(1i1) on a Prd7le wrke— P lh, (uvy*k , et Pud7le urk

s'identifie au plus grand sous-faisceau pervers de pHd-lh*(uv)*K

qui provient de Y (décrit en 4.2.6},

Les morphismes wu sont lisses purement de dimension relative
d . De 13, la t-exactitude de u*[d] (4.2.4), et{i) . Seit g 1la
projection sur Y' de U = X'-H . C'est un morphisme affine, u*K
Pp2d(x') , et g, (u*k|U) est donc (4.1.2) dans Pp%(y')
Le triangle (g!(u*K|U) ,-f*u*K,hJuv)*K) fournit dés lors (ii) , et

l'assertion d'injectivité de ({ii). Pour vérifier (iii), il reste

est dans

(cf. 4.2.6) 3 montrer que
(5.4.11.1) Pu %y Pud le wrk = Pudy Pudln_ (uv)*k

Pour d = 0 , £ est un plongement fermé, H = @ , et les deux membres
sont nuls. Nous supposerons d > 1 .

Lemme 5.4.12. Pour g : Q — X un fibré projectif de dimension rela-

tive d , n la premiére classe de Chern de 0(1) et K dans
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6. DL I 2 ¢

Notre but dans ce paragraphe est d'expliquer et de justifier deg
recettes pour déduire d'énoncés vrais sur la cldture algébrique d'un

corps fini (tels ceux de 5.3 et 5.4) des énoncés sur| € .

6.1. Principes.

6.1.1. Pour déduire un énoncé géométrique, relatif aux variétés algé-
briques complexes, d'un énoncé sur IF , on procéde en deux étapes,
avec pour intermédiaire un énoncé sur € , mais ol la topologie du
corps de base € n'apparaisse pas. S'il s'agit d'énoncés cohomologi-
ques ou homotopiques, on obtient ceténoncé en remplacant la topologie
classique des variétés algébriques complexes par la topologie étale,
et les coefficients 2/ ,%Z , @ , T par Z/3%, 2Z " Ql' EE . La
traduction n'est pas toujours possible:

-La topologie étale ne détecte pas le 1, , mais(du moins powr une variété

est fini, elle détecte les

1

normale) seulement soncomplété pro-fini ?r] - 8 om

T, =1, % (1>1) rmaissi m est infini, les v, supérieurs (qui ne
sont pas necessairement de type fini), risquent d'é&tre perdus (cf.

Artin-Mazur, Etale homotopy, Springer Lecture Notes in Math. 100).

- La topologie étale n'est raiscnnable que pour des ceoefficients 2-
adiques. On ne peut prendre pour coefficients ni Z , ni @ , ni IR:

réseaux entiers, et signatures de formes gquadratiques sont perdus.

- La structure de Hodge (ou de Hodge mixte) de la cohomologie est per-
due en cohomologie g-adique. Noter toutefois que la définition de la
filtration par le poids de 5 (X,®) est géométrique. Cette filtration

admet donc un analogue g-adique. Pour une application, voir 6.2.3.

Par ailleurs, il faut qu'il s'agisse de variétés et d'applications
algébriques (et non seulement analytiques) complexes. Par exemple,
les résultats de 5.3., 5.4 nous fournirons des théorémes sur les vari-
étés projectives dont l'analogue pour les variétés kahlériennes n'est

pas connu.

6.1.2. Soit X wun schéma de type fini sur € . Reliant l'espace topo-
logique X(T) , et la topologie étale de X , on dispose du morphisme

de comparaison (un morphisme de topos)
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e 3 X(C) —— Xet

Les résultats essentiels sont les suivants.

(a) Le foncteur e* induit une équivalence de la catégorie des fais-

ceaux d'ensembles constructibles sur avec la catégorie des fais-

X
et
ceaux d'ensembles constructibles sur X () (0o "constructible" signi-
fie "localement constant et & fibres finies sur chaque strate d'une

stratification algébrique"). Variantes :

(A'Y Pour R un anneau fini, on a une équivalence de catégories
*
e : (faisceaux constructibles de R-modules sur xet) 25 (faisceaux

constructibles de R-modules sur X(C)) .

(A"} Pour tout nombre premier ¢, ona une équivalence de catégories E* :
(Z . faisceaux constructibles sur xe t): (faisceaux constructibles de Zk—modules

sur X(T)). «
Pour les Ql—faisceaux, e est seulement pleinement fidale. Sur

une variété normale connexe X , munie d'un point base x € X(C) , un
faisceau localement constant F de Ql—espaces vectoriels de rang fini
est dans 1l'image essentielle si et seulement si l'action de nl(x(m),x)
sur Fx stabilise un réseau (= un Za -sous-module de type fini de

Fx qui l'engendre). Pour F localement constant sur chaque strate
d'une stratification (au sens 2.l) 3 strates normales connexes § , il
faut la méme condition sur chaque F| s (5 €S) . De méme pour les
Ex - et ﬁl-faisceaux. Noter toutefois que, les groupes "y étant de
génération finie, si F est un faisceau constructible d'espaces vec-
toriels sur @ , pour presque tout g , F<8Q1 est dans 1l'image
essentielle de ¢ . Plutdt que d'utiliser cette remarque pour ramener
l'étude de faisceaux constructibles au cas g-adique, il est souvent
plus commode de ramener 1l'énoncé & démontrer au cas (A'). Pour un exem-
ple, voir 6.2.1.

Des €énoncés analogues valent pour les catégories dérivées :

(B') Pour R un anneau fini, on a une &quivalence de catégories
et . Dg(X,R)-—:l+ D?(X(E),R) . L'indice c est pour: "a faisceaux de

cohomologie constructibles”.

(B") ona &*:DR(X, 7 ) Dg(x(a:), Z) . A gauche, il s'agit

d'une catégorie triangulée définie comme 2-lim proj thf(X,ZVEn)
(£.f. := tor-dimension finie). A droite, d'une sous—catégorie de la
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i définit une orientation de & , puis de toute variété lisse, et
changer i en -i renverse l'orientation des variétés de dimension
impaire. D&s lors, indépendemment du choix de i , le faisceau d'oriep.
tation d'une variété lisse X purement de dimension d s'identifie
au faisceau constant de valeur % (d) := z(lfd' , et la classe fonda-
mentale envoie Hgd(x, Z(d)) dans Z. La classe foidamentale =
adigue se déduit de cette classe fondamentale entiére, et des isomor-

phismes déduits de l'exponentielle :
Z(lYe Z/n — Z/n(l) : 2 —— exp(z/n) .

- En cochomologie de De Rham, ils correspondent & des (2ni)d

- Mnémotechnique : dans la catégorie dérivée, un twist (d) apparait
!

souvent accompagné d'un décalage [{2d] (exemple : Rf’K = f*K[2d](d) ,

pour £ 1lisse de dimension relative d). Noter que l'opération

K — K[2d](d) préserve les poids.

6.1.5, L'application de 1l’arsenal gui précéde n'est pas toujours auto-
matique. Soit par exemple la définition de la (co)homologie d'inter-
section en termes de chaines singuli&res dont l'intersection, et celle
de leur bord, avec les strates d'une stratification convenable n'a pas
une dimension trop grande. Elle ne se préte pas, telle quelle, & une
traduction en cohomologie étale, mais, une fois gqu'on a identifié la
cohomologie d'intersecticn 4 1'hypercohomologie IH*(X,j!*(Q}[d])) (3
1'inclusion d'un ouvert lisse dense de dimension d) , avec pour j!*

la description 2.1.11, la traduction est immédiate.

6.1.6. Avant d'aborder la deuxi&me &tape : de € & IF , pour des

énoncés ol la topologie de € n'apparait pas, et bien que ce ne soit
pas logiquement nécessaire, nous allons montrer sur un exemple la mé-
thode suivie pour passer d'une variété sur € & une qui est définie

sur un corps de nombres.

Soit X une variété projective complexe. Elle est dé€finie, dans
®" (1) , par une famille finie d'é&guations homogénes P = O . Soient
auB les coefficients de P - Si on traite les a.s cgmme des indé-
terminées, les Pa définissent une famille de variétés projectives,
paramétrées par un espace affine S : on a obtenu un morphisme pro-
jectif f : Y — S dont X est la fibre au point s de S de coor-
données les valeurs originales des ag - Ce morphisme £ : Y — S

provient par extension des scalaires de ©® & € d'un morphisme de







Up
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Xi de type fini sur € , des morphismes entre les Xi , en nombre
fini, et des faisceaux constructibles de E/zn—modules sur les Xi ,
en nombre fini, On peut tous les descendre sur S = Spec(A), AcC de
type fini sur #Z assez grand. Quitte & rétrécir S , oOn peut supposer
que les opérations cohomologiques usuelles (R*f*,R*fl,f*,R*f!,qg

et Ig;p,§§3p), appliquées un nombre borné de fois an faisceaux
constructibles donnés, fournissent des faisceaux constructibles,

et commutent 3 tout changement de base S§' > S . Si ai
est la projection de X, sur S , on peut aussi suppOser que les

is
R‘ai* , appliqués aux résultats de ces opérations, sont localement
constants sur S

6.1.8. Ce qui précéde concerne les faisceaux de Z/2 Dodules. Les El-
faisceaux sont des objets de nature infinie, et ne peuvent pas en
général se ramener de € & S . Par exemple : il existe sur

€ = P(C)-{0,=} des Zl- faisceaux lisses, de monodromie non quasi-
unipotente. Un tel Zl-faisceau ne provient pas d'un Zl—faisceau sur

GmK , avec K o C de type fini sur Q

Voici une méthode pour contourner cet obstacle. Soient X de type
fini sur € , T wune stratification (2.1) de X & strates lisses et
connexes, et [ la donnée, pour chaque strate T € T , d'une famille
finie L(T) de faisceaux lisses irréductibles de Z/2 - modules. Soit
(XS,TS,LS) sur S = Spec(A), Ac T de type fini sur Z , donnant
(X,T,L) par extension des scalaires de A & € . On suppose S tel
que les strates T ETS soient lisses sur S 3 fibres géométriques
connexes, que pour F et (G de la forme j!L (j «T &»-XS dans T
et L dans LS(T)) , les Ezﬁq(F,G) soient compatibles aux changements
de base S' — S , et que, pour a la projection sur S , les
Rpa‘gggq(F,G) solent localement constants et compatibles aux change-
ments de base. Soit alors A« Vo €, V un anneau de valuation dis-
créte strictement hensélien dont le corps résiduel est une clOture al-
gébrique d'un corps résiduel fini de A . Pour tout point fermé a de
Spec A , il existe un tel V tel gque le morphisme Spec V —— Spec A
envoie sur a le point ferm& de Spec V : prendre un "arc analytique",
quotient de dimension 1 du complété AQ , qui ne soit contenu dans
l'image inverse dans Spec Ag d'aucun fermé non trivial de Spec A ,
normaliser et hensé&liser strictement. Soient (XV,TV,LV) déduit de
(XS,TS,LS) par changement de base, et (XS,TS,LS) la fibre spéciale.
Soit le diagramme de schémas
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tions finie" considérés. Pour (X,T,L) donné, le germe du systéme desg
&quivalences de catégories (6.1.10.1) ne dépend de méme que de

(x,7,L).

Si T',L' raffine T , L le germe du systéme 4'é&quivalences
(6.1.10.1) pour T , [ est bien sfr induit par le germe analogue pour
(T',L') , mais, puisqu'il ne s'agit que de germes, On ne peut pas pas-
ser 3 la limite pour en dé&duire des équivalences Dg(x,z£)++Dco%,zﬂ),
On peut seulement affimer que chaque K dans DE(X, ZB définit un

germe de systéme d'objets Ks dans les DS(XS,Zl).

si (7,L) est tel que (a) les strates sont lisses et connexeg,
(b) pour Jj : T<«s X une strate, L € LIT) et T'€T , les
qu*L|T' sont localement constants 3 constituants dans L (T'), on peut
prendre S tel que les mémes propriétés valent sur S , et que les
qu*L commutent & tout changement de base S' — S . Pour toute fonc-
tion de perversité p sur T , les &quivalences 6.1.9 respectent alors
les t-structures de perversité p , et il et va de m&me pour le germe

du systéme d'équivalences (6.1.10.1).

Utilisant 6.1.7, on peut faire en sorte que les équivalences
6.1.9 (et le germe du systéme des équivalences (6.1.10.1)) respectent
les opérations cohomclogiques habituelles. Par exemple, pour T =

RHOm ou é? , on peut aggrandir chaque (T,L) en un (T',L') tel
3 b b b :
que T envoie DT,L XDT,L dans DT',L' , puis prendre S tel que

pour V comme ci~dessus, les équivalences 6.1.9 respectent le fonc-
teur T . De méme, pour £ : X — Y (ou Y — X}, on trouvera (T',L")

1
sur Y tel que T = Rf, , Rf, (ou f£*,Rf’) envoie D? L dans
b - !

DT' Lo et que les équivalences 6.1.9 commutent aux foncteurs T
En ce qui concerne RHom et é? , tirant profit de ce'@ue
L(T) est un ensemble de classes d'isomorphie de faisceaux de %/L-

modules, et que ceux-ci ont une monodromie finie, on peut plus simple-

ment raffiner (T.L) en (T',L') tel que soit stable par

o2,
s T
RHom et & .

Ré&trécissant S , on peut aussi suppOser que 6.1.10.1, restreint

aux faisceaux, respecte :

- la structure des Z&-—modules fibres de F en les points d'une strate

(rang, diviseurs é&lémentaires de la torsion).

158




FAISCEAUX PERVERS

- la lissitéde F : on se ramé&ne au cas de faisceaux de Z/f-modules

en observant que pour qu'un % ,-faisceau soit lisse, il faut et il

£
suffit que le noyau et le conoyau de £ : F —» F le soient.

- Pour F lisse sur X 1lisse coOnnexe, la monodromie : rétrécir X
pour qu'il n'y ait qu'une strate (ceci ne change pas le groupe de mo-
nodromie), et passer a un revédtement fini connexe qui trivialise les
éléments de [(X) . Utiliser alors que, puisque X — XV et X, —~ Xy
induisent des isomorphismes sur Hl(-,Z/z), ces morphismes induisent
des épimorphismes sur le pro-g-complété du LT Par ailleurs, du
systéme d'équivalences (6.1.10.1) pour les ﬂ2~catégories dé&rivées,
N
catégories dérivées. Pour vérifier, dans le cas des Ql—faisceaux,

on dé@duit aussitdt des systémes analogues pour les (

qu'il préserve la lissité on peut utiliser les faits suivants :

(a) pour que F soit lisse, il faut et il suffit que son image inverse

sur le normalisé de X le soit.

red

(b) Soit X normal connexe et j : U<— X un ouvert dense. Pour que
F sur X soit lisse, il faut et il suffit que ses fibres aient tou-
tes la méme dimension, gque sa restriction 3 U soit lisse, et que

F = j‘j"F .

6.2. Exemples.

6.2.1 Dimension cohomologique des schémas affines |

Soit X wun schéma affine sur € , de dimension d . Soit & dé&-
duire des résultats analogues en cohomologie t-adique (4.1.4) que
pour tout faisceau constructible F de C-espaces vectoriels sur X(I),
on a Hi(x(m),F) = Qg pour i > d . Ecrivons simplement X pour X(T).
Par dévissage, on se raméne a supposer F de la forme j,L , pour
J £ Yoo X l'inclusion d'un sous-schéma connexe et L-un systéme
local complexe sur Y . Soit y € Y . Le syst2me local [ est dé&fini
par une représentation de "l(Y’y) sur | = €% . Le groupe

de génération finie, cette repré&sentation se factorise par

Lo} étant
pp ¢ m3(¥,¥y) — GL(n,A) , avec A c € de type fini sur Z :ona

L =1,® T pour L, un systéme loca} de A-modules. Soit FA = j!LA.
Nous admettrons comme connu dque les Hl(X,FA) sont des A-modules de

type fini et que pour tout A-module M , on a
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RP(X'FAQ?A M) = RF(X,FA) B m . Ces résultats de finitude résultent
de ce que, si X est une complétion projective de X , (X,X-X) est
triangulable. Si N est ls plus grand entier i tel que Hl(X,FA)¢o,
on a alors HN(X,II-;@AH)= H (X,FA) ®A M . Prouvons par 1l'absurde que

N <d . Supposons N > d , et prenons M de la forhe A/m , pour m
un idéal maximal de A , et soit FA/m = Fp Gh A/m . Puisque A/m

est fini, FA/m est le ¢* d'un faisceau Fi;m sar Y . On a
N N ~ N et
H (X,Fp) @ A/m = H (X,Fp ) «———— H (X_,Fs,)=0,
A a/m 6120 et'Fa/m

puisque N > 4 . Ceci valant pour tout m, et HN(X,FA) étant de type
fini, on a HN(X, FA) = 0 : contradiction. Les Hl(X,FA) sont donc
nuls pour i > d , et on conclut en utilisant que HL(X,F) =

i

H (X,FA) @A cC.

Variantes . Plutdt que de dévisser F pour se ramener au cas F = j,| ,
on aurait pu directement écrire F = Fa Dy C , pour A comme ci-

dessus et un falscgau constructible de fibres des A-modules

Fa
libres.
Remarque . Le résultat obtenu n'est pas satisfaisant : on a Hi(X,F)=O
pour i> dimEX dés que X est un espace de Stein, et que F est
un faisceau abé&lien localement constant sur les strates d'une strati-
fication analytique localement finie. Ceci se démontre par une variante

convenable de la th&orie de Morse.

6.2.2. La filtration par le poids.

Soit X sur € . Pour obtenir la structure de Hodge mixte de la
cohomologie de X , on commence par remplacer X par un schéma simpli-
cial muni d'une compactification convenable x;;?;ﬂB]). Un schéma sim-
plicial est un objet de nature infinie : il comporte une infinité& de
Xi , et une infinité de flé&ches. On n'est donc pas assuré de pouvoir
en trouver une version sur S = Spec(d), avec A < € de type fini sur

Z . Toutefois, pour &tudier les Hi(X) , pour i« n , il suffit de
disposer des X, et Yi pour i < n+l , et le tronqué

i) j<ne1 T Fplicner
le poids WQ de H* (X(T),D) est l'aboutissement d'une suite spectrale

peut &tre descendu & S . La filtration par

construite & partir de X, C*-Y* . La méme suite spectrale existe en

cohomologie f-adique. La filtration W, de Hn(X,QQ) = 1 (x(T) ,D® o,
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Que Fg soit pervers simple résulte de 6.1.10. La définition de
"d'origine géométrique" é&tant inductive, il suffit de montrer que la
condition (P) est stable par les opé&rations considérées dans cette d&-
finition. Ces opérations commutent aux égquivalences considérées. Il
reste a3 savoir que :

(a) Ez sur (Point) vérifie (P)

(b) Les opérations pHiT de 6.2.4 transforment FS vérifiant (P) en
Gs d&duit de Go mixte ; les constituants simples de Gy sont purs
(5.3.4) et par 6.1.9,6.1.10 ceux de Gs vérifient (P).

(c) De méme pour ® et RHom.

6.2.7. Preuve de 6.2.5 . Il suffit de traiter le cas o K est un
faisceau pervers F . Appliquons 6.2.6. On trouve que FS vérifie (P).
Appliqugns 5.4.5,5.3.8 . On trouve que Rf*% est somme directe de
ses Pa'[-il , et que ceux-ci sont semi-simples. D'aprés 6.1.10, les

mémes propriété&s valent pour Rf,F , et ceci prouve 6.2.5.

Corollaire 6.2.8 (théoréme global des cycles invariants). Soient

f : X— Y un morphisme propre (de schémas de type fini sur €) et K

dans DS(X,E) . Soit V un ouvert (de Zariski) de Y sur lequel

Hlf*K est localement constant. Si K est semi-simple d'origine géo-

métrigue, on a

(6.2.8.1) Bh(x,K) — B (v,B e K) .

En particulier, pour V connexe et y ¢ Y , posant Xy = f_l(y) ,
m,(V,y) agit sur (Hlf*K)y -, Hl(Xy,K) , et(6.2.8.1) se récrit

) . T (V,y)
(6.2.8.2) B LK) it (X K) 1

Corollaire 6.2.9. (théoréme local des cycles invariants). Soient

f: X — Y un morphisme propre, K dans Dg(x,m) et y € Y . Soit

V un ocuvert (de Zariski) de Y , sur lequel Hlf*K est localement

constant. Pour B une boule assez petite de centre y , et j 1'in-

clusion de B n V dans B , on a
H(BNV,H£,K) = (3 j*H E K) '
* * Y
et

HO(B,uif k) ste k) = wl(x ,x)
* * 'y Y
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8i K est semi-simple d'origine géométrique, pour un tel B , on a

(6.2.9.1) B (%, K) ——H°(B 1 v,ate k).

pour B N V connexe et z € BN V , cela s'écrit encore

i i wl(BnV,z)
(6.2.9.2) H (Xy,K) —H (XZ,K) .

Dans 6.2.9, l'existence de boules B du type indiqué est connue.
Ces boules ne sont ici qu'une commodité d'exposition : on pourrait
prendre d'autres voisinages formant un syst&me fondamental de voisina-
ges (définis par exemple en terme d'une triangulation). Ceci dit, et

compte tenu de 6.2.5, la preuve est la méme qu'en 5.4.7-5.4.9.

Théor&me 6.2.10 (Lefschetz difficile relatif). Soient f : X — Y un

morphisme projectif, ¢ la premiére classe de Chern d'un

faisceau inversible relativement ample, et F un faisceau pervers semi-

simple d'origine géom&trique sur X . Pour i > O , on a

ot Pyt f*F*—:—» PHf F(4)

Cet énoncé se déduit de 6.2.6 et de 5.4.10. Un cas particulier
utile est celui od Y est réduit & un point. Il fournit le théoréme

de Lefschetz difficile en cohomologie d'intersection.

Remarque 6.2.11. On aimerait pouvoir, dans les énoncés gqui précé&dent
remplacer "d’origine géométrique" par "de la forme jltL[d], pour J
l'inclusion de Y lisse connexe de dimension d et L le systéme
local sous-jacent & une variation de structures de Hodge polarisable”.
On aimerait aussi pouvoir remplacer les variétés algébriques par des

variétés kahlériennes compactes.

Si f est un morphisme de variétés kahlériennes compactes, nous
ne savons démontrer ni que Rf*E est somme des pHin*ELi], ni que
les faisceaux pervers pHlRf*E sont semi-simoles, ni l'analogue de
6.2.10 pour Rf* (C{dim X]).
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INDEX DES NOTATIONS

- D est une catégorie triangulée. Elle est le plus souvent munie d'une
t-structure, de coeur C .

>a <b -a <b
o= ,0° o 1.3.1 -pt@Pl 9T apT - 9P . 1.3.12 - oF,0PF : 3.1.5

- D(...) est une catégorie triangulée, dépendant de ... .
D(X,0) : 1.4.1 - D, ¢+ 2.1.13 - D : (2.1.13),2.2.1 - D : 2.1.10
2 B ¢ b b, Srt
DF,DF° : 3.1.1 - D (X,Z_,) :(2.2.14.1)- D_(X,@.), D (X,E.)
b _ C 2 C 2 C A
DC(X,QQ) 2 2.2.17.

[

- p est une perversité (2.1.1,2.2.1) , p* sa duale - pPg ¢ 2.2.1 .
En exposant gauche, p indique un foncteur entre coeurs de

t-catégories - Pr . 1.3.17(i) - ou relatif & une t-structure
(P, Puhy

- 1 est un foncteur de troncation.

. - F u -
Tia ’ Tib : 1.3.3 - T[a,b] : '1.3.5 T ,1 : 1.4.13.
- Notation diverses : D : dualité de Verdier.
F[n] : filtration dé&calée : 3.1.8.
G: ?°F — () : 3.1.7.
#° . 1.3.6.

Homa ¢ 3.2.5.
j',,l : 1.4.14.1, 1.4.22, 2.1.7.

M(X,0) : 1.4.1.
n,n*,nt : 3.3.1.
réal : 3.1.9.
tot A : 3.2.7.
§(F,G) : 3.1.2.
a,a% ¢ 3.2.6.

8 : 4.2.7.
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