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ETUDE DE LA CATEGORIE DES ALGEBRES DE HOPF 

COPAMUTATIVES CONNEXES SUR UN CORPS 

Colette Schoeller 

Let k be a perfect field of characteristic p ~ 0 ; the category ~ of 
connected abelian Hopf algebras over k is abelian and locally noethe- 
rian. Technics of locally noetherian categories are used here to obtain 
Krull and homological dimensions of ~ (which are respectively I and 
2), and a decomposition of ~ in a product of categories. First we 
have ~ ~ ~- X ~+ , where ~- is the category of Grassman algebras, 
and ~+ consists of Hopf algebras which are zero in odd degrees ; then 
we prove that ~+ itself is a product of isomorphic categories ~ , 

n 
n6~* , and we give an equivalence between ~n and a category of mo- 
dules. This is compared to some results os algebraic geometry about 

Greenberg modules. 

Etant donn6 un corps commutatif k , nous appellerons alg6bre de 

Hopf sum k toute alg@bre de Hopf commutative, connexe sur k [5] ; 

tun tel objet H est donc un espace vectoriel gradu@ H = ~ H , 
nE~ n 

avec H ~ ~ k , muni d'une multiplication ~ : H| ~ H , et d'une co- 

multiplication A : H ~ H| , associatives et anticommutatives, avec 

unit~ et counit&, telles que A soit un homomorphisme d'alg@bres gra- 

du@es. Nous @tudions la cat@gorie ~ de ces alg~bres de Hopf en rappe- 

lant, dans une premiere partie, certains r@sultats connus sans donner 

toutes les d~monstrations. Dans les n ~ 2 et 3 nous utilisons diff~rents 

exercices proposes par P. Gabriel [2~ pour d~montrer, notamment, que, 

lorsque la caract~ristique de k est non nulle, la dimension homolo- 

gique de ~ est 2 (et non I comme il est dit dans [7]).Les m~thodes 

utilis@es sont @l~mentaires (alg@bres de Hopf et cat@gories localement 

noeth@riennes) et ne font par intervenir les techniques de la g@om6trie 

alg@brique. 

Je remercie P. Gabriel pour ses conseils au cours de la mise au 

point de ce travail. 
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2 SCHOELLER 

I . G@n6ralit6s 

I.I. Reprenant les notations de [5], si H est une alg@bre de Hops et 

si I(H) = Z H n , nous posons Q(H) = I(H)/I(H) 2 . Un morphisme 
n>O 

h : K -~ H de Zest un @pimorphisme si et seulement si l'application i n- 

duite Q(h) : Q(K) -~ Q(H) est surOective [6] �9 Nous dirons que H est 

de type s si elle l'est en rant qu'alg~bre, i.e. si [Q(H) :k]< += ; 

de m@me, H est r~s si [H n : k] < + co pour tout n . Lorsque H 

est r@s nous d~signons par H * l'alg@bre de Hops duale (multipli- 

cation et comultiplication de H induisent sur H* une structure d'al- 

g6bre de Hops [5]). Toute al@6bre de Hopf est limite inductive de ses 

sous-al~@bres r@s [5] �9 

Les alg@bres de Hops H telles que H n = 0 pour n impair for- 

ment une sous cat@gorie pleine Z + de Z ; de m@me les alg@bres de 

Hops H telles que Q(H)n = 0 pour n pair s une sous-cat@gorie 

pleine ~ de 

Nous d6signerons par n E , n L , n s les alg6bres de Hops suivantes: 

- E est l'alg6bre ext@rieure ~ un g6n@rateur x de degr@ 2n+I , 
n 

avec Ax = x| I + 1| ; 

- L est l'alg@bre k[x] des polyn@mes en une variable x de de- 
n 

~r@ 2n , avec Ax = x| I + 1| ; 

Lorsque car k = p ~ 0 , on pose n S = nL/(x p) D 

Po= tout ~ ~ ~ , ~ous poso~ Pn(H) : {x e }~n I A~ : ~| ~ + ~ | ~] 
pourtout I%>0 et P(H) = Z Pn(H). Les 616ments de P(H) sont dits 

n>O 
primitis . U_/n_ morphism e h : K -~ H de ~ est tun monomorphisme si e~t 

seulement si l'application induite P(h) : P(K) ~ P(H) est injective 

[67 .~i~o~a P2n(~)=Ho~(L,~) pou~tout n>O. 

S i [Q(H) : k] = I , alors H est soit de type n E , soit un ~uo- 

tient d'une a!$6bre d__ee type n L . En effet, soit y un rel6vement darts 

H d'un @l~ment non nul de Q(H), y est primitis car de degr6 minimal 

darts I(H). Si 5~ I on d6s tun morphisme s : E -. H de ]~ 
n 

en posant s = y ; ce morphisme est surjectis (puisqu'il l'est comme 

morphisme d'alg6bres), il est injectis c'est donc un isomorphisme de 

(confer 1.2.). De m@me, si 5~ on d6finit un morphisme surjec- 

tis g : L ~ H de ~ en posant g(x) : y . 
n 
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SCHOELLER 3 

1.2. Les monom0rphismes d__ee ~ s0nt les morphismes i njectis ; les 6pi- 

morphismes sont les morphismes surjectis . 

Si s K est un ~pimorphisme, alors O(s :Q(H) - Q(K) est 

une surjection, donc s enest une . 

Si s est un monomorphisme, alors P(f): P(H) ~ P(K) est une 

injection. Supposons que E = {x6 H ls = O} soit non vide ; six 

est un @l&ment de degr~ n minimal dans E , x n'est pas primitis et 

l'on a &x = x@1 + 1| + E x.| , avec ~~ , ~~ <n et 
i,j 1 O J 

r x.| ~ O . Alors (f| xi| ~ O , ce qui est absurde puis- 
J 

~e ~(• = 0 impli~e A~(x) = 0 . 

Les r~ciproques sont imm&diates . 

Remarquons enfin que, si s : H - K est tun morphisme de ~ et si 

Q(f) est bi~ectis alors ~ est un @pimorphisme essentiel ; s__~i P(s 

e st bijectif, alors f est un monomorphisme ' essentie! . 

1.3. L_~a cat6~orie ~ est une cat~@orie ab61ienne, localement noeth~- 

rienne : les objets noeth@riens sont les al~bres de Ho~ d~e type s 

ni ( [ 2 ] , [ 6 ] )  �9 

Rappelons (confer [6]) que le conoyau d'un morphisme s : H ~ K 

a pour alg~bre sous-jacente K/K.s et que le noyau de s a 

pour espace vectoriel sous-jacent le noyau de l'homomorphisme k-li- 

n6aire : 

, 

o~ 8 est la projection canonique de K sur l(K) . 

Pour v~ris que ~ est une cat@gorie ab&lienne il reste 

montrer, d'apr@s [I] , que tout monomorphisme est un noyau et tout 

&pimorphisme tun conoyau. Ceci est d~montr6 dans [6] . 

1.4. Tout objet noeth~rien de ~ admet une suite de composition 

dont les quotients sont de types n E , n L o__u n S . Nous dirons 

que les n E , n L , n S sont les alG6bres de Hops @16mentaires . 

Pr~cisons enfin que, si car k = 0 , les n E et m L sont 

des objets simples de ~ , et ce sont les seuls (A isomorphisme 

pros) : en e~s si S est tun objet simple de ~ et x un 616- 

ment de degr6 positis minimal, x est primitis et la sous-alg~- 
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4 SCHOELLER 

bre qu'il engendre est un sous-objet de S de l'un des types m L ou 

E ,donc S est de type L on E . 
n m n 

Lorsque car k = p # O , on voit de m@me que les objets simples 

de ~ sont les E et S (les quotients de L @rant alors les 
n m m 

k[x]/(xpr),r6 IN) �9 

1.5. Toute al@~bre de ~ est somme directe d'al@~bres de type E . 

II sufs de v~ris que Ex~ (hE,mE) = O pour tons m et 

n>O �9 Par dualit~ on se famine au cas n % m . Alors,si 

0 ~ E -- E ~ E -- O est une suite exacte, x un g&n~rateur de E , 
m n n 

et x un rel~vement de x dans E , x est primitis car de degr~ mi- 

nimal darts E ; par consequent le morphisme s : E ~ E d@s par 
n 

S(X) = x est une section de W . Ainsi E Z E ~E 
m n 

1.6. Soient C une cat~gorie localement noeth~rienne et g un ensem- 

ble d'objets noeth~riens de C tel que tout objet noeth@rien air 

une suite de composition dont !es quotients sont isomorphes ~ des ob- 

jets de $ ; nous laissons au lecteur le soin de v~ris les r~sultats 

suivants : 

a) Un objet I de C est injectis ssi Extl(E,I) = 0 

EEg �9 

b) Si g = g+Og- est une partition de g telle que 

pour tout 

Homc(E+,E - )  = }Iom c (E-,E +) = Ext~ (E+,E -)  = Ext~ (E-,E +) = 0 pour 

tons E + E g+ et E- E g- , soit C + (resp. C-) la plus petite 

sons cat~gorie localisante de C contenant 8 + (resp. 8-) , alors le 

s (M,N) ~ M • N est une ~quivalence de C + x C- sur C 

c) Si, pour tons E et E' dans ~ , on a Extm(E,E ') = O pour 

m > n , alors la dimension homologique de C est < n 

1.7. L_~a c at~orie ~4 est produit direct des cat~$ories ~ + e_!t ~- 

On pose : g- = [hE , n E iN*] 

et 8 + = {nL ' n E ~*} lorsque car k = 0 

{n L , n6~*]U[nS, nE ~*} lorsque car k = p # O . 

On e s t  ramen~ ~ d6montrer que Ext~ ( n E , H )  = EXt~ ( H , n E )  = 0 pour 

nE IN* et H E 8 + (1.6. b) On v~rifie d'abord clue Ext~ (nE,K) = O 
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SCHOELLER 5 

pour K 6 ~ + : en es163 soient O~K~E ~ E~O une suite exacte, 
n 

un g~q@rateur de E , et x tun rel~vement de x darts E ; comme 
n 

K n'a que des ~l@nents de degr@s pairs, x est primitis et permet de 

d~s une section s de ~ en posant s(x) = x . Enfin, par dualit@, 

on obtient : Ext~ (H,nE) = 0 pour tout objet noeth~rien H de ~ + . 

1.8. Lorsque car k = 0 , tout obSet de M est somme directe d'obSets 

des . types n E o__uu n L . En es163 on v@ris ais@ment darts ce casque 

 xtL(nL, : 0 pour tous m et n. 

+ 
2 �9 D6composition de la cat~@orie 

Nous supposons d~sormais que car k = p ~ 0 , et nous posons 

,N : [nE ,N*l(n,p) : I] . 
P 

Si n 6 JN , nous d~siNnons par ~ la plus petite sous-cat~- 
p n + 

@orie localisante de ~ contenant n L : tout objet de ~n est 

obtenu & partir de n L par construction de sous objets, d'objets quo- 

tients, d'extensions et de limites inductives. La cat@gorie ~ est 
n 

donc s des alg~bres de Hops K telles que Q(K) soit concentr~ 

en dent,s 2pl.n , i 6 IN. Si K est une alg@bre r~s de ~ , 
n 

il en est de m~me de ~* , et par consequent ~ est s des al- 
n 

g@bres K telles que P(K) soit concentr@ en degr@s 2pl.n , i 6 IN 

THEOREME . La cat~@orie ~+ est produit direct des categories ~n ' 

n 6IN �9 
P 
ll suffit de v@rifier que, quels que soient m et nE IN , dis- 

P I 
tincts, on a : Ext  : 0 po= tous obj ts @l~mentaires 

H de ~ et K de ~ (1.6.5) �9 
n m 

2.1. LEM~.~ . On a Ext~ (rS,s S) = 0 pour r ~ sp e_!t s ~ rp , e__tt 

EXt~ (rS,s L) : O p0ur r ~ s e__t_t s ~ rp . 

Pour la premiere assertion on peut supposer r < s , quitte & 

dualiser ensuite. Soient alors 0 -. S i E -~ S -. 0 une suite exaete, 
S r 

y un g~n@rateur de S , x un g@n@rateur de S et x un relive- 
s I" 

ment de ~ dans E ; x et i(y) sont primitis dans E . L'&tude de 

Q(E) donne deux possibilit~s : 

I ~ . [Q(E) : k] = 1 et alors i(y) = X.x p , avec X E k . On a 

donc E =~k[X]/(Xp2), mais s = rp . 
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6 SCHOELLER 

2 ~ �9 [Q(E):k] = 2 e t  E a S | S . 
r S 

D'o~ !a premi@re partie du lemme. La deuxi~me se d@montre de fa- 

Gon analogue . 

2.2. LEMME . Lorsque K est tune al@@bre d_e Hops telle que Km = 0 

pour 0 ~ m ~ 2n , on a EX~(nL,K ) = 0 . 

En es163 si 0 - K -- E ~ L -- 0 est une suite exacte, un rel@- 
n 

vement x darts E d'un g~n@rateur x de L est primitis car de de- 
n 

gr~ minimal dans E ; comme x n'est pas nilpotent il enest de m~me 

de x et on d@finit une section s de w en posant s(x) = x . 

2.3. En reprenant les notations ci-dessus, on d~duit de 2.1. que 

Ext,( i S , m S ) = 0 pour tous i et j dans |N . On en d~duit que 
p.n p~ 

~( - m L 
Ex i S , ) = 0 pour i et j dans IN : en effet, i ~tant 

p.n p~ 
fix@, le lemme 2.1. nous donne cette ~galit@ pour j assez grand, e t  

l'on conclut en remarquant que Ext1(p.ni S'pj+ImL). = Ext1(p.ni S, P-Jm L) 

pour tout j (utiliser la suite exacte 0 - j+1L - L ~ S -- O) 

p . m p~n p~m r+1 

On montre ensuite que Ext1(pj~L, p.mi S) = 0 : posons rH=k[x]/(xP ) 

avec B~ : 2p~n ; on a Ext1(pJnL'. p.mi S) = Ext1(p.mi S' (pJnL)*). ~ 

% Ext1( i S, !~m(rH)* ) ~ lim~ Ext1( i S , (rH) *) , et ce dernier terme 
p.m r p.m 

est nul (utiliser la dualit@ et les suites exactes 

0 -- S ~ H -- 0) L'@galit@ Ext1( n L' i L) = 0 se d6- 
p3~r n r r-1H ~ " p~ p.m 

montre alors comme l'@galit@ Ext1(pJnS. ' p.mi L) = 0 . D'o~ le th~or@me 

L'~tude de la categoric ~+ se ram@ne donc ~ celle des cat@go- 

ties ~ , et, quitte ~ s une homoth@tie sum les degr@s, il suPs 
n 

d'@tudier N1 
Nous supposerons d@sormais que l e corps k est parfait. 
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SCHOELLER 7 

3 �9 Etude des ob0ets inOectifs et proSectis de ZI 

3.1. Pour simplifier l'~criture nous appelons Z1-alg~bre les objets 

de ~I et nous ~crirons Hom(H,K) et ExtI(H,K) au lieu de 

Ho~I(H,K) et Sx~1(~,~) pour tout couple (H,~) d'objet~ de ~I" 

Enfin nous posons : mS = S et mL = L pour tout m E~ �9 
m m 

P P 

Nous introduisons les ~1-alg~bres suivantes [2] : 

- k[X_~ = k[Xo,XI,...,X n .... ] est l'alg&bre de polynSmes par rap- 

port aux ind~termin@es (Xn)n6~ ; la graduation est d@termin@e par 

BoX = 2p n n , n 6 IN , et la comultiplication par les s ci-dessous: 

A X = X |174 , 
0 0 0 

XoF) X 1 = X 1| 1+1| 1 + ~  

= X | I + I| + ~ [X~ I | I + I| p - (A Xn_ I A X n n n p - n-1 )P] + 

2 2 2 n n 

I [x~_2|174 p -(A ]+...+-~[x ~ |174 o + -~ n-2 Xn-2 )p I p X p _ 
P P 

n 

(~ Xo)P ], 

Ces s ont le sens suivant : lorsqu'on es le calcul 

des coefficients dans ~ on constate qu'ils sont entiers et on les 

r~duit modulo p . 

_ np est la sous-alg~bre de Hops de k[X_~ engendr~e par 

Xo,XI,...,X n . En particulier Op = o L . 
n+1 n+1 n+1 

- nI est l'alg~bre quotient k[X~/(X~ ,X~ '''''XPm "'') " 

Pour tous m ~ n darts IN , nous d@signons par ~n : k[X_] ~ nI et 

Par ~m,n : nI ~ mI les projections canoniques ; de m~me Jn : np~ k[X_] 

et Jn,m :mp ~ np sont les injections canoniques . 

Si l'on "oublie" la graduation, k[X~ est la bialg6bre du k-fonc- 

teur en groupes W des vecteurs de Witt de longueur ins (confer 

4.3.), et np celle du k-foncteur en groupes Wn+ I des vecteurs de 

Witt de lon~/eur n +I 
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8 SCHOELLER 

3.2. Les objets simples de ~I sont les ns , n E IN Si l'on d~signe 

par #~ !a sous-cat~gorie pleine de #I s des objets de dimen- 

sion de Krull nulle (i.e. qui sont r~union de sous-objets de longueur 

s la cat~gorie quotient # 1 / ~  
et sa dimension de Krull est nulle . 

Ainsi, la dimension de Krull de 

Les injectis ind@composables de 

tires des objets simples ns de ~I 

[3 ] .  

admet ~ pour seul objet simple, 

#1 est 1 [3]  �9 

#1 song les enveloppes i n jec -  

et de Ibbjet simple ~ de 

THEOREME . Lorsque l_~e corps k est parfait, pour tout n E IN : 

a) nI est l'enveloppe in~ective d__ee ns ; 

b) s_~i J est un obSet de socle ns qui admet une suite de com- 

position dont les quotients song ~ ,..., 

morphe & nl ; 

c) on a un isomorphisme 

Sective d_~e ns �9 

d) On a un isomorphisme 

l'enveloppe inSective d_~e ~ 

nL*, alors J est iso- 

hi. ~ np , e~t np est la eouverture pro- 

k[X_~ ~ k[X]* , __et k[X~ est & la s 

et la couverture projective d__ee ~ . 

Pour les parties a), b), c) nous raisonnons par r~currence surn. 

3.2. I. Remarquons d'abord que Op Z o I . En es163 O(~ ) Z p(~ est 

nul saul en deGr~ 2 oG sa dimension sur k est I , donc il est iso- 

morphe & Q(op). Soit x un g~n~rateur de ~ , x ne peut Gtre nil- 

potent sinon (~ serait nul pour n assez grand, donc, en tang 

qu'alg~bre, ~ s'identis & k[x]. Comme toute alg&bre de Hops dont 

l'als~bre sous-jacente est k[x] , avec B~ = 2 , est isomorphe & Op , 

on a bien Op ~ oi* . 

D'ap~s le lemme 2.2., Op = o L est un objet projectis de #I ; 

donc ~ est injectis (utiliser la dualit~ et 1.6. a). I1 est clair 

que le morphisme naturel ~ ~ est essentiel puisque tout sous- 

objet non nul de ~ contient au moins un &l&ment primiti�, donc con- 

tient (~ 2 et par suite ~ �9 

Donc ~ est l'enveloppe in~ective __de ~ , e__tt Op __en est la cou- 

verture pro~ective �9 
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SCHOELLER 9 

Si nous supposons ~e n-II est l'enveloppe injective de n-ls et 

que l'on a un isomorphisme (n-Ip)* ~ n-11 , nous remar~uons que : 

~) Hom(ms,n- l I )  = 0 pour m r n-1 , e t  H o m ( n - l s , n - l I )  ~ k e n  

taut que End(n-Is) = k-module & droite . 

9) Pr(n-II) : (Q(n-IF)) r m est nul sau~ si r = 2p m , avec 

m = 0, I,2,...,n-I . Comme X p est primiti9 dans n-II (pour m<n) 
o 

on volt que les seu!s ~l~ents homog@nes primitis de n-If sont de 
m 

la s ~ X~ , pour m = 0,I,...,n-I , k E k . 

3.2.2. LEMME . Si I est une ~1-al@&bre ~oss~dant les propri~t~s sui- 

vantes : 

(i) on a u_ne suite exacte 0 ~ nL* ~ I 5 n-II ~ 0 . 

( i i )  H o r n ( n - I s , z )  = 0 , 

alors I est l'enveloppe injective d_~e ns . 

Pour v~ris que I est injectis nous prouvons par r~currence 

surn les ~galit@s : Ext1(mL,I) = 0 = Ext1(ms,I) pour tout m61N 

(1.6. a) �9 

Pour tout mEIN on d@duit de (i) une suite exacte : 

Ext l (mL ,nL  * )  . E x t l ( m L , I )  . E x t l ( m L , n - l i )  

dans laquelle le dernier terme est nul (hypoth~se de r~currence) ; le 

premier est aussi nul : en es163 le lemme 2.2. nous donne ce r6sultat 

pour m~n , done aussi, par du~$it@, pour m>n . Et par suite 

Ext1(mL,I) = 0 . 

Pour tout m on a une suite exacte 0 ~ m+IL i mL ~ ms ~ 0 ; on 

en d@duit la suite exacte de End I-modules & gauche : 

(*) 0 ~ Hom(ms,I) ~ Hom(mL,I) <* Hom(m+IL,I) -- Ext1(mS,I) ~ 0 . 

On 6tudie j* et les deux termes centraux, i.e. P (I) et 
2p m 

P2pm+1(I ) . De l'hypoth@se (i) on d~duit une suite exacte de k-espaces 

vectoriels 0 -- p(nL*) ~ P(I) P(n).. p(n-Ii) . Mais ~ est tun isomor- 

phisme en degr~s <2p n , done P(n) est une surjeetion (remarque 9) �9 

Co=e, de plus, p(nL*) = O(nL) ~ kx o~ x est de degr~ 2p n , on 

voit que P(I) est concentr~ en degr~s 2p r avec r r n ; plus pr@- 

eis~ment, Hom(mL,I) = 0 pour m>n et Hom(mL,I) = k en tant que 

End(mL) = k-module & droite, pour m~ n . 
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IO SCHOELLER 

Ainsi, lorsque m ~ n la suite (*) nous donne Ext1(ms,I) = 0 . 

Par ailleurs, si m < n , on v6rifie ais&ment que j*(s = j*(f).~P 

tout ~ E k et f 6 Hom(mL,I). Comme k est parfait, j* sera un iso- 

morphisme, (et par suite Ext1(mS,l) = O) ssi Hom(ms,i) = 0 ; ceci 

est vrai par hypoth~se pour m = n-1 ; prouvons le pour m < n-1 : si 

s : ms -- I est un morphisme non nul, no f est non nul, car 

Hom(ms,nL ~) = 0 , et ceci est impossible d'apr~s la remarque ~) . Et 

finalement, Ext1(mS,l) = 0 ~n E ~ �9 

II est clair, maintenant, que ns est le socle de I car 

Horn(ms,!) = 0 pour m < n , Hom(ns,l) ~ Hom(ns,nL w) = k et ens 

Hom(ms,I) = 0 pour m > n car P(I) est concentr& en degr&s ~ 2p n �9 

3.2.3. Ce lemme vanous permettre de prouver les r~sultats a),b) et c) 

au cran n . En efs nI v~rifie l'hypoth6se (i) : on passe de ~ 

& nL par une simple homoth~tie sum les dent,s, alors nL* s'identi- 
n 

fie & la sous-alg~bre de nI engendr~e par les (xP)iC/N ' et le quo- 

tient est n-lI , Elle v~rifie aussi (ii) : posons n-#s : k[x]/(x p) 

avec BOx 2p n-1 ; soit f : n-ls nI = -. un homomorphisme non nul, on 
X pn-1 

doit avoir f(x) E P2pn-1(nI) -~ P2p n-1(n-II) ' donc f(x) : k o ' 

mais ceci est impossible car x p = 0 implique f(x) p = 0 Ainsi nI 

est l'enveloppe injective de ns �9 

Le r6sultat b) est imm&diat (si J est de dimension de Krull 

nulle eta pour socle ns , J est une extension essentielle de ns 

et se plonge dans nI) . 

D~nonstration de c) : on montre que np* est l'enveloppe injecti- 

ve de ns . En dualisant la suite exacte : 

Jn,n-1 
0 ~ n-Ip >np > nL > 0 

on voit que %* v6ri~ie (i). Par aineurs Hom(n-Is,%*)=Hom(%,n-Is), 

et ce second membre est nul : en es si s :np -~ n-1S @tait un mor- 

phisme non nul on aurait f(Xo) = f(X1) ..... f(Xn_2) = 0 , 
p �9 

s = x ~ 0 et f(Xn) = 0 alors que f(AX n) = p~l ! (i)xl| 
i=I p 

On a donc Ext1(np,H) = 0 pour toute alg@bre r@s H , et 

l'on conclut 9r~ce au lemme suivant : 

142 



SCHOELLER 11 

3.2.4. LEMME . S~i P est une ~]-alg&bre r~s telle que 

ExtI(P,H) = O pour toute al@~bre r@flexive H , alors P est projec- 

tire . 

Pour la d&monstration il su~s de remarquer que, si s : E ~ P 

est %me surjection, il existe une sous-alg~bre r~s E' de E 

telle clue s = P . Alors route suite exacte O ~ F ~ E ~ P ~ O se 

scinde puisque la suite O ~ Ker(s ~ E' ~ P ~ O est scind~e par 

hypoth@se. 

3.2.5. D&monstration de d) : le syst@me projectif form6 par les ml 

et les projections canoniques admet kEX~ pour limite projective, et 

il poss@de les propri@t@s suivantes : 

(I) les morphismes l im(nI) ~ nI sont des @pimorphismes ; 

(2) les homomorphismes induits p(mI) - P(m'I) (m' ~m) sont sur- 

jectifs (3.2.1., remarque B) ; 
n 

(3) pour tous m~n on a Hom(nL,mI) = k X p ; et le morphisme 
o 

s :Hom(n-In,mI) ~ Hom(nL,mI) induit par l'injection canoni- 

que nL ~ n-]L est d@s par s n~1) = XP n 
o o 

Eemarquons que la propri~t6 (I) ~quivaut & dire que les morphismes 

de transitions mI ~ m'I sont des 6pimorphismes ou encore que le sys- 

t6me projectis consid@r@ est "localement constant" . 

LEMME . Si tun syst~me proS ectis (mI,~m,m,) , s & partir des mI 

p oss~de les propri~t~s (I) "_a (3), alors sa limite projective Iest 

un objet i njectis de ~I " 

On d@signe par Ym : I -~ mI le morphisme canonique et l'on montre 

d'abord que Ext1(nL,I) = 0 , ~n 6 IN . 

Donnons nous une extension e : 0 -~ I -. E -. nL -. 0 . Les ~pimor- 

phismes ~m permettent alors de d~terminer une s (em)mEiN d'ex- 

tensions 0 -~ mI -. mE -~ nL -. 0 et deux s (X m: E -~ mE, mE,N) 

:mE-~ m'E , m>m') d'~pimorphismes tels que, pour tou~ et (Xm' ,m 

(m,m'), le diagramme ci-dessous soit commutatis et les (mE,Xm, 'm ) 

s u~ syst~=e projectis (on pose mE = ~ ~ h et • est le 
- m' n L = morphisme canonique ; comme m'E -4 I @ on a Xm , (p,w OXm ,) 

avec p oi =Ym, ; on remarque alors que KerXmC Kerp ,donc p se 
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X' :mE -~ m'I et l'on pose Xm, m = j' oX' ) . 

) i , .  i ~E- y %  -0 

/ /  
m .. j . , 4 ~ .  ~ ~ ~%~ _~o 

I 

S, ) m'I J ' ~  m'E ~' . - - . - - ~ 0  

On en d@duit un morphisme X : E ~ lim mE qui est done un isomor- 

phisme. Nous sommes donc ramen@s & v@rifier que lim mE ~ nL G lim mI y 

ce qui revient ~ d@montrer que, pour m > m' , !a donn@e d'une section 

s' de w' d@termine une section s de n . 

Soit x un g6n@rateur de nL , se donner s' @quivaut & se donner 

un 616ment y : s'(x) de P(m'E) tel que ~'(y) : x . Comme e met 

e , sont scind6es on a p(mE) = p(ml) �9 p(nL) et P(m'E) = 
m 

p(m i) @ p(nL) ; alors P(Xm, m) est une surjection puisque P(~m,,m ) 

en est une. Dens ces conditions on peut choisir z 6 p(ml) en sorte 

que Xm, m(Z) = y , et l'on d~termine la section cherch@e en posant 

s(x) = z . 

De !'6galit6 Ext1(nL,I) = O et de la suite exacte 

O ~ n+IL ~ nL ~ ns ~ O nous d6duisons, pour tout n6~ , une suite 

exacte : 

Hom(nL,I) s Hom(n+IL,I) > Ext1(ns,I) > 0 . 

Comme s est surjectis (propri6t6 (3)), on a Ext1(ns,I) : O , et le 

lemme s'ensuit . 

Ainsi, k[X_J est inSect if . Comme de plus on a P(k[X_]) -~ 

-~ | Hom(nL,k[X_j)-~ 69 lira Hom(nL,ml)-~ | kX pn , i'injection na- 
~- 0 

nE ~ nmO m n~O 
turelle ~ -- k[X_J induit un isomorphisme P(~ -~ P(k[X_J) ; doric 

k[X~ est un___ee extension essentielle de ~ (confer 1.2.), d'o~ la pre- 

miere pattie de d) �9 

Nous d~duisons encore de ce lemme un isomorphisme entre k[X] e_~t 

sa duale . En es163 le syst&me projectis (mp,jm,m,) a pour limite 
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~[X_] et i i  poss@de les propr i~tas duales de ( I ) ,  (2) et (3) .  ~.~in,  

la projection canonique k[Xj -* ~ -~ ~ est essentielle car elle 

induit un isomorphisme O(k[Xj) -~ Q(~ -~ ~ kX n (confer 1.2.) . 
n6~ 

Alors le syst#me inductis dual (mp. ~ m I . ) (confer c)) v@ris "~ ' Jm,m' 
les hypoth@ses du lemme ; comme il a pour limite inductive k[X]* on 

a l'isomorphisme eherch~. 

Enfin, on conclut par 3.2.4. que k[X~ est projectis . 

3.3. THEOREME . La dimension homologique de ~I est 2 . 

La suite exacte O -~ n-Ip -. np -~ n L -. O est une r@solution pro- 

jective de nL , et par cons@quent Exti(nL,K) = O pour i ~ 2 et 

K E ~  1 �9 

En utilisant la suite exacte de cohomologie associ~e ~ la suite 

exacte (*) 0 -~ n+IL -* nL ~ as -* 0 on d@duit : Exti(ns,K) = 0 pour 

i -> 3 et K E ~I " 

La dimension homologique de ~I est done < 2 (1.6. c). En 9ait 

elle est ~gale & 2 parce que Ext2(ns,ns) ~ 0 . En efs de (*) on 

d~duit la suite exacte : 

.... Ext1(nL,nS) ~ Ext1(n+IL,nS) - Ext2(ns,ns) -~ O , 

d~s la~ene E~tI(ZL,nS) = Oet ~tI(~+IL,nS) est = esp~ee ve~ 

toriel de dimension I sur End(nS) = k (confer damonstration 2.1.) . 

cOROLLAIRE . L_aa dimension homolo@ique d_ee ~ est 2 �9 

4 �9 Lien avec les 0~-modules et les modules de Greenber@ [4] 

Dans ce n ~ un s est un s de la cat~gorie A k des 

k-alg@bres commutatives darts celle des ensembles. Un foncteur en grou- 

pes (resp. en anneaux) est un s de A k darts la cat@gorie des 

groupes (resp. des anneaux). Nous d@signons par Ac k la cat@gorie des 

k-sch@mas en groupes commutatifs et affines. Si A E A k , nous d@si- 

~ons par SpeeA le s das par SpecA (R) -- HomA (A,~) pour 

tout R E A k . 
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4.1. Avec les notations de [4], 

Ok(R ) = R pour tout 

d'un 

: O k 

O k est le foncteur en anneaux tel que 

X-module consiste en la donn6e R E A k . Un O k 

k-s en groupes commutatis M et d'un morphisme 

xM-~M tel que l'on air, en posant ~(a,m) = a.m , 

a.(m+m') = a.m + a.m' 

(ab).m = a.(b.m) 

1.m = m 

pour tOUt R E A k , tOus a,b E R = O~(R) et tous m,m' 6M(R) . 

U n 0~-module afs M = Spec A est d6s par la donn6e d'une 

k-big@bre A ~ comultiplication commutative, munie d'une graduation 

de type ~ , compatible avec la multiplication et la comultiplication 

AA " En es163 avec les notations ci-dessus, si M = Spec A , ~ corres- 

pond ~ un morphisme 6 : A ~ k[t]| de A k ; si l'on pose 

6(a) = ~ tn@6n(a ) , on obtient, en transcrivant les propri@t@s de ~, 
n~0 

A = n~9~O 6n(A ) . R@ciproquement, supposons connue la graduation 

A = n~0e A n : si a6R=O~(R) et mEHom~r on a ~(a,m) = 9 avec 

s = ~ m(~n)an pour tout ~ =~ E A. On peut aussi dire que se don- 
n n 

net un O~-module afs M = Spec A @quivaut & se donner une al~@bre 

de Hops A = (An)nE ~ , non n~cessairement connexe (A ~ est une big@- 

bre) telle que A n = 0 pour tout n impair (alors x E A2n ssi 

8x = tn| x). Nous dirons que A est une al$@bre de Hops paire . 

4.2. II est clair que toumal~@bre d__ee Hops paire A est somme directe 

de la sous al~@bre de Hops A O , s de ses termes de de~r@ 0, et 

de l'al$@bre d__ee Hops connexe A' noyau de la projection canonique 

A~A 
O 

La cat@gorie des alg@bres de Hops paires est donc produit direct 

de !a cat~gorie ~o des alg@bres de Hops concentr@es en degr@ 0 et de 

~+ . Cette d@composition est @quiva!ente & celle de la cat6gorie des 

~k-mOdules a�s en O~-modules triviaux et en O~-modules tels que 

b(O,m) = O.m = 0 avec les notations ci-dessus [4] . 

4.3. Soit W le foncteur en 9roupes qui & tout R E A k associe le 

groupe additis des vecteurs de Witt de longueur in�inie sur R . 
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D6signons encore par k[X] la big@bre sous-jacente ~ k[X] ; la 

comultiplication & d6termine sur le s Speck[X_] ,R~Homa(k[_X],R) 

une structure de s en groupes commutatis (si s et g sont 

deux morphismes de k[X] dans R , s $ g | le compos@ : 

kEx] A, k[x_] | k[x] ~e ~) R| ~ mult.~ R ) 

Alors l'application ~R:HomAk(k[X],R)-- Wk(R) qu• a tout mor- 

phisme s : k[X] ~ R associe le vecteur de Witt 

%(s = (s215163 I) ..... s | ~ isomorphism| de gro,pes. 

D'o~ un isomorphisme ~ : Spec k[X] & W . 

On peut aussi consid~rer W comme s en anneaux, (pour tout 

R E A k , W(R) est l'anneau des vecteurs de Witt de longueur ins 

sur R) . O__nn appelle alors module de Greenber~ tout W-module a2fine 

(po~ tout R ~ ~ , ~(R) e~t m~• d'u~e st=ucture de W(~)-~odule 

d@pendant s de R) et l'on d@signe pap Green k la ca- 

t@gorie des modules de Greenberg . 

Pour tout n 6 Zp et tout L = Spec A E Green k , on d6signe par 

Hn(L ) le Ok-mOdule SpecA muni de l'op@ration a.~ = (an,o .... )~ 

pour tous R 6 ~< , a6R et Z E L(R) , et l'on d@signe par hn(L ) 

l'alg@bre de Hops pair| associ6e, d'alg@bre sous-jacente A . 

4.3.1. LEMME . Si L = SpecA6 Green k , alors h1(L ) estune ~1-al- 

@@bre . 

On remarque que, si 8 : A -~ k[X~| | le morphisme de A k d@- 

s l'op@ration de W sum L , et 81 : A -~ kit] | A celui qui 

d@s l'op@ration de OkX , on a 8 1 = (TT@A) o 8 , o%i n : k[X~-~ kEt] 

est d6s par n(Xo)=t et ~(Xn) = 0 pour n>O . En particulier, 

o~ a, par d6Ei~itio~, A2m -- {x ~ A 16~-- ~ | x + y, avec (=| A) (y) - O} 

Comme, par hypoth@se, pour tout R6A k et pour tous w et 

w' 6W(R) , ~ eL(R) on a (w+w').~ = w.~ +w'.~ , le diagramme ci-des- 

sous, dans lequel T(a| = b| a , est commutatis : 
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A A 

A 

A |  

6 .... ) kEX_] | A A | A ~ k[X_]|174 

I~[ x_] X_]~mul t. | k[ 

8|174174174 k[X_]|174 k[X_~|174174 

Pour d~montrer le lemme nous v@ris que P(A) est concentr@ 

en degr~s 2p m, m6~ . Pour x6P(A) , la commutativit@ du diagramme 

ci-dessus s'exprime par l'~galit~ (A'| , avec 

A'=A_ Id@ I- 1| . Le lemme d&coule alors de la propri~t~ suivante : 

P(k[X])| est le noyau de A'| (en effet P(k[X])=KerA' , et le 

produit tensoriel sur k est un s exact) . 

4.3.2, LEMME . Soit A6~ I ; si L=SpecA peut ~tre muni d'une struc- 

ture de W-module telle que h1(L ) =A alors celle-ci est unique . 

Pour tout R6A k et pour tous a6R et Z6L(R) on doit avoir 

(a,O ...).Z = a.Z , et pn.z = ~  ; ceci slzs163 & assurer 

l'unicit~ de l'op~ration ~ : W X L -* L . En es163 pour calculer 

(O,...,O,an,O ...).Z on utilise une extension R' de R contenant 
n 

un x tel que x p = a , alors, darts L(R'), on doit avoir 
n 

(0, .... O,an,O,...). ~ = pn .(x.Z) et ce terme est dans L(R) puis- 

qu'on a suppos@ l'existence d'une structure de W-module sur L ; si, 

pour tout n , on consid@re l'inclusion naturelle Spec(np) -* W qui 

& tout (ao , .... an) 6Hom(np,R) associe (a O ..... an,O...O) EW(R) , 

on a donc montr~ que la restriction ~n : Spec(np)X L-* L de ~ est 

d@termin~e de mani~re unique. Autrement dit, si 8 : A-*k[X]~A est le 

morphisme de A k associ@ & ~ , ~n : k[X] -~ np la projection canoni- 

que (darts A k !7 , et ~: k[X_] -* lim np le morphisme induit, alors 

8n = (~n| o 8 est d6termin~ de mani6re unique, et par cons6quent 

8'= (n| 6 aussi. Comme n est une injection on en d@duit l'uni- 

cit& de 6 , donc de ~ . 

4.4. THEOREME . Lorsque k est parfait, le s h I est une @qu i- 

valence entre les cat@@ories Greenl< et ~I " 
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Nous retrouvons alors comma corollaire un r~sultat de [4] . 

D@~nonstration . a) Comma H I commute aux limites projectives, h I 

transs limites projectives en limites inductives . 

b) h I est pleinement fiddle . En effet, soient L et 

M 6 Green k , il est clair qua HT(L,M ) :HomGreenk(L,M) ~ HOmo~(L,M) 

est une injection ; montrons qua c'est une surjection. Soit s : L~M 

un morphisme de O~-modules, pour tous R6Ak, a6R et x6L(R) on 

a : a.[s =f(R)(a.x) , d'o~ (a,O ..... ).[s = 

= 9(R)E(a,O ..... ).x] et de plus pn.Es =f(R).(pn.x) on en d@- 

duit, par un raisonnement analogue & celui de 4.3.2., qua s com- 

mute avec (O,...,O, an, O... ) pour tous n 6 ~ , a 6R , et enfin 
n 

qu'il commute avec tout w= (ao,...,an,...) E W(R) . 

c) On v~ris ais~ment qua h1(W ) = k[X] (on munit la 

big~bre k[X] de la seule graduation compatible avec la multiplication 

et la comultiplication et telle qua 8~ = 2). De m@me, en consid@rant 
o 

sur le schema W des vecteurs de Witt de longueur n la structure 
n 

naturelle de W-module, on a hq(Wn) = n-Ip . Alors, tout objet H d~e 

~I est l'ima~e par h I d'un o b~et M d~e Green k : en es163 H pos- 

s@de une pr@sentation P' ~P -- H ~ 0 dans laquelle P et P' sont 

des sommes directes d'objets des types np et k[X__~ ; on a donc deux 

objets N et N' et tun morphisme g: N' ~ N de Green k tels qua 

h1(N ) = P , h1(N' ) = P' et hi(@) = s , et l'on pose M = coker g . 

D'apr~s 4.3.2. cat objet M est unique & isomorphisme pr@s et le th~o- 

r@me s'ensuit. 

5 �9 Th@or@me de Structure 

5. I. Etud___~e d__ee ii'armeau ~ des endomorphismes d__ee k[X_~ . 

Pour tout nE@~ on a un isomorphisme ~n: Spec(np) -~ Wn+l (4.3.). 

Pour tous m<n nous notons R n-m : Wn+ I -~ Wm+ 1 la projection canoni- 
n-m 

qua d6finie par R (ko,kl,...,kn)= (ko,kl,...,Xm) pour tous AEA k 

et (ko,kl, .... kn ) E Wn+l(A). Alors R n-m est le morphisme induit par 

l'injection canonique Jn,m : mp -~ np . 

5. I. 1Remarquons qua l'on a une operation naturelle 

P : Wn+7(k) ~ En~1(np)CWn+1(nP ) de Wn+1(k ) sur np : si 
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k = (k o, . . . .  kn) EWn+l(k ) , on pose (k ~ . . . . .  kn) X (Xo' . . . .  Xn) = (Yo . . . . .  Yn ) 
(X est la multiplication de Wn+1(nP)), et p(k) est d6s par 

P(X)(Xi) =Yi' i = 0,1 ..... n). D'o&, une structure de Wn+1(k)-module sur 

Hom~1(np,H ) pour tout HE# I 

On d6finit, de mani&re analogue, un morphisme injectis 

i n :  Wn+l(k ) ~ Hom~t(np,k[X~) c Wn+l(k[X_~) 

en posant in(k ) =k x (X o .... ,X n) = in(1) op(i) , o~ in(1) est l'in- 

clusion canonique . 

PROPOSITION . Pour tout n6~ , i est un isomorphisme, et la s 
n 

(in)n6 ~ d~termine un isomorphisme i : W(k) ~ End(k[X_~) . 

On a W(k) = lim Wn+1(k) et Endk[~]Z lim Hom(np,k[X]) . Si les 

i sont des isomorphismes, la deuxi&me pattie de la proposition devient 
n 

~vidente car ils sont compatibles avec les morphismes de transition. 

Montrons, par r6currence sur n , que i n est un isomorphisme. 

C'est @vident pour n = 0 . Supposons que i n soit un isomorphisme ; 

de la suite exacte 
O np ~ n+Ip ~ n§ n ~ 0 

on d~duit l'exactitude de la premi@re ligne du diagramme ci-dessous : 

O ) Hom(n+IL, k[X_~ ) ) Hom(n+qp,k[X_] ) ) Hom(np, k[X_] ) >0 

I n+1 In+I n 

R 
0 ~ ~n+l ~ Wn+2(k) ~ Wn+l(k ) �9 0 

o~ ~n+1 est l'id6al des vecteurs de Witt de la s (O,...,O,kn+1). 

Posons x = s , i~+I((0 ..... O,kn+l)) est l'homomorphisme qui en- 

n+1 
voie x sur kn+iX~ et c'est un isomorphisme puisque 

Hom(n+IL,k[X_~) ~ p n+1(k[X]) ~ kXoP*1 (3.2.5.). D'o~ !a proposition . 
2p 

5.1.2. COROLLAIRE . Quel que soit nEIN l'anneau End(np) est isomor- 

phe & l'anneau Wn+1(k) des vecteurs de Witt de lon~ueur n+1 s____~ k . 

D~signons par ~ : ~I ~ ~I le s suspension qui & toute 
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M1-alg@bre H associe l'alg~bre 8H obtenue par une simple homoth@tie 

sum les degr~s (SH)p.n:H n , VnE~, et (@H)m=O si p%m . 

Pour tout n6~ on a une suite exacte : 

0 ~ % ~ kEX_] ~ sn+IkEXJ -- 0 

darts laquelle, si l'on pose sn+Ik[x] = k[Y] avec 8~ i = 2p n+1+i , 

P est le morphisme d@l~ini par : JF(Xi)=0 pour ign , f(Xi)=Yi-n-1 

pour i > n �9 

On en d~duit une suite exacte de Wn+1(k)-modules : 

O -* Hom(np,np) -* Hom(np,k[X_] ) -~ Hom(np,S n+1 (k[X_~)) -* O 

dans laquelle le dernier terme est nul (car (Q(nP))m=O pour m>2pn), 

et le corollaire s'ensuit. 

5.2. Etude des modules Hom(np,mp) . 

Nous d@signerons par Jm,n :rip = k[Xo ' .... Xn ] ~ mp = k[Yo .... ,ym] 

le morphisme suivant : si n< m , Jm,n est l'injection canonique, et 

si n>m , Jm,n est d@fini par Jm,n(Xr) = 0 pour r<n-m et 

n-m 

Jm,n(Xr ) = YP r-n+m pour r ~ n-m . 

Remarqu~ . Si n<m , on a vu que le morphisme 7m, n : Wm+1 -~ Wn§ 

induit par Jm,n est la projection canonique Rm-n; le compos@ 
m-n ~ o7 3m,n n,m : Wn+1 "* Wn+1 n'est autre que la multiplication par p 

Pour n<m , nous d@signons par (m,n) la suite exacte : 

0 >np Jm,=> mp ~m,n~ sn+1(m-~-Ip) >0 . 

PROPOSITION �9 ( i )  Pour n<m , Hom(np,mp) est  l e  

droi,t,e libre en~endr@ p,ar Jm,n " La structure de 

gauche est d@termin~e par : k.Jm,n = Jm,n.Rm-n(x) 

(ii) Pour n>m , Hom(np,mp) est le 

~auche libre ensendr@ par Jm,n " La structure de 
n - m  . 

droite est d~termin@e par : 3m,n*/=R (i).Om,n 

Wn+1(k)-module & 

Wm+1(k)-module & 

pour. tOUt X E Wm+l(k). 

Wm+1(k)-module 

Wn+1(k)-module & 

POur tout X E Wn+1(k). 

(i) Pour n<m tout morphisme s :np . mp se factorise & tra- 

vers l'injection Jm,n " En efs de la suite exaete (m,n) on d@duit 

l'isomorphisme de End(np)-modules & droite : 
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Hom(np,np) ~ Hom(np,mp) , car Hom(np,gn+l(m-n-lp)) = 0 

( les  g6n&rateurs de np sont de degr6s iz~s & 2pn+l). D'o& l a  

premiere asser t ion .  La deuxieme s 'en d@duit a lors  d'apr~s l a  remarque 

ci-dessus. 

(ii) Pour m< n , on d~duit de la suite (n,m) la suite exacte 

de Wn+l(k)-modules : 

0 ~ Hom(np,mp) ~ Hom(np,np) ~ Hom(np,sm+1(n-m-]P)) ~ 0 . 

Ainsi, Hom(np,mp) est isomorphe & l'id~al ~ de Wn+](k ) s des 

morphismes k = (k o,...,In) tels que nm,n o k = 0 , i.e. & pn-mwn+](k ) 

puisque k est parfait . 

m+1. (k) de la projection L'annulateur de ~ est le noyau p Wn+ I 

canonique R n-m ; d'o~, par restriction des scalaires, une structure 

de Wm+l(k)-module pour laquelle S est isomorphe & Wm+1(k) . On 

ach~ve la d~monstration en v@ris la relation : Jm, n*~= Rn-m(~).Jm,n. 

5.3. D~si�nons par P la sous-cat@gorie pleine de ~I s des np, 

nE~ ; c'est une eat~9orie pr~additive (i.e. les Hom~(IP,JP) sont mu- 

nis d'une structure de 9roupe ab@liens et les applications de composi- 

tion sont bilin~aires). Soit ~ la cat~gorie des s contrava- 

riants additis de ~ darts la cat~gorie des 9roupes ab~liens, on d~si- 

gne par M le s de #1 dans ~ qui & route #1-alg&bre H 

associe !e s M(H) =Hom(P,H) , P 6 ~ �9 

THEOREME . Le s M = Hom(P,?) est une ~quivalence entre ~I et 

. 

Ii SU�s pour le montrer, de v~ris que les ' (nP)n6~ s 

une s de ~n~rateurs projectis de "type s pour ~I [I] . 

Soit s : H ~ K un morphisme non nul de ~I ' on pose H' =H/Kers O ; 

soit x6P(H'), x~O , si B~ n on d~s tun morphisme g' :np~H' 

en posant g'(Xi) = 0 pour i<n et g'(Xn) = x . Alors, np 6tant 

projectis g' se rel@ve en g :rip ~ H tel que fog # 0 , C.Q.F.D. 

Remarque . On peut "d~crire" M(H) au noyau d'un W(k)-module & droite 

M gradu@ de type ~ , muni de deux endomorphismes F e t V de degr~s 

respectis + I et - I , 
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. . .  . . .  , 

v6rifiant le> relations : (1) pn+IMn= 0 pour tout nE~ , 

(2) Fv: vF= p (m~Itiplication par p) 

En e,let, pour tout ~I ' ~om(%,~) = ~(~) est ~ Wn+~(~)- 

module ~ droite (5.1.1)done un W(k)-module ~ droite. Pour tout n z 0 , 

Jn+1,n :up ~ n+Ip d@termine, par composition des morphismes, une appli- 

�9 . n+Ip np d@termine cation Vn: Mn+I(H ) ~ Mn(H ) , de m@me ~n,n+1" 

F n :Mn(H ) ~ Mn+I(H ) �9 Alors, d'apr@s 5.2. , Vn et Fn sont des homo- 

morphis~es de W(~)-modul~s et l'on pose V= (Vn)ne ~ et F= (;n)n~. 

Comme Jn+m,n est le compos@ de m applications de la s Jr+1,r ' 

la famille (Jn+m,n)n~ ~ correspond & V n ; de m@me (Jn,n+m)n~ ~ 

correspond ~ F m . 

Par composition de Jn,n+1 et Jn+1,n ' on v6ris clue VF = F V= p 

et, d'apr6s 5.2. , on a ainsi les seules relations entre les V m et 

F n pour m et n dans ~[ . 

La cat@~orie ~ est alors isomorphe & celle dont les objets sont 

les triples (M,V,F) v~ris les propri@t@s ci-dessus et les mor- 

phismes sont les morphismes de W(k)-modules ~radu~s d_~edesr~ 0 com- 

patibles avec F et V . 

5.4. Application aux al~bres ensendr6es par leurs @16ments primitifs . 

Soit H6]$ I une telle alg~bre ; on sait que H est un quotient 

d'une somme directe d'objets des types nL , n6~ [1] . Comme M(nL) est 

repr6sent@ par : Id Id Id 
O~ 0 ... O~ M =k~- k ~ k ~ ... 

n O 0 0 

on en d@duit que l'op@rateur V est nul sur M(H) . 

R6ciproquement, supposons que V soit nul sur M(H) et montrons 

que H est tun quotient d'une somme directe des nL . Comme p = O sur 

M(H) on est ramen6 ~ montrer que tout espace vectoriel gradu@ 

M = E M sur k , muni d'un homomorphisme F : 
n 6IN n 

~7 . . . .  M ~ Mn+ I - 14 = M ~ " n """ 

est tun quotient de modules "libres" , i.e. de la Forme : 

~k ~ .. ns = 0 -. 0 -.... 0 -. ken ken+ I en+ 2 . 
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Ce dernier r6sultat est @vident : en es163 si x6 M on d@finit 
n 

un morphisme s : ns ~ M en posant s = x , d'o~ un 6pimorphisme 

xEM n 
n E ~  

Ainsi, les Z1-al~&bres H en@endr6es par leurs 61@ments primi- 

tis sont celles pqur lesque!le s V est nul sum M(H) . 

Pour tout nE ~ on a un cart6 commutatis 

k[Xo ..... Xn ] = np n 

Jn,n+1 l 
n+lp r 

n L , ) = k[X] 

~n,n+1 

n+ I 
> n = k[Y] 

(avec Cn(Xi)=O pour i<n, Cn(Xn)=X et ~n,n+](Y)=xP) ; et, 

pour route Z~-alg@bre H engendr@e par ses @l@ments primitiPs, ~n 

induit tune bijection : 

r : P n(H) - Mn(H ) 
n 2p 

-n 
telle que r163 .~n~(s pour tous PEP2pn(H) et X6k . 

n (pn) 
Soit (yn : k -~ k l'automorphisme k ~ k p et k la structure 

d'espace vectoriel induite sur k par n ; on pose Mn(H ) =M (H)| (pn) 

(autrement dit, on munit Mn(H ) de la multiplication m*k=m.k p-n) 

et l'on d~signe par ~(H) l'espace vectoriel ~ <(H) muni de l'o- 
nE~ 

p6rateur ~ induit par F �9 Alors e* est un k-isomorphisme de 
n 

P n(H) sum ~(H) et, pour tout x~p (E), ona 
2p 2P n 

~o <(~) = ~LI(~ p) 
Ainsi, modulo un changement de graduation, ~(H) s'identifie 

P(H) muni de l'op@rateur x ~ x p . 
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