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ETUDE DE LA CATEGORIE DES ALGEBRES DE HOPF
COMMUTATIVES CONNEXES SUR UN CORPS

Colette Schoeller

Let kX bea perfect field of characteristic p # O ; the category H of
connected abelian Hopf algebras over k is abelian and locally noethe-
fian. Technics of locally noetherian categories are used here to obtain
Xrull and homological dimensions of ¥ {which are respectively 1 and
2), and a decomposition of ¥ in a product of categories. First we
have H 3 4™ x H' , where ¥~ is the category of Grassman algebras,
and H  consists of Hopf algebras which are zero in odd degrees ; then
we prove that ¥ itself is a product of igomorphic categories H_,
n€MN* , and we give am equivalence between M}, and a category of “mo-
dules. This is compared to some results of algebraic geometry about
Greenberg modules.

Etant donné un corps commutatif % , nous appellerons algébre de
Hopf sur X coute algébre de Hopf commutative, connexe sur k {57 ;

un tel objet H est donc un espace vectoriel gradué H= ¥ H ,
nem B
avec H_ Sk, muni d'une multiplication g :H®H -» H , et d'une co-

multiplication A:H - H®H , associatives et anticommutatives, avec
unité et counité, telles que A soit un homomorphisme d'algébres gra-
duées. Nous étudions la catégorie 3 de ces algébres de Hopf en rappe-
lant, dans une premiére partie, certains résultats connus sans donner
toutes les démonstrations. Dans les n° 2 et 3 nous utilisons différents
exercices proposés par P. Gabriel [2] pour démontrer, notamment, que,
lorsque la caractéristique de k est non nulle, la dimension homolo-
gique de H est 2 (et non 1 comme il est dit dans [7]).Les méthodes
utilisées sont élémentaires (algébres de Hopf et catégories localement
noethériennes) et ne font par intervenir les techniques de la géométrie

algébrique.

Je remercie P. Gabriel pour ses conseils au cours de la mise au

point de ce travail.
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2 SCHOELLER

1 « Généralités

1.1. Reprenant les notations de [5], si H est une algébre de Hopf et

si I(H) = nEO H, , nous posons QM) = I(H)/I(H)2 . Un morphisme
h:K-H de 3 est un épimorphisme si et seulement si l'application in-
duite Q(h) : Q(X) - Q(H) est surjective [6] . Nous dirons que H est
de type fini si elle 1'est en tant qu'algébre, i.e. si [Q(H) : x]< +* ;

de méme, H est réflexive si [Hn :k]< +® pour tout n . Lorsque H
est réflexive, nous désignons par H* 1'algébre de Hopf duale {multipli-
cation et comultiplication de H induisent sur H¥ une structure d'al-

gébre de Hopf [5]). Toute algébre de Hopf est limite inductive de ses

sous-algébreg réflexives [5] .

Les algébres de Hopf H telles que Hn =0 pour n impair for-
ment une sous catégorie pleine #* de ¥ ; de m@me les algébres de
Hopf H telles que Q(H)n =0 pour n pair forment une sous-catégorie

pleine H~ de ¥ .

Nous désignerons par _E ,

o L, nS les algébres de Hopf suivantes:

n
- nE est 1'algébre extérieure d un générateur x de degré 2n+1,

avec Ax = x®@1 + 1®9x

- nL est l'algébre k[x] des polyn®mes en une variable x de de-

gré 2n, avec AX = x®1 4+ 19X ;
- Lorsque car k = p # O , on pose oS = 1qL/(xp) .

Pour tout H € ¥ , nous posons Pn(H) = {xEHn l Ax = x® 1 + 19 x}

pour tout a>0 et P(H) = % Pn(H). Les éléments de P(H) sont dits
n>0
primitifs . Un morphisme h:X - H de M est un monomorphisme si et

seulement si l'application induite P(h) :P(K) - P(H) est injective

. Enfi = >0 .
[6] . Enfin on a PZn(H) Hom}i(nL,H) pour tout n >0

si [QH):x] =1, alors H est soit de type ,E » soit un guo-

tient d'une algébre de type nL . En effet, soit y un relévement dans

H d'un élément non nul de Q(H), vy est primitif car de degré minimal
dans TI(H)., 8i 3°y=2n+1 on définit un morphisme £ : L H de M
en posant £(x) = y ; ce morphisme est surjectif (puisqu'il 1l'est comme
morphisme d'algébres), il est injectif, c'est donc un isomorphisme de
H (confer 1.2.). De mBme, si 3°y=2n on définit un morphisme surjec-

tif g:nL—'H de ¥ en posant g{x) =7y .
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SCHOELLER 3

1.2. Les monomorphismes de M sont les morphismes injectifs ; les épi-

morphismes sont les morphismes surjectifs .

Si f:H= K est un épimorphisme, alors Q(f£):Q(H) » (k) est

une surjection, donc £ en est une .

Si £ est un monomorphisme, alors P(f):P(H) » P(XK) est une
injection. Supposons que E = {x€H)] £(x)=0} soit non vide ; si x
est un élément de degré n minimal dans E , X n'est pas primitif et

l'ona Ax=x@1+ 1®x + I xi<8>xj , avec a°xi<n ’ 5°xj<n et

1,3
X Xi®xj #0 . Alors (f@£)(E xi®xj) # 0, ce qui est absurde puis-
que £(x) = 0 implique Af(x) =0 .

Les réciproques sont immédiates .

Remarquons enfin que, si f:H - K est un morphisme de ¥ et si

Q(f) est bijectif, alors £ est un épimorphisme essentiel ; si P(£)

est bijectif, alors £ est un monomorphisme essentiel .

1.3. La catégorie Y est une catégorie abélienne, localement noethé-

rienne : les objets noethériens sont les algébres de Hopf de type fi-
ni ([2],06]) .

Rappelons (confer [6]) que le conoyau d'un morphisme £:H - X

a pour algébre sous-jacente K/X.f(I(H)), et que le noyau de f a
pour espace vectoriel sous-jacent le noyau de 1'homomorphisme k-l1i-
néaire :

A £®

0125 nen £ xon 22

B 1(x)en
ol & est la projection canonique de X sur I(X) .

Pour vérifier que Y est une catégorie abélienne il reste &
montrer, d'aprés [1] , que tout monomorphisme est un noyau et tout

&pimorphisme un conoyau. Ceci est démontré dans [6] .

1.4. Tout objet noethérien de ¥ admet une suite de composition

dont les quotients sont de types nE ' nL ou nS » Nous dirons

que les nE ’ nL , nS sont les algébres de Hopf élémentaires .

Précisons enfin que, si car k = 0 , les nE et mL sont
des objets simples de H , et ce sont les seuls (& isomorphisme
prés) : en effet, si 5 est un objet simple de ¥ et x un élé-

ment de degré positif minimal, x est primitif et la sous-algé-
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4 SCHOELLER

bre qu'il engendre est un sous-objet de S de 1l'un des types mL ou

nE , donc § est de type mL ou nE .

Lorsque car k = p # O , on voit de m@me que les objets simples
de H sont les nE et mS (les quotients de mL étant alors les
r
x]/(xP ),r€MW) .

1.5. Toute algébre de j  est somme directe d'algébres de type nE .

Il suffit de vérifier que Exfjji (nE,mE) =0 pour tous m et
n>0 . Par dualité on se raméne au cas n < m . Alors,si
0 - mE -+ E - nE - 0 est une suite exacte, X wun générateur de 1QE ,
et x un relévement de x dans E , x est primitif car de degré mi-
nimal dans E j; par conséquent le morphisme s : nE - E défini par

s(X) = x est une section de m . Ainsi E S E ®F .

1.6. Soient C une catégorie localement noethériemne et &€ un ensem-
ble d'objets noethériens de C tel que tout objet noethérien ait
une suite de composition dont les quotients sont isomorphes a des ob-
jets de & ; nous laissons au lecteur le soin de vérifier les résultats

suivants :

a) Un objet I de C est injectif ssi Ext;(E,I) = 0 pour tout
Ecé.

b) 5i & = &87Ue” est une partition de & telle que
Hom C(E+,E~) = Homg (7,g%) = Ext1c (g%,87) = ExtTC (7,2%) = 0 pour

tous ET €&t et ET €&, soit C7 (resp. C7) 1la plus petite
sous catégorie localisante de C contenant et (resp. €7) , alors le

foncteur (M,N) ~» M@ N est une équivalence de c*x C7 swr C .

¢) si, pour tous E et E' dans & , on a Ext"(E,E') = O pour

m>n , alors la dimension homologique de C est <n .

. . . R . +
1.7. La catégorie M est produit direct des catégories H et H .

it

On pose : & {nE , n € I*}

{L,ne m*¥} lorsque car k =0
+ n
et €

]

{nL , nElN*}U{nS , n€ ¥} lorsque car k =p # O .
On est ramené & démontrer que Ext;i (nE,H) = Ext!ﬁ (H,nE) = 0 pour

nEN* et HEE (1.6.b) . On vérifie d'abord que Extll (E0) =0
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SCHOELLER 5

pour X € J:t+ : en effet, soient O»K—»EEHE-OO une sulte exacte,

X un générateur de LF + €t x un relévement de X dans E ; comme

X n'a que des éléments de degrés pairs, x est primitif et permet de
définir une section s de m en posant s(X) = x . Enfin, par dualité,

on obtient : Ext?u (H,nE) = 0 pour tout objet noethérien H de §+ .

1.8. Lorsque car k = O , tout objet de ¥ est somme directe d'objets

des types E ou L . En effet, on vérifie aisément dans ce cas que

:
Ext (nL,mL) =0 pour tous m et n .

2 . Décomposition de la catégorie H *

Nous supposons désormais que cark=p # O , et nous posons
i = {ne w*|(n,p) = 1} .

Si né€ INP , hous désignons par Jin la plus petite sous-caté-
gorie localisante de H * contenant nL : tout objet de un est
obtenu & partir de nL par construction de sous objets, d'objets quo-
tients, d'extensions et de limites inductives. La catégorie Jin est
donc formée des algébres de Hopf K telles que Q(K) soit concentré
en degrés 2pi.n , 1€IN. Si X est une algébre réflexive de Hn s
il en est de m@me de X¥* , et par conséquent Jin est formée des al-

gébres K telles que P(K) soit concentré en degrés 2p .n , i€ IV .

THEQOREME . La catégorie Ht est produit direct des catégories l{n ’
nE'INp .
I1 suffit de vérifier que, quels que soient m et nélNP , dis-

tincts, on a Ext']ﬁ (H,X) = Ext; (x,H) = 0 pour tous objets élémentaires
H de M et K de M (1.6.D)

2.1. LEMME . On a Ext;Il (rS,SS) =0 pour r#sp et s#rp, et
1
Exty (rs’sL) =0 pour r<s et s#rp.

Pour la premiére assertion on peut supposer r < s , quitte a
dvaliser ensuite. Soient alors O - sS 3 E ~ I‘S - 0 une suite exacte,
vy un générateur de sS , X un générateur de 1\S et X un reléve-
ment de X dans B j; x et i(y) sont primitifs dans E . L'étude de

Q(E) donne deux possibilités :

1° . [Q(E) :x] = 1 et alors i(y) =r.x’ , avec A €k . On a
donc E=k[X]/(XP") , mais s =rp .
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6 SCHOELLER

° . _ =
20 , [Q(E):x] =2 et E S8 5 .

D'ol la premiére partie du lemme, La deuxiéme se démontre de fa-

¢on analogue .

2.2. LEMME . Lorsque K est une algébre de Hopf telle que Km =0

pour O<m<2n, ona Ext;(nL,K) =0 .

En effet, si 0~ X~ E s nL - 0 est une suite exacte, un relé-
vement x dans E d'un générateur X de nL est primitif car de de-
gré minimal dans E ; comme X n'est pas nilpotent il en est de m&me

de x et on définit une section s de m en posant s(i) =X .

2.3. En reprenant les notationg ci-dessus, on déduit de 2.1. que

Ext;( : S, .S) =0 pour tous i et j dans {N . On en déduit que
P>n  pwm

Ext;( 3 8 5 L) =0 pour i et j dans IN : en effet, i é&tant
pen  pim

fixé, le lemme 2.1. nous donne cette égalité pour ] assez grand, et

1'on conclut en remarquant que Ext1( . S L) s Ext1( .S, . L)

y  :
p}n pJT1m p}n pgm
pour tout j (utiliser la suite exacte O - Lo .L- .S=0).
J+1 J J
p'e m pvn prm
MmmwemwﬁeweEm%jL,.S)=O:wwm ﬁ:ﬂﬂﬂf )
psn pem

avec 3°x = 2pin; on a Ext1( L, s) 3 Ext1( ; 8 , (L)% s
pin  pim p'm  pin
~ 1 . XN o~ o 1 * .
3 Ext ( ; 8 ;am(rH) ) 3 lim Ext ( ; 8 ’(rH) } , et ce dernier terme
pem T pam

est nul {utiliser la dualité et les suites exactes

. sz 1 2
1 = -
0 - J.+rS-rH—vr“_1H—>0).Lega11te Ext(J.L, iL) 0 se dé
p'in pin  p.m
montre alors comme 1'égalité Extq( - L) = O . D'oll le théoréme .
pin p.m

L'étude de la catégorie 3" se raméne donc A celle des catégo-
ries Hn , et, quitte & faire une homothétie sur les degrés, il suffit

dtétudier H1 .

Nous supposerons désormais gue le corps k est parfait .
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SCHOELLER 7

3 . Etude des objets injectifs et projectifs de ﬁ1

3.1. Pour simplifier 1l'écriture nous appelons ﬁ1—algébre les objets

de 3, et nous écrirons Hom(H,X) et Ext1(H,K) au lieu de

Hom, (#,K) et Ext; (#,X) pour tout couple (H,K) d'objets de X, .
1 1 1

Enfin nous posons : Mg _ mS et ML = mL pour tout m €W .

P P
Nous introduisons les M1-algébres suivantes [2] :

- x[X] = k[Xo'X1""’Xn""] est 1'algébre de polynbmes par rap-
port aux indéterminées (Xn)nEHJ; la graduation est déterminée par

3°Xn = 2pn , n €N , et 1a comultiplication par les formules ci-dessous:

P

AX =X ®1+18X_ ,
- I (gP P _ p
BX,=X® 418X, +2 (xo®1+1®xo (A xo) ),
B I ryP p p
AX, =X ®1+18X + > [xn_1®1+1®xm_1 - {(a Xn-1> 7+
1 p2 P2 P2 1 pn pn
r X ®@1+10X ,-(aX ) j+...+;£[xo ®1+1® X -

(a %)% 1,

R A A R R R I I I I O N A I N I N S R I I I A I

Ces formules ont le sens suivant : lorsqu'on effectue le calcul
des coefficients dans Q@ on constate qu'ils sont entiers et on les

réduit modulo p .
- PP est la sous-algébre de Hopf de k[gj engendrée par
. . 0. o
XO,X,],...,Xn « En particulier P="L.

n

n+1 n+1 n+1
~ "I est 1l'algébre quotient k[zj/lxﬁ ,xF

: ,...,Xi pees) o

Pour tous m < n dans [N , nous désignons par P, s k[X] - 1 et

par @ ¢ 1 2™ tes projections canoniques ; de méme jn: nP-*k[zj
b

et jn m :mP -7 sont les injections canoniques .
)

Si 1'on "oublie" la graduation, k[X] est la bialgébre du k-fonc-
teur en groupes W des vecteurs de Witt de longueur infinie (confer
4.3.), et P celle du k-foncteur en groupes Wn+ des vecteurs de

1
Witt de longueur n+1 .
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8 SCHOELLER

3.2. Les objets simples de Zd1 sont les Us , n €N ., Si 1'on désigne
par Ha la sous-catégorie pleine de H1 formée des objets de dimen-
sion de Xrull nulle (i.e. qui sont réunion de sous-objets de longueur
finie), la catégorie quotient H1/§if] admet °L pour seul objet simple,

et sa dimension de Xrull est nulle .

Alnsi, la dimension de Krull de H1 est 1 [3].

Les injectifs indécomposables de H1 sont les enveloppes injec-

tives des objets simples U5 e H,, et de Iobjet simple %, ge

w01 .

THEOREME . Lorsque le corps k est parfait, pour tout n €IN :

a) U1 est l'enveloppe injective de Hg ;

b) si J est un objet de socle g qui admet une suite de com-

position dont les quotients sont OL*,1L* yoney ap¥ yalors J est iso-

. n
morphe a 1

c) on a un isomorphisme or* 5 %p y et “p  est la couverture pro-
. . n
jective de

[¢>]

d) On a un isomorphisme X[X] = k[_)_{_]* , et k[X] est & la fois
l'enveloppe injective de °y et la couverture projective de o7,

R

Pour les parties a), b), c) nous raisonnons par récurrence sur n.

~ O ~
3.2.1. Remarquons d'abord que P 3 °I . En effet o(°1™) 3 p(°1) est
nul sauf en degré 2 ol sa dimension sur %k est 1 , donc il est iso-
morphe & Q(OP). Soit x un générateur de or* , X ne peut &tre nil-
potent sinon (OI*)n seralt nul pour n assez grand, donc, en tant
qu'algébre, °1* gtidentifie a k[x]. Comme toute algébre de Hopf dont
1'algébre sous-jacente est k[x] , avec 3°x=2 , est isomorphe & °p ’
. O_ ~ O %
cn a bien P= 1

D'aprés le lemme 2.2., % =°L est un objet projectif de H1 H
donc °I est injectif (utiliser la dualité et 1.6. a). Il est clair
que le morphisme naturel %5«s %I est essentiel puisque tout sous-
objet non nul de ®I contient au moins un élément primitif, donc con-

tient (01)2 et par suite °S .

Donc °I est 1l'enveloppe injective de s ,et P en est la cou-

verture projective .
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SCHOELLER 9

Si nous supposons que 111 est 1'enveloppe injective de 2Ty et

(n—’IP)* = n-1

que 1l'on a un isomorphisme I , nous remarguons que :

o) Hom(ms,n_11) =0 pour m# n-1, et Hom(n—1s,n_11) 3k en
tant que End(n_1s) = k ~module & droite .

B) Pr(n—11) o (Q(n"1P))r est nul sauf si r = 2p" , avec

m -
m=0,1,2,00.,0-1 « Comme Xg est primitif dans © 1 (pour m<n)

n-—1I

on voit que les seuls éléments homogénes primitifs de sont de

n
la forme A Xg y Pour m = 0,1,40e,n-1 , A € k .

3.2.2, LEMME . Si I est une }iT-—algébre possédant les propriétés sui-

vantes :

(ii) Hom(®*'s,1) = 0,

alors I est l'enveloppe injective de % .,

Pour vérifier que I est injectif nous prouvons par récurrence
sur n les égalités : Ext1(mL,I) =0 = Ext1(mS,I) pour tout méEN
(1.6. a) .

Pour tout mEIN on déduit de (i) une suite exacte :
Ext’ ("L,P0%) - Ext'("L,1) ~ Bxt'("L,? 1)

dans laquelle le dernier terme est nul (hypothése de récurrence) ; le
premier est aussi nul : en effet le lemme 2.2, nous donne ce résultat
pour m<n , donc aussi, par dualité, pour m>n . Et par suite
Ext (ML,1) = 0 .

Pour tout m on a une suite exacte 0O = m+1L J Lo a0 ; on

en déduit la suite exacte de End I-modules & gauche :

m+1

(*) 0= Hom(™s,1) - Bom("™,1) L Hom(™'L,1) - Ext'(™s,1) - 0 .

On étudie j* et les deux termes centraux, i.e. P m(I) et

P2 m+1(I) . De 1l'hypothése (i) on déduit une suite exactipde k-espaces
veitoriels 0 - p("L*) = p(1) -—1@1) P(n_1I) . Mais 1 est un isomor-
phisme en degrés <2pn , donc P(m) est une surjection (remarque 8) .
Comme, de plus, P("L¥) 3 (L) 3 kx o0 x est de degré 2p™ , on
voit que P(I) est concentré en degrés 2p° avec r < n ; plus pré-
cisément, Hom("L,I) = 0 pour m>n et Hom(™L,I) 3 k en tant que

End(™L) = k-module & droite, pour m<n .
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10 SCHOELLER

Ainsi, lorsque m 2 n la suite (*) nous donne Ext1(mS,I) =0.
Par ailleurs, si m< n , on vérifie aisément que j*(f.q) = i*(£).af
tout o € k et f € Hom(mL,I). Comme k est parfait, j* sera un iso-~

0) ssi Hom(™s,I) = 0; ceci

morphisme, (et par suite Ext1(mS,I)
est vral par hypothése pour m = n-1 ; prouvons le pour m < n-1 : si
£ :mS ~ T est un morphisme non nul, Mme f est non nul, car
Hom(mS,nL*) = 0 , et ceci est impossible d'apreés la remarque o) . Bt
finalement, Ext ("8,I1) =0 Vmem.

I1 est clair, maintenant, que 5 est le socle de I car
Hom(™s,I) = 0 pour m< n , Hom("S,I) S Hom(™s,™.*) 3 x et enfin

Hom(™S,I) = 0 pour m>n car P(I) est concentré en degrés <2p .

3.2.3. Ce lemme va nous permettre de prouver les résultats a),b) et c)

au cran n . Bn effet U1 verifie 1'hypothése (i) : on passe de °L

a

a ™ par une simple homothétie sur les degrés, alors ¥ gridenti-

n
fie & la sous-algébre de I engendrée par les (XE )4GN , et le quo-

tient est 20T , Elle vérifie aussi (ii) : posons 27 's = k[x]/(xP)

avec 3% = 2pn—1 ; soit f s 1g 4P homomorphisme non rul, on

- n~1
doit avoir #£(x) € P n_1(n1) S5p * 11) , donc £(x) =\ Xg ,
2p

n-1
mais ceci est impossible car xP = O implique £(x)® =0 . Ainsi ™1

est l'enveloppe injective de U3 .

Le résultat b) est immédiat (si J est de dimension de Krull
nulle et a pour socle ) , J est une extension essentielle de g

et se plonge dans nI) .

* . .
Démonstration de c) : on montre que Bp est l'enveloppe injecti-

ve de 7S . En dualisant la suite exacte :

J
n,n-1
0— %lp 5" 5" >0

. - ~ -1
on voit que TP* vérifie (i). Par ailleurs Hom(® 15,1119*)--'Hcm(n"P,r1 s),
et ce second membre est nul : en effet si £ :%p o n'1s était un mor-

’

phisme non nul on aurait f(Xo) = f(X1) Seees f(Xn_z)
P P . 3
(i)xl® P70,

~1
f(Xn__‘) =x#0 et f(Xn) =0 alors que £(AX )= 12;1

gl O

On a donc Ext1(nP,H) = 0 pour toute algébre réflexive H , et

l'on conclut gr8ce au lemme suivant :

1h2



SCHOELLER 11

3.2.4. LEMME . Si P est une ET—a_lgébre réflexive telle que

Ext1(P,H) = 0 pour toute algébre réflexive H , alors P est projec-

tive .

Pour la démonstration il suffit de remarquer que, si f:E - P
est une surjection, il existe une sous-algébre réflexive E' de E
telle que f(E') = P . Alors toute suite exacte O = F - E f» P-0 se
scinde puisque la suite O - Ker(£|E') » E' » P =+ 0 est scindée par

hypothése.

3.2.5. Démonstration de d) : le systéme projectif formé par les Ty

et les projections canoniques admet k[g(_] pour limite projective, et

il posséde les propriétés suivantes :
(1) 1les morphismes lim(nl) > I sont des épimorphismes ;
(2) 1les homomorphismes induits P("I) - P(m'I) (m'<m) sont sur-
jectifs (3.2.1.,, remarque B)
(3) pour tous m=2n on a Hom(n I) =k Xp ; et le morphisme

£ Hom(n_1L,mI) ~ Hom(™L,™) induit par 1'injection canoni-

- n~-1 n
que AL 0 TL est défini par f(Xg ) = Xg .

Remarquons que la propriété (1) équivaut & dire que les morphismes
A
de transitions "I - ™I sont des épimorphismes ou encore que le sys-—

téme projectif considéré est "localement constant" .

. N . . m N . m
LEMME . Si un systéme projectif ( I’Ym,m') , formé & partir des I
posséde les propriétés (1) a (3), alors sa limite projective I est

un objet injectif de 341 .

On désigne par ¥ :1 - my le morphisme canonique et l'on montre
d'abord que Ext1(nL,I) =0, Ynew.

; n 4
Donnons nous une extension e:0 - I -+ E = "L - 0 . Les épimor-

phismes VY  permettent alors de déterminer une famille d'ex-

m (em)mGIN
tensions 0 - "1 = mE B, 4 0 et deux familles (X :E - "E, mem)
et (Xm' Ty o Mg , m>m') d'épimorphismes tels que, pour tout
(m m') , le diagramme ci-dessous soit commutatif et les (mE,xm, )
forment un systéme projectif (on pose s = E-U- mI et Xm est le

t
morphisme canonique ; comme T E 3 1P ona Xt —-(p,TToX )

avec poi =Y ; on remarque alors que Kerxmc Kerp y donc p se
m'
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1
prolonge en X' : E - " I et l'on pose . o= dtex') .
Xmt,m

(e) 0 —> 1 = /)E ﬁ\nL——eO
‘i’m /
P/ /X
m ;A
(e) o0—>M "5 T s —— 50
Ym', Y}'/ Xm' o Xm'
t ! ] t
(e) o > MG E LEA S

On en déduit un morphisme ¥ :E - lim g qui est donc un isomor-
phisme. Nous sommes donc ramenés & vérifier que 1im TR A=) lim My ,

ce qui revient a démontrer que, pour m > m' , la donnée d'une section

s' de 7' détermine une section s de 1 .

Soit =x wun générateur de oy , Se donner s' équivaut & se donner
1
un élément y = s'(x) de P(m E) tel que ﬂ"(Y) = x . Comme e, et
e, sont scindées on a P("e) 3 p("™1) ® P(PL) et P(m'E) 3

)

1
3 p(™ 1) ®P("L) ; alors P(Xm',m) est une surjection puisque P(Ym',m

en est une. Dans ces conditions on peut choisir =z € P(mI) en sorte
que  Xp m(z) =y , et 1'on détermine la section cherchée en posant
?

s(x) =z .

De 1'égalité Ext1(nL,I) = 0 et de la suite exacte
0 - rl+1L + " 5" » 0 nous déduisons, pour tout n&lN , une suite
exacte

n+1

Hom(®L,1) &> Hom(™*'L,1) —> Ext ' (%s,1) —> O .

Comme £ est surjectif (propriété (3)), on a Ext1(nS,I) =0, et le

lemme s'ensuit .

Ainsi, X[X] est injectif . Comme de plus on a P(k[X]) 3

S Hom(nL,k[z(_]) 3 @ lim Hom(nL,mI) 3 8 k)g’n , 1l'injection na-
nc N o n=0 m n=0 o
turelle L - k[X] induit un isomorphisme P("L) 3 P(x[X]) ; donc

K[X] est une extension essentielle de °L (confer 1.2.), d'ol la pre-

miére partie de 4) .

Nous déduisons encore de ce lemme un isomorphisme entre X[X] et

sa duale . En effet le systéme projectif (mP,j ) a pour limite

m,m'

il
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¥[X] et il posséde les propriétés duales de (1), (2) et (3). Enfin,
la projection canonique X[X] = % 3 9% est essentielle car elle

induit un isomorphisme Q(k[X]) 3 L") s @ kX {confer 1.2.) .
nclN

Alors le systéme inductif dwal (7P 3 ™1 ,j;'m,) (confer c)) vérifie
r
les hypothéses du lemme ; comme il a pour limite inductive k[g]* on

a l'isomorphisme cherché.

Enfin, on conclut par 3.2.4. que k[X] est projectif .

3.3. THEOREME . La dimension homologique de ﬂ1 est 2 .

La suite exacte O - n—1P =% 5 %L 50 est une résolution pro-
jective de B , et par conséquent Extl(nL,K) =0 pour 1 =2 et
Xe H1 .

En utilisant la suite exacte de cohomologie associée & la suite
exacte (*) 0 - n+1L -

i=3 et KE H1 .

L-"S -0 ondéduit : Ext ("5,X) = 0 pour

La dimension homologique de ¥} est donc <2 (1.6. c). En fait
elle est égale & 2 parce que Ext2("s,”s) # 0 . En effet, de (*) on
déduit la suite exacte :

n+1

vee = Bxt (L, %) - Ext (*11,78) - Ext2(%s,%s) -~ 0,

n+1

dans lagquelle Ext1(nL,nS) =0 et Ext1( L,”8) est un espace vec—

toriel de dimension 1 sur End(™8) = k (confer démonstration 2.1.) .

COROLLATRE . La dimension homologique de H est 2.

4 . Lien avec les Oi—modules et les modules de Greenberg [4]

Dans ce n® un foncteur est un foncteur de la catégorie Ak des
k-algébres commutatives dans celle des ensembles. Un foncteur en grou-
pes (resp. en anneaux) est un foncteur de A, dans la catégorie des

k

groupes (resp. des anneaux). Nous désignons par Ac la catégorie des

k
k-schémas en groupes commutatifs et affines. Si A € Ak , nous dési-

gnons par SpecA le foncteur défini par SpecA (R) = Hom, (A,R) pour
k

tout R € A .
k
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4.1. Avec les notations de [4], Ok est le foncteur en amneaux tel que

_ X
Ok(R) =R pour tout RE A . Un Of

d'un  k-foncteur en groupes commutatifs M et d'un morphisme

~module consiste en la donnée

TN Ok XM=M tel que 1l'on ait, en posant u.(a,m) = a.m ,

a.(M+m') = a.m + a.m'
(ab).m = a.(b.m)

T.m =m
pour tout R € A, tous a,b € R = O;(R) et tous m,m'€M(R) .

Un O;—module affine M = SpecA est défini par la donnée d'une
k-bigébre A & comultiplication commutative, munie d'une graduation
de type W , compatible avec la multiplication et la comultiplication
AA . En effet, avec les notations ci-dessus, si M = SpecA, p corres-
pond & un morphisme & :A - k[t]®A de Ak ;5 si 1'on pose

§(a)

]

n . . .
0t ®6n(a) y on obtient, en tramscrivant les propriétés de p,
nz=0

A= ngo 6n(A) . Réciproquement, supposons connue la graduation
. X
= nﬂgo A ¢ osi a€R=Ok(R) et mEHom, (A,R), on a pla,m) = £ avec

i<
fle) =5 m(ozn)an pour tout o=Zg €A. On peut aussi dire que se don-
n

x . P N N
ner un Ok—module affine M = SpecA équivaut & se¢ donner une algébre

de Hopf A = (An)nélN , non nécessairement connexe (Ao est une bigé-

bre) telle que A =0 pour tout n impair (alors x € A, ssi

5x = t"®x). Nous dirons que A est une algébre de Hopf paire .

4,2, I1 est clair que toute algébre de Hopf paire A est somme directe

de la sous algébre de Hopf A, , formée de ses termes de degré 0, et

de l'algebre de Hopf comnexe A' noyau de la projecfion canonique

A=A .
o

La catégorie des algébres de Hopf paireg est donc produit direct
de la catégorie Ho des algébres de Hopf concentrées en degré 0 et de
¥t . Ccette décomposition est équivalente a celle de la catégorie des
O?{-modules affines en O;-modules triviaux et en O;—modules tels que
p(0,m) = Oum = O avec les notations ci-dessus [4] .

4,3, Soit W 1le foncteur en groupes qui a tout R € A1< associe le

groupe additif des vecteurs de Witt de longueur infinie sur R .
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Désignons encore par k[X] la bigébre sous-jacente & k[X] ; la

comultiplication A détermine sur le foncteur Speck[X] :RHHomAk(k[_)g],R)

une structure de foncteur en groupes commutatifs (si £ et g sont

deux morphismes de k[X] dans R, £ig est le composé :

x[x] _A—> x[x]1e x[xX] £®g, R® R mult. R).

Alors 1'application :Hom, (x[x},R)= W (R) qui & tout mor-
®r A, k

phisme f£:X[X] = R associe le vecteur de Witt
ch(f) = (f(Xo),f(X1),...,f(Xn),...) est un isomorphisme de groupes.

D'ol un isomorphisme ¢ : Spec k[X] 3 W .

On peut aussi considérer W comme foncteur en amneaux, (pour tout
R € Ak , W(R) est l'anneau des vecteurs de Witt de longueur infinie

sur R) . On appelle alors module de Greenberg tout W-module affine

L (pour tout R € Ay L(R) est muni d'une structure de W(R)-module
dépendant fonctoriellement de R) et l'on désigne par Greenk la ca-
tégorie des modules de Greenberg .

Pour tout n € INP et tout L = Spec A€ Green, , on désigne par

i<
Hn(L) le O;—module SpecA muni de 1l'opération a.b = (a°,0,...)8
pour tous R € Mk , a€R et £ € L(R) , et 1'on désigne par hn(L)

1'algébre de Hopf paire associée, d'algébre sous~jacente A .

4.3.1. LEMME . Si L = SpecA€ Green, , alors h1(L) est une Y -al-
gebre .

On remarque que, si 6 :A = kK[X]®A est le morphisme de A  dé-
finissant 1'opération de W sur L, et § :A~ t] ® A celui qui
définit 1'opération de 011( yona b, = (m®4)os , ot m:xk[X]~ x[t]
est défini par n(Xo) =t et 'rr(Xn) =0 pour n>0 . En particulier,

on a, par définition, A, = {x€Alsx=X"®x+y, avec (n®4) (y)=0}.
2m o

Comme, par hypothése, pour tout REAk et pour tous w et
w' €W(R) , L€L(R) ona (w+w')d =wd +w'.d , le diagramme ci-des-
sous, dans lequel T(a®b) = b®a , est commtatif :
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A® A

A—2% S ix]®a —> K[x]®Kx]®A

A X1 ® k[ X]®mult.

®
284228 yxieasKxi®a Mk[_@@k[g]@A@A

Pour démontrer le lemme nous vérifions que P(A) est concentré
en degrés 2pm, meEN . Pour XEP(A) » la commutativité du diagramme
ci-dessus s'exprime par 1'égalité (A'®A)(6x)=0, avec
A'=A- 1d®1-18®1d . Le lemme découle alors de la propriété suivante :
P(k[X])®A est le noyau de A'®A (en effet P(x[X]) =Ker A' , et le

produit tensoriel sur k est un foncteur exact) .

4,3.2, LEMME . Soit A€H1 3 si L=SpecA peut 8tre muni d'une struc-

ture de W-module telle que h1(L) =A alors celle-ci est unique .

Pour tout REA, et pour tous a€R et £LEL(R) on doit avoir

(2,0 ...) = axd , et pn..(’, =L +d +eest+ &y 5 ceci suffit & assurer

P
l'unicité de 1'opération p:W X L —» L . En effet, pour calculer

(0,...,O,an,0 «e.)ed on utilise une extension R' de R contenant

n

un x tel que x° = a , alors, dans L(R'), on doit avoir

(0,...,0,an,0,...).£ = p” J(xx4) et ce terme est dans L(R) puis-
qu'on a supposé l'existence d'une structure de W-module sur L ; si,
pour tout n , on considére l'inclusion naturelle Spec(nP) - ¥ qui
4 tout (ao yeees an)EHom(nP,R) associe (ao,...,an,O...O)EW(R) ,
on a donc montré que la restriction y: spec(MP)x L~L de p est
déterminée de maniére unique. Autrement dit, si & : A= k[_)g]@A est le
morphisme de Ak associé & g , T : k[g(_] - nP la projection canoni-
que (dans Ak !) , et m: k[g] - 1}_m nP le morphisme induit, alors

5n = (ﬁn® A) 0§ est déterminé de manidre unique, et par conséquent

o' = (TT® A) o6 aussi. Comme 1 est une injection on en déduit 1'uni-

cité de § , donc de y .

4.4, THEOREME . Lorsque Xk est parfait, le foncteur h1 est une équi-

valence entre les catégories Green1< et 341 .
— &
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Nous retrouvons alors comme corollaire un résultat de [4] .

Démonstration . a) Comme H, commute aux limites projectives, h

1
transforme limites projectives en limites inductives .

1

b) h‘l est pleinement fidéle . En effet, soient L et
(1,M) - Hom x(L,M)

Ok
est une injection ; montrons que c'est une surjection. Soit f:L-M

M € Green, , il est clair que H,](L,M) :HomGreenk

un morphisme de O;—modules, pour tous REA]( , a€R et x€L(R) on
a: axlf(R)(x)]=2(R&)(axx) , d'ob (a,0,...,).[F(R)(x)] =

= 2(R)[(2,0,44.,).x] et de plus p .[£(R)(x)]=£(R).(p".x) on en dé-
duit, par un raisonnement analogue & celui de 4.3.2., que f£f(R) com-
mute avec (O,...,O,an,o...) pour tous n € IN , anéR , et enfin

qu'il commute avec tout w=(ao,...,an,...) € w(Rr) .

¢) On vérifie aisément que h1(w) = k[X] ({on munit 1la
bigébre k[Z(_] de la seule graduation compatible avec la multiplication
et la comultiplication et telle que a°xo=2). De méme, en considérant
sur le schéma wn des vecteurs de Witt de longueur n la structure
naturelle de W-module, on a h1(Wn) =BTy, Alors, tout objet H de

3#1 est 1l'image par by d'un objet M de Green : en effet, H pos-

séde une présentation P! foP - H =0 dans 1aquellife P et P' sont
des sommes directes d'objets des types 1QP et k[g] ; on a donc deux
objets N et N' et un morphisme g:N' - N de Greenk tels que
h‘l(N) =P, h‘l(N') = P' et h1(g) =f , et 1'on pose M = cokerg .

D'aprés 4.3.2. cet objet M est unique & isomorphisme prés et le théo-

réme s'ensuite.

5 « Théoréme de Structure

5.1. Etude de 1'anneau & des endomorphismes de k[X] .

Pour tout n€Wll on a un isomorphisme o : spec(p) 3 LA (4.3.).

n-m . . .
Pour tous m<n nous notonsg R :wn+1 - wm+1 la projection canoni-

PO n-m
que définie par R ()‘o’)"’l""’)‘n) = ()&o’)"l""’)‘m) pour tous A€ Ay
et ()\O,M,...,)Ln) € Wn+1(A). Alors RB-M est le morphisme induit par
1l'injection canonique jn n : mP - nP .

H
5.%1.1Remarquons que l'on a une opération naturelle

0 :wn+1(k) - Endﬁ1(n1>)c:wn+1(np) de Wn+1(1<) sur "p : ei
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7\.= (Xo,...,)\n) Ewn+1(k) , on pose ()\O,...,)\n)f( (Xo,...,Xn) = (yo,...,yn)
(x est la multiplication de wn+1(nP)>’ et p(\) est défini par
p()\)(Xi)=yi ,i=0,1,00e,n) D'oll, une structure de Wn+,](k)-module sur

Hom, ("P,H) pour tout HEH, .
", 1
On définit, de maniére analogue, un morphisme injectif
i (k) - Homu‘l(nP,k[}g]) v (X))

en posant in(k)=)\ X (Xo"”'xn) b=t in(1) sp(n), ob in(1) est 1'in-

clusion canonique .

PROPOSITION . Pour tout né&€WN , in est un isomorphisme, et la famille

(in)nGIN détermine un isomorphisme i :W(k) 3 End(x[x]) .

ona W) =1imv (k) et Endk[X]3 1im gom("P,k[X]) . Si les
in sont des isomorphismes, la deuxiéme partie de la proposition devient

évidente car ils sont compatibles avec les morphismes de tramsition.

Montrons, par récurrence sur h , que in est un isomorphisme.
Ctest évident pour n = O . Supposons que in goit un isomorphisme ;

de la suite exacte
O-»nP—+n+1P£ nHL—'O

on déduit l'exactitude de la premiére ligne du diagramme ci-dessous :

0 —s Hom(™* 'L, K[X]) ——> Hom(** 1P, 1{ 1) — > Hom("P,X[X]) —>0

. . .
ln+‘l 1n+1 ! ln

—_—
0 —> r‘Sn+1 wn+2(k> -_— wn+1(k>—> 0

).

ou 3n+1 est 1'idéal des vecteurs de Witt de la forme (0,...,0,\

Pogons X% = f(Xn+1) ’

n+1

. . Y . _

1n+1((0,...,0,)\.n+1)) est 1'homomorphisme qui en
n+1

voie x sur )‘n+1xlc3> et c'est un isomorphisme puisque

Hom(nHL,k[g_(j) 3P (x[x]) 3 1<X]ZH (3.2.5.). D'od la proposition .

2pn+1

5,7.2. COROLLAIRE . Quel que soit n&iN 1'anneau End(nP) est isomor-

phe & 1'anneau \:In+1(k) des vecteurs de Witt de longueur n+1 sur k.

Désignons par S : 311 - .H1 le foncteur suspension qui & toute
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311—algébre H associe 1l'algébre SH obtenue par une simple homothétie

sur les degrés (gH)p.n=Hn , Ynemw, et (SH)m=O si phm.
Pour tout n€N on a une suite exacte :

0- " - xx] & ¢™x] -0

n+1+1
H

dans laquelle, si l'on pose Sn+1k[_)_(_] = k[¥Y] avec a°Yi = 2p
£ est le morphisme défini par : f(Xi) =0 pour i<n, f(Xi) =Y, 4
pour i>n .

On en déduit une suite exacte de Wn+ 1 (x)-moduies :

0 - Hom(™P,"p) - Hom("P,k[X]) — Hom("p,5™" ' (x[x])) - 0

dans laquelle le dernier terme est nul (car (Q(nP))m=O pour m> 2pn),

et le corollaire s'ensuit.

5.2. Etude des modules Hom(nP,mP) .

Nous désignerons par Ipn Up - k[Xo,...,Xn] - o k[YO,...,Ym]
1

le morphisme suivant : si n<m, ‘jm " est 1l'injection canonique, et
14

- ‘> v P - . . = < _
si n”m, Jm,n est défini par Jm,n(xr) 0 pour r<n-m et
pn-—m
] = Zn-m .
Jm,n(xr) Yr—n+m pour  r=n-m
. S5i < o i 5 :
Remarque Si n<m , on a vu que le morphisme Jm’n me - wn+1
induit par jm n oSt la projection canonique R™1; le composé
-~ ~ 4 . . . m-n
- 1
Jm’n ° Jn’m : wm_1 - Wn+1 n'est autre que la multiplication par p .

Pour n<m , nous désignons par (m,n) la suite exacte :

J T
0 — fp Myn,m,  mn gn+1(rn—n—1p)%o .

PROPOSITION . (i) Pour n<m , Hom("P,™P) est le W, (k)-module

a
droite libre engendré par jm 0" La structure de Wm+1(k)—module a
?

gauche est déterminée par : Axj _=J_ _*R" (A) pour tout AEW X).
—_— m,n_ “m,n — 1

(ii) Pour n>m , Hom(“P,™P) est le Wm+1(k)—module

Ty

gauche libre engendré par jm n® La structure de wn+1(k)—module
1

droite est déterminée par : j

n-m .
m,n*)‘zR ()\)*Jm’n pour tout )\Gwnﬂ(k).

(i) Pour n<m tout morphisme £: P - "P se factorise & tra-
vers l'injection jm n" En effet, de la suite exacte (m,n) on déduit

b
1'isomorphisme de End("P)-modules a droite :
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Hom("p,”F) 5 Hom("P,™) , car Hom(®p,s™1(® ™ 1p)) = o

A

(les générateurs de “p  sont de degrés inférieurs a 2pn+1). D'ou la
premiére assertion. La deuxiéme s'en déduit alors d'aprés la remarque

ci-dessus.

(ii) Pour m<n , on déduit de la suite (n,m) la suite exacte

de W . (x)-modules :

0 = Hom(®P,™p) - Hom("p,"p) - Hom(rlP,Sm+1(n—m_1P)) -0 .

Ainsi, Hom("P,™P) est isomorphe & 1'idéal o de Wn_'_,](lc) formé des

(k)

. . . b=
morphismes X = ()‘o""’)‘n) tels que ﬂm,n°)‘ =0, i.e. & p rrtwn+1

puisque k est parfait .

L'anmnulateur de J est le noyau pm“W (x) de 1a projection

n+1
. n- N L .

canonique R m ;3 d'ol, par restriction des scalaires, une structure
de W ., (x)-module pour laquelle J est isomorphe & L (x) . on

achéve la démonstration en vérifiant la relation : jm n*)‘ =Rn—m()\)*jm a
7 1

5.3. Désignons par ¥ la sous-catégorie pleine de ¥, formée des nP,
n€Wl ; c'est une catégorie préadditive (i.e. les Homp(iP,‘jP) sont mu-
nis d'une structure de groupe abéliens et les applications de composi-
tion sont bilindaires). Soit .§ la catégorie des foncteurs contrava-
riants additifs de P dans la catégorie des groupes abéliens, on dési-
gne par M 1le foncteur de 311 dans ./ qui & toute H1—a1gébre H
associe le foncteur M(H)=Hom(P,H) , PEP .

THEOREME . Le foncteur M =Hom(P,? est une équivalence entre 311 et
B .
I1 suffit, pour le montrer, de vérifier que les (nP)nEIN forment

une famille de générateurs projectifs de "type fini" pour }i,l [+ .

Soit f:H - X un morphisme non nul de Bi_l , on pose H'=H/Ker £# O ;
soit x€P(H'), x#0 , si 3°x=2p" on définit un morphisme g': P-H'
en posant g'(Xi) =0 pour i<n et g'(Xn) = x . Alors, “p  &tant
projectif, g' se reléve en g: p o H tel que fog# O, C.QF.D.

Remarque . On peut "décrire" M(H) au noyau d'un W(k)-module & droite

M gradué de type N , muni de deux endomorphismes F et V de degrés

respectifs +1 et -~1 ,
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F P
MO(H)‘% M1(H) =2 Mn_1(H)-v Mh(H) 2 iee

vérifiant les relations : (1) pn+1Mn=O pour tout n€m ,

(2) FV=VF=p (multiplication par p) .

En effet, pour tout HEH, , Hom(p,H) = Mﬁ(H) est un Wn+1(k)—
module & droite (5.7.7)donc un W(k)-module & droite. Pour tout nz0,

J'n+1,n
cation V i Mn+1(H) - Mn(H) , de méme j

:nP - n+1P détermine, par composition des morphismes, une appli-
n+1 .
a1 P~ p détermine
- — : 1] kY _
F .Mﬁ(H) Mn+1(H) . Alor's, d'aprés 5.2. , Vet F_ sont des homo
new St F= (Fn)
Comme j est le composé de m applications de la forme J

n+m,n
la famille (j

morphismes de W(k)-modules et 1'on pose V::(Vn) M€ "

r+l,r '

correspond & V© ; de méme (j

n+m,n>nElN n,n+m)n6lN

correspond & FRB .
Par composition de j

et j , on vérifie que VF=FV=p

nyn+1 n+lyn
et, d'aprés 5.2. , on a ainsi les seules relations entre les 7' et

Fn pour m et n dans I .

La catégorie . est alors isomorphe & celle dont les objets sont

les triples (M,V,F) vérifiant les propriétés ci-dessus et les mor-

phismes sont les morphismes de W(k)-modules gradués de degré O com-

patibles avec F et V.

5.4. Application aux algébres engendrées par leurs éléments primitifs .

Soit Hé}i1 une telle algébre ; on sait que H est un quotient

n
d'une somme directe d'objets des types 'L , n€lN [1] . Comme M{ L) est
représenté par :

Id  Igq  1Id
020 ... 0= =k 2 2 k2 .e.
n o] 0 0

on en déduit que llopérateur V est nul sur M(H) .

Réciproquement, supposons que V soit nul sur M(H) et montrons

que H est un quotient d'une somme directe des AL, . Comme p =0 sur
M(E) on est ramené & montrer que tout espace vectoriel gradué
M= ¥ M sur k , muni d'un homomorphisme F :

n €N

“ see

M=M E:M = see =2 M EM
[¢] 1 n N1

est un quotient de modules "libres" , i.e. de la forme :

By . 0o 0m=...0=ke = xe ¥ oxe > vee
n n+1 n+2
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Ce dernier résultat est évident : en effet, si xEMrl on définit
un morphisme f: n£ - M en posant f(en) =x , d'oll un épimorphisme
D nsx - M.

XEM
n
ne W

Ainsi, les Ldralgébres H engendrées par leurs éléments primi-

tifs sont celles pour lesquelles V est nul sur M(H) .

Pour tout n€ N on a un carré commitatif

10 SEPPN Sy IE Bp 5™ = x[x]
Jn,n-ﬂ ]\ ‘en,n+1
€
n+1P n+ n+1L = Y]
= : - =xPY .
(avec en(Xi)—O pour i<n , en(Xn)—X et Jln’nH(Y)—X) ; et,

pour toute H1—a1gébre H engendrée par ses éléments primitifs, e,
induit une bijection :

* . -
e :P n(H) Mn(H)
2p

-n
telle que eﬁ(l.f):)\p .e:(f) pour tous £E€7P n(H) et A€k .
2p

n n
Soit ot ik - k 1'automorphisme X\ v )\P et k(P ) la structure

~ n
d'espace vectoriel induite sur k par o j on pose Mn(H) =Mn(H)<§]2k(P )
e -n
(autrement dit, on munit Mn(H) de la multiplication mxA=m)P )
~ ~ .
et 1'on désigne par M(H) 1'espace vectoriel z Mn(H) muni de 1'o-

nel
~ . .
pérateur F induit par F . Alors e;’; est un k-isomorphisme de

~
P (#) suwr ¥ (#) et, pour tout x €P (E), ona
2p™ n 2p"

~ * ¥ P
F oen(x) = Cne (=) .

~
Ainsi, modulo un changement de graduation, M(H) s'identifie é

P(H) muni de 1'opérateur x = .
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