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SUR LES ESPACES FONCTIONNELS
DONT LA SOURCE EST LE CLASSIFIANT
D’UN p-GROUPE ABELIEN ELEMENTAIRE

par Jean LANNES

0. Introduction

Soient p un nombre premier fixé, V un p-groupe abélien élémentaire (i.e. un
groupe isomorphe a (Z/p)? pour un certain entier d), BV son classifiant, et Y un espace.
Notre article traite de ’espace fonctionnel hom(BV, Y) (i.e. ’espace des applications
de BV dans Y).

Une généralisation de cette notion est celle de ’espace des points fixes homoto-
piques de I’action de V sur un espace X, c’est-a-dire ’espace fonctionnel hom(EV, X)
des applications V-équivariantes de EV dans X, EV désignant, comme a ’ordinaire,
le revétement universel de BV (hom(BV, Y) est donc I’espace des points fixes homo-
topiques de l’action triviale de V sur Y). En fait, comme homy(EV, X) est la fibre
en l'identité de I’application hom(BV, EV X X) — hom(BV, BV) I’analyse des points
fixes homotopiques d’une action quelconque peut se ramener a celle d’une action triviale.

Pour montrer que le sujet est moins étroit qu’il n’y parait, citons quelques travaux
qui lui sont reliés :

1) A partir du cas V = Z/p on peut obtenir par récurrence des informations sur
Pespace des points fixes homotopiques d’une action d’un p-groupe fini = et étudier ainsi
certains espaces hom(Br, Y) [DZ].

2) Soit G un groupe de Lie compact; en faisant apparaitre le p-complété de BG
comme limite directe homotopique d’un diagramme de classifiants de p-groupes finis, on
peut étudier plus généralement certains espaces fonctionnels dont la source est BG [ JMO].

3) La théorie des espaces hom(BV, Y) est I'un des ingrédients qui interviennent
pour montrer que le type d’homotopie du p-complété du classifiant de certains groupes
de Lie compact est uniquement déterminé par sa cohomologie modulo p [DMWI]
[DMW2].

Venons-en maintenant a la question essentielle :

Pourquoi peut-on dire des choses raisonnables sur les espaces fonction-

nels hom(BV,Y), alors que I’on sait si peu, par exemple, sur les espaces fonction-
nels hom(S" Y)?
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Cela tient aux propriétés de la cohomologie modulo p de I’espace BV, i la fois
comme module et algébre instable sur I’algébre de Steenrod modulo p, qui en font ce
qu’on pourrait appeler un co-espace d’Eilenberg-Mac Lane.

Pour exprimer ces propriétés, il nous faut introduire les analogues du bifonc-
teur hom( , ) dans les catégories des modules et algtbres instables sur ’algébre de
Steenrod modulo p. On note :

— A Talgebre de Steenrod modulo p;

— % la catégorie des A-modules instables (pour p = 2, un A-module M est instable
si S¢' x = 0 quand ¢ est strictement plus grand que le degré de x, x parcourant M);

— X la catégorie des A-algebres instables (la cohomologie modulo p d’un espace Y,
notée H* Y, est I’exemple type d’une telle algebre).

Soit X un espace, on définit le foncteur Y — hom (X, Y) comme ’adjoint a droite
du foncteur Z — X X Z. Il n’est pas difficile de calquer cette définition dans les caté-
gories % et . Soient € I’'une de ces deux catégories et K un objet de € que I’on suppose
de dimension finie en chaque degré, on montre que le foncteur ¥ - %, N—» K®N
admet un adjoint & gauche que I’on note M —» (M : K),.

Supposons H* X de dimension finie en chaque degré, nous avons tout fait pour
avoir un X -morphisme naturel :

(H'Y : H* X),, - H' hom(X, Y).

Un des résultats de cet article est que ce X -morphisme est « trés souvent » un
isomorphisme pour X = BV.

Revenons a la cohomologie modulo p des p-groupes abéliens élémentaires. Consi-
dérons tout d’abord le cas V = Z/p; on pose H = H*Z[p = H*BZ[p et ’on note T
le foncteur  — %, M +— (M : H),. Les propriétés de H qui nous intéressent peuvent
s’exprimer de la facon suivante :

Théoréme 0.1. — a) Le foncteur T est exact.

b) Le foncteur T commute aux produits tensoriels.

¢) St M est une A-algébre instable, alors TM posséde une structure naturelle de A-algébre
instable et TM munie de cette structure coincide avec (M : H),.

Le point a) concerne la structure de A-module instable de H. C’est une généra-
lisation des résultats de G. Carlsson et H. R. Miller [Cal] [Mil] [LZ1] qui montrent
que H est un injectif de % (%-injectif) et une reformulation du théoréme suivant da
a S. Zarati et 'auteur [LZ1] :

Théoréme 0.2. — Soit 1 un U-injectif, alors le produit tensoriel H ® 1 est encore %-injectif.

Les points b) et ¢) concernent la structure de A-algébre instable de H, ¢) est essen-
tiellement une conséquence de 4). Leurs formulations précises sont les suivantes :
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b bis) Pour tous A-modules instables M; et M,, I’application naturelle
p'MnMg . T(Ml ® M2) —> TMI ® TM2,

induite par le produit de H est un isomorphisme.

¢ bis) Soit M une A-algebre instable dont on note ¢ : M® M — M le produit.
La composée (T9) o ((uy,n) ") : TM® TM — TM fait de TM une A-algebre instable.
Le foncteur T : % — % induit donc un foncteur ¢ — % que I’on note encore T. Ce
foncteur coincide avec ( : H),-.

Le passage du groupe Z/p a un p-groupe abélien élémentaire général V est immé-
diat. On pose H*V = H* BV et I’on note Ty le foncteur % — %, M — (M : H*V),,.
Comme H* V est isomorphe au produit tensoriel H® H® ... ® H, d fois, le foncteur T,

est équivalent au composé ToTo ... o T, d fois, et on peut dans le théoréme 0.1
remplacer T par T,.

Corollaire 0.3. — a) Le foncteur T est exact.

b) Le foncteur T, commute aux produits tensoriels.

¢) Si M est une A-algébre instable, alors Ty M posséde une structure naturelle de A-algébre
instable et T M munie de cette structure coincide avec (M : H* V),

Les propriétés des A-algebres instables H* V que l’'on traduit ainsi sont tout a
fait exceptionnelles, en fait elles les caractérisent & isomorphisme pres.

Il reste a tirer parti de ces propriétés « magiques » de H* V pour obtenir des infor-
mations sur I’espace fonctionnel hom(BV, Y). On utilise pour cela les méthodes cosim-
pliciales élaborées par A. K. Bousfield et D. M. Kan [BK1] [BK2] [Bou2] [Bou3] dont
Pefficacité a été mise en évidence par le travail fondamental de H. R. Miller concernant
le cas ot Y est un CW-complexe fini [Mil]. On considére en fait I’espace fonc-
tionnel hom(BV, ¥), ¥ désignant le p-complété de Bousfield-Kan de ’espace Y. Ceci
suffit & notre bonheur dans le cas ou Y est nilpotent puisqu’on peut alors « reconstituer »
Pespace fonctionnel hom(BV, Y) & partir du carré fibré homotopique :

hom(BV,Y) —> hom(BV, ¥)

! |

Y —— Y.

Par définition ¥ est I’ « espace total » d’un espace cosimplicial, a savoir la F-réso-
lution cosimpliciale canonique de Y, que nous notons Rés*Y. Du coup hom(BV, ¥)
apparait comme ’espace total de I’espace cosimplicial hom(BV, Rés*Y) obtenu en
appliquant le foncteur hom(BV, —) a cette résolution. La raison pour laquelle
Pespace hom(BV, ¥) nous est intelligible peut étre grossiérement présentée de la fagon
suivante :

Les propriétés ¢) et a) du foncteur Ty énoncées dans le corollaire 0.3 ci-dessus
font que I’espace cosimplicial hom(BV, Rés°Y) se comporte, sous certaines hypothéses,

18
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comme une résolution cosimpliciale (non canonique, mais qu’importe) d’un espace dont

la cohomologie modulo p serait T, H* Y. Aussi la théorie du foncteur Y — hom(BV, ¥)

est-elle & bien des égards une généralisation de celle du foncteur Y — ¥ (faire V. = 01).
Nous obtenons notamment :

Théoréme 0.4. — Pour tout espace simplement connexe Y dont la cohomologie modulo p est
de dimension finie en chaque degré, Iapplication naturelle

[BV, Y] - Hom,(H*Y, H* BV),
[BV, Y] désignant I’ensemble des classes d’homotopie d’applications de BV dans Y est une bijection.

Le résultat ci-dessus avait été conjecturé par Miller [Mi3] qui I’avait démontré
pour H*Y very nice. Zarati et ’auteur ’avaient ensuite établi pour Y un espace de lacets
infinis.

Théoréme 0.5. — Soient Y et Z deux espaces et o une application BV X Z — Y. On
suppose que H*Y et H*Z ou Ty H*Y sont de dimension finie en chaque degré. Alors les deux

conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Phomomorphisme de A-algébres instables Ty H*Y — H* Z, adjoint de
w:H'Y >H' VOH Z,

est un isomorphisme;
(ii) Papplication Z — hom(BV, Y) induite par « est une équivalence d’homotopie.

.:L’implication (i) = (ii) du théor¢éme 0.5 fournit en particulier une solution de
la forme générale de la conjecture de Sullivan (H. R. Miller, G. Carlsson).

- Théoréme 0.6. — Soit Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie en
chaque degré. Si Ty H* Y est de dimension finie en chaque degré et nulle en degré un, alors Iappli-
cation naturelle

T, H'Y - H* hom(BV, Y)

est un isomorphisme de A-algébres instables (Pexistence de application naturelle ci-dessus résulte
par exemple de celle d’une application naturelle H*Y — H* Y).

Voici le plan de Particle :
. _Chapitre 1 : Considérations générales sur les espaces fonctionnels dont le but est
un p-complété. v

.+ Le déroulement de ce chapitre est sans surprise. Les seules notions nouvelles que
P’on y trouve sont peut-étre celles d’objets fonctionnels dans les catégories %, ', et leurs
analogues « homologiques » (voir aussi [Bou3]). On pourra en premiére lecture se limiter
au dernier paragraphe.
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Chapitre 2 : Propriétés de la cohomologie modulo p des p-groupes abéliens élé-
mentaires.

Chapitre 3 : Sur les espaces fonctionnels dont la source est le classifiant d’un p-groupe
abélien élémentaire et dont le but est un p-complété.
Ces chapitres 2 et 3 forment le cceur de Particle.

Chapitre 4 : Sur I’espace des points fixes homotopiques d’une action d’un p-groupe
abélien élémentaire.

On traduit dans ce chapitre les énoncés du chapitre 3 en énoncés concernant les
espaces de points fixes homotopiques. On traduit au passage les énoncés algébriques du
chapitre 2 en énoncés « équivariants ».

On trouve ensuite quatre appendices qui traitent respectivement

— d’un analogue pour les A-algébres instables des théorémes de Hurewicz et de
Whitehead;

— du cas particulier de la théorie d’obstructions de A. K. Bousfield dont on a besoin
pour établir un énoncé du type 0.4;

— de la fibre homotopique d’une application obtenue en appliquant le foncteur espace
total a une application cosimpliciale (I’appendice correspondant est di & M. Zisman);

— d’une démonstration d’un résultat de Serre concernant les idéaux de H* V invariants
par l’algébre de Steenrod & I’aide de la caractérisation des A-modules instables
« nilpotents » donnée dans [LScl].

Signalons enfin qu’une partie des résultats de cet article est annoncée dans [Lal]
ou leur démonstration est esquissée.

Y
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Chapitre 1

CONSIDERATIONS GENERALES
SUR LES ESPACES FONCTIONNELS
DONT LE BUT EST UN p-COMPLETE

On présente dans ce chapitre des considérations générales sur les espaces fonc-
tionnels hom(X, Y) dont le but est le p-complété de Bousfield-Kan d’un espace Y. La
spécialisation au cas ou X est le classifiant d’un p-groupe abélien élémentaire, que 1’on
a évidemment en vue, aura lieu au chapitre 3. Ces considérations sont ’occasion de
fixer notations et conventions et de rappeler un certain nombre de définitions. Une
bonne partie de ces définitions sont extraites de [BK1] et [BK2].

1.1. Objets simpliciaux et cosimpliciaux

On note &ns la catégorie des ensembles et A la catégorie simpliciale. Rappelons
que A est la sous-catégorie de &'ns dont les objets sont les ensembles [z] ={0,1, ...,n},
n parcourant N, et les morphismes les applications croissantes (au sens large).

Un objet simplicial (resp. cosimplicial) sur une catégorie € est un foncteur de A® (resp. A)
dans la catégorie € ((-)°° désigne opposée d’une catégorie). En d’autres termes, un tel
foncteur est la donnée d’une suite { C, }, cy(resp. { G* }, oy) d’objets de € et de ¥-mor-
phismes d;, s;: C, ., — C, appelés faces et dégénérescences (resp. d*, s*: G* — G"*! appelés
cofaces et codégénérescences) satisfaisant aux identités simpliciales (resp. cosimpliciales)
usuelles. Cette donnée sera notée G, (resp. C*) et la catégorie des €-objets simpliciaux €,
(resp. €*). Nous noterons ¢, : € — €, le foncteur « objet simplicial constant » qui associe a
un objet C l'objet simplicial C, défini par C, = C et d; = 1, 5; = 1. On définit de
méme le foncteur « objet cosimplicial constant » que nous noterons ¢*: € — %",

Nous ferons les exceptions suivantes aux conventions de terminologie et notation
ci-dessus :

— on dira le plus souvent espace plutét qu’ensemble simplicial (suivant en cela 'usage
courant);

— la catégorie des ensembles simpliciaux sera notée & plutét que &ns,;

— un ensemble simplicial { X, d,, s; } sera en général noté¢ X plutét que X, (rappelons
que X, est appelé Pensemble des n-simplexes de X).
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On pose Hom,([m], [r]) = A?. Le foncteur [m] — AL, n fixé, est un ensemble
simplicial que I’on note A”; le foncteur [z] > A" est un ensemble simplicial cosimplicial,
ou encore un espace cosimplicial, que I’on note A",

Rappelons que I’on appelle g-squelette d’'un ensemble simplicial X le sous-ensemble
simplicial engendré par les ¢g-simplexes (voir par exemple [GZ]); nous le noterons Sk? X.
Le foncteur [z] — Sk?A™ est un espace cosimplicial que nous noterons Sk?A".

Homotopie (resp. cohomotopie) d’un objet simplicial (resp. cosimplicial) sur une catégorie
abélienne.

Soient € une catégorie abélienne et C, un objet simplicial sur €. Soit » un entier,
on définit simplement le z-iéme objet d’homotopie de C, comme le n-iéme objet d’homo-
logie du %-complexe de chaines associé; on le note =" C,. On définit dualement le
n-i¢éme objet de cohomotopie =" G* d’un objet cosimplicial sur €.

1.2. L’espace total d’un espace cosimplicial [BK1]

On note Tot: ¥ — & I’adjoint a droite du foncteur & — &*, X —» X X A’
(X X A* désigne ’espace cosimplicial [#] — X X A"). On a donc pour tout espace
cosimplicial Y* une bijection fonctorielle en X :

Homg.(X X A%, Y*) @ Homg(X, Tot Y°).

L’espace Tot Y* s’appelle espace total de I’espace cosimplicial Y*; Tot Y* n’est
rien d’autre que le foncteur A® — &ns, [n] — Homg.(A® X A°, Y*). Bousfield et Kan
montrent dans [BK1] qu’il faut voir Tot Y* comme une limite inverse homotopique :
Tot Y* ~ holim, Y* (ici Y* est supposé « fibrant »).

Soient s un entier et Tot,: &* — & [P’adjoint a droite du foncteur & — &,
X X X Sk*A*. D’aprés sa définition méme, I’espace Tot Y* est la limite inverse
des espaces Tot, Y".

1.3. Variations sur la notion de composante connexe (I)

1.3.1. Soit Y un espace; on note =, Y ’ensemble coégalisateur des applications d,
et d;: Y, > Y,. On peut voir le foncteur =,: & — &ns comme ’adjoint a gauche du
foncteur « ensemble simplicial constant » &ns — &. Si Y est fibrant, =, Y est bien I’en-
semble des composantes connexes par arcs de Y; on dira dans tous les cas qu’un point
de m, Y est une composante connexe de Y. Plus généralement on définira l’ensemble des classes
d’homotopie d’applications d’un espace X dans Y, que I’on notera [X, Y], comme le =, de
P’espace fonctionnel hom(X, Y) (voir 1.6), que Y soit fibrant ou pas.

Soit S un sous-ensemble de w, Y, on désigne par Yy le sous-espace de Y (que
’on peut de fagon pédante appeler le localisé de Y en S) image inverse de S par I’appli-
cation naturelle Y — =, Y.
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1.3.2. Dualement, soit E° un ensemble cosimplicial; on note = E* I’ensemble
égalisateur des applications d° d': E® — El. Cette fois n° est 1’adjoint & droite du
foncteur ensemble cosimplicial constant. En d’autres termes, n° E* = lim, E.

Signalons au passage que nous adoptons dans cet article la notation de [McL] :
lim pour limite inverse et colim pour limite directe.

Remarquons également que I’application naturelle ¢*(n® E*) — E* est injective
en chaque codegré. En effet, il existe une application tout aussi naturelle E* — ¢*(E®)
telle que la composée ¢*(n® E*) — E* — ¢*(E9) est ¢*(n® E* — E9).

1.3.3. Information « primaire » sur le ™, de Uespace total d’un espace cosimplicial.
0

Soit maintenant Y* un espace cosimplicial; 7w, Y* est un ensemble cosimplicial,
si bien que 'on peut considérer I’ensemble =® 7, Y*. On a tout fait pour que I’applica-
tion d’adjonction (TotY*) X A* — Y* induise une application que nous noterons e :

o Lot Y - nlx, Y*

(ou encore : m holim, Y* —lim, 7w, Y* si Y* est supposé fibrant).

1.3.4. Soit S un sous-ensemble de =°=x, Y*; le foncteur A — &, [n] — (Y")q
(d’aprés la remarque faite 2 la fin de 1.3.2 on peut identifier S & un sous-ensemble
de m, Y”) est un espace cosimplicial que ’on note (Y*) et que nous appellerons le
localisé de Y* en S. Alors qu’il est évident que tout espace Y coincide avec (Y), y, il est
a remarquer qu’en général les espaces cosimpliciaux Y* et (Y*)on, y- D€ coincident
pas. Nous verrons un exemple de cette situation en 1.5.2. Toutefois, I’application
naturelle Tot((Y*)nop y.) — Tot Y' est un homéomorphisme. Plus généralement,
Pespace Tot((Y*)g) s’identifie & I'image inverse de S par la composée

TotY* — my Tot Y* 5 0w, Y°.

L’espace Tot Y* est donc homéomorphe 2 la réunion disjointe des Tot((Y"),), ¢ décri-
vant %7, Y* (on abrége la notation (Y°).,; en (Y°),).

1.4. Information « primaire » sur I’homologie de I’espace total
d’un espace cosimplicial

Dans cet article ’homologie que I’on considére est, sauf mention expresse du
contraire, I’homologie modulo p, H,(—; F,), que ’on note simplement H,.

Cette fois I’application d’adjonction (Tot Y*) X A* — Y* induit une application
que nous noterons encore ¢ :

H, Tot Y* — =0 H, Y

(ou encore : H, holim, Y* —lim, H, Y* si Y* est supposé fibrant).



144 JEAN LANNES

Bien sar =° H, Y* posséde une structure plus riche que celle d’ensemble ou de
F -espace vectoriel gradué; c’est une A-coalgébre instable (la définition de cette structure

est rappelée en 1.7.4) et P’application ci-dessus est un morphisme dans la catégorie
correspondante.

1.5. La p-complétion de Bousfield-Kan
1.5.1. Définition de la p-complétion de Bousfield-Kan.

On note F [S] le F -espace vectoriel de base un ensemble S. Soit a présent Y un
ensemble simplicial. Le foncteur [n] +— F, [Y,] est un F -espace vectoriel simplicial
que ’on note encore F [Y]. Le foncteur Y — F, [Y] est I’adjoint a gauche du foncteur
oubli défini sur la catégorie des F -espaces vectoriels simpliciaux et a valeurs dans la
catégorie des ensembles simpliciaux. Ceci définit une monade (voir [McL]) sur la caté-
gorie & et permet d’associer a tout espace Y un espace cosimplicial qu’on appelle /a
résolution cosimpliciale canonique de Y et que nous noterons Rés°Y.

On fera les observations suivantes :

— Rés" Y est un F -espace vectoriel simplicial (obtenu en appliquant (z 4 1)-fois le
foncteur F [—] a Pespace Y);

— toutes les cofaces et dégénérescences sont des morphismes dans la catégorie des
F,-espaces vectoriels simpliciaux a P’exception des d° qui ne sont que des &-mor-
phismes;

— Tapplication n:Y — F [Y] = Rés°Y induit une coaugmentation de I’espace cosim-
plicial Rés*Y, c’est-a-dire un &*-morphisme ¢'Y — Rés°Y;

— la suite de F -espaces vectoriels gradués .

0>HY->HR&Y—>... >H R& Y 220 H R&Y ...

est exacte, en particulier y induit un isomorphisme H,Y — n® H, Rés*Y; ce point
sera repris et précisé en 1.9.2.

Dans [BK1] Bousfield et Kan définissent le p-complété de I’espace Y comme I’espace
total de Rés"Y (nous trichons un petit peu; pour plus de précisions, voir la fin de 1.5.2).
Nous la noterons ¥ dans cet article :

¥ = Tot Rés°Y.

Nous noterons encore 7:Y — ¥ Papplication induite par la coaugmentation
¢'Y > Rés'Y (Pespace Totc¢"Y s’identifie a Y).

1.5.2. Sur =, Y.

On vérifie que la composée de wy(7) : 7y Y — 7, Y et de Papplication
e:my ¥ > n®mwy Rés"Y

introduite en 1.3.3 est une bijection (ce calcul sera généralisé en 1.12) si bien que ¢
gidentifie 4 une application m,¥ — 7, Y dont () : 7, Y - m, ¥ est une inverse 2
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droite. En fait ¢ et my(n) sont des bijections : pour toute composante connexe ¢
de Y, D’espace Tot((Rés°Y),) (voir 1.3.4, on considére ici ¢ comme un point de
n® o Rés*Y) est non vide (ce qui est évident) et connexe (ce qui résulte par exemple
de [BK1] X, 7.3 et du corollaire A.1.2 de lappendice A), c’est-a-dire que les
Tot((Rés"Y),) sont les composantes connexes de ¥ (qui, lui, est toujours fibrant [BK1]
X, 4.9 et 5.1).

La résolution cosimpliciale canonique Rés*Y est, comme on va le voir, un exemple
i’espace cosimplicial X* qui différe de (X*).on x.. On pose, pour abréger la notation,
Rés*Y = (Rés°Y) 0, pes-v- On a, par exemple,

o REPY =m Y et wRé&Y = F [n, Y]

Pour Y connexe Rés'Y est la F ,-Tésolution « affine » considérée dans [BKI1] I, 4.1.
Soit Rés,;* Y cette derniére résolution, on vérifie plus généralement que les deux espaces
cosimpliciaux (Rés,;*Y) 0 ny megaev €t Rés*Y coincident, si bien que Ion peut aussi
définir le p-complété ¥ comme Pespace total Tot Rés,'Y : c’est précisément ce qui
est fait dans [BK1].

1.5.3. Sur H, Y.

On observe cette fois que Papplication ¢: H, ¥ — =° H, Rés"Y introduite en 1.4
g'identifie & une application H, ¥ — H, Y et que n,: H, Y — H, ¥ en est une inverse
a droite. Bousfield et Kan montrent en particulier que ¢ et v, sont des isomorphismes
dans les cas suivants (Y est supposé connexe) :

— Y nilpotent, [BK1] VI, 5.3;
— m; Y est fini, [BK1] VII, 5.1;
— H,Y =0, [BKI1] VII, 3.2.

1.5.4. Approximations d’un p-complété.

Comme tout espace total d’un espace cosimplicial, ¥ est limite inverse
d’espaces Tot, :

¥ = lim Tot, Rés"Y.

Bousfield et Kan montrent que, dans le cas de l’espace cosimplicial Rés°Y,
les applications naturelles Tot,Rés'Y — Tot,_,Rés'Y (s> 0, avec la conven-
tion Tot_, = *) sont des fibrations principales dont les fibres sont des F -espaces vectoriels
simpliciaux. En particulier Tot, Rés*Y s’identifie 2 F [Y] et la composée

Y - ¥ - Tot,Rés"Y

a I’application naturelle n:Y —F [Y].
Structure profinie de Uensemble [X, Y] quand H,Y est de dimension finie en chaque degré.
Supposons maintenant H, Y de dimension finie en chaque degré. On vérifie alors
qu’il en est de méme pour I’homotopie des F -espaces vectoriels simpliciaux évoqués

19



146 JEAN LANNES

ci-dessus. Il en résulte par récurrence sur s que les ensembles [Z, Tot, Rés* Y], s > 0,
sont finis pour tout espace Z ayant un nombre fini de simplexes non dégénérés. On
peut donc munir ensemble [X, ¥] d’une structure profinie, pour tout espace X, en
le considérant comme la limite inverse des [X,, Tot, Rés* Y], X, décrivant I’ensemble
des sous-espaces de X ayant un nombre fini de simplexes non dégénérés et s décrivant N
(on se rapproche ici du point de vue originel de D. Sullivan sur la p-complétion [Su]).

1.6. Des espaces fonctionnels dont le but est un p-complété,
vus comme espaces totaux

Soient X et Y deux espaces; Uespace fonctionnel hom (X, Y) est le foncteur A® — &ns,
[7] —» Homg,(X X A", Y). Le foncteur & — &, Y — hom(X, Y), est I’adjoint a droite
du foncteur Z — X X Z; ’espace hom(X, Y) est donc caractérisé par la bijection
fonctorielle en Z :

Homy(X X Z,Y) % Homg(Z, hom(X, Y)).

Soit Y* un espace cosimplicial; le foncteur A — &, [n] — hom(X, Y") est un
espace cosimplicial que ’on note hom(X, Y*). Son espace total Tot hom(X, Y*) s’iden-
tifie & ’espace fonctionnel hom(X, Tot Y*); ceci résulte des bijections fonctorielles

Hom,.(Z X A*, hom(X, Y*))
~ Homg.(X X Z X A%, Y") @ Homg(X X Z, Tot Y*).

On a en particulier I’identification suivante qui joue un roéle capital dans la stra-
tégie de Bousfield et Kan :

hom (X, ¥) = Tot hom(X, Rés"Y).

On peut donc considérer les applications « primaires » introduites en 1.3.3
et 1.4 :
e:m,hom(X, ¥) — n® r, hom(X, Rés*Y),
¢:H, hom(X, Y) - «° H, hom(X, Rés Y).

Pour pouvoir décrire les deux objets ° 7w, hom(X, Rés*Y) et n° H, hom (X, Rés°Y),
il nous faut introduire les diverses structures que possédent ’homologie (et la cohomo-
logie) modulo p d’un espace.

1.7. Les structures de ’homologie
et de la cohomologie modulo p d’un espace

Dans cet article la cohomologie que l’on considére est la cokomologie modulo
p, H'(—; F,), que ’'on note simplement H".
On note A ={ A"}, .y lalgébre de Steenrod modulo p; Y désigne un espace.
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1.7.1. La catégorie des A-modules instables.

Tout d’abord H* Y est un A-module instable. Soit M = { M" }, ., un A-module
a gauche. On dit que M est instable si, pour tout x dans M, on a
S¢*x =0, quand > ||, pour p =2,
B*Pix =0, quand 2 +¢> |x|,e =0, 1, pour p> 2,
conditions ou | x | désigne le degré de x (ceci entraine en particulier M® = 0 pour n < 0).
On observera qu’un F -espace vectoriel non gradué peut étre considéré comme
un A-module instable concentré en degré zéro.
On désigne par % la catégorie dont les objets sont les A-modules instables et dont
les morphismes sont les applications A-linéaires de degré zéro.
Le produit tensoriel de deux A-modules M, et My, noté M, ® M,, est le produit tensoriel
sur F, muni de I’action « diagonale » de A définie & I’aide du coproduit de A; si M,
et M, sont instables, il en est de méme pour M; ® M,. Rappelons enfin que le foncteur
suspension X : U — U est défini par
(EM)" = M~ 6(Zx) = (— 1)l Zox,
0 désignant un élément de A et Zx I’élément de ZM correspondant a 1’élément x de M;
ZM n’est donc rien d’autre que le produit tensoriel de A-modules instables (ZF,) ® M

(on pourrait d’ailleurs supprimer le signe qui apparait dans la définition ci-dessus en
posant ZM = M ® XF,).

1.7.2. La catégorie des A-algébres instables.

En outre H*Y est une A-algeébre instable. Une A-algébre instable est l1a donnée d’un
A-module instable M et d’applications ¢ : M®M — M, 7:F, - M, telles que
(A.1) @ et font de M une F -algébre graduée associative commutative unitaire;
(A.2) ¢ est A-linéaire ; '

(A.3) Délévation a la puissance p-itme dans M est reliée a la structure de A-module
par les formules
x* = S¢i*lx quand p = 2,
x? = Pl*I2x quand p> 2 si | x| est pair.

Les A-algébres instables sont les objets d’une catégorie, notée ', dont les mor-
phismes sont les applications de degré zéro, A-linéaires compatibles avec produit et unité.

Remarque. — La cohomologie modulo p du point et de I’ensemble vide sont deux
A-algebres instables notées respectivement F_ et 0; O est bien une A-algébre instable
parce que l’on n’exige pas dans la définition ci-desssus que I'unité v soit non nulle.
Soit M une A-algébre instable; les trois conditions suivantes sont équivalentes :

() 7=0;
(i) M=0;
(iii) Hom, (M, F,) = Q.

Cette remarque (apparemment bien anodine !) sera utilisée au chapitre 4.
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1.7.3. La catégorie des A-modules & droite instables.

L’homologie H, Y est cette fois un A-module & droite instable. Par A-module a
droite on entend un F -espace vectoriel gradué, M ={M, }, .5, muni d’applications
linéaires M, ® A M, _, qui en font un module a droite sur I’algébre graduée { A="}, _ .
Le dual d’un A-module 2 droite M, noté M*, est le A-module (2 gauche) défini par

(M*)* = Homg (M, F,).

On dit qu’un A-module a droite est instable si son dual M* est instable; cela se
traduit par des conditions « duales » de celles ci-dessus (pour une explicitation de ces
conditions voir [BK2], 11.1).

La catégorie des A-modules a droite instables est notée %,.

1.7.4. La catégorie des A-coalgébres instables.

L’homologie H, Y est aussi une A-coalgebre instable. Une A-coalgébre instable est
la donnée d’un A-module a droite instable M et d’applications ¢ : M - M ® M,
e: M —F, telles que M* muni des applications induites par ¢ et ¢ soit une A-algébre
instable ; cela se traduit par trois axiomes (X,.1), (X,.2), (X£,.3), « duaux » de ceux
de 1.7.2 (pour une explicitation de ces axiomes voir [BK2], 11.2).

La catégorie des A-coalgebres instables est notée 7.

1.7.5. Variantes des catégories A~ et X,.

On note X la catégorie des A-algébres instables non nécessairement unitaires et X, la
catégorie des A-algébres instables augmentées. On désigne par M +— M_ le foncteur « idéal
d’augmentation » A, — A _; ce foncteur est une équivalence de catégories dont I’inverse
A _ — A, estnotée M — M_ .

On dit qu’une A-algébre instable (unitaire) est connexe si 'unité 7 :F, — MO est
surjective (les espaces connexes sont donc exactement ceux dont la cohomologie modulo p
est connexe); on dit qu’une A-algebre instable non nécessairement unitaire M est
connexe si I’algeébre unitaire correspondante M est connexe, autrement dit si M° est
nul. On note X, la catégorie des A-algébres instables connexes non nulles; ¢, peut
étre vue 2 la fois comme une sous-catégorie pleine de ¢, ou de X_.

On introduit de la méme fagon la catégorie X, des A-coalgébres instables connexes
non nulles.

1.7.6. Objets abéliens (resp. coabéliens) dans la catégorie A, (resp. X,,,).

On dit qu’un objet M de H#_ est abélien si son produit M®M — M est trivial
(ceci est bien compatible avec la terminologie générale de Quillen [Quil], § 5 : un objet M
de A" est abélien si et seulement si pour tout objet L. de #__ ’ensemble Hom,, (L, M)
admet une structure de groupe fonctorielle en L). Un tel M est forcément connexe.
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La sous-catégorie pleine de 2 (ou de X ,) dont les objets sont abéliens est notée ¥";
on peut voir aussi ¥ comme la sous-catégorie pleine de % dont les objets sont les A-modules
instables M tels que

— quand p = 2, tout élément x de M vérifie Sqg!*lx =0 ;
— quand p > 2, tout élément x de M de degré pair vérifie PI*/2 x = 0.

Le foncteur inclusion ¥~ — % admet un adjoint & gauche, a savoir le foncteur
« indécomposables », noté Q : A — V.

Soit M un A-module instable ; la suspension M peut étre considérée comme
un objet de ¥~ et I’on définit ainsi un foncteur, toujours noté X : % — ¥". Il est & noter
que ce foncteur est une équivalence pour p = 2 mais non pour p > 2 (voir [Mil], cor-
rigendum).

On introduit dualement les A-coalgébres instables coabéliennes dont la catégorie
est notée ¥,. Le foncteur « primitifs », noté P : 4, , — ¥, est cette fois I’adjoint a droite
du foncteur inclusion ¥, - .%,,,.

Soit ¢ un entier > 0; (X'~ ' F,) est un objet abélien de #_ que I’on note sim-
plement X! F (X' F, est la cohomologie modulo p réduite de la sphére S*). Soit M un
objet de A (resp. X, ou £ ,,). Nous poserons

n, M = Hom, (M, Z'F,)

(resp. Hom,, (M, (£'F,),) ou Hom, (M, (Z'F,),)); 7, M est un F-espace vectoriel
(profini, voir 1.7.7).

Nous utiliserons également la notation w, M pour désigner le F -espace vectoriel
Hom,, (H, S, M). Voici une justification de cette notation. Soit Y un espace connexe ;
alors I’application naturelle [S‘, Y] — =, H, Y est une bijection si Y est un F -espace vec-
toriel simplicial ou plus généralement un F -espace affine simplicial, c’est-a-dire un ensemble
affine simplicial dont le groupe abélien simplicial sous-jacent est un F -espace vectoriel
simplicial (voir B.1). Dans ce cas l’application d’oubli =,(Y;y,) — [S', Y] est aussi
une bijection pour tout O-simplexe y, de Y et la composée =,(Y;9,) =[S, Y] - =, H, Y
est un isomorphisme de groupes.

1.7.7. Topologie faible des ensembles d’applications Hom,,, Hom,, Hom, , Hom, ...

Soit N-&ns la catégorie des ensembles N-gradués E = {E, },cy (ou E ={E"} y);
on observera que l’on peut voir un objet de N-&ns comme un ensemble muni d’une
application a valeurs dans N qui sera notée | |. On munit ’ensemble

Homn_,g,,,(E, F) = HzEE lel

de la topologie faible, c’est-a-dire la topologie de produit d’ensembles discrets ou, en
d’autres termes, la topologie finale qui rend continues les applications d’évaluation
Homy_ 4, (E, F) - F,,,f - f(x), » parcourant E et F, étant muni de la topologie
discréte. Si F est fini en chaque degré, la topologie faible est alors profinie.
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Soit maintenant % 1’une des catégories %, A, %,, ou X,. On munit ’en-
semble Homg (M, N) de la topologie induite par la topologie faible de Homy_ 4, (M, N).
Si € est % ou %, alors Homg(M, N) devient un F -espace vectoriel topologique (F,
étant muni de la topologie discréte). Il est clair que Homg (M, N) est fermé dans
Homy_ ,.(M, N).

Quand N est de dimension finie en chaque degré, la topologie faible de Hom¢ (M, N)
est profinie. Si % est %, A ou %,, on peut décrire cette structure profinie de la fagon
suivante. Si M est engendré, en tant que %-objet, par un nombre fini d’éléments,
Pensemble Homy (M, N) est fini et plus généralement Homg(M, N) est la limite inverse
du systtme projectif d’ensembles finis Homg(M,, N), M, décrivant ’ensemble des
sous-objets de M engendrés par un nombre fini d’éléments.

Remarques. — 11 est clair que tout objet de %, ou de £, est limite inductive de
ses sous-objets finis. En fait, comme nous le verrons en 1.8.2, la méme chose est encore
vraie pour J,, si bien que I’on a une description analogue a la précédente de la topologie

profinie de Hom,,(M, N) quand N est de dimension finie en chaque degré.

1.8. Variations sur la notion de composante connexe (II)

On se propose de décrire les équivalents algébriques des définitions données
en 1.3.1 et 1.3.4. Au préalable il nous faut parler d’algebres et coalgébres p-booléennes.

1.8.1. Algébres et coalgébres p-booléennes.

L’axiome (. 3) implique que les éléments de degré zéro d’une A-algebre instable
forment une algébre p-booléenne c’est-a-dire une F -algébre (non graduée) associative
commutative unitaire dans laquelle x? = x. De méme l’axiome (¢,.3) implique que
les éléments de degré zéro d’une A-coalgébre instable forment une coalgébre p-booléenne,
c’est-a-dire une F -coalgébre (non graduée) coassociative, cocommutative, counitaire,
dont la duale est p-booléenne. On observe que toute algeébre (resp. coalgébre) p-booléenne
est limite directe de ses sous-algébres (resp. sous-coalgébres) de dimension finie. La
premiére affirmation est claire. La deuxi¢me ’est un peu moins; elle résulte du lemme
suivant que m’a enseigné M. Demazure (voir par exemple [De], p. 12) :

Lemme 1.8.1. — Soient C une coalgébre (non graduée) coassociative, cocommutative, couni-
taire sur un corps k et E un sous-espace de dimension finie de C; alors il existe un sous-espace de
dimension finie ¥ de G avec ECF et JFCFQ®F.

Les catégories des algébres et coalgébres p-booléennes sont respectivement équi-
valentes a4 la catégorie opposée de celle des ensembles profinis et a la catégorie des
ensembles. Précisons un peu. Notons respectivement # et %, les catégories des algebres
et coalgebres p-booléennes; notons &ns* la catégorie des ensembles profinis (rappelons que
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&ns désigne la catégorie des ensembles). Le foncteur « spectre », noté Spec : # — (&ns*)®
défini par
Spec B = Homy(B, F))

est une équivalence de catégorie dont 'inverse est le foncteur
(&ns*)® — B, S F{8,
F{8} désignant I’algébre p-booléenne des applications continues de S (muni de la topo-

logie profinie) dans F, (muni de la topologie discréte). Le foncteur « cospectre » noté
Spec, : #, — &ns défini par ’

Spec, G = Homy (F,, C)

est & nouveau une équivalence de catégories dont I'inverse est le foncteur
éns ~ B, S — F,[S]

(le coproduit de F,[S] est induit par la diagonale de S).

1.8.2. La notion de composante connexe dans la catégorie A ,.

On note encore w,: X, — &ns ’adjoint & gauche du foncteur i : &as — X, qui
associe a un ensemble S la coalgebre F [S] (concentrée en degré zéro). On a donc, pour
toute A-coalgébre instable M,

g M = Spec, M, = Homg (F , M) = Hom, (F,, M).

Une A-coalgebre instable est connexe si son w, est réduit 2 un point. Soit S un sous-
ensemble de ©, M, on note Mg le produit fibré de ¢S et M au-dessus de imy M :

M = F,[S] Oy, M

(produit cotensoriel de F_[S] et M au-dessus de M,). Nous dirons que Mg est la localisée
de M en S. Par construction my(Mg) est égal 2 S. En particulier la localisée M, de M
en un point ¢ de wy M est une A-coalgébre instable connexe non nulle.

On vérifie que M s’identifie 4 la somme dans la catégorie ", des M,,, ¢ décrivant
Pensemble my, M. Il en résulte que M est limite inductive de ses sous-A-coalgebres
(instables) finies.

On a tout fait pour avoir :

To Ht Y = T Y; (Ht Y)S = H*(YS)
1.8.3. La notion de composante connexe dans la catégorie A

Soit maintenant M une A-algébre instable. On pose
g M = Spec M® = Homg(M°, F)) = Hom, (M, F,),

no M est cette fois un ensemble profini.
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Soit S un sous-ensemble fermé de m, M; on définit une A-algébre instable Mg,
que nous appellerons encore la localisée de M en S, de la fagon suivante. On considére
F{®) comme un M‘module via ’épimorphisme naturel M® — F{®} et I'on pose

M, = F{®} @, M.

L’ensemble Hom, (Mg, N) s’identifie donc au sous-ensemble de Hom, (M, N) formé
des applications f telles que I'image de my f: 7y N — my M est contenue dans S.

1.8.4. La notion de composante connexe dans les catégories K, et X,.

Soit M* une A-coalgébre instable cosimpliciale et S un sous-ensemble de n°® 7wy M";
on définit la A-coalgebre instable cosimpliciale (M*)g en calquant 1.3.4. On définit
de méme (M,)q dans le cas d’une A-algébre instable simpliciale; cette fois S est un
sous-ensemble fermé de ’ensemble profini =n° ©y M,. Le méme type de remarque que
celle de la fin du point 1.3.4 vaut pour (M), u €t (M,)

n0mo M, *

1.9. Résolutions dans les catégories des A-coalgébres et A-algébres instables

1.9.1. Résolutions libres dans la catégorie K.

On note & la catégorie des F -espaces vectoriels N-gradués E = { E* }, oy dont le degré
est noté en exposant. Le foncteur oubli #° — & admet un adjoint & gauche que ’on note
G: & - A. Rappelons que l'on dit qu’une A-algébre est libre si elle est isomorphe
a G(E) pour un certain E. La paire (G, oubli) définit une comonade (voir [McL]) sur la
catégorie " qui permet d’associer a toute A-algébre instable M une A-algebre instable
simpliciale qu’on appelle la résolution libre canonique de M et que nous noterons Rés,k M.
La résolution libre canonique de M est un cas particulier de la notion suivante [Boul] :

Définition 1.9.1.1. — Soit M une A-algébre instable. Une S -résolution libre de M
est la donnée d’une A-algebre instable simpliciale M, et d’une augmentation M, -~ M
telle que :

a) M,, n €N, est libre;
b) la suite de A-modules instables
0« M< My« My« ...« M,_, 2% M, « ...

est exacte.

Si les A-algébres instables M et M,, n € N, sont connexes non nulles nous dirons
qu’il s’agit d’une X -résolution libre de M.

On observera que ’exactitude en M, et M de la suite ci-dessus fait que ’augmen-
tation M, — M est la coégalisatrice dans la catégorie ¢~ des applications d,, d, : M; — M,;
en particulier ensemble profini =n° n, M, s’identifie a =y M.
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Proposition 1.9.1.2. — Sotent M une A-algébre instable et ¢ un point de 7y M (’est-a-dire

une augmentation de M). Soit M, — M une A -résolution libre de M, alors (M), — (M), est
une A -résolution libre de M,,.
Démonstration. — Tout d’abord la « localisée en un point » d’une A-algébre instable

libre est encore libre : la condition a) est vérifiée. En effet, pour tout F -espace vectoriel
gradué E et tout point ¢ de =, G(E), (G(E)), est isomorphe & G(E.,), E,, désignant
le sous-espace de E formé des éléments de degré strictement positifs.

L’argument qui implique la condition 5) est en fait trés général.

Soient £ un corps, R une k-algébre (non graduée), et X, Y deux R-modules (non
gradués), respectivement a droite et a gauche. On se donne des résolutions (on entend
par la que la condition analogue a b) est satisfaite), R, > R, X, - X, Y, - Y,R,, X,, Y.,
désignant respectivement une k-algebre simpliciale, un R,-module simplicial & droite,
et un R -module simplicial & gauche. On suppose Tor®»(X, Y,) =0 pourn> — | et
s 2 1. On montre alors par un « argument de bicomplexe » que X, ®5 Y, > X®;Y
est une résolution.

Précisons un peu. Soit Rés,Y la résolution simpliciale libre de Y définie a I’aide
du foncteur oubli de la catégorie des R-modules & gauche vers la catégorie des k-espaces
vectoriels et de son adjoint. On note W (X, R, Y) le k-espace vectoriel simpli-
cial X ®; Rés, Y. On a donc par définition, en tout degré s > 0, des isomorphismes
de k-espaces vectoriels :

— W, (X,R,Y) 2 X®R®*®Y (au second membre tous les produits tensoriels sont
sur k);

— Tor®(X,Y) =~ =, W.(X, R, Y).

Le bicomplexe évoqué plus haut est associé au k-espace vectoriel bisimpli-
cial W.(X,, R,, Y,). Pour une discussion plus générale voir [Quil], II, § 6.

Ici R, est la F -algébre simpliciale M?, X, vaut F, en tout degré n qui est un
M?-module ziz la composée M’ M°3F,, et on prend pour Y, le M%module
simplicial M?, ¢ fixé. On utilise ensuite que tout module sur une algébre p-booléenne
est plat. Pour s’en convaincre on peut invoquer les arguments suivants :

— tout module sur une algébre p-booléenne de dimension finie est projectif (une telle
algebre est juste un produit fini de copies du corps F);

— une algébre p-booléenne B est limite directe de ses sous-algébres de dimension finie B,
et les groupes Tor®(—, —) sont limite directe des groupes TorBs(—, —).

3

Remarques. — 1) Posons, comme en 1.5.2, Rés M = (Rés M) o pee.m- L2
proposition ci-dessus montre que Rés,M est une X -résolution libre de M si M est
connexe non nulle. Ce n’est pas le cas en général d’aprés la remarque suivante.

2) On ne peut dans 1.9.1.2 remplacer la localisation en un point par la locali-
sation en un sous-ensemble fermé S arbitraire de wy M : avec la définition (peut-étre

20
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trop rigide) que nous avons choisie (G(E))y n’est pas libre en général puisque le =,
d’une A-algeébre instable libre est toujours un F -espace vectoriel profini.

3) Signalons que le foncteur Rés,:# — A, ne commute pas a la localisation
en un point : les deux H#-résolutions libres de M, (Rés, M), et Rés, (M), ne coincident
pas ('application (Rés, M), — Rés,(M,), induite par I’application M — M,, est
surjective pour tout z» > 0 mais n’est pas un isomorphisme).

Résolutions dans la catégorie H_, H -résolution libre canonique.

On définit les notions d’objet libre, de résolution libre, de résolution libre cano-
nique, dans la catégorie #_ des A-algebres instables non nécessairement unitaires en
remplagant formellement ci-dessus #~ par J_ ; nous notons encore Rés, M la résolution
libre canonique d’un objet M de 2. On vérifie que le foncteur #_ -4, M — M,
préserve objets libres et résolutions libres.

On convient de définir la & -résolution libre canonique d’une A-algébre instable
connexe non nulle M comme la résolution (Rés,(M_)), que I’on notera aussi Rés,,, M;
cette convention est duale de celle de [BK2] [Mil]. La taille de cette résolution est
plus petite que celle de la résolution Rés. M considérée plus haut : il existe un (X,),-
morphisme Rés, M — Rés,,. M, naturel en M, qui est un isomorphisme en degré sim-
plicial zéro mais qui n’est que surjectif en degré simplicial > 0.

1.9.2. Résolutions colibres dans la catégorie X,.

Pour des raisons de symétrie, on note &, la catégorie des ¥ ,-espaces vectoriels N-gradués
E = { E, }, cn dont le degré est noté en indice. Cette fois le foncteur oubli, noté 0 : X, - &,,
admet un adjoint a droite, noté G: &, — X,. La paire (0, C) définit une monade sur
la catégorie #, qui permet d’associer a toute A-coalgébre instable M une A-coalgébre
instable cosimpliciale qu’on appelle la résolution colibre canonique de M et que nous noterons
Rés*M (on dit qu’une A-coalgebre est colibre si elle est isomorphe a CG(E) pour un certain E).
La monade sur &, introduite ci-dessus est intimement reliée 4 celle considérée
en 1.5.1. Précisons un peu. Soit Z un F -espace vectoriel simplicial; I’application
naturelle F [Z] — Z induit en homotopie une application 0H, Z — =, Z dont ’adjointe
H,Z — C(n, Z) est un isomorphisme. Ceci résulte essentiellement :
— du calcul de la cohomologie modulo p des espaces K(Z/p, n);
— de I’équivalence entre la catégorie des F -espaces vectoriels simpliciaux et celle
des F -complexes de chaines.

On a donc en particulier, pour tout espace Y, un isomorphisme naturel
H,F,[Y] - G(0H,Y).

Cet isomorphisme est compatible avec les monades associées respectivement au fonc-
teur & — &, Y — F [Y] et au foncteur A, - #,, M - G(OM), si bien que la
A-coalgeébre instable cosimpliciale H, Rés*Y s’identifie 4 la résolution canoniquede H, Y :

H,Ré5°Y = Rés°H, Y.
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Puisque la suite de F -espaces vectoriels gradués
Z(—1)id;

0 >M >Ré®M — ... > R&" M —FS>H, Ré"M — ...

est exacte pour toute A-coalgebre instable M, nous tenons 1’explication promise en 1.5.1.

1.10. Objets fonctionnels dans les catégories %,, A,, U, X

Il s’agit des analogues du bifoncteur hom(—, —) (espace fonctionnel) pour les
catégories %,, X,, U, X; le produit des espaces est remplacé par le produit tensoriel
dans ces catégories.

Proposition-Définition 1.10.1. — Soient €, 'une des catégories &,, U, ou X, et K un objet
de €,. Le foncteur €, — €., N — K ® N, admet un adjoint @ droite noté M — homy (K, M);
le €,-objet homy (K, M) est donc caractérisé par la bijection fonctorielle en N :

Homg (K ® N, M) = Homg (N, homy (K, M)).

Démonstration. — Le cas €, = &, est immédiat : homy (K, M) est le F -espace
vectoriel gradué { Hom, (£" K, M)}, .y, " K désignant la n-iéme suspension de K,
c’est-a-dire le F -espace vectoriel gradué{ K, _, },cx-

On se limite ensuite au cas €, = ¥, ; on peut d’ailleurs faire exactement la méme
démonstration pour %, = %,, quitte a développer pour %, le formalisme du début
de 1.9.2.

On doit montrer que le foncteur N » Hom, (K ® N, M) est représentable. C’est
clair si M est colibre :

Hom, (K®N, G(E)) = Hom, (N, C(hom, (0K, E));
hom, (K, C(E)) = C(hom, (0K, E)).

Dans le cas général on utilise que la coaugmentation M — Rés® M est 1’égalisatrice
des applications d° d': Ré®M — Rést M, Rés® M et Rést! M étant des A-coalgébres
instables colibres. L’ensemble Hom, (K®N, M) est I'égalisateur des applications
Hom, (K ®N, Rés® M) - Hom, (K®N, Rés! M) induites par d° et d*, si bien que
le foncteur N » Homyg, (K ® N, M) est représenté par la A-coalgeébre instable égalisatrice
des applications induites par d° et d':hom, (K, Rés® M) —hom, (K, Rés! M). La
A-coalgebre instable hom . (K, M) est donc essenticllement définie par la formule :

hom, (K, M) = n® hom, (K, Rés"M).
Le formalisme ci-dessus se « dualise » dans les catégories &, % et X; on doit alors

supposer que la « source » de l’objet fonctionnel est de dimension finie en chaque
degré.
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Proposition-Définition 1.10.2. — Sotent € Pune des catégories &, U, ou K, et K un objet
de € que on suppose de dimension finie en chaque degré. Le foncteur € — €, N — K ® N, admet

un adjoint & gauche noté M — (M : K)¢; le €-objet (M : K)¢ est donc caractérisé par la bijection
Sonctorielle en N :

Homg (M, K®N) = Homg((M : K)g, N).

1.10.3. Autres approches du foncteur ( : K),,.

Voici deux approches de I’objet fonctionnel (M : K), différentes de celle qui est
suggérée ci-dessus. Le point de vue de 1.10.3.1 est celui qui est adopté dans [Ad].
Signalons que I’existence d’un adjoint a gauche pour le foncteur  — %, N > K®N,
est par ailleurs garantie, comme me l’ont fait remarquer F. Morel et L. Schwartz, par
le tres général special adjoint functor theorem de [Fr] qui étend le théoréme 6 de [Wa] (on
prend pour cogénérateur de % le produit II, _yJ(n), voir 1.10.3.2).

1.10.3.1. Plagons-nous tout d’abord dans la catégorie, notée .#, dont les objets
sont les A-modules stables (c’est-a-dire non nécessairement instables!) et dont les mor-
phismes sont les applications A-linéaires de degré zéro. Soient M, K, N trois A-modules
stables. On suppose que K et N sont bornés inférieurement (on dit qu'un A-module stable K
est borné inférieurement s’il existe un entier relatif n, tel que K* est trivial pour zn < n,)
et que K est de dimension finie en chaque degré; on a alors un isomorphisme fonctoriel :

Hom ,(M, K ® N) = Hom ,(M ® DK, N),

DK désignant le dual de Spanier-Whitehead de K (ce que ’on pourrait écrire symbolique-
ment (M :K), = M ®DK). Rappelons que DK est le A-module stable défini par :

(DK)" = Home(K" " F,), neZ;
0.u = uo (x9), ue Hom,p(M‘”, F) e 6eA

¥ : A — A désignant la conjugaison canonique.

Revenons maintenant a la catégorie % et notons Q® : # — % le foncteur désta-
bilisation adjoint & gauche du foncteur oubli  — .# (que nous devrions donc noter X%).
La formule d’adjonction ci-dessus implique :

(M : K), = Q°(M ® DK).

1.10.3.2. Notons F# (resp. ¥) la catégorie des F -espaces vectoriels (resp.
F-espaces vectoriels profinis). Rappelons que les catégories & et & sont opposées ; en
effet, les foncteurs & — % et ¥ — & qui associent respectivement a un F -espace vec-
toriel E son dual algébrique E* = Homg(E, F,) (E* peut étre muni de la topologie
faible qui est profinie, voir 1.7.7) et & un F -espace vectoriel profini F son dual topo-
logique F’ = Homg(F, F,) sont « inverses » 'un de I'autre.
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Rappelons ensuite que le foncteur % — %, M +— (M™* est représenté par un
A-module instable fini noté J(n) :

(M*)" = Homg (M, J(n))

(voir par exemple [LZ1]); en fait 'isomorphisme ci-dessus est compatible avec les
topologies profinies des deux membres (voir 1.7.7) et J(n) représente le foncteur
M - (M™)* considéré comme a valeurs dans . Rappelons enfin que ’on note

0:J(n+16]) —>J(n)

le %-morphisme correspondant 2 la transformation naturelle du foncteur M — (M" +181)*
dans le foncteur M +— (M")* induite par une opération de Steenrod 6. On a donc :

((M:K)g)")" = Homg((M : K)g, J(r)) = Homg (M, K ® J(r))
et Dlapplication (0)*: (((M: K),)"T!®h* — (M : K),)™* s’identifie a I’applica-
tion Hom, (M, 1 ® (.0)).
Maintenant, puisque J(n) est fini, K ® J(n) est de dimension finie en chaque degré
et le F -espace vectoriel Homg,(M, K ® J(n)) est profini (voir 1.7.7). De plus, il
est clair que Iisomorphisme (((M :K),)")* @ Hom,(M, K ® J(n)) et I’applica-
tion Hom, (M, 1 ® (.0)) sont continus. On a donc :

(M:K)g)" = (Homg (M, K ® J(n)))’

et Papplication 6 : (M : K),)"* — (M : K),)"*!®! s’identifie & l’application
(Homg, (M, 1 ® (.6)))".
On peut définir a priori un A-module instable (M : K), a partir des formules

ci-dessus et vérifier qu’il représente bien le foncteur N — Homg, (M, K ® N). On obser-
vera pour mémoire que I’on a en particulier, si n = 0,

((M: K)g)® = (Homg(M, K))".
1.10.4. Localisation des objets fonctionnels dans les catégories A, et KA.

Soient K et M deux A-coalgebres instables. Le w, de la A-coalgebre ins-
table hom, (K, M) s’identifie 2 ’ensemble Hom,, (K, M) par I’adjonction
Hom, (K, M) = Hom, (K®F,, M) — Hom, (F,, hom, (K, M))
= my hom,, (K, M),

que P’on note a. Soit S un sous-ensemble de Hom, (K, M); on pose
homf‘(K> M’ S) = (homf,(Ka M; S))a(s)’

Intéressons-nous maintenant au cas ou S est réduit & un point. On note K\.7,
la catégorie des A-coalgébres instables « au-dessous » de K; rappelons que les objets de K\,
sont les o,-morphismes ¢ : K - M et qu’'un K\ ,-morphisme de ¢ dans ¢’ : K - M’
est un J,-morphisme f: M —> M’ tel que ¢’ = fo ¢. On peut voir la correspondance
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(M, ¢) = hom, (K, M; ¢) comme un foncteur K\X, — X, adjoint 4 gauche du
foncteur &, - K\A,, N> K®N.

Soient maintenant K et M deux A-algébres instables avec K de dimension finie
en chaque degré. On note encore a : Hom, (M, K) — my(M : K), I’homéomorphisme
d’adjonction et ’on pose (M : K; S), = ((M : K),),s, pour tout sous-ensemble fermé S
de Hom, (M, K). On peut comme précédemment introduire la catégorie /K des
A-algebres instables « au-dessus » d’une A-algébre instable K, et voir la correspondance
(M, @) = (M : K; @), comme un foncteur ' [K — X, adjoint & droite du foncteur
X, —>A[K, N— K®N. On observera enfin que si N est un objet abélien de J¢,
alors Homy, ((M:K;9),,N) peut étre vu comme Despace des K-dérivations
A-linéaires de M, considéré comme un K-module via ¢, dans K® (N_) [Bou3]. En
particulier w,(M : K; ¢), est 'espace que I'on a noté Der’ (M, K; ¢) dans [Lal].

1.11. Relation entre I’homologie (resp. la cohomologie)
des espaces fonctionnels et les objets fonctionnels
dans la catégorie X, (resp. ')

Soient & nouveau X et Y deux espaces. On note
h:H, hom(X,Y) — hom, (H, X, H,Y)

Padjoint du X ,-morphisme H, X ®H,hom(X,Y) - H,Y induit par P’application
d’évaluation X X hom(X,Y) — Y. L’application

mo(k) : mo(H, hom(X, Y)) — mo(hom, (H, X, H, Y))

s’identifie a ’application naturelle [X, Y] — Hom,, (H, X, H, Y), que ’on note encore k.
On vérifie que I’application % : [X, Y] - Hom, (H, X, H,Y) (resp. le X -morphisme
h:H, hom(X,Y) - hom, (H, X, H,Y)) est une bijection (resp. un isomorphisme)
quand Y est un F -espace vectoriel simplicial.

On définit de méme en cohomologie, sous I’hypothése que H* X est de dimension
finie en chaque degré, une application de A-algébres instables :

h,: (H*'Y :H*X), - H hom(X,Y)

qui est un isomorphisme quand Y est un F_ -espace vectoriel simplicial avec =, Y fini
(I'indice ¢ est 14 pour rappeler que I’on travaille en cohomologie). On peut aussi consi-
dérer (sans restriction sur H* X) I’application d’ensembles [X, Y] — Hom,(H* Y, H* X)
que Pon note encore k, et qui s’identifie 2 k: [X, Y] > Hom, (H,X,H,Y) si H'Y
est de dimension finie en chaque degré.

1.12. Identifications de =% 7ty hom(X, Rés°Y) et =n° H, hom(X, Rés°Y)

Nous sommes & présent en mesure de décrire ’ensemble =° n, hom(X, Rés*Y)
et la A-coalgébre instable =° H, hom(X, Rés*Y).
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Puisque en chaque codegré n ’espace Rés" Y est un F-espace vectoriel simplicial,
on a les identifications suivantes :

7o hom(X, Rés*Y) = Hom, (H, X, H, Ré"Y)
= Hom, (H, X, Rés*H, Y)
n® 7y hom(X, Rés*Y) = =® Hom, (H, X, Rés*H, Y)
et puisque la coaugmentation H, X — Rés® H, X est 1’égalisatrice, dans la catégorie ¢,
des applications d° d': Rés® H, X — Rés! H, X, on obtient finalement :
7’ 7y hom (X, Rés*Y) = Hom, (H, X, H, Y).
En ce qui concerne =° H, hom(X, Ré5°Y) on a de méme :
H,hom(X, Rés°Y) = hom, (H, X, H, Ré"Y)
= hom, (H, X, Rés"H, Y)
7’ H, hom(X, Rés°Y) = n hom, (H, X, Rés"H, Y).
La A-coalgébre instable n° hom, (H, X, Rés*H, Y), comme on I’a vu au cours de la

démonstration de la proposition 1.10.1, est I'objet fonctionnel hom, (H, X, H,Y);
on obtient donc :

7' H, hom(X, Rés*Y) = hom, (H, X, H, Y).
On vérifie que P’application
e: mghom(X, ¥Y) - n° ny hom(X, Rés"Y) (resp. ¢: H, hom(X, ¥)
— n® H, hom(X, Rés*Y))
introduite en 1.6 s’identifie 2 la composée

[X, ¥] > Hom, (H, X, H, ¥) - Hom, (H, X, H, Y)

(resp. H, hom(X, ¥) LY hom, (H, X, H, ¥) - hom, (H, X, H,Y)) ou la deuxi¢éme
fleche est induite par ’application ¢: H, ¥ — H,Y de 1.5.3 et que la composée

[X, Y] - [X, ¥] 5> Hom, (H, X, H, Y)
(resp. H, hom(X,Y) - H, hom(X, ¥) 5 hom, (H, X, H, Y)) coincide avec I’appli-
cation z: [X, Y] - Hom, (H,X, H,Y) (resp. #: H hom(X, Y) —~hom, (H, X, H,Y)).
Localisations de Pespace cosimplicial hom (X, Rés*Y) (et de son espace total hom(X, ¥)).
L’ensemble n° n, hom (X, Rés°Y) une fois identifié, nous pouvons introduire les

notations ci-dessous qu’il sera commode d’avoir a notre disposition par la suite. Soit S
un sous-ensemble de Hom,, (H, X, H, Y); on pose

hom(X, Rés*Y; S) = (hom(X, Rés*Y)) ),

a désignant la bijection de Hom, (H,X, H,Y) sur n®ny hom(X, Rés"Y). L’espace
total de hom (X, Rés*Y; S) est le localisé, en ’image réciproque de S par P’application
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¢: my hom(X, ?) — Hom, (H, X, H,Y), de l’espace hom(X, SA(); nous noterons ce

localis¢ hom(X, ¥; S).

Continuité de Papplication e: [X, Y] — Hom, (H, X, H,Y) quand H,Y est de dimension
finie en chaque degré.

On a vu respectivement en 1.5.4 et 1.7.7 que lorsque H, Y est de dimension
finie en chaque degré, les ensembles [X, Y] et Hom, (H, X, H, Y) sont naturellement
profinis. Il est facile de montrer alors que ’application ¢ : [X, ¥] - Hom, (H,X,H,Y)
est continue. Il faut vérifier que la composée

[X, ¥] 5 Hom, (H, X, H, Y) & Homy_ 4, (H, X, H, Y)

(notation de 1.7.7) est continue. On s’en convainc en observant que la composée
[X, Y] 5 Hom, (H, X, H, Y) & Hom, (H, X, H, Y)

sidentifie 4 I’application [X, ¥] — [X, Tot, Rés*Y].

1.13. Dualités

La cohomologie modulo p d’un espace est juste le dual algébrique de son homo-
logie modulo p, et le lecteur peut se demander a bon droit pourquoi nous avons traité,
tout au long des paragraphes 1.7 a 1.11, a la fois d’homologie et de cohomologie, ce
qui semble avoir doublé inutilement le nombre des définitions. Voici quelques justifi-
cations de ces répétitions apparentes.

Il existe tout d’abord des contextes mathématiques dans lesquels apparaissent
naturellement des objets de £~ qui ne sont pas des duaux algébriques d’objets de 7.
La catégorie £ doit plutét étre considérée comme la catégorie dans laquelle vivent les
limites inductives de A-algébres instables de dimension finie en chaque degré (qui, elles,
sont duales de A-coalgébres instables). La cohomologie modulo p d’un groupe profini
est un exemple d’un tel objet. Nous rencontrerons notamment des limites inductives de
ce type en 1.13.4.3 ci-dessous et en 3.5. Ensuite les propriétés du foncteur % — %,
M — (M : H*(BV; F,)), et surtout celles du foncteur #* — A, M — (M : H'(BV; F))),
dont nous traiterons dans le prochain chapitre, sont plus riches que celles des foncteurs
« homologiques » correspondants. Donnons deux exemples :

— le foncteur M — (M : H*(BV; F,)), est exact alors que le foncteur
M - hom,, (H,(BV;F,), M)
a un premier dérivé a gauche non trivial;
— pour toute A-algébre instable M I’application naturelle du A-module instable

(M:H*(BV; F,)), dans le A-module instable sous-jacent & (M : H*(BV; F))), est
un isomorphisme alors que dans le contexte homologique I’application

hom, (H,(BV; F,), M) - hom,, (H,(BV; F,), M)

n’est pas en général un isomorphisme.
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L’objet de ce paragraphe est de dégager les phénomeénes de dualité qui nous per-
mettront au chapitre 2 d’obtenir dans certains cas, a partir des propriétés du fonc-
teur (— : H*(BV;F,)),, des énoncés concernant le foncteur hom, (H,(BV;F,), —).

1.13.1. Dans ce sous-paragraphe la notation %, (resp. ¥) désigne I'une des
catégories &,, %,, ¥, (notation introduite en 1.7.6), J,, ou X, (resp. &, U, V", A,
ouX,). Silesscas €, =H, et € =HA,%, =XA,, et € = X,, sont exclus nous dirons
que nous sommes dans les cas linéaires. Rappelons que I’on a un foncteur « dual » €, — €,
noté M +— M*. Dans les cas linéaires on a aussi un foncteur « dual » € — €,, noté
M- M,. Si M est une A-algebre instable, il faut la supposer de dimension finie en
chaque degré pour pouvoir considérer sa coalgébre duale que I’on notera encore M,.

Soient N et C deux objets de €, (resp. € dans les cas linéaires), on observera que’appli-
cation Homy, (N, C) —Hom(C*, N*), fio f* (resp. Hom(N, C) -Homg, (C,,N,), f-f£.)
est une bijection si G est de dimension finie en chaque degré.

Nous aurons plus généralement a considérer ci-aprés des transformations natu-
relles en le €,-objet N, d: Homg (N, C) — Homg(D, N*), D désignant un objet de %.
La donnée d’une telle transformation naturelle est équivalente a celle du €-morphisme
8 = d(1;) de D dans G*: d(f) = f* o 8. Dans les cas linéaires nous noterons 3, : C — D,
le €,-morphisme restriction a C de 3, : (C*), — D,.

*

Lemme 1.13.1. — Soient G un objet de €,, D un objet de €, et 8 : D — C* un €-mor-
phisme tel que la transformation naturelle en le €,-0bjet N, d : Homg (N, C) — Homg(D, N¥),
induite par 8 est un isomorphisme.

a) St D est de dimension finie en chaque degré alors § est un isomorphisme, dual d’un
€.-isomorphisme C — D, dont Pinverse est (dy, )™ (1p).

b) Dans les cas linéaires le €,-morphisme 3, : G — D, restriction de 3, est un isomorphisme.

Démonstration. — Le point a) est formel. Passons au point ). On vérifie que la
transformation naturelle, notée ¢y : Homg (N, C) —Homg (N, D,), induite par 3,, est la
composition

Homg (N, C) Ly Homg (D, N*) — Homg, ((N*),, D,) - Homg (N, D,),

dans laquelle la fleche du milieu correspond au foncteur dual de € vers €, et la fleche
de droite a la restriction de (N*), & N. Il est donc clair que ¢y est un isomorphisme si N
est de dimension finie en chaque degré. Comme tout objet de %, est limite inductive
de ses sous-objets finis, ¢,y est un isomorphisme sans restrictions sur N.

1.13.2. Dualité entre objets fonctionnels homologiques et cohomologiques.

On exclut dans ce sous-paragraphe les cas €, = ¥, et € = ¥/ ainsi que ¢, = X,
et € = X ,; on retrouve donc les conventions des énoncés 1.10.1 et 1.10.2.

Soient K et M deux objets de €, avec K de dimension finie en chaque degré.
On considére la transformation naturelle en le %,-objet N,

Homg, (K ® N, M) — Homg(M*, K*® N*), f 1 f*,
21
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que 'on peut voir comme une transformation naturelle
d: Homg (N, hom, (K, M)) — Homg((M*: K*)¢, N*)

du type étudié ci-dessus. On considére également le #¥-morphisme qui lui correspond :
§: (M*: K"y - (homg (K, M))*;

3 est donc I’adjoint de I’application : M* — K*® (homy (K, M))* duale de I’ « éva-
luation » : K®homy (K, M) - M (ie. P'adjointe de l'identit¢ de homygy (K, M)).

Attention : § n’est pas en général un isomorphisme, méme si I'on suppose M de
dimension finie en chaque degré (voir les exemples ci-apres), bien que dans ce cas la
transformation naturelle d soit un isomorphisme. Cependant, on peut alors appliquer
le lemme 1.13.1.

a) L’application § est un isomorphisme si M et (M*:K*), sont de dimension
finie en chaque degré. En particulier :

— si M* est engendré comme %-objet par un nombre fini d’éléments;
— si M est de dimension finie en chaque degré et si K est fini.

b) Dans les cas linéaires I'application 3,,: homg (K, M) — ((M*: K*)g),, restric-
tion de 3, : ((homg (K, M))*), - ((M*: K*)4),, est un isomorphisme si M est de dimen-
sion finie en chaque degré.

On peut voir également ) comme une conséquence de a). Pour cela on utilise
le fait que homy (K, M) et ((M*:K*)g), sont respectivement limites projectives des
homg (Sk" K, M) et (M*: (Sk"K)")¢)., Sk"K désignant le « n-squelette » de K,
c’est-a-dire le sous-objet de K formé des éléments de degré < n, lequel est fini. Ceci
explique par ailleurs la structure profinie en chaque degré de homgy (K, M).

1.13.3. Dualité entre A-coalgébres instables colibres et A-algébres instables libres.

Soit E un F -espace vectoriel gradué inférieurement; on considére cette fois la
transformation naturelle en le X -objet N, Hom, (N, E) — Hom,(E*, N*), f - f*, que
I’on peut voir comme une transformation naturelle

d: Homy (N, C(E)) — Hom,(G(E*), N*)
(notations de 1.9). Le J,-morphisme
3:G(E*) — (C(E))*

qui lui correspond est un isomorphisme si E est de dimension finie en chaque degré;
en général 3 est injectif mais le second membre est « beaucoup plus gros » que le premier.

Soit M une A-coalgébre instable, il résulte de ce qui précede que le S ,-morphisme
naturel §,:Rés,(M*) — (Rés*M)* est un isomorphisme si M est de dimension finie
en chaque degré.
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1.13.4. Exemples.

1.13.4.1. Prenons €, = &,. On a, en degré n,

(hom, (K, M))" = IT, . x Hom,p(K M,)

¢—n
(M*: K" )" = D enl((M) ®K,_,)
= D ex(Homg (K,_,, M)
et I'application &: ((M*: K*),)" — ((hom, (K, M))")* est I’application évidente.

1.13.4.2. Prenons €, = X, et M colibre de dimension finie en chaque degré :
M = G(E), avec E de dimension finie en chaque degré. On a

homg (K, M) = C(hom, (K, E))
(M*: K¢ = G((E": K*))

et l'application §: (M*:K")¢ — (homgy (K, M))* est la composée de I’application
G((E*: K"),) - G((hom, (K, E))*), image par le foncteur G de l’application

3:(E*:K*) 4 - (hom, (K, E))*

étudiée ci-dessus, et de l’application 3:G((hom, (K, E))*) — (C(hom, (K, E)))*
de 1.13.3.

1.13.4.3. Soient X et Y deux espaces avec H, X de dimension finie en chaque
degré, alors le diagramme suivant (notations de 1.11) :

(H'Y :H* X),, —% H*hom(X,Y)

N A

(hom, (H, X, H, Y))"

est commutatif. Supposons maintenant que Y est un F -espace vectoriel simplicial.
L’application £ (et %*) est alors un isomorphisme mais I’exemple précédent montre
que k, n’en est pas un en général méme si I’on suppose que H, Y, ou ce qui revient au
méme 7, Y, est de dimension finie en chaque degré. On peut cependant interpréter
dans ce cas (H*Y : H* X),, de la facon ci-dessous. Rappelons tout d’abord la définition
de la g-troncature de Postnikov d’un espace (voir par exemple [Ma], définition 8.1); comme
on va le voir nous pourrions nous borner ici a introduire cette notion pour les F -espaces
vectoriels simpliciaux mais nous en aurons besoin dans un contexte plus général au
chapitre 3. La g-troncature de Postnikov d’un espace Y, que nous noterons P?Y, est
Pespace image de l’application canonique Y — Cosk?Y, Cosk?: & — & désignant
Padjoint & droite du foncteur Sk%; le foncteur P?: & — & induit un foncteur de la
catégorie des F -espaces vectoriels simpliciaux dans elle-méme qui correspond via I’équi-
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valence de cette catégorie avec celle des F -complexes de chaines au foncteur qui associe
au complexe

Co<Ci« ...« C_,«<C«Cp ;< C <.
le complexe

Co<Ci« ...~ G _ ;< GC«B,«<-0«<0<« ...,

B, désignant comme a l’ordinaire le sous-espace de C, formé des bords. Revenons a

notre F -espace vectoriel simplicial Y dont ’homotopie est de dimension finie en chaque

degré :

— Y est la limite inverse des F -espaces vectoriels simpliciaux P?Y, ¢ e N;

— chaque =, P?Y est fini et ,: (H*P?Y:H*X),, > H hom(X, P?Y) est un iso-
morphisme;

— H* Y estla limite directe, en tant que A-algebre instable, des H* P¢ Y et (H*Y : H* X)),
est la limite directe des (H* P?Y : H* X),..

En conclusion (H*Y : H* X), est naturellement isomorphe a la limite directe
colim, .y H* hom(X, P?Y).

1.13.5. Dualité entre localisés d’objets fonctionnels homologiques et cohomologiques.

Soient K et M deux A-coalgeébres instables avec K de dimension finie en chaque
degré; on note d, I'application Hom, (M, K) — Hom,(M*, K*), ¢ - ¢*. Soit S un
sous-ensemble fermé de I’ensemble profini Hom, (M*, K*); I’application & de 1.13.2
induit une application

51 (M :K*; ), — (homy, (K, M; d;7(S))"

On suppose maintenant que M est de dimension finie en chaque degré (d, est
alors une bijection et méme un homéomorphisme des topologies faibles) et que S est
réduit 2 un point. On se donne donc un £ -morphisme ¢ : K — M et 'on considére
I’application entre A-algébres instables connexes :

§: (M*: K*; ¢") — (homy, (K, M; ¢))*
¢ désignant un élément de Hom, (M, K). La transformation naturelle en le %, ,-objet N
qui lui correspond

d: Hom‘,,m(N, hom, (K, M; ¢)) — Homx‘x((M" : K*; 0%y N¥)
est un isomorphisme. Si (M*: K*; ¢*), est de dimension finie en chaque degré on peut
appliquer le lemme 1.13.1 a); en particulier ’application

(M : K*; 9%)¢). — hom,, (K, M; )
adjointe de la duale de I’ « évaluation » M* - K*® (M* : K*; ¢*),, est un isomorphisme.

On peut d’autre part restreindre la transformation naturelle ci-dessus & la sous-caté-
gorie ¥, des objets coabéliens; on obtient :
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— un isomorphisme naturel en le ¥ -objet N

d: Homy, (N, P hom, (K, M; ¢)) - Hom,(Q (M*: K*; ¢*),, N*);
— un Y-morphisme

8:Q(M*: K*; 9%)¢ — (P homy (K, M; 9))*;
— un ¥/,-isomorphisme

8, : Phomy (K, M; ¢) - (Q(M": K*; ¢*)¥),.

1.14. Objets fonctionnels et résolutions
1.14.1. Dans la catégorie <.

1.14.1.1. Soient X et Y deux espaces. On définit une application cosimpliciale,
notée p°: Rés'hom(X,Y) -~ hom(X, Rés°Y), de la fagcon suivante. L’application
°: F [hom(X, Y)] - hom(X, F [Y]) est la « linéarisation » de Plapplication

hom(X, 7) : hom(X, Y) - hom(X, F,[Y]);

p": Rés" hom(X, Y) - hom(X, Rés"Y) est obtenue en itérant le procédé. L’appli-
cation Tot p* s’identifie 2 une application (hom(X, Y))~ - hom(X, ¥).

Soient S un sous-ensemble de Hom, (H, X, H,Y) et hom(X, Y;S) le localisé
de hom(X, Y) en 2~ *(S). Les définitions précédentes se localisent. On obtient une appli-
cation cosimpliciale naturelle Rés*hom(X,Y;$S) —hom(X, Ré°Y;S) et une appli-
cation naturelle (hom(X,Y;S$))” —hom(X, ¥;S) qui fait commuter le diagramme

(hom(X,Y;$S))” —> hom(X, ¥;8)

'-N Am(x,n;S)
hom(X,Y;S).
Soit Z un troisi¢éme espace, il résulte de ce qui précede qu’une application
0:XXZ->Y,oua:Z->hom(X,Y), induit :

— une application d’espaces cosimpliciaux Rés*Z —hom(X, Rés*Y) (compatible avec
les coaugmentations et @) et plus précisément Rés z —~ hom(X, Rés°Y; S), S dési-
gnant I'image de l’application évidente m, Z — Hom, (H, X, H, Y);

— une application Z —~hom(X, ¥Y) ou Z ->hom(X, ¥;S).

1.14.1.2. On observera incidemment qu’en prenant pour o ’identité de X X Z

on obtient une application v: X X Z — (X X Z)~, naturelle en X et Z, qui fait com-
muter le diagramme

XxZ2Z -2 (XxZ)"
X

-

Z

1x X7

X
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1.14.1.3. Le diagramme de 1.14.1.1 conduit & I’énoncé suivant qui sera utilis¢
au chapitre 3 :

Lemme 1.14.1.3. — St Y est fibrant et p-complet, les trois conditions suivantes sont équi-
valentes :
(i) Papplication naturelle (hom (X, Y;S))”™ — hom(X, ¥; S) est une équivalence d’homotopie
(ii) Pespace hom (X, Y; S) est p-complet;
(iii) Pespace hom(X, Y; S) est p-bon.

Rappelons la terminologie de [BK1] : un espace Y est dit p-complet (resp. p-bon)
si 7:Y — ¥ est une équivalence d’homotopie faible (resp. une équivalence d’homologie
modulo p).

Démonstration. — Posons Z = hom(X, Y;S), Z' = hom(X, ¥; S), et notons ¢
Papplication naturelle Z — Z'.

Observons que les espaces Z, Z', Z, Z/ sont fibrants et que la composée c o n,: Z — Z'
est une équivalence d’homotopie. La seule implication qui ne soit peut-étre pas évidente
est donc (iii) = (i).

Considérons le diagramme commutatif suivant :

7 57

Si Z est p-bon n; est une équivalence d’homotopie ([BK1], I, 5.2) et il en est
de méme pour € puisque ¢ est une équivalence d’homologie modulo p ([BKI1], I, 5.5),
la composée 7, o € est donc une équivalence d’homotopie. Dans ce cas, puisque o 7y,
et 1z o ¢ sont des équivalences d’homotopie, il en est de méme pour e.

1.14.2. Dans les catégories KA, et A.

Soient K et M deux objets de £, (resp. deux objets de #~ avec K de dimension
finie en chaque degré). On définit mutatis mutandis un X ,-morphisme cosimplicial
(resp. J~morphisme simplicial) p*: Rés*hom, (K, M) - hom, (K, Rés°M) (resp.
e.: (Rés, M : K), -~ Rés, (M : K),).

Soit N un troisitme objet de %, (resp. X°), une application K®N -~ M
(resp. M - K ®N) induit une application cosimpliciale (resp. simpliciale)

Rés*N — hom,, (K, Rés* M) (resp. (Rés, M : K), — Rés N).
Si I’on pose, comme en 1.5.2 et 1.9.1, Rés'N = (Rés*N) 0., s+ n> OD Obtient encore
une application Rés*N —hom, (K, Rés*M;S) (resp. (Rés,M:K;8), — Reés,N),
S désignant I'image de Papplication évidente

7p N - Hom, (K, M) (resp. 7y N — Hom, (M, K)).
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Ces constructions sont bien sir compatibles avec les dualités détaillées en 1.13; on a
en particulier un diagramme commutatif naturel

(Rés,(M*) : K*; 9%),, ——> Rés, (N?)

! l

(hom, (K, Rés*M; 9))* —> (Rés*N)*

(K étant de dimension finie en chaque degré et ¢ un J,-morphisme de K dans M).
On a tout fait également pour que les constructions de 1.14.1.1 et 1.14.2 soient
compatibles : 'application H, Rés*Z — H, hom(X, Rés*Y; S) image par le foncteur H,
de Papplication induite par o :X X Z — Y s’identifie a I’application
Rés*H, Z > hom,, (H, X, Rés*H, Y; S)

induite par H, o.

1.15. Conclusion du chapitre 1

Nous concluons ce premier chapitre en passant briévement en revue les méthodes
que nous fournissent Bousfield et Kan pour étudier I’espace fonctionnel hom(X, ¥);
cette revue est ’occasion de récapituler les points essentiels du chapitre.

On écrit tout d’abord hom(X, ¥) comme la réunion disjointe des hom(X, ¥; o),
¢ décrivant I’ensemble des homomorphismes de A-coalgebres instables (J¢,-morphismes)
de H, X dans H, Y et hom(X, ¥; ¢) désignant la version simpliciale du sous-espace de
hom(X, ¥) formé des applications f telles que la composée de f, et de I’application
naturelle H, ¥ — H, Y soit égale & ¢. On écrit ensuite hom (X, ¥; ¢) comme I’espace
total d’un certain espace cosimplicial hom(X, Rés°Y; ¢) et I’on fait les observations
suivantes :

— Pour tout entier n ’espace hom(X, Rés" Y; ¢) est un F -espace affine simplicial
connexe (la structure affine provient simplement de ce que I’image réciproque d’un
point par une application linéaire entre espaces vectoriels est un espace affine).

— Les cofaces et codégénérescences de hom(X, Rés°Y; ¢), a I’exception de 49,
sont affines.

— Cet espace cosimplicial n’est pas a priori pointé (en fait la donnée d’un point
base pour hom(X, Rés*Y; ¢) est équivalente a celle d’une application f: X — Y telle
que f, = ¢); on peut cependant définir sans ambiguité les groupes cosimpliciaux
n, hom(X, Rés*Y; ¢) (¢> 0).

— Le X -objet cosimplicial H, hom(X, Rés°Y; ) et le F -espace vectoriel
cosimplicial =, hom(X, Rés°Y; ¢) sont seulement fonction des J,-objets H, X et H, Y
et du X ,-morphisme ¢ :

H,hom(X, Rés°Y; ¢) = hom, (H, X, Ré"H, Y; o)
n, hom(X, Rés'Y; ¢) = m, hom, (H, X, Rés°H, Y; o).
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On a alors les possibilités suivantes.

1) a) Supposons ¢ = f,, f désignant une application de X dans Y; on peut
considérer la suite spectrale d’homotopie de Uespace cosimplicial pointé hom(X, Rés*Y; o)
[BK1] [BK2] :

7' w, hom(X, Rés'Y; ¢) = =, _, Tothom(X, Rés"Y; ¢)

(la notation =°*w, hom(X, Rés°Y; ¢) désigne le s-itme « groupe de cohomotopie »
du F -espace vectoriel simplicial =, hom(X, Rés*Y; ¢), voir 1.1) ou encore :

=’ n, hom, (H, X, Rés*H, Y; ¢)
> m,_,hom(X, ¥; ¢) = =,_ (hom(X, ¥); f)

(d’apres la théorie des foncteurs dérivés des foncteurs non additifs il est raisonnable de
noter Exty!(H, X, H, Y; ¢) le terme E, de cette suite spectrale qui doit étre vue comme
une suite spectrale d’Adams instable). On observera que I’on peut utiliser cette suite
spectrale sans supposer que ¢ est induite par une application de X dans Y si I’on sait
par ailleurs que I’espace Tot hom(X, Rés°Y; ¢) est non vide, puisque dans ce cas
I’espace cosimplicial hom (X, Rés*Y; ¢) est faiblement équivalent & un espace cosim-
plicial pointé.

b) Soient maintenant Z un espace, disons connexe pointé, et » une application
X X Z —Y; on prend pour f: X —Y la restriction de  a X X *. On peut étudier
Iapplication Z —~hom(X, Y; o), obtenue en appliquant le foncteur Tot 4 I’application
cosimpliciale Rés*Z — hom(X, Rés*Y; ¢) induite par «, en considérant ’application,
disons Ey(w), induite par « entre les termes E, des suites spectrales d’homotopies. La
encore E,(w) ne dépend que des X -objets H X, H, Y, H,Z, et du J,-morphisme
o,:HX®H,Z ~H,Y.

2) On peut utiliser la théorie d’obstructions de Bousfield ([Bou3], voir aussi
’appendice B) pour montrer que I’espace hom(X, ¥; ¢) = Tot hom(X, Rés"Y; ¢) est
non vide (question qui manquerait de sel si I’on savait que I’espace cosimplicial dont on
considére ’espace total est pointé!); les groupes d’obstructions sont les groupes

n*n, hom(X,Ré Y;9) =n"n, ,hom, (H X,Ré"H,Y;9) n>2.
3) On peut enfin considérer la suite specirale d’homologie de Uespace cosimplicial
hom(X, Rés°Y; ¢) [Bou2] [An] [Re] :
n* H, hom(X, Rés°Y; ¢) = H, Tot hom(X, Rés*Y; o)
ou encore :
n* hom,, (H, X, Rés*H, Y; ¢) = H, hom(X, ¥; ¢).

Tout le probléme est dans la signification du symbole = ci-dessus! La réfé-
rence [Bou2] contient notamment plusieurs théorémes de convergence pour cette suite
spectrale.



Chapitre 2

PROPRIETES DE LA COHOMOLOGIE MODULO
DES p-GROUPES ABELIENS ELEMENTAIRES

Ce chapitre traite des propriétés de la cohomologie modulo p des p-groupes abéliens
élémentaires qui font que les classifiants de ces groupes sont si particuliers comme source
d’espaces fonctionnels.

Le cas essentiel est celui du groupe Z/p.

On pose H = H*BZ[p = H*(BZ/p; F,) et on note T le foncteur % — %,
M — (M: H), adjoint & gauche du foncteur % - %, N+ H®N (voir 1.10.2). Les
deux principales vertus de T sont de préserver les suites exactes et les produits tensoriels.
Signalons que ’on pourra trouver dans [Ad] des démonstrations de ces deux résultats
(pour p = 2) par des méthodes sensiblement différentes de celles présentées ici.

2.1. Exactitude du foncteur T

Par définition méme tous les foncteurs # — %, M — (M : K),, sont exacts a droite,
le foncteur T, lui, préserve aussi les injections :

Théoréme 2.1.1. — Le foncteur T : U — U est exact.

Ce théoréme est une généralisation des résultats de G. Carlsson et H. R. Miller
[Cal] [Mil] [LLZ1] qui montrent que H est un objet injectif de la catégorie # (%-injectif )
et une reformulation du théoréme suivant dt a S. Zarati et ’auteur [LZ1] :

Théoréme 2.1.2. — Soit I un U-injectif, alors le produit tensoriel H ® 1 est encore U-injectif.

Donnons un point de vue un peu plus concret sur la preuve de 2.1.1. Soient M
un A-module instable et #» un entier. Notons T* M le F -espace vectoriel (TM)* formé
des éléments de degré n de TM. Il faut montrer que le foncteur T* est exact pour tout .
Soit ¢ un entier; posons

L* M = colim { M¥#+* S¢*4: ¢ eN}, pour p =2
L* M = colim { M?"4+# P?%; g e N}, pourp> 2.
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Les calculs de Carlsson et de Miller, et la proposition 5.4 de [LZ1], entrainent
en fin de compte I’énoncé suivant :

Proposition &.1.3. — Pour tout A-module instable M et tout entier n le F -espace vectoriel T* M
est un facteur direct naturel de la somme directe

p—1
@D Lr M.
i=0
Cette proposition implique bien que le foncteur T* est exact.

Démonstration. — On reprend les notations de 1.10.3.2. Le foncteur # — &,
M — (L M)*, est représenté par la limite projective, que I’on note L(z, n), du systéme :

{J(2%i +n), .S¢" ¥;9geN}, pour p =2

{J(2p%i + n), .P*" "4, 0eN}, pour p> 2.
On pose également L(z, 0) = K(7); on vérifie que K(z) est de dimension finie en chaque
degré (en un degré fixé le systéme projectif dont K(z) est la limite inverse devient « sta-

tionnaire » pour ¢ grand). L’isomorphisme L(z, ) = K(z) ® J(n) de la proposition 5.4
de [LZ1] induit un isomorphisme

(Li M)" = Homg (M, K (i) ® J(n)),
ou encore (L M)* = (M :K(®2))g)™™
Comme cet isomorphisme est compatible avec les topologies profinies des deux membres

(passer a la limite inductive sur les sous-modules de type fini) on obtient finalement
un isomorphisme, naturel en M,

LM~ (M: K(2))g)™

Or Carlsson (pour p = 2) et Miller (pour p > 2) montrent que H est facteur direct

dans la somme directe @OSiSp—l K(i) (pour un « remake » des preuves de Carlsson
et Miller voir aussi I’appendice A de [LZ1]).

2.2. Foncteur T et produits tensoriels de A-modules instables

Soient M un A-module instable et K un A-module instable de dimension finie
en chaque degré. On note vy x : M — K ® (M : K), ’adjointe de I'identité de (M : K)g;
on abrége la notation yy y en yy. Soient M;, K;, 7 = 1, 2, comme ci-dessus. Le produit
tensoriel vy g ® vy, x, S'identifie 2 une application

M, ®M, - (K;®K,) ® ((M;: K;)g ® (M;: Ky)q)
dont I’adjointe est une application (M; ® M, : K, ®K,); - (M;: K,)g® (M, : K,)g.
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Si K posséde un produit A-linéaire K ® K — K, on note
tagy uy,x 0 (M1 ® My i K)y — (M;: K)y ® (My: K)g,

la composée de Papplication (M;® M, :K), — (M, ® M, : K®K),, induite par ce
produit, et de I’application (M; ® M, : K® K)g — (M, : K), ® (M, : K),, décrite plus
haut. :

On dispose donc en particulier d’une application naturelle

T(M;®M,) - TM, ® TM,,
que P’on note simplement iy -

Théoréme 2.2.1. — Pour tous A-modules instables M, et M, Uapplication naturelle
tag, my © T(M; ® M) - TM,; ® TM,

est un isomorphisme.

Remarque. — L’application n : TF, — F, adjointe de 'unité de H,F, - H ~ H®F ,
est un isomorphisme et l’isomorphisme fonctoriel T(F,® M) = TM est le composé
de Wp,u €t de n® 1.

Soit F(r) le A-module instable caractérisé par I’isomorphisme fonctoriel
M*" =~ Homy (F(n), M)

(F(n) est le A-module instable librement engendré par un générateur de degré n [SE]);
la démonstration du théoréme 2.2.1 se rameéne facilement a celle de la proposition
suivante :

Proposition 2.2.2. — Pour tous entiers ny et ny, Uapplication py,,, v, est un isomorphisme.

Démonstration de Uimplication 2.2.2 = 2.2.1. — Soient M; et M, deux A-modules
instables. Soit L; ; - L,y -~ M; -0, : = 1,2, le début d’une résolution libre de M;
dans la catégorie % (L;, et L, , sont des sommes directes de F(n)). Si pgu,, gny €st
un isomorphisme pour tout 7, il en est de méme pour pgg,), Ly, J=0,1, puisque T
préserve les sommes directes, et pour g, , y, Puisque T est exact a droite. Pareillement
Sl {pny, M, €St UN isomorphisme pour tout 7, il en est de méme pour Ly 0 My Bry g, 1,5
€t Py M,

Avant de passer 2 la démonstration de la proposition 2.2.2; on va montrer que
le foncteur T commute au foncteur suspension, ce qui, comme on le verra, peut étre
considéré comme un cas particulier de 2.2.1.

Foncteur T et suspension. — On reprend les notations du début de ce paragraphe
et on note oy x: (EM:K), — Z(M:K), l'application naturelle adjointe de

Svax:EM > E(K® (M:K),) ® K®E(M:K),;

on abrége la notation oy g €n oy.
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Rappelons que I'on dit qu’'un A-module instable K est réduit si Hom,(EM, K)
est trivial pour tout A-module instable M (voir par exemple [LScl], 6.1); on vérifie
aisément que H est réduit (voir par exemple [LZ1], démonstration du corollaire 7.2).

Proposition 2.2.3. — Soit K un A-module instable de dimension finie en chaque degré.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) K est réduit;
(ii) Dapplication naturelle oy g : (EM:K)y - Z(M:K), est un isomorphisme pour tout
A-module instable M. En particulier I application naturelle

oy : TEM — STM

est un isomorphisme pour tout A-module instable M.

Démonstration. — L’implication (i) = (ii) est une reformulation de la proposi-
tion 8.1.1 de [LZ1] (a la restriction de finitude prés, nécessaire ici pour que le fonc-
teur (— : K), soit défini). On peut aussi montrer la commutation des foncteurs T et =
en vérifiant .que Papplication naturelle T*(ZM) — (ZTM)" = (TM)*~! induite en
degré n par oy est compatible avec la projection naturelle @oéisp_l L'M->T"M
de 2.1.3 et les isomorphismes évidents L}(ZM) =~ L? ! M (c’est d’ailleurs la essentiel-
lement le méme argument que celui de la démonstration de la proposition 8.1.1 de
[LZ1]!). L’implication (ii) = (i) est évidente : Homg,(ZM, K) = Hom,((ZM : K),, F).

Remarque. — Soit my: TM = (M:H), -~ M = (M:F,), l'application naturelle
induite par I'application unité de H, F, —~ H (observer que m, coincide avec I'isomor-
phisme = : TF, — F  qui apparait dans la remarque qui suit ’énoncé 2.2.1). On montre
facilement ([Lal] proposition 4.1, [LScl] implication (i) = (ii) de la proposition 5.1) :

Proposition 2.2.4. — L’application naturelle wy : TM — M est un isomorphisme si M
est un A-module instable localement fini.

(On dit qu’'un A-module M est localement fini si pour tout élément x de M le
sous-A-module Ax est fini.)

En particulier Tgg, €St UN isomorphisme et ’on vérifie que I’application naturelle o
s’identifie a UsE, u si bien que l’on peut voir la seconde partie de 2.2.3 comme un
cas particulier de 2.2.1.

2.2.5. Démonstration de la proposition 2.2.2 (et donc du théoréme 2.2.1) dans le cas
p = 2 (pour une variante de cette démonstration, voir [Lal]).

Rappelons tout d’abord la définition du foncteur Q: % — %. Ce foncteur est
I’adjoint a droite du foncteur suspension X : % — %. Comme X n’est rien d’autre que le
produit tensoriel par £F , on a

QM = (M: 3F,),.
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Il est clair que les foncteurs T et Q commutent; en effet tous les foncteurs (— : K),
commutent entre eux :

(—:Ky)go(—:Kpa = (—: K1 ®Ky)p = (—: K;0K))y
(—:Kpago (— : Kyg-

Pour p = 2 le A-module instable ZQM s’identifie au quotient de M par le sous-A-module
constitué des éléments de la forme Sg'*! x. Ceci peut se formaliser de la facon suivante.
Soit @ : % — U le foncteur « double » défini par :

M™2 sin=0(2) (@(Sg"* x) si i = 0(2)

@M =1y =1 & S ii=12),

IR

®x désignant Pélément de (®PM)>* correspondant a4 un élément x de M". L’applica-
tion : ®M — M, ®x > S¢'®! x, est A-linéaire de degré zéro ce qui donne une transfor-
mation naturelle, que ’on note A, de ® dans l'identité de %. On a donc

2QM = coker Ay.

On observera que M est réduit si et seulement si I’application Ay : ®M — M est injective.

Soient maintenant M, et M, deux A-modules instables. Le A-module instable
®(M,; ® M,) est naturellement isomorphe au produit tensoriel ®M; ® DM, et Ay, gy,
s'identifie & Ay, ® Ay, . Il en résulte que ’on a un carré cartésien (et cocartésien) dans % :

Q(M; ® M,)

/ N\

M, ® OM, (QM,) ® M,

N\ /

3(QM, ® QM,)

fonctoriel en M, et M,, que I’on note A(M;, M,).
Considérons la transformation naturelle du diagramme T A(M,, M,) dans le
diagramme A(TM,, TM,) induite par :

— Disomorphisme naturel TQ(M,; ® M,) = QT(M; ® M,) et la transformation natu-
relle Quy w,;

— la transformation naturelle py oy, €t isomorphisme naturel TOM, =~ QTM,;

— la transformation naturelle pgy  y, €t I'isomorphisme naturel TOM, = QTM,;

— DPisomorphisme naturel TZ(QM, ® QM,) = ZT(QM, ® QM,), la transformation natu-
relle Zpoy  au,, €t les isomorphismes naturels TOM, = OTM, et TOM, = QTM,.

Puisque T est exact le diagramme T A(M,, M,) est encore cartésien; on en déduit
que si les applications pay, owm,» Fu, oM, tam,m, SONt des isomorphismes alors il en est
de méme pour 'application Quy y,. En particulier si les applications pyg, _ 1), gmy—1>



174 JEAN LANNES

BFny), Fing— 13 HFny— 1), Bings  SONt des isomorphismes, alors il en est de méme pour
Papplication Qug, ), 5ny-

Ce qui préceéde fournit une méthode de démonstration de la proposition 2.2.2,
pour p = 2; on procéde par récurrence sur n, et n, en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2.2.5.1. — Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules instables; on suppose
que N est réduit. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est un isomorphisme;
(ii) Qf est un isomorphisme ainsi que f: M® — NO.

Démonstration. — On considére le diagramme commutatif :

oM M M — QM —> 0

Jor I |zos

0 — O®ON 2 N —»> ZON —> 0

dans lequel les lignes sont exactes. Si Qf est un isomorphisme on a la chaine d’implications

suivante :

f:M*¥ — N* isomorphisme pour k< n = ®f: (PM)* — (ON)* isomorphisme pour
k< 2n + 1 = f: M* — N¥ isomorphisme pour 2< 2n + 1.

Pour que la démonstration de la proposition 2.2.2, pour p = 2, soit compléte
il faut donc vérifier que TF(n,) ® TF(n,) est réduit et que

Uriny, By * L0 (F(m1) ® F(mg)) — T F(ny) ® T F(n,)

est un isomorphisme. Le premier point est clair : TF(n) est libre (par définition les fonc-
teurs (— : K)g transforment A-modules instables libres en A-modules instables libres,

on trouve ici TF(n) = @os v<n F(R)), donc réduit (F(z) est réduit), et le produit ten-
soriel de deux A-modules instables réduits est réduit. Le second est équivalent a I’énoncé
suivant (observer que Homg,(M, H) = Hom,(M, H®F,)) est isomorphe a (T° M)*) :

Lemme 2.2.5.2. — L’application naturelle induite par le produit de H :

F, ~ H" ® H™ ~ Hom, (F(n,), H) ® Hom, (F(n,), H)
— Homg/(F(n,) ® F(n,), H)

est un isomorphisme pour tous entiers ny et ny.

- Démonstration. — Comme cette application est manifestement injective il suffit
de démontrer linégalit¢ dimg, Homg(F(n,) ® F(ny), H)< 1. Or on a, pour tous
A-modules instables M, et M,, Pinégalité

dimy, Homg (M, ® M,, H) < dimg, Hom, (M, ® ®M,, H).
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Pour s’en convaincre, considérer la suite exacte

M, ® DM, —%5 M, ® M, — Z(M, ® QM) —

et appliquer le foncteur Hom,(—, H). En itérant on obtient
dimg, Hom, (M, ® M,, H) < dimg, Hom, (M, ® ®'M,, H),

®? désignant le g-ieme itéré du foncteur ®. On achéve alors grice au lemme suivant :

Lemme 2.2.5.3. — Soit q un entzer tel que 2°> ny, alors le A-module instable
F(n,) ® ®?F(n,) est monogéne.

Démonstration. — Elle résulte des deux points suivants :

— pour tout entier n et tout A-module instable M, le produit tensoriel F(n) ® M est
engendré comme A-module par les éléments de la forme , ® x, ., désignant le géné-
rateur de F(n);

— si2>nona

S¢¥i(t, ® D x) = 1, @ B S¢ x.
2.2.6. — Démonstration du théoréme 2.2.1 dans le cas p > 2.

On utilise la méthode du « passage par %’ » employée a plusieurs reprises
dans [Zal] [Za2] [LZ1] [LScl].

On note %’ la sous-catégorie pleine de % dont les objets sont les A-modules instables
pairs, i.e. nuls en degré impair. On note 0 : %' — % le foncteur oubli et 0: % — %’
son adjoint a droite (05M est le plus grand sous-A-module pair de M).

La proposition 2.1.3 montre que si un A-module instable M est pair, alors il
en est de méme pour TM; le foncteur T induit donc un foncteur de %’ dans %’ que I'on
note T'. Par définition, T’ est I’adjoint & gauche du foncteur %’ — %', N 0(H ® ON),
qui n’est rien d’autre que le foncteur N — P ® N, P désignant le sous-A-module (instable)
pair de H formé des éléments de degré pair.

On montre que le foncteur T’ préserve les produits tensoriels en remplagant for-
mellement 2 par p dans la démonstration précédente (on vérifie en particulier que le
%-isomorphisme ®(M,; ® M,) =~ ®M, ® ®M, utilisé pour p = 2 a son « #’-analogue »
pour p > 2).

On en déduit que lapplication naturelle py ,: T(M;®M,) —TM,; ® TM,
est un isomorphisme pour M, et M, pairs. On étend ce résultat par la méthode suivante
inspirée de [Zal].

Soit M un A-module instable quelconque; S. Zarati observe dans I’article cité
que le quotient M/@&M est une suspension, aussi peut-on définir un foncteur Z : % - %
en posant M/05M = XZM. Soit ZF le k-iéme itéré de Z; on note F, M le noyau de la
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surjection naturelle M — Z¥+t1Z¥+1M (k> — 1). On obtient ainsi une filtration
fonctorielle de M :

0=F_,MCOOM =F,MCF,MC...CF,MC...CM.

Par construction le quotient F, M/F,_, M est la suspension %-iéme d’un A-module
instable pair :

F, M/F,_, M  S*(00Z* M)

et M est la réunion croissante des F, M ; plus précisément tout élément de M de degré < %
appartient a F, M. Comme T est exact, commute a la suspension, et préserve les limites
inductives, on voit que iy y, €st un isomorphisme, tout d’abord si M, est pair et M,
quelconque (filtrer M, comme indiqué ci-dessus), et puis si M; et M, sont quelconques
(cette fois filtrer M,).

2.3. Foncteur T et A-algébres instables

Proposition 2.3.1 — Soit M une A-algébre instable; soient respectivement ¢ : M® M — M
et m:F, — M le produit et Punité de M. Alors les applications

(To) o ()™ ) : TMO®TM - TM & Tn:F,=TF, - TM
Jont du A-module instable TM une A-algébre instable.

Démonstration. — Le seul point dont il faille se convaincre est que la donnée
(TM, (T9) o ((uag,x)~")> Tx) vérifie bien 'axiome (#".3) de la définition des A-algebres
instables reliant I’élévation a la puissance p-iéme 2 la structure de A-module (voir 1.7.2).

Dans ce but commengons par décrire une version « fonctorielle » de cet axiome.
Introduisons le foncteur @ : % — % défini par :

oM = Ho(3,; M®?),

Dans cette formule S, désigne le groupe symétrique d’ordre p, que I’on fait opérer
sur M®? par permutation des facteurs (attention aux signes : M est N-gradué!) et
Ho°( ; ) est le 0-itme groupe de cohomologie de Tate (« les invariants divisés par les
normes »). On peut expliciter le foncteur ® comme suit.

Pour p > 2 Papplication M*™ — (OM)**™ x i classe de x®?, est un isomorphisme,
(@M)* est trivial si 2 est non divisible par 2p, et ® peut étre défini directement par les
formules :

. M™? sin =0 (2p) . B OP"7x) sii=0(p)
(OM)" — et PiOX) = | iie0(

0 si n %0 (2p)
ou Ox désigne ’élément de (OM)?*™ correspondant & un élément x de M?*, De la méme
fagon, pour p = 2, l’application M™ — (@M)?*™, x i classe de x*®x, est un isomor-
phisme, (OM)" est trivial si » est impair, et le foncteur ® coincide avec le foncteur ®
introduit en 2.2.5.
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Cette explicitation permet d’analyser le comportement du foncteur © vis-a-vis
des produits tensoriels. La encore il faut distinguer entre les cas p > 2 et p = 2. Soient M,
et M, deux A-modules instables; les formules ci-dessus montrent que I’on a une inclusion
A-linéaire naturelle vy y,: OM; ® OM, - O(M;®M,). Si p =2, 1y y, est un iso-
morphisme comme nous I’avons déja dit et utilisé. Il n’en est plus ainsi pour p > 2;
cependant dans ce cas vy y, admet une rétraction tout aussi A-linéaire et naturelle
Puy,m, - O(M; ® M,) — OM,; ® OM, définie par :

Ox®@0y si|x|=|y|=0()
0 st [x] =y =1(2);

Ox®y)
1

pour p = 2, on pose Py w, = (g, ;) -
Pour p > 2, on vérifie (utiliser I’instabilité de M) que I’application

OM > M, Ox > Pl=l2 x

est A-linéaire de degré zéro; cette application est notée £y. Pour p = 2 on pose &y = Ay
(A désignant Papplication introduite en 2.2.5, définie par My (®x) = Sg!*!x). On
vérifie également que le diagramme suivant est commutatif :

E:llh @ Ms

OM,®M,) —2% M, ®M,

o\ e,

OM, ® OM,

(utiliser 2 nouveau Pinstabilité de M, et M,).

Introduisons maintenant la catégorie, notée A, obtenue en supprimant
P’axiome (X .3) dans la définition de la catégorie #  des A-algeébres instables; A est
donc une sous-catégorie de % qui contient #  comme sous-catégorie pleine. Soit M un
objet de A'; on note Y : OM — M lapplication (A-linéaire de degré zéro) induite
par le produit de M; on a donc £} (@x) = x?, x désignant un élément de degré pair
si p> 2 et de degré quelconque si p = 2 (on pose dans ce dernier cas Ox = ®@x). Il est
clair que I’on a une notion de produit tensoriel dans A et que le diagramme suivant :

X @M

OM,®M,) —2% M, ®M,

pulyx A%dx ® ;gh

OM, ® OM,

est encore commutatif.

Nous pouvons a présent reformuler ’axiome (#".3) : un objet M de %" est un
objet de A si et seulement si les deux applications &} et &} coincident.

23
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Il nous faut donc vérifier que pour toute A-algébre instable M, les deux appli-
cations &g, et &1y coincident. Pour cela, considérons le #-diagramme suivant (i = 1, 2) :

) i
oM % @H®TM) ™ @H®OTM —°™ He@eTM

la,';( ll,, ®EL,

M Tu H®TM

et notons 03 : TOM — @TM I’adjointe de la composition correspondant a la premiére

ligne. La commutativité du #-diagramme ci-dessus entraine celle du #-diagramme
ci-dessous (z = 1,2) :

TOM —*, @TM

™

Maintenant, puisque H est une A-algébre instable, £} et £} coincident et il en est
de méme pour les transformations naturelles de %-foncteurs 0' et 6 : 0y = 05 = 0.
Pour prouver que les applications &, ¢ = 1, 2, coincident il suffit par conséquent de
savoir que Oy est un isomorphisme. Or 03 est un isomorphisme car T commute aux
produits tensoriels et est exact. Précisons un peu. On vérifie que 03 est la composition :

T(H(S,; M®?)) —H(S,; T(M®?)) —H"(S,; (TM)®?)
la fleche de droite étant associée a I’application & -équivariante

T(M®?) — (TM)®?

induite par le produit de H. Or les deux applications intervenant dans la composition
ci-dessus sont des isomorphismes. La premiére parce que T est exact et la seconde parce
que Papplication T(M®?) — (TM)®? est elle-méme un isomorphisme puisque T com-
mute aux produits tensoriels (théoréme 2.2). On pourrait aussi montrer que 0y est un
isomorphisme en utilisant la proposition 2.1.3, ou encore, pour p = 2, en remarquant
que la commutation des foncteurs T et X implique celle des foncteurs T et ©® = @
(observer que si un A-module instable M est réduit, et en particulier libre, alors ®M est
le noyau de I’application naturelle M — ZQM).

Proposition 2.3.2. — Sotent M et N deux A-algébres instables; alors Pisomorphisme
d’adjonction Hom, (M, H® N) = Hom, (TM, N) induit une bijection
Hom, (M, H® N) =~ Hom,(TM, N).

Démonstration. — Commengons par introduire la définition suivante. Soient
M;,N;,i=1,2, et K des A-modules instables; on suppose K muni d’un produit
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A-linéaire K® K — K. On note f; ® f; - f;.f; le produit (que nous appellerons produit
tensoriel contracté)
Homg,(M,, K® N;) ® Homg,(M;, K®Nj,)
— Homg, (M, ® M,, K® (N; ® Ny)),
induit par le produit tensoriel

Hom,(M,, K ® N;) ® Hom, (M,, K ® N,)
— Homg (M, ® M,, (K®N,) ® (K®N,))

et le produit de K. Le produit tensoriel contracté correspond par adjonction a la
composée du produit tensoriel

Hom, ((M; : K)g, N;) ® Homg ((M; : K)g, Ny)
— Homg ((M; : K)g ® (M, : K)g, N; ® N,)
et de I’application
Homg ((M,:K)g® (M;:K)g, N;®N,) - Homg (M, ®M,:K),,N,®N,)

induite par py y, x-
En particulier le produit tensoriel contracté
Homg(M,, H®N;) ® Hom,(M,, H® N,)
— Homg(M; ® M,, H® (N; ® Ny))

correspond, par adjonction et identification de T(M,; ® M,) avec TM,; ® TM,, au produit
tensoriel

Hom, (TM,, N;) ® Hom, (TM,, N,) — Hom, (TM, ® TM,, N, ®Nj,).

Passons maintenant 4 la démonstration de la proposition 2.3.2 dans laquelle nous
conviendrons, pour préciser la notation, de désigner le produit M®M — M d’une
A-algébre instable M par ¢y.

Le sous-ensemble Hom, (M, H® N) de Homg,(M, H®N) est I’égalisateur des
deux applications suivantes de Homg(M, H®N) dans Homg,(M ® M, H®N)
ffooy et fio oggno (f®f). On observera que la seconde s’écrit encore
S (1g®¢g) o (f.f) (le point désignant le produit tensoriel contracté introduit
ci-dessus). Aprés adjonction et identification de T(M ® M) avec TM ® TM ces deux
applications correspondent respectivement aux deux applications de Homg,(TM, N)
dans Homga(TM®TM, N), g gopm et fi> oo (g®g), dont I’égalisateur est
bien Hom,(TM, N).

Soient M et K deux A-algebres instables, avec K de dimension finie en chaque
degré; on dispose d’une application naturelle de (M : K), dans le A-module instable
sous-jacent & (M : K), (notation de 1.10.2) : I’adjointe dans % de ’adjointe dans J¢
de P’identité de M. Les propositions 2.3.1 et 2.3.2 impliquent :

‘Corollaire 2.3.3. — Pour toute A-algébre instable M Uapplication naturelle du A-module
instable TM dans le A-module instable sous-jacent & (M : H), est un tsomorphisme.



180 i JEAN LANNES

Les propositions 2.3.1 et 2.3.2 peuvent aussi étre rassemblées dans la scholie
ci-dessous : :

Scholie 2.3.4. — Le foncteur T : U — U induit un foncteur K — A", que Pon note
encore T, adjoint a gauche du foncteur 4" — A, N > H ® N (autrement dit le foncteur T : A" — A"
s’identifie au foncteur ( : H), dont Pexistence est affirmée en 1.10.2).

2.4. Passage du groupe Z/p 2 un p-groupe abélien élémentaire général

Soient V un p-groupe abélien élémentaire, c’est-a-dire un groupe isomorphe
a (Z/p)? pour un certain entier d, et BV son classifiant. On pose

H*V = H*BV = H'(BV; F,)

et 'on note Ty le foncteur % — %, M +—» (M : H*V),,. On a donc T = Ty,.

© Comme H*V est isomorphe, en tant que A-module instable, au produit tensoriel
H®H® ... ®H, dfois, le foncteur Ty : % — % est équivalent au composé ToTo ... 0T,
d fois. On peut donc, dans le théoréme 2.1.1, remplacer T par Ty :

Théoréme 2.4.1. — Le foncteur Ty : U — U est exact.

_ Signalons que ce résultat donne essentiellement tous les A-modules instables de
dimension finie en chaque degré K tel que le foncteur  — %, M — (M : K),, est exact.
Plus précisément :

Théoréme 2.4.2. — Soit K un A-module instable de dimension finie en chaque degré. Soit
L un systéme de représentants des classes d’isomorphisme des facteurs directs indécomposable des
A-modules instables H*(B(Z[p)?; F,), d décrivant N. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(1) le foncteur U — U, M > (M : K),, est exact;
(ii). ¢l existe une famille d’entiers (ap)y,c o (uniquement déterminée en fonction de K) telle que

Ke @pep L% Il , Lo,

L’implication (ii) = (i) est une conséquence de 2.4.1. La réciproque est démon-
trée dans [LScl], 6.2. k

Comme l’isomorphisme H* Ve~ H® H® ... ® H est un isomorphisme de A-algé¢bre
instable, la transformation naturelle py u, gev:Tv(M;®M,) > Ty M;®Ty M,
s’identifie &4 la transformation naturelle

(ToTo...oT)(M;®M,) > (ToTo...oT)(M))®(ToTo...oT)(M,)
obtenue en « itérant » d fois la transformation naturelle yy  y, g- On peut donc encore

remplacer T par Ty et H par H* V dans les énoncés 2.2.1,2.3.1,2.3.2,2.3.3,et2.3.4
(on convient a nouveau d’abréger la notation g i, mev €N Uy, w,) °
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Théoréeme 2.4.3. — Pour tous A-modules instables M, et M,, Papplication naturelle
e,y - Ty(My ® M) > Ty M; ® Ty M,

est un isomorphisme.

Proposition 2.4.4. — Soit M une A-algébre instable; soient respectivement o : M ® M — M
et n: ¥, — M le produit et Punité de M. Alors les applications

(Ty o) o (k)™ ) : TyM®Ty M ->Ty M
et Tyn:F, =T, F, -TM
JSont du A-module instable Ty M une A-algébre instable.

Proposition 2.4.5. — Sotent M et N deux A-algébres instables; alors Iisomorphisme
d’adjonction Homg (M, H* V ® N) = Homg (Ty M, N) induit une bijection

Hom, (M, H* V®N) = Hom,(Ty M, N).

Corollaire 2.4.6. — Pour toute A-algébre instable M Uapplication naturelle du A-module
instable Ty, M dans le A-module instable sous-jacent & (M : H* V), est un isomorphisme.

Scholie 2.4.7. — Le foncteur Ty : U — U induit un foncteur A — KA, que 'on note
encore Ty, adjoint & gauche du foncteur A — A, N +—>H*VQ@N (autrement dit le fonc-
teur Ty : A — A s’identifie au foncteur ( : H* V), dont Uexistence est affirmée en 1.10.2).

2.4.8. Caractérisation des A-algébres instables H* V.

Les propriétés des A-algebres instables H* V que traduisent les théorémes 2.4.1
et 2.4.3 sont tout & fait exceptionnelles; en fait ces algébres sont « caractérisées » a
isomorphisme prés par les « restrictions en degré zéro » de ces théorémes. Précisons un
peu. Considérons une A-algébre instable non nulle de dimension finie en chaque degré K
et posons V = (K')*, (K')* désignant le F -espace vectoriel dual de K*; alors les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le A~morphisme canonique H*V — K est un isomorphisme (rappelons que
I'on a Hom, (H*V, K) =~ Home(V*, K') pour tout F -espace vectoriel de dimension
finie V et toute A-algébre instable K).

(ii) Le foncteur M — (M : K),)? = (Homg(M, K))’ (voir 1.10.3.2), défini sur
la catégorie des A-modules instables et a valeurs dans la catégorie des F -espaces vec-
toriels, est exact (en d’autres termes le A-module instable sous-jacent & K est injectif)
et commute aux produits tensoriels (i.e. la transformation naturelle induite par le produit
de K, (Hom,(— ® —, K))" - (Homg(—, K))' ® (Homg(—, K))’, est une équivalence).

Démonstration de ’implication (ii) = (i). — On note y : H* V — K I’application cano-
nique de (i), # le foncteur M > (Homg (M, K))’, et ¥ : tg — tg.y la transformation natu-
relle induite par y. Nous allons montrer que, si (ii) est vérifiée, ¥y, est un isomorphisme
pour tout entier n, ou encore que ¥, est un isomorphisme pour tout A-module instable M.
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Observons tout d’abord que si ¢z commute aux produits teunsoriels, alors y est un
isomorphisme en degré zéro. En effet dans ce cas le F -espace vectoriel ¢ (F(0)) = (K°?,
qui par hypothése est non nul et de dimension finie, est forcément de dimension un.
Observons ensuite que par définition y est un isomorphisme en degré un ou encore
que ¥gy est un isomorphisme. A partir de 13, nous devons distinguer & nouveau les
cas p=2et p> 2.

Le cas p = 2. Soit n> 1 un entier; I’application F(r) — (F(1))®" qui envoie 1,
sur 1y ®; ® ... ® induit un isomorphisme F(n) = ((F(1))®")®, ((F(1))®"® dési-
gnant le sous-module de (F(1))®" des invariants de ’action par permutation des facteurs
du groupe symétrique S, (voir par exemple [LZ2], p. 55). Il en résulte que gy, est
un isomorphisme pour tout z.

Le cas p> 2. Soit Og y: tg(OM) — t(M) la transformation naturelle définie
comme la composée

t(OM) = £x(H%(S,; M®?)) - H*(S,; t(M®?))
- H(S,; (tx M)®?) = (M),

la fleche de droite étant associée a 'application G -équivariante £ (M®?) — (tx M)®?
induite par le produit de K. Comme dans la démonstration de la proprosition 2.3.1,
le fait que le foncteur #z soit exact et commute aux produits tensoriels implique que
Ok u est un isomorphisme pour tout A-module instable M. En prenant M = ZF(0),
on obtient #(ZF(0)) = 0 puisque O(ZF(0)) est trivial. En invoquant 4 nouveau la
commutation de #x aux produits tensoriels on obtient plus généralement #(ZM) = 0
pour tout M. Ceci permet, comme en 2.2.6, de se ramener a la catégorie #’. En effet,
puisque f est exact et que le quotient M/05M est une suspension, I’image par #; de
Pinclusion ®OM < M est un isomorphisme et il est équivalent de montrer que ¥y est
un isomorphisme pour tout A-module instable M ou que ¥, est un isomorphisme pour
tout A-module instable pair M'.

Soit F’(2n) le A-module instable pair librement engendré par un générateur de
degré 2z. On a en particulier F'(2) = O0F (1) et Yp est un isomorphisme si ¥g,, en
est un. L’isomorphisme F’(2n) = ((F'(2))®™)® (dont la démonstration est analogue a
celle de ’isomorphisme F(n) = ((F(1))®™®» du cas p = 2) implique alors que ¥pgn €st
un isomorphisme pour tout entier z. Il en résulte bien que Y, est un isomorphisme pour
tout A-module instable pair M'.

2.5. Foncteurs Ty et résolutions

Ce paragraphe (un peu technique) traite des « termes E, cosimpliciaux » que
nous rencontrerons au chapitre suivant.

Proposition 2.5.1. — Si M, — M est une A~résolution libre d’une A-algébre instable M,
alors Ty(M,) - Ty M est une A -résolution libre de la A-algébre instable Ty M.
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Démonstration. — L’exactitude du foncteur Ty : % — % et la scholie 2.4.7 (ou
le corollaire 2.4.6) montrent que Ty(M,) — Ty M vérifie la condition 4) de la défi-
nition 1.9.1.1. La condition a), elle, est immédiate : d’aprés leur définition méme,
les foncteurs ( : K), transforment objets libres en objets libres.

2.5.2. On reprend les notations de 1.10.4 avec K = H*V. On note donc
a(p) : Ty M — F, Paugmentation de Ty M correspondant par adjonction 2 un homo-
morphisme de A-algébres instables ¢ : M —~H*V > H* V®F, et I'on pose

Ty(M; ¢) = (Ty M)

o>

rappelons que 'on peut considérer Ty( ; ) comme un foncteur défini sur la catégorie
HTH*V des A-algebres instables au-dessus de H* V et 4 valeurs dans la catégorie X,
des A-algébres instables connexes non nulles. En spécialisant la construction de 1.14.2
a I’ « évaluation » M -~ H*V®T(M; ¢), on obtient une application naturelle de
A-algebres instables simpliciales

Ty(Rés. M; 9) — Rés. Ty (M; o)

que I’on note encore p, .

Proposition 2.5.2. — Sotent ¢ : M — H*V un homomorphisme de A-algébres instables
et ¥F: A, — o un foncteur défini sur la catégorie X, des A-algébres instables connexes non
nulles et a valeurs dans une catégorie abélienne 2. Alors Iapplication naturelle de A-algebres instables
simpliciales o, : Ty(Rés,M; @) — Rés, Ty (M; o) induit des isomorphismes

m, FT(Rés ., M; ¢) > =, F Rés, T (M @)

pour tout entier s.

Démonstration. — 11 s’agit d’une application de la théorie des foncteurs dérivés des
foncteurs non additifs. On pourra trouver une présentation particuliérement efficace
de cette théorie dans I’appendice de [Boul].

La situation que nous avons ici est duale (au sens des catégories) de celle décrite
par Bousfield dans cet appendice. La classe de modéles projectifs que I’on prend pour ¢,
est celle des A-algébres instables libres; on la notera .#. Selon la terminologie de Bousfield
une #-résolution d’un objet M de £, est la donnée d’un complexe de chaines dans la
catégorie Kb (A} désigne la catégorie dont les objets sont les mémes que ceux de S,
et dont les morphismes sont les combinaisons linéaires formelles a coefficients dans Z
de X -morphismes)

M« M, <M< ...
tel que :
a) M, appartient a % pour tout z > 0;
b) pour tout objet L de & le foncteur Hom,+(L, —) transforme le complexe ci-dessus
en un complexe acyclique de groupes abéliens.
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De telles résolutions existent pour tout M. En effet une ¢ ,-résolution libre M, -~ M
au sens de 1.9.1.1 induit une Z-résolution de M (le #f-morphisme d: M, - M, _,
est la-somme formelle X(— 1)*d;). Voici pourquoi (nous suivons toujours Bousfield).
Soit ¢, : Homy (L, M,) — ¢, Hom, (L, M) I’application d’ensembles simpliciaux induite
par I’augmentation de M,; la condition 4) ci-dessus équivaut ici a la suivante :

b,) pour tout objet L de £ P’application ¢, induit un isomorphisme en homologie
entiére.

Or d’aprés la définition méme d’une A-algébre instable libre les ensembles
‘Hom, (L, —) sont des F -espaces vectoriels et ¢;, est un homomorphisme de F-espaces
vectoriels simpliciaux. Comme la condition 4) de 1.9.1.1 entraine que &, induit un
isomorphisme en homotopie, 4,) est bien satisfaite.

On peut faire alors une théorie 4 la Cartan-Eilenberg [CE] des foncteurs dérivés
a gauche de F. Soit M un objet de £ ,,; L, FM est isomorphe au s-iéme groupe d’homo-
logie du &7/-complexe de chaines

F+(M,) <2 F+(M,) £2 ..,

M« M, < M, <. désignant une Z-résolution de M et F*: A} — o Pextension
additive du foncteur F. Le théoré¢me classique de comparaison vaut pour les #-réso-
lutions et I’on obtient des foncteurs L, F: X, - o/, s> 0, uniques a équivalence
naturelle prés; si 'on préfére, comme Bourbaki, une définition plus rigide, on peut
poser L, FM = = F Rés,,. M, Rés, . M désignant la ¥ -résolution libre canonique
de M (voir le dernier point de 1.9.1).

La théorie précédente montre en particulier que si K,, — K et K,;, — K sont
deux X -résolutions libres d’'un méme objet K de £, et si f,: K, , — K, est une
application J¢,-simpliciale compatible avec les augmentations, alors

n, Ff, : n, FK, o, = =, FK,,

est un isomorphisme pour tout s> 0. Cet énoncé implique la proposition avec
K = TyM;o), K. =Ré.Ty(M;¢), K, =Ty (Ré.M;9) qui est une X-
résolution libre de Ty(M; ¢) d’aprés les propositions 2.5.1 et 1.9.1.2, et f, =p,.

2.5.3. Soit maintenant ¢:H,V M un homomorphisme de A-coalgébres
instables. On note ¢*: M* — H* V Phomomorphisme de A-algébres instables dual.

Proposition 2.5.3.1. — On suppose que la A-coalgébre instable M est de dimension finie
en chaque degré. On a alors

7' 7, homy, (H, V,Ré°M;¢) =0 pour t —s< 0.

Proposition 2.5.3.2. — On suppose que la A-coalgébre instable M et la A-algébre
instable T(M*; @*) sont de dimension finie en chaque degré; on peut considérer alors la A-coalgébre
instable duale (T(M*; @*))., que Uon mnote N, Uapplication de A-coalgébres instables
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H,V®N — M, que lon note w, duale de application canonique M* — H* V ® T (M*; ¢*), et
enfin Uapplication de A-coalgébres instables cosimpliciales Rés*N —~ hom, (H,V, Ré*M; o),
que Pon note o°, induite par o (voir 1.14.2). Sous ces hypothéses :

a) Uapplication N —hom,, (H, V, M; ¢) adjointe de  est un isomorphisme de A-coalgébres
instables;

b) Papplication ©°* 7, »° est un isomorphisme pour tous s et t;

¢) la A-coalgébre instable cosimpliciale hom, (H,V, Rés*M; ¢) est une résolution cosim-
pliciale colibre de hom,, (H, V, M; 9) (au sens dual de celui de la définition 1.9.1.1).

Démonstration de la proposition 2.5.3.1. — Si M est de dimension finie en chaque
degré, il en est de méme pour Rés® M pour tout n et ’'on a, d’aprés 1.13.3 et 1.13.5,

i, hom, (H, V, Rés*M; ¢) & =, Ty(Rés, M*; o),

si bien que la proposition 2.5.3.1 est un corollaire de la proposition légérement plus
générale que voici.

Proposition 2.5.3.3. — Soit ¢ : M — H* V un homomorphisme de A-algébres instables.
On a
n'n, Ty(Rés,M; @) =0 pour t — s< 0.

Démonstration. — On applique la proposition 2.5.2 en prenant pour F le fonc-
teur =, (considéré comme un foncteur covariant !). On obtient que =* =, Ty(Rés, M; @)
est isomorphe a =’ =, Rés, Ty(M; @), qui est lui-méme isomorphe a =* =, Rés,,, T(M; o),
Rés,,. Ty(M; ¢) désignant la H,-résolution libre canonique de Ty(M; ¢). Or, pour
toute A-algébre instable connexe non nulle N, les groupes =° =, Rés,, N sont triviaux
pour ¢ — s< 0 (corollaire A.1.2 de ’appendice A).

Démonstration de la proposition 2.5.3.2. — Le point a) est un cas particulier de 1.13.5.
Le point &) est 2 nouveau une conséquence directe de la proposition 2.5.2 puisque
n° 7, " s’identifie par dualité a I’application =’ =, T (Rés, M; ¢) - n* =, Rés Ty(M; ).

Le point ¢), plus subtil, est dit & Bousfield. Il faut montrer que les groupes
=n* hom,. (H, V,Rés*M; ¢) (disons qu’il s’agit 1a de cohomotopie de F -espaces vec-
toriels cosimpliciaux, voir 1.1) sont nuls pour tout s> 0. On montre en fait que
Papplication

n' @ : 7 Rés'N — =* hom,, (H, V, Rés*M; o)

est un isomorphisme pour tout s > 0 ce qui donne bien le résultat cherché (et redonne
en outre le point a)) puisque Rés*N est une résolution cosimpliciale colibre de N au
sens dual de celui de la définition 1.9.1.1 (remarquer que (Rés*N)* est isomorphe
a Reés, (N*) ou, plus naturellement, se convaincre de ce que la propisition 1.9.1.2 admet
une version duale). Pour montrer que =°* * est un isomorphisme pour tout s> 0 on
applique le lemme 3.5 de [Boul] : comme Rés "N et hom, (H,V, Rés* M; ¢) sont, au

24
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sens de [Boul], des F -coalgébres homologiques cosimpliciales connexes et colibres en
chaque codegré, il est équivalent de montrer que I’application

n* P : 7 P Rés*N — n* P hom,, (H, V, Rés* M; o)

est un isomorphisme pour tout s > 0. Or celle-ci s’identifie par dualité (voir notamment
la fin de 1.13.5) a l’application

(7, Qp.). : (m, QRés . Ty(M*; ¢7)), — (, QTy(Rés. M*; ¢)),

qui est un isomorphisme d’aprés 2.5.2.

2.6. Sur les foncteurs hom,, (H, V,—) et hom, (H,V, —)

Nous terminons ce chapitre en mentionnant quelques-unes des différences qui
distinguent le comportement des foncteurs hom, (H,V, —) et hom, (H,V, —) de
celui des foncteurs (— : H* V), et (— : H* V), (on suppose dans ce paragraphe que V
est non trivial !).

Contrairement au foncteur (— : H*V),, le foncteur hom, (H, V, —) n’est pas
exact a droite. Il revient au méme de se convaincre que le foncteur hom%(ﬁ‘ Vv, —)
(H, V désignant I’homologie modulo p réduite de V) n’est pas exact a droite, ce que I’on
peut faire de la facon suivante. On considére pour tout A-module a droite instable M
la surjection évidente @D, yxSk*M — M (la notation Sk" est introduite a la fin

de 1.13.2); comme homq,*(ﬁ, V, @”e,Sk” M) est nul (c’est une conséquence de la
version « homologique » de 2.2.4) PI'image de cette surjection par le foncteur
hom%(ﬁ,, V, —) ne peut étre surjective que si homq,,‘(ﬁ, V, M) est également nul,
ce qui n’est bien siir pas le cas en général.

Cependant la restriction du foncteur hom, (H, V, —) a la sous-catégorie pleine
de %,, notée %, dont les objets sont les A-modules a droite instables M de dimension
finie en chaque degré (attention : cette restriction est & valeurs dans %, et non dans #%)
est exacte d’aprés I'isomorphisme hom,, (H, V, M) = (Ty(M")), de 1.13.25).

Signalons au passage que les dérivés a droite R*hom,, (H,V, —) sont triviaux
pour s > 2. En voici une preuve. On reprend les notations de la démonstration de 2.1.3.
La version « homologique » de la proposition 5.4 de [LZ1] permet tout d’abord de
généraliser le lemme 6.5 de [Mil] (voir [LSc2], 1.7.2) et d’expliciter les foncteurs
M - (R*hom, (K(¢),, M)),; on obtient :

(R* homy, (K(i),, M), = lim*{ My, ,, -S¢* %59 €N}, pour p =2
(1{8 homql.(K(i)n M))n = Hm’{ M2p".i+ n? 'qu_l'i; q€ N }a pour p > 2a

lim*® désignant dans ces formules le s-iéme dérivé a droite du foncteur limite inverse
(qui est trivial pour s > 2). On montre ensuite a 1’aide des résultats de [LScl] que le
A-module 2 droite instable H, V est une somme directe (finie) dont chacun des facteurs
est aussi facteur direct dans un K(z),.
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Soit maintenant M une A-coalgébre instable; notre derniére observation concerne
Papplication naturelle, disons u;, du A-module a droite instable sous-jacent 2a
hom, (H,V, M) dans le A-module a droite instable hom, (H, V, M). Contrairement
a ce qui se passe dans le contexte « cohomologique » (voir corollaire 2.4.6), v, n’est
pas en général un isomorphisme, méme si ’on suppose, ce que nous faisons ci-dessous,
que M est de dimension finie en chaque degré.

Commengons par étudier v, en degré zéro. Soit S I’ensemble profini

Homx.(H, V, M) = Hom, (M*, H* V).
En degré zéro
— hom,, (H, V, M) est isomorphe a F[S];
— hom,, (H, V, M) est isomorphe & (F{%))* (notations de 1.8.1), d’aprés 1.13.25)

et 2.4.6;
— 1y s’identifie & D'inclusion évidente.

Cette inclusion n’est un isomorphisme que si S est fini.
Soit enfin ¢ un point de S, on peut se persuader de ce que I’application

hom, (H, V, M; 9) — (Ty(M"; ¢%)).

induite par uy n’est pas non plus un isomorphisme en général. Prenons par exemple
M colibre : M = G(E) (notations de 1.9.2) avec E de dimension finie en chaque degré,
et notons F le F -vectoriel gradué (supérieurement) sous-jacent a QT y(M*; ¢*); F n’est
de dimension finie en chaque degré que si E est fini (voir 1.13.4). On a les isomorphismes
suivants de F -vectoriels gradués :

— Ty(M*; 9") = ®meK(F®m)Gm)
— (Ty(M*; ¢")), = @me“((F® ™),)®n (somme et produit coincident parce que F est
nul en degré zéro),
— hom, (H, V, M; ¢) = @meu((F,)®”)GM, et ’application
hom, (H, V, M; ¢) — (Ty(M"; ¢7)),
s’identifie & l’inclusion évidente, qui n’est un isomorphisme que si F est de dimension

finie en chaque degré, c’est-a-dire si E est fini. Ceci souligne le c6té diabolique de la
démonstration du point ¢) de la proposition 2.5.3.2.



Chapitre 3

SUR LES ESPACES FONCTIONNELS
DONT LA SOURCE EST LE CLASSIFIANT
D’UN p-GROUPE ABELIEN ELEMENTAIRE
ET DONT LE BUT EST UN p-COMPLETE

On spécialise dans ce chapitre les méthodes du chapitre 1 en exploitant les pro-
priétés de la cohomologie modulo p des p-groupes abéliens élémentaires mises en évidence
au chapitre 2.

Comme au chapitre précédent V désigne ci-aprés un p-groupe abélien élémentaire
et BV son classifiant.

3.1. Sur le 7, de Pespace hom(BV, Y)

Théoréme 3.1.1. — Pour tout espace Y dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré, Uapplication naturelle (voir 1.12)

e: [BV, Y] — Hom, (H, BV, H,Y) = Hom,(H* Y, H* BV)

est une bijection (homéomorphisme, voir 1.13).

Démonstration. — Compte tenu du formalisme décrit au premier chapitre, Iinjec-
tivité et la surjectivité de I’application ¢ équivalent respectivement aux énoncés suivants :

Théoréme 3.1.2. — Pour tout espace Y dont la cokomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et tout homomorphisme de A-coalgébres instables ¢ : H,BV —H,Y, lespace
Tot hom(BV, Rés°Y; ¢) est non vide.

Théoréme 3.1.3. — Pour tout espace Y dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et tout homomorphisme de A-coalgébres instables ¢ : H, BV — H, Y, Pespace
Tot hom(BV, Rés*Y; @) est connexe.

Démonstration du théoréme 3.1.2. — D’apreés la théorie d’obstructions de Bousfield (voir
I’appendice B, lemme B. 3), il suffit de montrer que les groupes =" =, _,hom(BV,Rés°Y; ¢)
sont triviaux pour 7z > 2. Ceux-ci s’identifient aux groupes

" 7,_, hom, (H, BV, Rés*H, Y; )

qui sont triviaux d’aprés la proposition 2.5.3.1.
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Démonstration du théoreme 3.1.3. — La proposition 2.5.3.1 implique également
la nullité des groupes =" w, hom(BV, Rés*Y; ¢) pour »> 1 et on invoque cette fois
le lemme 7.3 du chap. X de [BK1] qui dit en particulier que I’espace total d’un espace
cosimplicial pointé Z°, connexe et fibrant, est connexe si les groupes =" «, Z°, n > 2,
et ’ensemble ! , Z* sont triviaux. Notons que ce lemme ne s’applique pas ici direc-
tement. En effet, si ’espace cosimplicial hom(BV, Rés*Y; ¢) est bien connexe et fibrant,
il n’est pas a prior: pointé. Cependant, comme son espace total est non vide, on peut
trouver, grace a la structure de « closed model category » de %, une équivalence faible
hom(BV, Rés*Y; ¢) — Z° telle que I’espace cosimplicial Z* soit en outre pointé.

3.1.4. Sur Pensemble [BV, Y].

Le théoréme 3.1.1 admet le corollaire suivant (la version #) de ce corollaire est
due a W. G. Dwyer et A. Zabrodsky [DZ]) :

Corollaire 3.1.4. — L’application naturelle
k:[BV,Y] - Hom, (H, BV, H,Y)

est une bijection si chaque composante connexe X de Uespace Y vérifie :

— H* X est de dimension finie en chaque degré (dans ce cas Hom, (H, BV, H, X) et
Hom,, (H* X, H* BV) coincident) ;

— X est fibrant;

et Pune des deux hypothéses sutvantes :

a) X est nilpotent et ’homomorphisme =, X — m, X est surjectif (ce qui est le cas en particulier
st my X est fini);
b) 7y X est un p-groupe fini.

Démonstration de la version a). — On peut bien sir supposer Y connexe pointé.
On pointe également I’espace BV et ’on note [BV, Z],, I’ensemble des classes d’homo-
topie d’applications pointées de BV dans un espace pointé Z (tandis que la notation
[BV, Z] désigne ’ensemble des classes d’homotopie d’applications « non pointées »
de BV dans Z); rappelons que si Z est fibrant, alors le groupe =, Z opére sur I’en-
semble [BV, Z],,, et que ’ensemble [BV, Z] est le quotient de cette action.

Considérons maintenant les applications [BV, ], : [BV, Y], — [BV, Y1 ot €t
[BV, 1] : [BV, Y] — [BV, Y] induites par 7:Y — Y.

Lorsque Y est fibrant, connexe, et nilpotent, le « carré arithmétique » de [DDK]
montre que [BV, n],, est une bijection (voir [Mil] théoréme 1.5). Si de plus =,(n) est
surjectif, [BV, 7] est également une bijection puisque [BV, n],, est =,(n)-équivariante.

La version @) du corollaire résulte alors du théoréme 3.1.1 et de ce que la com-
posée ¢ o [BV, n] coincide avec k.

On trouvera une preuve de la version 5) dans la démonstration de la proposi-
tion 3.1 de [DZ].



190 JEAN LANNES

3.1.5. — Exemple : détermination de Pensemble [BV, BG], pour G un groupe de Lie
compact connexe.

Théoréme 3.1.5.1. — Soient G un groupe de Lie compact connexe et BG son classifiant.
Alors Uapplication naturelle

Rep(V, G) - [BV, BG],

Rep(V, G) désignant le quotient de Paction par conjugaison de G sur Hom(V, G), est une
bijection (d’ensemble fini).

(Signalons que P’application naturelle Rep(w, G) — [Br, BG] est en fait une
bijection pour tout p-groupe fini = et tout groupe de Lie compact G [DZ].)

Démonstration. — Si G est connexe, BG est simplement connexe, et ce théoréme
est conséquence de 3.1.4 (utiliser ’équivalence entre théories homotopiques simpliciale
et topologique) et de la proposition suivante :

Proposition 3.1.5.2. — Pour tout groupe de Lie compact G la composée
Rep(V, G) — [BV, BG] -~ Hom,(H* BG, H* BV)

est une bijection (d’ensemble fini).

Pour une preuve de ce résultat, voir par exemple le point 4.3 de [Lal], ou 'on
montre qu’il est équivalent a la détermination de H*BG a F-isomorphisme preés
(D. G. Quillen [Qui2]). Pour diverses généralisations voir [La2].

Rappelons la méthode de [Lal]. Soit Sy le foncteur A~ — (&ns*)®,

M > Hom,, (M, H* V)

(notations de 1.8.1). Compte tenu de ce que Sy M s’identifie & =, Ty M (notations
de 1.8.3), les propriétés de T, impliquent les assertions suivantes (la démonstration
de la propriété (P.2) utilise en outre la caractérisation des A-modules instables nil-
potents qui est donnée dans [LScl]) :

(P.1) Le foncteur S, transforme limites inverses finies en limites directes.

(P.2) Un homomorphisme de A-algébres instables A : M — L est un F-isomorphisme
(au sens de [Qui2]) si et seulement si Sy(2) est une bijection (homéomorphisme)
pour tout p-groupe abélien élémentaire V (pour une exploitation systématique de
cette propriété voir [HLS1] [HLS2]).

Soit maintenant 2(G) la catégorie introduite par Quillen dans [Qui2] dont les
objets sont les p-sous-groupes abéliens élémentaires E de G et les morphismes les appli-
cations linéaires E — E’ qui sont restrictions d’automorphismes intérieurs de G. Puisque
la catégorie 2(G) est équivalente a une catégorie finie on a, d’aprés (P.1),

: Sy(lim,g H* BE) = colimyg, Sy(H* BE);
or colimy, Sy(H* BE) = colimyq, Hom(V, E) = Rep(V, G),
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si bien que (P.2) montre que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(Q.1) l'application naturelle H* BG — lim, 4, H* BE est un F-isomorphisme;
(Q.2) lapplication naturelle Rep(V, G) - Hom, (H* BG, H* BV) est une bijection
pour tout p-groupe abélien élémentaire V.

Remarques. — Si G est un p-groupe fini on peut encore appliquer le corollaire 3.1.4
ou directement le théoréme 3. 1.1 puisque dans ce cas BG est p-complet (cette terminologie
est rappelée en 1.14.1.3) et fibrant : ’application [BV, BG] - Hom,-(H* BG, H* BV)
est une bijection. Mais cette fois il est élémentaire de vérifier que ’application naturelle
Rep(V, G) — [BV, BG] est une bijection de sorte que 3.1.4 ou 3.1.1 impliquent (Q.2)
(et par conséquent (Q.1)) quand G est un p-groupe fini.

Remarquons également que lorsque I'on a (Q.2) pour tout p-groupe fini, on
peut obtenir (Q.2) pour tout groupe fini G en utilisant (P.1). En effet, soit Z(G) la
catégorie dont les objets sont les p-sous-groupes P de G et les morphismes les homo-
morphismes de groupes P — P’ qui sont restrictions d’automorphismes intérieurs de G;
alors :

— l’application naturelle H* BG — limg, H* BP est un isomorphisme ([CE], XII,10.1);
-— l’application naturelle colimgg, Rep(V, P) — Rep(V, G) est une bijection.

3.2. Sur Phomologie de Pespace hom(BV, Y)

On note ¢,: Ty H*Y — H* hom(BV, ¥) (2 nouveau Iindice ¢ est 13 pour rappeler
que Pon travaille en cohomologie) la composée suivante :

Ty H'Y > (hom,. (H, BV, H, Y))* & H* hom(BV, ¥),

3 désignant le A -morphisme introduit en 1.13.2 et ¢ le H#-morphisme dual du
A -morphisme ¢ introduit en 1.6 et réexaminé en 1.12.

Rappelons que l’on note %,: Ty H*Y —~ H*hom(BV,Y) I’adjoint du #-mor-
phisme H*V® H*hom(BV,Y) - H*Y induit par Dapplication d’évaluation
BV x hom(BV,Y) — Y. Compte tenu de ce que nous avons dit en 1.12, les appli-
cations e, et &, ci-dessus coincident respectivement avec les compositions suivantes :

T,yH'Y - T, H' ¥ % H hom(BV, ¥)
Ty H*Y % H* hom(BV, Y) — H* hom(BV, Y)

(dans la premiére la fleche de gauche est induite par le # -morphisme dual du ¢ ,-mor-
phisme ¢: H, ¥ — H, Y considéré en 1.5.3 et dans la seconde la fleche de droite est
induite par P’application n:Y — ¥).

Soit enfin S un sous-ensemble fermé de Hom, (H*Y, H* V). On note toujours
¢,: Ty(H'Y;S) >H hom(BV, ¥;S) et £,: T, (H Y;S) >H hom(BV,Y;S) les
localisées des applications précédentes; hom(BV, ¥; S) (resp. hom(BV, Y; S)) désigne
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le localis¢ de I’espace fonctionnel hom(BV, ¥) (resp. hom(BV, Y)) en I’image réciproque
de S par l’application

¢,: 7o hom(BV, ¥) - Hom,, (H* Y, H* V)
(resp. &, : myhom(BV,Y) -~ Hom, (H* Y, H* V)).

Théoréme 3.2.1. — Sotent Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et o : H*'Y — H* V un homomorphisme de A-algébres instables. Si Ty(H* Y; @)
est de dimension finie en chaque degré et nulle en degré un, alors Iapplication

e,: Ty(H Y; ¢) >H hom(BV, ¥; o)

est un isomorphisme de A-algébres instables (et Pespace hom(BV, Y5 @) est simplement connexe).

Démonstration. — Le théoréme 3.2.1 est conséquence de la proposition 2.5.3.2
et du théoréme 3.4 de [Bou2].

On considére la suite spectrale d’homologie de I’espace cosimplicial
hom(BV,Rés°Y; o) :

n* H, hom(BV, Rés°Y; ¢) = H, _, Tot hom(BV, Rés°Y; o)

t—s
ou encore :

n*(hom,, (H, BV, Ré"H, Y; ¢)), = H,_,hom(BV, ¥; o).

t—s

Si les A-algebres instables H* Y et Ty(H*Y; ¢) sont de dimension finie en chaque
degré on peut appliquer la proposition 2.5.3.2 ¢) et a) :

— les groupes n* H, hom(BV, Rés°Y; ¢) sont nuls pour s > 0;
— la A-coalgebre instable n° H, hom(BV, Rés*Y; ¢) s’identifie 4 la duale de la A-algébre
instable T(H* Y; o).

Le premier point entraine que la suite spectrale ci-dessus dégénére au terme E,.
Si de plus (T (H*Y; ¢))* est nul, alors le théoréme 3.4 de [Bou2] montre que cette
suite spectrale est fortement convergente; nous devons faire ici une remarque (voir
[Bou2], p. 370) analogue 2 celle faite dans la démonstration de 3.1.3 : on peut appliquer
le théoréme 3.4 de [Bou2] bien que I’espace cosimplicial hom(BV, Rés*Y; ¢) soit a priori
non pointé puisque 3.1.2 nous garantit que son espace total est non vide. Il résulte
de ce qui précede que le « edge homomorphism »

¢:hom, (H,BV,H,Y; ¢) = =° H, hom(BV, Rés"Y; ¢)
—~H,hom(X, ¥; o)
est un isomorphisme dont le dual s’identifie 4 e,.

La simple connexité de ’espace hom(BV, ¥; ) est elle aussi donnée par le théo-
réme 3.4 de [Bou2].
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Corollaire 3.2.2. — Soit Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et S un sous-ensemble fermé de Hom, (H* Y, H* V). 8i T (H*Y;S) est de
dimension finie en chaque degré et nulle en degré un, alors Iapplication

e,: Ty(H*Y;S) > H* hom(BV, ¥; S)

est un isomorphisme de A-algébres instables.

Démonstration. — Puisque I’algeébre p-booléenne (Ty(H*Y;S))? est de dimension
finie, S est en fait fini (voir 1.8) et I’application ci-dessus s’identifie au produit des appli-
cations ¢,: Ty(H* Y; ) — H* hom(BV, ¥; ¢), @ décrivant S.

Affaiblissement de Uhypothése (Ty(H*Y; @) = 0 du théoréme 3.2.1.

Une hypotheése du type (Ty(H*Y;¢))! = 0 est inévitable dans I’énoncé 3.2.1
car il ne faut pas perdre de vue que I’on peut y faire V = 0 et que ’on est alors en train
de considérer ’application ¢: H, ¥ — H, Y de 1.5.3 qui n’est pas un isomorphisme en
général. Il est possible cependant, comme me 1’a signalé Bousfield, d’affaiblir quelque
peu cette hypothése (tout en continuant a supposer que Ty(H*Y; ¢) est de dimension
finie en chaque degré).

En effet, le théoréme 3.4 de [Bou2] invoqué ci-dessus se compose de deux parties.
La seconde, celle qui concerne la convergence forte de la suite spectrale d’homologie d’un
espace cosimplicial, se démontre a I’aide de la premiére et du lemme 9.3 de ce méme
article. Or on vérifie que le lemme en question admet la variante ad koc que voici :

Lemme 3.2.3. — Sotent { Z,; s € N} une tour de fibrations d’espaces pointés fibrants
et Z, la limite inverse de cette tour. On fait les hypothéses suivantes :
— la tour d’ensembles pointés { my Z,; s € N } est pro-triviale (ou, ce qui revient au méme, la
tour de F ,-espaces vectoriels { Hy Z,; s € N'} est pro-triviale) ;
— la tour de groupes { ™y Z,; s e N} est pro-isomorphe a un p-groupe fini =;
— la tour de F,-espaces vectoriels { H, Z,; s € N } est pro-constante pour n > 2.

Alors Papplication ﬁ" Z, —~{ ﬁ” Z,;s €N} est un pro-isomorphisme pour tout n (et
Papplication m™ Z,, —{m, Z,; s € N} induit un isomorphisme w, Z, = =).

Il en résulte que la suite spectrale d’homologie de I’espace cosimplicial
hom(BV, Rés"Y; ¢) est encore fortement convergente si I’'on suppose que la tour de
groupes { w; Tot, hom(BV, Rés°Y; ¢); s e N} est pro-isomorphe & un p-groupe fini.
Ceci conduit au raffinement ci-dessous du théoré¢me 3.2.1 dont la formulation est due
a W. G. Dwyer. Nous dirons qu’une A-algébre instable non nulle connexe M est libre
en degré < 2 si la condition suivante est remplie :

— pour p = 2, 'application (M! ® M?!)g, — M?induite par le produit de M est injective;
— pour p > 2, I’application A?(M?!) ® M! - M?, somme de I’application induite par
le produit de M et du Bockstein, est injective.
25
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- Théoréme 3.2.4. — Soient Y un espace dont la cohomologie modulo p ést de dimension finie
en chaque degré et ¢ : H*'Y — H* V un homomorphisme de A-algébres instables. St T(H*Y; o)
est de dimension finie en chaque degré et libre en degré < 2, alors application '

e,: Ty(H* Y; ¢) — H* hom(BV, ¥; ¢)

est un isomorphisme de A-algébres instables (et =, hom(BV, Y; ¢) est isomorphe au dual du
F_-espace vectoriel (Ty(H* Y; ¢))1).

Démonstration. — On considére la colonne « ¢ — s = 1 » du terme E, de la suite
spectrale d’homotopie de I’espace cosimplicial hom(BV, Rés*Y; ¢). On pose

K=TyHY; )

et Pon note W le F -espace vectoriel dual de K. D’aprés 2.5.3.2 b) les groupes
n’w,,, hom(BV, Rés"Y; ¢) s’identifient aux groupes =*mw, Res.K. Or la condition
« K libre en degré < 2 » implique =° 7; Res, K & W et n* =, , Res, K = 0 pour s> 0.
En effet cette condition équivaut a la 2-connexité (terminologie précisée en 3.4) du
A -morphisme canonique y : G(ZK!) - Ty(H*Y; ¢) (notation de 1.9.1, la A-algébre
instable libre G(ZK?!) est un avatar de H* W) qui induit donc un isomorphisme
7 Ty Res.K = n' m, +1 Res.G(ZK") pour tout s (appliquer par exemple la propo-
sition A.1.1 de ’appendice A). Il résulte alors de la définition méme de la suite spectrale
d’homotopie que la tour de groupes { =, Tot, hom(BV, Rés°Y; ¢); s e N} est pro-iso-
morphe au p-groupe abélien élémentaire W (en fait la premiére dérivée de cette tour,
au sens de [BK1], p. 252, s’identifie & la tour constante { W; s e N }).

3.2.5. Sur Pkhomologie de Uespace hom(BV,Y).

De la méme maniére qu’en 3.1.4 on peut imposer des conditions sur Y qui assurent
que Papplication naturelle H* hom(BV, ¥) — H* hom(BV, Y) est un isomorphisme.
C’est le cas par exemple quand Y est fibrant connexe non vide et que w; Y est un p-groupe
fini (voir la démonstration de la proposition 3.1 de [DZ]). On peut ainsi obtenir des
variantes des énoncés 3.2.1, 3.2.2, 3.2.4, dans lesquelles H* hom(BV, ¥; ) est remplacé
par H*hom(BV,Y; ) et ¢, par &,.

3.3. Sur le type d’homotopie de Pespace hom(BV, ¥)
quand on a un bon candidat pour celui-ci

Théoréme 3.3.1. — Soit Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré. On suppose qu’il existe un espace Z dont la cohomologie modulo p est de dimension
finie en chaque degré et une application » : BV X Z — Y tels que Papplication Ty H*Y —H* Z
adjointe de Dapplication o*:H*Y —H*BV ®H*Z (considérée comme un homomorphisme de
A-algébres instables ou de A-modules instables, voir chapitre 2) est un isomorphisme. Alors I’appli-
cation Z —hom(BV, Y) induite par & (voir 1.14.1.1) est une équivalence d’homotopie.
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Cet énoncé est un cas particulier du suivant :

Théoréme 3.3.2. — Sotent Y et Z deux espaces dont la cohomologie modulo p est de dimension
finie en chaque degré, S un sous-ensemble fermé de Hom,(H*Y, H* V), et  une application
BV X Z — Y telle que 'image (finie) de I’application wy Z — Hom,,(H* Y, H* V) induite par »
est contenue dans S. On suppose que I homomorphisme de A-algébres instables Ty(H*Y;S) — H* Z
induit par © est un isomorphisme. Alors Uapplication Z —hom(BV, ;) induite par  est
une équivalence d’homotopie.

Démonstration. — On commence par montrer que ’on peut supposer Z' connexe
non vide.

'On observe que si (Ty(H*Y;S))® >H°Z est un isomorphisme, P’application
o Z — S est en fait une bijection (et que le sous-ensemble S est fini).

Soient ¢ une composante connexe de Z et ¢ son image dans S; P’application
nduit par restriction une application wy: BV X (Z;) - Y qui 4 son tour induit une
application (Z;)” — hom(BV, ¥; ¢) faisant commuter le diagramme ci-dessous :

(Z,)” — hom(BV, ¥; ¢)

! !

Z — > hom(BV, ¥;8).
Or :

— le coproduit des applications (Z,)~ — Z, { décrivant =, Z, est une équivalence d’homo-
topie;

— le coproduit des applications hom(BV, ¥;9) >hom(BV, Y;S), ¢ décrivant S,
est un homéomorphisme;

— lapplication Ty(H*Y;S) -~ H* Z induite par o s’identifie au produit, ¢ décrivant
ny Z, des applications Ty(H* Y; ¢) — H* Z, induites par w,.

On est donc bien ramené au cas ol Z est connexe non vide et S réduit 2 un point,
S={e¢} N

Soit ©°: Rés*Z —-hom(BV, Rés°Y; ¢) I’application cosimpliciale induite par «
(voir 1.14.1.1 et le point 1) ) de 1.15; le choix d’un point base dans Z fait de " une
application cosimpliciale pointée). Il s’agit de montrer que I’application Tot «* est une
équivalence d’homotopie. Le « mapping lemma » de [BK1] (X, 7.4) est fait pour ca.
Ici les applications =° ,(w"), £ — s> 0, sont des isomorphismes parce qu’elles s’iden-
tifient aux applications =’ =, Rés'H,Z > n'n, hom, (H, V,Ré°H, Y; ¢,) qui,
d’aprés 2.5.3.2 b), sont des isomorphismes pour tous s et .

3.3.3. Si ’'on impose certaines conditions sur Y et Z, le théoréme 3.3.2 permet
en fait de déterminer le type d’homotopie de hom(BV, Y; S).
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On reprend les notations du théoréme 3.3.2. On pointe ’espace BV et si Y est
lui aussi pointé, on désigne par hom,(BV, Y;S) le sous-espace de hom(BV,Y;S)
image réciproque du point base de Y par I’application d’évaluation au point base de BV,
hom(BV,Y;S) - Y.

Corollaire 3.3.3. — On reprend les hypothéses du théoréme 3.3.2. On suppose en outre
que Y est un espace pointé 1-connexe et fibrant et que Uespace Z est p-bon (cette terminologie est
rappelée en 1.14.1.3). On note ¢ : Z — Y la restriction de & Z = % X Z, F la fibre homo-
topique de ¢, et & : Z —~hom(BV, Y; S) ladjointe de v. Alors :

a) & induit une équivalence d’homotopie F —hom,,(BV, Y; S);

b) Pespace hom ,(BV,Y; S) est p-complet; '

¢) @ est une équivalence d’homotopie aprés p-complétion (en fait, compte tenu de a) et b), & doit
étre considérée comme une p-complétion fibre & fibre de ¢).

Démonstration. — Puisque Y est fibrant, I’application d’évaluation au point base
hom(BV,Y) — Y est une fibration. Puisque Y est 1-connexe, les applications

7o hom ,(BV, Y) — =, hom(BV, Y)
et 7o hom ,(BV, Y; S) — ny hom(BV, Y; §)

sont des bijections. Or d’apres 3.1.3 et ’argument de la démonstration de 3.1.4, ’appli-
cation évidente 7, hom(BV,Y;S) — S est aussi une bijection. On peut donc supposer
S réduit 2 un point : S ={¢}; dans ce cas les espaces Z, F, hom(BV, Y; ¢),
hom ,(BV, Y; ¢) sont connexes et non vides. On peut supposer également que ¢ est une
fibration dont F est la fibre. La démonstration est alors essentiellement une chasse
aux références dans [BK1] :

— D’aprés le « mod-R fibre lemma » ([BKI1], II, 5.1) I’équivalence d’homotopie
Z >hom(BV, ¥; o) de 3.3.2 induit une équivalence d’homotopie F- hom ,(BV, Y; ).

— Par Pargument de carré arithmétique déja utilisé en 3.1.4, I’application natu-
relle hom ,(BV, Y; ¢) —hom,,(BV, ¥; ¢) est une équivalence d’homotopie.

— Toujours d’aprés le « mod-R fibre lemma » I’espace F est p-bon.

— Drapres [BK1], I, 5.2, ’espace F est p-complet.

— Enfin il résulte encore du « mod-R fibre lemma » que la p-complétée de & est
une équivalence d’homotopie.

3.3.4. Exemple : une forme de la conjecture de Sullivan.

Comme ci-dessus on note hom ,( , ) la version pointé des espaces fonctionnels.
On rappelle que l'on dit qu’un A-module M est localement fini si pour tout élément x
de M le sous-A-module Ax est fini.

Théoréme 3.3.4.1. — Soit Y un espace pointé dont la cohomologie modulo p est de dimension
finie en chaque degré et localement finie comme A-module. Alors Uespace fonctionnel hom ,(BZ/p, )
est contractile.



SUR LES ESPACES FONCTIONNELS 197

Démonstration. — On applique le théoréme 3.3.1. On prend pour Z I’espace Y
lui-méme et pour « la projection (BZ[p) X Y — Y. La proposition 2.2.4 implique
bien que I’application TH*Y — H*Y, adjointe de «*, est un isomorphisme.

Commentaires. — 1) Le théoréme 3.3.4.1 ne suffit pas pour obtenir le fameux
théoréme de H. R. Miller [Mil] (conjecture de Sullivan dans le cas d’une action triviale) :

Théoréme 3.3.4.2. — Pour tout CW-complexe Y connexe de dimension finie Pespace fonc-
tionnel hom ,(BZ[p, Y) est faiblement contractile.

Et ceci, méme si I’on suppose ci-dessus que Y est un CW-complexe fini. En effet,
pour se débarrasser de la p-complétion qui apparait dans I’énoncé 3.3.4.1, on est amené
4 remplacer Y par son revétement universel dont la cohomologie modulo p n’est pas
en général de dimension finie en chaque degré. On montre cependant dans [LSc2]
que 3.3.4.1 admet une version « homologique » (on dit qu’'un A-module a droite M
est quast borné si, pour tout entier =, il existe un entier «(n) tel que ’application de struc-
ture M, , ,® A? > M, est nulle pour ¢ > «(n); en particulier un A-module a droite
de dimension finie en chaque degré est quasi borné si et seulement si son dual est loca-
lement fini) :

Théoréme 3.3.4.3. — Soit Y un espace pointé dont I’homologie modulo p est quast bornée
comme A-module & droite. Alors Pespace hom,,(BZ/p, ¥) est contractile.

La méthode de démonstration de ce théoréme est celle utilisée par Miller dans [Mil].
Elle revient en fin de compte 4 montrer que si M est une A-coalgébre instable quasi
bornée comme A-module a droite, alors hom,.(H, V, Rés* M) est une résolution colibre
de M. On utilise notamment les points suivants :

— Les foncteurs dérivés a droite du foncteur primitif P: ., — ¥, (notation
de 1.7.6) sont a valeurs quasi bornées quand I’argument est quasi borné.
— Le foncteur R hom,, (H, V, —) s’annule sur les quasi-bornés (voir 2.6).

2) Les théorémes 3.3.1 ou 3.3.2 fournissent aussi une démonstration de la forme
générale de la conjecture de Sullivan (voir [Lal], 7.2.5). Pour une analyse détaillée
du probléme des points fixes homotopiques de I’action d’un p-groupe abélien élémentaire
voir le chapitre suivant.

3) On montre dans [LScl] que le théoréme 3.3.4.1 admet une réciproque.
Voici maintenant une généralisation de ce type de réciproque.

3.4. Réciproques des théorémes 3.3.1 et 3.3.2

Dans le cas V = 0, le théoréme 3.3.1 dit simplement (avec des restrictions de
finitude inutiles !) qu’une application Z — Y qui induit un isomorphisme en homologie
modulo p induit une équivalence d’homotopie Z — ¥. Cet énoncé admet une réciproque



198 JEAN LANNES

([BK1], I, 5.1) et ’objet de ce paragraphe est de montrer qu’il en est de méme pour
les théorémes 3.3.1 et 3.3.2.

Fixons pour commencer un peu de terminologie. Soit # un entier; rappelons que
P’on dit qu’une application entre deux espaces X et Y est n-connexe si pour tout choix
d’un point base dans X I’application induite =, X — =, Y est un isomorphisme pour ¢ <
et un épimorphisme pour ¢ = n. On dira de méme qu’un homomorphisme de A-algebres
instables f: M — N est n-connexe si f: M* — N* est un isomorphisme pour ¢< n et un
monomorphisme pour ¢ = n.

Théoréme 3.4.1. — Sotent Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et S un sous-ensemble fermé de Hom,, (H* Y, H* V) ; soient Z un espace et « une
application BV X Z — Y telle que I'image de Iapplication =y Z — Hom,(H* Y, H* V) induite
par o est contenue dans S. On suppose en outre que Pune des deux hypothéses suivantes est vérifice :
a) H*Z est de dimension finie en chaque degré;

b) Ty(H*Y;S) est de dimension finie en chaque degré.

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L’homomorphisme de A-algébres instables T(H* Y; S) — H* Z induit par o est un iso-
morphisme;
(ii) Lapplication Z —hom(BV, ¥;S) induite par w est une équivalence d’homotopie.

Plus précisément, soit n un entier, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i-n) L’homomorphisme de A-algébres instables T(H* Y; S) — H* Z induit par o est n-connexe;
(ii-n) L’application 2 — hom(BV, ¥; S) induite par w est n-connexe.

La version 5) de ce théoréme répond & une commande de W. G. Dwyer (& savoir
Pimplication (iii) = (i) de la version 5) de la proposition 3.4.4).

Démonstration de la version a) du théoréme 3.4.1.

On pose M = Ty (H*Y; S), N = H*Z, et I’on note f: M — N ’homomorphisme
de A-algébres instables induit par o.

Démonstration de Iéquivalence (i-0) <> (ii-0).

Cette équivalence est conséquence du théoréme 3.1.1. La condition (i-0) équivaut
a la surjectivité de l’application Spec(f?) : Spec(N°) — Spec(M?®) (voir 1.8.1) qui
s’identifie & ’application ny Z — S induite par w. Cette application n, Z — S s’identifie &
son tour, d’aprés 3.1.1 (et 1.5.2),  ’application my Z — 7, hom(BV, ¥'; S) induite par .

On observera que si (i-0) (ou (ii-0)) est vérifiée S est forcément fini.

Démonstration de Iéquivalence (i-n) <> (ii-n) pour n > 1.

L’argument précédent montre également que les deux conditions suivantes sont
équivalentes :
(i-1/2) f° est un isomorphisme;
(ii-1/2) Papplication my Z — m, hom(BV, ¥; S) est bijective.
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Aussi peut-on supposer, comme dans la démonstration de 3.2.2, que Z est connexe
non vide et S réduit 2 un élément que I’on note ¢.
~On reprend I’application cosimpliciale considérée dans cette démonstration,
' :Rés*Z —hom(BV, Rés°Y; ¢), pointée par le choix d’un point base dans Z.
Rappelons que 1’application Z —hom(BV, ¥; ¢) dont il est question dans la condi-
tion (ii-n) est obtenue en appliquant le foncteur Tot & «°. On considére donc la fibre
homotopique de Tot w*. Celle-ci a le type d’homotopie de I’espace total, Tot I''(w"*),
de Despace cosimplicial I"(w) dont la description est détaillée dans I’appendice C
(dtr & M. Zisman) de telle sorte que la condition (ii-z) peut se reformuler ainsi :

(11-n-bis) Pespace Tot I''(»®) est (n-1)-connexe.

Ici nous avons un diagramme
(o) —Rés*Z S hom(BV, Rés*Y; o)

dans la catégorie, disons %, suivante. Les objets de € sont les espaces cosimpliciaux
pointés X* tels que :

— X* est un F -espace vectoriel simplicial connexe (un F -espace affine pointé n’est
rien d’autre qu’un F -espace vectoriel!);

— les applications d*, s : X — X"+ 3 D’exception de d° sont linéaires.

Rappelons qu’un tel X* est fibrant ([BK1], X, 4.9). Les morphismes de ¥
sont les applications cosimpliciales linéaires en chaque codegré. Sur € le foncteur
X nr'n, X,s>0,t>0, est 2 valeurs dans la catégorie des F -espaces vectoriels
si bien que les suites exactes de C.4 sont en fait dans tous les cas des suites exactes de
F -espaces vectoriels que nous allons expliciter.

Comme nous ’avons déja dit, =’ w,(«") s’identifie a I’application

n'm, Rés"H, Z - =’ =, hom, (H, V, Rés"H, Y; o,),

puis, par dualité (voir 1.13.3 et 1.13.5), a ’application
| wtm, Rés . H' Z - n* =, Ty(Rés. H' Y; 0)
qui, composée avec I’isomorphisme
m'w, Ty(Rés . H* Y; 9) - n* m, Rés, T (H* Y; o)

donné par 2.5.2 (voir le début de la démonstration de 2.5.3.3), devient I’application
o w Rés, (f) i n'm, Rés.N > n* mr, Rés . ML

En fin de compte, nous pouvons identifier =n° x,(0’) & =’ x, Rés. (f), ou encore
a lapplication =*x, Rés,, (f): =* =, Rés,, N — =n* =, Rés,,, M, que nous noterons
comme dans ’appendice A, E*!(f): E*¢(N) — E*{(M).
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La proposition C.4 donne donc, pour tout s> 0 et ¢t> 0, la suite exacte de
F-espaces vectoriels suivante :

(E) 0 — coker E*— % t(f) —n'n, () — ker E* ‘(f) -0

(en convenant que coker E~1( f) est nul).
Démonstration de Pimplication (i-n) = (ii-n) pour n > 1.

On utilise 'implication (i) = (ii) de la proposition A.1.1 de ’appendice A, les
suites exactes (E), et le « connectivity lemma » de [BK1] (X, 7.3) : si f est #-connexe,
7° 7, I (w®) est trivial pour 0< ¢ —s<n — 1, et Tot I'(w") est (n-1)-connexe.

Démonstration de U'implication (ii-n) = (i-n) pour n > 1.

On procede par récurrence sur n. On utilise 'implication (iii) = (i) de la propo-
sition A.1.1, les suites exactes (E), et le lemme 3.4.2 ci-dessous que I’on peut extraire
facilement de [BKI1].

Le cas n = 1. On applique 3.4.2 a D’espace cosimplicial hom(BV, Rés*Y; o).
Si ’application 7, Z — =r; hom(BV, ¥; ¢) est surjective, il en est de méme pour ’appli-
cation E»!(N) — E*»!(M).

L’induction de n @ n + 1. Si (i-n) est vérifiée et non (i-z + 1), alors =n°* =, I(*) = 0
pour t —s< n — 1 et 'un des deux groupes n° x, I'(»") ou n'=w,,, ["(w»") est non
trivial. Dans ce cas w, Tot I''(w") est non trivial d’aprés 3.4.2.

Lemme 3.4.2. — Soit X* un espace cosimplicial pointé fibrant. Soit n > 1 un entier. On
suppose w° w, X* trivial pour t — s< n — 1. Alors I’homomorphisme naturel de =, Tot X*
dans =° =, X* est surjectif ainsi que celur défini sur son noyau et @ valeurs dans = =, , X°.

Démonstration. — Puisque la suite spectrale d’homotopie de X" vérifie E&*+ " =E%** "
pour 7> s, on a, d’aprés le lemme 5.4 du chap. IX de [BKI1], ¢%" ~ E%" = E>* et
eh*tlx ELrtl = EL**! (notations de [BK1], IX, 5.3).

Démonstration de la version b) du théoréme 3.4.1.

Cette démonstration n’est qu’une variante de celle de la version a).

On pose M = (T (H*Y; S)),, N= H, Z, et’on note f : N - M ’homomorphisme
de A-coalgebres instables induit par w. Cette fois on dira que f est n-connexe si f: N, - M,
est un isomorphisme pour ¢< n et un épimorphisme pour ¢ = n. L’hypothése &) fait
que la condition (i-n) est équivalente a la suivante :

(i-n), ’homomorphisme de A-coalgébres instables f est n-connexe.

On proceéde ensuite comme précédemment :

— On se raméne au cas ou Z est connexe non vide et S réduit 2 un point, que ’on
note encore ¢ (observer que ’hypothése 4) implique S fini).

— L’application =°x,(0") s’identifie alors a =’ T, Rés*(f). En effet Papplica-
tion w* , Ré¢s*H, Z > n* =, hom, (H,V, Rés"H, Y; ¢) est la composée de =’ =, Rese )
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et de Papplication naturelle n* =, Rés*M — =n* =, hom, (H, V,Ré°H, Y; @) qui est
un isomorphisme d’aprés 2.5.3.2 b).

— On achéve en remplagant la proposition A.1.1 qui intervient dans la démons-
tration de la version a) par son analogue « homologique ».

Observons maintenant que 1’on peut, dans 1’énoncé 3.4.1, prendre pour Z
I’espace hom(BV, Y; S) lui-méme et pour  IP’application d’évaluation pourvu que
H*hom(BV,Y;S) ou Ty(H*Y;S) soit de dimension finie en chaque degré :

Corollaire 3.4.3. — Soient Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et S un sous-ensemble fermé de Hom,,(H* Y, H* V). Si Pune des deux hypothéses :
a) H* hom(BV, Y; S) de dimension finie en chaque degré,

b) Ty(H*Y;S) de dimension finie en chaque degré,

est vérifiée, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Papplication k,: Ty(H*Y;S) - H* hom(BV, Y; S) est un isomorphisme de A-algébres
instables;

(ii) Papplication naturelle (hom(BV,Y;S))~ — hom(BV, ¥; S) est une équivalence d’homotopie.

(On observera que, si &) est vérifiée, le sous-ensemble S est en fait fini, et qu’il
en est de méme si a) et (i) ou (i) sont vérifiées.)

Si I’on suppose Y fibrant et p-complet on peut encore reformuler ’énoncé ci-dessus
en tenant compte du lemme 1.14.1.3 :

Proposition 3.4.4. — Soient Y un espace fibrant p-complet dont la cohomologie modulo p
est de dimension finie en chaque degré et S un sous-ensemble fermé de Hom, (H* Y, H* V). $i
Pune des deux hypothéses :

a) H hom(BV, Y; S) de dimension finie en chaque degré,
b) Ty(H*Y;S) de dimension finie en chaque degré,
est vérifiée, les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Papplication h,: Ty(H*Y;S) -~ H* hom(BV, Y; S) est un isomorphisme de A-algébres
instables;
(ii) Pespace hom(BV, Y; S) est p-complet;
(iii) Pespace hom(BV,Y; S) est p-bon.

Voici une application de la version a) de cette proposition.

On dira qu’un espace Y est p-m,-fini s’il posséde les propriétés suivantes :
— my Y est fini;
et pour tout choix du point base,

— n, Y, n> 1, est un p-groupe fini;
— il existe un entier ¢ tel que =, Y soit trivial pour n > gq.
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Quelques observations sur les espaces p-r,-finis :

(O.1) L’homologie modulo p d’un espace p-r,-fini est de dimension finie en chaque
degré. -

(O.2) Un espace connexe Y qui est p-w,-fini est forcément nilpotent (un p-groupe
fini agit toujours de fagon nilpotente sur un autre p-groupe fini). Il existe donc une suite
finie de fibrations principales, Y, >Y,_;, 0<s< 7, de fibre K(Z/p,m,) (m,> 1),
Y_, étant un point et Y, ayant le type d’homotopie faible de Y. Il est manifeste que
cette propriété caractérise les espaces connexes p-w,-finis. Elle implique :

(O.3) Soient X est un espace avec H, X de dimension finie en chaque degré et
Y un espace fibrant p-=,-fini; alors I’espace fonctionnel hom(X,Y) est aussi p-x,-fini
(et fibrant).

(O.4) Un espace p-w,-fini est p-complet (voir [BK1], III, 5.4 (i)).

Proposition 3.4.5. — Pour tout espace fibrant p-m.-fini Y, application
h,: T¢H'Y - H hom(BV,Y)

est un isomorphisme.

Démonstration. — On applique la version a) de 3.4.4. Les hypothéses de finitude
sont satisfaites d’apreés (O.1) et (O.3). La condition (ii) est vérifiée a cause de (O.3)
et (0.4).

Exemples.

Soit G un p-groupe fini. Alors ’espace BG est p-x,-fini et ’on peut appliquer la
proposition 3.4.5 : l’application #,: Ty H* BG -~ H'hom(BV, BG) est un isomor-
phisme. Or il est facile d’expliciter dans ce cas ’espace hom(BV, BG). Soitp: V -G
un homomorphisme. Soit G, le centralisateur dans G de p(V); ’homomorphisme
V X G, -G, (v,8) —e(v) g induit une application BV X BG, —BG ou encore
BG, - hom(BV, BG). L’espace hom(BV, BG) s’identifie a la réunion disjointe des BG,,
p décrivant un syst¢tme de représentants de Rep(V, G) dans Hom(V, G) (ce que nous
écrirons abusivement p € Rep(V, G), la notation Rep est introduite en 3.1.5). Plus
conceptuellement : hom(BV, BG) est le classifiant du groupoide des foncteurs de #V
dans #G, #n désignant, pour tout groupe discret =, la catégorie avec un seul objet
dont le monoide des endomorphismes est =. Nous avons donc obtenu :

Proposition 3.4.6. — Pour tout p-groupe fini G Papplication naturelle
. TyH'BG >1II, g0y H BG,

est un isomorphisme.

Comme Ty, préserve les limites inverses finies, on peut étendre ce résultat a tout
groupe fini par la méthode décrite dans les remarques de la fimr de 3.1.5.
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En fait, on montre dans [La2], par les méthodes de [Qui2], que la proposition 3.4.6
s’étend a deux classes de groupes qui généralisent celle des groupes finis :

1) La classe des groupes de Lie compacts;

2) La classe des groupes discrets G qui possédent un sous-groupe G’ d’indice fini dont
la dimension cohomologique mod. p est finie (i.e. il existe un entier z tel que
H%G’; M) = 0 i ¢ > n pour tout F,[G']-module M; en d’autres termes la dimension
cohomologique mod. p de G est virtuellement finie).

Si 'on suppose en outre que H*(G’; F,) est fini, alors H* hom(BV, BG) est de
dimension finie en chaque degré et I'on obtient cette fois une illustration de I'impli-
cation (i) = (ii) de 3.4.3 (version @)) : ’application naturelle

(hom(BV, BG))” -~ hom(BV, (BG)7)

est une équivalence d’homotopie. Cet exemple est relié au probléme de descente en
K-théorie algébrique [Ca2] (pour plus de détails voir [La2]).

3.5. Interprétation de Ty H*Y sous la seule hypothése
que H*Y est de dimension finie en chaque degré
(d’aprés E. Dror et J. H. Smith)

On reprend le point 1.5.4. Il est clair que ¥ est aussi la limite inverse des espaces
P?Tot, Rés*Y, ou encore des espaces P* Tot, Rés* Y, P? désignant comme en 1.13.4.3
la g-troncature de Postnikov (il s’agit toujours de limites inverses de tours de fibrations,
indexée par N X N pour la premiére, par N pour la seconde).

Supposons maintenant H* Y de dimension finie en chaque degré. Dans ce cas on
peut appliquer la proposition 3.4.5 aux espaces P?Tot, Rés*Y qui sont p-w -finis :
les applications &, : Ty H*P?Tot,Rés*Y — H* hom(BV, P?Tot, Rés*Y) sont des
isomorphismes. Or :

— pour tout espace Y ’application naturelle
colim, .y H* P* Tot, Rés* Y = colim, .y H* Tot, Rés"Y -~ H"Y

est un isomorphisme [Dr];
— le foncteur Ty préserve les limites inductives.

On obtient donc, en passant a la limite inductive, le résultat suivant, dit 2 E. Dror
et J. H. Smith [DS], qui fait apparaitre Ty H*Y comme une sorte de cohomologie
modulo p continue de I’espace fonctionnel hom(BV, Y) :

Théoréme 3.5. — Pour tout espace Y dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré, Papplication k,: T, H*Y — H* hom(BV, ¥) se factorise par un isomorphisme
naturel :

Ty H'Y = colim, .y H* hom(BV, P* Tot, Rés"Y).
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Commentaires. — 1) Le théoréme 3.5 peut étre vu comme une généralisa-
tion du théoréme 3.1.1. En effet les n, des deux A-algebres instables Ty H*Y et
colim, . y H* hom(BV, P* Tot, Rés*Y) (voir 1.8.3) sont respectivement les ensembles
profinis Hom,(H*Y, H* BV) et lim,x[BV, P* Tot, Rés* Y] et ce dernier s’identifie
a [BV, Y] (voir 1.5.4).

2) Dror et Smith montrent dans [DS] que le théoréme 3.5 et le lemme 9.3
de [Bou2] impliquent le théoréme 3.2.1.

3) La démonstration que nous avons donnée de 3.5 utilise 3.1.1. Par contre
celle de Dror et Smith en est indépendante; leur méthode est d’appliquer le foncteur Ty
a la suite spectrale d’Eilenberg-Moore d’une fibration (cette suite spectrale peut en fait
fournir des informations sur le w, de la fibre en fonction de la cohomologie modulo p
de la base et de I’espace total!). Il est & noter d’ailleurs que les démonstrations des théo-
rémes de convergence de [Bou2] se font par récurrence en utilisant également les résultats
de Dwyer sur la convergence forte de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore [Dw].

4) Comme me ’a fait remarquer F. Morel, on peut, dans la version cohomologique
du théoréme 3.1.1, supprimer I’hypothése de finitude sur H*Y si 'on remplace la
p-complétion de Bousfield-Kan par celle de Sullivan, en passant a la limite sur les

espaces p-m,-finis (tout au moins si Y est 1-connexe). Ce point de vue est systématisé
dans [Mo]. ‘



Chapitre 4

SUR L’ESPACE DES POINTS FIXES HOMOTOPIQUES
D’UNE ACTION D’UN p-GROUPE ABELIEN ELEMENTAIRE

L’objet de ce chapitre est de traduire les énoncés du chapitre précédent concernant
les espaces fonctionnels dont la source est le classifiant d’un p-groupe abélien élémentaire
en énoncés concernant les espaces de points fixes homotopiques d’une action d’un tel
groupe. Le lecteur pourra trouver un historique de cette question dans [Mi2]. |

4.1. Définition de Pespace des points fixes homotopiques

Soit S un ensemble, le foncteur A® — &ns, [n] — Homy, ([7], S), est un ensemble
simplicial que I’on note ES. Rappelons que I’ensemble simplicial ES est contractile.
Si 7 est un groupe (discret), En est muni d’une action libre de = dont le quotient, noté Br,
est un classifiant de =.

Soit X un espace muni d’une action de m. On peut voir X comme un foncteur
de #r dans &, #r désignant la catégorie avec un seul objet dont le monoide des endo-
morphismes est w, et considérer les diverses limites de ce foncteur (pour la définition des
limites et colimites homotopiques voir [BK1]) :

— le quotient de X par I’action de =, noté X/x :
X/m = colimg, X;
— le quotient homotopique, noté X, :
X, = hocolimg, X = (Ex X X)/x;
— D’espace des points fixes, noté X" :
X" = limg, X;
et enfin
— Despace des points fixes homotopiques, noté X' :
X" = holimg, X = hom, (Ex, X),
hom_(Ern, X) désignant 1’espace fonctionnel des applications w-équivariantes de Em
dans X (en particulier, si ’action de = sur X est triviale, X"™ n’est rien d’autre que I’espace

fonctionnel ordinaire hom(Br, X). On notera que la projection de Ex sur le point
(qui est m-équivariante!) induit une inclusion de X™ dans X™.
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La théorie élémentaire des revétements montre que ’espace X' est la fibre en
I'identité (vue comme un O-simplexe de hom (B, Brr)) de 'application

¢ : hom(Br, X, ) — hom(Br, Br)

induite par l’application naturelle X, — Bn; en d’autres termes X" est I’espace des
sections de X, — Br. Cette relation entre les espaces X et hom(Br, X,.), qui sera
précisée en 4.2, montre que I’étude des points fixes homotopiques d’une action quel-
conque peut se ramener a celle des points fixes homotopiques d’une action triviale.

Si nous notons n-& la catégorie des espaces munis d’une action de © et F[Br la catégorie
des espaces au-dessus de Br, la définition et ’observation ci-dessus se traduisent par les

bijections fonctorielles suivantes :
Homy(Z, X*) ~ Hom, 4(Ex X Z, X) = Homg,p.(Br X Z, X;,)

(Z désignant un objet de & et X un objet de =-&).

Nous nous intéressons par la suite au cas o = est un p-groupe abélien élémentaire.
Le cas essentiel est en fait celui d’un groupe cyclique d’ordre p. Signalons que ce cas
particulier peut permettre la détermination par récurrence du type d’homotopie de
I’espace des points fixes homotopiques de ’action d’un p-groupe fini [Mi2] [DZ].

4.2, Rélation entre I’espace des points fixes homotopiques X'~
et Pespace fonctionnel hom(Bx, X,;)

Soit V un p-groupe abélien élémentaire. A présent, puisque V est abélien, BV est
un groupe abélien simplicial et le produit BV X BV — BV induit une action de BV
sur Iespace fonctionnel hom(BV, Y) pour tout espace Y. Voici une interprétation de
cette action :

— Pour tout espace B, hom (B, B) est un monoide simplicial qui opére par compo-
sition a la source sur I’espace fonctionnel hom(B, Y).

— Dans le cas B = BV, hom(BV, BV) s’identifie comme monoide simplicial au
produit BV x ¢, Hom(V, V) (¢, Hom(V, V) désigne le monoide simplicial constant
Hom(V, V)).

— En particulier la composante connexe de I’identité dans hom(BV, BV), que
nous notons hom,(BV, BV), s’identifie comme monoide simplicial 2 BV (remarquons
au passage que ceci montre que hom,,(BV, BV) est en fait un groupe abélien simplicial,
pour une généralisation voir [Ma] proposition 25.3); cette derniére identification est
induite par I’application BV —hom(BV, BV), adjointe du produit BV X BV — BV.

— L’action de BV sur hom(BV, Y) s’identifie 4 celle de hom,(BV, BV).

Soit maintenant X un espace muni d’une action de V. Nous notons hom,,(BV, X, )
le sous-espace de hom(BV, X, ;) image réciproque de hom, (BV, BV) par I'applica-
tion ¢:hom(BV, X,,) >hom(BV,BV); hom, (BV, X,,) est stable sous I’action
de BV. D’aprés ce qui précede la restriction de ¢: hom,(BV, X,) - hom,,(BV, BV)
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s'identifie 2 une application BV-équivariante, toujours notée ¢ : hom,,(BV, X,;) — BV,
et ’espace des points fixes homotopiques X"V 2 la fibre ¢~*(0). On en déduit :

Proposition 4.2. — Lapplication BV-équivariante
BV x X"V —hom,,(BV, X,)

induite par Uinclusion X*¥ < hom ,(BV, X,y) et Paction de BV sur hom,,(BV, X,,) est
un homéomorphisme.

Afin de justifier le titre du paragraphe, indiquons pour terminer ce qui se passe
pour un groupe discret arbitraire ©. Le monoide simplicial hom ,(Br, Bw) est encore
un groupe simplicial et hom,,,(Bx, X,) est homéomorphe de la méme maniére au
produit hom,(Bx, Br) X X"*; hom,,(Br, Br) s’identifie en tant que groupe simplicial
a P'opposé du groupe simplicial quotient (Ex)/c, {, { désignant le centre de = et ¢, { le
groupe simplicial constant correspondant.

4.3. Comment, étant donné une action d’un p-groupe abélien élémentaire
sur un espace X, appliquer les résultats du chapitre 3
a Pétude de Pespace des points fixes homotopiques
de Paction induite sur le p-complété X ?

Soit & nouveau X un espace muni d’une action d’un p-groupe abélien élémentaire V.

4.3.1. La proposition 4.2 montre que la connaissance de I’espace hom(BV, X, )
implique celle de I’espace XY, or les résultats du chapitre 3 fournissent des méthodes
pour étudier le type d’homotopie de I'espace hom(BV, (X,y)”), aussi est-on amené
4 étudier au préalable celui de espace (X,y) " La encore, la réponse se trouve dans [BK1].

L’application naturelle v:EV x X — (EV x X)~ de 1.14.2 induit une appli-
cation naturelle (X),y — (X,y)~ que nous notons toujours v. ’

Proposition 4.3.1. — Soit X un espace muni d’une action d’un p-groupe abélien élémentaire V ;
alors Papplication naturelle v

(th) g (th)A

est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. — Cette proposition est une conséquence du « mod-R fibre lemma »
de [BK1] (II, 5.1).

Précisons un peu. On se convainc tout d’abord que ’on peut supposer X connexe
et fibrant (utiliser une « fibrantisation » fonctorielle). Cette derniére hypothése implique
que la projection X,y — BV est une fibration. On observe ensuite que la proposition
est vérifiée quand X est un point. En effet ’application v coincide dans ce cas avec I’appli-
cation 7 : BV — (BV)” introduite en 1.5.1 qui est une équivalence d’homotopie (plus
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généralement Iapplication 7n:Y — ¥ est une équivalence d’homotopie pour tout
F -espace vectoriel simplicial Y [BK1], II, 2. 7). On conclut enfin 4 I’aide du « mod-R fibre

lemma » qui montre que v induit une équivalence d’homotopie entre les fibres des fleches
verticales du diagramme suivant :

v

(X)hv — (Xuy)”

! l

BV —» (BV)"

(la condition de nilpotence qui apparait dans les hypothéses du « mod-R fibre lemma »
est ici automatiquement satisfaite puisque toute action de V sur un F -espace vectoriel
est nilpotente).

Remarque. — La proposition 4.3.1 est encore vérifiée si le groupe qui opére est

un p-groupe fini, mais elle ne I’est pas pour un groupe discret quelconque comme le
montre le cas particulier ot X est un point.

4.3.2. Soient Z un espace (sans action de V) et o : EV X Z — X une applica-
tion V-équivariante; o induit des applications :
— o, :Z - X" (la donnée de w, est équivalente a celle de w);

— wy: BV X Z - X, (0w, est une application d’espaces au-dessus de BV dont la
donnée est aussi équivalente a celle de w);

— w3:BV X (BV X Z) - X,y (w; est la composée de I’application
BV X (BV X Z) = (BV XBV) XZ BV x Z
induite par le produit de BV et de w,);
— w,: 2 > (X)* (w, est Padjointe de la composée de v:EV X Z — (EV x Z)" et
de o: (EV x Z)" - X);
— wg: (BV X Z)" > hem(BV, (X;y)"; S;), S, désignant le sous-ensemble de
Hom, (H* X,y, H* BV) image réciproque, par l’application évidente
Hom, (H* X,y, H* BV) - Hom,.(H* BV, H* BV),
de l'identité de H* BV (w; est déduite de w3, par le procédé décrit en 1.14.1.1).

On a tout fait pour que le diagramme suivant soit commutatif :

BV x 2 X% BV x (X)* % hom,,(BV, (X))
(4.3.2) I Jres
(BV x Z)" = hom(BV, (X,v)"; S1),

t, o désignant Papplication étudiée en 4.2 (X remplagant X) et t, 4 , 'application induite
par Papplication (X),y — (X,y)" considérée en 4.3.1.
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Comme i, est un homéomorphisme (proposition 4.2) et que v et t, 4, sont des
équivalences d’homotopie (proposition 4.3.1), ce diagramme permet de traduire les
énoncés du chapitre 3 concernant les espaces fonctionnels hom(BV, ¥) en énoncés
concernant les espaces de points fixes homotopiques (X)"". Cette traduction sera, pour
Pessentiel, faite en 4.9. En attendant, pour faire patienter le lecteur, nous en proposons
comme exemple le théoréme 4.3.3 ci-dessous. '

L’application @ (ou plutét wz) induit encore un homomorphisme de A-algebres
instables :

wp: Ty(H'(X,y); ;) — H'(BV x 2)

(wq est induite par P’adjointe de (wg)* : H*(X,y) ~H'V ®H*(BV X Z)).

Théoréme 4.3.8. — Soient X un V-espace, Z. un espace (que P’on munit de Iaction triviale
de V) et :EV X Z — X une application V-équivariante; on suppose que H* X et H* Z sont
de dimension finie en chaque degré. Si Papplication Ty(H*(X,y); S;) — H*(BV X Z) induite
par o est un isomorphisme, alors Uapplication Z. — (X)) induite par « est une équivalence d’homo-
topie. ’

Démonstration. — On applique le théoréme 3.3.2 & @, : si wg est un isomorphisme,
o, est une équivalence d’homotopie et le diagramme (4.3.2) montre qu’il en est de
méme pour w,.

L’un des objectifs de la suite de ce chapitre est de dégrossir quelque peu P’expres-
sion de g afin de peaufiner les énoncés du type 4.3.3.

4.4. Analogues « équivariants » des foncteurs T

On introduit dans ce paragraphe le formalisme algébrique qui est aux espaces
de points fixes homotopiques (—)*V ce qu’est le foncteur Ty aux espaces fonctionnels
hom(BV, —).

4.4.1. Analogues « équivariants » des catégories A et U.

Le foncteur H*: & - est remplacé par le foncteur Hy :V-& — H*' V\X,
Hy, désignant la cohomologie de Borel modulo p et H* V\A  la catégorie des A-algébres ins-
tables au-dessous de H* V = HY, (point) = H*(BV; F,). Rappelons que la cohomologie de
Borel modulo p d’un espace X muni d’une action de V est la cohomologie modulo
du quotient homotopique X, (qui est un espace'au-dessus de BV) :

Hy X = H'(X,y) = H' (X5 F,).
Rappelons également la définition de la catégorie K\A~ des A-algébres instables au-dessous
d’une A-algébre instable donnée K : un objet de K\ est un H-morphisme ¢: K - M
et un (K\¢')-morphisme de ¢ dans ¢': K — M’ est un H#-morphisme f: M — M’

tel que @' = fo o.
27
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La catégorie K\¥" poss¢de des sommes (coproduits) : soient M; et M, deux
A-algebres instables au-dessous de K, leur somme est le produit tensoriel M, ®¢ M,.

Il pourra étre profitable par la suite de voir ce produit tensoriel comme la colimite
dans & du diagramme

K
M, M.
On note K-#% la catégorie dont les objets sont les A-modules instables M munis d’une
structure de K-module définie par une application K® M — M qui est A-linéaire (on
dira qu’un tel M est un K-A-module instable). On observera qu’un tel M est forcément nul
si K est la A-algébre instable nulle. Le foncteur oubli K\~ — K-% généralise le foncteur

oubli " — %. La catégorie K-# posséde elle aussi un produit tensoriel : soient M;
et M, deux K-A-modules instables, alors M, ®¢ M, est encore un K-A-module instable.

4.4.2. Formalisme algébrique correspondant au passage de espace hom(BV, X,,) a
Pespace hom,(BV, X,y) et des espaces hom(BV, X,\) et hom,,,(BV, X, ) & lespace X V.

Fixons pour commencer quelques notations :

— ¢ est 'augmentation de H* V;

— ¢:H'V->H*"V®H*V est le coproduit induit par le produit de BV;
— ¢, : Ty H*V — F est adjointe de I'identit¢, H*V - H*V = H* V®F ;
— 8,: Ty H*V - H*V est I’adjointe de ¢; on a ¢; = €0 §;.

On note encore ¢, : (Ty H*V)* - F, la restriction de I’application ¢, ci-dessus
aux éléments de degré zéro; elle correspond, lorsque l'on identifie (Ty H*V)° et
(F,)HemV. V)3 Pévaluation en 1y, (F,)®™%' V)  F,. Continuons notre liste de notations :

— ¢, désigne 'idempotent de (Ty H* V)° correspondant par I'identification précédente
a la fonction caractéristique du singleton { 1y };
— F, (1) (resp. F,((1))) désigne F, vu comme un (Ty H* V)%module (resp. Ty H* V-
module) via &,;
— H* V(1) désigne H*V vu comme un Ty H* V-module via 3;.
Le foncteur Ly, : (Ty H* V)\o¥" — H* V\X'.
Le foncteur X — Ty(H*(X,y); S;) qui apparait dans ’énoncé 4.3.3 est le composé :
— du foncteur Hy : V- - H* V\X';
— du foncteur H* V\J¢" — (Ty H* V)\ X induit par le foncteur Ty :2% — X (que
I’on notera encore Ty);
— et du foncteur qui associe & une A-algébre instable M au-dessous de Ty H*V le
produit tensoriel

Fﬂ(l) ®(TVH‘ v)o M.
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On note L;) M ce produit tensoriel; L;, M est une A-algébre instable au-dessous
de L, Ty H* V qui s’identifie 2 H* V via 3,, si bien que L, apparait comme un fonc-
teur de (Ty H* V)\ ¢ vers H* V\¥. On peut, alternativement, définir L;, M par 'une
des formules suivantes :

LyM=H"V(l)®y g v M; LyM=¢M; Ly, M= M[e ']

(la troisi¢tme n’est 1a que pour montrer, comme veut le suggérer la notation, que L,
est bien une localisation!).

On a de méme un isomorphisme
H* hom,,,(BV, X,y) = L;, H hom(BV, X,)

compatible avec I'isomorphisme décrit ci-dessus :
Ty(H'(X,v)3 8y) = Ly Ty HYy X.

Précisons un peu. Considérons le diagramme commutatif suivant :

h,

T, H'V -2 H*hom(BV, BV)

! !

Ty H, X -2 H*hom(BV, X,).

Puisque la fleche horizontale supérieure est un isomorphisme (voir par exemple 1.11),
on peut voir la fleche horizontale inférieure comme un morphisme de la caté-
gorie (Ty H* V\X". Le (H* V\X')-morphisme Ty(H*(X,y); S;) — H* hom,,(BV, X,y)
s’identifie alors avec L, %, : L, Ty H*V — L, H hom(BV, BV).
Les foncteurs Fib : (Ty H* VI\X — X et fib: H* V\X" — K.
Puisque XV est la fibre en D’identité de I’application
¢ :hom(BV, X,,) - hom(BV, BV),
Pinclusion de X*¥ dans hom(BV, X,) induit un X#~morphisme
A:F ((1)) ®p g v H hom(BV, X,) — H* XY,

On est donc amené 4 introduire le foncteur Fib: (Ty H* V)\#" — ¢ qui associe a
toute A-algeébre instable M au-dessus de Ty H* V le produit tensoriel F,((1)) ®y, ge v M.
Ce foncteur se factorise en fibo L, fib: H* V\Z" — X" désignant le foncteur
M - F,®g.y M. Cette factorisation et la proposition 4.2 entrainent que A est un
isomorphisme.

Version « linéaire » des foncteurs L, Fib,,, et fib.

On définit par les mémes formules que précédemment les foncteurs

Ly (TyH'V)-% > H' V-2,  Fib: (TyH'V)-% - 2,
fib: H* V-% — 4. |

On a toujours la factorisation Fib = fibo L;,.
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*4.4.3. Définition et caractérisation du foncteur Fix.

~+ Soit K une A-algebre instable; de méme que le foncteur Ty : % — ¢ induit
un foncteur K\o#" — (Ty K)\ ', de méme le foncteur Ty: % —> % induit, compte
tenu de 2.4.3 et 2.4.4, un foncteur K-% — (T K)-%. Ces foncteurs induits seront
encore notés Tvy.
On note Fix : H* V-% — % le foncteur composé Fib o Ty. On a donc, pour tout
H* V-A-module instable M,

Fix M = F,((1)) ®pyme v Ty M,
ou encore, FixM =F, ®p v L, Ty M.

Soit N un A-module instable; alors le produit tensoriel sur F,,H VON, est
naturellement un H* V-A-module instable : Iapplication de structure

H'V®H*V®N) = (H*V®H*V)®N - H*V®N
est le produit tensoriel ¢ ® 1 du produit de H* V et de 'identité de N.

Proposition 4.4.3.1. — Le foncteur Fix : H* V-% — U est adjoint & gauche du fonc-
teur % -~ H*V-%, N—H*"VON. On_a donc pour tout H* V-A-module instable M et tout
A-module instable N :

Homg. v.,(M, H* V® N) = Hom,,(Fix M, N).

Démonstration. — Soit ¢ : H* V® M — M le #%-morphisme définissant la struc-
ture de H* V-module de M, Hompg.y4(M, H* V®N) est le sous-ensemble de
Hom, (M, H* V® N) formé des applications f qui font commuter le diagramme

H'VeM % H"V®(F ® N)

M H*V®N,

= désignant ’isomorphisme F,® N 2 N (que I’on doit considérer comme I’application
de structure du F -module N! ) et 1.f désignant le produit tensoriel contracté de I'iden-
tité 'de H* V, vue comme une application de H*V dans H* V®F,, et de f; tel qu’il
est déﬁm au début de la démonstration de 2.3.2. Ce sous-ensemble s’identifie par
adjoncuon au sous-ensemble de Homg(Ty M, N) formé des applications g qui font
commuter le diagramme ‘

T,H'VOT,M 2% F,oN

Tv l , l

T,M — % N,

d’ou le résultat.
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De méme que X"V est Pespace fonctionnel hom(BV, X), si X est un V-espace
trivial, de méme : ’

Proposition 4.4.3.2. — Soit M un A-module instable, .alors les A-modules wnstables
Fix(H* V® M) et Ty M sont naturellement isomorphes.

Démonstration. — Les ensembles
Hompy,(H* VOM, H*V®N) et Hom,(M,H* V®N)

sont naturellement en bijection.

4.5. Analogue algébrique de la proposition 4.2

Commengons par décrire ’analogue de I’action de BV sur les espaces hom(BV, Y).
Soit M un A-module instable, on note ky: Ty M — H*V® T, M I’adjointe de
la composition suivante :

M-2 H'VOT,M*% H'VOH'V)®T,M =H'V® (H*'V® T, M);

ky fait de Ty M un H* V-comodule (¢ fait de H* V une coalgébre coassociative cocom-
mutative et counitaire). Cette structure est compatible en un sens évident avec I’action
de BV sur les espaces hom(BV, Y). La coaction k est compatible avec les produits tenso-
riels de A-modules instables dans le sens suivant. Soient M; et M, deux A-modules
instables; on vérifie que le diagramme ci-dessous est commutatif :

Ky - Kya

To(M; ®M,) —="™ . H*V® Ty(M, ®M,)

My, Mxl ll ® iy, My

Ky @ M2

Ty M, ® Ty M, % H*V® (Ty M, ® Ty M,)

(K, - %y, €st le « produit tensoriel contracté » de ky, €t ky,, voir la démonstration
de 2.3.2).

Si M est une A-algebre instable, ky est un homomorphisme de A-algebres instables.

Soit maintenant M un H* V-A-module instable. Dans ce cas, Ty M est un T, H* V-
module, H*V® Ty Mestun (H*V® Ty H*V)-module, kge v : Ty H*'V - H*'V® T H*'V
est un homomorphisme d’anneaux, et il résulte de ce qui précéde que I’application
ky: TyM >H*V®T,; M est kg.y-linéaire. On considére alors le diagramme com-
mutatif suivant :

Kg* v

T,H'V ™ H'VeT,H'V

181 'll ® 81

HV Y, HVeH'V.

Ce diagramme montre que Ky induit une application L, Ty M - H*V®L, Ty M,
que lon note encore ky, et qui est {-linéaire (L, Ty M est un H*V-module,
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H*'V®L,;,, Ty M est un (H*V®H*V)-module, et ¢ :H*V -H*V®H*V est un
homomorphisme d’anneaux).

On considére enfin I’application, que ’on note ¥y :L,; Ty M - H* V®Fix M,
composée de Dapplication xy:Ly, Ty M ->H*V®L, Ty M et de Iapplication
H*'V®L, Ty M -~ H* V®Fix M, produit tensoriel de I’identité de H*V et du pas-
sage au quotient L, Ty M — Fix M; comme la composée (1®¢)o ¢ est I'identité
de H*V, Papplication k¥, est H* V-linéaire (H*V® Fix M est muni de sa structure
naturelle de H* V-A-module instable).

En utilisant la structure d’algébre de Hopf de H* V biassociative bicommutative
biunitaire avec conjugaison (I’analogue algébrique de la structure de groupe abélien
simplicial de BV), on obtient la proposition suivante qui est ’analogue algébrique de la
proposition 4.2 (et que ’on trouve aussi dans [DW]) :

Proposition 4.5. — L’application naturelle
Ky: L, TyM >H*'V®Fix M

est un isomorphisme de H* V-A-modules instables.

Précisons un peu. L’inverse de ¥y est induite par la composée des applications
suivantes :

— 1®Kx:H*'V®OL, T{M >H"V® (H*V® L, Ty M);

— 1®9y®1:H*VOH*'V®L,, TyM - H' VO H* V® L, Ty M, y désignant la con-
jugaison de I’algébre de Hopf H* V i.e. ’application induite par 'opposée de I’iden-
tité de V;

— ¢®1:(H*VOH'V)QL,, TyM -H*"V®L, Ty M, ¢ désignant le produit de
H*V;

— lapplication H* V® L,;, Ty M — L;, Ty M définissant la structure de H* V-module
de L, Ty M.

4.6. Propriétés du foncteur Fix

Elles sont essentiellement conséquence de celles du foncteur Ty .
4.6.1. Exactitude du foncteur Fix.

Théoréme 4.6.1.1. — Le foncteur Fix : H* V-% — U est exact.

Démonstration. — Puisque le foncteur L, o Ty:H*V-% - H*V-% est exact
comme composé de deux foncteurs exacts, il s’agit 12 d’un corollaire de la proposition 4. 5.

Etant donné que la catégorie # a assez d’injectifs (voir par exemple [LZ1]), le
théoréme 4.6.1.1 peut étre reformulé ainsi :

Théoréme 4.6.1.2. — Si I est un objet injectif de la catégone U, alors le produit tensoriel
H* V@1 est un objet injectif de la catégorie H* V-4. :
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En particulier H*V = H* V®F, est un objet injectif de la catégorie H* V-,
résultat dii originalement 2 H. R. Miller.

4.6.2. Foncteur Fix et produits tensoriels de H* V-A-modules instables.

Soient M, et M, deux H* V-A-modules instables; on définit comme en 2.2 une
application naturelle

tagy, ng, © FiX(M; ®gy M) — Fix M, ® Fix M,.
Le théoréme 2.4.3 implique le suivant (qui, au vu de 4.4.3.2, en est une générali-

sation) :

Théoréme 4.6.2.1. — Pour tous H* V-A-modules instables M, et M,, Papplication
naturelle

P u, © FIX(M; ® gy M) — Fix M; ® Fix M,

est un isomorphisme.
Compte tenu de 4.4.3.2 et 2.2.4, ce théoréme admet le corollaire suivant :

Corollaire 4.6.2.2. — Pour tout H* V-A-module instable M, et tout A-module instable M,,
Uapplication naturelle

Fix(M,; ® M,) — Fix M; ® Ty M,
est un isomorphisme. En particulier, si M, est localement fini, ’application naturelle
Fix(M; ® M,) — (Fix M;) ® M,

est un isomorphisme.

4.6.3. Foncteur Fix et A-algébres instables au-dessous de H* V.

Soit M une A-algébre instable au-dessous de H* V; alors Fix M posséde une struc-
ture naturelle de A-algébre instable compatible avec sa structure de A-module instable.
Au risque d’étre un peu lourd, précisons cela. Si I’on note encore Fix : H* V\X" — "
le composé des foncteurs Ty : H* VA" — (Ty H* VI\X~ et Fib: (Ty H* V\X — X,
alors le diagramme

H V\A = &
oublll loubll
H'V-2 2 9

est commutatif.

Soit N est une A-algebre instable, alors le produit tensoriel sur F,, H* VQN, est
naturellement une A-algébre instable au-dessous de H*V : le #~morphisme de H* V
dans H*V®N est le produit tensoriel 1®+%:H*V®F, - H* VAN de Iidentité
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de H*V et de l'unité de N. Cette structure est bien siir compatible avec la structure
de H* V-A-module instable considérée en 4.4.3. Voici la généralisation de 2.4.7 :

Théoréme 4.6.3.1. — Le foncteur Fix : H* V\X — A est Padjoint & gauche du fonc-
teur A —H*V\A, N> H*"VQN. On a donc, pour toute A-algébre instable M au-dessous
de H* V et toute A-algébre instable N,

Homg, v\ »(M, H* V®N) = Hom, (Fix M, N).
Démonstration. — Soit ¢ le A-morphisme structurel de H* V dans M, par définition

Homg. y\ (M, H* V®N) est le sous-ensemble de Hom,,- (M, H* V ® N) formé des appli-
cations f qui font commuter le diagramme

H'V —> H'VOF,
4 e
M s H'V®N.

Ce sous-ensemble s’identifie par adjonction au sous-ensemble de Hom,(Ty M, N) formé
des applications g qui font commuter le diagramme

T,H'V 2> F,
rea| [
M % N,
d’ou le résultat.
Remarque 4.6.3.2. — Soient M, et M, deux objets de H* V\X; puisque M, ®g. v M,

est la somme de M, et M, dans la catégorie H* V\ £, on a, compte tenu du théoréme
précédent, un isomorphisme naturel

Fix(M,; ®g. v M,) — Fix M, ® Fix M,.

Cet isomorphisme est bien compatible avec le théoréme 4.6.2.1.

Enengons pour terminer ce sous-paragraphe les variantes « non linéaires » des
énoncés 4.4.3.2 et 4.5 :

Proposition 4.6.3.3. — Soit M une A-algébre instable; alors les A-algébres instables
Fix(H* V® M) et Ty M sont naturellement isomorphes.

Proposition 4.6.3.4. — Soit M une A-algébre instable au-dessous de H* V ; alors Pappli-
cation naturelle

%Ly Ty M - H* VO Fix M

est un ‘isomorphisme de A-algébres instables au-dessous de H* V.
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4.6.4. Propriétés d’annulation du foncteur Fix.

On note ¢y I’élément de H* V défini de la fagon suivante :
— Pour p = 2,
cw= Il wu
sEHIV-{0}
— Pour p > 2,
oy = II Pu,

wEHLV-{0}

B:H'V — H?V désignant ’opération de Bockstein.

Proposition 4.6.4.1. — Soit M un H* V-A-module instable. Si le localisé M[cy?]
(c’est-a-dire le localisé du H* V-module sous-jacent & M par rapport & la partie multiplicativement
stable de H* V engendré par cy) est nul, alors il en est de méme pour Fix M.

Démonstration. — Soit N un A-module instable. Si M[cy!] est nul, alors il en est
de méme pour Hompg.y 4(M, H* V®N) et donc pour Homg (Fix M, N). En effet,
dans ce cas toute application H* V-linéaire de M dans H* VQN est nulle puisque
H* V® N s’injecte dans (H* V® N) [¢5'] & (H* V) [¢5 '] ® N (les structures de A-module
n’interviennent pas dans I’argument!).

Remarque 4.6.4.2. — On peut montrer que la proposition ci-dessus admet une
réciproque (plus subtile!). Nous comptons revenir sur ce point ultérieurement.
 En attendant voici un énoncé qui contient I’analogue d’une telle réciproque pour
les A-algebres instables au-dessous de H* V.

Proposition 4.6.4.3. — Soit ¢ : H*'V — K un homomorphisme de A-algébres instables
(K apparait donc comme une A-algébre instable au-dessous de H* V). Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) la A-algébre instable Fix K est non nulle;
(ii) 4l existe un homomorphisme de A-algébres instables p : K — H*'V tel que le composé ¢ o ¢
est Uidentité de H* V;
(iii) o est injectif;
(iv) o((cy)™) #+= O pour tout entier n.

~ Démonstration de Iéquivalence (i) <> (ii). — Rappelons qu’une A-algébre instable L
est non nulle si et seulement si ’ensemble Hom,,.(L, F,) est non vide. Or Hom,,(Fix(K), F )
s’identifie d’aprés 4.6.3.1 2 Homg, (K, H* V) (I'identité de H* V en fait une A-algebre
instable au-dessous de H* V), c’est-a-dire a I’ensemble des H#-sections de ¢.

Démonstration de Pimplication (iii) = (i). — On considére ¢ comme un (H* V\JY')-
morphisme. Le #~morphisme Fix(¢) : Fix(H* V) — Fix(K) s’identifie & I'unité de Fix(K)
28
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puisque le H-morphisme Fix(H*V) —F , adjoint de l'identit¢t H*V -~ H*VQ®F,,
est un isomorphisme (voir 4.6.3.3). La condition (i) est donc équivalente a la suivante :

(v) le #-morphisme Fix(¢p) est injectif.

Or on obtient le %-morphisme sous-jacent au J#~morphisme Fix(¢) en appliquant
le foncteur Fix : H* V-% — % au (H* V-%)-morphisme sous-jacent au (H* V\J¢")-mor-
phisme ¢, si bien que la condition (i) équivaut encore 2 :

(vi) le %-morphisme Fix(¢), ¢ étant considéré comme un (H*V-%)-morphisme, est
injectif.

Puisque le foncteur Fix : H* V-% — % est exact, cette condition est vérifiée si ¢
est injectif.

Remarque. — On pourrait également démontrer I’équivalence (ii) <> (iii) en uti-
lisant la « A-injectivité » de H* V [LZ2] [Lal].

Démonstration de équivalence (iii) <> (iv). — Cette équivalence est essentiellement
due a J.-P. Serre : le corollaire du § 2 de [Se] en est la « version paire » (au sens de 2.2.6).
Voir ’'appendice D pour une démonstration utilisant la caractérisation des A-modules
instables « nilpotents » donnée dans [LScl].

Remarque. — Soient M un H* V-A-module instable et PV la sous-A-algébre instable
de H*V librement engendrée comme F -algeébre graduée commutative par fH' V. Il
est bien connu que le résultat de Serre implique qu’un élément de M est de PV-torsion
si et seulement §’il est annulé par une puissance de ¢, (le radical de I’annulateur dans PV
d’un élément de M est stable par A, voir par exemple [LSt], § 4, proposition 3). Les deux
conditions suivantes sont donc équivalentes :
(i) M[eg'] est nul;
(i) M est de PV-torsion.

4.6.4.4. Le second résultat d’annulation que nous voulons énoncer n’est pas
a priori de méme nature que le précédent. Etant donné ’application que nous comptons
en faire, il est logique de supposer V = Z/p.

Proposition 4.6.4.4. — Soit M un H-A-module instable. Si, en tant que A-module, M
est localement fini, alors Fix M est nul.

Démonstration. — Elle se fait en trois points :

— Si M est localement fini en tant que A-module, alors P’application natu-
relle de A-modules instables my : TM — M, induite par I'unité de H, est un isomor-
phisme (2.2.4).

— Quand M est un H-A-module instable m, est mg-linéaire.

— Le produit tensoriel F ((1)) ®;5 M, M étant vu comme un TH-module via g,
est nul.



SUR LES ESPACES FONCTIONNELS 219

4.7. La théorie cohomologique équivariante HV*

Soient X un espace topologique muni d’une action de V et Y un sous-espace de X
stable par V; on pose

HY X = Fix H} X; HY(X,Y) = Fix H{y(X, Y).
Parce que le foncteur Fix est exact et commute au foncteur suspension
S:HV-% -H V-%

(on peut voir cette commutation comme une conséquence de 4.6.2.2), le foncteur H"*
est une théorie cohomologique équivariante a la Eilenberg-Steenrod. On observera
que HY* X coincide avec Ty H* X si I’action de V sur X est triviale (c’est une traduction
de 4.4.3.2). La théorie HY* poss¢de la propriété ci-dessous, que ’on peut considérer
comme la version algébrique de la conjecture de Sullivan « généralisée ». On note ¢
Pinclusion de XV dans X et 2: H"* X — H*(X") la composée de

H"*(i) : H* X - H™(X") = T, H*(X")
et de Tgagy, : Ty H'(XY) — H*(XY).

Proposition 4.7. — Lapplication naturelle k: HV* X — H* XV est un isomorphisme
st X est un V-CW-complexe de dimension finie.

Premiére démonstration. — On pose £*(X, Y) = H*(XY, YY) pour toute paire (X, Y)
de V-CW-complexes; le foncteur 4* est lui aussi une théorie cohomologique équivariante
a la Eilenberg-Steenrod et £ s’étend en une transformation naturelle de HV* dans 4*.
On note Sk* X le n-squelette de X, n désignant un entier positif ou nul; on convient
que Sk™! X est vide. On va montrer que & : HV*(Sk" X, Sk*~! X) — A*(Sk* X, Sk" ! X)
est un isomorphisme pour tout V-complexe X, il en résultera que % est un isomorphisme
si X est de dimension finie.

D’aprées la définition méme d’un V-GW-complexe, il existe des ensembles C, y, W
décrivant ’ensemble des sous-groupes de V, tels qu’on ait des isomorphismes de H* V-A-
modules instables :

H,(Sk” X, Sk*~1 X)

IR

Dw(Hy(D* x VW, 8* x V/W))mw
= Dy(Z" Hy(V/W))%w
=~ Dy(=" H* W)onw
soit, en fin de compte,
Hy(Sk" X, Sk* 1 X) = Dy T, w@H' W,
I', w désignant le A-module instable Z"(F)%n.w.
De plus, I’application H3(Sk" X, Sk"~* X) — H3(Sk™ XY, Sk"~* XV) induite par
Pinclusion i s’identifie a la projection sur le facteur d’indice V,
T, y®H'V > H'(Sk* XY, Sk* ' XV) @ H* V.



220 JEAN LANNES

Il vient :
H"*(Sk" X, Sk"~' X) = Fix(Dy T, w @ H* W)
~ @y Fix(T, w®H' W)
~ Oy T, w®Fix H' W,
d’apres 4.6.2.2. Or,
0 siW+V
F, i W=V

?

Fix H*W =

d’aprés 4.6.4.1 et 4.4.3.2. D’ou le résultat.

Deuxiéme démonstration. — Considérons ’application de H* V-A-modules instables
¢ : Hy X - Hy(XV). Compte tenu de 4.4.3.2 et 2.2.4, il s’agit de vérifier que Fix(i*)
est un isomorphisme. D’aprés le théoréme de localisation de [AS] [Bor] [Qui2], les
localisés (ker ¢*) [¢5'] et (cokeri*) [¢3'] sont nuls si X est de dimension finie. Le théo-
réme 4.6.1.1 et la proposition 4.6.4.1 montrent alors que Fix(:*) est un isomorphisme.

Troisiéme démonstration. — Cette démonstration n’est valable que lorsque V
est cyclique; elle est implicite dans [Lal]. Dans ce cas l’application naturelle
Hy (X, XY) - H*(X/V, XV) est un isomorphisme ce qui entraine que ker :* et coker i*
sont nuls en degré strictement supérieur a la dimension de X. On peut conclure alors
que Fix(z*) est un isomorphisme grice a la proposition 4.6.4.4.

Remarque. — Ce qui empéche la transformation naturelle Z d’étre un isomorphisme
pour tout X est que la théorie H"*, contrairement a la théorie /* (voir la premiére démons-
tration), n’est pas additive au sens de [Mil]. En effet, comme le foncteur T, ne commute
pas en général aux produits infinis, il n’y a aucune raison pour que I’application naturelle :

HY(II, X,) —II,(H™ X;)

soit un isomorphisme pour une famille arbitraire de V-CW-complexes X, .

4.8. Analogues équivariants des applications 4,: Ty H*Y - H* hom(BV, Y)
et ¢,: Ty H' Y > H* hom(BY, ¥)

On revient maintenant 2 la situation de 4.3.2. On considére donc un V-espace X,
un espace Z (que ’on munit de I’action triviale de V) et une application V-équivariante
o:EV X Z - X; la donnée de o est équivalente a celle d’une application d’espaces
au-dessus de BV, w,: BV X Z — Xy, ou encore a celle d’une application (ordinaire)
0, :Z - X,

On note w,: Hy X - H*V®H*Z I’homomorphisme de A-algébres instables
au-dessous de H* V induit en cohomologie par w, (on peut voir également w, comme
I’application H}(w)). On note enfin g : H"* X = Fix Hy X — H* Z ’homomorphisme
de A-algebres instables adjoint de w, (voir 4.6.3.1). Nous avons fait ce qu’il fallait
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dans les paragraphes précédents pour pouvoir identifier & présent l’application
wg: Ty(H'(X,y)5 S;) — H*(BV X Z) considérée en 4.3.2 au produit tensoriel

1®w,:H*VOH" X - H*' VR H* Z.

Si I’'on prend pour Z I’espace X"V et pour «, 'identité de X"V on obtient comme
application wg une application naturelle

hy: H* X — H*(X™)

qui généralise l’application naturelle %,: Ty H*'Y — H*hom(BV,Y). Ici encore
h,: H* X — H*(X"") se factorise & travers H*((X)"). Précisons un peu. La composée
de l’application e,: T (H*(X,y);S;) > H*hom(BV, (X,y)";S;) (voir 3.2) et de
Pisomorphisme H*hom(BV, (X,,)”;S;) = H* hom,,(BV, (X)ay) (voir 4.3.1) s’iden-
tifie au produit tensoriel de I'identité de H* V et d’une application que nous notons
encore

et H™ X — H'((X)™).

Comme en 1.12, ,: H™" X — H*(X") est la composée de ¢,: H"* X — H*((X)")

et de ’application H*((X)*¥) - H*(X"") induite par l’application naturelle (V-équiva-

riante) 7: X — X. ‘
Observons pour terminer que si ’'on prend pour Z I’espace XV et pour w, l’inclu-

sion de XV dans X", on obtient comme application w, l’application naturelle
k:H" X — H*(X") considérée en 4.7.

4.9. Sur le type d’homotopie et la cohomologie modulo p de Pespace (X)"'

Nous sommes maintenant en mesure d’effectuer les traductions « équivariantes »
des énoncés du chapitre 3. Voici par exemple les versions équivariantes (non « localisées »)
des énoncés 3.4.1, 3.4.3, et 3.2.2.

Soit X un espace muni d’une action du groupe V; on suppose H* X de dimension
finie en chaque degré. ’

Théoréme 4.9.1. — On se donne un espace Z et une application « :EV X Z — X,
V-équivariante, V opérant trivialement sur Z; on suppose H* Z ou HY* X de dimension finie en
chaque degré. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Lhomomorphisme de A-algébres instables HY* X — H* Z induit par  est un isomorphisme;
(ii) Papplication Z' — (X)™ induite par « est une équivalence d’homotopie.

Plus précisément, soit n un entier, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Phomomorphisme de A-algébres instables HY* X —~H*Z induit par « est n-connexe;
(ii) Papplication 2. — (X) induite par o est n-connexe.
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Corollaire 4.9.2. — Si H*(X™) ou HY* X est de dimension finie en chaque degré les deux
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) lapplication h,: HY* X — H*(X™) est un isomorphisme de A-algébres instables;
(ii) Papplication naturelle (X*V)™ — (X)*V est une équivalence d’homotopie.

Théoréme 4.9.3. — Si HY* X est de dimension finie en chaque degré et nulle en degré un,
alors Uapplication

e,: H* X — H*((X)*)
est un isomorphisme de A-algébres instables.

Signalons que la démonstration du théoréme 4.9.3 utilise en fait le théoréme 3.2.4.
En effet ’hypothése « HY* X nulle en degré un » implique seulement que les compo-
santes connexes de Ty(H*(X,y);S;) = H* V® H"* X sont libres en degré < 2.

4.10. La méthode de W. G. Dwyer, H. R. Miller et J. Neisendorfer [DMN]

L’objet de ce paragraphe est de décrire brievement la méthode qu’emploient
W. G. Dwyer, H. R. Miller et J. Neisendorfer pour étudier ’espace des points fixes
homotopiques d’une action d’un p-groupe abélien élémentaire.

Ces auteurs (en abrégé DMN) mettent en place une version relative du formalisme
de Bousfield-Kan dont nous avons traité au chapitre 1. La catégorie % est remplacée
par la catégorie &/B des espaces au-dessus de B. Soient X et Y deux espaces au-dessus
de B; lespace fonctionnel homy, 5(X,Y) est le foncteur (I’ensemble simplicial) A® — &ns,
[7] — Homg,5(X x A" Y); homy,5(X,Y) est caractérisé par la bijection

Homg,3(X X Z,Y) % Homy(Z, homy (X, Y)),

fonctorielle en ’espace Z (insistons sur le fait que homg (X, Y) est un objet de &
et non pas de &/B.) L’espace des points fixes homotopiques X" de I’action
d’un groupe w sur un espace X n’est donc rien d’autre que l’espace fonctionnel
homg,; (Br, X,.). En remplagant le foncteur & — &, Y — F [Y], par le foncteur
B > &[B, Y — B x F[Y], on définit comme au chapitre 1, pour tout objet Y
de /B, une résolution cosimpliciale canonique Résy,5°Y (il s’agit 1a d’un &/B-objet
cosimplicial). On pose
Yo = Tot Résy5°Y;

Y5, s est un espace au-dessus de B que DMN appellent le p-complété relatif de Y. Ils
montrent que cet espace (si B est fibrant et si Y — B est une fibration) est le produit
fibré homotopique de B et ¥ au-dessus de B. Ils en déduisent en particulier, toujours 2
'aide du « mod-R fibre lemma », que homg,z(BV, (X,y)gy) a fonctoriellement le
type d’homotopie de (X)*Y, pour tout V-espace X. L’espace

homg (X, Y5,5) = Tot homy (X, Résy3°Y)
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peut étre étudié par les méthodes du chapitre 1. Soient C une A-coalgébre instable et K,
M deux A-coalgebres instables au-dessus de C; on peut définir comme en 1.10.1 un
objet fonctionnel hom,, (K, N) caractérisé par la bijection

Hom, (K®N, M) = Homy (N, hom, (K, M)),

fonctorielle en la A-coalgéebre instable N (insistons a nouveau sur le fait que hom, (K, M)
est un objet de ¢, et non pas de J,/C). On peut définir de méme des objets fonction-
nels (-:-)p.q €t (-i-)p »- En particulier,

(M:H'V)gayg = FixM  (resp. (M : H* V)gu iy » = Fix M)

pour tout H* V-A-module instable M (resp. pour toute A-algebre instable M au-dessus
de H* V). On a, comme en 1.11 et 1.12, des applications naturelles :

k:H,homy;(X,Y) > hom, ; 5(H, X, H,Y)
he: (H'Y : H* X) /5 — H homy, 5(X, Y)
¢:H,homy (X, Yg5) > hom, ; 5(H, X, H, Y)
e.: (H'Y : H* X) pympe 5 > H homy, 5(X, Yz 5).

On vérifie que les applications naturelles &, : HY* X — H*(X") et¢,: HY* X — H*((X)*)
définies au § 4.8 s’identifient aux applications naturelles

h,: (H'(X,y) : H* BV)J('/H‘ gy — H* homy’/nv(BVs Xiv)
et ¢, : (H*(Xsy) : H BV) e gy — H homy, 5 (BV, (X,y) 2/8)

évoquées ci-dessus. Si bien que ’on peut obtenir les résultats du type de ceux de 4.9
en appliquant a P’espace cosimplicial homg, 5, (BV, Résy, gy * (X;y)) les raisonnements
faits au chapitre 3 pour I’espace cosimplicial hom(BV, Rés*Y), le foncteur Fix rempla-
cant le foncteur Ty.

4.11. La conjecture de Sullivan « généralisée »

Nous concluons ce chapitre et cet article en traitant de la conjecture de Sullivan
« généralisée ». Signalons que si ’on est exclusivement intéressé par la démonstration
de cette conjecture, alors la plupart des considérations développées depuis 4.3.3 ou
méme 3.3.1 sont superflues. En effet la démonstration donnée ci-dessous n’est qu’une
variante de celle de [Lal], ol I'on montre plus directement comment le théoré¢me 3.3.1
implique la forme générale de la conjecture de Sullivan. Signalons également les démons-
trations concurrentes dues respectivement a H. R. Miller, & G. Carlsson, et a W. Dwyer,
H. R. Miller et J. Neisendorfer. Nous avons déja parlé de la méthode des trois derniers
auteurs cités dans le paragraphe précédent. La démonstration originale de Miller peut
étre vue quant a elle comme une généralisation de sa démonstration de la conjecture



224 JEAN LANNES

de Sullivan dans le cas d’une action triviale [Mil], la suite spectrale évoquée en 4.10
prenant la place de celle de Bousfield-Kan. Enfin la démonstration de G. Carlsson utilise
Paffirmation de la conjecture de Segal [Ca3].

Soit X un espace topologique; on définit son p-complété, que I’on note encore X,
comme le p-complété de son ensemble simplicial singulier Sin X :

X = (Sin X)".

Théoréme 4.11 (Forme générale de la conjecture de Sullivan). — Soit X un Z[p-CW-
complexe fini. Alors I application naturelle

(X57)" > (R
est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. — On pose, pour alléger la notation, V = Z/p.

L’application (XY)" — (X)*¥ qui apparait dans 1’énoncé ci-dessus est induite
par linclusion de Sin(XY) = (Sin X)V dans (Sin X)*V. On applique le théoréme 4.9.1
en prenant pour o Papplication EV X (Sin X)¥ — Sin X adjointe de cette inclusion.
Comme il a déja été observé a la fin de 4.8, I’application HY* Sin X — H*(Sin X)V
induite par un tel o est ’application naturelle % : H'* Sin X — H*(Sin X)V introduite
en 4.7. Celle-ci, par définition méme de la cohomologie singuliére, s’identifie a 1’appli-
cation k2 : H* X — H*(X") qui, d’aprés la proposition 4.7, est bien un isomorphisme.

Remarque. — Compte tenu de la troisitme démonstration que nous avons donnée,
dans le cas V = Z/p, de la proposition 4.7, les seules propriétés du V-espace topologique X
que nous avons utilisées ci-dessus sont les suivantes : '

— la cohomologie singuliére modulo p des espaces topologiques X et XV est de dimension
finie en chaque degré;
— les A-modules H*(X") et Hy (X, XV) sont localement finis.

La conclusion du théoréme 4.11 reste donc valable sous ces seules hypothéses.



Appendice A

Un analogue pour les A-algébres instables
des théorémes de Hurewicz et Whitehead

Soient M une A-algébre instable connexe non nulle, et s > 0, £> 0, deux entiers.
On pose
E**(M) = n* m, Rés,, M = n* =, Rés, (M_)

(voir la fin de 1.9.1); E** est un foncteur contravariant & valeurs dans la catégorie
des F -espaces vectoriels. On a encore

E*'(M) = Exts. (M_, = F,)

(notation « duale » de celle de [BK2] [Mil]), Ext4 (—, I) désignant, pour tout objet
abélien I de A (voir 1.7.6), le s-itme dérivé a gauche du foncteur (non additif)
Hom, (—, I). Pour tout espace connexe pointé Y dont la cohomologie modulo p est
de dimension finie en chaque degré, { E*#f(H*Y)} est le terme E, de la suite spectrale
de Bousfield-Kan convergeant vers =, _, ¥ [BK2].

L’objet de cet appendice est de démontrer la proposition ci-dessous que 'on peut

voir comme un analogue pour les A-algébres instables des théorémes de Hurewicz et
Whitehead :

Proposition A.1.1. — Soient f: M — N un homomorphisme de A-algébres instables
connexes non nulles et n un entier. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(1) f est n-connexe (rappelons que cect signifie que f: M' — N* est un isomorphisme pour t < n
et un monomorphisme pour t = n);
(i) E=(f): E**(N) — E*!(M) est un isomorphisme pour t — s<<n et un épimorphisme
pour t — s = n;
(i) E»*(f): E%Y(N) — E»Y(M) est un isomorphisme pour t< n et un épimorphisme pour
t=n; EVI(f):EMYN) — EMY(M) est un monomorphisme pour t< n.
Cette proposition est également & rapprocher du « relative connectivity lemma »
de [BK1], I, 6.2.

Si I'on applique A.1.1 a "'augmentation M — F_ qui est 0-connexe on obtient en
particulier :

Corollaire A.1.2. — Soit M une A-algébre instable connexe non nulle; alors
E** (M) =0 pour t —s< 0.
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Au cours de la démonstration de A.1.1 il sera commode d’avoir a notre disposition
la notation suivante.

Notation. — Soit E = { E" }, .y un F -espace vectoriel gradué, on pose
|E| =inf{neN;E"+ 0}, || E|| =sup{reN;E*"+0}
(| E| et || E|| sont des éléments de NU { — oo, + 0 }).

A .2. Démonstration de Pimplication (i) = (ii) de la proposition A.1.1

La structure de A-algébre instable est une combinaison des structures de F,-algébre
graduée commutative et de A-module instable et nous allons adopter la stratégie employée
par Miller dans [Mil], § 2 : analyser E*‘( f) en « séparant les effets respectifs de ces
structures ».

A .2.1. Démonstration de implication (1) = (ii) de A. 1.1 sous I’hypothése que f est surjective.

On commence par supposer f surjective.
On doit considérer ’application de F -espaces vectoriels cosimpliciaux :
Hom, (Rés, f, =' F,) : Hom, (Rés,(N_), Z*F))
— Hom, (Rés,(M_), 2 F,)
(on confond f et f_), ou encore :
Hom,(Q Rés, f, 2 F,) : Hom,-(Q Rés, (N_), Z'F,)
— Hom,-(Q Rés,(M_), Z' F,)

(notations de 1.7.6). Le ¥~morphisme simplicial Q Rés, f: Q Rés,(M_) -~ Q Rés,(N_)
est un épimorphisme dont on note L, le noyau. Puisque le foncteur Q transforme les
objets libres de #_ en objets libres de ¥/, on observe que la ¥~suite exacte

0 —>L, > QRés,(M_) - QRés,(N_) >0

est scindée pour tout s, que L, est #~libre, et que la suite de F -espaces vectoriels cosim-
pliciaux
0 - Hom,(Q Rés, (N_), Z'F,) - Hom, (Q Rés,(M_), ' F))
- Hom,(L,, Z'F,) -0
est exacte.

Lemme A .2.1.1. — Soient f: M — N un homomorphisme de A-algébres instables connexes
non nulles et n un entier. On fait les hypothéses suivantes :
— f est surjective;
— f est bijective en degré < n.

Alors le ¥V-objet simplicial L, = ker(Q Rés, f: Q Rés, (M_) — Q Rés, (N_)) posséde
la propriété suivante : '

| =, L. |2 s+n+ 1.
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Démonstration. — Puisque Q Rés, f est un épimorphisme, il nous faut montrer
que 7, Q Rés, fest un isomorphisme pour ¢ — s < z et un monomorphisme pour ¢ — s = .
Compte tenu de la version duale du théoréme 2.5 (ii) de [Mil], il s’agit 13 d’une pro-
priété de I’homomorphisme de F -algébres graduées commutatives sous-jacent a f qui,
elle, est conséquence du lemme A.2.1.2 ci-dessous.

Notons .o/ la catégorie des F -algebres N-graduées commutatives (non nécessaire-
ment unitaires). Le foncteur oubli, noté 0 : &/ — &, admet un adjoi‘nt a gauche, noté S;
I’algebre SE correspondant 2 un F,-espace vectoriel N-gradué E est donnée par la formule

SE= @ (E®™) .

meEN-{0}
L’injection naturelle E — 0 SE est notée ng. La paire de foncteurs adjoints considérée
ci-dessus détermine une comonade qui permet d’associer 3 tout objet M de & une « réso-
lution simpliciale » que nous notons S, M. Notons @' :¥% — &, 0" :XH_ — A
les foncteurs oubli; le théoréme de [Mil] évoqué plus haut nous dit que les foncteurs
0 7, QRés, (—) et m, QS,0'(—) sont naturellement équivalents.

Lemme A.2.1.2. — Soient f: M — N un s/-morphisme et n un entier. On fait les hypo-
théses sutvantes :
— M et N sont connexes (i.e. M® = N° = 0);
— f est surjective;
— f est bijective en degré < n.

Alors le F-espace vectoriel gradué simplicial K, = ker(S, f: S, M — S, N) posséde la
propriété suivante :
Pour t — s< n, tout élément de (K,)' est somme de dégénérés.

Démonstration. — Soit x un élément de K,, s > 0, on peut supposer que x est de la
forme décrite ci-dessous.

On se donne une famille finie { x, }, ¢ d’éléments de M, 'un d’entre eux appar-
tenant au noyau de f, et des surjections o, s — 1>7> 0 :

A=AZ3A, 23N, ... A,
On note A, I’élément générique de ’ensemble A,, s > 2 > 0, et 'on pose

X, = 11 Nom (%)
A1 As € (%_1)"1(A_y) M)

gy = Nos, n(xx‘_l) )

As-1 € (05_g)" 1 (Asg)

Xpe = 11 Nos,_,m(%2,)>
e @ring ! 1
et, pour finir,

x= 1l ")os,u(xxo)
A E Ao

(dans les formules ci-dessus I désigne le produit dans les algebres S, M).
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Si le degré de x est < s + n, le cardinal de A est nécessairement < s et I’'une des
surjections a; est une bijection. Or si «, est une bijection, x est dans I'image de la i-éme dégé-
nérescence.

On achéve la démonstration de I'implication (i) = (ii) de A.1.1 dans le cas ou
J est surjective a ’aide de la proposition suivante.

Proposition A.2.1.3. — Soient C, un ¥-complexe de chaines et b un entier. On suppose
que Uon a pour tout s les deux propriétés suivantes :
— G, est un objet libre de ¥V~
— |H,C.| > s+ 6.

Alors, pour tout objet N de ¥, la cohomologie du complexe Hom,(C,, N) vérifie :
H* Hom,(G,,N) =0 pour s> || N || — b.

Démonstration. — Comme chaque G, est libre, on dispose d’une suite spectrale
« cohomologique du premier quadrant » :

Ext%.(H, C,, N) = H**" Hom,(C,, N).

On montre ensuite que

Exty.(H,C,,N) =0 pour u +v>||N|| —5&
en remarquant qu’une ¥-résolution libre « minimale » R, de H, C, vérifie
IR, |22+ 86+ w.

A.2.2. Démonstration de Uimplication (i) = (ii) de A.1.1 dans le cas général.

On ne suppose plus que f est surjective. On se raméne cependant au cas traité
précédemment grace a lartifice ci-dessous.

Soit M une A-algebre instable; le sous-espace de M, noté M, ,, formé des éléments
de degré > n, est a la fois un sous-A-module et un idéal. On note Sk™ M le quotient M/M, ;
c’est un objet de " que ’on peut considérer comme le « n-squelette » de M. Le #-mor-
phisme M — Sk" M est un épimorphisme n-connexe; on note Sk"f:Sk® M — Sk N
le A#-morphisme induit par f. D’aprés A.2.1 il est équivalent de montrer que f ou Sk” f
vérifie la condition (ii).

On pose C = M"/N". Le #-morphisme Sk” f peut se factoriser de la fagon suivante :

Sk* M »> Sk* M ® ((£* C),) - Sk* N;

en effet, le produit tensoriel de deux A-algébres instables est leur coproduit dans la
catégorie A :
Hom,(Sk®* M ® ((£" C), ), Sk* N) = Hom,(Sk* M, Sk" N)
x Hom,(((Z* G),), Sk" M)

et D’existence de ’épimorphisme g est garanti par la bijection
Hom,((Z" C), , Sk N) = Homg, (C, N").
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On observe que g est n-connexe et ’on termine a P’aide :

— de la factorisation E**!(Sk"f) = E*!(i) o E*‘(g) (remarquer que le groupe
E**(Sk" M ® ((Z" C),)) s’identifie au produit E**(Sk” M) x E*‘((2" C),) et ’appli-
cation E*!(i) a la projection sur le facteur E**(Sk® M));

— de A.2.1 appliqué a g;

— de la trivialité de E*¢((Z" C),) pour ¢ — 5 < n, qui est encore conséquence de A.2.1
(Paugmentation (X" C), — F, est n-connexe).

A .3. Démonstration de Pimplication (iii) = (i) de la proposition A.1.1

Enongons pour commencer le lemme suivant, dont la démonstration, qui ne présente
pas de difficultés, est laissée au lecteur :

Lemme A.3. — Sotent f: M — N un homomorphisme de A-algébres instables connexes
non nulles et n un entier. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(1) f: M* — N est un épimorphisme pour t < n;
(ii) E**(f) : E%Y(N) — E%¢(M) est un monomorphisme pour t< n.

La démonstration de I'implication (iii) = (i) de la proposition A.1.1 se fait par
récurrence sur n.

Par hypothése de récurrence, f est (» — 1)-connexe. D’autre part, le lemme A.3
montre que f est surjective en degré < » — 1. On sait donc déja que f est bijective en
degré < n — 1; reste a montrer qu’elle est injective en degré < n.

Compte tenu de I'implication (i) = (ii) de A.1.1, on peut remplacer f: M — N
par Sk” f: Sk" M — Sk™ N (cette notation est introduite en A.2.2). On note P I’image
de Sk* f et ¢ : Sk M — P le #-morphisme induit; il nous faut donc montrer que ¢ est
un isomorphisme.

On considére les factorisations

E**(Sk" N) — E**(P) — E**(Sk® M), E**(Sk* N) — E»"*(P)
— EM"(Sk* M),
et I’on fait les observations suivantes :
— L’application E®*(¢) : E**(P) — E»"(Sk® M) est injective puisque ¢ est un
épimorphisme.
— L’implication (i) = (ii) de A.1.1 montre que I’application

El*(Sk" N) — E*(P)

est bijective puisque le #~morphisme P — Sk" N est n-connexe.

Si bien que la surjectivité de E®*(Sk™ N) — E*"(Sk™® M) et Dinjectivité de
E»*(Sk*N) — E» *(Sk" M) entrainent que les applications E* *(¢) : E*"(P) — E**(Sk* M)
et E»*(¢) : Eb*(P) — E»*(Sk™ M) sont respectivement bijective et injective.
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Avant d’achever notre démonstration de Pimplication (iii) = (i) de A.l.1, il
nous faut parler de « classe caractéristique d’une J¢_-extension ».

Classe caractéristique d’une H_-extension.

Soient M un objet de #_ et I un objet de ¥ Une extension de M par I est la
donnée d’un #__-diagramme

% NSM
tel que :
— ¢ : I N est un monomorphisme;
— @ :N —> M est un épimorphisme;
— ¢(I) est le noyau de o;

— le produit de tout élément de ¢(I) par tout élément de N est nul (en d’autres termes
la structure de M-module de I est triviale).

La classe caractéristique d’une telle extension est I’élément ¢ de Extl. (M, I)
défini de la fagon suivante. Le choix d’une &-section ¢ de ¢ (notation de 1.9.1) fournit
un JX_-morphisme f:Résy M — N. On vérifie tout d’abord que I’application
g:R& M >, x> 7! fldyx — dy x) est un H_-morphisme; par construction g est
un l-cocycle de Hom, (Rés, M, I). On vérifie ensuite que la classe ¢ de g dans Ext}- (M, I)
est indépendante du choix de 6. On vérifie enfin que ¢ est nulle si et seulement si ¢ admet
une J_-section. On observera que I'image ¢* ¢ de ¢ dans Ext)- (N, I) est nulle.

Nous laissons au lecteur le soin de compléter la théorie des ) -extensions a la
maniére, par exemple, du chapitre XIV de [CE].

Fin de la démonstration de Uimplication (iii) = (i) de A.1.1.

On note K le noyau de f en degré n et ’on considére la X _-extension
=" K> (Sk* M)_ 3> P_,

(Sk®* M)_ et P_ désignant respectivement les idéaux d’augmentation de Sk* M et P.
Comme I’application E**(¢) : Ext} (P_, Z"F,) — Ext} ((Sk®" M)_, Z* F,) est injective,
il en est de méme pour ¢*: Ext) (P_, 2" K) — Ext} ((Sk® M)_, Z*K); en effet, le
foncteur Extl. (—, =" K) se plonge naturellement dans le foncteur

Hom, (K2, Exty (—, Z"F,)),

K* désignant le dual du F,-espace vectoriel K. D’aprés ce qui précéde la classe carac-
téristique de la J#"_-extension ci-dessus est nulle et I’épimorphisme ¢ : Sk" M — P posséde
une X-section. Notons 7 une telle section; E**(r) est une bijection puisqu’il en est ainsi
pour E®"(¢). Le lemme A.3 implique alors que 7 est un épimorphisme, ce qui montre
enfin que ¢ est un isomorphisme.



Appendice B

Un cas particulier de la théorie d’obstructions de Bousfield

L’objet de cet appendice est de démontrer dans le cas particulier qui nous intéresse
le résultat de Bousfield que nous avons invoqué en 3.1.

Il nous faut tout d’abord fixer quelques notations et introduire un peu de termi-
nologie.

B.1. Ensembles affines, ensembles simpliciaux affines,
espaces cosimpliciaux quasi affines

B.1.1. On appelle ensemble affine un ensemble Z muni d’une action libre et tran-
sitive d’un groupe abélien V; on dit que V est le groupe abélien sous-jacent & Z. Soient Z,
Z' deux ensembles affines et V, V' les groupes abéliens sous-jacents. Un morphisme
de Z dans Z’ est la donnée d’un homomorphisme de groupes abéliens ¢ : V — V' et
d’une application ¢-équivariante f: Z — Z’; on dit que ¢ est sous-jacente 2 f. La caté-
gorie des ensembles affines est donc par définition munie d’un foncteur vers la catégorie
des groupes abéliens Z — V, f - ¢.

B.1.2. Comme a I’ordinaire on appelle ensemble affine simplicial un objet simplicial
sur la catégorie des ensembles affines; on a donc une notion de groupe abélien simplicial
sous-jacent. Soient Z un ensemble affine simplicial connexe, V le groupe abélien simplicial
sous-jacent, et # un entier strictement positif. On pose

n, V =m,(V;0), n, Z = [S", Z] (homotopie libre).

Soient z, un O-simplexe de Z, et «:V —Z I’homéomorphisme v > (dégéné-
rescence de z,) + v. La composée de I’application induite par «:=w, V — w,(Z; 2,) et
de lapplication d’oubli «,(Z; z,) — =, Z est une bijection indépendante du choix de z,;
en particulier , Z est naturellement muni d’une structure de groupe abélien. L’isomor-
phisme o, : H,(V;Z) - H,(Z; Z) est lui aussi indépendant du choix de z,. Signalons
au passage que I’homologie dont il est question dans cet appendice est [’homologie
entiére H,( ; Z) qui sera simplement notée H, (contrairement a la convention faite dans
le reste de Particle, ou la notation H, est réservée a ’homologie modulo p). Enfin, puisque
pour l’espace V I’homomorphisme d’Hurewicz =, V —H, V est injectif (voir par
exemple [Ma], p. 97), il en est de méme pour I’espace Z.
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Nous aurons besoin par la suite du lemme ci-dessous; dans son énoncé la notation [z]
désigne la n-chaine correspondant & un n-simplexe z.

Lemme B.1.2. Soit v un n-simplexe de V dont toutes les faces, d;v, 0< i< n, sont
nulles (v représente donc un élément de =, V). Le cycle [z + v] — [2] représente dans H,, Z ’image
de la classe de v par Uapplication naturelle =, V — H, Z.

Démonstration. — On regarde z (resp. v) comme une application simpliciale A" — Z
(resp. une application simpliciale pointée (A"/Sk”~! A") — V); rappelons que le ¢g-sque-
lette d’un ensemble simplicial X est noté Sk?X. On considére ensuite la composition

A" X (A"/Sk"~ 1AM 23 Z x V — Z,

la fleche de droite correspondant a la structure affine de Z. On considére enfin les deux
cycles suivants de A™ x (A*/Sk*~!A") :

[Sn X g»] - [3” X *]’ [e X 5n] - [e X *],

3, désignant le n-simplexe standard de A™, §, son image dans A"[Sk®~! A", et ¢ « un point »
de A". Les classes d’homologie qu’ils représentent coincident, ce qui démontre le
lemme B.1.2.

B.1.3. Le qualificatif « quasi affine » introduit ci-dessous est une variante du
« group-like » de [BK1], p. 275 :

Définition B.1.3. — On dira qu’un espace cosimplicial Z* est quasi affine si, pour
tout n,

a) Z" est un ensemble affine simplicial;
b) les applications di,s*:Z" — Z"*, 4 I’exception de d° sont affines.

Suivant [Bou2], 5.6, on appelle objet quasi cosimplicial sur une catégorie ¥ la
donnée C* d’objets C* de ¥, n décrivant N, et d’applications d°: C*~! - C", 1< i< n,
et s': C*"*1 - C" 0< i< n, satisfaisant aux identités cosimpliciales usuelles; en par-
ticulier on obtient un objet quasi cosimplicial a4 partir d’un objet cosimplicial en
oubliant d°. Un espace cosimplicial quasi affine Z* posséde donc un groupe abélien simplicial
quast cosimplicial sous-jacent V°.

B.2. Rappel sur les groupes abéliens cosimpliciaux [BK1] [Bou2]

Soit B* un groupe abélien cosimplicial. Rappelons que I'on définit ses groupes de
cohomotopie =" B® par
n"B* = H*(B',d), n>0,

B* muni du cobord d = Z(— 1)* d* étant considéré comme un complexe de cochaines.
On a également
=" B* = H*(N*(B*),d), n> 0,
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N*(B*) désignant le complexe de cochaines normalisé de B°, c’est-a-dire le sous-complexe
de B® défini par
N*B)= [ (kers':B* »B"7Y).,
Si<n—1

On considére maintenant un groupe abélien quasi cosimplicial B*. On pose
M*B*) ={(8% 8", ..., 0") eB* X B* X ... X B*;s'b! =571}
pour 0<:<j < n}

et 'on note s ’homomorphisme : B**! —~ M"*(B*), b +> (s°b,s* b, ..., s*b). Le lemme
ci-dessous est un cas particulier du lemme 5.7 de [Bou2] :

Lemme B.2. — L homomorphisme s : B*+t* — M®(B*) posséde une section
t: M*(B*) - Bt

La valeur de t sur un élément (8% b', ..., b") de M™(B") est donnée par les formules suivantes :
— ¢o = d %

— g =10, +d¥tI(* —sFc,_,) pour 1< k< n;

— (8% 8 ..., 0" =c¢,.

B.3. Enoncé du critére de Bousfield garantissant que I’espace total
d’un espace cosimplicial quasi affine connexe est non vide

Soit Z* un espace cosimplicial quasi affine connexe (ce qui signifie, rappelons-le,
que I’espace Z" est connexe pour tout 7). Soient s et ¢ deux entiers, avec s > 0 et ¢ > 0;
le foncteur [r] > w, Z" est un groupe abélien cosimplicial, noté =, Z°, dont on peut
considérer le s-i¢éme groupe de cohomotopie =n* x, Z°. Nous sommes maintenant en mesure
d’énoncer :

Lemme B.3 (A. K. Bousfield [Bou3]). — Soit Z* un espace cosimplicial quasi affine
connexe. On suppose
Tt

w1 L' =0 pour n> 2.

Alors Pespace Tot Z* est non vide.

B.4. Démonstration du lemme B.3

Il nous faut montrer que I’ensemble Homy, , (A*, Z*) est non vide. Comme celui-ci
est la limite inverse des ensembles Homg, , (Sk? A®, Z*), ¢ décrivant N, on fait une théorie
d’obstructions (rappelons que Sk?A* désigne le foncteur A — &, [n] > Sk? A").

30
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Avant d’aborder cette théorie, introduisons encore quelques notations.
— On pose

o = Z(— 1)'4[3,] = Z(— 1)'d[3,_,];
la classe de la chaine o, toujours notée w, engendre le groupe H, ,(Sk"~'A") (I’es-
pace Sk*~1 A" est le « bord » de A®).
— On note I'*(B*) le sous-groupe des n-cocycles d’un complexe de cochaines B’

(parce que la notation Z* n’est plus disponible!) :

I'*(B°) = ker(d: B* — B"*1),

Ces notations posées nous pouvons commencer a décrire la preuve du lemme B. 3.
Considérons le groupe abélien cosimplicial B* = H, _,(Sk" ' A*); B? est trivial pour
g<n et « le » générateur  de B* est un cocycle normalisé, c’est-a-dire un élément
de I'"*(N*H,_,(Sk*~* A*)). Comme la classe « est sphérique, I’application

Homg, (Sk*~ A%, 27) —T*(N'(H,_, Z°)),f = f. o,
induit une application

Homg, (Sk" "' A*, Z°) - I'""(N*(n,_, Z"))
que l’on note o; la composée

Homg, (Sk*~* A", Z*) - I"*(N*(x,_,Z")) > n"=,_, Z°
est notée o.

La proposition ci-dessous montre que o( f) (resp. o(f)) est ’obstruction a pro-
longer f (resp. la restriction de f a Sk"~2A*) a Sk™ A",

Proposition B.4.1. — Soit f, _, une application cosimpliciale de Sk™ ' A* dans Z°; soit
Ju_2 sa restriction a Sk® % A,

a) L’application cosimpliciale f, _, se prolonge en une application cosimpliciale f, : Sk™ A* — Z°
st et seulement si o( f,_,) est nulle.

b) Il existe une application cosimpliciale f, : Sk™ A* — Z* dont la restriction & Sk™~* A*
est f, _ o st et seulement si o( f, _,) est nulle.

Démonstration de a). — Une application cosimpliciale f, _;: Sk" ™' A* — Z* n’est
pas autre chose qu’une suite { zy, 2y, - .., Z,_1; % € Z£ } (Z§ désigne I’ensemble des

k-simplexes de Z*) vérifiant :
diz=d z_,, n—1,0< i<k

1
1 n—1,0<i<k—1,

V/AN/AN

<k
sz =s852_, 1<k
et f,_, se prolonge & Sk" A* si et seulement s’il existe un n-simplexe z, de Z" vérifiant :
(1) bz, =d'z,_;, 0<i<n,
O0<i<n— 1

(2) si Zn = si zn—l’
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Par définition il existe un n-simplexe z, de Z" vérifiant (1) si et seulement si I’applica-
tion f' ,: Sk® ! A" — Z" est homotopiquement triviale, autrement dit si et seulement
si o( f,_,) est triviale. Supposons donc qu’un tel simplexe existe. Le lemme B.2 montre
alors que I’on peut faire en sorte que ce z, vérifie aussi (2). Précisons un peu. Il nous faut
montrer qu’il existe un élément v, de V2 tel que :

(3) divnzo) 0<:< n,

(4) sto, =w(), 0<i<n—1,

w(i) désignant ’élément s; z, _, — s* z, de V2~*. Notons w le n-uple

(@(0), w(1), ..., w(r — 1));

les relations (2), avec » — 1 a la place de n, montrent que w appartient 2 M"~}(V;).
L’élément tw de V) répond a la question (¢ est introduit dans le lemme B.2). Pour
montrer que lw vérifie (3), on utilise, outre les identités simpliciales et cosimpliciales

usuelles, les arguments suivants :

— les d* et s* commutent aux d; et s; et en particulier # « commute » aux d;;
— le (n — 1)-simplexe z,_, vérifie les relations (2), avec n — 1 a la place de #;
— le n-simplexe z, vérifie les relations (1).

Démonstration de b). — Notons F, les ensembles Homg, , (Sk* A*, Z*), ¢, les applica-
tions de restrictions de F, ; dans F,, et G, le sous-groupe de V} formé des k-simplexes v,
tels que
v, =0, 0<i<k,

s, =0, 0<i<k—1.
Le groupe (abélien) G, opére librement sur F, et le quotient F, /G, s’identifie 2 g, _,(F, _,).
Ci-dessous nous identifions m, V¥ et m, Z¥, et notons r: G, - N¥(w, Z*) I’homomor-
phisme qui associe au k-simplexe », sa classe d’homotopie (rappelons que V¥ est un

groupe abélien simplicial). Une nouvelle application du lemme B.2 montre que r est
surjectif, si bien que le point b) de la proposition est conséquence de la formule ci-dessous.

Lemme B.4.2. — Les obstructions o( f,_,) et o(f,_1 + vu_1)s 0,_, désignant un
flément de G, _,, sont relides par la formule

o(fn—l + z)»—-1) = o(fn—l) + (d°r) (vn-—l)’
o r:G,_, > N""Yr,_, Z") est "homomorphisme introduit plus haut et
d:N*""Ym,_,Z°) >T"(N*(m,_, Z°)

n—1

le cobord du complexe N* (e, _, Z°).
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Démonstration. — Comme I’homomorphisme d’Hurewicz h:=w,_,Z" - H
est injectif] il suffit de calculer la différence

(Boo) (faci 4 tazs) — (hoo) (fuoy)-
Cette différence est représentée par la chaine
(= 1) Co(d) ([2a—1 + Zas] — [2,-1D)s

C,(—) désignant le foncteur qui associe 2 un ensemble simplicial son groupe des n-chaines
a coeflicients entiers. On achéve a ’aide du lemme B.1.2.

Z”

n—1



Appendice C

Fibre homotopique et espace total

par Michel Zisman

Etant donné une application f*:X* — Y" entre espaces cosimpliciaux pointés,
on cherche a définir naturellement un espace cosimplicial I"*( f*) et une application
I'*(f*) - X* qui joue le role de la « fibre homotopique » de f*. A cet effet, on
définit des espaces

WY)=Y"XxY"'x ... xY°

et WAY) =% x Y* ' x ... x Y°

Alors W*(Y*) est un espace cosimplicial et W*(Y*) un sous-espace lorsque 1’on définit
les opérateurs de coface et de codégénérescence par les formules suivantes :

di(yn,yn—l, . -,)’0) — (diyn, di—lyn—l, . .’do-yn——i’yn—z’, .. .,'yO)
pour 0< < n;

dn+1(-yn’yn—1, . "]0) — (d"+l_y”, dn-},n—l’ . .,dl_}’o, *),

1,m—1 n—1i—2

A L L A )
pour 0< i< n — 2;

»—1

st'(.yﬂ’—y S .. .3))0) — (Siyn, si-—

»—1

ST T L0 = (st sh TRy L 50,

La projection sur le premier facteur définit une application W*(Y*) — Y* entre espaces
cosimpliciaux pointés de fibre W*(Y").

Proposition C. 1. — Si Pespace cosimplicial Y* est fibrant, alors
W (Y") &> WH(Y") - Y*

est une fibration d’espaces cosimpliciaux.

Proposition C.2. — St Uespace cosimplicial Y* est fibrant, alors Pespace Tot W*(Y*) est
contractile.
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Définissons maintenant I"( f*) comme le produit fibré
"(f) — Wi(Y)

Lo

Xo _.____{__) Yo

(i est a noter que la F -coalgébre cosimpliciale H, I'"*(f*) est exactement le « mapping
cone », au sens de [Boul], de I’application H,( f*)).

Le foncteur Tot transforme les fibrations entre espaces cosimpliciaux en fibrations
([BK1], X, 5.1) et commute aux limites inverses (puisque adjoint & droite du fonc-
teur & - &, X — X X A"). Nous pouvons énoncer :

Théoréme GC.3. — Soit f*:X* —Y' une application entre espaces cosimpliciaux
pointés. Si Y* est fibrant, alors Pespace Tot I'*(f*) est la fibre homotopique de I’application
Totf*: Tot X* — Tot Y".

Démonstration de la proposition G.1. — Il faut montrer que pour tout entier z, I’appli-
cation (voir [BK1], chap. X, ou I’on trouvera en particulier la définition des notations M"
et s ci-dessous)

WHEHY?) = Y" Xy MP(W*(Y))
est une fibration. Or cette application n’est autre que le produit
Id X s x Id: YY" x Y* x (Y"1 X ... XY
Yt x M*HY") X (YY" ' X ... X Y°.

Puisque Y* est fibrant, s: Y* — M"7!(Y") est une fibration, et donc aussi Id X s x Id.

Démonstration de la proposition C.2. — Il résulte de la proposition C.1 que W*(Y")
est fibrant. D’apres le lemme 7.3 de [BK1], chap. X, il suffit donc de montrer que I’on a

7w, W(Y") = *
pour tous s, £, avec ¢ — s > 0.
Par définition, on a, pour tout ¢ > 0,
w, WHY") = m,(Y") X 7,(Y*™1) X ... X (Y.
Considérons d’abord le cas s = 0 ol =n° =, est I’égalisateur des deux fleches
™ (Y%) — =, (YY) X 7,(Y°)

données respectivement par 3° > (d°)°, 3°) et 3° > (d*)°, %). Il vient donc =n° =, = *
pour ¢> 0.
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Pour s> 0, on normalise le groupe cosimplicial =, W*(Y*) :

N*m, W(Y*) = n, WH(Y*) nkers nkers’ n ... nkers* !
~ N*=,(Y*) x N*"'=,(Y").

Pour s =t =1, on vérifie que I’ensemble pointé de cohomotopie =' =, W*(Y")
tel qu’il est défini dans [BK1], p. 284, est trivial.

Enfin, pour #> 1, tous les groupes sont commutatifs. Posons B’ = =,(Y*) et
notons dy la différentielle du complexe de cochaines N*(B*). Lorsque ’on identifie le
groupe N* nr, W*(Y*) au produit N*(B*) x N"~!(B*), la différentielle du complexe de
cochaines N°(w, W*(Y*)) est donnée par d(b", 6"~ ') = (dgb", b — dgb"~?), ce qui
montre que le complexe N*(w, W*(Y")) est acyclique. On a donc

= w, W*(Y") = H* N*(x, W(Y*)) =0 pour s3 0,

et en particulier =* =, W*(Y*) = 0 pour ¢ — s > 0.

C.4. Quelques suites exactes

Proposition C.4. — Sous les hypothéses du théoréme C.3, on a :
— pour t > 2, une suite exacte de groupes abéliens :
I, X ot Y o, () o', X >, Y
>t T(f) ...

— pour t = 1, une suite exacte de groupes et d’ensembles pointés :

l>n®m, I(f) >, X >, Y > nln, [*(f") > n'm, X* > 7w, Y3
— pour t = 0, une suite exacte d’ensembles pointés :

0wy [*(f*) & w0 my X* > w0 7wy Y.

Démonstration. — 11 est clair que N* commute aux limites inverses, et que le dia-

gramme
m I°(f7) — = W(Y)

! !

. I .
nX —L s omY

est cartésien. Appliquons donc N°. Pour ¢> 1, on a
m, I*(f) 2 N*"n, X* X N*xn, Y°.
Pour ¢ > 2,
NrmI"(f") > N= X >NmY

est un « triangle » au sens de J.-L. Verdier. La suite exacte de cohomologie du triangle
fournit la suite exacte recherchée. Pour ¢ = 0 ou 1, on procede de méme.
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C.5. Remarques

C.5.1. Si Pespace cosimplicial Y* est fibrant, alors I’espace Tot W*(Y*) a le type
d’homotopie de ’espace de lacets Q Tot Y* (faire X* = * dans le théoréme C.3).

C.5.2. Soit 6: A —> A le foncteur défini sur les objets par 0([z]) = [n + 1] et
sur les morphismes o« :[m] — [#] par 6(«x) (0) =0 et 6(x) (¢ + 1) = «(z) + 1 pour
0< i< m. On note O : &ns" — &ns’ le foncteur qui associe au foncteur X°: A — &ns
le foncteur X*06. On a =°0@(X') = X° puisque I’égalisateur des deux fleches
di, d?: X! - X2 n’est autre que d4°: X% — X! Soit C’(X*) I’ensemble cosimplicial
pointé O(X*)/c* n® O(X"*). Le foncteur C*: &ns* — &ns;, (&ns,, désigne la catégorie des
ensembles pointés) ainsi défini commute aux limites directes et poss¢de un adjoint a
droite W*:&ns;, — &ns’. On note encore C° et W* les foncteurs étendus, degré par
degré, aux catégories & et &, (&,, désigne la catégorie des ensembles simpliciaux
pointés). On a :

Hom,,, (C*(X"), Y*) = Homg, . (X", W*(Y")).

Le foncteur W* coincide avec le foncteur introduit au début de I’appendice, et la formule
d’adjonction ci-dessus permet de donner une démonstration de la proposition C.2 qui
ne fait pas appel a la suite spectrale de Bousfield-Kan.



Appendice D

L’objet de cet appendice est de donner une démonstration de la proposition D.1
ci-dessous utilisant la caractérisation des A-modules instables « nilpotents » obtenue

dans [LScl]. Cette proposition n’est qu’une variante d’un résultat de Serre ([Se], corol-
laire du § 2).

Proposition D.1. — Sotent V un p-groupe abélien élémentaire et ¢ : H*V — K un homo-
morphisme de A-algeébres instables. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) o est injectif;
(ii) @((cy)™) += O pour tout entier n.

Rappelons que ¢y désigne I’élément de H* V défini de la fagon suivante :

— pour p = 2,
ey = I u
w€HLV-{0}
— pour p> 2,
by = I1 Bu,
uwEHLV-{0}

B:H'V — H?V désignant P’opération de Bockstein.

La proposition D.1 peut étre vue comme une conséquence de la proposition sui-
vante qui est implicite dans [LScl] :

Proposition D .2. — Soit x un élément d’une A-algébre instable K; les deux conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) x est non nilpotent;

(ii) @l existe un p-groupe abélien élémentaire W et un homomorphisme de A-algébres instables
p: K — H*W tel que o(x) est non nilpotent (¢’est-a-dire o(x) non nul pour p = 2 et (p(x))?
non nul pour p > 2).

Démonstration. — Rappelons qu’un A-module instable M est dit nilpotent dans la
situation suivante :

— quand p = 2, si pour tout élément x de M il existe un entier n tel que
Sq¥el Sg""*! ... Sq'*l x = 0;

31
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— quand p > 2, si pour tout élément de degré pair x de M il existe un entier n tel que
priiziz periisliz | plaliz x — 0,

Rappelons également que ’'on démontre dans [LScl] qu’un A-module instable M
est nilpotent si et seulement si Homg,(M, H* W) = 0 pour tout p-groupe abélien
élémentaire W.

Considérons maintenant le sous-A-module instable M de K engendré par x. Si x est
non nilpotent alors il en est de méme pour M (quand p =2 on a

Sq¥l=l Sq¥ el | .. Sql*! x = ¥,

quand p > 2 le degré de x est nécessairement pair et I'on a
prrieliz porilelz | pleliz x — yot,

D’apres ce qui précéde il existe un p-groupe abélien élémentaire W et un homomorphisme
de A-modules instables pw: M — H*W tel que p(x) est non nul. Comme H*W est
%-injectif, u. se prolonge en un homomorphisme de A-modules instables v: K — H*W
tel que v(x) est non nul. En d’autres termes, I’application linéaire continue
Hom, (K, H* W) - H*l W, v i v(x) (Hom, (K, H* W) est muni de sa topologie pro-
finie et H!*! W de sa topologie discréte) est non nulle. Le théoréme de « linéarisation »
(théoréme A.2.2 de [LZ2] ou corollaire 3.5 de [Lal]) montre alors que la restriction
de cette application 2 Hom,(K, H* W) est encore non nulle : il existe un homomor-
phisme de A-algebres instables p: K — H* W tel que p(x) est non nul.

Pour p = 2 la démonstration est achevée. Pour p > 2, on remplace x par x” et
Pon obtient un homomorphisme de A-algébres instables p: K —H*W tel que
o(x?) = (p(x))? est non nul.

Démonstration de la proposition D .1 a Paide de la proposition D.2.

Soit ¢ : H*V — K un homomorphisme de A-algébres instables tel que ¢((cy)")
est non nul pour tout entier z. On applique la proposition D.2 a I’élément ¢(cy) de K :
il existe un p-groupe abélien élémentaire W et un homomorphisme de A-algebres ins-
tables p: K — H* W tel que (p o ¢) (¢y) est non nul. Le composé po@: H*'V -~ H*W,
qui est un homomorphisme de A-algébres instables, est induit par un homomorphisme
de groupes A: W —V (A est la transposée de I’application (po ¢)': H'V — H! W)
et ’on conclut grace au lemme facile que voici :

Lemme D.3. — Soit A: W —V un homomorphisme de p-groupes abéliens élémentaires;
alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) A est surjectif;
(ii) Papplication N* : H*V — H* W est injective;
(iii) A ¢y *+ 0.
La seule implication & mériter peut-étre une démonstration est (iii) = (i). Si A est
non surjective, il existe une classe non nulle « dans H'V avec N>z =0 et A*¢y = 0.
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