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SUR LES ESPACES FONCTIONNELS
DONT LA SOURCE EST LE CLASSIFIANT
D'UN ^-GROUPE ABÉLIEN ÉLÉMENTAIRE

par JEAN LANNES

0. Introduction

Soient p un nombre premier fixé, V un p-groupe abélien élémentaire (i.e. un
groupe isomorphe à WpY pour un certain entier rf), BV son classifiant, et Y un espace.
Notre article traite de l'espace fonctionnel hom(BV, Y) {i.e. l'espace des applications
de BV dans Y).

Une généralisation de cette notion est celle de l'espace des points fixes homoto-
piques de l'action de V sur un espace X, c'est-à-dire l'espace fonctionnel honiy(EV, X)
des applications V-équivariantes de EV dans X, EV désignant, comme à l'ordinaire,
le revêtement universel de BV (hom(BV, Y) est donc l'espace des points fixes homo-
topiques de l'action triviale de V sur Y). En fait, comme hom^EV, X) est la fibre
en l'identité de l'application hom(BV, EV x y X) -> hom(BV, BV) l'analyse des points
fixes homotopiques d'une action quelconque peut se ramener à celle d'une action triviale.

Pour montrer que le sujet est moins étroit qu'il n'y paraît, citons quelques travaux
qui lui sont reliés :

1) A partir du cas V = Z/j& on peut obtenir par récurrence des informations sur
l'espace des points fixes homotopiques d'une action d'un ^-groupe fini TT et étudier ainsi
certains espaces hom(B7r, Y) [DZ],

2) Soit G un groupe de Lie compact; en faisant apparaître le ^-complété de BG
comme limite directe homotopique d'un diagramme de classifiants de ̂ -groupes finis, on
peut étudier plus généralement certains espaces fonctionnels dont la source est BG [JMO],

3) La théorie des espaces hom(BV, Y) est l'un des ingrédients qui interviennent
pour montrer que le type d'homotopie du ^-complété du classifiant de certains groupes
de Lie compact est uniquement déterminé par sa cohomologie module p [DMW1]
[DMW2].

Venons-en maintenant à la question essentielle :
Pourquoi peut-on dire des choses raisonnables sur les espaces fonction-

nels hom(BV, Y), alors que l'on sait si peu, par exemple, sur les espaces fonction-
nels homÇS**, Y) ?
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Gela tient aux propriétés de la cohomologie modulo p de l'espace BV, à la fois
comme module et algèbre instable sur l'algèbre de Steenrod modulo p, qui en font ce
qu'on pourrait appeler un co-espace d'Eilenberg-Mac Lane.

Pour exprimer ces propriétés, il nous faut introduire les analogues du bifonc-
teur hom( , ) dans les catégories des modules et algèbres instables sur l'algèbre de
Steenrod modulo p. On note :
— A l'algèbre de Steenrod modulo p;
— % la catégorie des A-modules instables (pour p = 2, un A-module M est instable

si S^ x == 0 quand i est strictement plus grand que le degré de x, x parcourant M) ;
— jf la catégorie des A-algèbres instables (la cohomologie modulo p d'un espace Y,

notée H* Y, est l'exemple type d'une telle algèbre).

Soit X un espace, on définit le foncteur Y t-> hom(X, Y) comme l'adjoint à droite
du foncteur Z »-> X x Z. Il n'est pas difficile de calquer cette définition dans les caté-
gories ̂  et jf. Soient ̂  l'une de ces deux catégories et K un objet de %7 que l'on suppose
de dimension finie en chaque degré, on montre que le foncteur %7 -> ,̂ N h - ^ K ® N
admet un adjoint à gauche que l'on note M i—»- (M : K)^.

Supposons H* X de dimension finie en chaque degré, nous avons tout fait pour
avoir un J^-morphisme naturel :

(H* Y : H* X)^ -> W hom(X, Y).

Un des résultats de cet article est que ce Jf-morphisme est « très souvent » un
isomorphisme pour X = BV.

Revenons à la cohomologie modulo p des ^-groupes abéliens élémentaires. Consi-
dérons tout d'abord le cas V = Zip; on pose H = H* Zfp = H" BZ/J& et l'on note T
le foncteur % -> ^^ M i-> (M : H)^. Les propriétés de H qui nous intéressent peuvent
s'exprimer de la façon suivante :

Théorème 0.1. — a) Le foncteur T est exact.
b) Le foncteur T commute aux produits tensoriels.
c) Si M est une A-algèbre instable, alors TM possède une structure naturelle de A-algèbre

instable et TM munie de cette structure coïncide avec (M : H)^-.

Le point a) concerne la structure de A-module instable de H. C'est une généra-
lisation des résultats de G. Carisson et H. R. Miller [Cal] [Mil] [LZ1] qui montrent
que H est un injectif de % (^-injectif) et une reformulation du théorème suivant dû
à S. Zarati et l'auteur [LZ1] :

Théorème 0.2. — Soit I un ^-injectif, alors le produit tensoriel H ® I est encore ^-injectif.

Les points b) et c ) concernent la structure de A-algèbre instable de H, c ) est essen-
tiellement une conséquence de b). Leurs formulations précises sont les suivantes :
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b bis) Pour tous A-modules instables M^ et Mg, l'application naturelle

^,M. ^ T(Mi 00 M^) -^ TMi ® TMa,

induite par le produit de H est un isomorphisme.
c bis) Soit M une A-algèbre instable dont on note 9 : M ® M -> M le produit.

La composée (T<p) o ((^n)"1) : TM0TM -^TM fait de TM une A-algèbre instable.
Le foncteur T : W -> ̂  induit donc un foncteur Jf -> Jf que l'on note encore T. Ce
foncteur coïncide avec ( : H)^..

Le passage du groupe TL\p à un j&-groupe abélien élémentaire général V est immé-
diat. On pose H* V = H* BV et l'on note Ty le foncteur ^ -> ̂ , M h-> (M : H* V)^.
Gomme H* V est isomorphe au produit tensoriel H ® H ® . . . 00 H, d fois, le foncteur Ty
est équivalent au composé T o T o .. . o T, d fois, et l'on peut dans le théorème 0.1
remplacer T par Ty.

Corollaire 0.3. — a) Le foncteur Ty est exact.
b) Le foncteur Ty commute aux produits tensoriels.
c) Si M est une A-algèbre instable, alors Ty M possède une structure naturelle de A-algèbre

instable et Ty M munie de cette structure coïncide avec (M : H* V)^.

Les propriétés des A-algèbres instables H* V que l'on traduit ainsi sont tout à
fait exceptionnelles, en fait elles les caractérisent à isomorphisme près.

Il reste à tirer parti de ces propriétés « magiques » de H* V pour obtenir des infor-
mations sur l'espace fonctionnel hom(BV, Y). On utilise pour cela les méthodes cosim-
pliciales élaborées par A. K. Bousfield et D. M. Kan [BK1] [BK2] [Bou2] [Bou3] dont
l'efficacité a été mise en évidence par le travail fondamental de H. R. Miller concernant
le cas où Y est un GW-complexe fini [Mil]. On considère en fait l'espace fonc-
tionnel hom(BV, Y), Y désignant le ^-complété de Bousfield-Kan de l'espace Y. Ceci
suffit à notre bonheur dans le cas où Y est niipotent puisqu'on peut alors « reconstituer »
l'espace fonctionnel hom(BV, Y) à partir du carré fibre homotopique :

hom(BV,Y) —> hom(BV,t)

l !
Y ————————. Y.

Par définition ^t est 1' « espace total » d'ul^espace cosimplicial, à savoir la Fy-réso-
lution cosimpliciale canonique de Y, que nous notons Rés'Y. Du coup hom(BV, Y)
apparaît comme l'espace total de l'espace cosimplicial hom(BV, Rés*Y) obtenu en
appliquant le foncteur hom(BV, —) à cette résolution. La raison pour laquelle
l'espace hom(BV, Y) nous est intelligible peut être grossièrement présentée de la façon
suivante :

Les propriétés c) et a) du foncteur Ty énoncées dans le corollaire 0.3 ci-dessus
font que l'espace cosimplicial hom(BV, Rés'Y) se comporte, sous certaines hypothèses,

18
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comme une résolution cosimpliciale (non canonique, mais qu'importe) d'un espace dont
la cohomologie module p serait Ty H* Y. Aussi la théorie du fbncteur Y \-> hom(BV, ^Y)
est-elle à bien des égards une généralisation de celle du foncteur Y h-> Y (faire V == 0 !).

Nous obtenons notamment :

Théorème 0.4. — Pour tout espace simplement connexe Y dont la cohomologie modulo p est
de dimension finie en chaque degré, l'application naturelle

[BV, Y] -> Hom (̂tP Y, H* BV),

[BV, Y] désignant l'ensemble des classes d'homotopie d'applications de BV dans Y est une bijection.

Le résultat ci-dessus avait été conjecturé par Miller [Mi3] qui l'avait démontré
pour H* Y very nice. Zarati et l'auteur l'avaient ensuite établi pour Y un espace de lacets
infinis.

Théorème 0.5. — Soient Y et Z deux espaces et <o une application BV x Z ->Y. On
suppose que H* Y et H* Z ou Ty H* Y sont de dimension finie en chaque degré. Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l'homomorphisme de A-algèbres instables Ty H* Y -> H* Z, adjoint de

o* : H* Y -> H' V ® H* Z,

est un isomorphisme ;
(ii) l'application Z -> hom(BV, Y) induite par œ est une équivalence d'homotopie.

L'implication (i) => (ii) du théorème 0.5 fournit en particulier une solution de
la forme générale de la conjecture de Sullivan (H. R. Miller, G. Carisson).

Théorème 0.6. — Soit Y un espace dont la cohomologie module p est de dimension finie en
chaque degré. Si Ty H* Y est de dimension finie en chaque degré et nulle en degré un, alors l'appU"
cation naturelle

TV H* Y -> H* hom(BV, Y)

est un isomorphisme de A-algèbres instables (l'existence de l'application naturelle ci-dessus résulte
par exemple de celle d'une application naturelle H* Y -> H* Y).

Voici le plan de l'article :

Chapitre 1 : Considérations générales sur les espaces fonctionnels dont le but est
un ^-complété.

;Le déroulement de ce chapitre est sans surprise. Les seules notions nouvelles que
l'on y trouve sont peut-être celles d'objets fonctionnels dans les catégories ^, Jf, et leurs
analogues « homologiques » (voir aussi [Bou3]). On pourra en première lecture se limiter
au dernier paragraphe.
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Chapitre 2 : Propriétés de la cohomologie modulo p des ^-groupes abéliens élé-
mentaires.

Chapitre 3 : Sur les espaces fonctionnels dont la source est le classifiant d'un ̂ -groupe
abélien élémentaire et dont le but est un ^-complété.

Ces chapitres 2 et 3 forment le cœur de l'article.
Chapitre 4 : Sur l'espace des points fixes homotopiques d'une action d'un ^-groupe

abélien élémentaire.
On traduit dans ce chapitre les énoncés du chapitre 3 en énoncés concernant les

espaces de points fixes homotopiques. On traduit au passage les énoncés algébriques du
chapitre 2 en énoncés « équivariants ».

On trouve ensuite quatre appendices qui traitent respectivement
— d'un analogue pour les A-algèbres instables des théorèmes de Hurewicz et de

Whitehead;
— du cas particulier de la théorie d'obstructions de A. K. Bousfield dont on a besoin

pour établir un énoncé du type 0.4;
— de la fibre homotopique d'une application obtenue en appliquant le foncteur espace

total à une application cosimpliciale (l'appendice correspondant est dû à M. Zisman) ;
— d'une démonstration d'un résultat de Serre concernant les idéaux de H* V invariants

par l'algèbre de Steenrod à l'aide de la caractérisation des A-modules instables
« niipotents » donnée dans [LScI],

Signalons enfin qu'une partie des résultats de cet article est annoncée dans [Lai]
où leur démonstration est esquissée.

Remerciements. — Je tiens à remercier A. K. Bousfield à qui je dois entre autres
une démonstration correcte du théorème 0.6, W. G. Dwyer dont les questions judicieuses
m'ont permis d'améliorer l'énoncé 0.5, L. Schwartz et S. Zarati avec qui j'ai colla-
boré sur des sujets connexes, et M. Zisman qui a bien voulu jouer le rôle de « consultant
simplicial » et fournir l'appendice G. J'ai bénéficié au cours de ce travail de l'hospitalité
de diverses institutions, notamment l'Université de Chicago, l'Université Johns Hopkins,
le SFB de Gôttingen, le FSP Géométrie de Heidelberg, et tout particulièrement du Centre
de Mathématiques de l'Ecole Polytechnique dont les structures ont permis à cette
recherche de s'épanouir.
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Chapitre 1

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES
SUR LES ESPACES FONCTIONNELS

DONT LE BUT EST UN ^COMPLÉTÉ

On présente dans ce chapitre des considérations générales sur les espaces fonc-
tionnels hom(X, Y) dont le but est le ^-complété de Bousfield-Kan d'un espace Y. La
spécialisation au cas où X est le classifiant d'un ^-groupe abélien élémentaire, que l'on
a évidemment en vue, aura lieu au chapitre 3. Ces considérations sont l'occasion de
fixer notations et conventions et de rappeler un certain nombre de définitions. Une
bonne partie de ces définitions sont extraites de [BK1] et [BK2].

1.1. Objets simpliciaux et cosimpliciaux

On note Sns la catégorie des ensembles et A la catégorie simpliciale. Rappelons
que A est la sous-catégorie de êns dont les objets sont les ensembles [n] = {0 , 1, . . . , % } ,
n parcourant N, et les morphismes les applications croissantes (au sens large).

Un objet simplicial (resp. cosimplicial) sur une catégorie V est un foncteur de A^ (resp. A)
dans la catégorie ^ (f;-)013 désigne l'opposée d'une catégorie). En d'autres termes, un tel
foncteur est la donnée d'une suite { C^ }^ç^(resp. { C71 }^çy) d'objets de ^ et de ^-mor-
phismes ^, s, : G^i -> C^ appelés faces et dégénérescences (resp. d\ s' : C^ -> C^1 appelés
cofaces et codégénérescences) satisfaisant aux identités simpliciales (resp. cosimpliciales)
usuelles. Cette donnée sera notée C. (resp. €•) et la catégorie des ^-objets simpliciaux ^.
(resp. <^'). Nous noterons c. : ̂  -> %7. le foncteur « objet simplicial constant » qui associe à
un objet G l'objet simplicial G. défini par C^ == G et d, = Iç, s, == Iç. On définit de
même le foncteur « objet cosimplicial constant » que nous noterons c* : V -> ̂ \

Nous ferons les exceptions suivantes aux conventions de terminologie et notation
ci-dessus :

— on dira le plus souvent espace plutôt ^ensemble simplicial (suivant en cela l'usage
courant) ;

— la catégorie des ensembles simpliciaux sera notée y plutôt que êns^\
— un ensemble simplicial { X^, d^ s,} sera en général noté X plutôt que X. (rappelons

que X^ est appelé l'ensemble des n-simplexes de X).
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On pose Hom^([m], [n]) = A^. Le foncteur [m] i-^A^, 72 fixé, est un ensemble
simplicial que l'on note A"; le foncteur [n] i-> A" est un ensemble simplicial cosimplicial,
ou encore un espace cosimplicial, que l'on note A*.

Rappelons que l'on appelle q-squelette d'un ensemble simplicial X le sous-ensemble
simplicial engendré par les ^-simplexes (voir par exemple [GZ]) ; nous le noterons Sk3 X.
Le foncteur [n] h-> Sk0 A" est un espace cosimplicial que nous noterons Sk0 A\

Homotopie (resp. cohomotopie) d^un objet simplicial (resp. cosimplicial) sur une catégorie
abélienne.

Soient V une catégorie abélienne et G. un objet simplicial sur ^. Soit n un entier,
on définit simplement le n-ieme objet d'homotopie de G. comme le Tî-ième objet d'homo-
logie du ^-complexe de chaînes associé; on le note TT^C.. On définit dualement le
n-ième objet de cohomotopie TT^ G* d'un objet cosimplicial sur ^.

1.2. I/espace total d'un espace cosimplicial [BK1]

On note Tôt : ̂  -> y l'adjoint à droite du foncteur y -> V\ X ̂  X x A*
(X X A* désigne l'espace cosimplicial [»]»-> X X A"). On a donc pour tout espace
cosimplicial Y* une bijection fonctorielle en X :

Hom^.(X x A-, Y-) ^ Hom^(X, TotY-).

L'espace Tôt Y* s'appelle V espace total de l'espace cosimplicial Y'; Tôt Y* n'est
rien d'autre que le foncteur A^ -> ëns^ [n] (->• Hom^.ÇA" X A*, Y'). Bousfield et Kan
montrent dans [BK1] qu'il faut voir Tôt Y* comme une limite inverse homotopique :
Tôt Y* ^ holim^ Y* (ici Y* est supposé « fibrant »).

Soient s un entier et Tôt, : y9 -> £f l'adjoint à droite du foncteur y -> y\
X i-> X X Sk8 A". D'après sa définition même, l'espace Tôt Y* est la limite inverse
des espaces Tot^ Y\

1.3. Variations sur la notion de composante connexe (I)

1.3.1. Soit Y un espace; on note -KQ Y l'ensemble coégalisateur des applications d^
et d^ : YI -> YO. On peut voir le foncteur HQ : y —> ëns comme l'adjoint à gauche du
foncteur « ensemble simplicial constant » êns -> y. Si Y est fibrant, 71:0 Y est bien l'en-
semble des composantes connexes par arcs de Y$ on dira dans tous les cas qu'un point
de HQ Y est une composante connexe de Y. Plus généralement on définira l'ensemble des classes
d^homotopie d9 applications d^un espace X dans Y, que l'on notera [X, Y], comme le TTQ de
l'espace fonctionnel hom(X, Y) (voir 1.6), que Y soit fibrant ou pas.

Soit S un sous-ensemble de HQ Y, on désigne par Yg le sous-espace de Y (que
l'on peut de façon pédante appeler le localisé de Y en S) image inverse de S par l'appli-
cation naturelle Y -> TCQ Y.
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1.3.2. Dualement, soit E* un ensemble cosimplicial; on note 7r° E* l'ensemble
égalisateur des applications rf°, d1 : E0 -> E1. Cette fois 7r° est l'adjoint à droite du
foncteur ensemble cosimplicial constant. En d'autres termes, n° E" == lim^ E\

Signalons au passage que nous adoptons dans cet article la notation de [McL] :
lim pour limite inverse et colim pour limite directe.

Remarquons également que l'application naturelle C\T:° E*) -> E* est injective
en chaque codegré. En effet, il existe une application tout aussi naturelle E* ->^(E°)
telle que la composée c^n0 E') -> E* -> c\E°) est c\n° E' ̂  E°).

1.3.3. Information « primaire » sur le HQ de V espace total d^un espace cosimplicial.

Soit maintenant Y" un espace cosimplicial $ TT^Y* est un ensemble cosimplicial,
si bien que l'on peut considérer l'ensemble TC° no Y\ On a tout fait pour que l'applica-
tion d'adjonction (Tôt Y') X A* ->Y* induise une application que nous noterons e :

TTo Tôt Y- -> n° no Y-

(ou encore : TToholim^Y* ->lim^7ToY* si Y* est supposé fibrant).

1.3.4. Soit S un sous-ensemble de TC°7ToY'$ le foncteur A — y, [n] «-^(Y^g
(d'après la remarque faite à la fin de 1.3.2on peut identifier S à un sous-ensemble
de TCO^) est un ^pace cosimplicial que l'on note (Y*) g et que nous appellerons le
localisé de Y* en S. Alors qu'il est évident que tout espace Y coïncide avec (Y)-y, il est
à remarquer qu'en général les espaces cosimpliciaux Y" et (Y')^TC y. ne coïncident
pas. Nous verrons un exemple de cette situation en 1.5.2. Toutefois, l'application
naturelle Tot((Y')^o^ y) ~" r^ot ̂  est un homéomorphisme. Plus généralement,
l'espace Tot((Y')g) s'identifie à l'image inverse de S par la composée

Tôt Y- -> 7^0 Tôt Y* -e> no ^o Y*-

L'espace Tôt Y' est donc homéomorphe à la réunion disjointe des Tot((Y')q,), <p décri-
vant T^T^Y* (on abrège la notation (Y*)^ en (Y^q,).

1.4. Information « primaire » sur Phomologie de Pespace total
d'un espace cosimplicial

Dans cet article l'homologie que l'on considère est, sauf mention expresse du
contraire, Phomologie modulo p, HL,(—;Fy), que l'on note simplement H,.

Cette fois l'application d'adjonction (Tôt Y') X A' —^ Y' induit une application
que nous noterons encore e :

H, Tôt Y- -> 71° H, Y-

(ou encore : H^holim^Y' ->Iim^H^Y' si Y' est supposé fibrant).
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Bien sûr TC° H^ Y* possède une structure plus riche que celle d'ensemble ou de
Fy-espace vectoriel gradué; c'est une A-coalgèbre instable (la définition de cette structure
est rappelée en 1.7.4) et l'application ci-dessus est un morphisme dans la catégorie
correspondante.

1.5. La p-compïétiovi de Bousfield-Kan

1 . 5 . 1 . Définition de la p-complétion de Bousfield-Kan.

On note Fy[S] le Fy-espace vectoriel de base un ensemble S. Soit à présent Y un
ensemble simplicial. Le foncteur [n] \-> Fy[YJ est un F y-espace vectoriel simplicial
que l'on note encore Fp[Y]. Le foncteur Y \-> Fy[Y] est l'adjoint à gauche du foncteur
oubli défini sur la catégorie des Fy-espaces vectoriels simpliciaux et à valeurs dans la
catégorie des ensembles simpliciaux. Ceci définit une monade (voir [McL]) sur la caté-
gorie y et permet d'associer à tout espace Y un espace cosimplicial qu'on appelle la
résolution cosimpliciale canonique de Y et que nous noterons Rés'Y.

On fera les observations suivantes :
— Rés" Y est un F y-espace vectoriel simplicial (obtenu en appliquant {n + l)-fois le

foncteur FJ-] à l'espace Y) ;
— toutes les cofaces et dégénérescences sont des morphismes dans la catégorie des

Fy-espaces vectoriels simpliciaux à l'exception des d° qui ne sont que des «^-mor-
phismes;

— l'application T] : Y -> Fy[Y] = Rés° Y induit une ^augmentation de l'espace cosim-
plicial Rés'Y, c'est-à-dire un ^-morphisme ^Y->Rés'Y;

— la suite de Fp-espaces vectoriels gradués
0 -> H, Y -> H, Rés° Y -». . . -> H, Rés'1-1 Y Ĵ !̂  H, Ré^ Y -> ...

est exacte, en particulier Y] induit un isomorphisme H^ Y -> 71° H^ Rés'Y; ce point
sera repris et précisé en 1.9.2.

Dans [BK1] Bousfield et Kan définissent le p-complété de l'espace Y comme l'espace
total de Rés ^Y (nous trichons un petit peu; pour plus de précisions, voir la fin de 1.5.2).
Nous la noterons Y dans cet article :

Y=TotRés-Y.

Nous noterons encore r\ : Y -> Y l'application induite par la coaugmentation
^•Y-^Rés-Y (l'espace Tôt C'Y s'identifie à Y).

1.5.2. Sur TCoY.

On vérifie que la composée de ^(Y)) : HQ Y -> KQ ̂  et de l'application
< ? : 7 T o Y -^TT^oRéS'Y

introduite en 1.3.3 est une bijection (ce calcul sera généralisé en 1.12) si bien que e
s'identifie à une application T^Y^T^Y dont TC^T)) : TT^Y ~> TT^'Y est une inverse à
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droite. En fait e et TT^T)) sont des bijections : pour toute composante connexe y
de Y, l'espace Tot((Rés'Y)q,) (voir 1.3.4, on considère ici 9 comme un point de
T^TToRés'Y) est non vide (ce qui est évident) et connexe (ce qui résulte par exemple
de [BK1] X, 7.3 et du corollaire A. 1.2 de l'appendice A), c'est-à-dire que les
Tot((Rés*Y)y) sont les composantes connexes de Y (qui, lui, est toujours fibrant [BK1]
X, 4.9 et 5.1).

La résolution cosimpliciale canonique Rés * Y est, comme on va le voir, un exemple
d'espace cosimplicial X* qui diffère de (X')^^ x-• O11 P0^? pour abréger la notation,^
Rés'Y == (Rés'Y)^oTCoEé8"Y' ^n a? P^ exemple,

TTo Rés° Y == TTo Y et n^ Rés0 Y = F^o Y].

Pour Y connexe Rés'Y est la F^-résolution « affine » considérée dans [BK1] I, 4.1.
Soit Rés^'Y cette dernière résolution, on vérifie plus généralement que les deux espaces
cosimpliciaux (Rés^/Y^o^Bésa^.Y et Rés'Y coïncident, si bien que l'on peut aussi
définir le/^-complété Y comme l'espace total TotRés^'Y : c'est précisément ce qui
est fait dans [BK1].

1.5.3. Sur H, Y.

On observe cette fois que l'application e : H^ Y -> 7T° H^ Rés "Y introduite en 1.4
s'identifie à une application H, V -> H, Y et que T), : H, Y —>• H^ Y en est une inverse
à droite. Bousfield et Kan montrent en particulier que e et T], sont des isomorphismes
dans les cas suivants (Y est supposé connexe) :
— Y niipotent, [BK1] VI, 5.3;
— TTiY est fini, [BK1] VII, 5.1;
— H i Y = 0 , [BK1] VII, 3.2.

1.5.4. Approximations d'un p-complété.

Comme tout espace total d'un espace cosimplicial, Y est limite inverse
d'espaces Tôt, :

Y=limTot,Rés-Y.

Bousfield et Kan montrent que, dans le cas de l'espace cosimplicial Rés'Y,
les applications naturelles Tôt, Rés*Y-> Tot,_i Rés'Y [s ^ 0, avec la conven-
tion Tot_i = *) sont des fibrations principales dont les fibres sont des Fy-espaces vectoriels
simpliciaux. En particulier TotoRés^Y s'identifie à Fp[Y] et la composée

Y-^Y-^TotoRés-Y

à l'application naturelle 73 : Y ^Fp[Y].
Structure profinie de V ensemble [X, Y] quand H, Y est de dimension finie en chaque degré.
Supposons maintenant H^ Y de dimension finie en chaque degré. On vérifie alors

qu'il en est de même pour l'homotopie des Fp-espaces vectoriels simpliciaux évoqués
19
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ci-dessus. Il en résulte par récurrence sur s que les ensembles [Z, Tot,Rés'Y], s ^ 0,
sont finis pour tout espace Z ayant un nombre fini de simplexes non dégénérés. On
peut donc munir l'ensemble [X, Y] d'une structure profinie, pour tout espace X, en
le considérant comme la limite inverse des [X^, Tot^Rés'Y], X^ décrivant l'ensemble
des sous-espaces de X ayant un nombre fini de simplexes non dégénérés et s décrivant N
(on se rapproche ici du point de vue originel de D. Sullivan sur la ^-complétion [Su]).

1.6. Des espaces fonctionnels dont le but est un ^-complété,
vus comme espaces totaux

Soient X et Y deux espaces; l'espace fonctionnel hom(X, Y) est le foncteur A0" -> <S'ns,
[n] h-> Hom^(X x A", Y). Le foncteur y -> y, Y ̂  hom(X, Y), est l'adjoint à droite
du foncteur Z »-> X x Z; l'espace hom(X, Y) est donc caractérisé par la bijection
fonctorielle en Z :

Hom^(X X Z, Y) ^ Hom^(Z, hom(X, Y)).

Soit Y' un espace cosimplicial ; le foncteur A -> y, [n] h-> hom(X, Y") est un
espace cosimplicial que l'on note hom(X, Y'). Son espace total Tôt hom(X, Y') s'iden-
tifie à l'espace fonctionnel hom(X, Tôt Y') $ ceci résulte des bijections fonctorielles

Hom^.(Z x A-, hom(X, Y-))
^ Hom^.(X x Z x A-, Y-) ^ Hom^(X x Z, TotY-).

On a en particulier l'identification suivante qui joue un rôle capital dans la stra-
tégie de Bousfield et Kan :

hom(X, Y) == Tothom(X, Rés-Y).

On peut donc considérer les applications « primaires » introduites en 1.3.3
et 1.4 :

e : TCQ hom(X, Y) -> -n:0 71:0 hom(X, Rés -Y),

e : H, hom(X, Y) -> TC° H, hom(X, Rés-Y).

Pour pouvoir décrire les deux objets n° 7^:0 hom(X, Rés'Y) et n° H, hom(X, Rés'Y),
il nous faut introduire les diverses structures que possèdent l'homologie (et la cohomo-
logie) module p d'un espace.

1.7. Les structures de Phomologie
et de la cohomologie xnodulo p d'un espace

Dans cet article la cohomologie que l'on considère est la cohomologie modulo
/»,H*(—;Fy), que l'on note simplement H*.

On note A == { A" }^ç^ l'algèbre de Steenrod modulo p; Y désigne un espace.
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1.7 .1 . La catégorie des A-modules instables.

Tout d'abord H' Y est un A-module instable. Soit M = { M" }^a un A-module
à gauche. On dit que M est instable si, pour tout x dans M, on a

Sq' x == 0, quand i > | x [, pour p = 2,
y y x = 0, quand 2z + e > | ^ |, e = 0, 1, pour p > 2,

conditions où | .v | désigne le <fe§r<f de ^ (ceci entraîne en particulier M" == 0 pour n < 0).
On observera qu'un F^-espace vectoriel non gradué peut être considéré comme

un A-module instable concentré en degré zéro.
On désigne par % la catégorie dont les objets sont les A-modules instables et dont

les morphismes sont les applications A-linéaires de degré zéro.
Le produit tensoriel de deux A-modules M^ et M^, noté M^ ® M^, est le produit tensoriel

sur Fp muni de l'action « diagonale » de A définie à l'aide du coproduit de A; si M^
et Mg sont instables, il en est de même pour M^ (x) Mg. Rappelons enfin que le foncteur
suspension S : % -> % est défini par

(SM)" = M11-1, QÇZx) == (- l)!0^,

6 désignant un élément de A et SA: l'élément de SM correspondant à l'élément A: de M;
SM n'est donc rien d'autre que le produit tensoriel de A-modules instables (SF ) ® M
(on pourrait d'ailleurs supprimer le signe qui apparaît dans la définition ci-dessus en
posant SM == M ® SF^).

1.7.2. La catégorie des A-algèbres instables,

En outre H" Y est une A-algèbre instable. Une A-algèbre instable est la donnée d'un
A-module instable M et d'applications y : M ® M -> M, T] : Fp -^ M, telles que
(JT. 1) 9 et T] font de M une Fy-algèbre graduée associative commutative unitaire;
(«îf.2) 9 est A-linéaire $
(Jf. 3) l'élévation à la puissance p-ième dans M est reliée à la structure de A-module

par les formules
x2 == Sq^ x quand p == 2,
x9 == Pl^l72 x quand p > 2 si | x \ est pair.

Les A-algèbres instables sont les objets d'une catégorie, notée JT, dont les mor-
phismes sont les applications de degré zéro, A-linéaires compatibles avec produit et unité.

Remarque. — La cohomologie module p du point et de l'ensemble vide sont deux
A-algèbres instables notées respectivement Fy et 0; 0 est bien une A-algèbre instable
parce que l'on n'exige pas dans la définition ci-desssus que l'unité T] soit non nulle.
Soit M une A-algèbre instable; les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) TÎ = 0 ;

(ii) M = 0 ;
(iii) Hom^(M,F^) ==0.

Cette remarque (apparemment bien anodine !) sera utilisée au chapitre 4.
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1.7.3. La catégorie des A-modules à droite instables.

L'homologie H, Y est cette fois un A-module à droite instable. Par A-module à
droite on entend un Fp-espace vectoriel gradué, M ==={M^}^ç^ muni d'applications
linéaires M^®Aq-^M^_y qui en font un module à droite sur l'algèbre graduée { A" n }„ p y.
Le dual d'un A-module à droite M, noté M*, est le A-module (à gauche) défini par

(Mr=Hom^(M,,F,).

On dit qu'un A-module à droite est instable si son dual M* est instable; cela se
traduit par des conditions « duales » de celles ci-dessus (pour une explicitation de ces
conditions voir [BK2], 11.1).

La catégorie des A-modules à droite instables est notée ^.

1.7.4. La catégorie des A-coalgèbres instables.

L'homologie H^ Y est aussi une A-coalgèbre instable. Une A-coalgèbre instable est
la donnée d'un A-module à droite instable M et d'applications ^/ : M -^ M (x) M,
s : M -> Fy telles que M* muni des applications induites par ^ et e soit une A-algèbre
instable $ cela se traduit par trois axiomes (^,.1), (^,.2), (X..3), « duaux » de ceux
de 1.7.2 (pour une explicitation de ces axiomes voir [BK2], 11.2).

La catégorie des A-coalgèbres instables est notée JT^.

1.7.5. Variantes des catégories JT et ̂ .

On note JfL la catégorie des A-algèbres instables non nécessairement unitaires et Jfg la
catégorie des A-algèbres instables augmentées. On désigne par M i—^ M_ le foncteur « idéal
d'augmentation » jfg -> JT_ ; ce foncteur est une équivalence de catégories dont l'inverse
jf_ -> Jfg est notée M t-> M+.

On dit qu'une A-algèbre instable (unitaire) est connexe si l'unité T] : Fp -> M° est
surjective (les espaces connexes sont donc exactement ceux dont la cohomologie moduloj&
est connexe) ; on dit qu'une A-algèbre instable non nécessairement unitaire M est
connexe si l'algèbre unitaire correspondante M^_ est connexe, autrement dit si M° est
nul. On note Jf^ la catégorie des A-algèbres instables connexes non nulles; C^^ peut
être vue à la fois comme une sous-catégorie pleine de Jfg ou de Jf_.

On introduit de la même façon la catégorie C^^^ des A-coalgèbres instables connexes
non nulles.

1.7.6. Objets abéliens (resp. coabéliens) dans la catégorie Jf^ (resp. ^cJ.

On dit qu'un objet M de jf_ est abélien si son produit M (x) M -> M est trivial
(ceci est bien compatible avec la terminologie générale de Quillen [Quil], § 5 : un objet M
de JfL est abélien si et seulement si pour tout objet L de jf_ l'ensemble Hom^_(L, M)
admet une structure de groupe fonctorielle en L). Un tel M est forcément connexe.
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La sous-catégorie pleine de JfL (ou de Jf^) dont les objets sont abéliens est notée i^\
on peut voir aussi V comme la sous-catégorie pleine de ̂  dont les objets sont les A-modules
instables M tels que
— quand p == 2, tout élément A: de M vérifie Sy1351 x == 0 ;
— quand p > 2, tout élément x de M de degré pair vérifie P135172 x = 0.

Le foncteur inclusion i^ ->CC_ admet un adjoint à gauche, à savoir le foncteur
« indécomposables », noté Q : Jf_ ->• ̂ .

Soit M un A-module instable ; la suspension S M peut être considérée comme
un objet de i^ et l'on définit ainsi un foncteur, toujours noté S : ̂  -> ̂ . II est à noter
que ce foncteur est une équivalence pour p = 2 mais non pour p > 2 (voir [Mil], cor-
rigendum).

On introduit dualement les A-coalgèbres instables coabéliennes dont la catégorie
est notée ^. Le foncteur «primitifs », noté P : JT^ -> ̂  est cette fois l'adjoint à droite
du foncteur inclusion ^ ~^^cx'

Soit ^ un entier > 0; ^(S^^FJ est un objet abélien de jf_ que l'on note sim-
plement 2^ F^S^ Fy est la cohomologie module p réduite de la sphère S'). Soit M un
objet de JC. (resp. jfg ou -^). Nous poserons

^ M = Hom^_(M, S' F,)

(resp. Hom^JM, (S^ Fy)+) ou Hom^JM, (S^ F^+)); 7^ M est un F^p-espace vectoriel
(profini, voir 1.7.7).

Nous utiliserons également la notation TT( M pour désigner le Fp-espace vectoriel
Hom^^(H^ S^, M). Voici une justification de cette notation. Soit Y un espace connexe ;
alors l'application naturelle [S*, Y] ->TC( H^Y est une bijection si Y est un Fy-espace vec-
toriel simplicial ou plus généralement un Fy-espace affine simplicial, c'est-à-dire un ensemble
affine simplicial dont le groupe abélien simplicial sous-jacent est un Fy-espace vectoriel
simplicial (voir B.l) . Dans ce cas l'application d'oubli 7r((Y;j/o) -> [S\ Y] est aussi
une bijection pour tout 0-simplexe y^ de Y et la composée 7^(Y;j/o) -> [S^ Y] -> 7^ H^ Y
est un isomorphisme de groupes.

1.7.7. Topologie faible des ensembles d'applications Hom^, Hom^, Hom^ , Hom^ .. .

Soit N-<^J la catégorie des ensembles N-gradués E == { E^ }^çy (ou E = { E" }^ç^) ;
on observera que l'on peut voir un objet de N-^nj comme un ensemble muni d'une
application à valeurs dans N qui sera notée [ |. On munit l'ensemble

Hom^_^(E,F) =n^F,,,

de la topologie faible^ c'est-à-dire la topologie de produit d'ensembles discrets ou, en
d'autres termes, la topologie finale qui rend continues les applications d'évaluation
Hom^_^(E,F) ->F^j,/h->/(A:), x parcourant E et F,^, étant muni de la topologie
discrète. Si F est fini en chaque degré, la topologie faible est alors profinie.
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Soit maintenant ^ l'une des catégories %, Jf, ^, ou CC^. On munit l'en-
semble Homy(M, N) de la topologie induite par la topologie faible de Hom^_^(M, N).
Si ^ est ^ ou ,̂ alors Homy(M, N) devient un Fy-espace vectoriel topologique (Fy
étant muni de la topologie discrète). Il est clair que Homy(M, N) est fermé dans
Hom^(M,N).

Quand N est de dimension finie en chaque degré, la topologie faible de Hom^(M, N)
est profinie. Si ^ est ,̂ JT ou ^, on peut décrire cette structure profinie de la façon
suivante. Si M est engendré, en tant que ^-objet, par un nombre fini d'éléments,
l'ensemble Homy(M, N) est fini et plus généralement Hom^(M, N) est la limite inverse
du système projectif d'ensembles finis Hom^(M^, N), M^ décrivant l'ensemble des
sous-objets de M engendrés par un nombre fini d'éléments.

Remarques. — II est clair que tout objet de ̂  ou de JT,^ est limite inductive de
ses sous-objets finis. En fait, comme nous le verrons en 1.8.2, la même chose est encore
vraie pour ̂ , si bien que l'on a une description analogue à la précédente de la topologie
profinie de Hom^(M, N) quand N est de dimension finie en chaque degré.

1.8. Variations sur la notion de composante connexe (II)

On se propose de décrire les équivalents algébriques des définitions données
en 1.3.1 et 1.3.4. Au préalable il nous faut parler d'algèbres et coalgèbres ̂ -booléennes.

1.8.1. Algèbres et coalgèbres p-booléennes.

L'axiome (Jf. 3) implique que les éléments de degré zéro d'une A-algèbre instable
forment une algèbre p-booléenne c'est-à-dire une Fp-algèbre (non graduée) associative
commutative unitaire dans laquelle x^ = x. De même l'axiome (^.3) implique que
les éléments de degré zéro d'une A-coalgèbre instable forment une coalgèbre p-booléenne^
c'est-à-dire une Fp-coalgèbre (non graduée) coassociative, cocommutative, counitaire,
dont la duale est ̂ -booléenne. On observe que toute algèbre (resp. coalgèbre) /^-booléenne
est limite directe de ses sous-algèbres (resp. sous-coalgèbres) de dimension finie. La
première affirmation est claire. La deuxième l'est un peu moins; elle résulte du lemme
suivant que m'a enseigné M. Demazure (voir par exemple [De], p. 12) :

Lemme 1 .8 .1 . — Soient G une coalgèbre (non graduée) coassociative^ cocommutative, couni-
taire sur un corps k et E un sous-espace de dimension finie de G; alors il existe un sous-espace de
dimension finie F de G avec E C F et ^F C F ® F.

Les catégories des algèbres et coalgèbres ^-booléennes sont respectivement équi-
valentes à la catégorie opposée de celle des ensembles profinis et à la catégorie des
ensembles. Précisons un peu. Notons respectivement SS et SS^ les catégories des algèbres
et coalgèbres ^-booléennes ; notons Sns* la catégorie'des ensembles profinis (rappelons que
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êns désigne la catégorie des ensembles). Le foncteur « spectre », noté Spec : S9 -> {Sns*}0^
défini par

Spec B = Hom^(B, F^)

est une équivalence de catégorie dont l'inverse est le foncteur

{Sns^ ->S8, S ̂ F^,

T{^} désignant l'algèbre ^-booléenne des applications continues de S (muni de la topo-
logie profinie) dans fy (muni de la topologie discrète). Le foncteur « cospectre » noté
Spec,, : âS^ -> ëns défini par

Spec, G = Hom^(F^ G)

est à nouveau une équivalence de catégories dont l'inverse est le foncteur
êns-^SS,, S^FJS]

(le coproduit de Fy[S] est induit par la diagonale de S).

1.8.2. La notion de composante connexe dans la catégorie jf,.

On note encore -KQ : X, -> Sus l'adjoint à gauche du foncteur i : Sus -> Jf, qui
associe à un ensemble S la coalgèbre Fy[S] (concentrée en degré zéro). On a donc, pour
toute A-coalgèbre instable M,

TCo M = Spec, Mo = Hom^(F^, Mo) = Hom^(F^ M).

Une A-coalgèbre instable est connexe si son •KQ est réduit à un point. Soit S un sous-
ensemble de TCO M, on note Mg le produit fibre de iS et M au-dessus de inç M :

Ms-F,[S]D^M

(produit cotensoriel de Fy[S] et M au-dessus de Mg). Nous dirons que Mg est la localisée
de M en S. Par construction 7^(Mg) est égal à S. En particulier la localisée Mç de M
en un point 9 de HQ M est une A-coalgèbre instable connexe non nulle.

On vérifie que M s'identifie à la somme dans la catégorie Jf, des M , 9 décrivant
l'ensemble TCQ M. Il en résulte que M est limite inductive de ses sous-A-coalgèbres
(instables) finies.

On a tout fait pour avoir :

7 T o H , Y = 7 T o Y ; (H,Y)g==H,(Yg).

1.8.3. La notion de composante connexe dans la catégorie Jf.

Soit maintenant M une A-algèbre instable. On pose

TCO M = Spec M° = Hom^(M°, F^) = Hom^(M, F^),

TCo M est cette fois un ensemble profini.
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Soit S un sous-ensemble fermé de HQ M; on définit une A-algèbre instable Mg,
que nous appellerons encore la localisée de M en S, de la façon suivante. On considère
f{yi} comme un M°-module via l'épimorphisme naturel M° —^F^ et l'on pose

Mg=FW(^oM.

L'ensemble Hom^(Mg, N) s'identifie donc au sous-ensemble de Hom^(M, N) formé
des applications jf telles que l'image de TCQ/: HQ N -> TCO M est contenue dans S.

1.8.4. La notion de composante connexe dans les catégories JT^ et Jf..

Soit M* une A-coalgèbre instable cosimpliciale et S un sous-ensemble de n° TCQ M';
on définit la A-coalgèbre instable cosimpliciale (M') g en calquant 1.3.4. On définit
de même (M.) g dans le cas d'une A-algèbre instable simpliciale; cette fois S est un
sous-ensemble fermé de l'ensemble profini n0 T:Q M.. Le même type de remarque que
celle de la fin du point 1.3.4 vaut pour (M^o^oM* et (^JîrOTroM.-

1.9. Résolutions dans les catégories des A-coalgèbres et A-algèbres instables

1 .9 .1 . Résolutions libres dans la catégorie J3f.

On note € la catégorie des F y-espaces vectoriels H-gradués E = { E'1 }^çy dont le degré
est noté en exposant. Le foncteur oubli jf -> ë admet un adjoint à gauche que l'on note
G : S -> jT. Rappelons que l'on dit qu'une A-algèbre est libre si elle est isomorphe
à G(E) pour un certain E. La paire (G, oubli) définit une comonade (voir [McL]) sur la
catégorie JT qui permet d'associer à toute A-algèbre instable M une A-algèbre instable
simpliciale qu'on appelle la résolution libre canonique de M et que nous noterons Rés. M.
La résolution libre canonique de M est un cas particulier de la notion suivante [Boul] :

Définition 1.9.1.1. — Soit M une A-algèbre instable. Une ^-résolution libre de M
est la donnée d'une A-algèbre instable simpliciale M. et d'une augmentation M. — M
telle que :
a) M^, n eN, est libre;
b) la suite de A-modules instables

0 ^ - M < - M o ^-Mi < - . . . < - M,^ ̂ ^L M^

est exacte.

Si les A-algèbres instables M et M^, n eN, sont connexes non nulles nous dirons
qu'il s'agit d'une Jf^-résolution libre de M.

On observera que l'exactitude en Mo et M de la suite ci-dessus fait que l'augmen-
tation Mo -> M est la coégalisatrice dans la catégorie JT des applications û?o? ^i: M^ -> Mo;
en particulier l'ensemble profini n° TTQ M. s'identifie à 7^0 M.
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Proposition 1 .9 .1 .2 . — Soient M une A-algèbre instable et <p un point de T:Q M (c''est-à-dire
une augmentation de M.}. Soit M. -> M. une ^-résolution libre de M, alors (M.)q, ->• (M)ç ̂
une Jf'^-résolution libre de My.

Démonstration. — Tout d'abord la « localisée en un point » d'une A-algèbre instable
libre est encore libre : la condition a) est vérifiée. En effet, pour tout Fy-espace vectoriel
gradué E et tout point <p de HQ G(E), (G(E))ç est isomorphe à G(E>o), E>o désignant
le sous-espace de E formé des éléments de degré strictement positifs.

L'argument qui implique la condition b) est en fait très général.
Soient k un corps, R une À-algèbre (non graduée), et X, Y deux R-modules (non

gradués), respectivement à droite et à gauche. On se donne des résolutions (on entend
par là que la condition analogue à b ) est satisfaite), R. ->• R, X. -> X, Y. —^ Y, R., X., Y.,
désignant respectivement une À-algèbre simpliciale, un R,-module simplicial à droite,
et un R.-module simplicial à gauche. On suppose Tor^X^, YJ == 0 pour n ̂  — 1 et
s ^ 1. On montre alors par un « argument de bicomplexe » que X. ®^ Y. — ^ X ® ^ Y
est une résolution.

Précisons un peu. Soit Rés.Y la résolution simpliciale libre de Y définie à l'aide
du foncteur oubli de la catégorie des R-modules à gauche vers la catégorie des À-espaces
vectoriels et de son adjoint. On note W.(X, R, Y) le À-espace vectoriel simpli-
cial X®^Rés.Y. On a donc par définition, en tout degré s^ 0, des isomorphismes
de À-espaces vectoriels :

— Wg(X,R,Y) ^ XOOR^^Y (au second membre tous les produits tensoriels sont
sur À) ;

— Tor?(X, Y) ^ TT, W.(X, R, Y).

Le bicomplexe évoqué plus haut est associé au À-espace vectoriel bisimpli-
cial W.(X., R., Y.). Pour une discussion plus générale voir [Quil], II, § 6.

Ici R. est la Fy-algèbre simpliciale M°, X^ vaut Fy en tout degré n qui est un
M^-module via la composée M^->M°4-Fy, et Pon prend pour Y. le M°-module
simplicial M;, q fixé. On utilise ensuite que tout module sur une algèbre ^-booléenne
est plat. Pour s'en convaincre on peut invoquer les arguments suivants :

— tout module sur une algèbre ^-booléenne de dimension finie est projectif (une telle
algèbre est juste un produit fini de copies du corps Fy) ;

— une algèbre /^-booléenne B est limite directe de ses sous-algèbres de dimension finie B,,
et les groupes Tor^—, —) sont limite directe des groupes Tor®^-—, —).

Remarques. — 1) Posons, comme en 1.5.2, Rés.M == (Rés.M)^o^oEé8.M- La
proposition ci-dessus montre que Rés.M est une .^-résolution libre de M si M est
connexe non nulle. Ce n'est pas le cas en général d'après la remarque suivante.

2) On ne peut dans 1.9.1.2 remplacer la localisation en un point par la locali-
sation en un sous-ensemble fermé S arbitraire de TTQ M : avec la définition (peut-être

20
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trop rigide) que nous avons choisie (G(E))g n'est pas libre en général puisque le HQ
d'une A-algèbre instable libre est toujours un Fy-espace vectoriel profini.

3) Signalons que le foncteur Rés. : Jf* -> JT. ne commute pas à la localisation
en un point : les deux JT-résolutions libres de My, (Rés. M) y et Rés. (Mq,), ne coïncident
pas (l'application (Rés^ M)y-> Rés^(M,), induite par l'application M -> M<p, est
surjective pour tout n ^ 0 mais n'est pas un isomorphisme).

Résolutions dans la catégorie Jf_, Jf^-résolution libre canonique.

On définit les notions d'objet libre, de résolution libre, de résolution libre cano-
nique, dans la catégorie JT_ des A-algèbres instables non nécessairement unitaires en
remplaçant formellement ci-dessus JT par Jf_ ; nous notons encore Rés. M la résolution
libre canonique d'un objet M de Jf_. On vérifie que le foncteur Jf_ —^Jf, M i-̂  M^.,
préserve objets libres et résolutions libres.

On convient de définir la Jf^-résolution libre canonique d'une A-algèbre instable
connexe non nulle M comme la résolution (Rés.(M_))^. que l'on notera aussi Rés^.M;
cette convention est duale de celle de [BK2] [Mil], La taille de cette résolution est
plus petite que celle de la résolution îles. M considérée plus haut : il existe un (^a;).-
morphisme Rés. M — Rés^. M, naturel en M, qui est un isomorphisme en degré sim-
plicial zéro mais qui n'est que surjectif en degré simplicial > 0.

1.9.2. Résolutions calibres dans la catégorie Jf,.

Pour des raisons de symétrie, on note <?, la catégorie des T y-espaces vectoriels îî-gradués
E == { £„ }nçv dont le degré est noté en indice. Cette fois le foncteur oubli, noté (9 : J2f, -> <?,,
admet un adjoint à droite, noté C : <?„ ->X,. La paire {0, G) définit une monade sur
la catégorie J^ qui permet d'associer à toute A-coalgèbre instable M une A-coalgèbre
instable cosimpliciale qu'on appelle la résolution colibre canonique de M et que nous noterons
Rés * M (on dit qu'une A-coalgèbre est colibre si elle est isomorphe à G (E) pour un certain E).

La monade sur Jf, introduite ci-dessus est intimement reliée à celle considérée
en 1.5.1. Précisons un peu. Soit Z un Fy-espace vectoriel simplicial; l'application
naturelle Fy[Z] -> Z induit en homotopie une application OVL^ Z —> n^ Z dont l'adjointe
H^ Z -> G(T^ Z) est un isomorphisme. Ceci résulte essentiellement :
— du calcul de la cohomologie module p des espaces K(Z/j&, n) ;
— de l'équivalence entre la catégorie des Fy-espaces vectoriels simpliciaux et celle

des Fp-complexes de chaînes.

On a donc en particulier, pour tout espace Y, un isomorphisme naturel
H,FJY]->G(^H,Y).

Cet isomorphisme est compatible avec les monades associées respectivement au fonc-
teur y -> y, Y ̂  FJY] et au foncteur Jf, -> Jf,, M h-> C(^M), si bien que la
A-coalgèbre instable cosimpliciale H^ Rés ' Y s'identifie à la résolution canonique de H^ Y :

HLRés-Y=Rés-H,Y.
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Puisque la suite de Fy-espaces vectoriels gradués

0 -^ M -> Rés° M -> ... -> Rés"-1 M ^"^ H, Rés^ M -> ...

est exacte pour toute A-coalgèbre instable M, nous tenons l'explication promise en 1.5.1.

1.10. Objets fonctionnels dans les catégories °îl^ Jf;, ,̂ JT

II s'agit des analogues du bifbncteur hom(—, —) (espace fonctionnel) pour les
catégories ^,5 Jf,, ^, Jf; le produit des espaces est remplacé par le produit tensoriel
dans ces catégories.

Proposition-Définition 1 . 10 .1 . — Soient ̂  l'une des catégories <?,, ̂ , ou Jf,, et K ?/^ objet
de ̂ . Lefoncteur ̂  -> ̂ ,, N h-> K ® N, fl^/ îw ûrf/om^ a Aw^ 7^ M »-> hom (̂K, M) ;
fc V^objet hom^ (K, M) ^j^ rfowc caractérisé par la bijection fonctorielle en N :

Hom^(K®N, M) ^ HomyjN, hom^(K, M)).

Démonstration. — Le cas ^ == ^ est immédiat : hom^(K, M) est le Fy-espace
vectoriel gradué { Hom^JS" K, M))^çn, S" K désignant la n-ième suspension de K,
c'est-à-dire le Fp-espace vectoriel gradué { Kg _„ }<reii-

On se limite ensuite au cas ̂  = JT, ; on peut d'ailleurs faire exactement la même
démonstration pour ^ == ^3 quitte à développer pour ^ le formalisme du début
de 1.9.2.

On doit montrer que le foncteur N i-> Hom^(K ® N, M) est représentable. C'est
clair si M est colibre :

Hom^(K®N, C(E)) = Hom^(N, C(hom^(^K, E));

hom^(K, C(E)) = C(hom^(^K, E)).

Dans le cas général on utilise que la coaugmentation M -> Rés° M est l'égalisatrice
des applications d°, d1 : Rés° M -> Rés1 M, Rés° M et Rés1 M étant des A-coalgèbres
instables colibres. L'ensemble Hom^(K®N,M) est l'égalisateur des applications
Hom^(K ® N, Rés° M) -^Hom^(K®N, Rés1 M) induites par d° et d\ si bien que
le foncteur N h-> HomyjK ® N, M) est représenté par la A-coalgèbre instable égalisatrice
des applications induites par d° et d1 : hom^(K, Rés° M) ->hom^(K, Rés1 M). La
A-coalgèbre instable hom^(K, M) est donc essentiellement définie par la formule :

hom^(K, M) = 7r°hom^(K, Rés-M).

Le formalisme ci-dessus se « dualise » dans les catégories <?, ^l et JT; on doit alors
supposer que la « source » de l'objet fonctionnel est de dimension finie en chaque
degré.



156 JEAN LANNES

Proposition-Définition 1 .10.2. — Soient ^ l'une des catégories ê, ,̂ ou JT, et K un objet
de ^ que Von suppose de dimension finie en chaque degré. Le fondeur ^ -> ̂  N \-> K ® N, arfw^
^ arf^ à gauche noté M ̂  (M : K)^; le ^-objet (M : K)^ est donc caractérisé par la bijection
fonctorielle en N :

Hom^(M, K®N) = Hom^((M : K)<^, N).

1.10.3. Autres approches du fondeur ( : K)^,.

Voici deux approches de l'objet fonctionnel (M : K)^ différentes de celle qui est
suggérée ci-dessus. Le point de vue de 1.10.3.1 est celui qui est adopté dans [Ad].
Signalons que l'existence d'un adjoint à gauche pour le foncteur ^ -> <^, N ̂  K ® N,
est par ailleurs garantie, comme me l'ont fait remarquer F. Morel et L. Schwartz, par
le très général spécial adjoint functor theorem de [Fr] qui étend le théorème 6 de [Wa] (on
prend pour cogénérateur de ^ le produit îi^evJW, voir 1.10.3.2).

1.10.3.1. Plaçons-nous tout d'abord dans la catégorie, notée eJT, dont les objets
sont les A-modules stables (c'est-à-dire non nécessairement instables !) et dont les mor-
phismes sont les applications A-linéaires de degré zéro. Soient M, K, N trois A-modules
stables. On suppose que K et N sont bornés intérieurement (on dit qu'un A-module stable K
est borné inférieurement s'il existe un entier relatif^ tel que K^ est trivial pour n < n^)
et que K est de dimension finie en chaque degré; on a alors un isomorphisme fonctoriel :

Hom^(M, K 0 N) == Hom^(M (x) DK, N),

DK désignant le dual de Spanier- Whitehead de K (ce que l'on pourrait écrire symbolique-
ment (M : K)^ = M®DK). Rappelons que DK est le A-module stable défini par :

(DK^Hom^K-F,), n e Z ;

Q.u=uo (^6), u e Homp^M-w, F^) et 6 e A

^ : A -> A désignant la conjugaison canonique.
Revenons maintenant à la catégorie ^ et notons t200 : Ji -> ̂  le foncteur désta-

bilisation adjoint à gauche du foncteur oubli ^ ->Jl (que nous devrions donc noter S°°).
La formule d'adjonction ci-dessus implique :

(M:K)^=Q°°(M®DK).

1.10.3.2. Notons ^ (resp. ^) la catégorie des F^-espaces vectoriels (resp.
F^-espaces vectoriels profinis). Rappelons que les catégories e^ et ^ sont opposées ; en
effet, les foncteurs ^ -> ̂  et ^ -> ̂  qui associent respectivement à un Fy-espace vec-
toriel E son dual algébrique E* = Horn^E, F^) (E* peut être muni de la topologie
faible qui est profinie, voir 1.7.7) et à un Fy-espace vectoriel profini F son dual topo-
logique F' = Hom^(F, F^) sont « inverses » l'un de l'autre.
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Rappelons ensuite que le foncteur ^U -> y, M [-> (M^)* est représenté par un
A-module instable fini noté J{n) :

(MT ^ Hom^M.J^))

(voir par exemple [LZ1]); en fait l'isomorphisme ci-dessus est compatible avec les
topologies profinies des deux membres (voir 1.7.7) et ](n) représente le foncteur
M \-> (M")* considéré comme à valeurs dans ^. Rappelons enfin que l'on note

.e: j (^+|e|) ->j(n)
le ^-morphisme correspondant à la transformation naturelle du foncteur M h-» (M'14 '1®1)*
dans le foncteur M i-> (IVP)* induite par une opération de Steenrod 6. On a donc :

(((M : K)^)T ^ Hom^((M : K)^J(^)) ^ Hom^M, K®J(^))

et l'application (6)* : (((M : K)^'6!)* -> (((M : K)^)* s'identifie à l'applica-
tion Hom^(M, l K ® ( . 6 ) ) .

Maintenant, puisque J{n) est fini, K®J(^) est de dimension finie en chaque degré
et le Fy-espace vectoriel Hom^(M, K. ®J(^)) est profini (voir 1.7.7). De plus, il
est clair que l'isomorphisme (((M : K)^)")* ^ Hom^(M, K®J(7z) ) et l'applica-
tion Hom^(M, l K ® ( . 6 ) ) sont continus. On a donc :

((M:!^)^ (Hom^(M,K®J(7z)))'

et l'application 6 : ((M : K)^ -^ ((M : K)^)^'6 ' s'identifie à l'application
(Hom^M,^®(.6)))'.

On peut définir a priori un A-module instable (M : K)^, à partir des formules
ci-dessus et vérifier qu'il représente bien le foncteur N \—> Hom^(M, K®N) . On obser-
vera pour mémoire que l'on a en particulier, si n = 0,

((M.-K)^^ (Hom^(M,K))',

1.10.4. Localisation des objets fonctionnels dans les catégories ̂  et jf.

Soient K et M deux A-coalgèbres instables. Le TT^ de la A-coalgèbre ins-
table hom^(K, M) s'identifie à l'ensemble Hom^ (K, M) par l'adjonction

Hom^(K, M) ^ Hom^(K®F^ M) -> Hom^(F^ hom^(K, M))
== 7Tohom^(K, M),

que l'on note a. Soit S un sous-ensemble de Hom^. (K, M) ; on pose
hom^(K, M; S) = (hom^(K, M; S))^).

Intéressons-nous maintenant au cas où S est réduit à un point. On note K\Jf^
la catégorie des A-coalgèbres instables « au-dessous » de K; rappelons que les objets de K\Jf^
sont les Jf^-morphismes <p : K -> M et qu'un K\Jf,-morphisme de <p dans 9' : K -> M'
est un Jf,-morphisme/: M ->• M' tel que 9' ==/o <p. On peut voir la correspondance
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(M, 9) \-> hom^ (K, M; 9) comme un foncteur K\Jf, ->^^ adjoint à gauche du
foncteur Jf^ ->'K\^ N h-> K ® N.

Soient maintenant K et M deux A-algèbres instables avec K de dimension finie
en chaque degré. On note encore a : Hom^(M, K) -> TCo(M : K)^- l'homéomorphisme
d'adjonction et l'on pose (M : K$ S)^- == ((M : K)^)^ pour tout sous-ensemble fermé S
de Hom^(M, K). On peut comme précédemment introduire la catégorie Jf/K des
A-algèbres instables « au-dessus » fune A-algèbre instable K, et voir la correspondance
(M, 9) i-> (M : K; 9)^ comme un foncteur Jf/K -> Jf^ adjoint à droite du foncteur
JT^ —^ JT/K, N ^-> K ® N. On observera enfin que si N est un objet abélien de JT^
alors Hom^. ((M : K; 9)^., N) peut être vu comme l'espace des K-dérivations
A-linéaires de M, considéré comme un K-module via 9, dans K®(N_) [Bou3], En
particulier TT((M : K; 9) .̂ est l'espace que l'on a noté Derj^(M, K; 9) dans [Lai].

l.ll» Relation entre Phomologie (resp. la cohomologie)
des espaces fonctionnels et les objets fonctionnels
dans la catégorie JT, (resp. Jf)

Soient à nouveau X et Y deux espaces. On note
A : H, hom(X, Y) -> hom^(H, X, H, Y)

l'adjoint du JT^-morphisme H, X 0 H, hom(X, Y) -> H, Y induit par l'application
d'évaluation X x hom(X, Y) -> Y. L'application

7To(A) : 7.o(H, hom(X, Y)) -> 7To(hom^(H, X, H, Y))

s'identifie à l'application naturelle [X, Y] -> Hom^(H, X, H, Y), que l'on note encore A.
On vérifie que l'application A : [X, Y] -> Hom^(H, X, H^ Y) (resp. le JT,-morphisme
A : H^ hom(X, Y) ->hom^ (H, X, H, Y)) est une bijection (resp. un isomorphisme)
quand Y est un Fy-espace vectoriel simplicial.

On définit de même en cohomologie, sous l'hypothèse que H* X est de dimension
finie en chaque degré, une application de A-algèbres instables :

A, : (H* Y : H* X)^ -> H* hom(X, Y)

qui est un isomorphisme quand Y est un Fp-espace vectoriel simplicial avec TT,Y fini
(l'indice c est là pour rappeler que l'on travaille en cohomologie). On peut aussi consi-
dérer (sans restriction sur H* X) l'application d'ensembles [X, Y] -^ Hom^-(H* Y, H* X)
que l'on note encore A, et qui s'identifie à A : [X, Y] -> Hom^(H, X, H, Y) si H* Y
est de dimension finie en chaque degré.

1.12. Identifications de TT° 7Cohom(X, Rés-Y) et ^ H, hom(X, Rés-Y)

Nous sommes à présent en mesure de décrire l'ensemble n° UQ hom(X, Rés'Y)
et la A-coalgèbre instable n0 H, hom(X, Rés'Y).
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Puisque en chaque codegré n l'espace Rés" Y est un Fy-espace vectoriel simplicial,
on a les identifications suivantes :

TTo hom(X, Rés-Y) = Hom^(H,X, H, Rés-Y)
==Hom^(H,X,Rés-H,Y)

n0 TTo hom(X, Rés • Y) = n° Hom^(H, X, Rés • H, Y)

et puisque la coaugmentation H^ X -> Rés° H, X est l'égalisatrice, dans la catégorie J^,
des applications d°, d1 : Rés° H^ X -> Rés1 H, X, on obtient finalement :

n° no hom(X, Rés-Y) = Hom^(H, X, H, Y).

En ce qui concerne n° H^ hom(X, Rés •Y) on a de même :

H, hom(X, Rés-Y) = hom^(H, X, H, Rés-Y)
=hom^(H,X,Rés-H,Y)

71;° H, hom(X, Rés • Y) = n° hom^(H, X, Rés • H, Y).

La A-coalgèbre instable 7r°hom^(H, X, Rés-H, Y), comme on l'a vu au cours de la
démonstration de la proposition 1.10.1, est l'objet fonctionnel hom^ (H, X, H^ Y) ;
on obtient donc :

7r° H, hom(X, Rés-Y) == hom^(H, X, H, Y).

On vérifie que l'application

e : TTo hom(X, Y) -. n0 71:0 hom(X, Rés • Y) (resp. e : H, hom(X, Y)
-^7r°H,hom(X,Rés-Y))

introduite en 1.6 s'identifie à la composée

[X, Y] ̂  Horn^H, X, H, Y) -^ Horn^H, X, H, Y)

(resp. H, hom(X, Y) 4. hom^(H, X, H, Y) -^ hom^(H, X, H, Y)) où la deuxième
flèche est induite par l'application e : H, Y -^ H, Y de 1.5.3 et que la composée

[X, Y] -^ [X, Y] -^ Hom^(H, X, H, Y)

(resp. H,hom(X,Y) -> H,hom(X, Y) -^ hom^(H, X, H, Y)) coïncide avec l'appli-
cation h : [X, Y] -^ Hom^(H, X, H, Y) (resp. h : H, hom(X, Y) -> hom^(H, X, H, Y)).
Localisations de ^espace cosimplicial hom(X, Rés-Y) (et de son espace total hom(X, Y)}.

L'ensemble 7r0 1^0 hom(X, Rés-Y) une fois identifié, nous pouvons introduire les
notations ci-dessous qu'il sera commode d'avoir à notre disposition par la suite. Soit S
un sous-ensemble de Hom^. (H, X, H, Y) ; on pose

hom(X, Rés-Y; S) = (hom(X, Rés-Y))^,

a désignant la bijection de Hom^(H, X, H, Y) sur 7r° TCQ hom(X, Rés'Y). L'espace
total de hom(X, Rés-Y; S) est le localisé, en l'image réciproque de S par l'application
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<? : TTo hom(X, Y) —Hom^(H,X,H,Y), de l'espace hom(X,Y); nous noterons ce
localisé hom(X,Y;S).
Continuité de l'application e : [X, Y] -> Hom^JH, X, H, Y) quand H, Y <^ ^ dimension

finie en chaque degré.

On a vu respectivement en 1.5.4 et 1.7.7 que lorsque H, Y est de dimension
finie en chaque degré, les ensembles [X, Y] et Hom^(H^ X, H^ Y) sont naturellement
profinis. Il est facile de montrer alors que l'application e : [X, Y] -> Horn^ (H, X, H, Y)
est continue. Il faut vérifier que la composée

[X, Y] ̂  Hom^(H, X, H, Y) ̂  Hom^_ ̂ (H, X, H, Y)

(notation de 1.7.7) est continue. On s'en convainc en observant que la composée

[X, Y] 4- Hom^(H, X, H^ Y) ̂  Hom^(H, X, H, Y)

s'identifie à l'application [X, Y] -> [X, Toto Rés'YJ.

1.13. Dualités

La cohomologie module p d'un espace est juste le dual algébrique de son homo-
logie modulo p, et le lecteur peut se demander à bon droit pourquoi nous avons traité,
tout au long des paragraphes 1.7 à 1.11, à la fois d'homologie et de cohomologie, ce
qui semble avoir doublé inutilement le nombre des définitions. Voici quelques justifi-
cations de ces répétitions apparentes.

Il existe tout d'abord des contextes mathématiques dans lesquels apparaissent
naturellement des objets de JT qui ne sont pas des duaux algébriques d'objets de Jf,.
La catégorie Jf doit plutôt être considérée comme la catégorie dans laquelle vivent les
limites inductives de A-algèbres instables de dimension finie en chaque degré (qui, elles,
sont duales de A-coalgèbres instables). La cohomologie modulo p d'un groupe profini
est un exemple d'un tel objet. Nous rencontrerons notamment des limites inductives de
ce type en 1.13.4.3 ci-dessous et en 3.5. Ensuite les propriétés du foncteur % -> %,
M t-^ (M : H*(BV; F^))^ et surtout celles du foncteur jT -> JT, M h-> (M : H*(BV; F^))^.,
dont nous traiterons dans le prochain chapitre, sont plus riches que celles des foncteurs
« homologiques » correspondants. Donnons deux exemples :
— le foncteur M i-> (M : H*(BV; Fp))^ est exact alors que le foncteur

M^hom^(H,(BV;F,),M)

a un premier dérivé à gauche non trivial;
— pour toute A-algèbre instable M l'application naturelle du A-module instable

(M : H*(BV; F^))^ dans le A-module instable sous-jacent à (M : H*(BV; Fy))^. est
un isomorphisme alors que dans le contexte homologique l'application

hom^(H,(BV; F,), M) ->hom^(H,(BV; F^), M)

n'est pas en général un isomorphisme.
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L'objet de ce paragraphe est de dégager les phénomènes de dualité qui nous per-
mettront au chapitre 2 d'obtenir dans certains cas, à partir des propriétés du fonc-
teur (— : H*(BV;Fy))^, des énoncés concernant le foncteur hom^(H,(BV; F^,), —) .

1.13.1. Dans ce sous-paragraphe la notation ^ (resp. ^) désigne l'une des
catégories ë^ ^,, V, (notation introduite en 1.7.6), X,, ou JT,^ (resp. S, ,̂ ^, Jf;
ou ;rj. Si les cas ̂  = ̂  et ^ = JT, ̂  = ̂  et ^ = ̂ , sont exclus nous dirons
que nous sommes dans les cas linéaires. Rappelons que l'on a un foncteur « dual » ̂  -> ̂
noté M \-> M*. Dans les cas linéaires on a aussi un foncteur « dual » ^ -> ̂ , noté
M h-> M^. Si M est une A-algèbre instable, il faut la supposer de dimension finie en
chaque degré pour pouvoir considérer sa coalgèbre duale que l'on notera encore M^.

Soient N et C deux objets de ̂  (resp. ̂  dans les cas linéaires), on observera que l'appli-
cation Hom^(N, G) -^Hom^G^N*),/^/* (resp. Hom^(N,G) ->Hom^(C,,NJ,/^y:)
est une bijection si C est de dimension finie en chaque degré.

Nous aurons plus généralement à considérer ci-après des transformations natu-
relles en le ^,-objet N, d : Hom^(N, G) ->Honiy(D, N*), D désignant un objet de ^.
La donnée d'une telle transformation naturelle est équivalente à celle du ^-morphisme
8 == rf(lç) de D dans G* : d(f) =f* o 8. Dans les cas linéaires nous noterons 8,, : G -> D^
le ^-morphisme restriction à G de 8^ : (G*), -> D,.

Lemme 1 . 13 .1 . — Soient G un objet de ,̂, D un objet de ,̂ et 8 : D -> G* un ^-mor-
phisme tel que la transformation naturelle en le ^^-objet N, d : Hom^ (N, G) -> Homy(D, N*),
induite par 8 est un isomorphisme.

a) Si D est de dimension finie en chaque degré alors 8 est un isomorphisme, dual d'un
^\'isomorphisme G -> D, dont l'inverse est {d^)'1^^).

b) Dans les cas linéaires le ï^morphisme 8^ : G -> D^ restriction de 8^ est un isomorphisme.

Démonstration. — Le point a) est formel. Passons au point b). On vérifie que la
transformation naturelle, notée ty : Hom^(N, G) -^ Hom^(N, DJ, induite par 8,,, est la
composition

Hom^(N, G) ̂  Homy(D, N*) -> Hom^((N*),, DJ -^ Hom^(N, DJ,

dans laquelle la flèche du milieu correspond au foncteur dual de V vers ̂  et la flèche
de droite à la restriction de (N*), à N. Il est donc clair que ty est un isomorphisme si N
est de dimension finie en chaque degré. Gomme tout objet de ^ est limite inductive
de ses sous-objets finis, ty est un isomorphisme sans restrictions sur N.

1.13.2. Dualité entre objets fonctionnels homologiques et cohomologiques.

On exclut dans ce sous-paragraphe les cas ̂  = Y^ et ^ = Y ,̂ ainsi que ̂  = Jf, ^
et ^ = Jf^$ on retrouve donc les conventions des énoncés 1.10.1 et 1.10.2.

Soient K et M deux objets de %7^ avec K de dimension finie en chaque degré.
On considère la transformation naturelle en le ^-objet N,

Hom^(K 0 N, M) -> Homy(M*, K* ® N*),/^/*,
21
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que l'on peut voir comme une transformation naturelle

d : HomyjN, hom^(K, M)) -> Hom^M* : K*)y, N*)

du type étudié ci-dessus. On considère également le ^-morphisme qui lui correspond :

8 : (M* : K*)y — (hom^(K, M))*;

8 est donc l'adjoint de l'application : M* ->K*® (hom^ (K, M))* duale de 1' « éva-
luation » : K®hom<^(K,M) -> M {i.e. l'adjointe de l'identité de hom^(K, M)).

Attention : 8 n'est pas en général un isomorphisme, même si l'on suppose M de
dimension finie en chaque degré (voir les exemples ci-après), bien que dans ce cas la
transformation naturelle d soit un isomorphisme. Cependant, on peut alors appliquer
le lemme 1.13.1.

a) L'application 8 est un isomorphisme si M et (M* : K*)<^ sont de dimension
finie en chaque degré. En particulier :

— si M* est engendré comme ^-objet par un nombre fini d'éléments;
— si M est de dimension finie en chaque degré et si K est fini.

b) Dans les cas linéaires l'application 8,1 : hom^(K, M) -> ((M* : K*)y)^, restric-
tion de 8, : ((hom<y (K, M))*), -> ((M* : K*)y),, est un isomorphisme si M est de dimen-
sion finie en chaque degré.

On peut voir également b) comme une conséquence de a). Pour cela on utilise
le fait que hom^ (K, M) et ((M* : K*)y), sont respectivement limites projectives des
hom^S^K.M^et (M* : (SA" K)*)^),, S^ K désignant le « n-squelette » de K,
c'est-à-dire le sous-objet de K formé des éléments de degré < n, lequel est fini. Ceci
explique par ailleurs la structure profinie en chaque degré de hom^ (K, M).

1.13.3. Dualité entre A-coalgèbres instables calibres et A-algèbres instables libres.

Soit E un Fy-espace vectoriel gradué inférieurement; on considère cette fois la
transformation naturelle en le Jf^-objet N5 Hom^ (N, E) —> Hom^E", N*),yi->y*, que
l'on peut voir comme une transformation naturelle

d : Hom^(N, C(E)) — Hom^(G(E'), N')

(notations de 1.9) . Le jf^-morphisme

8 : G(E*) -> (C(E))*

qui lui correspond est un isomorphisme si E est de dimension finie en chaque degré;
en général 8 est injectifmais le second membre est « beaucoup plus gros » que le premier.

Soit M une A-coalgèbre instable, il résulte de ce qui précède que le JT.-morphisme
naturel 8,:Rés.(M*) -^(Rés'M)* est un isomorphisme si M est de dimension finie
en chaque degré.
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1.13.4. Exemples.

1.13 .4 .1 . Prenons ̂  == <?,. On a, en degré n,

(hom^(K, M))-* = 11̂  Hom^(K^, MJ

((M-K^^e^M^K^J

= e^N(Hom^(K^, M,))-

et l'application 8 : ((M* : K*)^ -> ((hom^(K, M))")* est l'application évidente.

1.13.4.2. Prenons ^ == Jf^, et M colibre de dimension finie en chaque degré :
M = C(E), avec E de dimension finie en chaque degré. On a

homyjK, M) = G(hom^(K, E))

(M-K^-G^E-K^)

et l'application 8 : (M* : K^y -> (hom^(K, M))* est la composée de l'application
G((E*:K*)^ -.G((hom^(K,E))*), image par le foncteur G de l'application

8 : (E* : K-)^ ̂  (hom^(K, E))*

étudiée ci-dessus, et de l'application 8 : G((hom^(K, E))*) -> (G(hom^ (K, E)))*
de 1 .13 .3 .

1.13.4.3. Soient X et Y deux espaces avec H, X de dimension finie en chaque
degré, alors le diagramme suivant (notations de 1.11) :

(H*Y:H*X)^ -^> H*hom(X,Y)

8\ /A*

(hom^(H,X,H,Y)r

est commutatif. Supposons maintenant que Y est un Fy-espace vectoriel simplicial.
L'application h (et A*) est alors un isomorphisme mais l'exemple précédent montre
que hç n'en est pas un en général même si l'on suppose que H^ Y, ou ce qui revient au
même TT, Y, est de dimension finie en chaque degré. On peut cependant interpréter
dans ce cas (H* Y : H* X)^. de la façon ci-dessous. Rappelons tout d'abord la définition
de la q-troncature de Postnikov d^un espace (voir par exemple [Ma], définition 8.1); comme
on va le voir nous pourrions nous borner ici à introduire cette notion pour les Fy-espaces
vectoriels simpliciaux mais nous en aurons besoin dans un contexte plus général au
chapitre 3. La y-troncature de Postnikov d'un espace Y, que nous noterons P^Y, est
l'espace image de l'application canonique Y-> Cosk^ Y, Gosk^:^-^^ désignant
l'adjoint à droite du foncteur Sk9; le foncteur P® : y -> y induit un foncteur de la
catégorie des Fy-espaces vectoriels simpliciaux dans elle-même qui correspond ma l'équi-
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valence de cette catégorie avec celle des ^-complexes de chaînes au foncteur qui associe
au complexe

CO-C^...<-C,_^G^G.^G.^...
le complexe

Co^-Gi<- ... <-G,_,<-G,^-B,<-0<-0<- ...,

B, désignant comme à l'ordinaire le sous-espace de Gg formé des bords. Revenons à
notre Fy-espace vectoriel simplicial Y dont l'homotopie est de dimension finie en chaque
degré :

— Y est la limite inverse des Fp-espaces vectoriels simpliciaux P^Y, q eN;
— chaque TT^Y est fini et h, : (H* P^ Y : H* X)^ -> H* hom(X, Pff Y) est un iso-

morphisme;
— H* Y est la limite directe, en tant que A-algèbre instable, des H* P^ Y et (H* Y : H* X)^.

est la limite directe des (H* P9 Y : H* X)^..

En conclusion (H* Y : H* X)^. est naturellement isomorphe à la limite directe
colim, ̂  H* hom(X, P^ Y).

1.13.5. Dualité entre localisés d^ objets fonctionnels homologiques et cohomologiques.

Soient K et M deux A-coalgèbres instables avec K de dimension finie en chaque
degré; on note do l'application Hom^(M, K) -> Hom^.(M*, K*), 9 h-> 9*. Soit S un
sous-ensemble fermé de l'ensemble profini Hom^M*, K*) ; l'application 8 de 1.13.2
induit une application

8 : (M* : K*; S)^ -> (hom^(K, M; d,\S)))\

On suppose maintenant que M est de dimension finie en chaque degré {do est
alors une bijection et même un homéomorphisme des topologies faibles) et que S est
réduit à un point. On se donne donc un J^-morphisme <p : K -> M et l'on considère
l'application entre A-algèbres instables connexes :

8 : (M- : K*; ̂  -> (hom^(K, M; 9))-

<p désignant un élément de Hom^(M, K). La transformation naturelle en le JT^-objet N
qui lui correspond

d : Horn^JN, hom^(K, M; 9)) -> Hom^M* : K-; 9^, N*)

est un isomorphisme. Si (M* : K*$ 9*) .̂ est de dimension finie en chaque degré on peut
appliquer le lemme 1.13.1 a); en particulier l'application

((M* : K*; 9*)̂  -> hom^(K, M; 9)

adjointe de la duale de F « évaluation » M* -> K* ® (M* : K*; 9*)̂ . est un isomorphisme.
On peut d'autre part restreindre la transformation naturelle ci-dessus à la sous-caté-
gorie Y^ des objets coabéliens; on obtient :
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— un isomorphisme naturel en le ^-objet N

d : Hom^(N, P hom^(K, M; 9)) -^ Hom^Q^M* : K-; 9^, N*) ;
— un y^morphisme

8 : Q(M* : K-; 9^ -> (P hom^(K, M; 9))*;

— un y^-isomorphisme

S,, : P hom^(K, M; 9) -> (Q(M- : K-; 9^),.

1.14. Objets fonctionnels et résolutions

1.14.1. Dans la catégorie y.

1.14.1.1. Soient X et Y deux espaces. On définit une application cosimpliciale,
notée p^Rés-hon^X.Y) -^hom(X, Rés-Y), de la façon suivante. L'application
p° : F^[hom(X, Y)] -^hom(X,FJY]) est la « linéarisation » de l'application

hom(X, 7ï) : hom(X, Y) -> hom(X, FJY]) ;

^ : Rés^ hom(X, Y) -> hom(X, Rés" Y) est obtenue en itérant le procédé. L'appli-
cation Tôt p' s'identifie à une application (hom(X, Y))" ->hom(X, ^Y).

Soient S un sous-ensemble de Hom^(H, X, H, Y) et hoœ(X, Y; S) le localisé
de hom(X, Y) en A-^S). Les définitions précédentes se localisent. On obtient une appli-
cation cosimpliciale naturelle Kés-hom(X, Y; S) ->hom(X, Rés-Y; S) et une appli-
cation naturelle (hom(X, Y; S))' ^hom(X, Y; S) qui fait commuter le diagramme

(hom(X,Y;S)r —>hom(X,Y;S)

\ /•»1\ /hom(X,7];S)

hpm(X,Y;S).

Soit Z un troisième espace, il résulte de ce qui précède qu'une application
œ : X x Z - ^ Y , o u S : Z - > hom(X, Y), induit :
— une application d'espaces cosimpliciaux Rés^Z ->hom(X, Rés*Y) (compatible avec

les coaugmentations et S) et plus précisément S.és'Z ->hom(X, Rés'Y; S), S dési-
gnant l'image de l'application évidente 7^0 Z -> Hom^. (H^ X, H, Y) ;

— une application Z ->hom(X,Y) ou Z -^hom(X, Y; S).

1.14.1.2. On observera incidemment qu'en prenant pour œ l'identité de X x Z
on obtient une application v : X x Z -> (X x Z)", naturelle en X et Z, qui fait com-
muter le diagramme

X x Z —> (X x Z)"
\ /

Ix^zN, /T^XXZ

X x Z.
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1.14.1.3. Le diagramme de 1.14.1.1 conduit à l'énoncé suivant qui sera utilisé
au chapitre 3 :

Lemme 1 . 14 .1 .3 . — Si Y estfibrant et p-complet, les trois conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) l'application naturelle (hom(X, Y; S))^ -> hom(X, Y; S) est une équivalence d'homotopie;
(ii) l'espace hom(X, Y; S) est p-complet\

(iii) l'espace hom(X, Y; S) est p-bon.

Rappelons la terminologie de [BK1] : un espace Y est dit p-complet (resp. p-bon)
si T] : Y -> Y^ est une équivalence d'homotopie faible (resp. une équivalence d'homologie
modulo p).

Démonstration. — Posons Z = hom(X, Y; S), Z' = hom(X, î'; S), et notons s
l'application naturelle Z -> Z'.

Observons que les espaces Z, Z', Z, Z' sont fibrants et que la composée s o r\^ : Z -> Z'
est une équivalence d'homotopie. La seule implication qui ne soit peut-être pas évidente
est donc (iii) => (i).

Considérons le diagramme commutatif suivant :

Z ———> Z'

^ I712'
(Z)- -i-> Z'.

Si Z est p-bon ̂  est une équivalence d'homotopie ([BK1], I, 5.2) et il en est
de même pour ê puisque s est une équivalence d'homologie modulo ^ ([BK1], I, 5.5),
la composée 73^ ° £ est do11^ une équivalence d'homotopie. Dans ce cas, puisque s o Y^
et 7] '̂ o s sont des équivalences d'homotopie, il en est de même pour e.

1.14.2. Dans les catégories JT, et JT.

Soient K et M deux objets de Jf, (resp. deux objets de Jf* avec K de dimension
finie en chaque degré). On définit mutatis mutandis un Jf^-morphisme cosimplicial
(resp. Jf-morphisme simplicial) p* : Rés'hom^-JK, M) -> hom^JK, Rés'M) (resp.
p. : (Rés. M : K)^ -> Rés. (M : K)^).

Soit N un troisième objet de ^ (resp. Jf), une application K ® N -> M
(resp. M -> K ® N) induit une application cosimpliciale (resp. simpliciale)

Rés • N -> hom^(K, Rés • M) (resp. (Rés. M : K)^ -> Rés. N).

Si l'on pose, comme en 1.5.2 et 1.9.1, Siés'N == (Rés'N)^oTcoEés-N5 on obtient encore
une application Rés^N -^hom^(K, Rés-M; S) (resp. (Rés.M : K; S)^ ->Rés.N),
S désignant l'image de l'application évidente

TTo N -̂  Hom^ (K, M) (resp. 7^0 N -> Hom^(M, K)).
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Ces constructions sont bien sûr compatibles avec les dualités détaillées en 1.13; on a
en particulier un diagramme commutatif naturel

(Rés.(M*) : K*; 9*)^ ———> Rés.(N')

1 [
(hom^K^Rés-M;^)' —> (Rés-N)*

(K étant de dimension finie en chaque degré et 9 un Jf^-morphisme de K dans M).
On a tout fait également pour que les constructions de 1.14.1.1 et 1.14.2 soient

compatibles : l'application H^ Rés'Z -> H, hom(X, Rés'Y; S) image par le foncteur H^
de l'application induite par <o : X X Z -> Y s'identifie à l'application

Rés • H, Z -> hom^(H, X, Rés • H, Y; S)

induite par H^ œ.

1.15. Conclusion du chapitre 1

Nous concluons ce premier chapitre en passant brièvement en revue les méthodes
que nous fournissent Bousfield et Kan pour étudier l'espace fonctionnel hom(X, Y) ;
cette revue est l'occasion de récapituler les points essentiels du chapitre.

On écrit tout d'abord hom(X, Y) comme la réunion disjointe des hom(X, Y; 9),
9 décrivant l'ensemble des homomorphismes de A-coalgèbres instables (^-morphismes)
de H, X dans H, Y et hom(X, Y; 9) désignant la version simpliciale du sous-espace de
hom(X, V) formé des applications / telles que la composée de f^ et de l'application
naturelle H, Y -> H., Y soit égale à 9. On écrit ensuite hom(X, Y; 9) comme l'espace
total d'un certain espace cosimplicial hom(X, Rés* Y; 9) et l'on fait les observations
suivantes :

— Pour tout entier n l'espace hom(X, Rés^^ Y; 9) est un Fy-espace affine simplicial
connexe (la structure affine provient simplement de ce que l'image réciproque d'un
point par une application linéaire entre espaces vectoriels est un espace affine).

— Les cofaces et codégénérescences de hom(X, Rés'Y; 9), à l'exception de rf°,
sont affines.

— Cet espace cosimplicial n'est pas a priori pointé (en fait la donnée d'un point
base pour hom(X, Rés "Y; 9) est équivalente à celle d'une application/: X —^ Y telle
que Y* == 9) ; on peut cependant définir sans ambiguïté les groupes cosimpliciaux
TT, hom(X, Rés-Y; 9) (t> 0).

— L e Jf,-objet cosimplicial H^ hom(X, Rés'Y; 9) et le Fy-espace vectoriel
cosimplicial TÇ( hom(X, Rés'Y; 9) sont seulement fonction des Jf,-objets H^ X et H^ Y
et du Jf^-morphisme 9 :

H, hom(X, Rés-Y; 9) = hom^(H, X, Rés-H, Y; 9)
TT( hom(X, Rés-Y; 9) = TT, hom^(H, X, Rés-H, Y; 9).
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On a alors les possibilités suivantes.
1) a) Supposons 9 ==/,, / désignant une application de X dans Y; on peut

considérer la suite spectrale d'homotopie de l'espace cosimplicial pointé homfX Rés'Y-cp)
[BK1] [BK2] :

n8^ hom(X, Rés-Y; y) => 7c,_, Tôt hom(X, Rés-Y; 9)

(la notation n8 TT( hom(X, Rés-Y; 9) désigne le j-ième « groupe de cohomotopie »
du Fy-espace vectoriel simplicial ^ hom(X, Rés-Y; 9), voir 1.1) ou encore :

n8 n, hom (̂H, X, Rés - H, Y; 9)
=> 7^_,hom(X, Y; 9) = 7r,_,(hom(X, Y);/)

(d'après la théorie des foncteurs dérivés des foncteurs non additifs il est raisonnable de
noter Ext^(H^ X, H^ Y$ 9) le terme Eg de cette suite spectrale qui doit être vue comme
une suite spectrale d'Adams instable). On observera que l'on peut utiliser cette suite
spectrale sans supposer que 9 est induite par une application de X dans Y si l'on sait
par ailleurs que l'espace Tothom(X, Rés'Y; 9) est non vide, puisque dans ce cas
l'espace cosimplicial hom(X, Rés'Y; 9) est faiblement équivalent à un espace cosim-
plicial pointé.

b) Soient maintenant Z un espace, disons connexe pointé, et œ une application
X x Z ->Y; on prend pour/: X ->Y la restriction de co à X x *. On peut étudier
l'application Z ->hom(X, Y; 9), obtenue en appliquant le foncteur Tôt à l'application
cosimpliciale Rés'Z ->hom(X, Rés'Y; 9) induite par <o, en considérant l'application,
disons EgÇœ), induite par œ entre les termes Eg des suites spectrales d'homotopies. Là
encore E^u) ne dépend que des .^-objets H,X, H, Y, H, Z, et du jr,-morphisme
<o, :H,X®H,Z-^H,Y.

2) On peut utiliser la théorie d'obstructions de Bousfield ([Bou3], voir aussi
l'appendice B) pour montrer que l'espace hom(X, 'Y; 9) == Tothom(X, Rés'Y; 9) est
non vide (question qui manquerait de sel si l'on savait que l'espace cosimplicial dont on
considère l'espace total est pointé !) ; les groupes d'obstructions sont les groupes

TT^.^homÇX.Rés-Y;^ = T^^hom^H^X.Rés-H.Y^) n^2.

3) On peut enfin considérer la suite spectrale d'homologie de l'espace cosimplicial
hom(X, Rés-Y; 9) [Bou2] [An] [Re] :

7T8 H, hom(X, Rés-Y; 9) => H, Tôt hom(X, Rés-Y; 9)
ou encore :

n8 hom^(H, X, Rés-H, Y; 9) => H, hom(X, Y; 9).

Tout le problème est dans la signification du symbole => ci-dessus ! La réfé-
rence [Bou2] contient notamment plusieurs théorèmes de convergence pour cette suite
spectrale.



Chapitre 2

PROPRIÉTÉS DE LA COHOMOLOGffi MODULO p
DES J&-GROUPES ABÉLIENS ÉLÉMENTAIRES

Ce chapitre traite des propriétés de la cohomologie module p des ̂ -groupes abéliens
élémentaires qui font que les classifiants de ces groupes sont si particuliers comme source
d'espaces fonctionnels.

Le cas essentiel est celui du groupe Z/j&.
On pose H == H* BZ^ = H*(BZ/^; F^) et on note T le fbncteur ^ -> ^,

M »-> (M : H)^ adjoint à gauche du fbncteur ^-^, N h-> H ® N (voir 1.10.2). Les
deux principales vertus de T sont de préserver les suites exactes et les produits tensoriels.
Signalons que l'on pourra trouver dans [Ad] des démonstrations de ces deux résultats
(pour p = 2) par des méthodes sensiblement différentes de celles présentées ici.

2.1. Exactitude du fbncteur T

Par définition même tous les fbncteurs % -> %, M i-> (M : K)<^ sont exacts à droite,
le fbncteur T, lui, préserve aussi les injections :

Théorème 2.1.1. — Le fondeur T : % -> % est exact.

Ce théorème est une généralisation des résultats de G. Garisson et H. R. Miller
[Cal] [Mil] [LZ1] qui montrent que H est un objet injectifde la catégorie ̂  {^injectif)
et une reformulation du théorème suivant dû à S. Zarati et l'auteur [LZ1] :

Théorème 2.1.2. — Soit 1 un %-injectif, alors le produit tensoriel H 00 1 est encore ^-injectif.

Donnons un point de vue un peu plus concret sur la preuve de 2.1.1. Soient M
un A-module instable et n un entier. Notons T" M le Fy-espace vectoriel (TM)" formé
des éléments de degré n de TM. Il faut montrer que le fbncteur T" est exact pour tout n.
Soit i un entier; posons

H M == colim { M2'-1 + \ S^-1; q e N }, pour p == 2

H M == colim{ M2^'^ P^1; q e N }, pour? > 2.
22
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Les calculs de Garisson et de Miller, et la proposition 5.4 de [LZ1], entraînent
en fin de compte l'énoncé suivant :

Proposition 2.1.3. — Pour tout A-module instable M et tout entier n le Ty-espace vectoriel T" M
est un facteur direct naturel de la somme directe

Î>-1

© LF M.
i==0

Cette proposition implique bien que le foncteur T~ est exact.

Démonstration. — On reprend les notations de 1.10.3.2. Le foncteur % -> y^
M h-> (LJ* M)*, est représenté par la limite projective, que l'on note L(î, n), du système :

{^i+^.S^-^îeN}, p o u r j & = = 2

{J^.i+n), .P^yeN}, pour p > 2.

On pose également L(z, 0) = K(i); on vérifie que K(î') est de dimension finie en chaque
degré (en un degré fixé le système projectif dont K(î) est la limite inverse devient « sta-
tionnaire » pour q grand). L'isomorphisme L(î, n) ^ K(i) ®J(n) de la proposition 5.4
de [LZ1] induit un isomorphisme

(L.r M)- ^ Hom^M, K(î) ®J{n)),

ou encore (L^ M)* ^ (((M : K^'))^)")*.

Gomme cet isomorphisme est compatible avec les topologies profinies des deux membres
(passer à la limite inductive sur les sous-modules de type fini) on obtient finalement
un isomorphisme, naturel en M,

L.»M£((M:K(î))^)».

Or Garisson (pour p = 2) et Miller (pour p > 2) montrent que H est facteur direct
dans la somme directe ©o^»^»-!^1) (po1111 un « remake » des preuves de Garisson
et Miller voir aussi l'appendice A de [LZ1]).

2.2. Foncteur T et produits tensoriels de A-modules instables

Soient M un A-module instable et K un A-module instable de dimension finie
en chaque degré. On note y^ ^ : M -> K ® (M : K)<^ l'adjointe de l'identité de (M : K)<^;
on abrège la notation YM,H en ÏM- Soient M,, K^, i == 1, 2, comme ci-dessus. Le produit
tensoriel y^ K ^TM K s'identifie à une application

MI ® M^ -^ (Ri ® K^) ® ((MI : Ki)^ ® (Mg : Kg)^)

dont l'adjointe est une application (M^® M^ : Ki^K^ -> (M^ : K^)^® (Mg : K.^.
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Si K possède un produit A-linéaire K0K -> K, on note
^ M, K : (MI ® M, : K)^ -> (Mi : K)^ ® (M, : K)^,

la composée de l'application (M^ ® M^ : K.)^ -> (M^ ® Mg : K ® K)<^ induite par ce
produit, et de l'application (Mi ® M^ : K 0 K)<y -> (M^ : K)^ 0 (Mg : K)^ décrite plus
haut.

On dispose donc en particulier d'une application naturelle
T(Mi ® Mg) -> TMi® TMg,

que l'on note simplement p^ ,M •

Théorème 2.2.1. — Pour tous A-modules instables Mi et M^, l'application naturelle

P^M, : T(Ml0 Mg) -- TMi ® TM:2

^ M» isomorphisme.

Remarque. — L'application TT : TFy ̂  Fp adjointe de l'unité de H, Fy -> H ̂  H ® Fp,
est un isomorphisme et l'isomorphisme fonctoriel T(Fy ® M) ^ TM est le composé
de pip ̂  et de TC® 1 .̂

Soit F(w) le A-module instable caractérisé par l'isomorphisme fonctoriel
M"^ Hom^(F(n),M)

(F{n) est le A-module instable librement engendré par un générateur de degré n [SE]);
la démonstration du théorème 2.2.1 se ramène facilement à celle de la proposition
suivante :

Proposition 2.2.2. — Pour tous entiers n^ et n^ V application pip̂  ^ p^ ^ est un isomorphisme.

Démonstration de l'implication 2 .2.2 =>2.2 .1 . — Soient M^ et M^ deux A-modules
instables. Soit L,̂  -> L,̂  -> M, -> 0, ? = 1, 2, le début d'une résolution libre de M,
dans la catégorie % (L^i et L, o sont des sommes directes de F(re)). Si p-p^ p(n > est
un isomorphisme pour tout n^ il en est de même pour (Ap^, -r ., j = 0, 1, puisque T
préserve les sommes directes, et pour ̂ ^^ puisque T est exact à droite. Pareillement
sl ^(niî.Mî est un isomorphisme pour tout n^, il en est de même pour p^^Ma? ^Ln.Ma?
et ^Mi,^-

Avant de passer à la démonstration de la proposition 2.2.2, on va montrer que
le foncteur T commute au foncteur suspension, ce qui, comme on le verra, peut être
considéré comme un cas particulier de 2.2.1.

Foncteur T et suspension. — On reprend les notations du début de ce paragraphe
et l'on note ^^ : (SM:K)^->2(M:K)^ l'application naturelle adjointe de

SYM.^21^-^^^^!^) ^ K®S(M:K)^;

on abrège la notation <^M H en ^M*
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Rappelons que l'on dit qu'un A-module instable K est réduit si Hom^(SM, K)
est trivial pour tout A-module instable M (voir par exemple [LSd], 6.1); on vérifie
aisément que H est réduit (voir par exemple [LZ1], démonstration du corollaire 7.2).

Proposition 2.2.3. — Soit K un A-module instable de dimension finie en chaque degré.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) K est réduit;
(ii) Inapplication naturelle <TM,K : (SM : K)^ -^S(M : K)^ est un isomorphisme pour tout

A-module instable M. En particulier Inapplication naturelle

^ : TSM -> STM

est un isomorphisme pour tout A-module instable M.

Démonstration. — L'implication (i) => (ii) est une reformulation de la proposi-
tion 8.1.1 de [LZ1] (à la restriction de finitude près, nécessaire ici pour que le fonc-
teur (•— : K)<^ soit défini). On peut aussi montrer la commutation des foncteurs T et S
en vérifiant que l'application naturelle T^SM) -> (ZTM^ = (TM)^ induite en
degré n par a-^ est compatible avec la projection naturelle ®o^ia$p-i L? M — ^ T ^ M
de 2.1.3 et les isomorphismes évidents Lf(2M) ^ L^~1 M (c'est d'ailleurs là essentiel-
lement le même argument que celui de la démonstration de la proposition 8.1.1 de
[LZ1] !). L'implication (ii) => (i) est évidente : Hom^(SM, K) ^ Hom^((2M : K)^, F^).

Remarque.— Soit TT^ : TM == (M : H)^ -> M ^ (M : F^)^ l'application naturelle
induite par l'application unité de H, Fy -> H (observer que TT? coïncide avec l'isomor-
phisme n : TFy —^ Fy qui apparaît dans la remarque qui suit l'énoncé 2.2.1). On montre
facilement ([Lai] proposition 4.1, [LScI] implication (i) => (ii) de la proposition 5.1) :

Proposition 2.2.4. — D application naturelle TT^ : TM -> M est un isomorphisme si M
est un A-module instable localement fini.

(On dit qu'un A-module M est localement fini si pour tout élément x de M le
sous-A-module Ax est fini.)

En particulier T^p est un isomorphisme et l'on vérifie que l'application naturelle a^
s'identifie à ^p ^ si bien que l'on peut voir la seconde partie de 2.2.3 comme un
cas particulier de 2.2.1.

2.2.5. Démonstration de la proposition 2.2.2 (et donc du théorème 2.2.1^ dans le cas
p == 2 (pour une variante de cette démonstration, voir [Lai]).

Rappelons tout d'abord la définition du foncteur Î2 : ̂  -> ̂ . Ce foncteur est
l'adjoint à droite du foncteur suspension S : ^U —> ̂ . Comme S n'est rien d'autre que le
produit tensoriel par SFy, on a

ÛM=(M:SF^.
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II est clair que les foncteurs T et ti commutent; en effet tous les foncteurs (— : K)^
commutent entre eux :

(- : K^o (- : K,)^ ̂  (- : K,®K^ ̂  (- : K,OOK^
^(-:K^o(-:K^.

Pourj& = 2 le A-module instable StiM s'identifie au quotient de M par le sous-A-module
constitué des éléments de la forme Sq^ x. Ceci peut se formaliser de la façon suivante.
Soit 0 : ̂  -> ̂  le foncteur « double » défini par :

M" si. =op) « s^)^^"'"8"-^
0 si n = 1 (2) y v / ( 0 si i =E 1 (2),

<I>.y désignant l'élément de (OM)^ correspondant à un élément x de M". L'applica-
tion : OM -> M, <S>x h-> Sy1351 ̂  est A-linéaire de degré zéro ce qui donne une transfor-
mation naturelle, que l'on note À, de 0 dans l'identité de ^. On a donc

2QM ^ coker X^.

On observera que M est réduit si et seulement si l'application À^ : OM -> M est injective.
Soient maintenant M^ et Mg deux A-modules instables. Le A-module instable

^(MI^M^) est naturellement isomorphe au produit tensoriel OM^OMg et À^ ®M
s'identifie à À^ ® X^. Il en résulte que l'on a un carré cartésien (et cocartésien) dans % :

Q(Mi ® Mg)

MlOîlMg (t2Mi)®M2

S^Mi^tIMg)

fonctoriel en M^ et Mg, que l'on note A(Mi, Mg).
Considérons la transformation naturelle du diagramme TA(Mi,M2) dans le

diagramme A(TMi, TMg) induite par :

—l'isomorphisme naturel Tt2(M^ ® Mg) ^ ÛT(Mi ® Mg) et la transformation natu-
relle Û^,M2?

— la transformation naturelle ^1,01^ et l'isomorphisme naturel TQM^ ^ QTMa;
— la transformation naturelle (AQ^ ^ et l'isomorphisme naturel TtiM^ ^ tiTMi;
— l'isomorphisme naturel TS(ilMi ^fiMg) ^ ST(î2Mi®tîM2), la transformation natu-

relle S^QMi.oMg? et les isomorphismes naturels TûMi ^ QTMi et TÛMg^QTMg.

Puisque T est exact le diagramme T A(Mi, Mg) est encore cartésien; on en déduit
que si les applications ^0^1, QMg? ^MnOMa? ^QMi.Ma sont des isomorphismes alors il en est
de même pour l'application ti^Mi.Ma- ^ln particulier si les applications piy^ -^y(n -D?
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^(ni),^» -i)3 ^(ni-D.Ffn ) ? sont des isomorphismes, alors il en est de même pour
l'application û(Ap^p^.

Ce qui précède fournit une méthode de démonstration de la proposition 2.2.2,
pour p = 2 ; on procède par récurrence sur n-^ et n^ en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2.2.5.1. — Soitf: M -> N un homomorphisme de A'modules instables; on suppose
queNest réduit. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est un isomorphisme \
(ii) Qf est un isomorphisme ainsi que f: M° ->N°.

Démonstration. — On considère le diagramme commutatif :

OM -^> M —> 2Î2M —> 0

h l' ï-e»/ / EQ/

0 —^ ON -^ N —> 2i2N —> 0

dans lequel les lignes sont exactes. Si Sîfest un isomorphisme on a la chaîne d'implications
suivante :

f: M* -^ N* isomorphisme pour k ^ » => O/*: (OM)* —> (ON)^ isomorphisme pour
A ̂  2n + 1 =>y; M* -» N^ isomorphisme pour À ̂  2% + !•

Pour que la démonstration de la proposition 2.2.2, pour p == 2, soit complète
il faut donc vérifier que TF(^) ® TF^) est réduit et que

^(n,), P(n,) : TO(F(^) ® F(^)) -> TO F(^) ® TO F(^)

est un isomorphisme. Le premier point est clair : TF(w) est libre (par définition les fonc-
teurs (— : K)^ transforment A-modules instables libres en A-modules instables libres,
on trouve ici TF(^) ^ ®o^jfc^w ^W)? d0110 réduit (F(w) est réduit), et le produit ten-
soriel de deux A-modules instables réduits est réduit. Le second est équivalent à l'énoncé
suivant (observer que Hom^(M, H) ^ Hom^(M, H ® Fp) est isomorphe à (T° M)*) :

Lemme 2.2.5.2. — L'application naturelle induite par le produit de H :

Fg ^ H^ ® H"2 ̂  Hom^(F(^), H) ® Hom^F^), H)
^Hom^(F(^)®F(^),H)

est un isomorphisme pour tous entiers n^ et n^.

Démonstration. — Comme cette application est manifestement injective il suffit
de démontrer l'inégalité dim? Hom^(F(ni) ® F^)? H) $ 1. Or on a, pour tous
A-modules instables M^ et M^, l'inégalité

dim^ Hom^(M^ ® Mg, H) ^ dimp Hom^(Mi ® OMg, H).
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Pour s'en convaincre, considérer la suite exacte

Mi®OM2-i^Mi®M:2 ->S(Mi®OM:2) ->0

et appliquer le foncteur Hom^(-—, H). En itérant on obtient

dim^Hom^(Mi ® Mg, H) ^ dim^ Hom^(Mi ® O^Mg, H),

O0 désignant le y-ième itéré du foncteur $. On achève alors grâce au lemme suivant :

Lemme 2.2.5.3. — Soit q un entier tel que V > n^ alors le A-module instable
F(^) ®^'F{n^ est monogène.

Démonstration. — Elle résulte des deux points suivants :

— pour tout entier n et tout A-module instable M, le produit tensoriel F(n) 0 M est
engendré comme A-module par les éléments de la forme i^ ® x, (.„ désignant le géné-
rateur de F(w);

— si 2® > n on a

Sq^^^^x) == ^exD^S^.

2.2.6. — Démonstration du théorème 2 .2 .1 dans le cas p > 2.

On utilise la méthode du « passage par W » employée à plusieurs reprises
dans [Zaï] [Za2] [LZ1] [LSd].

On note W la sous-catégorie pleine de ̂  dont les objets sont les A-modules instables
pairs, i.e. nuls en degré impair. On note (Q : W -> ̂  le foncteur oubli et 0 : % -> W
son adjoint à droite (6WM est le plus grand sous-A-module pair de M).

La proposition 2.1.3 montre que si un A-module instable M est pair, alors il
en est de même pour TM$ le foncteur T induit donc un foncteur de (%t dans W que l'on
note T. Par définition, T' est l'adjoint à gauche du foncteur W -> ̂ ', N ^ ^(H 0 (PN),
qui n'est rien d'autre que le foncteur N \-> P ® N, P désignant le sous-A-module (instable)
pair de H formé des éléments de degré pair.

On montre que le foncteur T' préserve les produits tensoriels en remplaçant for-
mellement 2 par p dans la démonstration précédente (on vérifie en particulier que le
^-isomorphisme OÇMi^Mg) ^ (DMi^XDMg utilisé pour p == 2 a son « ^'-analogue »
pour p> 2).

On en déduit que l'application naturelle ^i.Mg: T(Mi® M^) — TM^® TMg
est un isomorphisme pour M^ et Mg pairs. On étend ce résultat par la méthode suivante
inspirée de [Zâl].

Soit M un A-module instable quelconque; S. Zarati observe dans l'article cité
que le quotient M/éWM est une suspension, aussi peut-on définir un foncteur Z : % —^ ̂
en posant M/fi^M = SZM. Soit Tf le À-ième itéré de Z ; on note F^ M le noyau de la
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surjection naturelle M->-S*4'1 Z*4'1 M (À ^ — 1 ) . On obtient ainsi une filtration
fonctorielle de M :

0 ==F_iMC^M = F o M C F i M C ... C F ^ M C . . . C M .

Par construction le quotient F^M/F^__iM est la suspension ^-ième d'un A-module
instable pair :

F^ M/F^i M ^ S^tfWZ^ M)

et M est la réunion croissante des F^ M; plus précisément tout élément de M de degré ̂  k
appartient à F^ M. Gomme T est exact, commute à la suspension, et préserve les limites
inductives, on voit que (JL^ ^ est un isomorphisme, tout d'abord si M^ est pair et Mg
quelconque (filtrer Mg comme indiqué ci-dessus), et puis si M^ et Mg sont quelconques
(cette fois filtrer M^).

2.3. Foncteur T et A-algèbres instables

Proposition 2.3.1 — Soit M une A-algèbre instable; soient respectivement <p : M ® M -> M
et T] : Fy —> M le produit et Vumté de M. Alors les applications

(Tcp) o ((^M)"1) : TM ® TM ̂  TM et TT) : F^ = TF^ -> TM

font au A-module instable TM une A-algèbre instable.

Démonstration. — Le seul point dont il faille se convaincre est que la donnée
(TM, (T<p) o ((^M.n)"1)? ̂  vérifie bien l'axiome (JT3) de la définition des A-algèbres
instables reliant l'élévation à la puissance p-ième à la structure de A-module (voir 1.7.2).

Dans ce but commençons par décrire une version « fonctorielle » de cet axiome.
Introduisons le foncteur © : % -> % défini par :

©M ^H^S^M®^).

Dans cette formule Sy désigne le groupe symétrique d'ordre p, que l'on fait opérer
sur M^ par permutation des facteurs (attention aux signes : M est N-gradué !) et
fi°( ; ) est le 0-ième groupe de cohomologie de Tate (« les invariants divisés par les
normes »). On peut expliciter le foncteur © comme suit.

Pour p > 2 l'application M2"1 -> (QM)22^, x ^-> classe de ^0P, est un isomorphisme,
(©M)** est trivial si n est non divisible par 2p, et © peut être défini directement par les
formules :

M^ si n == 0 (2p) QÇP^x) si i = 0 (p)
f0M^— et V(Qx} =[u ) ~ 0 si n^ 0 {2p) { ) 0 si i ̂  0 {p)

où @x désigne l'élément de (©M)2^ correspondant à un élément x de M2". De la même
façon, pour p == 2, l'application M"* -> (©M)2^, x }-> classe de x ® x , est un isomor-
phisme, (©M)" est trivial si n est impair, et le foncteur © coïncide avec le foncteur 0
introduit en 2.2.5.
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Cette explicitation permet d'analyser le comportement du foncteur © vis-à-vis
des produits tensoriels. Là encore il faut distinguer entre les casj& > 2 etp ==2. Soient M^
et Mg deux A-modules instables; les formules ci-dessus montrent que l'on a une inclusion
A-linéaire naturelle 1^3^ : ©M^QMg -> ©(Mi® Mg). Si p= 2, i^i, M est un iso-
morphisme comme nous l'avons déjà dit et utilisé. Il n'en est plus ainsi pour p> 2;
cependant dans ce cas t^i.Mg ^met une rétraction tout aussi A-linéaire et naturelle
PMi.M^^î^i^Mg) —©M^QMg définie par :

@(x®jy)
@x 0©^ si | x\ = \y\ = 0 (2)
0 si M == [ j /1 = 1(2) ;

pour ^ == 2, on pose p^^ = (^.Ma)"1-
Pour j& > 2, on vérifie (utiliser l'instabilité de M) que l'application

©M -> M, ©^ »-. PH72 ̂

est A-linéaire de degré zéro; cette application est notée Ç^- P01111 P == 2 on pose Ç^ == X^
(À^ désignant l'application introduite en 2.2.5, définie par ^(OA:) ^ S g ^ x ) . On
vérifie également que le diagramme suivant est commutatif :

©(MI^M^) -ÇMt0M^ M^Ma

^i®^,

©M,® ©M1 '0' VZ/lVAg

(utiliser à nouveau l'instabilité de M^ et Mg).
Introduisons maintenant la catégorie, notée JT, obtenue en supprimant

l'axiome (JT.3) dans la définition de la catégorie Jf des A-algèbres instables; jT est
donc une sous-catégorie de ^ qui contient JT comme sous-catégorie pleine. Soit M un
objet de JT; on note Ç^ : 0M -^ M l'application (A-linéaire de degré zéro) induite
par le produit de M; on a donc ?^(@x) •=== x^, x désignant un élément de degré pair
si p > 2 et de degré quelconque si p = 2 (on pose dans ce dernier cas @x = OA:) . Il est
clair que l'on a une notion de produit tensoriel dans Jf et que le diagramme suivant :

©(Mi^M^) ^l®^ M3®M2

\ /
PMx,M\ /%®&

©Mi^QMg

est encore commutatif.
Nous pouvons à présent reformuler l'axiome (JT.3) : un objet M de Jf est un

objet de JT si et seulement si les deux applications Ç^ et Ç^ coïncident.
23
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II nous faut donc vérifier que pour toute A-algèbre instable M, les deux appli-
cations Ç^ et Ç^M coïncident. Pour cela, considérons le ^-diagramme suivant (i == 1, 2) :

©M ^ ©(H0TM) -pfl^ 0H0QTM -^"î10^ H ® ©TM

ĵ I j/H®^!

M —————————————TM—————————————> H®TM

et notons 6^ : TQM -> ©TM l'adjointe de la composition correspondant à la première
ligne. La commutativité du ^-diagramme ci-dessus entraîne celle du ^-diagramme
ci-dessous (i == 1, 2) :

T0M ^> ©TM

TM

Maintenant, puisque H est une A-algèbre instable, Ç^ et Çg coïncident et il en est
de même pour les transformations naturelles de ^-foncteurs 61 et 62 : 6^ == 6^ == 6^.
Pour prouver que les applications Ç^, i == 1,2, coïncident il suffit par conséquent de
savoir que 6^ est un isomorphisme. Or 6^ est un isomorphisme car T commute aux
produits tensoriels et est exact. Précisons un peu. On vérifie que 6^ est la composition :

T^S^M®^) -^H^S^M^)) ->H°((5^ (TM)^)

la flèche de droite étant associée à l'application Sp-équivariante

^M^) -^(TM)^

induite par le produit de H. Or les deux applications intervenant dans la composition
ci-dessus sont des isomorphismes. La première parce que T est exact et la seconde parce
que l'application ^M0^) -> (TM)0^ est elle-même un isomorphisme puisque T com-
mute aux produits tensoriels (théorème 2.2). On pourrait aussi montrer que 6^ est un
isomorphisme en utilisant la proposition 2.1.3, ou encore, pour p = 2, en remarquant
que la commutation des foncteurs T et S implique celle des foncteurs T et © == 0
(observer que si un A-module instable M est réduit, et en particulier libre, alors OM est
le noyau de l'application naturelle M -> St2M).

Proposition 2.3.2. — Soient M et N deux A-algèbres instables', alors V isomorphisme
^adjonction Hom^(M, H ® N) ^ Hom^(TM, N) induit une bijection

Hom^(M, H ® N) ^ Hom^TM, N).

Démonstration. — Commençons par introduire la définition suivante. Soient
M,, N,, i = 1, 2, et K des A-modules instables; on suppose K muni d'un produit
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A-linéaire K ® K — K. On note/i®/^ ̂ frfz 1e produit (que nous appellerons produit
tensoriel contracté)

Hom^(Mi, K ® Ni) ® Hom^Mg, K ® N3)
-> Hom^(Mi ® Ma, K ® (Ni 0 Ng)),

induit par le produit tensoriel
Hom^(Mi, K ® Ni) ® Hom^ (M^, K ® N3)

-. Hom^(Mi ® Mg, (K ® Ni) ® (K ® N2) )

et le produit de K. Le produit tensoriel contracté correspond par adjonction à la
composée du produit tensoriel

Hom^((Mi : K)^, Ni) ® Hom^Mg : K)^, N^)
-^ Hom<y((Mi : K)^ ® (M^ : K)^, Ni ® N3)

et de l'application

Hom^((Mi:K)^®(M2:K)^,Ni®N2)->Hom^((Mi®M2:K)^,Ni®N2)

induite par P.M , M , K-
En particulier le produit tensoriel contracté

Hom^(Mi, H ® Ni) ® Hom^Mg, H ® N3)
-> Hom^(Mi ® Mg, H ® (Ni ® N3))

correspond, par adjonction et identification de T(Mi ® Mg) avec TMi ® TMg, au produit
tensoriel

Hom^(TMi, Ni) ® Hom^TMg, N3) -> Hom^(TMi ® TMg, Ni ® N3).

Passons maintenant à la démonstration de la proposition 2.3.2 dans laquelle nous
conviendrons, pour préciser la notation, de désigner le produit M ® M -> M d'une
A-algèbre instable M par <p^.

Le sous-ensemble Hom^.(M,H®N) de Hom^(M,H®N) est Pégalisateur des
deux applications suivantes de Hom^(M, H ® N) dans Hom<y(M ® M, H ® N) :
f^fo^y. et f ̂  ?H®N ° {f^f)' O11 observera que la seconde s'écrit encore
/h^ (lg®9^) o (/./) (le point désignant le produit tensoriel contracté introduit
ci-dessus). Après adjonction et identification de T(M®M) avec TM®TM ces deux
applications correspondent respectivement aux deux applications de Hom^(TM, N)
dans Hom<^(TM ® TM, N), g ̂  g o Çr^ et jfh-> 9^ o {g ®^), dont l'égalisateur est
bien Hom^(TM,N).

Soient M et K deux A-algèbres instables, avec K de dimension finie en chaque
degré; on dispose d'une application naturelle de (M : K)^ dans le A-module instable
sous-jacent à (M : K)^ (notation de 1.10.2) : l'adjointe dans ^ de l'adjointe dans «3T
de l'identité de M. Les propositions 2.3.1 et 2.3.2 impliquent :

Corollaire 2.3.3. — Pour toute A-algèbre instable M Inapplication naturelle du A-module
instable TM dans le A-module instable sous-jacent à (M : H)̂ - est un isomorphisme.
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Les propositions 2.3.1 et 2.3.2 peuvent aussi être rassemblées dans la scholie
ci-dessous :

Scholie 2.3.4. — Le foncteur T : % -> ̂  induit un fondeur JT -^JT, que l'on note
encore T, adjoint à gauche du foncteur JT-> JT, N h-> H ® N (autrement dit le foncteur T : ̂ -> Jf
s'identifie au foncteur ( : H)̂ . ûfo^ l'existence est affirmée en 1.10.2J.

2.4. Passage du groupe Z/^ à un -̂groupe abélien élémentaire général

Soient V un ^-groupe abélien élémentaire, c'est-à-dire un groupe isomorphe
à (îfpY pour un certain entier d, et BV son classifiant. On pose

H* V = H* BV =H*(BV; F^)

et l'on note Ty le foncteur ^ -> ̂ , M ̂  (M : H* V)^. On a donc T = T^.
Comme H* V est isomorphe, en tant que A-module instable, au produit tensoriel

H ® H ® .. . ® H, rffois, le foncteur Ty : % -> % est équivalent au composé T o T o ... o T,
d fois. On peut donc, dans le théorème 2.1.1, remplacer T par Ty :

Théorème 2.4.1. — Le foncteur Ty : ̂  -> W est exact.

Signalons que ce résultat donne essentiellement tous les A-modules instables de
dimension finie en chaque degré K tel que le foncteur ̂  -> ̂ , M h-> (M : K)^ est exact.
Plus précisément :

Théorème 2.4.2. — Soit K un A-module instable de dimension finie en chaque degré. Soit
S" un système de représentants des classes d'isomorphisme des facteurs directs indécomposable des
A-modules instables H*(B(Z/^)d; FJ, d décrivant N. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le foncteur % -> ̂ , M h-> (M : K)^ est exact,
(ii) il existe une famille d'entiers (û^)^ç^ (uniquement déterminée en fonction de K/ telle que

K ^ e^L^^n^i^.
L'implication (ii) => (i) est une conséquence de 2.4.1. La réciproque est démon-

trée dans [LScI], 6.2.
Gomme l'isomorphisme H* V ̂  H ® H ® . .. ® H est un isomorphisme de A-algèbre

instable, la transformation naturelle (AM , M , H*V : Ty(Mi ® Mg) -> Ty M^ ® Ty M^
s'identifie à la transformation naturelle

. ( T o T o . . . o T ) ( M i ® M 2 ) ^ ( T o T o . . . o T ) ( M i ) ® ( T o T o . . . o T ) ( M 2 )

obtenue en « itérant » d fois la transformation naturelle ̂  ,M ,H* O11 P61^ donc encore
remplacer T par Ty et H par H* V dans les énoncés 2.2.1, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3, et 2.3.4
(on convient à nouveau d'abréger la notation (^M ,M ,H*V en ^M M ) :
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Théorème 2.4.3. — Pour tous A-modules instables M^ et M^, l'application naturelle

^ M^ Ty(Mi ® Mg) -> Tv MI® Tv Ma

^ z/72 isomorphisme.

Proposition 2.4.4. — 5'rô M une A-algèbre instable, soient respectivement 9 : M ® M —> M
^ T] : Fy -^ M fe produit et l'unité de M. .4/orj les applications

(TyçM^r^TyM^TyM-^TyM

^ T y 7 ] : F ^ - T y F ^ - > T y M

font du A-module instable Ty M une A-algèbre instable.

Proposition 2.4.5. — Soient M et N deux A-algèbres instables, alors l'isomorphisme
d'adjonction Hom^(M, H"' V 0 N) ^ Hom^(Ty M, N) îW^7 ^<? bijection

Hom^(M, H* V ® N) ^ Hom^(Ty M, N).

Corollaire 2.4.6. — Poz/r toute A-algèbre instable M l'application naturelle du A-module
instable Ty M dans le A-module instable sous-jacent à (M : H* V)^ est un isomorphisme,

Scholie 2.4.7. — Le foncteur Ty : % —> % induit un fondeur JT->J?f, que Von note
encore Ty, adjoint à gauche du foncteur Jf->Jf, Ni-^H*V®N (autrement dit le fonc-
teur TyîJf-^jT s'identifie au foncteur ( : H'" V)^. dont l'existence est affirmée en 1 .10 .2^ .

2.4.8. Caractérisation des A-algèbres instables H* V.

Les propriétés des A-algèbres instables H* V que traduisent les théorèmes 2.4.1
et 2.4.3 sont tout à fait exceptionnelles; en fait ces algèbres sont « caractérisées » à
isomorphisme près par les « restrictions en degré zéro » de ces théorèmes. Précisons un
peu. Considérons une A-algèbre instable non nulle de dimension finie en chaque degré K
et posons V = (K1)*, (K1)* désignant le F^-espace vectoriel dual de K1; alors les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le JT-morphisme canonique H* V -> K est un isomorphisme (rappelons que
l'on a Hom^H* V, K) ^ Homp (V*, K1) pour tout Fy-espace vectoriel de dimension
finie V et toute A-algèbre instable K).

(ii) Le foncteur M ̂  ((M : K)^)° = (Hom^(M, K))' (voir 1.10.3.2), défini sur
la catégorie des A-modules instables et à valeurs dans la catégorie des F^-espaces vec-
toriels, est exact (en d'autres termes le A-module instable sous-jacent à K est injectif)
et commute aux produits tensoriels {i.e. la transformation naturelle induite par le produit
de K, (Hom^(— ® —, K))' -> (Hom^(—, K))' ® (Hom^(—, K))', est une équivalence).

Démonstration de l'implication (ii) => (i). — On note ^ f' H* V -> K l'application cano-
nique de (i), /K 1e foncteur M h-^ (Hom^(M, K))', et ^ : t^-^t^y la transformation natu-
relle induite par ^. Nous allons montrer que, si (ii) est vérifiée, /y^ est un isomorphisme
pour tout entier n, ou encore que y^ est un isomorphisme pour tout A-module instable M.
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Observons tout d'abord que si /g commute aux produits tensoriels, alors % est un
isomorphisme en degré zéro. En effet dans ce cas le Fp-espace vectoriel ^(F(0)) = (K°)*,
qui par hypothèse est non nul et de dimension finie, est forcément de dimension un.
Observons ensuite que par définition ^ est un isomorphisme en degré un ou encore
que ^p^ est un isomorphisme. A partir de là, nous devons distinguer à nouveau les
cas p ==== 2 et p > 2.

Le cas p == 2. Soit n ̂  1 un entier; l'application F(w) -> (F^))071 qui envoie ^
sur 4 ® 4 ® . . . ® 4 induit un isomorphisme F{n) ^ ((F^))0")6», ((F^))0^» dési-
gnant le sous-module de (F^))0^ des invariants de l'action par permutation des facteurs
du groupe symétrique ©„ (voir par exemple [LZ2], p. 55). Il en résulte que %p^ est
un isomorphisme pour tout n.

Le cas j & > 2 . Soit OK.M^K^®^) "^^(M) la transformation naturelle définie
comme la composée

^(©M) == ^(H°(®,; M^)) ->â°((5,; /K(M^))
^H°((5,;(^M)^)^(M),

la flèche de droite étant associée à l'application Sp-équivariante ^(M0P) -> (^M)^
induite par le produit de K. Comme dans la démonstration de la proprosition 2.3.1,
le fait que le foncteur t^ soit exact et commute aux produits tensoriels implique que
®K M est un isomorphisme pour tout A-module instable M. En prenant M = SF(0),
on obtient ^(SF(0)) == 0 puisque Q(SF(0)) est trivial. En invoquant à nouveau la
commutation de ^ aux produits tensoriels on obtient plus généralement ^(SM) = 0
pour tout M. Ceci permet, comme en 2.2.6, de se ramener à la catégorie W. En effet,
puisque t^ est exact et que le quotient M/ffWM est une suspension, l'image par ^ de
l'inclusion (P(PM. <-> M est un isomorphisme et il est équivalent de montrer que ̂  est
un isomorphisme pour tout A-module instable M ou que ̂  est un isomorphisme pour
tout A-module instable pair M'.

Soit F' {2n) le A-module instable pair librement engendré par un générateur de
degré în. On a en particulier F'(2) == ÛWF(l) et 7p'(2) est un isomorphisme si /p^ en
est un. L'isomorphisme F' (2n) ^ ((F^))07^" (dont la démonstration est analogue à
celle de l'isomorphisme F(yz) ^ ((F^))0")3" du cas^ == 2) implique alors que Xp'(2n) est

un isomorphisme pour tout entier n. II en résulte bien que 7^ est un isomorphisme pour
tout A-module instable pair M'.

2.5. Foncteurs Ty et résolutions

Ce paragraphe (un peu technique) traite des « termes Eg cosimpliciaux » que
nous rencontrerons au chapitre suivant.

Proposition 2.5.1. — Si M. -> M est une ^-résolution libre d^une A-algèbre instable M,
alors Ty(M.) ->TyM est une ^-résolution libre de la A-algèbre instable Ty M.
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Démonstration. — L'exactitude du fbncteur Ty : % -> ̂  et la scholie 2.4.7 (ou
le corollaire 2.4.6) montrent que Ty(M.) -^ Ty M vérifie la condition b ) de la défi-
nition 1.9.1.1. La condition ûj, elle, est immédiate : d'après leur définition même,
les foncteurs ( : K)^- transforment objets libres en objets libres.

2.5.2. On reprend les notations de 1.10.4 avec K == H* V. On note donc
û(<p) : Tv M — Fp l'augmentation de Ty M correspondant par adjonction à un homo-
morphisme de A-algèbres instables 9 : M -> H* V ^ H* V ® Ty et l'on pose

T^(M;<p)=(T^M)^;

rappelons que l'on peut considérer Ty( ; ) comme un fbncteur défini sur la catégorie
JT/H* V des A-algèbres instables au-dessus de H* V et à valeurs dans la catégorie Jf^
des A-algèbres instables connexes non nulles. En spécialisant la construction de 1.14.2
à P « évaluation » M-> H* V ® Ty(M$ y), on obtient une application naturelle de
A-algèbres instables simpliciales

Tv(Rés.M;(p) ->Rés.Tv(M;<p)

que l'on note encore p. .

Proposition 2.5.2. — Soient <p : M -> H* V un homomorphisme de A-algèbres instables
et F : Jf^ -> ̂  un fondeur défini sur la catégorie «^ des A-algèbres instables connexes non
nulles et à valeurs dans une catégorie abélienne ̂ . Alors l'application naturelle de A-algèbres instables
simpliciales p. : Ty(Rés.M$ 9) -> Rés.Ty(M; 9) induit des isomorphismes

T^FTv(Rés.M;<p) ^7r,FRés.Tv(M;(p)

pour tout entier s.

Démonstration. — II s'agit d'une application de la théorie des foncteurs dérivés des
foncteurs non additifs. On pourra trouver une présentation particulièrement efficace
de cette théorie dans l'appendice de [Boul].

La situation que nous avons ici est duale (au sens des catégories) de celle décrite
par Bousfield dans cet appendice. La classe de modèles projectifs que l'on prend pour Jf^
est celle des A-algèbres instables libres; on la notera J^. Selon la terminologie de Bousfîeld
une J5? -résolution d'un objet M de JT^ est la donnée d'un complexe de chaînes dans la
catégorie JT^ (Jf^ désigne la catégorie dont les objets sont les mêmes que ceux de Jf^
et dont les morphismes sont les combinaisons linéaires formelles à coefficients dans Z
de Jf^-morphismes)

M <- Mo ^~ MI <- . . .
tel que :
a) M^ appartient à JS? pour tout n ̂  0;
b) pour tout objet L de -Sf le fbncteur Hom^+(L, —) transforme le complexe ci-dessus

en un complexe acyclique de groupes abéliens.
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De telles résolutions existent pour tout M. En effet une Jf^-résolution libre M. -> M
au sens de 1.9.1.1 induit une oS^-résolution de M (le e^f^-morphisme d : M^ -> M^_^
est la somme formelle S(— l)1^). Voici pourquoi (nous suivons toujours Bousfield).
Soit s^ : Hom^ (L, M.) -> c, Hom^- (L, M) l'application d'ensembles simpliciaux induite
par l'augmentation de M.; la condition b) ci-dessus équivaut ici à la suivante :
bj pour tout objet L de S l'application s^ induit un isomorphisme en homologie

entière.

Or d'après la définition même d'une A-algèbre instable libre les ensembles
Hom^-(L, —) sont des Fp-espaces vectoriels et s^ est un homomorphisme de Fp-espaces
vectoriels simpliciaux. Gomme la condition b) de 1.9.1.1 entraîne que s^ induit un
isomorphisme en homotopie, bj est bien satisfaite.

On peut faire alors une théorie à la Cartan-Eilenberg [CE] des foncteurs dérivés
à gauche de F. Soit M un objet de Jf^; Lg FM est isomorphe au .y-ième groupe d'homo-
logie du j^-complexe de chaînes

F+(Mo)^F+(Mi)^. . . ,

M <- Mo <- MI <- . . . désignant une oâ^-résolution de M et F4' : Jf^ -> ^/ l'extension
addidve du foncteur F. Le théorème classique de comparaison vaut pour les JS^-réso-
lutions et l'on obtient des foncteurs L,F:Jf^->j^, s ^ O , uniques à équivalence
naturelle près; si l'on préfère, comme Bourbaki, une définition plus rigide, on peut
poser Lg FM == n^ F Rés^.M, Rés^.M désignant la Jf^-résolution libre canonique
de M (voir le dernier point de 1.9.1).

La théorie précédente montre en particulier que si K.^ -> K. et K.^ -> K sont
deux Jf^-résolutions libres d'un même objet K de Jf^ et si f. : K.(^ -> K.(^) est une
application Jf^-simpliciale compatible avec les augmentations, alors

^8 F/- : ^S Î^K.ÎO) -> ^s ̂ .(l)

est un isomorphisme pour tout s ^ 0. Cet énoncé implique la proposition avec
K=T^(M;9) , K.^=Rés.Tv(M;9), K.^ = T^Rés.M; 9) qui est une J^-
résolution libre de Ty (M ; <p) d'après les propositions 2.5.1 et 1.9.1.2, et f, == p..

2.5.3. Soit maintenant 9 : H^ V-> M un homomorphisme de A-coalgèbres
instables. On note 9* : M* -> H* V l'homomorphisme de A-algèbres instables dual.

Proposition 2.5.3.1. — On suppose que la A-coalgèbre instable M est de dimension finie
en chaque degré. On a alors

n8 Ht hom (̂H, V, Rés • M ; 9) =0 pour t — s ̂  0.

Proposition 2.5.3.2. — On suppose que la A-coalgèbre instable M et la A-algèbre
instable Ty(M*$ 9*) sont de dimension finie en chaque degré, on peut considérer alors la A-coalgèbre
instable duale (Ty(M*; 9*))*, que Von note N, Inapplication de A-coalgèbres instables
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H, V ® N -> M, que Von note œ, duale de l'application canonique M* -> H* V ® T^M*; 9*), et
enfin l'application de A-coalgèbres instables cosimpliciales îlés'N -^hom^ (H, V, Rés'M; 9),
que Von note œ', induite par (ù (voir 1.14.2^. Sous ces hypothèses :

a) l'application N ->hom^(H,V, M; <p) adjointe de œ est un isomorphisme de A-coalgèbres
instables;

b) l'application n8 TT( <x/ est un isomorphisme pour tous s et t'y
c) la A-coalgèbre instable cosimpliciale hom^ (H, V, Rés'M; 9) est une résolution cosim-

pliciale colibre de hom (̂H,, V, M; 9) (au sens dual de celui de la définition 1 . 9 . 1 . 1 ^ ) .

Démonstration de la proposition 2.5.3.1. — Si M est de dimension finie en chaque
degré, il en est de même pour Rés" M pour tout n et l'on a, d'après 1.13.3 et 1.13.5,

^ hom^(H, V, Rés-M; 9) ^ TT, T^Rés.M-; 9-),

si bien que la proposition 2.5.3.1 est un corollaire de la proposition légèrement plus
générale que voici.

Proposition 2.5.3.3. — Soit 9 : M -> H* V un homomorphisme de A-algèbres instables.
On a

T:8 •^:^ Ty(Rés. M; 9) ==0 pour t — s ̂  0.

Démonstration. — On applique la proposition 2.5.2 en prenant pour F le fonc-
teur TT( (considéré comme un foncteur covariant !). On obtient que n8 TT( Ty(Rés.M; 9)
est isomorphe à n8 TT( îles. T-yÇM ; 9), qui est lui-même isomorphe à n8 TC( Rés^. Ty(M ; 9),
Rés^,.Ty(M;9) désignant la Jf^-résolution libre canonique de Ty(M; 9). Or, pour
toute A-algèbre instable connexe non nulle N, les groupes n8 TT( Rés^.N sont triviaux
pour t — j^ 0 (corollaire A. 1.2 de l'appendice A).

Démonstration de la proposition 2.5.3.2. — Le point a) est un cas particulier de 1.13.5.
Le point b) est à nouveau une conséquence directe de la proposition 2.5.2 puisque
TC8 TC< (0e s'identifie par dualité à l'application n8 TC( Ty(Rés. M; 9) -> n8 TT( Rés .Ty(M; 9).

Le point c ) , plus subtil, est dû à Bousfield. Il faut montrer que les groupes
Ti5 hom^(H, V, Rés'M; 9) (disons qu'il s'agit là de cohomotopie de Fy-espaces vec-
toriels cosimpliciaux, voir 1.1) sont nuls pour tout s> 0. On montre en fait que
l'application

n8 <o- : n8 £és • N -> n8 hom (̂H, V, Rés • M; 9)

est un isomorphisme pour tout s ^ 0 ce qui donne bien le résultat cherché (et redonne
en outre le point a)) puisque Rés'N est une résolution cosimpliciale colibre de N au
sens dual de celui de la définition 1.9.1.1 (remarquer que (Siés'N)* est isomorphe
à Rés. (N*) ou, plus naturellement, se convaincre de ce que la propisition 1.9.1.2 admet
une version duale). Pour montrer que n8 <o* est un isomorphisme pour tout s ^ 0 on
applique le lemme 3.5 de [Boul] : comme Rés'N et hom^. (H, V, Rés'M; 9) sont, au

24
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sens de [Boul], des Fp-coalgèbres homologiques cosimpliciales connexes et colibres en
chaque codegré, il est équivalent de montrer que l'application

7T8 Pco- : n8 P Rés-N -> n8 P hom^(H, V, Rés-M; 9)

est un isomorphisme pour tout s ^ 0. Or celle-ci s'identifie par dualité (voir notamment
la fin de 1.13.5) à l'application

(^Q.P.L: (T^QRés.T^M-; 9-)), ̂  (^QT^Rés.M*; 9-)),

qui est un isomorphisme d'après 2.5.2.

2.6. Sur les foncteurs hom (̂H, V, —) et hom (̂H, V, —)

Nous terminons ce chapitre en mentionnant quelques-unes des différences qui
distinguent le comportement des foncteurs hom^ (H^ V, —) et hom^ (H^ V, —) de
celui des foncteurs (— : H* V)^ et (— : H* V)^. (on suppose dans ce paragraphe que V
est non trivial !).

Contrairement au foncteur (— : H* V)^, le foncteur hom^(H^ V, —) n'est pas
exact à droite. Il revient au même de se convaincre que le foncteur hom^ (fi* V, —)
(H^ V désignant l'homologie modulo p réduite de V) n'est pas exact à droite, ce que l'on
peut faire de la façon suivante. On considère pour tout A-module à droite instable M
la surjection évidente O^^SÂ^ M -> M (la notation Sk" est introduite à la fin
de 1.13.2); comme hom^^fi^V, (D^ç^S^M) est nul (c'est une conséquence de la
version « homologique » de 2.2.4) l'image de cette surjection par le foncteur
hom^(H,V, —) ne peut être surjective que si hom^ (fi» V, M) est également nul,
ce qui n'est bien sûr pas le cas en général.

Cependant la restriction du foncteur hom^ (H» V, —) à la sous-catégorie pleine
de ̂ , notée ̂ /, dont les objets sont les A-modules à droite instables M de dimension
finie en chaque degré (attention : cette restriction est à valeurs dans ̂  et non dans ̂ /)
est exacte d'après l'isomorphisme hom^JH, V, M) ^ (T^M*))» de 1.13.2^.

Signalons au passage que les dérivés à droite R8 hom^ (H» V, —) sont triviaux
pour s^ 2. En voici une preuve. On reprend les notations de la démonstration de 2.1.3.
La version « homologique » de la proposition 5.4 de [LZ1] permet tout d'abord de
généraliser le lemme 6.5 de [Mil] (voir [LSc2], 1.7.2) et d'expliciter les foncteurs
M ̂  (R/hom^K^, M))^ on obtient :

(R/hom^K^, M)), ̂  lim^ M,^, .S^"1-1; q eN}, pour p = 2

(B/hom^K^, M)), ̂  lim^ M^,^,.P^1'1; q eN }, pour p > 2,

lim5 désignant dans ces formules le j-ième dérivé à droite du foncteur limite inverse
(qui est trivial pour 0 2). On montre ensuite à l'aide des résultats de [LSd] que le
A-module à droite instable H, V est une somme directe (finie) dont chacun des facteurs
est aussi facteur direct dans un K(i)^.
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Soit maintenant M une A-coalgèbre instable; notre dernière observation concerne
l'application naturelle, disons i^, du A-module à droite instable sous-jacent à
hom^(H,V, M) dans le A-module à droite instable hom^ (H^ V, M). Contrairement
à ce qui se passe dans le contexte « cohomologique » (voir corollaire 2.4.6), i^ n'est
pas en général un isomorphisme, même si l'on suppose, ce que nous faisons ci-dessous,
que M est de dimension finie en chaque degré.

Commençons par étudier L^ en degré zéro. Soit S l'ensemble profini
Hom^(H, V, M) == Hom^(M*, H* V).

En degré zéro
— hom^(H, V, M) est isomorphe à Fy[S] ;
— hom^(H,V,M) est isomorphe à (F^)* (notations de 1.8.1), d'après 1.13.2^

et 2.4.6;
— i^ s'identifie à l'inclusion évidente.

Cette inclusion n'est un isomorphisme que si S est fini.
Soit enfin 9 un point de S, on peut se persuader de ce que l'application

hom^(H, V, M; ç) -. (T^(M-; <p-)),

induite par i^ n'est pas non plus un isomorphisme en général. Prenons par exemple
M colibre : M = C(E) (notations de 1.9.2) avec E de dimension finie en chaque degré,
et notons F le Fy-vectoriel gradué (supérieurement) sous-jacent à QTy(M*; 9*); F n'est
de dimension finie en chaque degré que si E est fini (voir 1.13.4). On a les isomorphismes
suivants de Fy-vectoriels gradués :

— T^(MW) ^ ^ENO70"1)^,

— (Tv(M*; cp*)), ^ â^eiî^0^)^ (somme et produit coïncident parce que F est
nul en degré zéro),

— hom^(H,V, M; ç) ^ e.eM^)0")^ et l'application
hom^(H, V, M; y) -> (T^M-; 9*)),

s'identifie à l'inclusion évidente, qui n'est un isomorphisme que si F est de dimension
finie en chaque degré, c'est-à-dire si E est fini. Ceci souligne le côté diabolique de la
démonstration du point c ) de la proposition 2.5.3.2.



Chapitre 3

SUR LES ESPACES FONCTIONNELS
DONT LA SOURCE EST LE CLASSIFIANT
D»UN ^-GROUPE ABÉLIEN ÉLÉMENTAIRE
ET DONT LE BUT EST UN /̂ -COMPLÉTÉ

On spécialise dans ce chapitre les méthodes du chapitre 1 en exploitant les pro-
priétés de la cohomologie modulo p des ̂ -groupes abéliens élémentaires mises en évidence
au chapitre 2.

Comme au chapitre précédent V désigne ci-après un ^-groupe abélien élémentaire
et BV son classifiant.

3.1. Sur le 71:0 de Pespace hom(BV, Y)

Théorème 3 .1 .1 . — Pour tout espace Y dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré, l'application naturelle (voir l .12}

e : [BV, Y] -> Hom^(H, BV, H, Y) = Horn^IP Y, H* BV)

est une bijection (homéomorphisme^ voir 1.13^.

Démonstration. — Compte tenu du formalisme décrit au premier chapitre, l'injec-
tivité et la surjectivité de l'application e équivalent respectivement aux énoncés suivants :

Théorème 3.1.2. — Pour tout espace Y dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et tout homomorphisme de A-coalgèbres instables 9 : H^ BV -> H^ Y, l'espace
Tothom(BV,Rés*Y; 9) est non vide.

Théorème 3.1.3. — Pour tout espace Y dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et tout homomorphisme de A-coalgèbres instables 9 : H^ BV -> H, Y, l'espace
Tothom(BV, Rés'Y; 9) est connexe.

Démonstration du théorème 3.1.2. — D'après la théorie d'obstructions de Bousfield (voir
l'appendice B, lemme B. 3), il suffit de montrer que les groupes TC" TT^ _ i hom(BV, Rés ' Y ; 9)
sont triviaux pour n > 2. Ceux-ci s'identifient aux groupes

^ ̂ _, hom^(H, BV, Rés-H, Y; 9)

qui sont triviaux d'après la proposition 2.5.3.1.
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Démonstration du théorème 3.1.3. — La proposition 2.5.3.1 implique également
la nullité des groupes ^ TT^ hom(BV, Rés'Y; 9) pour n ̂  1 et on invoque cette fois
le lemme 7.3 du chap. X de [BK1] qui dit en particulier que l'espace total d'un espace
cosimplicial pointé Z', connexe et fibrant, est connexe si les groupes TT" TT^ Z', n ̂  2,
et l'ensemble 7r1 n^ Z* sont triviaux. Notons que ce lemme ne s'applique pas ici direc-
tement. En effet, si l'espace cosimplicial hom(BV, Rés'Y; y) est bien connexe et fibrant,
il n'est pas a priori pointé. Cependant, comme son espace total est non vide, on peut
trouver, grâce à la structure de « closed model category » de y\ une équivalence faible
hom(BV, Rés'Y; 9) -> Z" telle que l'espace cosimplicial Z' soit en outre pointé.

3.1.4. Sur l'ensemble [BV, Y].

Le théorème 3.1.1 admet le corollaire suivant (la version b) de ce corollaire est
due à W. G. Dwyer et A. Zabrodsky [DZ]) :

Corollaire 3.1.4. — L'application naturelle
h : [BV, Y] -> Hom^(H, BV, H, Y)

est une bijection si chaque composante connexe X de l'espace Y vérifie :

— H* X est de dimension finie en chaque degré (dans ce cas Hom^- (H, BV, H^ X) et
Hom^(H* X, H* BV) coïncident)9,

— X est fibrant,

et l'une des deux hypothèses suivantes :

a) X est niipotent et Vhomomorphisme T^ X -> n^ X est surjectif (ce qui est le cas en particulier
si TT^ X est fini) ;

b) TCI X est un p-groupe fini.

Démonstration de la version a). — On peut bien sûr supposer Y connexe pointé.
On pointe également l'espace BV et l'on note [BV, Zjy; l'ensemble des classes d'homo-
topie d'applications pointées de BV dans un espace pointé Z (tandis que la notation
[BV, Z] désigne l'ensemble des classes d'homotopie d'applications « non pointées »
de BV dans Z) ; rappelons que si Z est fibrant, alors le groupe TT^ Z opère sur l'en-
semble [BV, Z]y(, et que l'ensemble [BV, Z] est le quotient de cette action.

Considérons maintenant les applications [BV, T]]^ : [BV, Yjy^ -> [BV, Y]^( et
[BV, Y]] : [BV, Y] -> [BV, Y] induites par 73 : Y -> Y.

Lorsque Y est fibrant, connexe, et niipotent, le « carré arithmétique » de [DDK]
montre que [BV, T\\^ est une bijection (voir [Mil] théorème 1.5). Si de plus TT^Y]) est
surjectif, [BV, T]] est également une bijection puisque [BV, T]]^ est 7^(7]) -équivariante.

La version a) du corollaire résulte alors du théorème 3.1.1 et de ce que la com-
posée e o [BV, T]] coïncide avec A.

On trouvera une preuve de la version b) dans la démonstration de la proposi-
tion 3.1 de [DZ].
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3 . 1 . 5 . — Exemple : détermination de l'ensemble [BV, BG], pour G un groupe de Lie
compact connexe.

Théorème 3 .1 .5 .1 . — Soient G un groupe de Lie compact connexe et BG son classifiant.
Alors Inapplication naturelle

Rep(V, G) -> [BV, BG],

Rep(V, G) désignant le quotient de Inaction par conjugaison de G sur Hom(V, G), est une
bijection ( d ) ensemble fini).

(Signalons que l'application naturelle Rep(TC, G) -> [BTT, BG] est en fait une
bijection pour tout ^-groupe fini n et tout groupe de Lie compact G [DZ].)

Démonstration. — Si G est connexe, BG est simplement connexe, et ce théorème
est conséquence de 3.1.4 (utiliser l'équivalence entre théories homotopiques simpliciale
et topologique) et de la proposition suivante :

Proposition 3.1.5.2. — Pour tout groupe de Lie compact G la composée
Rep(V, G) -> [BV, BG] -> Hom^H* BG, H* BV)

est une bijection (d9 ensemble fini).

Pour une preuve de ce résultat, voir par exemple le point 4.3 de [Lai], où l'on
montre qu'il est équivalent à la détermination de H* BG à F-isomorphisme près
(D. G. Quillen [Qui2]). Pour diverses généralisations voir [La2].

Rappelons la méthode de [Lai]. Soit Sy le foncteur JT -> (^ns*)^,
M h-> Hom^(M, H* V)

(notations de 1.8.1). Compte tenu de ce que Sy M s'identifie à T^ Ty M (notations
de 1.8.3), les propriétés de Ty impliquent les assertions suivantes (la démonstration
de la propriété (P. 2) utilise en outre la caractérisation des A-modules instables nil-
potents qui est donnée dans [LSd]) :
(P.l) Le foncteur Sy transforme limites inverses finies en limites directes.
(P. 2) Un homomorphisme de A-algèbres instables X : M -> L est un F-isomorphisme

(au sens de [Qui2]) si et seulement si Sy(À) est une bijection (homéomorphisme)
pour tout ̂ -groupe abélien élémentaire V (pour une exploitation systématique de
cette propriété voir [HLS1] [HLS2]).

Soit maintenant -à (G) la catégorie introduite par Quillen dans [Qui2] dont les
objets sont les ^-sous-groupes abéliens élémentaires E de G et les morphismes les appli-
cations linéaires E —> E' qui sont restrictions d'automorphismes intérieurs de G. Puisque
la catégorie -2(G) est équivalente à une catégorie finie on a, d'après (P.l),

Sv(lim^ H* BE) = colim^ Sy(H* BE) ;
or colim^ Sv(H* BE) = colim^ Hom(V, E) = Rep(V, G),
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si bien que (P. 2) montre que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(Q,.l) l'application naturelle H* BG -> lim^^ H* BE est un F-isomorphisme;
(Q..2) l'application naturelle Rep(V, G) -> Hom^(H* BG, H* BV) est une bijection

pour tout ^-groupe abélien élémentaire V.

Remarques. — Si G est un /^-groupe fini on peut encore appliquer le corollaire 3.1.4
ou directement le théorème 3.1.1 puisque dans ce cas BG est^-complet (cette terminologie
est rappelée en 1.14.1.3) et fibrant : l'application [BV, BG] -> Hom^(H* BG, H* BV)
est une bijection. Mais cette fois il est élémentaire de vérifier que l'application naturelle
Rep(V, G) -> [BV, BG] est une bijection de sorte que 3.1.4 ou 3.1.1 impliquent (Q.2)
(et par conséquent (Q.l)) quand G est un j^-groupe fini.

Remarquons également que lorsque l'on a (Q^.2) pour tout ^-groupe fini, on
peut obtenir (Q^.2) pour tout groupe fini G en utilisant (P.l). En effet, soit ^(G) la
catégorie dont les objets sont les ^-sous-groupes P de G et les morphismes les homo-
morphismes de groupes P —^ P' qui sont restrictions d'automorphismes intérieurs de G;
alors :
—: l'application naturelle H* BG —^ lim^^ H* BP est un isomorphisme ([CE], XII, 10.1) ;
-— l'application naturelle colim^) Rep(V, P) -> Rep(V, G) est une bijection.

3.2. Sur Phomologie de Pespace hom(BV, )̂

On note Cç : Ty H* Y -> H* hom(BV, Y) (à nouveau l'indice c est là pour rappeler
que l'on travaille en cohomologie) la composée suivante :

Tv H* Y -i (hom^(H, BV, H, Y))* -^ H* hom(BV, Y),

8 désignant le Jf-morphisme introduit en 1.13.2 et e* le JT-morphisme dual du
Jf^-morphisme e introduit en 1.6 et réexaminé en 1.12.

Rappelons que l'on note h, : Ty H* Y -> H* hom(BV, Y) l'adjoint du JT-mor-
phisme H* V ® H* hom(BV, Y) -> H* Y induit par l'application d'évaluation
BV X hom(BV, Y) ->Y. Compte tenu de ce que nous avons dit en 1.12, les appli-
cations €ç et hç ci-dessus coïncident respectivement avec les compositions suivantes :

Ty W Y -> Tv H* Y -^ H* hom(BV, Y)

T^ H* Y 4- H* hom(BV, Y) -> H* hom(BV, Y)

(dans la première la flèche de gauche est induite par le Jf-morphisme dual du Jf^-mor-
phisme e : H, ̂  -> H^ Y considéré en 1.5.3 et dans la seconde la flèche de droite est
induite par l'application Y) : Y ->Y).

Soit enfin S un sous-ensemble fermé de Hom^(H* Y, H* V). On note toujours
e, : Ty(H* Y$ S) -^ H* hom(BV, Y; S) et h, : T^(H* Y; S) -> H* hom(BV, Y; S) les
localisées des applications précédentes; hom(BV, Y^ S) (resp. hom(BV, Y; S)) désigne
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le localisé de l'espace fonctionnel hom(BV, Y) (resp. hom(BV, Y)) en l'image réciproque
de S par l'application

e, : no hom(BV, ^) ^ Hom^(H' Y, H* V)
(resp. h, : TTo hom(BV, Y) -> Hom^(H* Y, H* V)).

Théorème 3.2.1. — Soient Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et 9 : H* Y —> H* V un homomorphisme de A-algèbres instables. Si Ty(H* Y; 9)
est de dimension finie en chaque degré et nulle en degré un, alors Inapplication

e, : T^ÏT Y; 9) -> H- hom(BV, Y; 9)

est un isomorphisme de A-algèbres instables (et l'espace hom(BV, î'; 9) est simplement connexe).

Démonstration. — Le théorème 3.2.1 est conséquence de la proposition 2.5.3.2
et du théorème 3.4 de [Bou2].

On considère la suite spectrale d'homologie de l'espace cosimplicial
hom(BV,Rés-Y;9) :

n8 Ht hom(BV, Rés • Y; 9) => H( _, Tôt hom(BV, Rés • Y; 9)

ou encore :
^(hom^H, BV, Rés'H, Y$ 9)), => H(_, hom(BV, Y; 9).

Si les A-algèbres instables H* Y et Ty(H* Y; 9) sont de dimension finie en chaque
degré on peut appliquer la proposition 2.5.3.2 c ) et a) :

— les groupes n8 H, hom(BV, Rés'Y; 9) sont nuls pour s > 0;
— la A-coalgèbre instable 71° H^ hom(BV, Rés ' Y; 9) s'identifie à la duale de la A-algèbre

instable Tv(H*Y$9).

Le premier point entraîne que la suite spectrale ci-dessus dégénère au terme Eg.
Si de plus (T^iTY; 9))1 est nul, alors le théorème 3.4 de [Bou2] montre que cette
suite spectrale est fortement convergente; nous devons faire ici une remarque (voir
[Bou2], p. 370) analogue à celle faite dans la démonstration de 3.1.3 : on peut appliquer
le théorème 3.4 de [Bou2] bien que l'espace cosimplicial hom(BV, Rés'Y; 9) soit a priori
non pointé puisque 3.1.2 nous garantit que son espace total est non vide. Il résulte
de ce qui précède que le « edge homomorphism »

e : hom^(H, BV, H, Y; 9) = n° H, hom(BV, Rés-Y; 9)
->H,hom(X,Y; 9)

est un isomorphisme dont le dual s'identifie à Cç.
La simple connexité de l'espace hom(BV, Y; 9) est elle aussi donnée par le théo-

rème 3.4 de [Bou2].
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Corollaire 3.2.2. — Soit Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et S un sous-ensemble fermé de Hom (̂H* Y, H* V). Si Ty(H* Y; S) est de
dimension finie en chaque degré et nulle en degré un, alors l'application

e, : Tv(H* Y; S) -> H* hom(BV, Y; S)

est un isomorphisme de A-algèbres instables.

Démonstration. — Puisque l'algèbre ^-booléenne (Tv(H*Y;S))° est de dimension
finie, S est en fait fini (voir 1.8) et l'application ci-dessus s'identifie au produit des appli-
cations e, : Tv(ïP Y; 9) -> H* hom(BV, Î'; <p), 9 décrivant S.

Affaiblissement de l'hypothèse (Ty(H* Y; <p))1 == 0 du théorème 3.2.1.

Une hypothèse du type (T^îT Y; <p))1 = 0 est inévitable dans l'énoncé 3.2.1
car il ne faut pas perdre de vue que l'on peut y faire V = 0 et que l'on est alors en train
de considérer l'application e : H^ Y -> H, Y de 1.5.3 qui n'est pas un isomorphisme en
général. Il est possible cependant, comme me l'a signalé Bousfield, d'affaiblir quelque
peu cette hypothèse (tout en continuant à supposer que Ty(H*Y; 9) est de dimension
finie en chaque degré).

En effet, le théorème 3.4 de [Bou2] invoqué ci-dessus se compose de deux parties.
La seconde, celle qui concerne la convergence forte de la suite spectrale d'homologie d'un
espace cosimplicial, se démontre à l'aide de la première et du lemme 9.3 de ce même
article. Or on vérifie que le lemme en question admet la variante ad hoc que voici :

Lemme 3.2.3. — Soient {Z, ;^eN} une tour de fibrations d'espaces pointés fibrants
et Zoo la limite inverse de cette tour. On fait les hypothèses suivantes :

— la tour d'ensembles pointés {T^Z,; s eN} est pro-triviale (ou, ce qui revient au même, la
tour de T y-espaces vectoriels {Ho Z,$ s e N } est pro-triviale) ;

— la tour de groupes { n^ Z^$ s e N } est pro-isomorphe à un p-groupe fini TT;
— la tour de î y-espaces vectoriels { H^ Z,; s e N } est pro-constante pour n ̂  2.

Alors l'application H^ Z^ —{fi^ Zg; s eN} est un pro-isomorphisme pour tout n (et
l'application TT^ Z^ ->{ n^ Z^; s e N } induit un isomorphisme n^ Z^ ^ n),

II en résulte que la suite spectrale d'homologie de l'espace cosimplicial
hom(BV, Rés'Y; 9) est encore fortement convergente si l'on suppose que la tour de
groupes { 71:1 Tôt, hom(BV, Rés'Y; < p ) $ j eN} est pro-isomorphe à un ^-groupe fini.
Ceci conduit au raffinement ci-dessous du théorème 3.2.1 dont la formulation est due
à W. G. Dwyer. Nous dirons qu'une A-algèbre instable non nulle connexe M est libre
en degré ^ 2 si la condition suivante est remplie :
— pour? == 2, l'application (M1 ® M1)^ -> M2 induite par le produit de M est injective;
— pour p> 2, l'application A2(M1) <9 M1 -> M2, somme de l'application induite par

le produit de M et du Bockstein, est injective.
25
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Théorème 3.2.4. —Soient Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et 9 : H* Y -> H* V un homomorphisme de A'algèbres instables. Si Ty(H* Y; y)
est de dimension finie en chaque degré et libre en degré ̂  2, alors Inapplication

e, : T ÎP Y; 9) -^ H* hom(BV, Y; 9)

est un isomorphisme de A-algèbres instables (et n^ hom(BV, Y; 9) est isomorphe au dual du
F^-espace vectoriel (Ty(H* Y$ <p))1,».

Démonstration. — On considère la colonne « t — s == 1 » du ternie Eg de la suite
spectrale d'homotopie de l'espace cosimplicial hom(BV, Rés'Y; 9). On pose

K=T^H-Y;9)

et l'on note W le Fy-espace vectoriel dual de K1. D'après 2.5.3.2 b) les groupes
-K3 T^i hom(BV, Rés^Y; 9) s'identifient aux groupes n3 TT,^ Kes.K. Or la condition
« K libre en degré < 2 » implique 71;° TT, S-es.K. ̂  W et n8 7i;,+i Res.K ^ 0 pour s > 0.
En effet cette condition équivaut à la 2-connexité (terminologie précisée en 3.4) du
Jf-morphisme canonique % : G(SK1) -> TyÇH* Y; 9) (notation de 1.9.1, la A-algèbre
instable libre G(SK1) est un avatar de H* W) qui induit donc un isomorphisme
T:8 n^ i îles. K ^ n8 7r,^.i S.es.G(SK1) pour tout s (appliquer par exemple la propo-
sition A. 1.1 de l'appendice A). Il résulte alors de la définition même de la suite spectrale
d'homotopie que la tour de groupes { n^ Tôt, hom(BV, Rés'Y; 9) ; s e N } est pro-iso-
morphe au ^-groupe abélien élémentaire W (en fait la première dérivée de cette tour,
au sens de [BK1], p. 252, s'identifie à la tour constante { W; s e N }).

3.2.5. Sur l'homologie de l'espace hom(BV, Y).

De la même manière qu'en 3.1.4 on peut imposer des conditions sur Y qui assurent
que l'application naturelle H* hom(BV, Y) -> H* hom(BV, Y) est un isomorphisme.
C'est le cas par exemple quand Y est fibrant connexe non vide et que TT^ Y est un/^-groupe
fini (voir la démonstration de la proposition 3.1 de [DZ]). On peut ainsi obtenir des
variantes des énoncés 3.2.1,3.2.2,3.2.4, dans lesquelles H* hom(BV, Y ; ) est remplacé
par H*hom(BV,Y; ) et ^ par h,.

3.3. Sur le type cThomotopie de Pespace hom(BV, Y)
quand on a un bon candidat pour celui-ci

Théorème 3.3.1. — Soit Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré. On suppose qu^il existe un espace Z dont la cohomologie modulo p est de dimension
finie en chaque degré et une application œ : BV X Z -> Y tels que Inapplication Ty H* Y -> H* Z
adjointe de Inapplication co* : H* Y -> H* BV ® H* Z (considérée comme un homomorphisme de
A-algèbres instables ou de A-modules instables^ voir chapitre 2) est un isomorphisme. Alors l'appli-
cation Z -> hom(BV, V) induite par co (voir Ï. 1 4 . 1 . \) est une équivalence d'homotopie.
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Cet énoncé est un cas particulier du suivant :

Théorème 3.3.2. — Soient Y et Z deux espaces dont la cohomologie modulo p est de dimension
finie en chaque degré, S un sous-ensemble fermé de Hom (̂H* Y, H* V), et coune application
BV x Z -> Y telle que l'image (finie) de l'application ̂  Z — Hom^(H* Y, H* V) induite par <o
^ contenue dans S. On suppose que l'homomorphisme de A-algèbres instables 1^(H* Y; S) -> H* Z
induit par co ̂  ̂  isomorphisme. Alors l'application Z -^hom(BV,Y;S) îW^ j&ar co ̂
une équivalence d'homotopie.

Démonstration. — On commence par montrer que l'on peut supposer Z connexe
non vide.

On observe que si (Ty(H* Y; S))° -> H° Z est un isomorphisme, l'application
nyZ ->S est en fait une bijecdon (et que le sous-ensemble S est fini).

Soient ^ une composante connexe de Z et 9 son image dans S; l'application <o
nduit par restriction une application œ^ : BV X (Z^) -> Y qui à son tour induit une
application (Z^)" -^hom(BV, 'Y; 9) faisant commuter le diagramme ci-dessous :

(Z^F —^ hom(BV,^;y)i i
Z ———> hom(BV,^;S).

Or :

— le coproduit des applications (Z<p) " -> Z, ^ décrivant 7^ Z, est une équivalence d'homo-
topie;

— le coproduit des applications hom(BV, Y$ <p) ^hom(BV, î'; S), 9 décrivant S,
est un homéomorphisme;

— l'application Ty(H* Y; S) -> H* Z induite par <o s'identifie au produit, ^ décrivant
TCO Z, des applications TyÇH* Y; 9) -^ H* Z^ induites par <o^.

On est donc bien ramené au cas où Z est connexe non vide et S réduit à un point
S = { y } .

Soit (o* : Rés'Z ->hom(BV, Rés'Y; 9) l'application cosimpliciale induite par u
(voir 1.14.1.1 et le point 1) b) de 1.15; le choix d'un point base dans Z fait de tx/ une
application cosimpliciale pointée). Il s'agit de montrer que l'application Tôt o/ est une
équivalence d'homotopie. Le « mapping lemma » de [BK1] (X, 7.4) est fait pour ça.
Ici les applications TC^TT^CO*), t — s ^ O , sont des isomorphismes parce qu'elles s'iden-
tifient aux applications n8 TC( ff.és'H^ Z -> n3 ̂  hom^(H, V, Rés'H, Y; <p,) qui,
d'après 2.5.3.2 b), sont des isomorphismes pour tous s et t.

3.3.3. Si l'on impose certaines conditions sur Y et Z, le théorème 3.3.2 permet
en fait de déterminer le type d'homotopie de hom(BV, Y; S).



196 JEAN LANNES

On reprend les notations du théorème 3.3.2. On pointe l'espace BV et si Y est
lui aussi pointé, on désigne par hom^(BV, Y; S) le sous-espace de hom(BV, Y; S)
image réciproque du point base de Y par l'application d'évaluation au point base de BV,
hom(BV,Y;S) ^Y.

Corollaire 3.3.3. — On reprend les hypothèses du théorème 3.3.2. On suppose en outre
que Y est un espace pointé \-connexe et fibrant et que l'espace Z est p-bon (cette terminologie est
rappelée en 1 . 1 4 . 1 . 3 ^ ) . On note s : Z -> Y la restriction û f e û ) û Z = = * x Z , F la fibre homo-
topique de e, et S : Z ->• hom(BV, Y; S) l'adjointe de œ. Alors :

a) S induit une équivalence d'homotopie F -> hom^BV, Y$ S);
b) l'espace hom^(BV, Y; S) est p-complet,
c ) <S est une équivalence d'homotopie après p-complétion (en fait, compte tenu de a) et b), S doit

être considérée comme une p-complétion fibre à fibre de z).

Démonstration. — Puisque Y est fibrant, l'application d'évaluation au point base
hom(BV, Y) —^Y est une fibration. Puisque Y est 1-connexe, les applications

TTo hom^(BV, Y) -> TTo hom(BV, Y)

et TTo hom^(BV, Y; S) -> ̂  hom(BV, Y; S)

sont des bijections. Or d'après 3.1.3 et l'argument de la démonstration de 3.1.4, l'appli-
cation évidente TCQ hom(BV, Y; S) -> S est aussi une bijection. On peut donc supposer
S réduit à un point : S = { 9 } ; dans ce cas les espaces Z, F, hom(BV, Y; 9),
hom^ (BV, Y $ 9) sont connexes et non vides. On peut supposer également que s est une
fibration dont F est la fibre. La démonstration est alors essentiellement une chasse
aux références dans [BK1] :

— D'après le « mod-R fibre lemma » ([BK1], II, 5.1) l'équivalence d'homotopie
Z -> hom(BV, V; 9) de 3.3.2 induit une équivalence d'homotopie F -> hom^(BV, Y; 9).

— Par l'argument de carré arithmétique déjà utilisé en 3.1.4, l'application natu-
relle hom^(BV, Y; 9) -->hom^(BV, Y; 9) est une équivalence d'homotopie.

— Toujours d'après le « mod-R fibre lemma » l'espace F est p-bon.
— D'après [BK1], I, 5.2, l'espace F est ^-complet.
— Enfin il résulte encore du « mod-R fibre lemma » que la ^-complétée de ZS est

une équivalence d'homotopie.

3.3.4. Exemple : une forme de la conjecture de Sullivan,

Gomme ci-dessus on note hom^( , ) la version pointé des espaces fonctionnels.
On rappelle que l'on dit qu'un A-module M est localement fini si pour tout élément x
de M le sous-A-module Ax est fini.

Théorème 3.3.4.1. — Soit Y un espace pointé dont la cohomologie modulo p est de dimension
finie en chaque degré et localement finie comme A-module. Alors l'espace fonctionnel hom^(BZ/j&, Y)
est contractile,
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Démonstration. — On applique le théorème 3.3.1. On prend pour Z l'espace Y
lui-même et pour œ la projection (BZ/p) X Y —^Y. La proposition 2.2.4 implique
bien que l'application TH* Y -> H* Y, adjointe de co*, est un isomorphisme.

Commentaires. — 1) Le théorème 3.3.4.1 ne suffit pas pour obtenir le fameux
théorème de H. R. Miller [Mil] (conjecture de Sullivan dans le cas d'une action triviale) :

Théorème 3.3.4.2. — Pour tout CW-complexe Y connexe de dimension finie U espace fonc-
tionnel hom^ (BZ/J&, Y) est faiblement contractile.

Et ceci, même si l'on suppose ci-dessus que Y est un CW-complexe fini. En effet,
pour se débarrasser de la j&-complétion qui apparaît dans l'énoncé 3.3.4.1, on est amené
à remplacer Y par son revêtement universel dont la cohomologie module p n'est pas
en général de dimension finie en chaque degré. On montre cependant dans [LSc2]
que 3.3.4.1 admet une version « homologique » (on dit qu'un A-module à droite M
est quasi borné si, pour tout entier %, il existe un entier a(^) tel que l'application de struc-
ture M„^g®A f f ->M„ est nulle pour q> a(n); en particulier un A-module à droite
de dimension finie en chaque degré est quasi borné si et seulement si son dual est loca-
lement fini) :

Théorème 3.3.4.3. — Soit Y un espace pointé dont Vhomologie module p est quasi bornée
comme A-module à droite. Alors l9 espace hom^(BZ/^, Y) est contractile.

La méthode de démonstration de ce théorème est celle utilisée par Miller dans [Mil],
Elle revient en fin de compte à montrer que si M est une A-coalgèbre instable quasi
bornée comme A-module à droite, alors hom^,(H, V, Rés*M) est une résolution colibre
de M. On utilise notamment les points suivants :

— Les foncteurs dérivés à droite du foncteur primitif P : ̂  ex ~^ ̂  (notation
de 1.7.6) sont à valeurs quasi bornées quand l'argument est quasi borné.

— Le foncteur R1 hom^ (H^ V, —) s'annule sur les quasi-bornés (voir 2.6).

2) Les théorèmes 3.3.1 ou 3.3.2 fournissent aussi une démonstration de la forme
générale de la conjecture de Sullivan (voir [Lai], 7.2.5). Pour une analyse détaillée
du problème des points fixes homotopiques de l'action d'un ̂ -groupe abélien élémentaire
voir le chapitre suivant.

3) On montre dans [LScI] que le théorème 3.3.4.1 admet une réciproque.
Voici maintenant une généralisation de ce type de réciproque.

3.4. Réciproques des théorèmes 3.3.1 et 3.3.2

Dans le cas V = 0, le théorème 3.3.1 dit simplement (avec des restrictions de
finitude inutiles !) qu'une application Z -> Y qui induit un isomorphisme en homologie
modulo p induit une équivalence d'homotopie Z -> Y. Cet énoncé admet une réciproque
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([BK1], I, 5.1) et l'objet de ce paragraphe est de montrer qu'il en est de même pour
les théorèmes 3.3.1 et 3.3.2.

Fixons pour commencer un peu de terminologie. Soit n un entier; rappelons que
l'on dit qu'une application entre deux espaces X et Y est n-connexe si pour tout choix
d'un point base dans X l'application induite TT( X -> TC( Y est un isomorphisme pour t < n
et un épimorphisme pour t == n. On dira de même qu'un homomorphisme de A-algèbres
instables/: M ->N est n-connexe sif:Mt->Nt est un isomorphisme pour t< n et un
monomorphisme pour t == n.

Théorème 3.4.1. — Soient Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et S un sous'ensemble fermé de Hom (̂H* Y, H* V) ; soient Z un espace et <o une
application BV X Z -> Y telle que l'image de l'application HQ Z -» Hom (̂H41 Y, H1" V) induite
par œ est contenue dans S. On suppose en outre que l'une des deux hypothèses suivantes est vérifiée :

a) H* Z est de dimension finie en chaque degré;
b) Ty(H*Y; S) est de dimension finie en chaque degré,

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L'homomorphisme de A'algèbres instables Ty(H* Y; S) -> H* Z induit par œ est un iso-
morphisme;

(ii) L'application Z ->hom(BV, Y; S) induite par co est une équivalence d'homotopie.

Plus précisément^ soit n un entier y les deux conditions suivantes sont équivalentes :
Çi-n) L'homomorphisme de A-algèbres instables Ty(H* Y; S) -> H* Z induit par <o est n-connexe;
(ii-Ti) L'application 2 ->hom(BV, 'Y; S) induite par <o est n-connexe.

La version b) de ce théorème répond à une commande de W. G. Dwyer (à savoir
l'implication (iii) => (i) de la version b) de la proposition 3.4.4).

Démonstration de la version a) du théorème 3.4.1.

On pose M = Ty(H* Y; S), N == H* Z, et l'on note/: M -> N l'homomorphisme
de A-algèbres instables induit par co.

Démonstration de l'équivalence (i-0) o (ii-0).
Cette équivalence est conséquence du théorème 3.1.1. La condition (i-0) équivaut

à la surjectivité de l'application Spec(/°) : Spec(N°) -> Spec(M°) (voir 1.8.1) qui
s'identifie à l'application UQ Z -> S induite par co. Cette application TCg Z ->• S s'identifie à
son tour, d'après 3.1.1 (et 1.5.2), à l'application TCQ Z -> Wo hom(BV, Y ; S) induite par o.

On observera que si (i-0) (ou (ii-0)) est vérifiée S est forcément fini.
Démonstration de l'équivalence (i-n) o (ii-w) pour n ̂  1.

L'argument précédent montre également que les deux conditions suivantes sont
équivalentes :
(i-1/2) f° est un isomorphisme;

(ii-1/2) l'application TCQ 2 -> •KQ hom(BV, î'; S) est bijective.
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Aussi peut-on supposer, comme dans la démonstration de 3.2.2, que Z est connexe
non vide et S réduit à un élément que l'on note 9.

On reprend l'application cosimpliciale considérée dans cette démonstration
û/ : Rés'Z -^hom(BV, Rés'Y; 9), pointée par le choix d'un point base dans Z.
Rappelons que l'application Z -^hom(BV,1f$ y) dont il est question dans la condi-
tion (ii-%) est obtenue en appliquant le foncteur Tôt à û>\ On considère donc la fibre
homotopique de Tôt û/. Celle-ci a le type d'homotopie de l'espace total, Tôt r"((x/),
de l'espace cosimplicial F(û/) dont la description est détaillée dans l'appendice G
(dû à M. Zismân) de telle sorte que la condition {ii-n) peut se reformuler ainsi :

(vL-n-bis) l'espace Tôt r'(o/) est (^-1)-connexe.

Ici nous avons un diagramme

r-(co-) ->]Rés-Z^hom(BV,Rés-Y;9)

dans la catégorie, disons ^, suivante. Les objets de ^ sont les espaces cosimpliciaux
pointés Xe tels que :

— X" est un Fy-espace vectoriel simplicial connexe (un Fp-espace affine pointé n'est
rien d'autre qu'un Fp-espace vectoriel!);

— les applications d\ ̂  : X" —X^1, à l'exception de rf°, sont linéaires.

Rappelons qu'un tel Xe est fibrant ([BK1], X, 4.9). Les morphismes de V
sont les applications cosimpliciales linéaires en chaque codegré. Sur ^ le foncteur
X' h-> n8 7T( X', s ^ 0, t > 0, est à valeurs dans la catégorie des Fp-espaces vectoriels
si bien que les suites exactes de G. 4 sont en fait dans tous les cas des suites exactes de
Fy-espaces vectoriels que nous allons expliciter.

Gomme nous l'avons déjà dit, TT^^CO") s'identifie à l'application

n8 n, Rés • H, Z -> n8 ̂  hom (̂H, V, Rés • H, Y; 9,),

puis, par dualité (voir 1.13.3 et 1.13.5), à l'application

n8 TT, Kés.H* Z -> n8 ̂  TyÇRés.H* Y; y)

qui, composée avec l'isomorphisme

7r8 TT, Ty(Rés.H* Y; 9) -> n9 ̂  Rés.Ty(H* Y; 9)

donné par 2.5.2 (voir le début de la démonstration de 2.5.3.3), devient l'application
7C8 7t( Kés. (/) : n8 ̂  £és.N — 7^ Ut Rés.M.

En fin de compte, nous pouvons identifier T^TC^Û/) à n8 Telles. (/), ou encore
à l'application n8 ̂  Rés^(/) : n8 ̂  Rés^. N ->• n8 ̂  Rés^. M, que nous noterons
comme dans l'appendice A, E"' ̂ f) : E'* ̂ (N) -> E'* ̂ M).
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La proposition G. 4 donne donc, pour tout 0 0 et t> 0, la suite exacte de
Fy-espaces vectoriels suivante :

(E) 0 -^cokerE8-1^/) -> rr8 TC( r-(co-) -.kerE8^/) ->0

(en convenant que coker E"1'^/) est nul).

Démonstration de V implication (i-n) => (ii-̂ ) ^o^r n ̂  1.

On utilise l'implication (i) => (ii) de la proposition A. 1.1 de l'appendice A, les
suites exactes (E), et le « connectivity lemma » de [BK1] (X, 7.3) : si/est ^-connexe,
Tr8^ P(û/) est trivial pour 0^ t — s^ n — 1, et Tôt P(o/) est (w-1)-connexe.

Démonstration de l'implication (ii-n) => (i-n) pour n ̂  1.

On procède par récurrence sur n. On utilise l'implication (iii) => (i) de la propo-
sition A. 1.1, les suites exactes (E), et le lemme 3.4.2 ci-dessous que l'on peut extraire
facilement de [BK1].

Le cas n == 1. On applique 3.4.2 à l'espace cosimplicial hom(BV, Rés'Y; 9).
Si l'application n^ Z -> 7^ hom(BV, Y$ 9) est surjective, il en est de même pour l'appli-
cation E^N) ^E^M).

L9 induction de n à n + 1. Si (i-n) est vérifiée et non (i-n +1)? alors n8 TC( r'(û/) == 0
pour t — s ^ n — 1 et l'un des deux groupes n0 n^ r"(cx/) ou n1 ̂ n+i f^) est non

trivial. Dans ce cas TT^ Tôt r*(c»/) est non trivial d'après 3.4.2.

Lemme 3.4.2. — Soit X* un espace cosimplicial pointé fibram. Soit n ̂  1 un entier. On
suppose n8 TT( Xe trivial pour t — s ̂  n — 1. Alors Vhomomorphisme naturel de TT^ Tôt Xe

dans TC° T^ X* est surjectif ainsi que celui défini sur son noyau et à valeurs dans n1 i^n+i ^-e'

Démonstration. — Puisque la suite spectrale d'homotopie de X* vérifie E8'8 + n == E8;8 + n

pour r> s, on a, d'après le lemme 5.4 du chap. IX de [BK1], e0^ ^ E^" = E^ et
^n+ i^ E1^W4-1= E^4-1 (notations de [BK1], IX, 5.3).

Démonstration de la version b) du théorème 3.4.1.

Cette démonstration n'est qu'une variante de celle de la version a).
On pose M == (Ty(H* Y; S))^, N == H, Z, et l'on note/: N -> M l'homomorphisme

de A-coalgèbres instables induit par œ. Cette fois on dira que/est n-connexe si/: N( -> M(
est un isomorphisme pour t < n et un épimorphisme pour t == n. L'hypothèse b) fait
que la condition (i-n) est équivalente à la suivante :
(i-n)^ l'homomorphisme de A-coalgèbres instables/est ^-connexe.

On procède ensuite comme précédemment :
— On se ramène au cas où Z est connexe non vide et S réduit à un point, que l'on

note encore 9 (observer que l'hypothèse b) implique S fini).
— L'application n8 ^(œ*) s'identifie alors à n8 TC( îles *(/.). En effet l'applica-

tion n8 T:t Rés ' H, Z -> 7r8 n^ hom^(H, V, Rés ' H, Y$ 9) est la composée de n8 TT( îles ' (/)
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et de l'application naturelle n8 ̂  &és-M -> n9 n, hom^(H, V, Rés-H, Y; y) qui est
un isomorphisme d'après 2.5.3.2 b).

— On achève en remplaçant la proposition A. 1.1 qui intervient dans la démons-
tration de la version a) par son analogue « homologique ».

Observons maintenant que l'on peut, dans l'énoncé 3.4.1, prendre pour Z
l'espace hom(BV, Y$ S) lui-même et pour co l'application d'évaluation pourvu que
H*hom(BV, Y; S) ou T^IPY; S) soit de dimension finie en chaque degré :

Corollaire 3.4.3. — Soient Y un espace dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré et S un sous-ensemble fermé de Hom (̂H* Y, H' V). Si l'une des deux hypothèses :

a) H* hom(BV, Y; S) de dimension finie en chaque degré,
b) Ty(H*Y; S) de dimension finie en chaque degré,

est vérifiée, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l'application h, : Ty(IP Y; S) -> H* hom(BV, Y; S) est un isomorphisme de A-algèbres
instables;

(ii) l'application naturelle (hom(BV, Y; S)) ' -> hom(BV, Y; S) est une équivalence d'homotopie.

(On observera que, si b) est vérifiée, le sous-ensemble S est en fait fini, et qu'il
en est de même si a) et (i) ou (ii) sont vérifiées.)

Si l'on suppose Y fibrant et ̂ -complet on peut encore reformuler l'énoncé ci-dessus
en tenant compte du lemme 1.14.1.3 :

Proposition 3.4.4. — Soient Y un espace fibrant p-complet dont la cohomologie modulo p
est de dimension finie en chaque degré et S un sous-ensemble fermé de Hom (̂H* Y, H* V). Si
l'une des deux hypothèses :

a) H* hom(BV, Y; S) de dimension finie en chaque degré,
b) Ty(H*Y;S) de dimension finie en chaque degré,

est vérifiée, les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l'application h, : Ty(H^ Y; S) -> H* hom(BV, Y; S) est un isomorphisme de A-algèbres
instables;

(ii) l'espace hom(BV, Y; S) est p-complet;
(iii) l'espace hom(BV, Y; S) est p-bon.

Voici une application de la version a) de cette proposition.
On dira qu'un espace Y est p-^-fini s'il possède les propriétés suivantes :

— HQ Y est fini;

et pour tout choix du point base,
— TC^Y, n > 1, est un /^-groupe fini;
— il existe un entier q tel que n^ Y soit trivial pour n > q.

26
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Quelques observations sur les espaces j&-7r,-finis :
(0.1) L'homologie module^ d'un espace p-n^fim est de dimension finie en chaque

degré.
(0.2) Un espace connexe Y qui est p-n^-fim est forcément niipotent (un ^-groupe

fini agit toujours de façon niipotente sur un autres-groupe fini). Il existe donc une suite
finie de fibrations principales, Yg->Y,_i , O ^ s ^ r , de fibre K(Z/j&, w,) (w, ^ 1),
Y_ i étant un point et Yy ayant le type d'homotopie faible de Y. Il est manifeste que
cette propriété caractérise les espaces connexes p-n^-finis. Elle implique :

(0.3) Soient X est un espace avec H, X de dimension finie en chaque degré et
Y un espace fibrant p-n^-fim; alors l'espace fonctionnel hom(X, Y) est aussi p-n^-fini
(et fibrant).

(0.4) Un espace ^-7^-fini est ^-complet (voir [BK1], III, 5.4 (i)).

Proposition 3.4.5. — Pour tout espace fibrant p-n^-fini Y, l'application

h, : Ty H* Y -^ H* hom(BV, Y)

est un isomorphisme.

Démonstration. — On applique la version a) de 3.4.4. Les hypothèses de finitude
sont satisfaites d'après (0.1) et (0.3). La condition (ii) est vérifiée à cause de (0.3)
et (0.4).

Exemples.
Soit G un ^-groupe fini. Alors l'espace BG est jS>-7c,-fini et l'on peut appliquer la

proposition 3.4.5 : l'application hç : Ty H* BG -> H*hom(BV, BG) est un isomor-
phisme. Or il est facile d'expliciter dans ce cas l'espace hom(BV, BG). Soit p : V -> G
un homomorphisme. Soit Gp le centralisateur dans G de p(V); l'homomorphisme
V x Gp -> G, (y, g) \-> p(^) g, induit une application BV X BGp -^BG ou encore
BGp -> hom(BV, BG). L'espace hom(BV, BG) s'identifie à la réunion disjointe des BGp,
p décrivant un système de représentants de Rep(V, G) dans Hom(V, G) (ce que nous
écrirons abusivement peRep(V.G), la notation Rep est introduite en 3.1.5). Plus
conceptuellement : hom(BV, BG) est le classifiant du groupoïde des foncteurs de â9V
dans âSG, âS-n: désignant, pour tout groupe discret TT, la catégorie avec un seul objet
dont le monoïde des endomorphismes est TT. Nous avons donc obtenu :

Proposition 3.4.6. — Pour tout p-groupe fini G Inapplication naturelle

TvH^BG ->npç^v^H*BGp

est un isomorphisme.

Gomme Ty préserve les limites inverses finies, on peut étendre ce résultat à tout
groupe fini par la méthode décrite dans les remarques de la fin de 3.1.5.
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En fait, on montre dans [La2], par les méthodes de [Qui2], que la proposition 3.4.6
s'étend à deux classes de groupes qui généralisent celle des groupes finis :
1) La classe des groupes de Lie compacts;
2) La classe des groupes discrets G qui possèdent un sous-groupe G" d'indice fini dont

la dimension cohomologique mod. p est finie (i.e. il existe un entier n tel que
H^G'; M) == 0 si q > n pour tout Fy[G']-module M; en d'autres termes la dimension
cohomologique mod. p de G est virtuellement finie).

Si l'on suppose en outre que H*(G';Fy) est fini, alors H* hom(BV, BG) est de
dimension finie en chaque degré et l'on obtient cette fois une illustration de l'impli-
cation (i) => (ii) de 3.4.3 (version a)) : l'application naturelle

(hom(BV,BG)r -^hom(BV, (BG)")

est une équivalence d'homotopie. Cet exemple est relié au problème de descente en
K-théorie algébrique [Ga2] (pour plus de détails voir [La2]).

3.5. Interprétation de Ty H* Y sous la seule hypothèse
que H" Y est de dimension finie en chaque degré
(diaprés E. Dror et J. H. Smith)

On reprend le point 1.5.4. Il est clair que Y est aussi la limite inverse des espaces
P^ Tôt, Rés-Y, ou encore des espaces P8 Tôt, Rés-Y, f9 désignant comme en 1.13.4.3
la ^-troncature de Postnikov (il s'agit toujours de limites inverses de tours de fibrations,
indexée par N X N pour la première, par N pour la seconde).

Supposons maintenant H* Y de dimension finie en chaque degré. Dans ce cas on
peut appliquer la proposition 3.4.5 aux espaces P® Tôt, Rés-Y qui sont p-^-fims :
les applications h, : T^ H* P^Tot, Rés-Y -> H* hom(BV, P^Tot, Rés-Y) sont des
isomorphismes. Or :
— pour tout espace Y l'application naturelle

colim, e M H* P^ Tôt. Rés • Y = colim, ç „ H* Tôt, Rés - Y -> H* Y

est un isomorphisme [Dr];
— le foncteur Ty préserve les limites inductives.

On obtient donc, en passant à la limite inductive, le résultat suivant, dû à E. Dror
et J. H. Smith [DS], qui fait apparaître TyïPY comme une sorte de cohomologie
module p continue de l'espace fonctionnel hom(BV, 'Y) :

Théorème 3.5. — Pour tout espace Y dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré, l'application hç : Ty H* Y -> H* hom(BV, ̂ ) se factorise par un isomorphisme
naturel :

Tv IP Y ^ colim^ H* hom(BV, P8 Tôt, Rés-Y).
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Commentaires. — 1) Le théorème 3.5 peut être vu comme une généralisa-
tion du théorème 3.1.1. En effet les ^ des deux A-algèbres instables Ty H* Y et
colim^IThomÇBV.P^Tot^Rés-Y) (voir 1.8.3) sont respectivement les ensembles
profinis Hom^IP Y, H-BV) et lim^[BV, P Tôt, Rés-Y] et ce dernier s'identifie
à [BV,^] (voir 1.5.4).

2) Dror et Smith montrent dans [DS] que le théorème 3.5 et le lemme 9.3
de [Bou2] impliquent le théorème 3.2.1.

3) La démonstration que nous avons donnée de 3.5 utilise 3.1.1. Par contre
celle de Dror et Smith en est indépendante; leur méthode est d'appliquer le foncteur Ty
à la suite spectrale d*Eilenberg-Moore d'une fibration (cette suite spectrale peut en fait
fournir des informations sur le TCQ de la fibre en fonction de la cohomologie module p
de la base et de l'espace total !). Il est à noter d'ailleurs que les démonstrations des théo-
rèmes de convergence de [Bou2] se font par récurrence en utilisant également les résultats
de Dwyer sur la convergence forte de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore [Dw],

4) Gomme me l'a fait remarquer F. Morel, on peut, dans la version cohomologique
du théorème 3.1.1, supprimer l'hypothèse de finitude sur H* Y si l'on remplace la
^-complétion de Bousfield-Kan par celle de Sullivan, en passant à la limite sur les
espaces j&-7c,-finis (tout au moins si Y est 1-connexe). Ce point de vue est systématisé
dans [Mo].



Chapitre 4

SUR L'ESPACE DES POINTS FIXES HOMOTOPIQUES
D'UNE ACTION D'UN J&-GROUPE ABÉLEEN ÉLÉMENTAIRE

L'objet de ce chapitre est de traduire les énoncés du chapitre précédent concernant
les espaces fonctionnels dont la source est le classifiant d'un ^-groupe abélien élémentaire
en énoncés concernant les espaces de points fixes homotopiques d'une action d'un tel
groupe. Le lecteur pourra trouver un historique de cette question dans [Mi2].

4.1. Définition de l'espace des points fixes homotopiques

Soit S un ensemble, le foncteur A01^ ->Sns^ \n\ ̂  Hom^([;z], S), est un ensemble
simplicial que l'on note ES. Rappelons que l'ensemble simplicial ES est contractile.
Si TT est un groupe (discret), ETC est muni d'une action libre de n dont le quotient, noté BTT,
est un classifiant de TT.

Soit X un espace muni d'une action de TC. On peut voir X comme un foncteur
de âS-^ dans <$^ âSu désignant la catégorie avec un seul objet dont le monoïde des endo-
morphismes est TC, et considérer les diverses limites de ce foncteur (pour la définition des
limites et colimites homotopiques voir [BK1]) :
— le quotient de X par l'action de TT, noté X/TC :

X/TT == colim^X;

— le quotient homotopique, noté X^ :
X^ == hocolim^X == (ETT X X)/TT;

—l'espace des points fixes, noté X" :
X^lim^X;

et enfin
— V espace des points fixes homotopiques^ noté X^" :

X^ = holim^ X = hom (̂E7r, X),

hom^(E7i;, X) désignant l'espace fonctionnel des applications Tc-équivariantes de ETT
dans X (en particulier, si l'action de n sur X est triviale, X^ n'est rien d'autre que I^espace
fonctionnel ordinaire hom(B7r, X). On notera que la projection de ETT 6ur le point
(qui est Tr-équivariante !) induit une inclusion de X" dans X^.
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La théorie élémentaire des revêtements montre que l'espace X^ est la fibre en
l'identité (vue comme un 0-simplexe de hom(B7c, BTT)) de l'application

q : hom(BTC, X^J -> hom(B7r, BTT;)

induite par l'application naturelle X^ ->BTT$ en d'autres termes X^" est l'espace des
sections de X^ ->BTT:. Cette relation entre les espaces X^" et hom(B7r, X^), qui sera
précisée en 4.2, montre que l'étude des points fixes homotopiques d'une action quel-
conque peut se ramener à celle des points fixes homotopiques d'une action triviale.

Si nous notons n-y la catégorie des espaces munis d'une action de n et y/Un la catégorie
des espaces au-dessus de BTT, la définition et l'observation ci-dessus se traduisent par les
bijections fonctorielles suivantes :

Hom^(Z, X^) ^ Hom^(E7r X Z, X) s Homy^Bn X Z, X^)

(Z désignant un objet de y et X un objet de TC-^).
Nous nous intéressons par la suite au cas où TC est un ̂ -groupe abélien élémentaire.

Le cas essentiel est en fait celui d'un groupe cyclique d'ordre p. Signalons que ce cas
particulier peut permettre la détermination par récurrence du type d'homotopie de
l'espace des points fixes homotopiques de l'action d'un ^-groupe fini [Mi2] [DZ],

4.2. Relation entre Pespace des points fixes homotopiques X^
et l'espace fonctionnel hom(B7r, X^)

Soit V un ^"groupe abélien élémentaire. A présent, puisque V est abélien, BV est
un groupe abélien simplicial et le produit BV X BV -> BV induit une action de BV
sur l'espace fonctionnel hom(BV, Y) pour tout espace Y. Voici une interprétation de
cette action :

— Pour tout espace B, hom(B, B) est un monoïde simplicial qui opère par compo-
sition à la source sur l'espace fonctionnel hom(B, Y).

— Dans le cas B == BV, hom(BV, BV) s'identifie comme monoïde simplicial au
produit BV X c. Hom(V, V) (r. Hom(V, V) désigne le monoïde simplicial constant
Hom(V,V)).

— En particulier la composante connexe de l'identité dans hom(BV, BV), que
nous notons hom(^(BV, BV), s'identifie comme monoïde simplicial à BV (remarquons
au passage que ceci montre que hom^(BV, BV) est en fait un groupe abélien simplicial,
pour une généralisation voir [Ma] proposition 25.3); cette dernière identification est
induite par l'application BV -^hom(BV, BV), adjointe du produit BV x BV ->BV.

— L'action de BV sur hom(BV, Y) s'identifie à celle de hom^(BV, BV).
Soit maintenant X un espace muni d'une action de V. Nous notons homm(BV, X^v)

le sons-espace de hom(BV, X^y) image réciproque de hom^(BV, BV) par l'applica-
tion y: hom(BV, X^y)->hom(BV, BV); hom^(BV, X^y) est stable sous l'action
de BV. D'après ce qui précède la restriction de q : hom^(BV, X^y) -> hom^(BV, BV)
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s'identifie à une application BV-équivariante, toujours notée q : hom^(BV, X^y) -^ BV,
et l'espace des points fixes homotopiques X^ à la fibre y^O). On en déduit :

Proposition 4.2. — Inapplication 'KV-équivariante

BV x X^ -->hom^(BV, X^)

induite par l'inclusion X^ <-> hom^/BV, X^y) ^ /'û '̂̂  ^ BV ^r hom^(BV, X^y) ^
un homéomorphisme.

Afin de justifier le titre du paragraphe, indiquons pour terminer ce qui se passe
pour un groupe discret arbitraire TT. Le monoïde simplicial hom^^BTr, BTT) est encore
un groupe simplicial et hom^(B7c, X^) est homéomorphe de la même manière au
produit hom^(B7r, BTT) x X^"; hom^(B7r, BTC) s'identifie en tant que groupe simplicial
à l'opposé du groupe simplicial quotient (ETT)/C. Ç, Ç désignant le centre de n et c. Ç le
groupe simplicial constant correspondant.

4.3. Comment; étant donné une action d'un ̂ -groupe abélien élémentaire
sur un espace X, appliquer les résultats du chapitre 3
à l'étude de l'espace des points fixes homotopiques
de Faction induite sur le ̂ -complété X ?

Soit à nouveau X un espace muni d'une action d'un^-groupe abélien élémentaire V.

4.3.1. La proposition 4.2 montre que la connaissance de l'espace hon^BV, X^y)
implique celle de l'espace X^, or les résultats du chapitre 3 fournissent des méthodes
pour étudier le type d'homotopie de l'espace hom(BV, (X^y)^), aussi est-on amené
à étudier au préalable celui de l'espace (X^y) "\ Là encore, la réponse se trouve dans [BK1].

L'application naturelle v : EV X X -> (EV X X)" de 1.14.2 induit une appli-
cation naturelle (X)^y -> (X^y)^ que nous notons toujours v.

Proposition 4.3.1. — Soit X un espace muni d^une action d'un p-groupe abélien élémentaire V;
alors l'application naturelle v

(X,y) ->(X,y)'

est une équivalence d'homotopie,

Démonstration. — Cette proposition est une conséquence du « mod-R fibre lemma »
de [BK1] (II, 5.1).

Précisons un peu. On se convainc tout d'abord que l'on peut supposer X connexe
et fibrant (utiliser une « fibrantisation » fonctorielle). Cette dernière hypothèse implique
que la projection X^y -> BV est une fibration. On observe ensuite que la proposition
est vérifiée quand X est un point. En effet l'application v coïncide dans ce cas avec l'appli-
cation T] : BV -> (BV) ̂  introduite en 1.5.1 qui est une équivalence d'homotopie (plus
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généralement l'application Y] : Y -> "Y est une équivalence d'homotopie pour tout
F^-espace vectoriel simplicial Y [BK1], II, 2.7). On conclut enfin à l'aide du « mod-R fibre
lemma » qui montre que v induit une équivalence d'homotopie entre les fibres des flèches
verticales du diagramme suivant :

(x),y —> (x,yri i
BV —7—> (BV)'

(la condition de niipotence qui apparaît dans les hypothèses du « mod-R fibre lemma »
est ici automatiquement satisfaite puisque toute action de V sur un Fp-espace vectoriel
est niipotente).

Remarque. — La proposition 4.3.1 est encore vérifiée si le groupe qui opère est
un ^-groupe fini, mais elle ne l'est pas pour un groupe discret quelconque comme le
montre le cas particulier où X est un point.

4.3.2. Soient Z un espace (sans action de V) et co : EV X Z -> X une applica-
tion V-équivariante; œ induit des applications :
— (x)i : Z -> X^ (la donnée de coi est équivalente à celle de œ) ;
— cog : BV X Z -^ X^y (cog est une application d'espaces au-dessus de BV dont la

donnée est aussi équivalente à celle de œ);
— 6)3 : BV x (BV x Z) -> X^y (0)3 est la composée de l'application

BV x (BV x Z) == (BV x BV) x Z -> BV x Z

induite par le produit de BV et de cog) ;
— œ^ : Z -> (X)^ (co^ est l'adjointe de la composée de v : EV x Z -> (EV X Z)" et

de û : (EV x Z)' ->X);
— 0)5 : (BV x Z)" -> hom(BV, (X^y)"; Si), Si désignant le sous-ensemble de

Hom^(H* X^vî H*BV) image réciproque, par l'application évidente

Hom^(H* X^, H* BV) -> Hom^(H* BV, H* BV),

de l'identité de H* BV ((05 est déduite de (03, par le procédé décrit en 1.14.1.1).

On a tout fait pour que le diagramme suivant soit commutatif :

BV x Z -^ BV x (X)^ -̂  honUBV, (X)^)

(4.3.2) [. [^

(BVxZ)-—————"—————> hom(BV,(X^r;Si),

14 g désignant l'application étudiée en 4.2 (X remplaçant X) et 1^3 i l'application induite
par l'application (X)^y -> (X^y)^ considérée en 4.3.1.
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Gomme 142 est un homéomorphisme (proposition 4.2) et que v et 14.3.1 sont des
équivalences d'homotopie (proposition 4.3.1), ce diagramme permet de traduire les
énoncés du chapitre 3 concernant les espaces fonctionnels hom(BV, Y) en énoncés
concernant les espaces de points fixes homotopiques (X)^. Cette traduction sera, pour
l'essentiel, faite en 4.9. En attendant, pour faire patienter le lecteur, nous en proposons
comme exemple le théorème 4.3.3 ci-dessous.

L'application o (ou plutôt 0)3) induit encore un homomorphisme de A-algèbres
instables :

oe : Ty(H-(X,y) ; S,) -> H*(BV x Z)

(o)ç est induite par l'adjointe de ((03)* : H*(X^) -> H'V ® H'(BV X Z)).

Théorème 4.3.3. — Soient X un Vr-espace, Z un espace (que Von munit de l'action triviale
de V) et co : EV X Z -> X une application 'V-équivariante', on suppose que H* X et H* Z sont
de dimension finie en chaque degré. Si l'application Ty(H"(X^); Si) -> H*(BV X Z) induite
par œ est un isomorphisme, alors l'application Z -> (X)^ induite par œ ̂  2^ équivalence d'homo-
topie,

Démonstration. — On applique le théorème 3.3.2 à 0)3 : si o)g est un isomorphisme,
0)5 est une équivalence d'homotopie et le diagramme (4.3.2) montre qu'il en est de
même pour 0)4.

L'un des objectifs de la suite de ce chapitre est de dégrossir quelque peu l'expres-
sion de o)ç afin de peaufiner les énoncés du type 4.3.3.

4.4. Analogues « équivariants » des foncteurs Ty

On introduit dans ce paragraphe le formalisme algébrique qui est aux espaces
de points fixes homotopiques (—V^ ce qu'est le foncteur Ty aux espaces fonctionnels
hom(BV, -).

4.4.1. Analogues « équivariants » des catégories Jf et ^.

Le foncteur H*:^-^JT est remplacé par le foncteur Hy : V-c^-> H* V\JT,
Hy désignant la cohomologie de Borel modulo p et H* V\jf la catégorie des A-algèbres ins-
tables au-dessous de H* V = Hy (point) == H*(BV; Fy). Rappelons que la cohomologie de
Borel modulo p d'un espace X muni d'une action de V est la cohomologie modulo p
du quotient homotopique X^y (qui est un espace au-dessus de BV) :

H*yX=H*(X,y) =H*(X,y;F,).

Rappelons également la définition de la catégorie K\Jf des A-algèbres instables au-dessous
d'une A-algèbre instable donnée K : un objet de K\Jf est un Jf-morphisme 9 : K -^ M
et un (K\JT)-morphisme de cp dans cp' : K -> M' est un JT-morphisme /: M -> M'
tel que y' ==fo ?•

27
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La catégorie K\Jf possède des sommes (coproduits) : soient M^ et Mg deux
A-algèbres instables au-dessous de K, leur somme est le produit tensoriel M^^^Mg.
Il pourra être profitable par la suite de voir ce produit tensoriel comme la colimite
dans JT du diagramme

K/ \
MI Mg.

On note K-^ la catégorie dont les objets sont les A-modules instables M munis d'une
structure de K-module définie par une application K ® M -> M qui est A-linéaire (on
dira qu'un tel M est un ÏL^A'module instable). On observera qu'un tel M est forcément nul
si K est la A-algèbre instable nulle. Le foncteur oubli K\JT -> K-^ généralise le foncteur
oubli Jf* -> W. La catégorie K-^ possède elle aussi un produit tensoriel : soient M^
et M^ deux K-A-modules instables, alors M^ ®^ M^ est encore un K-A-module instable.

4.4.2. Formalisme algébrique correspondant au passage de l'espace hom(BV, X^y) à
l'espace hom^(BV, X^y) et des espaces hom(BV, X^y) et hom^(BV, X^y) à l'espace X^.

Fixons pour commencer quelques notations :
— s est l'augmentation de H* V;
— ^ : H*V ->H*V®H*V est le coproduit induit par le produit de BV;
— £1 : Ty H* V -> F^ est l'adjointe de l'identité. H* V -» H* V == H* V ® F^;
— 8^ : Ty H* V -> H' V est l'adjointe de ^; on a ̂  == e o §1.

On note encore e^ : (Ty H* V)° -> Fy la restriction de l'application e^ ci-dessus
aux éléments de degré zéro; elle correspond, lorsque l'on identifie (TyH*V)° et
(F^Hom<v, v)^ à l'évaluation en 1 y, (î^0^ v) -> F^. Continuons notre liste de notations :

— <?i désigne l'idempotent de (Ty H* V)° correspondant par l'identification précédente
à la fonction caractéristique du singleton { ly};

— F^(l) (resp. Fy((l))) désigne Fy vu comme un (Ty H* V)°-module (resp. TyiPV-
module) via s^;

— H*V(1) désigne H* V vu comme un Ty H* V-module via Si.

Lefoncteur L^ : (Ty H* V)\jr -> H* V\JT.
Le foncteur X F^ Ty^^X^) ; Si) qui apparaît dans l'énoncé 4.3.3 est le composé :

— du foncteur Hy : V-^ -> H* V\Jf;
— du foncteur H* V\JT -> (Ty H* V)\JT induit par le foncteur Ty : Jf -> JT (que

l'on notera encore Ty) ;
— et du foncteur qui associe à une A-algèbre instable M au-dessous de Ty H* V le

produit tensoriel

F^(l)®^v)oM.
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On note L(^ M ce produit tensoriel; L^ M est une A-algèbre instable au-dessous
de L(I) Tv H* V qui s'identifie à H* V via S^, si bien que L^ apparaît comme un fonc-
teur de (Ty H* V)\JT vers H* V\Jf. On peut, alternativement, définir L^ M par l'une
des formules suivantes :

L^ M = H* V(l) ®^H- v M; L(D M == e^ M; L^ M == M[̂ -1]

(la troisième n'est là que pour montrer, comme veut le suggérer la notation, que L^
est bien une localisation!).

On a de même un isomorphisme
H- hom^(BV, X^) ^ L^ H- hom(BV, X,v)

compatible avec l'isomorphisme décrit ci-dessus :
T^(H*(X^);S,)^L^T^X.

Précisons un peu. Considérons le diagramme commutatif suivant :

T^ïPV -^ H*hom(BV,BV)\ \
TvïPyX -^> H* hom(BV, X^y).

Puisque la flèche horizontale supérieure est un isomorphisme (voir par exemple 1.11),
on peut voir la flèche horizontale inférieure comme un morphisme de la caté-
gorie (Tv H* V)\JT. Le (H* V\jr)-morphisme Ty(H^X^) ; Si) -> W hom^(BV, X,v)
s'idendfie alors avec L^ h, : L^ Ty H* V -> L^ H* hom(BV, BV).

Les foncteurs Fib : (Ty tP V)\JT -> Jf ^ fib : H* V\jr -> Jf:
Puisque X^^^ est la fibre en l'identité de l'application

q : hom(BV, X )̂ -> hom(BV, BV),

l'inclusion de X^ dans hom(BV, X^y) induit un JT-morphisme

^ : F,((l)) ®^ v H- hom(BV, X,y) ^ H* X^.

On est donc amené à introduire le foncteur Fib: (TyH* V)\^f->JT qui associe à
toute A-algèbre instable M au-dessus de Ty H* V le produit tensoriel Fp((l)) ®TvH*v M-
Ce foncteur se factorise en fib o L(I), fib : H* \\C^ ->c€ désignant le foncteur
Mh^Fp®H»vM. Cette factorisation et la proposition 4.2 entraînent que X est un
isomorphisme.

Version « linéaire » des foncteurs L, Fibm, et fib.
On définit par les mêmes formules que précédemment les foncteurs

L^ : (T^ H* V)-^ -> H* V-^, Fib : (Ty H* V)-^ -> ̂ ,
fib:H*V-^-^^.

On a toujours la factorisation Fib == fib o L^.
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4.4.3. Définition et caractérisation du foncteur Fix.

Soit K une A-algèbre instable; de même que le foncteur Ty:jr->jr induit
un foncteur K\JT -> (Ty K)\JT, de même le foncteur Ty : ̂ -> ̂  induit, compte
tenu de 2.4.3 et 2.4.4, un foncteur K-W -> (TyK)-^. Ces foncteurs induits seront
encore notés Ty.

On note Fix : H* V-^ -> ̂  le foncteur composé Fib o Ty. On a donc, pour tout
H* V-A-module instable M,

FixM=F,((l))®^yTyM,
ou encore, Fix M == Fy ®Q» y L(I) Ty M.

Soit N un A-module instable; alors le produit tensoriel sur Fy ,H*V®N, est
naturellement un H* V-A-module instable : l'application de structure

H * V ® ( H * V ® N ) = ( H * V ® H * V ) ® N — > H * V ® N

est le produit tensoriel 9 ® 1 du produit de H* V et de l'identité de N.

Proposition 4.4.3.1. — Le foncteur Fix : H* V-^< — % est l'adjoint à gauche du fonc-
teur ^ —H*V-^, N i->H*V®N. Qn a donc pour fout îT V-A-module instable M et tout
A-module instable N :

Hom^ y^(M, H* V ® N) = Hom^Fix M, N).

Démonstration. — Soit a : H* V ® M -> M le ^-morphisme définissant la struc-
ture de H* V-module de M, Homn*y.^(M, H* V ® N) est le sous-ensemble de
Hom^(M, H* V ® N) formé des applications / qui font commuter le diagramme

H * V ® M -1-̂  H * V ® ( F ^ ® N )
0 1®T

V ^

M ——f—^ H*V®N,

T désignant Pisomorphisme Fy 0 N ^ N (que l'on doit considérer comme l'application
de structure du Fy-module N!) et 1 .y désignant le produit tensoriel contracté de l'iden-
tité de H*V, vue comme une application de H* V dans H*V®Fy, et de/, tel qu'il
est défini au début de la démonstration de 2.3.2. Ce sous-ensemble s'identifie par
adjonction au sous-ensemble de Hom^(Ty M, N) formé des applications g qui font
commuter le diagramme

TyH*V<S)TyM e1-̂  F^®N -
Ty o T

TyM ——'——> N,
d'où le résultat.
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De même que X^ est l'espace fonctionnel hom(BV, X), si X est un V-espace
trivial, de même :

Proposition 4.4.3.2. — Soit M un A-module instable, alors les A-modules instables
Fix(H* V ® M) et Ty M sont naturellement isomorphes.

Démonstration. — Les ensembles
Hom^ v.^(ïT V ® M, H* V 0 N) et Hom^(M, H* V ® N)

sont naturellement en bijection.

4.5. Analogue algébrique de la proposition 4.2

Commençons par décrire l'analogue de l'action de BV sur les espaces hom(BV, Y).
Soit M un A-module instable, on note K^( : Ty M -> H* V ® Ty M l'adjointe de

la composition suivante :

M^H*V®TyM^(H*V®H+V)®TyM==H+V®(H*V®TyM);

K^ fait de Ty M un H* V-comodule (^ fait de H* V une coalgèbre coassociative cocom-
mutative et counitaire). Cette structure est compatible en un sens évident avec l'action
de BV sur les espaces hom(BV, Y). La coaction K est compatible avec les produits tenso-
riels de A-modules instables dans le sens suivant. Soient M^ et Mg deux A-modules
instables; on vérifie que le diagramme ci-dessous est commutatif :

Ty(Mi®M2) KMl>KMa > H*V®Ty(Mi®M2)

(AMI, M» l® (AMI, May y
TyM^TyMg -KM1 ,̂ H*V0(TyMi®TyM2)

(K^ .K^ est le « produit tensoriel contracté » de K^ et K^ , voir la démonstration
de^.S^).

Si M est une A-algèbre instable, K^( est un homomorphisme de A-algèbres instables.
Soit maintenant M un H* V-A-module instable. Dans ce cas, Ty M est un Ty H* V-

module, H* V ® Ty M est un (H* V ® Ty H* V) -module, K^. y : Ty H* V -> H* V ® Ty H* V
est un homomorphisme d'anneaux, et il résulte de ce qui précède que l'application
K^ : Ty M -> H* V ® Ty M est Kg* y-linéaire. On considère alors le diagramme com-
mutatif suivant :

TyH'V ̂  H ^ V ^ T y H ' V

' [81 l1081

H*V —^ irv®ïrv.
Ce diagramme montre que K^ induit une application L^) Ty M -^ H* V^L^Ty M,
que l'on note encore K^, et qui est ^-linéaire (L^Ty M est un H*V-module,
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H*V®L^TyM est un (H* V® H* V)-module, et ^ : H* V -> H* V® H* V est un
homomorphisme d'anneaux).

On considère enfin l'application, que l'on note K^ : L^ Ty M -> H* V ® Fix M,
composée de l'application K^ : L^ Ty M -> H* V® L^ Ty M et de l'application
H<! v 0 L(D Tv M -> H* V ® Fix M, produit tensoriel de l'identité de H* V et du pas-
sage au quotient L^ Ty M -> Fix M; comme la composée ( l ® s ) o ^ est l'identité
de IPV, l'application i^ est H* V-linéaire (H* V® Fix M est muni de sa structure
naturelle de H* V-A-module instable).

En utilisant la structure d'algèbre de Hopf de H* V biassociative bicommutative
biunitaire avec conjugaison (l'analogue algébrique de la structure de groupe abélien
simplicial de BV), on obtient la proposition suivante qui est l'analogue algébrique de la
proposition 4.2 (et que l'on trouve aussi dans [DW]) :

Proposition 4.5. — L'application naturelle

KM : Lu, Tv M -> H* V ® Fix M

est un isomorphisme de H* V-A-modules instables.

Précisons un peu. L'inverse de K^ est induite par la composée des applications
suivantes :
— 1 ®KM : H* V®L^ Tv M -> IP V® (H* V®L^ Tv M);
— 1 ® x ® 1 : H- VOOirV®L^Tv M ->ÏP V®H-VOOL^ Ty M, ^ désignant la con-

jugaison de l'algèbre de Hopf H* V i.e. l'application induite par l'opposée de l'iden-
tité de V;

— 9 ® 1 : (H* V ® IP V) ® L^ Tv M -> H* V ® L^ Ty M, 9 désignant le produit de
H-V;

— l'application H* V ® L^ Ty M -> L^ Ty M définissant la structure de H* V-module
de L(I) Tv M.

4.6. Propriétés du foncteur Fix

Elles sont essentiellement conséquence de celles du foncteur Ty.

4.6.1. Exactitude du foncteur Fix.

Théorème 4.6.1.1. — Le foncteur Fix : H* V-^ -> % est exact.

Démonstration. — Puisque le foncteur L^ o Ty : H* V-^ -> H* V-^ est exact
comme composé de deux foncteurs exacts, il s'agit là d'un corollaire de la proposition 4.5.

Etant donné que la catégorie W a assez d'injectifs (voir par exemple [LZ1]), le
théorème 4.6.1.1 peut être reformulé ainsi :

Théorème 4.6.1.2. — Si ï est un objet injectifde la catégorie ,̂ alors le produit tensoriel
H* V,® I est un objet injectifde la catégorie H* V-^.
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En particulier H* V = H* V ® F^ est un objet injectif de la catégorie H* V-^,
résultat dû originalement à H. R. Miller.

4.6.2. Foncteur Fix et produits tensoriels de H* \-A-modules instables.

Soient M^ et Mg deux H* V-A-modules instables; on définit comme en 2.2 une
application naturelle

P^Ma: Fix(Mi ®H* v ̂  -> Fix MI ® Fix Mg.

Le théorème 2.4.3 implique le suivant (qui, au vu de 4.4.3.2, en est une générali-
sation) :

Théorème 4.6.2.1. — Pour tous H* V-A-modules instables M^ et M^ Inapplication
naturelle

^Mi,M2 : FÎX(MI ®^ V ̂  -> Fix M! 0 Fix M2

est un isomorphisme.

Compte tenu de 4.4.3.2 et 2.2.4, ce théorème admet le corollaire suivant :

Corollaire 4.6.2.2. — Pour tout H* V'-A-module instable M^ et tout A-module instable Mg,
l'application naturelle

Fix(Mi ® Mg) -> Fix M^ ® Ty Mg

est un isomorphisme. En particulier, si M^ est localement fini, l'application naturelle

Fix(Mi ® Mg) -> (Fix M^) ® Mg

est un isomorphisme.

4.6.3. Fondeur Fix et A-algèbres instables au-dessous de H* V.

Soit M une A-algèbre instable au-dessous de H* V; alors Fix M possède une struc-
ture naturelle de A-algèbre instable compatible avec sa structure de A-module instable.
Au risque d'être un peu lourd, précisons cela. Si l'on note encore Fix : H*V\jT-^^r
le composé des foncteurs Ty : H* V\Jf -> (Ty H* V)\jT et Fib : (Ty W V)\jr ̂  JT,
alors le diagramme

H* V\JT -̂  JT

oubli <oubli| oubli

V^ /a,

4, 4,
H*V-

est commutatif.
Soit N est une A-algèbre instable, alors le produit tensoriel sur Fy, H*V®N, est

naturellement une A-algèbre instable au-dessous de H* V : le JT-morphisme de H* V
dans H* V ® N est le produit tensoriel 1 ® T) : H* V ® Fy -> H* V ® N de l'identité
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de H* V et de l'unité de N. Cette structure est bien sûr compatible avec la structure
de H* V-A-module instable considérée en 4.4.3. Voici la généralisation de 2.4.7 :

Théorème 4.6.3.1. — Le foncteur Fix : H^V^-^Jf est l'adjoint à gauche du fonc-
teur C^ ->W V\Jf; N ̂  H* V ® N. On a donc, pour toute A-algèbre instable M au-dessous
de H* V et toute A-algèbre instable N,

Hom^v\^(M, H* V ® N) = Hom^Fix M, N).

Démonstration. — Soit CT le JT-morphisme structurel de H* V dans M, par définition
Hom^yv^M, H* V ® N) est le sous-ensemble de Hom^(M, H* V 00 N) formé des appli-
cations f qui font commuter le diagramme

H*V ~^> H*V®Fy
0 1®TÎ
v y

M —/^ H*V®N.

Ce sous-ensemble s'identifie par adjonction au sous-ensemble de Horn^Ty M, N) formé
des applications g qui font commuter le diagramme

TyH'V -^-> F^

^4 ^
TyM -"-> N,

d'où le résultat.

Remarque 4.6.3.2. — Soient M^ et Mg deux objets de H* V\JT; puisque Mi ®y y Mg
est la somme de M^ et Mg dans la catégorie H" V\JT, on a, compte tenu du théorème
précédent, un isomorphisme naturel

Fix(Mi ®H*V ̂  -> Fix ̂  0 Fix Hs-

Cet isomorphisme est bien compatible avec le théorème 4.6.2.1.
Enonçons pour terminer ce sous-paragraphe les variantes « non linéaires » des

énoncés 4.4.3.2 et 4.5 :

Proposition 4.6.3.3. — Soit M une A-algèbre instable; alors les A-algèbres instables
Fix(H* V ® M) et Ty M sont naturellement isomorphes.

Proposition 4.6.3.4. — Soit M une A-algèbre instable au-dessous de H* V; alors l'appli-
cation naturelle

KM : L^ Tv M -> W V ® Fix M

est un isomorphisme de A-algèbres instables au-dessous de H* V.
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4.6.4. Propriétés d'annulation du foncteur Fix.

On note Cy l'élément de H* V défini de la façon suivante :
— Pour^ = 2,

cy == n u.
<*eHiv-{o)

— Pour p > 2,

fv = Iï (3^
MeHiv-{o}

P : H1 V -> H2 V désignant l'opération de Bockstein.

Proposition 4.6.4.1. — Soit M un H* V-A-module instable. Si le localisé M[cy1]
(c'est-à-dire le localisé du H* \-module sous-jacent à M par rapport à la partie multiplicativement
stable de H* V engendré par Cy) est nul, alors il en est de même pour Fix M.

Démonstration. —Soit N un A-module instable. Si M[(:v1] est nul, alors il en est
de même pour Hom^*y.^(M, H* V0N) et donc pour Hom^(Fix M, N). En effet,
dans ce cas toute application H* V-linéaire de M dans H* V ® N est nulle puisque
H* V ® N s'injecte dans (H* V ® N) [cy1] ^ (H* V) [c^1] ® N (les structures de A-module
n'interviennent pas dans l'argument!).

Remarque 4.6.4.2. — On peut montrer que la proposition ci-dessus admet une
réciproque (plus subtile!). Nous comptons revenir sur ce point ultérieurement.

En attendant voici un énoncé qui contient l'analogue d'une telle réciproque pour
les A-algèbres instables au-dessous de H* V.

Proposition 4.6.4.3. — Soit y : H* V -> K un homomorphisme de A-algèbres instables
(K. apparaît donc comme une A-algèbre instable au-dessous de H* V). Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) la A-algèbre instable Fix K est non nulle;
(ii) il existe un homomorphisme de A-algèbres instables p : K -> H* V tel que le composé p o 9

est l'identité de H*V;
(m) 9 est injectif;
(iv) ^((^v)") ^ 0 pour tout entier n.

Démonstration de l'équivalence (i) o (ii). — Rappelons qu'une A-algèbre instable L
est non nulle si et seulement si l'ensemble Hom^(L, F^) est non vide. Or Hom^(Fix(K), F^,)
s'identifie d'après 4.6.3.1 à Hom^ ̂ jr^ H<t v) (l'identité de H* V en fait une A-algèbre
instable au-dessous de IT'V), c'est-à-dire à l'ensemble des JT-sections de y.

Démonstration de l'implication (iii) => (i). — On considère y comme un (H* V\JT)-
morphisme. Le JT-morphisme Fix(<p) : Fix(H* V) -> Fix(K) s'identifie à l'unité de Fix(K)

28
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puisque le JT-morphisme Fix(ïT V) —Fy, adjoint de l'identité H*V-^H*V®Fy,
est un isomorphisme (voir 4.6.3.3). La condition (i) est donc équivalente à la suivante :
(v) le J^morphisme Fix(ç) est injectif.

Or on obtient le ^-morphisme sous-jacent au Jf-morphisme Fix(cp) en appliquant
le foncteur Fix : H* V-^ -> ̂  au (H* V-^)-morphisme sous-jacent au (H* V\Jf)-mor-
phisme 9, si bien que la condition (i) équivaut encore à :
(vi) le ^-morphisme Fix(ç), 9 étant considéré comme un (H*V-^)-morphisme, est

injectif.

Puisque le foncteur Fix : H* V-^ -> ̂  est exact, cette condition est vérifiée si 9
est injectif.

Remarque. — On pourrait également démontrer l'équivalence (ii) o (iii) en uti-
lisant la « JT-injectivité » de H* V [LZ2] [Lai].

Démonstration de U équivalence (iii) o (iv). — Cette équivalence est essentiellement
due àJ.-P. Serre : le corollaire du § 2 de [Se] en est la « version paire » (au sens de 2.2.6).
Voir l'appendice D pour une démonstration utilisant la caractérisation des A-modules
instables « niipotents » donnée dans [LScI].

Remarque. — Soient M un H* V-A-module instable et PV la sous-A-algèbre instable
de H* V librement engendrée comme Fp-algèbre graduée commutative par (3H1 V. Il
est bien connu que le résultat de Serre implique qu'un élément de M est de PV-torsion
si et seulement s'il est annulé par une puissance de Cy (le radical de l'annulateur dans PV
d'un élément de M est stable par A, voir par exemple [LSt], §4, proposition 3). Les deux
conditions suivantes sont donc équivalentes :
(i) M[c~v1] est nul;

(ii) M est de PV-torsion.

4.6.4.4. Le second résultat d'annulation que nous voulons énoncer n'est pas
a priori de même nature que le précédent. Etant donné l'application que nous comptons
en faire, il est logique de supposer V == Z//».

Proposition 4.6.4.4. — Soit M un îî-A-module instable. Si, en tant que A-module, M
est localement fini, alors Fix M est nul.

Démonstration. — Elle se fait en trois points :
— Si M est localement fini en tant que A-module, alors l'application natu-

relle de A-modules instables TT^ : TM -> M, induite par l'unité de H, est un isomor-
phisme (2.2.4).

— Quand M est un H-A-module instable TT^ est TTg-linéaire.
— Le produit tensoriel Fy((l)) (^n M, M étant vu comme un TH-module via TCjg,

est nul.
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4.7. La théorie cohomologique équivariante H^*

Soient X un espace topologique muni d'une action de V et Y un sous-espace de X
stable par V; on pose

H^ X == Fix H^ X; H^X, Y) == Fix H^(X, Y).

Parce que le foncteur Fix est exact et commute au foncteur suspension
S : H* V-^ -> H* V-^

(on peut voir cette commutation comme une conséquence de 4.6.2.2), le foncteur H^
est une théorie cohomologique équivariante à la Eilenberg-Steenrod. On observera
que H^ X coïncide avec Ty H* X si l'action de V sur X est triviale (c'est une traduction
de 4.4.3.2). La théorie H^ possède la propriété ci-dessous, que l'on peut considérer
comme la version algébrique de la conjecture de Sullivan « généralisée ». On note i
l'inclusion de Xv dans X et k : H^ X — H^X^ la composée de

H^') : H^ X -> H^X^ = T^ H^)

et de TC^XV) : T^ H^X^ -> H^).

Proposition 4.7. — L'application naturelle k : H^ X -> H* Xv est un isomorphisme
si X est un V-CW-complexe de dimension finie.

Première démonstration. — On pose ^(X, Y) == H^X^ Y^ pour toute paire (X, Y)
de V-GW-complexes; le foncteur A* est lui aussi une théorie cohomologique équivariante
à la Eilenberg-Steenrod et k s'étend en une transformation naturelle de H^ dans h\
On note Sl̂  X le ^-squelette de X, n désignant un entier positif ou nul; on convient
que Sk~1 X est vide. On va montrer que k : H^Sk" X, S^-1 X) -> ̂ (S^ X, Sk""1 X)
est un isomorphisme pour tout V-complexe X, il en résultera que k est un isomorphisme
si X est de dimension finie.

D'après la définition même d'un V-CW-complexe, il existe des ensembles C^ w? w

décrivant l'ensemble des sous-groupes de V, tels qu'on ait des isomorphismes de H* V-A-
modules instables :

H^Sk" X, Sk"-1 X) ^ ©^(H^D»* x V/W, S" x V/W))0^
^ ©^"H^V/W))0^
^ ©^(^ H' W)0^

soit, en fin de compte,
H^Sk" X, Sk'1-1 X) ^ ©^ I\^ ® H* W,

I\^ désignant le A-module instable S^Fy)0"^.
De plus, l'application H^Sk^ X, Sk"-1 X) -> H^Sk" X^ Sk"-1 Xv) induite par

l'inclusion i s'identifie à la projection sur le facteur d'indice V,
I\ y ® H* V ̂  ïî^Sy X^ Sk"-1 X^ ® H* V.
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II vient :
H^Sk" X, Sk"-1 X) ^ Fix(©^ F^ ® H* W)

^ ÇB^Fix(I\^®irW)

^ ©w^w^^H^W,
d'après 4.6.2.2. Or,

0 si W =t= V
Fix H* W ==

F^ si W = V

d'après 4.6.4.1 et 4.4.3.2. D'où le résultat.

Deuxième démonstration. — Considérons l'application de H* V-A-modules instables
z* : Hy X -> H^X^. Compte tenu de 4.4.3.2 et 2.2.4, il s'agit de vérifier que Fix(^)
est un isomorphisme. D'après le théorème de localisation de [AS] [Bor] [Qui2], les
localisés (ker i*) [c^1] et (cokerz*) [cy1] sont nuls si X est de dimension finie. Le théo-
rème 4.6.1.1 et la proposition 4.6.4.1 montrent alors que Fix(i*) est un isomorphisme.

Troisième démonstration. — Cette démonstration n'est valable que lorsque V
est cyclique; elle est implicite dans [Lai]. Dans ce cas l'application naturelle
H'v(X, X^ ->H*(X/V, X^) est un isomorphisme ce qui entraîne que ker i* et cokerz*
sont nuls en degré strictement supérieur à la dimension de X. On peut conclure alors
que Fix(i*) est un isomorphisme grâce à la proposition 4.6.4.4.

Remarque. — Ce qui empêche la transformation naturelle k d'être un isomorphisme
pour tout X est que la théorie H^*, contrairement à la théorie A* (voir la première démons-
tration), n'est pas additive au sens de [Mil], En effet, comme le foncteur Ty ne commute
pas en général aux produits infinis, il n'y a aucune raison pour que l'application naturelle :

H^U.X^n^H^X,)

soit un isomorphisme pour une famille arbitraire de V-GW-complexes X^.

4.8. Analogues équivariants des applications ^ : Ty H* Y-> H* hom(BV, Y)
et e, : Tv H* Y -> H* hom(BY, Y)

On revient maintenant à la situation de 4.3.2. On considère donc un V-espace X,
un espace Z (que l'on munit de l'action triviale de V) et une application V-équivariante
œ : EV X Z —^ X; la donnée de o est équivalente à celle d'une application d'espaces
au-dessus de BV, cog : BV X Z —^X^y, ou encore à celle d'une application (ordinaire)
. . . 7 . v^»vCx)^ . Lt —> A. •

On note coy : Hy X -> H* V 0 ïi* Z l'homomorphisme de A-algèbres instables
au-dessous de H* V induit en cohomologie par œ^ (on peut voir également cûy comme
l'application H'y(û))). On note enfin cûg : H^* X = Fix Hy X -> H* Z l'homomorphisme
de A-algèbres instables adjoint de û>y (voir 4.6.3.1). Nous avons fait ce qu'il fallait
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dans les paragraphes précédents pour pouvoir identifier à présent l'application
(Oç : Ty(H*(X^) ; Si) -> H*(BV x Z) considérée en 4.3.2 au produit tensoriel

1 ® (Os : H* V 0 H^ X -> H* V ® H* Z.

Si l'on prend pour Z l'espace X^ et pour o>i l'identité de X^ on obtient comme
application (x)g une application naturelle

h, : H^ X — H^X^)

qui généralise l'application naturelle Aç : Ty H* Y -> H* hom(BV, Y). Ici encore
hç : H^ X -^H*(X^) se factorise à travers H^X)^). Précisons un peu. La composée
de l'application e, : T^H^X^) $ Si) ^ H* hom(BV, (X^) " ; Si) (voir 3.2) et de
l'isomorphisme IPhom(BV, (X^)^;Si) ^ H*hom^(BV, (X)^) (voir 4.3.1) s'iden-
tifie au produit tensoriel de l'identité de H* V et d'une application que nous notons
encore

^H^X-^ïPaX)^).

Gomme en 1.12, h, : H^ X -> H^X^) est la composée de e, : H^ X ̂  H*((X)^)
et de l'application ^((X)^) -> H^X^) induite par l'application naturelle (V-équiva-
riante) Y] : X -> X.

Observons pour terminer que si l'on prend pour Z l'espace XY et pour (x)i l'inclu-
sion de X^^ dans X^, on obtient comme application ci)g l'application naturelle
k : H^ X -^ H^X^ considérée en 4.7.

4.9. Sur le type cPhomotopie et la cohomologie modulo p de Pespace (X)^

Nous sommes maintenant en mesure d'effectuer les traductions « équivariantes »
des énoncés du chapitre 3. Voici par exemple les versions équivariantes (non « localisées »)
des énoncés 3.4.1, 3.4.3, et 3.2.2.

Soit X un espace muni d'une action du groupe V; on suppose H* X de dimension
finie en chaque degré.

Théorème 4.9.1. — On se donne un espace Z et une application œ : EV X Z -> X,
\'équivariante^ V opérant trivialement sur Z ; on suppose H* Z ou H *̂ X de dimension finie en
chaque degré. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l^homomorphisme de A-algèbres instables H^* X -> H* Z induit par <o est un isomorphisme\
(ii) Inapplication Z -> (X)^ induite par co est -une équivalence d^homotopie.

Plus précisément^ soit n un entier^ les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Vhomomorphisme de A-algèbres instables H^ X ->H* Z induit par <o est n-connexe;
(ii) Inapplication Z -> (X)^ induite par (o est n-connexe.
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Corollaire 4.9.2. — Si H^X^) ou H^ X est de dimension finie en chaque degré les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l'application hç : H *̂ X —^ H^X^) est un isomorphisme de A-algèbres instables;
(il) l'application naturelle (X^) " -> (X)^ est une équivalence d'homotopie.

Théorème 4.9.3. — Si H^ X est de dimension finie en chaque degré et nulle en degré un,
alors l'application

^H^X-^H^X)^)

est un isomorphisme de A-algèbres instables.

Signalons que la démonstration du théorème 4.9.3 utilise en fait le théorème 3.2.4.
En effet l'hypothèse « H^ X nulle en degré un » implique seulement que les compo-
santes connexes de Tv(IP(X^); Si) = H'V^H^ X sont libres en degré < 2.

4.10. La méthode de W. G. Dwyer, H. R. Miller et J. Neisendorfer [DMN]

L'objet de ce paragraphe est de décrire brièvement la méthode qu'emploient
W. G. Dwyer, H. R. Miller et J. Neisendorfer pour étudier l'espace des points fixes
homotopiques d'une action d'un ^-groupe abélien élémentaire.

Ces auteurs (en abrégé DMN) mettent en place une version relative du formalisme
de Bousfield-Kan dont nous avons traité au chapitre 1. La catégorie y est remplacée
par la catégorie /̂B des espaces au-dessus de B. Soient X et Y deux espaces au-dessus
de B; l^ espace fonctionnel ho:m^g(X, Y) est le foncteur (l'ensemble simplicial) A01* —x^ns,
[n] t-> îîomy^(K X A", Y) $ hom^^X, Y) est caractérisé par la bijection

Hom^(X X Z, Y) ^ Hom^(Z, hom^(X, Y)),

fonctorielle en l'espace Z (insistons sur le fait que hom^y^X, Y) est un objet de y
et non pas de ^/B.) L'espace des points fixes homotopiques X^ de l'action
d'un groupe TT sur un espace X n'est donc rien d'autre que l'espace fonctionnel
hom^Bj^BTi;, X^). En remplaçant le foncteur y—^ ^, Y h-> Fy[Y], par le foncteur
<S /̂B -̂  ^/B, Y ̂  B X Fy[Y], on définit comme au chapitre 1, pour tout objet Y
de e^/B, une résolution cosimpliciale canonique RéSy/^Y (il s'agit là d'un ^/B-objet
cosimplicial). On pose

Y^B=TotRés^Y;

Y^/B est un espace au-dessus de B que DMN appellent le p-complété relatif de Y. Ils
montrent que cet espace (si B est fibrant et si Y -> B est une fibration) est le produit
fibre homotopique de B et Y au-dessus de Ê. Ils en déduisent en particulier, toujours à
l'aide du « mod-R fibre lemma », que homy^y{TSV, (X^y)^Bv) a fonctoriellement le
type d'homotopie de (X)^, pour tout V-espace X. L'espace

hom^s(X, Y^) == Tôt hom (̂X, Rés^ •Y)
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peut être étudié par les méthodes du chapitre 1. Soient G une A-coalgèbre instable et K,
M deux A-coalgèbres instables au-dessus de G; on peut définir comme en 1.10.1 un
objet fonctionnel hom^ç(K, N) caractérisé par la bijection

Hom^(K®N, M) = Hom^(N, hom^(K, M)),

fonctorielle en la A-coalgèbre instable N (insistons à nouveau sur le fait que hom^ /ç(K, M)
est un objet de ̂  et non pas de ^,/C). On peut définir de même des objets fonction-
nels {->)-D.^ et (")i)\jf ^n particulier,

(M : H* V)yv-^ ̂  Fix M (resp. (M : H* V)yy\^ == Fix M)

pour tout H* V-A-module instable M (resp. pour toute A-algèbre instable M au-dessus
de H*V). On a, comme en 1.11 et 1.12, des applications naturelles :

h : H, hom^(X, Y) -> horn^ B(H. X, H, Y)

h, : (H- Y : H* X)^ B -^ H* hom^(X, Y)

. : H, hom^(X, Y^) -> hom^ ̂ H. X, H, Y)

e^ : (H* Y : H* X)^g*B -> H* honi^^X, Y^p)-

On vérifie que les applications naturelles h, : H^ X -> H*(X^) et e, : H^ X -^ ̂ ((X)^^
définies au § 4.8 s'identifient aux applications naturelles

h, : (H-(X^) : H* BV)^BV -> H- hom^^v(BV, X^)

et ., : (H*(X^) : H* BV)^ ̂  -. H- hom^^(BV, (X^)^)

évoquées ci-dessus. Si bien que l'on peut obtenir les résultats du type de ceux de 4.9
en appliquant à l'espace cosimplicial hom^gyÇBV, Rés^^y'(X^y)) les raisonnements
faits au chapitre 3 pour l'espace cosimplicial hom(BV, Rés'Y), le foncteur Fix rempla-
çant le foncteur Ty.

4.1l. La conjecture de Sullivan « généralisée »

Nous concluons ce chapitre et cet article en traitant de la conjecture de Sullivan
« généralisée ». Signalons que si l'on est exclusivement intéressé par la démonstration
de cette conjecture, alors la plupart des considérations développées depuis 4.3.3 ou
même 3.3.1 sont superflues. En effet la démonstration donnée ci-dessous n'est qu'une
variante de celle de [Lai], où l'on montre plus directement comment le théorème 3.3.1
implique la forme générale de la conjecture de Sullivan. Signalons également les démons-
trations concurrentes dues respectivement à H. R. Miller, à G. Carisson, et à W. Dwyer,
H. R. Miller et J. Neisendorfer. Nous avons déjà parlé de la méthode des trois derniers
auteurs cités dans le paragraphe précédent. La démonstration originale de Miller peut
être vue quant à elle comme une généralisation de sa démonstration de la conjecture
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de Sullivan dans le cas d'une action triviale [Mil], la suite spectrale évoquée en 4.10
prenant la place de celle de Bousfield-Kan. Enfin la démonstration de G. Garisson utilise
l'affirmation de la conjecture de Segal [Ga3],

Soit X un espace topologique; on définit son/^-complété, que l'on note encore X,
comme le ^-complété de son ensemble simplicial singulier Sin X :

X = = (SinXr.

Théorème 4.11 (Forme générale de la conjecture de Sullivan). — Soit X un Z/^-CW-
complexe fini. Alors l'application naturelle

(X^)" -^(X)^

est une équivalence d'homotopie.

Démonstration. — On pose, pour alléger la notation, V = Z/p.
L'application (X^" -> (X)^ qui apparaît dans l'énoncé ci-dessus est induite

par l'inclusion de SinÇX^ == (Sin X^ dans (Sin X)^. On applique le théorème 4.9.1
en prenant pour œ l'application EV X (SinX^ -> Sin X adjointe de cette inclusion.
Gomme il a déjà été observé à la fin de 4.8, l'application H^ Sin X -> H^Sin X^
induite par un tel œ est l'application naturelle k : H^ Sin X -> H^Sin X^ introduite
en 4.7. Celle-ci, par définition même de la cohomologie singulière, s'identifie à l'appli-
cation k : H^ X -> H^X^ qui, d'après la proposition 4.7, est bien un isomorphisme.

Remarque. — Compte tenu de la troisième démonstration que nous avons donnée,
dans le cas V = Z/^, de la proposition 4.7, les seules propriétés du V-espace topologique X
que nous avons utilisées ci-dessus sont les suivantes :
— la cohomologie singulière module p des espaces topologiques X et XY est de dimension

finie en chaque degré;
— les A-modules H^X^ et H^(X, X^ sont localement finis.

La conclusion du théorème 4.11 reste donc valable sous ces seules hypothèses.



Appendice A

Un analogue pour les A-algèbres instables
des théorèmes de Hurewicz et Whitehead

Soient M une A-algèbre instable connexe non nulle, et s ^ 0, / > 0, deux entiers.
On pose

E8'( (M) == n8 TT( Rés^. M = n8 TT( Rés. (M_)

(voir la fin de 1.9.1); E5^ est un foncteur contravariant à valeurs dans la catégorie
des Fp-espaces vectoriels. On a encore

E^M) = Extj^(M_, ̂  Fy)

(notation « duale » de celle de [BK2] [Mil]), Extj^_(—, I) désignant, pour tout objet
abélien 1 de JT_ (voir 1.7.6), le j-ième dérivé à gauche du foncteur (non additif)
Hom^(—, I). Pour tout espace connexe pointé Y dont la cohomologie module p est
de dimension finie en chaque degré, { E^'^îPY)} est le terme ̂  de la suite spectrale
de Bousfield-Kan convergeant vers T C ( _ , Y [BK2].

L'objet de cet appendice est de démontrer la proposition ci-dessous que l'on peut
voir comme un analogue pour les A-algèbres instables des théorèmes de Hurewicz et
Whitehead :

Proposition A. 1 . 1 . — S o i e n t f': M -> N un homomorphisme de A-algèbres instables
connexes non nulles et n un entier. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est n-connexe (rappelons que ceci signifie que f:M1 -> N^ est un isomorphisme pour t < n
et un monomorphisme pour t == n) ;

(ii) E5'^/) îE^N) -^E^M) est un isomorphisme pour t — s < n et un épimorphisme
pour t — s = n;

(iii) E0'^/) : E^^N) -^E^M) est un isomorphisme pour t< n et un épimorphisme pour
t = n; E1'^/) : E^N) -^E^M) est un monomorphisme pour t^ n.

Cette proposition est également à rapprocher du « relative connectivity lemma »
de [BK1], I, 6.2.

Si l'on applique A. 1.1 à l'augmentation M -> fy qui est 0-connexe on obtient en
particulier :

Corollaire A. 1.2. — Soit M une A-algèbre instable connexe non nulle; alors

E^ ̂ M) = 0 pour t — s ̂  0.
29
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Au cours de la démonstration de A. 1.1 il sera commode d'avoir à notre disposition
la notation suivante.

Notation. — Soit E == { E^gn un Fy-espace vectoriel gradué, on pose
| E | ^inf^eNîE^ 0}, || E || = sup{ n eN; E~ + 0 }

(| E | et I I E I I sont des éléments de N u { — oo, + oo }).

A. 2. Démonstration de Pimplication (i) => (ii) de la proposition A. 1.1

La structure de A-algèbre instable est une combinaison des structures de Fy-algèbre
graduée commutative et de A-module instable et nous allons adopter la stratégie employée
par Miller dans [Mil], § 2 : analyser E8'^/) en « séparant les effets respectifs de ces
structures ».

A. 2.1. Démonstration de l'implication (i) => (ii) de A. 1 . 1 sous l'hypothèse que/est surjective.

On commence par supposer f surjective.
On doit considérer l'application de Fp-espaces vectoriels cosimpliciaux :

Horn^ (Rés./, ̂  F,) : Horn^ (Rés. (N_), ̂  F,)
^Hom^Rés^MJ.^F,)

(on confond f et f__), ou encore :
Hom^(QRés./, ̂  F,) : Hom^QRés. (N_), ̂  F,)

^Hom^QRés.ÇM.J.S^)

(notations de 1.7.6). Le ^-morphisme simplicial QRés./: QRés.(M_) ->QRés.(N_)
est un épimorphisme dont on note L. le noyau. Puisque le foncteur Q transforme les
objets libres de JT_ en objets libres de ̂  on observe que la Y^suite exacte

0 -> L, -> QRés,(M_) -^ QRés,(N_) -> 0

est scindée pour tout s, que L, est V^-libre, et que la suite de Fp-espaces vectoriels cosim-
pliciaux

0 ^Hom^(QRés.(N_), S^ F^) -^Hom^(Q,Rés.(M_), S^ F^)
-^Hom^L^S^^) ->0

est exacte.

Lemme A. 2 .1 .1 . — Soient f: M -> N un homomorphisme de A»algèbres instables connexes
non nulles et n un entier. On fait les hypothèses suivantes ;

— f est surjective ;
— f est bijective en degré < n.

Alors le i^-objet simplicial L. = ker(QRés./: QRés.(M_) -^QRés.(N_)) possède
la propriété suivante :

| 7r,L.| ^ s +n + 1.
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Démonstration. — Puisque QRés.y* est un épimorphisme, il nous faut montrer
que TT, Q,Rés .y est un isomorphisme pour t — s < n et un monomorphisme pour t — s == n.
Compte tenu de la version duale du théorème 2.5 (ii) de [Mil], il s'agit là d'une pro-
priété de Phomomorphisme de Fy-algèbres graduées commutatives sous-jacent à / qui,
elle, est conséquence du lemme A. 2.1.2 ci-dessous.

Notons s/ la catégorie des Fy-algèbres N-graduées commutatives (non nécessaire-
ment unitaires). Le foncteur oubli, noté Q : ̂  -> <?, admet un adjoint à gauche, noté S ;
l'algèbre SE correspondant à un Fy-espace vectoriel N-gradué E est donnée par la formule

SE == © (E^e .
wGM-{0} m

L'injection naturelle E -> 0 SE est notée T]^. La paire de foncteurs adjoints considérée
ci-dessus détermine une comonade qui permet d'associer à tout objet M de ^é une « réso-
lution simpliciale » que nous notons S. M. Notons (B' : i^ -> <?, (B11 : JT_ -^ ^
les foncteurs oubli; le théorème de [Mil] évoqué plus haut nous dit que les foncteurs
^ TT, QRés.(-) et TC,QS.^"(—) sont naturellement équivalents.

Lemme A. 2.1.2. — Soient f\ M -»N un ^/-morphisme et n un entier. On fait les hypo-
thèses suivantes :
— M et N sont connexes (i.e. M° == N° = 0} ;
— f est surjective;
— f est bijective en degré < n.

Alors le î y-espace vectoriel gradué simplicial K. == ker(S./: S. M -> S. N) possède la
propriété suivante :

Pour t — s^ n, tout élément de (KJ^ est somme de dégénérés.

Démonstration. — Soit x un élément de K,, s> 0, on peut supposer que x est de la
forme décrite ci-dessous.

On se donne une famille finie { ̂  }^ç^ d'éléments de M, l'un d'entre eux appar-
tenant au noyau de f, et des suqections a,, s — 1 ̂  i^ 0 :

A A °^-1 A at-2 A ao AA = = A , — > A , _ i — > A , _ 2 - - - — ^ o -

On note \ l'élément générique de l'ensemble A^, s ^ k > 0, et l'on pose

^ == n •w^).
^e(a^i)-l(X,-i)

^^ p^ria ^o^^'Ày_i6(a,_2) i(Aj«2)

^o == n ^ ^),
XiGtaor1^)

et, pour finir,
x == 11 •yî^M(^o)

Xo 6 Ao

(dans les formules ci-dessus 11 désigne le produit dans les algèbres Sj, M).
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Si le degré de x est ^ s + n, le cardinal de A est nécessairement ^ s et l'une des
surjections a, est une bijection. Or si a, est une bijection, x est dans l'image de la z-ème dégé-
nérescence.

On achève la démonstration de l'implication (i) => (ii) de A. 1.1 dans le cas où
/ est surjective à l'aide de la proposition suivante.

Proposition A. 2.1.3. — Soient G. un ^-complexe de chaînes et b un entier. On suppose
que Von a pour tout s les deux propriétés suivantes :

— G, est un objet libre de ^;
- | H, G. | ̂  + é.

Alors, pour tout objet N de ̂  la cohomologie du complexe Hom^(C., N) vérifie :

ïPHom^(G.,N) =0 pour s>\\N\\-b.

Démonstration. — Comme chaque G, est libre, on dispose d'une suite spectrale
« cohomologique du premier quadrant » :

Ext^(H, G., N) => H" + v Hom^(C., N).

On montre ensuite que
Ext^(H, G., N) == 0 pour u + v > || N || - b

en remarquant qu'une ^-résolution libre « minimale » R. de H,, G. vérifie
| R«, | ̂  v+ b + w.

A. 2.2. Démonstration de l'implication (i) => (ii) de A. 1 . 1 dans le cas général.

On ne suppose plus que / est surjective. On se ramène cependant au cas traité
précédemment grâce à l'artifice ci-dessous.

Soit M une A-algèbre instable; le sous-espace de M, noté M>^, formé des éléments
de degré > n, est à la fois un sous-A-module et un idéal. On note Sk" M le quotient M/M> „;
c'est un objet de JT que l'on peut considérer comme le « ^-squelette » de M. Le JT-mor-
phisme M-> Sk" M est un épimorphisme w-connexe; on note Sk"/: Sk" M -> Sk" N
le JT-morphisme induit par/. D'après A. 2.1 il est équivalent de montrer que/ou Sk"/
vérifie la condition (ii).

On pose G = M^/N71. Le JT-morphisme Sk"/peut se factoriser de la façon suivante :

Skw M ̂  Sk" M® ((S" C)+) -4» SV N;

en effet, le produit tensoriel de deux A-algèbres instables est leur coproduit dans la
catégorie Jf :

Hom^Sk" M ® ((^n C)+), Sk" N) == Hom^Sk" M, S^ N)
X Horn^^S" G)+), Sk" M)

et l'existence de l'épimorphisme g est garanti par la bijection
Hom^S" G) +, Sk»» N) ^ Hom? (G, N^.



SUR LES ESPACES FONCTIONNELS 229

On observe que g est w-connexe et l'on termine à l'aide :

— d e la factorisation EBtt{Sknf)==î^9ït{i)oî,81t{g) (remarquer que le groupe
£'• ̂ Sk" M ® ((S~ G)+)) s'identifie au produit E'1 '(Sk" M) x E81 ̂ (S^ C)+) et l'appli-
cation E8'^') à la projection sur le facteur E^Sk" M))$

— de A. 2.1 appliqué à g;
— de la trivialité de E^'^S" C)^.) pour t — s < n, qui est encore conséquence de A. 2.1

(l'augmentation (S" G) 4. ->Fy est n-connexe).

A. 3. Démonstration de l'implication (iii) => (i) de la proposition A. 1.1

Enonçons pour commencer le lemme suivant, dont la démonstration, qui ne présente
pas de difficultés, est laissée au lecteur :

Lemme A. 3. — Soient f: M —^N un homomorphisme de A-algèbres instables connexes
non nulles et n un entier. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) y: M^ -> N^ est un épimorphisme pour t^ n;
(ii) E0'^/) : E^N) -> E^M) est un monomorphisme pour t^ n.

La démonstration de l'implication (iii) => (i) de la proposition A. 1.1 se fait par
récurrence sur n.

Par hypothèse de récurrence, y est (n — 1)-connexe. D'autre part, le lemme A. 3
montre que y est surjecdve en degré ^ n — 1. On sait donc déjà que y est bijective en
degré ^ n — 1 ; reste à montrer qu'elle est injective en degré ^ n.

Compte tenu de l'implication (i) => (ii) de A. 1.1, un peut remplacer f : M -> N
par Sk"/: Sk" M -> Sk" N (cette notation est introduite en A. 2.2). On note P l'image
de Sk^jfet 9 : Sk" M —^ P le Jf-morphisme induit; il nous faut donc montrer que 9 est
un isomorphisme.

On considère les factorisations

E°' ̂ Sk" N) -^ E°' ̂ P) — E01 "(Sk" M), E1' ̂ Sk^ N) -> E11 ̂ P)
-.E^Sk^M),

et l'on fait les observations suivantes :
— L'application E0'"^) îE0 '^?) ->EO•n(SknM) est injective puisque 9 est un

épimorphisme.
— L'implication (i) ==>• (ii) de A. 1.1 montre que l'application

E^Sk"!^) - '̂"(P)

est bijective puisque le JT-morphisme P —^ Sk" N est ^-connexe.
Si bien que la surjectivité de E^Sk" N) -> E0'^^ M) et Pinjectivité de

E11 ̂ Sk" N) -> E11 ̂ Sk^ M) entraînent que les applications E0' ̂ 9) : E0' "(P) -> E01 ̂ Sk" M)
et E1'^) r E ^ ^ Ç P ) -^E l (n(SknM) sont respectivement bijective et injective.
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Avant d'achever notre démonstration de l'implication (iii) => (i) de A. 1.1, il
nous faut parler de « classe caractéristique d'une XL-extension ».

Classe caractéristique d'une ^_-extension.

Soient M un objet de *3C- et 1 un objet de .̂ Une extension de M par 1 est la
donnée d'un JfL-diagramme

I ^ N 4 ^ M
tel que :
— ^ : 1 >-> N est un monomorphisme;
— 9 : N -» M est un épimorphisme;
— ^(1) est le noyau de <p;
— le produit de tout élément de ^(1) par tout élément de N est nul (en d'autres termes

la structure de M-module de 1 est triviale).

La classe caractéristique d'une telle extension est l'élément c de ExtJ^(M, I)
défini de la façon suivante. Le choix d'une <?-section or de 9 (notation de 1.9.1) fournit
un JfL-morphisme f\ RéSo M -> N. On vérifie tout d'abord que l'application
g : RéSi M -> I, x h-> ^~lf{dQ x — d^ x) est un JfL-morphisme; par construction g est
un 1-cocycle de Hom^_(Rés. M, I). On vérifie ensuite que la classe c de g dans Ext^(M, I)
est indépendante du choix de CT. On vérifie enfin que c est nulle si et seulement si y admet
une JfL-section. On observera que l'image y* c de c dans ExtJ^JN, I) est nulle.

Nous laissons au lecteur le soin de compléter la théorie des JfL-extensions à la
manière, par exemple, du chapitre XIV de [CE].

Fin de la démonstration de l9 implication (iii) => (i) de A. 1.1.
On note K le noyau de/en degré n et l'on considère la JT^-extension

S^K^Sl^M^^P..,

(Sk" M)_ et P_ désignant respectivement les idéaux d'augmentation de Sk" M et P.
Comme l'application E^y) : Ext^_(P_, S^Fy) -> ExtJ^Sk" M)_, S1' F,,) est injective,
il en est de même pour <p* : ExtJ^(P_, S" K) -^ Extj^Sk" M)_, 2*» K); en effet, le
foncteur ExtJ^—yS^K) se plonge naturellement dans le foncteur

Hom^K-.Ext^-.S^F,)),

K* désignant le dual du Fp-espace vectoriel K. D'après ce qui précède la classe carac-
téristique de la JfL-extension ci-dessus est nulle et l'épimorphisme y : Sk" M -> P possède
une ^T-section. Notons T une telle section; E0'"^) est une bijection puisqu'il en est ainsi
pour E0'"^). Le lemme A. 3 implique alors que T est un épimorphisme, ce qui montre
enfin que y est un isomorphisme.



Appendice B

Un cas particulier de la théorie d'obstructions de Bousfield

L'objet de cet appendice est de démontrer dans le cas particulier qui nous intéresse
le résultat de Bousfield que nous avons invoqué en 3.1.

Il nous faut tout d'abord fixer quelques notations et introduire un peu de termi-
nologie.

B.l. Ensembles affines^ ensembles simpliciaux affines^
espaces cosimpliciaux quasi affines

B.l. l . On appelle ensemble affine un ensemble Z muni d'une action libre et tran-
sitive d'un groupe abélien V; on dit que V est le groupe abélien sous-jacent à Z. Soient Z,
Z' deux ensembles affines et V, V les groupes abéliens sous-jacents. Un morphisme
de Z dans Z' est la donnée d'un homomorphisme de groupes abéliens <p : V -> V et
d'une application ç-équivariantey: Z ->Z'; on dit que 9 est sous-jacente èif. La caté-
gorie des ensembles affines est donc par définition munie d'un foncteur vers la catégorie
des groupes abéliens Z \-> V, f \-^ 9.

B.l. 2. Gomme à l'ordinaire on appelle ensemble affine simplicial un objet simplicial
sur la catégorie des ensembles affines; on a donc une notion de groupe abélien simplicial
sous-jacent. Soient Z un ensemble affine simplicial connexe, V le groupe abélien simplicial
sous-jacent, et n un entier strictement positif. On pose

TT^ V = 7T^(V$ 0), n^ Z === [S", Z] (homotopie libre).

Soient ZQ un 0-simplexe de Z, et a : V —> Z l'homéomorphisme v i-> (dégéné-
rescence de Zo) + v. La composée de l'application induite par a : TT^ V ->TC^(Z; Zo) et
de l'application d'oubli 7c^(Z; Zo) ->• TC^ Z est une bijection indépendante du choix de ZQ;
en particulier n^ Z est naturellement muni d'une structure de groupe abélien. L'isomor-
phisme a, : H^(V; Z) -^H^(Z; Z) est lui aussi indépendant du choix de Zç. Signalons
au passage que l'homologie dont il est question dans cet appendice est Vhomologie
entière H^( ; Z) qui sera simplement notée H» (contrairement à la convention faite dans
le reste de l'article, où la notation H, est réservée à l'homologie modulo p). Enfin, puisque
pour l'espace V l'homomorphisme d'Hurewicz TC^ V -> !!„ V est injectif (voir par
exemple [Ma], p. 97), il en est de même pour l'espace Z.
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Nous aurons besoin par la suite du lemme ci-dessous; dans son énoncé la notation [-2:]
désigne la ^-chaîne correspondant à un n-simplexe z.

Lemme B. 1.2. — Soit v un n-simplexe de V dont toutes les faces, d^v, 0 ̂  i ̂  n, sont
nulles (v représente donc un élément de TT^ V). Le cycle [z + v\ — [z] représente dans H^ Z V image
de la classe de v par Inapplication naturelle TT^ V —^ H^ Z.

Démonstration, — On regarde z (resp. v) comme une application simpliciale A" -> Z
(resp. une application simpliciale pointée (A'VSk""1 A") -^V); rappelons que le y-sque-
lette d'un ensemble simplicial X est noté Sk^ X. On considère ensuite la composition

A" x (A^/Sk*1-1 A") -^ Z x V -> Z,

la flèche de droite correspondant à la structure affine de Z. On considère enfin les deux
cycles suivants de A" x (A^Sk" -1 A") :

[8n X 8J - [§„ X <|, [e X 8J - [s X *],

§„ désignant le n-simplexe standard de A", 8^ son image dans A^S^"1 A", et s « un point »
de A". Les classes d'homologie qu'ils représentent coïncident, ce qui démontre le
lemme B.1.2.

B.1.3. Le qualificatif « quasi affine » introduit ci-dessous est une variante du
« group-like » de [BK1], p. 275 :

Définition B.1.3. — On dira qu'un espace cosimplicial Z' est quasi affine si, pour
tout n,
a) Z" est un ensemble affine simplicial;
b) les applications d\ s1 : Z" -> Z"± \ à l'exception de d°, sont affines.

Suivant [Bou2], 5.6, on appelle objet quasi cosimplicial sur une catégorie ^ la
donnée G' d'objets G" de ^, n décrivant N, et d'applications d' : G'1"1 -> G", 1 ̂  i ̂  n,
et ^ : G^1 -> G", 0< i^ n, satisfaisant aux identités cosimpliciales usuelles; en par-
ticulier on obtient un objet quasi cosimplicial à partir d'un objet cosimplicial en
oubliant d°. Un espace cosimplicial quasi affine Z* possède donc un groupe abélien simplicial
quasi cosimplicial sous-jacent V\

B.2. Rappel sur les groupes abéliens cosixnpiiciaux [BK1] [Bou2]

Soit B' un groupe abélien cosimplicial. Rappelons que l'on définit ses groupes de
cohomotopie TT" B" par

^y=îï^y,d), n ̂  0,

B" muni du cobord d = 2(— l)1 d* étant considéré comme un complexe de cochaînes.
On a également

T^B- == H"(N-(B-), rf), n^ 0,
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N^B') désignant le complexe de cochaînes normalisé de B', c'est-à-dire le sous-complexe
de B* défini par

N^B-) = H (ker ̂  : B" — B"-1).
O^i^n-l

On considère maintenant un groupe abélien quasi cosimplicial B\ On pose

M^B-) = {(è°, b\ . . . , b^ e B" X B" x . . . X B"; ^ b3 = s3-1 b1

pour 0 ̂  i' < j' ̂  n }

et l'on note s Phomomorphisme : îin+l -> M^B'), b i—> (s° b, s1 b, .. .5 s^ b). Le lemme
ci-dessous est un cas particulier du lemme 5.7 de [Bou2] :

Lemme B.2. — Uhomomorphisme s :^în+l -> M^B") possède une section

/:M"(B-) -^B^1.

La valeur de t sur un élément (é0, 6\ .. .5 b^ de M^B') est donnée par les formules suivantes :

— c,==d1^;
— ^ == ^_^ + dk+l(bk — ̂  ̂ _i) ̂ r 1 ^ k ̂  n\
-^é1,...,^) =^.

B.3. Enoncé du critère de Bousfield garantissant que Pespace total
d'un espace cosimplicial quasi affine connexe est non vide

Soit Z" un espace cosimplicial quasi affine connexe (ce qui signifie, rappelons-le,
que l'espace Z** est connexe pour tout n). Soient s et t deux entiers, avec s ^ 0 et t > 0;
le foncteur [n] h-> TT( Z^ est un groupe abélien cosimplicial, noté TI:( Z\ dont on peut
considérer le j-ième groupe de cohomotopie n3 TC^ Z\ Nous sommes maintenant en mesure
d'énoncer :

Lemme B.3 (A. K. Bousfield [Bou3])« — Soit Z* un espace cosimplicial quasi affine
connexe. On suppose

T^Tr^iZ* == 0 pour n^ 2.

-4for.y V espace Tôt Z' ̂  ^071 yz'A.

B.4. Démonstration du lemme B.3

II nous faut montrer que l'ensemble Hom^,(A*, Z') est non vide. Comme celui-ci
est la limite inverse des ensembles Hom^.ÇSk^A", Z'), q décrivant N, on fait une théorie
d9 obstructions (rappelons que Sk^A* désigne le foncteur A -> ̂  [n] i-> Sk^A").

30
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Avant d'aborder cette théorie, introduisons encore quelques notations.
— On pose

<o==S(-l) irf,[8J==S(-l) irfU-J;

la classe de la chaîne co, toujours notée œ, engendre le groupe H^^Sk""1 A") (l'es-
pace SV-1 A~ est le « bord » de A").

— On note r^B") le sous-groupe des Ti-cocycles d'un complexe de cochaînes B*
(parce que la notation Z" n'est plus disponible !) :

r^B-) -ker^B" ->Bn+l).

Ces notations posées nous pouvons commencer à décrire la preuve du lemme B.3.
Considérons le groupe abélien cosimplicial B' == H^^Sk"""1 A'); B® est trivial pour
q < n et « le » générateur o de B" est un cocycle normalisé, c'est-à-dire un élément
de r^N' H^.^Sk*1"1 A')). Gomme la classe <*> est sphérique, l'application

Hom^Sk"-1 A-, Z-) ^ F^N^H^, Z-)),/^/, co,

induit une application
Hom^Sk"-1 A-, Z-) -> ^(N-(7^ Z-))

que l'on note o; la composée
Hom^^Sk-1 A-, Z-) -> ^(N^TT^, Z-)) -> ̂  TT^, Z-

est notée d.
La proposidon ci-dessous montre que o(f) (resp. o(/)) est l'obstruction à pro-

longer / (resp. la restriction de/à Sk^'A-) à Sk" A\

Proposition B.4.1. — Soitf^_^ une application cosimpliciale de Sk""1 A' dans Z"; soit
fn-z sa restriction à Sk""2 A\

a) Inapplication cosimpliciale /„ _ i se prolonge en une application cosimpliciale /„ : Sk" A" —^ Z'
ji ̂  seulement si o(/,»-i) ̂  n f̂e.

è^ J/ existe une application cosimpliciale /„ : Sk" A' -̂  Z' ^7^ la restriction à Sk""2 A*
estfn-z si et seulement si o(/»-i) est nulle.

Démonstration de a). — Une application cosimpliciale fn-i '' Sk11"1 A* ->V n'est
pas autre chose qu'une suite { ^o^i? • • • ? ^n-i î ^fc e ̂  } (^ désigne l'ensemble des
A-simplexes de V) vérifiant :

d,z^ == ^^-i, 1 ̂  k^ n — 1, 0^ î < A,
j < ^ = = ^ ^ _ _ ^ 1< è^ n — 1, 0^ i ^ A — 1,

^/n-i se prolonge à Sk" A' si et seulement s'il existe un Tî-simplexe z^ de Z" vérifiant :

(1) ^n=^n-l. 0< ^^

(2) ^^=^^-i , 0 < Z < 7 Z — 1 .
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Par définition il existe un ^-simplexe z^ de V vérifiant (1) si et seulement si l'applica-
tlon/»w-l: Sk""1 A" -> V est homotopiquement triviale, autrement dit si et seulement
sl °(/n-i) ^t triviale. Supposons donc qu'un tel simplexe existe. Le lemme B.2 montre
alors que l'on peut faire en sorte que ce ̂  vérifie aussi (2). Précisons un peu. Il nous faut
montrer qu'il existe un élément v^ de V^ tel que :

(3) ^i^-0, O^i^n,

(4) > y ^yn=^(^), O ^ i ^ n - l ,

w(i) désignant l'élément .?, ^-i - ̂  ̂  de V;;-1. Notons w le /î-uple

(^(0),^(1), ...,w(n- 1));

les relations (2), avec n — 1 à la place de n, montrent que w appartient à M"""1^).
L'élément tw de V^ répond à la question {t est introduit dans le lemme B.2). Pour
montrer que tw vérifie (3), on utilise, outre les identités simpliciales et cosimpliciales
usuelles, les arguments suivants :

— les d' et s' commutent aux ^ et ^ et en particulier t « commute » aux d^
— le (n — 1)-simplexe ^_i vérifie les relations (2), avec n — 1 à la place de n\
— le %-simplexe ^ vérifie les relations (1).

Démonstration de b). — Notons F^ les ensembles Hom^Sk^A-, Z-), ^ les applica-
tions de restrictions de F^i dans F^, et G^ le sous-groupe de Vj^ formé des A-simplexes ̂
tels que

d, ̂  == 0, 0 < i < k,

j* ̂  = 0, 0^ î ^ k — 1.

Le groupe (abélien) G^ opère librement sur F^ et le quotient F^/G^ s'identifie à ^_i(F^_i).
Ci-dessous nous identifions ^ V* et ^ Z*, et notons r : G^ -> ̂ (^ Z") l'homomor-
phisme qui associe au A-simplexe ^ sa classe d'homotopie (rappelons que V^ est un
groupe abélien simplicial). Une nouvelle application du lemme B.2 montre que r est
surjectif, si bien que le point b) de la proposition est conséquence de la formule ci-dessous.

Lemme B.4.2. — Les obstructions <?(/„_ J et (?(/„_ i + ^_i), v^_^ désignant un
élément de G,,_^, sont reliées par la formule

^(/n-i+^-i) ==o(/,_,) +(rfor)(^_,),

oà r : G,,_i -> N""^^.! Z') ^ l'homomorphisme introduit plus haut et

d : N^T^ Z-) ^ ̂ (N-(70^, Z-))

^ foéorrf rf^ complexe 'N9{n^_^ Z').
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Démonstration. — Gomme Phomomorphisme d'Hurewicz h:n^_^Zn->ïî _ ^ Z n

est injectif, il suffit de calculer la différence

(A o.)( / ,_,+^_,)-(A o.)(/,„).

Cette différence est représentée par la chaîne

S(- l)1 W) ([^_, + ^_J ~ [^_J),

G^(—) désignant le foncteur qui associe à un ensemble simplicial son groupe des ^-chaînes
à coefficients entiers. On achève à l'aide du lemme B. 1.2.



Appendice C

Fibre homotopique et espace total

par Michel Zisman

Etant donné une application f* : X' -> Y* entre espaces cosimpliciaux pointés,
on cherche à définir naturellement un espace cosimplicial r'(/') et une application
r'(/*) ->X' qui joue le rôle de la « fibre homotopique » de/'. A cet effet, on
définit des espaces

W^Y-) == Y71 x Y^1-1 x . . . x Y°

et W^Y-) == * x Y'*-1 x . . . X Y°.

Alors W'(Y*) est un espace cosimplicial et W'(Y') un sous-espace lorsque l'on définit
les opérateurs de coface et de codégénérescence par les formules suivantes :

^(y.y-1,.. .,y) = (^y, ̂ y-1,.. .^°r~\r~\ ..../)
pour 0 < z^ n;

^+i(y,y-\ ...,y) =. (rf^^^y-1, ...,â? ly,*);
s\^r~\ • • ..y)== (̂  ̂ -'y-1,.. .^oy-^y-^-2,...,./)

pour 0 ̂  î ^ TÎ — 2 ;

^-i(y,y-\ ...,y>) = (,?-ly^n-2y-l, ...,^y).

La projection sur le premier facteur définit une application W(Y") -> Y" entre espaces
cosimpliciaux pointés de fibre W'(Y').

Proposition C.l. — Si F espace cosimplicial Y* estfibrant, alors

W(Y-)^W(Y-) —Y-

est une fibration ^espaces cosimpliciaux.

Proposition C.2. — Si l'espace cosimplicial Y* est fibrant, alors l'espace TotW'(Y') est
contractile.
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Définissons maintenant r'(/") comme le produit fibre

r-(/-) —> W(Y-)

X- ——f—^ Y-

(il est à noter que la Fp-coalgèbre cosimpliciale H^ r'(/') est exactement le « mapping
cône », au sens de [Boul], de l'application H^/')).

Le foncteur Tôt transforme les fibrations entre espaces cosimpliciaux en fibrations
([BK1], X, 5.1) et commute aux limites inverses (puisque adjoint à droite du fonc-
teur y-> y\ X ̂  X x A*). Nous pouvons énoncer :

Théorème C.3. — Soit f* : Xe -> Y* une application entre espaces cosimpliciaux
pointés. Si Y' est fibrant, alors l'espace Tôt r'(/") est la fibre homotopique de l'application
Tôt/- : Tôt X- -> Tôt Y\

Démonstration de la proposition G.I . — II faut montrer que pour tout entier n, l'appli-
cation (voir [BK1], chap. X, où l'on trouvera en particulier la définition des notations M"
et s ci-dessous)

^n+l(Y-) -^Y» XM^M^W^Y-))

est une fibration. Or cette application n'est autre que le produit

Id x s x Id : Y»»4-1 x Y^ x (Y»1-1 x ... X Y°)
-^Y^1 x M^^Y-) x (Y»1-1 x ... X Y°).

Puisque Y' est fibrant, s : Y" -> M^^Y") est une fibration, et donc aussi Id X s X Id.

Démonstration de la proposition G. 2. — II résulte de la proposition G. 1 que W^Y')
est fibrant. D'après le lemme 7.3 de [BK1], chap. X, il suffit donc de montrer que l'on a

7c8 ̂  W(Y-) == «

pour tous s, t, avec t — s ^ 0.
Par définition, on a, pour tout t^ 0,

^ W^Y-) == TT^Y") x ^(Y^-1) x ... X 7r<(Y°).

Considérons d'abord le cas s == 0 où 71° TT( est l'égalisateur des deux flèches

^(YO)->^(YI) X^(YO)

données respectivement par y° h-» (rf°^0,^0) et j/0 h-^ (d1^0, •). Il vient donc 7c° 7^ == »
pour ^0.
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Pour s> 0, on normalise le groupe cosimplicial TT( W'(Y') :

N^ TC, W(V) == 7^ W^Y-) n ker j° n ker s1 n ... n ker ̂ -1

^ N^Y-) x N^T^Y-).

Pour ^ == t == 1, on vérifie que l'ensemble pointé de cohomotopie T^T^W^Y")
tel qu'il est défini dans [BK1], p. 284, est trivial.

Enfin, pour t> 1, tous les groupes sont commutatifs. Posons B* == w^Y") et
notons d-Q la différentielle du complexe de cochaînes N'(B'). Lorsque l'on identifie le
groupe N"^ W(V) au produit N^B') X N^-^B'), la différentielle du complexe de
cochaînes N-(^ W(Y-)) est donnée par d^, b"-1) = {d^b\ b" - d^b"-1), ce qui
montre que le complexe N^T^ W'(Y*)) est acy clique. On a donc

n8 TT< W(Y-) == H8 N-(TC< W(Y-)) = 0 pour s ̂  0,

et en particulier n3 TC< W(Y*) == 0 pour t — s ^ 0.

C.4. Quelques suites exactes

Proposition C.4. — »S(w.y les hypothèses du théorème G. 3, on a :

— pour t^ 2, î^ ̂ ^ ^û^ de groupes abéliens :

.. . 7T5-1 TC( X- -> 7c8-1 ̂  Y- -^ -n:5 TT, r-(/-) -> -n:5 ̂  X- -> TT' ̂  Y-
^^^^rv)...;

— ^o^r t == 1, î/n^ ̂ î  exacte de groupes et d''ensembles pointés :

1 ->7c°^rV) ->7r°^X- ->7r°^Y- -^^^r^/-) ̂ ^^X- ̂ ^^Y-;

— pour t == 0, ^^ .îîa^ exacte d^ensembles pointés :

7C° TTo !'•(/•) ̂  TT0 TIo X- -^ TT0 TCO Y\

Démonstration. — II est clair que N* commute aux limites inverses, et que le dia-
gramme

"< ry) —* ... W(Y-)
l l

77, X- ———f——^ ^ Y-

est cartésien. Appliquons donc N*. Pour t^ 1, on a

^ r-(/-) ^ N71 7T< X- X N^ Ht Y\

Pour / ^ 2,
N- TC( ?•(/•) -^ N- 7T< X- -> N- 7T( Y-

est un « triangle » au sens de J.-L. Verdier. La suite exacte de cohomologie du triangle
fournit la suite exacte recherchée. Pour t •== 0 ou 1, on procède de même.
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C.5. Remarques

C.5.1. Si l'espace cosimplicial V est fibrant, alors l'espace TotW(V) a le type
d'homotopie de l'espace de lacets 0 TotV (faire X* == • dans le théorème G. 3).

C.5.2. Soit 6 : A ->A le foncteur défini sur les objets par Q([n]) == [n + 1] et
sur les morphismes a : [m] -> [n] par 6 (a) (0) =0 et 6 (a) (i + 1) == a(î) + 1 pour
0 ̂  i ̂  m. On note © : Sns' -> Sns' le foncteur qui associe au foncteur X* : A -> ëns
le foncteur X' o 6. On a n° Q(X') = X° puisque l'égalisateur des deux flèches
d\ d2 : X1 ~> X2 n'est autre que ^.•X0-^1. Soit G-(X-) l'ensemble cosimplicial
pointé ©(X-)/^7r°©(X-). Le foncteur G- : êns' ^Sns^ {Sns^ désigne la catégorie des
ensembles pointés) ainsi défini commute aux limites directes et possède un adjoint à
droite W : Sns"^ -> Sns\ On note encore G" et W les foncteurs étendus, degré par
degré, aux catégories <S^ et ̂  (<S^ désigne la catégorie des ensembles simpliciaux
pointés). On a :

Hom^.(C-(X-), Y-) = Hom^.(X-, W(Y-)).

Le foncteur W coïncide avec le foncteur introduit au début de l'appendice, et la formule
d'adjonction ci-dessus permet de donner une démonstration de la proposition G. 2 qui
ne fait pas appel à la suite spectrale de Bousfield-Kan.



Appendice D

L'objet de cet appendice est de donner une démonstration de la proposition D. 1
ci-dessous utilisant la caractérisation des A-modules instables « niipotents » obtenue
dans [LSd]. Cette proposition n'est qu'une variante d'un résultat de Serre ([Se], corol-
laire du § 2).

Proposition D.l. — Soient V un f-groupe abélien élémentaire et 9 : H* V -> K un homo-
morphisme de A-algèbres instables. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 9 est injectif;
(ii) <p((^v)") =(= 0 pour tout entier n.

Rappelons que ^désigne l'élément de H* V défini de la façon suivante :
— pour p = 2,

Cy = II U\
MeHiv-{o}

— pour p > 2,

^v == n p^«eHiv-{o}

P : H1 V — H2 V désignant l'opération de Bockstein.

La proposition D. 1 peut être vue comme une conséquence de la proposition sui-
vante qui est implicite dans [LSd] :

Proposition D.2. — Soit x un élément d'une A-algèbre instable K; les deux conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) x est non niipotent,
(ii) il existe un p-groupe abélien élémentaire W et un homomorphisme de A-algèbres instables

p : K — H* W tel que ç>(x) est non niipotent (c'est-à-dire p(.r) non nul pour p = 2 et (p(A:))2?

non nul pour p > 2).

Démonstration. — Rappelons qu'un A-module instable M est dit niipotent dans la
situation suivante :

— quand p = 2, si pour tout élément A: de M il existe un entier n tel que
Sq2"M sq2n-i|.i _ §qH ^ _ ̂

31
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— quand p > 2, si pour tout élément de degré pair x de M il existe un entier n tel que
pp"!.»!^ pp"-l|a?|/2 ^ _ p| x j/2 ^ ̂  g.

Rappelons également que l'on démontre dans [LScI] qu'un A-module instable M
est niipotent si et seulement si Hom^(M, H* W) == 0 pour tout ^-groupe abélien
élémentaire W.

Considérons maintenant le sous-A-module instable M de K engendré par x. Si x est
non niipotent alors il en est de même pour M (quand p = 2 on a

§q2"M Sq^M ... Sql^l x = x^\

quand p > 2 le degré de x est nécessairement pair et l'on a
pP"ja;|/2 pî)»1-1!»!^ p| a? |/2 ^ ^ ^î)n+l)

D'après ce qui précède il existe un ̂ -groupe abélien élémentaire W et un homomorphisme
de A-modules instables (A : M -> H* W tel que |ji(^) est non nul. Comme H* W est
^-injectif, p, se prolonge en un homomorphisme de A-modules instables v : K -> H* W
tel que ^{x) est non nul. En d'autres termes, l'application linéaire continue
Hom^(K,H*W) -^H1351 W,v h^v(A?) (Hom^(K, H* W) est muni de sa topologie pro-
finie et H^ W de sa topologie discrète) est non nulle. Le théorème de « linéarisation »
(théorème A. 2.2 de [LZ2] ou corollaire 3.5 de [Lai]) montre alors que la restriction
de cette application à Hom^.(K, H* W) est encore non nulle : il existe un homomor-
phisme de A-algèbres instables p : K —> H* W tel que p(;c) est non nul.

Pour p == 2 la démonstration est achevée. Pour p > 2, on remplace x par Xe et
l'on obtient un homomorphisme de A-algèbres instables p : K -> H* W tel que
p(^) = ^{x)y est non nul.

Démonstration de la proposition D. 1 à F aide de la proposition D.2.
Soit cp : H* V -> K un homomorphisme de A-algèbres instables tel que ^((^v)^

est non nul pour tout entier n. On applique la proposition D.2 à l'élément <p(^v) de K :
il existe un ^-groupe abélien élémentaire W et un homomorphisme de A-algèbres ins-
tables p : K —> H* W tel que (p o 9) (cy) est non nul. Le composé p o 9 : H* V -> H* W,
qui est un homomorphisme de A-algèbres instables, est induit par un homomorphisme
de groupes À : W -> V (X est la transposée de l'application (p o (p)1 : H1 V -> H1 W)
et l'on conclut grâce au lemme facile que voici :

Lemme D.3. — Soit À : W ->V un homomorphisme de p-groupes abéliens élémentaires,
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) À est surjectif^
(ii) l'application V : H* V -> H* W est injective\

(iïi) r Cy + 0.

La seule implication à mériter peut-être une démonstration est (iii) => (i). Si X est
non surjective, il existe une classe non nulle u dans H1 V avec À* u == 0 et À* Cy =- 0.
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