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Uber die Klassen der Sphirenabbildungen
I.  Grofle Dimensionen
von

Hans Freudenthal

Amsterdain

Mit dieser Arbeit soll eine Reihe von Untersuchungen iiber
die Klassen der Sphéirenabbildungen beginnen. Unsere Ergebnisse
handeln von den Hurewiczschen Homotopiegruppen 1); aber die
Elemente der e-ten Homotopiegruppe 7,(S?) der d-dimensionalen
Sphére (d>0) sind ja im Wesentlichen die Klassen der Abbil-
dungen der S¢ in die S¢. Fiir x,(S?%) sagen wir kiirzer auch (de).
Wir diirfen ¢ — d = k > 0 voraussetzen und wollen Sphéiren-
paare mit demselben k zu einem ,,k-Stamm” zusammenfassen.

Um zwei Homomorphismen dreht sich unsere Untersuchung.
Der erste wird erzeugt von der Hopfschen Klasseninvariante 2)
¢(f) von Abbildungen f(S¢) C S¢ mit d = k + 1. Nichts hindert
uns, ¢(f) fir alle d = k + 1 als definiert anzusehen; fiir d>k--1
hat man dann ¢(f) = 0. (Fir d<k-+1 hitte man die Hopfschen
Invarianten ganz neu zu definieren; wir gehen hier darauf nicht
ein.) ¢ kann man auch auffassen als einen Homomorphismus

o(de) C (d%+1)  (d=k-+1),

d.h. fir d =k + 1 in die Additionsgruppe der ganzen Zahlen
und fiir d > k + 1 in die Nullgruppe. Die durch ¢(f)=0 definierte
Untergruppe von (d®) heile (d®),; sie fallt fiir d > k 4 1 und bei
ungeradem d auch fiir d =k + 13) mit (d°) zusammen. Die
Faktorgruppe (d¢)/(d?), heiBe auch (d¢)*.

1) W. Hurewicz, Beitrige zur Topologie der Deformationen, I—IV [Proc.
Akad. Amsterdam 38 (1935), 112—119, 521—528; 39 (1936), 117—125, 215—224],
insbesondere I.

2) H. Hoer, Uber die Abbildungen der dreidimensionalen Sphire auf die
Kugelfliche [Math. Ann. 104 (1931), 637—663], Uber die Abbildungen von Sphiren
auf Sphéren niedrigerer Dimension [Fund. Math. 25 (1935), 427—440]. — Zitiert
bzw. mit Hopf I, II.

3) Hopf 11, Satz 1.
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Der andere Homomorphismus, die ,,Einhingung” (€ ge-
nannt), ist viel einfacherer Art, aber noch nirgends behandelt
worden. € ordnet einer Abbildung f(5¢) C S¢ zu eine Abbildung
Gf(Se+1) C S4+1 yund zwar so: Man fasse S¢ bzw. S¢ als Aqua-
torsphére von S+ bzw. Se+! auf und setze f so fort, daB nordliche
in noérdliche und siidliche in siidliche Halbkugel iibergehen.
Man hat

E(de) C (d+1°4),
Es ist klar, daB3 fur d = &k
¢(€(d?)) =0

ist. Wir werden aber beweisen:

Satz I: €(d?)=(d+1°t), fir d = k.

Oder: dann und nur dann 148t sich eine Abbildungsklasse der
Se in die S? (d=k-+1) durch Einhdngung erzeugen, wenn ihre
Invariante verschwindet. — Fiir d > k + 1 und fiir ungerades
d =%k 4+ 1 lassen sich also alle Klassen durch Einhidngung
erzeugen.

In zwei Richtungen 148t sich der Homomorphismus € weiter
untersuchen: erstens fragen wir ,,was geschieht bei Anwendung
von € mit (d¢),?”’, zweitens ,,was geschieht mit (d¢)*?”. Satz II
und IIT antworten auf diese Fragen ziemlich vollsténdig.

Satz II: € bildet (d¢), isomorph ab (d.h. aus €g = 0 und
¢(g) = 0 folgt g =0)

1.) fird>Fk+41,
2.) fir gerades d =k + 1,

3a.) fiur wungerades d = k -+ 1, falls (d+1°+2) ein Element
mit der Invariante 1 enthilt. — Im Falle

3b.) eines wungeraden d =k + 1, fir das (d-+1°+%) kein
Element mit der Invariante 1 enthilt, fiihrt € jedenfalls héchstens
die Elemente von (d¢), in die Null iiber, die die Ordnung zwei
besitzen.

Bei der Anwendung dieses Satzes beachte man, dal in den
Fallen 1 und 38 (d¢)=(d®), ist. — Der Fall 8a liegt sicher vor
fir d =1, 3,7.4) Ob Fall 8b iiberhaupt méglich ist, ist nicht
bekannt.

Aus Satz I und II kann man die Folgerung ziehen:

In jedem k-Stamm bleiben von d =k + 2 an die Homotopie-

4) Hopf II, Satz II'.
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gruppen konstant. Der Schritt von d =k + 1 nach d =k + 2
(und fiir gerades k auch der Schritt von d =k nach d =k + 1)
zieht bei den Homotopiegruppen hdichstens eine ,,Verkleinerung”
nach sich.

Satz III: Fir gerades d=k-+1 gilt:

Ist g € (d?) und ¢(g) ungerade, so ist €g # 0. Dagegen gibt es zu
jedem cec(d®) ein ke (d?) mit c¢(h) = 2¢ und €k = 0. Oder:

a.) Wenn (d°) ein Element mit der Invariante 1 besitzt, so
enthalten die und nur die Restklassen von (d¢), in (d¢), deren
Invariante gerade ist, ein Element, das durch € in die Null ab-
gebildet wird.

b.) Sonst enthilt jedenfalls mindestens jede Restklasse mit
durch 4 teilbarer Invariante ein Element, das durch € in die
Null abgebildet wird.

Die Aquivalenz beider Formulierungen folgt daraus, dafB3 alle
geraden Werte der Invariante sicher auftreten (Hopf II, 431,
Satz IT').

Unsere Ergebnisse sind — im Gegensatz zu dem, was sonst
iber Sphirenabbildungen bekannt geworden ist ) — sehr all-
gemeiner Natur. Die speziellen Folgerungen, die man ganz
unmittelbar aus ihnen ziehen kann, sind nicht sehr zahlreich.
Wir erwéhnen:

(8%) enthilt genau zwei Elemente. (Folgt aus IIIa, da (23%),
nach I nur aus der 0 besteht ¢).)

(d4+1) besteht fir d = 8 aus genau zwei Elementen. (Folgt
nun aus I, II, 1.)

(2*) enthilt genau zwei Elemente. (Folgt nach Hurewicz?)
aus dem Ergebnis fiir (3%).)

(d?+?) enthilt hochstens zwei Elemente. 8)

(5%) und (9'®) enthalten mindestens zwei Elemente. (Folgt
aus IIIa.)

(dé+3) fir d = 4 und (d?+?) fiir d = 8 enthalten mindestens
zwei Elemente.

5) Dassind 1.) die Resultate von H. HorrF (a.a.0. 2)), 2.) ein Resultat von W.
Hurewicz (a.a.0.7)) und 38.) das von L. PONTRJAGIN ohne Beweisskizze ange-
kiindigte vollstindige Resultat [KongreB Oslo 1936, II, 140] iiber den 1-Stamm
und den 2-Stamm.

%) Dies Ergebnis hinsichtlich (23), ist zuerst von W. Hurewicz bewiesen worden
(I, 119).

) 1, 119, Zeile 4.

8) Das vollstindige Resultat fiir den 2-Stamm (siehe 3)) scheint aus den hier
entwickelten Sitzen nicht unmittelbar zu folgen; es ergibt sich aber auf einem
Umweg aus den Sitzen, die ich fiir ,,kleine”” Dimension zu begriinden beabsichtige.
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Ich hoffe aber, in weiteren Arbeiten mehr spezielle Ergebnisse
begrinden zu koénnen. Unter anderm dadurch, daB ich fiir die
»kleinen’” Dimensionen der k-Stimme (d < k) analoge Sitze
beweisen werde, die allerdings eine Neudefinition der Hopfschen
Invariante voraussetzen.

Satz I fiir d > k (statt d = k), Satz II fiir d > k 4+ 1 (statt
d>Fk), Satz IIla, wenn man sich auf ,,mindestens jede Rest-
klasse . . .”” beschrankt, und Satz ITIb darf man ganz elementar,
ja fast trivial nennen. Wo aber die Hopfsche Invariante aktiv
mitspielt, braucht man als tiefliegendes Hilfsmittel einen Hopf-
schen Uberfithrungssatz. (Siehe 20).) Bei Satz I fiir d > k und
Satz II fiir d > k 4+ 1 kann man sogar alle kombinatorischen
Methoden entbehren. Ich habe die leichteren Falle nicht besonders
behandelt, weise aber darauf hin, daB3 fiir diese Falle die Betrach-
tungen aus 4—6 iberflissig sind und die aus 7—9 stark ver-
einfacht werden konnen.

1. Homotopiegruppen.

Fiir die e-te Homotopiegruppe z,(R) eines zusammenhéngenden,
im Kleinen zusammenziehbaren, separablen metrischen Raumes
R hat man nach W. Hurewicz ?) zwei Definitionen, die sich aber
eigentlich nur dem Wortlaut nach voneinander unterscheiden:

1.) =, (R) ist die Wegegruppe (gleichgiiltig welcher Kom-
ponente) des Raumes derjenigen Abbildungen der Se-110) in R,
bei denen ein fester Punkt in einen festen Punkt iibergeht.

2.) Die Elemente von x,(R) sind die Klassen von Abbildungen
der S¢in R, bei denen ein fester Punkt p in einen festen Punkt
p’ lbergeht; die Gruppenoperation (Addition) zwischen zwei
Abbildungsklassen, die durch f;(S¢) C R und f,(S¢) C R definiert
seien, ist so erklirt: eine Se~! mit p e Se-! teile die S¢ in zwei
zueinander symmetrische Halbkugeln 7§ und V§; ¢, bilde V¢ mit
dem Grad 1 auf S¢ ab (»=1, 2), und es sei @, (S¢1)=p; die Ab-
bildung h, die auf V¢ (v=1, 2) als f,p, erklart ist, bestimmt
die Summenklasse der Klassen von f; und f,.

Die Aquivalenz beider Definitionen folgt unmittelbar daraus,
daf3 man einen geschlossenen Weg von unwesentlichen Abbildungen
der S¢-! in R mit der konstanten Abbildung anfangen und
endigen lassen und daher als eine Abbildung der S¢ in R auf-
fassen kann.

) I, 113—114.

10) Mit S werden immer Sphiren, mit ¥ Vollkugeln bezeichnet; obere Indices
geben Dimensionen an.
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Die Homotopiegruppen sind von der zweiten an abelsch 1);
fiir die Sphéren ist iibrigens auch die erste abelsch (sie besteht
allein aus der Null).

2. Homotoptiegruppen von Sphdren.

Die e-te Homotopiegruppe =,(S?) der Sphire S% nennen wir
auch (d¢).

2.1. Bei der Feststellung der Wesentlichkeit oder Unwesent-
lichkeit einer Abbildung f(S¢) C S¢ iibt die Forderung f(p)=p’
keinen Einflufl aus. Fiir d > 1 folgt das daraus, daB bei einer
Uberfithrung das Bild von p (nach simplizialer Approximation)
einen eindimensionalen, also zusammenziehbaren Weg zuriick-
legt; fiir d =1, e > 1 folgt es aus der Unwesentlichkeit aller
derartigen Abbildungen und fiir d = ¢ = 1 daraus, da8 der Grad
die Abbildungsklassen charakterisiert.

Wir werden daher — wo kein Mifverstindnis moglich ist —
mit f, g, k nicht nur Spharenabbildungen, sondern auch zugehdérige
Abbildungsklassen und Elemente von Homotopiegruppen (d¢)
bezeichnen. Die Michtigkeit von (d¢) ist natiirlich dieselbe wie
die der Menge der Abbildungsklassen f(S¢) C S?.

2.2. Sei f,e(d?) (v=1,2), ge(c?). Dann gilt das distributive
Gesetz

g(fitfe) = gfi £ &fe

das aus der zweiten Definition der Homotopiegruppen unmittel-
bar folgt.

Dagegen braucht mit f, € (c?), ge (d°) das rechtsseitige distribu-
tive Gesetz keineswegs zu gelten (siehe den Fall c=d =2, e =3).

3. Einhdngung.

8.1. Aus einer Abbildung f(S¢) C S% konstruieren wir eine
Abbildung €f, €f(Sett) C S4+1, vermoge eines Prozesses, den wir
,,Einhiangung” (€) nennen: Wir fassen S? bzw. S¢ als Aquator-
sphire von S%+1 bzw. Se+! auf und setzen f so fort, daB nordliche
in nordliche und siidliche in siidliche Halbkugel iibergeht.

8.2. Will man — was nicht unbedingt nétig ist — €f genauer
festlegen, so verfahre man so: Man beschreibe einen Punkt der
S@+1 bzw. Se+l durch ein Paar (p’, f) bzw. (p, f), in dem p’ e S9,
peSe und (die ,,geographische Breite”) f reell und |f| < 1 ist;
dabei sollen alle Paare (p’, 1) bzw. (p, 1) denselben Punkt (Nordpol

1)  Hurewicz I, 114.
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der Sé+! bzw. Se+1) beschreiben, ebenso alle Paare (p’, —1) bzw.
(p, —1) (Siidpol). Dann setze man Ef(p, B)=(f(p), B)- 1?)

3.8. Die ,,Breitensphire” f = f, von S% nennen wir Sg;
die ,,Kappe” B = B, bzw. 8 < B, heile auch 7L baw. V;E;
die ,,Zone” zwischen Sgl und ng heille Vgpﬁz- Analoges gelte bei
Se+l,

3.4. Gehoren f und g zur gleichen Abbildungsklasse, so gilt
das auch fiir §f und €g. € laBt sich also als ein zwischen Abbil-
dungsklassen wirkender Operator auffassen. Aus der ersten
Definition der Homotopiegruppen folgt unmittelbar, daB fiir

f> ge(d?) gilt
C(f+g) = Cf £ g
€ ist also ein Homomorphismus
E(de) C (d+1+1).
8.5. Sei fe (d?), g e (c?). Dann ist
€(gf) = Cg - Cf.

3.6. Fiir alle Dimensionen bezeichne (—1) die Abbildungs-
klasse mit dem Grad — 1 einer Sphéire auf sich. Man hat

E(—1)=(—1).

8.7. Sei f von der Form g, ge(d®). Dann ist (—1)f = — f.
Deutet man namlich (—1) als Spiegelung am Aquator der Se+!
bzw. S+ und wahlt man fiir €g speziell die Gestalt aus 8.2,
so bemerkt man: (—1)f = f-(—1). Nach 2.2 ist f. (—1)= — f,
und daraus folgt die Behauptung.

8.8. §((—1)g)=E€(—g). — Das folgt aus 8.7, wenn man be-
riicksichtigt, daB wegen 8.5 und 3.6 €((—1)g)=E€(—1) - Eg=
(—1)Cg ist.

8.9. Wir setzen ¢ — d =k und fassen Sphirenpaare mit
denselben k& zu einem ,,k-Stamm’ zusammen. Durch die Ein-
hiangung kommen wir aus einem k-Stamm nicht heraus.

Von jetzt an soll immer k£ > 0 sein.

4. Die Hopfsche Invariante.
4.1. Alle kombinatorischen Begriffe beziehen sich, wo nichts
Anderes bemerkt wird, auf die Additionsgruppe der ganzen

12)  Die Einhingung wird so ein Spezialfall der ,,Verbindung” (siehe Verf.
[Fund. Math. 29 (1937), 145—150]), ndmlich Verbindung mit einer nulldimen-
sionalen Sphére.
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Zahlen als Koeffizientenbereich. 1t bezeichne die kombinatorische
Randbildung. m vor einem (algebraischen) Komplex bezeichne
die diesem Komplex zugrundeliegende Menge (wir fiihren diese
Bezeichnungsweise allerdings nicht ganz streng durch). S? und

Se sollen immer mit einer bestimmten Orientierung gegeben

sein. Bei der Einhingung seien dann S Sg, V'ggl, V’;ﬁ stets

so orientiert, daB S*' = Vi + Vip Wi = — wif =5*
und Analoges fir Se+! usw. gelte.

4.2. Es sei K¥+1 ein Komplex C S¢, 1Kkl = Zk, f(S¢) C S¢,
fmZ¥) =9p', e —d =1k, d =k + 1. Der Grad der Abbildung
von K¥+! in S? hat dann einen Sinn; er hingt nur von f und Z*%
ab und werde mit c,(f) bezeichnet.

4.3. f(S¢) C S% sei simplizial; p’ sei innerer Punkt des Sim-
plexes ¢'¢ von S9. Nach H. Hopf !3) gibt es einen ,,Urbildzyklus”
Z%, dessen mZ¥ mit der Urbildmenge von p’ identisch ist. Fiir
d =k + 1 sei ¢(f) erklart als c,x(f) (das unabhidngig von p’
ist 13)). ¢(f) ist die Hopfsche Klasseninvariante 13). Fiir d > k-1
ist ¢(f) = 0.

4.4. Fird=Fk +1 und f, ge(d?) gilt

o(f£g) = e(f)xe(g)-

Das ergibt sich ohne weiteres aus der zweiten Definition der
Homotopiegruppe, wenn man in 4.3 den Punkt p’ so wihlt,
daB3 er verschieden von dem Punkt p’ aus 1, 2 ist, und ferner
in 4.3 K¥+ 5o, daBl es den Punkt p aus 1, 2 nicht enthélt.”

Deutet man ¢(f) und c(g) als Abbildungsgrade (von S? auf
sich), so darf man auch sagen:

¢ bildet (d¢) homomorph ab in (d*+1).

4.5. Fir f= Cg ist ¢(f) =0. (Klar.)

Mit der Bezeichnung von 8.6 gilt:

4.6. ¢((—1)f)=c(f). (Siehe Hopf I, 639, Eigensch. IIb".)

5. Ein Hilfssatz.

5.1. Das mZ¥ aus 4.3 besitzt (nach geeigneter Unterteilung)
die Eigenschaft:

o) Jedes Simplex w*-! von mZ* liegt auf genau zwei u* von mZ*.

»Mindestens zwei’ folgt daraus, daB Z* ein Zyklus ist. — Das
Urbild von p’ innerhalb einer -2 von S¢ ist hochstens (k—2)-
dimensional, ein «*~' von mZ* liegt also entweder in einem
71 oder sein Inneres liegt im Innern eines . DaB u*-! auf héch-
stens zwei w* von mZF liegt, folgt im ersten Fall daraus, daB

13y I, § 1—3.



306 Hans Freudenthal (8]

jedes #¢-1 auf hochstens zwei ¢ liegt, im zweiten Fall daraus,
daf3 der Schnitt von mZ*¥ mit einem ¢ eine konvexe Zelle ist.

5.2. Von Pseudomannigfaltigkeiten pflegt man auller («) noch
zu fordern:

(B) Je zwei u* lassen sich verbinden durch eine Kette von
uk, in der zwei aufeinanderfolgende ein #*-! zum Durchschnitt
haben.

Da mZ 14) die Eigenschaft («) besitzt 1aBt es sich (eindeutig)
als Vereinigung verschiedener geschlossener Pseudomannigfaltig-
keiten %) mZ,, . .., mZ, darstellen. Dabei ist natiirlich

e(f) = o (f) + -+ g ()

Die Z,,..., Z, bilden eine k-dimensionale Homologiebasis fiir
mZ (daB3 sie Pseudomannigfaltigkeiten sind, spielt weiter keine
Rolle).

5.3. Hilfssatz: Man darf f in seiner Abbildungsklasse so anneh-
men, dafl (mit den Bezeichnungen von 5.2.)

czl(f):cz(f)9 czz(f): e = czr(f):O

ist.

6. Beweis des Hilfssalzes.

Der Beweis 148t sich anschaulich so beschreiben: Wir bringen
in mZ; und mZ, je eine Ausbuchtung an, fithren die Fronten
der Ausbuchtungen miteinander zur Deckung und loschen sie
dann aus.:In mZ; und mZ, sind dann kleine Locher geschnitten
und durch einen Schlauch verbunden. Ebenso verfahren wir
mit den iibrigen mZ,, bis eine einzige Pseudomannigfaltigkeit
entstanden ist.

6.1. Mit den fritheren Bezeichnungen sei U, die Vereinigung
der t°, die Punkte von mZ, enthalten (»=1,...,7); f(U,)=t'9,
f(mZ,)=:p"et’®. Der (mengentheoretische) Rand von U, wird
durch f in den von t'¢ abgebildet; wird dabei ein Rand-#'¢-!
von t'¢ nicht iiberdeckt, so kénnen wir durch ,,Eindriicken”
von t'¢ f so abandern, dal auBerhalb U, nichts geindert wird
und das Bild von U, ¢'¢, also auch p’ nicht mehr iiberdeckt. Der-
artige Z, konnen wir also von vornherein weglassen.

6.2. Auf dem Rand von U, (v=1, 2) wihlen wir einen Punkt
g, so, daB f(q;) = f(gs) = ¢’ innerer Punkt eines Rand-t'¢-!

14)  Wir lassen den Dimensions ndex ab und zu weg.
14a) Sogar als Vereinigung von Mannigfaltigkeiten. Aber das haben wir hier

nicht notig.
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von t'? ist. Es sei g, e t§, CU, (v=1, 2). Im Innern von #; bestim-
men wir einen Punkt p, von mZ, (»=1, 2).

Der einfache Bogen C mit dem Parameter & (|&[=1) bestehe
aus folgenden Stiicken:

— 3 < & < + 1: Streckenzug von ¢; nach ¢, der mZ, &, &
sonst nirgends trifft.
— 3 <& < — }: Strecke von p, nach ¢, (in # gelegen).
} <&<3:  Strecke von ¢, nach p, (in #; gelegen).
— 1 < & < — %: Verlangerung von p,q, iiber p, (in #).

3 <£<1: Verlingerung von p,q, iiber p, (in #).
Man darf f (ohne Schaden fiir die Urbildmenge von p’) als so
abgeiéindert voraussetzen, daBl C nebst einer kleinen Umgebung
durch f in ¢’ abgebildet wird.

D sei eine (der e-dimensionalen Vollkugel homéomorphe) Teil-

menge dieser Umgebung, die in einem geeigneten cartesischen
Koordinatensystem ,, . . ., #,;, & die Gestalt

D— (|1, fes] <1, =)
besitze. Dabei soll
C=(ry,=xy= ... =Z,_1=0)
mit £ als dem oben definierten Parameter sein; ferner 15)
DamZ, = (@ 1= ... =0,1=0, §=—3),
DamZ = (g = . .. =2, 1=0, E=+3),
DAU, = (§=—1),
DAU, = (§=+13),
f@y, o ooy @y, E)=flay, . . ., 20y, —E) fiir & = 4,
@15 o o020y, £)= ¢’ fiir [§] < 1.
®;(£) sei eine stetige, aber nicht iiberall erklirte und nicht
tiberall eindeutige Funktion (0<7<1):
Pr(—1)= —1, @ (+1)= + 1 fiir 7 # 1,
®1(+1) = alle Zahlen vom Betrage < 1,

. e S —1=¢(<0
@.(&) bildet ey o=¢=1 ®

(&) ist unerklart fiir — 7 < & < 7.

linear auf

b,

Wir setzen:

18) Aist das Zeichen fiir die Durchschnittbildung.
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) ‘S) = (ml’ ooy Lo, (P-;(f))
ey = (wl’ ey @y, 0@y (E) (1 —a)é

%- sei die Umkehrung von v,; obwohl sie nicht eindeutig ist,
ist

N =43
)fur Max |z, e

f=(@) = f(z:(a))

eindeutig stetig.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB} bei der stetigen Abénde-
rung f; von f das Urbild von p’ so aussieht: Z,, ..., Z, sind
unveréndert geblieben; in mZ; und in mZ, ist ein Loch geschnitten
(konzentrisch zu DamZ; bzw. DAamZ,), und diese Locher sind
durch einen (in D liegenden) Schlauch verbunden. Wiederholt
man diesen ProzeB3 mit den andern Z,, so erhilt man schlieSlich
eine stetige Abanderung f* von f, bei der das Urbild von p’
eine einzige Pseudomannigfaltigkeit mZ* ist. Es ist klar, da@3
Co(f*) = cz(f) = ¢(f) ist. Fir die Anwendungen wiirde das
geniigen, wir tun aber noch ein Ubriges und machen f* wieder
simplizial. 16)

6.3. Dabei kann es allerdings passieren, dafl mZ* den Charakter
einer Pseudomannigfaltigkeit verliert. Nun koénnen wir die
simpliziale Approximation f** von f* doch so wihlen, daf3
auBlerhalb einer Umgebung U* von mZ* keine neuen Urbilder
von p’ auftreten; U* soll hier so bestimmt sein, daB3 jeder k-
dimensionale Zyklus aus U* in U* einem Zyklus aus mZ* (also,
da mZ* Pseudomannigfaltigkeit ist, einem Vielfachen von Z*)
homolog ist. AuBlerdem diirfen wir doch auf einigen Abstand
von den Lochern und Schlduchen, wo bei allen Abéanderungen die
Abbildung simplizial geblieben ist, Z** als im Wesentlichen 7)
mit Z* identisch annehmen. mZ** besteht also aus einer Pseudo-
mannigfaltigkeit, die als Zyklus in U* mit Z* homolog ist, und
weiteren Bestandteilen, die in U* homolog Null sind.

16) Ich fiihre das darum aus, weil die dafiir in 6.3 entwickelte Methode auch
sonst niitzlich sein kann — besonders bei Beispielen, bei denen die Abbildung im
Allgemeinen nicht in simplizialer Form gegeben sein wird.

17) Da man die Bildsphére unterteilt, wird man gezwungen, auch auf groBeren
Abstand von Lochern und Schliuchen wieder fiir die Simplizialitit zu sorgen.
Sei u’¢ das p” als inneren Punkt enthaltende Unterteilungssimplex. Im Innern eines
t’¢ benimmt sich das f-Urbild von u’¢ wie das cartesische Produkt eines k-dimen-
sionalen Simplexes (das in p’ abgebildet wird) und eines d-dimensionalen Simplexes.
Teilt man das cartesische Produkt etwa so unter, wie ich es in Fund. Math. 29
(1937), 138—142 angegeben habe, so erleidet auf grofleren Abstand von Loéchern
und Schliuchen mZ* beim Ubergang zu mZ** nur eine kleine Verschiebung in
eine homéomorphe Menge.
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War U* klein genug gewéihlt, so sind wir jetzt bei der Behaup-
tung des Hilfssatzes angelangt.

7. Beweis von Satz I.

In 7 sei fe(d?), d = k.

7.1. Um Satz I zu beweisen, braucht man nur (unter der
Voraussetzung ¢(f)=0) f in seiner Abbildungsklasse so zu er-
mitteln, daB3 das Urbild von p’ aus genau einem Punkt p besteht.
Dann kann man naémlich S¢ in zwei Vollkugeln V¢, V¢ zerlegen
(Vi = kleine Umgebung von p, V§ = S%\ V¢ 8)), so daB weder f(V%),
noch f(V3) ganz S¢ iiberdecken. Eine einfache Abénderung bringt
dann f auf die Gestalt €¢ in der Form von 8.2.

Um zu erreichen, daf3 das Urbild von p’ ein einziger Punkt p
wird, verfahren wir so: 1.) Das Urbild mZ* von p (das bereits
die in 5.8 angegebene Gestalt habe) projizieren wir aus dem
Punkt p e mZ¥; dabei entsteht eine (sternige) Menge L. 2.) Unter
Festhaltung auf mZ* ziehen wir das Bild von L auf p’ zusammen,
so daB3 L die gesamte Urbildmenge von p’ wird; dabei machen
wir von ¢(f) = 0 wesentlich Gebrauch. 8.) Schlieflich ziehen
wir L selbst in sich auf p zusammen.

Diese drei Schritte wollen wir jetzt ausfiihren.

7.2. p’ sei wieder innerer Punkt eines #'?C S%; u'¢ sei ein
Unterteilungssimplex im Innern von #'¢ und p’ innerer Punkt
von u'? Z¥ sei der Urbildzyklus von p’, U die Urbildmenge
von u'%, p ein Punkt von mZ*. Man beachte, da3 jeder k-dimen-
sionale Zyklus mod m (=0,2,...) aus U in U einem Zyklus
aus mZ* homolog ist.

Wir setzen nun ¢(f) = 0 voraus. Nach 5.8 diirfen wir dann
annehmen, daB ¢, (f) = 0 ist fiir alle Pseudomannigfaltigkeiten
mZk (v=1,...,7), aus denen sich mZ¥ zusammensetzt.

Nachdem wir einen nicht auf mZ* liegenden Punkt als unend-
lichfernen Punkt ausgezeichnet haben, fassen wir nun eine
Weile S¢ als euklidischen Raum auf. Wir verbinden p geradlinig
mit mZ¥; die Vereinigung der Verbindungsstrecken heile L.
Weiter verbinden wir p geradlinig mit den Zyklen Z* bzw.
Z¥, ..., Z* und erhalten Komplexe K%+ bzw. K+ Kk+1,
tKE+ = 7k,

K*k+1 gei ein Zyklus mod m in L bis auf U. tK*¥+! ist dann
in U homolog einer Linearkombination der Z*¥ (wobei in den
Z% evtl. die Koeffizienten durch ihre Restklassen mod m zu

18) A\B bezeichnet die Menge der Punkte von A4, die nicht zu B gehoren.
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ersetzen sind). K**¥+1 jst also bis auf U mod m von der
Form X« KE¥*! 4 (k 4+ 1)-dimensionaler Zyklus, wird also
(bis auf f(U)= 4'?) mit dem Grad Null in S? abgebildet. D.h. jeder
Zyklus mod m in L bis auf U wird vom Grad 0 abgebildet ).

7.3. Nun konnen wir einen Uberfiithrungssatz von H. Hopf 20)
anwenden. Die Abbildung f(It\T ) C SA\w'? 1aBt sich (bei Fest-
haltung auf dem Durchschnitt mit U) stetig iiberfiithren in eine
Abbildung f,(L\U) C tu'é. Man darfsich f, fortgesetzt denken zu
einer Abbildung f(S\U) C S?\u'?, die auf dem Durchschnitt mit
U iibereinstimmt mit f. Erklirt man schliellich f; in U als mit
f identisch, so hat man

fu(Se) C s¢,
fl(Se\U) C Sd\u’d,
AIND) C rue,
fi=fin U.

f1 dndern wir ab in f,: Fir ein ¢ im Abstande ¢ < ¢ 202) von
L durchlaufe f; ,(¢) in Abhéngigkeit von v (0=<7=1) die Strecke
von fi(¢) nach p’ gleichférmig bis zu dem Punkte, der diese
Strecke im Verhéltnis ¢ — g zu o teilt; fiir die ¢ im Abstande
e=ceseif, =1

f» bildet die Menge L und nicht mehr als L in p’ ab.

7.4. Fir ein ¢ im Abstande ¢ <% von L durchlaufe ¢(q)
in Abhéngigkeit von v (0=<r<1) die Strecke von ¢ nach p gleich-
férmig bis zu dem Punkte, der diese Strecke im Verhiltnis n—p
zu o teilt; fiir die ¢ im Abstande ¢ =7 sei @,(q) = q.

y,(q) sei die Umkehrung von ¢,(g). Wir setzen

19)  Man bemerkt, wieviel Uberlegungen man sich fiir d > k + 1 sparen kann.

20) Es handelt sich um den Uberfiihrungssatz aus Rec. Math. Moscou 37
(1930), 58—62, Satz II*: A4 sei ein Teilpolytop des hochstens n-dimensionalen
Polytops B, S sei die Randsphire des n-dimensionalen Simplexes T'; eine Abbildung
f mit f(4) CS, f(B) C T 1aBt sich dann und nur dann unter Festhaltung auf 4
tiberfiihren in (oder, was auf dasselbe hinauskommt, ersetzen durch) eine Abbildung
8(B) C S, wenn jeder Zvklus mod m(== 0,2, ...) aus B bis auf 4 mit dem Grad
0 mod m abgebildet wird. Siehe auch ArLexanprOFr-HoOPF, Topologie (Berlin
1985), 508, Satz IV. — Den Uberfiihrungssatz haben wir hier so anzuwenden,

daB3 die Rolle von B durch L—\U. , die von T durch S"\u’d, die von 4 durch den
Rand von B, die von S durch den Rand von T iibernommen wird.

Fiir d > k + 1 konnen wir den Uberfiihrungssatz natiirlich entbehren.

208) ¢ wihle man so, da3 das Bild einer e-Umgebung von L nicht ganz S¢ iiber-
deckt; dann kann man nimlich, wie es in diesem Absatz geschieht, Sé wie einen
euklidischen Raum behandeln.
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Jorzr = fz(Wr(Q));

f5 bildet p und nicht mehr als p in ¢’ ab, besitzt also die Gestalt,
die wir nach 7.1 anzustreben hatten.

8. Vorbereitungen zu Satz II und III.

In 8 sei ge(d?), d =k + 1 und f= Eg=0.

8.1. f= Gg sei zu g wie in 8.2 konstruiert (das dortige f heil3t
jetzt g, das dortige €f jetzt f) und danach simplizial approxi-
miert; da f unwesentlich sein soll, darf es als auf eine von der Se+!
berandete Ve+2 fortgesetzt angenommen werden, f(Ve+2) C Sé+1,

p’ € St sei innerer Punkt eines ¢'¢+! und liege auf der Breiten-
sphére Sg (—1<pB<1) (siehe 8.8). Der Urbildzyklus von p’ in
Se+l heile wieder Z%, der Urbildkomplex von p’ in Ve+? heille
Yk+L21), ¢ YE+L = 7k 22) 7k liegt im Wesentlichen in der Brei-
tensphére S% (in Wirklichkeit kann die simpliziale Approximation
eine Verschiebung verursacht haben, die wir aber getrost ver-
nachlissigen diirfen). Z berandet in S ein K*+1;

Y+l _ Kk+1 — Zk+1 (8.11)
ist ein Zyklus.

f(mYk+) = p’s f(KE+) = c(g)Sg. Zk+1 berandet in Ve+? ein
Kk+2;

tKk+2 = Zk+1) (8.12)
tf(K*+?) = fr(K*+2) = c(g)S.

f(K*+2) iiberdecke die Kappe V‘g,};l (sieche 38.8) ¢’-mal, die

Kappe Vgél (siche 8.8) ¢”-mal. Fiir ¢(g) schreiben wir kurz c.
Dann ist

r

c=1¢ — .

8.2. ¢/ und ¢’ hingen von der Wahl von K%+2 nicht ab, da
eine Anderung von K*+2 nur eine Anderung um das Bild eines
(berandenden) Zyklus bei f(K*+2) nach sich zieht.

¢’ und ¢’ hangen auch von der Wahl von K*+1 nicht ab, denn
eine Anderung von K*+! zieht nur nach sich eine von Zk+1 um
einen in Sf; liegenden und dort berandenden Zyklus, also von

K*+2 um etwas in Sp Liegendes, dessen Bild ¢’ und ¢’ nicht be-
einflul3t.

8.3. ¢’ und ¢ héngen schlieBlich auch von der Wahl von p’

2) Siehe Hopf T, § 2, 3.
22) Siehe Hopf I, § 2, 5.
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nicht ab. Um das zu zeigen, wihlen wir Punkte p;, mit den Brei-
ten B, (v=1,2). Zu p, bestimmen wir ZE YE+1 Kk+1 Zzk+1
KE+2 wie frither. Z¥'} und Y**2 seihen die Urbildkomplexe eines
in Vg:;}z liegenden, von p; nach p, gerichteten Streckenzuges, und
zwar bzw. genommen in S¢+! und Ve+2, Man hat dann

WIS = Yt — Vit - 21,

tZktl = Zk _ 7k,

Wir bilden

k+2 _ gkt _ gk+2 _ yE+2
L = K; Ky Yile-

Da mY%+% in einen Streckenzug abgebildet wird, geniigt es,
wenn wir jetzt beweisen, da8 Nord- und Siidpol durch f(L*+2)
mit dem Grad Null iiberdeckt werden. Wegen 8.11 und 8.12
hat man

tLk42 — ZEHL _ ZkH1 _ yk+1 g ykil 4 kil
= — K™ + Ki™ 4+ 24T
Dieser in Vfgi}gz liegende Zyklus berandet dort ein M*+2,
tLr+2 = tMF+2,

Da sich L¥+2 und M*+2 nur um einen (berandenden) Zyklus
unterscheiden, brauchen wir nur nachzuweisen, daB3 f(M*+2)
Nord- und Siidpol mit dem Grade Null iiberdeckt. Wegen
mM**? C V‘f}ifgz gilt aber sogar f(mM**?)C Vg::i, womit unser
Beweisziel erreicht ist.

8.4. Seien wieder p; und p, zwei Punkte mit den Breiten
B1s B (By>B,) und ZE*TL ZE+2 die zugehorigen Zyklen. Die Ver-
schlingungszahl

b(ZEHL, ZE+)
sei als Schnitt von Kj*? und Z*! erklart. Man hat dann (siehe
das Analoge bei H. Hopf 22))
¢ = eb(ZEHL, ZE 1), o = en(Z8H1, Zk+1), 2y
85. Fir d >k +1 ist c= ¢/ =¢”" =0. — Fir gerades

d =k + 1 ist v antisymmetrisch 2%), also ¢/ 4+ ¢’ = 0; anderer-
seits ¢’ — ¢ = ¢, also 2¢' =c¢.
23) II, 429 unten.

24) Das Vorzeichen ¢ hingt nur von der Dimension ab; siehe a.a.O. 28).
25) Hopf II, 430, § 2, 5.
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8.6. Fir c=¢"=0 (und €g=0) ist g = 0. — Denn man darf
wegen ¢ =0 (wie in 7) f in Sf; (und héchstens noch einer kleinen
Umgebung) so abdndern, daB f(mK¥+!), also auch f(mrK¥*+2) ein
einzelner Punkt wird. K*+2 wiahle man dabei wieder sternig und
ziehe dann (genau wie in 7, nun aber unter Verwendung von
¢’ = 0) erst das Bild von K¥+2 (bei Festhaltung auf mrK%+2)
und dann K*+2 selbst auf einen Punkt zusammen. So erreicht
man, daB bei f(Vet+2) C S+ ein gewisser Punkt (etwa der Nordpol)
nur ein Urbild (etwa den Nordpol) besitzt. In Se+! hat sich dabei
nichts Wesentliches ereignet, d.h. in jeder Breitensphire SE;
ist f als stetige Ab#dnderung von g aufzufassen. Das Bild einer
Breitenkugel V%H in geniigender Nahe des Nordpols iiberdeckt
natiirlich den Siidpol nicht, aber auch nicht den Nordpol (dessen
Urbildmenge ja aus dem Nordpol besteht). Damit 148t sich aber

f(Sf;)ng fortsetzen zu f(Vf;) ng, so daB3 in der Tat g un-
wesentlich ist.

9. Beweis von Satz II.

In 9 seid=k+ 1, ge(de), c(g) =0, g =0.

9.1. Fir d > k + 1 und gerades d = k + 1 hat man nach 8.5
¢’ = 0, also nach 8.6 Unwesentlichkeit von g.

9.2. Gibt es ein y € (d+1¢+2) mit der Invariante — ¢’, so ver-
fahre man so: Man ersetze f (siehe 8.1) durch die kleine Abénde-
rung f;, die auf S+ mit f iibereinstimme und eine zu K¥+2 fremde
Vollkugel V¢+2 aus dem Innern von Ve+2 in einen Punkt abbilde.
@ bilde V52 quf eine S¢*2 ab und zwar das Innere topologisch
und den Rand in einen Punkt; y bilde S¢*2 in S%+! mit der In-
variante — ¢’ ab. Wir setzen

fo=yp in Vi*2,
f» = f1 sonst.

f2 ist auf Se+! mit f identisch; ¢’ hat aber fiir f, den Wert Null
erhalten, so daB3 wir nach 8.6 wieder auf die Unwesentlichkeit
von g schlieBen konnen.

9.8. Gibt es in (d+1¢*+2) ein Element mit der Invariante 1,
so gibt es sicher auch ein Element mit beliebiger Invariante — ¢’
und wir koénnen 9.2 anwenden. Andernfalls tritt aber bei unge-
radem d = k 4+ 1 immer noch jede gerade Zahl als Invariante
auf %), Wie man leicht sieht, kann man die Fortsetzung von

26) Hopf II, Satz I’
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f* = 2f = G2g (f*(Se+') C S+1) so einrichten, da ¢’(f*)=2c¢'(f)

wird. Da das gerade ist, konnen wir 9.2 immerhin auf f* = 2f

anwenden und auf die Unwesentlichkeit von 2g schlief3en.
Damit ist Satz II vollstindig bewiesen.

10. Beweis von Satz III.

Es sei ge(d?), f= Cg, d =1k + 1 gerade. 8.5 lehrt: Ist f
unwesentlich, so ist notwendig ¢(g) gerade. Damit ist eine Hélfte
von IIla bewiesen.

¢(g) e c(d®) sei ein tatsdchlich auftretender Wert der Invariante
(d=k+1 gerade). Wir setzen h=g-+(—1)¢. Dann ist (nach
8.8) €k = 0 und (nach 4.6 mit g statt f) c(h) = 2¢(g). Da ent-
weder alle ganzen oder alle geraden Zahlen als Werte der In-
variante auftreten, ist IIT damit vollstindig bewiesen.

(Eingegangen den 4. September 1937.)



