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�åîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ñòàáèëüíûìãîìîòîïè÷åñêèì ãðóïïàì ñ�åð II.Èíâàðèàíò Êåðâåðà.Ï.Ì.Àõìåòüåâ ∗

ÀííîòàöèÿÏðåäñòàâëåíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû Êåðâåðà. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèåàáåëåâîé ñòðóêòóðû ñêîøåííî�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ, áèöèêëè-÷åñêîé ñòðóêòóðû Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ è áèêâàòåðíè-îííîé ñòðóêòóðû Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ââå-äåííûå ïîíÿòèÿ ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n,
n = 2

l − 2, ïðîèçâîëüíîå ñêîøåííî�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå èìååòèíâàðèàíò íóëåâîé Êåðâåðà. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàíà òåî-ðåìà î ðåòðàêöèè ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ â çàäàííîìêëàññå íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðå-òðàêöèè òàêæå ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå.1 Ñàìîïåðåñå÷åíèå ïîãðóæåíèé è Èíâàðè-àíò ÊåðâåðàÏðîáëåìà Èíâàðèàíòîâ Êåðâåðà 1 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé â Àë-ãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, ñì. ïî ïîâîäó àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ðåøå-íèþ [S℄, [B-J-M℄, [C-J-M℄. Ìû ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ðå-øåíèþ Ïðîáëåìû, êîòîðûé îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ Ï.Äæ.Ýêêëçà [E1℄.Ïî ïîâîäó äðóãîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ñì. [C1℄,[C2℄.�àññìîòðèì ãëàäêîå ïîãðóæåíèå f : Mn−1
# R

n, n = 2l − 2, l > 1îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîðàçìåðíîñòè 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g : Nn−2
# R

nïîãðóæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
∗�àáîòà àâòîðà ïîääåðæåíà ãðàíòîì the London Royal So
iety (1998-2000), �ÔÔÈ08-01-00663, INTAS 05-1000008-7805. 1
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Îïðåäåëåíèå 1. Èíâàðèàíò Êåðâåðà ïîãðóæåíèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ïî�îðìóëå
Θsf(f) =< η

n−2
2

N ; [Nn−2] >, (1)ãäå ÷åðåç ηN = w2(N
n−2) îáîçíà÷åí äâóìåðíûé íîðìàëüíûé êëàññØòè�åëÿ-Óèòíè ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2.Èíâàðèàíò Êåðâåðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êëàññà ðåãóëÿðíîãî êîáîð-äèçìà ïîãðóæåíèÿ f . Áîëåå òîãî, èíâàðèàíò Êåðâåðà ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-�èçìîì

Θsf : Immsf (n− 1, 1) → Z/2. (2)Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νg ïîãðóæåíèÿ g : Nn−2
# R

n ÿâëÿåòñÿ 2-ìåðíûì ðàññëîåíèåì íàä Nn−2, êîòîðîå ñíàáæåíî D4�îñíàùåíèåì. Êëàñ-ñè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ (êàê è ñîîòâåòñòâóþùèéõàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ηN : Nn−2 → K(D4, 1).Ïàðà (g, ηN) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå êîáîðäèçìà ImmD4(n−2, 2).�îìîìîð�èçì
δD4 : Immsf(n− 1, 1) → ImmD4(n− 2, 2) (3)êîððåêòíî îïðåäåëåí.�ðóïïà êîáîðäèçìà Immsf(n − k, k) îáîáùàåò ãðóïïó êîáîðäèçìà

Immsf (n− 1, 1). Íîâàÿ ãðóïïà îïðåäåëåíà êàê ãðóïïà êîáîðäèçìà òðîåê
(f,Ξ, κM), ãäå f : Mn−k

# R
n ïîãðóæåíèå, ïðè÷åì çàäàí èçîìîð�èçì

Ξ : ν(g) = kκM , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñêîøåííûì îñíàùåíèåì, ÷åðåç ν(f)îáîçíà÷åíî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ f , κM ÿâëÿåòñÿ çàäàí-íûì ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì íàä Mm−k, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ êîòî-ðîãî îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç κM ∈ H1(Mm−k; Z/2). Îòíîøåíèå êîáîð-äèçìà íà ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ òðîåê ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì.�ðóïïà ImmD4(n − 2, 2) îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäå-ëèì ãðóïïû êîáîðäèçìîâ ImmD4(n − 2k, 2k). Êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû
ImmD4(n− 2k, 2k) ïðåäñòàâëåí òðîéêîé (g,Ψ, ηN), ãäå g : Nn−2k

# R
n �ïîãðóæåíèå, Ψ�äèýäðàëüíîå îñíàùåíèå â êîðàçìåðíîñòè 2k, ò.å. �èêñè-ðîâàííûé èçîìîð�èçì Ξ : νg = kηN , ãäå ηN ÿâëÿåòñÿ 2-ìåðíûì ðàñ-ñëîåíèåì íàä Nn−2k. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ýòîãî ðàññëîå-íèÿ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (ñîîòâåòñòâó-þùèé óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ) îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷å-ðåç ηN : Nn−2k → K(D4, 1), ηN ∈ H2(Nn−2k; Z/2) (τ ∈ H2(K(D4, 1); Z/2)).Îòîáðàæåíèå ηN îêàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì è äëÿ ðàññëîåíèÿ νg,ïîñêîëüêó νg = kηN . 2



Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîìîð�èçì Êåðâåðà (2) çàäàí êîìïîçèöèåé ãîìî-ìîð�èçìà (3) è ãîìîìîð�èçìà
ΘD4 : ImmD4(n− 2, 2) → Z/2. (4)�îìîìîð�èçì (4) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Êåðâåðà D4�îñíàùåííîãî ïî-ãðóæåíèÿ.�îìîìîð�èçì Êåðâåðà îïðåäåëåí â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïðè ïîìî-ùè ïðÿìîãî îáîáùåíèÿ ãîìîìîð�èçìîâ (2) è (4):

Θk
sf : Immsf(n− k, k) → Z/2, Θk

sf := δkD4
◦ Θk

D4
. (5)

Θk
D4

: ImmD4(n− 2k, 2k) → Z/2, Θk
D4

[(g,Ψ, ηN)] = 〈η
n−2k

2
N ; [Nn−2k]〉. (6)(Äëÿ k = 1 íîâûé ãîìîìîð�èçì (6) ñîâïàäàåò ñ âûøåîïðåäåëåííûì ãî-ìîìîð�èçìîì (4) ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

Immsf(n− 1, 1)
δD4−→ ImmD4(n− 2, 2)

ΘD4−→ Z/2
↓ Jksf ↓ JkD4

||

Immsf(n− k, k)
δk
D4−→ ImmD4(n− 2k, 2k)

Θk
D4−→ Z/2.

(7)Íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùèòü �îðìóëó (6) äëÿ ïîãðóæåíèé ñ îñíàùåíè-åì áîëåå îáùåãî âèäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z/2[d] ñïëåòåíèå 2d−1 ýêçåìïëÿ-ðîâ ýëåìåíòàðíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîéâ ãðóïïå O(2d−1), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì:� Ïðåîáðàçîâàíèÿ èç Z/2[d] îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûìè ñëåäó-þùèå d − 1 íàáîðîâ Ωd, Ωd−1, . . . , Ω2 êîîðäèíàòíûõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ. Íàáîð ïîäïðîñòðàíñòâ Ωi, 2 ≤ i ≤ d ñîñòîèò èç 2i−1êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ áàçèñíûìè âåêòîðàìè
((e1, . . . e2d−i+1), . . . , (e2d−2d−i+1+1, . . . , e2d)).Â ÷àñòíîñòè, D4 = Z/2[2].�àññìîòðèì ïîãðóæåíèå g : Nn−k2d−1

# R
n îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîðàç-ìåðíîñòè k2d−1. Ñêàæåì, ÷òî ïîãðóæåíèå g ÿâëÿåòñÿ Z/2[d]�îñíàùåííûì(
 êðàòíîñòüþ k), åñëè îïðåäåëåí èçîìîð�èçì Ψ : νg = kηN íîðìàëüíîãîðàññëîåíèå νg ïîãðóæåíèÿ g 
 ñóììîé Óèòíè k ýêçåìïëÿðîâ 2d−1�ìåðíîãîðàññëîåíèÿ ηN ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2[d].�àññëîåíèå ηN êëàññè�èöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì ηN : Nn−k2d−1

→
K(Z/2[d], 1). (Cîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ) îáîçíà÷èì3



òàêæå ÷åðåç ηN). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ óíèâåðñàëüíîãî 2d−1�ìåðíîãî Z/2[d]�ðàññëîåíèÿ íàä K(Z/2[d], 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç τ[d]. Òàêèìîáðàçîì, η∗N(τ[d]) = ηN . Îòîáðàæåíèå ηN îêàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèì è äëÿ ðàññëîåíèÿ νg, ïîñêîëüêó νg = kηN .Âñåâîçìîæíûå òðîéêè (g,Ψ, ηN), êîòîðûå áûëè îïèñàíû âûøå, ïî-ðîæäàþò ãðóïïó êîáîðäèçìà ImmZ/2[d]
(n − k2d−1, k2d−1). Â íåêîòîðûõðàññóæäåíèÿõ ïðè îáîçíà÷åíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàí äîïîëíèòåëüíûéèíäåêñ, ñâÿçàííûé ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé. Íàïðèìåð, ïðåäñòàâèòåëüãðóïïû ImmD4(n− 2k, 2k) áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü ÷åðåç (g[2],Ψ[2], ηN[2]

)è ò.ä.Ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d]�îñíàùåííîãîïîãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Z/2[d+1]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì. Òàêèì îáðà-çîì, ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò òðîéêó (h,Λ, ζL), ãäå
h : Ln−k2

d
# R

n�ïîãðóæåíèå, Λ : kζL = νh, ζL : Ln−k2
d
→ K(Z/2[d+1], 1)�êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå 2d�ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ζL. Êîððåêòíîîïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì

δk
Z/2[d+1] : ImmZ/2[d]

(n− k2d−1, k2d−1) → ImmZ/2[d+1]

(n− k2d, k2d), (8)ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êëàññó íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà [(g,Ψ, ηN)]êëàññ íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà [(h,Λ, ζL)].Îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà i[d+1] : Z/2[d] ⊂ Z/2[d+1], êàê ïîäãðóïïà ïðå-îáðàçîâàíèé ïîäïðîñòðàíñòâà R
2d−1

⊂ R
2d, ïîðîæäåííîãî ïåðâûìè 2d−1áàçèñíûìè âåêòîðàìè.Îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà

ī[d+1] : Z/2[d] ⊕ Z/2[d] ⊂ Z/2[d+1] (9)èíäåêñà 2, êàê ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà êîòîðàÿ ñîñòîèòèç ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ èíâàðèàíòíûì êàæäîå ïîäïðîñòðàí-ñòâî èç íàáîðà Ω2.Ïîäãðóïïà (9) èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå π[d+1] : K(Z/2[d] ⊕
Z/2[d], 1) → K(Z/2[d+1], 1). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ζL :
Ln−k2

d
→ K(Z/2[d+1], 1) èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå π[d+1],L :

L̄n−k2
d
→ Ln−k2

d èç íàêðûòèÿ π[d+1] íàä êëàññè�èöèðóþùèì ïðîñòðàí-ñòâîì. Äâóëèñòíîå íàêðûòèå π[d+1],L ìîæíî îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêè,îíî ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíîì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîá-ðàçèåì Ln−k2
d òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[d]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ

(g,Ψ, ηN) (ñì. [A℄, ðàçäåë 1).Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ p[d] : Z/2[d]⊕Z/2[d] → Z/2[d] íà ïåðâîå ñëàãàåìîå,êîòîðàÿ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå p[d] : K(Z/2[d]⊕Z/2[d], 1) → K(Z/2[d], 1).4



Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (h,Λ, ζL) ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d]-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g,Ψ, ηN) ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå
ζ̄L : L̄n−k2

d

[d] → K(Z/2[d] ⊕ Z/2[d], 1), íàä êëàññè�èöèðóþùèì îòîáðàæå-íèåì ζL, êîòîðîå èíäóöèðîâàíî íàêðûòèåì π[d+1],L. Ýòî íàêðûòèå ñîâ-ïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûì íàêðûòèåì íàä êëàññè�èöèðóþùèìîòîáðàæåíèåì ζL : Ln−k2
d
→ K(Z/2[d+1], 1), êîòîðîå îïðåäåëåíî èç ãåî-ìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (p[d] ◦ ζ̄)

∗(τ[d]) ∈

H2d−1
(L̄n−k2

d

[d] ; Z/2), τ[d] ∈ H2d−1
(K(Z/2[d], 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ̄[d],L.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå itot = i[3] ◦ · · · ◦ i[d]:

K(D4, 1)
i[3]
−→ K(Z/2[3], 1)

i[4]
−→ · · ·

i[d]
−→ K(Z/2[d], 1)

i[d+1]
−→ K(Z/2[d+1], 1). (10)Îïðåäåëåíà áàøíÿ 2-ëèñòíûõ êàíîíè÷åñêèõ íàêðûòèé

L̄n−k2
d

[2]

π[3]
−→ L̄n−k2

d

[3]

π[4]
−→ · · ·

π[d]
−→ L̄n−k2

d

[d]

π[d+1]
−→ Ln−k2

d

. (11)Ýòà áàøíÿ íàêðûòèé ñíàáæåíà õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì âäèàãðàììó (10) êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
πtot = π[3] ◦ · · · ◦ π[d] : K(D4, 1) → K(Z/2[d], 1) (12)áàøíþ íàêðûòèé, èíäóöèðîâàííóþ êîìïîçèöèåé ãîìîìîð�èçìîâ â äèà-ãðàììå (10). Îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàñ-ñîâ

ζ̄[2],L ∈ H2(L̄n−k2
d

[2] ; Z/2), . . . , ζ̄[d],L ∈ H2d−1

(L̄n−k2
d

[d] ; Z/2),

ζ[d+1],L ∈ H2d(Ln−k2
d

; Z/2). (13)Êàæäûé ýëåìåíò â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäóöèðîâàí èç õàðàê-òåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ñîîòâåòñòâóþùåãî óíèâåðñàëüíîãî ïðîñòðàíñòâàâ (10). Áàøíÿ íàêðûòèé (11) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèõ êëàññîâ (13) îïðåäåëåíà íå òîëüêî äëÿ Z/2[d+1]�îñíàùåííîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðî-ãî Z/2[d]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ, íî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d+1]�îñíàùåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.Îïðåäåëåíèå 2. Èíâàðèàíò Êåðâåðà Θk
Z/2[d+1] ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d+1]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (h,Λ, ζL) îïðåäåëèì ñëåäóþùåé �îðìóëîé:

Θk
Z/2[d+1](h,Λ, ζL) = 〈η̄

n−k2d

2

[2],L ; [N̄[2]]〉, (14)ãäå ÷åðåç [N̄[2]] îáîçíà÷åí �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ íàêðûâàþùåãî ìíî-ãîîáðàçèÿ â íàêðûòèè (12). 5



Ïîñòðîåííûé èíâàðèàíò îïðåäåëÿåò ãîìîìîð�èçì Θk
Z/2[d] :

ImmZ/2[d]
(n, n − k2d−1) → Z/2, êîòîðûé âêëþ÷åí â ñëåäóþùóþêîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

ImmZ/2[d]
(n− k2d−1, k2d−1)

Θk
Z/2[d]

−→ Z/2
↓ δk

Z/2[d+1] ‖

ImmZ/2[d+1]
(n− k2d, k2d)

Θk
Z/2[d+1]

−→ Z/2.

(15)Â ðàçäåëå 1 îïðåäåëåíî ïîíÿòèå Jb�ñòðóêòóðû (àáåëåâà ñòðóêòóðà)ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ýëåìåíò èç ãðóï-ïû Immsf (n−k, k). Äîêàçàíà Òåîðåìà 6 î òîì, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõðàçìåðíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ è ïî ìîäóëþ ýëåìåíòîâ íå÷åòíîãî ïîðÿäêàïðîèçâîëüíûé êëàññ êîáîðäèçìà ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ äî-ïóñêàåò Jb�ñòðóêòóðó. Óñëîâèå ýòîé òåîðåìû ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâà-íèå ðåòðàêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ, ñì. Îïðåäåëåíèå 5. Òåîðåìà î ðåòðàêöèè äîêàçàíà â ðàçäåëå8. Â ðàçäåëå 3 ñ�îðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå Ia⊕ İa�ñòðóêòóðû (áèöèêëè÷å-ñêàÿ ñòðóêòóðà) Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ. Â Ñëåäñòâèè 13 Òåîðå-ìû 12 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 6 (ãäå, â ÷àñòíîñòè, îïðå-äåëåíî íàòðóðàëüíîå ÷èñëî ns) ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ãðóïïû
Im(δ

n−ns
32

Z/2[3] : Immsf (n−
n− ns

32
,
n− ns

32
) →

ImmD4(n−
n− ns

8
,
n− ns

8
)) (16)ïðåäñòàâëåí Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì ñ áèöèêëè÷åñêîé ñòðóê-òóðîé. Äëÿ òàêîãî ïîãðóæåíèÿ èíâàðèàíò Êåðâåðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

Ia ⊕ İa�õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.Â ðàçäåëå 4 ñ�îðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå Qa⊕ Q̇a�ñòðóêòóðû (áèêâàòåð-íèîííàÿ ñòðóêòóðà) äëÿ Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ. Â Ñëåäñòâèè19 Òåîðåìû 18 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 7 ïðîèçâîëüíûéýëåìåíò èç ãðóïïû
Im(δ

n−ns
32

Z/2[6] : Immsf (n−
n− ns

32
,
n− ns

32
) →

ImmZ/2[6]

(n−
n− ns

2
,
n− ns

2
)) (17)6



ïðåäñòàâëåí Z/2[6]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì ñ áèêâàòåðíèîííîé ñòðóê-òóðîé. Äëÿ òàêîãî ïîãðóæåíèÿ èíâàðèàíò Êåðâåðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
Qa ⊕ Q̇a�õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.Àâòîð áëàãîäàðèò Ïðî�. M.Mahowald'a (2005) è Ïðî�. R.Cohen'a(2007) çà îáñóæäåíèÿ, Ïðî�. À.À.Âîðîíîâà çà ïðèãëàøåíèå ñ äîêëàäîìâ Óíèâåðñèòåò Ìèííåñîòû (2005). Ïðî�. Â. ×åðíîâà çà ïðèãëàøåíèå ñäîêëàäîì â Äàðòìóñêèé Êîëëåäæ (2009).�àáîòà áûëà íà÷àòà íà ñåìèíàðå Ì.Ì.Ïîñòíèêîâà â 1998 ãîäó. �à-áîòà ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè Ïðî�. Þ.Ï.Ñîëîâüåâà. Òåîðåìà î ðåòðàêöèèäîêàçàíà íà ñåìèíàðå À.Ñ.Ìèùåíêî.2 �åîìåòðè÷åñêèé êîíòðîëü ìíîãîîáðàçèÿñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûõïîãðóæåíèéÂ ýòîì è â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ÷åðåç Immsf(n − k, k), ImmD4(n −
2k, 2k), è.ò.ä. áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ íå ñàìè ãðóïïû êîáîðäèçìà, à èõ 2�êîìïîíåíòû. Åñëè ïåðâûé àðãóìåíò â ñêîáêàõ, îáîçíà÷àþùèé ðàçìåð-íîñòü ïîãðóæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, òî óêàçàííàÿãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé 2�ãðóïïîé.Äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà D4 îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì êîïðåäñòàâëåíèåì
{a, b|a4 = b2 = e, [a, b] = a2}. Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóï-ïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè O(2), ò.å. ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ñòàíäàðòíîéïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåé ïàðó íàïðàâëÿþùèõ ïðÿìûõ, ïîðîæäåííûõ áà-çèñíûìè âåêòîðàìè {f1, f2}. Ýëåìåíò a ïðåäñòàâëåí âðàùåíèåì ïëîñêîñòèíà óãîë π

2
. Ýëåìåíò b ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíîïðÿìîé ñ îáðàçóþùèì âåêòîðîì f1 + f2.�àññìîòðèì ïîäãðóïïó Jb ⊂ D4 äèýäðàëüíîé ãðóïïû, ïîðîæäåííóþýëåìåíòàìè {a2, b}. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ýëåìåíòàðíàÿ 2�ãðóïïà ðàíãà 2.Ýòî � ãðóïïà äâèæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ïî îòäåëüíîñòè êàæäóþ èç ïðÿ-ìûõ l1, l2 ñ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè f1 + f2, f1 − f2 ñîîòâåòñòâåííî.�ðóïïà êîãîìîëîãèé H1(K(Jb, 1); Z/2) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé 2�ãðóïïîé ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Îïðåäåëèì îáðàçóþùóþ κd (κc) ãðóïïû

H1(K(Jb, 1); Z/2), îòâå÷àþùóþ çà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîé l1 (ïðÿìîé l2)ñîîòâåòñòâåííî ïðè ñèììåòðèÿõ ïëîñêîñòè. Êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κcκdÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì èç ãðóïïû H2(K(Jb, 1)Z/2)), êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç τb.�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå ib : K(Jb, 1) → K(D4, 1) è ðàññìîòðèì îá-ðàòíûé îáðàç i∗b(τ[2]) ýéëåðîâîãî êëàññà τ[2] ∈ H2(K(D4, 1); Z/2) óíèâåð-7



ñàëüíîãî 2-ðàññëîåíèÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî
i∗b(τ[2]) = τb. (18)Îïðåäåëåíà ðàñùåïëÿþùàÿñÿ ïðîåêöèÿ pb,d : Jb → Jd íà ýëåìåíòàðíóþ2-ãðóïïó Jd. Îáðàçóþùàÿ îáðàçà ïðåäñòàâëåíà êëàññîì ñìåæíîñòè ýëå-ìåíòà a2 (öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ). �àñùåïëÿþùåå âëîæåíèå îáîçíà÷èì÷åðåç id,b : Jd ⊂ Jb. Ýòî âëîæåíèå îïðåäåëåíî òàê, ÷òî îáðàçóþùàÿ ãðóï-ïû Jd ïðè ýòîì âëîæåíèè ïåðåõîäèò â ïîäãðóïïó ñèììåòðèé ïëîñêîñòè,ïîðîæäåííóþ ñèììåòðèåé ïðÿìîé l1.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f,Ξ, κM),

f : Mn−k
# R

n ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − k, k). Ïóñòü
D4�î
íàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g : Nn−2k

# R
n ïðåäñòàâëÿ-åò ýëåìåíò y = δkD4

(x) ∈ ImmD4(n − 2k, 2k). Ñêàæåì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f,Ξ, κM) ÿâëÿåòñÿ Jb�ïîãðóæåíèåì (àáåëåâûìïîãðóæåíèåì), åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηN : Nn−2k → K(D4, 1)ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè ηb,N : Nn−2k → K(Jb, 1) è îòîáðàæåíèÿ
ib : K(Jb, 1) → K(D4, 1).Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f,Ξ, κ), f :
Mn−k

# R
n ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò x ∈ Immsf(n− k, k), ïðè÷åì n > 32k.Ïóñòü D4�î
íàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g : Nn−2k

# R
n ÿâëÿåòñÿïîãðóæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f è ïðåäñòàâ-ëÿåò ýëåìåíò y = δkD4

(x) ∈ ImmD4(n − 2k, 2k). Ñêàæåì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f,Ξ, κM) äîïóñêàåò àáåëåâó ñòðóêòóðó (Jb�ñòðóêòóðó), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ηb : Nn−2k → K(Jb, 1), óäî-âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:
Θk

D4
(y) = 〈η15k

N η
n−32k

2
b,N ; [N ]〉. (19)Â ýòîì óðàâíåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ η∗b,N (τb) ∈ H2(Nn−2k; Z/2)ñíîâà îáîçíà÷åí ÷åðåç ηb,N , [N ]� �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ

Nn−2k, ηN ∈ H2(Nn−2k; Z/2) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ D4�îñíàùåíèÿ
Ψ ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk

sf îïðåäåëåíî ïî�îðìóëå (5).ÏðèìåðÏóñòü ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f,Ξ, κM), f : Mn−k
# R

nïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò x ∈ Immsf(n − k, k), n > 32k è ÿâëÿåòñÿ Jb�ïîãðóæåíèåì. Òîãäà ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f,Ξ, κM) äîïóñ-êàåò àáåëåâó ñòðóêòóðó. 8



Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü (f,Ξ, κM) ∈ Immsf (n − k, k), f : Mn−k
#

R
n, κM ∈ H1(Mn−k; Z/2) ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ Ξ. Ñêàæåì, ÷òî ïà-ðà (Mn−k, κM) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà q, åñëè îòîáðàæåíèå κM :

Mn−k → RP∞ ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùåé êîìïîçèöèåé κ = I ◦ κ′M :
Mn−k → RPn−k−q−1 ⊂ RP∞. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò [(f,Ξ, κM)] äîïóñêàåòðåòðàêöèþ ïîðÿäêà q, åñëè â ýòîì êëàññå êîáîðäèçìà ñóùåñòâóåò òðîéêà
(M ′n−k,Ξ′, κ′M), äîïóñêàþùàÿ ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà q.Òåîðåìà 6. Ïóñòü ns, n > ns, íàòóðàëüíîå ÷èñëî âèäà 2s − 2, s ≥ 6.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò α ∈ Immsf(n − n−ns

32
, n−ns

32
) äîïóñêàåò ðå-òðàêöèþ ïîðÿäêà q = ns

2
+1. Òîãäà ýëåìåíò α äîïóñêàåò Jb�ñòðóêòóðó.Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.Ëåììà 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî k′, k′ ≡ 1 (mod 2), k′ ≥ 7,ñóùåñòâóåò PL-îòîáðàæåíèå d : RPn−k′ → R

n îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äëÿêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèå N(d) ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì òî÷åê ñàìîïåðåñå-÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå κN(d) : N(d) → K(Jd, 1),îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà êðàé ∂N(d) (êðàé ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåí-íîñòÿìè ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ d) ñîâïàäàåò ñêîìïîçèöèåé ∂N(d) → RPn−k′ ⊂ RP∞ = K(Jd, 1).Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ d : RPn−k′ → R
nÎáîçíà÷èì ÷åðåç J0 ñòàíäàðòíóþ (n− k′)�ìåðíóþ ñ�åðó êîðàçìåðíîñòè

k′, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà êàê äæîéí n−k′+1
2

= r êîïèé îêðóæíîñòè S1.Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå J0 â R
n ÷åðåç iJ0 : J0 ⊂ R

n.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p′ : Sn−k
′

→ J0, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ âðåçóëüòàòå âçÿòèÿ äæîéíà r êîïèé ñòàíäàðòíûõ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé
S1 → RP1. Ñòàíäàðòíîå àíòèïîäàëüíîå äåéñòâèå Z/2 × Sn−k

′

→ Sn−k
′,êîììóòèðóåò ñ îòîáðàæåíèåì p′. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

p : RPn−k′ → J0.�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ iJ0 ◦ p : RPn−k′ → J0 ⊂ R
n. Îòîáðàæåíèå dîïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé δ-äå�îðìàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòîãîîòîáðàæåíèÿ. Äå�îðìàöèÿ iJ0◦p 7→ d è åå êàëèáð âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññåäîêàçàòåëüñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 7Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 24 èç [A℄.

9



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 6Îïðåäåëèì k = n−ns
32

. Ïóñòü ýëåìåíò α ïðåäñòàâëåí ñêîøåíî-îñíàùåííûìïîãðóæåíèåì (f,Ξ, κM), f : Mn−k
# R

n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåòîòîáðàæåíèå κ′M : Mn−k → RPn−k−q−1, òàêîå, ÷òî êîìïîçèöèÿ Mn−k →
RPn−k−q−1 ⊂ K(Jd, 1) ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì κ : Mn−k → K(Jd, 1),
q = ns

2
+ 1. Çàìåòèì, ÷òî k+ q+ 1 íå÷åòíî, îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç k′è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå d : RPn−k′ → R

n, ïîñòðîåííîå â Ëåììå 7.Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε ìåíüøèì ðàäèóñà ðåãóëÿðíîé (ïî-ãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè Ureg ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ d è ìåíü-øèì ðàäèóñà ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè U∂N(d) (ïîãðóæåííîé) êðèòè÷åñêèõòî÷åê ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. �àññìîòðèì ïîãðóæåíèå f1 : Mn−k
# R

n âêëàññå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè ïîãðóæåíèÿ f òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî íåðà-âåíñòâî
dist(d ◦ κ′; f1)C0 < ε.Ïîãðóæåíèå f1 ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì ïîñðåäñòâîì Ξ1 ñ òåìæå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ κM , ïðè ýòîì

[(f1,Ξ1, κM)] = α, ñì. [A℄, Ñëåäñòâèå 23.Äîêàæåì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå f1 äîïóñêàåò Jb�ñòðóêòóðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn−2k
1 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïî-ãðóæåíèÿ f1. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ηb : Nn−2k

1 → K(Jb, 1). �àññìîòðèìïðåäñòàâëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k
1 â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîãîîáðà-çèé ïî îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû: Nn−2k

1 = Nn−2k
N(d) ∪∂ N

n−2k
reg . Â ýòîé �îðìóëå

Nn−2k
N(d) � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ïîãðóæåííî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ)îêðåñòíîñòü UN(d) ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(d) òî÷åê ñà-ìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ìíîãîîáðàçèå Nn−2k

reg ñ êðàåì, ïîãðóæåí-íî â ïîãðóæåííóþ îêðåñòíîñòü Ureg. Îáùèé êðàé ìíîãîîáðàçèé Nn−2k
N(d)

Nn−2k
reg ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n − 2k − 1, ýòîìíîãîîáðàçèå ïîãðóæåíî â ãðàíèöó ïîãðóæåííîé îêðåñòíîñòè U∂N(d).Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè Nn−2k

1 êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κd,N1 ∈

H1(Nn−2k
1 ; Z/2) îòîáðàæåíèåì Nn−2k

1

κd,N1−→ K(Jd, 1). Íà ïîäìíîãîîáðàçèè
Nn−2k
reg îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå κd,Nreg : Nn−2k

reg → K(Jd, 1) êàê êîìïîçè-öèþ ïðîåêöèè Nn−2k
reg → RPn−k′ è âêëþ÷åíèÿ RPn−k′ ⊂ RP∞ = K(Jd, 1).Íà ïîäìíîãîîáðàçèè Nn−2k

N(d) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå κN(d) : Nn−2k
N(d) →

K(Jd, 1) êàê êîìïîçèöèþ ïðîåêöèè Nn−2k
N(d) → N(d) è îòîáðàæåíèÿ κd :

N(d) → K(Jd, 1), ïîñòðîåííîãî â Ëåììå 7. Îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé
κN(d), κd,Nreg íà êðàÿ ∂Nn−2k

N(d) è ∂Nn−2k
reg ãîìîòîïíû, ïîñêîëüêó îòîáðàæå-íèå κN(d) : N(d) → K(Jd, 1) óäîâëåòâîðÿåò íà ∂N(d) ãðàíè÷íîìó óñëî-âèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå κd,N1 : Nn−2k

1 → K(Jd, 1)10



êàê ðåçóëüòàò ñêëåéêè îòîáðàæåíèé κN(d) è κd,Nreg .Êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ τc,N1 ∈ H1(Nn−2k
1 ; Z/2) îïðåäåëèì êàê õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ êàíîíè÷åñêîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ N̄n−2k

1 →
Nn−2k

1 . Ïàðà êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ κc,N1, τd,N1 îïðåäåëÿþò èñêîìîåîòîáðàæåíèå ηb,N1 : Nn−2k
1 → K(Jb, 1). Ýòî îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî õà-ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî η∗b,N1

(κd) = κd,N1 , η∗b,N1
(κc) = κc,N1.Ïðîâåðèì óðàâíåíèå (19). �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå κ′M : Mn−k →

RPn−k−q−1 è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κM2 : Mn−k
2 → RPn−k−q−1,êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê îãðàíè÷åíèå κ′M íà ïîëíûé ïðîîáðàç

Mn−16k
2 = κ′−1(RPn−16k−q−1) ïðîåêòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà RPn−16k−q−1 ⊂

RPn−k−q−1 êîðàçìåðíîñòè 15k, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòîáðàæåíèå κ′Mòðàíñâåðñàëüíî âäîëü ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ.�àññìîòðèì ïîãðóæåíèå f2 : Mn−k
# R

n, êîòîðîå îïðåäåëåíî êàêîãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ f1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå iM : Mn−16k
2 ⊂Mn−k. Ïî-ãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè 16k. Îáîçíà-÷èì ñêîøåííîå îñíàùåíèå ýòîãî ïîãðóæåíèÿ ÷åðåç Ξ2, à õàðàêòåðèñòè-÷åñêèé êëàññ ýòîãî ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ÷åðåç κM2 ∈ H1(Mn−16k

2 ; Z/2).Ïî ïîñòðîåíèþ κM2 = i∗MκM . Òðîéêà (f2,Ξ2, κM2) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò
J16k
sf (α) ∈ Immsf (n− 16k, 16k).�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f2 èîáîçíà÷èì ýòî ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç Nn−32k

2 . Îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå âëî-æåíèå
iN1 : Nn−32k

2 ⊂ Nn−2k
1 . (20)Ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâ-ëÿåò öèêë iN1,∗([N2]) ∈ Hn−32k(N

n−2k
1 ; Z/2). Ýòîò öèêë äâîéñòâåíåí âñìûñëå Ïóàíêàðå öèêëó η15k

N1
∈ H30k(Nn−2k

1 ; Z/2).Äîêàæåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (20) öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ïîäìíî-ãîîáðàçèè Nn−2k
reg ⊂ Nn−2k

1 , ò.å ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
Im(iN1(N

n−32k
2 )) ⊂ Nn−2k

reg ⊂ Nn−2k
1 . (21)�àññìîòðèì ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηN(d) : (N(d), ∂N(d)) →

(K(D4, 1), K(Ib, 1)) è îáîçíà÷èì ñíîâà ÷åðåç ηN(d) ∈ H2(N(d); Z/2)õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ, êîòîðûé èíäóöèðîâàí èç óíèâåðñàëüíîãîêëàññà η[2] ∈ H2(K(D4, 1); Z/2) (èç ýéëåðîâîãî êëàññà óíèâåðñàëüíî-ãî D4-ðàññëîåíèÿ) îòîáðàæåíèåì ηN(d). Êëàññ ãîìîëîãèé (η15k
N1

)(op) ∈

Hn−32k(N
n−2k
1 ; Z/2) ïðåäñòàâëåí öèêëîì, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà ïîä-ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì Nn−2k

N(d) ⊂ Nn−2k
1 ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ïðîîáðàçîìîòíîñèòåëüíîãî öèêëà ((ηN(d))

15k)(op) ïðè ïðîåêöèè Nn−2k
N(d) → N(d) íà öåí-òðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì â ðåãóëÿðíîé ïîãðó-æåííîé îêðåñòíîñòè. 11



Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü dim(N(d)) =
n − 2k − 2q − 2 = n − n−ns

16
− ns − 2 ìåíüøå êîðàçìåðíîñòè ïîäìíîãîîá-ðàçèÿ (20), êîòîðàÿ ðàâíà 30k = 15(n−ns)

16
, îòíîñèòåëüíûé ãîìîëîãè÷åñêèéêëàññ, äâîéñòâåííûé êîöèêëó (ηN(d))

15k, ïðåäñòàâëåí â N(d) ïóñòûì ìíî-ãîîáðàçèåì. Ýòî äîêàçûâàåò �îðìóëó (21).Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (19) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó �îð-ìóëû (21), êîöèêë ηb,N1 ∈ H2(Nn−2k
1 ; Z/2), îãðàíè÷åííûé íà ïîäìíîãîîá-ðàçèå (20), ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì êîöèêëà ηN1 ∈ H2(Nn−2k

1 ; Z/2) íàýòî æå ìíîãîîáðàçèå. Òåì ñàìûì, �îðìóëà (19) è Òåîðåìà 6 äîêàçàíû.3 Ia⊕ İa�ñòðóêòóðà (áèöèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòó-ðà) íà Z/2[3]�îñíàùåííîì ïîãðóæåíèèÂñïîìíèì îïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû Ia ⊂ D4, ñì. [A℄, ðàçäåë2. Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó
ia⊕ȧ : Ia ⊕ İa ⊂ Z/2[4]. (22)Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R

8 îïðåäåëåí îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ
(e1, . . . , e8), ïðè ïîìîùè êîòîðîãî îïðåäåëÿëàñü ãðóïïà Z/2[4].Îáîçíà÷èì îáðàçóþùèå ñëàãàåìûõ ãðóïïû Ia ⊕ İa ÷åðåç a, ȧ ñîîòâåò-ñòâåííî. Îïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ èç Z

[4]
2 , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êàæäîéîáðàçóþùåé. �àññìîòðèì íîâûé áàçèñ {f1, . . . , f8}, îïðåäåëåííûé �îðìó-ëàìè f2i−1 = e2i−1+e2i, f2i = e2i−1−e2i, i = 1, . . . , 4. Îáðàçóþùàÿ a ïîðÿä-êà 4 ïðåäñòàâëåíà ïîâîðîòîì â êàæäîé ïëîñêîñòè (f1, f3), (f5, f7) íà óãîë

π
2
è îäíîâðåìåííîé öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé â ïëîñêîñòè (f2 − f4, f6 − f8).Îáðàçóþùàÿ ȧ ïðåäñòàâëåíà ïîâîðîòîì â ïëîñêîñòÿõ (f2 − f4, f6 − f8),

(f2 + f4, f6 + f8) íà óãîë π
2
è îäíîâðåìåííîé öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé âïëîñêîñòè (f1 − f5, f3 − f7).Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé Ia ⊕ İa èìååò èíâàðèàíòíûå

(2, 2, 2, 2)-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç R
2
a,+,

R
2
a,−, R

2
ȧ,+, R

2
ȧ,−.Ïîäïðîñòðàíñòâî R

2
a,+ ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f1+f5, f3+f7). Ïîä-ïðîñòðàíñòâî R

2
a,− ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f1 − f5, f3 − f7). Ïîäïðî-ñòðàíñòâî R

2
ȧ,+ ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f2 + f4, f6 + f8). Ïîäïðîñòðàí-ñòâî R

2
ȧ,− ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f2 − f4, f6 − f8)Îáðàçóþùàÿ a äåéñòâóåò ïîâîðîòîì íà óãîë π

2
â êàæäîé ïëîñêîñòè

R
2
a,+, R2

a,− è ñèììåòðèåé â ïëîñêîñòè R
2
ȧ,−, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, êîììóòèðó-åò ñ äåéñòâèåì îáðàçóþùåé ȧ â ýòîé ïëîñêîñòè. Îáðàçóþùàÿ ȧ äåéñòâóåò12



ïîâîðîòîì íà óãîë π
2
â êàæäîé ïëîñêîñòè R

2
ȧ,+ R

2
ȧ,− è îäíîâðåìåííî öåí-òðàëüíîé ñèììåòðèåé â ïëîñêîñòè R

2
a,−, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, êîììóòèðóåòñ äåéñòâèåì îáðàçóþùåé a â ýòîì ïëîñêîñòè. Ïîäãðóïïà (22) îïðåäåëåíà.Óäîáíî ïåðåéòè ê íîâîìó áàçèñó

(h1,+,h2,+,h1,−,h2,−, ḣ1,+, ḣ2,+, ḣ1,−, ḣ2,−).Ïàðû âåêòîðîâ (h1,+,h2,+), (h1,−,h2,−) çàäàþò áàçèñû â ïîäïðîñòðàí-ñòâàõ R
2
a,+, R

2
a,− ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå ïàðû âåêòîðîâ (ḣ1,+, ḣ2,+),

(ḣ1,−, ḣ2,−) çàäàþò áàçèñû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ R
2
ȧ,+, R

2
ȧ,− ñîîòâåòñòâåí-íî. �àññìîòðèì ïîäãðóïïó ia⊕ḋ,a⊕ȧ : Ia ⊕ İd ⊂ Ia ⊕ İa, êîòîðàÿ îïðåäå-ëåíà ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû Ia 
 ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïîé İd âòîðîãîñëàãàåìîãî. Îïðåäåëåíî âëîæåíèå ia⊕ḋ : Ia ⊕ İd ⊂ Z/2[3], ñîãëàñîâàííîå ñâëîæåíèåì (22). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Jb
ib−→ D4

ib,a⊕ḋ ↓ i[3] ↓

Ia ⊕ İd
ia⊕ḋ
−→ Z/2[3]

ia⊕ḋ,a⊕ȧ ↓ i[4] ↓

Ia ⊕ İa
ia⊕ȧ
−→ Z/2[4].

(23)
Îïðåäåëèì òàêæå âêëþ÷åíèå ib,a⊕ḋ = ib,a⊕pb,ḋ : Jb ⊂ Ia⊕ İd. �îìîìîð-�èçì ia,b : Jb → İa îïðåäåëåí êàê êîìïîçèöèÿ ãîìîìîð�èçìà ïðîåêöèè

Jb → İd è ãîìîìîð�èçìà âêëþ÷åíèÿ İd ⊂ İa. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîì-ìóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:
Jb

ib,a⊕ḋ
−→ D4

idiag,D4−→ D4 ⊕ D4

ib,a⊕ḋ
⋂

ī[3]
⋂

Ia ⊕ İd
ia⊕ḋ
−→ Z/2[3].

(24)Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü Z/2[3]�î
íàùåííîå (Z/2[4]�î
íàùåííîå) ïîãðó-æåíèå (h,Λ, ζL), h : Ln−4k
# R

n (h : Ln−8k
# R

n) ïðåäñòàâëÿåò ýëå-ìåíò z ∈ ImmZ/2[3]
(n − 4k, 4k) (z ∈ ImmZ/2[4]

(n − 8k, 8k)). Ñêàæåì, ÷òîýòî Z/2[3]�î
íàùåííîå (Z/2[4]�î
íàùåííîå) ïîãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ Ia⊕ İd�îñíàùåííûì (Ia⊕ İa�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, åñëè ñòðóêòóðíîå îòîá-ðàæåíèå ζL : Ln−4k → K(Z/2[3], 1) (ζL : Ln−8k → K(Z/2[4], 1)) ïðåäñòàâ-ëåíî â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ζa⊕ḋ,L : Ln−4k → K(Ia ⊕ İd, 1)13



(ζa⊕ȧ,L : Ln−8k → K(Ia ⊕ İa, 1)) è îòîáðàæåíèÿ ia⊕ḋ : K(Ia ⊕ İd, 1) →

K(Z/2[3], 1) (ia⊕ȧ : K(Ia ⊕ İa, 1) → K(Z/2[4], 1)).�àññìîòðèì àíàëîãè ñîîòíîøåíèÿ (18) äëÿ ãðóïï Ia ⊕ İd è Ia ⊕ İa�îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé ñîîòâåòñòâåííî.�ðóïïà êîãîìîëîãèé H4(K(Ia ⊕ Jd, 1); Z/2) (H8(K(Ia ⊕ İa, 1); Z/2)ñîäåðæèò ýëåìåíò τa⊕ḋ, (τa⊕ȧ), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íèæåñëåäóþùåìóðàâíåíèåì (25) ((26)).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå ia⊕ḋ : K(Ia ⊕ İd, 1) → K(Z/2[3], 1) (
ia⊕ȧ : K(Ia ⊕ İa, 1) → K(Z/2[4], 1)) è ðàññìîòðèì îáðàòíûé îá-ðàç i∗

a⊕ḋ
(τ[3]) (i∗a⊕ȧ(τ[4])) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ýéëåðîâîãî êëàññà τ[3] ∈

H4(K(Z/2[3]), 1); Z/2) (τ[4] ∈ H8(K(Z/2[4]), 1); Z/2)) óíèâåðñàëüíîãî ðàñ-ñëîåíèÿ. Îïðåäåëèì
i∗
a⊕ḋ

(τ[3]) = τa⊕ḋ, (25)
i∗a⊕ȧ(τ[4]) = τa⊕ȧ. (26)Â ðàçäåëå 1, äëÿ Z/2[d+1]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (h,Λ, ζL), íàðÿ-äó ñ 2d-ìåðíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ζL ∈ H2d(Ln−k2

d
; Z/2),ðàññìàòðèâàëñÿ òàêæå 2-ìåðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄[2],L ∈

H2(L̄n−k2
dk

[2] ; Z/2). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ζa⊕ḋ : Ln−4k → K(Ia ⊕ İd, 1) (ζa⊕ȧ :

Ln−8k → K(Ia ⊕ İa, 1)) àíàëîãîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ζ̄[2],L ñëó-æèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄b,L ∈ H2(L̄n−4k
b ; Z/2), ïðè d = 3 (ζ̄b,L ∈

H2(L̄n−8k
b ; Z/2), ïðè d = 4). Îïðåäåëèì ýòîò 2-ìåðíûé õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèé êëàññ.Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄b,L èíäóöèðîâàí èç óíèâåðñàëüíîãî êëàñ-ñà τb ∈ H2(K(Jb, 1); Z/2) ïðè îòîáðàæåíèè ζ̄b,L : L̄n−4k

b → K(Jb, 1)(ζ̄b,L : L̄n−8k
b → K(Jb, 1)). Îòîáðàæåíèå ζ̄b,L îïðåäåëåíî êàê 2-ëèñòíîå íà-êðûòèå îòîáðàæåíèÿ ζN îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ib,a⊕ḋ : Jb ⊂ Ia⊕ İd (êàê4-ëèñòíîå íàêðûòèå îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ib,a⊕ȧ : Jb ⊂ Ia ⊕ İa). Ýòî2-ëèñòíîå (4-ëèñòíîå) íàêðûòèå íàä ìíîãîîáðàçèåì Ln−4k (Ln−8k) îòíîñè-òåëüíî ïîäãðóïïû ib,a⊕ḋ (ib,a⊕ȧ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç πb,a⊕ḋ : L̄n−4k

b → Ln−4k(πb,a⊕ȧ : L̄n−8k
b → Ln−8k).Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g :

Nn−2k
# R

n ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmD4(n − 2k, 2k), ïðè÷åì
n > 32k. Ïóñòü Z/2[3]�î
íàùåííîå ïîãðóæåíèå (h,Λ, ζL), h : Ln−4k

# R
nÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g è ïðåäñòàâ-ëÿåò ýëåìåíò z = δZ/2[3],k(y) ∈ ImmZ/2[3]

(n − 4k, 4k). Ñêàæåì, ÷òî D4�14



îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN) äîïóñêàåò Ia ⊕ İd�ñòðóêòóðó, åñëè ñó-ùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζa⊕ḋ,L : Ln−4k → K(Ia ⊕ İd, 1), óäîâëåòâîðÿþùååóðàâíåíèþ:
Θk

D4
(y) = 〈π∗

b,a⊕ḋ,L
(ζ7k
L )ζ̄

n−32k
2

b,L ; [L̄b]〉, (27)ãäå [L̄b]� �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−4k
b , õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîå ÷èñëî Θk

D4
îïðåäåëåíî ïî �îðìóëå (6).Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g :

Nn−4k
# R

n ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]
(n − 4k, 4k), ïðè÷åì

n > 32k. Ïóñòü Z/2[4]�î
íàùåííîå ïîãðóæåíèå (h,Λ, ζL), h : Ln−8k
# R

nÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g è ïðåäñòàâ-ëÿåò ýëåìåíò z = δZ/2[4],k(y) ∈ ImmZ/2[4]
(n− 8k, 8k). Ñêàæåì, ÷òî Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN) äîïóñêàåò áèöèêëè÷åñêóþ ñòðóêòó-ðó (Ia ⊕ İa�ñòðóêòóðó), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζa⊕ȧ,L : Ln−8k →

K(Ia ⊕ İa, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:
Θk

Z/2[3](y) = 〈π∗
b,a⊕ȧ,L(ζL)

3kζ̄
n−32k

2
b,L ; [L̄b]〉, (28)ãäå [L̄b]� �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−8k

b , õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîå ÷èñëî Θk
Z/2[3] îïðåäåëåíî ïî �îðìóëå (14).ÏðèìåðÏóñòü D4-îñíàùåííîå ( Z/2[3]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g :

Nn−2k
# R

n (g : Nn−4k
# R

n) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmD4(n −

2k, 2k) (y ∈ ImmZ/2[3]
(n − 4k, 4k)) è ÿâëÿåòñÿ Jb�îñíàùåííûì (Ia ⊕ İd�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, ïðè÷åì n > 32k. Ïóñòü Z/2[3]-îñíàùåííîå(Z/2[4]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (h,Λ, ζL), h : Ln−4k

# R
n (h : Ln−8k

#

R
n) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò z = δZ/2[3],k ∈ ImmZ/2[3]

(n − 4k, 4k) (z =

δZ/2[4],k ∈ ImmZ/2[4]
(n − 8k, 8k)) è ÿâëÿåòñÿ Ia ⊕ İd�îñíàùåííûì (Ia ⊕ İa�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì. Òîãäà D4�îñíàùåííîå (Z/2[3]�îñíàùåííîå)ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN) äîïóñêàåò Ia ⊕ İd�ñòðóêòóðó (Ia ⊕ İa�ñòðóêòóðó),çàäàííóþ ðåäóêöèåé ζa⊕ḋ,L (ζa⊕ȧ,L) ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζL.Ñëåäóþùèå òåîðåìû àíàëîãè÷íû Òåîðåìå 7.15



Òåîðåìà 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN),ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmD4(n − n−ns
16

, n−ns
16

), ns = 2s − 2, n >

ns, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ηb,N : Nn−n−ns
16 →

K(Jb, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:
Θk

D4
(y) = 〈(η

15(n−ns)
32

N )η
ns
2
b,N ; [N ]〉, (29)ãäå [N ] � �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ Nn−n−ns

16 , Θk
D4

� õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ïî �îðìóëå (6). Òîãäà ýëå-ìåíò JZ/2[3],n−ns
32 (y) â ãðóïïå ImmZ/2[3]

(n − n−ns
8
, n−ns

8
) ïðåäñòàâëåí

Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (h,Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò Ia ⊕ İd-ñòðóêòóðó.Òåîðåìà 12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g,Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]

(n − n−ns
8
, n−ns

8
), ns =

2s − 2, n > ns, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ηa⊕ḋ,N :

Nn−n−ns
8 → K(Ia ⊕ İd, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:

Θk
Z/2[3](y) = 〈(π∗

b,a⊕ḋ,N
ηN)

7(n−ns)
32 η̄

ns
2
b,N ; [N̄b]〉, (30)ãäå íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå N̄

n−n−ns
8

b è îòîáðàæåíèå η̄b,N :

N̄
n−n−ns

8
b → K(Jb, 1) íàä îòîáðàæåíèåì η[3],N îïðåäåëÿþòñÿ ñîâåðøåííîàíàëîãè÷íûì ïîíÿòèÿì â (27), ÷åðåç [N̄b] îáîçíà÷åí �óíäàìåíòàëüíûéêëàññ ìíîãîîáðàçèÿ N̄n−n−ns

8
b .Òîãäà ýëåìåíò JZ/2[3],n−ns

32 (y) â ãðóïïå ImmZ/2[3]
(n− n−ns

8
, n−ns

8
) ïðåä-ñòàâëåí Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (h,Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò

Ia ⊕ İd-ñòðóêòóðó.Ñëåäñòâèå 13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 6 (ò.å.
ns ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì âèäà 2s − 2, n > ns, s ≥ 6 è ýëåìåíò
x ∈ Immsf(n − n−ns

32
, n−ns

32
) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà q = ns

2
). Òî-ãäà ýëåìåíò δk

Z[3] ◦ δ
k
[2](x), îïðåäåëåííûé ïðè ïîìîùè êîìïîçèöèè ãîìî-ìîð�èçìîâ (8), k = n−ns

32
, ïðåäñòàâëåí Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì

(h,Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò áèöèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.
16



4 Qa ⊕ Q̇a�ñòðóêòóðà (áèêâàòåðíèîííàÿñòðóêòóðà) Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæå-íèÿÂñïîìíèì îïðåäåëåíèå êâàòåðíèîííîé ïîäãðóïïû Qa ⊂ Z/2[3], êîòîðàÿñîäåðæèò ïîäãðóïïó Ia ⊂ Qa, ñì. [A℄, ðàçäåë 2.Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó
iQa⊕Q̇a

: Qa ⊕ Q̇a ⊂ Z/2[6]. (31)�àññìîòðèì áàçèñ (h1,+,h2,+,h1,+,h2,−, ḣ1,+, ḣ2,+, ḣ1,−, ḣ2,−) ïðîñòðàí-ñòâà R
8, êîòîðûé áûë îïðåäåëåí ïðè ïîñòðîåíèè áèöèêëè÷åñêîé ñòðóê-òóðû.Îïèøåì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R

32. Ýòîò áàçèñ ñîñòîèò èç 32 âåêòîðîâ,ðàçáèòûõ íà äâà ïîäìíîæåñòâà èç 16 âåêòîðîâ
h1,∗,∗∗,h2,∗,∗∗,h3,∗,∗∗,h4,∗,∗∗, (32)
ḣ1,∗,∗∗, ḣ2,∗,∗∗, ḣ3,∗,∗∗, ḣ4,∗,∗∗, (33)ãäå ñèìâîëû ∗, ∗∗ íåçàâèñèìî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ +,−. Â êàæäîì èçïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ 4 âåêòîðàìè (32), äëÿ êîòîðûõ ñèìâîëû

∗, ∗∗ ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Qa ⊕ Q̇açàäàíî òðèâèàëüíî íà âòîðîì ñëàãàåìîì Q̇a, ïðè ýòîì îáðàçóþùèå i,j,kñëàãàåìîãî Qa äåéñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿìè, îïðåäåëåííûìè ìàòðèöà-ìè:








0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, (34)








0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0









, (35)17











0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0









. (36)Îáðàçóþùàÿ i (j) ïåðâîãî ñëàãàåìîãî Qa äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé ñèì-ìåòðèåé â êàæäîì 4-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå (33), ïîðîæäåííîì âåêòî-ðàìè, äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ ∗ (∗∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −, à èíäåêñ ∗∗(∗) ïðèíèìàåò ëþáîå �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, â îñòàâøåéñÿ ïàðå ïðî-ñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè (33) äåéñòâèå òîæäåñòâåííî.Â êàæäîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ 4 âåêòîðàìè (33) , äëÿêîòîðûõ ñèìâîëû ∗, ∗∗ ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåíèåãðóïïû Qa ⊕ Q̇a çàäàíî òðèâèàëüíî íà ïåðâîì ñëàãàåìîì Qa, ïðè÷åìîáðàçóþùèå i,j,k ñëàãàåìîãî Q̇a ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöàìè (34),(35),(36).Îáðàçóþùàÿ i (j) âòîðîãî ñëàãàåìîãî Q̇a äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé ñèì-ìåòðèåé â êàæäîì 4-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå (32), ïîðîæäåííîì âåêòî-ðàìè, äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ ∗ (∗∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −, à èíäåêñ ∗∗(∗) ïðèíèìàåò ëþáîå �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, â îñòàâøåéñÿ ïàðå ïðî-ñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè (32) äåéñòâèå òîæäåñòâåííî. Ïîñêîëü-êó ïðåîáðàçîâàíèå öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû Qa(Q̇a), ïðåîáðàçîâàíèå ëþáîãî ýëåìåíòà èç Q̇a (Qa) â íåïðèâîäèìîì ïîä-ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ Qa (Q̇a) êîììóòèðóåò ñ ýëåìåíòàìè óêàçàí-íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîäãðóïïà (31) îïðåäåëåíà.�àññìîòðèì ïîäãðóïïó iQa⊕İa,Qa⊕Q̇a
: Qa⊕İa ⊂ Qa⊕Q̇a, êîòîðàÿ îïðå-äåëåíà ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû Qa 
 öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé İa âòîðîãîñëàãàåìîãî. Îïðåäåëåíî âëîæåíèå iQa⊕İa

: Qa⊕ İa ⊂ Z/2[4], èíäóöèðîâàí-íîå èç âëîæåíèÿ (31). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:
Jb

ib−→ D4

ib,a⊕ḋ ↓ i[3] ↓

Ia ⊕ İd
ia⊕ḋ
−→ Z/2[3]

ia⊕ḋ,a⊕ȧ ↓ i[4] ↓

Ia ⊕ İa
ia⊕ȧ
−→ Z/2[4]

iIa⊕İa,Qa⊕İa
↓ i[5] ↓

Qa ⊕ İa
i
Qa⊕İa−→ Z/2[5]

iQa⊕İa,Qa⊕Q̇a
↓ i[6] ↓

Qa ⊕ Q̇a

i
Qa⊕Q̇a−→ Z/2[6],

(37)
êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äèàãðàììó (23) â êà÷åñòâå ïîääèàãðàììû.18



Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî Îïðåäåëåíèþ 8.Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü Z/2[5]�î
íàùåííîå (Z/2[6]�î
íàùåííîå) ïîãðó-æåíèå (h,Λ, ζL), h : Ln−16k
# R

n (h : Ln−32k
# R

n) ïðåäñòàâëÿåòýëåìåíò z ∈ ImmZ/2[5]
(n − 16k, 16k) (z ∈ ImmZ/2[6]

(n − 32k, 32k)). Ñêà-æåì, ÷òî ýòî Z/2[5]�î
íàùåííîå (Z/2[6]�î
íàùåííîå) ïîãðóæåíèå ÿâëÿåò-ñÿ Qa⊕İa�îñíàùåííûì (Qa⊕Q̇a�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, åñëè ñòðóê-òóðíîå îòîáðàæåíèå ζL : Ln−16k → K(Z/2[5], 1) (ζL : Ln−32k → K(Z/2[6], 1))ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè ζQa⊕İa,L
: Ln−16k → K(Qa ⊕ İa, 1)(ζQa⊕Q̇a,L

: Ln−32k → K(Qa ⊕ Q̇a, 1)) è îòîáðàæåíèÿ iQa⊕İa
: K(Qa ⊕

İa, 1) → K(Z/2[5], 1) (iQa⊕Q̇a
: K(Qa ⊕ Q̇a, 1) → K(Z/2[6], 1)).�àññìîòðèì àíàëîãè ñîîòíîøåíèé (18), (25), (26) äëÿ ãðóïï Qa ⊕ İaè Qa ⊕ Q̇a�îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé ñîîòâåòñòâåííî.�ðóïïà êîãîìîëîãèé H16(K(Qa⊕ İa, 1); Z/2) (H32(K(Qa⊕Qa, 1); Z/2))ñîäåðæèò ýëåìåíò τQa⊕İa

, (τQa⊕Q̇a
, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íèæåñëåäóþ-ùèì óðàâíåíèåì (38) ((39)).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå iQa⊕İa

: K(Qa ⊕ İa, 1) → K(Z/2[5], 1)(iQa⊕Q̇a
: K(Qa ⊕ Q̇a, 1) → K(Z/2[5], 1)) è ðàññìîòðèì îáðàòíûé îáðàç

i∗
Qa⊕İa

(τ[5]) (i∗
Qa⊕Q̇a

(τ[6])) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ýéëåðîâîãî êëàññà τ[5] ∈

H16(K(Z/2[5]), 1); Z/2) (τ[6] ∈ H32(K(Z/2[6]), 1); Z/2)) óíèâåðñàëüíîãî ðàñ-ñëîåíèÿ. Îïðåäåëèì
i∗
Qa⊕İa

(τ[5]) = τQa⊕İa
, (38)

i∗
Qa⊕Q̇a

(τ[6]) = τQa⊕Q̇a
. (39)Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ζQa⊕İa

: Ln−16k → K(Qa ⊕ İa, 1) ζQa⊕Q̇a
: Ln−32k →

K(Ia ⊕ İd, 1) àíàëîãîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ζ̄[2],L ñëóæèò õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄b,L ∈ H2(L̄n−16k
b ; Z/2), ïðè d = 5 (ζ̄b,L ∈

H2(L̄n−32k
b ; Z/2), ïðè d = 6). Îïðåäåëèì ýòîò 2-ìåðíûé õàðàêòåðèñòè-÷åñêèé êëàññ.Îòîáðàæåíèå ζ̄b,L îïðåäåëåíî êàê 8-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä îòîáðà-æåíèåì ζ[5],L îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ib,Qa⊕İa

: Jb ⊂ Qa ⊕ İa ( êàê16-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä îòîáðàæåíèåì ζ[6],L îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû
ib,Qa⊕Q̇a

: Jb ⊂ Qa ⊕ Q̇a). Íàä ìíîãîîáðàçèåì Ln−16k (Ln−32k) óêàçàííîåíàêðûòèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç πb,Qa⊕İa,L
(πb,Qa⊕Q̇a,L

).Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü Z/2[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g :

Nn−8k
# R

n ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]
(n − 8k, 8k), ïðè÷åì19



n > 32k. Ïóñòü Z/2[5]�î
íàùåííîå ïîãðóæåíèå (h,Λ, ζL), h : Ln−16k
# R

nÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g è ïðåäñòàâ-ëÿåò ýëåìåíò δk
Z/2[5](y) ∈ ImmZ/2[5]

(n − 16k, 16k). Ñêàæåì, ÷òî Z/2[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN) äîïóñêàåò Qa⊕ İa�ñòðóêòóðó, åñëè ñó-ùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζQa⊕İa,L
: Ln−16k → K(Qa ⊕ İa, 1), óäîâëåòâîðÿþ-ùåå óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[4](y) = 〈π∗

b,Qa⊕İa,L
(ζk)ζ̄

n−32k
2

b ; [L̄b]〉, (40)ãäå [L̄b]� �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−16k
b , õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîå ÷èñëî Θk

Z/2[4](y) îïðåäåëåíî ïî �îðìóëå (14) ïðè d = 4.Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g :

Nn−16k
# R

n ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]
(n − 16k, 16k), ïðè÷åì

n > 32k. Ïóñòü Z/2[6]�î
íàùåííîå ïîãðóæåíèå (h,Λ, ζL), h : Ln−32k
# R

nÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g è ïðåäñòàâ-ëÿåò ýëåìåíò δk
Z/2[6](y) ∈ ImmZ/2[6]

(n − 32k, 32k). Ñêàæåì, ÷òî Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN) äîïóñêàåò áèêâàòåðíèîííóþ ñòðóê-òóðó (Qa ⊕ Q̇a�ñòðóêòóðó), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζQa⊕Q̇a,L
:

Ln−32k → K(Qa ⊕ Q̇a, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:
Θk

Z/2[5](y) = 〈ζ̄
n−32k

2

b ; [L̄b]〉, (41)ãäå [L̄b]� �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−32k
b , õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîå ÷èñëî Θk

Z/2[5](y) îïðåäåëåíî ïî �îðìóëå (14) ïðè d = 5.ÏðèìåðÏóñòü Z/2[4]-îñíàùåííîå (Z/2[5]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g :

Nn−8k
# R

n (g : Nn−16k
# R

n) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]
(n −

8k, 8k) (y ∈ ImmZ/2[5]
(n − 16k, 16k)) è ÿâëÿåòñÿ Qa ⊕ İa�îñíàùåííûì(Qa ⊕ Q̇a�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, ïðè÷åì n > 32k. Ïóñòü Z/2[5]-îñíàùåííîå (Z/2[6]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (h,Λ, ζL), h : Ln−16k

# R
n(h : Ln−32k

# R
n) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò δk

Z/2[5](y) ∈ ImmZ/2[5]
(n−16k, 16k)(δk

Z/2[6](y) ∈ ImmZ/2[6]
(n − 32k, 32k)) è ÿâëÿåòñÿ Qa ⊕ İa�îñíàùåííûì(Qa ⊕ Q̇a�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì. Òîãäà Z/2[4]�îñíàùåííîå (Z/2[5]�îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN) äîïóñêàåò Qa ⊕ İa�ñòðóêòóðó (Qa ⊕20



Q̇a�ñòðóêòóðó), çàäàííóþ ðåäóêöèåé ζQa⊕İa,L
(ζQa⊕İa,L

) ñòðóêòóðíîãîîòîáðàæåíèÿ ζ[4],L (ζ[5],L).Ñëåäóþùèå òåîðåìû àíàëîãè÷íû Òåîðåìàì 6,11,12.Òåîðåìà 17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g,Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]

(n − n−ns
4
, n−ns

4
), ns =

2s − 2, n > 5ns + 168, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå
ηa⊕ȧ,N : Nn−n−ns

4 → K(Ia ⊕ İa, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:
Θk

Z/2[4](y) = 〈π∗
b,a⊕ḋ,N

(η
3(n−ns)

32

[4],N )η̄
ns
2
b,N ; [N̄b]〉, (42)ãäå íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå N̄

n−n−ns
4

b è îòîáðàæåíèå η̄b,N :

N̄
n−n−ns

4
b → K(Jb, 1) íàä îòîáðàæåíèåì η[4],N îïðåäåëÿþòñÿ ñîâåðøåí-íî àíàëîãè÷íûì ïîíÿòèÿì â (40). Òîãäà ýëåìåíò J

n−ns
32

Z/2[5] (y) â ãðóïïå
ImmZ/2[5]

(n − n−ns
2
, n−ns

2
) ïðåäñòàâëåí Z/2[5]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì

(h,Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò Qa ⊕ İa-ñòðóêòóðó.Òåîðåìà 18. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g,Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]

(n − n−ns
2
, n−ns

2
), ns =

2s − 2, n > 5ns+84
3

, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå
ηQa⊕İa,N

: Nn−n−ns
2 → K(Qa ⊕ İa, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:
Θk

Z/2[5](y) = 〈π∗
b,Qa⊕İa,N

(η
n−ns

32
N )η̄

ns
2
b,N ; [N̄b]〉, (43)ãäå íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå N̄

n−n−ns
2

b è îòîáðàæåíèå η̄b,N :

N̄
n−n−ns

2

b → K(Jb, 1) íàä îòîáðàæåíèåì η[4],N îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íîïîíÿòèÿì â (40), (42). Òîãäà ýëåìåíò J
n−ns

32

Z/2[6] (y) â ãðóïïå ImmZ/2[6]
(ns, n−

ns) ïðåäñòàâëåí Z/2[6]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (h,Λ, ζL), êîòîðîå äî-ïóñêàåò áèêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.Ñëåäñòâèå 19. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 6 (ò.å.çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî ns âèäà 2s − 2, n > ns, s ≥ 6 è çàäàí ýëåìåíò
x ∈ Immsf(n − n−ns

32
, n−ns

32
), êîòîðûé äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà q =

ns
2
). Òîãäà ýëåìåíò

δk
Z[5] ◦ δ

k
Z[4] ◦ δ

k
Z[3] ◦ δ

k
D4

(x), (44)îïðåäåëåííûé ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîé êîìïîçèöèè ãîìîìîð�èç-ìîâ (8) k = n−ns
32

, ïðåäñòàâëåí Z/2[5]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì
(g,Ψ, ηN), êîòîðîå äîïóñêàåò áèêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.21



5 �åøåíèå Ïðîáëåìû ÊåðâåðàÂ ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Îñíîâíàÿ ÒåîðåìàÑóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l0 òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíî-ãî l ≥ l0, n = 2l − 2, èíâàðèàíò Êåðâåðà, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé (1)òðèâèàëüíûé.Äîêàçàòåëüñòâî Îñíîâíîé ÒåîðåìûÎïðåäåëèì ns = 212 −2 è îáîçíà÷èì n−ns
32

÷åðåç k. Ïî Òåîðåìå 29 (Tåîðå-ìà î ðåòðàêöèè) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l0 òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãîíàòóðàëüíîãî l ≥ l0 ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − k, k) äîïóñ-êàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà ns
2

= 211 − 1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî l0 ≥ 13. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíû ðàçìåðíîñòíûå óñëîâèÿ,ñ�îðìóëèðîâàííûå â Òåîðåìàõ 6,17,18 ïî Cëåäñòâèþ 19, â êëàññå êîáîð-äèçìà ýëåìåíòà (44) ñóùåñòâóåò Z/2[5]-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN),äîïóñêàþùåå áèêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Lns ïîãðóæåíèÿ g,
dim(Lns) = ns. Ìíîãîîáðàçèå Lns ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì

ζQa⊕Q̇a
: Lns → K(Qa ⊕ Q̇a, 1). (45)Ýòî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îòîáðà-æåíèé

ζQa⊕Q̇a
= ζQa × ζQ̇a

: Lns → K(Qa, 1) ×K(Q̇a, 1). (46)Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà. �àññìîòðèì îáðàçóþùèé êëàññêîãîìîëîãèé τQa×τQ̇a
∈ H8(K(Qa⊕Q̇a, 1); Z/2). Îáîçíà÷èì ζ∗

Qa⊕Q̇a
(ρQa×

ρQ̇a
) ∈ H8(Lns; Z/2) ÷åðåç ρQa⊕Q̇a,L

. �àññìîòðèì 16-ëèñòíîå íàêðûòèå
πtot,L : L̄ns[2] → Lns . Èíäóöèðóåì êëàññ ρQa⊕Q̇a

íà íàêðûâàþùåå â êëàññ
π∗
tot,L(ρQa⊕Q̇a,L

) ∈ H8(L̄ns[2]; Z/2).Ëåììà 20. Â ãðóïïå H8(L̄ns[2]; Z/2) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:
π∗
tot,L(ρQa⊕Q̇a,L

) = ζ̄4
b,L. (47)

22



Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 20Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì è îïóñêàåòñÿ.�àññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå iK : K14 ⊂ Lns, äâîéñòâåííîå êîãîìîëî-ãè÷åñêîìó êëàññó ρ29−2

Qa⊕Q̇a
∈ Hns−14(Lns; Z/2). Ìíîãîîáðàçèå K14 ñíàáæå-íî îòîáðàæåíèåì ζQa⊕Q̇a,K

: K14 → K(Qa ⊕ Q̇a, 1), êîòîðîå îïðåäåëåíîêàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ζQa⊕Q̇a,L
íà ïîäìíîãîîáðàçèå K14 ⊂ Lns.Îïðåäåëåíî 16-ëèñòíîå íàêðûòèå πtot,K : K̄14

b → K14. Îïðåäåëåí èíäóöè-ðîâàííûé õàðàêòèðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄b,K ∈ H2(K̄b; Z/2) = ī∗
b,Qa⊕Q̇a

(ζ̄b,L).Ôîðìóëà (41) ïðèîáðåòàåò âèä:
Θk
sf(y) = 〈ζ̄

ns
2

b,L; [L̄[2]]〉. (48)Ïî Ëåììå 20 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (48) ðàâíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó÷èñëó
〈ζ̄7
b,L; [L̄b]〉. (49)Äîêàæåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (49) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íàäïðîñòðàíñòâîì K(Qa, 1) (K(Qa, 1)) îïðåäåëåíî 4-ìåðíîå ðàññëîåíèå ρQa(ρQ̇a

) ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Qa (Q̇a), ñì. [A℄, ðàçäåë 2. Ñëåäîâàòåëüíî,íàä ïðîñòðàíñòâîì K(Qa ⊕ Q̇a, 1) = K(Qa, 1) ×K(Q̇a, 1) òàêæå îïðåäå-ëåíû 4-ìåðíûå ðàññëîåíèÿ χQa è χQ̇a
) ïî �îðìóëå χQa = p∗

Qa⊕Q̇a,Qa
(ρQa),

χQ̇a
= p∗

Qa⊕Q̇a,Qa
(ρQ̇a

).Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ìíîãîîáðàçèþ K14 ïðåäñòàâëåíî ñóììîéÓèòíè
νK = (29 − 2)(ζQa,K ⊕ ζQ̇a,K

) ⊕ ΩK , (50)ãäå ζQa,K = ζQa⊕Q̇a
(χQa), ζQ̇a,K

= ζQa⊕Q̇a
(χQ̇a

), ΩK�îãðàíè÷åíèå íîðìàëü-íîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçÿ Lns íà ïîäìíîãîîáðàçèå K14 ⊂ Lns .�àññëîåíèå ΩK èçîìîð�íî ñóììå Óèòíè k êîïèé 32�ìåðíîãî ðàññëîå-íèÿ ζ[6] ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2[6]. Ïîñêîëüêó k ≡ 0 (mod 27), à áàçà
K14 èìååò ðàçìåðíîñòü 14, òî ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ Ïðåäëîæåíèåì34 èç [A℄, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññëîåíèå ΩK òðèâèàëüíî.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå −K14, êîòîðîå ïîëó÷åíî èç K14 èçìåíåíè-åì îðèåíòàöèè. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå F = id ∪ −id : K14 ∪ −K14 →
K14. Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå öèêëû p1(νK), p1(ν−K) íîðìàëüíîãî23



ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèé K14, −K14, êîòîðîå îïðåäåëåíî íà êàæäîé êî-ïèè ìíîãîîáðàçèÿ ïî �îðìóëå (50) (ñì. àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå â Ïðåä-ëîæåíèè 33 èç [A℄) Ñîãëàñíî âû÷èñëåíèÿì, ïîëó÷èì, ÷òî öèêë
F∗([p1(νK)]op ∪ [p1(ν−K)]op]) ∈ H10(K

14; Z) (51)äâîéñòâåíåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ∗
Qa⊕Q̇a,K

(γ), ãäå γ ∈

H10(K(Qa ⊕ Q̇a, 1; Z) íåíóëåâîé êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, èíäóöèðî-âàííûé èç ýëåìåíòà 4t ∈ Im(H4(K(Qa), 1; Z) ïðè ãîìîìîð�èçìå
H4(K(Qa, 1); Z)

p∗
Qa,Qa⊕Q̇a−→ K(Qa ⊕ Q̇a, 1).Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà (48) ýêâèâà-ëåíòíî òîìó, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé öèêë ζQa⊕Q̇a,K,∗

([K]) ∈ H14(K(Qa ⊕

Q̇a, 1); Z), ïðè ðàçëîæåíèè ïî ñòàíäàðòíîìó áàçèñó, ñîäåðæèò ìîíîì
aQa ⊗ aQ̇a

, ãäå aQa ∈ H7(K(Qa, 1); Z), aQ̇a
∈ H7(K(Q̇a, 1); Z) � îáðàçó-ùèå. Åñëè ÷èñëî (48) íå ðàâíî íóëþ, òî öèêë (51) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü,ïîñêîëüêó ÷àñòíîå êëàññà ãîìîëîãèé aQa ⊗ aQ̇a

íà êëàññ êîãîìîëîãèé γíå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå
F êîáîðäàíòíî ïóñòîìó è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë (51) îáðàùàåòñÿ âíóëü.Äîêàçàíî, ÷òî íà êëàññå îñíàùåííîãî êîáîðäèçìà x õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîå ÷èñëî (6) ðàâíî íóëþ. Ïðîáëåìà Êåðâåðà ðåøåíà.6 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 11 è 12Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî ñî ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëèì ÷èñëî
ns èç óñëîâèÿ Òåîðåìû 6. �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ZZ = Sn−

n−ns
16

+3/i×

Sn−
n−ns

16
+3/i. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñòàí-äàðòíûõ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ (mod 4). Çàìåòèì, ÷òî dim(ZZ) > n.Âûáåðåì âíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ ZZ ïîäìíîãîîáðàçèå Z ñ îñîáåííîñòÿ-ìè â êîðàçìåðíîñòè 2, òàêîå, ÷òî Z âêëàäûâàåòñÿ â R

n, â ÷àñòíîñòè,
dim(Z) < n. Ïî ïîâîäó ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ñì. [B-R-S℄.�àññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè ZZ ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé

Zj , j = 0, . . . , jmax, jmax =
15n+ ns + 64

32ðàçìåðíîñòè n− n−ns
16

+ 4 è êîðàçìåðíîñòè n− n−ns
16

+ 2, îïðåäåëåííîå ïî�îðìóëå
Z0 = Sn−

n−ns
16

+3/i × S1/i, Z1 = Sn−
n−ns

16
+1/i × S3/i, . . . ,24



Zj = Sn−
n−ns

16
+3−2j/i × S2j+1/i, . . . , Zjmax = S1/i × Sn−

n−ns
16

+3/i.Âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà â ìíîãîîáðàçèå
ZZ îïðåäåëåíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé.Îáúåäèíåíèå ∪jmaxj=0 Zj ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé {Zj} ìíîãîîáðà-çèÿ ZZ ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì (ñòðàòè�èöèðîâàííîûì ïîäìíîãîîáðàçèåìñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2) ðàçìåðíîñòè n − n−ns

16
+ 4, êîòîðîåîáîçíà÷èì Za⊕ȧ ⊂ ZZ.�àññìîòðèì öåïî÷êó ïîäãðóïï

Jb
ib,a⊕ḋ
−→ Ia ⊕ İd

ia⊕ḋ,a⊕ȧ
−→ Ia ⊕ İa, (52)êîòîðàÿ èíäóöèðóåò áàøíþ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

XX
pXX,Y Y
−→ Y Y

pY Y,ZZ
−→ ZZ. (53)Îïðåäåëèì áàøíþ íàêðûòèé

Xb

pY
a⊕ḋ

−→ Ya⊕ḋ
pZa⊕ȧ
−→ Za⊕ȧ. (54)Ýòà áàøíÿ íàêðûòèé èíäóöèðîâàííà èç öåïî÷êè ïîäãðóïï (52) ïðè ïî-ìîùè âëîæåíèÿ Za⊕ȧ ⊂ ZZ. Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùåå ïðîñòðàí-ñòâî Xb â áàøíå (54) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòè�èöèðîâàííûì ìíîãîîá-ðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðå-äåëåíî ÿâíûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé â

XX = RPn−n−ns
16

+3 × RPn−n−ns
16

+3, îïðåäåëåííûõ ïî �îðìóëå:
X0 = RPn−n−ns

16
+3 × RP1, . . . , Xj = RPn−n−ns

16
+3−2j × RP2j+1, . . .

Xjmax = RP1 × RPn−n−ns
16

+3.Ñðåäíåå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî Ya⊕ḋ â áàøíå (54) òàêæå ÿâëÿåò-ñÿ ñòðàòè�èöèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíî-ñòè 2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîá-ðàçèé â Y Y = Sn−
n−ns

16
+3/i × RPn−n−ns

16
+3, îïðåäåëåííûõ ïî �îðìóëå:

Y0 = Sn−
n−ns

16
+3/i × RP1, . . . , Yj = Sn−

n−ns
16

+3−2j/i × RP2j+1, . . .

Xjmax = S1/i × RPn−n−ns
16

+3.Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ηX : Xb → K(Jb, 1), ηY : Ya⊕ḋ → K(Ia ⊕

İd, 1), ηZ : Za⊕ȧ → K(Ia ⊕ İa, 1), ñîãëàñîâàííûå ñ âêëþ÷åíèåì ïîäãðóïï(52) è áàøíåé íàêðûòèé (54). Îòîáðàæåíèå ηX ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì25



ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ηX,d×ηX,ḋ : Xb → K(Id, 1)×K(İd, 1). Îòîáðà-æåíèå ηY ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ηY,a× ηY,ḋ :

Ya⊕ḋ → K(Ia, 1) × K(İd, 1). Îòîáðàæåíèå ζZ ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðî-èçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ζZ,a × ζZ,ȧ : Za⊕ȧ → K(Ia, 1) ×K(İa, 1).Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè J . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j =
0, . . . , jmax îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Jj = Sn−

n−ns
16

−2j+3 × S2j+1. Ñ�åðû
Sn−

n−ns
16

−2j+3, S2j+1 ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç Jj,1, Jj,2 ñîîòâåò-ñòâåííî. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà Jj = Jj,1 × Jj,2Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå iJj : Jj,1×Jj,2 ⊂ S
n−ns

16
+3×S

n−ns
16

+3,ãäå êàæäûé ñîìíîæèòåëü âêëþ÷àåòñÿ â ñ�åðó-îáðàç êàê ñòàíäàðòíàÿïîäñ�åðà, ëåæàùàÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì ïåð-âûõ íåíóëåâûõ êîîðäèíàò. Îáúåäèíåíèå ∪jmaxj=0 Im(iJj) îáðàçîâ âñåõ ýòèõâëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç
J ⊂ S

n−ns
4

+3 × S
n−ns

4
+3.Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

ϕZ : Za⊕ȧ → J. (55)Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕj : Zj → Jj . Îïðå-äåëåíû ñòàíäàðòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ (ñì. [A℄, ãëàâà 3, Îïðåäå-ëåíèå îòîáðàæåíèÿ d):
pZj ,1 : S

n−ns
16

−2j+3/i → S
n−ns

16
−2j+3, (56)

pZj ,2 : S2j+3/i → S2j+3. (57)Îòîáðàæåíèå ϕZj îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ðàçâåòâëåííûõíàêðûòèé
ϕZj = pZj ,1 × pZj ,2 : Zj = S

n−ns
16

−2j+3/i × S2j+1/i → Jj,1 × Jj,2.Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (55) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ðàç-âåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕZj ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèéñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé Zj â ìíîãîîáðàçèè ZZ.Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå
ϕY : Ya⊕ḋ → J. (58)Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕj : Yj → Jj. Îïðå-äåëåíû ñòàíäàðòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ

pYj ,1 : Sn−
n−ns

16
−2j+3/i → Sn−

n−ns
16

−2j+3, (59)26



pYj ,2 : RP2j+3 → S2j+3. (60)Îòîáðàæåíèå ϕYj îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ðàçâåòâëåííûõíàêðûòèé
ϕYj = pYj ,1 × pYj ,2 : Yj = S

n−ns
16

−2j+3/i × RP2j+1 → Jj,1 × Jj,2.Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (58) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ðàç-âåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕYj ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèéñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé Zj â ìíîãîîáðàçèè ZZ.Îïðåäåëèì âëîæåíèå iJ : J ⊂ R
n. Ýòî âëîæåíèå ñòðîèòñÿ â ðåçóëüòà-òå ñêëåéêè ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé òîðîâ â ñåìåéñòâî jmax+1 åâêëèäîâûõïîäïðîñòðàíñòâ â R

n ðàçìåðíîñòè n− n−ns
4

+ 6, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷à-ëî êîîðäèíàò. Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ñîäåðæèò ïàðóïðîñòðàíñòâ äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé R
n−n−ns

16
−2j+4, R

2j+2, ïåðåñå-êàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ñîñåäíèìè íîìå-ðàìè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîðàçìåðíîñòè 2. Ïåðåñå÷åíèåâ ïðîñòðàíñòâå ñ ìåíüøèì (áîëüøèì) ñîñåäíèì íîìåðîì òåðÿåò êîðàç-ìåðíîñòü 2 âäîëü ïåðâîãî (âòîðîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà âûáðàííîé ïàðû.Âíóòðè ïðîñòðàíñòâà ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàíäàðò-íûé òîð Jj ñ îáðàçóþùèìè âäîëü âûáðàííûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ. Îáúåäèíÿÿ ñåìåéñòâî âëîæåííèé òîðîâ, ïîëó÷èì âëîæåíèå iJ .Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ dY : Ya⊕ḋ → R
nÑíà÷àëà îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Z : Za⊕ȧ → R

n.Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äå�îðìàöèè êîìïîçèöèè iJ ◦ϕZ : Za⊕ȧ → R
n, ïðè÷åì ñàìà äå�îðìàöèÿ èåå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (ñì. àíàëîãè÷íîå ïî-ñòðîåíèå â [A℄, Ëåììà 24). �àññìîòðèì êîìïîçèöèþ d̂Z ◦ ϕY : Ya⊕ḋ → R

nè îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå dY : Ya⊕ḋ → R
n â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðå-ãóëÿðíîé PL�äå�îðìàöèè ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì ε′ << ε.Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xa⊕ḋ → R

nÎïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Y : Ya⊕ḋ → R
n. Ýòî îòîáðà-æåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äå�îðìàöèè êîì-ïîçèöèè iJ ◦ ϕY : Ya⊕ḋ → R

n, ïðè÷åì ñàìà äå�îðìàöèÿ è åå êàëèáð εâûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (ñì. àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå â[A℄, Ëåììà 24). �àññìîòðèì êîìïîçèöèþ d̂Y ◦ ϕX : Xb → R
n è îïðåäå-ëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå dX : Yb → R

n â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé
PL�äå�îðìàöèè ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì ε′ << ε.27



Ia ⊕ İd�ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xb → R
n�àññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d̂Y : Ya⊕ȧ → R

n èîáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N̂(dY ). Ïîëèýäð N̂(dY ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñîñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç
∂N̂ (dY ).�àññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xb → R

nè îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(dX). Ïîëèýäð N(dX) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçè-åì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà-÷èì ÷åðåç ∂N(dX). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(dX) ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè 
 êðàåì
N(dX) = NX,antigiag ∪NX,Γ ïî îáùåìó êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,Γ ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþ-ùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè pNX,Γ : NX,Γ →

N̂(dY ).2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,antidiag âîçíèêàåò ïðèäå�îðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pYa⊕ḋ : Xb → Ya⊕ḋ âíóòðè ðåãóëÿðíîé(ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà d̂Y (Ya⊕ḋ).�àññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xb → R
nè îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(dX). Ïîëèýäð N(dX) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçè-åì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà-÷èì ÷åðåç ∂N(dX). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(dX) ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè 
 êðàåì

N(dX) = NX,antigiag ∪NX,Γ ïî îáùåìó êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,Γ ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþ-ùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè pNX,Γ : NX,Γ →
N(dY ).2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,antidiag âîçíèêàåò ïðè äå-�îðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pX âíóòðè ðåãóëÿðíîé (ïîãðóæåííîé)îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà dY (Ya⊕ḋ).Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç Ëåììû 24 [A℄, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ζa⊕ḋ,N(dX) : (N(dX), ∂N(dX)) → (K(Ia ⊕ İd, 1), K(Jb, 1)). (61)Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîîòîáðàæåíèÿ íà NX,antidiag ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîåííûì îòîáðàæåíèåìíà NY,Γ, ïî àíòèäèàãîíàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå óêàçàííûé îòîáðàæå-íèÿ ãîìîòîïíû. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(dX) îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçè-öèåé ∂N(dX) ⊂ Xb

ηXb−→ K(Jb, 1). Îòîáðàæåíèå (61) îïðåäåëÿåò Ia ⊕ İdñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ dX . 28



Ia ⊕ İa�ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ dY : Ya⊕ḋ → R
nÀíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîñòðîåíèþ, îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñî-áåííîñòÿìè ñ êðàåì N(dY ) è îòîáðàæåíèå

ζa⊕ȧ,N(dY ) : (N(dY ), ∂N(dY )) → (K(Ia ⊕ İa, 1), K(Ia ⊕ İd, 1)). (62)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(dY ) îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé ∂N(dY ) ⊂

Ya⊕ḋ
ηY
a⊕ḋ

−→ K(Ia ⊕ İd, 1). Îòîáðàæåíèå (62) îïðåäåëÿåò Ia ⊕ İd ñòðóêòóðóäëÿ îòîáðàæåíèÿ dY .Êîíñòðóêöèÿ D4�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ Ia ⊕ İd�ñòðóêòóðîéâ Òåîðåìå 11Ïóñòü çàäàíî D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g : Nn−n−ns
16 # R

n.Ïî óñëîâèþ òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηb,N : Nn−n−ns
16 → K(Jb, 1), ïðèýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå (29). Îòîáðàæåíèå ηb,N îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷-íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηb,X : Nn−n−ns

16 → Xb, ïî-ñêîëüêó Xb âêëàäûâàåòñÿ â K(Jb, 1) êàê îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãîðàçáèåíèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò ìåíüøèé îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãîðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n− n−ns
16

+ 1 = dim(N) + 1.�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ dX ◦ ηb,X : Nn−n−ns
16 → R

n è ðàññìîòðèììàëóþ äå�îðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1 â êëàññå ðå-ãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns
16 # R

n. Êàëèáð δäå�îðìàöèè dX ◦ηb,X 7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî ìåíüøèì ε′. Ïîãðóæåíèå g1ñíàáæåíî D4�îñíàùåíèåì Ψ1 
 òåì æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ηN ,ïðè ýòîì òðîéêà (g1,Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò â ãðóïïå ImmD4(n− n−ns
16

, n−ns
16

)ýëåìåíò y.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−n−ns
8 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ

g1. Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå
Ln−

n−ns
8 = L

n−n−ns
8

cycl ∪ L
n−n−ns

8
b (63)ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns

8
cycl ïîãðóæåíî â ðåãóëÿð-íóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(dX). Ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns

8
bïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïîëèýäðà

dX(Xb) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
πLb : L

n−n−ns
8

b → Xb (64)29



ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (63) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð â ðàñ-ñìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ïîãðó-æåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéîòîáðàæåíèÿ dX : Xb → R
n (
ì. àíàëîãè÷íîå Ïðåäëîæåíèå 20 èç [A℄).Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå

ζa⊕ḋ,L : Ln−
n−ns

8 → K(Ia ⊕ İd), 1). (65)Îòîáðàæåíèå ζa⊕ḋ çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (63).Íà êîìïîíåíòå L
n−n−ns

8
cycl îòîáðàæåíèå ζa⊕ḋ,L îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì(61), êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîãðóæåííóþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñò-íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè N(dX) âíå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.Íà êîìïîíåíòå Ln−n−ns

8
b îòîáðàæåíèå ζa⊕ḋ,L îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé

L
n−n−ns

8

b

πLb−→ Xb
ηX−→ K(Jb, 1)

ib,a⊕ḋ
−→ K(Ia ⊕ İd, 1).Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëåäó-åò èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (61). Îòîáðàæå-íèå (65), îïðåäåëÿþùåå Ia ⊕ İd�ñòðóêòóðó D4�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ

(g1,Ψ1, ηN ) îïðåäåëåíî.Êîíñòðóêöèÿ Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ áèöèêëè÷åñêîéñòðóêòóðîé â Òåîðåìå 12Ïóñòü çàäàíî Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g : Nn−n−ns
8 #

R
n, îïðåäåëÿþùåå ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]

(n − n−ns
8
, n−ns

8
). Ïî óñëîâèþòåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηa⊕ḋ : Nn−n−ns

8 → K(Ia ⊕ İd, 1), ïðè ýòîìâûïîëíåíî óðàâíåíèå (30). Îòîáðàæåíèå ηa⊕ḋ,N îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî (ñòî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηb,X : Nn−n−ns
8 → Xb, ïîñêîëüêó

Xb âêëàäûâàåòñÿ â K(Jb, 1) êàê îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèå-íèÿ, êîòîðûé çàâåäîìî ñîäåðæèò ìåíüøèé îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷-íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n− n−ns
8

+ 1 = dim(N) + 1.�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ dY ◦ ηa⊕ḋ,Y : Nn−n−ns
8 → R

n è ðàññìîò-ðèì ìàëóþ äå�îðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1 â êëàñ-ñå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns
8 # R

n. Êà-ëèáð δ äå�îðìàöèè dY ◦ ηa⊕ḋ,Y 7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî ìåíüøèì ε′.Ïîãðóæåíèå g1 ñíàáæåíî Z/3[3]�îñíàùåíèåì Ψ1 
 òåì æå õàðàêòåðèñòè-÷åñêèì êëàññîì ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1,Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò â ãðóïïå
ImmZ/2[3]

(n− n−ns
8
, n−ns

8
) ýëåìåíò y.30



Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−n−ns
4 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ

g1. Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå
Ln−

n−ns
4 = L

n−n−ns
4

cycl ∪ L
n−n−ns

4

a⊕ḋ
(66)ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns

4
cycl ïîãðóæåíî â ðåãóëÿð-íóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(dY ). Ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns

4

a⊕ḋïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïîëèýäðà
dY (Ya⊕ḋ) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

πLa⊕ḋ : L
n−n−ns

4

a⊕ḋ
→ Ya⊕ḋ (67)ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (66) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð â ðàñ-ñìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ïîãðó-æåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéîòîáðàæåíèÿ dY : Ya⊕ḋ → R

n (
ì. àíàëîãè÷íîå Ïðåäëîæåíèå 20 èç [A℄).Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå
ζa⊕ȧ,L : Ln−

n−ns
4 → K(Ia ⊕ İa, 1). (68)Îòîáðàæåíèå ζa⊕ȧ çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (66). Íàêîìïîíåíòå Ln−n−ns

4
cycl îòîáðàæåíèå ζa⊕ȧ,L îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì (62),êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñîñîáåííîñòÿìè N(dY ). Íà êîìïîíåíòå Ln−n−ns

4
a⊕ȧ îòîáðàæåíèå ζa⊕ȧ,L îïðå-äåëåíî êîìïîçèöèåé

L
n−n−ns

4

a⊕ḋ

πL
a⊕ḋ

−→ Ya⊕ḋ
ηY−→ K(Ia ⊕ İd, 1)

ia⊕ḋ,a⊕ȧ
−→ K(Ia ⊕ İa, 1).Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëåäóåòèç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (62). Îòîáðàæåíèå(68), îïðåäåëÿþùåå Ia ⊕ İa�ñòðóêòóðó Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ

(g1,Ψ1, ηN ) îïðåäåëåíî.Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (29)�àññìîòðèì D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1,Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå âû-øå. Ýòî D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò òîò æå ýëåìåíò y ∈
ImmZ/2[3]

(n − n−ns
16

, n−ns
16

). Ïî óñëîâèþ ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
16 ñíàáæå-íî îòîáðàæåíèåì ηb,N : Nn−n−ns

16 → K(Jb, 1). �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå
Ln−

n−ns
8 ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (65).31



Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå
N
n−n−ns

2
η ⊂ Nn−n−ns

16 , (69)äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
7(n−ns)

32 ∈

H
7(n−ns)

16 (Nn−n−ns
16 ; Z/2). �àññìîòðèì ïîãðóæåíèå (îáùåãî ïîëîæå-íèÿ) gNη : N

n−n−ns
2

η # R
n, îïðåäåëåííîå êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1íà ïîäìíîãîîáðàçèå (69). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lnsη ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðå-ñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðåäåëåíî âëîæåíèå ïîäìíîãîîáðàçèé

Lnsη ⊂ Ln−
n−ns

8 . (70)Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
ζa⊕ḋ,Lη : Lnsη → K(Ia ⊕ İd, 1)êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (65) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (70). Çàìåòèì,÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (70) ïðåäñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîé-ñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ 7(n−ns)

32 ∈ H
7(n−ns)

8 (Ln−
n−ns

8 ; Z/2).Ïîýòîìó óðàâíåíèå (27) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:
Θ

n−ns
32

D4
= 〈ζ̄

ns
2
b,Lη

; [L̄b,η]〉. (71)Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄nsη,b íàä ìíîãîîáðàçèåì (70)åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
16 è åãî �óí-äàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå �åðáåðòà) ãîìîëîãè÷å-ñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η

15(n−ns)
32 ∈

H
15(n−ns)

16 (Nn−n−ns
16 ; Z/2). Óðàâíåíèå ðàâíåíèå (29) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþ-ùåìó:

Θ
n−ns

32
D4

(y) = 〈η
ns
2
b,Nη

; [Nη]〉, (72)ãäå îòîáðàæåíèå ηb,Nη : Nns
η → K(Jb, 1) îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå îãðàíè-÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ηb,N íà ïîäìíîãîîáðàçèå (69).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòèðàâåíñòâ (71) (72) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òåîðåìà 11äîêàçàíà.Ëåììà 21. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄b,∗([L̄b,η] ∈ Hns(K(Jb, 1); Z/2), (73)
ηb,∗([L̄b,η]) ∈ Hns(K(Jb, 1); Z/2) (74)ðàâíû. 32



Ïåðå�îðìóëèðóåì ëåììó è äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Êëàññãîìîëîãèé (74) ìîæíî îáîáùèòü è îïðåäåëèòü â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè,áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Lnsη ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.Ïóñòü îïðåäåëåíî çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå R2r ñîñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2 ðàçìåðíîñòè dim(R) = 2r, n
2
≤ 2r ≤

n − n−ns
16

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ηb,R : R2r → Xb
ηX ,b−→

K(Jb, 1).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå gR : R2r → R
n îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîòîðîåîïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé äå�îðìàöèåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîá-ðàæåíèÿ R2r gb,R

−→→ Xb
dX−→ R

n. Îïðåäåëåíî îðèåíòèðîâàííîå ìíîãî-îáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r ñàìîïåðåñå÷íèÿ îòîáðàæåíèÿ gR. Êðàé
∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ T n−4r ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ
gR. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûòèå T̄ n−4r → T n−4r, ðàç-âåòâëåííîå âäîëü êðàÿ. Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ζb,T : T̄ n−4r → K(Jb, 1)â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè ïîãðóæåíèÿ T̄ n−4r

# R2r ñ îòîáðàæåíèåì ηb,R.Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé
ηb,T,∗([T̄ ]) ∈ Hn−4r(K(Jb, 1); Z/2), (75)îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (74). Êëàññ ãîìîëîãèé (73) òàêæå ìîæíîîáîáùèòü íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé.Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

T n−4r = T n−4r
cycl ∪ T n−4r

b , (76)àíàëîãè÷íîå ðàçáèåíèþ (63).Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r öåëèêîì ëåæèò âêîìïîíåíòå T n−4r
b è ïðîåêöèÿ

πTb : T n−4r
b → Xb (77)àíàëîãè÷íàÿ îòîáðàæåíèþ (64), ïåðåâîäèò êðàé ∂T n−4r â ðåãóëÿðíóþ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè Xb.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζa⊕ḋ,T : (T n−4r, ∂T n−4r) → (K(Ia ⊕ İd, 1), (K(Jb, 1)), (78)àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ (65).Ïîñêîëüêó êîðàçìåðíîñòü îòîáðàæåíèÿ gR ÷åòíà, è ìíîãîîáðàçèå ñîñîáåííîñòÿìè R2r ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, òî è ìíîãîîáðàçèå ñ îñî-áåííîñòÿìè ñ êðàåì T n−4r òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì. Ñëåäîâà-òåëüíî îòíîñèòåëüíûé êëàññ ãîìîëîãèé
ζa⊕ḋ,T,∗ : ([T n−4r, ∂T n−4r]) ∈ Hn−4r(K(Ia ⊕ İd, 1), (K(Jb, 1)); Z/2)33



ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ 2 ñîîòâåòñòâóþùåãî öåëî÷èñëåííîãîêëàññà èç ãðóïïû Hn−4r(K(Ia ⊕ İd, 1), K(Jb, 1)); Z).Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ζa⊕ḋ,T íà êðàé ∂T n−4r ïðèíèìàåò çíà÷å-íèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå K(Jb, 1) ⊂ K(Ia⊕ İd, 1). Îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãîöèêëà ζa⊕ḋ,T,∗([∂T n−4r]) ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè, êðàåì, îïðåäåëÿ-åò íóëåâîé öèêë â ãðóïïå Hns−1(K(Jb, 1); Z/2), ïîñêîëüêó ëåæèò â îáðàçåíóëåâîé ãðóïïû Hn−4r−1(K(Jb, 1); Z) ïðè ãîìîìîð�èçìå ïðèâåäåíèÿ ïîìîäóëþ 2 (ñì. àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â Ëåììå 16 èç [A℄). Ñëåäîâà-òåëüíî, êëàññ ãîìîëîãèé
ζ̄b,∗([T̄b] ∈ Hn−4r(K(Jb, 1); Z/2) (79)îïðåäåëåí.Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû (75), (79) îïðåäåëåíû, åñëèâ êà÷åñòâå ìíîãîîáðàçèÿ R2r âûáðàòü ìíîãîîáðàçèå R2r

i = RP2r−2i−1 ×
RP2i+1, à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ηb,R âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðò-íîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîêîîðäè-íàòíûõ âëîæåíèèé

ηb,Ri : RP2r−2i−1 × RP2i+1 ⊂ Xj

ϕ
j

−→ Xb

ηb,X
−→ K(Jb, 1), (80)ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ 2i ≤ 2r − 2, 0 ≤ j ≤ jmax.Ëåììà 22. Îáîçíà÷èì îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ηb,Ri,∗([Ri]) ∈

H2r(K(Jb, 1); Z) ÷åðåç (2r − 2i− 1 × 2i+ 1).�1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r − 2i − 1 × 2i + 1) ∈ H2r(K(Jb, 1); Z),çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (80) êëàññ ãîìîëîãèé (75), ëåæàùèé â òîéæå ãðóïïå, ðàâåí (4r− 4i− 2 − n
2
× 4i+ 2− n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â ñêîáêàõñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç ÷èñåë âñêîáêàõ îòðèöàòåëüíî.�2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (79), îáîáùàþùèé êëàññ (73) äëÿ îðè-åíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n− n+ns

2
, ñîâïà-äàåò ñ êëàññîì (75), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (74).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 22Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, êîòîðîå îïóñêàåòñÿ.Óòâåðæäåíèå 2 âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX , ñì. àíàëîãè÷-íóþ �îðìóëó (16) â [A℄. Ëåììà 22 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 21Íàáîð ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé (80) ïðè 2r = n − n+ns

2
ðåàëèçóåòâñå ýëåìåíòû â ãðóïïå Hn−n−ns

2
(Xb; Z). Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

2
η34



îêàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, îòîáðàæåíèå gη : N
n−n−ns

2
η → R

n êîáîð-äàíòíî äèçúþíêòíîìó íàáîðó ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé (80) â êëàñ-ñå îòîáðàæåíèé îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êî-ðàçìåðíîñòè 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèÿ ïðè êîáîðäèç-ìå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà(73) (74) ðàâíû. Ëåììà 21 äîêàçàíà.Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (30)�àññìîòðèì Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1,Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå âû-øå. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]
(n − n−ns

8
). Ìíî-ãîîáðàçèå Nn−n−ns

8 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì ηa⊕ḋ,N : Nn−n−ns
8 → K(Ia ⊕

İd, 1). �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns
4 ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ

g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (68).Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå
N
n−n−ns

2
η ⊂ Nn−n−ns

8 , (81)äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
3(n−ns)

32 ∈

H
3(n−ns)

8 (Nn−n−ns
8 ; Z/2). �àññìîòðèì ïîãðóæåíèå (îáùåãî ïîëîæå-íèÿ) gNη : N

n−n−ns
2

η # R
n, îïðåäåëåííîå êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1íà ïîäìíîãîîáðàçèå (81). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lnsη ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðå-ñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðåäåëåíî âëîæåíèå ïîäìíîãîîáðàçèé

Lnsη ⊂ Ln−
n−ns

4 . (82)Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
ζa⊕ȧ,Lη : Lnsη → K(Ia ⊕ İa, 1)êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (68) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (82). Çàìåòèì,÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (82) ïðåäñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîé-ñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ 3(n−ns)

16 ∈ H
3(n−ns)

4 (Ln−
n−ns

4 ; Z/2).Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄nsη íàä ìíîãîîáðàçèåì (82)åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
8 è åãî �óí-äàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå �åðáåðòà) ãîìîëîãè-÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η

7(n−ns)
32 ∈

H
7(n−ns)

8 (Nn−n−ns
8 ; Z/2). Óðàâíåíèå (28) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[3](y) = 〈ζ̄
ns
2
b,Lη

; [L̄b,η]〉. (83)35



Óðàâíåíèå ðàâíåíèå (30) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:
Θ

n−ns
32

Z/2[3](y) = 〈η̄
ns
2

b,Nη
; [Nb,η]〉, (84)ãäå ìíîãîîáðàçèå N̄b,η è îòîáðàæåíèå η̄b,Nη : Nb,η → K(Jb, 1) îïðåäåëåíûêàê 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ìíîãîîáðàçèåì N

n+ns
2 è îòîáðàæåíèåì

ηa⊕d,Nη : Nη → K(Ia ⊕ İd, 1).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòèðàâåíñòâ (83) (84) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òåîðåìà 12äîêàçàíà.Ëåììà 23. Êëàññû ãîìîëîãèé
ζ̄b,Lη ,∗([L̄b,η] ∈ Hns(K(Jb, 1); Z/2), (85)
η̄b,∗([L̄b,η]) ∈ Hns(K(Jb, 1); Z/2) (86)ðàâíû.Ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå 22.Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû, àíàëîãè÷íûå (75), (79). Äëÿçàäàííîãî íàòóðàëüíîãî r, r = 1 (mod 2), îïðåäåëèì ñåìåéñòâî îðè-åíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé R2r

i = S2r−4i+1/i × RP4i−1, 1 ≤ i ≤ r−2
2
,

2r ≤ n− n−ns
32

= dim(Ya⊕ḋ)−4. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ηa⊕ḋ,R : R2r → Ya⊕ḋâûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê äå-êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé
ηa⊕ḋ,Ri : S2r−4i+1/i× RP4i−1 ⊂ Yj

ϕYj
−→ Ya⊕ḋ

ηa⊕ḋ,Y
−→ K(Ia ⊕ İd, 1), (87)ïðè íåêîòîðûõ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ i ≤ r−2

2
, 0 ≤ j ≤ jmax.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå gR : R2r → R

n, êàê ðåçóëüòàò äå�îð-ìàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dY ◦ ηa⊕ḋ,R. Îïðåäåëåíî îðèåí-òèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì T 4r−n ðàçìåðíîñòè
dim(T ) = 4r − n, êàê ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ gb,R.Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ñëóæèò êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûìðàçâåòâëåííûì íàêðûâàþùèì íàä ìíîãîîáðàçèåì T 4r−n. Ïîñêîëüêó ìíî-ãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ïîãðóæåíî â ìíîãîîáðàçèå R2r, ïîýòîìóïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

ζ̄b,T,∗([T̄b] ∈ H4r−n(K(Jb, 1); Z/2), (88)îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (85).Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé
ηb,T,∗([T̄b]) ∈ H4r−n(K(Jb, 1); Z/2), (89)îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (86).36



Ëåììà 24. Îáîçíà÷èì îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ηa⊕ḋ,Ri,∗([Ri]) ∈

H2r(K(Ia ⊕ İd, 1); Z) ÷åðåç (2r − 4i+ 1 × 4i− 1).�1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r− 4i+ 1× 4i− 1) ∈ H2r(K(Ia⊕ İd, 1); Z),çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (87), êëàññ ãîìîëîãèé (89), ëåæàùèé â òîéæå ãðóïïå, ðàâåí (4r − 8i + 2 − n
2
× 8i − 2 − n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â ñêîá-êàõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç ÷èñåëîòðèöàòåëüíî.�2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (88), îáîáùàþùèé êëàññ (85) äëÿ îðè-åíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n− n+ns

2
, ñîâïà-äàåò ñ êëàññîì (89), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (86).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 24Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 22.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 23�àññìîòðèì ïàðó ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëåííûõ �îðìóëîé (81) è ïåðåîáî-çíà÷èì ýòó ïàðó ìíîãîîáðàçèé ÷åðåç

N
n−n−ns

2

η,[3] ⊂ N
n−n−ns

8

[3] . (90)Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
8

[3] ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì
ηa⊕ḋ,[3] : N

n−n−ns
8

[3] → K(Ia ⊕ İd, 1). (91)Ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

8

[3] ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà ñîâ-ïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ln−
n−ns

8 èç Òåîðåìû 11, ò.å. ÿâëÿåòñÿ Z/2[3]�îñíàùåííûì ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ D4�îñíàùåííîãî ïîãðóæå-íèÿ (g1,Ψ1, ηN) ìíîãîîáðàçèÿ Nn−n−ns
16 , îïðåäåëåíîãî â óñëîâèè Òåîðåìû11. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

16 ÷åðåç N
n−n−ns

16

[2] . �àññìîòðèìïîäìíîãîîáðàçèå
N
n−n−ns

4

η,[2] ⊂ N
n−n−ns

16

[2] , (92)äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó η
3(n−ns)

32
N ,

ηN ∈ H2(N
n−n−ns

16

[2] ; Z/2). Îïðåäåëåíî ïîãðóæåíèå
gNη,[2] : N

n−n−ns
4

η,[2] # R
n, (93)37



êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (92).Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
8

[3] , îïðåäåëåííîå â (90) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåìñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1. Ïîäìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
2

η,[3] , îïðåäåëåí-íîå â (90), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ (93).Ïðèìåíèì Ëåììó 22 ê ãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó
ηb,Nη,[2] : Nη,[2] → Xb ⊂ K(Jb, 1) (94)è âû÷èñëèì êëàññ ãîìîëîãèé (91). Êëàññ ãîìîëîãèé (91) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì Ëåììû 24, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ÷åòíîãîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó êëàññû ãîìîëîãèé (85), (89) ëåæàòâ ãðóïïå, â êîòîðîé ÷åòíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-ñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ (94) îïðåäåëÿåòñÿëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ, îïèñàííûõ â Ëåììå24. Ëåììà 23 äîêàçàíà.7 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 17 è 18Ïîñòðîåíèÿ â ýòîì ðàçäåëå àíàëîãè÷íû ïîñòðîåíèÿì ðàçäåëà 6. Íà÷íåìäîêàçàòåëüñòâî ñî ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëèì ÷èñëî ns èç óñëî-âèÿ Òåîðåìû 6.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Y Y = Sn−

n−ns
4

+5/Qa × Sn−
n−ns

4
+5/i. Ýòîìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îäíîðîäíîãî êâàòåðíè-îííîãî è ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî dim(Y Y ) > n. Âûáåðåìâíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ Y Y ïîäìíîãîîáðàçèå Y ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàç-ìåðíîñòè 4, òàêîå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Y âêëàäûâàåòñÿ â R

n. Â ÷àñòíîñòè,
dim(Y ) < n.�àññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè Y Y ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé

Yj, j = 0, . . . , jmax, jmax =
3n+ ns + 24

16ðàçìåðíîñòè (n− n−ns
4

+ 8) è êîðàçìåðíîñòè (n− n−ns
4

+ 2), îïðåäåëåííîåïî �îðìóëå
Y0 = Sn−

n−ns
4

+5/Qa × S3/i, Z1 = Sn−
n−ns

4
+1/Qa × S7/i, . . . ,

Yj = Sn−
n−ns

4
+5−4j/Qa × S4j+3/i, . . . , Yjmax = S3/Qa × Sn−

n−ns
4

+3/i.Âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà â ìíîãîîáðàçèå
Y Y îïðåäåëåíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé.38



Îáúåäèíåíèå ∪jmaxj=0 Yj ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé {Yj} ìíîãîîáðàçèÿ
Y Y ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì (ñòðàòè�èöèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ îñî-áåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4) ðàçìåðíîñòè n − n−ns

4
+ 8, êîòîðîå îáî-çíà÷èì YQa⊕İa

⊂ Y Y .�àññìîòðèì ïîäãðóïïó
Ia ⊕ İa

ia⊕ȧ,Qa⊕İa−→ Qa ⊕ İa, (95)êîòîðàÿ èíäóöèðóåò 2-ëèñòíîå íàêðûòèå:
XX

pXX,Y Y
−→ Y Y. (96)Îïðåäåëèì íàêðûòèå

XIa⊕İa

pY
Qa⊕İa−→ YQa⊕İa

. (97)Ýòî íàêðûòèå èíäóöèðîâàíî ïîäãðóïïîé (95) ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ
YQa⊕İa

⊂ Y Y . Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî XIa⊕İa
âíàêðûòèè (97) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòè�èöèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåì ñîñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåíî ÿâ-íûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé â XX =

Sn−
n−ns

4
+5/i × Sn−

n−ns
4

+5/i, îïðåäåëåííûõ ïî �îðìóëå:
X0 = Sn−

n−ns
4

+5/i × S3/i, . . . , Xj = Sn−
n−ns

4
+5−4j/i × S4j+3/i, . . .

Xjmax = S3/i × Sn−
n−ns

4
+5/i.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ZZ = Sn−

n−ns
2

+5/Qa × Sn−
n−ns

2
+5/Qa. Ýòîìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îäíîðîäíûõ êâàòåð-íèîííûõ ïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî dim(ZZ) > n. Âûáåðåì âíóòðè ìíî-ãîîáðàçèÿ ZZ ïîäìíîãîîáðàçèå Z ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4,òàêîå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Z âêëàäûâàåòñÿ â R

n. Â ÷àñòíîñòè, dim(Z) < n.�àññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè ZZ ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé
Zj, j = 0, . . . , j′max, j′max =

n+ ns + 6

2ðàçìåðíîñòè (n− n−ns
2

+ 8) è êîðàçìåðíîñòè (n− n−ns
2

+ 2), îïðåäåëåííîåïî �îðìóëå
Z0 = Sn−

n−ns
2

+5/Qa × S3/Qa, Z1 = Sn−
n−ns

2
+1/Qa × S7/Qa, . . . ,

Zj = Sn−
n−ns

2
+5−4j/Qa×S

4j+3/Qa, . . . , Zj′max = S3/Qa×S
n−n−ns

2
+3/Qa.39



Âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà â ìíîãîîáðàçèå
ZZ îïðåäåëåíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé.Îáúåäèíåíèå ∪j′maxj=0 Zj ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé {Zj} ìíîãîîáðàçèÿ
ZZ ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì (ñòðàòè�èöèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ îñî-áåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4) ðàçìåðíîñòè n − n−ns

4
+ 8, êîòîðîå îáî-çíà÷èì ZQa⊕Q̇a

⊂ ZZ.�àññìîòðèì ïîäãðóïïó
Qa ⊕ İa

i
Qa⊕İa,Qa⊕Q̇a−→ Qa ⊕ Q̇a, (98)êîòîðàÿ èíäóöèðóåò 2-ëèñòíîå íàêðûòèå:

Y Y ′
p′
Y Y ′,ZZ
−→ ZZ. (99)Îïðåäåëèì íàêðûòèå

Y ′
Qa⊕İa

pZ
Qa⊕Q̇a−→ ZQa⊕Q̇a

. (100)Ýòî íàêðûòèå èíäóöèðîâàíî ïîäãðóïïîé (98) ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ
ZQa⊕İa

⊂ ZZ. Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî Y ′
Qa⊕İa

âíàêðûòèè (100) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòè�èöèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåìñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåíî ÿâ-íûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé â Y Y ′ =
Sn−

n−ns
2

+5/Qa × Sn−
n−ns

2
+5/i, îïðåäåëåííûõ ïî �îðìóëå:

Y ′
0 = Sn−

n−ns
2

+5/Qa × S3/i, . . . , Y ′
j = Sn−

n−ns
2

+5−4j/Qa × S4j+3/i, . . .

Y ′
jmax = S3/Qa × Sn−

n−ns
2

+5/i.Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ηX : XIa⊕İa
→ K(Ia ⊕ İa, 1), ηY : YQa⊕İa

→

K(Qa ⊕ İa, 1), ηY ′ : Y ′
Qa⊕İa

→ K(Qa ⊕ İa, 1), ηZ : ZQa⊕Q̇a
→ K(Qa ⊕

Q̇a, 1), ñîãëàñîâàííûå ñ âêëþ÷åíèÿìè ïîäãðóïï (98),(95) è íàêðûòèÿìè(97),(100). Îòîáðàæåíèå ηX ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîá-ðàæåíèé ηX,a× ηX,ȧ : XIa⊕İa
→ K(Ia, 1)×K(İa, 1). Îòîáðàæåíèå ηY ïðåä-ñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ηY,Qa × ηY,ȧ : YQa⊕İa

→

K(Qa, 1) × K(İa, 1). Îòîáðàæåíèå ηY ′ ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäå-íèåì îòîáðàæåíèé ηY ′,Qa×ηY ′,ȧ : Y ′
Qa⊕İa

→ K(Qa, 1)×K(İa, 1). Îòîáðàæå-íèå ζZ ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ζZ,Qa × ζZ,Q̇a
:

ZQa⊕Q̇a
→ K(Qa, 1) ×K(Q̇a, 1). 40



Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè JQa⊕İa
. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî JQa,j êàê äæîéí 3n+ns−16j+24
16

êî-ïèé êâàòåðíèîííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ïðè òåõ æå çíà-÷åíèÿõ j îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Jİa,j
= S4j+3, äè��åîìîð�íîå ñòàí-äàðòíîé 4j + 3�ìåðíîé ñ�åðå, êîòîðîå óäîáíî ñåáå ïðåäñòàâëÿòü êàêïðîñòðàíñòâî äæîéíà j + 1 ýêçåìïëÿðîâ ñòàíäàðòíîé ñ�åðû S3. Ïðî-ñòðàíñòâî JQa,j × Jİa,j

ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç JQa⊕İa,j
.Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå iJ

Qa⊕İa,j
: JQa⊕İa,j

⊂ JQa,0 ×

Jİa,jmax
, ãäå ñîìíîæèòåëü JQa,j (Jİa,j

) âêëþ÷àåòñÿ â äæîéí-îáðàç êàêñòàíäàðòíûé ïîääæîéí, ïîñòðîåííûé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà îä-íîðîäíûõ êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ (òðåõìåðíûõ ñ�åð) ïðè ñòàíäàðò-íîé íóìåðàöèè. Îáúåäèíåíèå ∪jmaxj=0 Im(iJ
Qa⊕İa,j

) îáðàçîâ âñåõ ýòèõ âëîæå-íèé ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç JQa⊕İa
,

JQa⊕İa
⊂ JQa,j × Jİa,j

.Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè JQa⊕Q̇a
. Äëÿ ïðîèçâîëüíî-ãî j = 0, . . . , j′max îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî J ′

Qa,j êàê äæîéí n+ns−8j+12
8êîïèé êâàòåðíèîííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ïðè òåõ æåçíà÷åíèÿõ j îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî J ′

Q̇a,j
, äè��åîìîð�íîå ïðîñòðàí-ñòâó äæîéíà j+1 ýêçåìïëÿðà êâàòåðíèîííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà

S3/Qa. Ïðîñòðàíñòâî J ′
Qa,j

× J ′
Q̇a,j

ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç
JQa⊕Q̇a,j

.Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå iJ
Qa⊕Q̇a,j

: JQa⊕Qa,j ⊂ J ′
Qa,0

×

J ′
Q̇a,j′max

, ãäå ñîìíîæèòåëè J ′
Qa,j, J ′

Q̇a,j
âêëþ÷àþòñÿ â äæîéí-îáðàç êàêñòàíäàðòíûå ïîääæîéíû, ïîñòðîåííûå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà îä-íîðîäíûõ êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè. Îáú-åäèíåíèå ∪

j′max
j=0 Im(iJ

Qa⊕Q̇a,j
) îáðàçîâ âñåõ ýòèõ âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ èñêî-ìûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç JQa⊕Q̇a

, JQa⊕Q̇a
⊂ J ′

Qa,0 ×
J ′
Q̇a,j′max

.Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå
ϕY : YQa⊕İa

→ JQa⊕İa
. (101)Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ϕY,j : YQa⊕İa,j
→ JQa⊕İa,j

. (102)Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (ñì. [A℄, ãëàâà 3, Îïðå-äåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c):
pYQa,j ,1

: Sn−
n−ns

4
−4j+5/Qa → JQa,j, (103)41



Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (ñì. [A℄, ãëàâà 3,Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ d):
pY

İa,j
,1 : S4j+3/i → Jİa,j

, (104)Îòîáðàæåíèå (102) îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îïèñàí-íûõ âûøå ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé (103), (104) ïî ïåðâîìó ñîìíîæèòå-ëþ è ïî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ:
ϕY

Qa⊕İa,j
= pYQa,j ,1

× pY
İa,j

,2 : Sn−
n−ns

4
−4j+5/i × S4j+3/i →

JQa,j × Jİa,j
= JQa⊕İa,j

.Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (101) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ðàç-âåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕY
Qa⊕İa,j

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ ïåðåñå-÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé YQa⊕İa,j
â ìíîãîîáðàçèè Y Y .Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

ϕZ : ZQa⊕Q̇a
→ JQa⊕Q̇a

. (105)Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , j′max îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
ϕZ

Qa⊕Q̇a,j
: ZQa⊕Q̇a,j

→ JQa⊕Q̇a,j
. (106)Îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ (ñì. [A℄, ãëàâà 3,Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c):

pZQa,j ,1
: Sn−

n−ns
2

−4j+5/Qa → JQa,j , (107)
pZ

Q̇a,j
,1 : S4j+3/Qa → JQ̇a,j

. (108)Îòîáðàæåíèå (106) îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îïèñàí-íûõ âûøå ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé (107), (108) ïî ïåðâîìó ñîìíîæèòå-ëþ è ïî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ:
ϕZ

Qa⊕Q̇a
,j = pZQa,j ,1

× pZ
Q̇a,j

,2 : Sn−
n−ns

2
−4j+5/Qa × S4j+3/Qa →

JQa,j × JQ̇a,j
= JQa⊕Q̇a,j

.Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (105) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ðàç-âåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕZ
Qa⊕Q̇a,j

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ ïåðåñå-÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé YQa⊕İa,j
â ìíîãîîáðàçèè ZZ.42



Îïðåäåëèì âëîæåíèå iJ
Qa⊕İa

: JQa⊕İa
⊂ R

n. Ýòî âëîæåíèå ñòðîèò-ñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñåìåéñòâà ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ
JQa⊕İa,j

, 0 ≤ j ≤ jmax â ñåìåéñòâî jmax + 1 åâêëèäîâûõ ïîäïðîñòðàíñòââ R
n ðàçìåðíîñòè 5(3n+ns+24)

16
+ 3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì n > 5ns + 168, êîòîðîå âûïîë-íåíî ïî óñëîâèþ Òåîðåìû 17. Ïðè óêàçàííîì íåðàâåíñòâå ðàçìåðíîñòüåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ìåíüøå n.Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ñîäåðæèò ïàðó ïðîñòðàíñòâäîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé: R

5(3n+ns+24)
16

−5j−1, R
5j+4, ïåðåñåêàþùèõñÿâ íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè ïåðå-ñåêàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîðàçìåðíîñòè 4. Ïåðåñå÷åíèå â ïðîñòðàí-ñòâå ñ ìåíüøèì (áîëüøèì) ñîñåäíèì íîìåðîì òåðÿåò êîðàçìåðíîñòü 4âäîëü ïåðâîãî (âòîðîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà âûáðàííîé ïàðû. Âíóòðè ïðî-ñòðàíñòâà ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-íèå âëîæåíèé

iJQa,j : JQa,j ⊂ R
5(3n+ns+24)

16
−5j−1, (109)

iJ
İa,j

: Jİa,j
⊂ R

5j+4. (110)Âëîæåíèå (109) îïðåäåëåíî êàê äæîéí 3n+ns+24−16j
16

êîïèé âëîæåíèé Ìàñ-ñè S3/Qa ⊂ R
4 (ñì. [A℄, ðàçäåë 3, Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c). Âëîæåíèå(110) îïðåäåëåíî êàê ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå (4j+ 3)�ìåðíîé ñ�åðû â åâ-êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáúåäèíÿÿ ñåìåéñòâî ïîñòðîåííûõ âëîæåííèé,ïîëó÷èì âëîæåíèå iJ

Qa⊕İa
: JQa⊕İa

⊂ R
n.Îïðåäåëèì âëîæåíèå iJ

Qa⊕Q̇a
: JQa⊕Q̇a

⊂ R
n. Ýòî âëîæåíèå ñòðîèò-ñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñåìåéñòâà ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ

JQa⊕Q̇a,j
, 0 ≤ j ≤ j′max â ñåìåéñòâî j′max + 1 åâêëèäîâûõ ïîäïðîñòðàíñòââ R

n ðàçìåðíîñòè 5(n+ns+12)
8

+ 3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì n > 5ns+84
3

, êîòîðîå âûïîëíåíîïî óñëîâèþ Òåîðåìû 18. Ïðè óêàçàííîì íåðàâåíñòâå ðàçìåðíîñòü åâêëè-äîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ìåíüøå n.Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ñîäåðæèò ïàðó ïðîñòðàíñòâäîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé R
5(n+ns+12)

8
−5j−1, R

5j+4, ïåðåñåêàþùèõñÿ âíà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè ïåðåñå-êàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîðàçìåðíîñòè 4. Ïåðåñå÷åíèå â ïðîñòðàí-ñòâå ñ ìåíüøèì (áîëüøèì) ñîñåäíèì íîìåðîì òåðÿåò êîðàçìåðíîñòü 4âäîëü ïåðâîãî (âòîðîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà âûáðàííîé ïàðû. Âíóòðè ïðî-ñòðàíñòâà ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-íèå âëîæåíèé
iJ ′

Qa,j
: J ′

Qa,j ⊂ R
5(n+ns+12)

8
−5j−1, (111)43



iJ ′

Q̇a,j
: J ′

Q̇a,j
⊂ R

5j+4. (112)Âëîæåíèå (111) îïðåäåëåíî êàê äæîéí n+ns+12−16j
8

êîïèé âëîæåíèé Ìàñ-ñè S3/Qa ⊂ R
4 (ñì. [A℄, ðàçäåë 3, Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c). Âëîæå-íèå (112) îïðåäåëåíî êàê äæîéí j + 1 êîïèè âëîæåíèÿ Ìàññè S3/Qa ⊂

R
4. Îáúåäèíÿÿ ñåìåéñòâî ïîñòðîåííûõ âëîæåííèé, ïîëó÷èì âëîæåíèå

iJ
Qa⊕Q̇a

: JQa⊕Q̇a
⊂ R

n.Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ cY ′

Qa⊕İa
: Y ′

Qa⊕İa
→ R

nÑíà÷àëà îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Z
Qa⊕Q̇a

: ZQa⊕Q̇a
→

R
n. Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äå�îðìàöèè êîìïîçèöèè iJ

Qa⊕Q̇a
◦ ϕZ

Qa⊕Q̇a
: ZQa⊕Q̇a

→ R
n, ïðè÷åì ñà-ìà äå�îðìàöèÿ è åå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà(ñì. àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå â [A℄, Ëåììà 25). �àññìîòðèì êîìïîçè-öèþ d̂Z

Qa⊕Q̇a
◦ pY ′

Qa⊕İa
: Y ′

Qa⊕İa
→ R

n è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå
cY ′

Qa⊕İa
: Y ′

Qa⊕İa
→ R

n â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äå�îðìàöèèýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì ε′ << ε.Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ cX
Ia⊕İa

: XIa⊕İa
→ R

nÎïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Y : YQa⊕İa
→ R

n. Ýòî îòîáðà-æåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äå�îðìàöèè êîì-ïîçèöèè iJ
Qa⊕İa

◦ ϕY
Qa⊕İa

: YQa⊕İa
→ R

n, ïðè÷åì ñàìà äå�îðìàöèÿ è ååêàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (ñì. àíàëîãè÷íîå ïî-ñòðîåíèå â [A℄, Ëåììà 25). �àññìîòðèì êîìïîçèöèþ d̂Y
Qa⊕İa

◦ ϕX
Ia⊕İa

:
XIa⊕İa

→ R
n è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå dX

Ia⊕İa
: XIa⊕İa

→ R
n âðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äå�îðìàöèè ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà

ε′, ïðè÷åì ε′ << ε.
Qa ⊕ İa�ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ cX

Ia⊕İa
: XIa⊕İa

→ R
n�àññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĉY

Qa⊕İa
: YQa⊕İa

→

R
n è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N̂(dY

Qa⊕İa
). Ïîëèýäð N̂(dY

Qa⊕İa
) ÿâëÿåòñÿ ìíî-ãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 4) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáî-çíà÷èì ÷åðåç ∂N̂(dY

Qa⊕İa
).�àññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ cX

Ia⊕İa
: XIa⊕İa

→

R
n è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(cX

Ia⊕İa
). Ïîëèýäð N(cX

Ia⊕İa
) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-îáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 4) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà-÷èì ÷åðåç ∂N(cX

Ia⊕İa
). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(cX

Ia⊕İa
)44



ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè 
 êðà-åì N(cX
Ia⊕İa

) = NX
Ia⊕İa

,antigiag∪NX
Ia⊕İa

,Γ ïî îáùåìó êðàþ, òàêèì îáðàçîì,÷òî:1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX
Ia⊕İa,Γ

ÿâëÿåòñÿ íàêðû-âàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè pNX
Ia⊕İa,Γ

:

NX
Ia⊕İa,Γ

→ N̂(cY
Qa⊕İa

).2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX
Ia⊕İa

,antidiag âîçíèêà-åò ïðè äå�îðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pY
Ia⊕İa

: XIa⊕İa
→ YQa⊕İaâíóòðè ðåãóëÿðíîé (ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà

ĉY
Qa⊕İa

(YQa⊕İa
).�àññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ cX

Ia⊕İa
: XIa⊕İa

→

R
n è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(cX

Ia⊕İa
). Ïîëèýäð N(cX

Ia⊕İa
) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-îáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà-÷èì ÷åðåç ∂N(cX

Ia⊕İa
). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(cX

Ia⊕İa
)ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè 
 êðà-åì N(cX

Ia⊕İa
) = NX

Ia⊕İa,antigiag
∪NX

Ia⊕İa,Γ
ïî îáùåìó êðàþ, òàêèì îáðàçîì,÷òî:1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX

Ia⊕İa
,Γ ÿâëÿåòñÿ íàêðû-âàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè pNX

Ia⊕İa
,Γ

:

NX
Ia⊕İa

,Γ → N(cY
Qa⊕İa

).2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåìNX
Ia⊕İa

,antidiag âîçíèêàåò ïðèäå�îðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pX
Ia⊕İa

âíóòðè ðåãóëÿðíîé (ïîãðó-æåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà cY
Qa⊕İa

(YQa⊕İa
).Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç Ëåììû 25 [A℄, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ζQa⊕İa,N(cX
Ia⊕İa

) : (N(cX
Ia⊕İa

), ∂N(cX
Ia⊕İa

)) →

(K(Qa ⊕ İa, 1), K(Ia ⊕ İa, 1)). (113)Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîîòîáðàæåíèÿ íà NX
Ia⊕İa

,antidiag ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîåííûì îòîáðàæå-íèåì íà NY
Qa⊕İa

,Γ, ïî àíòèäèàãîíàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå óêàçàííûéîòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(cX
Ia⊕İa

) îïðåäåëÿþò-ñÿ êîìïîçèöèåé ∂N(cX
Ia⊕İa

) ⊂ XIa⊕İa

ηX
Ia⊕İa−→ K(Ia ⊕ İa, 1). Îòîáðàæåíèå(113) îïðåäåëÿåò Ia ⊕ İa ñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ cX

Ia⊕İa
.

45



Áèêâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ cY ′

Qa⊕İa
: Y ′

Qa⊕İa
→

R
nÀíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîñòðîåíèþ, îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñî-áåííîñòÿìè ñ êðàåì N(cY ′

Qa⊕İa
) è îòîáðàæåíèå

ζN(cY ′

Qa⊕İa

) : (N(cY ′

Qa⊕İa
), ∂N(cY ′

Qa⊕İa
) →

(K(Qa ⊕ Q̇a, 1), K(Qa ⊕ İa, 1)). (114)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(cY ′

Qa⊕İa
) îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé

∂N(cY ′

Qa⊕İa
) ⊂ Y ′

Qa⊕İa

ηY ′

Qa⊕İa−→ K(Qa ⊕ İa, 1). Îòîáðàæåíèå (114) îïðåäå-ëÿåò Qa ⊕ Q̇a ñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ cY ′

Qa⊕İa
.Êîíñòðóêöèÿ Z

[4]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ Qa⊕İa�ñòðóêòóðîéâ Òåîðåìå 17Ïóñòü çàäàíî Z
[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

4 # R
n.Ïî óñëîâèþ òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηa⊕ȧ,N : Nn−n−ns

4 → K(Ia ⊕
İa, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå (42). Îòîáðàæåíèå ηa⊕ȧ,N îïðå-äåëÿåò îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηa⊕ȧ,X :

Nn−n−ns
4 → XIa⊕İa

, ïîñêîëüêó XIa⊕İa
âêëàäûâàåòñÿ â K(Ia ⊕ İa, 1) êàêîñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò ìåíüøèéîñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n − n−ns

4
+ 1 =

dim(N) + 1.�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ cX
Ia⊕İa

◦ ηX
Ia⊕İa

: Nn−n−ns
4 → R

n è ðàññìîò-ðèì ìàëóþ äå�îðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1 â êëàñ-ñå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns
4 # R

n. Êà-ëèáð δ äå�îðìàöèè cX
Ia⊕İa

◦ ηX
Ia⊕İa

7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî ìåíüøèì
ε′. Ïîãðóæåíèå g1 ñíàáæåíî D4�îñíàùåíèåì Ψ1 
 òåì æå õàðàêòåðèñòè-÷åñêèì êëàññîì ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1,Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò â ãðóïïå
ImmZ

[4]
(n− n−ns

4
, n−ns

4
) ýëåìåíò y.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−n−ns

2 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
g1. Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

Ln−
n−ns

2 = L
n−n−ns

2
cycl ∪ L

n−n−ns
2

Ia⊕İa
(115)ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns

2
cycl ïîãðóæåíî â ðåãó-ëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(cX

Ia⊕İa
). Ìíîãîîáðàçèå46



L
n−n−ns

2

Ia⊕İa
ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) íåêðèòè÷åñêèõ òî÷åêïîëèýäðà dX

Ia⊕İa
(XIa⊕İa

) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
πL

Ia⊕İa
: L

n−n−ns
2

Ia⊕İa
→ XIa⊕İa

(116)ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (115) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð â ðàñ-ñìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ïîãðó-æåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéîòîáðàæåíèÿ cX
Ia⊕İa

: XIa⊕İa
→ R

n (
ì. àíàëîãè÷íîå Ïðåäëîæåíèå 21 èç[A℄).Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå
ζQa⊕İa,L

: Ln−
n−ns

2 → K(Qa ⊕ İa), 1). (117)Îòîáðàæåíèå ζQa⊕İa,L
çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (115).Íà êîìïîíåíòå Ln−n−ns

2
cycl îòîáðàæåíèå ζQa⊕İa,L

îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì(113), êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîãðóæåííóþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñò-íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè N(cX
Ia⊕İa

) âíå êðèòè÷åñêèõ çíà÷å-íèé. Íà êîìïîíåíòå Ln−n−ns
2

Qa⊕İa
îòîáðàæåíèå ζQa⊕İa,L

îïðåäåëåíî êîìïîçè-öèåé
L
n−n−ns

2

Ia⊕İa

πX
Ia⊕İa−→ XIa⊕İa

ηX
Ia⊕İa−→ K(Ia ⊕ İa, 1)

i
Ia⊕İa,Qa⊕İa−→ K(Qa ⊕ İd, 1).Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëåäóåòèç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (113). Îòîáðàæåíèå(117), îïðåäåëÿþùåå Qa ⊕ İa�ñòðóêòóðó Z

[4]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(g1,Ψ1, ηN ) îïðåäåëåíî.Êîíñòðóêöèÿ Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ áèêâàòåðíèîí-íîé ñòðóêòóðîé â Òåîðåìå 18Ïóñòü çàäàíî Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

2 #

R
n, îïðåäåëÿþùåå ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]

(n − n−ns
2
, n−ns

2
). Ïî óñëîâèþòåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηQa⊕İa

: Nn−n−ns
2 → K(Qa⊕ İa, 1), ïðè ýòîìâûïîëíåíî óðàâíåíèå (43). Îòîáðàæåíèå ηQa⊕İa,N

îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷-íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηY ′

Qa⊕İa
: Nn−n−ns

2 → Y ′
Qa⊕İa

,ïîñêîëüêó Y ′
Qa⊕İa

âêëàäûâàåòñÿ â K(Qa ⊕ İa, 1) êàê îñòîâ ñòàíäàðòíîãîêëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé çàâåäîìî ñîäåðæèò ìåíüøèé îñòîâ ñòàí-äàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n− n−ns
2

+ 1 = dim(N) + 1.47



�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ cY ′

Qa⊕İa
◦ ηY ′

Qa⊕İa
: Nn−n−ns

2 → R
n è ðàññìîò-ðèì ìàëóþ äå�îðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1 â êëàñ-ñå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns

2 # R
n. Êà-ëèáð δ äå�îðìàöèè dY ′

Qa⊕İa
◦ ηY ′

Qa⊕İa
7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî ìåíüøèì

ε′. Ïîãðóæåíèå g1 ñíàáæåíî Z/3[5]�îñíàùåíèåì Ψ1 
 òåì æå õàðàêòåðè-ñòè÷åñêèì êëàññîì ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1,Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò â ãðóïïå
ImmZ/2[5]

(n− n−ns
2
, n−ns

2
) ýëåìåíò y.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lns ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1.Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå
Lns = Lnscycl ∪ L

ns
Qa⊕İa

(118)ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå Lnscycl ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ(ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(dY
Qa⊕İa

). Ìíîãîîáðàçèå Lns
Qa⊕İaïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïîëèýäðà

cY ′

Qa⊕İa
(Y ′

Qa⊕İa
) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

πL
Qa⊕İa

: Lns
Qa⊕İa

→ Y ′
Qa⊕İa

(119)ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (118) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð â ðàñ-ñìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ïîãðó-æåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéîòîáðàæåíèÿ cY ′

Qa⊕İa
: Y ′

Qa⊕İa
→ R

n (
ì. àíàëîãè÷íîå Ïðåäëîæåíèå 21 èç[A℄).Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå
ζQa⊕İa,L

: Lns → K(Qa ⊕ Q̇a, 1). (120)Îòîáðàæåíèå ζQa⊕Q̇a
çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (118).Íà êîìïîíåíòå Lnscycl îòîáðàæåíèå ζQa⊕Q̇a,L

îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì(114), êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ìíîãîîá-ðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè N(dY
Qa⊕İa

). Íà êîìïîíåíòå Lns
Qa⊕İa

îòîáðàæåíèå
ζQa⊕Q̇a,L

îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé
Lns

Qa⊕İa

πL
Qa⊕İa−→ Y ′

Qa⊕İa

ηY
Qa⊕İa−→ K(Qa ⊕ İa, 1)

i
Qa⊕İa,Qa⊕Q̇a−→ K(Qa ⊕ Q̇a, 1).Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëå-äóåò èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (114). Îòîáðà-æåíèå (120), îïðåäåëÿþùåå Qa ⊕ Q̇a�ñòðóêòóðó Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïî-ãðóæåíèÿ (g1,Ψ1, ηN) îïðåäåëåíî. 48



Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (42)�àññìîòðèì Z/4[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1,Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå âû-øå. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò òî æå ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]
(n −

n−ns
4
, n−ns

4
). Ïî óñëîâèþ ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

4 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì
ηQa⊕İa,N

: Nn−n−ns
4 → K(Qa ⊕ İa, 1). �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns

2ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (117).Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå
N
n−n−ns

2
η ⊂ Nn−n−ns

4 , (121)äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η n−ns32

[4] ∈ H
n−ns

4 (Nn−n−ns
4 ; Z/2).�àññìîòðèì ïîãðóæåíèå (îáùåãî ïîëîæåíèÿ) gNη : N

n−n−ns
2

η # R
n, îïðå-äåëåííîå êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (121). Îáî-çíà÷èì ÷åðåç Lnsη ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðå-äåëåíî âëîæåíèå ïîäìíîãîîáðàçèé

Lnsη ⊂ Ln−
n−ns

2 . (122)Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
ζQa⊕İa,Lη

: Lnsη → K(Qa ⊕ İa, 1)êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (117) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (122). Çàìåòèì,÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (122) ïðåäñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîé-ñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ n−ns)32 ∈ H
n−ns

2 (Ln−
n−ns

2 ; Z/2).Ïîýòîìó óðàâíåíèå (40) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:
Θ

n−ns
32

D4
(y) = 〈ζ̄

ns
2

b,Lη
; [L̄b,η]〉. (123)Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄nsη,b íàä ìíîãîîáðàçèåì (122)åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

4 è åãî �óí-äàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå �åðáåðòà) ãîìîëîãè-÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
n−ns

32 ∈

H
3(n−ns)

4 (Nn−n−ns
4 ; Z/2). Óðàâíåíèå ðàâíåíèå (42) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþ-ùåìó:

Θ
n−ns

32
D4

(y) = 〈η
ns
2
b,Nη

; [N̄η,b]〉, (124)ãäå îòîáðàæåíèå ηb,Nη : N̄ns
η,b → K(Jb, 1) îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå íàêðû-òèÿ íàä îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ ηb,N íà ïîäìíîãîîáðàçèå (121).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòèðàâåíñòâ (123) (124) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òåîðåìà17 äîêàçàíà. 49



Ëåììà 25. Êëàññû ãîìîëîãèé
ζ̄b,∗([L̄b,η] ∈ Hns(K(Jb, 1); Z/2), (125)
η̄b,∗([N̄b,η]) ∈ Hns(K(Jb, 1); Z/2), (126)àíàëîãè÷íûå ãîìîëîãè÷åñêèì êëàññàì (73), (74), ðàâíû.Ïåðå�îðìóëèðóåì ëåììó è äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Êëàññãîìîëîãèé (126) ìîæíî îáîáùèòü è îïðåäåëèòü â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè,áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Lnsη ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.Ïóñòü îïðåäåëåíî çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå R2r ñîñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4 ðàçìåðíîñòè dim(R) = 2r, 2r = −2

(mod 8), n
2

≤ 2r ≤ n − n−ns
4
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå

ηIa⊕İa,R
: R2r → XIa⊕İa

ηX
Ia⊕İa−→ K(Ia ⊕ İa, 1).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå gR : R2r → R

n îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîòîðîåîïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé äå�îðìàöèåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîá-ðàæåíèÿ R2r
g
Ia⊕İa,R−→ → XIa⊕İa

dX
Ia⊕İa−→ R

n. Îïðåäåëåíî îðèåíòèðîâàííîåìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r ñàìîïåðåñå÷íèÿ îòîáðàæåíèÿ gR.Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ T n−4r ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðà-æåíèÿ gR. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûòèå T̄ n−4r → T n−4r,ðàçâåòâëåííîå âäîëü êðàÿ. Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ζQa⊕İa,T
: T̄ n−4r →

K(Qa ⊕ İa, 1) â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè ïîãðóæåíèÿ T̄ n−4r
# R2r ñ îòîá-ðàæåíèåì ηIa⊕İa,R

.Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé
ηIa⊕İa,T,∗

([T̄ ]) ∈ Hn−4r(K(Ia ⊕ İa, 1); Z/2), (127)îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (126). Êëàññ ãîìîëîãèé (125) òàêæå ìîæíîîáîáùèòü íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé.Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå
T n−4r = T n−4r

cycl ∪ T n−4r

Ia⊕İa
, (128)àíàëîãè÷íîå ðàçáèåíèþ (115).Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r öåëèêîì ëåæèò âêîìïîíåíòå T n−4r

Ia⊕İa
è ïðîåêöèÿ

πT
Ia⊕İa

: T n−4r

Ia⊕İa
→ XIa⊕İa

, (129)àíàëîãè÷íàÿ îòîáðàæåíèþ (116), ïåðåâîäèò êðàé ∂T n−4r â ðåãóëÿðíóþ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè XIa⊕İa
.50



Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
ζQa⊕İa,T

: (T n−4r, ∂T n−4r) → (K(Qa ⊕ İa, 1), (K(Ia ⊕ İa, 1)), (130)àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ (117).Ïîñêîëüêó êîðàçìåðíîñòü îòîáðàæåíèÿ gR ÷åòíà, è ìíîãîîáðàçèå ñîñîáåííîñòÿìè R2r ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, òî è ìíîãîîáðàçèå ñ îñî-áåííîñòÿìè ñ êðàåì T n−4r òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì. Ñëåäîâà-òåëüíî îòíîñèòåëüíûé êëàññ ãîìîëîãèé
ζQa⊕İa,T,∗

: ([T n−4r, ∂T n−4r]) ∈ Hn−4r(K(Qa ⊕ İa, 1), (K(Ia ⊕ İa, 1)); Z/2)ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ 2 ñîîòâåòñòâóþùåãî öåëî÷èñëåííîãîêëàññà èç ãðóïïû Hn−4r(K(Qa ⊕ İa, 1), K(Ia ⊕ İa, 1)); Z).Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ζQa⊕İa,T
íà êðàé ∂T n−4r ïðèíèìàåò çíà÷å-íèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå K(Ia ⊕ İa, 1) ⊂ K(Qa ⊕ İa, 1). Îáðàç �óíäàìåí-òàëüíîãî öèêëà ζQa⊕İa,T,∗

([∂T n−4r]) ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè, êðàåì,îïðåäåëÿåò íóëåâîé öèêë â ãðóïïå Hns−1(K(Ia⊕İa, 1); Z/2), ïîñêîëüêó ëå-æèò â îáðàçå íóëåâîé ãðóïïû Hn−4r−1(K(Ia⊕ İa, 1); Z) ïðè ãîìîìîð�èçìåïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 (ñì. àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â Ëåììå 16 èç[A℄). Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ãîìîëîãèé
ζ̄Ia⊕İa,∗

([T̄b] ∈ Hn−4r(K(Ia ⊕ İa, 1); Z/2) (131)îïðåäåëåí.Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû (127), (131) îïðåäåëåíû, åñ-ëè â êà÷åñòâå ìíîãîîáðàçèÿ R2r âûáðàòü ìíîãîîáðàçèå R2r
i = S2r−8i+1/i×

S8i−1/i, à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ηIa⊕İa,R
âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå ñòàí-äàðòíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîêî-îðäèíàòíûõ âëîæåíèèé

ηIa⊕İa,Ri
: S2r−8i+1 × RP8i−1 ⊂ XIa⊕İa,j

ϕ
Ia⊕İa

,j

−→ XIa⊕İa

ηX
Ia⊕İa−→ K(Ia ⊕ İa, 1), (132)ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ 8i ≤ 2r + 1, 0 ≤ j ≤ jmax.Ëåììà 26. Îáîçíà÷èì îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ηIa⊕İa,Ri,∗

([Ri]) ∈

H2r(K(Ia ⊕ İa, 1); Z) ÷åðåç (2r − 8i+ 1 × 8i− 1).� 1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r− 8i+1× 8i− 1) ∈ H2r(K(Ia⊕ İa, 1); Z),çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (132), êëàññ ãîìîëîãèé (127), ëåæàùèé â òîé51



æå ãðóïïå, ðàâåí (4r−16i+2− n
2
×16i−2− n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â ñêîáêàõñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç ÷èñåë âñêîáêàõ îòðèöàòåëüíî.� 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (131), îáîáùàþùèé êëàññ (125) äëÿîðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n− n+ns

2
, ñîâ-ïàäàåò ñ êëàññîì (127), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (126).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 26Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, êîòîðîå îïóñêàåòñÿ.Óòâåðæäåíèå 2 âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX

Ia⊕İa
, ñì. àíàëî-ãè÷íóþ �îðìóëó (20) â [A℄. Ëåììà 26 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 25�àññìîòðèì ïàðó ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëåííûõ �îðìóëîé (121) è ïåðå-îáîçíà÷èì ýòó ïàðó ìíîãîîáðàçèé ÷åðåç

N
n−n−ns

2

η,[4] ⊂ N
n−n−ns

4

[4] . (133)Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
4

[4] ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì
ηIa⊕İa,[4]

: N
n−n−ns

4

[4] → K(Ia ⊕ İa, 1). (134)Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
4

[4] ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà ñîâïà-äàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ln−n−ns
4 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ Z/2[4]�îñíàùåííûì ìíî-ãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g1,Ψ1, ηN)ìíîãîîáðàçèÿ Nn−n−ns

8 , îïðåäåëåíîãî â óñëîâèè Òåîðåìû 12.Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
8 ÷åðåç N

n−n−ns
8

[3] . �àññìîòðèìïîäìíîãîîáðàçèå
N
n−n−ns

4

η,[3] ⊂ N
n−n−ns

8

[3] , (135)äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó η n−ns16
N , ηN ∈

H4(N
n−n−ns

8

[3] ; Z/2). Îïðåäåëåíî ïîãðóæåíèå
gNη,[3] : N

n−n−ns
4

η,[3] # R
n, (136)êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (135).52



Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
4

[4] , îïðåäåëåííîå â (133) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåìñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1. Ïîäìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
2

η,[4] , îïðåäåëåí-íîå â (133), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ (136).Ïðèìåíèì Ëåììó 24 ê ãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó
ηa⊕ḋ,Nη,[3] : N

n−n−ns
2

η,[3] → XIa⊕İd
⊂ K(Ia ⊕ İd, 1) (137)è âû÷èñëèì êëàññ ãîìîëîãèé (134). Êëàññ ãîìîëîãèé (134) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì Ëåììû 26, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ÷åòíîãîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó êëàññû ãîìîëîãèé (125), (126) ëå-æàò â ãðóïïå, â êîòîðîé ÷åòíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, íå îãðàíè÷èâàÿîáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ (149) îïðå-äåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ, îïèñàííûõ âËåììå 26. Ëåììà 25 äîêàçàíà.Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 25. Íàáîð ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé (132)ïðè 2r = n − n−ns

2
ðåàëèçóåò âñå ýëåìåíòû â ãðóïïå Hn−n−ns

2
(XIa⊕İa

; Z).Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
2

η îêàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, îòîá-ðàæåíèå gη : N
n−n−ns

2
η → R

n êîáîðäàíòíî äèçúþíêòíîìó íàáîðó ñòàí-äàðòíûõ îòîáðàæåíèé (132) â êëàññå îòîáðàæåíèé îðèåíòèðîâàííûõìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèåêëàññû îòîáðàæåíèÿ ïðè êîáîðäèçìå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ. Ñëåäî-âàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà (125) (126) ðàâíû. Ëåììà 25 äîêà-çàíà.Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (43)�àññìîòðèì Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1,Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå âû-øå. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]
(n − n−ns

2
, n−ns

2
),òîò æå, ÷òî è èñõîäíîå Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g,Ψ, ηN).Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

2 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì ηQa⊕İa,N
: Nn−n−ns

2 →

K(Qa ⊕ İa, 1). �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Lns ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæå-íèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (120).Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå
Nns
η ⊂ Nn−n−ns

2 , (138)äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η n−ns8 ∈ H
n−ns

2 (Nn−n−ns
2 ; Z/2).Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Lnsη (139)53



ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðåäåëåíî îòîáðàæå-íèå
ζQa⊕Qa,Lη : Lnsη → K(Qa ⊕ Q̇a, 1)êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (120) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (139).Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄nsη íàä ìíîãîîáðàçèåì (139)åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

2 è åãî �óí-äàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå �åðáåðòà) ãîìîëîãè-÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
n−ns

32 ∈
H

n−ns
2 (Nn−n−ns

2 ; Z/2). Óðàâíåíèå (41) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:
Θ

n−ns
32

Z/2[5](y) = 〈ζ̄
ns
2
b,L; [L̄b]〉. (140)Óðàâíåíèå (43) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[5] = 〈η̄
ns
2

b,N ; [N̄b,η]〉, (141)ãäå ìíîãîîáðàçèå N̄b,η è îòîáðàæåíèå η̄b,Nη : N̄b,η → K(Jb, 1) îïðåäåëå-íû êàê 8-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ìíîãîîáðàçèåì Nns è îòîáðàæåíèåì
ηQa⊕İa,Nη

: Nns
η → K(Qa ⊕ İa, 1).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòèðàâåíñòâ (140) (141) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé Ëåììå. Òåîðåìà18 äîêàçàíà.Ëåììà 27. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄b,L,∗([L̄b] ∈ Hns(K(Jb, 1); Z/2), (142)
η̄b,∗([N̄b,η]) ∈ Hns(K(Jb, 1); Z/2) (143)ðàâíû.Ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå 22.Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû, àíàëîãè÷íûå (127), (131).Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî r, r = −2 (mod 16) îïðåäåëèì ñåìåé-ñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé R2r

i = S2r−16i+1/Qa × S16i−1/i, 0 ≤
i ≤ r−6

8
, 2r ≤ n − n−ns

2
= dim(Y ′

Qa⊕İa
) − 8. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ

ηQa⊕İa,R
: R2r → YQa⊕İa

âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå,îïðåäåëåííîå êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé
ηQa⊕İa,Ri

: S2r−16i+1/i× RP16i−1 ⊂ Yj
ϕYj
−→54



YQa⊕İa

ηY
Qa⊕İa−→ K(Qa ⊕ İa, 1), (144)ïðè íåêîòîðûõ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ i ≤ r−6

8
, 0 ≤ j ≤ j′max.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå gR : R2r → R

n, êàê ðåçóëüòàò äå�îðìà-öèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dY ′

Qa⊕İa
◦ ηQa⊕İa,R

. Îïðåäåëåíî îðè-åíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì T 4r−n ðàçìåðíîñòè
dim(T ) = 4r − n, êàê ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ gR.Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ñëóæèò êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûìðàçâåòâëåííûì íàêðûâàþùèì íàä ìíîãîîáðàçèåì T 4r−n. Ìíîãîîáðàçèåñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ïîãðóæåíî â ìíîãîîáðàçèå R2r, ïîýòîìó ïðåäåëåíêëàññ ãîìîëîãèé

ζ̄b,T,∗([T̄b] ∈ H4r−n(K(Jb, 1); Z/2), (145)îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (142).Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé
η̄b,T,∗([T̄b]) ∈ H4r−n(K(Jb, 1); Z/2), (146)îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (143).Ëåììà 28. Îáîçíà÷èì îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà

ηQa⊕İa,Ri,∗
([Ri]) ∈ H2r(K(Ia ⊕ İd, 1); Z) ÷åðåç (2r − 16i+ 1 × 16i− 1).�1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r−16i+1×16i−1) ∈ Hr(K(Qa⊕ İa, 1); Z),çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (144), êëàññ ãîìîëîãèé (146), ëåæàùèé â òîéæå ãðóïïå, ðàâåí (4r − 32i+ 2 − n

2
× 32i+ 2 − n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â ñêîá-êàõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç ÷èñåëîòðèöàòåëüíî.�2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (145), îáîáùàþùèé êëàññ (142) äëÿîðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n− n+ns

2
, ñîâ-ïàäàåò ñ êëàññîì (146), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (143).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 28Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåìì 23,24.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 27�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå (138) è ïåðåîáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

N
n−n−ns

2

[5] . (147)55



Ìíîãîîáðàçèå (147) ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì
ηQa⊕İa,[5]

: N
n−n−ns

2

[5] → K(Qa ⊕ İa, 1). (148)Ìíîãîîáðàçèå (147) ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà ñîâïà-äàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ln−
n−ns

2 èç Òåîðåìû 17, ò.å. ÿâëÿåòñÿ Z/2[5]�îñíàùåííûì ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[4]�îñíàùåííîãî ïîãðó-æåíèÿ (g1,Ψ1, ηN), ãäå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
4 îïðåäåëåíî â óñëîâèè Òåî-ðåìû 17. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

4 ÷åðåç Nn−n−ns
4

[4] .Ïðèìåíèì Ëåììó 28 ê ãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó
ηQa⊕İa,N[5]

: N
n−n−ns

2

[5] → Y ′
Qa⊕İa

⊂ K(Qa ⊕ İa, 1) (149)è âû÷èñëèì êëàññ ãîìîëîãèé (134). Êëàññ ãîìîëîãèé (134) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì Ëåììû 24, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ÷åòíîãîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó êëàññû ãîìîëîãèé (145), (146) ëå-æàò â ãðóïïå, â êîòîðîé ÷åòíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, íå îãðàíè÷èâàÿîáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ (149) îïðå-äåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ, îïèñàííûõ âËåììå 28. Ëåììà 27 äîêàçàíà.8 Òåîðåìà î ðåòðàêöèèÌû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ðåòðàêöèè, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñüâ �îðìóëèðîâêå Òåîðåìû 6.Òåîðåìà 29. Òåîðåìà î ðåòðàêöèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî dñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l = l(d) òàêîå, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò âãðóïïå êîáîðäèçìà Immsf(2l
′

− 3, 1), ïðè l′ ≥ l, äîïóñêàåò ðåòðàêöèþïîðÿäêà d− 1 (ñì. Îïðåäåëåíèå 5).Çàìå÷àíèåÍåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåòðàêöèè ïåðå�îð-ìóëèðîâàíî íèæå â Ñëåäñòâèè 34. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðå�îðìóëèðîâàòüÒåîðåìó 29 áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ðåòðàêöèè â ñëåäóþùåé �îðìå.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî d ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l = l(d) òà-êîå, ÷òî ïðè l′ ≥ l ãîìîìîð�èçì Jdsf : Immsf(2l
′

− 3, 1) → Immsf(d, 2l
′

−
2 − d) ðàâåí íóëþ. 56



Ïóñòü Mn−k�çàìêíóòîå (n− k)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïîãðóæåííîå â
R
n 
 êîðàçìåðíîñòüþ k ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞM (õàðàêòåðèñòè-÷åñêèé êëàññ ýòîãî ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ îáîçíà÷åí ÷åðåç κM ). Ïðåä-ïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn−k ñíàáæåíî ñåìåéñòâîì 1-êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM = {κM , κ1, . . . , κj}, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíûîòîáðàæåíèÿìè κM , κi : Mn−k → RP∞, i = 1, . . . , j. Îáîçíà÷èì íàáîð

κ1, . . . , κj ÷åðåç A′
M .Îïðåäåëåíèå 30. Îïðåäåëèì ãðóïïó êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(n−k; k).Ïðåäñòàâèòåëåì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ òðîéêè (Mn−k,ΞM , AM), ãäå

Mn−k�çàìêíóòîå n − k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíè-åì, ñíàáæåííîå ñåìåéñòâîì 1-êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM . Îòíîøåíèåêîáîðäèçìà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíî-æåñòâå ïðåäñòàâèòåëåé, êîòîðîå ñîõðàíÿåò îïèñàííóþ äîïîëíèòåëüíóþñòðóêòóðó.Â ñëó÷àå j = 0 ãðóïïà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ñêîøåííî-îñíàùåííûõ ïî-ãðóæåííûõ ìíîãîîáðàçèé Immsf (n−k, k). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî κM =
0, ïðè÷åì àíàëîãè÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíî è äëÿ êîáîðäèçìà, çàäàþùåãîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâèòåëåé, òî ïîëó÷èì ãðóïïó îñíà-ùåííûõ êîáîðäèçìîâ ìíîãîîáðàçèé, ñíàáæåííûõ ñåìåéñòâîì êîãîìîëî-ãè÷åñêèõ êëàññîâ A′

M . Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Immfr;κ1,...,κj(n −
k, k). Ïî êîíñòðóêöèè Ïîíòðÿãèíà-Òîìà ãðóïïà Immfr;κ1,...,κj(n − k, k)èçîìîð�íà ïðÿìîé ñóììå Πn−k(

∏

j RP∞) ⊕ Πn−k, ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîåÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà ∏i=j
i=1 RP∞

i , àâòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ (n−k)-îé ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîéñ�åð Πn−k.Îïðåäåëåí åñòåñòâåííûé (òàâòàëîãè÷åñêèé) ãîìîìîð�èçì
δ : Immfr;κ1,...,κj(n− k, k) → Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k), (150)ïðè ýòîì êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κM íàáîðà AM îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâûì.Îïðåäåëåí äðóãîé åñòåñòâåííûé ãîìîìîð�èçì
Jk : Immsf ;κ1,...,κj(n− 1, 1) → Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k), (151)ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà îò òðîéêè (Mn−1

0 ,ΞM0, AM0), ïðåäñòàâëÿþùåé ýëå-ìåíò â èñõîäíîé ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κj(n− 1, 1), ê òðîéêå (Mn−k,ΞM , AM),ãäå ïîäìíîãîîáðàçèå Mn−k ⊂ Mn−1
0 äâîéñòâåííî â ñìûñëå Ïóàíêàðå57



êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó κk−1
M0

∈ Hk−1(M0; Z/2), ñêîøåííîå îñíàùå-íèå ΞM îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, à íàáîð êîãîìîëîãè÷å-ñêèõ êëàññîâ AM ïîëó÷åí îãðàíè÷åíèåì íàáîðà AM0 íà ïîäìíîãîîáðàçèå
Mn−k ⊂Mn−1

0 .Îïèøåì ãîìîìîð�èçì òðàíñ�åðà rj : Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k) →
Immsf ;κ̂1...,κ̂j−1(n−k, k) îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κj . Ïóñòü
α ∈ Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, ïðåäñòàâëåííûéòðîéêîé (Mn−k,ΞM , AM). �àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå pj : M̂n−k

j →

Mn−k, pj = κj +κM . Íèæå ÷åðåç pj ìû áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ëèíåéíîåðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êëàññó pj. Îïèøåìñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞM̂j
íàä M̂j. �àññìîòðèì ïîãðóæåíèå ϕ : Mn−k

#

R
n êîðàçìåðíîñòè k, êëàññ ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè êîòîðîãî îïðåäåëåíñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç νM íîðìàëüíîå ðàññëîåíèåê ϕ. Íàä äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì M̂j îïðåäåëåíî íîðìàëüíîå ðàññëîå-íèå νM̂j

ïîãðóæåíèÿ ϕ, èíäóöèðîâàííîå èç νM ïðè ïðîåêöèè ps. Îïðåäå-ëèì ñêîøåííîå îñíàùåíèå Ξ̂ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νM̂j
êàê îñíàùåíèå,èíäóöèðîâàííîå èç ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ Ξ íà ñëîè äâóëèñòíîãî íàêðû-òèÿ.Ìíîãîîáðàçèå M̂j ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ

AM̂j
= {κM̂j

, κ̂1, . . . , κ̂j−1}, èíäóöèðîâàííûõ èç çàäàííîãî íàáîðà êî-ãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ ñ áàçû Mn−k ïðè ïîìîùè íàêðûòèÿ pj . Ïî-ñòðîåííîå ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå M̂j 
 óêàçàííûì íàáî-ðîì êëàññîâ êîãîìîëîãèé ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå êîáîðäèçìà
Immsf ;κ1...,κj−1(n− k, k), êîòîðûé îïðåäåëÿåò îáðàç èñõîäíîãî ýëåìåíòà.Ïðèìåð 31. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j = 0. Òîãäà ãîìîìîð�èçì òðàíñ�åðà
r1 : Immsf (n− k, k) → Immfr(n− k, k) èçó÷åí â [A-E℄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç

rj1+1,...,j2 : Immsf ;κ1,...,κj2 (n− k, k) → Immsf ;κ̂1,...,κ̂j1 (n− k, k) (152)êîìïîçèöèþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðàíñ�åðîâ îòíîñèòåëüíî íàáîðà êîãî-ìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM = {κj1 + 1, . . . , κj2}, 0 ≤ j1 < j2. Áîëåå ïî-äðîáíî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé ãîìîìîð�èçì òðàíñ�åðà áåðåì îòíî-ñèòåëüíî êëàññà κj2 ∈ H1(Mn−k; Z/2), äàëåå âòîðîé � îòíîñèòåëüíî êëàñ-ñà κ̂j2−1 ∈ H1(M̂n−k
j2

; Z/2), êîòîðûé ïîëó÷åí èíäóöèðîâàíèåì κj2−1 íàäâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå M̂n−k
j2

íàêðûòèÿ pj2 è ò.ä. Íåòðóäíî äîêàçàòü,÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ãîìîìîð�èçìà rj1+1,...,j2 íå çàâèñèò îò ñïîñîáàóïîðÿäî÷èâàíèÿ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ âíóòðè íàáîðà ñ èíäåêñàìè58



j1 + 1, . . . , j2. Â ñëó÷àå j1 = 0, ãîìîìîð�èçì òðàíñ�åðà r1,...,j2 ñòðîèòñÿîòíîñèòåëüíî íàáîðà êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ A′
M . Íàçîâåì òàêîé ãî-ìîìîð�èçìîì ãîìîìîð�èçìîì ïîëíîãî òðàíñ�åðà è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

rtot. �îìîìîð�èçì ïîëíîãî òðàíñ�åðà ìîæíî ñðàçó îïðåäåëèòü ïðè ïî-ìîùè ïåðåõîäà ê 2j2�ëèñòíîìó íàêðûòèþ M̄n−k
tot →Mn−k 
î ñòðóêòóðíîéãðóïïîé Z/2j2 ïðè ïîìîùè ãîìîìîð�èçìà

⊕i(κN + κi) : H1(Mn−k; Z/2) → Z/2j2, 1 ≤ i ≤ j2.Íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå M̄n−k
tot â ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî îïðå-äåëèòü êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Z

j�íàêðûòèÿ ïðè ïîìîùè äðóãîãîóïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ. Ïîìåíÿåì ìåñòàìèêëàññ κM ñ ïðîèçâîëüíûì êëàññîì κi è îïðåäåëèì íàêðûòèå, îïèñàí-íûì âûøå ñïîñîáîì. �åçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîâî-ïåðâûõ, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òðàíñ�åðà íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèìñïîñîáîì óïîðÿäî÷åí íàáîð êëàññîâ êîãîìîëîãèé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõñòðîèòñÿ òðàíñ�åð. Âî-âòîðûõ, íà íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå M̄n−k íàä
Mn−k îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κi + κM èíäóöèðîâàííûåêëàññû κ̄i, κ̄M ∈ H1(M̄n−k; Z/2) îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.Ïðåäëîæåíèå 32. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷åòíîãî ÷èñëà k, k =
0(mod2), 2l − 2 = n > k > 0, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ψ, çàâèñÿùåå òîëüêî îò k, ÷òî ãîìîìîð�èçì ïîëíîãî òðàíñ�åðà

rtot : Immsf ;κ1,...,κψ(n− k, k) → Immsf(n− k, k) (153)òðèâèàëüíûé.Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 32Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë sn−k, . . . , s1, ïî óáû-âàíèþ èíäåêñîâ îò n− k äî 1:
sn−k = ord(Πn−k), sn−k−1 = ordΠn−k−1), . . . , s1 = ord(Π1).Çäåñü ÷åðåç ord(Πi) îáîçíà÷åíà ñòåïåíü ÷èñëà 2, êîòîðàÿ ðàâíà ïîðÿä-êó 2-êîìïîíåíòû i-îé ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû ñ�åð. Äàëååîïðåäåëèì ψ(i) =

∑n−k
j=i sj è, íàêîíåö, èñêîìîå ÷èñëî ψ = ψ(1) + σ + 1,ãäå σ = ord(Immfr;κ1,...,κψ(1)(n− k, k)). Òàêèì îáðàçîì ψ > ψ(1) ≥ ψ(2) ≥

· · · ≥ ψ(n− k).Ïóñòü çàäàí ýëåìåíò α ∈ Immsf ;κ1,...,κψ(n − k, k), ïðåäñòàâëåííûéòðîéêîé (Mn−k,ΞM , AM). �àññìîòðèì ýëåìåíò rψ(α), ïðåäñòàâëåííûé59



òðîéêîé (M̂n−k,ΞM̂ , AM̂), ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì òðàíñ�åðà îòíîñè-òåëüíî êëàññîâ êîãîìîëîãèé ñ íîìåðàìè ψ(1) + 1, . . . , ψ. Äîêàæåì, ÷òîýòîò ýëåìåíò äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà 0.�àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå RP∞
0 ×

∏i=ψ(j)
i=1 RP∞(i), êîòîðîå îáîçíà÷èì÷åðåç X(ψ(j)) è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå λ : Mn−k → X(ψ(1)), ïîêîîð-äèíàòíî îïðåäåëåííîå íàáîðîì AM êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ, çà èñêëþ-÷åíèåì êëàññîâ κψ(1) + 1, . . . , κψ. Ïåðåîáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî X(ψ(1))äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç X. �àññìîòðèì åñòåñòâåííóþ �èëüòðàöèþ

· · · ⊂ X(n−k+1) ⊂ X(n−k) ⊂ · · · ⊂ X(1) ⊂ X, (154)êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ �èëüòðàöèé ïî êàæ-äîé êîîðäèíàòå. Êàæäûé ñòðàò X(i) \X(i+1), i = 1, . . . n− k, ðàñïàäàåòñÿâ îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ êëåòîê êîðàçìåðíîñòè i. Êëåòêè îïðåäåëÿþòñÿìóëüòèèíäåêñàìè µ = (m1, . . . , mψ(n−k)), m1 + · · · + mψ(n−k) = i, mi ≥ 0,óêàçûâàþùèìè êîðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî îñòîâà ñîîòâåòñòâóþùåãîêîîðäèíàòíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ äàí-íàÿ êëåòêà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå λ íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ïîîòíîøåíèþ ê �èëüòðàöèè (154). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L0 ⊂ Mn−k� 0-ìåðíîåïîäìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëåííîå êàê ïðîîáðàç ñòðàòà Xn−k �èëüòðàöèèêîðàçìåðíîñòè (n− k) = dim(Mn−k).�àññìîòðèì 2ψ−ψ(1)�ëèñòíîå íàêðûòèå p : M̂n−k → Mn−k, èíäóöè-ðîâàííîå íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ κM + κψ(1)+1, . . . , κM + κψ.Íà ìíîãîîáðàçèè M̂n−k îïðåäåëåíî ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞM̂ è íàáîðêîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM̂ = κM̂ , . . . , κ̂ψ(1)), èíäóöèðîâàííûé èç ïîä-íàáîðà AM,1 = (κM , . . . κψ(1)) íàáîðà AM íà íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå
M̂ íàêðûòèè p : M̂n−k →Mn−k. �àññìîòðèì òðîéêó (M̂n−k,ΞM̂ , AM̂). Ýòàòðîéêà ïðåäñòàâëÿåò òðàíñ�åð òðîéêè (Mn−k,ΞM , AM) îòíîñèòåëüíî íà-áîðà êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ κψ(1)+1, . . . , κψ. Äîêàæåì, ÷òî ýòà òðîéêà
(M̂n−k,ΞM̂ , AM̂) â êëàññå íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà äîïóñêàåò îòîáðàæå-íèå λ̂ : M̂n−k → X, îïðåäåëåííîå íàáîðîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ
AM̂ , äëÿ êîòîðîãî ïðîîáðàç λ̂−1

1 (X(n−k)) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.Ïî ïðåäïîëîæåíèþ k ÷åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó n ÷åòíî, ìíî-ãîîáðàçèå Mn−k ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì. Îáîçíà÷èì öåëî÷èñëåííûéêîý��èöèåíò ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà λ(Mn−k) ñ îðèåíòèðîâàííîé êëåòêîéèç X(n−k) \X(n−k+1) íîìåðà µ ÷åðåç lk(µ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåí òàêæåöåëî÷èñëåííûé íàáîð {l̂k(µ)} äëÿ îòîáðàæåíèÿ λ̂. Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîð
{l̂k(µ)} ïîëó÷åí èç íàáîðà {lk(µ)} óìíîæåíèåì íà 2ψ−ψ(1).�àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå p̃ : M̃n−k → Mn−k, èíäóöèðîâàí-íîå êëàññîì êîãîìîëîãèé κM è ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ λ̃ : M̃n−k p̃
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Mn−k λ
−→ X. Ìíîãîîáðàçèå M̃n−k ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì. Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç ΨM̃ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, èíäóöèðîâàííîå èç ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ

ΞM ïðè íàêðûòèè p̃. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AM̃ íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàñ-ñîâ {κM̃ , κ̃1, . . . , κ̃ψ(1)}, èíäóöèðîâàííûõ íà 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå M̃n−kïðè íàêðûòèè p̃. Òðîéêà (M̃n−k,ΨM̃ , AM̃) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò èç ãðóïïû
Immfr;κ1,κψ(1)(n− k, k). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäîê ðàññìàòðèâàåìîé ãðóï-ïû ðàâåí ψ− ψ(1)− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ψ− ψ(1)− 1 ýêçåìïëÿðîâ òðîéêè
(M̃n−k,ΞM̃ , AM̃) íîðìàëüíî îãðàíè÷èâàþò.�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå λ̃ : M̃n−k → X. Íàáîð êîý��èöèåíòîâ
{lk(λ̃)} ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà λ̃∗([M̃n−k]) ñ êëåò-êàìè ïðîñòðàíñòâà X(k) \X(k+1) ðàâåí óäâîåííîìó íàáîðó lk(µ), âû÷èñ-ëåííîìó ïî îòîáðàæåíèþ λ.�àññìîòðèì òðîéêó (2σ)(−M̃n−k,−ΨM̃ , AM̃), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â ðå-çóëüòàòå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ 2σ, (σ = ψ − ψ(1) − 1) ýêçåìïëÿðîâòðîéêè (−M̃n−k,−ΨM̃ , AM̃). Çäåñü îñíàùåíèå ΨM̃ çàìåíåíî íà îáðàòíîå
−ΨM̃ ïóòåì èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îñíàùåíèÿ(â ÷àñòíîñòè, îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M̃ ïðè ýòîì òàêæå ìåíÿåòñÿ).Íàáîð êîý��èöèåíòîâ ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ 2σλ̃, ïîñòðîåííîãîïî íàáîðó êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ (2σ)AM̃ , îáîçíà÷èì ÷åðåç l̃k(µ).�àññìîòðèì òðîéêó (M̂ ′n−k,ΞM̂ ′, AM̂ ′), êîòîðàÿ îïðåäåëåíàêàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå òðîéêè (M̂n−k,ΞM̂ , AM̂) ñ òðîéêîé
(2σ)(M̃n−k,−ΨÑ , AÑ). Íîâàÿ òðîéêà ïðåäñòàâëÿåò òîò æå ýëåìåíò âãðóïïå Immsf ;κ1,...,κψ(1)(k, n− k), ÷òî è èñõîäíàÿ òðîéêà (M̂n−k,ΞM̂ , AM̂).Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå λ̂′ : M̂ ′k → X. Ïðè ýòîì íàáîð êîý��èöèåíòîâ
l̂k′(µ), ïîñòðîåííûé äëÿ íîâîé òðîéêè, ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó íàáîðû
{(2σ)l̃k(µ)}, {l̂k(µ)} îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.Îïðåäåëåíà íîðìàëüíàÿ ïåðåñòðîéêà òðîéêè (M̂ ′n−k,ΞM̂ ′, AM̂ ′) ïî ñå-ìåéñòâó ðó÷åê èíäåêñà 1 ïðè êîòîðîé λ̂′−1(X(n−k)) = ∅. Íà÷àëüíûé ýòàïèíäóêòèâíîé êîíñòðóêöèè îïðåäåëåí.Ïåðåîáîçíà÷èì òðîéêó (M̂ ′n−k,ΞM ′ , AM̂ ′) ñíîâà ÷åðåç (Mn−k,ΞM , AM).Îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïî íàáîðó êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM îáî-çíà÷èì ñíîâà ÷åðåç λ : M̂n−k → X. Ïî ïîñòðîåíèþ λ−1(X(n−k)) =
∅. Ïðèìåíèì ê ðàññìàòðèâàåìîìó ýëåìåíòó ãîìîìîð�èçì òðàíñ�åðà
rκψ(2)+1,...,κψ(1)

. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðîéêó, îáîçíà÷àåìóþ äëÿ êðàòêîñòèñíîâà ÷åðåç (M̂n−k,ΞM̂ , AM̂).Ìíîãîîáðàçèå M̂n−k îïðåäåëåíî êàê íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî
2ψ(1)−ψ(2)�ëèñòíîãî íàêðûòèÿ p : M̂n−k → Mn−k îòíîñèòåëüíî êëàññîâêîãîìîëîãèé (κψ(2)+1, . . . , κψ(1)). Ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞM̂ èíäóöèðîâà-íî èç îñíàùåíèÿ ΞM ïðè íàêðûòèè p. Íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM̂ = {κM̂ , . . . , κ̂ψ(2)} íà íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè M̂n−k èíäóöèðîâàí61



èç íàáîðà (κM , . . . , κψ(2)) ïðè íàêðûòèè p.�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X(ψ(2)), îïðåäåëåííîå êàê ïðîèçâåäåíèåïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ èíäåêñàìè (0, 1, . . . , ψ(2)). Îïðåäåëåíî âëî-æåíèå iψ(2) : X(ψ(2)) ⊂ X(ψ(1)), ñîîòâåòñòâóþùåå óêàçàííîìó íàáîðóêîîðäèíàò. Ïðîñòðàíñòâî X(ψ(2)) ñàìî ñíàáæåíî ñòðàòè�èêàöèåé, êîòî-ðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
· · · ⊂ X i(ψ(2)) ⊂ X i−1(ψ(2)) ⊂ · · · ⊂ X(ψ(2)). (155)Âëîæåíèå iψ(2) ñîãëàñîâàíî ñî ñòðàòè�èêàöèÿìè (154), (155).Íàáîð AM̂ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

λ̂ : M̂n−k → X(ψ(2)). Ïîñêîëüêó λ−1(X(n−k)(ψ(1))) = ∅, òî è
λ̂−1(X(n−k)(ψ(2))) = ∅.Îáîçíà÷èì ÷åðåç L̂1 ⊂ M̂n−k îäíîìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, îïðåäå-ëåííîå ïî �îðìóëå L̂1 = λ̂−1(X(n−k−1)(ψ(2))). Îãðàíè÷åíèå êîãîìîëî-ãè÷åñêèõ êëàññîâ íàáîðà AM̂ íà ïîäìíîãîîáðàçèå L̂1 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëü-íûì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìíîãîîáðàçèå L̂1 ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì. Êîìïîíåí-òû ìíîãîîáðàçèÿ L̂1 èíäåêñèðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ êëåòêàìè ñòàðøåéðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Xn−k−1(ψ(2)). Ïðè ýòîì êîìïîíåíòà, ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ �èêñèðîâàííîìó ìóëüòèèíäåêñó, ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîåîáúåäèíåíèå 2s1 îñíàùåííûõ êðèâûõ (âîçìîæíî, íåñâÿçíûõ), êîòîðûåäè��åîìîð�íû ìåæäó ñîáîé êàê îñíàùåííûå 1-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.Îïðåäåëåíî îñíàùåííîå 2-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå K̃2 ñ îñíàùåííîéãðàíèöåé ∂(K̃2) = (L̃1). Îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (K̃2,ΨK), îïðåäå-ëÿåò îáðàçóþùóþ ðó÷êè äëÿ íîðìàëüíîé ïåðåñòðîéêè, ïðè êîòîðîéêëàññ êîáîðäèçìà òðîéêè (M̂n−k,ΞM̂ , AM̂) ñîõðàíÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòåíîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà ïîëó÷èì äðóãóþ òðîéêó, îáîçíà÷àåìóþ ÷å-ðåç (M̂ ′n−k,ΞM̂ ′, AM̂ ′). Íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM̂ ′ îïðåäåëÿåòîòîáðàæåíèå λ̂′ : M̂ ′n−k → X(ψ(2)) è ïðè ýòîì λ̂′−1(X(n−k−1)(ψ(2))) = ∅.�àññóæäàåì ïî èíäóêöèè è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ýòàïó, ïðè ïî-ìîùè 2s2�ëèñòíîãî íàêðûòèÿ îòíîñèòåëüíî íàáîðà êëàññîâ êîãîìîëî-ãèé (κ̂ψ(3)+1, . . . , κ̂ψ(2)). Èçìåíÿåì ïàðàìåòð j îò 2 äî n − k. Íà j-îìøàãå ïîëó÷àåì òðîéêó (M̃n−k

j ,ΞM̃j
, AM̃j

), ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå λ̂j :

M̂n−k
j → X(ψ(j)), ïîñòðîåííîå ïî íàáîðó AM̃j

, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
λ̂−1
j (X(n−k−j+1)(ψ(j))) = ∅, à ìíîãîîáðàçèå λ̂−1

j (X(n−k−j)(ψ(j))) ÿâëÿåòñÿîñíàùåííûì j-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå îñíàùåííî îãðàíè÷èâàåò.Ïåðåõîä ê ïîñëåäóþùåìó ýòàïó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì îñíà-ùåííîé ïåðåñòðîéêè è ïåðåõîäîì ê 2sj -ëèñòíîìó íàêðûòèþ îòíîñèòåëüíîêëàññîâ êîãîìîëîãèé (κ̂ψ(j−1)+1, . . . , κψ(j)).Íà çàêëþ÷èòåëüíîì øàãå êîíñòðóêöèè ïîëó÷èì ýëåìåíò rtot(α) (ñì.62



(153)), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé â ãðóïïå Immsf (n− k, k). Ïðåäëîæå-íèå 32 äîêàçàíî.Îïèøåì ïîëíîå àëãåáðàè÷åñêîå ïðåïÿòñòâèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåòðàê-öèè çàäàííîãî ïîðÿäêà.Ëåììà 33. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x â ãðóïïå êîáîðäèçìîâ
Immsf,κ1,...,κj(n − k, k) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà i, òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà Jk′sf(x) ∈ Immsf,κ1,...,κj(n − k′, k′) (â ïðåäïîëîæåíèè
i ≤ n− k′ ≤ n− k ) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ òîãî æå ïîðÿäêà i.Ñëåäñòâèå 34. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k)ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà q (â ïðåäïîëîæå-íèè 0 ≤ q ≤ n− k) îïðåäåëåíî ýëåìåíòîì Jn−q−1

sf (x) ∈ Immsf ;κ1,...,κj(q +
1, n− q − 1).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 33 äîêàæåì åùå îäíó ëåììó. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (Mn−k,ΞM), ñíàáæåí-íîå ñåìåéñòâîì AM = (κM , κ1, . . . , κj) êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ, ïðåä-ñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå êîáîðäèçìîâ Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k). Ïóñòü
κ′M : Mn−k → RPn−k−i, i < n − k � ðåòðàêöèÿ ïîðÿäêà (i − 1) îòíî-ñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà κM ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞM .�àññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå Qi ⊂ Mn−k, îïðåäåëåííîå ïî �îðìóëå
Qi = κ′−1

M (pt), pt ∈ RPk−i. Ìíîãîîáðàçèå Qi ñíàáæåíî åñòåñòâåííûì îñíà-ùåíèåì ΞQ ñ íóëåâûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì, ïîñêîëüêó ïîäìíî-ãîîáðàçèå Qi ⊂ Mn−k ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì è ïî-ñêîëüêó îãðàíè÷åíèå ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞM |Q ÿâëÿåòñÿ îñíàùåíèåì.Êðîìå òîãî, îïðåäåëåí íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AQ, ïîëó÷åííûéîãðàíè÷åíèåì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ íàáîðà AM íà ïîäìíîãîîáðàçèå
Qi ⊂ Mn−k. Êëàññ κQ = κM |Q ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Òðîé-êà (Qi,ΞQ, AQ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå îñíàùåííûõ êîáîðäèçìîâ
Immfr;κ1,...,κj(i, n− i), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç y.Ëåììà 35. Òðîéêà (Mn−k,ΞM , AM), îïðåäåëÿþùàÿ ýëåìåíò x â ãðóïïåêîáîðäèçìà Immsf,κ1,...,κj(n−k, k) ïðè óñëîâèÿõ, îïèñàííûõ âûøå, äîïóñ-êàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà i îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κMòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò y ∈ Immfr,κ1,...,κj(i, n− i) ëåæèòâ ÿäðå ãîìîìîð�èçìà δ : Immfr;κ1,...,κj(i, n− i) → Immsf ;κ1,...,κj(i, n− i).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 35Â íà÷àëå äîêàæåì ïîëíîòó ïðåïÿòñòâèÿ ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè. Ïîóñëîâèþ äëÿ ýëåìåíòà y ∈ Immsf ;κ1,...,κj(i, n− i) èìååì δ(y) = 0. �àññìîò-63



ðèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (P i+1,ΞP ), ∂P i+1 = Qi, ñíàáæåí-íîå íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AP , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå AP |Qñîâïàäàåò ñ AQ. Ïîñòðîèì ìíîãîîáðàçèå T n−k, îïðåäåëåííîå â ðåçóëüòà-òå ïåðåñòðîéêè ìíîãîîáðàçèÿMn−k ïî ðó÷êå, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ íèæå.�ó÷êà îïðåäåëåíà êàê ñ�åðè÷åñêàÿ ãðàíèöà äèñêîâîãî ïîäîñíàùåíèÿ âäèñêîâîì (n−k−i)-ìåðíîì îñíàùåíèè ΞP íàä ìíîãîîáðàçèåì P i+1. Öåí-òðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðó÷êè èìååò ðàçìåðíîñòü (n−k− i), ïðè ýòîìðàçìåðíîñòü ñàìîé ðó÷êè ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ n−k ìíîãîîáðàçèÿ.Îïèøåì ðó÷êó ïîäðîáíåå. �àññìîòðèì ïîäðàññëîåíèå â íîðìàëüíîì(îñíàùåííîì) ðàññëîåíèè íàä P i+1, ïîðîæäåííîå ïåðâûìè (k− i) âåêòî-ðàìè îñíàùåíèÿ ΞP â êàæäîì ñëîå è îáîçíà÷èì ÷åðåç UP ïîäïðîñòðàí-ñòâî äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ äàííûì âåêòîðíûì. Ïðî-ñòðàíñòâî UP ÿâëÿåòñÿ òåëîì ðàññìàòðèâàåìîé ðó÷êè. Ýòî ïðîñòðàíñòâîÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè (n− k) ìíîãîîáðàçèåìñ êðàåì.�ðàíèöà ∂UP ñîäåðæèò ïîäìíîãîîáðàçèå Qi × Dn−k−i, êîòîðîå ïðåä-ñòàâëÿåò äèñêîâîå ðàññëîåíèå íàä ìíîãîîáðàçèåì Qi. Âòîðàÿ êîïèÿ ìíî-ãîîáðàçèÿ Qi ×Dn−k−i âëîæåíà â êîìïîíåíòó Mn−k × {1} ãðàíèöû ìíî-ãîîáðàçèÿ Mn−k × I è ïðåäñòàâëÿåò ðåãóëÿðíóþ äèñêîâóþ îêðåñòíîñòüïîäìíîãîîáðàçèÿ Qi×{1} ⊂ Mn−k ×{1}. Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå T n−kïî �îðìóëå
T n−k = ∂+((Mn−k × I) ∪Qi×Dn−k−i UP ),ãäå ÷åðåç ∂+ îáîçíà÷åíà êîìïîíåíòà ãðàíèöû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðå-ñòðîåííîé êîìïîíåíòå Mn−k × {1} ãðàíèöû ∂(Mn−k × I).Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñòàíäàðòíîé îïåðàöèè "ñãëàæèâàíèÿ óãëîâ"ìíîãîîáðàçèå T n−k ñòàíîâèòñÿ ãëàäêèì (çàìêíóòûì). Ýòî ìíîãîîáðà-çèå äîïóñêàåò êàíîíè÷åñêîå ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞT ñ õàðàêòåðèñòè-÷åñêèì êëàññîì κT . Îñíàùåíèå ΞT ðàçìåðíîñòè k ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòåñêëåéêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîøåííûõ îñíàùåíèé ê ðó÷êå è ê ìíîãîîá-ðàçèþ ΞM âäîëü îáùåé ÷àñòè Qi. Ìíîãîîáðàçèå T n−k ñíàáæåíî íàáîðîìêîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AT = {κT , κ1, . . . , κj} ∈ H1(T n−k; Z/2), êàæ-äûé êëàññ èç ýòîãî íàáîðà ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ íà ìíîãîîáðàçèè Mn−k × I è íà ðó÷êå.Òðîéêà (T n−k,ΞT , AT ) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ êîáîðäèçìà èñõîäíîãî ýëåìåí-òà (Mn−k,ΞM , AM) â ãðóïïå êîáîðäèçìîâ Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k).Äîêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå T n−k äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà i îò-íîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κT . Äîêàæåì, ÷òî ýòîò êîãîìîëî-ãè÷åñêèé êëàññ ïðåäñòàâëåí îòîáðàæåíèåì κT : T n−k → RPn−k−i−1 ⊂ RP∞(êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå êàê è ñîîòâåò-ñòâóþùèé êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ). Âûáåðåì íàòóðàëüíîå b äîñòàòî÷íî64



áîëüøèì, è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κM : Mn−k → RPb, äëÿ êîòîðîãîïîëíûé ïðîîáðàç ïðîåêòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà RPb−n+k+i ⊂ RPb êîðàç-ìåðíîñòè n− k − i ñîâïàäàåò ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì Qi.�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå g : P i+1 → RPb−n+k+i, îãðàíè÷åíèå êîòîðî-ãî íà ãðàíèöó ∂P i+1 = Qi ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì κM |Qi. �àññìîòðèìîòîáðàæåíèå h : UP → RPb, êîòîðîå îïðåäåëåíî ïîñðåäñòâîì "óòîëùå-íèÿ"îòîáðàæåíèÿ g ñ P i+1 íà UP , ò.å. ïîñðåäñòâîì ðàñøèðåíèÿ îòîáðà-æåíèÿ g äî ìîð�èçìà äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ â ðàññëîåíèå ðåãóëÿðíîéîêðåñòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ RPb−n+k+i ⊂ RPb. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæå-íèåMn−k∪Qi×Dn−k−iUP → RPb êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïðè ýòîì îãðàíè÷å-íèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå T n−k ⊂ Mn−k∪UP íå ïåðåñå-êàåò ïîäìíîãîîáðàçèå RPb−n−k+i ⊂ RPb. Ïîñêîëüêó îòêðûòîå ìíîãîîáðà-çèå RPb\RPb−n−k+i ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ìíîãîîáðàçèþ RPn−k−i−1,òðåáóåìàÿ ðåòðàêöèÿ κT ïîðÿäêà i â çàäàííîì êëàññå êîãîìîëîãèé ïî-ñòðîåíà.Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî, äîêàæåì, ÷òî åñëèñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå T n−k äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿä-êà i îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà êîãîìîëîãèé ñêîøåííîãîîñíàùåíèÿ, òî îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (Qi,ΨQ, AQ), îïðåäåëåííîå êàêïðîîáðàç òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè ðåòðàêöèè ïîðÿäêà i−1, îãðàíè÷èâàåòêàê ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå â êîðàçìåðíîñòè (n−i), ò.å. îïðå-äåëÿåò íóëåâîé ýëåìåíò δ(y) â ãðóïïå êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(i, n− i).Ïóñòü (W n−k+1,ΞW ) � ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíè-öåé ∂W n−k+1 = Mn−k∪Mn−k
1 , êîòîðîå îïðåäåëÿåò íîðìàëüíûé êîáîðäèçììåæäó ñêîøåííî-îñíàùåííûìè ìíîãîîáðàçèÿìèMn−k èMn−k

1 . Êðîìå òî-ãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèåMn−k
1 äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà

i. Îòîáðàæåíèå ðåòðàêöèè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç κ′M1
: Mn−k

1 → RPn−k−i−1.Åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî b äîñòàòî÷íî âåëèêî (íàïðèìåð, b > n− k + 1),òî îòîáðàæåíèå F : W n−k+1 → RPb, äëÿ êîòîðîãî F |Mn−k = κM , F |M1 =
κ′M1

, ò.å. Im(F (Mn−k)) ⊂ RPn−k−i ⊂ RPb, Im(F (Mn−k
1 )) ⊂ RPn−k−i−1êîððåêòíî îïðåäåëåíî. �àññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå RPb−n−k+i ⊂ RPb,êîòîðîå ïåðåñåêàåò ïîäìíîãîîáðàçèå RPn−k−i ⊂ RPb (ïîäìíîãîîáðàçèå

RPn−k−i ⊂ RPb ñîäåðæèò îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k ïðè îòîáðàæåíèè
κM ) ïî òî÷êå pt ∈ RPn−k−i \ RPn−k−i−1 è íå ïåðåñåêàåò ïîäìíîãîîáðàçèå
RPn−k−i−1 ⊂ RPn−k−i (ïîäìíîãîîáðàçèå RPn−k−i−1 ⊂ RPn−k−i ñîäåðæèòîáðàç ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k

1 ïðè îòîáðàæåíèè κ′M1
).Îáîçíà÷èì ÷åðåç P i+1 ïîäìíîãîîáðàçèå F−1(RPb−n+k+i). Ïî ïîñòðîå-íèþ ∂P i+1 = Qi. Îïðåäåëèì ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞP ðàçìåðíîñòè (n−i)êàê ïðÿìóþ ñóììó îñíàùåíèé ïîäìíîãîîáðàçèÿ P i+1 ⊂ W n−k+1 è îñíà-ùåíèÿ ΞW , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îãðàíè÷åíèÿ îñíàùåíèÿ 


W n−k+1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå P i+1 ⊂W n−k+1.65



Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå îñíàùåíèÿ ΞW íà ∂W n−k+1 = Qn−k ñîâïà-äàåò ñ îñíàùåíèåì ΞQ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñå-ìåéñòâà êîöèêëîâ AP = {κP , κ1, . . . , κj}, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå îãðà-íè÷åíèÿ ñåìåéñòâà êîöèêëîâ ñ W n−k+1 íà P i+1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò
y, ïðåäñòàâëåííûé òðîéêîé (Qi,ΞQ, AQ), ëåæèò â ÿäðå ãîìîìîð�èçìà δ.Ëåììà 35 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 33Ïî Ëåììå 35, ïðåïÿòñòâèå ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà i â êëàññå êîáîðäèçìàòðîéêè (Mn−k,ΞM , AM), ïðåäñòàâëÿþùåé çàäàííûé ýëåìåíò x â ãðóï-ïå êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k), ñîâïàäàåò (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîðåòðàêöèÿ ïîðÿäêà i − 1 óæå ïîñòðîåíà) ñ ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàê-öèè òîãî æå ïîðÿäêà i äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k′

1 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îá-ðàçîì ýëåìåíòà x â ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κj(n − k′, k′) ïðè ãîìîìîð�èçìå
Jsfk′ : Immsf,κ1,...,κj(n − k, k) → Immsf,κ1,...,κj(n − k′, k′). Ïðè ïîñòðî-åíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåòðàêöèé âñå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà áó-äåì ñðàâíèâàòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ Ëåììîé 31, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-íûå óñëîâèÿ ðåòðàêöèè ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà äëÿ ýëåìåíòà èç èñõîäíîéãðóïïû Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k) è äëÿ îáðàçà ýòîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå
Immsf ;κ1,...,κj(n − k′, k′). Íà êàæäîì øàãå êîíñòðóêöèè îáà ïðåïÿòñòâèÿñîâïàäàþò. Ëåììà 33 äîêàçàíà.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðåòðàêöèè íàì ïîòðåáóåòñÿ êîíñòðóê-öèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ Ó.Êîøîðêå (ñì.[K℄), ïîëíîãî ïðåïÿòñòâèÿ ê ïîñòðî-åíèþ ïîñëîéíîãî ìîíîìîð�èçìà äâóõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α → Qq, β → Qq � ïàðà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàäìíîãîîáðàçèåì Qq (âîîáùå ãîâîðÿ, Qq ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ ãðàíè-öåé) dim(α) = a, dim(β) = b, dim(Qq) = q, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî âûïîëíåíî 2(b − a + 1) < q. Ïóñòü u : α → β � ìîð�èçì îáùåãîïîëîæåíèÿ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ Qq � ïîäìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëåííîå�îðìóëîé

Σ = {x ∈ Qq|ker(ux : αx → βx) 6= 0},ò.å. ïîäìíîãîîáðàçèå òî÷åê áàçû ñ âûðîæäåíèåì ñëîåâ ïðè ìîð�èçìå u.Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçìåðíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, äëÿìîð�èçìà ux îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìû èìååì rk(ux) ≥ a−1. Êîðàçìåðíîñòüïîäìíîãîîáðàçèÿ Σ ⊂ Qq ïðè ýòîì ðàâíà b− a+ 1.Îïèøåì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Σ ⊂ Qq. Îáîçíà-÷èì ÷åðåç λ : E(λ) → Σ � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, îïðåäåëåííîå êàê ïîëåÿäåð ìîð�èçìà u íàä îñîáûì ïîäìíîãîîáðàçèåì Σ ⊂ Qq. Îïðåäåëåíî,66



òåì ñàìûì, âêëþ÷åíèå ðàññëîåíèé ε : λ ⊂ α. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λα �ðàññëîåíèå íàä Σ, îïðåäåëåííîå êàê îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäðàñ-ñëîåíèÿ ε(λ) ⊂ α. Åñòåñòâåííûé ìîð�èçì (ïîñëîéíûé ìîíîìîð�èçì)
vx : Λα ⊂ β îïðåäåëåí. �àññëîåíèå Λβ îïðåäåëåíî êàê ðàññëîåíèå, ñëîèêîòîðîãî îðòîãîíàëüíû íàä òî÷êàìè x ∈ Σ â ñëîÿõ βx ðàññëîåíèÿ β ïîä-ïðîñòðàíñòâàì vx(Λαx). Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(Σ) ê ïîäìíîãîîáðàçèþ
Σ ⊂ Q îïðåäåëåíî ïî �îðìóëå

ν(Σ) = λ⊗ Λβ. (156)Â ðàáîòå [K2℄ (â êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ ññûëêà íà áîëåå ðàííèå ðàáîòûòîãî æå àâòîðà) îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà êîáîðäèçìà âëîæåííûõ ìíîãîîá-ðàçèé êîðàçìåðíîñòè b−a+1, ïðè÷åì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãî-îáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû êîáîðäèçìà, îïðåäåëåíîïî �îðìóëå (156). Óêàçàííàÿ ñòðóêòóðà íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñîõðà-íÿåòñÿ ïðè êîáîðäèçìå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîð�èçìà u : α → β îáùåãîïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëü, çàäàþùèé ýëåìåíò â îïèñàííîéãðóïïå êîáîðäèçìà, êîòîðûé ñëóæèò ïîëíûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïîñòðî-åíèÿ ïîñëîéíîãî ìîíîìîð�èçìà óêàçàííûõ ðàññëîåíèé.Åñëè Qq � ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé, ïðè÷åì ìîð�èçì ðàññëîåíèé,çàäàííûõ íà âñåì Qq, îïðåäåëåí íàä ãðàíèöåé ∂Q, òî ìíîãîîáðàçèå S∂êðèòè÷åñêèõ ñëîåâ íàä ãðàíèöåé ñëóæèò ãðàíèöåé ïîäìíîãîîáðàçèÿ Σ ⊂
Qq, ∂Σ = Σ∂ 
 íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì, îïðåäåëåííûì ïî àíàëîãè÷íîé�îðìóëå.Ïóñòü ν → RP2k−1 � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàçìåðíîñòè (n + 1 − 2k),
2k < n+ 2 íàä âåùåñòâåííûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, èçîìîð�íîåñóììå Óèòíè (n+1−2k) ýêçåìïëÿðîâ ëèíåéíîãî íåòðèâèàëüíîãî ðàññëî-åíèÿ κRP íàä RP2k−1. Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå ν ⊕ κ ÷åðåç ν̄. Îïðåäåëåíàåñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ π : ν̄ → ν 
 ÿäðîì κ. Çàìåòèì, ÷òî ðàññëîåíèå
ν̄ → RP2k−1 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ê ìíîãîîáðàçèþ RP2k−1ðàçìåðíîñòè (n−2k +2). Ïî òåîðåìå Êîýíà [C℄ ñòàíäàðòíîå ïðîåêòèâíîåïðîñòðàíñòâî RP2k−1 ïîãðóæàåòñÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíî-ñòè 2k+1 − 2 − k.Çàìå÷àíèå×òîáû îñëàáèòü ðàçìåðíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ â ðàìêàõ äàííîãî äîêàçà-òåëüñòâà, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ñèëüíûì ðåçóëüòàòîì î òîì, ÷òîïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP2b(k)−1 ïîãðóæàåòñÿ â R

2b(k)−1−4k, ãäå b(k)�÷èñëî �àäîíà-�óðâèöà, ðàâíîå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè ÷èñëà 2, ïðè-÷åì b(k) < 2k. Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ñåìåéñòâà67



(n + 3 − 2k+1 + k) íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ν̄.Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà (n+ 3 − 2k + k) ñå÷åíèé(îñîáåííîñòè ñåìåéñòâà ñå÷åíèé äîïóñêàþòñÿ) ðàññëîåíèÿ ν.Îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ νÂûáåðåì íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé Ψ̄ = {ψ̄1, . . . , ψ̄s}, s = (n+3−
2k+1+k) ðàññëîåíèÿ ν̄. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî ñå÷åíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ
Ψ = {ψ1, . . . , ψs}, êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïðîåêöèè ñåìåéñòâà Ψ̄ïðè π : ν̄ → ν. Ñåìåéñòâî Ψ íàçîâåì ñòàíäàðòíûì.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ RP2k−1 ïîäìíîãîîáðàçèå òî÷åê áàçû, äëÿ êîòî-ðûõ ñòàíäàðòíîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé èìååò îñîáåííîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
νΣ íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ýòîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ.Ëåììà 36. Ìíîãîîáðàçèå Σ ⊂ RP2k−1 ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûì ïîäìíîãî-îáðàçèåì, ïðè÷åì åãî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νΣ ñíàáæåíî ñêîøåííûìîñíàùåíèåì ΞΣ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κΣ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñîãðàíè÷åíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà κ ∈ H1(RP2k−1; Z/2) íà ïîä-ìíîãîîáðàçèå Σ, κΣ = κ|Σ⊂RP2k−1.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 36Âû÷èñëèì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νΣ ïî òåîðåìå Êîðøîðêå. Áîëåå òîãî,îïðåäåëèì ñêîøåííîå îñíàùåíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Ïóñòü λ ⊂ Ψ̄ � ðàñ-ñëîåíèå ÿäåð ñåìåéñòâà ñå÷åíèé íàä îñîáûì ïîäìíîãîîáðàçèåì Σ. Ïî-ñêîëüêó ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì, λ = κΣ. �àññëîåíèå
Ψ̄/λ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê λ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññëîåíèå ν|Σ ñàìîîáðàùàåò ðàññëîåíèå κΣ. Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
Ψ̄/λ|Σ â ðàññëîåíèè ν ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ðàçìåðíîñòè
(2k − k − 1). Ïî òåîðåìå Êîøîðêå ðàññëîåíèå νΣ åñòåñòâåííî èçîìîð�íîðàññëîåíèþ (2k−k−1)ε⊗κ = (2k−k−1)κ. Ýòîò èçîìîð�èçì îïðåäåëÿåòñêîøåííîå îñíàùåíèå ðàññëîåíèÿ νΣ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κΣ.Ëåììà 36 äîêàçàíà.Ïóñòü òåïåðü ìíîãîîáðàçèå Mm èìååò ðàçìåðíîñòü dim(M) = m =
2k − 2 è ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè n − dim(M),68



ãäå n = −2(mod2k). �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå κM : Mm → RP2k−1,çàäàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì îñíàùåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mm.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mm ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM = {κM , κ1, . . . , κj}, ïðè ýòîì îïðåäåëåí ýëåìåíò α ∈ Immsf,κ1,...,κj(2k−
2, n− 2k + 2).�àññìîòðèì ðàññëîåíèå ν̄ → RP2k−1, ν̄ = (n − 2k + 2)κRP ðàçìåðíî-ñòè dim(ν̄) = n − 2k + 2. Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νM òîéæå ðàçìåðíîñòè èçîìîð�íî îáðàòíîìó îáðàçó ðàññëîåíèÿ ν̄ ïðè îòîáðà-æåíèè κM : Mm → RP2k−1, νM = κ∗M(ν̄). �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå cM :
Mm → RP2k−1 ×

∏j
i=1 RP∞, îïðåäåëåííîå ïî íàáîðó êëàññîâ êîãîìîëîãèé

AM . �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè π : RP2k−1 ×
∏j

i=1 RP∞ → RP2k−1íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Êîìïîçèöèÿ π ◦ l : Mm → RP2k−1, î÷åâèäíî,ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì κM . Îïðåäåëèì ïîäðàññëîåíèå φM ⊂ νM êî-ðàçìåðíîñòè 1 (ò.å. ðàçìåðíîñòè n + 1 − 2k) òàêîå, ÷òî φM = κ∗M (ν).Èíäóöèðóåì íàáîð ñå÷åíèé ΞM = {ξ1, . . . , ξs}, s = n + 3 − 2k+1 + kðàññëîåíèÿ φM èç ñòàíäàðòíîãî íàáîðà ñå÷åíèé Ψ = {ψ1, . . . ψs} ðàññëîå-íèÿ ν îòîáðàæåíèåì κM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk−1 ⊂ Mm ïîäìíîãîîáðàçèåðàçìåðíîñòè (k − 1) îñîáûõ ñåìåéñòâ ñå÷åíèé. Ìíîãîîáðàçèå Nk−1 ñíàá-æåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AN , ïîëó÷åííûé îãðàíè÷åíèåìñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ íàáîðà AM íà ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå. Ïðè ýòîìêëàññ κM |N îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç κN .Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νN èçîìîð�íî ñóììå Óèòíè νN = νM |N ⊕
νN⊂M , ãäå νM�íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Mm, νN⊂M � íîð-ìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Nk−1 âíóòðè Mm ñíàáæåíî ñêî-øåííûì îñíàùåíèåì ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κN . Çàìåòèì, ÷òîðàññëîåíèå νM |N òàêæå ñíàáæåíî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ñ òåì æå õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì, ÷òî äîñòàâëÿåò ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞNìíîãîîáðàçèÿ Nk−1 â êîðàçìåðíîñòè (n− k + 1).Ëåììà 37. Òðîéêà (Nk−1,ΞN , AN) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò xk−1 ∈
Immsf,κ1,...,κj(k − 1, n− k + 1), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðåïÿòñòâè-åì ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 1) äëÿ èñõîäíîãî ýëåìåíòà
x ∈ Immsf,κ1,...,κj(2k − 2, n− 2k + 2).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 37�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Σk ⊂ RP2k−1 îñîáûõ ñå÷åíèé ñåìåéñòâà Ψ, êî-òîðîå íèæå áóäåò ïåðåîáîçíà÷åíî ÷åðåç Σk

0 . Ýòî ìíîãîîáðàçèå ñíàáæåíîåñòåñòâåííîé ñòðàòè�èêàöèåé (�èëüòðàöèåé):
∅ ⊂ Σ0

k ⊂ · · · ⊂ Σk−1
1 ⊂ Σk

0 ⊂ RP2k−1. (157)69



Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ìíîãîîáðàçèåâ �èëüòðàöèè (157) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Ïîäìíîãîîáðàçèå Σi, dim(Σi) =
k − i ýòîé �èëüòðàöèè îïðåäåëåí êàê îñîáîå ïîäìíîãîîáðàçèå ïîäñåìåé-ñòâà ñå÷åíèé, ñîñòîÿùåãî èç ïåðâûõ (s− i)-ñå÷åíèé. Èç ïðÿìûõ âû÷èñëå-íèé âûòåêàåò, ÷òî �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ [Σi] ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷ëåíà�èëüòðàöèè ïðåäñòàâëåí îáðàçóþùåé â Hk−i(RP2k−1; Z/2). Äåéñòâèòåëü-íî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óêàçàííûé öèêë äâîéñòâåíåí õàðàêòåðèñòè-÷åñêîìó êëàññó wn+1−2k−k+i((n+ 1 − 2k)κ

RP2k−1).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå κM : Mm → RP2k−1 ÿâëÿåòñÿ òðàíñ-âåðñàëüíûì âäîëü ïîñòðîåííîé ñòðàòè�èêàöèè â îáðàçå è ïðîîáðàç ñòðà-òè�èêàöèè (157) ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
N0
k−1 ⊂ N1

k−2 ⊂ · · · ⊂ Nk−1
0 ⊂Mm, (158)ïðè÷åì ñòàðøåå ìíîãîîáðàçèå �èëüòðàöèè Nk−1

0 ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðà-çèåì Nk−1, êîòîðîå áûëî ïîñòðîåíî ðàíåå.Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó i, i = 0, . . . , k − 1.�àññóæäåíèÿ â ñëó÷àå i = 0 ýëåìåíòàðíû. ×åòíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
Mm ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé êëàññ ãî-ìîëîãèé â RP2k−1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ κM : Mm → RP2k−1 óæå ëåæèòâ ñòàíäàðòíîì ïðîåêòèâíîì ïîäïðîñòðàíñòâå RP2k−2−i ⊂ RP2k−1. Òîãäà
N i−1
k−i = ∅. Çàìåòèì, ÷òî ñòðàò Σi

k−i ìîæíî âûáðàòü â êëàññå èçîòîïèèòàê, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ Σi
k−i ∩ RP2k−1−i ñîñòîèò èç åäèí-ñòâåííîé òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõêëàññîâ ïîäìíîãîîáðàçèé RP2k−1−i,Σi

k−i â ìíîãîîáðàçèè RP2k−1 íå÷åòåíè ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ. Ïðèìåíÿÿ ïðèåìÓèòíè, ìîæíî âûáðàòü Σi
k−i â êëàññå èçîòîïèè òàê, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèóêàçàííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìóìíîæåñòâó òî÷åê, ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âñåãî îäíà.Îñíàùåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå N i

k−i−1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïðîîáðà-çîì òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè â îñòîâ RP2k−2−i è ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò xi èçãðóïïû êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(i, n− i). Òîãäà ïî Ëåììå 32, ïîñêîëüêó
xi = 0, (÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ xk−1 = 0), ñóùåñòâóåò íîð-ìàëüíûé êîáîðäèçì îòîáðàæåíèÿ cM òàêîé, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿîòîáðàæåíèå (êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç c′M), äëÿ êîòîðîãî îáðàç π◦c′Mëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå RP2k−2−i. Äàëåå ïåðåõîäèì îò i ê (i+1) è ïîâòî-ðÿåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè ðàâåíñòâà xk−1 = 0 âêëàññå êîáîðäèçìà ìîæíî ïîñòðîèòü ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà (k − 1). Ëåììà37 äîêàçàíà. 70



Îñíîâíûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ðåòðàêöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-ùåå ïðåäëîæåíèå.Ïðåäëîæåíèå 38. Ïóñòü n = −2(mod(2k)), n > 2k è ïóñòü äëÿ çà-äàííîãî ýëåìåíòà x ∈ Immsf ;κ1,...,κj(2k − 2, n− 2k + 2) ðàññìàòðèâàåòñÿïðåïÿòñòâèå xk−1 ∈ Immsf ;κ1,...,κj(k − 1, n − k + 1) ê ïîñòðîåíèþ ðå-òðàêöèè ïîðÿäêà (k − 2) â êëàññå êîáîðäèçìà x. Òîãäà ýëåìåíò xk−1ëåæèò â îáðàçå ãîìîìîð�èçìà òðàíñ�åðà, ò.å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
yk−1 ∈ Immsf,κ1,...,κj+1(k − 1, n− k + 1), äëÿ êîòîðîãî rj+1(yk−1) = xk−1.Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 38�àññìîòðèì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νM = (n−2k+2)κM ê ìíîãîîáðàçèþ
Mm, dim(Mm) = m = 2k−2 è ïîäðàññëîåíèå φM ⊂ νM , φ = (n−2k+1)κMêîðàçìåðíîñòè 1, êîòîðîå îðòîãîíàëüíî ëèíåéíîìó ïîäðàññëîåíèþ κM ⊂
νM . Ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé {ξ1, . . . , ξs}, s = n +
3 + k − 2k+1, ðàññëîåíèÿ φ.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññëîåíèå φM ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì êìíîãîîáðàçèþ (ñ êðàåì), êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàí-ñòâî äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ D(κM). Ïîñêîëüêó dim(D(κM)) = 2k − 1,
α(2k − 1) = k, ïî òåîðåìå Êîýíà [C℄ ìíîãîîáðàçèå D(κM) ïîãðóæàåòñÿâ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R

2k+1−2−k (ýòî óòâåðæäåíèå ñ�îðìóëèðîâàíîêàê �èïîòåçà 39 è ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýòîé ãèïîòå-çû ïðèâîäèòñÿ â Ñëåäñòâèè 40). Â ÷àñòíîñòè, ðàññëîåíèå φM äîïóñêàåòñåìåéñòâî s íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèåM2k−2 âûáðàíî â êëàññåíîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà.�àññìîòðèì, êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî ñå÷åíèé Ψ = {ψ1, . . . , ψs}, êî-òîðîå èíäóöèðîâàíî èç ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ
(n + 1 − 2k)κ

RP2k−1 ïðè îòîáðàæåíèè κM . Îïðåäåëåíî ïîäíÿòèå ñåìåé-ñòâà Ψ â íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé Ψ̄ = {ψ̄1, . . . , ψ̄s} ðàñ-ñëîåíèÿ νM . Ñåìåéñòâî Ψ̄ ïðîåêòèðóåòñÿ ñåìåéñòâî Ψ ïðè ïðîåêöèè
νM → φM âäîëü ïîäðàññëîåíèÿ κM . Ïîäíÿòèå íåâûðîæäåííîãî ñåìåé-ñòâà {ξ1, . . . , ξs} â íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ νM îáî-çíà÷èì ÷åðåç {ξ̄1, . . . , ξ̄s}.�àññìîòðèì, êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî ñå÷åíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ X̄ =
{χ̄1, . . . χ̄s} íà ìíîãîîáðàçèè M2k−1 × I ðàññëîåíèÿ ν(M2k−1)× I, êîòîðîåñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì {ψ̄1, . . . , ψ̄s} íà êîìïîíåíòå ãðàíèöû M2k−1 ×{1}è ñ ñåìåéñòâîì ñå÷åíèé {ξ̄1, . . . , ξ̄s} íà êîìïîíåíòå M2k−1 × {0} ãðàíè-öû. Ñåìåéñòâî ñå÷åíèé {χ̄1, . . . , χ̄s} èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, îñîáåííîñòè.Ïîäìíîãîîáðàçèå îñîáûõ ñå÷åíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç V k−1 ⊂ Mm × I. Ýòî71



çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k − 1. Àíàëîãè÷íî ââåäåì îáîçíà-÷åíèå {χ1, . . . , χs} äëÿ ïðîåêöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèéâ ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ φM × I (îáîçíà÷èì ýòî ðàññëîåíèå ÷å-ðåç φM×I). Ñåìåéñòâî ñå÷åíèé {χ1, . . . , χs} òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ çà-äàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëåííûìè ïðîåêöèÿìè ñåìåéñòâ
{ψ̄1, . . . , ψ̄s}, {ξ̄1, . . . , ξ̄s}.Ïóñòü Kk ⊂ Mm × I, m = 2k − 2 � ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
k, îïðåäåëåííîå êàê ïîäìíîãîîáðàçèå îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâà ñå÷åíèé
{χ1 . . . , χs}. Ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå èìååò êîìïîíåíòó ãðàíèöû Kk∩(Mm×
{1}), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk−1 ⊂ Mm × {1}. Ñîãëàñíî Ëåììå33, òðîéêà (Nk−1,ΞN , AN), ãäå ΞN � ñêîøåííîå îñíàùåíèå íîðìàëüíîãîðàññëîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Nk−1, îïðåäåëåííîå ïî òåîðåìå Êîøîðêå, èñåìåéñòâî êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AN = AM |Nk−1, ïðåäñòàâëÿåò ýëå-ìåíò xk−1 â ãðóïïå Immκ1,...,κj ;sf(k − 1, n − k + 1), êîòîðûé îïðåäåëÿåòïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k−1) â êëàññå êî-áîðäèçìà x = [(Mm,ΞM , κM)]. �àññìîòðèì ïîäíÿòèå ñåìåéñòâà ñå÷åíèé
{χ1 . . . , χs} ðàññëîåíèÿ φM×I äî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé {χ̄1 . . . χ̄s} îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ ðàññëîåíèÿ (n+2−2k)κM×I . �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿâ âèäå:

χ̄l|Mm×{0} = ξ̄l, χ̄l|Mm×{1} = ψ̄l, l = 1, . . . , s. (159)Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíî âêëþ÷åíèå V k−1 ⊂ Kk ïîäìíîãîîáðàçèé êî-ðàçìåðíîñòè 1, ïîñêîëüêó íàä V k−1 ñåìåéñòâî ñå÷åíèé X̄ = {χ̄1 . . . χ̄s}âûðîæäàåòñÿ. Ïîäìíîãîîáðàçèå V k−1 çàìêíóòî, ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå
∂(Mm × I) ñåìåéñòâî ñå÷åíèé X̄ íå èìååò îñîáåííîñòåé. Ïðèìåíèì �îð-ìóëó (156) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàáèëüíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ïîä-ìíîãîîáðàçèþ Kk è ê ïîäìíîãîîáðàçèþ V k−1 ⊂ Kk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ̄� ëèíåéíîå ðàññëîåíèÿ ÿäåð ñåìåéñòâà ñå÷åíèé X̄ íàä V k−1.Äîêàæåì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 ⊂Mm×
I â îáúåìëþùåì ìíîãîîáðàçèè èçîìîð�íî ðàññëîåíèþ ε⊕ (m− k + 1)λ.Äåéñòâèòåëüíî, îãðàíè÷åíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(Mm)|V èçîìîð�-íî ðàññëîåíèþ (n+2−2k)κM×I , è, êðîìå òîãî, èçîìîð�íî òðèâèàëüíîìóðàññëîåíèþ (n+2−2k)ε, ïðè÷åì èçîìîð�èçì âûáèðàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì(íå çàâèñÿùèì íè îò Mm íè îò V k−1). �àññëîåíèå Λ̄, äîïîëíèòåëüíîå êëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ λ̄ â òðèâèàëüíîì ðàññëîåíèè ëèíåéíûõ êîìáèíà-öèé âåêòîðîâ ñå÷åíèé, ïðåäñòàâëÿåò ðàññëîåíèå −λ̄, îáðàòíîå ê ðàññëîå-íèþ λ. Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê îáðàçó ýòîãî ðàññëî-åíèÿ â ðàññëîåíèè νM |V èçîìîð�íî ðàññëîåíèþ λ̄⊕(2k−k−1)ε. Èñêîìîåíîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 ⊂M2k−2×I (òåì ñàìûì, è72



ñòàáèëüíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ V k−1) èçîìîð�íî ðàñ-ñëîåíèþ λ̄⊗ (λ̄⊕ (2k − k − 1)ε) = ε⊕ (2k − k − 1)λ̄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç UV ⊂ Kk�ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ïîäìíîãîîáðà-çèÿ V k−1 ⊂ Kk. Ïîëå ÿäåð ñåìåéñòâà {χ1, . . . , χs}, îãðàíè÷åííîå íà V k−1,(à, ñëåäîâàòåëüíî, è íà UV ) çàäàíî ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì λ, îãðàíè÷åí-íûì ñ Kk íà V k−1, (íà UV ) è ýòî ðàññëîåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç λ̄. Ñó÷åòîì òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèå êàæäîãî èç ðàññëîåíèé (2k−1)λ̄, (2k−1)κMíà ïîäìíîãîîáðàçèå V k−1 êàíîíè÷åñêè èçîìîð�íî òðèâèàëüíîìó ðàñ-ñëîåíèþ, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ðàññëîåíèþ ñå÷åíèé â ðàññëîåíèè
φ×I|V k−1 èçîìîð�íî ðàññëîåíèþ λ̄⊕ (2k−1−k)ε⊕ (2k−1−1)κM . Ïðè ýòîìïî àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèÿì, íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ïîäìíîãîîáðà-çèþ Kk ⊂ M2k−2 × I (âíóòðè îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ) èçîìîð�íîðàññëîåíèþ ε ⊕ (2k−1 − 1 − k)λ̄ ⊕ (2k−1 − 1)κM ⊗ λ. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîñòàáèëüíûé êëàññ èçîìîð�èçìà ðàññìàòðèâàåìîãî ðàññëîåíèÿ âû÷èñëÿ-åòñÿ ïî �îðìóëå (−1 − k)λ̄− (κM ⊗ λ̄).Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ëèíåéíîå íîðìàëüíîå ðàññëîå-íèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 ⊂ Kk, ñîâïàäàþùåå ñ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåìïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 â ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè UV , èçîìîð�íî ðàññëî-åíèþ λ̄⊗ κM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qk−1 � ãðàíèöó ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè
UV , ò.å. Qk−1 = ∂UV . Ìíîãîîáðàçèå Kk \ UV èìååò êîìïîíåíòû ãðàíèöû
∂(Kk \UV ) = Qk−1 ∪Kk−1 è ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåð-íîñòè n − k ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì îñíàùåíèÿ κM×I |K\UV . Äåé-ñòâèòåëüíî, íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ áûëî îïèñà-íî âûøå, à ïîëíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç íîðìàëüíîãîðàññëîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ðåçóëüòàòå ñóììû Óèòíè ñ òðèâèàëüíûì
(n + 2 − 2k)�ìåðíûì ðàññëîåíèåì, êîòîðîå êàíîíè÷åñêè èçîìîð�íî ðàñ-ñëîåíèþ (n+ 2 − 2k)κM×I .Òðîéêà (Nk−1,ΞN , AN) (Qk−1,ΞQ, AQ)), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîãîîáðàçèÿ
Nk−1 (Qk−1) âìåñòå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞK (ΞQ) è ñåìåéñòâîì
AK (AQ) êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ, êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê îãðàíè÷å-íèå ñåìåéñòâà AM×I = {κ1, . . . , κj} íà ðàññìàòðèâàåìîå ïîäìíîãîîáðàçèå
 îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ M2k−2 × I, îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèåýëåìåíòû â ãðóïïå êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(k − 1, n− k + 1). Äëÿ êðàò-êîñòè ýòè ýëåìåíòû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [K], [Q], íå óêàçûâàÿ äîïîë-íèòåëüíóþ ñòðóêòóðó ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ è íàáîðà êëàññîâ êîãîìî-ëîãèé.Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì ìíîãîîáðàçèå Kk \ UV , ñíàáæåí-íî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ {κ1|N\UV , . . . , κj|N\UV } è ñêî-øåííûì îñíàùåíèåì â êîðàçìåðíîñòè (n − k + 1) 
 õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèì êëàññîì κMm×I |Kk\UV , îïðåäåëÿåò ñêîøåííî-îñíàùåííûé êîáîð-73



äèçì ìåæäó [K] è [Q]. Ïî ïîñòðîåíèþ [K] = αk−1 ïðåäñòàâëÿåòïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 1) èñõîäíîãî ýëåìåíòà
(M2k−2,ΞM , AM) îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà κM . Ýëåìåíò
[Q] ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ãîìîìîð�èçìà òðàíñ�åðà èç íåêîòîðîãî ýëå-ìåíòà βk−1 ∈ Immsf ;κ1,...,κj,κj+1(k − 1, n − k + 1). Ýëåìåíò yk−1 çàäàíñêîøåííî-îñíàùåííûì ìíîãîîáðàçèåì V k−1 è íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõêëàññîâ AV , êîòîðûé èíäóöèðîâàí îãðàíè÷åíèåì íàáîðà ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ êëàññîâ ñ M2k−2 × I. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Qk−1 ñëóæèò äâó-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì íàä V k−1. Ïðè ýòîì êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ
κj+1 ∈ H1(V k−1; Z/2), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî áåðåòñÿ òðàíñ�åð, ñîâïà-äàåò ñ κM×I |V . Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κQ ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞQìíîãîîáðàçèÿ Qk−1 ïîëó÷åí ïðè òðàíñ�åðå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà
λ̄ = κV ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞV . (Çàìåòèì, ÷òî ýòîò æå õàðàêòåðèñòè-÷åñêèé êëàññ κQ èíäóöèðóåòñÿ èç êëàññà êîãîìîëîãèé κj+1 = κM |V ïðèíàêðûòèè Qk−1 → V k−1.) Ïðåäëîæåíèå 38 äîêàçàíî.Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 29 î ðåòðàêöèè�àññìîòðèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ψ, îïðåäåëåííîå â Ïðåäëîæåíèè 32äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåòðàêöèè ðàâíîãî d − 1. Òîãäà ãîìîìîð-�èçì (153) ïîëíîãî òðàíñ�åðà íà ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κψ(d − 1, n − d +
1) îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Îïðåäåëèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî l(d) =
exp2(exp2 . . . exp2(d) · · · + 1), ãäå ÷èñëî èòåðàöèé �óíêöèè exp2(x + 1) =
2x+1 ðàâíî ψ, à íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x = d− 1.Ïóñòü l′� ïðîèçâîëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè, íå ìåíüøàÿ, ÷åì l(d). Îïðå-äåëèì n = l′−2. Äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû Immsf(n−
1, 1) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà d.Ïîëîæèì n0 = l(d)− 2, ïî ïðåäïîëîæåíèþ n0 ≤ n. Îïðåäåëèì ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü èç ψ ÷èñåë: 2n1 = log(n0 +2)−2, 2n2 = log2(n1 +2)−2, . . . ,
2nψ = log2(nψ−1 + 2) − 2. Âñå óêàçàííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè,ïðè ýòîì nψ = d− 1.Ïóñòü x ∈ Immsf (n−k, k)� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, xd−1 ∈ Immsf (d−
1, n− d+ 1)�ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà d− 1äëÿ èñõîäíîãî ýëåìåíòà x. �àññìîòðèì îáðàç ýòîãî ýëåìåíòà xn0 ∈
Immsf (n0, n − n0). Çàìåòèì, ÷òî ïðåïÿòñòâèå xd−1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðå-ïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (d− 1) ýëåìåíòà xn0 .�àññìîòðèì ïðåïÿòñòâèå xn1 ∈ Immsf (n1, n − n1) ê ïîñòðîåíèþ ðå-òðàêöèè ïîðÿäêà n1 äëÿ αn0. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 34, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
yn1 ∈ Immsf ;κ1(n1, n − n1), ïðåäñòàâëåííûé ñêîøåííî-îñíàùåííûì ìíî-ãîîáðàçèåì Xn1

1 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κXn1
1

∈ H1(Xn1
1 ; Z/2) ñêî-øåííîãî îñíàùåíèÿ, êîòîðûé ïåðåõîäèò ïðè òðàíñ�åðå îòíîñèòåëüíî êî-74



ãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κ1 = κN |X1 â ýëåìåíò xn1 .�àññìîòðèì ïðåïÿòñòâèå yn2 ∈ Immsf ;κ1(n2, n − n2) ê ðåòðàêöèè ïî-ðÿäêà n2 äëÿ ýëåìåíòà yn1. Ñíîâà ïî Ïðåäëîæåíèþ 34, ñóùåñòâóåò ýëå-ìåíò zn2 ∈ Immsf ;κ1,κ2(n2, n − n2) òàêîé, ÷òî ýëåìåíò r2(zn2) ïðåïÿò-ñòâóåò ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà n2 äëÿ ýëåìåíòà yn1 . Ýëåìåíò rtot(zn2) =
r1 ◦ r2(zn2) = Jsfn2

(xn0) = xn2 ñëóæèò ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà
(n2) äëÿ ýëåìåíòà xn1 . Ýòîò æå ýëåìåíò xn2 ñëóæèò ïîëíûì ïðåïÿòñòâè-åì ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (n2) äëÿ èñõîäíîãî ýëåìåíòà x.�àññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþðåòðàêöèè ïîðÿäêà (d − 1) äëÿ ýëåìåíòà x ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïðè-ìåíåíèÿ ïîëíîãî ψ-êðàòíîãî òðàíñ�åðà ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ε ∈
Immsf ;κ1,...,κψ(d − 1, n − d + 1). Ïî Ïðåäëîæåíèþ 32 rtot(ε) = 0. Ñëåäî-âàòåëüíî, xd−1 = 0. Òåîðåìà 29 î ðåòðàêöèè äîêàçàíà.ÄîáàâëåíèåÎáîçíà÷èì ÷åðåç b = b(k)� ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü äâîéêè, êðàòíóþ ñòåïå-íè 2k. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîãàåòñÿ, ÷òî n+2 ≥ 2b(k). Îáîçíà÷èì íàòóðàëüíîå÷èñëî (n− 2b(k) + k + 3) ÷åðåç s.�èïîòåçà 39. Ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîáîðäèçìà α ∈ Immsf,κ1,...,κj(b(k) −
1, n−b(k)+1), ïðåäñòàâëåí ìíîãîîáðàçèåìM b(k)−1 ñî ñêîøåííûì îñíàùå-íèåì ΞM è íàáîðîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ κM ∈ H1(M b(k)−1; Z/2),
κi ∈ H1(M b(k)−1; Z/2), i = 1, . . . , j òàêèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M b(k)−1 ïî-ãðóæàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî R

2b(k)−2−k. Ýêâèâàëåíòíî, íàéäåòñÿ ñåìåé-ñòâî {ξ1, . . . , ξs} ñå÷åíèé íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(M) = (n − b(k) +
1)κM , êîòîðîå íå èìååò âûðîæäåíèé.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 38 ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèìñëåäñòâèåì �èïîòåçû 39.Ñëåäñòâèå 40. Ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîáîðäèçìà α ∈ Immsf ;κ1,...,κj(b(k)−
1, n−b(k)+1), ïðåäñòàâëåí ìíîãîîáðàçèåìM b(k)−1 ñî ñêîøåííûì îñíàùå-íèåì ΞM è íàáîðîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ κM ∈ H1(M b(k)−1; Z/2),
κi ∈ H1(M b(k)−1; Z/2), i = 1, . . . , j. Ïðè ýòîì íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî
{ξ1, . . . , ξs} ñå÷åíèé íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(M) = (n − b(k) + 1)κM ,êîòîðîå íå èìååò âûðîæäåíèé íàä ïîäìíîãîîáðàçèåì N b(k)−2 ⊂ M b(k)−1,ïðåäñòàâëÿþùèì ýéëåðîâ êëàññ ðàññëîåíèÿ κM .Ìû äîêàæåì Ñëåäñòâèå 40 â ïðåäïîëîæåíèè j = 0. Ïðè ýòîì ìûâîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [A-E℄, ñîãëàñíî êîòîðîìó75



åñòåñòâåííûé ãîìîìîð�èçì Immfr(k, 1) → Immsf(k, b(k) − 1) ÿâëÿåòñÿòðèâèàëüíûì (ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [A-E℄ äàæå ïðè áîëåå ñëàáûõðàçìåðíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ).Çàìå÷àíèå�èïîòåçà 39 (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòà Êîýíà [C℄, ñî-ãëàñíî êîòîðîìó ìíîãîîáðàçèåM b(k)−1 äîïóñêàåò ïîãðóæåíèå â ïðîñòðàí-ñòâî R
2b(k)−k−2. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïîãðóæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî íîð-ìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(M) ðàçìåðíîñòè dim(ν) = n + 1 − b(k) èìååò, ïîìåíüøåé ìåðå, (n−2b(k)+k+3) íåâûðîæäííûõ ñå÷åíèÿ. Íàä ïîäìíîãîîá-ðàçèåì N b(k)−2 ⊂M b(k)−1 ýòî ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ïîäàâíî íå âûðîæäàåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 40 ïðè j = 0Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå î ïîãðóæàåìîñòè ñòàíäàðòíîãî ïðî-åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RPb(k)−1 â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R

2b(k)−k−2.Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè dim(M) = b(k)−1 ÷åðåçm. Òîãäà dim(N) =
m− 1. Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå νM |Nm−1 ÷åðåç νN , íîðìàëüíîå ðàññëîåíèåê ìíîãîîáðàçèþ Nm−1 ÷åðåç νN , ðàññëîåíèå κM |N ÷åðåç κN . Çàìåòèì,÷òî (n − b(k) + 2)κN = νN è ÷òî νN ⊕ κN = ν̄N . Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ
π : ν̄N → νN ðàññëîåíèé ñ ÿäðîì κN .Çàìåòèì, ÷òî ðàññëîåíèå (n−b(k)+2)κRPm ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ðàññëî-åíèåì ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ T (RPm) = b(k)κRPm è, ñëåäîâàòåëüíî,ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ê RPm ðàçìåðíîñòè (n − b(k) + 2).�àññìîòðèì íåâûðîæäåííîå (ñòàíäàðòíîå) s�ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ðàññëî-åíèÿ (n−b(k)+2)κRPm . Ýòî ñåìåéñòâî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó ìíîãîîáðà-çèå RPm ïîãðóæàåòñÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R

2b(k)−k−2. �àññìîòðèìîòîáðàæåíèå κN : Nm−1 → RPm è èíäóöèðóåì ýòèì îòîáðàæåíèåì íåâû-ðîæäåííîå s�ñåìåéñòâî îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ν̄N è ñå-ìåéñòâî ïðîåêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ñå÷åíèé(âîîáùå ãîâîðÿ, âûðîæäåííûõ) ðàññëîåíèÿ νN :
{ψ̄1, . . . , ψ̄s}, {ψ1, . . . , ψs}Nm−1×{0}. (160)Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, â êëàññå íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà ìíîãî-îáðàçèÿ Nm−1 âûáåðåì ïðåäñòàâèòåëü, èìåþùèé ãîìîòîïè÷åñêèé k-òèïïðîñòðàíñòâà RP∞, èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèè κN .Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè 
 ïàðàìåòðîì i = 0, . . . , k. Ïóñòü ïî-ñòðîåíà ãîìîòîïèÿ

{χ̄1, . . . , χ̄s}Nm−1×[0,i], {χ1, . . . , χs}Nm−1×[0,i], (161)76



ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:
{χ̄1, . . . , χ̄s}Nm−1×{0} = {ψ̄1, . . . , ψ̄s}Nm−1×{0}, (162)
{χ̄1, . . . , χ̄s}Nm−1×{i} = {ψ̄1, . . . , ψ̄s}Nm−1×{i}. (163)Ïðè ýòîì âûïîëíåíû íèæåñëåäóþùèå óñëîâèÿ 1-3.�1. Ïîäñåìåéñòâî {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i+1}Nm−1×{i} ñåìåéñòâà (163) ÿâëÿåòñÿíåâûðîæäåííûì.�2. Â ñåìåéñòâå ïðîåêöèé {ψ1, . . . , ψs}Nm−1×{i} ñåìåéñòâà ñå÷åíèé (163)ïîäñåìåéñòâî {ψ1, . . . , ψs−k+i}Nm−1×{i} ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.�3. �îìîòîïèÿ (161) èìååò, áûòü ìîæåò, âûðîæäåíèå ñ òðèâèàëüíûìëèíåéíûì ðàññëîåíèåì ÿäåð.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Li ⊂ Nm−1 × {i} � i-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå áà-çû, íàä êîòîðûìè ïîäñåìåéñòâî {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+1+i}Nm−1×{i} ïåðåñåêàåòñÿñ ïîäðàññëîåíèåì κN (ò.å. ñåìåéñòâî ïðîåêöèé {ξ1, . . . , ξs−k+1+i} âûðîæ-äàåòñÿ).Áàçîâûé øàã èíäóêöèèÏðè i = 0 �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L0 ïðåäñòàâëÿåò ãî-ìîëîãè÷åñêèé ýéëåðîâ êëàññ â ãðóïïå H0(N

m−1; Z/2). Ýòîò ãîìîëîãè÷å-ñêèé êëàññ äâîéñòâåíåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó
wb(k)−2((n− b(k)+1)κN = w1(κN)b(k)−2 ∈ Hb(k)−2)(Nm−1; Z/2) è ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì

〈w
m−1)
1 (κN); [Nm−1]〉 = 〈wm1 (κM); [Mm]〉.Óêàçàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó ìíîãîîá-ðàçèå N b(k)−2 îðèåíòèðîâàííî è èìååò 1-ãîìîòîïè÷åñêèé òèï RPm. Òåìñàìûì, ïðè i = 0 â êëàññå èçîòîïèè íåâûðîæäåííîãî ñåìåéñòâà ñå÷å-íèé {ψ̄1, . . . , ψ̄s}Nm−1×{0} íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî äëÿ êîòîðîãî ïîäñåìåéñòâîïðîåêöèé {ψ1, . . . , ψs−k+1}Nm−1×{0} íå âûðîæäàåòñÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò îñ-íîâàíèå èíäóêöèè.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîìîòîïèÿ (161)óæå ïîñòðîåíà ïðè i = i0 −1 è ïîñòðîèì òàêóþ æå ãîìîòîïèþ ïðè i = i0.Âíà÷àëå ïîñòðîèì ðåãóëÿðíóþ ãîìîòîïèþ
{χ̄1, . . . , χ̄s−k+i0+1}Nm−1×[i0,i0+1] (164)77



çàäàííîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i0+1}Nm−1×{i0} ê ñåìåéñòâó ñå-÷åíèé {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i0+1}Nm−1×{i0+1} (óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè íà êîìïîíåí-òå ãðàíèöû Nm−1 × {i0} âûïîëíåíî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ),äëÿ êîòîðîé ñåìåéñòâî ïðîåêöèé
{ψ1, . . . , ψs−k+i0+1}Nm−1×{i0+1} (165)íå èìååò âûðîæäåíèé.�àññìîòðèì i0-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Li0 ⊂ Nm−1 ×{i0}, ñîñòîÿùååèç òî÷åê, â êîòîðûõ ïîäñåìåéñòâî {ψ1, . . . , ψs−k+i0+1}Nm−1×{i0} âûðîæäà-åòñÿ. Èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå êëàññà

κN íà ïîäìíîãîîáðàçèå Li0 òðèâèàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìíîãîîáðàçèå
Li0 ⊂ Nm−1 × {i0} ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì. Îáîçíà÷èì îñíàùåíèå ìíîãî-îáðàçèÿ Li0 ÷åðåç ΞL.Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó [A-E℄ ñóùåñòâóåò (i0 + 1)-ìåðíîåñêîøåííî-îñíàùåííîå â êîðàçìåðíîñòè (b(k) − 1) ìíîãîîáðàçèå
(Γi0+1,ΨΓ), 
 êðàåì ∂Γi0+1, äè��åîìîð�íûì ìíîãîîáðàçèþ Li0 , ïðèýòîì îãðàíè÷åíèå ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΨΓ íà ãðàíèöó Li0 ÿâëÿåòñÿîñíàùåíèåì, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì îñíàùåíèåì ΞL íà êðàå Li0 .Ïîñêîëüêó Nm−1 èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé k-òèï RP∞ è íîðìàëüíîåðàññëîåíèå νN ñíàáæåíî êàíîíè÷åñêîé òðèâèàëèçàöèåé íà ëþáîì ïîä-ìíîãîîáðàçèè â Nm−1 ðàçìåðíîñòè íå áîëåå k, ñêîøåííî-îñíàùåííîåìíîãîîáðàçèå Γi0+1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîãîîáðàçèå Γi0+1 ⊂
Nm−1×[i0, i0+1] 
î ñòàáèëüíûì ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΨΓ, îãðàíè÷åíèåêîòîðîãî íà ∂Γi0+1 ñîâïàäàåò ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì Li0 ⊂ Nm−1 × {i0} èïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå κN íà ïîäìíîãîîáðàçèå Γi0+1 ñîâïàäàåò ñ õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèì êëàññîì ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞΓ.�åãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ (164) îïðåäåëåíà ïî ïîäíÿòèþ ïðîåêöèè

{χ1, . . . , χs−k+i0+1}Nm−1×[i0,i0+1], (166)äëÿ êîòîðîé ïîäìíîãîîáðàçèå (Γi0+1, Li0) ⊂ (Nm−1×[i0, i0+1], Nm−1×{i0})ñëóæèò ïîäìíîãîîáðàçèåì îñîáûõ ñå÷åíèé ñ òðèâèàëüíûì ëèíåéíûì ðàñ-ñëîåíèåì ÿäåð.Òåïåðü ïîñòðîèì ãîìîòîïèþ (161) ïðè i = i0 + 1. Íà îòðåçêå [0, i0]ãîìîòîïèÿ óæå ïîñòðîåíà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Íà îòðåçêå
[i0, i0 + 1] íà ïîäñåìåéñòâå ïåðâûõ (s − k + i0 + 1) âåêòîðîâ ãîìîòîïèÿñîâïàäàåò ñ ãîìîòîïèåé (164). Çàìåòèì, ÷òî îñîáûå ñëîè ãîìîòîïèè

{χ̄1, . . . , χ̄s−k+i0+2}Nm−1×[0,i0]îáðàçóþò ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç
(∆i0+1, Ki0) ⊂ (Nm−1 × [0, i0], N

m−1 × {i0}). (167)78



Â ñèëó óñëîâèÿ 3, ïîäìíîãîîáðàçèå (167) ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì. Îáîçíà-÷èì îñíàùåíèå ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç Ψ∆. �ðàíèöà Ki0 ìíîãîîá-ðàçèÿ ∆i0+1 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâà ñå÷åíèé
{ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i0+2}Nm−1×{i0}. (168)Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå îñîáûõ ñå÷åíèé ñåìåéñòâà

{ψ̄1, . . . ψ̄s−k+i0+1}Nm−1×{i0} çàêëþ÷åíî â øàð U ⊂ Nm−1. Áóäåì ñòðîèòüãîìîòîïèþ (161) íà ïîäñåìåéñòâå ïåðâûõ (s − k + i0 + 2) âåêòîðîâ íàìíîãîîáðàçèè Nm−1 × [i0, i0 + 1], íåïîäâèæíóþ íà ãðàíèöå ∂U øàðà U , èñîâïàäàþùóþ ñ ãîìîòîïèåé (164) íà ïîäñåìåéñòâå ïåðâûõ (s− k+ i0 +1)âåêòîðîâ. Óêàçàííóþ ãîìîòîïèþ ïîñòðîèì òàê, ÷òî ìíîãîîáðàçèå îñî-áåííîñòåé ñåìåéñòâà ñå÷åíèé (168) ïåðåñòðàèâàåòñÿ âäîëü îñíàùåííîãîìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì
(∆i0+1

1 , Ki0) ⊂ (Nm−1 × [i0, i0 + 1], Nm−1 × {i0}),êîòîðîå çåðêàëüíî îñíàùåííîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ (167) è ñîâïàäàåò ñýòèì ìíîãîîáðàçèåì íà îáùåé ãðàíèöå Ki0 ⊂ Nm−1 × {i0}.�îìîòîïèÿ (161) ïðè i = i0 +1 íà ñåìåéñòâå ïåðâûõ (s−k+ i0 +2) âåê-òîðîâ ïîñòðîåíà. Ïðîäîëæèì ïîñòðîåííóþ ãîìîòîïèþ íà âñå ñåìåéñòâî
s âåêòîðîâ íàä ìíîãîîáðàçèåì Nm−1 × [i0, i0 + 1], îáåñïå÷èâ âûïîëíåíèåãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà Nm−1 × {i0} è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3.Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå äîêàçàíî. Ñëåäñòâèå 40 â ïðåäïîëîæå-íèè j = 0 äîêàçàíî.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[A℄ P.M.Akhmet'ev, Geometri
 approa
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., vol 39(2007) 473-481.[B-J-M℄ M.G. Barrat, J.D.S. Jones and M.E. Mahowald, The Kervaireinvariant one problem, Contemporary Mathemati
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