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§D Terminologie und Notation

Dieser Arbeit liegt die Mengenlehre von Zermelo-fraenkel und ein fest gew8hltes Uni-
versum 2 zugrunde. Wir setzen dabei voraus, dass g die Menge N der nattirlichen
Zahlen enth#lt. Die Mengen der Theorie nennen wir hier jedoch Klassen und wir schrénken
die Bezeichnung Menge auf diejenigen Klassen ein, flir die es eine Bijektion auf ein
M e g gibt. Zum Beispiel sind N , sowie g und ZE Klassen. Mengen sind alle endlichen
oder abz8hlbaren Klassen {und nicht etwa nur die Klassen aus g

Die Kardinalit#t einer Menge K bezeichnen wir mit {Ki ; sie soll zu g gehtren.
Eine Kardinmalzahl o heisst regul#r, wenn sie unendlich ist und zu g geh8irt und wenn
aus |JI{ < a und o L a fOr alle i € I folgt, dass E;ai < a . Damit ist §§D die
kleinste regul¥re Kardinalzahl, E§l die zweitkleinste... . Ausserdem bezeichnen wir mit
oo die kleinste Kardinalzahl, die nicht mehr zu B geh8rt (die also in unserer Sprache
keine Menge ist).

Eine Kategorie X besteht wie @blich aus einer Klasse von Objekten 0Ob X , eimer
Klasse von Morphismen Mor X , zwei Abbildungen d,w : Mor X — Ub X und einer Komposi-
tion. Wir verlangen aber zus¥tzlich, dass flir je zwei Objekte X,Y € Ob X {wir schreiben
auch einfacher X,Y € X } die Klasse [X,Y] der Morphismen X —Y eine Menge ist. Wenn
die letztere Eigenschaft nicht sichergestellt ist, so sprechen wir hier lediglich von
einer Metakategorie {in der Arbeit selbst erlauben wir uns einige Slnden). Zum Beispiel
bilden flir je zwei Kategoriem X,Y die Funktoren X —Y im allgemeinen keine Kategorie
wohl aber eine Metakategorie, die wir ebenfalls mit [ﬁmi] bezeichnen.

Mit Me , Gr , ModA , Top , Komp , Kat ... bezeichnen wir die Kategorien der Mengen,

Gruppen, Moduln, topologischen RHume, kompakten RHume, Kategorien..., deren Tr8germengen
zu g gehtren. Mit den Objekten aus Kat nennen wir auch alle dazu H8gquivalenten Katego-
rien klein. Mit anderen Worten, eine Kategorie X heisst genau dann klein, wenn eine

Menge M <« Ob X existiert derart, dass jedes Objekt in X zu esinem Objekt aus M iso=-
morph ist. Wenn zusltzlich die Bedingungen [M{ < a und \[X,Y]‘ £ o flir alle X,Y € M

gelten, wobei «a eine regul8re Kardinalzahl ist, so nenmen wir X o-klein.
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Fiir jede Menge M w#hlen wir ein festes M' € U und eine feste Bijektion
i, + M —>M' . Die Wahl sei so getroffen, dass flir M € U die Gleichungen M = M' und

M

iM = idM gelten. Mit dieser Wahl sind flr jede Kategorie X und jedes X ¢ X zwei Funk-
toren x Me , Y~3[X,Y]" und X7 —sMe , Y~»[Y,X]' festgelegt. Wir bezeichnen sie mit
[X,-] und [—,X] . Diese Umst8ndlichkeit in der Definition der Hom-Funktoren ist "unver-
meidlich", weil flir X Funktorkategorien [QF,ME] zugelassen sind, falls U klein ist.
Aus diesem Grunde verlangen wir von den Morphismenklassen [X,Y] einer Kategorie X
nicht, dass sie zu g gehliren, sondern lediglich, dass sie Mengen bilden. Das flihrt zu
Umstldndlichkeiten, die wir jedoch in der Praxis heiseite schieben, indem wir einfach

[x,Y] statt [X,Y]' schreiben ...

Falls ein Leser andere Ansichten Bber Grundlagen vertritt, so sollte dies beim Lesen
dieser Arbeit keine Schwierigkeiten bersiten. Wir glauben, dass die Resultate dieser Ar-
beit unter "Grundlagentransformationen invariant sind".

Was "Limites" betrifft, verwenden wir konsequent die "Kosprache" und nicht die "Links-
und Rechts-Sprache" oder die "direkte-~und inverse~Sprache" ... , Unsere Limites, Frodukte,.
Kerne... sind also die "inversen oder projektiven" Limites anderer Sprachen; unsere ad-
Jjungierten Funktoren sind "rechtsadjungiert”. Ebenso entsprechen unsere Kolimites, Kopro-
dukte... den "direkten oder induktiven Limites®, unsere koadjungierten Funktoren den
"Linksadjungierten” ... . Flir Limites und Produkte verwenden wir die Bezeichnungen iip
und 1T . Mit 'Efx bezeichnen wir das Produkt einer Familie (xi)iEI mit Xi = X flr
alle Xi . Die dualen Bezeichnungen sind lip , 1L und _%?X .

Sei « eine regulBre Kardinalzahl. Ein a-Limes in einer Kategorie X ist der Limes
eines Funktors mit o~kleinem Definitionsbereich D . Die Kategorie X heisst a~yvollst8n-
dig, wenn jeder solche Funktor einen Limes hat. Sie heisst vollst8ndi , wenn sie o-voll-

st8ndig flir alle regulfren Kardinalzahlem o ist. Entsprechend heisst ein Funktor

omstetig (bzw. stetig), wenn er alle existierenden o-Limites (bzw. Limites van Funktoren

mit kleinem Definitionsbereich) erh¥1t. Die duale Terminologie lautet a~kovollstHndig,
kovollst#ndig, o-kostetig, kostetig... . Ein Produkt TT'Xi mit |I} < a heisst
iel

ein o-Produkt; entsprechend heisst ein Koprodukt ,LEXi mit lIl £ a ein o~Koprodukt.
i€
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Sei D eine kleine Kategorie. £ine Kategorie X heisst D-vollst#ndig (bzw. D-kovell-
stlndig), falls jeder Funktor D —X einen Limes (bzw. Kolimes) besitzt. Entsprechend
heisst ein Funktor X — Y D-stetig (bzw. D-kostetig), wenn er alle existierenden D-Limi-
tes (bzw. D-Kolimites) erh81t. (Dabei ist ein D-Limes ... der Limes eines Funktors mit

Definitionsbereich D ... ).



§J.Echta und requlBre Epimorphismen

Wir stellen in diesem Abschnitt einige "wohlbekannte" Resultate UBber Epimorphismen zusam-—

men, die in der Arbeit Bfters verwendet werden (vgl. Pupier [#51, Kelly [351, Gabriel [Zi]x

1.1 Ein Epimorphismus £ : A 5B in einer Kategorie X heisst echt, wenn es flir jedes

kommutative Diagramm

b3
v
o)

in welchem p ein Monomorphismus ist, einen Morphismus y : B =C gibt derart, dass
8= By - Ein solches vy ist eindeutig bestimmt und hat ausserdem die Eigenschaft 7€=a.
Die folgenden Eigenschaften sind evident: die Zusammensetzung zweier echter Epimor-
phismen sowie der Kolimes eines beliebigen Systems von echten Epimorphismen sind wieder
echte Epimorphismen. Wenn eine Zusammensetzung 71*2 ein echter Epimorphismus ist, dann
auch n - Setzt man im obigen Diagramm o = idA und f = idE so folgt, dass ein echter

Epimorphismus, welcher monamorph ist, ein Isomorphismus ist.

1.2 Ein echter Epimorphismus g : A —»B 14sst sich nur in trivialer Weise durch ein
Untercbjekt von B faktorisieren. Aus den Relationen "gE= pa" wund "p = Monomorphismus®
folgt n#mlich, dass p ein Isomorphismus ist (man setze im obigen Diagramm § = lB ).
Umgekehrt ist ein Morphismus £ : A =B mit dieser Eigenschaft ein echter Epimorphismus,
vorausgesetzt X besitzt Faserprodukte und Kerne. Jedes Diagramm 1.1 gibt n¥mlich Anlass
zu einer Zerlegung von £ in einen Morphismus A — BT L und die kanonische Projektion
Py ¢ BT C —B . Die letztere ist ein Monomorphismus und somit ein Isomorphismus, weil u

monomorph ist. Flir y kann man daher p2p;l wdhlen.
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1.3 Ein Quotient eines Objektes heisst echt, wenn der zugehtrige Epimorphismus echt ist.
Es ist klar, dass in einer kovollstindigen Kategorie ein Morphismus § : X —Y bis auf
Isomorphie eindeutig in einen echten Epimorphismus und einen Monomorphismus zerlegt wer—
den kann, vorausgesetzt die echten Quotienten von X bilden eine Menge. Dasselbe gilt,
wenn X lokalklein und vollst¥ndig ist. In beiden FHllen gibt es ein eindeutig bestimm-
tes Unterobjekt p : Y' —Y und einen echten Epimorphismus &3 X —Y! derart, dass

pe=E . Wir nennen Y' das "Bild" von §

1.4 Ein Epimorphismus £ : A —B heisst bekanntlich requl8r, wenn flir jeden Morphismus

m: A -L[C folgende Bedingungen Hquivalent sind:

{i) 7 ist von der Gestalt B¢ ;

(ii) aus €a =¢B folgt Mma =7p .

Ein Quotient eines Objektes heisst regullr, wenn der zugehBrige Epimorphismus regull¥r ist.
Falls ¢ der Kokern eines Paares X —3A ist, dann ist € regulBir. Falls M eine Gene-
ratorenmenge ist und in X beliebige Koprodukte von Objekten aus M existieren, dann
ist jeder regulfre Epimorphismus p : A - B der Kokern des kanonischen Morphismenpaares

Ilu :;% A

f.q9

f,g %

Dabei erstreckt sich das Koprodukt Uber alle Morphismenpaare f,g : U = A mit der

f.g

Eigenschaft pf = pg , deren Definitionsbereich U in M liegt. Der Summand U

f,g frg

wird vermbge f wund g in A abgebildet. Hieraus folgt, dass A nur eine Menge von
regul8ren (Quotienten besitzt. Wenn das Faserprodukt A E{A existiert, so ist £ genau
dann regulfr, wenn die kanonische Folge
ATT A&:A—E)E
B P2
exakt ist (dh. € ist der Kokern der kanonischer Projektionen pl,pz), Ein regullrer Epi-

morphismus ist natlirlich echt.
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1.5 Ffalls die Kategorie X Faserprodukte besitzt und kovollstlndig ist, so kann man
fir jeden Morphismus o : A =B und jede Ordinalzahl v eine Zerlegung o = q)VEV wie
folgt konstruieren:
a) Es sei 50 = 1dA und 9, =9 -

s A : i i e 1 : A
b) Wenn Ev A -—»Av und q;v Av — B schon konstruiert sind, so sei ’)Lv v _'Av+l

der Kokern der durch o, bestimmten Aequivalenzrelation AVTI!' Av jAv ; man definiere

dann £v+l als ')CVEV und qu+l als den induzierten Morphismus A — B , welcher durch

v+l

A bestimmt ist.

die Ei haft =
ie Eigenscha o, mv+l 3

c) Wenn Vv eine Limeszahl ist, so definiere man Av = lim A und 9, bzw. Ev als die
—

J<y

induzierten Morphismen Av — B bzw. A -—»Av .

Es ist klar, dass ')cv genau dann ein Isomorphismus ist, wenn 9, ein Monomorphismus ist.
Das Supremum der v , flir die xv kein Isomorphismus ist, heisst die Zerlegungszahl Z(g)
von o . Das Supremum der Z{p) , wobei o € X , heisst die Zerlegungszahl Z{X) der Ka-

tegorie X .

1.6 Bemerkung. Die vorige Konstruktion kann auf etwas allgemeinere F#lle ausgedehnt wer-

den. Wir geben zwei Beispiele an:

a) Die Kategorie X sei kovollst#ndig und besitze eine Generatorenmenge M . Man betrach-
te dann alle Morphismenpaare f,g : U=3A , derart, dass U € M und of = og . flir Al
nehme man dann einfach den Kokern des induzierten Morphismenpaares _LLU A, usw.

9
b) Es sei « eine regulBre Kardinalzahl; die Kategorie X sei echt o-kovollst#ndig (vgl.
Einleitung oder 9.6). Dann kann man flir El : A ———’Al den Kolimes aller regul8ren Epimor-

phismen A — X nehmen, durch die sich ¢ : A — B faktorisieren 18sst. Durch transfinite

Induktion 18sst sich dann auch Av fbr jede Ordnungszahl v wie in 1.5 definieren.

1.7 flr eine kovollst4ndige Kategorie X mit Faserprodukten oder einer Generatorenmenge

sind folgende Bedingungen gleichwertig:

(i) z{x) =0

(ii) Jeder Morphismus 18sst sich in einen regul8ren Epimorphismus und einen
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Monomorphismus zerlegen.
{iii) Jeder echte Epimorphismus ist regulr.

{iv) Die Zusammensetzung zweier regulfrer Epimorphismen ist ein regullrer Epimorphismus.

Diese Bquivalenten Bedingungen sind in folgenden Kategorien erfiillt: Me , _MED s
Top , _T_Dgo , Komp , K_t:lm_gIJ , Kategorien von universellen Algebren, Garben etc. 5ie sind
auch erflillt, wenn jeder reqgullre Epimorphismus g: A »B ein universeller Epimorphis-
mus ist (dh. wenn flr jeden Morphismus B' —B die kanonische Projektion B' T7TA =B’

ein Epimorphismus ist). Dies ergibt sich aus folgendem

Lemma. Es seien &: A —B und m: B —C zregulre Epimorphismen in einer Kategorie mit

Faserprodukten. Wenn ETTE : A “(l':l' A —B 1(':1' B ein Epimorphismus ist, dann ist m& ein re-
c

qul¥rer Epimorphismus.

Das Lemma ist die Beute einer ungeflhrlichen "LBwenjagd" auf dem Diagramm

ATT A

ATTA::;A—Z'—E——N:

c
g3 €
EC

BEB:_—‘?,B——?———>c

Man beachte ferner, dass ETr € ein Epimorphismus ist, wenn £ ein universeller Epimor-
= =
phismus ist. Dann sind n#mlich C‘ETB iy ETBr (B 1CTE) und ATTE — (AT B) 1; € Epimor~
c c

phismen und somit auch (E‘g B) « (ATTE) = EME .
c c

1.8 Es sei Halb die Kategorie der Halbgruppen. In jﬁ:il_bo sind die Bguivalenten Beding-
ungen von 1.7 nicht erflillt. Es seien n8mlich N die additive Halbgruppe der natlirlichen
Zahlen, H die durch 3 und 5 erzeugte Unterhalbgruppe und ¢ : H — N die Inklusion.
Seien a,f :N 3K Morphismen mit der Eigenschaft oo =fAe . Dann gelten die folgenden

Relationen (additiv geschrieben)
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t

ol 7} = al2)4+a(5) = al2)4B(5) = al2)+B{3)+p(2) = a{2)+a(3)4B(2) = «{5)4+B(2} =

= B(a)+p(2) = B(7) .

Dies zeigt, dass ¢ in Halb kein regul8rer Monomorphismus ist (dh. der zugehbBrige Mor-
phismus mo : N° —H° von Halb® ist kein regul¥rer Epimorphismus). Ist andererseits G
die durch 3,5 und 7 erzeugte Unterhalbgruppe von N , so sieht man leicht, dass die In-

klusionen H —G und G — N regulBre Monomorphismen sind.

Man kann leicht zeigen, dass die Kategorie Kat der Kategorien aus U die Zerle-

gungszahl 1 hat. Die Zerlegungszahl der Kategorie der 2-Kategorien aus U ist 2 ...

1.9 Eine Menge M von Objekten in einer Kategorie X heisst eine echte Generatoren-

menge, falls

a) M eine Generatorenmenge ist und
b) ein Morphismus £ : A »B in X genau dann ein Isomorphismus ist, wenn flir jedes

U €M die Abbildung [U,e] : [U,A] -»[U,B] bijektiv ist.

Falls X Kerne besitzt, dann folgt a) aus b). Eine Kategorie mit einer echten Generato-
renmengs M ist lokal klein (= well pawered), wenn sie Faserprodukte besitzt, oder wenn

M die st#rkere Bedingung 1.10 i) erftillt. Eine Generatorenmenge ist im allgemeinen nicht
echt. In der Kategorie der topologischen R¥ume ist jeder einpunktige Raum ein Generator,
aber kein echter Generator, weil im allgemeinen ein bijektiver Morphismus nicht invertier-

bar ist.

1.10 Satz. Sei M eine Menge von Objekten in einer Kategorie X  derart, dass flir je-

de Familie (Ui)ieI von Objekten U, € M das Koprodukt Ji?'fui in X exdistiert. Man

betrachte die folgenden Aussagen:

(i) flr jedes Objekt A € X gibt es eine Familie (U, € M)iEI und einen echten Epimor-
— i ——

phismus J_LU, —A .
ie] *
(ii) Ein Morphismus £: A —»B mit der Eigenschaft, dass sich jeder Marphismus U —aE’

Ue€eM, durch € faktorisieren lHsst, ist ein echter Epimorphismus.

(iii) Ein Morphismus € : A —»B mit der Eigenschaft, dass [U,E] fir jedes Objekt
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U € M eine Bijektion ist, ist invertierbar.

(iv) Ein Monomorphismus €: A —B mit der Eigenschaft, dass sich jeder Morphismus

U—-B, Uc¢€ MI durch € faktorisieren l8sst, ist invertierbar.

Dann gilt (i) &> (ii)} = (iii) =% (iv) . Ausserdem sind alle vier Aussagen HBguivalent,

wenn sich jeder Morphismus in einen echten Epimorphismus und einen Monomorphismus zerle-

gen 1l8sst (vgl. 1.3, 6.6 c) und 1.7}, insbesondere ist M dann eine echte Generatoren-

menge .

Der Beweis ist evident.

1.11 Eine Menge M wvon Objekten in einer Kategorie X heisst eine requl8re Generato-

renmenge, falls

a) flir jedes X € X das Koprodukt J_LUh existiert, wobei h alle Morphismen mit Werte-
h

bereich X und Definitionsbereich in M durchl8uft.

b} der kanonische Morphismus J_th — X , welcher den Summanden Uh vermBge h : Uh — X
h

in X abbildet, ein regulBrer Epimorphismus ist.

1.12 Satz. Sei X eine Kategorie mit einer echten Generatorenmenge M derart, dass

in X beliebige Koprodukte von Objekten aus M existieren. Ausserdem soll jedes Mor-

phismenpaar U, 3 U. in X einen Kokern besitzen, wobei U, ,U, € M und I,J
iel * &) ] - i’7j

beliebige Mengen sind. falls flir jedes U € M der Ffunktor [U,-] : X —Me requl8re Epi-

morphismen erhdlt, dann ist X kovollstBndig und vollst#ndig und jeder echte Epimorphis-

mus ist requl8r. Insbesondere ist M eine requl#re Generatorenmenge.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ein Morphismus p : A —B genau dann ein regulfrer Epi-

morphismus ist, wenn fir jedes U € M die Abbildung [U,p] surjektiv ist. Es genligt zu

zeigen, dass die Bedingung hinreichend ist. Sei

ao p
||uf —$A—>B
ﬁg s g al

das in 1.4 angegebene Diagramm. (Das Koprodukt erstreckt sich Uber Morphismenpaare
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f,g : U =3 A mit pf = pg , deren Definitionsbereich U in M liegt). Es existie-

f,g f,g

re ein Kokern q : A — Kok (aa,al) von o und es sei @ : Kok (ao,al) — B der ein-

D’al
deutig bestimmte Morphismus mit p = gq . (Wir zeigen unten, dass X Kokerne besitzt).

Da nach Voraussetzung flir jedes U € M die Abbildung [U,q] surjektiv ist, folgt leicht

aus der Definition van J_LU
f,g9
p =g-q ist mit [U,p] auch [U,p] surjektiv. Folglich ist [U,p] bijektiv und somit

fg ° dass die Abbildung [U,p] injektiv ist. Wegen
’

ist @ : Koker (ao,cxl) —B nach 1.9 ein Isomorphismus. Dies zeigt, dass p regullir ist.
Sei nun p : A »B irgendein echter Epimorphismuse. Dann ist auch

Q Koker(ao,al) — B ein echter Epimorphismus, Da EU,cp] flir jedes U € M injektiv ist,

so ist @ monomorph. Folglich ist ¢ invertierbar und p regullr.

Wir zeigen jetzt die Existenz beliebiger Kokerrme. Jeder Morphismus & : B —B' gibt An-

lass zu einem kanonischen Diagramm (vgl. 1.11 b),i.‘})

_L_L_U Z::f?f:j: _L]_Uh _ P .B
f,9

%9 %4 hU—B

wobei Uh'Uh‘ » Uf.g und UF,’ 9‘ zu M gehbren und die KommutativitBtsbedingungen
p't = JP,Q’,;»', = fow,und oy = £o, erfillt sind. Dessen Zeilen sind nach dem obigen
rechtsexakt, weil Koker(ao,al) und Koker(aé,ai) existieren und die Abbildungen
(U,p] und [U,p'] flr jedes U € M surjektiv sind. Ist §,§ : B3B' ein Morphis-
menpaar, dann kann der Kolimes K des kanonischen Diagrammes

.LLU,g —3 1Ly,
fig

%4 h: U-»B

m A el|€

o,
] !
Fl‘ gl'u x ::::; | | U,
1

1 K. U;‘--> B



§1 -8- 23

offensichtlich als Kokern eines Morphismenpaares _.L.JfU, 3 erhalten werden, wobei
1

U,
i 32

Ui’uj € M . Es ist leicht zu sehen, dass der induzierte Morphismus B' —K ein Kokern

von &§,§ : B3 B' ist. Ebenso kann man zeigen, dass in X fOr jede Familie (AV)VEN

das Koprodukt _[_LA existiert, indem man es als Kokern eines Morphismenpaares

veN
_l_l.U :,’.'._I.U darstellt, wobei U ,U. € M .
REM BT AeA A pooA

Die  Vollst¥ndigkeit von X folgt leicht aus dem bekannten Kriterium, dass eine kovoll-
stdndige Kategorie mit einer echten Generatorenmenge vollst#ndig ist, falls jedes Objekt
nur eine Menge von echten Quotienten besitzt. In einer solchen Kategorie ist n#mlich je-
der stetige Funktor LD —Me darstellbar (vgl. 14.7 ). Das gilt speziell flir jeden Funk-
tor der Form Ji_r’n [-,FB] , wobei F : D —X ein beliebiger Funktor mit kleinem Defini-

D
tionsbereich ist.



§ 2 Kan'sche Erweiterungen, Beispiele

In diesem Abschnitt stellen wir einige zum Teil bekannte Eigenschaften von Kan'schen
Erweiterungen zusammen, die wir im folgenden oft verwenden werden (vgl. Ulmer [59]). Ins~-
besondere geben wir eine globale Konstruktion der Kan'schen Erweiterung, sowie eine etwas

natlirlichere Herleitung der lokalen (dh. objektweisen) Konstruktion von Kan [33].

2.1 Definition Seien J : U -+A und F : U-B Funktoren. Ein Funktor EJ(F) : A—B
zusammen mit einer natlirlichen Transformation P F —aEJ(F)J heisst Kan'sche Koerwei-

terung von F bezliglich J , wenn flir jeden Funktor T : A —»B die Abbildung

[EJ(F)aT] _’[FrTJ] ' s (""J) ° ‘PF
bijektiv ist.

Durch diese Bedingung wird das Paar (EJ(F),@F) bis auf Isomorphie eindeutic be-

stimmt. falls dieses existiert, so sieht man leicht, dsss flir eine Zusammensetzung J'J

die Koerweiterung E , (F) genau dann existiert, wenn EJ,(EJ(F)) existiert, und die

JrJ

Funktoren EJ'J(F) und EJ'(EJ(F)) sind dann isomorph.

Dual heisst ein Funktor EJ(F) : A >B zusammen mit einer natlirlichen Transformation

EJ(F)J —F Kan'sche Erweiterung von F bezliglich J , wenn die entsprechenden Abbil-

dungen

[1,e(F)] - [14,F]
bijektiv sind.
2.2 Wir geben zun#chst zwei Beispiele.

a)Sei B =M und F = [—,U] egin Hom-Funktor. Dann existiert die Kan'sche Koerweiterqu

bezliglich beliebiger Funktoren J : U —A . Aus dem Yoneda Lemma

[{w,-],7] = Tou = [[-,u],14]
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folgt n¥mlich unmittelbar, dass EJ[U,—] =[Ju,-] und dass : [U,=]1—=[4v,4-]

9
fu, -]
durch die Abbildungen [U,X] —[JU,JXx] , E ~JE gegeben ist, X € U .

b) Sei B =[u’Me] und F die Yoneda Einbettung [-,-] : U —[0%Me] , U ~[-,u] .

|

Sei J : U-—A ein beliebiger Funktor. Dann ist [J—,'] :A—»[LJ_D,E] , A -»[J—,A] die
Kan'sche Koerweiterung der Yoneda Einbettung [-,'] beziglich J und die universelle
natlirliche Transformation W[ ] H [—,-] —»[J-,J~] ist durch die Abbildungen

—_

[U:X] —»[JU,JX] s £ ~JE gegsben, U,X € U . Man kann nlmlich leicht zeigen, dass flr

einen beliebigen Funktor T : A—)[HD,M_E] die Abbildung
[['1‘]vT‘J.] _’[[‘J'v']lT] ' Aand "y

invers zu derjenigen von 2.1 ist. Dabei ist flir jedes A € A der Wert der natlirlichen
Transformation\I’A : [J—,A] — TA an der Stelle U € U diejenige Abbildung
[Ju,A] — (TA)(U) , welche einem Morphismus £ : JU »A das Bild von idu unter der Zu-

sammensetzung

[u,u]w-) (Taw)u _(T_E)_U_> (TAJU

zuordnet.

2.3 Seiem J:U—>5A,H:U—>C,L :C—>B und R :B—>L Funktoren, wobei L ko=

adjungiert zu R ist. Falls EJ(H) existiert, dann auch EJ(LH) und es gilt

EJ(LH) = LEJ(H) ' 9y = Loy,
Dies folgt leicht aus den folgenden Bijektionen
[Le,(1),7] = [E (H),RT] = [H,RT] ¢ [LH,TJ]
wobei T : A 5B einen beliebigen Funktor bezeichnet.

Es ist klar, dass dies auch dann richtig ist, wenn L nur auf einer vollen Unter-

kategorie (' \Ayon L definiert ist, welche die Bilder von J : Y »C und
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E (H) + A —>C enth8lt; mit andern Worten, wenn L : C' —B partiell koadjungiert ist zu

o
.
[=:]

—-LC (relativ zur Inklusion (' —C , vgl. Ulmer [55], Isbell [32] ) und wenn H
sawie EJ(H) durch die Inklusion (' —C faktorisieren.

Ein Beispiel hierflir liefern die verallgemeinerten darstellbaren Funktoren [56]. Sei

4+ U—>A ein Funktor und B eine Kategorie, in welcher flir jedes Paar U,U' € U, jedes

>
m
>

und jedes B € B die Koprodukte I | B und _I_LB existieren. Sei Me'
fu,ul (Vu,A]
die volle Unterkategorie van Me , bestehend aus allen Mengen [U,U'] und [JU,A] , wobei
u,u* €U und A € A . Dann ist flir jedes B € B der Funktor B® : Me' —-B , M' ~ _,_'LB
M

partiell koadjungiert zu [B,-] : B »Me . Folglich ist die Kan'’sche Koerweiterung eines

Funktors B@[U,o] : U—B wieder ein verallgemeinerter darstellbarer Funktor, n#mlich

Be[Ju,-] : A>B

und flr jedes X € U bildet ¢ (X) = _I_J. B —— _l__l_ B den Summanden BE, =B,
BaLy,-] [u,x] [Ju,ux]
£ € [U,Xx] identisch auf den Summanden BJE =B ab.

2.4 Globale Konstruktion der Kan'schen Koerweiterung.

Sei J : U—A ein Funktor, B eine Kategorie und F = lim Fv ein Kolimes in [_U_,E] .
- -—

v
Flr jedes F\J existiere EJ(FV) . Da die Kan'sche Koerweiterung E‘J partiell koadjung-

iert zu [A,B] »[U,B] , G ~G-J ist, soc existiert EJ(F) genau dann, wenn lim E.J(Fv)
v
in [A,B] existiert. Ferner gilt dann EJ(F) = lim EJ(FV) und @ wird von den q:FV

v
induziert. Wir verwenden dies nun zur Konstruktion von EJ(F) .

Satz. Seien U wund B Kategorien, in B existiere flr jedes B € B und jedes Paar

U,U' € U das Koprodukt l l B . Dann gibt es flir jeden Funktor F : U —>B eine Koli-
[yl
mesdarstellung

F = lim Fda ® [wo,~]
4

Dabei ist die zugehBrige Indexkategorie die baryzentrische Unterteilung von U ; deren

Objekte sind alsg die Morphismen o von U , und die Morphismenmenge [a,a'] besteht

enau dann aus einem Element, wenn a' = idd oder o' = idw“ oder o = o' , andernfalls
g wenn o 2EBX odex andernfalls
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ist sie leer, vgl. Kan [33] . Schubert [#3] .
Beweis, Offensichtlich ist flr jedes Paar F,G € [_lf,g] die kanonische Abbildung

(F,G) —»l%n[Fda,Gwa] » @~ (plwa)-Fa)

eine Bijektion (vgl. Kan [33] ). Die Behauptung ergibt sich deshalb leicht aus den fol-

genden natlrlichen Bijektionen

o

(F,6] ® lim[Fda,Gwa] < %ig[bva,-],[Fda,G—]] = %ip[Fdaobva,u],G] = [%ideaQBva,—],G]

Korollar. Sei J : U—A ein Funktor. In B gebe es fUr jedes Paar U,U' € U, jedes

A €A und jedes B € B die Koprodukte l l B unpd I | B.Sei F = l_iin Bv@[Uv,-—]
ICAN) [JU,A) v

eine Kolimesdarstellung von F durch verallgemeinerte darstellbare Funktoren (z.B.

F = lim Fdae{wa,=-]). Dann existiert EJ(F) genau dann, wenn lim BVQ[_JUV,-] in [A,B]
= —_— e — — —
« v

existiert und es gilt

E(F) = 1_351 Bva[Juv,-]

Korollar. Falls U klein ist und B kovollst¥ndig, dann existiert EJ(F) fir jedes F

und EJ(F) s A —>B erh8lt diejenigen Kolimites, welche von jedem Funktor [.JU,-] : A oMe

erhalten werden, U € U .

2.5 Kan'sche Konstruktion.

Seien J : U—>A und F : U—>B Funktoren. Wir betrachten Funktoren t € C = [QD,_M_E] ,

flr welche ein Objekt Bt € B, sowie in Y € B natlirliche Bijektionen

[+.[F-¥]] = (5,.7]

existieren. {Z.B. ist Bt =FU for t =[-,U] , U€elU ). Sei L' die volle von diesen
Funktoren aufgespannte Unterkategorie in £ . Bekanntlich kann die Objektfunktion t HBt
zu einem Funktor L : C' »B erweitert werden, welcher partiell koadjungiert zu
R:B—>L , B H[F-,B] ist. Durch diese Eigenschaft ist L bis auf Isomorphie bestimmt

und F : U—>B ist die Zusammensetzung von der Yoneda Einbettung Y' : U oC' , U ~[-,U]
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mit L : C' -B . Es gibt also ein Diagramm

i»

Ausserdem ist der Funktor A —»C , A ~[J-,A] die Kan'sche Kosrweiterung EJ(Y) {val.
2.2 b) ). Aus 2.3 folgt daher flir Y = H , dass EJ(F) : A>B existiert, falls flir je-

des A € A der Funktor [J-,A] in £' 1liegt. Unter dieser Voraussetzung gilt dann
EJ(F)(A)a L[J-,A] .
Wir geben jetzt eine genauere Beschreibung von C' und L .

2.6 Bekanntlich kann man jedem Objekt A € A die Kategorie J/A "der dber A stehen-
den Objekte in _Q" zuordnen, deren Objekte Paare (X,{) sind, bestehend aus einem X € U
und einem Morphismus § : JX — A . Ein Morphismus (X,£) — (X',E') ist durch einen Mor-
phismus a : X - X' mit der Eigenschaft § = E'.Ja gegeben. Gelegentlich schreiben wir
auch U/A statt J/A . Mit Jyoe J/A - U bezeichnen wir den Vergissfunktor (X,£} ~»X

und mit cpA(J) : J-:JA —»konstA die natfirliche Transformation (X,E) ~E .

Dual bezeichnen wir mit AN\J die Kategorie“der unter A stehenden Objekte in U "; die

Objekte von A\J sind alsc Paare (X, E: A > JX) etc.

Jeder Morphismus £ : JX — A gibt Anlass zu einer natlirlichen Transformation

‘DE, : ["xx] —’[J-;A] . Die bilden eine natlirliche Transformation

) i 6) e ura

Y°JA — konst , welche - wie leicht zu sehen ist - einen Isomorphismus

[V-,A]

Lip [-,x] % [J-,A]

(X,6)eliA
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o
induziert. (Nimmt man speziell fiir J die Yoneda Einbettung Y : g—.[g ,Me] , U W[-,U]
o
so erh8lt man in dieser Weise die kanonische Darstellung eines Funktors A € [Q yMe| als

Kolimes von darstellbaren Funktoren. Umgekehrt liefert die kanonische Kolimesdarstellung

des obigen Funktors [J-,A] den angegebenen Isomorphismus,)

& o
Sei T« l_.'L;n [-,UV] eine beliebige Kolimesdarstellung eines Funktors t € [_u_ ,M_e] =C .
v
Auf Grund der Kostetigkeit von L : L' —»B ist es evident, dass t gepau dann in C!

liegt, wenn Llim L[—,U ] = lim FU in B existiert und es gilt dann 1lim FU 5Lt =8, .
g v > \Y - > \Y t
WBh1t man t = [.J-,A] . A € A so erhalten wir hieraus den folgenden Satz, den wir in

dieser Arbeit oft verwenden werden.

2.7 Satz, Seien J : U oA und F : U—B Funktoren. Die Kan'sche Koerweiterung

EJ(F) :+ A B pexistiert, wenn es flir jedes A € A eine Kolimesdarstellung

lim {-,u ] =[J4-,A] gibt derart, dass lim FU  in B existiert. s gilt dann
v v

E (F)(A) = lim FU  und E (F) ist die Zusammensetzung
J ;’ vy - J — —

EJ(Y‘) L

A-———3C'"—3B , A ~[J-,A] ~L[d-,A)

(vgl. 2.3) .

2.8 Korollar. Unter den Voraussetzungen von 2.7 erh8lt EJ(F) : A >B diejenigen Koli-

mites, welche von Aq[go,m] y A m[J-—,A] erhalten werden, mit andern Worten, diejeni-

gen Kolimites, welche von jedem Funktor [JU,—] : A »Me erhalten werden, U € U .

2.9 Korollar. (Kan'sche Konstruktion). WBhlt man flr jedes A € A die Kolimesdarstellung

1im  [-,x] &[u-,A]

=y
(X,t)eJA
von 2.6, so folgt aus 2.7, dass EJ(F) existiert, wenn Jﬂn FX in B existiert, und
(X,8)
es gilt 5
E (F)(A) = 1im FJ, = lim  FX .
J — A

(X,Ele J/A
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2.10 Die Kan'sche Konstruktion 2.9 ist z.B. dann anwendbar, wenn U klein ist und B
kovollst8ndig. Aber auch im allgemeinen Fall h8ngt die Kan'sche Konstruktion eng mit den

Kan'schen Koerweiterungen zusammen. Dies zeigt der folgende

Satz, Seien J : U—A und F : U—B Funktoren. In B sollen fOr jedes B € B und

jede Menge der Form M = [u,Uu'] , U,U' € U oder M =[A,A'], A,A' € A, die Objekte | |B
M

und l |B existieren. Aequivalent sind:
M

(i) E (F) existiert.

J
(ii) FOr jedes A € A existiert Lim F.JA in B .

(iii) Sei F = lim B®[U ,~] eine Kolimesdarstellung. Dann existiert lim B ®[JU ,A]
v oy vy
flir jedes A € A .

Unter den Bedingungen (i) - (iii) gilt ferner

EJ(F)(A) ¥ lim FJ

oz l_f.?m BVG[.JUV,A]

ftir jedes A € A .

Beweis , Wir zeigen (ii) => (i) =>(iii) = (ii) , und aus dem Beweis folgt auch die letzte

Aussage.

Die Implikation (ii)=>(i) folgt aus 2.9.

(i)=>(iii) Aus 2.3 und 2.4 folgt, dass E(F) = Lim BVQ[JUV,-] . FOr jedes A € A be-
v

sitzt der Evaluationsfunktor EA : [A,B_] —B, G ~GA einen Adjungierten, welcher einem

Objekt B € B den Funktor A 5B , X ~ -ITB zuordnet (vgl. 2.9). Folglich erhllt EA

A

Kolimites und es gilt

EJ(F)(A)-(l%r’n B[ ,-])(A) = lvir’n BV@[JUV,A]

(iii)=»(ii) Aus 2.4 folgt die Existenz von EJ(F) sowie die Gleichung

E (F)(A) = l%‘m BVO[JUV,A] , wobei A € A .
Nach 2.6 sind die Abbildungen

[U,X] —’[JUvA]l"l""*E,'J"l
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kouniversell, U € U , A € A . Inshesandere gilt also EJ([U,-])(A) = [.JU,A] = lim [U,X]
(2

= li';" [U,.JA-] , mit andern Worten, die Behauptung ist flir den Funktor f = [U,-] richtig.

Da fir jedes B € B der partiell Koadjungierte B® Kolimites von Me erh#lt, so folgt

analog

EJ(BO[U,-]) (A) = B8[JU,A] = &i_{) Be[U,x] = lim B@[U,JA—-]

Zusammenfassend erhalten wir daher

E (FY(A) = 1im B®[JU ,A] = 1im ( 1im B®[uU ,Xx]) = 1im (1im B®[U ,X]) = lim FX= 1imFJ
’ v voxe e vV b

2.11 Konfinalit#t Wie in 2.10 gezeigt wurde, impliziert die Existenz von EJ(F) :AB

unter schwachen Bedingungen die Existenz der Kolimites lim FX , A€ A. Inder
o
(X,€) e J/A
Praxis hingegen ist die Kanfsche Konstruktion (2.9) manchmal nicht anwendbar, weil es
nicht klar ist, ob die benBtigten Kaolimites l_i‘L’m FX existieren. Das Kriterium 2.7 ist
x,%)

in diesen F8llen niitzlich, weil es erlaubt die Konstruktion von EJ(F) mit Hilfe von be-
liebigen Kolimesdarstellungen 1lim [-,UV] i>[.J-,A] , A ¢ A, durchzuflthren, vorausgesetzt
—
v .

in B existieren die Kolimites 1lim FUV . Es ist oft mbglich, hinreichend kleine Kolimes-
-

v
darstellungen l_i’m [—,UV] —3»[.J-,A] zu finden (vgl. Beispiele in 2.14). Wir geben nun eine
v
Beschreibung der Isomorphismen 1lim [-—,UV] z»[.J-,A] und stellen den Zusammenhang mit kon-
=
v

finalen Funktoren her.

2.12 Definition Ein Funktor K : D —( heisst bekanntlich konfinal, wenn flir jedes

C € L die Kategorie C\K "der unter C stehenden Objekte in D " (2.6) zusammenh8ngend
ist, dh. wenn C\K genau eine Zusammenhangskomponente besitzt. (Die Menge JT.D(C\K) der
Zusammenhangskomponenten von C\K 1#sst sich bekanntlich in natlirlicher Weise mit

Lim fc,kD) identifizieren.)
DeD

Seien t : U° —Me und H : D —>U Funktoren und Y : g—o[_uf,y_e.] die Yoneda Ein-

bettung. Sei ¢ 3 l_i’m [-,HD] >t eine natlrliche Transformation und Yt : U/t -U der
Ded
Funktor (U,E)} ~sU (vgl. 2.6). Die Zusammensetzungen
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( [-,HD] =15 ka"' l;m [-,n0]25t )DEQ

induzieren einen Funktor

?c
K s 2—)Ult ’ D M(HDi["rHD]_-IQ)t)

mit der Eigenschaft H = YtK . Umgekehrt gibt ein Funktor K : D —» U/t Anlass zu einem
Paar (H = th,w:lg\[-,HD] —t) .
D

Die Vorgabe von {H,p) ist also Aquivalent zur Vorgabe von K : D —Uft .

2.13 Satz. Aeguivalent sind:

(i) P oz li'._,m [-,HD] —t ist ein Isomorphismus.
D
(ii) K : D - U/t 4ist konfinal.

(iii) FOr jeden Funktor F : U —-B existiert 1lim FYtK genau dann, wenn lim FYt exi-
ZAL Jeden funktor 2 EBxastaert a7 17 Bx1:

stiert, und der van K induzierte Morphismus lim FYtK — lim FYt ist ein Isomor-
S _— —_— — — —_—

phismus.

Beweis, (i)¢&(ii) Sei (U, E:[-,u] - t) ein Objekt in Ujt . Es sei daran erinnert,

dass die Menge :rro((U,i)\K) der Zusammenhangskomponenten von (U,E)\K sich in natlirli-

cher Weise mit

Lip [(0,8),60] S 13m [([-,0],2), ([, 0] py,))
D D

i[([--u]yi),lirp ([“lHD]»WYD)] = [(['!U]’£>r(l_i’m [':HD]’¢)]
D D

identifiziert. Dabei sind die drei letzten Morphismenmengen in der Kategorie [_U_o,_Mi] /t

zu betrachten. Ein Element der letzten Morphismenmenge ist ein kommutatives Dreieck

-,U] ———>1m[ ,HD]

N
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Nach dem Yoneda-Lemma entsprechen § und 4 eineindeutig Elementen E' € tU und
n € li:n (u,HD] , und das Dreieck ist genau dann kommutativ, wenn n' € (p(U)_l(K') . Es
gilt also gt ((0,ENK) Bt .
Folglich ist ¢(U) genau dann bijektiv, wenn (U,EN\K flr jedes E : [-,U] =t zusam-
menh#ingend ist.
(iii)=>(i) Man wihle B = [U°,Me] und F : U —»[U°,Me] als die Yoneda Einbettung Y .
Dann l8sst sich t € [_lf,ﬂej mit li{n YYt und @ mit lir)n YYtK —)l_i:n YYt identifizie-
ren.
(i)=>»(iii) Seien [ = [Ho,ﬁg] ,R:B—-C,B~[F-,B] und C'e C sowie L s L' =B
wie in 2.5. Es gilt dann F = LY' , wobei Y' : U —>C' die Yoneda Einbettung U ~9[-—,U]
ist. S5ei s € [_Llo,ﬂaj und 5 l_i’m [-,UV] eine Kolimesdarstellung in [HD,M_E] .Da L
v
partiell koadjungiert zu R ist und L[-,U] = FU, U € U, so existiert lim FU in B
v

genau dann, wenn s € C' und es gilt l_i;n FUV 2»Ls .Fr s =t bzw. 3 = li)m [—,HD]

v D
folgt hieraus die Behauptung.
Bemerkung . Ist t € [_LlD,M_e] der konstante Funktor, der jedem U € U die einpunktige

Menge {&} zuordnet, dann ist Yt : UA — U ein Isomorphismus. Die Aequivalenz

(ii)¢&=»(iii) liefert dann die bekannte Charakterisierung der konfinalen Funktoren.

2.14 Beispiele. Sei U eine kleine Kategorie und « eine regullire Kardinalzahl. Wir

fdhren nun die Komplettierungen )SD(_Q) , ga(g) und K (U} von U ein. Die Definitionen
erscheinen an dieser Stelle etwas ad hoc. Wir zeigen jedoch in 7.6, dass ga(g) aus den
a-prisentierbaren Objekten (6.1} von [Q_D,M_e] besteht. Flir _ISD(Q) und K (U) gilt et-

was Analoges (vgl. §15 und 7.6).

a) Die O-Komplettierung ﬁo(_L_l).

Sei U eine Kategorie. Ein Unterobjekt (V,i) eines Objektes U € U heisst bekanntlich
ein Retrakt von U , wenn die Inklusion i : V —»U eine Retraktion, dh. einen Morphismus
¢: U—V mit der Eigenschaft ¢ i = idV , zulfisst. In diesem Fall ist (V,i) auch der

Kern des Morphismenpaares (idU,ig) . Umgekehrt ist der Kern eines Morphismenpaares
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(id ,f) ein Retrakt von U , wenn f idempotent ist (dh. f = f). Deswegen sagen wir,
U p

dass U eine Kategorie mit Retrakten ist, wenn Kar(idu,f) flr jedes U € U und jeden

o
idempotenten Endomorphismus f wvon U existiert. Klar ist, dass mit U auch U eine

Kategorie mit Retrakten ist.

Sei nun U eine beliebige Kategorie und K,(U) die volle Unterkategoris von [_L_J_D,l"l__E]
bestehend aus Retrakten von Hom-Funktoren [-,U] , U € U . Wir nennen ﬁg(_l_J_) zusammen

mit der Yoneda Einbettung J : H"ﬁo(!) , Urms[-,U] die D-Komplettierung von U . Es ist

klar, dass (U) eine Kategorie mit Retrakten ist. Sei ferner B eine Kategorie mit Re-

K
L
trakten und F : U »B ein Funktor. Mit Hilfe von 2.7 l4sst sich nun leicht zeigen, dass
EJ(F) : ED(Q) —B existiert. Man wihlt einfach fir jeden Retrakt T von [-,U] eine
Retraktion ¢ der Inklusion i : T —[-,u] ; dann ist

id ¢

(- v=}[-.u]—>T

¢
eine Kokerndarstellung von T und es existiert ein f € [U,U] mit [-,f] =19 ; man
setze dann EJ(F)(T)=KDker(idFU,Ff) . In diesem Fall sieht man ausserdem leicht, dass
EJ(F) volltreu ist, falls F es ist. Ist ferner jedes Objekt B € B isomorph zu einem
Retrakt eines FU , U € U , so ist EJ(F) eine Aequivalenz. Dies gilt insbesondere flr

ag

B =50(g°)° , wobei FU flr jedes U € U der Funktor U = U~ -sMe , V ~[U,v] ist.

Durch geeignete Wahl der Kokerne in ﬁU(UO)D erreicht man dann sogar, dass EJ(F) ein
)7 ist.

Isomorphismus (0) Hx (u°
L=k

K
L
Auf Grund der gegebenen Kenstruktion ist es evident, dass jeder Funktor (U) - B die

K
L
B mit Retrak-

Kan'sche Koerweiterung seiner Retiaktion auf U ist. FUr eine Kategorie
ten ist folglich EJ : [u,B] —»[_I_(_D(_L_l) ,B] eine Aequivalenz. Daraus folgt insbesondere,
dass [g,g] und [_V_,_B_] 8quivalente Kategorien sind, wenn die O-Komplettierungen von U
und V Bquivalent sind. Die Umkehrung hiervon gilt, wenn U und V klein sind. Sei
n4mlich B = Me und [U,Me] # [V,Me] . Die Funktoren F in [U,Me] bzw. [V,Me] mit
der Eigenschaft, dass [F,-] Kolimites erh#l1t, bilden dann zueinander 8quivalente Unter-

kategeorien. Die Funktoren mit dieser Eigenschaft sind aber bekanntlich Retrakte von
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darstellbaren Funktoren. Folglich sind K (U) und (V) zueinander #guivalent. Diese

K
25
Betrachtungen gehen im wesentlichen auf J. Roos [#6] und M. Bunge [ll;] zurlick {vgl. auch

Morita [¥3]).

b) Die o~Komplettierung .lsa(_l_.l_)

Sei U eine Kategorie und o« eine regullre Kardinalzahl. Sei ﬁa(g) die volle Unterka-
tegorie von [_L_JD,M_E] , die man auf folgende Art erh8lt: Man bildet zuerst die volle Unter-
kategorie von [_Llo,M_e-] bestehend aus beliebigen o-Koprodukten von darstellbaren Funkto-
ren, und nimmt dann flr jedes Morphismenpaarr zwischen solchen Koprodukten den Kokern so-
wie alle dazu isomorphen Funktoren hinzu. Es ist leicht zu sehen, dass _}ga(_Ll) a-kovoll-
stlndig ist, und dass die Inklusion Jga(g) —»[yf’,me_] a~kostetig ist. Wir nennen ﬁa(y_)
zusammen mit der Yoneda Einbettung J : U -—»_l_(_a(l.l__) , U -»[—,U] , die o~Komplettierung von
u.

Sei B eine a-kovollstBndige Kategorie und F : U —B . Mit den Bezeichnungen von 2.§
sieht man leicht, dass der zu B -—»[_l;l_o,&e-] , B~ [F-,B] partiell koadjungierte Funktor
L [QD,M_B-]'—-»__B_ zunfichst auf a-Koprodukten von Hom-Funktoren wnd hernach auf Kokernen
von Morphismenpaaren zwischen solchen Koprodukten definiert ist. Alsc existiert die Kan~
sche Koerweiterung EJ(F) 3 ’lsa(!) —B und sie ist o—kostetig. Ferner ist jeder a-koste-
tige Funktor _5a(g) — B die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf U . Folglich
besteht eine bijektive Beziehung zwischen den Isomorphieklassen von Funktoren U —B und
den Isomorphieklassen von o~kostetigen Funmktoren ﬁa(_@ —B . Diese Eigenschaft

kennzeichnet g.a(g) bis suf Aeguivalenz.

c) Die ee-Komplettierung Ke{U) (vgl. Ulmer [55] 2.29)

Sei U eine Kategorie und K, (U) die volle Unterkategorie von [_Qo,ﬂa_] bestehend aus
allen kleinen Kolimites von Hom-Funktoren. Es ist leicht zu sehen, dass K,(U) in
[HD,M_E] unter kleinen Kolimites abgeschlossen ist. Wir nennen Ko{U) zusammen mit der
Yoneda Einbettung J : U —K (U) , U~[-,U] die w-Komplettierung von U . Sei B eine
kovollst8ndige Kategorie und F : U —B ein Funktor. Mit Hilfe von 2.7 l8sst sich leicht
zeigen, dass EJ(F)

: K (U) —»B existiert und kostetig ist. Hieraus folgt, dass umgekehrt
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jeder kostetige Funktor K”(LJ_) —B die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf U

ist. Diese Eigenschaft und die Kovollst#ndigkeit van (U) charakterisieren die Yoneda

Keod

Einbettung J : U —K (U)

d) Kotripel
Sei 6 = (G,E,u) ein Kotripel in einer Kategorie A . Bekanntlich gibt es flr jedes

A € A eine kanonische AuflHsung

B L LT

Ein Hom=Funktor [U,-] : A - Me flhrt alle solchen Auflfsungen genau dann in zusammen-—
ziehbare semisimpliziale Mengen 8ber, wenn U @ -projektiv ist {dh. wenn U Retrakt eines

Objektes der Gestalt GA , A € A  ist).

'
Sei nun U eire volle Unterkategorie von A , die alle Objekte GA , A € A,enthélt

und deren Objekte G -projektiv sind. Dann sind die induzierten Folgen
2
[u,6°4] 3[U,6A] -{U,A]

flir alle U € U, A € A rechtsexakt. Also ist

2

[-,6°8]) 3[-,6A] »[-,4]

eine Kokerndarstellung des Funktors [-,A] € [_lJ_D,M_E_] .

Sei B eine Kategorie mit Kokermen und F : U —B ein Funktor. Aus 2.7 folgt leicht,
dass EJ(F) : A »B existiert und jedes Diagramm GZA SGA - A in einen Kokern Uber-
flihrt, A € A . Bekanntlich ist EJ(F) der nullte abgeleitete Funktor der Kotripelhomolo-
gie. Umgekehrt ist jeder Funktor A —B mit dieser Eigenschaft die Kan'sche Koerweiterung

seiner Restriktion auf U (Hierffir ist es offensichtlich nicht notwendig, dass B Koker-

ne besitzt).

e) "model induced" Kotripel (Applegate - Tierney [5]])

Es handelt sich eigentlich um einen Spezialfall von d). Sei M eine Menge von Objekten
in einer Kategorie A , U die volle Unterkategorie bestehend aus beliebigen Koprodukten

von Objekten aus M und J : U — A die Inklusion. Wir setzen voraus, dass die Koprodukte
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existieren. Jedes A € A gibt Anlass zu einem Diagramm

(%) _Ll_ufg :;_Ll_uhﬂ.A

wobei sich das zweite Koprodukt Uber alle Morphismen U h)/\ mit Definitionsbereich in M
erstreckt, und das erste Uber alle Morphismenpaare U %B_LI_Uh mit pf = pg , deren Defi-
nitionsbereich ein Objekt in M ist. M braucht jedoch keine regul#re Generatorenmenge
zu sein. Es ist leicht zu sehen, dass fiir jedes U € M der Funktor [U,—-] : A—>Me das
obige Diagramm in eine rechtsexakte Folge Uberftthrt. Dasselbe gilt natlirlich flir jedes
Ueu.

Sei B eine Kategorie mit Kokernen und F : Y —»B ein Funktor. Dann existiert nach 2.7
die Kan'sche Koerweiterung EJ(F) : A —»B und diese fthrt das obige Diagramm (*) in
einen Kokern Uber. Umgekehrt ist jeder Funktor A —B mit dieser Eigenschaft die Kan'sche
Koerweiterung seiner Restriktion auf U (Hierflir ist es offensichtlich nicht notwendig,
dass B Kokerne besitzt).

Ist M eine regulBre Generatoremmenge, so ist nach 1.4 das obige Diagramm {x) ein Kokern.

Flr B=A und F = J gilt daher id, = E (J) .

=
L

Bemerkung. Bekanntlich kann der Funktor A —A4 , A M)_l_[_Uh zu einem Kotripel & erg8nzt
h
werden und die Objekte van U sind @ -projektiv {(dh. Retrakte von Objekten der Gestalt

GA , A € A ). Es ist leicht zu sehen, dass M genau dann eine requl8re Generatorenmenge

ist, wenn @ vom "descent" Typ ist (J. Beck [8]) dh. wenn fir jedes A € A das kanoni-

sche Diagramm EZA =3GA - A ein Kokern ist.



§3 Dichte Funktoren

3.1 Es seien J : U —A ein Funktor, A € A ein Objekt, J, : JJA - U der Vergissfunk-

A

tor (X,E) ~X und ¢A(J} : J»JA —akonstA die natlirliche Transformation (X,E} ~E

{vgl. 2.6).

Definition. J heisst dicht bei A , wenn A der Kolimes von J‘JA vermbge wA(J) ist,

dh., wenn (J) kouniversell ist. Ist J bei allen Dbjekten A € A dicht, dann heisst
dn., wemn @, Louniversell bex allen Dlex<ten ol

J dicht.

Sei M €0Db A eine Unterklasse und J die Inklusion der von M aufgespannten vollen
Unterkategorie. Wir sagen M sei dicht bei A € A, wenn J dicht bei A ist. Ist dies
fiir jedes A € A der fall, dann sagen wir M sei dicht in A oder eine dichte Genera-

torenklasse {bzw. eine dichte Generatoremmenge, wenn M eine Menge ist). Wenn M nur aus

einem Objekt U besteht, dann sagen wir auch, U sei ein dichter Generator. Man siebt
leicht, dass eine dichte Generatorenmenge eine "Menge von Generatoren® ist, sogar eine re-
gullire Generatorenmenge, wenn in A beliebige Summen von Objekten aus M existieren. Die

Umkehrung hiervon ist falsch (vgl. 4.18).

Ein Funktor J : U —A heisst kodicht bei A € A , wenn J% U —A bei A €A

dicht ist, etc. ...

3.2 Ist J: U—A diebt, so folgt leicht aus 2.9, dass idA die Kan'sche Koerweite-

rung EJ(J) ist. Umgekehrt, falls idA = EJ(J) und falls A Produkte und Koprodukte be-

sitzt, so folgt aus 2.10, dass J dicht ist {statt Produkte und Koprodukte in A zu ver-

langen, kann man voraussetzen, dass lim J-JA fr jedes A € A existiert).
—

3.3 Beispiele

a) Flr jede Kategorie U ist die Yoneda Einbettung Q._’[QF:MEJ dicht (vgl. [§5] 1.10).

b) Sei U eine Kategorie und I : B 5B ein dichter Funktor (z.B. I = idB). Dann ist

0w B -[U,B] , UWE ~1B & [U,~]
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ein dichter Funktor (vgl. 2.3 und [Sé] 2.12).

c) Sei G = (G,€,p) ein Kotripel in einer Kategorie A und sei J die Inklusion der

vollen Unterkategorie U , bestehend aus allen Objekten BA , A € A (vgl. 2.14 d)).

Lemma. Die Inklusion J ist genau dann dicht, wenn € vom "descent" Typ ist (Beck [ 8 ]),

2 .
dh. wenn flir jedes A € A die kanonische "Aufl#sung" G A 3GA —- A gin Kokerndiagramm

in A ist.

Beweis. === Wenn J dicht ist, so folgt aus 2.9 und 2.14 d), dass id, = EJ(J) und dass

idA jede Aufl8sung GZA 3 6A —-A in ein Kokerndiagramm Wberflihrt, A € A .

&= Ist flir jedes A ¢ A die "AuflBsung" GZA ZGA — A ein Kokern, so ist mach 2.14d)

der Funktor idA die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf U , dh.

idA = EJ(.J) . Aus 2.13 folgt ausserdem, dass jedes A € A der Kolimes von J'JA vermbge

cpA(J) ist.
Allgemeirer gilt das folgende

Lemma. flir jede dichte Menge (bzw. Klasse) M von Objekten in A ist die Menge {bazw.

2
Klasse) GMw G'M  genau dann dicht in A , wenn flir jedes U € M die kanonische "Auf-

2
18sung” GUZ3GU U ein Kokerndiagramm ist.

Beweis. =—Wegen 3.9 ist mit {GU,GZU1UEM} auch {GA}AG_A_} dicht in A . Aus dem abigen
folgt daher, dass sogar flir jedes A € A die Auflbisung 52/-\ 3 GA — A ein Kokerndiagramm

ist.

< Wegen 3.9 ist mit M auch die Vereinigung M w GM uGZM dicht in A . Fs ist leicht
zu sehen, dass flir jedes U € M die Aufl8sung GZU 3GU - U eine konfinale Unterkatego-
2
rie von {am,G M},/u induziert ( {GM,GZM} ist die volle Unterkstegorie van A , be-
2 2
stehend aus den Objekten GU,G U , wobei U € M ) Folglich ist GMxs G M dicht bei je~
: R 2 . . 2 . .
dem U € M . Uies zeigt, dass GM ~ G'M dicht in M wGM v GM ist und nach 3.2 somit
auch in A . (Mit Hilfe von 2.7 kann man auch leicht direkt zeigen, dass die Kan'sche

Kosrweiterung der Inklusion I :{EM,GZM}—>_A_ beztiglich I die Identit#t von A ist.

Aus 2.13 und 3.2 folgt dann, dass 1 dicht ist).
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d} Sei M eine Menge von Objekten in einer Kategorie A und sei U die volle Unterkate-
gorie bestehend aus beliebigen Koprodukten von Objekten aus M (Wir setzen voraus, dass

diese Koprodukte existieren, vgl. 2.14 e)). Dann ist die Inklusion J : U —A genau dann

dicht, wenn M eine requllre Generatorenmenge (1.11} ist. Der Beweis ist im wesentlichen

derselbe, wie varhin in 3.3 c); man benlitzt 2.14 e)).

3.4 Satz (Lambek [36] prop. 5.1) Ein Funktor J : U —A ist genau dann dicht bei

A €A, wenn fllr jedes Y € A die vom Funktor A—»[_QD,M_E] , ¥ ~»[J-,2Z] induzierte Ab~

bildung
[A,Y] —)[[J-,A],[J~,Y]]

bijektiv ist.
Bewsis. Die obige Abbildung 14sst sich zerlegen in [A,Y] i»[.J.J/;\,konsty] AN [[J—,A],[J—,le
Dabei ordnet u einem Morphismus m: A —>Y die natlirliche Transformation (U,£) ~nqE
zu, und v einem ¢ : .J«'JA —»kcmstY die natlirliche Transformation
vig)(x) : [Ix,A] »[JX,Y] , E ~»g(X,E} . Die Abbildung v ist bijektiv, weil [J-,A]

. o : . .
der Kolimes von J/A —[U el (x,8) ~[~,Xx] ist und weil die Morphismen JX —Y ein-

eindeutig den Morphismen [~,X] —»]:.J—,Y] entsprechen. Folglich ist wvu genau dann bijek-

tiv, wenn u bijektiv ist, dh. wenn (pA(.J) : .J“JA —»konstA kouniversell ist.

3.5 [Korollar. J ist genau dann dicht, wenn der Funktor A —»[_l_J_O,M_e] s A~ [0-,R]

volltreu ist.

Dies zeigt, dass J genau dann dicht ist, wenn J "left adequate” im Sinne von J. Is-

be1l [31] ist.

3.6 Korollar. 5Sei «a eine requl8re Kardinalzahl oder sei o = eo. Aequivalent sind:

(i) A 4ist o-kgvollst#ndig und J ist dicht; flr jedes A € A gilt [J-,A] € K (U) ,

K
=y

vgl. 2.14 b), c} .

{ii) Der Funktor A ~s[J-,A] ist eine Aeguivalenz von A auf eine volle koreflexive

Unterkategorie von _}_(_a(_li) -
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Beweis. (i)=(ii) Der zu A ~[J-,A] partiell koadjungierte Funktor ist auf allen Hom-
Funktoren, also auch auf o~Kolimites von Hom-Funktoren, d.h. auf ganz JS_OC(Q) definiert.

Ausserdem ist A M»[\J—,A] volltreu.

Die Umkehrung (ii) =>(i) ist klar.

3.7 Der Einfachheit halber wollen wir in diesem Abschnitt anmehmen, dass die Kategorie

A Faserprodukte und Koprodukte besitzt. Sei (A.) eine Familie von Objekten. Das Ko-
i

iel
produkt A =J'{I’Ai heisst universell, wenn flir jeden Basiswechsel B — A der kanonische

\

Morphismus I IB 'IAI‘ Ai — B invertierbar ist.
i

Satz. Sei A eine Kategorie mit Faserprodukten und universellen Koprodukten. Eine Menge

M von Objekten ist genau dann dicht in A , wenn sie eine regullre Generatoremmenge ist.

Die Voraussetzungen des Satzes sind in den Kategorien Me , Kat sowie in jeder Garben-

kategorie erflillt. Man beachte jedoch, dass sie in der Kategorie der abelschen Gruppen

nicht erffillt sind; die Gruppe Z ist zwar ein regul8rer, aber kein dichter Generator.

Beweis. Es genligt zu zeigen, dass M dicht in A ist, wenn M regul8r ist. Sei

J : U-—A die Inklusion der vellen von M aufgespannten Unterkategorie. Nach 3.5 ist zu
zeigen, dass jede natlirliche Transformation Q: [J—,A] —>[J—,Y] von einem eindeutig be-
stimmten Morphismus g : A —»Y induziert wird.

Wir betrachten zunBchst den kanegnischen Morphismus p :J;I'Uh — A (1.11), dessen h-te Kom-
ponente gerade h : Uh — A ist (h durchlBuft die Menge aller Morphismen mit Wertebereich
A , deren Definitionsbereich im M liegt). Sei q :J;'J_Uh — Y der Maorphismus mit den Kampo-
nenten @(Uh)(h) . Es ist zu zeigen, dass die Gleichung op = q genau eine L8sung hat. Da
p epimarph ist, bat die Gleichung h8chstens eine L#sung. Flir die Existenz van g genligt
es wegen der Regularit¥t van p zu zeigen, dass ein Morphismenpaar e,d : Z Z"_)J;I_Uh mit

der Eigenschaft pe = pd auch der Bedingung ge = gd genfigt.
= z
Wegen (U Ty )—>JlJu)mwyu und _U_(_U_U)‘rru):-( Uyt (LY, ) kann man
Hogo, J'El'kAh hkkAhlELkAlﬁLh

k
_I_I_(U Ty ) und [_LLU Y (_LLU ) miteinander identifizieren. Sei 2 das Faserprao-
bk TA K h A kK

h,k

dukt des dadurch induzierten Diagramms
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d k
LTV [ TR TR U Ty
h k h k
hk A
Nach Voraussetzung kann man Z mit J_LZ identifizieren. Da es genfigt, die Glei-
h,k h,k
chungen qeh’k = qdh,k flir alle Komponenten Eh,k , dh,k : Zh,k :3JFL% von e,d nachzu-
weisen, so kann man sich auf den Fall Z = Z beschr#nken, wo sich e und d folgen-

h,k

dermassen faktorisieren lassen

: g4’ K
E:z—e-;uh—kiLJ_luh , d:z—>uk-ﬂ>||uh
h h

Sei r :JTLV. — Z ein Epimorphismus mit Komponenten r, : V, — 7 , wobei die V. zu M
T i i i ’ i

gehBren. Wie vorhin kann man e , d durch die einzelnen Komponenten er.  , dr, ersetzen.
i i
Wir k8nnen deshalb zus8tzlich annehmen, dass Z =zu M gehBrt. In diesem Fall ist die

Voraussetzung pe = pd 8quivalent zu he' = kd' , und es folgt

ge = g(kanje' = (@(Uh)(h))e' =d)he) = P(2) (kd") = @(Uh)(k))d' = q(kan)d' = qd .

Wie J. Isbell bemerkte, ist im allgemeinen die Komposition zweier dichter Funktoren
nicht dicht. Z.B. sei J : Y —Me die {dichte} Inklusion der endlichen Mengen in Me und
a .
Y : Me —(Me ,Me] , A ~[-,A] die (dichte) Yoneda Einbettung. Man sieht leicht, dass flir

jeden darstellbaren Funktor [—,A] der Kolimes van
Oy 2 O8] U [te, o), (0, (- )20 [-,4]) [ -,90]

isamorph zu einem Unterfunktor von [—,A] ist, dessen Wert auf A' € Me aus allen Abbil-

dungen A' — A besteht, deren Bild eine endliche Untermenge von A ist. Folglich ist

Y-J nicht dicht. Dies liegt offensichtlich daran, dass Y den Kolimes lim J-JA nicht
—

erh81t.

3.8 Satz. Sei J : U —>A ein dichter Funktor und I : A —>B ein Funktor, welcher die

Kolimites lim J-J erh8lt, A € A .
Aolimites  Lar p EEhSLT A

I ist genau dann dicht bei ginem Objekt B € B , wenn I-J dicht bei B ist.

Insbesondere ist 1 genau dann dicht, wenn I-J dicht ist.
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Beweis, Zur Vereinfachung des Beweises nehmen wir an, dass U und A klein sind. Die

Funktoren B M[I-,B] und B m[IJ—,B] geben Anlass zu einem kommutativen Diagramm

RJ
(Wre] < (A%, pe)

J .
wobei R~ die Restriktion F ~»F<J 3ist. Wegen 3.4 genligt es zu zeigen, dass flir jedes

J
Paar B',B € B die von R~ induzierte Abbildung

(x) [[1-,B],[I-,B'ﬂ - ﬁIJ-,B],[IJ-,B'ﬂ

J J
bijektiv ist. Jetzt besitzt aber R einen Adjungierten E (-} : [_QG,M_E] —v[A_D,M_E-I der

nach 2.9 auf dem Objekt [I1J-,B] den Wert

n

(EJ[IJ—,E])(A) = lin [1-J~JA(~),B] [139 I'J‘JA,E] #[1 Lin J-JA,E] # [1a,B]

J_J
annimmt. Folglich gilt E'R [I-—,B] EJ[IJ—,E] 3 [I-,B] - Weil E‘J und R‘J zueinander

adjungiert sind, induzieren sie guasi-inverse Aequivalenzen zwischen der vollen Unterka-
. 0 - . A % _JoJ

tegorie von [_A_ ,M_e] s bestehend aus den Objekten F mit der Eigenschaft F SERF

einerseits, und der vollen Unterkategorie von [_U'D,_P_‘lg] , bestehend aus den Objekten G

Jd_J
mit der Eigenschaft R E G E»G andererseits. Da [L—,E] und [I—,B'] zur erstgenannten

dieser Unterkategorien geh#irt, so ist die Abbildung («) bijektiv.

3.9 Kaorollar. Sei J : U—»A ein Funktor und M eipe Unterklasse von Ob A , welche

alle Bilder JU enth&1t, U € U . Der Funktor J sei dicht bei jedem Objekt V € M .

Dann ist J genau dann dicht bei A € A, wenn M bei A € A dicht ist.

3.10 Satz. Sei A eine Kategorie und M peine dichte Generatorenmenge. Falls keine der

Mengen [U,U‘] leer ist flir U,U' € M , dann ist I IU ein dichter Generator.
UeM

Beweis . Da M eine dichte Generatorenmenge ist, so gilt nach 3.9 dasselbe flir die Menge
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MULI_LEU}' Wegen 3.9 genligt es daher zu zeigen, dass J_L u
€ UeM

U €M dicht ist. Dies ergibt sich aus dem folgenden

3.11 Lemma. Seien ¢: U —V und p : V —U Morphismen in

{v} dicht bei U .

bei jedem der Generatoren

A mi o
A mit p¢ ldU

. Dann ist

Beweis. Sei J s {V} — A die Inklusion der vollen Unterkategorie, deren einziges Ubjekt

V  ist. Die Kategorie J/U enthalt das"kornmutative“Diagramm

welches eine Unterkategorie von J/U ist, weil dp ein ldempotent ist. Es ist leicht zu

zeigen, dass diese Unterkategorie kanfinal in J/U ist. Folglich gilt lim .J'.JU
—

id
= Koker(VidtV} . Der Kakern von (idv,dp) ist offensichtlich p : VU .
p
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4.1 Definition. Eine Kategorie A heisst ein Koretrakt, wenn es eine kleine Kategorie

U und eine Aequivalenz von A auf eine koreflexive volle Unterkategorie von [QD,M_B]

gibt.

Eine Kategorie A heisst ein Retrakt, wenn _A_D ein Koretrakt ist.

Wenn U klein ist, so gilt [U7,Me] = K (U) , vgl. 2.14¢), 3.6. Da [U”,Me] voll-
st8ndig und kovollst#ndig ist, se gilt nach Mitchell [92] V§ 5 dasselbe flir jede korefle-
xive Unterkategorie von [go,ﬂe__] . Insbesondere ist jeder Koretrakt vollst#ndig und ko-
vollst8ndig. Dies Umkshrung hievon ist nicht richtig, wie das Beispiel der topologischen

R8ume zeigt, vgl. 4.17.

4.2 Satz. Sei A eine Kategorie. Aequivalent sind:

(i) A ist ein Koretrakt.

(ii)

>

ist kovollst#ndig und besitzt eine kleine dichte Unterkategorie.

Beweis. (ii) =»(i) folgt aus 3.6.

(i)=»{ii) Es ist lediglich noch zu zeigen, dass ein Koretrakt A eine kleine dichte
Unterkategorie besitzt. Es gibt eine kleine Kategorie U und eine volle Einbettung

S A——»[HD,E] , welche einen Koadjungierten L : [_QD,M_E] — A besitzt. Sei

Yo LJ_—»[ED,E_] die Yoneda Einbettung. fiir jedes Paar U»e U, A€A gibt es natlirliche

Bijektianen

[-.01.[v-,a]) 2 [Lvu,a] - [L[—,U],A] = [[-,u],S;ﬂ

Folglich sind S _A_——»[HD,E] und A M;[LY-,A] isomarphe funktoren. Nach 3.4 ist daher
die Zusammensetzung LY : H——»[_I;I’D,Me_] — A ein dichter funktor und nach 3.9 spannen die

Bilder LYU , U € U, eine kleine dichte Unterkategorie in A auf.

Bevor wir zu den Beispielen Ubergehen, kennzeichnen wir die Funktorkategorien unter
den Koretrakten. Die folgende Charakterisierung geht im wesentlichen auf J. Roos [{‘6] und

M. Bunge [f¢] zurBick.
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4.3 Satz. Sei A eine Kategorie. Aeguivalent sind:

(i) A ist kovollst#ndig und es gibt eine echte Generatorenmenge M ¢ Ob A  derart,

: A—>Me mit Kolimites kommutiert.

dass flir jedes U € M der Funktor [U,-]

(ii) A ist kovollst#ndig und die Objekte X € A mwit der Eigenschaft, dass [X,-]:A —Me

Kolimites erh#1t, bilden eine kleine dichte Unterkateqgorie.

=2

o
{iii) Es gibt eine kleine Kategorie U und eine Aeguivalenz A = [y ,_M_e] .

Wir bemerken noch, dass flir zwei kleine Kategorien U und ¥ die Kategorien [H,M_e]

und [_\L,M_E] genau dann &quivalent sind, wenn die O-Komplettierungen (U) und ﬁo(l/_)

ﬁo
8quivalent sind, vgl. 2.14 a).

Beweis von 4.3. (iii) =2 (i) ist trivial.

(i)=>(ii) Sei M eine echte Generatorenmenge in A  derart, dass flir jedes U € M der
Funktor [U,-—] kostetig ist. Sei J : U -—>A die Inklusion der vollen von M aufgespann-
ten Unterkategorie. Wir zeigen zun#chst, dass J dicht ist, mit andern Worten, dass flr
jedes A € A der kanonische Morphismus P, t l_j;)m J-JA — A invertierbar ist. Da M eine
echte Generatorenmenge ist {1.9}, so ist dies der Fall, wenn flr jedes U ¢ M die Ahbil-
dung [U,(pA] bijektiv ist. Die kanonische Abbildung l_:i_.’m [U,J-JA] —{U,A] ist offensicht-
lich bijektiv. Ausserdem ist sie die Zusammensetzung der kanonischen Abbildung

Lim [U,4-4,] = [U,2im J-JA] mit [U,p,] : (U, 1im Jrd, ] —[U,A] . Die erstere ist jedoch
invertierbar, folglich auch [U,cpA] .

Sei jetzt X die von den in {ii) angegebenen Objekten X aufgespannte volle Unterkate-
gorie von A . Wegen 3.9 ist X dicht in A . Andererseits gibt es flir jedes solche X
einen regulfren Epimorphismus p :J_{LUi — X, Ui € X . Dieses p induziert eine Surjek-
tion [X;P]:l{L[Xin]‘E’[X,JILUi]*"[XyX] . Weil idx im Bild von [X,p] liegt, so ist

X Retrakt eines Ui . Daraus folgt, dass X klein ist.

(ii) =»(iii) Sei I : X »A die (dichte) Imklusion und Y : X —[x°,Me] die Yoneda Ein-
bettung. Der Funktor 5 :A-—v[ﬁo,ﬂ_a.] , A M;[I—,A] ist volltreu (3.4} und er besitzt

einen Koadjungierten L : [LO,_M_E] — A . Wegen
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[L[—,X],A] ¢ [[-,X],[I—,A]] = [X’A]

{m

gilt L[-,x] =X .
Da S volltreu ist, genligt es zu zeigen, dass flr jedes t € [_)_(_D,M_E‘] die Adjunktion

t —SL(t) invertierbar ist. Sei t = lim [—,Xv] eine Kolimesdarstellung. Damn gilt
—
v

t = Lim [-,x ] S1im SL[-,x ] S tim [-,x ] = SLt)
\% v v

g.e.d.

Beispiele.

4.4 Es sei I eine algebraische Theorie im Sinne von Lawvere, und F(n) bezeichne flr
jedes n € N die durch n Elemente frei erzeugte T-Algebra {vgl. H. Schubert [‘rg] 18.1).
Man sieht leicht, dass {F(0),F(1),...,F(n),...} eine dichte Generatoremmenge in der ko-
vollst8ndigen Kategorie A der T-Algebren ist. Also ist A ein Koretrakt. Wenn die Ope-
rationen von 1 durch m-stellige Operationen mit m <€ n erzeugt werden, dann ist sogar

F(n) ein dichter Generator {siehe Isbell [31]).

4.5 Wir bezeichrnen mit & die Pfeilkategorie "- — " ( B hat zwei Objekte 0,1 wund

ausser den Identit#ten nur einen Morphismus 0 —1 ), mit A die Dreieckskategorie

".e2~3." (A hat 3 Objekte 0,1,2 und ausser den [dentit#ten nur drei Morphismen

y: 051, a:1—-52,p:0-52;esgilt B=aey).

Es ist leicht zu zeigen, dass A ein dichter Genmerator in der Kategorie Kat der Kate-
gorien aus li ist. Hingegen ist Q zwar ein echter Generator (1.9), aber kein dichter.
Wenn J :{Q} —Kat die Inklusion der vollen Unterkategorie bestehend aus ) ist, und
wenn K ein Objekt in Kat ist, dann 1l8sst sich der "Kolimes der tber K stehenden
Kopien von §* (vgl. 3.1) folgendermassen beschreiben: Die Objekte von 1£nJ-JK sind
einfach die Objekte von K . Die Morphismen sind Folgen (cxl,...,an) von Morphismen

ok Ki—l —vKi aus K (n € N ; fir n = 0 sollte eine solche Folge nur aus einem Objekt

Ko bestehen}. Ausgangs- und Endobjekt von (al,...,cxn) sind KD und Kn . Die Zusammen-

setzung von Morphismen ist gegeben durch Zusammenheften von Folgen. Der kanonische
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Funktor limJJK — K ist die Identit#t auf den Objekten und bildet (al,...,ocn) auf die
—

Zusammensetzun aa ..z, in K ab,
9 Nt 1 -

4.6 Es seien A eine Grothendieck-Kategorie (abelsche Kategorie mit Koprodukten, Gene-
rator und exaktem kofiltrierendenKolimites). Ist U ein Generator, dann ist UM U ein

dichter Genmerator in A .

4.7 Es seien Komp die Kategorie der kompakten R8ume und 1 = [D,l] das Einheitsinter-

vall. Isbell [31] hat gezeigt, dass IWl ein dichter Kogenerator in Komp ist {dh.

2
1™ = Iwl ist ein dichter Generator in chnED ). Wir skizzieren einen etwas anderen Be-

weis. Sei K ein kompakter Raum. Es ist zu zeigen, dass K mit dem Limes L "der unter
2
K stehenden Kopien von I~ " identifiziert werden kann. Der Limes L kann wie folgt be-
. . . . . 2 2 . .
schrieben werden. Ein Punkt von L ist eine Funktion o : [K,I ] -1° mit der Eigen-

schaft To(h) = g{gxh) flr jedes Paar von stetigen Abbildungen h : K —412 und

2 2 . . L. .
x¥: I —1 . Die Topologie auf L ist diejenige der punktweisen Konvergenz.
Die kanonische Abbildung K — L ordnet jedem k € K die Funktion h ~h{k} zu. Es ge-
nligt zu zeigen, dass jedes ¢ von dieser Gestalt ist. Wenn f,g : K -1 die Komponenten
2

2
von h bzw. E,m: [K,I ] — 1 die Komponenten von ¢ und a,B : I — 1 die Komponenten

von T bezeichnen, dann ist die Gleichung <o(h) = @(rh)} H&quivalent zu

«(e(f,9),m(f,9) = £(alf,0),B(F,q)}

B(E(F,0),m(F,9) = m{alf,9),8(f,0)

Falls al{x,y) =y und Blx,y) = x , so folgt aus (*) m {f,g) = E(g,f) . Falls al(x,y) = x
und Bl{x,y) = 0, so folgt aus (*) E(f,g) = E(f,0) . Sei x: [K,I ] =1 die Funktion

f ~E(f,0) . Falls oaf{x,y) = 0 und B(x,y) =y , so folgt aus (%)

m(f,g} =x(0,g9) = E(g,0) =X(g) . Es gilt also E(f,g) =X(f) und m{f,g) =x(g) , dh.

p({f,g) = (X(f},x(g)) . Ersetzt man E und M in den Gleichungen (*), so erh#lt man
a(x(f),x(g)) = x(a(f,g)) (%)

Falls a(x,y) = Ax + py , wobei A2 0, p 20 und Atp 51 so folgt aus (#*)
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K (Mf+ug) = AX(f) + pxig) {wewx)

Falls al(x,y) = x.y , so folgt aus (*x)

X(f.g) = x(f)x(g) (%)

Falls alx,y) 1-x , so folgt aus (**} 1-X{f) = x(1-f) . Insbesondere ist X + 0 .

[}

Es sei nun C{K) die Algebra aller stetigen Funktionen K — R . Wir zeigen, dass sich
eine nicht verschwindende Funktion X [K,I] — R mit den Eigenschaften (*#%) und (****)
eindeutig zu einem R~Algebrenhomomorphismus X' : C(K) — R ausdehnen 1lHsst. Ein solcher

Algebrenhomomorphismus ist aber bekanntlich von der Gestalt f ~»f(k} mit k € K .

Fir @ e L und h = {f,g) e [K,IZ] gilt alsc
o(h) = (x(£),x(g) = (x(£),x(g)) = (F(k),g(k) = h(k)

Unm X auf C(K) zu erweitern, w#hlt man flr jede stetige Funktion £ : K » R eine Zer-

legung £ = f-g , wobei f,g 3+ K3 R positive stetige Funktionen sind. Man definiert damn

X (€) = T = 3 X(hg)

> |-

wobei 0 < A <1 irgendeine Zahl ist, derart, dass Ag(K) € [0,1] 2 Af(K) . Aus (#*x)
folgt leicht flr p = 0 , dass %X(M’) und somit auch X'(@) nicht von A  abhfingt.
Hieraus und aus {***) folgt ferner, dass X'(f) nur von € und nicht von f,g abh#ngt.
Mit Hilfe von (*#**) und (x*%%) kann man nun leicht zeigen, dass %' ein R-Algebrenhomo-

morphismus ist.

4.8 Es sei U eine Menge. Wir untersuchen nun die Mengen M , bei welchen U kodicht
ist (dh. U ist dicht bei M in _Pie_o ). Der Limes L "der unter M stehenden Kopien
von U " kann folgendermassen beschrieben werden, Ein Punkt von L ist eine Funktion

9 : [M,U] 5U mit der Eigenschaft tog(h) = g{rh) flr jedes Paar von Abbildungen
h:M—>U und <T: U->U . Die kanonische Abbildung M —L ordnet jedem m &€ M die
Funktion h ~»h{(m) zu. WBh1lt man speziell flir ‘T eine Retraktion von U auf im(h) , so

folgt aus wg(h) = @l{th) , dass ¢@(h) € im(h) , falls M nicht die leere Menge & ist.
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Dieser Beschreibung entnimmt man sofort, dass die leere Menge nur bei sich selbst und den
einpunktigen Mengen kodicht ist, wH#hrend eine einpunktige Menge nur bei den einpunktigen

Mengen kodicht ist.

4.9  Eire andere, aber H¥quivalente Beschreibung von L basiert auf dem Begriff einer
U-Zerlegung von M . Eine solche besteht aus einer Menge Z von paarweise disjunkten
nichtleeren Teilmengen von M , welche garz M [Uberdecken derart, dass |Z} € JUl .
Jeder Abbildung h : M —» U kann zum Beispiel die faserzerlegung {h-l(u)Iu € im{h)} von
h  zugeordnet werden. Umgekebrt ist jede U-Zerlegung von M die Faserzerlegung einer Ab-
bildung M — U ; die letztere ist natlrlich nicht eindeutig bestimmt. Sind Z,Z zwel

U-Zerlegungen von M , so definiert man Z < Z , falls jedes Ne?Z Vereinigung gewisser

N € Z ist.
Eine Funktion ¢ € L gibt Anlass zu einer Funktion ¢' , welche jeder U-Zerlegung Z von
M ein Element von Z zuordnet. Man w8hlt eine Abbildung h : M — U , deren Faserzerle-

gung Z ist und definiert ¢'(Z) = h_l(cp(h)) . Wegen der Eigenschaft o(Th) = To(h)
h&ngt ¢'(Z) nicht von der speziellen Wahl von h ab. Ferner folgt daraus, dass

9'(2) €' (Z) , falls Z =7 . Cs ist leicht zu sehen, dass @ ~»¢g' eine Bijektion von L
auf die Funktionen mit dieser Eigenschaft ist. Daraus folgt insbesondere, dass eine zwei-
punktige Menge nur bei der leeren Menge sowie den ein- und zweipunktigen Mengen kodicht

ist. Sie ist also kein kodichter, wohl aber ein regul¥rer Kogenerator.

4,10 Wir setzen von jetzt an voraus, dass |U} 2 3 . £s sei ¢ € L . Eine Teilmenge
N € M heisse g-~ausgezeichnet, wenn sie nicht leer ist, und wenn die Zerlegung
Z = {N,M-N} die Bedingung N = @'{Z) erflillt (die Bezeichnungen sind diejenigen von 4.8),

Die Besamtheit aller g-ausgezeichneten Teilmengen bezeichnen wir mit @ .

4.11  Definition. Ein Ultrafilter ¥ auf M heisst ein U-Ultrafilter, wenn der Durch-
schnitt von nicht mehr als JU|l Elementen aus ¥ wieder zu ¥ gehBrt. (Flir endliche U
ist dies keine zus¥tzliche Bedingung).

Fr jede U-Zerlegung Z von M und jeden U-Ultrafilter T auf M gilt an + B

Wire ntmlich N & ¥ fir jedes N e Z , s0 wlrde folgen, dass M-N ¢ ¥ und Q (M-N) € ¥,
[
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Dies ist jedoch unmBglich, weil [\ (M-N) = & .

3

4.12 Lemma. Ein Ultrafilter W auf M ist genau dann ein U-Ultrafilter, wenn flir jede

U-Zerlegung Z von M der Durchschnitt von ¥ und Z einem Element besteht.

i)
[
o

Beweis. Da ein Ultrafilter nicht zwei disjunkte Teilmengen ven M enthalten kann, so

genligt es zu zeigen, dass jede Familie (Xi)ieI von Elementen aus ¥ mit |1l = 1iul

die Eigenschaft f} Xi e W besitzt. Man versehe I mit einer Wohlordnung und betrachte die
ie

U-Zerlegung (Wir dBirfen hier voraussetzen, dass (Ul 2 *D , vgl. 4.11)
Z = X 3M=X ;X - X X X X =X X X opeo
{Q i’ o’ o Dn l’on 1 Dn' ln 2’ }
Dabei wird eine Komponente p X, - Q X. weggelassen, wenn sie leer ist. Da X € ¥
<n 1 J n

und X n | X, = (VX)) =@, so gehBrt keine der Komponenten /-\ X. - M X. zu ‘i”
n <n 1 jgn ) im 1 jem )

Wegen ZnW # @ folgt daher X, # und ZnW = { NIX.§ .
9 g Qr+# {ieI i3

4.13 Satz. Seien M , U € Me und JUl2 3 . Flr jedes ¢ € L ist die Menge @ der

@-ausgezeichneten Mengen (4.10) ein |J-Ultrafilter. Die obige Abbildung @~ @ ist eine

Bijektion vom Limes "der unter M stehenden Kopien von U " auf die Menge der U-Ultra-

filter auf M .

4.14 Korollar. U ist genau dann kodicht bei M , wenn jeder U-Ultrafilter auf M tri-

vial ist.

Beweis von 4.13. In jeder U-Zerlegqung Z von M gibt es eine g-ausgezeichnete Menge N
Man w8hle n8mlich einme Abbildung h : M —U mit Faserzerlegung Z und setze N = h_l(cph)
Folglich gilt @ n Z = {N} . Ferner ist é ein Ultrafilter, weil:

a) Kein N ¢ § ist leer und aus N ¢ Q folgt M-N ¢ b .

b) Aus N€N und Ne @ foigt Ne §. Man setze nmlich 2z = {N,N-N,M-N}, Z'= {N,M-N}
und 2" ={W,M-N} . Aus z= 2 folgt, dass ¢'(Z) < @'(Z') =N, also ¢'(Z) = N . Aus
Z< 7" folgt, dass N = ¢'(2) c ¢'(Z") , also ¢'(Z") = N . Insbesondere ergibt sich

hieraus, dass aus N,N € @ folgt Nn N+ .

c) Sei NeM und Z = {N,M—N} .Da Zad + 2 , so gehBrt entweder N ader M-N zu @ .
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d) Aus N,N e @ folgt N Ned . Seinimlich Zz = {Nn V,N=NaR,mN} . Da
NA(N=NaN) =8, folgt (N=NAN) é@. Ebenso  (M-N) ¢ @ . Da @r\ Z 4, so folgt
Naf}=0nz.

Umgekehrt gibt jeder U-Ultrafilter k_'P auf M Anlass zu einer Abbildung g¢' , n#mlich

Z~ZAY, und folglich nach 4.9 zu einer Abbildung ¢ € L .

Aus 4.14 folgt, dass U bei allen endlichen Mengen kodicht ist, weil jeder Ultrafilter
auf einer endlichen Menge trivial ist (Ul 2 3) . Wenn U endlich ist, so ist U bei
den unendlichen Mengen nicht kodicht, weil es bekanntlich auf den letzteren nicht-trivia-
le Ultrafilter gibt. Hieraus folgt wegen 3.9 , dass die endlichen Mengen keine kodichte

Unterkategorie von Me bilden.

4.15  Satz.(siehe auch Isbell [34]) Es sei U € Me eine unendliche Menge. Wenn das zu-

grundeliegende Universum u das kleinste Universum ist, das U enth8lt, dann ist U

in Me kodicht.

Das resultiert aus dem folgenden Satz von Ulam {Ulam [52], 5. Mazur [f-/»l]): Die kleinste

Kardinalzahl, bei der U nicht kodicht ist, dh. auf der es ginen nicht trivialen U-Ultra-

filter gibt, ist streng unerreichbar. Wir skizzieren den Beweis, Zun¥#chst ist klar, dass

jeder U-Ultrafilter auf U wund jeder Menge mit Kardinalitht ¢ R trivial ist. Sei
o
K = UKi eine Vereinigung mit der Eigenschaft, dass die U-Ultrafilter auf I und jedem
iel
K, trivial sind. Es ist zu zeigen, dass dies auch flir K gilt. Sei § ein U-Ultrafilter
auf K . Dann bilden die Teilmengen J &1 mit der Eigenschaft \_JK. € { einen U-Ultra-
jed I
filter ‘i’ auf I . Folglich ist L.P trivial und es gibt ein i € I derart, dass Ki € Q
Das System {F € @} FcKi} ist ein U-Ultrafilter auf Ki . Es gibt daher ein k € Ki
mit der Eigenschaft {k} € @ , mit andern Worten, @ ist trivial. Es bleibt noch zu zei-
gen: Falls die U-Ultrafilter auf einer Menge K trivial sind, dann sind sie es auch auf
K . . . . .
2~ . Wir zeigen zun#chst, dass auf einer beliebigen Menge M , also inshesondere auch auf

K
2, jeder U-Ultrafilter ein K-Ultrafilter ist. Sei n#mlich Z eine K-Zerlegung vom M .

Die Teilmengen T & Z mit der Eigenschaft \J N ¢ @ bilden einen U-Ultrafilter. Dieser
NeT
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ist wegen ]Z| = |K| +trivial. Es gibt daher ein N € Zn .
A K . - K : .
Sei jetzt M =2 und @ ein U-Ultrafilter auf 2 . Jedes k € K gibt Anlass zu einer
K
K-Zerlegung Zk = {Dk’lk} von 2, wobei lk (bzw. Dk) aus allen Teilmengen von K
besteht, welche k enthalten (bzw. nicht enthalten). Sei Xk dasjenige Element von
{Dk,lk} , welches zu Q geh8rt. Dann gehbrt {1\ X ebenfalls zu Q . Da das einzige

keK K

Element van DX die Teilmenge {ke K llk € §7 ist, so ist Q trivial.
€

K k

4.16 Es kann vorkommen, dass ein Koretrakt keine dichte Generatoremnmenge besitzt, die
nur aus einem Objekt besteht. Es sei n#mlich {1 eine Menge mit Kardinalzahl 1 . Dann ist
{(Q,m,(.d,ﬂ)} ein dichter Generator in Me Tr Me . Aber kein Objekt (M,N} kann dicht
sein. Ist N =g, so kann (M,N) hBchstens bei Objekten der Form (P,B) dicht sein.

Ist N2, so ist (M,N}) bei Objekten der Form (P,®) nicht dicht.

4.17 Satz. Die Kategorie Top der topologischen R8ume ist kein Koretrakt.

Beweis. Es genligt zu zeigen, dass Jop keine regullre Generatorenmenge besitzt (vgl.
1.11). Sei M eine Menge topologischer RBume. Sei A die kleinste unendliche requlBre
Ordinalzahl derart, dass 1Al > Jul fWir jedes U € M . Die wohlgeordnete Menge A er-
g8nzen wir durch ein grBsstes Element w und versehen £ = A v {w} mit derjenigen Topo-
logie, deren offene Mengen Vereinigungen von "halboffenen" Intervallen der Gestalt ]b,a],
b <a , sowie den "abgeschlossenen" Intervallen [0,a] , 0 < a, sind. Es seien

p; ¢ Ui —E stetige Abbildungen, wobei i € I und U, € M . Weil A regul8r ist, so
i

gibt es flir jedes i € I ein w, € E , welches w von p.{U,) - {w} "trennt", dh. es
i ii

. -1 -1 -1 . .
gilt Ps (}wi,w]) =P (w) . Folglich ist p. (w) offen in U, flir jedes i . Da die
i i

nicht offene Untermenge {wlc £ in jedem U. ein offenes Urbild besitzt, so kann die
i

induzierte Abbildung p : ’LII'Ui — £  kein regul8rer Epimorphismus sein.
1e

In der Kategorie Komp der kompakten R8ume ist jeder einpunktige Raum ein regulrer

aber kein dichter Generator. Trotzdem gilt der folgende

4.18 Satz (Isbell). Die Kategorie Komp ist kein Koretrakt.

Beweis. Es genligt zu zeigen, dass Komp keine kleine dichte Unterkategorie zul8sst. Sei
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M eine Menge kompakter R8ume in Komp . Sei E die in 4,17 mit Hilfe von M konstru-
ierte "lange Gerade". Sei Y ein zweipunktiger Raum, dessen beide Punkte abgeschlossen
sind. Die charakteristische Funktion XW : E—Y der Teilmenge fw} von E ist unstetig.
Trotzdem induziert sie eine natlirliche Transformation @: [J—,E] —a[J—,Y] , wobei

Q(M)(E) =X o E (J bezeichnet die Inklusion der durch M bestimmten vollen Unterkate-

gorie). Folglich ist M wegen 3.4 nicht dicht.



§5 Kategorien a-stetiger Funktoren

5.1 Definition. Sedi % eine regul8re Kardinalzahl. Eine Kategorie D heisst a-ko-
filtrierend, falls sie die folgenden Bedingungen erflillt:

a) Flir jede Familie (DV) von Objekten in D mit N} < a gibt es ein D € D und

VeN

eine Familie von Morphismen (E,v : DV _’D))IEN’

b) Flr jede Familie von Morphismen (%. : DD —D.) in D mit [L}< o existiert ein

1 el
*
Morphismus LE Dl —)Dz derart, dass n£u= q,E,)\ fiir alle A,p € L . )

A

Ein Funktor H ¢ D —»A heisst ein g-Kofilter in A , wenn D klein und o-kofiltrie-
rend ist. Ist ausserdem H(%} monomorph flir jeden Morphismus ¥ € D , so heisst H ein

monomorpher o-Kaofilter. Wenn 1im H flir jeden o-Kofilter (bzw. maonomerphen a-Kofilter)
—

existiert, so sagen wir, A besitze o-kofiltrierende (bzw. monomorphe a-kofiltrierende)

Kolimites.

Die dualen Definitionen "o-filtrierend, o-Filter ..." Uberlassen wir dem Leser.

5.2 Satz. flir eine kleine Kategorie D sind folgende Bedingungen 8guivalent:

{i) D ist o~kofiltrierend.

{ii) Die Yoneda Einbettung Y ;_Q»>ﬁ(x(g) ist konfinal, vgl. 2.14 b}, 2.12.

(iii) In Me kommutieren o-Limites mit D-Kolimites, dh. flr jede a-kleine Kategorie X

und jeden Funktor @: Xm D —>Me ist die kananische Abbildung

Lin 1in §(x,D) ——)l‘:_i.xln 1ip §(x,D)

D
bijektiv.
Beweis. (i) =3{iii) Dies beweist man wie im bekannten Spezialfall o = L

(iii} =%»(ii) Es ist zu zeigen, dass flir jedes F ¢ _}Sa(_g) die Kategorie F\Y zusammen-—
h#ngend ist {2.12). Nach Definition von ﬁa(g) gibt es ein Kokerndiagramm
¢ . . .

J__I_[—,D‘] — 4 _Ll_[-—,l],] —F mit der Eigenschaft |1} <« a > }J| . Da jeder der von @

1€l 1 Y e J

oder Y induzierten Marphismen [—,D_] — [—,D‘] durch eine der kanaonischen Inklusionen
S . eJ J

*) Wir farderten ursprfinglich nur, dass jedes Paar Dg Z3D1 von einem Morphismus Dj — D

egalisiert werde. Herr M. Reichel teilte uns freundlicherweise mit, dass dies flir unsere
Anwendungen nicht ausreicht. Er schlug stattdessen die obige Bedingung b) vor.

2
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[_’Dj] —»ll[—,D],] fektorisiert, so gibt es eine a-kleine Kategorie
3 b

_)So und einen Funktor H : 2(_0 —D derart, dass F = lim YH . Sei @: XD —-Me
—

der Funktor X TT D w[H(X),D] . Dann besteht flir jedes X € X der Kolimes von D —Me ,

D wQ(X,D) aus einem Punkt, und folglich auch 1lim lim@(X,D) . Andererseits ist wegen
—

X ¥
lim [F,[—,D]] £ lim[lim [—,H(X)],[-—,D]:l ¥ lim 1lim [[-,H(X)],[-,D]]“:‘ lim lim [H(X),D] die
7 X T X 7T X

einpunktige Menge lim 1im [H(X),D] isomorph zur Menge der Zusammenhangskomponenten von
<
D X
FAY .

(ii)=>(i)tDa Y : g—.ga(g) konfinal ist, gibt es zu jeder Familie (D ) von Objek-

v'veN

ten in D mit INI <o einen MorphismusJ_‘_[—,Dv] —’[—,D] flir ein geeignetes D € D .
v

Dies beweist die Bedingung a). Ebenso gibt es zu einer Familie (E,)\ : Do —D.) van

17 ael
Morphismen mit |L| < a einen Morphismus

[—,E ]
Kokec: ([—,DD] —A') [‘1D1]> —_ [-.Dz]

Aé ?

flir ein geeignetes D2 € D . Dies beweist b).
5.3  Wir untersuchen nun, wie sich die Stetigkeitseigenschaften eines Funktors

F s u® —Me in der Kategorie "der darstellbaren Funktoren Bber F " widerspiegeln.

Satz. Sei U eine kleine Kategorie, Y : _l_J_—»[_U_O,yli] die Yoneda Einbettung und

F e [go,_l‘_’lg] ein Funktor. Aeguivalent sind:

(i) Die Kategorie Y/F ist a-kofiltrierend.

(ii) F ist ein a-kofiltrierender Kolimes von darstellbaren Funktoren.

Wenn der Funktor F diesen Bedingungen genligt, ist er ausserdem o-stetig.

Der Beweis der Aequivalenz (i)¢=>(ii) ist einfach. Die letzte Aussage folgt leicht aus

5.2.

5.4. Korollar. Sei U eine kleine o—kovollst#ndige Kategorie und F :_QD —Me ein

Funktor. Sei Y : U —’[_LJ_D,ME] die Yoneda Einbettung U ~{-,U] . Aeguivalent sind:




(i) F ist o-stetig.

(ii) Die Kategorie Y/F ist o—kovollst8ndig und der Vergissfunktor YF : Y/F U er-

h8lt und reflektiert oa-Kolimites.

(iii) Y/F ist o-kofiltrierend.

Beweis. (ii) =>(iii) ist trivial und (iii)=2>(i) folgt schon aus 5.3.

(i) =>(iii) Sei H : D —oY/F , éw(u&,z,x : [-,us] —F) ein Funktor, wobei D oa~klein

ist. Wir identifizieren wie 8blich [[—,U;],F] mit F(Ug) . Mit Hilfe der Isomorphismen

[[- lim U] F] E»F(lim U.) % 1im F(U;) kann man einer Familie £ = (E;) € 1lim F(Ug) ein
i - s «— § - 5 -~ §

Element e [[-,l}_[n U:],F] zuordnen. Es ist klar, dass (l_i’m Us,'v,) ein Kolimes von H

ist.

5.5 Ist U eine kleine Kategorie, so bezeichnen wir mit Sta[go,M_e] die volle Unter-
kategorie von [_QD,M_E] bestehend aus den o~kofiltrierenden Kolimites von darstellbaren
Funktoren. Falls U a~kovollst8ndig ist, dann besteht Sta[y_D,M_e] also aus allen o-ste-
tigen Funktoren. Aber die Unterkategorie Sta[_lio,M_e] von [QD,M_E] ist auch sonst von

Interesse. Sie ist unter a—kofiltrierenden Kolimites abgeschlossen und besitzt bezliglich

diesen eine evidente universelle Eigenschaft.

Satz. Sei U eine kleine Kategorie, Y : _l_J.—-»Std[go,ﬂa_] die Yoneda Einbettung und B

eine beliebige Kategorie mit a-kofiltrierenden Kolimites. Der Funktor "Kan'sche Koerwei-

terung" F -»EY(F) induziert eine Aeguivalenz von [H,ﬂ auf diejenige volle Unterkate-

gorie von [Sta[y_o,yi] ,B} , deren Objekte a-kofiltrierende Kolimites erhalten.

Wenn U o-kovollstlndig ist, dann entsprechen dabei die a-kostetigen Funktoren

U —B den kostetigen Funktoren Sta[go,M_e] —B .

Beweis. Sei T : U—»B ein Funktor. Nach 2.7 ist der partiell Koadjungierte L wvon

B —[u%Me] , B ~[T-,B] auf jedem F e Sta[g",m_e] definiert und die Restriktion von L
o : . . .

auf Sta[g ,Me] ist die Kan'sche Koerweiterung EY(T) . Da die Inklusion

Sta[_g",m_e] —[U%Me] a-kofiltrierende Kolimites erh8lt, so gilt dies auch flir EJAT) .
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Ist U o-kovollsténdig und T a-kostetig, dann gilt [T-,E] EStyZ[HD,M flir jedes

B € B . Folglich ist E(T) koadjungiert zu _E_—-»Sta[_l_.l_o,@ , B~[T-,B] (vgl. 2.7%).

Bemerkung. Sei U eine kleine Kategorie, B eine Kategorie mit a~kofiltrierenden Koli-
it . . s o

mites und T : U —B ein Funktor. Man sieht leicht, dass EY(T) : Sta[u ,Me] -»B genau
dann eine Aequivalenz ist, wenn T volltreu ist, die Funktoren [TU,—] , UelU , a-ko-
filtrierende Kolimites erhalten, und jedes Objekt B € B ein o-kofiltrierender Kolimes
von Objekten der Form TU ist. Diese Bedingungen sind zum Beispiel flr « = ‘o erflillt,
wenn B die Kategorie der flachen Moduln 8ber einem Ring A ist, und wenn T die Inklu-
sion der Unterkategorie der endlich erzeugten projektiven Moduln ist (siehe D. Lazard

(38]).

5.6 Sei U eine kleine a-kovollst#ndige Kategorie und Y :y_—-»[go,M_e] die Yoneda Ein-
bettung. Der Leser kann in 5.9 einen direkten Beweis flir die Kovollst#ndigkeit von
Sta[_lf,M finden. Die folgenden Betrachtungen flihren ebenfalls zu diesem Resultat. Sie
erfordern etwas "mehr Aufwand"; sie sind jedoch von selbst8ndigem Interesse, weil sie zu
einer "expliziten"” Konstruktion der Koreflexion [HD,M —»Sta[go,ﬂg_] flihren und ausser-
dem eine Dualit#t zwischen dem Problem "der a-Komplettierung einer kleinen Kategorie® und
dem Problem "einen Funktor o-stetig zu machen" aufzeigen.

Sei o-KatfU die Unterkategorie von Kat /U bestehend aus o~kostetigen Funktoren X —U
(X a~kovollst8ndig) und a-kostetigen Morphismen (Funktoren) Uber U . Nach 5.4 gibt es

ein kommutatives Diagramm

G AANAAAA AP (Y/G,YG 3 Y/G —vg)
m

m
[_LlDt_ME] 7] > KatfU
v ]
Sta[_lf,k] > o-KatfU
Der volltreue Funktor Y/- besitzt einen Koadjungierten, n¥mlich (D,D ,j-»g) ml_j__v;n YH ,

und dieser bildet die Unterkategorie o-KatfU in Sta[_go,ﬂg] ab (5.3). Im Hinblick auf
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die Konstruktion eines Koadjungierten zur Inklusion o-KatfU —Kat/U betrachten wir die

Abbildung

)
(@eRy) ~ (k (D) K (n)-————+"( u) ()

wobei J : D 5K (0) die Yoneda Einbettung ist. Aus 2.14 b) folgt n8mlich, dass sich je-

lI

der Morphismus von (D,D

Morphismus (D,D ﬂv_l_J_) (K (D),K (D)

u) e Kat/U nach (X,X - U) € a-_lQLt/_l_J_ durch den kanonischen
EJ H) __) faktorisieren 1l8sst, welcher durch die
Yoneda Einbettung J 2—95(1(_1_)_) gegeben ist. Diese Faktorisierung ist allerdings nur
bis auf Isomorphie bestimmt. Die obige Abbildung (*) liefert deshalb keinen Koadjungier-

ten im Oblichen Sinne (vgl. Ulmer [SS] 2.29; Gray [26] gibt eine Methode an, wie mit die-

ser Art von "Koadjungierten" zu rechnen ist). Wir zeigen aber, dass die Zusammensetzung

G s (Y6, V)~ (K (YIG),E (Y)) ~m~s Lim YE (¥)
m m m

m
[u°,pe) Katfu a-Kat/U st [U°,Me]
o] o
tratzdem einen Koadjungierten zur Inklusion Stcx["u‘ ,M — [_L:[ ,ﬂa_] liefert.

Sei G :+ U —Me ein Funktor und J : Y/[G —»_IS“(Y/G) die Yoneda Einbettung. Zur Ver-
einfachung wlhlen wir im folgenden alle Kan'schen Koerweiterungen von Funktoren

: Y/G »X bezliglich J so, dass EJ(t)J =t . Sei LG der Kolimes von
YEJ(YG) H L(.a(Y/G) —-Uu —»[_I_J_O,y_g] . Weil Sta[go,yl_e_] in [u”,Me] unter a-kofiltrierenden

Kolimites abgeschlossen ist, ist LG a-stetig. Wir bezeichnen mit +4(G) : G - LG den

von Jd : Y/G —»K (Y/G) induzierten Morphismus G 3 1im YeY_ — 1im YE (Y_) .
o fury G = J G

5.7 Satz. Unter den obigen Voraussetzungen existiert flir jedes F € Sth:QO,M_E] und je-

den Morphismus @ : G —»F genau ein Morphismus x : LG —»F derart, dass o= xy(G) .

Beweis. Ein Morphismus X : LG S1im YEJ(YG) —F  wird durch eine natlirliche Transforma-
——— -—

tion x! : YE‘J(Y‘G) —»konstF gegeben. Ebenso entsprechen die Morphismen

9 : G ilﬂn YYG —F bijektiv den natlirlichen Transformation g' : YYG —»konstF . Die
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Gleichung ¢ =x(G) bedeutet, dass @' die natlirliche Transformation

X'J : YEJ(YG)J -—)konstFJ ist. Es ist also zu zeigen, dass die Abbildung

[YEJ(YG),knnstF] _.[YYG,konstF] , X' ~» x'J bijektiv ist.

Daftir bemerke man, dass die betrachteten Funktoren ihre Werte in Std[y_o,_Mi] haben. Be-
zeichnet Z : _Q—-;Sta[go,‘M_e] die Faktorisierung von Y duxch Sta[_L_lo,‘M_e] , S0 gilt also
YE (Y = ¥ = . Wei - -
{ EJ( G),konstF] [ZEJ( G),konstF] und [YYG,konstF] [ZYG,konstF] Weil Z o-koste
tig ist, so folgt aus 2.7 , dass ZEJ(YG) = EJ(ZYG) . Fiir jeden Funktor

Ho: K (Y/6) _.Sta[gc’,M_e] ist daher die Abbildung [ZEJ(YG),H] —»[ZYG,HJ] ; §~» ¢J bi-

jektiv. Das beweist die Existenz und die Eindeutigkeit von X .

Eine direkte Konstruktion von X: LG —F erh81t man faolgendermassen. Der Morphismus

9 : 6 »F gibt Anlass zu einem Funktor Y/gp : Y/G —YJF . Da Y/F o~kovollstlndig ist
(5.4), so existiert die Kan'sche Koerweiterung EJ(Y/cp) : _Iga(Y/G) —Y/F und diese indu-
ziert wegen EJ(Y/tp)-J = Ylg einen Morphismus x: LG —F mit der Eigenschaft

X-y(G} = o .(Die Eindeutigkeit von X kann auch direkt mit Hilfe der a-Kostetigkeit von

EJ(Y/(p) bewiesen werden).

5.8 Korollar Der Funktor [U°,Me] —’Sta[_liuyﬁ"&] y G ~»lim Y'EJ(YG) ist koadjungiert
s

zur Inklusion Sta[y_c',@] —[u%me] .

Die Existenz einer solchen Koreflexion kbnnte man auch aus einer direkten Beschreibung
des Funktors L und dem Kriterium von J. Gray ([15], p.16, praop.3) herleiten. Sie folgt
auch aus der Kovollst8ndigkeit von Sta[y_o,_l‘jg] , flr die wir jetzt einen vom Satz 5.7

unabh¥ngigen Beweis skizzieren.

5.9 Satz. Sei U eine kleine a-kovollst¥ndige Kategorie. Dann ist Sta[go,_M_e] kovoll-

Beweis. Nach 5.5 besitzt Sta[go,_l"l_e] a-kofiltrierende Kolimites. Da die Yoneda Einbet~-
N o L.
tung U —’Sta[_g ,_M_e] a~kostetig ist, so existieren auch a-Koprodukte von darstellbaren

Funktoren und Kokerne von Morphismenpaaren [-,U] =3[-,U’] . Da ein beliebiges Kopradukt
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der oa-kofiltrierende Kolimes seiner Teilkoprodukte mit weniger als « Summanden ist, so

folgt hieraus, dass in Stu_[f,_@ beliebige Koprodukte von darstellbaren Funktoren exi-

stieren.
Seien P9 ¢ F 3F' natlrliche Transformationen in Sta[_lio,_lyl_g_] . Mit Y/(q)Q.Cpl) be-
zeichnen wir die Kategorie von Morphismenpaaren [-—,U:] Z’,[-,U‘} Bber dem Paar F 32F' ,

die Objekte sind also gegeben durch Diagramme

£
[-,U] “—'—"T—'D.; [-—,U'}
1

(%) u ut

mit der Eigenschaft u'ED =gu und u'g u . Die Morphismen sind gegeben durch Dia-

17 %

gramme

[-,u] —/——= [-,u']
(-v) =/—/——3 [-,v']

\ e >

Frme—————3

mit den evidenten KommutativitBtseigenschaften. Mit Hilfe von 5.3 folgt leicht, dass
Y/(q;o,:pl) o=kovollstBndig ist und somit auch o~kofiltrierend. Ausserdem ist der Kolimes
des Funktors, welcher einem Diagramm {«) das Paar (E,D,El) : [-,u] 3[-,u'] zwordret,
P
gerade F _-_cp:t F!' . Hieraus ergibt sich leicht, dass der Kolimes des o-Kofilters
(]
Y/(q;o,(pl) —,Sta[_go,M_e] , welcher einem Diagramm (#) den Kokern von
(EO,El) : [—,U} :’,[-—,U'] zuordnet, der gesuchte Kokern von (qJD,(pl) : F 33FY ist.

Un das Koprodukt einer Familie (F_),

. zu konstruieren, wHhlt man fUr jeden funktor f,
iile] i

ein Morphismenpaar 'LJ_[-,UL] :.L‘.["’!Uz] , dessen Kokern gerade Fi ist. Der Kokern des
L %’
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induzierten Morphismenpaares
J‘{l‘ (JTL[—'UJ) po— J;|_ (‘IEL[_'U"])

ist dann offensichtlich das Koprodukt von (Fi)iel .



§6 Prisentierbare bzw. erzeugbare Objekte und Generatoren, Beispiele

Fr jede Kardinalzahl o < @@ bezeichrnen wir mit cc+ die kleinste regul8re Kardinal-

zahl > o (flir « <RD gilt also ot+ = RO , vgl. §0; fur azko ist ot+ die

kleinste Kardinalzahl >« }.

6.1 Definition. Sei a eine requl¥re Kardinalzahl und A eine Kategorie. Ein Objekt
A € A heisst a-pr8sentierbar (bzw. a—erzeugbar), wenn der Funktor [A,-] : A —>Me alle
existierenden Kolimites von a-Kofiltern erh#1t (bzw. alle existierenden Kolimites von mo-
nomorphen o-Kofiltern).

Ein Objekt heisst prHsentierbar (bzw. erzeugbar), wenn es flir eine regul¥re Kardinal-
zahl o o~pr8sentierbar (bzw. o-erzeugbar) ist. Die kleinste solche Kardinalzahl heisst

die Pr#sentierungszahl 4r{A) von A (bzw. Erzeugungszahli £{(A} wvon A }. Falls Unklar-

heit besteht, zu welcher Kategorie das Objekt geh#rt, so schreiben wir W{A,A} bzw.

E(A,A) . Es gilt W (A) Z E(A) .

E£in Objekt A € A heisst o-kopr¥sentierbar {bzw. a~koerzeugbar), wenn A € AO o~pré-

sentierbar (bzw. a-erzeugbar) ist.

6.2 Satz. In einer Kategorie A ist jeder kleine Kolimes von présentierbaren (bzw. er-

zeugbaren) Objekien wieder prHsentierbar (bzw. erzeugbar). Ein a-Kolimes von a-prHsentier-

baren {bzw. a-erzeugbaren) Objekten ist wieder oa~pr8sentierbar (bzw. a—erzeugbar).

Dies folgt unmittelbar aus 5.2 (i) = (iii).
Wir geben nun einige Beispiele.

6.3 In der Kategorie Me gilt 1 (X) = €(X) = ixit orur jede Menge X € Mz . Flir endli-

che Mengen ist die Aussage klar. Flir {x} 2 RD ist X ein iX}+—Kopr0dukt van einpunk-

tigen Mengen. Aus 6.2 folgt also W(X) s ‘X|+. W8re andererseits IX’+

> E(X) , so be-
trachtet man den E{X)-Kofilter der Teilmengen Y & X mit Y] < £(X) . Die Identit¥t

von X milsste dann durch eine der Inklusionen Y & X faktorisieren. Dies ist jedoch
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wegen Y] < £(X) = JX| unmBglich. Folglich gilt ¥ (X) = iXiTs £(x) s Mw(X)

Eine Menge X € Me ist genau dann kopr8sentierbar oder koerzeugbar, wenn X eine
einpunktige Menge ist. Man sieht leicht, dass die Menge fD,l} nicht koerzeugbar ist.
Folglich gilt dies auch flr jede Menge M mit Mz 2, weil {D,l} ein Retrakt von M
ist. Die leere Menge & ist nicht koerzeugbar, weil es flr jedes «a einen epimorphen
"nicht leeren" a~Filter mit leerem Limes gibt. Seien z.B. M,N Mengen mit M} > [N} = a.
Fr eine beliebige Menge P sei Inj(P,N) die Menge der Injektionen P — N . Die Teil-
mengen P& M mit |Pf< o geben Anlass zu einem epimorphen nichtleeren a-Filter

{Inj(P,N)}P mit Limes Inj{M,N) = & .

In einer Funktorkategorie [Lf,ﬁkﬂ ist bekanntlich [F,-] flir jeden darstellbaren
Funktor F kostetig, und folglich ist jeder a~Kolimes von darstellbaren Funktoren o~pr#-
sentierbar (6.2), insbesondere gilt dies flir jeden Funktor der Unterkategerie Eu(g) y
vgl. 2.14 b). Ist U klein, so folgt umgekehrt aus 7.6, dass jeder a-prHsentierbare Funk-

tor in [HD,M_E] zu ﬁa(y_) gehBrt.

In der Kategorie der Monoide, Gruppen, Ringe oder allgemeiner der universellen Alge-
bren & la Birkhoff [ii] oder Lawvere [3?] ist jede freie Algebra mit einem erzeugenden
Element lb—prﬂsentierbar. Aus 7.6 {bzw. 9.3) folgt daher, dass die !b-prﬂsentierbaren
(bzw. nb—erzeugbaren) Objekte gerade die endlich pr#sentierbaren (bzw. endlich erzeugba-
ren) Algebren im H#blichen Sinnme sind. Allgemeiner ist eine Algebra genau dann a-prisen-
tierbar, wenn sie eine Pr8sentierung durch echt weniger als o Erzeugende und Relationen

im Ublichen Sinne zullsst (Birkhoff [11]).

6.4 In der Kategorie Top der topologischen R#ume gilt (X} = g{X) = lX§+ fUr jeden

diskreten Raum X . Dies beweist man wie in 6.3. Wir zeigen nun, dass jeder nichtdiskrete

topologische Raum T nicht erzeugbar ist. Insbesondere sind die pr#sentierbaren Individu-

en gerade die Diskreten, eine vorbildliche Gesellschaft!
Wir zeigen, dass ein nichtdiskreter Raum T flr keine regulBre Kardinalzahl o o~erzeug-

bar ist.
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Sei S eine nichtoffene Teilmenge von T wund o eine beliebige requl¥re Kardinalzahl.
Sei R eine Menge, welche T enth#lt derart, dass |R-T| = a . FUr jede Teilmenge

X € R-T mit |Xx| < a bezeichne RX den folgenden topologischen Raum: Die unterliegende

Menge von RX ist R und neben & und R sind die offenmen Mengen diejenigen Untermeng-

en U von R derart, dass UAT =5 und Unm X =4 . Die R8ume RX bilden in natlir-

licher Weise einan monomorphen o-Kofilter, dessen Kolimes gerade R mit der groben Topo-
logie ist. Die Inklusion T —»lﬂn RX ist daher stetig, obwohl keine der Inklusionen

X
T —»RX stetig ist.

Man sieht auch leicht, dass ein topologischer Raum T nur dann koerzeugbar in Top

ist, wenn T} = 1 . Wenn die Topologie von T grob ist, folgt dies nlmlich aus der ent-

sprechenden Aussage flir Me . Andernfalls sei o eine regul8re Kardinalzahl und (Mt)‘teT

eine durch T indizierte Familie von Mengen Mt mit Kardinalit8t o . flir jede Teilmenge

N von M= I IW definieren wir MN als den topologischen Raum mit unterliegender Menge

teTt

M , dessen offene Mengen M selbst und die Teilmengen von N sind. £s gilt dann

MM = l‘_'lin M
N

ist, so ist MM -7, M

N’ wobei N die Teilmengen mit Kardinalit#t < o durchl¥uft. Da MM diskret

N ~t , stetig, sie l8sst sich aber durch kein MN faktorisieren
-1
(fir U ST offen, U+ &, gilt &+ f (U) # My und | £

6.9 a) In der Kategorie Komp der kompakten topologischen R8ume ist nur die leere Menge

erzeugbar.

Der unterliegende funktor U : Komp —Me ist n8mlich tripleable und das zugehBrige Tripel
hat keinen "rank", vgl. Linton [33] §5, §6. Dies bedeutet, dass es kein & gibt derart,
dass der darstellbare Funktor U ¥ [1,-] mit monomorphen a-kofiltrierenden Kolimites
kommutiert. Folglich 1#sst sich fBr einen nichtleeren Raum K eine konstante Abbildung
K — 1im X im allgemeinen nicht durch einen der kanonischen Monomorphismen X — 1lim X

> Vv v 5
faktorisieren.

v
Man kann auch leicht direkt ein Gegenbeispiel angeben. 5Sei F’I\ die Stone-Cech'sche Kompak-

tifizierung einer Menge M mit |M| = a,d.h. das Koprodukt der Familie {m}meM in

A
Komp . Bekanntlich ist die unterliegende Menge von M isomorph zur Menge der Ultrafilter
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auf M . In Komp gilt dann M= lim N , wobei N die Menge der Teilmengen von M mit
—s
N
der Eigenschaft [N| < a durchl8uft. Sei run U € Fﬂ\ ein Ultrafilter der den Filter der
~

Teilmengen M-N enth8lt. Offensichtlich gilt dann U §UIQ < M . F8ir einen nicht leeren
N

Raum K 1l#sst sich daher die konstante Abbildung K Y s k ~»U durch keine der Inklusi-

A A
onen N €M faktorisieren.

b) Flr einen Raum K € Komp sind folgende Aussagen 8quivalent:

(i) K ist Ru-koerzeugbar.
(ii) K is xo-kograsentierbar.
(iii)K ist endlich.

Ea‘weis.(iii)é(i’) Seien (Xa,p } ein RD—Filter von kompakten R8umen, X dessen Limes und

B

pa : X'vsXa die kanonischen Projektionen. Wir zeigen zuerst, dass es flUr jede offene

Partitiaon {Fl,...,Fn} von X ein o und eine offene Partition {Ff,...,F:} von )((z

gibt derart, dass F, = p;l(Fé) fir jedes i . Da jedes F, offen und kompakt ist,
i i i
-1
gibt es ein B wund offene Teilmengen U, von XB derart, dass F, = pB (Ui) . Folg-
i i
-1
lich gilt auch F, = p (p (F.)})) und p_(F.)n p, (F,) = flr i % j . Infolgedessen
i B 1 i B3 2

kann man offene Teilmengen V. c X so whlen, dass V. > p (F.) und V, AV, = & flr
i i i i i

B B
i # j . Aus der Gleichung N p, (X ) =0p (x)cuv. folgt dann, dass flir ein genligend
a>g Ba' a g 7 i
-1
grosses o pBa(Xa) in \i)Vi enthalten ist. Man kann deshalb F: = pBa(Vi) setzen.
Es seien schliesslich {Fa,...,F:} und {GZ,._.,GG} zwei offene Partiticnen van )((z
n
-1, a J(a . . . . .

derart, dass pa (Fi) = pa Gi) flir jedes i . Wir miissen noch zeigen, dass flr ein genfi-

. . -1 _a -1 « . . . .
gend grosses P die Gleichung paB(Fi) = paB(Gi) fbir jedes i gilt. Dies folgt aber aus

den Relationen

o [¢4
M paB(XB) =p Xe\JF a5 .

Bro 1
Da U = (Fz n GZ) in Xa offen ist, so ist n#mlich flUr ein genligend grosses
p (X)) in U enthalten, inshesondere gilt p“l(Fa) = p_l(Ga)
o B af’ i ap’ i

(ii) =» (i) trivial.



§6 -5- 67

(i) =» (iii) Es sei x ein Punkt von K und V durchlaufe die abgeschlossenen Umge-
bungen von x in K . Sei K/V der kompakte Restklassenraum von K , den man durch "“Zu-
sammenziehen™ von V erh®lt. Es gilt dann K 3&Jﬂn KJV . Wenn K kD-erzeugbar ist,

v

l8sst sich die Identit#t von K durch ein K/V faktorisieren. Dann gilt aber V = [x}

und folglich ist {x} offen in K . Dies zeigt, dass K diskret ist und folglich endlich.

Bemerkung. Sei Juk die volle Unterkategorie der total unzusammenh®ngenden R&ume von
Komp und ‘l'{o : Komp - Juk der funktor, der jeden Raum K € Komp dessen Zusammenhangs-

komponenten zuordnet. Da jeder endliche Raum _‘D—kopr%sentierbar ist, so folgt, dass der

Funktor T[D ko—fil‘trierende Limites erh81t. Umgekehrt 1Hsst sich hieraus (iii) =2>(ii)
ableiten, weil die Funktoren K M»[K,ZZZ] und B ~»Spec B quasi-inverse Antifiquivalen-~
zen zwischen Juk und der Kategorie der Boolschen Algebren induzieren. Dabei entsprechen
die endlichen R&ume den endlichen Algebren. Das sind aber genau die _*D-pr%sentierbaren

Algebren. Folglich sind die endlichen RBume genau die *D—kcprésentierbaren Dbjekte in

Tuk . Hieraus folgt wegen [—,E] i['[f—,E] , dass ein endlicher Raum E auch in Komp
o

}D—koprésentierbar ist.

c} Das Einheitsintervall I = [D,l] ist nl-koprésentierbar in Komp .

Beweis. Sei K : T —» Kom ein ’l—Filter, L dessen Limes und Pt s L —>Kt die kanani-
schen Projektionen, t € T . Auf Grund der Konstruktion von L in Komp (bzw. Me) ist
leicht ersichtlich, dass die stetigen Funktionen der Form g-py ¢ L - R die Punkte von L
trennen, wobei g : KJC — [R beliebige Funktionen sind. Nach Weierstrass-Stone ist jede
stetige Funktion f : L -1 € R der Limes einer Folge glptl,gzptz,...,gnptn,... solchexr
Funktionen. Da T ]el—filtrierend ist, so gibt es Morphismen a e t —)‘cn mit gemeinsa-
mem Definitionsbereich t € T . folglich gilt f = l'J:‘_m 9, K“rft und f ist konstant auf
den Fasern der Abbildung Pyt L —)Kt . Daraus folgt, dass f durch die induzierte Ab-
bildung L —>pt(L) faktorisiert. Da jede stetige Funktion pt(l_) -1 auf Kt erweitert

werden kann, so faktorisiert f a&uch durch Pyt L —)Kt . Dies zeigt, dass die kanoni-

sche Abbildung
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l?i’m [Kt,l] —»[l‘j;_rn Kt,I]

surjektiv ist.

Wir zeigen nun noch, dass sie auch injektiv ist. Seien f,g : Kt 331 stetige Funktionen,

welche auf dem Bild p,{L} von p

+ s L ~—>Kt Ubereinstimmen, d.h. es gilt fpt = gpt . Da

t

pt(L} der Durchschnitt aller Bilder Kg s Ks — K, ist, wobei &: s o>t alle Morphis-

t
men in I mit Wertebereich t durchl#8uft, so ergibt sich die Behauptung aus dem unten-

stehenden Lemma. (Man beachte, dass diese Bilder eiman—Filter bilden.}

Lemma. Es seien K ein kompakter Raum,(Kd)dez eine familie von kompakten Unterr8umen, der—

art, dass flir jede abz&hlbare Teilmenge I von 2 ein T mit K’t’c f\Kd existiert.

del
Wenn zwei stetige reelle Funktionen f,g : K >R auf mKd bereinstimmen, dann stim-

gex

men sie schon auf einem Ky, T € I, Oberein.

Beweis. Da man K in einen Wlrfel HI einbetten und die Abbildungen f und g auf HI
erweitern kann, so genligt es den Fall K .-.HI zu betrachten. Nach Weierstrass-Store
h8ngen f,g nur von abzBhlbar vielen Koordinaten ab. Es gibt daher eine abzBhlbare Teil-
menge N in M wund Funktionen fl,gl ;TJI::I derart, dass f = flp und g = glp B

wobei p :HI—»]JI die kanonische Projektion ist. Da Th metrisierbar ist, so gibt es
N

M p(Ky) . Da

geZ
es ein Kq gibt, welches in jedem Kg, enthalten ist, so gilt p(Ky) = [ Yp(Ky) . Da
L3

eine Folge Kg ,...,Kq,... derart, dass pKg ) .o n p(Kdﬁ)n

fl’gl auf p{ DZK") = mp(Kd} bbereinstimmen, stimmen sie bereits auf p(K,) Uber-
€ deZ

ein.

6.6 In dieser Nummer setzen wir voraus, dass A eine kovollstdndige Kategorie ist,

welche eine Menge von a-pr8sentierbaren Generatoren besitzt. Die von den Generatoren auf-

gespannte volle Unterkategorie bezeichnen wir mit U . Es gelten dann die folgenden Aus-

sagen:

a) Flir jeden Monomorphismus ¢ : H —»H' von a-Kofiltern in A ist
lim @ : lim H — 1im H' ein Monomorphismus.
— - - ——

Ein Morphismus £ in A ist nfmlich genau dann ein Monomorphismus, wenn [U,E,] flir
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jedes U € U injektiv ist. Die Abbildung [U,lim q)] ist jedoch injektiv, weil sie der
—
(a-kofiltrierende) Kolimes der injektiven Abbildungen [U,e(D)] : [u,H(D)] - [u,n(D)]

in Me ist, D € D (= Definitionsbereich ven H und H' ).

b) FBr die Zerlegungszahl von A € A gilt Z(A) < a' (vgl. 1.5, dabei bezeichnet o

die kleinste Ordinalzahl mit Kardinalit%t o« ).

Es ist zu zeigen, dass Pr ¢ Aw — B monomorph ist (die Bezeichnungen sind diejenigen

von 1.5), oder was dasselbe ist, dass die Abbildung [U,cpa'] for jedes U € U injektiv

ist. Nach 1.5 gilt Aa' = l_ir’n A und die Av mit v < o' bilden sinen a-Kefilter. Zwei
ye!

Morphismen #M,f : U :3Aa' mit q)a'-‘r[= q)a'-E, faktorisieren deshalb durch den kanonischen
Morphismus p : A —A fr ein v . Auf Grund der Konstruktion van 2% : A —A
v v a v v V4

1

{vgl. 1.6, 1.5) ergibt sich unmittelbar, dass die Faktorisierungen £, : U :,"Av {von

und 4 ) durch % koegalisiert werden, dh. va =xv;|. . Wegen p, = pv+l'xu folgt

daraus & = pt = Pui1 1‘VE PN =R =m.

c) Die echten Quotienten eines beliebigen Objekts bilden eine Menge.

FOr jedes Objekt A € A bezeichne ALJ die Einschrinkung des Funktors [-,A] : AO ~Me

auf Y . Ordnet man jedem regulBren Quotienten B eines Objekts A den Unterfunktor

A
u T Ay

von AUTTAU zu, so erh8lt man eine Injektion der regul¥ren Quotienten von A
= B8, = = -
u

in die Menge der Unterfunktoren von AUTrAU . Die regul¥ren Quotienten von A bilden
daher eine Menge und folglich gilt dasselbe flir die regul#ren Quotienten der regulBren
Quotienten usw..Dieses Verfahren schBpft wegen 6.6 b) alle echten Uuotienten von A nach

ot Schritten aus.

d) Jeder Morphismus 1lMsst sich eindeutig in einen echten Epimorphismus und einen Monomer-

phismus zerlegen. Dies folgt aus 1.3 und 6.6 c).

e) Ist A o-pr¥sentierbar in A und ist : A —>B ein regul8rer Epimorphismus, dann

ist B genau dann o~prisentierbar, wenn es eine rechtsexakte Folge

_I_]_ui_—;A Esn,

ie]
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gibt derart, dess |Il < a und U; €U fiz alle i€l .

Beweis. Wegen 6.2 genfigt es zu zeigen, dass die Bedingung notwendig ist. Nach 1.4 gibt es

ein Koprodukt | l U. , U, € U, und Morphismen l IU, 3 A, deren Kokern €£: A —B ist.
Jjed 33 jeJ !
Fr jede Teilmenge 1 von J mit |I) < a sei AI der Kokern des durch TeJ induzier-

ten Morphismenpaares | l Ui = A . Da die folge

ie]
1lu. 5 &5
jed

rechtsexakt ist, so ist der kanonische Morphismus 0: lir’n AI - B invertierbar. Da B

1
a~pr8sentierbar ist, so l8sst sich B_l durch ein AI faktorisieren; dh. der durch £

induzierte Morphismus EI : AI — B hat einen Schnitt d . Weil AI ¢-présentierbar ist,

so folgt aus der Gleichun £.(de.) =€ dass es ein I'c J ibt, welches I umfasst
g g 1 1 g

T I . 1 | | .Ll. . .
derart, dass & (d{I) = £ (dabei ist &7 : A. A der vaon U, - U. induzierte
I I | I I I I 1 II i!
. I . T T_ 1
Morphismus). Aus EI = EI‘ {I folgen die Gleichungen ((61 ) 614) EI :EI und
1 ' -1
(EId) Er'= idA . Dies zeigt, dass der Schnitt E:f ¢ von EI, gleich SI' ist. Folglich
I
ist | I U., 3A E»E rechtsexakt.
i’ *

6.7 Eine kovollst8ndige Kategorie A mit einer Menge von a-erzeugbaren Generatoren hat

entsprechend schwdchere Eigenschaften. Wir skizzieren diese kurz ;

a) Fir jeden Monomorphismus o : H —H' von monomorphen o-Kofiltern in A ist

lim ¢ : lim H — lim H' ein Monomorphismus.
— - —

b) Fbr jeden a-Kofilter von Unterobiekten Aj eines Objektes A € A ist der kanonische
Morphismus lim Aj — A monomorph.

>

J

c) Fbir jeden monomorphen a-Kofilter H : D-—A und jedes D € D ist der kanonische Mor-

phismus H(D) — lim H monomozrph.
fury

d) Ein echter Quotient eines o-erzeugbaren Objektes ist wieder o-erzeugbar.

Sei €: A —>B ein echter Epimorphismus und H : D —A ein monomorpher o-Kofilter. Flr
jeden Morphismus f : B —»l_ir’n H 18sst sich ¢ durch einen der kanonischen Monomorphis-

men H(D) — lim H faktorisieren. Folglich l#sst sich nach 1.1 auch f§ durch

H(D) — lim H faktorisieren.
—



§7 Lokal o-pr8sentierbare Kategorien

7.1 Definition, Sei ol eine regul#re Kardinalzahl. Eine Kategorie A heisst lokal

a~présentierbar, wenn A kovollst#ndig ist und egine echte Generatorenmenge besitzt, de~

ren Elemente o~pr¥sentierbar sind. fine Kategorie A heisst lokal prisentierbar, wenn es

ein o gibt, so dass A lokal a-pr8sentierbar ist.

Der Pr#sentierungsrang w{A) wvon A ist die kleinste regul8re Kardinalzahl <y ,

flir welche es eine echte Generatoremmenge von y-pr¥sentierbaren Elementen gibt.

Eine Kategorie A heisst lokal o-kopr8sentierbar, wenn AD lokal a-pr8#sentierbar

ist.

7.2 Beispiele a) Flir jede kleine Kategorie U ist A = [LJ_D,&E_] lokal présentierbar

und es gilt (A} =3("’3 .

b} Jede Kategorie A wvon universellen Algebren im Sinne von Birkhoff [11] bzw. Lawvere
[3 ?] ist lokal pr#sentierbar, zB. Monoide, abelsche Gruppen, Gruppen, Ringe, A-Algebrenl
.y aber nicht K#rper. Die von einem Element frei erzeugte Algebra ist einZ?D-prﬂsen—

tierbarer echter Generator (sogar regullr). Es gilt w(A) = X
)

c) Jede Kategorie A von universellen Algebren im Sinne van Slominski [SO] bzw. Linton
[39] &6 (dh. mit rank) ist lokal pr#sentierbar. Eine ohere Grenze flir A} ist durch die

Anzahl der Operationen [50] bzw. durch den "rank" [39] §6 gegeben.

d) Die Kategorie Kat der Kategorien, die zum gew8hlten Universum gehbBren, ist lokal
prdsentierbar. Die Kategorie "- — ." ist ein ¢ -pr¥sentierbarer echter Generator und es
. o

gilt w(kat) = B, .

e) Sei A eine lokal prisentierbare Kategorie und M ein Tripel in A wit Rang (vgl.
§lD). Dann ist auch die Kategorie Ar“‘ lokal pr8sentierbar und es gilt

TI’(A)TG max("l(ﬂ) ,‘jt‘('“‘)) .

f) Die Kategorie Komp der kompakten topologischen RBume ist lokal kopr#sentierbar. Das

Einheitsintervall ist ein}%l—kopr’ésentierbar kodichter Kogererator (4.7, 6.5 c)) und
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wegen 6.5 b) gilt w(KomE°)=(\>l .

g) Eine inf- und supvollst8ndige partiell geordnete Menge M ist lokal pr#sentierbar und

lokal kopr8sentierbar.

h) Sei X eine kleine nichtleere Kategorie. Eine Kategorie A ist genau dann lokal pr&-
sentierbar, wenn [L,A] lokal pr8sentierbar ist. Die eine Richtung {é&=) kann man mit
Hilfe von konstanten Funktoren leicht beweisen. Umgekehrt sei M eine echte Generatoren-
menge von o-présentierbaren Objekten in A . Dann bilden die verallgemeinerten darstell-
baren Funktoren U@ [X,-] : X »A , U€M , eine echte Generatorenmenge in [x,A] und

diese sind wegen

[ve [x.-1.] = [,

zbenfalls a-pr8sentierbar (F : X —>A ist ein beliebiger Funktor, vgl. Ulmer [56] Intr.

(4)—(7)). Es gilt also W([.)S:A]) < TWA)

i) Eine koreflexive Unterkategorie B einer lokal pr8sentierbaren Kategorie A ist
selbst lokal pr#sentierbar, wenn flir eine genligend grosse regullre Kardinalzahl 8

die Inklusion I : B —>A pB-kofiltrierende Kolimites erh8lt. Es gilt dann

TC(B) < sup(ﬁ,n(AD . Insbesondere ist Sta[gD,M_e] lokal o-prisentierbar, wenn U klein

=

und o-kovollst8ndig ist (5.5, 5.8).

j) Zum Schluss einige Gegenbeispiele: Top ist weder lokal présentierbar noch lokal kopr8-
sentierbar (4.17, 6.4); Komp ist nicht lokal pr#sentierbar (4.18, 7.4); Me ist nicht lo-
kal kopr8sentierbar (6.3), obwohl Me unter gewissen Voraussetzungen ein Retrakt sein

kann (4.15); allgemeiner ist jede nichtkleine Kategorie B nicht lokal kopr#sentierbar,

wenn B lokal pr#sentierbar ist (7.13).

7.3 Wir vergleichen nun die verschiedenen Begriffe von Generatoren in lokal pr8sentier-
baren Kategorien. Ein Generator braucht nicht echt zu sein, wie das initiale Objekt des
Beispiels 7.2 g) zeigt. Ein echter Gererator ist nicht immer requl¥r. ZB. ist die Pfeil-

kategorie . — . in Kat ein echter, aber kein regullirer Generator (3.7 und 4.5).
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Schliesslich braucht ein regullrer Generator nicht dicht zu sein. Z.B. ist Z \ein dich-

ter Generator in der Kategorie der abelschen Gruppen.

Im folgenden beschr8nken wir uns auf echte, regullre und dichte Generatoren. Wir zei-
gen wie man echte Generatorenmengen zu dichten Generatoremmengen erg8nzen kann. Dazu be-
nltigen wir den Begriff des Abschlusses einer Unterkategorie unter gewissen Kolimites,

Sei zun#chst o regulBr oder o« =e0, A eine Kategorie mit o~Koprodukten, M eine

Klasse von Objekten und U die von M aufgespannte volle Unterkategorie von A . Unter

dem vollen Abschluss van M (oder Q) in A unter o-Koprodukten verstehen wir die volle

Unterkategorie J_%(M,_A) (=.Ll&(l_l_,_ﬁ)) von A , die aus den a-Koprodukten von Objekten aus M
und allen dazu isomorphen Objekten in A besteht. Mit U ist auch .L'a(_L_J_,A) eine kleine
Kategorie, vorausgesetzt «a # o¢ . Die Klasse der Objekte van J_La(_Ll,A) braucht jedoch
keine Menge zu sein, selbst wenn M eine Menge ist. In manchen F8llen kann es daher
zweckmissig sein,_l_la(g,_ﬁ) durch eine volle Unterkategorie zu ersetzen, die wenigstens
einen Repr#sentanten aus jeder Isomorphieklasse von Objekten enth#lt. Eine solche Unter-

kategorie nennen wir einen Abschluss von M (oder g) in A unter o-Koprodukten.

Wenn A  a~kovollst8ndig ist, definieren wir entsprechend den vollen Abschluss

ﬁa(M,A_) (:_KJH,A)) von M <0der Q) in A unter o-Kolimites als die kleinste volle a-ko-
vollsténdige Unterkategorie V¥ wvon A mit den folgenden Eigenschaften: a) Jeder Funktor
H:D—>A, der durch U faktorisiert und dessen Definitionsbereich o~klein ist, besitzt
einen Kolimes, welcher bereits zu V gehBrt. b} Mit einem Objekt enth#lt V auch alle
dazu geh#rigen isomorphen Objekte aus A .‘Eine volle Unterkategorie von ﬁa(M,A) , die
in jeder Isomorphieklasse von Objekten aus j_(_a(M,A) wenigstens ein Objekt besitzt,

nennen wir ginen Abschluss von M (oder U) in A unter o-Kolimites.

Z.B. erh8lt man einen solchen Abschluss als Vereinigungygi von vellen Unterkategorien

U.,i € N; wobei U ein Abschluss von U unter a-Koprodukten ist, und U, von U,
= =5 - —it i

1
sowie den Kokernen aller Morphismenpaare aus _L_]i aufgespannt wird. Man bemerke dabei, dass
alle Ql in A unter o-Koprodukten abgeschlossen sind (dh. Qi ist ein Abschluss von sich

selbst!). Flir o 4 eo kann man ferner durch geeignete Wahl von LJ_D und den hinzugefligten

Kokernen erreichen, dass mit M auch Db(\ijgi) eine Menge ist. Deraus folgt insbesondere
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dass gin Abschluss einer kleinen Unterkategorie unter o-Kolimites selbst wieder klein ist.

Die Konstruktion zeigt auch, dass alle Objekte eines solchen Abschlusses o~prisentierbar

sind, wenn die vorgegebenen Objekte aus M es sind.

7.4 Satz. Sei A eine lokal pr#sentierbare Kategorie und M eine echte Eeneratorgr}—

menge, deren Elemente a-prBsentierbar sind, wobei o« regqulBr ist. Dann ist jeder Ab-

schluss X won M in A unter o-Kolimites eine kleine dichte Unterkategorie von A,

deren Objekte in A a-prisentierbar sind.

Beweis. Die Objekte von X sind o—pr#sentierbar (7.3). Sei U e X eine volle Unterkate-
gorie derart, dass Ob U eine Menge ist und jedes Objekt von X isomorph zu einem Ub-
jekt von U ist. Es ist klar, dass mit M auch Ob U eine echte Generatorenmenge ist.
Sei A € A und _LI__/A die o-kovollst#ndige "Kategorie der Cbjekte von U fBber A ". Mit

£ bezeichnen wir ein Objekt in _Ll/A und mit U sein Bild unter dem Vergissfunktor

£
_L_J/A —A {2.6). Es ist zu zeigen, dass der kanonische Morphismus 1im U, — A ein Isomor-
=
E

phismus ist. Nach 1.9 ist dies genau dann der Fall, wenn f8r jedes U € U die induzier-
te Abbildung [U,1lim UE] —[U,A] bijektiv ist. Diese ist offensichtlich surjektiv. Da U
a-présentierbar ist und UfA o-kofiltrierend, so gilt lim [u,ua]i[u,lim U] . Seien
— =
3 13
a,B : U 1lim UE zwei Morphismen, die von 1lim UE — A koegalisiert werden. Dann gibt es
— —
ein E € _Q/A und zwei Morphismen aE,BE U 3U5 , die mit der universellen Abbildung
UE H Ug—)lim UE zusammengesetzt, gerade a und f ergeben. Da U in A unter Kokern-
en abgeschlossen ist, so gehbrt Knker(aE,BE) gbenfalls zu U und der kanonische Mor-

phismus KDkEI‘(O‘E,QE) — A ist daher ein Objekt von Q/A . Folglich gibt es ein Diagramm

(mit den evidenten Kommutativit8tseigenschaften)



A
\

Koker(o, ﬁ S, A

Hieraus folgt o = B . Dies zeigt, dass die obige Abbildung [U,lim UE:I -—>[U,A] auch in-
—
E

jektiv ist und somit gilt lim U, %A
=

£

7.5 Satz. Sei A eine lokal pr#sentierbare Kategorie und M gine regulBre Generato~

renmenge, deren Elemente a~pr#sentierbar sind, wobei o requl8r ist. Dann ist jeder Ab-

schluss X yon M in A unter a~Koprodukten gine kleine dichte Unterkategorie, deren

Objekte o~-présentierbar in A sind.

Nach 6.2 sind die Objekte von X o~prisentierbar in A . Hieraus folgt, dass X bei

einem beliebigen Koprodukt M.Ui y Ui € M, dicht ist. Denn .U.U‘ ist der Kolimes seiner
4 . i1

a-kleinen Teilkoprodukte, diese sind isomorph zu Objekten von X und sie bestimmen eine

konfinale Unterkategorie von K/JIL Ll .Aus 3.3 d) und 3.9 folgt dann, dass X < A dicht

ist.

7.6 Satz. S2i A eine lokal pr¥sentierbare Kategorie und M eine regulBre henerato-

renmenge, deren Elemente o-pr¥sentierbar sind, wobei o requlBr ist. Ein Objekt A € A

ist genau dann o-pr8sentierbar, wenn es ein Morphismenpaar

JLU = ALy,

JGJ 1€l 1

mit den Eigenschaften U,,U; € M und |y ¢ a > 1| gibt derart, dass A gin Retrakt

von Koker(g,q) ist. Wenn ausserdem in A die Zusammensetzung zweier regullrer Epimor-

phismen wieder regulBr ist, dann ist jedes o-pr¥sentierbare Objekt A € A der Kokern

eines solchen Morphismenpaares.
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Beweis. Es genligt zu zeigen, dass die Bedingung notwendig ist. Sei V ein Abschluss von
M in A unter a-Koprodukten. Nach 7.5 ist dann V dicht in A . Folglich gibt

es eine rechtsexakte Folge

o =% 1l —sa

nuenun’ B neN D
wobei U ,U €M und N und N' irgendwelche Mengen sind. Sei V € V ein Objekt,
n’n

_|_|_U1 ein o~kleines Teilkoprodukt von I lU und (”'k sV _"'LLU].)kEK eine Familie
lel neN " lelL

von Morphismen mit ‘Kl < a , die denselben Morphismus V ——p_l_h_ln induzieren. Da
nEN

l lUn der Kolimes seiner a-kleinen Teilkoprodukte und V oa-prdsentierbar in A ist,
neN

so gibt es ein _LIJJl umfassendes Teilkoprodukt "LJ'UI‘ mit lL‘} < o derart, dass
lel Tel
schon der kanonische Morphismus .]._I.U —_— _LLU , alle Morphismen M ¢ v —»_LLUI
leL1 Yert ! leL

koegalisiert. Hieraus folgt leicht, dass die Kategorie y_/J_lun a-kofiltrierend ist. Wir
betrachten nun die Kaiegorie K der Bber «,f :J_J.U . =3 l I!,ln stehenden Paare van Mor-

n
phismen in V . Deren Objekte sind 6~Tupel T = (\/T,V+,01T,[.’;T,VT,V'T ) mit der Eigenschaft,

dass die Diagramme

W —s i y 2 1l

kommutativ sind. Die Morphismen zwischen Objekten sind wie in 5.9 Diagramme mit evidenten

Kommutativit8tseigenschaften. Auf Grund der obigen Bemerkungen ist leicht zu sehen, dass

K a-kofiltrierend ist, und dass « = lim o, B =1im B. . Sei A_ der Kokern von
- T’ T T T

: =3y d : A PR . . ] _
aT,BT VT T oun qr T — A der von Ve und Vi induzierte Morphismus. Da Koker

ne mit Kolimites wvertauschbar sind, so ist A der Kolimes der AT und die Morphismen

qT : AT — A sind kouniversell. Die Identit¥t ven A faktorisiert deshalb durch einen
der Marphismen q; ¢ AT — A , und somit ist A ein Retrakt von /-\_r .

Unter der zus8tzlichen Voraussetzung ist die Zusammensetzung des kanonischen Marphismus
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\/T —)AT mit qr ¢ AT — A wieder ein regul8rer Epimorphismus, und der zweite Teil folgt

deshalb aus 6.6 e).

7.7 Beispiele a) Sei A eine lokal a-prisentierbare Kategorie und M eine echte Ge-

neratorenmenge wie in 7.4. Ein Objekt ist genau dann o~pr8sentierbar, wenn es zum vollen

Abschluss _’_(_u(M,A_) von M in A unter a-Kolimites geh#rt.
b) Es sei X eine kleine Kategorie und A = [_).(..»M . Die Hom-Funktoren [X,—] , X € X,

bilden eire regul¥re Generatoremnmenge. In 7.6 kann o beliebig gew#hlt werden.

c) Es sei A eine Kategorie von universellen Algebren (7.2 b)). Die von einem Element
frei erzeugte Algebra ist dann ein M-présentierbarer regul8rer Generator. Aus 7.6 folgt
deshalb, dass die Q(D-présentierbaren Dbjekte die endlich pr#sentierbaren Algebren im 8b-
lichen Sinne sind.

Im Falle von Linton, bzw. Slominski (7.2 c))} ist die von einem Element frei erzeugte Al-
gebra ein o-pr8sentierbarer regul8rer Generator. Dabei ist o der "regular rank" von A
{vgl. [39] §6) bzw. die kleinste reguldre Kardinalzahl, welche grlHsser ist als die Stel-
lenzahl der vorgegebenen Operationen ([50]).

d) Flir K_OLTI_EO (7.2 f})) ist des Einheitsintervall I ein regullrer Z\C‘l—présentierbarer
regul8rer Generator und nach 9.4 d) sind die kompakten metrisierbaren RYume gerade die
Rl—présentierbaren Objekte.

e) Wir kennen kein Beispiel einer lakal pr&sentierbaren Kategorie A mit Zerlegungszahl
Z(A) > 0, in welcher es ein Objekt gibt, das sich nur als Retrakt eines Kokernes 7.6
darstellen 14sst, aber selbst kein solcher Kokern ist. Z.B. ist in der Kategorie Kat der
Kategorien aus E die Dreieckskategorie A (4.9 ein .lD-pr‘ésentierbarer regulirer Gene-
rator. Flir « )ND ist ein Objekt K € Kat genau dann a-pr&sentierbar, wenn es eine

rechtsexakte Folge
Un zla-x
J 1

mit I} <« « und |dl < o gibt (dabei bezeichnet JiLA das I-fache Koprodukt von O ).
Dies folgt leicht aus der folgenden Eigenschaft: Ist o : K —»L ein regulBrer Epimorphis-

mus in Kat und B : A —L irgendein Morphismus, so gibt es einen Morphismus
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y :lLA—L mit endlichem 1 derart, dass der induzierte Epimorphismus
1

(ot,Byy) :+ KLLAL(LIA) - L wieder reguldr ist.
1

7.8 Satz. Sei A eine kovollst¥ndige Kstegorie und M eine Menge von a-présentierba-

ren Objekten, wobei « eine regulBre Kardinalzahl ist. Sei U = ﬁa(M,A) der volle Ab-

schluss von M in A unter o-Kolimites und I : U —> A die a~kostetige Inklusion. Sei

Yo: g—>5ta[_u_°,y|£] die Yoneda Einbettung. Dann induziert die Kan'sche Koerweiterung

E (1) Sta[gD,Mg] —A

eine Aequivalenz von Sta[go,ﬂ_e_] auf die volle Unterkategorie KsfM,A} von A . Ausser-—

dem ist E,(I) koadjungiert zu A—)Sta['L_JO,_I:’l_e_] , Am[1-,A] .

Beweis. Nach 5.5 ist EY(I) : Sta[go,M_e] — A kostetig. Der Beweis von 5.5 zeigt ausser-
dem, dass EY(I) koadjungiert zum Funktor A-—)Sta[_l_.l.o,m] , A ~[I-,A] ist. Der letzte-
re erh8lt a-kofiltrierende Kolimites, weil die Objekte von U a-pr8sentierbar in A sind
(7.3). Die Zusammensetzung von EY(I) mit A ~[I-,A] orh¥it deshalb ebenfalls
a=-kofiltrierende Kolimites. Ausserdem bildet sie die Unterkategorie der Hom-Funktoren
identisch auf sich selbst ab. Da jedes Objekt in Sta[go,ﬂ_g] ein o-kofiltrierender Koli~
mes von Hom-Funktoren ist (5.4), so folgt, dass die Zusammensetzung

Sta[_L_l_D,M_e] — A —aSta[__LlD,P_"l_e_] isomaorph zur Identit#t ist. Insbesondere ist

EY(I) H Sta[gn,_M_e_] — A eine volle, kostetige Einbettung. Hieraus folgt leicht, dass

EY(I) eine Aeguivalenz von Sta[y_D,M_e] auf K,(M,A) induziert.

Nimmt man z.B. flir A die Kategorie Jop der topologischen R8ume und flr M einen
einpunktigen Raum, dann ist der Abschluss KoiM,Top) Hquivalent zur Kategorie der diskre-
ten R#ume (dh. zu Me ).

Nimmt man andererseits flir A die Kategorie Komp der kompakten R#ume und flir M
die endlichen R8ume, dann ist der volle Abschluss von U in Komp unter Limites #quiva-
lent zur Kategorie Juk der total unzusammenh8ngenden RBume, und es gilt 'R:(I_Lig) = 30

(6.5 b}).



§7 =9~ 79

7.9 Korollar. Sei A eine Kategorie und ot eine requl8re Kardinalzahl. Aeguiva-

lent sind:

(i) A ist lokal o-pr8sentierbar |

(ii) Die volle Unterkategorie A(a) der o~prisentierbaren Objekte ist klein und unter

o-Kolimites .abgeschlossen und der von der Inklusion I : A{w} — A induzierte Funktor

ist eine Aequivalenz.

(ii) =» (i) folgt aus 7.2 i) und (i) = (ii) aus 7.8, weil nach 7.7a), 7.4 und 3.5 der
Funktor A ~s[I~,A] volltreu ist.
Zum Beispiel induziert die Inklusion 1 : Met —Komp der metrisierbaren kompakten

R8ume in die kompakten R&ume eine Aequivalenz
Komp aStNl[Met,M_e] , Ko~ [K,1-]
(vgl. 7.7 d)).

7.10 Korollar. Zwei lokal o~pr¥sentierbare Kategorien A und A' sind genau dann

8quivalent, wenn die vollen Unterkategorien Af{a) und A'{a} ihrer a-pr8sentierbaren

Obiekte Hguivalent sind.

7.11  Korollar, Sei al eine requl¥re Kardinalzahl. Die Abbildungen A ~sAf{a) und

-0 ;
g_~»5taLgV,EEJ sind zueinander inverse Bijektionen zwischen den Aeguivalenzklassen von

lokal o-pr¥sentierbaren Kategorien und den Aeguivalenzklassen von kleinen a-kovollst#ndi-

gen Kategorien.

Dies folgt aus 7.6 und 7.9. Aus 7.4 folgt, dass die erstgenannte Abbildung eine Kategorie
A mit W(A) = a auf eine kleine o-kovollst#ndige Kategorie U abbildet, in welcher flr
a' <« o die a'-présentierbaren Objekte keine dichte Unterkategorie von U bilden (a' re-

gul8r).
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7.12 Korollar. In einer lokal a-pr8sentierbaren Kategorie A sind a~Limites mit a~ko-

filtrierenden Kolimites vertauschbar (vgl. 5.2 (iii)). Insbesondere ist ein a-kofiltrie-

render Kolimes von regulBiren Mancmorphismen (bzw. regulliren Epimorphismen) wieder ein re-

gul8rer Monemorphismus (bzw. regulBrer Epimorphismus).

Nach 5.2 gilt dies n#mlich flir A = [_kf,yl_g_] , U klein, und folglich auch flir jede volle
koreflexive Unterkategorie van [_l_J_D,M_e-] , falls die Inklusion a-kofiltrierende Kolimites

erh#lt; insbesondere also fiir Sta[_go,ﬂg] (5.5, 5.8).

7.13 Satz Sei A eine Kategorie derari, dass A und ﬁo lokal pr8sentierbar sind.

Dann ist A eine "H8ngematte", dh. A ist Mqguivalent zu einer inf- und supvollstBndigen

geordneten Menge (vgl. 7.2 g)). Gibt es in A ein Nullobjekt, dann ist A % {U} .

Beweis, Wir zeigen zuerst, dass jedes Objekt A € A nur einen Endomorphismus besitzt,

n8mlich die Identit#t. Sei f : A —- A ein Endomorphismus und sei x eine regul8re

Kardinalzahl mit den Eigenschaften (A) £ « 271’(&0) und (A} ¢ a . Sei I eine Menge
mit lIl = o und sei iD € I ein ausgezeichnetes Element. Die Teilmengen v € I mit
Wl < « und iO € v hilden eine a-kofiltrierende Kategorie D ; die Morphismen sind
durch die natlirlichen Inklusionen in I gegeben. Sei 0 —A , v WUA , der Funktor, der
jeder Menge v das v-fache Produkt von A zuordnet und jeder Inklusion Vv —yu den Mor-
phismus 1[/\ - }{A mit den folgenden Eigenschaften: Die Zusammensetzung -\[,TA —+er P—") A
ist TTA A falls i €v und TrA—ﬂ-)A—DA falls p »i ¢ v . Dabei bezeichret
pi : TIA — A die kanonische Projektion auf den i~ten Faktor. Ebenso sei {“v : T“I—A —-»er
der Morphismus mit der Eigenschaft, dass piEv =P falls i € v und p.E = fp,

i’v i,
falls i ¢ v . Es ist evident, dass die Morphismen {“v eine natlirliche Transformation
ven DA, v~ T\EA , in den konstanten Funktor v ~» NIA definieren. Da ZV ein Schnitt
flir die kanonische Projektion p, ¢ 1‘7\ - -g'A ist, so folgt, dass P;V der Kern des
Paares (id,vav) : 1_]-/\:3 }TA ist. Insbesondere ist ZV ein regul8rer Monomorphismus.

Nach 7.12 ist daher der von Zv induzierte Morphismus § : lim WA — WA ein regulérer
—
v Vv

Monomorphismus. Andererseits ist £ auch der Limes der Kompositionen
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pv!f; : Lim WA o Ta -‘r)rA . Diese sind offensichtlich Epimorphismen und somit auch E ,
rradi I
v

weil j\_o lokal prisentierbar ist {6.6a). Folglich ist £ ein Isomorphismus. Da A
g-pr8sentierbar ist und 0 o—kofiltrierend, so faktorisiert die Diagonalabbildung

A — WA durch einen der Monomorphismen E‘v ; TMa - TrA . Auf Grund der Defimitien von
I Y I

E’v folgt hieraus, dass f : A - A mit idA zusammenf8llt.

Aus dem untenstehenden Lemma folgt nun, dass A zu einer pr#geordneten Klasse isemarph
ist. Folglich ist flir jeden Funktor H : D — A der kanonische Morphismus

%H(D) —»l:bir)n H(D} invertierbar. Da es in A eine dichte Generatorenmenge gibt {7.4), so

bilden die Aequivalenzenklassen von Objekten in A eine Menge, weil man mit den Genera-

toren nur eine Menge nicht8quivalenter Koprodukte konstruieren kann.

Lemma. Sei X eine Kategorie mit Koprodukten. falls es eine Kardinalzahl [ gibt der-

art, dass

—

[X,X]‘( B flr jedes Objekt X € X , dann ist X isomorph zu einer partiell

pr8geordneten Klasse.

Beweis. Sei I eine Menge mit 11{ > B,Z,Sei S : .%X — X der Morphismus mit den Kompo-
nenten id)< und sei 9, X - {LX die kanonische Inklusion der i-ten Komponente, i € I .
Es gilt dann S(pi = idx und @ ist daher ein Epimorphismus. Aus '[_:ltl_x, J].:lx]l 4 3 folgt
die Existenz von tlementen i,j € I derart, dass i *j und cpis = q)js . folglich gilt
9, = cpj . S5ei 1' die Menge, die man aus 1 erh81t, indem man i und j identifiziert.
Die Projektion I — I' induziert dann fiir jedes Y € Y Bijektionen

4

[JI]TX’Y] 5[%)(,‘{] und TII:[X’Y] —»TIl'[X,Y] . Dies ist offensichtlich nur dann mbglich, wenn

][x,Y])sl ;

7.14 Satz. In einer lokal pr8sentierbaren Kategorie A besitzt jedes Objekt nur eine

Menge von Quotienten (dh. A ist cowellpowered).

Beweig., Sei A € A und a# Rl gine regul8re Kardinalzahl mit 7(A) € o =7e(A) .
Nach 7.4 und 7.6 ist die volle Unterkategorie A{a)} der o-prBsentierbaren Objekte klein.
Aus jeder Isomorphieklasse van Objekten in A{a) w#hlen wir einen Repr¥sentanten. Die

durch diese Repr#sentanten bestimmte volle Unterkategorie bezeichnmen wir mit X .
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folglich bilden auch die Objekte von A\X eine Menge. Wir erinnern daran, dass die Ob~-
jekte von A\X Paare (X,A E‘a>)<) sind mit X € X , § € A . Wir zeigen im folgenden, dass
es zu jedem Epimorphismus p : A - B eine Unterkategorie i(_p von A\X gibt derart,
dass (B,p) - als Objekt ven A\A aufgefasst - gerade der Kolimes der Inklusion

K —A\A ist. Da es in A\X nur eine Menge von Urterkategorien gibt, se bilden die Quo-
tienten von A eine Menge.

Sei p : A —>B ein Epimorphismus. Die Objekte der Kategorie I seien 3=Tupel

T = (XT,E,T,‘qT) derart, dass XT € X und dass p : A 5B die Zusammensetzung

£
A —-—r-b'XTﬂ—T)B ist. Ein Morphismus T — T' ist gegeben durch einen Morphismus

Y~:XT"’X X

mit den Eigenschaften E = s b und = . . Da X in A unter
T g Tt Y T ﬂ]T T'T: Y -

a~Kolimites abgeschlossen ist (6.2) und die Inklusion X € A dicht ist, so kann man

leicht zeigen, dass D a-kofiltrierend ist und dass B = lim X
—
T

(wegen

T und p = lim £
?

T
WAl € al.

£
Sei I die volle Unterkategorie von [  bestehend aus allen A ~—T> XT Jl’ B mit epi-

morphem E’T . Es ist klar, dass dann ‘r‘_l_ durch gT bestimmt ist, d.h. falls T,T' € _Ii

und E’T =E , so folgt fr|_|_ = "]T' . Der zusammengesetzte Funktor D« D —A\X ,

T
T ~ (XT,E,T) induziert deshalb eine Isomorphie von D auf eine kleine volle Unterkatego-
rie ﬁp van A\X . Da p : A >B der Kolimes von Q—)A\LS»/-\\A , T w(XT,gT) ist, so
genligt es zu zeigen, dass die Inklusion QCQ konfinal ist. Da in A\X das Koprodukt

(= Fasersumme in A) zweier Objekte % : A X und E' : A 5 X' existiert, und da mit £
und E' auch die universellen Morphismen X -—»X 1L X' , X' - X M X' Epimorphismen sind,

so genligt es, flir die Konfinalit¥t von E « D zu zeigen, dass es zu jedem Objekt

£t M
A 2> X AL B eine Zerlegung X —1-) X‘-lP B wvon M. : X_ »B gibt derart,
1N To To Ty

dass X' € X und dass y-éT : A > X' ein Epimorphismus ist. {Denn y gibt Anlass zu
o

einem Morphismus von To = (XTD,E,TD,‘I]TG) nach T = (XT,E,T,'qT) , wobei XT = X',

E’T = YE‘TD und Ny =7 } Es ist klar, dass E‘T : A -aXT genau dann ein Epimorphismus ist,

wenn die universellen Morphismen iT,jT : XT 3XT.IJ. XT zusammenfallen. Der Epimorphis-

M
mus p : A—>B und A —E"Ig-)XT —T°)H geben Anlass zu einem kommutativen Diagramm

0



Aus B = lim X
—
T
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i e3 A dgidy)
I R R
A
".(1"> T ALy, T,
X 3—;-,: X ﬁx > X
TD j‘r,, To Ty (idxr'idx.r) Tq
‘a a
A A
folgt B A B = lim XT i XT . Da XT a-présentierbar ist und D oa-ko-
—

s}

T

filtrierend, so folgt aus (1{.', ﬁ nr )-iT = (q.ra i 1. )'jT die Existenz eines Morphis-
© 3 o -] o

T
[w]

A .
(yo 1y -1T0

mus Yo ¢

2 T

Y151

=T

1

A .
(y0 AL Vo)'JTD

T (dh. ei =, - : :
=T, ( eine Zerlegung qu VITZ 2l )  derart, dass (yl_LL yl)

(dh. eirmer Zerlegung TITD =‘lTi’yD ) derart, dass bereits

. Aus dem gleichen Grund gibt es einen Morphismus

A .
J.Tl =

A
= (}'llL yl)'jTl . Auf diese Weise erh#1t man eine abzBhlbare Zerlegung (und ein kommuta-

tives Diagramm)

A
mit der Eigenschaft (‘yn.u. ‘yn}~i

die kanonischen Morphismen in den

lim X
=
n

T

phismen iT ,jT

— 1im T
- N

T

A
= (Tn ‘LL}'“)’JTH . Dabei bezeichnen die g, ¢ X .

T
n

den Kolimes. Wir setzen nun

Tn'ZT = chaTD,va = lim llTn) . Es ist zu zeigen, dass die kanonischen Mor-
A n A
: XT ::XT .LLXT zusammenfallen. Nun ist offensichtlich XTJ.L XT der
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A A A A
. . . . i . N
Kolimes der XTn_LL )(Tn und die Morphismen o M @ XTn.ﬂ. XTn —,XT XT sind kouniver:

A A
sell. Folglich gelten wegen iTcpn = (cpnjlcpn)iTn und qupn = (q;n_LL cpn)jT auch die

E>
a
=

n
A
1ei i 4o = 14 . i @ = 14 . Gemd
Gleichungen i l%r’n i, l"ir,n(cpn o Tr, und g lni’m AL J;'J.m(cpnj.l_ q)n),]T emass

Konstruktion der Tn gilt

o o A ~o a N A
Qn q)n)lTn = ((Pn—fl'u' q)r)-fl)(yn‘u' Yn)lTn = (q]n-rlj'L ¢n+l>()’n.|.|. Yn)JTn = (q)n‘u'wn)JTn .

Hieraus folgt iT = ‘jT und somit ist ET A X ein Epimorphismus.

T



§ 8 KateqorienZ -stetiger Funktoren

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass dieZ -stetigen Funktoren auf einer kleinen Kategorie
U mit Werten in einer lokal pr8sentierbaren Kategorie wieder eine lokal pr#sentierbare

Kategoris bilden.

8.1 Definition. Sei U eine kleine Kategorie und Z eine Klasse von Morphismen

dg: dé »wd in [_l;l_D,M_e] . {Dabei bedeuten die Symbole d und w Definitionsbereich und
Wertebereich). Ein Funktor F :QO —Me heisst Z-stetig, wenn flir jedes ¢ € & die in-
duzierte Abbildung [G,F] : [wd,F] —;[dd,F] eine Bijektion ist. Die volle Unterkategorie
der Z -stetigen Funktoren wird mit Stz[_l__l_D,M bezeichnet.

Sei B eine beliebige Kategorie. Ein Funktor F :LJ_O —B heisst Z~stetig, wenn flir je-
des B € B der Funktor [B,F-] : U° > Me = -stetig ist. Falls B vollst#ndig ist, so
existiert bekanntlich der symbolische Hom~funktor _[_-,-—l : [QO,M_e]ax [QD,EJ —B wvon
Freyd [19], und ein Funktor F Ho —B ist genau dann dann Z-stetig, wenn flir jedes
6e¢ X der induzierts Morphismus Lo‘,Fl : Lwd,Fl —)de,Fl invertierbar ist. Dies folgt

aus den kanonischen Isomorphismen

[B.mrl] 2 [H,03,F-1)

welche das Objekt [H,F] bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen, B € B .

8.2 Beispiele: a) Sei Hi :D.-U,ielelU, eine Familie von "kleinen" Diagrammen

1

mit natlrlichen Transformationen Q : H, —>konstU ,i€1 , wobei U, € U . Sei &
i i i i

die Klasse der induzierten Morphismen  lim [—-,HAD] —»[—,Ui] in [L.’_D,ME . Sei B eire
= i
DeD;

Kategorie mit Qi-Limitas, iel.

Die Z -stetigen Funktoren sind dann diejenigen Funktoren F : _QD — B , flir welche die von

den @ induzierten Abbildungen FU, — lim FH. bijektiv sind.

i i — i
b} Sei 0Ord die Kategorie der geordneten Mengen mit ordnungserhaltenden Abbildungen als
Morphismen. Sei U die valle Unterkategorie von 0Ord , bestehend aus den geordneten

Mengen [D] = {D} ’ [l] = {o0=< 1} und [2] ={0<1<2}. Seien 30,31 : (0] 23[1] und

% ,3',_ : [1] =[2] die durch ¥ (0) =1 ,98;(0) =0, 3(0) =1, (1) =2, 3,(0) =0
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bé(l) = 1 definierten Abbildungen. In U betrachten wir folgende Diagramme

(0] = [ (0] — [ (0] — 0]
H) > a,]\ Hy s J} Hy oo 1, pr
(1] S (o] (1] (1] o (o]

und die natlirlichen Transformationen §l : Hl —»konstm ,@2 ¢ H —»I-<cmstl:zJ und

2
§3 : H3 — kons‘cm ,wobei

(0] —= [1] (o] —— [1] (o] > [1]
AC SR | <Id .
¥ - ) g pkan.

@ L4 : ! :

S TR % % i AT
na N 7 kan, ~

(1] e [o] [1] S [2] [1] e (o]

Wie in a) geben @ , é y Q Anlass zu einer Menge Z von Morphismen in [_LlD,M_e] . Es

1 2 3

ist nun leicht zu sehen, dass der Funktor M—)[HD,M_E] , X w[—,X] eine Aequivalenz von
Ord auf die volle Unterkategorie der Z-stetigen Funktoren induziert.

c) U bezeichne jetzt die volle Unterkategorie vor 0Ord , bestehend aus den geordneten
Mengen [D] , [l] P [2] und [3] = {D €142 $3} . Seien b:'; : [2] —»[3] und

a'c'] : [2] —>[3] die Abbildungen x ~»x und X ~» x4l . Dieses Mal betrachten wir folgende

Diagramme:

P )
(o] 2 [1] (1] —— (2]
3 : %
Hl i H2 . al
[1] (2]
zusammen mit den natlirlichen Transformationen @l : HJ_ — konst[z] und

§>2 : H_ —konst , wobei

2 [3)



[0] -2 [1] 1] 22 (2]
b, 2, ':a; §, : % Ea:;
v v v
[1]--- -5 [2] [2]--5- > [3]
9, 23

Sei £ die durch §l und @2 bestimmte Menge von Morphismen in [Q?,Mg] , vgl. a).
Identifiziert man U wmit der evidenten Unterkategorie von Kat , dann ist leicht zu se-
hen, dass der Funktor Egi_—»[gP,ng , Ko [—,X} eine Aequivalenz von Kat auf die volle
Unterkategorie der f-stetigen Funktoren induziert. Ist B eine Kategorie mit Faserproduk-
ten, dann ist Sti[gé’él die Kategorie der Kategorienobjekte in B

d) Wie in a), aber die Qi seien kouniversell, dh. es gilt lE? Hi = Ui vermige @i .
Die z;stetigan Funktoren sind dann gerade die Hi-stetigen Funktoren, i € I . Ist z.B. U
egine algebraische Theorie im Sinne von Lawvere [3?] und sind die Hi alle Funktorern von
endlichen diskreten Kategorien nach U , dann ist Stiiéfazﬂ die Kategorie der U-Algebren
in B . Dabei ist B eine beliebige Kategorie mit endlichen Pradukten.

e) Flr jedes U € U sei eine Familie von Unterfunktoren von [—,U] H y? —Me gegeben.
Dann wBhlt man Z als die Inklusionen dieser Unterfunktoren. Ist z.B. U mit einer Gro-
thendieck Topologie <w© versehen, so kann man die den ‘cribles" zugeordneten Unterfunkto-
ren w8hlen {vgl. Verdier [58] I S.11). Die Z-stetigen Funktoren sind dann die Garben be-

zl8glich %

8.3 Sei K eine Klasse von Objekten in einer kovollst8ndigen Kategorie A . Die Klasse
T der Morphismen T in A mit der Eigenschaft, dass die Abbildung [I,F} flir jedes

F e K bijektiv ist, besitzt offensichtlich die folgenden Eigenschaften:

a) T enth#lt alle Isomorphismen.

b} Falls in einem kommutativen Diagramm
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zwei der Morphismen zu T gehBren, dann auch der dritte.
c) T ist unter Kolimites abgeschlossen, d.h. falls ¢ : H —H' eine natlirliche Transfor-
mation zwischen Funktoren mit kleinem Definitionsbereich D und Wertebereich A ist

derart, dass (D) € T flr jedes D € D , dann gehbrt auch limg =zu T
—

Eine Klasse von Morphismen in A , welche die Bedingungen a)-c} erflillt, heisst abge-

schlossen. Ist r eine beliebige Klasse von Morphismen in A , so bezeichnen wir mit z
die kleinste Klasse in A , welche 2 enthilt und die Bedingungen a)-c) erfiillt. Wir

nennen 2 den Abschluss von Z . Es ist klar, dass Z  der Durchschnitt aller Klassen

von Morphismen in A ist, welche & enthalten und den Bedingungen a)-c) genligen.

8.4 Lemma. Eine abgeschlossene Klasse T von Morphismen in einer kovollst&ndigen Kate-

gorie A besitzt die folgenden Eigenschaften:

d)} Falls in einem kokartesischen Diagramm

F & > F

|

|
T | s
Fz-"* —_— - —p ——— F3

v zu T gehBrt, dann such 8§ .

ol
e) Sei FL) Fl?_,FZ ein Diagramm mit der Eigenschaft a%Z= % . Falls ¥ zu T ge-

h8rt, dann auch der kanonische Morphismus § : F2 — Kok (a,B) .

[
f) Falls eine Zusammensetzung F — Fl;9% F2 zu T gehBrt, dann gilt a,§ €T,

vorausgesetzt o ist der Kokern eines Morphismenpaares PePy ¢ R=2F (vgl. 1.4).

Umgekehrt ist eine beliebige Klasse T mit den Eigenschaften a), b), d) abgeschlossen,

falls fir jede Familie (T;) aus T auch T, zu T genhdst.
1

Beweis. d} Im Diagramm
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kan ¢
F T F U F — F)
kan - o (o,id_ )
Fi
id ruid §
R
4 kan-1v F
U F —
kan-q 2 1 (B,9) 3

sind die Zeilen rechtsexakt. Da idF und % zu T geh8ren, so gilt wegen B.3 c) das-
selbe flr T 'u'idF und ¢ (kan = kanonisch).

1
e) Nach B.4 d) gehBren die kanonischen Morphismen i,j : Fl :zFlJL Fl zu T .Da i ein

Schnitt der'Kodiagenale" (id_ ,id

F F ) s FlJ-L Fl —rFl ist, so gehBrt wegen 8.3 a,b)} auch
1

1
(idF ,idF ) zu T . Es ist leicht zu sehen, dass das Diagramm
1 1
F (idf.,idf.)

F.uF S > F

1 1 1
(d,p)l 9p= 9“
F § > Kok(a,B)

kokartesisch ist. Aus 8.4 d) folgt daher ¢ € T .
f) Wegen 8.3 b) genligt es zu zeigen, dass ¢ € T . Nach Voraussetzung gibt es eine rechts-

p
exakte Folge R ?1: F—abFl . Da im Diagramm
2

Py o
R———% F——F
P
id 94, $
a .
:‘9 Pgppdd ¢
qap, 2 2

die Zeilen rechtsexakt sind, so folgt aus a) und c), dass ¢ € T .

Flir die letzte Behauptung genligt es zu zeigen, dass in einem Diagramm
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mit den Eigenschaften o%=4'a',f¥= %'R' und T 7T € T der induzierte Morphismus

-

p

" : Kok{a',B') - Kok{a,B) zu T gehbrt. Dies folgt aus dem Diagramm
—3F, ———> Kok(a',")

"1 T.ll 5 91 <"

F:“_.—‘___tF -——,F3J.LKok LB")

\P\‘%Kok(a,ﬁ)

mit den evidenten Morphismen und KommutativitBtseigenschaften. Es gilt g €T und v eT,

‘w&':nﬂ

das erstere, weil %' € T und das Diagramm {%',u,p’',9) kokartesisch ist, das letztere
wegen e), weil v der Kokern von ua,uf ist und ua®= uBT¥. (Der Beweis von e) benlitzt

nur a}, b) und d)). Folglich " = vepeT .

o
8.5 Satz. Sei U geine kleine Kategorie und Z eine Menge von Morphismen in [g_ ,Mg]

Sei o« die kleinste regulfre Kardinalzahl derart, dass W{dd) < a2mwe) flr jedes

0e 2 . Dann gelten die folgenden Aussagen:

2) Die Inklusion I : Stz[_lio,ﬂg] —»[Qﬂﬂe_} besitzt einen Koadjungierten.

o

Die Inklusion I erh8lt a~kofiltrierende Kolimites.

c) SE[HD,E] ist lokal a-prisentierbar.

d) Ein Morphismus 7T ¢ [_I__J_D,_N.]E_] gehBrt genau dann zum Abschluss £ von = , wenn fliir

jeden Z-stetigen Funktor F die Abbildung [‘(.’,F] bijektiv ist.

Beweis. b) Es genligt zu zeigen, dass in {QD,M_E] ein a~kofiltrierender Kolimes von Z-ste-
tigen Funktoren Fv wieder Z-stetig ist. Dies ergibt sich wegen M(wd) % a und

r(dd) = « aus dem folgenden von ¢ induziertem kommutativen Diagramm

[wd,li_rp FV] —_ [dd,l_j;r)n FV]

d J

lin [wo’,FV] — lim [dd,FV]

c) folgt aus a), b) und 7.2 (i).

a) Es genligt, zu jedem Funktor G :HO —Me einen Z-stetigen Funktor T und eine natlr—

liche Transformation o(G) : G T mit folgender universellen Eigenschaft anzugeben: Flir

jedes F € sz{HG,M_B] und jede natlirliche Transformation & —F kann das Diagramm
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G e [

L 4
7~
OO |

G

wie angedeutet auf gemau eine Art kommutativ gemacht werden.

Die Konstruktion von G —G wird in mehreren Schritten ausgeflihrt. Um diese etwas durch-
sichtiger zu machen, betrachten wir zun3chst eine feste natlrliche Transformation

¢ + G >F , wobei F T -stetig ist.

Wegen der X -Stetigkeit von F gibt jedes Paar «: dod —»wd und £ : dé —G Anlass zu

kommutativen Diagrammen

wobei Gd £ der pushout von @ und ¥ ist, und die gestrichelten bzw. dotierten Mor-
’
phismen die kanonisch induzierten sind.

Sei El der Kolimes des Uiagrammes

Dabei durchl®uft (6,E)} alle Paare mit dé = df und wk =G , 9 € zZ. Wegen der univer-
sellen Eigenschaft von El faktorisiert L —F durch die universelle Abbildung u: G—’E]‘
Im folgenden bezeichnen wir flir ein solches Paar (U’,g) mit (wd)Ez G die Menge aller

Morphismen y : w¢ —G mit der Eigenschaft pd = E . Sei Gl der Kolimes des Diagramms
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£ 1

(w-),
wobei die Indizes von (wa)g wie vorhin alle Paare (eo,ft) mit de = df und wf =G
durchlaufen. Wegen der universellen Eigenschaft von Gl faktorisiert ¢ : G —»F durch

die universelle Abbildung G -—»Gl .

Dieser Prozess wird flr Gl wiederholt und man erh81t mit Hilfe transfiniter Induktion

eine Folge

G G G . G G
- 1 7 - \Y v+1
~ SN / 7
~ AN \ ’ 7
~ AN B v
S oOoN N , /
MY oy 7
N 4
F

welche alle Ordnungszahlen v mit [v) ¢ a durchl#uft (Flr eine Limeszahl A setze man

G. = 1im G ). Diese Betrachtungen legen es nahe, die gesuchte natlirliche Trans-
Avg
formation @{(G) : G -G als den universellen Morphismus

& — lim G_
Vi<

zu definieren.

Es ist zu zeigen, dass l_:i;r’n Gv Z -stetig ist. Da das Indexsystem a-kofiltrierend ist und
t(de) £ o , so faktorisiert jeder Morphismus Z : dd-—»l_i_r’n GV durch eine universelle
Abbildung GV —»l_i_r’n GV . Si ¢ :de—o Gv eine Faktorisierung. Nach Konstruktion von

GV+l gibt es daher ein kommutatives Diagramm
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Hieraus folgt, dass die kanonische Abbildung [wo—,l_il;n Gv] —»[do-,l.:i_.? Gv] fir jedes o €L
surjektiv ist. Um die Injektivit#8t zu beweisen, betrachten wir Morphismen

! o we 3 lix‘n Gv mit der Eigenschaft )10‘:/1’0-‘ . Da das Indexsystem a-kofiltrierend
ist und « » w(we) , so faktorisieren pu und ' durch eine universelle Abbildung

Gv —)lil;l‘l Gv . Da a3 w{de) , so gibt es ein A > v derart, dass das induzierte Diagramm

kommutativ ist, wobei die Abbildungen wcv:,’GV Faktorisierungen von p und p' sind.

Nach Konstruktion von G)\+l ist daher bereits

woe 336G — G, —

v A G A+l

kommutativ und folglich gilt p = p' . Dies beweist, dass 1lim GV I-stetig ist. Die uni-
-
verselle Eigenschaft von G — lim Gv ist leicht nachzuweisen, weil auf Grund der obigen
-
Kolimiteskonstruktionen ein Morphismus G —F (F }:—stetig) zun#chst durch G —»Ga
b

g

faktorisiert und hernach durch G —»El und G —»Gl usw.

d) Sei T : G' -»G" eine natfirliche Transformation derart, dass der induzierte Morphis-
mus ¥: G' »B" invertierbar ist. Da [t,F] £ {%,F] flr jeden Funktor F e S'l'z[_LiD,M_e] ’
so genligt es zu zeigen, dass T€ E . Wegen 8.3 b) und T 9(6') = ¢(G")T genligt es zu zei.
gen, dass flir jeden Funktor G € [LJ_D,M_E] der Morphismus gi{G} : G —G =zu >3 gehdrt.

Fiir jedes der vorhin in @) betrachteten Paare (e,%£) sei di{e,E) = dee und w(o,E) = we .

Es ist leicht zu sehen, dass das Diagramm (f#ir u : G _;[El vgl. a) }
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kokartesisch ist, wobei die (d&,E)-~Komponente von gq der Morphismus § : doe—G ist

und die (d,E)-Komponente von p die Zusammensetzung von E' : wo'—»Gd £ (vgl. a)) mit
b
dem universellen Morphismus G —G. . Da J—L deT , so folgt aus §.4 d), dass
S 1 (0,8

u € T . Wir betrachten jetzt die Gesamtheit aller 3-Tupel (O,p,u') mit d € Z und
Paaren u,p' € [wd,G] derart, dass pd= p'd . Sei d{(0,u,pn') = ddund w(Gu,p') = wd.

Es ist leicht zu sehen, dass Gl der Kokern des Paares

s & c
(G “Owe) 5EE

ist, wobei die (¢,p,u')~Komponente von o bzw. f der Morphismus u-p bzw. u-p'

ist (flr u : G _’El vgl. a)). Setzt man T = (GJ:JL‘)d so folgt wegenxt = BT aus
1 2 g

8.4 e), dass der kanonische Morphismus Gl —»Gl zu T gehBrt. Folglich gilt dies auch
flr die Zusammensetzung G 5«»‘@1 —le und mit Hilfe von transfiniter Induktion kann man

nun leicht zeigen, dass ¢(G) : G 58 zu T gehirt.

8.6 Bemerkungen. a) Die Konstruktion der Koreflexion [QD,MEI —»Stz[go,Mel in 8.5
kann leicht auf wesentlich allgemeinere Situationen Ubertragen werden. Nebst der Kovoll-

stdndigkeit von [_go,_Mi] wurde nur benlitzt, dass flr jedes ¢ e Z die Funktoren

[do’,-] : [.lioy_M_E] —Me und [de"] : [_l_—'_o,_Mi-] — Me "genligend grosse" wohlgeordnete
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Kolimites erhalten.

b} Ist Z eine Klasse von Morphismen in einer Kategorie A , so bezeichnen wir mit
AZ die volle Unterkategorie derjenigen Objekte X € A , flir welche jede Abbildung
(¢,x] : [we,xX] - [dé,X] , o € Z, bijektiv ist. Analog 8.5 gilt dann:

Sei 2 eine Menge von Morphismen in einer kovollst8ndigen Kategorie A  derart,

dass flir jedes G € 2 die Objekte dd und wd a~-prsentierbar sind (flir eine genligend

grosse requl¥re Kardinalzahl «). Dann besitzt die Inklusion Az—’."i einen Koadjungier-

ten und sie erh#lt und reflektiert a~kofiltrierende Kolimites. Ein Morphismus & von A

geh8rt genau dann zum Abschluss ¥ von & , wenn [‘U,A] fir jedes A € j_\_z bijektiv

ist. Falls A lokal o-pr8sentierbar ist, dann auch A

=4

5 -

c) FBr die Aussage 8.5 c) gilt folgende Umkehrung. Jede lokal fB-prisentierbare Kategorie

B ist Hquivalent zu einer Kategorie StZ[MU,M_E] , wobei V eine kleine Kategorie ist

und X eine Menge von Morphismen in [_\io,_Mg] derart, dass 7r(de) < B = T(wd) fBr je-

des ¢ € 2.

Beweis. Wir k8nnen voraussetzen, dass jede Isomorphieklasse von Objekten in B nur ein
Element enth81lt. Dann bilden die P-pr8sentierbaren Objekte eine Menge, und B ist nach
7.9 8quivalent zu Stﬁ[_B_(ﬁ)U,_Mi] - Demnach setzen wir V = B{(B) . Die Behauptung folgt

dann aus 8.2 a} und d}.

8.7 Korollar. Sei B eine lokal P-prisentierbare Kategorie upd sei U eine kleine

Kategorig. Sei § eine Menge von Morphismen in [QD,M_E_] und sei y = supﬁ(ﬁ,yr(d(!’),'rr(wu’)) .
g€

Dann besitzt die Inklusion Stz[_U_D,Ej ~[u7,B] einen Koadjungierten und sie erhdlt

*
y-kofiltrierende Kolimites, insbesondere ist Stz[_U_D,E] lokal y-prisentierbar. )

Beweis. 5ei M eine echte Generatorenmenge von B-pr#sentierbaren Objekten in B . Flir
jedes BeB, d¢ Z und Fe [yf’,g] gibt es ein kommutatives Diagramm

*) Flir die in 9.1 (unten) definierten lokal B-erzeugbaren Kategorien B und
¥ =Q§UE(B' g(de), e{we)) gilt entsprechend, dass die Inklusion Stz[y_u,gj —a[_liG,M_e-_]
€
einen Koadjungierten besitzt und monomorphe y-kofiltrierende Kolimites erh#lt; insbeson-

dere ist Stz[gn,g:] wieder lokal y-erzeugbar. Der Beweis ist derselbe wie flir 8.7.



96 §8 ~12-

[(Bows,F] 2 [ws,[5,F-] 2 [B,[we,F]]
[Bes, ] el  |BLF)
[B®ds,F] = [dd,[B,F—]] = [B,de,FJ]

{vgl. 8.1). Folglich ist F genau dann T-stetig, wenn flr jedes 6 € 2 und V € M die
Abbildung [V ®¢,F] bijektiv ist. Ferner folgt aus [V ®d ,F] 2 [d,[v,r-]] , dass
V®dd und V ® wd y-prsentierbar sind in [U°,B] . Man kann deshalb 8.6 b) auf die
Menge {V ®ol Ve Mo EZ} von Morphismen in [y_D,B_] anwenden. Die Inklusion
Stz[_go,g] ——»[Ho,m besitzt dann einen Koadjungierten und sie erh#lt y-kofiltrierende
Kolimites. Da [Hc,g] lokal p-prisentierbar ist (7.2 h)), so folgt aus 7.2 i), dass

Stz[gc’,g] lokal y-prisentierbar ist.

8.8 Satz. Seien U und V kleine Kategorien und £ und T Morphismenmengen in

[WMe] und [v°,Me] derart, dass idp_ 1 €Z und id_yp €T fir jedes U €U,
“1 -

V € V . Dann induziert der Funktor [(Qx!_)o,M_e.I E»[go,[lc,k]] eine Isomorphie von der

vollen Unterkateqorie der ZxT-stetigen Funktoren (__lel)o —Me auf die Z-stetigen Funk-

toren HD —»StT[_\_/_D,M_ﬂ . Dabei pezeichnet @ x* € ZAT die natlirliche Transformation

U VI auixe(v) .

o .
Man bemerke, dass man zu einer beliebigen Klasse Z von Morphismen in [H ,Me| die Iden-

titéten id[ U] hinzunehmen kann, ohne dabei Stz[go,g] zu verf#ndern.
=

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ein funktor F(-,-) : (gxl)o —Me genau dann einem
2-stetigen Funktor _L_JD ——»StT[ﬁo,Mg] entspricht, wenn F(U,-) : y_o —Me flir jedes U € U
T-stetig ist und F(-,V) : U” —Me fbr jedes V € V ¥-stetig. Sei [V°,Me] _.StT[f’,M_e'],
H~H der Koadjungierte der Inklusion. Da die Bilder der darstellbaren Funktoren in
StT[_\_/_D,M_ﬂ eine echte (sogar dichte) Generatorenmenge bilden, so ist ein Funktor

G : _L_JD —»StT[ﬁo,M_e] genau dannZ-stetig (vgl. Beweis von B.7), wenn flir jedes V € V der
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o et
Funktor U~ —Me , U w[[—,V],GU] T -stetig ist. Dieser ist wegen
o
[[-,v],su] z [[-,v],su] = GU(V) isomorph zu U —Me , U ~GU(V) .
Sind nun F{U,-) und F(-,V) flr jedes U el , V €V T-stetig und Z-stetig, dann ist
o . . . .
_L_J—»StT[l Mel , U~sF(U,-) Z-stetig, weil fir jedes V € V die Funktoren
o et o
U —»Me, U w[[.-,v],r(u,-)] und U —Me , U~F(U,V) isomorph sind und der letztere
Z-stetig ist.

Umgekehrt folgt leicht aus dieser Betrachtung, dass flir einenZ-stetigen funktor

Flmy=) = U° -—»StT[lO,_M_e] die Funktoren F(-,V) : U® ©Me und F(U,-) : V" —Me X-stetig

und T-stetig sind, wobei U € U , VeV .

Bekanntlich gibt es flir jedes Paar V € ¥ , $€Z und jeden Funktor F(-,-} : (y_xy_)oﬂ Me

["'rV]]

Isomorphismen [dx[-,v],F(—,-)] = [G,F(-,-) - [d,F(—,V)] . Hieraus ist leicht zu

sehen, dass F(-,V} genau dannZ-stetig ist, wenn F(-,-) : (gxi)o —Me bezliglich
{dxid[ V]‘ d €2} stetig ist. Analog folgt, dass F(U,-) genau dann T-stetig ist, wenn
S |

Fl=y=) : (Hx_\[_)o —Me bezlBiglich {id xtlteTY} stetig ist. Zusammenfassend erh&1t

-]
man, dass F(-,-) : (LJ_xl)D —Me genau dann einenZ-stetigen Funktor _l_J_—»StT[.\_/‘O,M_e.]

induziert, wenn F(-,-) P-stetig ist, wobei

P ={gxid, V]l deZ,veyv}ufid xtlre T,Uu e U}.
-

-4

Es ist noch zu zeigen, dass P =Z_XT . Offensichtlich gilt P « ¥xT . Flr jedes Paar

Ye T,d€ Z folgt wegen dt = lim [-'VL] und dxdT = lim dx[—,VL] aus 8.3 c), dass
— —
L L

(@xid, ) € F . Ebenso folgt (id x?) € P . Folglich ist nach 6.3 b) auch

IxT = (idwdxt)~(dxiddt) in P enthalten. Dies beweist Pc S x1 <« P = P und folglich

B =ZxT .

8.9 Satz. Sei U eine kleine Kategorie und ¥ eine Menge von Morphismen in [HD,M_E] .

Die Koreflexion [HD,M_e.] —-vSf:[gD,M_e] von 8.5 kommutiert genau dann mit endlichen Pro-

dukten, wenn fir jedes U € U und jedes &€ Z der Morphismus O'x[—,U] zum Abschluss

¥ von ¥ gehBrt.

Beweis. Nach 8.5 d) gehBrt ein Morphismus TE [QU,M genau dann zum Abschluss z ,

wenn T e Stz[gu,M_e.] ein Isomorphismus ist. Falls [QD,M_e.] —bS‘rZ[_QD,M_e] , F ~F mit
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endlichen Produkten kommutiert, so folgt daher aus o = Tx¥ , dass ¥ unter endli-
chen Produkten abgeschlossen ist.

Da Stz[go,M in [HD,_M_E] unter Produkten abgeschlossen ist, so kommutiert F w~F ge-
nau dann mit endlichen Produkten, wenn flir jedes Paar G,H € [_L_JD,M der Morphismus
o(G)xp(H) : GxH —OxH zu 3 gehBrt. Fir die Umkehrung genligt es deshalb zu zeigen, dass
auf Grund der gemachten Voraussetzung Z unter endlichen Produkten abgeschlossen ist
{beachte ¢(G) € = ). Bekanntlich ist [_LJ“D,M_E-] eine kartesisch abgeschlossene Kategorie,
dh. flr jedes G € [QD,&] besitzt der Funktor Gx : [_lio,ﬁg] —-P[LJ_D,_M_BJ y H ~»GxH einen
Rechtsadjungierten, n#mlich (-)G : [.QD,_NEJ —»[_L_JD,_M_eJ , H ~9HG , wobei

HG(U) = [Gx[-,U],H] . Da fiir jedes d€é = und jedes U € U der Morphismus dx[-,U] in

b3 liegt, so folgt aus
[dx[—,U],F] = [O!F[-'U]]

L= Z -stetig ist. Da es flir jeden Funktor G € [HO,E] eine Koli-

dass mit F auch F
mesdarstellung G = l_i£n [-,Uv] gibt, so folgt aus
v

G lin[-,U] =
-

S .

dr
»

dass mit F auch FEl 2 -stetig ist. Folglich gehBrt wegen

(exG,F] = [r,FG]

mit ® auwch TxG zu i . Ebenso beweist man Hxt' € X s falls ! EE . Da
xe' = (Txwe')-(drxT') , so folgt aus 8.3 b), dass mit ¥ und ' auch Tx¥' in %

enthalten ist.

Nachtrag. In einem Gespr#ch mit M. Kelly erfuhren die Autoren klirzlich die Hauptresultate
einer noch unverdffentlichten Arbeit van P. Freyd und M. Kelly. Diese h#ngen eng mit 8.5-
8.7 zusammen und legen die Frage nahe, ob 8.6 b) und B.7 auch flir gewisse Morphismenklas-
sen 2 gelten. (Flir eine beliebige Klasse L ist dies offensichtlich nicht der Fall).
Die Beweise von B8.5-8.8 liefern die folgenden Verallgemeinerungen:

8.10 Satz. Sei A eine kovollst8ndige Kategorie, in welcher jedes Objekt nur eing Menge

von echten Quotienten besitzt. Sei Y= 'Zlu 22 eine Klasse van Morphismen in A derart,

dass 1} de und wo? fir jedes G"Ez prisentierbar sind, 2) Zl eine Klasse von echten

Epimorphismen ist, 3) ZZ eine Menge von Moxrphismen ist.
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Dann besitzt die Inklusion .A_£—>_ﬁ_\_ einen Koadjungierten und ein Morphismus 7T € A gehlrt

gensu dann zum Abschluss 3 wvon ¢ , wenn [’C,A] flir jedes A € A bijektiv ist. falls

EZ = ¢,dann ist f_\_z in A unter Unteraobjekten abgeschlossen und die Inklusion Azaﬂ

erh8lt echte Epimorphismen sowie regul8re Epimorphismen (fir das letztere ben®tigt man

Faserprodukte in A ).

(M. Kelly - P. Freyd bewiesen die Existenz einer Koreflexion A-—)AZ indem sie die "solu-
tion set condition™ verifizierten. Sie setzten dabei zus8tzlich voraus, dass A wvollst8n-

dig ist, verlangten aber nur,dass de und wor flr jedes @eZ erzeugbar ist).

Beweis. Die Existenz der Koreflexion A—KAZ kann man leicht auf den Fall % = ﬁ zurlick-
flhren. Nach 8.6 b) existiert n#mlich eine Koreflexion L : A-—)AZZ und diese flhrt El
in eine Klasse echter Epimorphismen in Azz Uber, deren Definitions- und Wertebereiche
wieder pr8sentierbar sind. Da offensichtlich (_A_ZZ)L2 = Aziuzl gilt, so ist damit das
Problem auf den erwlhnten Spezialfall zurlickgeflhrt.
Sei also 22 = @ . Die Konstruktion der Koreflexion AHAZ ist dieselbe wie im Beweis
von 8.5 a}. Man beachte, dass die dort auftretenden Morphismen

o

G _,GQ';E-) Gl—>Gl—>... —>Gv—>...

alles echte Epimorphismen sind und dass folglich der Kolimes lir)n Gv Uber alle Ordinal-
v

zahlen existiert, weil G € A nur eine Menge von echten Quotienten besitzt. Folglich kann

~

man G = lim Gv definieren. Da die wohlgeordnete Klasse aller Ordinalzahlen flir jede re-
—
Y
gulBre Kardinalzahl « a~kofiltrierend ist, so kann man die universelle Eigenschaft von
-~
G wie in 8.5 a) beweisen,
Es ist noch zu zeigen, dass ein Morphismus T € A zum Abschluss g geh8rt, wenn [’t,A}

flr jedes A € A eine Bijektion ist. (Die Umkehrung ist trivial). Wie im Beweis von 8.5 d)

genligt es hierflir zu zeigen, dass flir jedes G € A der universelle Morphismus G 48 zu

2z gehBrt. Wegen 8.4 d) gehBren zun¥chst die Morphismen v':. G —>G(r £ zu L . Kanstru-
’
iert man den Kolimes Gl = lgn GQ_E wie im Beweis von 9.6{i) =={ii}, so folgt mit Hilfe
2

von B.4 d) und 8.3 c), dass der kanonische Marphismus u : G —>El zu i gehBirt. Da Z

aus echten Epimorphismen besteht, so ist der Morphismus Bl -—>Gl im obigen Diagramm die

Identit8t. Mit Hilfe von transfiniter Induktion und 8.3 c) kann man nun leicht zeigen, dass

~

(G »G) = 1im (G »G ) zu 2. gehBrt.
-V—> \
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Die Wbrigen Aussagen folgen unmittelbar aus 1.1 - 1.4.

.11 Korollar. Sei A egine kovollsti¥ndige Kategorie, in welcher die echten Quotienten

und die Unterobjekte jedes Objektes eine Menge bilden. Sei S_ eine Klasse von Morphismen

in A derart, dass die Isomorphieklassen der Klasse {wv{re ‘Z} gine Menge bilden und die

Dbjekte wg und d¢ flr jedes (€2 pr¥sentierbar sind. Ferner sei jeder regulire Quo-

tient eines pr8sentierbaren Objektes wieder prisentierbar. Dann besitzt die Inklusion

Ago— A einen Koadjungierten und ein Morphismus %€ A gehbrt genau dann zum Abschluss 'Z,

s
wenn [t,A] flr jedes A € A bijektiv ist.

Beweis. Man kann annehmen, dass {wv“v‘éz} selbst eine Menge ist. Nach 1.3 kann man jedes
Te 2 in einem echten Epimorphismus de — im(¢*). und einen Monomorphismus im{®) — w@
zerlegen. Dann ist El = {dr—» im(ﬂ")IO’E t} eine Klasse echter Epimorphismen und

2-2 = {im((!’) —»wrlv‘EZ} eine Menge von Morphismen. Da jedes Objekt in A nur eine Menge
echter Quotienten besitzt, so kann man @ : de - we nach 1.6 b) in regul8re Epimorphismen

dor—»A —A, > ... »A —... zerlegen und es gilt lim A = im(e) . Da A_ der Kolimes
1 2 \Y = v

v
. ¥
der Kokerne aller Morphismenpaare X -9—._;dtr mit of =qg ist, so ist Al auf Grund der

Voraussetzung und wegen 6.2 wieder pr#sentierbar. Ferner folgt aus 8.4 f) bzw. B.3 c),

dass die kanonischen Morphismen do — Koker(f,g) bzw. d(r'—»/-\l = lim Koker(f,g) zum Ab-
schluss z von X gehbren. Nach 6.2 ist im{¢) = lir)n Av prisentierbar und nach B.3b},c}
gehtbren d& — im{¢) und im{y) —wr zu ¥ . Dies z:igt, dass ZluZZ c¥. Wegen B8.3b)

gilt ZchuZZ . Folglich haben Z und Elwfz den gleichen Abschluss und es gilt da-

her A=A . Damit ist die Behauptung auf 8.10 zurlickgeflihrt.
-2 '-Eluzz

8.12 Korollar. Sei A eine lokal pr8sentierbare Kategorie und sei T = ZVF‘ eine

Klasse von Morphismen in A derart, dass 1) z den Bedingungen von 8.10 oder 8.11 genligt

s

2} es in A eine dichte Generatgrenmenge M mit der Figenschaft gibt, dass in jedem kar-

tesischen Diagramm, U € M ,

3
(8
o+

% auch &' zu P gehBrt.
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Dann besitzt die Inklusion AT — A einen Koadjungierten und ein Morphismus € A gehbrt

genau dann zum Abschluss T , wenn [t’,A] flir jedes A € A bijektiv ist.

Man beachte, dass die Koreflexion A -—»AT im allgemeinen endliche Limites nicht erh#lt,
selbst wenn 3 = und A eine Garbenkategorie ist (12.5). Dies liegt daran, dass P

nicht aus Monomorphismen zu bestehen braucht (vgl. 12.4).

Beweis. Sei U die volle von M aufgespannte Unterkategorie in A wund sei
Lo: [HO,_MQ] — A ein Koadjungierter der vollen Einbettung J : A——’[QD,M , A w[—,A] .

Fir o zm(U,A) , U € M, erh81t diese a-kofiltrierende Kolimites. Sei

& ={F Suf | Fe (el P € a Y

o
die Klasse der Adjunktionsmorphismen aller a-pr#sentierbaren Funktoren in [_Q ,M . Sei

@ eine Untermenge von @' , die man aus @‘ erh¥lt, indem man aus jeder Isomorphieklasse
von o-prisentierbaren Funktoren einen Repr#sentanten w#hlt. Da J :_A_——)[HD,M_E:] a-kofil-
trierende Kolimites erh81t, so ist flir jedes G € [_QD,_I‘@_] der Adjunktionsmorphismus

G — JLG ein a-kofiltrierender Kolimes von Morphismen aus @ . Folglich induziert

J s A—’[HD,ME] eine Aequivalenz von A auf Sti[_lio,_fﬂg] = {LJ_G,M_Q]E .

Es ist klar, dass J eine Aequivalenz von AT auf [QD,Me wUT induziert. Man kann des-
halb die Inklusion A —»A mit der Inklusion [HD,M_E]QV‘JT —»[_U_D,ME]E identifizieren. Aus
der Voraussetzung Bber P folgt, dass JP in [_QD,_ME] unter darstellbarem Basiswechsel
stabil ist (12.1). Aus dem ersten Teil des Beweises von 12.2 ist leicht ersichtlich, dass
die Unterklasse P':J der Morphismen ¢ € JP mit w# = [—,U] (fBr ein U € U) den gleichen
Abschluss besitzt wie JP . Man kann deshalb JP durch PO ersetzen ohne [QD,_M_E]JZVJF)Ué
zu ver#ndern. Ist nun Z wie in 8.11 dann ist dies auch flir JI v PDV @ der Fall und

die Behauptung folgt aus 8.11. lst andererseits 2 = Zlu ZZ wie in 8.10, dann "zerlegt”

man zunfchst F’D in Pl ={d$’-—» im(¢)

5 e PD} und P2 = {im(g} Swe

ge P } (vgl. Be-
0
weis von 8.11). Ist V’l : A—B in Zl , dann geh8ren wegen 8.4 f}, 8.3 c) die in der

Zerlegung von @

1 konstruierten regul#ren Epimorphismen A ——»Al , AL —>A A —A ,

1 27277 %y v+l

... zu Zl (vgl. 1.,5). Bezeichnet Z_'l die Klasse der regulBren Epimorphismen, die man

auf diese Weise aus Zl erh81t, dann gilt also Z_{ Cfl . Umgekehrt kann man leicht mit
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Hilfe transfiniter Induktion und 8.3 b),c) zeigen, dass Zlc Ei . Es gilt daher

Azl =_/_\_z1 . "Zerlegt" man JZi in Ql = {d‘c’—» imT)|Te J{J‘_} und

Qz ={im(‘t) Swr l r(JZJ'_} , dann folgt aus 8.5 d), dass QZC @ , weil die Koreflexion
[HG,_M_E] —»Sté[go,_M_E] die Morphismen vaon Q2 in Isomorphismen Uberf8hrt. Dies zeigt, dass
ein §—stetiger Funktor HD —Me auch Qz—stetig ist. Die Behauptung folgt nun aus 8.10

flr die Klasse (Qlu Pl)U <@u PZ V] .JZZ) . (In beiden F8llen erh#lt man die Koreflexion

[_U.DY.M_E-]@_’[HD’M_E]MT durch Zusammensetzung mit der Inklusion [_QU,M_E]é—»[QD,_M_E] )

8.13 Korollar. Sei B eine lokal pr8sentierbare Kategorie und U eine kleine Katego-

rie. Ferner sei T =Zw P gine Klasse von Morphismen in [QD,ME wie in 8.12.

Dann besitzt die Inklusion I StT[go,_}i]—)[l_J_D,E_] einen Koadjungierten.

Beweis. Da Kolimites in [L.J_D,M_(_E‘] universell sind (12.13e)), so kann man ohne Einschr#nk-

ung der Allgemeinheit annehmen, dass P unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist
(12.1). Sei V¥ eine kleine dichte volle Unterkategorie von B und ® eine Menge von
Morphismen in [!D,ME_] derart, dass E_iasté[lo,hﬂ_e_] (vgl. Beweis von 8.12). Wir
kBnnen daher B mit St@[_\l_o,_l‘_’\.e_] identifizieren. Fferner kbnnen wir annehmen, dass

Z , @ und P die Identit#ten der Hom=Funktoren enthalten. Im Beweis von 8.8 wurde
gezeigt, dass der kanonische Isomorphismus {1 [(_Qxl)o,@_] — [l_J'O,[lD,_M_e]] ein

kommutatives Diagramm

[wxw)®me] — 5 (U710 e}
Ii

v [L% 504 v", el

e

> st (U5t W0ne]

P

St\y[ (W) °,Me]

m

induziert, wobei W ={%¢x id[‘_ V] { TET,Ve€ &}u idr _ U]xgl Red,u ¢ g}. (Es

wurde in 8.8 nicht bentitzt, dass T eine Menge ist.) Da

{tx id[_’v] l reT, vex}= {’cxid[_’v]l e D, VEV V{_‘txidi_’vll‘b‘ep,Ve_\i}

und da mit P auch ("Cxid[ V]"C eEP, VE_\L} unter dastellbarem Basiswechsel stabil ist,
]
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so folgt aus B.12, dass die Inklusion S‘tw[(_L_J_x_\‘/_)D,M_e] —a[(,gxi)o,_l‘_’l_g_] einen Koadjun-
gierten L besitzt. Die Zusammensetzung ﬂL.O_—lIl : [Q.O,Stg[,\io,g’l‘ze_]] - SfT[__L_J_D,StQ[MD,M_Ei‘

ist daher koadjungiert zur Inklusion I : StT[_U_O,Sté[MO,M_e]] —_— [y_c’,St@[y_c’,M_e]] .

8.14 Korollar. (Freyd-Kelly,Kennison) 5Sei U eine kleipe Kategorie und B eine lokal

prisentierbare Kategorie. ferner seien (H, : _D_i —-)H) (€] eine Klasse von Funktoren mit
i i —_— e e T

kleinen Definitionsbereichen und (él : H. ——?knnstu )'EI eine Klasse wvon natlirlichen
i i1 S

ansformationen, UiELJ_ . Dann ist die volle Unterkategorie StH.[_L_J‘O,_]i] der funktoren
i
o . . . Ed . . S =}
F+U —B mit der Eigenschaft 1lim F @ : FU, =% 1im FH, , i€l , koreflexiy in [U ,ﬂ .
— 1 1 st i -

iEI},

Dies folgt aus B.13 fir P =@ und 2= {1&[-, @i] : Jirg[—,Hi] - [-,ui]

weil Stz[y.o,a] = S5t [_Q_D,E] , {vgl. 8.2a)).

Hi

8.15 Bemerkung. Die in B.12 und B8.13 auftretenden Kategorien AZ und S‘tT[_QO,E_] sind
- wie aus 8.6 b) und dem Beweis von 8.10 hervorgeht - volle koreflexive Unterkategorien
von lokal pr8sentierbaren Kategorien, welche unter Unterobjekten und Produkten abgeschlos-
sen sind.*) Solche Unterkategorien sind im allgemeinen nicht mehr lokal prisentierbar,
wie das unten angeflihrte Beispiel zeigt. (Ein anderes Beispiel dieser Art wurde von J.
Isbell angegeben.)

Ist X eine volle koreflexive Unterkategorie einer lokal a-erzeugbaren Kategorie A
(9.1), welche unter Unterobjekten und Produkten abgeschlossen ist, dann genfigt X dem
Grothendieck’schen Axiom o~AB5} {vgl. 9.2}, d.h. flir jeden a-Kofilter {Xy) von Unter~

objekten eines Objektes X € X und jedes Unterabjekt @ von X gilt
Uix nQ) = (Vx)na.
Y o Y

Ferner gilt {‘\)’J ) = Llim (-+) und N = l(gn . Im Gegensatz zum abelschen Fall felgt
hieraus jedoch nicht, dZss X 1lokal o~erzeugbar ist. Z.B. sei A die lokal h{‘o—erzeug-
bare Kategorie der kommutativen Ringe mit 1 und sei % die Klasse der Morphismen
K -0, wobei K alle Kbrper durchl8uft. Dann besteht _A_i= X aus dem Nullring O wund

denjenigen Ringen, welche keinmen KBrper als Unterring enthalten. Die Kategorie X ist

*) Ferner gehen regul#re und echte Quotienten wieder in solche tiber, aber diese Unterka-
tegorien sind im allgemeinen nicht unter echten oder regulBiren Quotienten abgeschlossen.
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nicht lokal B%—Erzeugbar. Der Kbrper { € A der rationalen Zahlen ist der monomorphe
!QD-kufiltrierende Kolimes seiner zu X gehtrenden Unterringe. Folglich ist der Kolimes
dieses Kofilters in X der Nullring. Hingegen ist X 1lokal Eg—erZEugbar. Hierzu genligt
es zu zeigen, dass flir jeden monomorphen h&-Kofilter (XY) in X die kanonischen Mor-
phismen X —alET X monomorph sind. WHre dies nicht der Fall, so wlirde der Kolimes von

4

(XY) in A einen KBrper enthalten, und folglich auch den Primk8rper @ . Da (XY) ein

ESl-Kofilter und @ abzMhlbar ist, so mlisste @ bereits in einem der Xy enthalten
sein ... .

Wir geben nun noch ein Beispiel einer vollen koreflexiven Unterkategorie der Kate-
gorie SGr der Semigruppen, welche unter Unterobjekten abgeschlossen aber nicht lokal
prisentierbar ist. (Semigruppe = Menge mit einer bin¥ren assoziativen Operation). Falls
das gewH#hlte Universum g keine messbaren Kardinalzahlen enth81t, dann gibt es in SGx
eine Klasse (Sk)kek von Objekten mit der Eigenschaft [Sk’sk'] = ¢ falls k # k' bzw.

*)

[Sk,sk‘] ={id9}falls k = k' . Fir X = {5 -1 keK} besteht SGr. aus allen Semigrup-
3

k

L
pen X mit der Eigenschaft, dass flr jedes k € K jeder Morphismus Sk — X konstant

ist. Nach B.10 ist SGrZ eine koreflexive Unterkategorie von SGr , welche offensicht~

lich unter Unterobjekten abgeschlossen ist und dem Axiom YR ~ABS) genligt. Da K eine
. o

Klasse ist, so gibt es flir jede regullre Kardinalzahlﬂ>k$ein S mit ]S > a,

» e |

kcx € K . Folglich ist Sk der a-kofiltrierende Kolimes seimer a-erzeugbaren Unterobjek-
a

te Yi - Aus dem obigen folgt, dass flir jedes Y £ wund jedes k € K die Menge [Sk’Y']
i i

leer ist, weil Sk * Yi # 1 . Dies zeigt, dass jedes Y. =zu SGrz:gEhHrt, obwohl
o i —

Ska(¢ SGrZ. Offensichtlich wird S von der Koreflexion, SGr —>SGIZ auf 1 abgebildet

ka
(vgl. Beweis von B.5 a)). Folglich gilt 1lim Y. =1 in SGrc . Nach 6.7 ¢) ist SGr

T i = =
daher nicht lokal o-prsentierbar.

*} Dies folgt aus dem folgenden Resultat von Hedrlin : Jede Kategorie X  kann volltreu
in die Kategorie SGr eingebettet werden, falls sie einen treuen Funktor X — Me
zul#sst und das gew#hlte Universum U keine messbaren Kardinalzahlen enth81t.

(Man w8hle fr X die diskrete Kategorie der zu U gehBrenden Mengen.)



$9 Lokal a-erzeugbare Kategorien

9.1 Definition. Sei o« eine requl8re Kardinalzahl. £ine Kategorie A heisst lokal
a~erzeugbar, wenn sie kovollst#ndig ist und es in A eine echte Generatorenmenge M von
o-erzeugbaren Dbjekten gibt derart, dass jedes a~Koprodukt von Objekten aus M nur eine

Menge von echten Quotienten besitzt (1.3). Analog 7.1 werden lokal erzeugbare und lokal

koerzeugbare Kategorien definiert.

Der Erzeugungsrang £(A) von A ist die kleinste requl#re Kardinalzahl vy , flir welche
es eine echte Generatorenmenge von y-erzeugbaren Ubjekten mit der obigen Eigenschaft gibt.
Zum Beispiel ist jede lokal o-prisentierbare Kategorie lokal a~erzeugbar (7.1, 6.6 c))

und es gilt 1 (A) 2 £(A) (vgl. aber 9.4 c)).

Lemma. Sei A eine lokal a-erzeugbare Kategorie und M eine echte Generatorenmenge mit

den Eigenschaften von 9.1. Dann ist jedes Ubjekt A € A echter Quotient eines Koproduk-

tes von Objekten aus ™M .

Beweis. Sei A € A ein Objekt und J die Menge der Paare (U,,f.,) mit U, € M und
J ] J
fj € [Uj’A] und M _Lb.l — A der Morphismus mit Komponenten f, . Flir jede Teilmenge
jed J J
I von J mit |I}< a sei M, : U. - A der von 1 induzierte Morphismus. Da
I jeT 1

Hui nur eine Menge von echten Quotienten besitzt und A kovollstBndig ist, so l¥sst
€

sich 'I]I : Ui — A in einen echten Epimorphismus Hui —>AI und einen Monomorphis-

I

mus AI — A zerlegen. Die kanonische Abbildung ¢ : lim AI — A ist monomorph (6.7 b)}.
=

Da [U',cp] fﬂr’jedes U € M trivialerweise auch surjektiv ist, so ist ¢ nach 1.9 ein

Isomorphismus. Demnach ist N ein Kolimes von echten Epimorphismen, also ein echter

Epimorphismus.

Lemma. In einer lokal a-erzeugbaren Kategorie A besitzt jedes Objekt nur eine Menge van

echten (Quotienten.

Beweis. Sei M wie in der Definition 9.1. Da jedes Objekt echter Quotient eines Kopro-
duktes _LI_U, mit U, € M ist, so genligt es zu zeigen, dass l iU, nur eine Menge
jed J J jed

von echten Quotienten besitzt. Sei also "I:'L!]Uj — A ein echter Epimorphismus. Sei J
Je
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die Kategorie, deren Objekte Teilmengen I mit I} « o sind. Die Morphismen sind durch
J g

die natdirlichen Inklusionen gegeben. Flir jede Teilmenge I wvon J sei Ny ¢ _U:—E Ui — A
ie

der von n induzierte Morphismus. Da _”f U, nur eine Menge von echten Quotienten be-
1€, 1
sitzt und A kovollst8ndig ist, so l8sst sich 71 in einen echten Epimorphismus

’_—i-:l[- Ui —>AI und einen Monomorphismus AI — A zerlegen. Die kanonische Abbildung

9 : lﬂn AI — A ist dann monomorph (6.7 b)) und echt epimorph, weil q durch ¢ faktori-

1
siert. Also ist A isomorph zum Kolimes der A_ . Andererseits gibt es aber offensicht-

I
lich nur eine Menge von a-Kofilterm J —A , I ~F(I} derart, dass F({I} flr jedes 1

ein echter Quotient von _LL U, ist.
iel 1

Aus diesem Lemma folgt insbesondere, dass in einer lokal o~erzeugbaren Kategorie jeder

Morphismus in einen echten Epimorphismus und einen Monomorphismus zerleqt werden kann.

9.2 5Satz. In giner lokal a-erzeugbaren Kategorie A kommutieren a-Limites mit monomor-

phen a~kofiltrierenden Kolimites, dh. flir jede a-kleine Kategorie X wund jede a-kofil-

trierende Kategorie 0 ist flir jeden Funktor ¥: X WD —» A mit monomorphen Transitions-

morphismen ¥ (X,8) : ¥(X,D) HY(X,D') , § € D, die kanonische Abbildung

@ : lim lim Y(X,D) — lim 1lim Y(X,D)
5 e~ —
D X X D

ein Isomorphismus .

Dies folgt aus 1.9, weil flr jeden Generator U € M die Abbildung [U,p] sich mit

der vom Funktor @ : XTD oM ,(X)D) «ws[U,‘]:(X,D)] induzierten Bijektion

lim Lim §(x,D) & Lim 1im $(X,D)
— — —
> % X D

von 5.2 identifiziert.

Zum Beispiel folgt hieraus das bekannte Axiom ABS) von Grothendieck in einer etwas
allgemeineren Form: Flr einen o-Kofilter (Av) von Untercbjekten eines Objektes A € A ,
und flir ein Unterobjekt Q « A gilt die Gleichung (6.7 b))}

sup (Q oA ) =0 alup Av)
v
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9.3 Satz. In einer lokal o-erzeugbaren Kategorie A mit einer echten Generatorenmenge

M bestehend aus o~erzeugbaren Objekten ist ein Objekt A € A genau dann a-erzeugbar,

wenn es einen echten Epimorphismus JL U; »A gibt derart, dass U, € M und Ti<a .
iel

Beweis. Wegen 6.7 d) genligt es zu zeigen, dass die Bedingung notwendig ist. Nach dem obi-
gen Lemma gibt es einen echten Epimorphismus "( : _LI_ U. —-A mit U, € M . Aus dem Beweis
je3 j
des zweiten Lemma von 8.1 folgt mit den dort gew#hlten Bezeichnungen, dass o : Lip AI —A
1
-1
ein Isomorphismus ist. Da A a-erzeugbar ist, so faktorisiert g : A —lip At durch ei-
1

nen der Monomorphismen AI — 1lim AI . Dieser ist daher ein echter Epimorphismus und folg-

lich ein Isomorphismus. Dies zeigt, dass T il Us — A ein echter Epimorphismus ist.
ie]

9.4 Beispiele. a) In einer Kategorie von universellen Algebren (Birkhoff [{1]} ist die
freie Algebra mit einem Erzeugenden ein a~erzeugbarer echter Generator flir a = }% . Eine
Algebra A ist daher genau dann a~erzeugbar, wenn sie ein Erzeugendensystem (ai)laI mit
IIl«a besitzt, a; €A .

b} In eirmer Funktorkategorie [QD,Mi] , U klein, bilden die darstellbaren Funktoren eine
echte Generatorenmenge und sie sind o-erzeugbar flir jedes o . Ein Funktor F ist deshalb
genau dann a-erzeugbar, wenn er ein Erzeugendensystem (ui € Fui)iEI mit Ui € U und
II1< o besitzt. Fiir jeden Funktor F ¢ [U”,Me] bezeichnen wir mit }F| die Summe der
Kardinalzahlen {F{V}}, wobei V Repr#sentanten aller Isomorphieklassen von Objekten in

U durchl8uft. Wir bezeichnen mit p(U) die kleinste regulBire Kardinalzahl >‘[-—,UM i

alle Uel . Es gilt a(F)esup(r\;,{F{*) . Aus 9.3 und 7.6 folgt leicht, dass flir

IFl 2u(U) die Gleichung €&(F) =lF|+ =7F) gilt (vgl. 13.5 b)).

c) Wir geben ein Beispiel einer lokal prisentierbaren Kategorie A mit der Eigenschaft
gA) <px(d) . Sei k ein Kbrper und V ein k-Vektorraum mit abzBhlbarer Basis

QD, el,...,en,..., n €N ., Auf dem k-Vektorraum A = kwW definieren wir eine k-Algebra-
struktur mittels (x,v}-(y,w} = (xy,xwtyv} . Sei A die volle Unterkategorie von Mad,
bestehend aus den A-Moduln M derart, dass flr jedes m€ M ein n € N nmit der Eigen-
schaft (D,eh)m = (U’er‘H—l)m = ... = (D,en+i}rn = ... =0 existiert (zB. M = V) . Die Kate~

gorie A ist lokal pr#sentierbar, und es gilt RD = g(A) «q(A) =&S .

d} In Komp sind flir einen Raum K folgende Aussagen H3guivalent:
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(i) K ist metrisierbar.
(ii) K ist ﬁa—koerzeugbar.

(iii) K ist Nl-kogrésentierbar.

Beweis., (i) = (ii) Nach [12] §2, prop. 10 besitzt die Topologie eines kaompakten metri=-
sierbaren Raumes K eine abz#hlhare Basis und nach [12] $¢2, prop. 12 ist ein metrisier~
barer Raum mit abz#hlbarer Basis homBomorph einem Unterraum des Wlirfels IN CI ist

das Finheitsintervall und |[MN| = N; ). Da in Komp jeder Monomorphismus echt ist, so
folgt daher aus 6.5 c), 6.2 und 6.7 d) , dass K hi-koerzeugbar ist.

(ii} = (i) Ein hﬁ—koerzeugbarer Raum ist nach 6.5 c¢) und 9.3 ein abgeschlossener Unter-
raum von IN und folglich metrisierbar.

(1ii) => (4i) trivial.

(ii) = {iii) Ein abgeschlossener Unterraum K wvon IN ist der Nullstellenraum einer

abz4hlbaren Folge von stetigen Funktionen IN — 1 und daher nach 6.2 und 6.5 c) ein

%E-Limas von hl—koprésentierbaren R8umen. Folglich ist K nach 6.2 h&—kopr%sentierbar.

9.5 Satz. In einer lokal o~erzeugbaren Kategorie A bilden die a-grzeugbaren Unterob-

jekte eines Dbjektes A € A einen o-Kofilter, dessen Kolimes A ist, Ferner ist die volle

dicht.

Beweis. Aus 6.2, 6.7d) folgt leicht, dass die o~erzeugbaren Untercbjekte U, eines Objek
tes A € A einen oKofilter bilden. Die kanonische Abbildung 7y : liT U, —A ist daher
i

monomorph (6.7 b)). Sei M eine echte Generatorenmenge in A  bestehend aus a-erzeugba-
ren Objekten. Wegen 1.9 genligt es zu zeigen, dass flir jedes U € M die Abbildung
Tu,y] : [u,lﬂn U ] —=[U,A] bijektiv ist. Dies ist jedoch evident, weil ein Morphismus

L
f : U —-A in einen echten Epimorphismus f : U U und einen Monomorphismus U' —A
zerlegt werden kann {9.1 , 1.3} und U' nach 6.7 d) ebenfalls a-erzeugbar ist. Folglich
ist y ein Isomorphismus.
Das obige Argument zeigt auch, dass die a-erzeugbaren Unterobjekte von A eine konfinale

Unterkategorie in Afs)/A bilden. Folglich ist A{a) S A dicht und aus 9.1 , 9.3 folgt,
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dass E(a) klein ist.

9.6 Sei -3 eine regulBre Kardinalzahl. Da jeder echte Quotient eines a~erzeugbaren
Objektes wieder a~erzeugbar ist (6.7 d)), so ist leicht zu sehen, dass die volle Unterka-

tegorie E(a} einer lokal a-erzeugbaren Kategorie A die folgenden Eigenschaften besitzt;
-~
a) Ala) besitzt a~Kolimites (6.2),

b} Jede wohlgeordnete Kette von echten Quotienten eines Objektes in E(a) besitzt einen

Kolimes.
Ferner erh#lt die Inklusion A(a) —A die Kolimites von a) und b).
Eine Kategorie U heisst echt a-kovollst#ndig, wenn U Kolimites vom Typ a) und b)

besitzt. Ein Funktor F : U —B heisst echt a-kostetig, wenn er diese Kolimites erh#lt.

Die Formulierung der dualsn Begriffe echt a~vollst#ndig und echt a-stetig Bberlassen wir

dem Leser.

Lemma. Sei U eine kleine Kategorie mit o~Kplimites. Aeguivalent sind:

(i) U 4ist echt o-kavollst#ndig.

(ii} Jedes Diagramm (U P—‘) Ui iel Yon echten Quotienten besitzt einen Kolimes.

(iii) Jeder Morphismus in U 18sst sich in einen echten Epimorphismus und einen Monomor-

phismus zerlegen, und die echten Quotienten jedes Objektes U € U bilden eine inf-

und supvollsti®ndige geordnete Menge.

Beweis. (i) ==(ii) Sei io das kleinste Element einer Wohlordnung von I . Wir setzen
Vi = Ui und definieren Vi flr jedes i € I mit Hilfe transfiniter Induktion vermdge
o (=]

Vi = (lir’n V)J_l_ Ui . Man bemerke dabei, dass (Vj).]'d eine wohlgeordnete Kette ist. Das-
J<i

selbe gilt fiir (Vi)ifI . Es ist daher leicht zu sehen, dass li\;n Vi der Kolimes des Dia-

i

gramms (U -—P—L—> Ui).

eI ist.

(ii) = (iii) und (ii) =(i) sind trivial.
(i1i) == (ii) Sei (U P, Ui)i.tI eine Familie von echten Quotienten eines Dbjektes

U€lU und S deren Supremum in der geordneten Menge der echten Quatienten von U . Es
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genligt zu zeigen, dass S der Kolimes von (U — Ui)i&I ist. Sei (fi : Ui -—»V)ie.[

ein System von Morphismen mit der Eigenschaft fipi = fjpj fir jedes Paar i,j € I .
Sei U-35u' T3V die Zerlegung von f = fipi in einen echten Epimorphismus und einen
Monomorphismus. Da p; ¢ u —’Ui fir jedes i € 1 ein echter Epimorphismus ist, so fakto-
risiert fi : Ui —V durch m : U' -V . Die Faktorisierung fi H Ui — ' 18sst sich

aber durch die universelle Abbildung U, — S faktorisieren, und somit auch fi : Ui -V .
i

Bemerkungen. a} Aus dem obigen Beweis ergibt sich, dass ein echt a-kostetiger Funktor

U —B auch die in (ii) angegebenen Kolimites erh#lt.

b} Mit Hilfe eines Konfinalit#tsargumentes kann man leicht zeigen, dass jeder o~-Kofilter
in U einen Kolimes besitzt, falls dessen Transitionsmorphismen echte Epimorphismen sind.

Diese Kolimites werden von echt a-kostetigen Funktoren erhalten.

9.7 Satz. Sei U eine kleine echt a-kovpllstBndige Kategorie, wobei o regullir ist.

Ein Funktor £ : QD —Me ist genau dann echt o~stetig, wenn er gin o-kofiltrieregnder

Kolimes von darstellbaren Unterfunktoren ist.

Beweis. Sei zun#chst F :HU —Me echt ag-stetig. Nach 5.4 ist U/f a-kofiltrierend.

Wegen 3.3 a) genligt es deshalb zu zeigen, dass jede natlirliche Transformation

o [-,U] —F eine Zerlegung [-,U] C—-L:La [—,U‘] .;)F zulBsst derart, dass i ein

Monomorphismus ist. Falls ¢ : [-,U] — F nicht monomorph ist, so gibt es ein Vl ]

und Morphismen E#1 : Vl =3 U, welche von q:(\/l) : [Vl,U] —»FVl identifiziert werden.

Sei p: s U —aUl der Kokern von 7 und E . Da F linksexakt ist, so faktorisiert

¢ : [~,U] >F durch [-,p;] : [=,U] ——»[-,Ul] . Ist die Faktorisiezung o, : [-,Ul] —F
nicht monomorph, so kann man dieses Verfahren fortsetzen und erh8lt eine Folge regulirer,
bzw. echter Epimorphismen

1
=Pa'Fg
RSN
u P—o) U_],&“—&—) U2—7..- —)Uw ——?Uw+
1 P2

c
¥a
X
P

— e Ud-—de s

1 +1

indiziert durch alle Ordnungszahlen Vv . FUr eine Limeszahl ¥ ist UO’ als lim Uv
r<q
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definiert und p:, H Uv ——9U0,, als der universelle Morphismus. Da F mit wohlgeordneten
Kolimites von echten Epimorphismen kommutiert, so faktorisiert 9, [-'Uv] -+ F durch
[-—,p;] : [-,Uv] —-o[—-,Uo,] . Weil U klein ist, so muss die obige Folge von einer gewissen
Ordnungszahl p an aus Isomorphismen bestehen. Dann ist aber die Faktorisierung

cpu : [—,Uu] —F wvon @ ein Monomorphismus. Ferner ist pz s U ——oUu ein echter Epimar-
phismus und es gilt ¢ = (pu-[-,ps] .

Umgekehrt sei F : _QD —Me der a-kofiltrierende Kolimes von darstellbaren Unterfunktaoren.
Nach 5.3 ist F o~stetig. Sei (U'pc : U —»UL> ein wohlgeordnetes  System von echten

Quotienten eines Objektes U € U . Dieses induziert ein kommutatives Diagramm

f lim U ——————— lim FU,
I <

o~

=\
'
R
. R
5 e—— -

UL]'F] e lé'_-"“ [["‘vUL]vF]

el

in welchem die vertikalen Morphismen die Yoneda-Isomorphismen sind. Es genligt daher zu

zeigen, dass die untere Zeile ein Isomorphismus ist. Sei (ch) € l(_lln ‘:[—,UL],F:I ein ver-
L

trigliches System von natlirlichen Transformationen o [-—,UL] — F . Nach Voraussetzung

1l8sst sich ?, zerlegen in ["Uc] i) ["’VL] f‘—, F derart, dass P, ein Monomorphismus

ist; insbesondere gilt dies auch fiir 9, ¢ [-—,UD] —F , wobei Uo =U, P, = idu. Beginnt

man mit einer Zerlegung 9, = Boaa , dann kann man den Funktor [_'VL] so w8hlen, dass

er [-'Vo] "unfasst", dh. es gibt ein kommutatives Diagramm
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Das Diagramm <ao,i(_,[-,p‘_],at) wird natbrlich von einem Diagramm in U induziert und
da p, ein echter Epimorphismus ist, so lBsst sich a ¢ [-,U] —-»[-,\Ia] eindeutig durch
[-,p‘_] : [—,U] _’["UL] faktorisieren. Die Faktorisierungen [-—,qL] : [-,UL] —;[-,VD]
(bzw. q Lt UL —»VU ) bilden ein kompatibles System und sie induzieren einen eindeutig
bestimmten Morphismus [-,l_Li_r,n qL] H [—,l_:iz.’m UL] —o[-,\f‘o] . Dies zeigt, dass

((pL) € Ji%“ [["'UL]’F] von genau einem Morphismus [—,l_i{n U(] —F  induziert wird, n#m-

v
. . [- limg,]
lich von der Zusammensetzung ['"’li"," UL] T [_/VD] &) F
L

9.8 Sei U klein und echt a~kovollst#ndig, wobei « eine regulBire Kardinalzahl ist.
Fr jede Kategorie B bezeichnen wir mit g\tld[_L_J_o,ﬂ die volle Unterkategorie von

[_Lio,ﬂ , deren Objekte die echt oa~stetigen Funktoren sind.

Satz. Sei U eine kleine echt a~kovollst#ndige Kategorie und B eine lakal pr8sentier-

bare Kategorie. Dann ist E{u[gc',g] lokal prsentierbar. Flir B = Me erh8lt die Inklu~

sion 'S\tld[go,M_e] —o[_L_J_D,M_e] monomorphe a~kofiltrierende Kolimites. Insbesondere ist

/S\{:Id[go,M_é] lokal a=erzeugbar. Die Yoneda Einbettung Y : _LJ.—+§1J:“[_L_{G,M_E] ist echt a~ko-

stetig und sie induziert eine Aequivalenz von U auf die volle Unterkategorie der a-er-

zeugbaren Objekte in g\{d[.'-lo:ﬂi] -

Beweis. Mit Hilfe von 8.2 a), d) und 9.6 ist leicht zu sehen, dass es in [_LlD,M_e.] eine
Menge 2. von Morphismen gibt derart, dass ein Funktor g” —B genau dann I-stetig ist,
wenn er echt a-stetig ist. Nach 8.7 ist daher éT;d[gc’,g] lokal présentierbar.
Aus 9.7 folgt unmittelbar, dass die Inklusion §¥a[g°,M_e'] —»[_L.J_O,M_e.] monomorphe a-kofil-
trierende Kolimites erhBlt. Uie darsteilbaren Funktoren in ﬁd[y_D,M_e] sind daher a-er-
o7 1,0
zeugbar und nach 3.3 a) bilden sie eine echte Generatorenmenge. Folglich ist StQL_Q ,M_e.]
o r 0
lokal o-erzeugbar. Es ist wohlbekannt, dass Y g—»Std[_U_ ,M_e] echt o-kostetig ist.
Ferner sind nach dem obigen die darstellbaren Funktoren o-erzeugbar. Ist F € ﬁa[QD,M_e.]
ein o-erzeugbarer Funktor, so gibt es nach 9.3 einen echten Epimorphismus Tl—lf[_'ui] —F
le
derart, dass |I| < a und Ui € U.Da Y o~kostetig ist, so gilt _l_L[-,ui]fé—»[-,uui]
i i

und es gibt daher einen echten Epimorphismus ¢ : [—,U] —F , wobei U = Ll.Ui . Der erste
i
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Teil des Beweises von 9.7 zeigt, dass ¢ durch einen Monomorphismus [—,V] —F faktori-
siert. Mit ¢ ist auch die Inklusion [-,V] —F ein echter Epimorphismus. Folglich gilt

{-,v] & F . Dies zeigt, dass jeder a-erzeugbare Funktor in ST’EQ[_QD,M_e.] darstellbar ist.

9.9 Satz. Sei A eine kovollst#ndige Kategorie und U eine kleine volle echt o~ko-

vallstl#ndige Unterkategorie derart, dass die Inklusion I echt o~kostetig ist. Die Ob-

jekte von U seien a-erzeugbar in A . Sei Y : _L_J_-—)Sﬂa\tJ;a[_lio,M_e.] die Yoneda Einbettung.

Dann ist die Kan'sche Koerweiterung

E (D) = §E [U°,Me] —A

eine volle Einbettung, welche koadjungiert zu _&_—a%a[g_o,l\ﬂ_e.] s A a[I-,A] ist.

Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie flr 7.8. Weil die Werte des Funktors
A-—)[HO,M , A a[I-,A] in der vollen Unterkategorie :Ca\{a[_L_J.D,M_e.] liegen, so geht aus
2.7 bervor, dass EY(I) koadjungiert zu R : __A_-—né\i:a[HD,M_e.] y A~[I-,A] ist. Sei
F e §{Q[_L_J.°,M_e.] und F = l_i_.t’n [—,Uv] die Darstellung von F als a-kofiltrierender Koli-

v
mes seiner darstellbaren Unterfunktoren (9.7). Es gilt dann
RoE im [ - = i - o i = 13 im [ =
Y(I)(l-l_;n L ,Uv])r R li’m EY(I) [ ,UV] R l_J__)m Uv l_J;‘TTI R Uv E4 l_:i‘m [ 'UV] F
v v v v v
Diese Isomorphismen sind natlirlich in F und folglich ist die Adjunktion id ——‘R-EY(I)

ein Isomorphismus.

9.10 Korollar. Sei A eine Kategorie und a« eine regul¥re Kardinalzahl. Aeguivalent

sind:

(i) A ist lokal a~erzeugbar.

(ii) A ist lokal prHsentierbar und &(A) < a.

(=8

(iii) Die volle Unterkategorie U = Ala) der o~srzeugbaren Objekte in A ist klein un

echt o~kovgllstindig. ferner ist die Inklusjon I : U —A echt a-kostetig und der

Funktor

A——‘S\’Ea[gc”@ y A ""[I""A]
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ist epine Aequivalenz.

(iii) == (ii) folgt aus 9.8, (i) ==(iii) aus 9.6, 9.5 und 9.9. (ii) ==(i) ist trivial.

9.11 Korollar. Zwei lokal a~erzeugbare Kategoriem A und A' sind genau dann #guiva-

lent, wenn die vollen Unterkategorien E(a) und E'(a) ihrer a-erzeugbaren Objekte

8quivalent sind.
Dies folgt aus 9.10 (i) = (iii).

9.12 Korollar. Die Abbildungen A w_,f\:( «) und gwgf:a[go,_@] sind zueinander inverse

Bijektionen zwischen den Aesguivalenzklassen von lokal a—erzeugbaren Kategorien und den

Aeguivalenzklassen von kleinen echt a~kovollst#ndigen Kategorien. Ferner bildet die erst-

genannte Abbildung die Kategorien A mit g(A) = o auf diejenigen kleinen echt a-ko-

vollst8ndigen Kategorien ab, in welchen flir a' « « die a'-erzeugbaren Objekte nicht

dicht sind (&' regul8r).

9.13 Ist A eine Kategorie von universellen Algebren (Birkhoff [11] bzw. Lawvere [37])
mit abzBhlbar vielen endlichen Operationen (z.B. A = Gruppen), dann ist die volle Unter-
kategorie U der abzBhlbaren Algebren echt Kl—kovollstﬂndig, und es gilt U = E(%l) =
= A( !\l) . Ebenso folgt aus 7.9, 9.10, 9.4d) fir A =@ED und U =ﬂa_1:_o (= metri-

sierbare kompakte RHume), dass U = E(\Q ) = A(X8.) . Es stellt sich daher die Frage,

1 1

wann flr eine lokal pr#sentierbare Kategorie A und eine regulBre Kardinalzahl
o »7(A) die Gleichung A{a) = A(a) gilt. Die Antwort kann mit Hilfe des Begriffes

o~-noethersch einfach formuliert werden.

9.14 Definition. Sei o eine regul#ire Kardinalzahl und Ia die wohlgeordnete Menge
der Ordinalzahlen mit Kardinalit#t < a . Eine geordnete Menge M heisst om~noethersch,
wenn jede a-Kette in M station#r wird, dh. wenn es flir jede ordnungserhaltende Abbil~

dung h 3 Ia—sM ein Bo € Ia gibt derart, dass h(B) = h(ﬁo) fir jedes B 2P -

Es ist leicht zu sehen, dass in einer a~noetherschen Menge jede a-kafiltrierende

Teilmenge ein grBsstes Element besitzt. Man beweist dies mit Hilfe transfiniter
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Induktion wie im bekannten Spezialfall « = % .

Ein Objekt A in einer Kategorie A heisst o~noethersch, wenn die echten Quotien-

ten von A eine o-noethersche Menge bilden.

9.15 Beispiele. a) In einer abelschen Kategorie ist ein Objekt genau dann

Kn—noethersch, wenn es noethersch im Ublichen Sinn ist, vgl. Gabriel [20].

b) In der Kategorie Gr der Gruppen ist eine Gruppe genau dann }?D-noethrsch, wenn sie
die Maximalbedingung f8r Normalteiler erflillt. Zum Beispiel sind fast-polyzyklische Grup-
pen (vgl. R. Baer [3]) sowie alle alternierenden (bzw. einfachen) Gruppen _K\D—noethersch.
Das letztere zeigt, dass eine ﬂo-noethersche Gruppe im allgemeinen nicht endlich erzeug-
bar ist. Ebenso braucht eine endlich erzeugbare Ho-naethersche Gruppe nicht endlich pri-
sentierbar zu sein. Das Kranzprodukt ZAZ der ganzen Zahlen mit sich selbst wixd von
zwei Elementen erzeugt und erflillt die Maximalbedingung flr Normalteiler. Es ist jedoch
nicht endlich pr#sentierbar, vgl. Ph. Hall [23], p. 425.

Fr o > No ist eine Gruppe o~nogthersch, wenn sie a~erzeugbar ist. Die Umkehrung ist

nicht richtig.

c) In der Kategorie der kommutativen Ringe mit Eins stimmt der Begriff " Rc;-noethersch"
mit noethersch Uberein. Insbesondere sind also Polynomringe in endlichen vielen Variablen
8ber noetherschen Ringen sowie K#érper Ko-noethersch, aber ein ND-noetherscher kommuta-
tiver Ring im allgemeinen nicht Mo-erzeugbar (es gibt "grosse® K8rper). Hingegen ist

jeder a-erzeugbare kommutative Ring a-noethersch und a-présentierbar.

d) In der dualen Kategorie KomgD der kompakten RBume ist ein Raum genau dann

k{o—noethersch, wenn er endlich ist; und jeder metrisierbare kompakte Raum ist

Q“\\l-noetharsch .

Beweis. Ein endlicher Raum ist offensichtlich Ko—noethersch. Fir die Umkehrung genligt es
zu zeigen, dass ein \Ko—noetherscher Raum K diskret ist. Die abgeschlossenen Umgebungen
eines Punktes x € K bilden einen \{o—Filter. Nach 5,14 besitzt dieser ein minimales

Element F . WHre F # {x} , s0 wllrde es einen Punkt y in F
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geben, sowie disjunkte offene Umgebungen U(x)C F und U(y) . Der Abschluss von U(x)
enth8lt y nicht, was einen Widerspruch zur Minimalit8t ven F ergibt. Folglich ist x

isoliert.,

Wir zeigen nun, dass ein le-noetherscher Raum K in @20 die Eigenschaft besitzt,
dass jeder abgeschlossene Teilraum F € K der Durchschnitt einer abzBhlbaren Folge von
of fenen TeilrBumen Ul' U2... ist. Hierzu betrachten wir den Hl—Filter, dessen Elemente
Durchschnitte von abz8hlbar vielen abgeschlossenen Umgebungen von F sind. Dieser Filter
besitzt ein minimales Element (9.1‘4) ; welches offensichtlich genau F ist.

Umgekehrt ist ein Raum mit dieser Eigenschaft Rl-noethersch in Kc:mg‘3 . Sei némlich

Ul,UZ...Un,.. eine Folge von offenen Umgebungen eines abgeschlossenen Teilraumes F mit

o)

U =F und sei (Fv) eine absteigende K;Kette von abgeschlossenen Teilrf#umen mit
i

fV\F F . Flr jedes n gibt es ein v(n) mit F < Un . Fir p> sup v(n) gilt da-
n

v v(m)

her F =F .
u
Infolgedessen ist jeder metrisierbare kompakte Raum \Kl-noethersch (Bourbaki [11]. %2

prop.7), die Umkehrung hievon gilt jedach nicht (Bourbaki [12], §2, exercice 13 c}}.

9.16 Es ist evident, dass ein echter Quotient eines o~noetherschen Objektes wieder
a-noethersch ist. Hingegen ist ein o-Koprodukt von a-noetherschen Objekten im allgemeinen
nicht mehr a~noethersch. In der Kategorie der Gruppen ist Z ';*\D-nnethersch, aber ein
endliches Koprodukt (= freies Produkt) von Kepien von Z ist nicht r\n-—nnethersch. Wir
nennen deshalb eine Kategorie U o~ngethersch, wenn sie echt a~kovollst#ndig ist und

jedes Objekt in U a-noethersch ist.

9.17 Satz. Sei U eine kleine echt a~kovollst8ndige Kategorie. Aeguivslent sind:

(i) U ist a~noethersch.

(1i) Es gilt 5t [U°,Me] = Staﬁg?,ﬂgj .

(iii) a) Jeder regulBire Epimorphismus U —U" ist der Kokern eines Morphismenpaares

ur=u .

P .
b) Fr jedes o~kofiltrierende System (U —R)U)\.))\.EL von regul8ren Quotienten von

U €U und jedes Morphismenpaar f,g : V33U mit
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(v Euoiin U)\) = (v3U 5 1im U,) aibt es ein u €L derart, dass bereits
- -
X )

pf=pg.
i B

c) Die Zerlegungszahl Z{g,U) jedes Morphismus o € U genligt der Bedingung

[Z(9,0)] <« « (vgl.1.6b).Es sei daran erinnert, dass Z(p,U) = O, falls in U

jeder echte Epimorphismus regulBr ist, 1.7).
Beweis. (ii)=—3{i) Sei
UosU, sU, »... »U —...
1 v

eine o-Kette von echten Quotienten von U € U und sei V = lir’n Uv . Weil die Yoneda Ein-
bettung Y :_t_J_—,Sta[_gc',M_e] echt a-kostetig ist (9.8), so gilt [-,v] = lim [-,U ] in
v

Sta[go,flgj = E%a[_u_‘j,M_e] . Da [-,v] in Sta[_gu,ﬂg] a~pr8sentierbar ist, so faktorisiert
die Identit#t van [-,V] durch einen der universellen Morphismen [-,Uv] —»[—,V] . Die
gleiche Rechnung wie am Ende des Beweises von 6.6 e) zeigt, dass es ein p > v gibt
derart, dass die Zusammensetzung der Faktorisierung [=-,V] —»[—,Uv] mit dem kanonischen
Morphismus ["Uv] —»[—,U“] ein Isomorphismus ist. Folglich ist auch der induzierte Mar-
phismus V —»Uu invertierbar und ebenso der kanonische Morphismus Uu -V .
{i) == (iii) Sei p : U —U" ein requlfrer Epimorphismus in U und (fi,gi : U; :!U)iEI
ein Diagramm mit Kolimes {U",p) . Die Kolimites US der Teildiagramme
(fj,gj : U; ju)ng mit 1Ji<a bilden ein a~kefiltrierendes System von echten Quotien-
ten von U . Da die Menge der echten Quotienten von U oa-noethersch ist {5.14}, so hat
dieses System ein grBsstes Element

UJO_:VE» 1%91 Ut =
Dieses ist der Kokern des Paares

(F.),(9) « 1l u=u
J 3 Jey, J

Fir die Aussage b) bemerke man, dass der kanonische Morphismus U — lim U)\ durch die
=
A

kanonische Projektion U —Kok(f,g) faktorisiert. Da flir ein genligend grosses )\G €L

der kanonische Morphismus U, —— lim U
pam

Ao A invertierbar ist, so faktorisiert auch
A
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p, :U=U durch U —Kok{f,g} . Folglich gilt p, f =p g .
>‘a Ao >\D o

Die Aussage c)} ist auf Grund der Definition der Zerlegungszshl trivialerweise erflillt
(vgl. 1.5).

(iii)==y(ii)} Da die Hom-Funktoren [-,U] , U e U, in A = Sta[HD,M_e] a~présentierbar
sind und sie eine echte Generatorenmenge bilden, so genligt es zu zeigen, dass jeder echte
Quotient eines o-Koproduktes __lEL[—,Ui]—g—'»[—,lEJ.Ui] in A wieder darstellbar und folglich
o~prisentierbar ist (5.5). Wegen 9.3 gilt dann n¥mlich Qiﬁ(a) = Ala} und folglich
ABSE [A(0)7,Ne] i&d_tf,m] .

Wegen _Lfl_[—,ui] g—»[—,.l:{LUi] kBnnen wir uns auf den Fall eines echten Epimorphismus

Q [—,U] —-B mit U =_L.l.Ui beschrénken. Nach 1.6 a) kann die erste Zerlegung
i

7 L£] )

[-u] =a—=51a M5 uon ¢ mit Hilfe aller Tripel ¢ = ([-,v ] ——[‘:”‘5:]3 [-,u]
]

AL

mit der Eigenschaft cp-[-,fL] = cp-[—,gL] konstruiert werden, und es gilt
Al _—: l%m (KDk([—,ij,[—,gL])) = lﬂ“ [—-,KDk(fL 1'3,')]
¢

Ferner ist El H [—,U] qu der universelle Morphismus [—,U} —)l_i_r’n [—,Kok(f" ,g‘.)] .
¢
Auf Grund von a) ist der kanonische Morphismus p : U al_ir)n KDk(fL
L
Morphismenpaares X =3 U und folglich ist auch [-—,p] ein reqgul8rer Epimorphismus in

»g,) der Kokern eines

Sta[QD,M_e] . Da [-,p} durch den kanonischan Morphismus

y oz lgn [-,Knk(fb,gl')] a[-,l_:i:’m KDk(f,’,gL)] faktorisiert, so ist der letztere ein echter
3 +

Epimorphismus. Da die Inklusion Sta[gc’,M_e] —[U7,Me] a-kofiltrierende Kolimites erh8lt,

so folgt leicht aus b}, dass y ein Monomorphismus und folglich ein Isomorphismus ist.

Dies zeigt, dass A, darstellbar ist. Da die Yoneda Einbettung g_»Sta[gc’,M_e] o-Koli-

mites erh#lt, so folgt aus |Z(p,U){ < a , dass wegen (v} < o auch die weiteren Glieder

AZ’AB"”’A\) % B der Zerlegung von ¢ darstellbar sind.

9.18 Korollar. Sei A eine lokal prisentierbare Kategorie und sei a eine regulBre

Kardinalzahl > € (A) . Aeguivalent sind:

(i} A besitzt eine echte Geperatorenmenge M bestehend aus o~erzeugbaren Objekten

derart, dass jedes o~Kgprodukt von Objekten aus M o-noethersch ist.
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(ii) A(a) ist o-nosthersch.

(iii) Es gilt Ala) = A(a) .

Wenn diese 8quivalenten Bedingungen erflillt sind, so gilt ferner « aﬂ:(_ﬂ_) .

Beweis, (ii) =>(i) ist trivial und (i) =y (ii) folgt aus 9.3. Aus (ii) folgt ferner

-~

P ~ 0 ~ 0 .
A EoStd[ﬂ_(a) JMe] = Std[ﬁ(a),Me (9.10 und 9.17). Da die Hom-Funktoren a~présentierbar

in der letztgenannten Kategorie sind, so besteht auch ’E(a) aus o~prisentierbaren Objek-
0 ~ -~ e~ O

ten in A . Umgekehrt folgt aus (iii) Sta[A(a) MelEa R Sta[A(a) WMe] (7.9 und 9,109,

und folglich (ii) (9.17).

Schliesslich folgt aus A(a) = Ala) und a 2 €(A) , dass Ala) dicht ist in A . Dies

zeigt, dass o =TU({A) .

Bemerkung. In 13.3 werden wir beweisen, dass es flir jede requl8re Kardinalzahl f eine

reguldre Kardinalzahl o > B gibt derart, dass Ala) = A(a) .

9.19 Eine lokal pr#sentierbare Kategorie A heisst lokal a-noethersch, wenn o < £(A)
und wenn sie die Bedingung von 9.18 i) erﬂ_\llt.*) Aus 13.3 folgt, dass jede
lokal pr¥sentierbare Kategorie A a-noethersch ist flir grosse Kardinalzahlen o .

Die kleinste regullire Kardinalzahl mit dieser Eigenschaft heisst der noethersche Rang
v(A) von A .

Zum Beispiel sind die Kategorien der abelschen Gruppen, der kommutativen Algebren
Bber einem kommutativen noetherschen Ring und der Boole'schen Algebren Ro-noe‘thersch,
ebenso jede lokal noethersche Kategorie im Sinne von Gabriel [10]. Die Kategorien Kat ,
@ED und Gr sind Rl—noethersch, ebenso jede Kategorie von universellen Algebren

{Birkhoff [11], Lawvere [37]) mit abz8hlbar vielen endlichen Operationen.

Aus 9.17, 7.9 und 9,10 folgt, dass die Abbildung, welche einer lokal a-noetherschen

Kategorie die volle Unterkategorie ihrer o~erzeugbaren Objekte zuordnet, eine Bijektion

zwischen Aeguivalenzklassen von lokal a~-noetherschen Kategorien und Aequivalenzklassen

von kleinen o-poetherschen Kategorien induziert. Die Umkehrabbildung ordnet einer kleinen

*) Diese Definition ist schwMcher als diejenige in [5'3] , weil hier die Bedingung
a = £(A) nicht verlangt wird.
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a=noetherschen Kateqgorie U die Kategorie gfta[_L_l_D,ﬂg] = Sta[_go,ﬁlg_] zu.
Aus 9.14 folgt leicht, dass ein a~noethersches Objekt auch P-noethersch ist falls
B 2 a . Wir wissen nicht, ob eine lokal a~noethersche Kategorie A auch lokal

B-noethersch ist. Es gibt jedoch ein y > B derart, dass A wieder lokal y-noethersch

ist (13.3, 9.18).



§10 Tripel in lokal pr¥sentierbaren Kategorien

In diesem Abschnitt stellen wir die Beziehung zwischen Tripeln und lokal pr8sentier-
baren Kategorien her. Hierzu ist eine Verallgemeinerung des Begriffes "Rang" auf Tripel
in beliebigen Kategorien notwendig. Das Leitmotiv hierflir ist das folgende Ziel: Ist T
ein Tripel in einer lokal o~prBsentierbaren Kategorie A , so ist die Kategorie ﬂT der
M-Algebren genau dann lokal B-prisentierbar, wenn ' einen Rang =< besitzt und
B 2 @ . Aus diesem Satz folgt dann leicht, dass fir eine Kategorie A die folgenden Be-

dingungen 8quivalent sind:

(i) A 1is lokal prHsentierbar,

'
(ii) Es gibt ein Tripel "Il"l' in _M:_E_ mit Rang und ein idempotentes Tripel 'Té' in I\T;ETi

mit Rang derart, dass

Dabei bezeichnet _I‘T_e irgendein Produkt ven Kopien von Me . (Bekanntlich ist eine
solche Kategorie A #8guivalent zu eimer koreflexiven vollen Unterkategorie einer

Funktorkategorie [_LJ_D,M_E_-] , U klein). TI
n-

~ T AN
(iii) Es gibt eine Falge von Tripeln 'Tl’i,"f'"z,...,'-ll':1 mit Rang in Me, Me ],'... “1 Me 1
derart, dass
tTn
o =T
A (M_ !

{Man beachte, dass die Anzahl der Faktoren von EE. in {ii) und {iii) nicht gleich zu

sein braucht).

Fr die Terminolaogie betreffend Tripel verweisen wir auf J. Beck's Einleitung zu Band 80

T

der Lecture Notes. Ist T = (T,e,u) ein Tripel in A , so bezeichnen wir mit F : A —A

T

und U : A —A den freien bzw. unterliegenden Funktar (T = UF) .
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10.1 F. Linton [39) bzw. J. Beck flhrten den Begriff des regulfren Ranges einer Katego-
rie ﬂe_T bzw. eines Tripels T - (T,e,u) ein. Man sagt, der Rang van Me  existiers,
wenn es eine regullre Kardinalzahl « gibt derart, dass jede Operation durch weniger
als « Argumente bestimmt ist, oder etwas genauer, jede Operation ist das Produkt von
einer Projektion und einer Operation, deren Stellenzahl kleiner als « ist. Man sagt
dann, der Rang von _I“‘IET sei <€ a . Es gibt viele 8quivalente Formulierungen; z.B. flr
jede freie Algebra TM und jedes Element a ¢ TM gibt es eine Teilmenge Moc M mit
IMDI < o derart, dass das Element a bereits in TMD < TM enthalten ist (J. Beck),
oder: der Funktor T : Me —Me kommutiert mit a-kofiltrierenden Kolimites.

Jede der 8quivalenten Formulierungsn kann zur Definition des Ranges eines Tripels in
einer beliebigen Kategorie verwendet werden. Natlirlich sind diese dann im allgemeinen
nicht mehr 8quivalent. Man kann wohl darliber debattieren, ob der Rang =ines Tripels T
in A eine Kardinalzahl, eine kleine Unterkategorie in A oder f\_T , etc. sein soll.
Flir uns ist dieses Problem nicht wichtig. Wir zeigen n#mlich im folgenden, dass flir eine
lokal pr#sentierbare Kategorie A die verschiedenen mBglichen Formulierungen #quivalent
sind, und dass man jeder Kardinalzahl in natlirlicher Weise zwei kleine Unterkategorien
von A und AT zuordnen kann und umgekehrt. Man kann einem Tripel T mit Rang in na-
tlrlicher Weise mehrere Kardinalzahlen zuordnen. Wir beschrfinken uns wie in §7 und §9

auf einen Pr8sentierungsrang und Erzeugungsrang.

10.2  Definition. Ein Jripel T = (T,e,u} in einer kovollstSndigen Kategorie A be-

sitzt einen Rang, falls es eine kleine volle Unterkategorie U von pr¥sentierbaren Ob-

Jjekten gibt derart, dass der Funktor T : A — A die Kan'sche Koerweiterung seiner Re-

striktion auf U ist.

Sei I : Ue A die Inklusion. Falls alle Objekte aus U a~pr8sentierbar sind, so
o . . L. .
erh8lt der Funktor _A_—)[H ,M_e.] y A e [I—,A] a~-kofiltrierende Kolimites. Das gleiche
gilt wegen 2.8 flir die Kan'sche Koerweiterung jedes Funktors U —B , also speziell flir
den obigen Funktor T . Demnach gibt es eine kleinste requllre Kardinalzahl « derart,

dass T o~kofiltrierende (bzw. monomorphe o-kofiltrierende) Kolimites erh8lt. Wir nennen
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sie den Pr8sentierungsrang (bzw. Erzeugungsrang) von T und bezeichnen sie mit o (T)

(bzw. mit €M) ).

Offensichtlich gilt EM < (M . Der von M. Barr [l-r] eingeflihrte Begriff eines
Ranges stimmt flir lokal pr8sentierbare Kategorien mit dem unsrigen UBberein, nicht aber
derjenige in der neueren Fassung [5'], welcher schw8cher ist und nicht ausreicht, die ent-
sprechende Fassung von 10.3 zu beweisen.

Wir beschrlnken uns jetzt auf den Fall, wo A lokal présentierbar ist. Folglich er-
h#81t T nach 2.8, 2.9 und 5.5 genau dann monomorphe a-kofiltrierende Kolimites, wenn T
die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf Z(a) ist. Insbesondere hesitzt M ge-

nau dann einen Rang, wenn WM oder E£(M definiert ist.

10.3  Satz. Sei M= (T,&,p) ein Tripel in einer lokal o-pr¥sentierbaren Kategorie A

und M eine echte Generatorenmenge, bestehend aus a-pr8sentierbaren Objekten. Aeguiva-

lent sind:

{i) T erh8lt o~kofiltrierende Koligites {dh. WM < «) .

(ii) Fbr jedes A € A induziert der Funktor A(a)fA —A , (X,E) ~TX einen Isomorphis-

mus lim TX - TA .
— —
%58

U erh81t aw-kofiltrierende Kolimites.

(iii

(iv) F#r jedes V € M ist FV o-prHsentierbar in _A_T

(v} FBr jedes B € AT und jeden Morphismus f : V -—»UB mit V € M gibt es eine o-pré-

U

sentierbare Algebra BD € A" und einen Morphismus i : BD — B derart, dass f

durch Ui faktorisiert. Ferner gibt es zu je zwei solchen Faktorisierungen

: {] 1] n 3
v -S—»UBDU—J'b B und v ung U B von ¢ eine gritte v 25 usr 2L

und Morphismen j : B —B* , j' : B! -»B" demart, dass 1 = i"j , i' = i"j' und
— o o 0 o — =
(Ujdg = (Ui")g" .

T

Sind diese Hguivalenten Bedingungen erflillt, so ist A lokal a~pr8sentierbar, FM
. . ™ . . ) T
ist eine echte Generatorenmenge von A" , und {FX|X € A(a)} ist sogar dicht in A

AT

Ist umgekehrt lokal pr8sentierbar, dann hat T einen Prisentierungsrang

(das letztere folgt aus 10.5d).



124 §10 -4-

Den Beweis dieses Satzes geben wir in 10.6.

10.4 FWir den Erzeugungsrang eines Tripels gilt entsprechend der folgende

Satz. Sei T = (T,e,u) ein Tripel mit monomorphismenerhaltendem T in einer lokal a-er-

Zzeugbaren Kategorie A , und sei M eine echte Generatorenmenge bestehend aus o~erzeug-

baren Objekten. Aeguivalent sind:

(i) T erh#1t monomorphe a-kofiltrierende Kolimites (dh. € () < a)

(ii) FBr jedes A € A gilt lim TX B TA , wobei X die a-erzeugbaren Untershjekte von
— — — i
X

A durchliuft.

(iii) U erh8lt monomorphe a-kofiltrierende Kolimites.

{iv) FfUr jedes V € M ist FV oa-erzeugbar in A

{v} [fUr jedes B ¢ AT und jeden Morphismus f : V —UB mit V € M gibt es eine a-er-

zeugbare Unteralgebra j : B0—>B derart, dass f durch Uj faktorisiert.

Sind diese Bguivalenten Bedingungen erflllt, so ist Arr lokal a=~erzeugbar, FM ist
. ~ . . . T
eine echte Generatorenmenge von A , und {FX|X € A(a)} 4ist dicht in A

Ar

. Ist umgekehrt

lokal erzeugbar, dann hat ' einen Erzeugungsrang {(vgl. 10.5 c) ).

Der Beweis dieses Satzes verl®uft 8hnlich wie 10.6.

10.5 Bemerkungen a) Sei W' ein Tripel in A = Me . Falls ¥ (T) < a , dann bilden nach
10.3 die freien Algebren FM mit IMl <« « eine dichte Unterkategorie in _Pig_T . Die Um-
kehrung hiervon ist jedoch nicht richtig. Es gibt n#mlich ein Tripel Tl in Me mit der

. 0w, T . .
Eigenschaft Me & Me (= complete stomic boolean algebras, vgl. Linton [38]). De unter
gewissen Voraussetzungen jede unendliche Menge ein dichter Generator in _MED ist {vgl.
4.15), so gibt es nach 3.3deine Kardinalzahl « derart, dass die freien Algebren mit

14

weniger als « Erzeugenden eine dichte Unterkategorie in Me bilden. Trotzdem besitzt

T' keinen Rang, weil ﬂe_o nicht leokal pr¥sentierbar ist (7.13}.

b) Sei M ein Tripel in einer lokal o-erzeugbaren Kaetegorie A mit der Eigenschaft

£M = « . Dann folgt aus 10.4 und 9.5, dass jede T-Algebra der a-kofiltrierende Kolimes

ihrer a-erzeugbaren Unteralgebren ist. Umgekehrt kann man jedoch hieraus nicht schliessen,
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dass E{M < a , sondern nur, dass ‘M einen Rang besitzt. (Nach 6.2 sind n¥mlich die

freien Algebren FV , V € M , B-erzeugbar flr ein genligend grosses f und aus 10.4 folgt
daher E(M) <P ). Es kann sshr wohl vorkommen, dass jede W -Algebra der a-kofiltrierende
Kolimes ihrer a-erzeugbaren Unteralgebren ist, obwohl E(F) > a {sogar E(F) >> o !)

Zum Beispiel ist der unterliegende Funktor U : Ab.Gr. —Me tripleable [7] , und der

Erzeugungsrang des zugehBrigen Tripels T in Me ist '*o . Andererseits ist jedoch auch

u' : Ab.Gr. —-Me , A wTTUA , tripleable, wobei M eine Menge mit beliebiger Kardinalitht
M

+

2 », ist. Der Erzeugungsrang des zugehBrigen Tripels T'' in Me ist i (5.2). Da

1
ET 2 Ab.Gr. ¥ MET

, 50 ist jede 'H"-Algebra der go-kofiltrierende Kolimes ihrer no—er-

zeugbaren Unteralgebren, obwohl £(TF") > -

c) Ist M ein Tripel in einer lokal a-erzeugbaren Kategorie A , derart, dass A_T wieder

lokal a~-erzeugbar ist, so kann man hieraus wie vorhin in b} schliessen, dass T einen

Rang besitzt, nicht aber, dass €(F) € a . Das in b) erwdhnte Tripel T*' imn Me liefert

ein Gegenbeispiel.

d} Ist M ein Tripel in einer lokal prAsentierbaren Kategorie A  derart, dass A’r eine

kleine dichte Unterkategorie Y w~on a-erzeugbaren Objekten besitzt, dann besitzt T

einen Rang. Aus 6.2 folgt n#mlich, dass flir ein genligend grosses f jede freie Algebra
FV , V € M, B-erzeugbar ist. Folglich gilt €(T) < B , (10.4). Das Beispiel in b) zeigt,

dass der fall E{T) > a mbglich ist.

10.6 Beweis von 10.3. (i) &> (ii) Nach 2.9 und 14.5 gelten die Aussagen (i) oder (ii)

genau dann, wenn T die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf A{a) ist.

(i) =» (iii) Sei v ~ (AV,E,V) ein a-Kofilter von M-Algebren. Die Strukturmorphismen

E : TA —A induzieren eine T-Algebrastruktur l1im £ : T{(lim A ) & lim TA — lim A
v VoV -V v y vy
auf lim A, und es ist klar, dass (lim A ,lim £ ) & 1im(A ,£ ) .

—“—) v ;—) v -v—) v — v v

v

(iii) =» (i) Dies folgt aus T = UF , weil F kostetig ist.

(iii)€»(iv) Jeder o—Kofilter vwEv mit Kolimes B in AT und jedes V € M geben

Anlass zu einem kommutativen Diagramm
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g

Lim [Fv,B)) 5 1im [v,uB ] S[V,1im UBV]

. = :
[Fv,lim Bv] _T [y, Ulim Bv] .
Demnach ist u genau dann flr jedes V bijektiv, wenn v es ist, d.h. wenn

1im UB, — Ulim B ein Isomorphismus ist.
- v - v

(v) =» (iii) Sei v M»Bv ein a~Kofilter mit Kolimes B din _A_T . Wegen 1.9 genligt es

zu zeigen, dass die kanaonische Abbildung
: # . v
1im [v,UB ] :»[V,lﬂn UBV] ¥ [v,us]

flr jedes V € M bijektiv ist. Sei also f € [V,UB] , und sei f = (Ui)g eine wie in
(v} angegebene Zerlegung von f . Dann faktorisiert i durch einen der kanonischen
Morphismen iv : Bv — B . Folglich faktorisiert f durch Uiv und v ist surjektiv.

Jh' zwei Zerlegungen von f , so sind h und h'’

Sind andererseits f = (Uiv)h = (Uiv'

von der Form h = (Uplg und h' = {Ug')g' , wobei die Definitionsbereiche Bo und B;
von ¢ wund ¢ o-prsentierbar sind. Nach (v) hat f aber eine Zerlegung

9" Ui“
" —)UB; —> UB , wobei i" selbst eine Zusammensetzung i" = iv"?" flir ein geeig-

netes V" ist. Fernmer kann V" so "gross" gewBhlt werden, dass sich folgendes Diagramm

kommutativ erg#nzen l¥sst

v 9 5 uB Ug > UB
[s] v
/
//
g Ui 7
UL/
uj' //
UB '~ UR" / Ui
o o UP" /
Ug \UB’
9 U]"_a - it Uly"
- y
Byt = > UB
UBy» U1
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Das zeigt, dass v injektiv ist.

T
{iii)—=> (v} Wenn AT lokal a-prisentierbar ist, so ist A (a)/B a~kafiltrierend, und
. m T . X .
der o~Kofilter A (a)/B — A", (Bo,l) WBD hat B als Kolimes. Danach ist UB der Ko-
limes des o=-Kofilters (Bo,i)MUBD . Daraus folgt (v), wenn wir zeigen, dass die noch
nicht bewiesenen Aussagen von 10.3 aus (i) - {iv] folgen.

Wegen [FV,-] = [V,U—] ist zun8chst klar, dass FM eine echte Generatorenmenge ist,

weil U Isomorphismen reflektiert. Ferner ist {FXJX € A(wa)} dicht in _A_T Sei n#mlich
K (bzw. K') die volle (Kleisli)-Unterkategorie van AT bestehend aus allen freien T-Al-
gebren FX , X € A(a) (bzw. FA , A € A ). Aus 3.3 ¢} folgt zunBichst fr G = FU , dass

die Klasse { GBIBGAT} dicht in AT ist, Da diese in 0Ob K' enthalten ist, so ist folg=-
lich auch K'c< A_T dicht (3.9). Es genlligt daher wegen 3.9 zu zeigen, dass K bei allen
FA , A € A, dicht ist. Nach 7.4 ist A(a) in A dicht. Da F kostetig ist, genligt es

daher zu zeigen, dass f#r jedes A € A der Funktor
Alad/A K fa, (X, xvi> )~ (FX L FX -—F—gl>FA)

konfinal ist. Dies ergibt sich leicht, weil alle FX € K wegen [FX,-] 2 [X,U-] o-prt-

sentierbar sind und deshalb Bijektionen
. 2 .
1%91 [Fx,va] = [FX,1im va] = [Fx,FA]
v

induzieren.

Es bleibt zu zeigen, dass AT kovollst8ndig ist. Daflir k8nnte man das VollstHndig-

keitstheorem von Barr [4] [§] oder Schubert [4g] anwenden. Wir geben hier eimen anderen
Beweis, der zeigt, wie sich die "algebraische Struktur" von A auf AT bertrigt.

Sei Z eine Menge von Morphismen in [A(x)°,Me] derart, dass StG[A(a)D,ME_] =
-Stz[A(a)D,M_E] s vgl. 8.2 d). Sei L : [_f\_(a)o,M_e] —)[l_(_o,_l‘itﬂ die Kan'sche Koerweiterung
bezfiglich F : A(a) K und sei LZ das Bild von Z in [ﬁD,M_e] . Ein Funkter

Ho: K -Me ist wegen [Ld,H] 2 [d,H-F], €€ £, genau dann LZ-stetig, wenn

HeF 2 A(a)o —Me Z-stetig ist. Die Inklusion I : A(a) -»A induziert eine Aequivalenz

I, : AeStZ[A(a)D,E] , A~[I-,A] (7.9). Ebenso gibt die Inklusion J ; _I§_—+AT wegen
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™
3.4 und [JF—,B] = [I—,UB] , B€ A , Anlass zu einem volltreuen Funktor
N AT -;StLi[L(_D,M , B~s[J-,8] . Da Stg[ﬁo,w lokal pr8sentierbar ist (68.5), ge-
nligt es zu zeigen, dass J; eine Aequivalenz ist. Wir beweisen dies mit Hilfe des Dia-

gramms

'_'_’St [A DrM_e] < [A(a)D,M_e]

AT—de st [me] e [KCMe]

in welchem R die "Restriktion™ H ~ H.f bezeichnet.

Fir A €A und v= (R A s oy e Ala)/A gilt

LI,A = LI, Lim A £ lim L[-,A o) F lim [-—,FAV] s’[J-,l_iT FAV] = J FA
v v

v 14
(Fir L[-,Av] = [-,FAV] vgl., 2,2). Folglich bildet L die Unterkategorie Stz[_A(a)D,M
in Stu[ﬁo,M_e] ab. Sei im(AT) die volle Unterkategorie von Sth[_K_D,M_e] bestehend
aus allen Funktoren, welche zu einem Funktor JB , B € AT,isamorph sind. Dann ist mit

U auch der induzierte Funktor I‘Ud:l : im(AT) -—;S'r:[_ﬂo(a) Me] tripleable, dessen

a

Linksadjungierter .J*FI:l ist (beachte, dass J* wvolltreu ist). Aus LI, 2 J.F und

1,U #RJ, folgt, dass I‘UJ:l : im(AT) —»sz[ﬂa(a) ,Me] isomorph zur Einschr#nkung von
o ] T, . . . N o

R : Sth[_K_ oMe] - St[Ala) ", Me] auf im(A') ist. Folglich gilt im(A') = Sth[g ,Mel

genau dann, wenn R tripleable ist.

Das letztere zeigen wir nun mit Hilfe des Kriteriums von J. Beck [8 ]. Da F : Ala) —K

surjektiv auf den Objekten ist, so reflektiert R Isomorphismen. Wegen der Kovollst#n-

digkeit wvon StLI[L('D,Me genligt es deshalb zu zeigen, dass R rechtsexakte Folgen

H Bw
0]

"

o]l

wieder in solche Uberflihrt, falls es einen Morphismus h : RHD —>RHl in Stz[ﬁ(a)D,M_E]

gibt derart, dass (Rf)h = idg, und (Rg)h(Rf) = (Rg)h(Rg) . Da die Inklusion
0

Stz[j_\_( (X)D,M_e] -’[A(G)D,M_e] zusammenziehbare Kokerne erh#1t, so ist der in [A( a)o,M_F-']



§10 -9- 129

definierte Funktor
Ala)? - Me , X ~Koker(Rf(X),Rg(X))

o-stetig. Dieser ist aber die "Restriktion™ von Koker(f,g) € [l(_D,M_E] . Folglich liegt

Koker(f,g) bereits in der Unterkategorie StLi EO,M_E_] , weil diese aus denjenigen Funke

toren _ED —Me besteht, deren Zusammensetzung mit F : A(a) —» K oa-stetige Funktoren

A(a)o —+Me ergeben. Folglich gilt H € Koker{f,g) und RH 2 R Koker(f,g) = Koker(Rf,Rg).

10.7 Bemerkung Aus 10.6 erh8lt man eine Beschreibung derjenigen kontravarianten

mengenwertigen Funktoren auf der Kleisli Kategorie, welche den T—Algebren in A entspre-

chen. Sei T ein Tripel in eindr lokal o-prBsentierbaren Kategorie A mit der Eigen-

schaft () € « . Sei = gine Menge von Morphismen in [A(a)D,M_E] mit der Eigenschaft

SfZ[A_(fI)D,M_E_] = Std[_A_(a)D,M_é] <’—A . Sei J' :K'c T die Inklusion der vpllen Unterka-

tegorie, bestehend aus den freien Algebren FA , A € A, und sei

E_: [_/_\_(a)o,M_E] —*[E’D,M_e_] die Kan'sche Koerweiterung bezligiich F : Ala) —K' , X ~FX.

Dann induziert der Funktor

AT [k °Me] , B ~[J-,8]

eine Aeguivalenz von _/_\_T auf die volle Unterkategorie derjenigen EFiustetiqen Funktoren

ﬁ'o —Me , deren Zusammensetzung mit A —K' , A ~FA o-kofiltrierende Kolimites erh8lt.

Dies ergibt sich aus dem Beweis der Kovollst#ndigkeit von AT in 10,3 (iii)=>»(v).

10.8 Korollar. Sei M ein Tripel mit Rang in einer lokal pr8sentierbaren Kategorie A .

T

Dann ist loka) pr#sentierbar, und ss gilt

(AN s supfrlA) ¥} , ¢ (A1) = supe(A),E(M}

10.9  Beispiel. Eilenberg Moore [1?], Barr [‘f]_ Sei R eine assoziative Koalgebra in
der Kategorie A der A-Moduln, wobei A ein kommutativer Ring mit Eins ist. Mit UR
bezeichnen wir den unterliegenden A-Modul von R . Die Koeins UR — A und die Komulti-

plikation UR — UR @A UR induzieren natlirliche Transfoarmationen idA ——’[UR,—] und
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[UR ®A UR,-—] —»[UR,-] . Diese ermBglichen es, den Funktor T : A oA , A -v-s[UR,A] zu
einem Tripel T zu erg8nzen. Eine T-Algebra heisst bekanntlich ein Kontramodul 8iber R .

Nach 10.3 i) ist AT lokal o-pr8sentierbar, wobei a = T(UR,A) .
10.10 Die beiden folgenden Aussagen sind eine Art Umkehrung von 10.8 flir den Fall
A =Me bzw. A =TTMe, y, wobei Me. = Me . Die Beweise sind trivial.

31 i -

Ist A eine lokal pr8sentierbare Kategorie und I : X ©« A die Inklusion giner klei-

nen dichten Unterkategorie, dann sind die Funktoren

U, :+ A=[X"Me] , A ~[1-,4]

e

o [s]
up =[x Me] S [05 X uMe] , t s tfy o
tripleable, vgl. J. Beck, Lecture Notes, vol. 80. Zudem ist U2 volltreu und das von U
in [ED,M_E.] induzierte Tripel TZ ist idempotent und E(TZ) = sup £(X,A) . (Beachte
XeX

[ob X°me] = TMe, , wobei Me, = Me ).
XeX

Falls A einen dichten Generator X besitzt, dann ist A isomorph einer vollen ko-

reflexiven Unterkategorie der Kategorie der A-Mengen, wobei A = [X,X] .

Wir bemerken noch, dass A einen dichten Generator besitzt, wenn A eine regul#re Gene-

ratorenmenge M besitzt derart, dass [U,U'] $ & ftir U,U' € M . vgl. 7.5,3.10.

10.11 Satz. Sei X eine kleine Kategorie und sei T ein Tripel in [.)SD,M_E] . Falls

T: [ﬁD,M_e] -—)[LD,M_E.] kostetig ist, dann ist der Funktor

[ pe]” = [KC.te] , B [ -,5)

T
eine Aequivalenz. Dabei ist J : -—»[l(_o,j“l_e] die Inklusion der vollen Unterkategorie

&
der freien Algebren F[-—,X] , X € X

Bewsis. Dies folgt direkt aus 4.3, weil U : [Z(_D,.M_E_]T-—»[_X_D,M_e] kostetig ist (vgl. 10.6
(i)¢=>{(iii) ) und weil die Funktoren {F[-—,X]lxe)_(} eine echte Generatorenmenge in

T 4}
[E_D,M_E] bilden. Dffensichtlich sind alle Funktoren [}_D,M_e] —-Me ,

H w[F[—,X],H] ¥ (UH)(X) kostetig und [Z(’D,E]T ist kovallst#ndig.



§ll Algebraische Kategorien

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Spezialfall von &8, wo U eine kleine Kategorie
mit o-Koprodukten und Stz[-l.f,_l‘_’(g] die Kategorie der o-produkterhaltenden Funktoren
u°

—Me ist. In Anlehnung an Lawvere [’3;’], Linton [’39], Benabou [10] nennen wir eine sol-
che Kategorie algebraisch und bezeichnen sie mit Stﬁ[_Lf,M anstatt mit Stz[HG,M_e] -
Wir zeigen, dass algebraische Kategorien durch die (geringfligig modifizierten) Axiome von
Lawvere [3 7], Linton [33] charakterisiert werden, und dass zwei algebraische Kategorien
Stﬁgo,M_e.l und Stﬂ'\l_n,k] genau dann Bquivalent sind, wenn die vollen Unterkategorien
ihrer a-Projektiven 8quivalent sind. Fernmer ist mit A auch Stﬁ_lio,ﬁ] algebraisch, bzw.

lokal a~pr#sentierbar.

11.1 Sei X eine beliebige Kategorie. Bekanntlich heisst ein Morphismenpaar

fl'fZ s R 3X eine Aeguivalenzrelation, wenn flir jedes Y € X die Abbildung

([Y,fl],[Y,fZ]) : [Y,R] =LY, x] [¥,x]

injektiv ist und das Bild eine Aequivalenzrelation auf der Menge [Y,X] ist. Besitzt X

endliche Limites, so ist (fl,fz) bekanntlich genau dann eine Aequivalenzrelation, wenn
a) (f,f,) : R>XTX ein Monomorphismus ist,

b) die Diagonale (idx,id ) ¢+ X X WX durch (fl,fz) : R 5 X T X faktorisiert (Refle-

X
xivitt),

1. fa)

c) die Zusammensetzung R XWX 3Sxmwx , wobei der Morphismus ¢ "die Fakto-

ren vertauscht", durch (fl,fz) : R -X WX faktorisiert {Symmetrie),

d) der durch das kartesische Diagramm
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induzierte Morphismus (flpl,fzpz) : P X T X durch (f‘l,f‘z) : R —-X T X faktorisiert

(Transitivit8t).

Daraus schliesst man bekanntlich, dass ein Funktor F : X —Y Aequivalenzrelationen
erh#lt, wenn X endliche Limites besitzt und F endliche Limites erh#1t. Ist F zusHtz-
lich volltreu, so ist (fl,fz) genau dann eine Aequivalenzrelation, wenn (Ffl,FfZ) eine
ist.

Ein Morphismenpaar 9,09, 3 X' 3X heisst ein Aequivalenzpaar, wenn es eine Zerlegung

£

xt Bp ﬁX mit 9, = flp » 95 = fzp zul8sst derart, dass p ein echter Epimorphismus
2

und fl,fz eine Aequivalenzrelation ist.

Ist gl,g2 bereits eine Aequivalenzrelation, dann ist in jeder Zerlegung p monomorph
und folglich ein Isomorphismus.
Falls X WX existiert, dann ist die induzierte Zusammensetzung X' LR —(ﬁ‘)—> XX
die Zerlegung von (gl,gz) : X! =X T X in einen echten Epimorphismus und einen Monomor-
phismus.

Ein Aequivalenzpaar 9,09, ¢ X':))X heisst effektiv, wenn in der obigen Zerlegung die

Morphismen fl,f : R 3 X das Kernpaar eines Morphismus X — Y sind.

2
Sei X eine Kategorie mit Kokernen und Kernpaaren und sei 9,49, : X' 3X ein Mor-

phismenpaar und gq : X —Koker (gl,gz) die kananische Projektion. Es ist leicht zu sehen,

dass 91095 ¢ X' 33X genau dann ein effektives Aequivalenzpaar ist, wenn der kanonische

Morphismus X' —» X TF X ein echter Epimaorphismus ist, wobei Y = Koker(gl,gp) .
florphismus Y ein 15t, Wabel

11.2 Definition. Ein Objekt X € X heisst projektiv, wenn der Funktor [X,-] : X o Me

regullre Epimorphismen erhBlt.

11.3 Satz. Seien o =@ <regullre Kardinalzahlen. Sei U eine kleine Kategorie mit

a-Koprodukten und sei B lokal B-pr#sentierbar (bzw. P-~erzeugbar). Dann ist auch

Stﬁ[_lio,g lokal B-prisentierbar (bzw. B—erzeugbar) und die Inklusion

I: Stﬁ[ga,m _,[_QD,Q] erh#lt B-kofiltrierende Kolimites (bzw. monomorphe B-kofiltrieren-

de Kolimites). Sei & 2 o . Falls §-Produkte regulire Epimorphismen in B erhalten, so
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gilt dies auch in Stﬁ[f,g] . Unter dieser Voraussetzung gilt ferner:

a) Die Inklusion I : Stﬂ_l_J_o,E] -»[QD,Q] erh81t und reflektiert requlBre Epimorphismen.

b) Jeder echte Epimorphismus in Stﬁ[_go,g] ist requl8r, wenn dies in B der Fall ist.

c) Besitzt B eine echte Generatorenmenge M , bestehend aus projektiven f-prisentierba-

ren (bzw. projektiven P-erzeugbaren) Dbjekten, dann trifft dies auch fiir St_ﬁ[g",g] zZu.

d) Ist in B jede Aeguivalenzrelation effektiv, dann ist dies auch in Sty _QD,Q] der

Fall.

11.4 Bemerkungen. a) Wenn B = Me ist, denn sind die Voraussetzungen von 11.6 und

ll.6a)~d) flir beliebige a,B,§ erflillt.

b) Wenn B eine Garbenkategorie ist, dann sind die Voraussetzungen von 11.6, 1l.6a,b,d)

flr a=§8 = RO erfiillt.

c) Falls in B flr jeden regulliren Epimorphismus B' —B und jeden Morphismus B" —B
der kanonische Morphismus B'TBT B" —B" wieder ein requl8rer Epimerphismus ist, dann

folgt aus a), dass diese Eigenschaft auch in Stff[g",g] gilt. M. Tierney bewies, dass
eine additive Kategorie mit Kernen und Kokernen genau dann abelsch ist, wenn sie diese

Eigenschaft besitzt und ausserdem jede Aequivalenzrelation effektiv ist. Exrflillt die lokal

B-prlsentierbare (bzw. P-erzeugbare) Kategorie B diese beiden Bedingungen, dann ist

folglich die Kategorie der kommutativen Gruppenobiekte von B abelsch (weil sie ffir ein

»
geeignetes U zu Stf(g°,§) 8quivalent ist).

11.5 Beweis von 11.3. Wenn B lokal B-pr#sentierbar ist, so folgt aus B.7, dass
Stﬁ[y_o,ﬂ lokal B-pr#sentierbar ist, und dass die Inklusion I p-kofiltrierende Kolimi-
tes erh8lt.

Wenn B lokal f~erzeugbar ist, sei v -st ein monomarpher B-Kofilter von Funktoren

F, € Stﬁ[g",g] und (U,),

Jled
lJV < @ . Nach 5.2 gilt

eine Familie von Objekten aus U mit der Eigenschaft

Lim F (Jj_luj) ilim];[Fv(uj) iTjTl_i’m Fy(Uy) .

Ty pird
v v
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Dies zeigt, dass der Funktor U Mli'.r,n FV(U) zu Stf:[_L_JD,i] gehdrt, und dass I folglich
v

monomorphe B-kofiltrierende Kolimites erh#lt.

Ist M eine echte Generatorenmenge von B , so bilden die Funktoren

-8B, X ~ J_I_V mit Ue€lU und V €M eine echte Generatorenmenge M
[x,u]

. o . - -

in [U°,B] . Dies folgt leicht aus dem Yoneda~-Lemma ([ ], introd.)

ve [-,u] : L°

[V ® ['vU]vG] g [VrGU] ’

wobei G € [Qo,ﬂ einen beliebigen Funktor bezeichnet. Sind die Ubjekte V € M alle

B-pr#sentierbar (bzw. B-erzeugbar) in B , so sind die Funktoren V@[-,U] B~présentier-
. o o o . .

bar (bzw. B-erzeugbar) in [U ,B] . Ist L : [U",B] —,Stf:[_Ll ,B] eine Koreflexion und

F e Stﬂgo,_ﬂ_-] » s0 schliesst man leicht aus
[Lov e [-uD,F) Sy & (-,0],1F] S (v, 17 ()]

dass LM = {L(V ® [-,U]) ' VeMUe g} eine echte Generatorenmenge in Stﬂ_L_JD,ﬂ ist,
und dass die L(V ® [-,U]) @-prisentierbar (bzw. B-erzeugbar) in Stﬁ‘[f,g] sind, falls
das entsprechende flir die Objekte V in B gilt. Insbesondere ist St:[go,_ﬂ_-] B-erzeug-

bar, falls B es ist.

a) Sei p : F —=F' gin Morphismus in Stﬁ_l__lo,ﬁ] und fl,fz : R 3F sein Kernpaar. Sei F"

) in [U°,B] , d.h. F" ist der Funktor U° B ,

der Kokern von (I*Fl,I*F2

U ~» Kok (fl(U),f (U)) =zusammen mit der kanonischen Projektion q : F =F" . Flir jede
Familie (Uj )j g ven Objekten aus U mit der Eigenschaft 1Jl < « sind die ersten bei-
€

den senkrechten Pfeile des Diagramms

Fll
R(Jj]_uj) o — - F(JJ_[UJ.) (‘[j_[uj)

IR

a~r
=

T Ta(U)
TR, ==—=TTr(u) ——5TJr"w)
R GV I i

Isomorphismen, die obere Zeile ist rechtsexakt, und mfl(uj),ﬂfz(uj )> ist das Kernpaar
3 j
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von —l;rq(Uj) . Nach Voraussetzung ist _];]_q(uj) ein regulBrer Epimorphismus. Deshalb ist
auch die untere Zeile rechtsexakt und der dritte senkrechte Pfeil ein Isomorphismus. Folg-
lich gehBrt F" 2zu Sti[_go,i] und F" ist auch der Kokern von (fl,fz) in Stf:.[_uo,il .
Dies zeigt, dass die Inklusion 1 regul#re Epimorphismen erh8lt und reflektiert.

Hieraus folgt auch unmittelbar, dass in Stﬁ.[_qo,il § —Produkte reguldre Epimorphismen er=

halten.

b) Es ist zu zeigen, dass mit p,q € Stﬁ_[_go,_B_] auch p.q ein regulBrer Epimorphismus ist.
Nach a) sind I(p) und I(gq) regulBre Epimorphismen, und folglich auch

I(p)-I(g) = I(pq) sowie pq .

c) Wenn V € M projektiv in B ist, dann ist flr jedes U € U der Funktor V ® [—,U]
auf Grund des Yoneda-Lemmas projektiv in [_L_lo,_l‘i!_a_] . Weil die Inklusion I regullre Epi-

morphismen erh#lt, so ist L{V ® [-,U]) auch in StlaL[LJ_D,i] projektiv.

d) Nach 11.1 erh#lt die Inklusion I Aequivalenzrelationen. Ist fl,fz : R 33F eine

Aequivalenzrelation in Stﬁ_[_go,gl , dann ist I(fl),I(fz) : I(R) 3I1(F) nach Vorausset~-
zung das Kernpaar eines Morphismus I{(F) —»G in [go,il , und folglich auch der kanoni-
schen Projektion I(F) -»Koker (I(fl),I(fz)) . Nach a) ist der Funktor

Koker(l'(fi),l(fz)) : _lf —B a-produkterhaltend und somit ist f : R 3F das Kernpaar

AP
ven F —Koker (I(f)),1(f,)) in Stfu°s] .

11.6 Satz. Sei a gine regulfre Kardinalzahl und sei A eine Kategorie mit einer Menge

M<c0Ob A derart, dass in A o~Koprodukte von Objekten aus M existieren. Sei

I : U—>A die Inklusion der vollen kleinen Unterkategorie, bestehend aus allen solchen

a-Koprodukten.

Der Funktor
A—’Stﬂ[ﬂovﬂﬂ . A M’[I_VA]

ist genau dann eine Aequivalenz, wenn die folgenden Bedingungen erf#illt sind:

a) A besitzt beliebige Koprodukte von Objekten aus M sowie Kokerne von Morphismen-

paaren zwischen solchen Koprodukten.
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b} M ist eine echte Generatorenmenge in A .

c) Jedes V € M ist projektiv und o-pr#sentierbar in A .

d) Jede Aeguivalenzrelation in A ist effektiv.

Heweis. Wegen 11.3 und 11.5 genligt es zu zeigen, dass die Bedingungen a)-d) hinreichend

sind.

Nach 1.12 und 7.5 ist U dicht in A , und die Objekte aus U sind a-pr8sentierbar und

projektiv in A . Nach 1.12 ist A kovollstindig und vollst8ndig. Der funktor

G : A —»StKIQO,M_e] , A -«»[I-—,A] ist volltreu (3.5) und nach 2.7 besitzt er einen Koad-

: . . . o .

_)unglerten L , nBmlich die Kan'sche Koerweiterung E (1) - Stﬁtg Me] - A, wobei

Y: U —»Sta[ _.' die Yoneda Einbettung ist. Da die Zusammensetzung

Gl : U —~A—5t{0%Me] a-Koprodukte erh#lt (sie ist mit Y identisch) und da jedes Uell

in A o~pr8sentierbar ist, so erhdlt G : A — 5t _l._J.O,M_e.' beliebige Koprodukte van Objek-

ten aus U . Folglich ist fUr jedes Koprodukt _Ll_[— U ] in Stat u° M_s.' der Adjunktions-
- g J P " My pl= v J

morphismus _U_[—,Uv] —aGL(I “ -,Uv]) ein Isomorphismus. Flir jeden Funktor F € Stj_go,M_e]

vy v
gibt es regullire Epimorphismen p .II —,Uv] —~F und q :_[_J_[—,Uu] —R in Stﬁ_l_J_O,M_e] ,
v ¥

wobei p.,p, : R :_Ll[-,U ] das Kernpaar von p ist. Sei ¢, = p,q und @, = pq . Im

1'"2 v v 1 1 2 2

Diagramm

_L]_[-,uu] :vﬁ _]_[[-,uv] —P ¢
K ?, v

e
GL(J_J_[-,Uu]) — GL(_LI_[-U ) ELP 5 GiF
m

sind wie angedeutet zwei der Adjunktionsmorphismen Isomorphismen und die obere Zeile ist
rechtsexakt. Wir zeigen nun, dass die untere Zeile ebenfalls rechtsexakt ist. Hieraus

o
folgt dann, dass auch F —GLF ein Isomorphismus ist und somit G : A—;Stﬁ[_u_ ,Me] und
L Stlt[_go,ﬂg] — A Aequivalenzen sind.
Da die Objekte von U projektiv in A sind, so erh#lt G : _l_\_—vStﬁ[_L_J_o,ﬂE] , A -«v[I—,A]
regul¥re Epimorphismen (11.3 a}) und ausserdem ist in A jeder echte Epimorphismus regu-

Wz (1.12). sei F =] |[-,u] und F, =1 ||-,uu] und sei LF, LR (1 L
v 3
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eine Zerlegung von (Lq;l,Lq;z) : LFl —»LFOTF LFO in einen echten {= regul¥ren) Epimorphis-
mus und einen Monomorphismus. Dann ist auch (Gpi,Gpé) o Gq' eine solche Zerlegung von
(GLq;l,GLq;z) : GLFl —»GLFOTT GLFO und sie stimmt bis auf Isomorphie mit der Zerlegung
Fl—q—>R——(-Ei'—E’=)~—>FO W, von (g,0,) : F) »F T F_ Oberein, d.h. die Adjunktions-

morphismen Fo E»GLFO und Fl E»GLF_,L geben Anlass zu einem kommutativen Diagramm

F—3 spn—PuPd o
1 o o

n
R

~
= =

+ f Gp!
GLFlG—"> G —SeLGR) GLF T GLF_

Als volltreuer und stetiger Funktor reflektiert G Aequivalenzrelatiormen (11.1). Folglich
ist mit R :,’FO und GS :lGLFo auch S :tLFo eine Aequivalenzrelation. Nach Voraus-
setzung sind in A Aequivalenzrelationen effektiv und somit ist das Paar & :tLFo das
Kernpaar seines Kokerns LF0 —LF (beachte, dass LFl :tLFu — LF  rechtsexakt und

q' : LFl — § ein regullrer Epimorphismus ist). Da G regullire Epimorphismen erh#lt, so

folgt hieraus die Rechtsexaktheit von IZ-':LI’l :;GLFD — GLF .
11.7 Bemerkung. Man kann im Satz 11.6 die Bedingung c) ersetzen durch

c') Es gilt JMi< a und jedes V € M ist projektiv und o~erzeugbar in A .

Die in 7.5 und 11.6 gegebenen Beweise lassen sich n8mlich leicht auf diesen Fall aus-

dehnen, weil jedes Koprodukt I IUV , Uv € M , der monomorphe a-kofiltrierende Kolimes

veN
gewisser Teilkoprodukte I |U, mit J &N und |Jl< a ist. Die Teilkoprodukte sind
jed J
so zu whBhlen, dass jeder in I |U auftretende Summand auch in I |U_ vorkommt. Der
weN v jed J
kanonische Morphismus U, —» U ist dann monomorph, weil er eine Retraktion be-
jeJ J N
Je VE
sitzt.

Aus A = Stj:.[_L_l_o,M_e] und 8.5 b), 5.2 folgt dann, dass die Objekte aus U ebenfalls a-pr#-

sentierbar in A sind.
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11.8 Korollar. Ist A algebraisch, dann auch Stﬁigo,ﬁ] . Ebenso ist jede volle kore—

flexive Unterkateqorie B wvon A algebraisch, vorausgesetzt die Inklusion I : B —A

erh#1t regul8re Epimorphismen und a-kofiltrierende Kolimites (flr irgend ein o).

Dies folgt unmittelbar aus 11.3 und 11.6.

11.9 Definition. Der projektive Prisentierungsrang Trp(A) (bzw. Erzeugungsrang EP(A) )
einer algebraischen Kategorie A ist die kleinste regul8re Kardinalzahl y derart, dass
es in A eine echte Generstorenmenge M gibt, welche aus projektiven y-pr#sentierbaren

(bzw. y~erzeugbaren) Objekten besteht.

£s gelten natlrlich die Beziehungen WP(A) > gp(_/i) ,M(A) < ﬂp('/‘\') und £(A) < EP(A).

Falls es in A eine echte Generatorenmenge M gibt, welche aus Ep(_jA_)nerzeugbaren pro-

jektiven Objekten besteht derart, dass M| < ED(A) , dann gilt ﬂ'p(_{\_) = ep(_/_\_) , vgl.
11.7. Flir die von Lawvere [37], Linton [39] betrachteten algebraischen Kategorien ist

dies praktisch immer der Fall, nicht aber flr diejenigen von Benabou [lD].

11.10 Sei A eine algebraische Kategorie mit einer echten Generatorenmenge M besteh-
end aus o-pr8sentierbaren Projektiven. Aus 7.6 folgt leicht, dass ein Objekt U € A genau
dann projektiv und a-pr8sentierbar ist, wenn U Retrakt eines a-Koproduktes von Objekten
aus M ist. Folglich ist die volle Unterkategorie Ap(tx) der a-pr¥sentierbaren Projek-

tiven in A klein und unter a-Koprodukten und Retrakten abgeschlossen (vgl. 2.14 a)).

Aus 11.6 folgt daher A Stﬁ[i\_p(a)o,M_e-l . Insbesondere sind zwei algebraische Kategorien

A und A' wmit 4 (A) €a >y (A') genau dann Bguivalent, wenn A {a} und A'{a) Squi-
= Tp P P P

valent sind. Ist umgekehrt U eine kleine Kategorie mit a-Koprodukten und Retrakten,

dann induziert die Yoneda Einbettung _Q—»Stﬂgo,ﬂg] eine Aequivalenz von U auf die

volle Unterkategorie der o-pr8sentierbaren Projektiven in Sti[_LlO,M_e-l .

Die Abbildungen A M;_B_p(a) und U wStﬁ[gD,M_e-l sind daher zueinander inverse Bijek-

tionen zwischen Aequivalenzklassen von algebraischen Kategorien A pmit (A) € o und

p

Aeguivalenzklassen von kleinen Kategorien mit a-Koprodukten und Retrakten.

Zum Beispiel ist das Einheitsintervall 1 in der Kategorie Komgo ein
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2l-prﬁsentierbarer projektiver regul8rer Generator (6.5 c), Lemma von Tietze). Ist I
»
die volle Unterkategorie von Komp , bestehend aus I,IZ...,In...,I ® 5o erh#lt man aus

- W
11.6 die "bekannte" Aequivalenz Komp®S)5ti[I,Me] , K ~[K,-] .

11.11 Bemerkungen.

a) FlOr den Satz 11.3 kann man zum Teil einen direkten Bewsis geben, der sich nicht auf
Satz 8.7 stlitzt und von selbst8ndigem Interesse ist.

Sei o eine requlire Kardinalzahl oder « =e0 und sei U eine Kategorie mit a-Koproduk-
ten, welche sine Menge M < 0b U zullsst derart, dass jedes Objekt in U Retrakt eines
a-Koproduktes von Objekten aus M ist. (Der Fall « = o entspricht den "varietal alge-
braic categories" von Linton [39]). Sei B eine vollst#ndige Kategorie mit Kokernen, in
welcher o~Produkte regul¥re Epimorphismen erhalten und jedes Objekt nur eine Menge von

regul¥ren Unterobjekten besitzt. Dann ist auch Stﬁy_o,g] eine vollstdndige Kategorie

mit Kokernen und es gelten die Aussagen a), b) und d) von 11.3.

Beweis. Zundchst ist klar, dass Stﬁ[go,g] vollstl#indig ist, und dass die Inklusion

I Stj:[HD,E] —»[gc’,g] stetig ist. Wir zeigen nur, dass jedes Morphismenpaar

949, ¢ S3F in Stﬁ_ll_o,ﬂ} einen Kokern besitzt. Jeder Morphismus p : F —=F' in

Stfl(_[_lio,g] mit der Eigenschaft Pg; = P9, gibt Anlass zu einem Kernpaar

fz,fg : Rp =3F , wobei Rp ein regul8rer Unterfunktor von Fnw F ist. Weil F W F nur

eine Menge solcher Unterfunktoren hat, so ist 1lim Rp wohldefiniert, und
p

lim fp,lim . 1im R =3F ist das Kernpaar des kanonischen Morphismus F — lim Kok(fp,f )s
% 1 b 2 s P < 2
wobei Kuk(fp,fg) den Funktor __U_D —B, U wKDk(fiU,ng) bezeichnet (man beachte, dass

u wKDk(fEU,ng) a~produkterhaltend ist, weil in B o-Produkte regul¥re Epimorphismen

. _ qe &P s P .
erhalten). Sei fl = J;:%m fl und f2 = l‘_-:'_:_m f2 . Der gesuchte Kokern von (gl,gz) in

St‘:ﬂ:go,i] ist der Funktor _QD -3, U wKok(flU,f U) -, der aus dem gleichen Grund wie
vorhin Kok(fp,fg) bereits zu Stﬂgo,g] gehbrt.
Die Aussagen a), b) und c) von 11.3 beweist man nun wie in 11.S.

Falls in B zus#tzlich jeder "pullback" eines regul8ren Epimorphismus wieder ein re-

gulBirer Epimorphismus ist, dann gilt dies auf Grund der obigen Ausflhrungen auch in
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Stﬁ[go,g] . Ist ausserdem in B jede Aequivalenzrelation effektiv, dann folgt wie in

11.4 c), dass die kommutativen Gruppenabiekte von B eine abelsche Kategorie bilden.

b) Voraussetzungen wie zu Beginn von a). Der Funktor

§: stfu°,B) —:LTE s e (FV), g

reflektiert Isomorphismen. Ausserdem folgt leicht aus 11.5 a) und 11.11 a), dass eine

Aequivalenzrelation f ,f, : R =3F in st{u°,B] effektiv ist, wenn Qfl,@fz effektiv
=

ist, und es gilt dann Kok@f‘l,ﬁfz) = @Kok(fl,fz) . Offensichtlich ist das Paar @fl@)fz

effektiv, wenn es zusammenziehbar ist (cf. Duskin [/5] 2.0). Der Funktor { ist daher

nach Duskin [15] 3.0 genau dann tripleable, wenn er einen Koadjungierten besitzt. Ist B

kovollst8ndig, so besitzt @ einen Koadjungierten, wenn die Inklusion I einen solchen

besitzt. (Man beachte, dass @ die Zusammensetzung der evidenten Funktoren

st 1°,8] 1[0, 5] Reotx:, (w0, 5) Restry [, p) 3»1;(3

ist, wobei M die von M erzeugte volle Unterkategorie von U bezeichnet.) Dies ist

zum Beispiel der Fall, wenn o € oo und B = Me , Linton [38), oder wenn & < oo und B

eine lokal (-prisentierbare Kategorie ist. Der Pr¥sentierungsrang des von @ in ]T]_El_
M

induzierten Tripels ist = sup(a,p) .

Fir den Rest von b) setzen wir weiter voraus, dass Q einen Koadjungierten besitzt

und dass in B Aeguivalenzrelationen effektiv sind. Ferner sei IMl =1 und M= {,V} .

{Man kbnnte stattdessen auch voraussetzen, dass [V,V'] # A fir jedes Paar V,V' ¢ M ).
Sei B Hquivalent einer Kategorie E_T , wobei T ein Tripel in einer Kategorie [ mit
Faserprodukten ist. Mit Hilfe des vorhin erwBhnten Kriteriums von Duskin kann man leicht

zeigen, dass die Zusammensetzung {1 der "unterliegenden" Funktoren

se3°,5) 8p e e

wieder tripleable ist. (Man beachte, dass Q regullre Epimorphismen erh8lt und in

st u°,B] Aequivalenzrelationen effektiv sind).



§11 -11~ 141

Hieraus folgt z.B. flir A =Me und T (T) <0 die Existenz des Tensorproduktes von alge-

braischen Theorien (Freyd [19]) .

Als illustrierende Beispiele flir a) und b) nennen wir B = Garben , o = RU und B

eine algebraische Kategorie mit 7rp(§_) < a<oo.

c) Die Axiome 11.6 a)-d) flr algebraische Kategorien A sind etwas schwBcher als dieje-
nigen von Lawvere [37], Linton [39] . Statt eines regulBren genligt ein echter Generator
UeA, ud [U,-] : A o Me braucht regul8re Epimorphismen nur zu erhalten (aber a priori
nicht zu reflektieren). Ebenso ist es Uberfllissig in A die Existenz von Faserprodukten
zu verlangen.

Vom axiomatischen Standpunkt aus gesehen, besteht der Unterschied zwischen den algebrai-

schen Kategorien von Lawvere [3?] und Benabou [10] lediglich darin, dass der erste sich

auf einen echten projektiven ro-prélsentiarbaren Generator beschrfnkt, w8hrend der letztere
eine Menge von solchen Generatoren zulBsst. Oder, noch anders ausgedrlickt: Die Lawvere'
schen Kategorien sind tripleable lber Mg mit Rang < ‘»o , whrend diejenigen von Benabou

tripleable Uber einem Produkt Tr_M_e mit Rang sRD sind.
M

d) Seien U' : A* 5A und U : A »Me "tripleable" Funktoren mit PrHsentierungsrang
<a . Aus 11.6 folgt leicht, dass die Zusammensetzung genau dann "tripleable” ist, wenn
(i) A' Kokerne von Kernpaaren besitzt,

(ii) U* : A® > A Kernpaare reflektiert,

(iii) U' : A* > A regullire Epimorphismen erh#lt. (vgl. auch Schubert [4#§])

Ist zum Beispiel U : A —»Me der unterliegende Funktor von A-Moduln zu Mengen und
U' ¢+ A' —-+A der Vergissfunktor von Kontramoduln #iber einer Koalgebra R zu A-Moduln
(10.9), dann folgt hieraus, dass die Kontramoduln genau dann tripleable Bber Me sind,
wenn der unterliegende A-Modul von R projektiv ist. (Man beachte, dass die Zusammen-
oo
setzung A -5 A' S A der Funktor [R,—] : A oA ist, vgl. 10.9). Die Kategorie der

Kontramoduln ist jedoch flr beliebige R lokal TY{R,A)-prsentierbar.

e) €s gibt viele Beispiele von lokal pr8#sentierbaren Kategorien, die nicht zu einer
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Kategorie Stﬁlg?,ﬂgJ von 11.6 Yquivalent sind, entweder weil nicht jeder echte Epimor-
phismus regul8r ist (z.B. Kat), oder weil es nicht genligend viele Projektive gibt (z.B.
Garben, abelsche Torsionsgruppen), oder auch, weil nicht alle Aequivalenzrelationen effek-

tiv sind (z.B. torsiansfreie abelsche Gruppen).



§12 Garben

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Spezialfall von §8 , wo Z eine Menge von
Monomorphismen in einer Kategorie [QD,M ist, U klein. Wir zeigen, dass Stz[QD,M_e]
eine Garbenkategorie ist, wenn Z unter Basiswechsel bezliglich darstellbaren Funktoren
stabil ist. Hieraus leiten wir die Grothendieck-Giraud‘'sche Konstruktion der assoziierten
Garbe her und zeigen damit, dass flir eine Garbenkategorie oder eine lokal &D-présentier-—
bare Kategorie A der Funktor "assoziierte Garbe" [QO,M —-nStz[_U_D,M , F~F mit end-

lichen Limites kommutiert.

12.1 Sei U eine kleine Kategorie und T eine Klasse von Morphismen in [HO,M_E] . Wir
erinnern daran, dass T abgeschlossen heisst {vgl. 8.3}, wenn
a) T alle Isomorphismen enth&lt,

B

b) T mit zwei Morphismen eines kommutativen Diagramms - —a-) - auch den dritten ent-
Y = ba
h81lt.
c} T unter Kolimites abgeschlossen ist.
Sei fermer 2 eine Menge von Morphismen in [QO,M . Dann gehBrt ein Morphismus % ge-
nau dann zum Abschluss 2 von Z , wenn die Koreflexion L : [QO,M —aStZ[_QO,M T in

einen Isomorphismus tiberfithrt (8.5).

Eine Klasse T von Morphismen in [_Llo,flg] heisst stabil unter Basiswechsel (bzw.

unter darstellbarem Basiswechsel), wenn in jedem kartesischen Diagramm in [go,ﬂg]

R — dtv R ———> dv
g T bzw. 8 T
F———3 wt [~ 0] —— wr

mit 7 auch 8 =zu T gehBrt.

12.2 Lemma. Sei T eine abgeschlossene Klasse von Morphismen in [HD,&E_] und sei S

die Unterklasse derjenigen Monomorphismen in T , deren Wertebereich ein HDm—Funktqr

[-,u] 4ist, U € U . Falls T unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist, dann ist T

unter Basiswechsel stabil und es gilt ¥ = T . Ferner gibt es eine Menge $'< 2  derart,
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dass StZ‘[HD,M = St;[.lio-ﬂ%] -

Beweis. Die letztgenannte Aussage ist evident, weil ein Hom-Funktor nur eine Menge von
Unterfunktoren besitzt und U klein ist.

Sei

Ftommy, d T
g T
F oy we

ein kartesisches Diagramm, wobei T € T . Nach Voraussetzung gehBrt flir jedes U € U und
jeden Morphismus u : [—,U] ~—F der kanonische Morphismus ’C’u: [-,U]TFr Fr -—4[-,U] zu T.
Da § = lim % , so folgt aus 12.1 c), dass § zu T gehBrt.

u
Ist T ein Monomorphismus, dann ist ’t.'u in Z . Fir g =T folgt hieraus, dass
T= l_\:_:ln ’c'u zu ¥ gehbrt.

Ry ol -@-F seine Zerle-

Sei nun T : F' —»F ein beliebiger Morphismus in T wund sei F!
gung in einen regul8ren Epimorphismus und einen Monomorphismus. Aus 8.4 f) folgt a,8€ T
und nach dem obigen gehtrt daher /5 zu ¥ . Es genlgt folglich zu zeigen (12.1 b)), dass
o € ¥ . Da T unter Basiswechsel stabil ist, so gehbren mit a : F!' —F" auch die kano~
nischen Projektionen F! FFT"F' 3F* zu T . Wegen 12.1ab) gilt dies auch fbr ihren gemein-
samen Schnitt ¥ Ft —F? P;F' . Da a: F* -F" der Kokern von F’;n;F' =3F* ist und
der monomorphe Schnitt y zu § geh#rt, so folgt aus 8.4 e}, dass a € 3.

12.3 Satz. Sei T eine Klasse von Morphismen in [_Llo,me_] . Aequivalent sind:

(i) T ist abgeschlossen und stabil unter darstellbarem Basiswechsel.

{ii) Es existiert eine ,l%—stetiqe Koreflexion L : [_LlD,M_e] qStT[gD,M_eJ und T besteht

aus allen Morphismen o , die von L in einen Isomorphismus abgebildet werden.

Beweis. ({ii)=—{i)} trivial.
(i) ==(ii) Sei 2 die Teilklasse von T , bestehend aus denjenigen Monomorphismen T ,

deren Wertebereich ein Hom-Funktor [-,U] , U € U ,ist. Aus 12.2 folgt £ =T und
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Stz,[_LiD,_l‘ig_] = st [u,Me] = StT[go,_Mi] . Da I' eine Menge ist, so folgt die Existenz der
Koreflexion L z [U°,Me] —»StT[g",_ME] , F~F aus B.5. Fir die R -Stetigkeit von L ist

noch zu zeigen, dass flir jedes kartesische Diagramm

in [HD,_ME] der kanonische Morphismus T : F TgF F E’l}' zu T gehbrt. Dieser ist
F

die Zusammensetzung der evidenten Morphismen

Da T unter Basiswechsel stabil ist (12.2), so gehBren mit den kanonischen Morphismen

Fl —v'f?l und F2 —v'l;z auch $ und y 2zu T . Andererseits gehtren mit dem kanonischen

Morphismus F —F auch die kanonischen Projektionen FIr F33F zu T, und folglich auch
E

ihr gemeinsamer Schnitt ¢ : F —»F lT F (12.1 a), b)). Da das Diagramm
F

-

ei'n#
N
M e—-m
=]

_,,
ms
-

i
-

mit den evidenten horizontalen Morphismen kartesisch ist, so folgt o« € T , sowie

e =TeT (12.1) ).

12.4 Lieber Leser, lass Dich von 12.3 nicht zu falschen Vermutungen verflhren. Wenn eine
. N o « 2y 5

Menge 2 von Morphismen in [U ,Me] unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist, damn
braucht der Abschluss % diese Eigenschaft nicht mehr zu besitzen. Nimm zum Beispiel flir
U eine Kategorie mit einem Objekt U wund einem Morphismus. Dann kann man mit Hilfe des
Isomorphismus [_Lj_u,ﬁ] iﬂg , F ~FU den darstellbaren Funktor [-,U] mit einer ein-
punktigen Menge identifizieren. Nimm flir F einen Funktor mit FU ¥¢ ,{l} und flir 2
den einzigen Morphismus F —»[—,U] . Dann besteht Stz[}:l‘o,ﬁ] nur aus f# und allen ein-

punktigen Mengen. Offensichtlich ist die Koreflexion [__Llo,_Mi] -—yStx[_QG,_M_e] nicht



146 §12 -4

3%—stetig, was im krassen Widerspruch zu 12.3 stehen wlrde, wenn I unter Basiswechsel
stabil wlre.

Trotz allem gilt der folgende

12.5 Satz. Sei I eine Klasse von Monomorphismen in [EP-ME] , welche unter darstell-

barem Basiswechsel stabil ist. Dann ist S unter Basiswechsel stabil und aus 12.3 folgt

daher, dass eine }%—stetiqe Koreflexion [g?,ﬂgj ‘*StIFQ?rME] existiert.

Eire Kategorie A heisst eine Garbenkategorie, wenn sie zu einer Kategorie
Stz[gé,ﬂg] Bquivalent ist, wobei 2 eine Klasse von Monomorphismen ist, welche unter

darstellbarem Basiswechsel stabil ist.
12.6 FUr den Beweis von 12.5 benBtigen wir einige Vorbereitungen.

Definition. Eine Klasse P von Monomorphismen in [QP,EEJ heisst eine Topologie im

Sinne von Giraud, wenn sie die folgenden Bedingungen erflillt:
T1l) P enth&lt alle Isomorphismen von [g?,ﬂgl .

T2) Falls B, € P und PBa definiert ist, dann gilt pa € P .
Falls (3 ein Monomorphismus ist und die Zusammensetzung Ba definiert ist, dann

folgt aus Pa € P und o€ P, dass P € P,

T3) £in Monomorphismus T : F —G in LQD,EEJ gehirt zu P , wenn flr jedes U € U und

jeden Morphismus f—,U] — G der kanonische Morphismus zu F1r[—,U] —G zu P gehBrt.
G

T4) P ist unter Basiswechsel stabil.

Ein Beispiel ist die Klasse der Monomorphismen, welche "couvrant" sind im Sinne von
Giraud {vgl. Verdier [59] II 3.1). Bezliglich einer Topologie P heisst ein beliebiger
Morphismus T : F —G bedeckend , wenn die Inklusion im{t) G 2zu P gehbrt, und
bibedeckend , wenn er bedeckend ist und ausserdem der Diagonalmorphismus AF : F —vF3; F
zu P gehBrt (vgl. Verdier). Es ist leicht zu sehen, dass die Klasse der bedeckenden und

die Klasse der bibedeckenden Morphismen unter Basiswechsel stabil sind. Flir das letztere
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benlitzt man bei vorgegebenem Basiswechsel ¢ : G' -G das von § induzierte kartesische

Diagramm

FromFe S FF
G G
& LF
Fr > F

Lemma. Ist P eine Topologie, dann besteht der Abschluss P aus allen "Doppeldeckern".

Beweis. Sei T die Klasse der Doppeldecker. Sei T : F —» G bibedeckend. Der kanonische
Morphismus p : F —im({¥) ist der Kokern der kanonischen Projektionen F é F =3F , deren
gemeinsamer Schnitt AF nach Definition zu P gehBrt. Aus 8.4 e) und 8.3 b) folgt daher,
dass p : F > im{t) und die Zusammensetzung F B im(T) SG zu P gehBren. Dies bewsist
TecP . Es genligt daher zu zeigen, dass T abgeschlossen ist. Hierflir sind nach dem
zweiten Teil von 8.4 die Bedingungen 12.1 a), b) und 8.4 d) sowie die Abgeschlossenheit
von T unter Koprodukten nachzuweisen. Die Bedingung 12.1 a) ist trivial. Aus der Eigen-
schaft T3) von P folgt leicht, dass P unter Koprodukten abgeschiossen ist. Folglich
gilt dies auch flUr die Klasse der bedeckenden Morphiswmen. Da in Me Koprodukte mit Fa~
serprodukten kommutieren, so folgt hieraus leicht, dass T unter Koprodukten abgeschlos-
sen ist.

Wir beweisen nun 12.1 b). Zun#chst zeigt man mit Hilfe der £igenschaft T3) von P , dass
mit Pa asuch o zu P gehBrt, vorausgesetzt f ist ein Monomorphismus. Aus T2} folgt
dann B € P ., Damit kann man nun leicht zeigen, dass mit 0T auch ¢ bedeckend ist;
ebenso ist mit T ¢ F -G und ¢ : G »H auch T : F —+H bedeckend. Aus dem kartesi=

schen Diagramm
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ist mit Hilfe von T4) und T2) ersichtlich, dass die Diagonale F —F 1HTF zu P gehbrt,
wenn 8. € P und AF € P . Folglich ist mit ¢ und T auch ot bibedeckend.

Geh#rt andererseits die Diagonale F —F Z'T F zu P, dann gilt dies nach dem obigen
auch fUr die Inklusion i : Fz F —’FE F . Ist ausserdem ¢ : F -G bedeckend, dann
auch ’t:'g"t : F :TF =G LTE , weil die Klasse der bedeckenden Morphismen unter Basiswech-
sel stabil ist. Somit ist (’E:'T'r:)-i s F 'g F oG THTG bedeckend und nach dem obigen

AG : G -G 1"41‘6 . Dies zeigt, dass mit ¢ 7T und T auch @ bibedsckend ist.

Aus den beiden kartesischen Diagrammen

H
Py ]‘g'
G

F ——&w—a(‘d () _Pa_
H

T T id
%

"]

folgt, dass mit 07T und @ auch P, und AE sowie (idF,’t) bibedeckend sind. Da vor-
hin gezeigt wurde, dass die Zusammensetzung von bibedeckenden Morphismen wieder bibedek-
kend ist, so ist folglich auch 7T = pz-(idF,’t’) bibedeckend.

Es ist noch die Bedingung 8.4 d) zu verifizieren. Sei 7 : F —=F' ein bibedeckender

Morphismus und sei

ein kokartesisches Diagramm. Um zu beweisen, dass g: G —»G' bedeckend ist, genligt es
wegen T3) zu zeigen, dass flir jeden Morphismus g : [—-,U] —G' die Inklusion

tP-l(im(g)) —[-,u] zu P gehBrt. Nun faktorisiert ¢ : [-,U] -»G' entweder durch
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9 : 6 5G' oder durch a' : F' 5G' . Im ersten Fall ist natlirlich ‘p_l(im(g)) = [-,U] .
Im zweiten Fall whhlen wir eine Faktorisierung p : [~,U] »F' von ¢ : [-,U] 5G' .
Wegen im(a't) € im(%) gilt im(?) < a"l(im(g)) und folglich auch

p.-l(im(‘t')) < cp-l(im(g)) , weil ¢ = a'p . Mit im(T) —»F' gehBren folglich auch
u-l(im(‘t)) —-[-,u] und q)_l(im(g)) -[-u] zu P.

Um zu zeigen, dass der Diagonalmorphismus A_ : G -G g G zu P gehBrt, betrachten wir

G

den Epimorphismus
GU(FWTF) 567G
Fl G'

mit den Komponenten AE : 66 ';‘E und (x';" a . Wie vorhin verwenden wir di= Eigen-
schaft T3). Ein Morphismus ¢ : [~,U] =G g,s faktorisiert entweder durch r;\" F  oder
durch G . Im ersten Fall wlhlen wir eine Faktorisierung p : [—,U] —-oF'g' F von ¢ .
Wegen ¢ = (a Ll" a)-p  enth8lt die Menge cp_l(im AG) das Urbild u-l(im AF) . Mit der
Inklusion u—l(im AF) —[~,uU] gehBrt folglich auch die Inklusion cp-'l(irn AG) S[-,u] zu
P . Wegen q;'l(im 8;) = [~,U] gilt dies natBirlich auch im zweiten Fall. Folglich geh#rt

AG zu P .

12.7 Beweis von 12.5. Es ist leicht zu sehen, dass die Unterklasse aller Monomorphis-
men in ¥ die Eigenschaften T1l) - T3) besitzt. Sei 3' die kleinste Unterklasse von
Monomorphismen in ¥ , welche £ enth81t und den Bedingungen T1) - T3) genligt. Wir zei-
gen nun, dass 2! unter Basiswechsel (= T4) stabil ist. Sei $" die Klasse der Mono-
morphismen T : F -G mit der Eigenschaft, dass flir jeden Morphismus G' —G der kano-
nische Morphismus F g G! »G' zu %' gehBrt. Wegen T3) gilt %"« ¥' . Ferner genligt
$" ebenfalls den Bedingungen T1) - T3) . Da Z unter darstellbarem Basiswechsel stabil
ist, so folgt aus der Eigenschaft T3) von X' , dass X<¢Z" . Da 3' die kleinste
Klasse mit diesen Eigenschaften ist, so folgt X' =3" und $' ist eine Topolegie.
Wegen T c¥' e f =% folgt aus dem cbigen Lemma (12.6), dass ¥ unter Basiswechsel

stabil ist. Nach 12.3 existiert daher eine Eo—stetiga Koreflexion [_U_D,ﬂe_] —»Stz[__l,l.o,ﬂe_] .
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12.8 Wir leiten nun die Grothendieck-Giraud'!sche Konstruktion der assoziierten Garbe
aus der universellen Eigenschaft der 7-stetigen Funktoren her. Sei also U eine kleine
Kategorie und T eine abgeschlossene Klasse von Morphismen in [_l_J.D,ﬁ_g] , welche unter
Basiswechsel stabil ist. Sei 2 die Menge der zu T gehbrigen Inklusicnen R —-»[-,U] ’
wobei U € U . Nach 12.2 gilt dann £ =T und Stz[_lic,_b4_e] = StT[HD,_M_E] . Ferner gehbrt
ein Morphismus 7 € [QD,_Mi] genau dann zu £ , wenn er von der Koreflexian
Lo [_lf,'l‘la_] —»Stx[QO,M_E_] , F ~F in einen Isomorphismus Ubergefiihrt wird (8.5). Da flir
jeden Funktor F : _U_D ~—Me der kanonische Marphismus F —SF z2u ¥ gehBrt, so ist
Stz[_l_]_o,_l\'li] die Bruchkategorie fal[_lf,_ME] und L : [HD,'M_E_] qStz[HD,M_e'] die kanonische
Projektion (vgl. Gabriel-Zismann [7-3] chap. I, 1.3). Fiir jedes U € U sei ;J.Z(U) bzw.
J(U) die volle Unterkategorie von [_Llo,_r‘ie_]/[-,u] , deren Objekte zu 3 bzw. 3 gehBren.
Diese Kategorien sind offensichtlich ¥ ~filtrierend. Nach Gabriel-Zismann {23} chap. I,
2.4 gilt daher flr jeden Funktor F

Lin [dyF] = Homi._‘[[-,U],F] - [[:U],?] ¥ [[_,u],?] ¥ FU

reI*u)
wobei dv der Definitionsbereich von % ist, und Horniq[A,B] die Menge der Morphismen
zwischen zwei Objekten A,B Ei-l[_g‘:_lﬂe_] bezeichnet. (Man beachte, dass _QZ(U) im allge-
meinen nicht klein ist, wohl aber J(U} ). Nimmt man flr jedes U € U den Kolimes nur
tiber die Unterkategorie J(U) wvon iz(U) , dann erh#lt man mittels B.4 f) und der kano-

nischen Zerlegungen d% — im7% —+[~,U] einen Unterfunktor F_ von F , dessen Wert bei

S
Uel isomorph zu lir"n [de,F] ist. Es ist evident, dass der kanonische Morphismus
. sty i
o(F) : F »F durch die Inklusion i : F_ —F faktorisiert. Da die Koreflexion

S
Loe UO,Me — 5tz UD,Me Monomorphismen erh#lt (12.5), so flihrt sie die Morphismen des
— 2 — e

Diagrammes

o(F) s T
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in Isomorphismen #ber, insbesondere gilt F&F .

S
Da flir jedes T € _.J_Z(U) und jeden Morphismus f : d'b‘—»FS das Diagramm
f LY
de > FS

T ﬂji
¥

['vU]

durch einen eindeutig bestimmten Morphismus [-—,U] ST kommutativ gemacht werden kann,

so faktorisiert f : dt—»FS durch den Epimorphismus d% — im(t) . Es gilt daher

lin  [doF,] N [dv,F ] 2 Hom i.,[[.-,LJ],FS] = [[:',TJ],?’S]]s [(-0),F )] Fu = Fu

Dies zeigt, dass man F aus . F erhalten kann, indem man die obige Konstruktion zweimal

ausfbhrt, dh. es gilt (F.) = F .

12.9 Satz. Sei U eine kleine Kategorie und S eine Klasse von Monomorphismen in

[QD,M_e.] » welche unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist. Sei B eine Garbenkatego-

rie (12.5) oder eine lokal RQ-grSsantiBrbare Kategorie. Dann existiert eine K‘D-stetige

Koreflexion

[!D!Q] - Stz[HD-E]
Ausserdem ist mit B auch Stz[g",g] eine Garbenkategorie.

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen von B.8. Sei zunBichst B = StT[_\LD,ﬂe_] eine Gar~

benkategorie, wohei T eine Klasse van Monomorphismen in [yo,k] ist, welche unter dar-
stellbarem Basiswechsel stabil ist. Wir kBnnen annehmen, dass & und T die IdentitMten

der Hom-Funktoren enthalten. Nach dem Beweis von 8.8 hat man dann "Inklusicmen"

5t 1°,8) 255 (18] 250 ()]
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wobei [(Wwa)%me] mit [U%,(v°,Me]] und sty{U°,B] mit Sts_ﬂ[(gxy_)c’,maj identifi-
ziert werden kann. Da 2IxT in [(g_x_\i)o,_M_e] unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist,
so ist StZ[QO,g] eine Garbenkategorie, und nach 12.5 existiert eine RD-stetige Kore~
flexion L : [ (W), Me] — Sty o[ ()% Me] . Folglich ist auch

‘LIZ : [Q_D,g] —'Stz[_go,_ll] Ro—stetig.

Wegen 7.9 und 8.2 a) kann man ohne Einschrénkung der Allgemeinheit annehmen, dass die
betrachtete laokal ﬁo-prgsentierbare Kategorie B von der Foarm B = StT[_\_/_D,_M_E] ist und
dass die Inklusion StT[_V_O,_M_e] - [v7,me] R _-kofiltrierende Kolimites erhdlt (¥ klein).
Die Inklusionen StZ[_LJ_D,E] —'[QD,Q] und I : Stz[y_o,_Mi] —'[_go,_M_e] geben Anlass zu einem

kommutativen Diagramm

Stz[HD '2] R — [.U.D v.a]

J J!
[ g0 ] ——— [, %]

wobei J bzw. J' den volltreuen Funktor H ~» (V -v-v[[-,V],H-D bezeichnet (vgl. 8.1).

Der Funktor

Ko [V [0%e]] - [0 st 0 el] oF - @ - )

ist offensichtlich linksadjungiert zu Ie . Da K npach 12.5 Ro—stetig ist, genligt es
zu zeigen, dass K das Bild von J' in das Bild von J Uberf8hrt. Das Bild von J!
besteht aus denjenigen Funktoren F : y_“—. [_go,_M_e] , welche die Eigenschaft besitzen, dass
flir jedes U € U der Funktor MD —Me , V w[[-,U],FV] T-stetig ist (beachte

[[—,U],FV] Z (FV)(U) , vgl. auch Beweis von 5.5). Ist G = l_iln [-,Uv] ein beliebiger
Funktor in [_y_o,_Mi-] » dann ist flir einen solchen Funktor F : y."—. [y_o,_M_e] auch der Funk-
tor y_" —Me , V w[E,FV] T-stetig, weil der letztere der Limes der Funktoren

V [[-,uv],rv] ist. Da die Inklusion StT[_\L°,M_e] —[v°,me] ¥} -kofiltrierende Kolimi-

tes erh#ilt, so ist folglich flir einen solchen Funktor F : _\LD—» [_Lln,_M_9] auch der Funktor
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—

Vo aMe , V (;eizm[du,Fv])

flir jedes U € U T-stetig {vgl. 12.8). Nach Definition von (FV)s gilt

(FV)U = Lim (de,Fv] .

sl
Ebensa folgt, dass V® —sMe , V ~s (13;. [dw,(F\/)s]), fir jedes U € U T-stetig ist.
ved(u)
Wegen l_:i.’m [dO’,(F\I)S] Z (FV)(U) =zeigt dies, dass der Funktor _\_l_o —Me , V w(ﬁl’)(u)
ved(U)

fir jedes U € U T-stetig ist. Folglich ist der Funktor V°— 5tz[_q°,y£] , V~FV , das
Bild des Funktors U°— StT[_\_l_O,_Mi] , U~FU(U) , unter

Jos sz[QD,StT[_\LD,ME]] —b[_\{_,sz[l_Jlo,ME]] -

j=t

12,10 Lemma. Seien J : U —0 wnd I : E—»_A dichte Funktorsn, wobei U und

kleine Kategorien sind und I die Kolimites li"'," .J-.JX erh#ilt, X € E {vgl. 3.8). Falls

Ql H _A_—v[_lf,yi] , A~[IJ-,A] einen go—stetigen Koadjungierten besitzt, dann auch

EZ 3,&_’[.&01@ y A “"[I"A] .

Ist J wvolltreu, dann gilt auch die Umkehrung hievon.

Bewsis. Nach 3.8 ist Ied : U —»A dicht. Folglich sind die Funktaren él und @2 voll-
treu. Die "Restriktion” R“J : [g",yi] —»[QO,ME] y F ~F-J ist koadjungiert zur Kan'schen
Erweiterung EJ : [_Lf,ﬂi] —»[_go,_@ , deren Wert auf einem Funktor [IJ-,A] : _Llo —Me

J : o [1s . :
durch  E[1J-,A] (X) = léyn[IJJX,A] z [1_131 IJJX,A] =[1 Lim JJX,A] = [IX,A] gegeben ist,

wobei A € A, X € ﬁ_ . Folglich ist das Diagramm

[L°,me] s > (0°me]

|>=

bis auf Isomorphie kommutativ und es gilt entsprechend L2 = LJ_R‘J flr die Koadjungierten

L2 : [_ﬁ_o,ﬂi] —A und Ll : [HD,ME] —A von QZ und Ql . (Nach 3.6 (a =ea) ist die
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Existenz von L2 (bzw. Ll) #quivalent zur Kovollst#ndigkeit von A und folglich exi-
stiert Ll genau dann, wenn L Existiert). Mit R'J

2 und Ll ist folglich auch L2

&D—stetig.
~ J . JoJ ~ s
Ist J : U—>U volltreu, dann auch E~ und es gilt R E & id . Wegen

J
Ly 2 LRET 2L e folgt aus der YR -Stetigkeit von L, und E° diejenige von L, .
[a]

12.11 Satz. Sei A eine Garbenkategorie (12.5) und M eine echte Generatorenmenge in

A . Sei V- A die Inklusion der vollen von M aufgespannten Unterkategorie.

Dapn ist ¥ —A dicht und die volle Einbettung A —[¥",Me] , A ~[-,A] besitzt einen

!ﬂ:’-stetigen Koadjungierten {vgl. auch 12.14).

Beweis. Nach 12.5 gibt es eine kleine Kategorie U und eine volle Einbettung

s : A —[L%Me] , welche einen K -stetigen Koadjungierten L : [U',Me] »A besitzt.
Hieraus folgt leicht, dass A kovollst#ndig und vollst8ndig ist und dass in A jeder
echte Epimorphismus regul#r ist {(1.1-1.4). Folglich ist M eine regul#re Generatarenmenge
und die Inklusion V — A ist dicht (nach 3.7 und 12.13 b)).

Sei E die volle Unterkategorie von A , deren Objekte die Bilder der funktoren

[-,U] » U€eU,unter L sind, und sei J :L.I_——»T.I‘ der Funktor U ->L[—,U] . Aus dem Be-

weis von 4.2 (i) ==3(ii) geht hervor, dass die Inklusion I : U —>A sowie IJ : U —A
und  J Q—>E dicht sind. ferner ist die Einbettung S : Aa[ﬂo,_M_e] isomorph zu
A~ [Id-,A] . Sei _TJ:U_\_/_ die kleinstevolle Unterkategorie von A , welche E und ¥V
umfasst. Dann ist die Inklusion von Evy_ in A dicht (3.9). Die Existenz und die

¥ -Stetigkeit des Koadjungierten der Einbettung Aa[&D.M_E] , A w[—,l\] erh&lt man nun

durch Anwenden von 12,10 auf das folgende Diagramm von dichten Funktoren

Uy S5 T vey
Iin )
IJ )
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12.12 Korollar. Sei A eine Garbenkategorie {12.5) und M eine echte Generatorenmenge

in A . Sei % eine Klasse von Monomgrphismen in A  derart, dass in jedem kartesischen

Diagramm

D
N
(o8
q

<
~
by
Q

mit @ aguch § zu 7 gehBrt, vorausgesetzt V e M . Dann ist AZ eine Garbenkategorie

(fbr AZ siehe 8.6 b)) und die Inklusion A.— A besitzt einen R ~-stetigen Koadjungier-—
—_— e— - s o

)3

ten.

Beweis. Die von M aufgespannte volle Unterkategorie V¥ ist dicht (12.11). Da die volle
Einbettung A-—»[ED,M , A~[-,A] einen RD—Stetigen Koadjungierten besitzt (12.11), so
gibt es nach 12.3 eine Klasse T von Monomorphismen in [lO,M_e] , welche unter darstell-
barem Basiswechsel stabil ist derart, dass _A_-%StT[_\/_G,M s A ~->[-,A] . Auf Grund der
Definition von As (8.6 b)) ist es evident, dass die Zusammensetzung AZCA-—»StT[lD,ME-l
eine Aequivalenz von As auf die (ZwT)-stetigen Funktoren _\_/_O —Me induziert. Da mit
2Zund T auch X uT unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist, so ist Ag eine
Garbenkategorie. Nach 12.5 besitzt daher die Einbettung Az'—’[loxﬂi-l , A w[—,A] einen
tﬁo—stetigen Koadjungierten L : [f,m_gj —)Az. Folglich ist auch die Zusammensetzung

A —[v°,Me] 'E'Az ¥ -stetig und koadjungiert zur Inklusion.

12.13  Zum Schluss leiten wir die Giraud’sche Kennzeichnung der Garbenkategorien her.

Eine Garbenkategorie X (vgl. 12.5) hat bekanntlich folgende Eigenschaften:

a) In einem kartesischen Quadrat
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ist mit 1 auch 'l' ein regul8rer Epimorphismus.

b) Flir jede Familie (Xi)'teI und jeden Morphismus Y — M X ist der induzierte Mor-
1€l
phismus ]I (Y T X ) —Y invertierbar, wobei X = l% X, .
i€ X j€l i

c) Falls der Kodiagonalmorphismus X IL X — X invertierbar ist, so ist X € X ein initi-
ales Objekt.

d} Jede Aequivalenzrelation ist effektiv (11.1}.

Zum Beweis dieser Aussagen kbnnen wir wegen 12.5 und 12.6 annehmen, dass
X = Stp[_qo,M_e] wobei P eine Topologie ist. Sei I : StP[QD,M_E] —[u%Me] die Inklusi-
on und L : [HO,M_E.] aStP[QD,M_e] eine Koreflexion. Die Eigenschaften a) und b) werden

durch folgende st8rkere Aussage impliziert.

e) Flir beliebige Kolimites in X gilt lim( A(i)‘lcr B) i»(li;n A(i))Tl' .
- i
h 1 C
In der Funktorkategorie [U”,Me] gilt n#mlich li)m(IA(i) T IB) 50 lim1 AG) T IB . Da
1 c 1 IC

L Faserprodukte srh8lt, so folgt

~ ~ -
lim(A(i) w B) =lim (LI Ald m_xa) i (LimTA) T IB) = (L1in TAG) TT (LIB) S {lim AE)TT B
(v e) =g (ora (Capmaanr 1) (Lasr ) T (118) 5 i i)
Wir nehmen jetzt anm, dass XA X - X in X invertierbar ist. Seien S = IX AL IX das
Koprodukt von IX mit sich selbst in [QD,L’IQ_] und i,j : IX =5 die Inklusionen in bei-

de Summanden. Aus unserer Yoraussetzung folgt, dass Li : LIX - LS = X4 X invertierbar
ist, mit anderen Worten, i ist bedeckend (12.6). Der Basiswechsel j : IX —»S flhrt i

in die zweite Projektion Ii = IXWIX - IX Uber. Folglich ist ¢—> IX bedeckend und es
S

gilt L¢5>LIX = X , was c) beweist.

Sei schliesslich pl,p2 : R=3X eine Aequivalenzrelation in X und sei

Y = Kak(Ipl,Ipz) . Dann ist LY der Kokern von (pl,pz} in X und es gilt IR, IX Tr IX

Y
in [Qo,ﬂgj und

X wXBLIX WX S L(IXTIX) SLIR SR
LY LY Y

12.14 Satz (Giraud). Sei X eine Kategorie mit Koprodukten, Kokernen von Aequivalenz-

relationen, endlichen Limites und einer echten Generatorenmenge M . Die Kategorie X ist
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gdenau dann eine Garbenkategorie, wenn sie die Figenschaften 12.13 a), b}, c) und d} hat.

Beweis. Sei U die von M aufgespannte volle Unterkategorie von X und J : U —X die
Inklusion. In [_LlD,M_e] wird eine Topologie folgendermassen erkl&rt. Ein Monomorphismus
u : £ >F gehbrt gerau dann zu P , wenn sich jeder Morphismus E : [—,U] —F in ein

kommutatives Diagramm der Form

1215 A=) -

iel

einbetten 18sst, wabei (p.) : A1l Ui — U ein regul8rer Epimorphismus in X ist. Zum
1 iel

Beispiel geh8rt flr jeden regul8ren Epimorphismus .liLUi — U die induzierte Inklusion
im(]‘_lL[—,Ui])—ca[—.,U] zu P .
Es 1l8sst sich leicht zeigen, dass F die Bedingungen T1 - T4 von 12.6 erflillt. Dabei
wird lediglich die Eigenschaft a) benlitzt, und zwar im Beweis der zweiten Aussage von T2},
wo die Eigenschaft verwendet wird, dass die Zusammensetzung zweier regulBrer Epimorphis-
men wieder regulBr ist (1.7). Es bleibt demnach zu zeigen, dass der Funktor X —»[_L_}_O,ﬂe_] s
XW[J—,X] eine Aequivalenz von X auf StP[QD,M_e_] induziert. Der Beweis hierflir ist
formal derselbe wie flir 11.6.

Wir zeigen zun#chst, dass ein funktor G ¢ ['L_J_D,M_e] genau dann eine Garbe ist, wenn
jeder regullire Epimorphismus (p.) : 1L U, -»U in X mit Ui , U €M eine Bijektion

1 iel 1

von GU auf die Menge der (Ei) ¢ TV GU. mit der Eigenschaft induziert, dass die Glei-
1

iel
chung (Gu)(Ei> = (Gv)(Ej) flir jedes kommutative Quadrat

v —% 5y,
1

A4 Pj_
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in U gilt.

Sei G e [U”,Me] ein Funktor mit dieser Eigenschaft. Sei B((pi)l‘ I) das Bild des Mor-

1

phismus ([—,pi]) ;4L [—,Ui] —[-,u] und ¢ : B((P‘)icI) —»[-,U] die Inklusiaon. Iden-
iel
tifiziert man GU mit’ [[-,U],G] und UGUi mit [LL[—,Ui],G] , 50 besagt unsere Be-
1 i
dingung, dass GU mit der Menge der Morphismen _U_[-,Ui] — G , die durch B((Pi)lt'f) fak-

L

torisieren, identifiziert wird. Mit andern Worten, [G’,G] ist ein Isomorphismus. Daraus
folgt, dass [p,,G] flr jeden Morphismus p : E —»F aus P injektiv ist. Die Surjektivi-

t8t von [p,G] sieht man folgendermassen ein. In jedem Diagramm 12.15 faktorisiert

[

)—)F eindeutig durch E+»F , weil p ein Monomarphismus ist. Sei

Eos B{(p)ieq
AN B<(pi)i€I)—’E die Faktorisierung, Flir jedes ¢ : E —G gibt es daher ein
L & [—-,U] —G mit cp-‘§'=\}/0’. Je zwei Morphismen u,v : [=,W] :",[-—,U] mit der Eigen-

schaft Eu = Ev geben Anlass zu einem Diagramm

' < ? [-,W]

\
v
-

mit E'u' = E'v' , wobei E' der Durchschnitt der Urbilder von B ((pi)lil) unter u
und v ist. Ferner gilt "{’u‘E' = gE'u' = pE'v? =\I’v{E' . Da die Inklusion E' _,[_,w]
zu P gehbrt, gilt folglich auch Wu =\Wv , Hieraus folgt, dass W durch das Bild von
[—,U] in F faktorisiert. Damit kann ¢ '"schrittweise" von E auf F erweitert wer-
den. Folglich ist G eine Garbe,
Umgekehrt sind flir eine Garbe G die Abbildungen [Q‘,G] bijektiv, weil die Inklusionen
o E((pi)lel‘)—‘—o[-,u] zu P gehBren.

Aus b} und der gegebenen Beschreibung der Garben folgt leicht, dass [J—,X] flr jedes

X € X eine Garbe ist. Aus b) und 3.7, 3.5 folgt, dass die Zuordnung X w[J—,X] einen
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volltreuen funktor R : _)s—-»StP[HD,M_e] liefert. Aus a) folgt, dass
[J—,p] : [\J-—,X:l —-»[J-—,X'} flir jeden regulBren Epimorphismus p : X — X' bedeckend und
folglich ein regulérer Epimorphismus in StP[_U.D,EJ ist. Mit anderen Worten R erh8lt
regulfire Epimorphismen. Man bemerke dabei, dass wir bis jetzt die Bedingungen c) und d)
nicht hentitzt haben.

Sei €» das initiale Objekt in X . Aus der Definition der Topologie P folgt leicht,
dass l—+[J—,-€-):l bedeckend ist, wobei [ den "leeren" funktor bezeichnet (man whhle I

leer in 12.15). Folglich ist [J-, @] ein initiales Objekt in Stp[y_o,m_e] . Sei ferner

(Xl)l(I eire beliebige Familie von Objekten in X . Aus b) folgt, dass der induzierte
Morphismus Vv 1 _LL [\J-,X_] —»[J—, juy X,] bedeckend ist, wobei das erste Koprodukt in
iel * iel
[_U_D,Mg] zu nehmen ist. Es seien u : U —>X, und v : U —»Xj zwei Morphismen mit U € M
i

und mit der Eigenschaft, dass [J-,u] und [J-,v] von V egalisiert werden. Flir i = j
gilt dann u =v , weil %, — 1l X, nach 12.16 (unten) ein Menomorphismus ist. Flir

iel
i$3j gilt U2 . nach 12.16. In beiden Flllen ist Ker([J-,u],[J-,vj) —[-,u] bedek-

kend. folglich ist v bibedeckend und R erh81t Koprodukte.

Es bleibt zu zeigen, dass jede Garbe G zu einem [J—,X] isomorph ist. Sei

9, P
.I..L["U ]——)..L.L[_ru ]_)G
B o
A U

eine Kokerndarstellung von G in StP[gD,M_e] mit Ua R Uﬁ € M, wobei (ql'qZ) ein
Aequivalenzpaar ist (11.1). Sei qi :Jf-SLUB —»_L_\LUO‘ bzw. qé der durch 9 bzw. 9, in-
duzierte Morphismus, und %UB—€_> S—Lﬂ‘-el))(_[_l_ Ua)ﬂ(‘LLUu) die Zerlegung in X wvon

xR 3
(qi,qé) in einren regulBren Epimorphismus und einen Menomorphismus. Dann ist Rg ein regu-
l8rer Epimorphismus in Stp[go,_M_e] und (Rpl,RpZ) = R(pl,pz) ist ein Monomorphismus.
Folglich ist (Rpl,sz)RE die kanonische Zerlegung von (qu,Rqé) = (ql,qz) in

a

Stp[g ,ME] . Weil R wvolltreu ist und endliche Limites erh#lt, so ist mit (Rpl,RpZ}
auch (pl,pz) eine Aequivalenzrelation. Wegen d} ist (pl,pz) das Kernpaar von
11U —Kok(p,,p.) . Infolgedessen ist (Rp_,Rp.) das Kernpaar von
o 1'P> 1P

%‘L[—,Ua] = [\J—,{._\LUO‘] —R Kok(pl,pz) und es gilt R KDk(pl,pz)éKok(Rpl,sz) =6 (vqgl.

11.6).
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12.16 Lemma. £s seien X,Y zwei Objekte in einer Kategorie X mit Faserprodukten und

universellen Koprodukten. Dann ist der kanonische Morphismus X —Z = X1lY ein Monomor-

phismus, und flir jeden Morphismus T — X TTY ist der Kodiaggnalmorphismus & : TUT —T
z

invertierbar, mit anderen Worten, T ist ein Quotient des initialen Objekts.

Beweis. Die kanonische Projektion Pyt XTFX - X 18sst sich zerlegen in
. rd
1 -4
XTY X —‘)(XTFX)J_L(XTZI’Y) -=93X . Da i, eine Retraktion besitzt, ist mit i auch
z p4

P ein Monomorphismus und folglich ein Isomorphismus. Infolgedessen ist X — Z ein Mono-

1

morphismus.

Sei ferner
T Y
X z

ein kommutatives Diagramm. Der kanonische Isomorphismus (T TTX)_LL(TTFY)E,T zerlegt
P4 Z

—)
—_
sich in

CNIL

(TTTX).LL(TTZT’Y TAT ——)8 T

z

Der erste Morphismus ist also ein Monomorphismus und eine Retraktion, weil ql und T

Schnitte besitzen. Folglich sind ql_U_rl und & Isomorphismen.

12.17 Bemerkung. Sei X eine lokal a-prisentierbare Garbenkategorie. Pie volle Unter-

kategorie U aller a-prisentierbaren Objekte hat folgende Eigenschaften:

aa) U ist klein und a-kovollsténdig.

bd) Jedes Diagramm Y? —E’)Y <ﬂ—x mit der Eigenschaft, dass 'l( ein regul8rer Epimor-
phismus ist, 1l8sst sich zu einem kommutativen Quadrat

X! ———— X
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erg8nzen, wobei auch 7' ein regulfrer Epimorphismus ist.

c )= c} Wenn flir ein X ¢ U der kanonische Morphismus X I{ X — X invertierbar ist, so

ist X ein initiales Objekt in U .

d ) Flir jede Familie (X, ). mit |I] € @ und jeden Morphismus Y —X = l Lx, in u
s ilel T i =
iel
existieren die Faserprodukte Y'lTXi in U und der induzierte Morphismus

_LL(Y ITrX.} - Y ist invertierbar.
ieI X *

e ) Sei R —ﬂ"a X —F—,> Y eine rechtsexakte Folge und wu,v : U 33X ein Morphismenpaar in
9
U mit der Eigenschaft pu = pv . Dann gibt es einen requlBren Epimorphismus
{(q.) : 1l v v in U mit {11<¢ a derart, dass {uq.,vg,) flr jedes i zur
i jel 1 - i’
Aequivalenzrelation auf [\/v,X] geh8rt, die durch die Paare (fr,gr) € [Vi,X]Tr[\/i,X]
i

mit 1T € [\/‘,R] erzeugt wird.
i

Beweis. Die Aussagen ao()uca) sind klar. d folgt aus 12.13 d),c). (Man bemerke, dass

o
ein Koprodukt X*'11 X" nur dann o-prédsentierbar sein kann, wenn X' und X" es sind).
Die Aussage ea) folgt aus dem gegebenen Beweis des Satzes von Giraud, weil man X als

Kategorie von Garben auf U auffassen kann. Die Paare (u,v) € fu,xJ7r [u,x] , ftr die
es eine Familie (qi) wie in ea') gibt, spannen n#mlich die kleinste Untergarbe G von

[—,X] T [«,X] auf, die eine Aequivalenzrelation auf [—,X] ist und die Eigenschaft hat,

dass {(f,g) € G(R) .

Besitzt eine kleine o~kovollst#ndige Kategorie U die Eigenschaften aa) - ea), S50 er-

fillt X = Sto[p_o,ﬂﬂ die Bedingungen 12.13a)~e) und ist folglich gine Garbenkategorie.

(Im additiven fall entspricht dies Resultaten von Breitsprecher [13], Goblot [24], Oberst

[#4] und Roos [#7]).

Die letzte Bedingung ea) ist meistens schwierig nachzuweisen. Falls « )Rl
und U endliche Limites besitzt, kann jedoch ea) in den vorigen Aussagen durch folgende
einfachere Bedingung ersetzt werden:
Ec;) Jede Aequivalenzrelation in U ist effektiv.

Die Voraussetzungen aa) - da) und E('x) haben dann n#mlich zur Folge, dass die oben
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angeflthrte Garbe G darstellbar ist (man konstruiere sie wie Ublich mit Hilfe von Faser-

produkten und abz#8hlbaren Kolimites},

Ist X eine lokal prisentierbare Garbenkategorie, so kann man nach 13.4 immer eine

Kardinalzahl o mit 7e(X) € « e.‘&l finden derart, dass die volle Unterkategorie U

der a-pr8sentierbaren Objekte in X endliche Limites besitzt.



§13 Absch8tzung von Erzeugungs= und Pr8sentierungszshlen

Sei A eine lokal prlsentierbare Kategorie und M€ Ob A eine echte Generatorenmenge,
bestehend aus g-erzeugbaren Objekten. In diesem Abschnitt geben wir Absch&tzungen von
£(A) und M(A) flbir A € A, welche von £ und M abhBngen. Falls A in der Form
sz[_l{o,M gegeben ist (wie in § 8), dann sind "konkretere" Absch#tzungen m¥glich.

Wir zeigen damit, dass es zu jeder Kardinalzahl o eine Kardinalzahl ¢ a gibt der-
art, dass in A jedes g-erzeugbare OUbjekt auch ¢-pr8sentierbar ist. Ferner kann man da-
mit Aussagen machen, flir welche a die Unterkategorie E(a) der a~erzeugbaren Objekte

"gute" Vollst8ndigkeitseigenschaften besitzt.

13.1 Flir jedes Objekt A € A definieren wir

Al = Z }[u,A]l
UeM

Es seien ferner N2 € und El regullre Kardinalzahlen derart, dass jedes U € M
1 —prisentierbar ist, und dass £l> |Bl fUOr alle g-erzeugbaren Objekte B € A gilt (ein
salches El existiert wegen 9.5).

Fr jede requl#re Kardinalzahl a bezeichnen wir mit o die kleinste regulfra Kar-

L]
dinalzahl <4 mit der Eigenschaft, dass flr jedes P < a gilt % > sup B . Es gilt
n<t

b) a = hHt , wabei ‘y+z E . (Es sei daran erinnert, dass ‘y+ die kleinste regullre

Kardinalzahl >y dist, vgl. 86 8.1 .)

13.2 Satz. Flir jedes Objekt A € A gilt:

a)  E(A) <suplE AIT) und )Al < sup( €, &(A))

b)  €(A) sw(A) = sup(e,m, jz(AT, M) = sup(El,ff+,ET—A)) , wobei Z(A) die Zerle-

gungszahl der Kategorie A ist (1.5).
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Beweis. a) Sei p : l IUh — A der kanonische Epimorphismus 1.11, wobei h : Uh — A alle
h

Morphismen mit Definitionsbereich in M durchl%uft und der Summand Uh vermbge h

in A abgebildet wird. Es gibt |Al solche Summanden und p ist ein echter Epimorphis-
mus. Aus 6.2 und 6.7 d) folgt daher €(A) < sup(€, |AlT) . Nach 9.3 (a = £(A) ) gibt es

einen echten Epimorphismus I lUk — A mit Uk €M und |K| < g(A) . Fir jede Teilmenge
keK

JckK mit |J|<€ bezeichne UJ das Bild (1.3) des Teilkoproduktes _LI_U;i in A .
JeJ

Diese UJ bilden einen £-Kofilter mit Kolimes A (vgl. Beweis des ersten Lemmas in 9.1).

Darsus folgt

= Z 10 ]l = 2 e b )l = 20000« EZN000 = 21

Andererseits genligt die Menge {J} aller J der Ungleichung f{J}!< g€(A) . Nach 6.7 d)

{ad = £) gilt IUJ[< El . Zusammenfassend folgt daher [A] < sup(el,m-)) .

b) Wegen W(A)<W folgt die letzte Ungleichung aus 6.6 b), die erste ist trivial.
Sei 52 die kleinste regullire Kardinalzahl “ mit der Eigenschaft, dass jedes £-erzsug-

bare Objekt in A “Y-pr#sentierbar ist. Aus TT(UJ) = Ez und Ul < E(A) folgt wegen

6.2
1 (A) =Tr(l§,.m UJ) 533p(‘rr(UJ),I{J}}+) $sup(£2,£(_A)) .

Demnach bleibt zu zeigen, dass 52 < sup( El ,7{,‘2(5)|+) . Sei B ein beliebiges £-~erzeug~

bares Objekt und Au = _I_I_U -j—>B ein echter Epimorphismus, wobei JKI< £ und
keK

Uk € M flr jedes k € K . Folglich gilt auch W(AD)S N (6.2). Wir betrachten die kang-

k

nische Zerlegung
Y. N S R Y. Y S-S
a 1 2 g

von A in regullre Epimarphismen (1.5). Wegen |Z(4)| < |Z(A)l genbgt es mach 6.2
{a = IZ(A)|+) zu zeigen, dass flir jedes v aus ‘11’(Av) = sup(él,'ﬂ', IZ(A)I+) die Unglei~
chung ﬂ(Av-H.) = sup(El,Tr, IZ(A)P') folgt. Dies beweist man mit Hilfe der kanonischen

Kokerndarstellung
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”®

—

¥| |uf'g 34, N A\H_l
i)

wobei (f,g) : Uf g :H\V alle Morphismenpaare mit Definitionsbereich in M und der
’

Eigenschaft % f =2 g durchlBuft (vgl. 1.64).Es gilt némlich

Heegl € S)ual?l = | S(uallP<e? ¢
M = Z|tal = [Zall<e] -c,
und daraus folgt nach 6.2 bzw., 7C(A)) £ sup(Elﬂ'f, lZ(__A_H+)

mA,, ) S sup (TT(AV),Tr(Uf'g). Hif,aH ) < suple .M, ™

13.3 Korollar. Sei y eine Kardinalzahl mit den Eigenschaften 'y+3 £ und
(2')!)+> v + . . .

¢ 2 sup(El, L 12{A)T) . Aequivalent sind flr jedes A € A :

(1) Il < N?

(11)  £(n) < (2N7*

(3i1) n(A) = (27

Dies folgt unmittelbar aus 13.1 b) und 13.2.

13.4 Korollar. Sei y eine Kardinalzahl mit den Eigenschaften 'y+z £ und

(27)+2 sup(El,ﬂ’, fZ(A)l+) . Dapn ist die volle Untexkategorie A((27)+) der (27)+—Er5—

sentierbaren Obiekte -y+—vollst5ndig und echt (27)+-kovollsténdiq. Ferner ist die Inklue

sion A((ZY)+) — A y+-stetiq und echt (27)+-kostetiq.

Beweis. Die VollstWndigkeitseigenschaft folgt daraus, dass ein 'y+-Limes A= l<i_m A, von
1

Objekten A, mit |A | < (2")*  auf Grund der Definition von | | in 13.1 ebenfalls die

Bedingung fA| < 2"t erfollt (wegen 2N = 27 falls T R ). Dex Rest folgt aus

9.6,

Es stellt sich die Frage, ob A((27)+) (Zy)+-vollstandig ist. Das folgende Beispield)

zeigt, dass im allgemeinen in A((Zy)+) (2¥)*-Produkte nicht existieren.

13.5 Beispiele. Sei A = KDmED und M bestehe aus dem Einheitsintervall I . Es gilt
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g(I) =1(I) = j».‘l (vgl. 6.5 b), c), 9.4 d)) sowie 62 =Rl (vgl. Beweis 13.2 b) und

R
9.4 d)). Fiir & kann man wegen 9.4 d) (2 )% .#hlen. In 13.3 und 13.4 kann man daher

»
flr y eine beliebige unendliche Kardinalzahl wlhlen. Insbesondere ist A((Z 0)+)

¥o 4 X5+
xl-vollstﬂndig. Wir zeigen nun, dass _/_-\_((2 ) ) in A nicht unter {2 °) ~Produkten

»
abgeschlossen ist. Sei {1} € A ein einpunktiger Raum und _u,_{l} das 2 “~fache Kopro-
2%
dukt von {l} in Komp . Dieses ist bekanntlich isomorph zur Stone-Eech‘schen Kompaktifi-

Ro | Fur die Kardinalitst von 1] {1} gint

L] - (") ,
%

2zierung einer Menge mit Kardinalit#t 2

Rt
(vgl. Bourbaki [12] chap. 9, § 1, exercice 12 b)). Whre J_J_{l} (2 0) ~erzeugbar in A ,
R+ ®
80 kénnte man .Ll_{l} nach 9.3 -(fl\r o= (2 0) )‘ in 1(2 0) einbetten, was jedoch
‘1(2&)] Ll 2%)

wegen unmBglich ist ( | { bezeichnete hier die Kardinalitét).
b) Sei A = [y_D,_l‘jg_] eine Funktorkategorie, wobei Ob U eine Menge ist. Als echte Genera-
torenmenge M wlhlen wir die Menge aller Hom-Funktoren [-,U] , U€ U . Ferner kBnnen wir
E=1T = *0 setzen. E€s gilt dann |Fl € {Gl , wenn F ein Unterfunktor oder ein Quotient
von G ist. Daraus folgt leicht, dass wir fiir El jede regulBre Kardinalzahl T w8hlen
drfen, welche flr jedes U € U der Ungleichung T > ’[—,U]' genligt. Nach 13.2 sind also
fir jedes solche ¥ die folgenden Bedingungen ¥quivalent (vgl. 9.4 b)):
(1) IfFl = ZFul<

Uey
(ii) E(F)s T

(iii) MF)= T

13.6 Wir betrachten nun den Fall, dass A eine Kategorie Stz[go,_l‘jg_] ist, wobei wir
voraussetzen, dass Ob U und = Mengen sind (vgl. § B). Sei L : [go,ﬂg_] -—»Si'z[_l__lo,_h_‘l_e_]
die Koreflexion G ~G . Als echte Generatorenmenge M in 51'2[_l_J_°,ﬂ_e_] wlhlen wir die
Bilder der Hom-Funktoren [-,U] , U €U unter L : [Qo,_l‘_’lg_] —osz[_Lf,_l‘_'l_e_] . Man beachte,
dass iﬁl < | y_l = ImM} , wobei M die in 13.5 b) gewBhlte echte Generatorenmenge in

e ~
[Qo,ﬂ_e_] ist. Die Objekte [—,U] von M bezeichnen wir im folgenden auch mit U . Flr

F e Stz[ﬂo,ﬂ_g_] schreiben wir ‘Flz anstatt |F| , es gilt alss (flir jedes V € M wihle

man ein U € U mit T=v)
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|F| ZI[VF]I‘ ):l[u A - Zl[ LA - V%ﬁlrul

Betrachtet man F andererseits als Objekt von [_l_J_ ,Me] so gilt (13.1, 13.5 b))

- Z-al - = el

Aus [Ml < Ml folgt IFls < IF] fur FEStz[_l_J_O,M_e] . Statt W(F,sz[gc’.M_e]) und

W(F,[QO,M_E]) schreiben wir ¥ (F,2) und %(F) , 6.1
Fir & und U (13.1) kbrnen wir in diesem Fall (dh. A = Stz[gn,_f‘j_e_] ) die kleinsten
regul#iren Kardinalzahlen whhlen derart, dass

¢(dd) = £ 2 g(wd) und Tr(dg) <N = w(wo)

fir alle ¢ € X gilt. Denn die Inklusion I : StZ[_U_OyﬂE.] —’[.U.O,M_ﬂ erhlt -kofiltrie-
rende und monomorphe E-kofiltrierende Kolimites (vgl. 8,5 b) und Beweis von 11,3 c)). Da
fir jedes 6 € [1°,Me] die Funktoren [G,I-] : SE[_QD,M_E] —+Me und

[E,-] : sgg",m_e] —Me isomorph sind, so folgt
N(G,2) < sup(®,MG)) und €(G,3) < sup(E€6)) ,
und insbesondere
w([—0,2)e™ wa e{(S0).2) s €

Dies zeigt, dass die obige Wahl von £ und W mBglich ist.

Ferner gilt nach 13.5 b)

< sw(E)

wenn die kleimste regul¥re Kardinalzahl mit der Eigenschaft ’Yl >\[—,U” , Uely , ist.

13.7 Lemma. Fir jeden Funktor G € [U%,Me] gilt

lﬁ‘fzs 18] < sup (‘rr,Be, tsae) < sup (p*,pe, IGIB)
g<€t

B<t
wobei B = sup (IZI,I[-.U]I,O) .

Ued,0<g
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~

Beweis. Wir benlitzen hierzu die Konstruktion von G im Beweis von 8.5 a) und die dort

+

verwendeten Bezeichnungen. Es gilt £(wd) € £ £ 3 flbr alle J € = , also auch

N{wd) = [3+ und lwdl= B nach 13.5 b),und |G | =16} + lwol< sup(lG!,B) . Ferner

L4
folgt aus £(dg) £ £ die Existenz eines Epimorphismus I |[-,Ui] —»do mit JI]< €
iel

(vgl. 9.3). Fiir alle C € 2 gilt deshalb

6

{la6,6]) = TTleu,l <161M'< sup f61° .
iqg ¢ g<€

Folglich gilt fOr die Kardinalit#t der Menge aller Paare (0,E) , 0 €2_, £ ¢ [dd,G]
8 ]
1{(g,0)} <12 -(sup 1617) < sup (B, 161°) .
<t g<E

Daraus folgt

lo,l =IE) <lsl + = 16, | =6l +){(¢,00} -sup(16l,p) < sup (8,610 .

1 1 6,5 9k g<€

Ersetzt man G durch Gl , so erh8lt man analog

lGZi = sup (ByIGlle4) = sup (ﬁlﬁe“r}G’ea") = Sup (Bev zGle) '
g<¢ 8,8,<¢€ 8<€

1
. 8,8 6, .6 .
sowie lGal <sup (B,161") und |G {< sup (8,1GI") flir {v|< B . Fermer gilt nach
8<¢ Voooe<t
8.5 G = liém Gv . Da T(wo) < [3+ so folgt aus der Definition von ¥ , dass W<€ B+ .
pi<w

Zusammenfassend erhalten wir

18] = H{vvi< 73}« sup 16 IS arsup (Be.lﬁle) = sup (rr,rse.lsle) £ sup(ﬁ’,ﬁ,elGle)
wsp VY <€ a<E g<€

13.8 Satz. Fbr die aus £-erzeugbaren und w-prisentierbaren Objiekten bestehende echte

Generatorenmenge M in Stz[_lf,_l\ie_] kann man El < (ggg ('Tfe,ﬁe))+$ (s:% (ﬁ‘.]e)+

whhlen, wobei B = sup (12(,}[-,U]f ,9) ist.
Uel,B<E

Beweis. Die zweite Ungleichung ist trivial, weil T < B+ .
Gl
Wegen tF;Z < |F| genligt es zu zeigen, dass |F} < sup (ﬂ'e,ﬁ ) flr alle £-erzeugbaren
<€
Objekte F € sz[_l.Jno,_ME] gilt. FUr ein solches F existiert nach 9.3 in Stz[go,_Mﬁ] ein

P
echter Epimorphismus G° —F mit G° = | I[-,ui] und J1l< € . Mit Hilfe von 1.5 und
ie]
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6.6 b} kann man zeigen, dass F der T—Kolimes der kanonischen Zerlegung

—~ o~ P~

Go—’ﬁl —»’E‘é—»... =6 ... ’ <7

~

v+1
von G° —F in regul8re Epimorphismen von Stz[_QD,Me ist (G + bezeichnet den Kokern
SN Y o o
des Kernpaares G W G 3G in [_l,!. ,Mel ). Aus ’G ’sﬂ folgt nach 13.7

lot = |68l s sup (6% wnd 162l |G] < sup (0% - s (n26%) .
f<¢ 8,8<€ 6<€
Durch transfinite Induktion erh#lt man lel < sup ('rro,pe) flir jvi<lr < ﬁ+ . Folglich
b<t
gilt

IFl = t Lim & !S vzlG’VV}S M- sup (ue.ﬁe) = sup (Tfe.ﬂe)

w<1 8<E 6<t

13.9 Korollar. Es gilt 81 = (ZS)+ s wobei § die kleinste unendliche Kardinalzahl

§

) . §
ist derart, dass § 72 £ , 2°%2% , 2°2 |Z| und 2°2 |[-,U]} flr jedes U €U .

Dies folgt unmittelbar aus sls (sup(‘ﬂ'o,ﬁe))-".
G<€



§14 Charakterisierung und Stetigkeitseigenschaften der Kanschen Erweiterungen

In diesem Abschnitt geben wir eine Charakterisierung derjenigen Funktoremn A —B , welche
die Kan'sche Koerweiterung ihrer Restriktion auf gewisse Unterkategorien von A sind,
analog der £ilenberg-Watts'schen Charakterisierung des Tensorproduktes {14.2). In 14.6-
14.7 b) behandeln wir das Problem, wann ein stetiger Funktor einen Koadjungierten besitzt.
In 14.8-14.11 b) geben wir die Stetigkeitseigenschaften eines Funktors t an, welche sich
unter gewissen Voraussetzumgen auf die Kan'sche Koerweiterung EJ(t) lbertragen. Hierfiir
gibt es zahlreiche Anwendungen {vgl. Gabriel Popescu [22], Andrg [1}1], Barr Beck [6 ],

Mac Lare [40]).

14.1 Definition. Sei A eine Kategorie und M « Ob A eine Klasse von Objekten. Ein

Diagramm

'~ x 1"
AT—=3A —> A

[

heisst M-rechtsexakt in A , wenn flir jedes U € M die induzierte Folge

[U,A'*] =3[U,A] -»[U,A"] ein zusammenziehbarer Kokern ist, dh. es gibt Abbildungen
o: [U,A"] -[u,A] und @ [U,A] »[U,A'] mit den Eigenschaften [U,y]-& = id ,
[Ua)-¢ = id und o-[U,y] = [U,B]-P.

£in Funktor F : A —»B heisst M=rechtsexakt, wenn er M-rechtsexakte Folgen in Kokern=-

diagramme Uberflihrt.

Beispiele. a) Ist A eine Kategorie mit Faserprodukten und sind die Objekte von M pro-

jektiv in A (vgl. 11.2), dann gibt jeder requl¥re Epimorphismus p : A — A" Anlass zu

einer M-rechtsexakten Folge A A 33 A P, an

AI!

b) Falls in A Koprodukte von Dbjekten aus M existieren und M eine Menge ist, dann

ist flir jedes A € A die Folge (2.14 e))

Hu, = 1 uEa

TR

M-rechtsexakt. Die Abbildung e [U,A] H[U,J&.Uh] ordnet einem Morphismus h : U —A
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die kanonische Induktion ih s U —>.|.|.Uh der Komponente h zu, und
(- [U,.U.Uh] —»[U,.I.lUTc g] ordnet einem Morphismus f : U _,Jl.uh die kanonische Induktion
s
- TN _ ]
Uu—-Au Uf,g der Komponente f,lp_f : U3 .U.Uh zu (beachte pf = p lp_¢) .

Nach 1.11 und 1.4 ist die obige Folge genau dann rechtsexakt, wenn M eine regulire

Generatorenmenge ist. Ist M regulBr, dann gilt (2.142)): M-rechtsexakt == rechtsexakt,

14.2  Satz. Sei M eine Menge von Dbiekten in einer Kategorie A , in welcher beliebige

Koprodukte von Objekten aus M existieren. Sei X =]La(M,A) ein voller Abschluss von M

in A unter a~Koprodukten, wobei «a eine regulfre Kardinalzahl oder o =ee ist (vgl.

7.3). Sei B eine Kategorie mit Kokernen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Ein Funktor T : A —»B ist genau dann die Kan'sche Kosrweiterung seiner Restriktion

auf X =l (M,A} , wenn er M-rechtsexakt ist.

o
o

ei o <eoe und die Objekte von M seien oa-pr#sentierbar in A . ferner besitze B

beliebige Koprodukte.

m

in funktor T : A —»B ist genau dann die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion

ﬂJ
C
=N

X =,lLa(M,A) , wenn er M-rechtsexakt ist und o~kofiltrierende Kelimites erh#lt.

c) Sei Ml <€ a ee und die Objekte von M seien a-erzeugbar in A . ferner besitze B

beliebige Koprodukte. Ein Funktor T : A - B ist genau dann die Kan'sche Koerweiterung

seiner Restriktion auf X :JLa(M,A} , wenn er M-rechtsexakt ist und monomorphe o-kofil-

trierende Kolimites erh#1t.

Beweis. Die Aussage a) wurde bereits in 2.14 e) bewiesen.

b) Es ist klar, dass eine M-rechtsexakte Folge in A auch (Db X)-rechtsexskt ist. Aus
14.1 und 2.8 folgt daher, dass die Kan'sche Koerweiterung T : A —»B M-rechtsexakt ist
und o~kofiltrierende Kolimites erh#lt.

Umgekehrt sei t : X —»B die Beschr#nkung eines Funktars T : A »B , welcher diese bei-
den Eigenschaften besitzt. Da jedes Koprodukt —LjL Uj von Objekten Uj € M der a-kofil-
trierende Kolimes seiner a-Teilkoprodukte ist, welche zu X gehBren, so folgt, dass die

kanonische natlirliche Transformation o : EJ(t) —T auf I ,(M,A) ein Isomorphismus ist.

Da EJ(t) und T M-rechtsexakt sind und jedes Objekt A € A eine M-rechtsexakte fuolge
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,U € M zullsst {vgl. 14.1, Beispiel b))}, so folgt, dass

uUf,gzg_l_LLlh—»A mit U N

fi9
p(A) : EJ(t)(A) — TA ein Isomorphismus ist.
c) Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie flir b). Man beachte, dass wegen Ml < a
jedes Koprodukt _L,l_U\j von Objekten Uj € M der monomorphe a~kofiltrierende Kolimes der-
J

jenigen a~Teilprodukte ist, welche alle in _Ll_U, vorkommenden Summanden aus M enthal-

N
ten. Wegen 'M' < a ist jedes dieser Teilprodukte ein Retrakt von ‘L-LUj (vgl. 11.7).

J

14.3  Bemerkung. Voraussetzungen wie in 14.2. Aus dem obigen Beweis folgt leicht, dass
ein koprodukterhaltender Funktor T : A —B genau dann die Kan'sche Koerweiterung seiner
Restriktion auf X :‘Ll‘a(M’A) ist, wenn er M-rechtsexakt ist {o regulfir oder a = o).

Sei «a requl8r. Umgekehrt ist unter gewissen Voraussetzungen die Kan'sche Koerweite-
rung eines a~koprodukterhaltenden Funktors X — B wieder a-koprodukterhaltend (vgl. 14.8)
Ist zum Beispiel A eine algebraische Kategorie (§ll) derart, dass Aﬁ,StﬁIio'M—e] ,
dann folgt aus 2.7, dass die Kan'sche Koerweiterung eines a-koprodukterhaltenden Funktors
t : X —>B gerade die Zusammensetzung von A.;SthD,M_e] mit dem Koadjungierten
Stﬂl(_o,_l‘_’!_e_] —B wvon B w[t»,B] ist. Fasst man nun ﬁo als "algebraische Theorie® im
Sinne von §ll auf, so folgt hieraus, dass die Kategorie der __)_(_D—Algebren in §_0 (d.h.
Stﬁ[lo,g_o] ) Yquivalent zur Kategorie der M-rechtsexakten koprodukterhaltenden Funktoren
A —>B ist. Dies ist eine Verallgemeinerung der Eilenberdg—Watts'schen Charakterisierung
des Tensorprodukts (vgl. [16] [59]. Ein Funktor F : A—B ist genau dann M-rechtsexakt,

wenn flir jeden regulBren Epimorphismus p : X —»Y in A die induzierte Folge

F(X'{'{rx) TFX - FY rechtsexakt ist).

14.4 Korollar. Sei M eine Menge von Objekten in einer Kategorie A , in welcher belie-

bige Koprodukte von Obiekten aus M existieren. M ist genau dann eine regulfre Genera-

torenmenge, wenn X =_U_a(M,A) eine dichte Unterkategorie in A ist, wobei entweder

a) ¢« meg; oder b) a < oo und die Obiekte von M sind o-pr¥sentierbar in A ; oder c)

M| € @ < oo und die Objekte von M sind o-erzeugbar in A .

Beweis. Ist M eine requlfre Generatorenmenge, dann folgt aus 14.1 Beispiel b} und 2.7,

2.9, dass EJ(J) existiert und dass EJ(.J) =did, . Folglich ist J : X —»A nach 3.2
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dicht. Ist umgekehrt J dicht, dann folgt aus EJ(J) = idA (3.2) und 14.2, dass

:i.dA : A >A M-rechtsexakt ist. {Man beachte, dass A hierflir nicht kovollst#ndig zu sein

braucht, weil die flir die Existenz von EJ(J) notwendigen Kolimites lip J-JA existieren).

Nach 14.1 b) ist M daher eine regul8re Generatorenmenge.

14.5 Satz. Sei A eine lokal o-pr8sentierbare (bzw. a-erzeugbare) Kategorie und X die

volle Unterkategorie der o~pr¥sentierbaren (bzw. o-erzeugbaren) Objekte. Ein Funktor

T : A—B mit kovollst8ndigem Wertebereich B ist genau dann die Kan'sche Koerweiterung

seiner Restriktion auf X , wenn er a-kofiltrierende (bzw. monomorphe a-kofiltrierende)

Kolimites erh#1t. (Eine Anwendung hieven ist in Hilton [30] zu finden).

Dies folgt unmittelbar aus den Beweisen von 14.4 b} und c}, weil nach 7.4, 7.7 die In=-
klusion A(a) A dicht ist, vgl. auch 5.5 und 7.9 {bzw. weil jedes Objekt in A der

a~kofiltrierende Kolimes seiner a-erzeugbaren Unterobjekte ist, 9.5).

14.6 Satz. Seien A und B lokal prHsentierbare Kategorien und sei G : A -»B ein

funktor. Aeguivalent sind:

(i} G besitzt pinen Koadjungierten F : B —A .

(ii) G 4ist stetig und erhbHlt o—kofiltrierende Kolimites f#ir eine genligend grosse requ-

l%re Kardinalzahl o .

(iii) G 4ist stetig und erh#1t monomorphe PB-~kafiltrierende Kolimites flir sine genligend

grosse regul¥re Kardinalzahl § .

(iv) & ist stetig und es gibt eine kleine Unterkategorie X in A  derart, dass G

die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf X ist.

Beweis. (i} = (ii)} FUr diese Richtung genligt es vorauszusetzen, dass A lokal prisen—
tierbar und B ein Koretrakt ist {4.1). Dann gibt es eire kleine Kategorie U und eine
volle Einbettung I : E_—’[HO,M_E.I , welche einen Kaadjungierten R besitzt. Folglich ist
FR : [U%,Me] »A koadjungiert zu IG : A—’[QD,_ME_] . Aus dem Beweis von 4.2 (i) = (ii)
geht hervor, dass IG zum Funktor _A_—’[y_D,M_5~| , A w[FRY—,AJ isomorph ist, wobei

Y« U —’[_l:l_o,ﬂa_l die Yoneda Einbettung ist. Flir a » sup T((FRYU,A) folgt daher, dass

Ue U
IG a-kofiltrierende Kolimites erh8lt. Wegen RIG =g gilt dies folglich auch flir G
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(ii) =» (iii) trivial.

(iii)=>(iv) Sei X = z('y) die volle Unterkategorie der y-erzeugbaren Objekte, wobei

€(A) £y 2B . Nach 14.5 ist der Funktor G die Kan'sche Koerweiterung seiner Restrik-

tion auf X .

(iv) =» (i} Es genligt zu zeigen, dass flir jedes B € B der Funktor [B,G-] : A -5Me

darstellbar ist. Sei «o ;xsu& w(X,A) und a > w({B,B) . Nach 2.8 erh#lt G a-kofiltrie-
€

rende Kolimites und folglich—auch [B,6-] . Sei J : Ala) oA die Inklusion der vollen

Unterkategorie der a-prBsentierbaren Objekte. Nach 14.5 gilt dann EJ[E,EJ—] 1 [B,G—] .

Da A(a) klein ist, so gibt es eine Darstellung [B,GJ—] = l_i[n [Uv,—] derart, dass

VeD

Uv € Ale) und Ob D eine Menge ist. Aus 2.4 folgt

[8,6-] E‘EJ[B,EJ—] =€ ln [U,-] ¥ 1in EJ[UV,«-] ¥ 1in [JUV,—]
v v v

Dabei ist 1lim [JU\:’_J der Kolimes des Funktors 0 —[A,Me] , v w[JUV,—] , sowie der
—_
v
Kolimes des induzierten Funktors QaSt[A,Me , V M)[JU\:’—] , wobei St[_A_,Me die Kate-

gorie aller stetigen mengenwertigen Funktoren auf A bezeichnet. Flr den letzteren Koli-

mes gilt jedoch 1lim [JU B :| = [limJU ,-] , weil die Yoneda Einbettung
v o 9 v

A% - st[A,Me] , A ~[A,-] bekanntlich kostetig ist. Daraus folgt [B,G6-] ¥ [limJJv,—] .

i

Bemerkung. Sei G : A —B ein stetiger fFunktor, A 1lokal pr¥sentierbar aber B beliebig.
Aus dem cbigen Beweis geht hervor, dass G genau dann einen Koadjungierten besitzt, wenn
fiir jedes B € B der Funktor [B,G-} : A »Me monomarphe B-kofiltrierende Kolimites er-

h4lt (flir ein genligend grosses von B € B abh#ngiges B ).

14.7 Bemerkungen zum "adjoint functor theorem".

a} Das Uibliche Kriterium flir die Existenz eines Koadjungierten lautet (vgl. Benabou [Q],
Freyd [18]): Sei X eine vollstlndige Kategorie mit einer Kogeneratoremnmenge M , in wel-
cher jedes Objekt nur eine Menge von Unterobjekten besitzt. Dann besitzt jeder stetige
Funktor G : X —»Y einen Koadjungierten.

Man kann dies dahingehend variieren, dass man verlangt, dass M eine echte Kogenera-

torenmenge ist (1.9) und dass die echten Unterobjekte (1.3) jedes Objektes in X eine
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Menge bilden.

Wie vorhin in 14.6 kann man den Beweis dieser beiden Kriterien auf den Fall Y = Me
zurlickffhren, indem man flir jedss Y € Y den Funktor X —Me , X ~[Y,GX] betrachtet.
Sei also G : X —Me ein stetiger Funktor und o : [X,-] -G eine natlirliche Transfor-
mation. Wir zeigen zuerst, dass ¢ durch einen darstellbaren Unterfunktor von G fakto-

risiert. Hierzu betrachten wir das System (i, : Xe -+X) derjenigen Unterobjekte von X

A

(bzw. echten Unterobjekte von X ), flir welche der Morphismus ¢ : [X,-] -G durch
[i'_,-] : [X,-] _’[Xt’_] faktorisiert. Da die Unterobjekte von X {bzw. die echten Unter-

objekte von X } eine Menge bilden, so existiert l(irn Xy - 5ei i l‘ﬂ XL — X der uni-
8 L
verselle Monomorphismus. Da G : X - Me stetig ist, so faktorisiert ¢ : [X,—] — G durch

[i,—] : [X,—] —>[_L1Ln XL’_] und auf Grund der Definition des Systems (i'_ t X, —X) ist
L

es leicht zu sehen, dass die Faktorisierung o [%J._m XL,—] — G ein Monomorphismus ist.
L
Im ersteren Fall {dh. wenn die i : X, —X lediglich Monomorphismen sind} hat & zu-

s8tzlich folgende Eigenschaft:

Fiir jede Zerlegung [lim XL"] °—"»[X',-] —G von o ist der vom Monomorphismus & indu=-
-—
C

zierte Epimorphismus p : X' —)l‘_]:in XL echt (man beachte, dass in jeder Zerlegung
C

Xt — X1 -‘Llin X, von p der Morphismus j auf Grund der Definition von (i,, X, —>X)
2

invertierbar ist, falls j : X" —1lim X, ein Monomorphismus ist].
<
Sei nun (Gp. < G) das in natlirlicher Weise geordnete System derjenigen darstellbaren
Unterfunktoren von G , welche die obige Eigenschaft besitzen (bzw. von allen darstellba-
ren Unterfunktoren von G ). Flir jeden Funktor G w8hlen wir ein darstellendes Objekt
u

Xu und einen Isomorphismus [Xu,-] '!V»Gu . Da G stetig und X vollst¥ndig ist, so kann
man wie in 5.3 zeigen, dass dieses System flir jede regulBre Kardinalzahl o o-kofiltrie~
rend ist. Folglich gilt 1lim [X ,—1 %£1imG =G . Das System ist im allgemeinen nicht

— —

» ~ ¢
klein und aus diesem "einzigen" Grund ist G nicht immer darstellbar (vgl. Gegenbeispie~
le in b)). Die Existenz einer Kogeneratorenmenge M (bzw. einer echten Kogeneratoren-
menge) hat jedoch zur Folge, dass das System ein terminales Objekt besitzt.

Es sei daran erinnert, dass ein echter Epimorphismus p : Z - Z' {bzw. ein Epimor-

phismus p : Z —Z') genau dann invertierbar ist, wenn flir jedes U € M die Abbildung
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[p,U] : [Z’,U] -—>[7_,U] bijektiv ist. Auf Grund der Definition des Systems (Gl-lc G} ist
der von einer Inklusion G -—>Gv induzierte Morphismus q'\'j : Xv — X ein echter Epimor-
phismus {(bzw. ein Epimorphismus). Folglich ist die Abbildung Gli ~s u-lé_iM GIJU eine Injektion
der Klasse aller Gu in die Menge aller Teilmengen von u_ﬁ_é GU . Dies zeigt, dass die G
eine Menge bilden, und dass das System (Gu c G) klein ist. Es besitzt ein maximales Ele-
ment, weil es flir jede Kardinmalzahl « a-kofiltrierend ist. Somit ist G darstellbar.

b) Die Betrachtungen in 7.6 und 14.6 liefern ein "Rezept", wie man stetige Funktoren
Gr —Me ohne Koadjungierten erh8lt. Man w8hle eine "grosse Gruppe® K mit den folgenden

Eigenschaften: 1) |K|{> e ,2) flir jedes X € Gr gilt l[K,XM( oo , 3) flir jede requlBre

?

Kardinalzahl « gibt es einen Quotienten Y von K mit a €| Y [g oo (flir eovgl. §D).

Nach §O gibt es dann einen stetigen Funktor GK : Gr - Me , X w[K,X]' s Wire GK(%[A,—]

f8r ein A € Gr , so faktorisierte jeder Morphismus K —X , X € Gr , durch den kanonischen
Morphismus q;A(idA) ¢ K —>A . Dies ist jedoch unmbBglich, weil K beliebig grosse Quotien=
ten in Gr besitzt. Flir ein konkretes Gegenbeispiel kann man K =l&LAa wdhlen (vgl, Is=-
bell), wobei Aa die alternierende Gruppe auf einer Menge mit Kardinalit¥t o ist und «
die Gesamtheit aller kleinen Kardinalzahlen durchlfuft.

Wir geben noch ein Bhnliches Legenbeispiel f8r die kategorie A der kommutativen
Ringe mit Einselement. Flir jede unendliche Kardinalzahl o wHhlen wir einen KBrper Ka
der Kardinalit8t o« . Wir nehmen an, dass Koc CK[3 flr o < f . Wir zeigen unten, dass
flir jeden Ring X € A die Klasse [gKa,X] klein ist. Wie vorhin kann man damit einen
stetigen Funktor G : A —-Me definieren, welcher keinen Koadjungierten besitzt derart,
dass GX = [‘D’Ka,x]' flir jedes X € A .

Sei X € A ein Ring mit |X| <« B . Es genligt offensichtlich zu zeigen, dass jeder Mor-

phismus f :TrK — X durch die Projektion -[TK - TT K faktorisiert. W8re dies nicht
P o< *K<f3

der Fall, so betrachtet man die additive und multiplikative Abbildung ¢ : KB HUKO‘ ,

deren a-te Komponente die Nullabhildung ist, falls a« < 8 bzw. die Inklusion K_<& Koc

falls o 2f . Da flir die unterliegenden abelschen Gruppen ‘aIKa = (;];E Ka )_LL a<p Ka)

gilt, so ist die additive und multiplikative Abbildung f-g : K[3 — X nicht die Nullabbil-

dung. Folglich ist f-p monomorph. Dies ist jedoch wegen \KB\ =B >|x] unmBglich.
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14.8 Wir stellen nun einige Exaktheitseigenschaften von Kan'schen Erweiterungen zusammen

{14.8-14.11), die wir am Schluss dieses Abschnittes beweisen.

Satz. Sei A eine lokal o-prAsentierbare Kategorie und sei J :+ U —A die Inklusion derx

vollen Unterkategorie ihrer ompr#sentierbaren Objekte. Ferner sei Z eine kovollst¥ndige

Kategorie und B eine o~kleine Kategorie.

Falls t : U—2Z D-Kolimites erh®1t, dann auch die Kan'sche Koerweiterung EJ(t) : A2,

Ferner ist EJ(t) kostetig, wenn t o~-kostetig ist.

14.9  Bemerkung. Man kann den Satz 14.8 nicht wesentlich verbessern. Sei n#mlich A eine
kovollst&ndige Kategorie, und J : U — A die Inklusion einer vollen dichten kleinen Un-
terkategorie U , die in A unter o~Kolimites abgeschlossen ist. Der volltreue Funktor
£ A—»Sta[ga,ﬂa_] , A ~[J-,A] ist die Kan'sche Koerweiterung EJ(Y) der Yoneda Einbet-
o - . .
tung Y : Q_—»Sta[g ,Mel (2.2 b) und 2.7). Gilt die letzte Aussage von Satz 14.8, so ist

E folglich kostetig. Demnach gilt flir jedes F € Sta[go,_l‘ﬁaj

PR . o ~ s . .
Fe li{n(YYF : Y/F —»_l_J'—»Sta[_l__l_ el >_ Lim(EJY ) & E(Llim JY_)

Dies zeigt, dass £ bis auf Isomorphie jedes F € Sta[go,kl "erreicht", und folglich
eine Aequivalenz ist. Demnach ist A 1lockal o~pr8sentierbar, und J induziert eine Aequi-
valenz U&A(a) .

Insbesondere kann in 14.8 U nur dann durch A{a) (9.5) ersetzt werden, wenn

Ala) = Rla) .

14.10  Im kommenden Satz orientiere man sich an folgendem Beispiel: A eine lokal  pr4-
sentierbare Kategorie, J : U —» A die Inklusion der vollen Unterkategorie ihrer a-prlsen-
tierbaren oder a-erzeugbaren Objekte und Z eine lokal o~pr8sentierbare Kategorie. Es

sei daran erinnert, dass U a~kovollst¥ndig ist und in vielen FH#llen auch gewisse Limites

pesitzt (vergl. z.B. 13.4).

Satz. Sei U eine kleine o~kovollst#®ndige Kategorie und J : U — A ein a-kostetiger

Funktor. Sei D gine kleine Kategorie und seien U und A D-vollstd#ndig. falls ein
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Funktor t : U—Z mit kovollst#ndigem Wertebereich D-Limites erh#lt, dann auch die

Kan'sche Koerweiterung E l(t) : A —Z , vorausgesetzt in Z kommutieren o~kofiltrisrende

Kolimites mit D-Limites (z.B. wenn die Kategorie Z 1lokal a-pr#sentierbar und J

a-klein ist (vgl. 7.11).

Variationen. Seien J : U—A , t :U—Z und H: D —A Ffunktoren, wobei D wund U
klein sind. Die genauen Voraussetzungen flir die S#tze 14.8 bzw. 14.10 sind in den Beweisen
von 14.12 und 14.14 bzw. von 14.12 und 14.13 zu finden. In Beispielen ist es gelegentlich
mdglich diese Bedingungen direkt nachzuweisen. Wir geben ein solches Beispiel:

Falls t a-Produkte erh#lt (dh. D diskret) dann auch EJ(t) , vorausgesetzt in Z kommu-

tieren a-kofiltrierende Kolimites mit a-Produkten. Dabei braucht U nicht a-kovollst8ndig

und J : U—>A nicht a~kostetig zu sein. Es genligt stattdessen, dass flir jedes A € A

die Kategorie J/A o~kofiltrierend ist und dass U ein initiales Objekt besitzt und J

dieses erh#lt.

14.11  Satz. Seien J : U—A und t : U —>Z Funktoren, wobei U klein ist. Es gelten:

a) Falls U und

=

endliche Limites besitzen und t endliche Limites erh#8lt, dann er-

h#lt EJ(t) : A —>Z gbenfalls endliche Limites, vorausgesetzt Z ist eine Garbenkatego-

rie (12.5, 12.14).

b) Falls U wund

{x=

a~Limites besitzen und t o~Limites erh8lt, dann erh3lt

EJ(‘t) : A —>Z ebenfalls a-Limites, vorausgesetzt Z ist lokal pr#sentierbar und flir

jedes A € A ist die Kategorie J/A 7UZ)-kofiltrierend.
Bemerkung. Im Gegensatz zu 14.10 ben®tigt man nicht, dass J : U — A o~Kolimites erh&lt
und U a-kovollst8ndig ist. Ferner sind in b) die Kardinalzahlen « und n(.z_) voneinan-

der unabh8ngig.

14.12 Die Beweismethoden flir 14.8 und 14.10 sind im wesentlichen dieselben, w8hrend flir
14.11 a), b} eine andere Methode bentitzt wird. Wir f#lhren deshalb nicht alle Beweise

durch und beschr8nken uns darauf, die beiden Methoden anzugeben. Diese sollten es dem Le-
ser auch ermBglichen einige Variationen von 14.8~14.11 zu finden, die wir nicht angeffihrt

haben.
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Wir beginnen mit der Methode flUr 14.8 und 14.10. Diese basiert auf den drei folgenden

Lemmata.

Lemma. Sei J : U—A gin Funktor und D eine Kategorie. Flir jedes Paar von Objekten

D,D* € D und jedes U e U existiere das Koprodukt Alu in U und es werde von
Lo,0]
J : U—-A erhalten. Dann ist flir jedes D € D und jeden funktor H : D —A der Funktor

Fp ot [2,3)/H— a/HD, (K, 0K B H) ws (KD, IKD LN HD)

konfinal {2.12, flir J/HD etc. vgl. 2.6).

14.13 Lemma. Sei 1D eine kleine Kategorie und sei J : U —A ein Funktor, wobei U

und A D-vollstSndig sind. Dann ist flir jeden Funktor H € [D,A] der Funktor

Lo+ [2,9]/H = J/4inH, (K, K -f»H)M(Ji_j;r_n Ky {4dm K)—kﬂiléj;m JK _‘Jﬁ_”,ﬂn H>
konfinal.

14.14 Lewma. Seien J : U—A und D wie in 14.8. Dann ist flr jeden Funktor

He [g,:_l\_] der Funktor

. . ) ) fimy .
L s [B,J]/H = J/ain H, (k, I f»H)m—;(J(lﬂn Ky {1im K\)%lim JK —3‘5’"——)1_1_)111 H>

konfinal.

14.15 Bevor wir 14.12-14.14 beweisen, zeigen wir wie man daraus die Aussagen in 14.8

und 14.10 herleiten kann. Wir beginpen mit 14.10. Der Satz ergibt sich aus folgenden Iso-

morphismen
{2 @ @
E (t)(1im H) % Lim tU 2 Lim t(lim K) 2 Llim(Lim tKD)Z lim(lim KDY 2 Lim E () (HD)=in E (t}H
J «— — [ S O Ve “— V5 — J «— J
{u) (K¢} {k#) D p (k7 b

Dabei durchlaufen (U,£) wund (K,p) die Kategorien J/Ji._r_n H und [Q,J]/H . Die Isomor-
phismen (1) und (3) resultieren aus 14.13 und 14.12. Der Isomorphismus (2) ergibt sich
aus der Vertauschbarkeit von D-Limites und o~kofiltrierenden Kolimites in Z . Die Kate-

gorie [D,J]/H ist n¥mlich o-kofiltrierend, weil U a-kovollst#ndig und J a-kostetig
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ist. Dies zeigt, dass EJ(t) D-stetig ist.
Wir bemerken noch, dass es im diskreten Fall (dh. D diskret) auf Grund der in 14.10 (Va-
riation) gemachten Voraussetzung evident ist, dass [Q,J]/H a-kofiltrierend ist.

Der Beweis flir 14.8 ist bis auf triviale Modifikationen derselbe wie flr 14.10. (Man
benlitzt 14.14 anstelle von 14.13. Die Exaktheitseigenschaft von 2 wird wegen der Ver-

tauschbarkeit 1lim lim £ 1lim lim nicht ben8tigt}. Die letzte Aussage folgt aus 14.5.
— — — —
{k¢) D > (K#)

Beweis von 14.12. Es ist zu zeigen, dass flir jedes Objekt (U,JU E»HD) von J/HD die

Kategorie (U,E))\FD zusammenh&ngend ist. Wir zeigen, dass sie ein initiales Objekt be-
sitzt. Dem Paar U € U , D € D kann man den verallgemeinerten darstellbaren Funktor

ue[D,~] : DU, D v
®[0,-] : DU “"')to,nq

gilt J-(U ® [D,—D = JUQ® [D,—] . Nach dem Yoneda Lemma (vgl. [56] introd.) gibt es eine

zuordnen. Da J : U —>A diese Koprodukte erh#lt, so

Bijektion [Ju,HD] 2 [Ju @ [D,-],H] 2 (J-(U®[D,-]),H] , welche in U,D und H natlr-
lich ist. Dabei entspricht dem Morphismus £ : JU — HD eine natlirliche Tranmsformation
¢, : JU® [D,-—} —H , deren Wert bei D ein Morphismus Al Ju —Hp ist, dessen Kompo-
2 0]
nente mit Index idD gerade § : JU —HD ist. Hieraus folgt leicht, dass
(U ® [D’-LCPE :JoUw [D,—D -—’H) zusammen mit der Induktion i : U — Jl U =u ® [D,D]
Ib 7]

der Komponente idD ein Objekt von (U,E,)\FD ist.
Wir zeigen noch, dass es ein initiales Objekt dieser Kategorie ist. Sei (K,q; : JK —»H)
zusammen mit R — KD ein Objekt von {U,E)\FD ; es gilt also E = cp(D)-J'pz. Wie vor-
hin erwBhnt entspricht dem Morphismus M1 : U—>KD unter der Bijektion
[U,KD] =4 [U ® [D,—],K‘] eine natlirliche Transformation q;,,( U ® [D,—] — K , deren Wert
bei D ein Morphismus 1L u«o ist, dessen Komponente mit Index idD gerade

[>n]
1 : U—-KD ist. Auf Grund der NatBirlichkeit der Yomeda Bijektion gilt cpg = (p-._kp,'I .
Wegen £ = qp(D)'Jq gibt daher die natlirliche Transformation :p"( : U® [D,-] — K Anlass

zu einem kommutativen Diagramm
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J(U@ [D,D]
Je,@
/ §() \\()
S

N4

Folglich gibt es in (U,E)\FD einen Morphismus vom Paar ((U ® [D,—],cpa),i) in das Paar
((K,CP)M() . Es gibt nur einen solchen Morphismus, weil cp_'l : U@ [D,-:l — K durch
K U —KD eindeutig bestimmt ist. Dies zeigt, dass ((U [ [D,-] ’sz.) ,i) ein initiales

Objekt ist.

Beweis von 14.13. Es ist zu zeigen, dass flr jedes Objekt (U,E, : Ju ~~‘)£ﬂ H) von

.J/iﬂn H die Kategorie ({(U,EN\L zusammenhfngend ist. Sei konstU : D—»U der konstante

kan

Funktor D ~sU und sei \PZ = (JU —»l(i_in H—=> HD) der von & induzierte Morphismus

Jekonst = konstJU—‘P‘—) H) zusammen

Jokonstu —H . Es ist leicht zu sehen, dass (konstU, U

mit dem kanonischen Morphismus U — lim konstu ein initiales Objekt von {U,E)\L ist.
. Pl

Beweis von 14.14. Nach 14.12 ist der Funktor

Fp s [D,u]/H = J/HD, (K,) wy (KD, JKD L“’l»HD)
konfinal.

Da J : U —A dicht ist, so ist folglich der Kolimes von
F NN
[D,J]/H B usmD =25 U 54, (K,0) ~ KD
gerade HD . Es gilt daher
lim H = lim HD = 1lim (lim JKD) ﬂllm (Lim JKD)
'Y Y (k P) (M’ Y

Da jedes Objekt JU in A o-prisentierbar und [D,J]/H o~kafiltrierend ist, sa folgt

[Ju,lgn H] = [JU)l_i,m (1ip JkDy] = Lim [JU’l_ir)n JKD] 2 1im [JU,J(lgn kojj = Lim [U,l_i,rn KD]
(¢} D (k,#) D (K.¥) D {K.®) >
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Damit kann man nun leicht zeigen, dass flr jedes Dbjekt (U,E : JU —1lim H) die Kategorie
—
(U,£N\L' =zusammenh#ngend ist {allerdings besitzt sie im allgemeinen kein initiales Ob-

jekt).

14.16 Wir beschreiben nun die zweite Methode (flir 14.11). Diese basiert auf dem folgen-

den

Lemma. Seien U und A Kategorien mit a-Limites, U klein, und sei J : U —>A ein funk-

tor. Sei V eine kleine Kategorie und s :g——»[_\_/_,Me ein o-stetiger Funktor. Dann ist

EJ(S) : A —>[V,Me] ebenfalls o-stetiq.

Wir zeigen zuerst, wie man hieraus 14,11 ableiten kann.

a) Sei t : U—>Z ein RD—Stetiger Funktor und Z eine Garbenkategorie (12.5, 12.14).
Nach 12.11 gibt es dann eine kleine dichte Unterkategorie V & Z  derart, dass die volle
Einbettung G :_Z_——b[_\io,_Mi] y Z -\[-—-,7_] einen Koadjungierten L besitzt, welcher
.Ko—stetig ist. Nach 2.3 gilt EJ(L-S) = L«E (s) . Fir s = G-t folgt daher aus Lemma
14.16, dass der funktor EJ(t) & EJ(LGt) = L-EJ(G-t) No-stetig ist.

b) Sei t : U—>Z ein o-stetiger Funktor, wobei Z lokal pr#sentierbar ist. Die dichte
Unterkategorie V der T7u(Z)-pr8sentierbaren Objekte von Z induziert eine volle Einbet-
tung 6 : Z—>[V7,Me] , Z ~[~,2] , welche Limites und 7{(Z)-kofiltrierende Kolimites er-
h81t und reflektiert. Nach Voraussetzung ist flir jedes A € A die Kategorie J/A
m(Z)-kafiltrierend. Aus der Kan'schen Kanstruktion 2.9 folgt deshalb EJ(G-t) = G-EJ(t) .
Fir s = G-t folgt aus Lemma 14.16, dass G-EJ(t) a-stetig ist und somit auch EJ(t) .

weil G Limites reflektiert. Man beachte, dass 7{Z) und « voneinander unabhfngig

sind.

Beweis von 14.16. Da die Evaluationsfunktoren ED : [l ,M_e] —Me , H~sHD adjungierte

Funktoren besitzen, so folgt wie vorhin, dass EJ(ED-s) = EDEJ(S) = EJ(S)(D) flir jedes

D €D . Ferner kommutiert EJ(S) bzw. s genau dann mit o~Limites, wenn dies fir alle

Funktoren EDEJ(S) bzw. EDs der Fall ist, D € D . Es gentigt daher die Behauptung flir

einen a-stetigen Funktor s : U —Me zu beweisen. Nach 5.Y% gibt es eine Darstellung
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s = l_i;r,n [Uv’.‘] von s als o-kofiltrierender Kolimes von darstellbaren Funktoren. Da EJ
v
Kolimites erh81t, so folgt aus 2.2 a), dass

£ (s) = E l%? [Uv'“] ¥ lim € [u,-] = Lim [JUV,-]

v v

Da in Me o~kofiltrierende Kolimites mit o~Limites kommutieren, so ist EJ(S) a-stetig.

14.17 Korollar. Sei A eine abelsche Kategorie mit Koprodukten und erzeugbaren Genera-

toren. {In einer Grothendieck AB5) Kategorie sind die Generatoren immer erzeugbar). Dann

existieren ein Ring A und eine additive lokal erzeugbare Kategorie A' sowie ein kom-

mutatives Diagramm

1=

Mod

in welchem I , Il und 12 volle exakte Einbettungen sind derart, dass 12 einen Ad-

*
jungierten und Il einen Koadjungierten besitzt. ) Ferner ist Il : A >A' genau dann

eine Aequivalenz, wenn A lokal W-nogethersch ist (9.19).
— 3

Beweis. Aus 13.3 und 6.7 d) folgt die Existenz einer requlBren Kardinalzahl B derart,
dass A(B) einme kleine Unterkatsgorie von A ist, welche unter Unterobjekten und Quo=
tienten abgeschlassen ist. Sei o die kleinste regul¥re Kardinalzahl mit dieser Eigen-
schaft und sei X = Ala) . Aus 9.3 folgt dann A(a) = Ala) .

Sei A' = 5t [XO,Me] und sei I, : A —S% [XO,ME] der Funktor Aw[—-,A] . Nech 9.5
»= = 1°= wi=

*%

und 3.5 ist Il eine volle Einbettung. Ferner ist Il linksexakt. ) Nach 2.2 b) ist

]

»Me ]

Il die Kan'sche Koerweiterung der exakten Yoneda Einbettung Y : X -—»’S\E&[)S
]

*) Falls A eine Grothendieck AB5} Kategorie ist, so kann man zeigen, dass A' eben-
falls eine solche Kategorie ist.

**) Falls in A fUr jede wohlgeordnete Kette A — A] —Ay > ... >A — ... von Epimor-
morphismen und jeden Morphismus B —1lim A, der kanonische Morphismus lim ETCI‘AL — B
T -2

invertierbar ist, wobei C = l__'lr)n A, » dann kann man zeigen, dess A' = %"ERD(_D,ME]
eine Grothendieck AB5) Kategorie ist {vgl. auch Oberst [9‘4;]). ¢
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bezliglich der Inklusion X — A . Folglich ist Il t A g-t'so[l(_o,_f‘j_e_] exakt (14.8). Ferner
besitzt Il nach 2.7 einen Koadjungierten, n#mlich die Kan'sche Koerweiterung der Inklu-
sion X — A bezliglich Y .
Nach Mitchell [42] existieren ein Ring A wund eine valle exakte Einbettung t : LHMA
derart, dass tX fHr jedes X € X ein Quotient von A ist. Aus 9.9 und 14.10 folgt
deshalb, dass die Kan'sche Koerweiterung EY(‘t) : g-t’*“[ﬁo,ﬂ_e_] —)MA eine volle exakte
Einbettung ist, welche koadjungiert zu MA —)ﬁx [_Z(_D,&q_] , M w[t—,M] ist. Man kann

°
daher I, = EY{t} und 1= L1 setzen.

Aus 9.17 und 9.19 folgt leicht, dass Il : A »—»g\t'ROD(.D,M genau dann eine Aequivalenz

ist, wenn A lokal W-noethersch ist.

14.18 Bemerkungen.

a) Sei D eine a-kleine Kategorie und X = A(a) besitze D-Limites. Falls man im obigen
Beweis die exakte Einbettung t : X —>_P_4_g_1_j_A so w8hlen kann, dass sie D-Limites (bzw.
D-Kolimites) erh#lt, dann folgt aus 14.10 (bzw. 14.8), dass auch die volle exakte Ein-
bettung I :A—)ﬁo_dA D-Limites (bzw. D-Kolimites) erh#lt (I ist n8mlich die Kan'sche

Koerweiterung von t : X — Mod

, bezbglich der Inklusion X —A ).

b) M. Barr teilte uns klirzlich mit, dass eine lokal erzeugbare Kategorie A mit der
Eigenschaft 12.13 a) eine volle Einbettung I :A—)[QO,_P_’\E] zullsst derart, dass [
klein ist und I regullre Epimorphismen und endliche Limites erh&1lt. Dies folgt auch
aus dem Beweis van 14.17, wenn man das Mitchell'sche Einbettungstheorem durch das fol-
gende Resultat von M. Barr ersetzt: £ine kleine Kategorie X mit endlichen Limites,
Kokernen und der Eigenschaft 12.13 a) l#sst eine volle Einbettung t LH[_C_?M zu

derart, dass 1} C klein ist 2} t endliche Limites und regul#re Epimorphismen

erh81t 3} Fdr jedes X € X der Funktor tX endlich erzeugbar in [E,M ist.
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In diesem Abschnitt wird der Begriff der a~Pr¥sentierbarkeit in einem etwas allgemeineren
Rahmen dargestellt. Wir beschrénken uns dabei auf Beweisskizzen.

In 5.4 wurde gezeigt, dass flir eine kleine a-kovollst¥ndige Kategorie U ein Funktor

Fos HD — Me genau dann a-stetig ist, wenn die Kategorie _Q/F "der darstellbaren Funkto~

ren Uber F" a~kovollst#ndig ist. Betrachtet man nun allgemeiner eine beliebige Klasse

(

) -kovollst#ndige Kategorie U , so ist

Jel® )Ter'

D von kleinen Kategorien und eine (D
Y 4

o

leicht zu sehen, dass flr einen -stetigen Funktor F : U —Me die Kategorie

(D)
Q/F (Ry)fir' -kovollstlndig ist. Die Umkehrung hievon ist jedoch nicht richtig. Sie gilt

nur unter ziemlich einschrfnkenden Bedingungen an { (vgl. 15.10). Hingegen be~

2 yer

sitzt die Komplettierung _If_r,(g) unter relativ schwachen Bedingungen die Obliche univer-

selle Eigenschaft {15.3).

15.1 Sei Kat die Kategorie der zum gew#hlten Universum U gehbrenden Kategorien und
sei [M eine Unterklasse von Ob Kat . Wir bezeichnen mit Mt die Klasse der Kategorien

X € Kat derart, dass die kanonische Abbildung

1)_1(31 l‘iﬁm &(,x) — Lim lim &(o,x)

fir jede Kategorie D €[ und jeden Funktor @: _QDTri —Me bijektiv ist.
Analog bezeichnen wir mit '’ die Klasse der Kategorien [ € Kat derart, dass die
kanonische Abbildung

1im ]éjc__m\y(c,Y) _,1%“ limP(C,Y)

flir jede Kategorie Y € ' und jeden Funktor W : E_DTI' Y —»Me bijektiv ist.

Die Klassen & von der Form ["' oder '[P haben offensichtlich folgende Eigenschaf-
ten:
a) Die finmale Kategorie « gehBrt zu A

b) Ist F : X —»Y ein konfinaler Funktor in Kat mit Definitionsbereich X in A , so
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gilt auch Y €A .
Ist G : X —»Kat ein Funktor mit Definitionsbereich X wund Werten G(X) in & , so

gilt auch 1lim G € & (Is‘t i, ¢ G(X) - 1im G der kanonische Funktor, dann besitzt je-
Py =

X

der Funktor H von 1lim G in eine kovollst#ndige Kategorie die Eigenschaft
—

1im H & 1im (1im Hi ) )
= X put X

Ist F : X —>Y ein volltreuer konfinaler Funktor in Kat mit Wertebereich Y in A ,
so gilt auch X € A (Im Fall A=0'" bemerke man, dass es flir jeden Funktor

$: "X oM ein ¥ Dr Y oMe mit § =¥ -(idWF) gibt; man nehme zum Bei-
spiel die Kan'sche Koerweiterung von @ auf P_D Y . Das entsprechende gilt flr

A= ).

Definition. Eine Unterklasse von 0Ob Kat mit den Eigenschaften a), b) und c) heisst

ges8ttigt.

15.2 Beispiele.

a)

Flir jede regulBre Kardinalzahl a sei A(x die Klasse der a-kofiltrierenden Kategorien
aus Kat . Nach 5.2 ist A(x von der Form ' und deshalb ges8ttigt. Die Klasse 'Aa
enth8lt alle o-kleinen Kategorien aus Kat . Wir werden zeigen, dass eine Kategorie
D € Kat genau dann zu 'Aa geh8rt, wenn es einen konfinalen Funktor C — D gibt,
wobei C € Kat o-klein ist. Es ist leicht (wenigstens flir o 2>MW, ) direkt nachzuwei-
sen, dass die Klasse der Kategorien D € Kat mit letzterer Eigenschaft gesfttigt ist.
Es gilt natlirlich N e 'A'x*ln Ako’ wenn wir die geordnete Menge N der natlirli-
chen Zahlen mit der ihr zugeordneten Kategorie identifizieren. Es l#sst sich leicht

zeigen, dass eine Kategorie X € Kat genau dann zu 'A&J.h AR geh#rt, wenn es einen
o

konfinalen Funktor N—»L gibt.

Sei Ao = Ob Kat die Klasse aller Kategorien aus Kat und sei {l € Kat eine Katego-

rie mit einem einzigen Objekt w und mit zwei Morphismen idW und @ derart, dass

2
0~ = . Wir werden zeigen, dass 'AO =Aé = QA“ und dass eine Kategorie D € Kat

genau dann zu 'AO =Aé gehtrt, wenn es einen konfinalen Funktor £l —D gibt.

Im allgemeinen Fall gilt jedoch ' # ™ . Zum Beispiel enthB8lt A:& alle
o T
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diskreten Kategorien von Kat (d.h. Kategorien, in welchen die Identit#ten die einzi-
gen Morphismen sind), jedoch nicht die Kategorie - ;"- , weil im allgemeinen ein fil-
trierender Limes von Surjektionen nicht mehr surjektiv ist. Da von den diskreten Kate-
gorien nur die endlichen zu 'A-Ro gehBren, so gilt 'Axo + ‘Axnn A'Ro# A'&

c) Sei «a eine regulfire Kardinalzahl und Za die Klasse der Kategorien aus Kat von der
Form 'j!:ljil , 11} ¢ « , wobei jeder Summand ii ein finales Objekt besitzt. Die
Klasse :a ist gesBttigt und flir ein X € Kat ist die Bedingung X € Za Bquivalent

zur Existenz eines konfinalen Funktors D — X derart, dass D diskret und a-klein

ist. Wir werden zeigen, dass 'Za unabh#ngig van & ist und aus allen zusammenh&ng-

enden Kategorien von Kat besteht. Ferner ist flir D ¢ Kat die Bedingung D € Z‘Ro
8quivalent zur folgenden Aussage:

(#) Fir jede endliche Familie (Dv)veN van Objekten aus D gibt es ein D € D

und eine Familie (E',v H Dv —’D)V:N von Morphismen mit gemeinsamem Wertebe-

reich D . Ferner gibt es zu je zwei solchen Familien (E',v : Dv —’D)VGN und

| . t . . F
(Ev : Dv —D ))’EN kommutative Diagramme von der Form

N

D<—D —»D'(-—D — ... e—D — Dt

wobei die untere Zeile von v unabh8ngig ist. Dabei kann man zus8tzlich vor-
aussetzen, dass N = {1,2} .
d) Bezeichnet @ die initiale Kategorie (Dbw» = Mor-@» = ﬂ) , so besteht {_‘95}' (bzw.

fey aus allen zusammenh#ngenden (bzw. nichtleeren) Kategorien von Kat .
g ~at

15.3 5Sei A eine gesfttigte Unterklasse von 0Ob Kat . Eine Kategorie X heisst A-ko-
filtrierend, wenn es einen konfinalen Funktor D —X mit D ¢ & gibt. Geh#rt X zu

Kat , so ist X also genau dann A-kofiltrierend, wenn X € A .

Eine Kategorie X heisst A-kovollst#ndig, wenn jeder Funktor D —X mit D €A
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einen Kolimes besitzt. Ein Funktor F : X —»Y heisst A-kostetig (bzw. A-stetig), wenn
er die Kolimites (bzw. die Limites) aller Funktoren D —X erh81t, wobei I €A .

Sei nun U eine beliebige Kategorie. Die A~-Komplettierung _A(g) von U ist die
volle Unterkategorie von [QO,M_E] , bestehend aus allen Funktoren t mit der Eigenschaft,
dass Q/'t N-kofiltrierend ist. Nach 2.13 gehbrt +t genau dann zu KA(H) , wenn t zu

einem Kolimes l_:i_.r’n [—,HD] isomorph ist, wobei der Definitionsbereich D won H : D —U

. . o
» A, gilt folglich K,(U) = Sta[_g Me]

zu A gehBrt. Flir »A=Aa » bzw. A, A

(5.5), bzw. KfU) (2.14 c)), K (U) (2.14 b)), K (U) (2.14 a)).
- o4 el

Satz. Sei A eine ges8ttigte Unterklasse von 0Ob Kat , U ejne beliebige Kategorie und

Y :_U_—»ﬁA(_Ll) die Yoneda Einbettung. Die A-Komplettierung _A(g) ist A-kovollst#ndig

und die Inklusion _E_A(_U_) —Kodl) ist A-kostetig. ferner existiert flir jeden Funktor

F:U—>B mit A-kovollst8ndigem Wertebereich B bis auf Isomorphie genau ein A-koste-

tiger Funktor E :_E_A(H) —B derart, dass EY zu F isomorph ist.

Beweis. Sei H : D - K, (U) ein Funktor mit D €A und sei H' der induzierte "Funktor"

fa\

D wH/H(D) . Fr jedes D€ 0 sei FD : C(D) —»Q/H(D) ein konfinaler Funktor mit

C€(D) € A. Sei G(D) die volle Unterkategorie von UH(D) , bestehend aus allen Objekten
der Form H'((p)FD'(E') mit D' €D, C' € C(D') und ¢ € [D',D] . Die Faktorisierungen

C(D) -G(D) wund _(D) — UfH{D) des Funktors FD sind konfinal und die Kategorie G(D)

ist isomorph zu einer Kategorie aus A . Ferner ist G : D —»4& , D ~GP) ein Unterfunktor

von H' . Sei dp G(D) - U der Vergissfunktor (U,[—,U] -—»H(D))wU und seien J der

induzierte Funktor 1lim G —U und Z : U —»[UD,Me] die Yoneda Einbettung. Dann gehBrt
posi Lz = e

lim ZJ = 1im (lim ZJ_) = lim H(D) nach 15.1 c) zu K ,{U) und ist folglich der gesuchte
) @ €D a

Kolimes von H . Die letzte Aussage folgt aus 2.7, 2.8 flir E = EY(F) .

15.4  Bemerkung. Der Satz 15.3 geht im wesentlichen auf Ehresmann und Ulmer zurlick.
Ph. Vincent hat in seiner These (Paris, 1969) eine andere LBsung flir das in 15.3 angeflhr-

te universelle Problem vorgeschlagen. Er fGhrt zun#chst eine Kategorie Conex (U) ein.

Die Dbjekte sind Funktoren F : D —U mit D € A . Ein Morphismus von F : D - U nach

F'* : D' ->U wird durch zwei Abbildungen f : Ob 0 —-0b D' und ¢ : Ob D -»Mor U ,
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DA (q)(D) : F(D) eF*(f(D))) gegeben. Dabei wird zusW¥tzlich vorausgesetzt, dass flir jeden

Morphismus § : Dl —->D2 in D die Objekte (f(Dl),q)(Dl) s F(D.) eF’(f(Dl))) und

1
(f(DZ),q)(DZ)F(E) : F(Dl) —->F(D2) -—»F'(f(Dz))) in derselben Zusammenhangskomponente von
F(Dl)\F' liegen (2.12). Die Verknlipfung ergibt sich aus der Zusammensetzung der Abbil-

dungen f wund g .

Die gesuchte Kategorie £(U) erh#1t man aus Conex (U) , indem man zwei Morphismen

(f,0),(f,00) : (D5U) o (0 BW)  identifiziert, falls (F(01,0(0) & F(D) —F* (F(D))
und ( '(D),p' (D} : F(D) eF'(f(D))) flir jedes D € D in derselben Zusammenhangskompo-
nente von F(D)\F' liegen. Sei ferner j : U — &(U) der Funktor U~ (j(U) T & —->_L_J) "
wobei € die finale Kategorie und j(U) den Funktor mit Wert U bezeichnen. Nach
Vincent ist (.;C(Q),j) eine L#Bsung des universellen Problems von 1%.3. Falglich gibt es
eine Aequivalenz E : f{U) E»_PSA(Q) mit der Eigenschaft Ej &Y (159.3). Sie wird
folgendermassen beschrieben
(F : Q—->_U_)->lim [-,FD] .

15.5 Sei A eine ges8ttigte Klasse und A eine beliebige Kategorie. Ein Objekt A € A
heisst A-prfsentierbar, wenn der Funktor [A,-] : A »Me alle existierenden Kolimites
von Funktoren D —A mit D €A erh#lt.

Sei B eine A-kovollst8ndige Kategorie und T : U —B ein Funktor. Man sieht leicht

dass die Kan'sche Koerweiterung E_(T) : ﬁA(l_J_) — B genau dann eine Aequivalenz ist, wenn

Y
T volltreu ist und die Objekte TU , U ¢ U , A-prBsentierbar sind und jedes Ubjekt B € B
T

sich als Kolimes einer Zusammensetzung D —U —B mit D € A darstellen 18sst (vgl. 5.5).

15.6 Satz. FBr eine Kategorie U wund eine ges#¥ttigte Klasse A sind die folgenden

Aussagen Bguivalent:

(i) U ist ‘A -kofiltrierend.

(ii) Der finale Funktor E von [QD,M_E] ist ein A-pr8sentierbares Objekt von K,(U) .

Beweis. (i)==(ii) folgt urmittelbar aus der Formel E = 1im [-,U] und aus der Bemerkung,
uey
dass ein 'A -Kolimes van A-pr8sentierbaren Objekten wieder A-pr8sentierbar ist.



190 §15 -6-

(ii)==(i) Wegen y_iH/E und £ € K {U) existiert ein konfinaler Funktor J : D —U

mit D € Kat . Dabei dlirfen wir zus8tzlich annehmen, dass J eine volltreue Inklusion

ist. Wir zeigen nun, dass D zu 'A gehbrt und dass U folglich 'A ~kofiltrierend ist.

Sei @: DUTr X —»Me ein Funktor mit X € A und V. QDTTL —Me seine Kan'sche Koer-

weiterung. Flir jedes X € X gilt dann Y{-,X) € Kofl) und

li';" J‘ETI Q(D,X)(él-i__’m HY(U’X) g’l_j_-',“ {ﬂ‘" [["1”]9‘}’(‘1)()] glﬂ" [E:‘P("9X)] g’[Eil_-H"\P(’vx)]
X D X u X U y X

X
iﬁ_m [[L,U],l%n\l!(_,x)] g.%r_n lﬂnY(U,X) 5%% 1%11 @(D,x)
X

15.7 Korollar. Die 'A ~Komplettierung einer Kategorie U ist die volle Unterkategorie

von EQ(_U_) bestehend aus allen p~pr#sentierbaren Objekten.

Beweis. Die A-pr#sentierbaren Dbjekte sind offensichtlich in K,(U) wunter '& -Kolimites
abgeschlossen. Folglich ist jedes Objekt aus L(_.A(Q_) A-pr8sentierbar in K.(U) . Sei um-
gekehrt F aA-prisentierbar in K_(U) . Dann ist das finale Objekt E = (FLF) von

KQJUMF g»__KWO(Q/F) A-présentierbar, und UfF  ist ‘A ~kofiltrierend nach 15.6 (ii) =3(i).

15.8 Die %—présentierbaren Dbjekte einer Kategorie stimmen mit den a-pr8sentierbaren
iberein (15.2 a} und 6.1). Folglich ist flr D ¢ ’Aa der finale Funktor E € [_Q_D,M_e]
o-présentierbar und es gibt wegen 7.6 einmen Funktor H : L —D mit o~kleinem Definitions~
bereich L derart, dass l%l;n [-,HC] &€ (vgl. Beweis 5.2 (iii) =3(ii) ) Daraus folgt
nach 2.13, dass H : L —»D % DfE konfinal ist (vgl. 15.2 a)).

Die Klassen 'AD und '2('}', (vgl. 15.2 b}, c)) k#nnen auf #hnliche Weise beschrieben
werden (vgl. 15.2 b), c)). Man bemerke dabei, dass A € A genau dann A ~prisentierbar

(oder O-pr8sentierbar) ist, wenn der Funktor [A,-] kostetig ist (vgl. 4.3).

15.9 Satz. FBir jede pA-kofiltrierende Kategorie D ist die Yoneda Einbettung

D -—»K'A(_D_) konfinal.

Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie flir 5.2 (iii)=(ii) .

Ssei [ eine ges8ttigte Klasse und D € Kat . Der obige Satz liefert eine notwendige

Bedingung daflir, dass D € [’' . Wenn Q—»_K_'A(Q) konfinal ist (fr A =PM' ), so gilt das
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gleiche flr die Yoneda Einbettung g—;ﬁr‘(g) . Z.B. ist fr " = Z p die letztere Beding-
o
ung offensichtlich 8quivalent zur Aussage (*) von 15.2 c). Umgekehrt folgt ziemlich leicht

aus (), dass D € 2'3

o

15.10 Eine ges8ttigte Klasse A heisst requl8r, wenn jede Kategorie D € Kat mit der

Eigenschaft, dass die Yoneda Einbettung ”Q_)E'A(Q) konfinal ist, zu A gehbrt. Flir re-

gulBire Klassen gelten mutatis mutandis die S8tze 5.4-5.8.

FUr eine 'A -kovollstlndige Kategorie U besteht EA(H) genau aus den ‘A -stetigen Funk-

toren F € KU} (vgl. 3.6). Die *A -kostetigen Funktoren U — B mit a-kovollst¥ndigem
Wertebereich entsprechen bijektiv den kostetigen Funktoren ﬁb(_g) —B und die A-Komplet-
tierung ﬁﬁ(g) ist eine koreflexive Unterkategorie van Ea(g) . Ferrner ist eine Kategorie

X genau dann Hquivalent zu einer Kategorie K (U} mit ‘A -kovollstBndigem U , wenn die

A
A-présentierbaren Objekte von X eine dichte volle Unterkategorie ¥V bilden und die
Kategorie V[X flUr jedes X € X AD—knfiltrierend ist (d.h. l/X besitzt eine konfinale
kleine Unterkategorie).

Aus Satz 15.9 folgt, dass flUr jede regulfre Klasse A die Gleichung A= ('A)Y gqilt,
mit anderen Worten, dass & von der Form P' ist. Wir wissen nicht, ob die Umkehrung

auch gilt. Der folgende Satz zeigt jedoch, dass die Regularit8t eine sehr einschrlfnkende

Bedingung ist.

Satz. Flir eine Klasse von der Form A=f"' sind folgende Aussagen Bguivalent:

{i) A ist regulBr.

(ii) Jede Au—knfiltrierende und 'A -kovollst8ndige Kategorie ist A-kofiltrierend.

(iii) Ur jede 'A -kovollst8ndige Kategorie U und jeden ‘A -stetigen Funktor F € _I_(_ég}

ist UJf pA-kofiltrierend.

(iv)  F8r jede Kategorie X € Kat existiert ein Funktor G : D —Kat zusammen mit einem

konfinalen Funktor lgn G —»X derart, dass D e¢eA und GD € A fUr jedes D & D .

Beweis. (i) ==2(iv) Sei B eine kovollst#ndige Kategorie. Wir wissen, dass die kostetigen

Funktoren (X)) B bijektiv den '\ -kostetigen Funktoren }S'A(L} — B entsprechen,

N

Letztere entsprechen wiederum bijektiv den Funktoren X — B . Folglich sind
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[_X_Dyﬂ.%} = KX} und "K'A(E'L\(i)) zwei LBsungen desselben universellen Problems und sind
auf natlirliche Weise zueinander 8quivalent. Daraus folgt, dass der finale Funktor

E € [io,_Mi] der Kolimes eines Funktors H : Q—»[l(_o,_Mi] mit Definitionsbereich in A
und Werten in K'AQQ ist. Der gesuchte Funktor G bildet D € 0 ab auf )ﬁ/H(D}.'..
(vgl. 2.13 und 2.14).

(iv) =3(ii) Sei J : X —»Y ein konfinaler Funktor mit Definitionsbereich in Kat
und ‘A -kovollst¥ndigem Y . Der finale Funktor F € [I_D,_Mi] ist der Kolimes des Funk-
tors X~%[-,JX] . Daraus folgt F = 1%“ [-,ux] = 1im Lim [-,JDZ} , wobei Jp die Zu-

xe X Ded ZeG(D)
sammensetzung G(D) —1lim 6 —»X g»_Y_ ist. Dabei kBnnen die Kolimites sowohl in K {Y)
als auch in der Kategorie K aller A -stetigen Funktoren I_O —Me aus ﬁq('l) berechnet
werden, denn es gilt F € K und K dist in ﬁn(i} unter A-Kolimites abgeschlossen. Da-

. . . . g ;
raus folgt, dass F = li,m [—,lﬂn JD} . Folglich ist der Funktor D —Y —»l/F , D ~ali’m JD

DeDd
konfinal.

(ii) =p{i) Sei D € Kat mit der Eigenschaft, dass I —K,

A{_Q) konfinal ist. Wegen

(ii) ist K'L\(P') P'~kofiltrierend, und es bleibt nur zu bemerken, dass eine konfinale

und volle Unterkategorie D € Kat einer P'-kofiltrierenden Kategorie K =zu ' gehlirt
{(man flthre den Beweis zun#chst auf den Fall zurlick, wo K € Kat ; man bemerke dann ferner,
dass jeder Funktor E.Dﬂg-—rﬂg mit L €1 die Einschrfnkung eines Funktors EDTr_E. —Me

ist).

Die Aequivalenz (ii)é&)(iii) Bberlassen wir dem Leser.

Bemerkung. Von den in 13.2 angeflihrten Klassen sind folgende regullr: Aa . AD R ZTN , M
0

(wobei I aus allen zusammenh&ngenden Objekten aus Kat besteht). Ebenso ist

Aa\.l {9’} requllr und es gilt ‘(Aau{-eb}) = 'Aa -—{-e)}
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