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0 Introduction

Soient p un nombre premier et » un entier.

Question. Soit ¥ une classe d’espaces. Existe-t-il un espace X et une classe d’ho-
mologie x dans H,(X;IE) tels que pour tout espace Y appartenant a € et
toute classe d’homologie y dans H,(Y;[E) il existe une application f: X —»Y
avec f, x=y?

La réponse est non si € est la classe de tous les espaces. En voici une
raison. Ecrivons n=k+¢ et notons r.,(y) le rang du cap-produit par y,
HYY;E)— H,(Y;E); il est clair que I'on a Pinégalité r, ,(f, x)<r; .(x). Si la
réponse était oui alors ry ,(y) serait majoré indépendamment de y ce qui est
manifestement faux.

Cependant la réponse est oui si % est la classe des espaces Y qui sont des
suspensions. C’est 1a un des résultats principaux de cet article.

L’histoire commence avec le travail fondamental de Brown et Gitler [BG]
qui implique en particulier que la réponse a la question ci-dessus est affirmative
si € est la classe des espaces Y qui sont des suspensions itérées g(n) fois pour
une certaine fonction g de n.

Avant d*énoncer précisément nos résultats et afin de motiver les définitions
qui vont suivre commengons par considérer le cas bien connu de ’homologie
rationnelle.

Soient n un entier strictement positif et Y un espace pointé alors ’homomor-
phisme d’Hurewicz rationnel Q® =, ZY—H,,;(2Y; Q) est surjectif. Cette
surjectivité résulte de I'énoncé plus précis suivant (di originalement a Cartan
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et Serre): Q® 7, ., Y est naturellement isomorphe au Q-espace vectoriel des
primitifs en degré n de I'algébre de Hopf H,{Q Y; @). Ce que I'on peut reformuler
ainsi. Soient #R la catégorie des Q-algébres de Hopf graduées cocommutatives
connexes et Q,Y la composante connexe du point base de I'espace de lacets
QY, alors l'application naturelle:

Q® 7, Y> Homye(H, (25" 15 Q), Hy (2, Y; Q)

est une bijection. En effet H,(QS"*!; Q) est isomorphe a la Q-algébre de Hopf
graduée cocommutative Tens(x) librement engendrée, comme @-algébre gra-
duée, par un €lément primitif x de degré n; Hom,e(H, (25" '; @), H) s'identifie
donc, pour toute @Q-algébre de Hopf graduée cocommutative connexe H, au
@Q-espace vectoriel de ses primitifs en degré n. Notons B, H ce Q-espace vectoriel.
On observera que le foncteur H— B, H préserve les épimorphismes; en d’auntres
termes Tens(x) est un objet projectif de #2 (un objet D d’une catégorie 2
est projectif si le foncteur Hom, (D, —) transforme épimorphismes en surjec-
tions).

Revenons maintenant a I'homologie modulo p.

Soit Ay 7 (resp. #, ) la catégorie des IF,-algébres de Hopf graduées cocom-
mutatives (resp. bicommutatives) connexes, que nous appellerons pour abreger
des TF,-algebres de Hopf (resp. des IF,-algebres de Hopf abéliennes). Le foncteur
H—PH qui associe a une IF-algébre de Hopf (resp. FF-algébre de Hopf
abélienne) H le IF,-espace vectoriel P, H de ses primitifs de degré n est représenta-
ble:

B, H ~Hom g (Tens(x), H)(resp. F, H =~ Hom »®(Sym(x), H)),

Tens(x)(resp. Sym(x)) désignant la IF,-algebre de Hopf (resp. IF,-algebre de Hopf
abélienne) librement engendrée, comme IF-algebre graduée (resp. comme
IF,-algébre graduée commutative) par un €lément primitif x de degre n.

Contrairement au cas rationnel, les foncteurs H— P, H ci-dessus ne préservent
pas les épimorphismes pour toutes les valeurs de n.

Colette Schoeller [Sc] a montré que Sym(x) admettait une couverture projec-
tive dans #F»*® (rappelons que cette catégorie est abélienne) que nous notons
WEF23%(n), La justification de cette notation est la suivante. Supposons n pair
si p est impair (pour p et n impairs, Sym(x) est I'algébre extérieure sur x et
est déja un objet projectif de # »*®); alors la IF,-algebre de Hopf non graduée
sous-jacente a WTr%®(n) est bicommutative et son spectre est isomorphe au
groupe algébrique sur IF, des vecteurs de Witt de longueur v,{n)+ 1, v,(n) dési-
gnant la valuation p-adique de n (ceci permet d’ailleurs de fixer le choix de
Wle,ab(n)).

La situation est en fait analogue dans le cas non commutatif. Nous montrons
que Tens(x) admet une couverture projective dans #} » que nous notons W (n).
Supposons & nouveau n pair si p est impair (pour p et n impairs, Tens(x) est
déja un objet projectif de #} »); alors la IF,-algébre de Hopf W¥=(n) est caractéri-
sée 4 isomorphisme prés par la propriété suivante: il existe un élément y de
degré n dans W¥»(n) tel que W¥r(n) est librement engendrée, comme IF,-algébre
graduée, par les &'y, 0<i<k, ¢ désignant le Verschiebung de W¥#(n), & son
i-éme itéré, et k la valuation p-adique de n. On observera que 'abélianisée de
WF(n) est isomorphe a W¥»2°(n).



Vecteurs de Witt non commutatifs 165

Théoréme 6.1 Soit n un entier =2. I} existe un espace pointé simplement connexe
T.{n) {(qgue nous appelons le n-éme espace de Brown-Gitler) et une transformation
naturelle 0 du foncteur Y—[T,(n), Y] (la notation [—, —] désigne l'ensemble
pointé  des  classes d’homotopie  pointées)  dans le  foncteur
Y Hom e (WF?(n), H, (Q, Y; IF)) (ces deux foncteurs sont définis sur la catégo-
rie homotopique pointée et a valeurs dans la catégorie des ensembles pointés)
qui selon les valeurs de n modulo 2 p possédent les propriétés suivantes.
Pour n£ +1mod2p:

— Oy est une bijection pour tout espace pointé Y.

(Autrement dit le foncteur Yi—»Homv/fp(W'F”(n), H,(Q, Y;IE)) est représentable.)
Pour n=+1mod 2 p:

— By est une surjection pour tout espace pointé Y,
— By est une bijection lorsque Y est un espace d 'Eilenberg-Mac Lane.

(Nous disons dans ce cas que le foncteur Y Hom x(WF?(n), H, (2, Y; ) est
semi-représentable.)

Remarques. — L’espace T, (n) ci-dessus est unique a homotopie prés (c’est évident
dans le cas n¥ 4+ 1 mod 2 p, voir par exemple le paragraphe 2.2.3 pour le cas
n= 41 mod 2 p qui ’est un peu moins).
— Les cas n=0, 1 sont un peu particuliers et plutdt que de les faire entrer
a toute force dans ’énoncé précédent nous avons préféreé les écarter. Le lecteur
se convaincra facilement qu’il est raisonnable de poser T, (0)=S" et T, (1)=S>
— Voici le type d’homotopie des espaces de Brown-Gitler pour les petites valeurs
de n:

—~ pour 2<n<2p—1, Ty(n)=2""' M, M désignant la cofibre de I'application
S!S de degré p;

— pour p=2, T, (4)=ZR P*.
Méthode de démonstration du théoréme 0.1 Posons S(Y)=Hom,z(WF"(n),

H, (2, Y;IE)). Considérons une fibration Z - Y — K(n, m). D’aprés Moore et
Smith [MS1], la suite de IF,-algébres de Hopf:

H, (Q2,Z;IF)—H,(Q,Y,IF)— H, (QK(r, m); IF)

est exacte pour m=3. Il en résulte, puisque W¥r(n) est un objet projectif de
H L, que la suite d’ensembles pointés:

S(Z) - S(Y) > S(K(z, m))

est exacte pour m>3 et on se convainc sans difficultés qu’il en est encore ainsi
pour m=2.

C’est 1a la propriété essentielle qui permet de montrer que le foncteur §
est semi-représentable pour tout n=2 en appliquant le théoréme de représentabi-
lit¢ du troisiéme auteur (appendice B). De la méme maniére on montre que
le foncteur S est représentable pour n¥ +1mod2p en examinant le défaut
d’exactitude (4 nouveau décrit dans [MS1, MS2]) de la suite de IF,-algebres
de Hopf (m = 3):

H, (Q*K(n,m); E)> H,(2,Z;F)~> H,(Q Y; ).
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Le théoréme 0.1 admet comme conséquence plus ou moins formelle le théo-
réme 0.2 ci-dessous dont I'énoncé nécessite au préalable I'introduction de quel-
ques notions et notations impliquant I'algébre de Steenrod.

On note ﬁl7* la catégorie des A-modules a droite instables (nous oublierons
par la suite la mention «a droite»), A désignant I'algébre de Steenrod modulo p.
L’homologie modulo p d’un espace Y, que nous noterons simplement H, Y, est
un exemple d’objet de @7*. Soit G(n) le A-module instable représentant «’homo-
logie en degré n» dans %,, c’est-a-dire caractérisé par lisomorphisme fonctoriel
(en le A-module instable M):

Homg, (G(n), M)=M,

(en d’autre termes G(n) est le A-module instable librement engendré par un
¢lément de degré n).

On note enfin #, la catégorie des «A-algebres de Hopf instables» qui sont
a la fois des IF,-algeébres de Hopf et des A-modules instables, ces deux structures
vérifiant les conditions de compatibilité usuelles. Par exemple la IF,-algebre de
Hopf H, Q,Y considérée précédemment est en fait un objet de .

Théoréeme 0.2 Soit n un entier =2. Lespace pointé T (n) est, a homotopie prés,
l'unique espace pointé simplement connexe possédant les propriétés suivantes:

(@) Il existe un isomorphisme de A-modules instables H, T, (n)=X G(n) (X G(n)
désignant la suspension du A-module instable G(n));

(b) l'application H,2QT,(n)— H, T,(n) induite par la cotinité de l'adjonction
2 QT,(n) > T\ (n) est surjective;

(c) I'homologie H, (T1 nZ ED est triviale.

L'espace pointé T, (n) posséde en outre les propriétés suivantes:
(d) Ty(n) est rétracte, a homotopie prés, de la suspension d’un espace pointé;
(€) pour tout espace pointé Y 'application naturelle:

[T\(n),2Y]->H,Y(= Hom%(ﬁ* T, (n), 1'7* 2Y)
est surjective;
(f) lapplication naturelle:

[Ti(n), Y] —Homy, (H,QT(n), H Q,Y)

est surjective pour tout espace pointé Y et bijective lorsque Y est un espace d’Eilen-
berg-MacLane; de plus si n£ +1mod2p elle est bijective pour tout espace
pointé Y.

Commentaires. — Le point () montre bien que la réponse a la question initiale
est affirmative si ¢ est la classe des espaces qui sont des suspensions.

- Le point (d) est en un certain sens optimal. En effet il existe des valeurs
de n pour lesquelles T,(n) n'a pas le type d’homotopie d’une suspension. Il
en est ainsi par exemple pour T, (2p) si p>2 et pour T,(8) si p=2.

En revanche:

Théoréme 0.3 Soit n un entier non congru a 0 mod 2 p. Alors il existe un espace
pointé connexe Ty(n) dont la suspension a le type d’homotopie de T, (n).
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(Le seul cas de ce théoréme qui ne soit pas immeédiat a partir du théoréme 0.2
est n=2mod 2p, en effet dans les auires cas on a G(M=X Gn—1) et il suffit
de prendre T,(n)=T,(n—1).)

~ Lexistence d’'un espace T;(n) possédant les propriétés (a), (b) et (c) de 0.2
apparait déja dans [GL]. On trouve une version «stable» de la propriété (d)
dans [Lal, Goll.

Espaces de Brown-Gitler et spectres de Brown-Gitler. On note T(n) le spectre
dont la suspension est le spectre des suspension itérées de I'espace T, (n):

2Tn)=2%T,(n).

Les propriétés (a) et (e) de T (n) impliquent:

(a) H, T(n)=G(n) comme A-module;
(b) pour tout espace pointé Y 'homomorphisme naturel

[T(n), £ Y]—>H,Y

est surjectif ([T(n), Z° Y] désigne le groupe abélien des applications du spectre
T(n) dans le spectre des suspensions itérées de Y).

C’est I'existence d’un spectre T'(n) vérifiant (a) et (b) qui est le résultat essentiel
du travail précédemment cité de Brown et Gitler [BG] (dans cet article ils
se limitent au cas p=2, le plus important dans les applications, notamment
[Mah, BP1, Co]); Brown et Gitler construisent en fait les n-duaux des spectres
T(n) et c’est plutdt a ces n-duaux que I'on réserve habituellement Pappellation
de spectres de Brown-Gitler.

Le théoréme 0.1 concernant les espaces de Brown-Gitler implique un théo-
réme analogue pour les spectres T'(n):

Théoréme 0.4 Soit n un entier =2; soit Y un spectre. 1l existe un épimorphisme
de groupes abéliens, naturel en Y:

[T(n), Y1~ Hom,pzesn(W Fr®(n), H, O3 Y)

qui est un isomorphisme si n est non congru d *+1 modulo2p ou si Y est un
spectre d’Eilenberg-Mac Lane (on note Q®Y le 0-éme espace d'un §-spectre équi-
valent a Y et QF Y la composante connexe du point base dans Q% Y).

Signalons qu’une variante de cet énoncé (pour p et n pairs) est démontrée
dans [Go2] en s’appuyant sur les résultats de [LZ1].

Plan de larticle

Partie 1: Structure des objets projectifs de certaines catégories d’algébres de Hopf

On classifie les objets projectifs des catégories #; » et #,. On montre en particu-
lier qu'une IF,-algebre de Hopf (resp. A-algebre de Hopf instable) H est un
objet projectif de #;~ (resp. #,) si et seulement si la IF,-algébre graduée sous-
jacente est libre et si QH (cette notation désigne les indécomposables de H)
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est projectif en tant que IF,-espace vectoriel gradué «avec Verschiebung» (resp.
A-module instable).

Partie 2: Réalisation des A-algébres de Hopf instables projectives

On vérifie que les foncteurs Yi—Hom,, (W, H, Q,Y), W objet projectif de J#,,
qui généralisent les foncteurs Yi>Hom = (W (n), H, Q, Y) évoqués plus haut,
satisfont les hypotheses du théoréme de représentabilité (ou de semi-représentabi-
lité) de I'appendice B. Comme on I'a déja dit les ingrédients essenticls de cette
vérification sont contenus dans le travail de Moore-Smith sur la suite spectrale
d’Eilenberg-Moore multiplicative [MS1, MS2, Sm]. On démontre également
dans cette partie le théoreme 0.2.

Partie 3: Quelques applications et exemples

On détaille notamment la construction des espaces Ty(n) (n=2 mod 2 p) du théo-
réme 0.3.

Appendice A

On démontre deux propositions un peu techniques, achevant ainsi la preuve
commencée dans la partie 2 de certains résultats concernant «l'invariant de
Hopf» des applications dont la source est un espace de Brown-Gitler et qui
sont triviales en homologie modulo p.

Appendice B (par Fabien Morel):
Une caractérisation des foncteurs homotopiques covariants représentables
par un espace simplement connexe

11 s’agit d’une version «duale» du théoréme de représentabilité de Brown [Br].

Récapitulatif des principales notations « catégoriques » utilisées dans cet article.

— L’algébre de Steenrod est notée A.

—~ La catégorie des A-modules a droite instables connexes est notée %, (voir
1.6.1). L’étoile en indice est la pour signaler que T'on travaille en homologie
(la notation % étant traditionnellement réservée a la catégorie des A-modules
a gauche instables).

— La catégorie des A-coalgeébres instables connexes est notée ¢, (voir 1.6.2).

~ La catégorie des A-algébres de Hopf instables connexes est notée #, (voir
1.6.3).

(Soit Y un espace connexe pointé. L’homologie modulo p réduite H, Y est un
exemple d’objet de #%,,; H, Y est un exemple d’objet de . Si Y est un H-espace
associatif, alors H, Y est un exemple d’objet de #,.)

Si 'on oublie I'action de I'algébre de Steenrod on obtient respectivement:

— La catégorie des IF,-coalgébres IN-graduées cocommutatives connexes que
nous notons X4 # (voir 1.1.1).
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— La catégorie des IF,-algébres de Hopf N-graduces cocommutatives connexes

que nous notons #} » (voir 1.1.2, la sous-catégorie pleine des [F,-algébres de
Hopf N-graduées bicommutatives connexes est quant & elle notée # »*°).

Enfin lanalogue dans ce contexte de la catégorie %, est celle des IF,-espaces
vectoriels (N — {0})-gradués avec Verschiebung que nous notons % » (v01r 1.L.1).

1 Structure des objets projectifs de certaines catégories d’algébres de Hopf
1.1 Catégories des IF,-coalgébres et des IF,-algébres de Hopf
1.1.1 E,-coalgébres

On note #,F» 1a catégorie des IF,-coalgébres graduées (i.e. N-graduées) cocommu-
tatives (au sens gradué) connexes (voir [MM]) que nous appellerons pour abré-
ger des IF,-coalgebres.

Soit K une IF,-coalgébre. On note K le noyau de la coiinité ¢: KT, de
K; K est nul en degré zéro et K s’identifie comme IF,-espace vectoriel gradué
a la somme directe IF, ® K, I, désignant le IF,-espace vectoriel gradué concentré
en degré zéro et égal 4 I, en ce degre.

Le Verschiebung des IF,-coalgébres. Le Verschiebung d’une IF,-coalgebre K est
I'application linéaire ¢: K — K caractérisée par la formule <{&x, u)=<{x, u”),
u désignant un élément de la IF-algebre graduée commutative connexe duale.
Le Verschiecbung tel qu’il vient d’étre défini ne préserve pas le degré. On peut
cependant remédier a cet €tat de chose en introduisant le formalisme ci-aprés.

Le foncteur ©. On note 5* la catégorie dont les objets sont les IF,-espaces vecto-
riels gradués et dont les morphismes sont les applications linéaires de degré
zéro; on note &, la sous-catégorie pleine de &, dont les objets sont les IF,-espaces
vectoriels gradués connexes ¢’est-a-dire nuls en degré zéro. On considére le fonc-
teur @: &, — &, défini de la fagon suivante:

0 si n=1mod?2
_ i =2 M =
Sip=2,(OM), {M"/2 si n=0mod 2,
. 0 si n£0mod2p
_ 2 =
Sip>2,(0M), {Mn/p si n=0mod2p.

On notera @ x I'élément de (® M), correspondant & un élément x de M,,
(n pair si p=2 et congru a 0 mod 2p si p>2).

Avec cette définition le Verschiebung d’une IF,-coalgebre K apparait comme
une application linéaire de degré zéro £: K — @ K.

On peut alternativement définir le foncteur @ de la fagon suivante. On consi-
dere le IF,-espace vectoriel gradu¢ A °(&,; M®?); dans cette formule S, désigne
le groupe symétrique d’ordre p que 'on fait agir sur M®” par permutatlon
des facteurs (attention aux signes: M est gradué!) et H°( ;) est le 0-éme foncteur
de cohomologie de Tate («les invariants divisés par les normes»). Soit x un
élement de M, que I'on suppose de degré pair pour p>2, alors l'application
OM - ﬁO(Gp; M®P?) qui envoie @ x sur la classe de x®7 est un isomorphisme
de IF,-espaces vectoriels gradués.
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Soit K une IF,-coalgébre. Le Verschiebung de K, ¢: K — @K, s’identifie 4
'application linéaire de degré zéro H°(S,; K)—>H°(6 K®P) induite par le
coproduit itéré p fois K — K®? qui est équivariant lorsque Pon fait agir S,
trivialement sur K.

Les IF,-espaces vectoriels gradués avec Verschiebung. Les considérations précéden-
tes nous conduisent a introduire la catégorie #%» des «IF,-espaces vectoriels
gradués avec Verschiebung» définie comme suit. Un objet de #F» est un
IF,-espace vectoriel gradué¢ M muni d’une application linéaire de degre 7€r0
&1 M - @M, appelée Verschiebung, qui est I'identité en degré zéro; les morphis-
mes de %F» sont les applications linéaires de degré zéro commutant au Verschie-
bung. Comme précédemment on note %~ la sous-catégorie pleine de #;» dont
les objets sont connexes; manifestement %‘FP est le produit de la catégorie %y »
et de la catégorie des IF,-espaces vectoriels.

On observera que le produit tensoriel M @ N de deux IF,-espaces vectoriels
gradués avec Verschiebung posséde un Verschiebung naturel.

La catégorie %¥» est une catégorie abélienne. Elle posséde des projectifs
G®»(n), n>0, caractérisés par I'isomorphisme fonctoriel en M:

Homgsr(G**(n), M)~ M,

Ces projectifs peuvent s’expliciter de la fagon suivante. Soient [G*»(n)] la «classe
canonique» de G¥»(n), Cest-a-dire I'élément de degré n correspondant par la
bijection ci-dessus a Iidentité de G¥»(n), et k l'application de N—{0} dans N
définie de la fagon suivante:

si n est impair
k(n)= . .
v,(n)  si nest pair,

v,(n) désignant la valuation p-adique de n.

Proposition 1.1.1.1  Soit n un entier strictement positif. Les éléments [G¥»(n)],
ELGTr(n)], ..., E¥[GT»(n)] forment une FF,-base de G*»(n).

La vérification de cette proposition est laissée au lecteur.

On peut montrer par ailleurs que la catégorie #%» est de dimension projective
un et que tout projectif est une somme directe @, G »(n,).

Soit K une IF,-coalgebre, le Verschiebung de K fait de K un IF,-espace vecto-
riel gradué (connexe) avec Verschiebung.

Proposition-Définition 1.1.1.2 Le foncteur A} — U5, K> K posséde un adjoint
a droite noté V: Ugr — A ;.

La démonstration de cette proposition ne présente pas de difficultés.

1.1.2 T,-algébres de Hopf

On note H#;  (resp. #,¥7) la catégorie des objets en groupes (resp. en monoides)
de X F» Le produit dans la catégorie #Fr étant le produit tensoriel, un objet
de W”FP est donc une IF,-coalgébre H munie d’un prodult u: H®H—H et
d’une umte n:E,—-H Verlﬁant les axiomes habituels; puisque nous avons con-
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venu que les objets de Jf» sont connexes, il existe une unique antiinvolution
x: H—> H {voir [MM, p.259]) et H est en fait un objet en groupe. Il n'y a
donc pas lieu de distinguer entre les catégories # » et A, » (voir [MM, Sect. 8.9,
p- 260]). Nous appellerons [F,-algébres de Hopf les objets de s, » La sous-
catégorie pleine de #, » dont les objets sont les IF,-algébres de Hopf abéliennes,
cest-a-dire dont le produit est commutatif (au sens gradué) est notée H#F»*°;
notons que I'inclusion # »*°— #F» admet un adjoint a gauche que 'on appelle
«abélianisation» (pour une construction de ce foncteur voir par exemple [MS1]).

La IF-algebre de Hopf concentrée en degré zéro et égale a IF, en ce degré,
que l'on notera IF, ou =, est un objet zéro de la catégoric J#J» (Cest-a-dire
a la fois initial et final, voir [Mac]).

La catégorie #;» posséde des produits fibrés et donc des noyaux et des
produits (voir [MS1]). Soient H' — H et H” — H deux .} »-morphismes, rappe-
lons que le H-comodule sous-jacent & la IF,-algébre de Hopf H' x4H" est le
produit cotensoriel H' [];H” (voir [MM, p. 219]); en particulier le produit ten-
soriel de deux IE,-algébres de Hopf est leur produit dans # » et le noyau d’un
Ay r-morphisme H' — H est [, (1, H".

La catégorie #, » posséde également des sommes quelconques (voir [MS1]).

HFesuites exactes. Une suite de 4 -morphismes H™—H"*' .. —H"
m+ 1<n) est dite exacte si 'image du morphisme H* "' — H* est égale au noyau
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(dans #Fr) du morphisme H* — H**! pour tout k avec m<k <n.

Sous-I,-algébres de Hopf normales

Proposition-Définition 1.1.2.1 Soit H' une sous-IF,-algébre de Hopf d'une
IE-algébre de Hopf H. Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(i) pour toute I,-coalgébre K le sous-groupe Hom,x,(K, H') est normal dans
Hom,r, (K, H); B
(ii) l'idéal a droite et l'idéal a gauche de H engendrés par H' coincident.

Lorsque ces conditions sont réalisées on dit que H' est normale dans H.

Si (ii) est satisfaite on note H//H' le quotient de H par l'idéal (bilatére)
engendré par H'; H//H' posséde une unique #} »-structure faisant de la projec-
tion canonique H—» H//H' un #7}»morphisme, dont le noyau (dans HEr) est
précisément H' [MM]. Ceci prouve U'implication (il = (i). Pour vérifier I'implica-
tion (i) = (ii) on introduit le J#Fr-automorphisme de H'® H correspondant a
lautomorphisme naturel en K de Tensemble pointe¢ Homyr(K, H)
x Hom ¥, (K, H) donné par la formule (g', g)—(gg'g ™", g).

Sous-IF,-algébres de Hopf centrales. La proposition suivante est évidente:

Proposition-Définition 1.1.2.2  Soit H' une sous-I5-algébre de Hopf d'une
IF,-algébre de Hopf H. Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(i) pour toute FF,-coalgébre K le sous-groupe Homyzr, (K, H') est central dans
Hom,z, (K, H);

(ii) il existe un Hpr-morphisme (nécessairement unique) H' @ H— H dont les
restrictions @ H @, et F,®@ H s'identifient respectivement a l'inclusion de H'
dans H et lidentité de H.
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Lorsque ces conditions sont réalisées on dit que H' est centrale dans H (on observera
que ceci impose a H' d’étre abélienne et normale dans H).

Soient H' et H comme ci-dessus et a: H' ® H — H le #, »-morphisme men-
tionné dans (ii). Pour toute IF,-algtbre de Hopf L Tensemble pointé
Hom ,r, (L, H') est naturellement muni d’une structure de groupe abélien et a
induit une action de ce groupe sur I'ensemble pointé Hom 4r, (L, H).

Proposition 1.1.2.3 Soit H' une sous-IF,-algébre de Hopf centrale d’une IF,-algébre
de Hopf H. Alors pour toute IF,-algébre de Hopf L l'action du groupe abélien
Hom 5 (L, H') sur l'ensemble pointé Hom »%(L, H) est libre et 'application d’en-
semble pointés Hom yro(L, H) — Hom e (L, H//H') induit une injection de l'ensem-
ble des orbites dans Hom 7, (L, H//H').

Démonstration. Soit 1: H ® H— H X 5. H le #; »-morphisme induisant la pro-
jection H'® H — H sur le premier facteur et o sur le second; la proposition
découle formellement de ce que : est un isomorphisme. On s’en convainc en
contemplant la transformation naturelle Homr,(—,1). [J

IF,-algébres de Hopf p-abéliennes. Nous dirons qu’une IF,-algebre de Hopf H
est p-abélienne si elle est abélienne et si la puissance p-¢me de tout élément
de H est nulle (il s’agit donc d’une IF-algebre de Hopf coprimitive dans la
terminologie de [MS1]). On note f‘Fv 'P~20 3 sous-catégorie pleine de Ay »
dont les objets sont les IF,-algebres de Hopf p-abéliennes.

Remarque. Si H est p-abélienne alors pour toute une IF,-coalgebre K le groupe
Homyr, (K, H) est un IF,-espace vectoriel mais la réciproque n’est pas vraie.

Soit M un objet de #y». L’addition M @ M — M induit une structure de
IF,-algébre de Hopf sur la IF -coalgébre V' M; cette IF,- algebre de Hopf est p-
abehenne par construction. En fait le foncteur V: %sr — %’IFP ainsi obtenu induit
une équivalence de catégories ¥f» =~ H# P~ ",

Soit H une IF,-algebre de Hopf; on note QH le IF,-espace vectoriel gradué
des indécomposables de H, cest-a-dire le quotient H/H?. Le Verschiebung de
H induit sur QH une structure de IF-espace vectoriel gradué connexe avec
Verschlebung, le foncteur <<1ndecomposables» défini sur la catégorie %Fv est
donc & valeurs dans la catégorie #L».

Proposition 1.1.2.4 (a) Le foncteur V: UEr — A v est adjoint a droite du foncteur
Q % p-;% P,

(b) Sozt M un IE,-espace vectoriel gradué connexe avec Verschiebung. Alors la
cotinité de | ad]onctlon QV M — M est un Uy r-isomorphisme.

(c) Soit H une I -algébre de Hopf. Alors lumte de ladjonction H->VQH est
un Ay P-epzmorphlsme De plus H est p-abélienne si et seulement si H—VQH
est un % r-isomorphisme.

(d) Le foncteur V:UEr - HEr est exact: soit 0> M' - M - M” — 0 une Uy r-suite
exacte courte, alors la %"FP suite *x > VM - VM- VM'— x est exacte.

(e) Pour toute paire (M, N ) de IE,-espaces vectoriels gradués connexes avec Ver-
schiebung application naturelle:

Homyss (M, N) —»Homyn(V M, V N)

est bijective.
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La vérification de cette proposition est laissée au lecteur (faire un usage
répété de [MM]). Elle implique bien que le foncteur V: #Er— #Fr?72> gt
une équivalence de catégories (dont I'inverse est le foncteur Q: H#F»-P~2> — #/F»),

IF,-algébre de Hopf librement engendrée par une I,-coalgébre. Nous avons besoin
pour des raisons techniques d’introduire la categorle FFr définie de la fagon
suivante. Un objet de £ » est la donnée:

— d’un IE-espace vectoriel gradué avec Verschiebung L;

— de %Fn—morphlsmes u: L&L->Let n: F,—»L falsant de L une IF,-algebre
graduée connexe (ce qui signifie que l'unité y: IK, - L induit un 1somorphlsme
en degré zéro).

Soit M un IF,-espace vectoriel gradué connexe avec Verschiebung; I'algebre
tensorielle sur M Tens(M), est canoniquement un objet de #7». La proposition
suivante est classique.

Proposition-Définition 1.1.2.5 Le foncteur oubli #fFr— A Fr admet un adjoint
a gauche A F» — #F» que l'on note J.

Démonstration. Soit K une IF,-coalgébre. Considérons I'algebre tensorielle
Tens(K); c’est un objet de Z ». Il existe un unique % »-morphisme 4: Tens(K)-
—+Tens(K)®Tens(K) qui fa1t de Tens(K) une IF, dlgebre de Hopf et de l'inclu-
sion canonique K< Tens(K) un A Fr- morphxsme On note JK Tobjet en
monoide de ¢} 7 ainsi obtenu. On se convainc aisément que le foncteur J est
adjoint a gauche du foncteur oubli #Fr - HFr. [

Commentaires. Ce paragraphe 1.1.2 met en évidence I'analogie entre la catégorie
H e et celle des groupes (voir [MM, p. 762]), Hy ™ jouant le rdle de la sous-
categorle des groupes abéliens et 7 2 celul de la sous-catégorie des
IF,-espaces vectoriels (et les JK jouant le role de groupe libres). En fait 'analogie
est plus grande encore avec la catégorie des pro-(groupes p-nilpotents) (rappelons
quun groupe G est dit p-nilpotent s’ existe une filtration finie de G, G=
GyoG,>...oG,={1}, par des sous-groupes normaux telle que G,/G,., est
un [E-espace vectoriel et la suite exacte {1} - G/Gy . — G/Gy 11— G/G, — {1}
une extension centrale pour 0<k<n). En effet considérons la suite p-centrale
descendante d’une IF-algebre de Hopf H (voir [MSI, p. 766]):

H=I"""Hori"H>..o[PH> .,

alors par construction H//[F'H est «p-nilpotente» et H est la limite inverse
des H//IW H.
Voici une autre illustration de ce point de vue.

Proposition 1.1.2.6 Soit H' une sous-IF,-algébre de Hopf d'une IF,-algébre de Hopf
H. Alors il existe une suite décroissante (naturelle en la paire (H, H')) de
sous-IE,-algébres de Hopf :

H=H°>H'D>..oH"'>...oH
telle que:

— H"™*' est normale dans H" et H"//H"* est p-abélienne pour tout n20;
- H'= () H".

nz0
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Démonstration. On construit les H" par récurrence sur n en utilisant le lemme
ci-apres.

Lemme 1.1.2.7 Soit H' une sous-I,-algebre de Hopf d’une IF,-algébre de Hopf
H. Soit M le conoyau du Uir-morphisme QH'—QH et H" le noyau du
HFr-épimorphisme canonique H—»V M. Si Uinclusion H' < H induit un isomor-
phisme en degré <n alors l'inclusion H' - H" induit un isomorphisme en degré
=n+1.

Démonstration. On utilise essentiellement le point suivant: si* > L —L— L' —*
est une #) r-suite exacte telle que QL' est nul en degré <n, alors la suite
de I,-espaces vectoriels 0 - (QL), ., = (QL),.{ =~ (QL’),,, — 0 est exacte. []

La proposition 1.1.2.6 admet le corollaire suivant dont 'analogue dans la
catégorie des A-algebres de Hopf instables (voir 1.6.3) aura son importance
dans la partie 2.

Corollaire 1.1.2.8 Soient + - H'— H — H" une ) r-suite exacte et W un objet
projectif de H#y® (ce qui signifie que le foncteur Hom (W, —) transforme
HFv-épimorphismes en surjections). Si 'ensemble pointé Hom ¥ (W, H') est trivial
alors 'application Hom 4r(W, H) > Hom (W, H") est injective.

Démonstration. 11 sagit de montrer que lapplication Hom,r, (W, H)
—Hom,w(W, H x .. H) induite par le #,*-monomorphisme «diagonal» est
surjective (bijective). On pose L=H x .. H et I'on note é: H— L ce monomor-
phisme. La méthode est d’appliquer la proposition 1.1.2.6 a Yinclusion 6 (H) < L.
Onnote L=L°>L'>...o['>...>5(H) la suite décroissante de sous-IF,-algébres
de Hopf ainsi obtenue et on observe que Hom r, (W, 6} s’identifie 4 Papplication
canonique de la limite inverse des Hom 4x-(W, L) dans Hom 2 (W, L). En consi-
dérant la # »-suite exacte scindée:

s
s> HN>DIsH-x*

(dans laquelle les fléches H' n ' — L' et I’ — H sont respectivement induites par
I'inclusion de H' x * dans H x H et par la projection de H x H sur le second
facteur) et en utilisant I'exactitude a droite de Q et la proposition 1.1.2.4 on
se convainc que le #}f »-morphisme canonique H' ~ ' - I'//L'* ! est un épimor-
phisme. Comme W est projectif on en déduit que I'ensemble Hom 4x, (W, L'//L'*1)
est trivial. L’application Hom (W, IY) > Homur (W, L'*') est donc bijec-
tive. [

1.2 Structure des projectifs de #;y»

Rappelons que I’'on dit qu’un objet P d’une catégorie ¥ est projectif (ou que
P est €-projectif) si pour tout €-épimorphisme n: A—» B tout morphisme ¢:
P — B se reléve en un morphisme ¢: P — A (voir [Mac]).

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant qui est le
résultat essentiel de la partie 1:
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Théoréme 1.2.1 (a) Soit M un UEr-projectif. Alors:

(a.1) La L[r-structure de Tens(M) peut se prolonger en une H#[r-structure; en
d’autres termes, il existe au moins un ¥re-morphisme Tens(M)— Tens(M)
® Tens(M) qui fasse de Tens(M) une IF,-algébre de Hopf.

On note C(M) I'ensemble de ces Ly »-morphismes et W(M, 4) la IE,-algebre de
Hopf associée a un élément A de C(M).

(a.2) Soit A un élément de C(M). Alors W(M, A) est H#; r-projectif.
(a.3) Soient 4 et A" deux éléments de C(M). Alors W(M, A) et W(M, A’) sont
HFe-isomorphes.

(b) Réciproquement, soit H une IF,-algébre de Hopf, alors les deux conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) H est #[Fr-projectif;

(i) QH est Ukr-projectif et la IF,-algébre graduée sous-jacente a H est libre,
c'est-a-dire isomorphe a l'algébre tensorielle d'un I,-espace vectoriel gradué con-
nexe.

De plus si ces conditions sont vérifiées H est isomorphe a W(QH, A) pour tout
A dans C(Q H).

Remarques. (1) Un exemple de %% r-projectifs est donné par la famille {G"»(n)},> ¢
(voir 1.1.1).

Pour tout n>0, choisissons une [F-algébre de Hopf WT#(n) dont la

FEr-structure sous-Jacente est celle de Tens(G’FP (n)) (pour une «normalisation»
de ce choix voir 1.5.4). Alors tout #F »-projectif est une #,f »-somme de W¥»(n,).
En effet d’aprés la deuxieéme partie du (b) le foncteur Q induit une bijection
entre les classes d’isomorphisme de # »-projectifs et de %%»-projectifs et tout
#Fr-projectif est une #i»-somme de G¥r(n,). Un argument analogue montre
que les WF»(n) sont des generateurs projectifs de #*: toute IF,-algébre de Hopf
H est le quotient d’une #»-somme de W¥r(n,) (utlllser 1.2.3. 3)
(2) Soit K une I, coalgebre telle que K est #%r-projectil (ou ce qui revient
au méme telle que le IF,-espace vectoriel avec Verschiebung sous-jacent a K
est 02!“: r-projectif). Alors la construction J de 1.1.2.5 fournit un élément particulier
de C (K) et JK est #; »-projectif d’aprés le théoréme 1.2.1. Notons cependant
qu'en général un %rr-projectif (de dimension un en degré zéro) ne posséde pas
de structure de [F,- coalgebre Par exemple, IF,@® G"»(n) posséde une structure
de [F,-coalgebre si et seulement si n west pas divisible par 2p.

1.2.3 Démonstration du théoréme 1.2.1

Le théoréme 1.2.1 repose sur le lemme suivant, dont la démonstration sera don-
née a la fin de ce paragraphe.

Lemme 1.2.3.1 Soient H et H" deux IF,- algebres de Hopf et m: H—H" un
HFe-épimorphisme. Supposons que QH” est Uye-projectif. Alors il existe une
sous-IF,-algébre de Hopf H' de H telle que la composition QH — QH-—»QH"
est un isomorphisme.
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Démonstration du point (a.1) du théoréme 1.2.1 Soit M un #%re-projectif. Nous
appliquons le lemme 1.2.3.1 en prenant pour H la IF-algebre de Hopf JVM
et pour = _le #Fr-épimorphisme JVM—»VM composé de 1'¢pimorphisme
JVM—»VVM et de ’épimorphisme VVM—» VM induit par la coiinité de I'ad-
jonction VM —»M. Ce lemme nous fournit une sous-IF,-algebre de Hopf de
JVM que nous notons W telle que la composition QW—> QIVM=VM-—>M
est un isomorphisme. Puisque M est %Lk »-projectif il existe un £¥#-&pimorphisme
¢: Tens(M)— W qui induit l’isomorphisme inverse sur les indécomposables.
Nous allons montrer qu’un tel ¢ est un isomorphisme ce qui prouvera bien
que la #Fr-structure de Tens(M) se prolonge en une #, »-structure.

Pour cela on montre que la composition Tens(M)—d’» W JVM est un mono-
morphisme ce qui résulte du lemme suivant:

Lemme 1.2.3.2 Soit f: S — T un homomorphisme de IF,-algebres graduées connexes
avec T libre. Si Q f: QS — QT est un monomorphisme (resp. un isomorphisme)
alors il en est de méme pour f.

Démonstration. Soit R une IF,-algebre graduée connexe, on pose Gr(R)

=@R"R"*! (R" désignant la puissance n-¢me de l'idéal d’augmentation de
nelN

R); Gr(R) est encore une IF,-algébre graduée connexe et 'on a un épimorphisme

canonique tgz: Tens(QR)—» Gr(R). 11 est facile de voir que si Gr(f): Gr(S)

— Gr(T) est un monomorphisme (resp. un isomorphisme) il en est de méme

pour f. On conclut en contemplant le diagramme commutatif ci-dessus:

Tens(QS) ——==9@2_, Tens(QT)

lts r

Gr(s) —ZY  GrT)

et en remarquant que si T est libre 7, est un isomorphisme.

Démonstration du point (a.2) Soient f: L—»L’ un #yr-épimorphisme, g:
W(M, 4)— L’ un #Fr-morphisme, H le produit fibré W(M, 4)x,..K dans la
catégorie A (produit cotensoriel). Il faut montrer que le morphisme canonique
v H—> W{M, A4) posséde une section.

Puisque L est un L’-comodule colibre (voir [MM, proposition 4.9, p. 229]),
donc «coplaty, vy est surjectif si bien que 'on peut a nouveau appliquer le
lemme 1.2.3.1. 1l existe donc une sous-F,-algébre de Hopf H' de H telle que
la restriction a H' de y induit un isomorphisme sur les indécomposables. Le
lemme 1.2.3.2 montre alors que cette restriction est un isomorphisme.

Démonstration des points (a.3) et (b) Le fait que si H est #; »-projectif QH
est U¥»-projectif résulte de ce que le foncteur Q est adjoint 4 gauche du foncteur
V: UF» — A v qui préserve les épimorphismes.

Le reste du point (b) et le point (a.3) découlent encore du lemme 1.2.3.2
et du lemme suivant qui est une conséquence formelle de la proposition 1.1.2.4:

Lemme 1.2.3.3 Soient W et H deux I,-algébres de Hopf. Si W est HLv-projectif,
Papplication naturelle Hom ,x. (W, H) - Homym, (QW, Q H) est une surjection.
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Démonstration du lemme 1.2.3.1 Soient p: QH—»ker Qn une rétraction de QH
sur kerQn (une telle rétraction existe parce que QH' est #Er-projectif), H?
la sous-IF-algébre de Hopf de H noyau (dans #77) de la composition

H— VQH& Viker Qn), et n° la composition H? - H— H".

Sous-lemme 1.2.3.4 (a) Le H#Fr-morphisme n* est encore un épimorphisme. De
plus si Qmu induit un isomorphisme en degré inférieur ou égal a un certain entier
n alors:

(b) Q n* induit un isomorphisme en degré inférieur ou égal a n+1;

(¢) lUinclusion H” & H induit un isomorphisme en degré <n.

Démonstration. On utilise les points suivants:
-~ le foncteur Q: A » — UL est exact a droite;
~ pour toute H#}r-suite exacte * - H' —H > H” >« telle que H” est nul en
degre <n, les suites de I,-espaces vectoriels 0— H;— H,~ H;—0 et 0
(QHY; - (QH);—»(QH"),~H; -0, d<n+1, sont exactes.

On démontre alors le lemme 1.2.3.1 de la fagon suivante. En appliquant
itérativement le sous-lemme ci dessus on construit une suite decroissante de
sous-JF,-algebres de Hopf de H, H=H°>H'>...oH">..., telle que:

— la composition Q H" — QHg'» H” est un épimorphisme qui induit un isomor-
phisme en degré <n;

— linclusion H"*'< H" induit un isomorphisme en degré <n, et 'on prend
pour H’ l'intersection des H". La composition QH' —» QH-—QH" est bien un
isomorphisme parce que l'inclusion H' < H" induit un isomorphisme en degré
<n et donc un isomorphisme sur les indécomposables en degré¢ <n. [

1.3 Premiéres variantes du théoréme 1.2.1

La démonstration du théoréme 1.2.1 que nous avons donnée s’adapte & d’autres
situations.

1.3.1 Variante abélienne du théoréme 1.2.1

On note Z} »*° la sous-catégorie pleine de Z » constitué des objets pour lesquels
le produit p est commutatif (au sens gradué). Soit M un IF,-espace vectoriel
gradué¢ connexe. On note Sym(M) la IF-algébre graduée commutative (au sens
gradué) libre sur M; si M est un IF,-espace vectoriel avec Verschiebung Sym (M)
est alors un objet de ZF7*®.

Théoréeme 1.3.1 On peut dans I’énoncé 1.2.1 remplacer respectivement #,», Uy»
et LFv par Hre®, Yie et Ly*® et Tens(—) par Sym(—).

La démonstration de ce théoréme est formellement analogue a celle du théo-
réme 1.2.1. On peut voir également le théoréme 1.3.1 comme un corollaire du
théoréme 1.2.1.

1.3.2 De méme le théoréme 1.2.1 (resp. 1.3.1) admet une variante avec la mention
«de dimension finie en chaque degrés» si I'on se place dans le contexte des
catégories AT s Yo e Lol (resp, AL 2080 GYLraD 80 £ Fr208N) sous-catégo-
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ries pleines des catégories AL », Ukr, LEr (resp. Hy 7>, ULr, LFr2®), dont les
objets sont de dimension finie en chague degré.

1.3.3 On peut considérer également la catégoriec #2 des Q-algébres de Hopf
graduées cocommutatives connexes, la catégorie des Q-espaces vectoriels jouant
le rdle de %f». En particulier un objet de #2 est projectif si et seulement
si son algébre sous-jacente est libre (i.e. tensorielle).

1.4 Lien avec les vecteurs de Witt

1.4.1 Soit n>0; on pose C(n)=C(G¥?(n)) et C*®(n)=C**(G¥»(n)), C**(—) dési-
gnant I'analogue, dans le contexte de 1.2.2, de la notation C() introduite dans
I’énoncé du théoréme 1.2.1. On se propose tout d’abord d’expliciter la définition
des ensembles C{n) et C*°(n).

On pose k=xk(n) et x;=*"[GF»(n)], i=0, 1, ...,k; x; est un élément de
degreé n/p* ™" Les x, forment une IF,-base de G™»(n) (C’est ce quaffirme la proposi-
tion 1.1.1.1) et 'on a par définition {x;=x;_, pour k=i>1 et £x,=0. La
IF-algebre graduée Tens(G¥»(n)) (resp. Sym(G'»(n))) s’identific a la I -algébre
graduée (resp. IF,-algébre graduée commutative) librement engendrée par les
X; que 'on notera encore Tens(xy, X, ..., X;) (resp. Sym(x,, X1, ..., X;)). L’ensem-
ble C(n) (resp. C**(n)) est donc celui des homomorphismes de IF,-algébres gra-
duées 4: Tens(xg, Xy, ..., X;) — Tens(xg, Xy, ..., X)) ® Tens(x,, x;, ..., X;) (resp.
A: Sym(xg, X1, ---, Xp) = Sym(xg, X, .--, X)) ® Sym(xq, X4, ..., X)) munissant la
IF,-algebre graduce Tens(xq, X1, ..., Xi) (resp. Sym(x,, Xy, ..., Xx;)) d’'une structure
de IF,-algebre de Hopf (resp. IF,-algebre de Hopf abélienne) dont le Verschiebung
est déterminé par £x;=Xx;_, pour k=i=1et {x,=0.

Manifestement:

— Les ensembles C(n) et C*°(n) sont finis.

— On a une application «d’abélianisation» «: C(n) — C**(n).

— Si k=1 (c’est-a-dire, pour p=2 si n est pair et pour p>2 si n est divisible
par 2p) on a des applications de restrictions p: C(n)— C(n/p) et p*®: C**(n)
— C**(n/p).

Soit 4 un élément de C(n) (resp. de C*®(n)). On désignera par W¥»(n, 4) (resp.
WEe 2, A)) la IF,-algebre de Hopf (resp. IF,-algebre de Hopf abélienne) ob-
tenue en munissant la IF-algébre graduée Tens(x,, x;, ..., x,) (resp.
Sym(xgy, X1, ..., X)) du coproduit 4 (on a donc avec les notations de 1.2.1,
WEe(n, A)= W (G?(n), 4)).

Le théoréme 1.2.1 (resp. 1.3.1) affirme entre autres que 'ensemble C(n) (resp.
C®®(n)) est non vide et que si 4 et 4’ sont deux éléments de C(n) (resp. C*®(n))
WF>(n, 4) et W¥r(n, A") (resp. WE»?P(n, A) et WF»®(n, A")) sont deux objets
isomorphes de #[ > (resp. #, »*°).

Nous démontrerons au prochain paragraphe la proposition suivante.
Proposition 1.4.1 (a) L'application d’abélianisation a: C(n) — C*®(n) est surjective
pour tout n.

Si k=1 alors:

(b) les applications de restriction p: C(n)— C(n/p) et p*®: C*®(n)— C*®(n/p) sont
surjectives:

(c) de plus application de C(n) dans le produit fibré ensembliste de C*°(n) et
de C(n/p) au-dessus de C*®(n/p) est surjective.
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Si n est impair, C(n) est réduit 4 un élément: la IF,-algebre de Hopf correspon-
dante est I'algébre de polyndmes sur un générateur de dimension n, IF,[x,],
munie du coproduit pour lequel x, est primitif.

Noter que pour p>2, contrairement aux apparences, cette algébre de Hopf
n'est pas abélienne! Son abélianisée est I'algebre extéricure sur x,, IE, [x0]1/(X0)%
correspondant 4 Punique élément de C*°(n).

Pour éviter ce cas particulier trivial et atypique nous supposerons désormais,
sauf mention expresse du contraire, que si le nombre premier p avec lequel
on travaille est difféerent de 2 alors » est pair.

Soit / un entier que on suppose impair si p=2, pair et non divisible par
p pour p>2.

On note GFr(p™ /) le IF,-espace vectoriel gradué avec Verschiebung réunion
croissante des G¥r(p*?) (comme k(p*¢)=k cette notation est bien compatible
avec ce qui précede); GF#(p™¢) a donc pour F,-base la famille des éléments
x,, keN, de degré respectif p* £, et son Verschiebung est donné par & x,=x,_,
pour k=1 et £x,=0.

On définit I'ensemble C(p* ¢) (resp. C**(p® £)) en remplagant dans la défini-
tion ci-dessus de C(n) (resp. C**(n)) Tens(xq, X;, ---, X;) (resp. Sym(xy, X1, ---, X))

par Tens(xg, Xy, ..., Xg, -..) (r€sp. Sym(xy, X1, ..., Xy, ...); observer que compte
tenu de Thypothése faite sur ¢ la IF-algébre graduée commutative
Sym(xg, X5 -.5 X, ...) Dest rien d’autre que lalgébre de polyndémes

E [Xo, Xy, ..., X, ...]). Il est clair que C(p*7) (resp. C**(p™¢)) s'identifie a la
hmlte inverse en k des C(p*¢) (resp. C*®(p*¢)).

On note encore a: C(p¥¢)— C*®(p™¢) lapplication d’abélianisation et
WEs(p= £, A) (resp. WF»2*(p™ ¢, 4)) 1a [F,-algébre de Hopf définie par un élément
4 de C(p= £) (resp. C**(p™¢)). L'ensemble C(p™ ¢) (resp. C**(p™ £)) est non vide.
On peut voir ceci comme une conséquence de 1.4.1 (b). Ou alternativement
de 1.3.2. En effet G¥»(p®¢) est un %, »*-projectif (bien qu’il ne soit pas
Uxr-projectif, Cest 1a la #Er-version du debut de la Sect. 6 de [Mi]). Le point
1. 3 2 montre en outre que la classe de #; »-isomorphisme de W¥#(p™ ¢, 4) (resp.
W22 (p® £, A)) est indépendante du ch01x de 4 dans C(p*¢) (resp. C*®*(p*¢))
et que ces objets sont > -projectifs (resp. S »*>#"-projectifs).

Nous allons décrire ci-dessous a I'aide des formules de Witt [Wi] un ¢lément
canonique AV de C*®(p* /). Le cas non abélien est plus mystérieux; il ne
semble pas exister d’¢lément «canonique» dans C(p® ¢). Cependant la ptoposi-
tion 1.4.1 montre que le sous-ensemble o~ ! (4W") est non vide.

1.4.2 Rappels sur les vecteurs de Witt

Théoréme 1.4.2 (Witt) Soient &,, keIN, les polynémes, en les indéterminées (non
graduées) x,, keIN, a coefficients entiers, définis de la fagon suivante:

ptk-1)

Po=xy, Dy=(Xx)"+DX1, -0, (Dk=(x0)pk+p(x1) + o+ x, ...

Alors il existe sur l'anneau Z[xg, X1, ..., Xy» -..] Une unique structure d’anneau
de Hopf pour laquelle les @, sont primitifs.

Il est facile de voir que cette structure existe sur [anneau

Z [i] [Xos X15 ++-5 X, .-..]. Toute la difficulté du théoréme précédent est de mon-
p
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trer que les formules qui expriment le coproduit des x, ont leurs coefficients
dans Z. Pour une démonstration, voir [Se].

Si l’on attribue a x, le degré p* £ alors Z[x,, X, ..., X, ...] devient un anneau
de Hopf bicommutatif gradué (qui est bicommutatif au sens gradué pour p>2
mais non pour p=2 car dans ce cas le degré de x, est impair) que ’on notera
WZ2(p~ ¢); le sous-anneau gradué Z[xq, X;, ..., X,] est en fait un sous-anneau
de Hopf gradué que I'on notera WZ24(p* /),

On pose WFe 2 (p® £)=TF, ® W%*(p™ ¢) (resp. WF»**(n)=IF, ® W%**(n)). L
structure d’anneau de Hopf gradué de W%4*(p® /) (resp. W% “"(n)) induit une
strgctgre de IF-algebre de Hopf (graduée) abélienne sur WEe2b(p= £} (resp.
W¥e 22 (n)).

On peut montrer que le Verschiebung de W »2(p= /) (et donc de W¥»2>(n))
est donné par {x,=x,_, pour k=1 et ¢ x,=0. Pour une démonstration, voir
par exemple [De]. Le coproduit de WF»2°(p= ¢£) (resp. W¥»2*(n)) fournit donc
bien un élément de C**(p®¢) (resp. C**(p™ £)) que I'on appellera le coproduit
de Witt et que I'on notera AW,

Commentaires. L’algébre de Hopf non graduée sous-jacente a WFe»2®(pk¢) est
'algébre des fonctions réguliéres d’un groupe algébrique défini sur IF,: le groupe
W, des vecteurs de Witt de longueurs k+ 1. Ces W, jouent un role cle dans
I'étude des groupes unipotents commutatifs. Plus précisément on sait associer
a un tel groupe un module sur 'anneau de Dieudonné (dont une complétion
convenable est I'anneau des endomorphismes du groupe W, =Lim W) qui le
caractérise a isomorphisme prés (voir [DG]). Essentiellement, Schoeller a déve-
loppé dans [Sc] une théorie analogue pour la catégorie des IF,-algébres de Hopf
graduées abéliennes connexes (i.e. #;#=*) en montrant que cette catégorie est
isomorphe a une catégorie de modules de Dieudonné gradués. La ) »c-
projectivité des W¥» 2 (n) apparait déja dans son travail.

Signalons enfin que l'existence d’un élément 4 de C(p™ ¢) au-dessus de AW
a été obtenue (differemment) par Dieudonné dans son travail sur les groupes
formels non commutatifs ot il met en évidence le role universel de algébre
de Hopf W¥r(p® ¢, A) (voir [Die] ou encore [Dit]).

1.4.3 Quelques exemples «non abéliens »

Voici quelques exemples d’éléments de C(n), pour les petites valeurs de k=x(n),
«au-dessus» du coproduit de Witt.

- k=1.

L’ensemble C(n) est réduit a un €lément. Le coproduit réduit correspondant
est déterminé par la formule suivante {(rappelons que le coproduit réduit d’une
IF,-coalgebre K est I'application 4: K » K ® K induite par le coproduit):

Axy=— Y (Co/p)x)® ®(x0)® "

O<r<p

Y (x0)® /)@ ((x)® P~ "/(p—1))

O<r<p

= Y (—1/nx)® @ (xo)®P".

O<r<p
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Pour p=2 on a Ax;=x,® xo. En fait dans ce cas IF, @ G*2(n) posséde une
et une seule structure de IF,-coalgébre, compatible avec le Verschiebung de
G":(n), donnée précisément par cette formule et WFz(n, 4) s’identifie a
J(IE, ® GF2(n)) (voir 1.1.2.5).

- k=2,p=2.
Le sous-ensemble o~ ' (4™") de C(n) contient deux éléments. Le premier est
déterminé par les formules:

ZX1=XO®XO;
LTX2=X1®X1+XOX1 ®xO+xO®xOXI+(XO)3®X()+X0®(X0)3.

Le second est obtenu en remplagant dans I'expression de 4 x, ci-dessus le terme
Xo X1 @ Xg+Xo R X X1 PAT X1 X @ Xo+ Xq X Xy X

D’une maniére générale, plus k est grand et plus il y a d’éléments de C(n)
au-dessus de AWM,

1.5 Construction par récurrence des IF,-algébres de Hopf WEr(n, —)

1.5.1 Rappels concernant les extensions de IE,-coalgébres

Soient K une IF-coalgébre et M un IF,-espace vectoriel gradué connexe. Une
extension de K par M est la donnée d’une suite exacte 0»K—->E—->M -0
de [F,-espaces vectoriels gradues telle que:

— E est un objet de A} v,
— K - E est un morphisme de IF,-coalgebres;
— M est un «coidéal coabsorbant», i.e. le coproduit réduit de E, 4: E - (E ® E)®>
se factorise par I'inclusion (K ® K)®2 - (E ® E)®: (()** désigne les invariants de
l'action du groupe symétrique &, opérant par permutation des facteurs).

Deux telles extensions 0> K - E—~>M —>0¢t 0> K > E - M — 0 sont dites
équivalentes s’il existe un homomorphisme de IF,-coalgébres E— E' tel que le
diagramme

0 K v E M 0
I l I
0 K E M 0

est commutatif.

On note Extyr, (M, K) I'ensemble des classes d’équivalence d’extensions de
K par M que Pon munit par le procéde habituel d’une structure de groupe
abeélien.

Les groupes Extyr, (M, K) peuvent se calculer de la fagon suivante.

Soit K FF,-coalgebre. On considére le complexe suivant:

K 4 (K@K}GZ ARd-Id® A4 K@K@K—

ou K est le noyau de la coiinité et_Z est le coproduit réduit. On note PK
I'homologie de ce complexe en (K ® K)® et ZK Yespace des cycles, c'est-a-dire
le noyaude AQId—1d® 4: (K® K> KQK®K.
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Rappelons que le sous-espace des primitifs de K que l'on note PK est le
noyau de K 5 (K ® K)®-.

Tout comme le foncteur P le foncteur P: #Fr— &, commute aux limites
directes filtrantes et aux produits finis. La premiére affirmation est claire et
la vérification de la seconde est laissée au lecteur.

Nous noterons P,K (resp. P K, Z,K) le sous-espace des éléments de degré
nde PK (resp. PK, ZK).

Reprenons I'extension précédente 0 - K — E— M — 0. La coassociativité du
coproduit entraine que le coproduit réduit de E se factorise en fait par un
homomorphisme E— ZK; par passage au quotient on obtient un homomor-
phisme M — PK. Cette construction permet de définir un homomorphisme y:
Extyr, (M, K) - Hom, (M, PK) (rappelons que la notation é, désigne la catégo-
rie des IF,-espaces vectoriels gradués connexes). On vérifie:

Proposition 1.5.1.1 Lhomomorphisme y: Ext;r,(M, K)— Hom, (M, PK) est un
isomorphisme.

Soit z un ¢lément de Z,K; nous notons (K, z){x) la IF,-coalgebre construite
de la fagon suivante. Comme IF,-espace vectoriel gradué (K, z){x} est la somme
directe de K et du IF-espace vectoriel gradu¢ de dimension un engendre par
une indéterminé x de degré n; le coproduit est le prolongement de celui de
K déterminé par Ax=z.

En associant a z P’élément &x on.définit un homomorphisme ZK —» @K
que I'on note 0. La commutative du diagramme:

ZK—2 0K
K = K

montre que @ induit par passage au quotient un homomorphisme v: PK —
Coker(¢: K - @K).

Proposition 1.5.1.2 Soit H une IF,-algébre de Hopf, de dimension finie en chaque
degré et concentrée en degrés pairs si p>2. On suppose que le Verschiebung &:
H — OH est surjectif en degré strictement inférieur @ un certain entier n. Alors
PH est nul en degré <n et v réalise un isomorphisme B,H ~(Coker(¢: H — @ H)),.

Démonstration. On remarque tout d’abord que la propriété que 'on veut établir
ne concerne que la IF,-coalgebre sous-jacente a H.

On remarque ensuite que la IF-coalgébre sous-jacente @ H est d’apres un
théoréme de Borel (voir [MM, p. 255]) isomorphe a une limite directe filtrante
de produits (produits tensoriels) finis de IF, coalgebres chacune duale d'une
IF,-algebre graduée de la forme IF,[x] ou I, [x]/x” (x de degré pair si p>2).

Comme le foncteur P commute aux hmltes directes filtrantes et aux produits
finis, on est ramené a vérifier la propriété de 'énoncé pour ces coalgebres particu-
liéres, ce que Pon fait par inspection. [

Corollaire-Définition 1.5.1.3 Soient n un entier, que l'on suppose pair pour p=2
et divisible par 2p pour p>2, et A un élément de C(n/p). Alors PWF¥»(n/p, 4
est un IE,-espace vectoriel de dimension un, de base I’élément e, dont 'image par
v est la classe de @ x; _ ;.
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1.5.2 Extension d’une IE,-algébre de Hopf H définie par un élément de ZH

Etant donnée une IF,-algébre de Hopf H et un élément z de Z,, f, nous définissons
une IF-algébre de Hopf, notée (H, z)[x], de la fagon suivante. Comme IF,-algebre
graduée (H, z)[x] est la somme (dans la catégorie des IF,-algébres graduées)
de H et de 'algebre de polyndmes IF,[x] en une indéterminée x de degré n;
le coproduit est & nouveau le prolongement de celui de H déterminé par Ax=z.

Par construction méme on g, pour toute IF-algebre de Hopf L, un carré
cartésien {d’ensembles pointés):

Hom 4 ((H, z)[x], L) —=2""" Hom 4 (H, L)

L, — 4 ,  ZzZL

dans lequel la fléche verticale de gauche est 'application gr—g(x) et la fléche
verticale de droite I'application fi—(Z f)(z).

On note w la composée Hom ¥, (H, L)~ Z,L— B L.

Compte tenu de ce que le noyau et le conoyau de 4: L, — Z, Lsont respective-
ment P.L et PL on obtient une action libre de P,L sur l'ensemble
Hom,r,((H, z)[x], L) dont 'ensemble des orbites s’identifie via I'application de
restriction au sous-ensemble o~ '(0) de Hom,,r,(H, L).

On observera aussi que Hom,r,((H, z)[x], L) est le sous-ensemble de
Hom,=,((H, z){x), L) formé¢ des A Fr-morphismes dont la restriction a H est
un £ »-morphisme.

Soient n un entier, que l'on suppose pair pour p=2 et divisible par 2p
pour p>2, et A est un élément de C(n). En combinant la notation ci-dessus
et celles introduites en 1.4.1 on peut écrire:

W (n, A)=(WF=(n/p, p4), Ax)[x,].

1.5.3 Démonstration de la proposition 1.4.1

On observe tout d’abord que le point (a) résulte par récurrence du point (c).

Démonstration du point (b) Soit A un élément de C(n/p). Le corollaire-défini-
tion 1.5.1.3 montre que ’on peut trouver un élément z de Z, W¥r(n/p, A) dont
Pimage par Papplication 0: ZW¥»(n/p, 4)—> @ WF»(n/p, 4) est O x, - ,. Le copro-
duit de (WE=(n/p, 4), z)[x,] fournit alors un élément de C(n) dont I'image par
p est A. La surjectivité de p*® est analogue.

Démonstration du point (c) On se donne 4 nouveau un élément 4 de C(n/p)
et Pon note F (resp. F**) I'image réciproque de 4 (resp. a4) par p (resp. p*°).
On se convainc aisément a I'aide de 1.5.1.2 de ce que I'ensemble F (resp. F*)
est muni d’une action transitive du IF;-espace vectoriel I, (resp. (I*®),), I (resp.
I*%) désignant lidéal bilatére de Tens(xq, Xy, ..., X,—,) (resp. lidéal de
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Sym(xg, Xy, ..., X;—,)) engendré par x,, et de ce que Papplication a: F — F2®
est équivariante par rapport a application linéaire naturelle I, — (I*®),. Le point
(c) découle alors de la surjectivité de cette application linéaire. [

1.5.4 Les F,-algébres de Hopf W¥»(n)

On pose A,=1 pour p=2 et A,=2 pour p>2. La proposition 1.4.1 montre
que P'application a: C(p® A,) — C**(p™ 4,) est surjective. On choisit une fois pour
toutes un ¢élément de o~ ' (4%") que 'on note 4™™. Plus généralement, on note
encore 4™™ I'image dans C(p*¢), ke N U {oo}, de cet élément par la composée
de la bijection «homothétie sur les degrés» C(p® 4,)= C(p™ /) et de la restriction
C(p= £)— C(p*?).

On pose alors WFr(n)= W¥?(n, A"°*™). On a donc tout fait pour que I'abéliani-
sée de WF»(n) sidentifie & WF»2>(n).

Pour étre complet il faut fixer la définition de W¥r(n) (et de W¥»*®(n)) pour
p>2 et n impair. Mais ceci ne présente pas de difficultés puisque dans ce cas
C(n) (ainsi que C*®(n)) est réduit a un élément!

Nous noterons S, le foncteur H— Hom,,¥,(W¥»(n), H) défini sur la catégorie
des IF,-algeébres de Hopf et 4 valeurs dans la catégorie des ensembles pointés;
rappelons que d’aprés 1.2.1 ce foncteur est exact. Puisque W¥»(n) est par con-
struction «la» couverture projective de la IF,-algébre de Hopf Tens(x), x primitif
de degré n, qui représente le foncteur. H— B H, on peut voir S, comme «le
plus petit» foncteur exact (représentable) qui «contient» B, comme sous-foncteur.

1.5.5 Relations entre les foncteurs S, et S,

Soit n un entier, pair pour p=2 et divisible par 2p pour p>2, alors W¥»(n/p)
est par définition une sous-IF,-algebre de Hopf de WFr(n); cette inclusion induit
une transformation naturelle S, — S,

Proposition 1.5.5 Soit n un entier, pair pour p=2 et divisible par 2p pour p>2.
Pour toute IF,-algébre de Hopf H, on a une « suite exacte » naturelle:

0—PH—S,H—S,,H-2> BH—0.

C’est-a-dire:

— On a une action naturelle du groupe P,H sur l'ensemble pointé S, H.

— On a une application naturelle w de l'ensemble pointé S, ,H dans le groupe
P H (correspondant a l'élément e, de B, WT»(n/p) défini en 1.5.1.3).

— Laction de B H est libre, I'application S,H — §,,, H induit une bijection de l'en-
semble des orbites sur ™ 1(0), et w est une surjection.

Démonstration. Compte tenu de 1.5.2, la seule chose qu’il nous reste & montrer
est la surjectivité de w.

Soit ¢ un élément de P H. Représentons g par un élément r de Z,H et
considérons le 7 »-diagramme suivant:

(H, n[x]

W¥s(n) ——— [, [x].
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Puisque W¥r(n) est projective I'application W¥»(n)—~IE,[x] se reléve en une
application g: W¥r(n)— (H, r)[x]. Par construction, g(x,) s’écrit x+h, h dési-
gnant un élément de degre n de H (on utilise ici la connexité de H). Puisque
g commute au Verschicbung et que &x appartient a H il en résulte que
g(WF=(n/p)) est contenue dans H; soit f: W¥»(n/p)— H I'application induite.
Ona (Z ) (Ax)=4x+Ah ce qui implique w(f)=¢q. [

Remarques. — Lorsque n ne vérifie pas les hypothéses de 1.5.5 on a en fait
un isomorphisme BH=S, H.

— Pour p=2 et n=2mod 4 on a S,H=Hom,r,(IF,® G*2(n), H) (voir 1.1.2.5)
et S, est donc un foncteur en groupes puisque les IF,-algébres de Hopf sont
précisément les objets en groupes de . F». On vérifie que dans ce cas la suite
exacte de 1.5.5 devient une suite exacte de groupes:

{1}-BH->S,H->F,H-{1}.

On vérifie également que cette extension est centrale et que Papplication quadra-
tique B, H— B, H qui lui correspond est I’¢lévation au carré (S,H n’est donc
pas en général commutatif).

— Dans la catégorie abélienne 7 »*°, on a une suite exacte:

0— W (n/p) > WFe**(n) > IF, [x,] >0

qui constitue une résolution projective de IF,[x,] et pour toute IF-algebre de
Hopf abélienne H, la suite exacte de la proposition 1.5.5 s’identific avec la suite
exacte de groupes abéliens:

0 - Hom(F, [x,], H) - Hom(W"»*(n), H)
— Hom(WF»**(n/p), H) - Ext' (IF,[x,], H) > 0.
— On peut montrer plus généralement que le foncteur P: #Fr — &, est naturelle-
ment isomorphe au premier dérivé a droite R' P du foncteur primitifs P: #»
- &, (voir [An, chap. XV]).

— Bousfield montre dans [Bo] que toute #} »-suite exacte x > H' — H — H" — %
induit une suite exacte a six termes:

0—»PH -»PH—-PH -R'PH' -R'PH—-R'PH" -0.
Signalons qu’il est possible d’obtenir cette suite exacte par les techniques

employées ci-dessus.

1.6 Catégories des modules, coalgébres, algébres de Hopf instables sur l'algébre
de Steenrod

On note A I'algébre de Steenrod modulo p.
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1.6.1 A-modules instables

Un A-module instable est un A-module a droite M (M est donc un IF,-espace
vectoriel Z-gradué et l'action de A est donnee par des applications linéaires
M,® A'— M, _)) vérifiant la condition d’instabilité suivante:

- pour p=2, xSq'=0dés que 2i>|x|; .
— pour p>2, xP'=0 deés que 2ip>|x| et xBP'=0 deés que 2ip+1=|x|, [x]
désignant le degré de x.

Un tel M est forcément nul en degrés strictement négatifs et sera donc considéré
comme IN-gradué.

Nous notons 01[ la categorie (ab¢lienne) dont les ObJCtS sont les A-modules
instables et les morphlsmes sont les applications A-linéaires de degré zéro. Nous
aurons le plus souvent a considérer des 4-modules instables connexes c’est-a-dire
nuls en degré zéro; la sous-catégorie pleine correspondante sera notée %,. La
catégorie % s'identifie au produit de %, et de la catégorie des IF,-espaces vecto-
riels.

Soit X un espace; 'homologie de X a coefficients dans le corps IF,, que
nous noterons simplement H, X, est un A-module instable.

Soient M et N deux A-modules a droite, le coproduit de 4 permet de munir
le produit tensoriel de M et de N sur IF, d’une structure de 4-module a droite;
si M et N sont instables il en est de méme pour M ® N. Un exemple de cette
notion est fourni par le théoréme de Kiinneth: soient X et Y deux espaces,
alors lisomorphisme H, (X x Y)~H, (X)® H_(Y) est un isomorphisme de A-
modules instables.

Le Verschiebung d'un A-module instable. La définition du foncteur & en termes
de A° détaillée en 1.1.1 met en évidence le fait que ce foncteur «induit» un
foncteur % ~ %, (resp. %, — ), que I'on notera encore @. Pour une explicita-
tion du fonctcur @ U, —>OZl ou plutdt de sa version «duale» voir par exemple
[La2, chap. 2].

Soit M un A-module instable, on définit une application A-linéaire de degré
zéro £4: M — O M, que T'on appelle le Verschiebung de M, de la fagon suivante.
Pour p=2 (resp. p>2), étant donné x de degré pair (resp. divisible par 2 p),
on pose E4(x)=0O (xS ¢'*"?) (resp. &4(x)=O(x P'*!2P)), On dispose donc d’'un
foncteur oubli %, — %%~ (resp. %, — UEr). On vérifie que cet oubli est compatible
avec les prodults tensonels

Les modules de Brown-Gitler. On note G(n) et on appelle module de Brown-Gitler
les A-modules instables caractérisés par 'isomorphisme fonctoriel:

Homg, (G(n), M)=M,,.

Par construction ces 4-modules instables sont projectifs et tout A-module insta-
ble est quotient d’une somme directe (PG (n,). En conséquence tout %, -projectif
est facteur direct d’'une telle somme. «

1.6.2 A-coalgébres instables

Une A-coalgébre instable est la donnée:
— d’une IF,-coalgeébre K (au sens de 1.1.1);
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— d’une structure de A-module instable sur K;

ces deux structures vérifiant les conditions de compatibilité suivantes:

- le coproduit K - K ® K est A-lin¢aire,

~ le Verschiebung de la IF-coalgébre K, ¢: K- @K, et le Verschicbung du
A-module instable K, é4: K - @K, coincident.

On note ¥, la catégorie des A-coalgebres instables. L’homologie modulo p d’un
espace connexe X est 'exemple type d’une A-coalgébre instable.

Lorsque M est un A-module instable la IF,-coalgébre VM associée au
IF,-espace vectoriel avec Verschiebung sous-jacent 2 M est en fait une A-coal-
gebre instable. Le foncteur V: %, — A7, est toujours adjoint a droite de I'oubli
H oy = Uy

1.6.3 A-algebres de Hopf instables

On note #, la catégorie des objets en groupes de . De méme qu'en 1.1.2
il n’y a pas lieu de distinguer entre la catégorie 5, et la catégorie des objets
en monoides de . Nous appellerons 4-algebres de Hopf instables les objets
de . Voici un exemple d’un tel objet.

Soit X un espace pointé. On note Q,X la composante connexe du point
base de son espace des lacets QX; Q,X est un groupe a homotopie pres et
H,Q,X est une A-algebre de Hopf instable.

Une A-algébre de Hopf instable H est donc une IF,-algébre de Hopf munie
d’une structure de A-module instable qui fait de la IF,-coalgebre sous-jacente
une A-coalgébre instable et pour laquelle le produit H ® H — H est A-linéaire.

On dira qu'une sous-A-algébre de Hopf instable H' est normale (resp. cen-
trale) dans H si la sous-IF,-algébre de Hopf sous-jacente I'est. On définit pareille-
ment la notion de A-algébre de Hopf instable p-abélienne.

Le foncteur «indécomposables» défini sur ), est maintenant a valeurs
dans %,. Le foncteur V: %, — #, est toujours adjoint a droite du foncteur
O: A, >U,.

De méme le foncteur J: #Fr — #F» de 1.1.2 «induit» un foncteur J, - #,
que 'on note encore J et qui est adjoint a gauche de 'oubli 5, —» 4.

Remarque. Soit X un espace pointé connexe alors H QXX est naturellement
isomorphe (comme A-algébre de Hopf instable) a JH, X [BS].

11 est clair que les énoncés 1.1.2.3, 1.1.2.4 et 1.1.2.8 restent valables mutatis
mutandis dans le contexte des A-algébres de Hopf instables. On focalise mainte-
nant sur I'analogue du théoréme 1.2.1.

1.6.4 Structure des projectifs de

On est amené comme en 1.1.2 4 introduire la catégorie %, définie de la fagon
suivante. Un objet de %, est la donn¢e:

—~ d’un A-module instable L;
— d’homomorphismes de A-modules instables p: L® L— L et : IF, — L faisant
de Lune IF,-algébre graduée connexe.
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Soit M un A-module instable connexe. L’algébre tensorielle sur M, Tens(M),
est canoniquement un objet de .%,.

Théoréme 1.6.4 On peut dans I’énoncé 1.2.1 remplacer respectivement Hr», Uyrr
et Lfv par #,, U, et Z,.

Remargues. (1) Le théoreme 1.6.4 montre que le foncteur Q: i, — %, induit
une bijection entre les classes d’isomorphisme de s, -projectifs et de
U -projectifs.

(2) Pour tout n>0, choisissons une algebre de Hopf W{(n) dont la %, -structure
sous-jacente est celle de Tens{G(n)) (pour une «normalisation» de ce choix voir
1.7). Alors la famille {W(n)},. o, est une famille de générateurs projectifs de 7,
et tout 7, -projectif est rétracte d’une #,-somme de W(n,).

(3) Soit K une A-coalgébre instable telle que le noyau de la coiinité K est
U,-projectif (il revient au méme de demander que le A-module instable sous-
jacent a K soit %,-projectif). Alors la construction de James fournit un élément
particulier de C(K) et JK est #,-projective d’aprés le théoréme 1.5.5. Notons
cependant quen général un A-module instable projectif (de dimension 1 en
degré zéro) ne posséde pas de structure de A-coalgebre instable. Par exemple,
si p=2, IE,® G(8) ne posséde pas de structure de A-coalgebre instable (voir
[Lal]); méme chose pour IF,® G(2p) si p>2.

D’autre part, il existe des A-modules instables connexes M tels que l'algébre
Tens(M) ne posseéde pas de 4,-structute prolongeant sa %, -structure. Si p=2,
prendre par exemple pour M le A-module instable obtenu en «tuant» dans
G(4)~H, IR P* le générateur de degré 3.

1.7 Les A-algébres de Hopf instables W (n) engendrées par les W¥=(n)

Proposition 1.7 Les foncteurs « oubli» U, — Usr, K, — H 3 » et #,, — Hy » admet-
tent des adjoints a gauche.

Démonstration. On note indifféremment o ces foncteurs oubli; leurs adjoints
a gauche, que nous allons construire, seront notés 4.

Pour le foncteur o: %, — %%, on pose 3(G"»(n))=G(n) et I'on utilise le fait
que les Gr(n) sont des générateurs de %%L». L’existence de I'adjoint & gauche
pour o: A, - #Fr en découle en remarquant que pour toute IF,-coalgébre K
le A-module instable § K posséde une structure canonique de A-coalgebre insta-
ble.

Pour le foncteur oubli #, — #y 7, on procéde comme suit. Soit K un objet
de A F», compte tenu de la définition méme du foncteur J on est conduit 4
poser 6JK=J6K. Soit maintenant H un objet quelconque de #7»; H est le
conoyau dans #7» du morphisme JK — JH, ou K désigne le noyau dans >
de I’épimorphisme canonique J H—» H. On définit alors 6 H comme le conoyau
dans #, du morphisme 6JK—-06JH. [

Soit o le foncteur oubli #, — #; 7, on note W(n) la A-algébre de Hopf

%
instable représentant le foncteur S, -0:

Hom,, (W(n), H) = S,(0c H) = Hom,x,(W¥?(n), 0 H);
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en d’autres termes on pose W (n) =0 WF»(n) (voir 1.5.4). Cette A-algébre de Hopf
instable est dans la classe d’isomorphisme des W(G (n), 4), 4 parcourant C(G(n))
(notations analogues a celles de 1.2.1). En effet il est clair que 6 WTr(n) est
un objet projectif de #, et que Q3 WFr(n) est #, -isomorphe a G(n) (puisque
I'on a pour tout A-module instable connexe M un isomorphisme naturel
Hom,, (W(n), VM)~ M,). Or ces deux propriétés caractérisent la classe d’iso-
morphisme des W(G (n), 4).

Voici une description directe de W(n). Soient [G(n)] la «classe canonique»
de G(n) et t, 'élement de Tens(G(n)) ® Tens{G(n)) obtenu en remplacant dans
I’expression de A™™x, en fonction des x;, 0<i<k, fixée en 1.54, les x; par
(EM*TI[G(nY]. Soit encore A™™: Tens(G(n)) - Tens(G(n)) ® Tens(G(n)) le
&, -morphisme défini par A™™ [ G(n)]=¢,; alors A™"™ est un ¢lément de C(G(n))
et on a W(n)=W(G(n), A™™).

1.8 Variantes du théoréme 1.6.4 (ou autres variantes du théoréme 1.2.1 )

1.8.1 Si I'on se restreint a I'étude des espaces dont ’homologie modulo p est
de dimension finie en chaque degré, on considérera les catégories S, %E" et
ZE qui sont respectivement les sous-catégories pleines de #,, %, et ¥, dont
les objets sont de dimension finie en chaque degré. Le théoréme 1.6.4 a un
analogue dans ce contexte.

Signalons qu’il existe des #&-projectifs qui sont de dimension projective
1 dans %,,. Par exemple ’'homologie modulo p d’un p-groupe abélien élémentaire
est un tel objet (voir [Da]). Les projectifs de #72 ne sont donc pas les projectifs
de #, qui appartiennent a .

1.8.2 Sil’on s’intéresse a 'homotopie stable, on est amené a considérer la catégo-
rie des IF,-algébres de Hopf graduées abéliennes munies d’actions de I'algebre
de Steenrod et de 'algébre de Dyer-Lashof vérifiant certains axiomes de compati-
bilité (voir [Go3]).

2 Réalisation des 4-algébres de Hopf instables projectives

On montre dans cette partie que les A-algebres de Hopf instables projectives
considérées dans la partie précédente se réalisent comme 'lhomologiec modulo p
de certains espaces des lacets possedant des propriétés trés particuliéres.

2.1 Rappels concernant la suite spectrale d 'Eilenberg-Moore multiplicative

Commengons par rappeler certaines constructions classiques dans la catégorie
des A-modules instables.

Foncteurs « suspension» et « espaces des lacets» dans la catégorie des A-modules
instables. On note X, (resp. £~ 'IF) le A-module concentré en degré 1 (resp.
—1) et égal a IF, en ce degré. Soit M un A-module, on pose ZM=(2F,)®M
(resp. £~ ' M =(2""'F,)® M); 2 M s’appelle la suspension de M. Si M est instable
(ce que Yon suppose ci-aprés) il en est de méme pour M. Le foncteur 2:
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U, — %, est exact et son adjoint a droite que I'on note Q: %, - %, est exact
a gauche. Pour expliciter Q on peut procéder comme suit.
Pour p=2 on a une %,-suite exacte naturelle:

0—ZOM—M-S oM

(Papplication QM — M est la coiinité de ’adjonction).

Pour p>2, ker ¢# n’est plus une suspension. On définit une application natu-
relle A-linéaire de degré zéro n: ker ¢4 — X2@ X~ ' M de la fagon suivante (obser-
ver que le foncteur @ s’é¢tend a la catégorie des 4-modules «stables», c’est-a-dire
pas nécessairement instables, et que bien que X *M ne soit pas a priori un
A-module instable @ "' M en est un):

Z2@3 (xpPI¥1"D2p) i [x|=2mod2p
n(x)= 0 .
sinon.

On a maintenant une %, -suite exacte naturelle:

0—IQM—kertA -5 3203 ' M.

En fait on peut encore expliciter QM «en seul coup». On définit une extension
naturelle de 4-modules instables 0 » 2?@X "M — &M — @M — 0 et une appli-
cation naturelle A-linéaire de degré zéro A: M —» &M telle que le diagramme
suivant soit commutatif:

0 220 "M — M 0
ker &4

On a alors une %,-suite exacte naturelle:

0—SOQM— M OM.

Précisons un peu.

— Comme extension de IE-espaces vectoriels gradués 0 —»2?0X 'M - &M
— ®M — 0 est canoniquement scindée (puisque @M et Z2@ 2~ ' M sont respecti-
vement concentrés en degrés congrus 4 0 et 2 modulo 2 p).

— La seule opération de Steenrod sur @M qui n’est pas imposée par d’évidentes
raisons de degré (et qui empéche lextension d’étre triviale) est P': (O x)P!
=220X 'xp.

— L’unique application 4 de degré zéro qui fait commuter le diagramme ci-dessus
est A-linéaire.

Pour unifier la notation on pose =0 et A=¢Asip=2.
Le foncteur © a un seul dérivé 4 droite non trivial, a savoir le premier
que Pon note R'Q, et YR'QM s’identifie au conoyau de A. Ceci résulte de
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ce que le foncteur &: %, — %, est exact et de ce que i: I— @I est surjectif
pour tout 4-module instable injectif I.
On a donc finalement, pour tout p, une %, -suite exacte naturelle:

0—IQM—M -2 dM—> SR QM -—0.

Les suites exactes d’algébres de Hopf associées a certaines fibrations. Soient
Y un espace pointé, 7 un groupe abélien, n un entier =3, f: Y- K(n, n) une
application pointée de Y dans un espace d’Eilenberg-Mac Lane, et Z la fibre
homotopique de f. On rappelle que P'on note 2,X la composante connexe
du point base de 'espace des lacets d’un espace pointé X.

Proposition 2.1.1 (J. Moore et L. Smith) La suite de IF,-algébres de Hopf:
(S) H, Q,Z—->H,QY->H_QK(n, n)

est exacte (cette suite est donc aussi une suite exacte de A-algeébres de Hopf
instables ).

La démonstration de cette proposition repose sur I'analyse de la suite spec-
trale d’Eilenberg-Moore (pour I'homologie modulop) de la fibration Q,Z
- Q,Y—-> QK(r, n). Cette suite spectrale est ici particuliérement efficace parce
que la fibration que I'on considére est multiplicative et que la base est un
K(m, n—1) avec n—1=2 ou plus généralement un H-espace simplement connexe
B dont I'homologie H,B est une A-algébre de Hopf p-abélienne avec
R'Q(QH,B)=0; voir [MS1, Sm]. Moore et Smith obtiennent également des
renseignements sur le noyau du J,-morphisme H,Q,Z - H,Q,Y. Avant de
préciser ce point, rappelons quelques généralités sur la suite spectrale d’Eilen-
berg-Moore.

On considére une fibration F—- E — B, dont la base B est simplement
connexe. La suite spectrale d’Eilenberg-Moore de cette fibration est une suite
spectrale de IF,-coalgébres bigraduées convergeant fortement vers ’homologie
modulo p de F. Son terme E?={E}*}>, est isomorphe comme IF,-coalgébre
bigraduée a Cotory, z(H E, IE).

Cette suite spectrale posséde deux homomorphismes de coins (qui sont des
%,-morphismes):

— kot H F - Cotorg, s (H, E,IF,)=H E [y, IF,;
- k,: 2 F, - Cotorj, 3(H, E, ), F, désignant le noyau de x,.

L’application i,: H,F - HE est la composition de «, et de I'inclusion canoni-
que H, E [y, sF, < HE; pour une interprétation analogue de x, voir A.2.1.

On revient maintenant a la fibration 4 homotopie prés multiplicative 2, Z
-0, Y- QK(n, n). On note K le noyau du J#,-morphisme H,QoZ - H,Q,Y
et M le conoyau du #,-morphisme QH, Q,Y— QH,QK(=, n); on a par adjonc-
tion un J,-¢épimorphisme H, QK (r, n)—> VM.

On définit un #,-morphisme naturel 1: K —»VQM de la fagon suivante.
On considére la composition naturelle:

IR < ZF, 5 Cotorl, g wm(Hy Qo Y, IFy)—>Cotory u (E,, )~ PVM
=ker({4: M— OM).
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Cette composition est un %, -morphisme. Comme K est un 4-module instable
elle se factorise en fait par la suspension d’un #,-morphisme naturel K - QM
et 'on obtient par adjonction un J -morphisme naturel :: K — VQM. La propo-
sition suivante est implicite dans [MS1].

Proposition 2.1.2 Le ' -morphisme 1: K - VQM est un #,-isomorphisme.

Remarque. Considérons le diagramme commutatif:

QK (n, n) —— % ——— K(7, n)

|

Z ——>Y——>K(n,n)

La fonctorialité de la définition de : donne un ., -diagramme commutatif:

13

H,(Q*K(n, n)= VQOH,(QK(r, n)

K ~ VoM

(observer que pour la fibration QK (%, n)—+ — K(n,n)ona M=QH, QK(zn, n)
et K=H, Q*K(n, n)) o le #,-morphisme vertical de droite est induit par le
Y,-¢pimorphisme (de définition) QH, QK (%, n)—> M. On note N le noyau de
ce %,-épimorphisme; compte tenu de ce que R'Q(QH, QK(r, n)) est trivial
pour n=3 (ceci est une conséquence des résultats de [Ca], voir la proposi-
tion 2.2.1), on a une #,-suite exacte QQH, QK(n,n)> QM —>R'QN -0 et il
résulte de I'analogue dans £, de 1.1.2.4 et du diagramme précédent que le
conoyau du J#,-morphisme H, Q?K (%, n) - K s’identific a VR'QN.
Considérons maintenant le «complexe» de A-algebres de Hopf instables:

() H, Q*K(n,n)>H,Q2,Z—>H,Q,Y—>H,QK(r, n).
Les propositions 2.1.1, 2.1.2, et ce qui précéde nous permettent d’énoncer:

Scholie 2.1.3 L'homologie du complexe de A-algébres de Hopf instables (S') est
triviale en H, QY et est naturellement isomorphe @ VR' QN en H, Q,Z.

Démonstration de la proposition 2.1.2 Fixons tout d’abord quelques notations.
Soit M un F,-espace vectoriel gradué connexe; on note A"'M le quotient de
la IF-algebre de Hopf graduée abélienne Sym M (dans laquelle les éléments
de M sont primitifs) par la sous-IF,-algebre de Hopf graduée engendrée par
les puissances p-¢émes des éléments de M. On fait de A" M une IF,-algébre de
Hopf bigraduée abélienne en attribuant a un ¢lément de M, le bidegré (1, n).

Soit H une JF,-algébre de Hopf. La IF,-algébre bigraduée GrH = (PHY/H**!

sz0

associ¢e a la filtration de H par les puissances de lidéal d’augmentation est
ici une IF-algebre de Hopf bigraduée. Soit M un A-module instable; on vérifie
que 'homomorphisme canonique de IF,-algeébres de Hopf bigraduées abéliennes
AP'M — GrVM est un isomorphisme.

Considérons maintenant la suite spectrale d’Eilenberg-Moore de la fibration
multiplicative Q,Z —-Q,Y—QK(n, n). Notons {F,K},», la filtration de K
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induite par la filtration d’Eilenberg-Moore de H,Q,Z, il s’agit d’une filtration
décroissante par des sous-IF,-espaces vectoriels gradués possédant les propriétes
suivantes:

(a) [KFK=K;

(b) F1K=K;

© (EK=0;
520

(d) le produit d’un élément de F,. K et d'un élément de F,.. K appartienta F, , . K;
(e) A(F,K) est contenu dans la somme des F, K ® F,. K pour s' 45" =s;

(f) l'application K —» QM qui apparait dans la définition de : se factorise par
un isomorphisme F; K/F, K=QM;

(g) lisomorphisme F, K/F,K=QM se prolonge en un isomorphisme de
IF,-algébres de Hopf bigraduées GK = AP'QM, GK désignant le gradué de la
filtration {F,K} 5, (qui est une IF,-algébre de Hopf bigraduée d’aprés (d) et
(@)

La propriété (g) est une conséquence immédiate de la théorie de Moore et
Smith qui montrent dans [MS1, Sm] que la suite spectrale en question dégénére
au terme E? et explicitent ce dernier.

On conclut a l'aide du lemme suivant dont la démonstration est laissée
au lecteur:

Lemme 2.1.4 Soient K une IF,-algébre graduée (connexe) et {F, K}, o une filtra-
tion décroissante de K vérifiant (a) (b) (c) et (d). Si le gradué de cette filtration
est engendré par F,K/F,K alors {F,K}s, coincide avec la filtration de K par
les puissances de l'idéal d’augmentation.

En effet AP)QM est bien engendrée par QM =(A¥'QM),, ,, et ce lemme
montre que Gr(1): GrK — GrV M s’identifie 4 un endomorphisme de IF,-algebres
de Hopf bigraduées APIQM — AP'QM qui est lidentite sur QM et qui est
donc identité. []

2.2 Sur la représentabilité des foncteurs Yr—>Hom, (W, H, QY) associés aux
A-algébres de Hopf instables projectives W.

On note h.%, la «catégorie homotopique pointée» c’est-a-dire la catégorie
de fractions obtenue en inversant les équivalences faibles de la catégorie des
espaces topologiques pointés ou de la catégorie des ensembles simpliciaux poin-
tés (voir [GZ, Qu, BK). Dans ce qui suit, le terme «espace» signifiera indifferem-
ment espace topologique ou ensemble simplicial. Les objets de h.%,, sont donc
les espaces pointés; on note [X, Y] l'ensemble (pointé) des h<,,-morphismes
entre deux espaces pointés X et Y, il s’identifie aux classes d’homotopie d’applica-
tions pointées si X et Y sont respectivement cofibrant et fibrant (ce que I'on
supposera implicitement si le contexte le demande). On note &' ns, la catégorie
des ensembles pointés.

Soit H une A-algébre de Hopf instable (rappelons que nous avons convenu
que les A-algébres de Hopf instables sont connexes). On note Sy h¥,, —» & nsy,
le foncteur Y—Hom, (H, H,Q,Y). Dans cette partiec nous allons mettre en
évidence certaines propriétés que posséde le foncteur Sy et qui impliqueront
au bout du compte, sous certaines hypothéses sur H, notamment la
H#,-projectivité, que le foncteur Sy est représentable.
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2.2.1 Quelques propriétés communes aux foncteurs Sy

Dans ce paragraphe, H est une A-algébre de Hopf instable quelconque. Le
foncteur homotopique Sy posséde les propriétés (C.1), (C.2), (C.3) et (C.4) suivan-
tes:

(C.1) Soit Y, la composante connexe du point base de l'espace pointé Y, et Y,
son revétement universel. Alors Uapplication canonique Sy Yo — Sy Y est une bijec-
tion.

(C.2) Pour tous espaces pointés Y et Z, Papplication naturelle Sp(YxZ)—> S, Y
X Sy Z est une bijection.

(C.3) Pour tout ensemble E et tout entier n= 1, 'application naturelle:

Su((K(Q/Z, m)*) — (Sy(K(Q/Z, n)*

est une bijection.

(C.4) Soient Z — Y une application pointée et:
Zo.. oY, oY,-Y .Yy,
sa tour de Postnikov. Alors U'application naturelle
Sy Y-LimS,¥,

est surjective.

Vérification de (C.3) On utilise les résultats de [Ca] concernant I'homologie
modulo p des espaces d’Eilenberg-Mac Lane que 'on peut reformuler ainsi. Soit
% la catégorie des fleches de la catégorie des IF,-espaces vectoriels. Soient =
un groupe abélien et n=1 un entier, on note I',: #, - % le foncteur qui associe
4 une A-algébre de Hopf instable H 'homomorphisme de IF,-espaces vectoriels
coker(B: (QH),+ » = (QH),+,) > (QH), induit par f: (QH),., »(QH),; le ¢-objet
I(H, K(m, n) s'identifie a pr—n/pn, pn et n/pn désignant respectivement le
noyau ¢t le conoyau de la multiplication par p de n dans n et la flecche pn — n/pn
étant induite par I'inclusion de pn dans .

Proposition 2.2.1 Pour tout groupe abélien n et tout entier n=1, 'application
naturelle

Hom, (H, H, K(n, n)) > Homg (I, H, prt—n/pn)
est bijective.

Cette proposition montre que le foncteur n— Sy K(n, n) commute aux pro-
duits arbitraires; (C.3) est un cas particulier de cette commutation.

Signalons au passage que 'on peut déduire de cette proposition les propriétés
suivantes:

- Le ##,-morphisme H,K(m, n)—»VQQH,K(n,n+1) est un isomorphisme
pour n=1.
— Le A-module instable R' Q(Q H, K (r, n)) est trivial pour n>2.
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Veérification de (C.4) En fait I'application naturelle en question est une bijection.
C’est une conséquence de la formule H, (QLimY,)=Lim H_(£2Y,) qui résulte
de ce que la connexité des fibres tend vers l'infini.

2.2.2 La suite de Puppe des foncteurs Sy, associés aux A-algébres
de Hopf instables projectives W

Nous allons étre amenés a supposer que le A-module instable connexe gW
est « 1-coconnexe» c’est-a-dire ne contient pas G(1) comme facteur direct {pour
plus de précisions voir ci-dessous). Rappelons que le module de Brown-Gitler
G(k), k=0, 1, est simplement le 4-module instable concentré en degré k et égal
aIF, en ce degré.

Proposition-Définition 2.2.2.1 Soit M un A-module instable. On note M° (resp.
M) le A-module instable concentré en degré 0 (resp. 1) tel que (M®)y=M, (resp.
(M*Y), =coker (B: M,— M))); on note M’ le noyau de 'homomorphisme naturel
(scindable) M - M° @ M.

Pour k égal a 0 ou 1 les conditions suivantes sont équivalentes:

(i M-=0;
(i) Homgy, (M, G(k))=0;
(iii) M ne contient pas G (k) comme facteur direct.

Si ces conditions sont vérifiées pour k=0 et 1 nous dirons que M est 1-coconnexe
(on observera que si ces conditions sont vérifiées pour k=0 alors M est connexe!).
On a donc un U .-isomorphisme M= M' ® M@ M! avec M’ 1-coconnexe.

(L’équivalence des conditions ci-dessus est immédiate.)

Remarques. (1) Le module de Brown-Gitler G(n) est 1-coconnexe dés que n=2.
(2) Il résulte du lemme 1.1 de [GL] que pour un A-module instable projectif
M les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(i) M est l-coconnexe;

(ii) M est B-acyclique.

(3) Soit H une A-algébre de Hopf instable. On a Sy K(Z, 2j=Hom,, (QH, G(1)},
si bien que les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(i) SEK(Z,2)==;

(ii) le A-module instable QH est 1-coconnexe.

Soit W un objet J, -projectif; rappelons que QW est %, -projectif. Supposons
en outre que QW est 1-coconnexe. Le foncteur S, posséde alors la propriété
suivante:

(C.5) Soient Y un espace pointé, m un groupe abélien, n un entier 22, f: Y - K (n, n)
une application de Y dans un espace d 'Eilenberg-Mac Lane, et Z la fibre homotopi-
que de f. Alors la suite d’ensembles pointés Sy, Z — Sy Y — Sy K(m, n) est exacte:
un élément de Sy Y est U'image d’un élément de Sy Z si et seulement si son image
dans Sy K (7, n) est triviale.

Remarque. En prenant pour f la «multiplication par p» de K(Z, 2) on constate
que la condition de 1-coconnexité de @ W est nécessaire pour avoir (C.5).
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Observons que Yaction a homotopie prés de Q K(r, n) sur Z induit en vertu
de (C.2) une action du groupe abélien S, Q K (x, n) sur ’ensemble pointé Sy, Z.

Nous allons supposer maintenant que X Q W est %,-projectif. Remarquons
que si M est un A-module instable tel que X M est un A-module instable projectif,
alors M lui-méme est un A-module instable projectif. Signalons aussi que 2 G(n)
est U, -projectif si et seulement si n +1mod 2 p (en prenant n=1 on voit d’ail-
leurs que si M est connexe et si 2 M est %, -projectif alors M est 1-coconnexe).

Si Z QW est %,-projectif alors le foncteur S\, posséde la propriété suivante:

(C.6) Soient Y un espace pointé,  un groupe abélien, n un entier 22, {1 Y — K (n, n)
une application de Y dans un espace d’Eilenberg-Mac Lane, et Z la fibre homotopi-
que de f. Deux éléments de Sy Z différent par laction du groupe abélien
Sw QK (r, n) sur Sy Z si et seulement s'ils ont méme image dans Sy, Y.

Vérification du point (C.5) Pour nz3 c’est une conséquence immédiate de la
proposition 2.1.1 et de la 4, -projectivité de W.

Pour n=2, il nous faut utiliser la 1-coconnexite de QW. Démontrons tout
d’abord le lemme suivant:

Lemme 2.2.2.2 Supposons le groupe = libre. Alors Sy, K(n, n) est trivial et 'appli-
cation Sy, Z — Sy Y est bijective.

Démonstration du lemme. La trivialit¢ de Sy, K(m, n) traduit la 1-coconnexite
de QW. o

Pour le second point on se raméne au cas ou l'application 7,(Y)— 7 est
surjective en factorisant Iapplication f: Y—K(n,2) wvia [lapplication
K, 2)—> K(=n, 2), n’ désignant I'image de =, (f). Dans ce cas QY est homotopi-
quement équivalent (comme espace) au produit cartésien QZ x K(n, 1) puisque
K(m, 1) est un produit faible de cercles et que I'application QY — K (z, 1) posséde
donc une section. On en déduit que la #,-suite *—>H, Q,Z—->H,Q,Y
- H, QK(n, 2) - * est exacte. La bijection Sy Z= Sy Y en découle. [J

Le lemme précédent établit la propriété (C.5) pour n=2 et = un groupe
abélien libre. Dans le cas d’un groupe abélien n général, on considére une résolu-
tion libre 0 » L, — Ly — 1 — 0 de = et le diagramme commutatif:

Z—> Y—— K(n,2)

]

Z — s Y—K(L,, 3)

ou K(m, 2)—> K(L,, 3) est le «connectant» associé a cette resolution et Z’ la
fibre homotopique de 'application composée Y — K(L,, 3). En remarquant que
Ion a une fibration Z —» Z'— K(L,, 2) et en utilisant le lemme 2.2.2.2 on voit
que lapplication Sy Z — Sy Z" est bijective ce qui permet de conclure puisque
la propriété (C.5) est vraie pour la fibration Z'— Y — K (L. 3).

Vérification du point (C.6) Supposons n=3. Soit I la sous-A-algebre de Hopf
instable de H,Q,Z image du #,-morphisme H,Q*K(n, n)> H,Q,Z. On se
convainc pour commencer que [ est centrale dans H, Q,Z. Pour cela on observe
que Paction de Q?K(n, n) sur QZ est obtenue en appliquant le foncteur Q
a l'action de QK (n, n) sur Z ce qui donne bien un s, -morphisme I® H, Q2,7
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— H, Q,Z vérifiant les propriétés de 1.1.2.2 (ii). On introduit ensuite la 4-algébre
de Hopf instable quotient H,Q,Z/I que 'on note H. D’aprés I'analogue dans
H#, de la proposition 1.1.2.3 et la J#, -projectivité de W I'application canonique
de l'espace d’orbites Sy QK(m, n)\Sy Z — Hom . (W, H) est bijective. Il nous
suffit donc pour conclure de montrer que [Papplication évidente ¢:
Homy (W, H)— Sy Y est injective. Or la scholie 2.1.3 montre que I'on a une
A, -suite exacte:

*—>VR'QN->H—->H,Q,Y.

L’injectivité de ¢ découle donc de I'analogue dans #, de 1.1.2.8 si 'on sait
que 'ensemble pointé Hom, (W, VR'QN) est trivial. Or Hom, (W, VR'QN)
s'identifie d’aprés I'analogue dans #, de 1.1.2.4 & Hom,, (QW, R'QN) puis a
Exty, (X QW, N) (parce que QW est %,-projectif); 2 Q W étant aussi %,-projectif,
Ext}, (XQW, N) est trivial.

Pour n=2 on remarque tout d’abord que le groupe S, QK (x, 2) est trivial
pour tout groupe abélien z: il faut donc montrer que l'application Sy, Z - Sy Y
est injective. Ceci est vrai d’aprés 2.2.2.2 si = est un groupe abélien libre et
le cas général se traite comme pour (C.5) en considérant une résolution libre
den. [

2.2.3 Sur la représentabilité ou la semi-représentabilité des foncteurs Sy,

On considere un foncteur (covariant) S: b, — & ns,,. Soit X un espace pointé,
le foncteur Y—[X, Y], que I'on note Ry, est un exemple d’un tel foncteur.
Les transformations naturelles de Ry vers S sont en bijection avec 'ensemble
pointé S X.

Rappelons que 'on dit que S est représentable §'il est isomorphe 4 un foncteur
Ry pour un certain espace pointé X. Soit 1 I'¢lément de SX correspondant
a Pisomorphisme fonctoriel Ry = § alors la paire (X, 1) est unique & isomorphisme
canonique pres (de h7,,).

Nous dirons que S est simplement connexe s’il vérifie la condition (C.1)
de 2.2.1 (avec S a la place de Sg!).

Enfin nous dirons qu’un foncteur simplement connexe S est «semi-représen-
table» s’il existe un espace pointé simplement connexe X et une transformation
naturelle 0: Ry — S tels que:

(a) pour tout espace pointé Y I'application 0y est surjective;
(b) pour tout groupe abélien x et tout entier n= 2 'application 0, ,, est bijec-

tive.

Soit 1 I’élément de SX correspondant & 8, on peut déduire de (b) I'unicité a
isomorphisme (non canonique) prés dans h.%,, de la paire (X, 1).

Théoréme 2.2.3 Soit W une A-algébre de Hopf instable projective. On suppose
que QW est 1-coconnexe. Alors:

(a) le foncteur Sy, est semi-représentable;
(b) si de plus QW est un A-module instable projectif, Sy, est représentable.
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Démonstration. Le théoréme 2.2.3 est conséquence immédiate des proprictés
(C.1), (C.2), (C.3), (C4), (C.5) (et éventuellement (C.6)) du foncteur S, mises
en évidence au paragraphe 2.2 et du théoreme B.1 de 'appendice B. [

2.3 Propriétés des espaces ( semi- jreprésentant les foncteurs
Y—Hom, (W, H,Q,Y) associés aux #,-projectifs W

Soit W un 4, -projectif avec QW l-coconnexe, d’aprés le théoréme précédent
il existe un espace pointé simplement connexe que l'on note X (W) et un
H#,,-morphisme 11 W—-H _QX(W) qui induit une transformation naturelle
Ry w)— Sw Vérifiant les conditions de semi-représentabilite.

Théoréme 2.3.1 La paire (X (W), i) posséde les propriétés suivantes:

(a) Le #,-morphisme 1: W— H_ QX (W) est un isomorphisme.

(b) Le %,-morphisme XQW — H, X (W) composé de XQ1 et du U,-morphisme
SQH, QX (W)— H, X (W) induit par la coiinité de l'adjonction ZQX(W)—
X (W) est un isomorphisme.

(¢) La cotinité de l'adjonction X QX (W) — X (W) admet une section (a homotopie
prés).

(d) Pour tout espace pointé Y l'application naturelle:

[X(W),2Y]—>Hom,, (H, X(W),HZXY)

est surjective.
(e) Lapplication naturelle:

[X(W),Y]->Hom, (H QX (W), H,Q,Y)

est surjective pour tout espace pointé Y et bijective lorsque Y est un espace d’Eilen-
berg-Mac Lane.

Si ZQW est un A-module instable projectif alors l'application naturelle précé-
dente est bijective pour tout espace pointé Y.

(f) Lhomologie H, (X Wy Z [%]) est triviale.

L’observation qui suit la définition de la notion de semi-représentabilité
montre que le type d’homotopie de X (W) ne dépend que de la classe de
¥, -isomorphisme de W, or on a vu dans la partie 1 que le foncteur Q: ¥, — %,
induit une bijection entre les classes d’isomorphisme de £, -projectifs et de
U -projectifs, aussi est-on conduit 4 introduire la notation ci-dessous.

Soit M un %,-projectif 1-coconnexe, on choisit un #-projectif W (M) avec
OW(M)=M et on pose T,(M)=X(W(M)). D’aprés ce qui précéde le type d’ho-
motopie de T; (M) est indépendant du choix de W(M).

Théoréme 2.3.2 Soit M un A-module instable projectif 1-coconnexe (donc con-
nexe). Alors 'espace pointé simplement connexe T,(M) est caractérisé, a équiva-
lence d’homotopie prés, par les propriétés suivantes:

(@) H, T,(M) est U,-isomorphe a ZM;
(b) le A, -morphisme H, X QT,(M)— H, T, (M) induit par la coiinité de l'adjonc-
tion est surjectif;
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(¢} H, (TI (M), Z [%D:O

Remargues a propos des énoncés 2.3.1 et 2.3.2 (1) Soient m un groupe abélien
et n un entier =2, la bijection H"(X(W); r)=Hom, (H, QX (W), H, QK (r, n))
du point {e) de 2.3.1 est en fait un isomorphisme de groupes abéliens. Comme
le second membre est un IF-espace vectoriel on obtient en prenant n=Q/Z
que I'homologie entiere H, (X (W);Z) est annulée par la multiplication par p
ce qui est un peu plus précis que le point (f) et qui compte tenu du point
(b) redonne bien la f-acyclicité de QW.

(2) Le point (¢) de 2.3.1 affirme que T,(M) est rétracte (2 homotopie pres) d'une
suspension. Par contre T,;(M) n’a pas en général le type d’homotopie d’'une
suspension. En effet il existe des A-modules instables projectifs 1-coconnexes
M tels que IF,® M ne possede pas de structure de A-coalgebre instable (prendre
par exemple M =G(2p) pour p>2 et M =G(8) pour p=2).

(3) On pourrait énoncer un théoréme analogue a 2.3.1 sans condition de 1-
coconnexité au prix de quelques contorsions.

On étend la définition de T,(M) de la fagon suivante. Soit M un A-module
instable projectif; d’aprés 2.2.2.1 on peut trouver un %,-isomorphisme
MM ®M°@®M* o M’ est projectif et 1-coconnexe et M et M! sont des
A-modules instables concentrés respectivement en degré 0 et 1. On choisit un
bouquet de cercles (resp. un bouquet de 2-sphéres), que I'on note T, (M°) (resp.
T, (M), tel que H, T,;(M°) (resp. H, T, (M")) est isomorphe a T M° (resp. ZM")
et on pose T, (M)=T,(M')v T;(M°) v T,(M?). On introduit la catégorie #, des
A-algébres de Hopf instables non nécessairement connexes et on remplace
H_(Q,—) par H {Q-). Alors:

— les points (a) (b) (c) (d) (convenablement reformulés) restent vrais;

~le point (¢) est vrai si M' est trivial (utiliser Iisomorphisme m, Y
~Homy (H,QS', H, QY)!); il est faux dés que M' est non trivial (par exemple
lapplication [S% Y]=n,Y—>Homy,, (H,Q5* H,Q,Y)=n, Y®I, n'est pas
bijective pour Y=K(Z, 2)) cependant pour tout A-module instable projectif M
lapplication [T}(M), Y] - Homy (H, QT, (M), H,QY) est surjective pour tout
Y.

— le point (f) (et la remarque (1)) est clairement faux en général.

(4) Pour tout espace pointé Y la A-coalgebre instable H,2'Y ne dépend que
du A-module instable H, Y: comme A-module instable H, XY est la somme
directe IF,® X H, Y et le coproduit est trivial. On est donc amené a introduire

le foncteur £, : %, — A, qui associe & un A-module instable N la somme directe
IF, ® X' N munie du coproduit trivial.

Les propriétés (a) et (b) de 2.3.2 impliquent que H, T, (M) est . -isomorphe
ax, M.
Démonstration du théoréme 2.3.1 On note 0: Ry y,— Sy la transformation natu-
relle induite par 1; € vérifie donc:

— O (x.n €St Une bijection pour tout groupe abélien n et tout entier n=2;
— By est une surjection (resp. une bijection si X QW est %, -projectif) pour tout
espace pointé Y.

On introduit également le foncteur Sy : h ¥, — & n s, qui associe a 'espace pointé
Y 'ensemble pointé Hom,, (X, QW, H,Y,), Y, désignant la composante connexe
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du point base de Y. On note w la transformation naturelle S, — S} induite
par la coiinité de I'adjonction &y: ZQY— Y. Soit Q,: %, — %, le foncteur qui
associe & un 4-module instable N le sous-4-module de QN formé des éléments
de degré strictement positif, on observera que I'on peut considérer

wy: Homy (W, H,Q,Y)—>Hom, (X, 0W H,Y,)=Hom, (W VQ,PH,Y)

comme la composition par le J, -morphisme oy: H Q.Y - V&, PH,Y induit
parey. Onnote1r: X, QW— H X (W)le & -morphisme associé 4 la transforma-
tion naturelle & =w-0; 1" est le compos¢ de X,Q: et du A4 -morphisme
2,QH, QX (W)—- H, X(W)induit par ey ).

Démonstration des points (b) et (f) Soient m un groupe abélien et n=2 un
entier, o, €st un isomorphisme et l'application Oy ,: [X (W), K(zn, n)]
—Homy (£, QW, H K (r, n)). En prenant pour n un IF,-espace vectoriel arbi-
traire on voit que ¢ est un isomorphisme. Ceci démontre (b). En prenant pour

7 le quotient Q/(Z [;]) on obtient (f).

Démonstration des points (d) et (¢) Soit Y un espace pointé. Compte tenu
de ce qui précéde I'application naturelle [X (W), ZY]—Hom,, (H, X(W),
H,XY) s’identifie & f5y. Comme oy, est un épimorphisme (observer que méme
si Y n’est pas connexe &gy induit un %,-isomorphisme de QH, Q,XY sur le
sous-A-module instable de H, Y formé par les éléments de degré strictement
positif) et que W est #-projectif, application fy est une surjection et (d)
est bien vérifie. Le point (c) découle maintenant du point (d). Soit
n: X(W)— ZQX (W) une application induisant en homologie modulo p une
U,-section de (ex ), (une telle section existe parce que QW est %,-projectif),
alors noey .y €st une equivalence d’homotopie. En effet #o&yy, induit par con-
struction I'identit¢ en homologie modulo p, donc aussi en homologie entiére
d’aprés le point (f) (voir la remarque (1) qui suit les énoncés des théorémes
2.3.1 et 2.3.2), et ’'espace X (W) est simplement connexe.

Démonstration des points (a) et (e¢) Le point (e) est clairement une conséquence
du point (a). Pour démontrer (a) on utilise le théoréme suivant:

Théoréme 2.3.3 (Bott et Samelson) Soit X un espace pointé simplement connexe
tel que 'homomorphisme (gx),: H, 2QX — H, X est surjectif. Soit E un sous-
espace vectoriel de H, QX tel que (ex), induit un isomorphisme de IF,-espaces
vectoriels gradués YXE~H X, alors U'application canonique Tens (E) > H, QX est
un isomorphisme de I -algébres graduées.

Bott et Samelson ont démontré originalement ce théoréme a I'aide de la
suite spectrale de Serre de la fibration QX — x— X [BS]. On peut également
le démontrer a 'aide de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore qui ici dégénére
au terme EZ.

Scholie 2.3.4 Soit X un espace pointé simplement connexe, les deux conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) Le A -morphisme £, QH, QX — H, X induit par &y est un épimorphisme.
(i) Le A -morphisme X, QH, QX — H_ X induit par ex est un isomorphisme.
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On sait donc que le A -morphisme 2, QH, QX (W) — H, X (W) est un isomor-
phisme et que H, QT, (M) est libre en tant que IF,-algébre graduée. Il en résulte
que Q: est un isomorphisme (considérer 4 nouveau la factorisation de ') puis
que 1 en est un (utiliser le lemme 1.2.3.2).

Démonstration du théoréme 2.3.2 On procede comme dans la démonstration
ci-dessus du point (c) de 2.3.1. Soient TP*(M) un espace pointé simplement
connexe vérifiant (a), (by et (c) et £+ T, {M) — ZQTP*(M) une application induisant
en homologie modulo p une %,-section du compose de (erpisy,) €t du
U ~isomorphisme H, TP*(M)= H, T, (M) (lexistence de f est assurée par le point
(d) de 2.3.1), alors &ypis o f st une équivalence d’homotopie.

2.4 Espaces de Brown-Gitler et représentation de I'homologie modulo p
apres suspension

Soit n un entier; on suppose tout d’abord n=2 et n£ +1 mod 2p.

On considére la A-algébre de Hopf instable projective W(n) introduite en
1.7. Le foncteur Sy, associe donc 4 un espace pointé Y I'ensemble pointé
Hom,r, (WFr(n), H, 2, Y). Rappelons également que 'on a par construction
QW (n)=G(n). Pour n¥£ + 1 mod 2p le A-module instable 2 G (n) est projectif puis-
qu’il est isomorphe a G(n+ 1) (pour davantage de précisions voir 3.3.1) et on
peut appliquer le théoréme 2.2.3(b): le foncteur Sy, est représentable. On note
T, (n) espace qui le représente; en d’autre termes on pose Ty(n)=X(W(n)) (ou
encore T,(n)=T,(G(n)) si 'on convient que W(G(n))=W(n)). D’aprés 2.3.1(a)
et (b) on dispose dun £, -isomorphisme H, QT (n)=W(n) et dun
A -isomorphisme H, T;(n)= X, G(n), tous deux canoniques. On observera que
T, (n) ne dépend a isomorphisme canonique pres (de h¥,,) que du choix d’un
élément de C(n), choix que nous avons essayé tant bien que mal de normaliser
en 1.54.

Pour n=2 et n= 41 mod 2p on pose T,(n)=2T,(n—1). L’espace T;(n) ainsi
défini vérifie les propriétés (a), (b) et (¢j du théoreme 2.3.2 pour M=G(n} si
bien que I'on a encore une équivalence d’homotopie Ti(G{m))=T;(n). Soit H
une A-algébre de Hopf instable, la suite d’isomorphismes naturels
Hom, (H, QXT,(n—1), H) = Hom,, (2, G(n—1), H) = Hom,, (G(n), PH}=F H
montre que 'on a toujours un J#,-isomorphisme canonique H, QT, (n)= W (n).

Enfin, en accord avec la remarque (3) qui suit les énoncés des théorémes
2.3.1 et 2.3.2, on peut poser T;(0)=S" et T,(1)=S>.

Nous appellerons les espaces T, (n) introduits ci-dessus les espaces de Brown-
Gitler. Pour une justification de cette terminologie voir 3.2.

Les théorémes 0.1 et 0.2 sont respectivement les théorémes 2.2.3 et 2.3.1
pour W=W{n) et n=2. On observera que la démonstration du théoréme 2.2.3
dans ce cas particulier ne fait pas intervenir ’algébre de Steenrod.

Remarques. (1) On suppose a nouveau n=2 et n + 1 mod 2p. Soit Y un espace
pointé connexe, on vérific que la composition:

PH,Y->PH,QXY—S,H, QSY=[T,(n),EY]>H,Y

dans laquelle la fleche du centre correspond a la transformation naturelle B, — S,
de 1.5.5, est linclusion naturelle de P,H, Y dans H, Y. On dispose donc d’une
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section canonique de Papplication naturelle [Ty(n), ZY]— H,Y sur le sous-
espace de H,, Y formé des classes d’homologie primitives.
(2) L’observation ci-dessus et la définition méme des T;(n) pour n=2 et
= + 1 mod 2p et pour n=0, 1 fournissent pour tout 1= 1 une application cano-
nique Ti(n)— 2T,(n—1) induisant en homologie le %, -morphisme canonique
G(n)— 2G(n—1) (qui est un isomorphisme pour n=0, 2 mod 2 p). Cette applica-
tion canonique est une équivalence d’homotopie pour n$0, 2 mod 2p. Le seul
cas ou ceci ne résulte pas de nos conventions est celui ot n est de la forme
n=2kp+2+r avec 0<r<2p—4 (on peut donc supposer p>2). On a alors
au bout du compte une €quivalence d’homotopie canonique Ty (n)=X"T,(2kp
+2).
(3) Soit M un A-module instable projectif; M est donc facteur direct d’une
somme directe (P G(n,). On se convainc sans difficultés que T, (M) est rétracte

du bouquet \/ T} (n,).

2.5 Sur linvariant de Hopf des applications dont la source est un espace T,(M)
et qui sont triviales en homologie modulo p

Soient X et Y deux espaces connexes pointés, on note [ X, Y]! le sous-ensemble
de [X, Y] formé des classes d’homotopie des applications [ telles que I'applica-
tion induite f,: H, X — H, Y est triviale. .

On définit une application h': [X, Y]' - Ext), (XH, X, H, Y) en associant
a la classe d’homotopie de f la classe de ’extension de A-coalgébres instables:

0—+H,Y>H,C,~»XH, X0,

C, désignant la cofibre homotopique de f(h'(f) est «linvariant de Hopf»
de f).

Rappels sur les extensions de A-coalgébres instables. Soient K une A-coalgébre
instable et M un A-module instable connexe dont le Verschiebung ¢4: M —» @M
est nul. Une extension de K par M est la donnée d’'une A-coalgébre instable
E et d’une extension de IF,-coalgebres (voir 1.5.1}:

0-K—-E-M-0

pour laquelle les applications K — E et E — M sont A-linéaires.

L’équivalence de deux telles extension 0 5 K—>E—-M—-0 et 0> K—
E'— M — 0 est définie comme en 1.5.1 en imposant en outre que I'application
E — E’ soit A-linéaire.

On note Exty, (M, K) I'ensemble des classes d’équivalences des extensions
de K par M; cet ensemble possede toujours une structure naturelie de groupe
abélien.

Observons que l'on dlspose de deux homomorphismes Ai: Exty, (M, K)
— Ext3, (M, K) et x: Extl, (M, K)—>Homg (M, PK) dont la définition est la
suivante:

~ A associe a la classe de la J-extension 0> K—E—->M—0 celle de la
%, -extension 0 —» K - E - M —0;

— x associe a la classe de la -extension 0 > K - E - M — 0 ’homomorphisme
M — PK considéré en 1.5.1 qui maintenant est A-linéaire (il est clair que le
foncteur P: #Fr — &, induit un foncteur P: X, — %,).
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L’un des objets de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 2.5.1 Soit M un A-module instable projectif 1-coconnexe. Pour tout
espace pointé Y Uapplication h': [T, (M), Y] - Ext} (X M, H, XY) est surjec-
tive.

Remarque. On pourrait, dans le fil de la remarque (3) qui suit les énoncés des
théorémes 2.3.1 et 2.3.2, supprimer ci-dessus la condition de 1-coconnexité.

Calcul des groupes Exty, (Z* M, X . N) pour deux A-modules instables arbitraires
M et N. On va se convaincre de ce que 'homomorphisme produit Ax y:
Exty, (2?*M, 2, N)—> Exty, (£* M, ZN) x Homy, (ZZM P(Z, N)) est injectif et
déterminer son image. On observera que 'on a ici P(2, N)=(ZN ® ZN)®2 puis-
que le coproduit de X N est trivial.

Soit ) la catégorie obtenue en supprimant dans la définition de la catégorie
A, Paxiome relatif au Verschiebung; J contient donc 7, comme sous-catégo-
rie pleine. On définit les groupes Ext,w(ZzM 2 . N) comme ci-dessus; il est
clair que Ext), (Z*M, X, N) est un sous-groupe de Ext,,[o(ZzM 2, N). Cette
fois I'homomorphisme produit 4x y: Exty.(Z*M, X, N)— Ext%(Z2 M, ZN)
x Homg, (2* M, (XN ® XN)®) est un isomorphisme (la définition ci-dessus des
homomorphismes y et 4 s’¢tend a la catégorie £ car elle ne fait pas intervenir
Paxiome du Verschiebung). Soient ¢ un élément de Ext} (22 M, EN) et f un
élément de Hom,, (22 M,(XN ® ZN)®?), on obtient une ¥ -extension représen-
tant (y x 4) " '(e, f) de la fagon suivante:

— on représente e par une #,-extension 0 >IN > E—X* M —0;
— on fait de la suite exacte 0 > X, N » E - X* M -0 somme directe de la suite

exacte précédente et de la suite exacte 0 —~1IF, —'EHF —0—0 une #/-extension
en deﬁmssant le coproduit réduit E—E ® E comme la composmon E—
2M-L(EN®IN)® o (EQ E)%-.

Explicitons maintenant «I’équation» qui définit Ext}, (£ M, 2, N) en tant
que sous-groupe de Ext}o(X* M, 2, N). Comme le Verschicbung des A-modules
instables XN et 2% M est trivial, celui du A-module instable E admet une factori-
sation de la forme E-—»3?>M — @3N < @E. Ceci définit un homomorphisme
0: Exty, (£* M, ¥N) - Hom,, (2> M, ®ZN). De méme la restriction a E du Ver-
schiebung de IF,-coalgébre de E admet une factorisation de la forme
E»X*M2L. 035N~ OF, v:(EN®ZN)®**>OIN désignant I'homomor-
phisme trivial pour p>2 et I’épimorphisme canonique (TN ® ZN)®2-» @ZIN
pour p=2. Par construction le J#7-objet E vérific 'axiome du Verschicbung
st et seulement si de=vof.

Nous pouvons donc énoncer:

Propesition 2.5.2 Pour tous A-modules instables M et N le diagramme suivant
de groupes abéliens:

Ext} (Z?M, X, N) —2 5 Extl (2*M, IN)

Homg, (22 M, (XN @ ZN)®) —"— Hom,, (2> M, OZN)

est cartésien.
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Il peut étre utile de reformuler le résultat ci-dessus en introduisant les nota-
tions suivantes. On désigne par @": %, — %, le foncteur défini par OXN
=2%(@'N); pour p=2 on a donc @ =@. On note (N ® N)~ 2 le sous-A-module
instable de N® N formé des éléments antisymeétriques (pour p=2 on a donc
(N®N)~S:=(N® N)®); Tisomorphisme canonique (XN ® ZN)~X%(N ® N)
induit un isomorphisme (XN ® ZN)%2 = X2((N ® N)~ %),

On obtient en fin de compte:

— pour p=2 un diagramme cartésien:

Ext},(22M, 2, N) —2—Extl (22 M, EN)

Homy, (M, (N ® N)%)—= Hom,, (M, @N);
— pour p>2 un isomorphisme induit par 4 x y:

Exty, (22 M, 2, N)xker (0: Ext}, (22 M, ZN) - Hom,, (M, @' N))
x Homg, (M, (N ® N)%2)).

Calcul des groupes Extx (Z*M, 2, N) lorsque le A-module instable M est projectif.
On note Q2: %, -, le foncteur composé QoQ; Q? est 'adjoint a droite du
foncteur 2= Z 2. Cette ddjonctlon fournit une application naturelle n:
Ext), (22 M, ZN)—Homg, (M, R'Q*(XN)), R' Q*: 4, — U, désignant le premier
dérivé a droite de Q2% qui est un isomorphisme si M est UZ/ pI‘O_]eCtlf La suite
spectrale de Grothendleck pour les dérivés des foncteurs composés donne une
suite exacte (voir [Mi, Sect. 8]):

0—((R'Q)-Q)(ZN) >R Q*(EN) > (Q-RLQ)(ZN) -0

soit encore:
0->R'QIN)>R'Q*(ZN)-»d' N -0

&' U, — U, désignant le foncteur défini par P(EIN)= 22(@'N). Pour p=2 on
a donc ¢’ =P=0=06’; pour p>2 on a une @l -suite exacte naturelle 0 > @ N
- @'N—->O@ N—-0. On note ¢ la composition R Q*EN)»dN->@'N et O
son noyau par  définition  lapplication d:  Ext} (X*M, ZN)—
Homy,, (22 M, @ £ N) est la composée do .

On note enfin RN la limite inverse du diagramme:

(NQN)~ R!Q*(ZN)

\/

Pour p>2, RN est simplement la somme directe @ N @ (N ® N)~*2; pour p=2,
RN est le produit fibré de R*Q?(Z N) et de (N ® N)®2 au dessus de @N. On
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a tout fait pour avoir une application naturelle:
Extk (22M, 2, N)— Homy, (M, RN),

que l'on notera encore 7, qui est un isomorphisme si M est 4 ,-projectif.

Décrivons maintenant certaines filtrations de RN et leurs gradués. Par défini-
tion R'Q(N) est un sous-A-module de RN. On désigne par RN le quotient
RN/R'Q(N); pour p=2, RN=(N® N)®, pour p>2, RN=ON®(N® N)
On dispose des %,-suites exactes suivantes:

— 0— R'Q(N)— RN - RN -0 (par définition du foncteur R);

- 05> A2N->RN->ON -0 (42N désigne la seconde puissance extérieure du
A-module instable N, pour p>2 cette puissance extérieure s’identific a
(N ® N)~©: et la suite exacte est naturellement scindée);

- 0-R'QIN)-ON->ON-0;

~ 0> A*N—>RN->6N 0.

Remarques. On pourrait définir plus savamment le foncteur R: %, — %, comme
la composition R!(Q?P)e 2, R'(? P) désignant le premier derlve du foncteur
non additif Q*P: X, —»%,. On pourrait également retrouver la proposition
2.5.2 a aide de la sulte spectrale de Miller [Mi].

Démonstration du théoréme 2.5.1 On travaille dans la catégorie des ensembles
simpliciaux pointés fibrants. Soient IF,[ X' Y] le IF,-espace vectoriel simplicial libre
engendré par I'espace pointé XY et Z la fibre de I'application naturelle XY
—IE[XY]. Soit f une application de T,(M) dans X', alors les deux propriétes
suivantes sont équivalentes:

() for H, T1(M)—> H_ XY est triviale;
(ii) f se factorise 4 homotopie pres par I'application Z - XY,
En fait comme T, (M) est rétracte (2 homotopie prés) de X Q T, (M) la condi-
tion (il) est aussi équivalente a la suivante:
(iii) f se factorise & homotopie prés par la composée 2QZ —»Z - 2Y.

On note u cette composée et v: H, QZ — RH, Y I'image de sa classe d’homotopie
par
noh': [2QZ,2Y]' > Hom,, (H,QZ, RA,Y).

Soit g un élément de [T, (M), X QZ], alors:

- g, H T (M)->HXQZ sidentife a limage par le foncteur X, d’un
. -morphlsme que lon note 7' g,;

- 11mage de uog par moh': [Ty (M), Z¥]' - Homy (M, RH,Y) est la composée
voZit g,

Compte tenu de ce que lapplication [T,(M), ZQZ]-Homy (M, H,Q2Z),
g—27'g, est surjective (théoréme 2.3.1 (d)) et de ce que l’homomorphlsme
n: Bxty (2*M, H ZY)—»Hom% (M, RH_Y) est bijectif le théoréme 2.5.1 est
maintenant equlvalent a la proposition sulvante

Proposition 2.5.3 Pour tout espace pointé Y lapplication naturelle v: H ,QZ
— RH_Y est surjective.

La démonstration de cette proposition est faite dans 'appendice 1. Un des
ingrédients en est 'analyse de H,QZ a l'aide d’une variante de 2.1.2.
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Sur le «noyau» de l'application [T, (M), ZY] > Homy (H, QT (M), H 2,2Y).
On note [T;(M),ZY]! le noyau de Ulapplication [T;(M),XY]—
Hom, (H,QT,(M), H ,Q,2Y) cest-a-dire le sous-ensemble de [T,(M), 2Y]
forme des classes d’homotopie des applications f telles que Iapplication (2 f),:
H QT (M)— H,Q,XY est triviale; on observera que [T} (M) 2 YT est en fait
un sous-ensemble de [T, (M), ZY]" (en effet 'application f,: H, T;(M)> H,XZY
g'identifie & X Q(Qf),, au moins si Y est connexe).

Proposition-Définition 2.5.4 La restriction 4 [T;(M), ZY1* de Uapplication h':
[T, (M), ZY]' - Exty (ZZ M,H,XY) se factorise par I'inclusion
Exty (M, H,Y)> Extx (22M H, ZXY) induite par le foncteur X, ; on note ht:

[ (M) EY]1 - Extq, (ZM, H,Y) l ‘application définie par cette factorisation.

Cette proposition est une conséquence du lemme suivant (comparer avec
[Lal, proposition 4.1.3]):

Lemme 2.5.5 Soit f: X — Y une application d'espaces pointés; soit C, sa cofibre.
On fait les hypothéses suivantes:

— les applications naturelles H . XQX - H, X et H QY H_,Y sont surjectives
(ce qui entraine en particulier que les coproduits de H X et de H, Y sont triviaux
et que les A-modules instables H, X et H,Y sont des suspensions);

— lapplication (Q f),: H, QX — H, QY est triviale (ce qui compte tenu de I’hypo-
thése précédente entrazne que f,: H X — H,Y est également triviale ).

Alors I'application naturelle H ZQCf—>H C, est surjective et la A -extension
0->H,Y->H,C,—H,X -0 est somme directe de la suspension (terme a terme)
d’une % -extension et de la suite exacte 0 > IF, »IF, -0 0.

Théoréme 2.5.6 Soit M un A-module instable pr0]ectlf 1-coconnexe. Pour tout
espace pointé Y Uapplication h*: [T,(M), ZY]* — Ext% (XM, H, Y) est surjective.

Cet €noncé est bien sir trivial si XM est %,-projectif. On observera par
ailleurs que le théoréme 2.3.1 implique dans ce cas que 'ensemble [T} (M), T Y]+
est réduit a un point.

Démonstration du lemme 2.5.5 On considére le diagramme commutatif suivant:

sox 22 soy———3Cy,

X —— Y — C,

dans ce diagramme C, , désigne la cofibre de € f, les fleches verticales de gauche
et du centre correspondent a I'unité de I'adjonction, et la fleche verticale de
droite est induite par la commutativit¢ du diagramme de gauche. On en déduit
le diagramme commutatif suivant:

0—— 2 HQY— 3 H, Coy— 52 H, QY —0

S

0—— H,Y —— HC, —— SH X ——0
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dans lequel les horizontales sont des £ -extensions, les fléches verticales de
gauche et du centre des # -morphismes, et la fleche verticale de droite la suspen-
sion d’'un ¥ -morphisme. Ce diagramme montre que I'application Z_I-_I* Cos
—H_ C, est surjective et que la % -extension 0~H, Y->H, C,-XH X0
est bien de la forme annoncé (ce qui suffit pour 2.5.4); 'application X H,QC,
— H,C, est bien surjective parce que I'application XCg,— C, (comme toute
application dont la source est une suspension) se factorise par la coiinité de
I'adjonction ZQC, - C,.

Démonstration du théoréme 2.5.6 La méthode est la méme que celle employée
pour démontrer le théoréeme 2.5.1.

On note toujours 7n: Exty (XM, H, Y)— Homg (M, R' @A, Y) 'application
naturelle qui est un isomorphisme si M est %, -projectif. On vérifie que cette
application naturelle est compatible avec [Iapplication naturelle =:
Extl, (2*M, H,XY) - Hom,, (M, RH,Y) et les inclusions

Exty, (EM, H, V)< Extl (2*M, H,XY)
et Homg, (M, R'QH,Y)> Homy, (M, RA,Y).

La surjectivité de okt est équivalente 4 la proposition suivante:

Proposition 2.5.7 Soit K le noyau du #,-morphisme H,QZ —H,QXY. Alors
la restriction de v a K induit une surjection de K sur R'QH, Y.

La démonstration de cette proposition est faite dans 'appendice 4 ou elle
est une étape essentielle dans la démonstration de 2.5.3.

3 Quelques applications et exemples
3.1 Défaut d’exactitude de I'homologie modulo p pour les fibrations multiplicatives

Proposition 3.1.1 (Moore-Smith [MS2]) Soit Z — Y — X une fibration d’espaces
pointés.

(a) Limage du #r-morphisme H, Q,Z — H, QY est normale.

(b) L'homologie du complexe H,Q,Z - H Q.Y —H, Q,X en H, Q,Y est, comme
IF,-algébre de Hopf, l'algébre extérieure AM sur un IE-espace vectoriel gradué
M concentré en degrés congrus a + 1 modulo 2 p.

Démonstration du (a) On remplace la fibration multiplicative QZ - QY > QX
par une suite exacte de groupes simpliciaux et on utilise le point de vue (i)
de 1.1.2.1. Notons qu’il ne s’agit pas la d’'une application des parties 1 et 2;
cependant (a) est indispensable pour énoncer (b).

Démonstration du (b) Soit H 'homologie en question. D’apres 2.2.3 (b) 'ensem-
ble pointé S,H est trivial pour tout entier n% +1mod 2p et 'on conclut en
utilisant le point (b) de la proposition ci-dessous. []
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Proposition 3.1.2 Soit H une IF,-algébre de Hopf.

(a) Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) lensemble pointé S, H est trivial pour tout entier n=>1;

(il) H est triviale.

(b) Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) lensemble pointé S, H est trivial pour tout entier n£ +1 mod 2 p;

(i) le IF,-espace vectoriel gradué PH est concentré en degrés congrus a + 1 modu-
lo 2 p et ’homomorphisme naturel PH — Q H est surjectif;

(iii) H est, comme F,-algébre de Hopf, l'algébre extérieure AM sur un I -espace
vectoriel gradué M concentré en degrés congrus a + 1 modulo 2 p.

Démonstration. Soient H une IF,-algébre de Hopf et n= 1 un entier. L’application
naturelle B,H — Q, H se factorise en tant qu’application d’ensembles pointés par
Iinclusion naturelle BH<S,H de 155 et la surjection naturelle
S,H—>Q,H=S,VQH. Rappelons que l'inclusion P,H— S,H est en fait une
bijection si n est impair pour p=2 et si n n’est pas divisible par 2 p pour p>2.

La condition (i) de (a) implique donc que QH (ou PH) est trivial ce qui
établit (a).

L’implication (i) = (ii) du point (b) résulte a nouveau de ce qui précéde.

Maintenant si PH est concentré en degrés impairs I'inclusion PH < H se
prolonge en une inclusion de IF,-algébres de Hopf A PH < H qui est aussi une
surjection dés que 'application PH — Q H en est une. Ceci démontre Pimplication
(ii) = (ii)). [
Remarques. (1) Compte tenu de la proposition 3.1.2 (b) le point (b) de la proposi-
tion 3.1.1 est conséquence de la représentabilité des foncteurs Sy, pour les
entiers n¥ + 1 mod 2 p. Notons en revanche que la représentabilité de ces fonc-
teurs n’utilise le point (b) de la proposition 3.1.1 que dans les deux cas suivants:

— X est un espace d’Eilenberg-Mac Lane;

— Z est un espace d’Eilenberg-Mac Lane et la fibration Z — Y — X est principale.
(2) Compte tenu de la proposition 3.1.2 (a) la semi-représentabilité des foncteurs
Swm pour tout entier n=1 est quant a elle «équivalente» a la proposition 2.1.1.
(3) L’homologie H du complexe intervenant en 3.1.1 (b) est en fait une A-algébre
de Hopf instable. Posons M=PH =QH, M est donc un A-module instable con-
centré en degrés congrus & +1 modulo 2p et H est #,-isomorphe 4 AM et
a4 VM (attention: AM n’est pas un objet de #, pour tout A-module instable
M).

3.2 Sur les spectres de Brown-Gitler

On note T(n) le spectre dont la suspension est le spectre des suspensions de
I’espace pointé T, (n):

ZT(n)=2"T,(n).
Les propriétés de T, (n) impliquent:

(a) H, T(n)~G(n) comme A-module (2 droite);
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(b) pour tout espace pointé Y ’homomorphisme naturel
[(T(n),Z*Y]—>H,Y

est surjectif ([7'(n), 2= Y] désigne le groupe abélien des applications du spectre
T(n) dans le spectre des suspensions de Y);

(c) T(n) est rétracte a homotopie prés du spectre des suspensions d’un espace
pointé (par exemple Q T, (n)).

Les propriétés (a) et (b) caractérisent le spectre T'(n) a équivalence d’homologie
modulo p prés. En effet soit T%(n) un autre spectre vérifiant ces propriétés,
comme T(n) satisfait (c) il existe une application de spectres T°*(n) - T(n) qui
induit un isomorphisme en homologie modulo p.

L’existence d’un spectre T(n) vérifiant (a) et (b) est due a Brown et Gitler
[BG] (dans cet article ils se limitent au cas p=2, le plus important dans les
applications, notamment [Mah, BP1, Co]) et «l'unicité» a Brown et Peterson
[BP2]; la notation T(n) apparait déja dans [BG] ce qui justifie la notation
T, (n) que nous avons adoptée pour les espaces de Brown-Gitler. Brown et Gitler
construisent en fait les n-duaux des spectres T(n) et c’est plutdt a ces n-duaux
que I'on réserve habituellement Pappellation de spectres de Brown-Gitler.

Le théoréme 0.1 concernant les espaces de Brown-Gitler implique un theo-
réme analogue pour les spectres T'(n). Soit Y un spectre, on note 23 Y la compo-
sante connexe du point base dans QY.

Théoréme 3.2.1 Soit n un entier supérieur ou égal a 2; soit Y un spectre. 1l
existe un épimorphisme de groupes abéliens, naturel en Y:

[T(n), Y] Homte.eo(W Fr2®(n), H, Q7 Y)

qui est un isomorphisme si n est non congru @ +1mod2p ou si Y est un spectre
d’Eilenberg-Mac Lane.

Démonstration. On a la suite d’isomorphismes naturels de groupes abéliens:
[Tn), Y]=[ZT#),2Y]x=[2"T\(n), 2 Y]=[T|(n), 272 Y].

On a donc daprés 223 un épimorphisme naturel [T(n),Y]—>
Hom ”f,,(W'Fp(n), H,Q,(2*2Y)) qui est un isomorphisme si n est non congru
a +1mod2p. Or:

— on a des équivalences d’homotopie, naturelles en Y, Q(Q*2Y)=QY et
Q(QeZY)N)=QFY;

- H TFQSO Y est un objet abélien de #7 7;

— W¥eab(p) est 'abélianisé de W¥»(n) (voir 1.5.4). [

Remarque. Pour n=+1mod2pona T(nx=XT(n—1)et donc aussi:
[T(n), Y]=Hom zer.ao(W Fr2®(n—1), H, Q,(2*Y)).

Voici une application du théoréme 3.2.1

Calcul de l'ordre de lidentité dans [ T(n), T (n)].
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Corollaire 3.2.2 (Lin [Li]) Soit n un entier pair supérieur ou égal a 2. Alors
Vordre de lidentité dans [T(n), T(n)] est p*»™*1, v (n) désignant la valuation
p-adique de n.

Démonstration. Soit 1: WFe**(n) - H, Q T(n) le #;»**-morphisme correspon-
dant a lidentité de T(n) via la bijection [T(n), T(n)]=Hom grs.ao(WFn22(n),
H Q% T(n)). On se convainc tout d’abord que : est injectif.

Pour cela on utilise ’'analogue abélien du lemme 1.2.3.2 et les points suivants:

- P'application naturelle H,Q* T(n)— H, T(n) se factorise par les indécomposa-
bles;
— la composition QWF»**(n)—» Q H, Q™ T(n)—> H,_T(n) s’identifie & I'inclusion
G ()= G(n);
- H Q®T(n) est libre comme IF,-algebre graduée commutative, en effet ceci
est verifié pour le spectre des suspensions d’un espace pointé connexe (voir
[CLM, théoréme 4.2, p. 407]) et T(n) est rétracte d’un tel spectre.

Ce qui précéde montre que ’homomorphisme de groupes abéliens

Hom y#p.a0(WE22®(n), WFr22(n))
— Hom o0 (WF*(n), H, Q* T())=[T(n), T(n)]

induit par 1 est injectif et puisque Image de Tlidentit¢ de W¥»2®(n) par
cet homomorphisme est I'identité de T(n) il suffit de calculer lordre de
lidentité dans Hom,rr.ao(WFr®®(n), WFr2®(n)). Or Délément pld de
Hom y£p.20(WFr:2®(n), WF»22(n)) est la composition du Verschiebung et de I'élé-
vation & la puisance p-éme, x+(¢x)?; on en déduit bien que p”»™ Id+0 et
pvp{n)+l Id=0 D

En fait Hom gr.a0(WF#22(n), WFe2"(n)) est engendré comme groupe abélien
par lidentité et est donc isomorphe comme anneau a Z/p’»™*'. Ce résultat,
dd originalement a Schoeller {Sc], peut se démontrer par récurrence a Paide
de la troisiéme remarque suivant la proposition 1.5.5.

3.3 Réalisation des suites exactes de Mahowald
3.3.1 Les suites exactes de Mahowald

Rapplelons tout d’abord ce que sont les suites exactes de Mahowald (voir [Mah,
LZ2, Sect. 3.2]).

Soit n un entier >0, on considére ’homomorphisme de A-modules instables,
que l'on note a: G(n)— X G(n—1), représentant la suspension X[G(n—1)] de
la classe canonique de G(n—1). Cet homomorphisme est toujours surjectif et
voici une description de son noyau.

Pour n£0, 2 mod 2 p, ¢ est un isomorphisme.

Pour n=0, 2 mod 2 p, on pose:

- 8,=Sq"?sip=2,

- 8,=P"2Psi p>2et n=0mod 2 p,
— 8,=BP""22Pgi p>2et n=2mod 2p,
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— t(n)=n—86,] ({0, désignant le degré de 6, comme élément de A), et on note
8,.: G{t(n)—- G(n) 'homomorphisme de A-modules instables représentant
[G(n)]0,. Alors la suite de A-modules instables:

0— G(z(n) —2 G(n) —2— X G(n—1) ———0

est exacte.

Les suvites exactes ci-dessus s’appellent les suites exactes de Mahowald. On
note 7, Pélément de Exty (¥G(n—1), G(z(n))) représenté par une telle suite;
Exty, (£ G(n—1), G(t(n)) est un IF,-espace vectoriel de dimension un engendré
par #, On note X, (n,) I'tlément de Ext; (Z°G(n—1), £, G(z(n))) représenté
par l'extension de A-coalgébres instables:

0-2, Gx(m) > 2, Gn)—>2*G(n—1)—0

obtenue en «suspendant» la suite exacte de Mahowald. On va voir maintenant
que si n est congru a 2 modulo 2p alors il n’est pas nécessaire de suspendre
pour obtenir une extension de A-coalgebres instables a partir de la suite exacte
de Mahowald.

Le cas n=2mod 2p. Si n est un entier de la forme 2pk+2 la suite exacte
de Mahowald s’écrit:

0-2GRk->GR2pk+2)—>2*G(2pk)-0Q.
Or T'homomorphisme i: Exty, (Z*G(2pk), 2, G(2k))—Exty (2> G(2pk),
Y G(2k)) de 2.5 est un isomorphisme. En effet, pour p>2 les groupes

Homg, (G(2pk), @ G(2k)) et Homg, (G(2pk), (G(2k) & G(2 k))~ %) sont nuls et
pour p=2 les fleches ¢ et vo — du carré cartésien:

Extl (52 G(4k), 2, G(2k) ——Exty (S?G(4k), £GQ2k)

X ?

Homg, (G(4 k), (G(2k) ® G(2k))®?) ———— Homg, (G(4k), ® G(2k)

sont des isomorphismes si bien qu’il en est de méme pour les fléches 4 et y.
Il existe donc une unique structure de A-coalgebre instable sur I, ® G(2pk +2),
que P'on notera G, (2pk+2), telle que la suite exacte 02, G2k) -G, (2pk
+2)-»2?2G(2pk)—0, somme directe de la suite exacte de Mahowald et de la
suite exacte 0—IF,—»IF,->0—0, est une X -extension. Le coproduit de
G, (2pk+2) est trivial pour p>2 (observer cependant que dans ce cas G(2pk
+2) n’est pas une suspension!) mais non pour p=2; en fait on vérifie dans
ce dernier cas que G, (4k+2) est isomorphe a 6(IF, ®G (4 k+2)) (voir 1.4.3),
8: A F2 - o, désignant Padjoint & gauche de Poubli ¢, — #F* (voir 1.7).

On note {, I'élément de Exty (22 G(n—2), 2, G((n—2)/p)) décrit ci dessus;
{, est donc caractérisé par la formule A({,)=#,. Voici une autre caractérisation
de {,.
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On dispose d’un diagramme commutatif:

Ext) (22 G(n—2), Z, G((n—2)/p)) é Exty, (2* G(n—2), 2 G((n—2)/p))

| |

Homg,(G(n—2), RG((n—2)/p) = Homg,(G(n—2), © G((n—2)/p))

dans lequel toutes les fléches sont des isomorphismes et 'image de {, dans
Homy, (G(n—2), @ G((n—2)/p)) est 'application qui représente O [G((n—2)/p)].

Pour p=2 et n=0mod4 ce diagramme d’isomorphismes existe encore et
I'on étend la définition de {, par la propriété ci-dessus; on observera que 'on
n’a pas dans ce cas-la A{{,)=7,.

3.3.2 Sur certaines applications entre espaces de Brown-Gitler dont l'invariant
de Hopf est relié¢ aux suites exactes de Mahowald.

Propesition 3.3.2.1 Soit n un entier congru ¢ 0 ou 2 modulo 2p et supérieur
ou égal a 2. Alors il existe une application e: Ti(n—1)— T (1(n)) qui posséde
les propriétés suivantes:

— Papplication (2e),: H, QT (n—1)—- H,_ QT,(t(n) est triviale (ce qui entraine
que e* H Ti(n—1)— H T, (t(n)) est également triviale);

- h (e) Z‘+ nn’

~ la cofibre de e a le type d’homotopie de T, (n).

Démonstration. Comme T, (z(n)) est rétracte d’une suspension les deux premiers
points sont conséquence du théoréme 2.5.6 (en fait on pourrait seulement utiliser
que la coiinité de l'adjonction ZQT,(z(n))— T;(r{n)) induit une surjection en
homologie modulo p). Pour prouver la troisiéme il suffit de vérifier les conditions
(), (b) et (c) de 2.3.2. Les conditions (a) et (c) sont clairement remplies (observer
que pour la condition (c) le cas n=2 ne fait pas exception); la condition (b)
I'est & cause du lemme 2.5.5. [

On se propose de montrer a présent que si n est congru a 2 modulo 2p
alors on peut supposer que Papplication e ci-dessus est une suspension.

Le cas n=2mod 2p. Soit n un entier >0, que 'on suppose pair si p=2 et
divisible par 2 p pour p>2.

Le #[»**.morphisme pId: WF»*(n)— W¥»2*(n) (méme notation qu’a la
fin de 3. 2) est la composition d’un H#F#**-morphisme W¥»**(n)— W¥r*(n/p)
que T'on note ¢*° et de l'inclusion de WEs 2(n/p) dans W¥»2®(n); avec les nota-
tions de 1.4.1 on a ¢*®(x;)=(x;_ ) pour 1 i<k et ¢ (xo)=0.

On note @: W¥»(n) — W¥r(n/p) un s#F»-morphisme dont 'abélianisé est ¢,
C’est-a-dire qui fait commuter le diagramme:

WFe(n) —— W' (n/p)

.

WEe:ab () 2, WFee2%(n/p)
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dans lequel les fleches verticales sont les morphismes d’abélianisation; un tel
@ existe bien parce que W¥r(n) est #Fr-projectif.

On note enfin f I'élément de [T, (n), Ty (n/p)] correspondant par la bijection
[T, (n), Ty (n/p)] = Hom 4=, (WFr(n), W (n/p)) 4 la composition de ¢ et de I'inclusion
WEe(n/p)> W(n/p); on observe que Iimage de f dans Iensemble
Hom, (H, T\(n), H, T,(n/p)=Homy, (G(n), G(n/p)) est triviale (en fait cet
ensemble est trivial pour n=0).

Proposition 3.3.2.2 Soit n un entier, que l'on suppose pair pour p=2 et divisible
par 2 p pour p>2. Alors Uinvariant de Hopf h'(f) de l'élément de [ T, (n), T, (n/p)]"
défini ci-dessus est {, , 5.

Démonstration. Soit j un élément de [T, (n/p), T, (n)] dont Pimage par la surjection
[T,(n/p), T, (n)]—>Hom s, (W¥»(n/p), W(n)) (noter que cette surjection est en fait
une bijection si n est divisible par 2p) est la composition des inclusions
WE> (n/p) = WE»(n) et W¥r(n) > W (n). Par construction:

— L’image de j dans Hom,, (H, T, (n/p), H, T\(n))=Hom,, (G(n/p), G(n)) est I'in-
Jjection 8, de la suite exacte de Mohawald.

— Lélément X*(jof) de [ T(n), Z T(n)] est égal a p fois la classe de I'identité
(voir 3.2) que l'on peut voir comme le smash-produit f, A T(n), f, désignant
la classe dans [S!, S'] d’une application de degré p.

La proposition résulte alors des points suivants:

— L’application 4: Exty (2?2 G(n), 2, G(n/p)— Exty (2% G(n), £G(n/p)) est
injective.

— L’invariant de Hopf de f;, vu comme un élément de Exty, (2% G(0), £ G(0)),
est 7.

— Lapplication Ext}, (2% G(n), 2 G(n/p)) — Ext}, (£? G(n), £ G(n)) induite par 6,
est injective.

- L’image de A({,.,) (qui rappelons-le coincide avec 7, , pour r divisible par
2p) dans Exty, (2% G(n), Z G(n)) est le produit tensoriel n, ® G(n); pour se con-
vaincre de ce point-la on peut utiliser que Ext;, (£ G(n), £ N) est naturellement
isomorphe a Homy, (G(n), ©® N)= N, pour tout A-module instable N.

— Soit .#, la catégorie des A-modules a droite «stables», c’est-a-dire pas néces-
sairement instables, alors 'application naturelle Exty, (—, —) — Ext, (—, —) est
injective.

- Les invariants de Hopf «instable» et «stable» sont compatibles, en un sens
évident, avec I'application naturelle ci-dessus. []

Corollaire-Définition 3.3.2.3 Soit n un entier congru a 2 modulo 2 p, alors U'espace
T, (n) a le type d’homotopie d'une suspension. Plus précisément soit Ty(n) la cofibre
d’une application T,(n—2)— T,((n—2)/p) représentant la classe d’homotopie f
introduite ci-dessus, alors il existe une équivalence d’homotopie T,(n)=Z Ty(n).
La A-coalgébre instable H, Ty(n) est isomorphe a G  (n).

Démonstration. La proposition 3.3.2.2 nous dit que la cofibration T, ((n—2)/p)
- Ty(n)— X T, (n—2) donne en homologie modulo p I'extension de A-coalgebres
instables 0 - X, G((n—2)/p) » G, (n)— X? G(n—2)— 0 considérée en 3.3.1. On
a en particulier H, T (n)= G, {n) comme A-coalgeébre instable.

_ 1 .
On a également H (To(n), /4 [;])zO (observer que le cas n=2 ne fait pas

exception). La suspension X Ty, (n) vérifie donc a nouveau les conditions (a), (b)
et (c) du théoréme 2.3.2. [
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Remarques. La proposition 3.3.2.2 sera utilisée dans la démonstration de la pro-
position 2.5.3 donnée dans 'appendice A. Comme la proposition 2.5.3 est la clé
du théoréme 2.5.1 nous avons pris soin de ne pas faire dépendre la proposi-
tion 3.3.2.2 de ce théoréme! C'est aussi en vue de cette utilisation future que
nous avons supposé n pair plutdt que divisible par 4, pour p=2, dans I'’énoncé
3.32.2

3.4 Sur les désuspensions de T, (6) pour p=2

On suppose p=2 et n=56.

On vérifie par inspection qu’il existe exactement quatre A-coalgébres insta-
bles K deux a deux non isomorphes telles que le A-module instable K soit
isomorphe a G(6). On vient de voir que I"une d’entre elles, G . (6), est ’homologie
modulo p d’un espace. En fait il en de méme pour les trois autres.

Proposition 3.4.1 Soit K une A-coalgébre instable telle que le A-module instable
K soit isomorphe a G(6). Alors il existe un espace pointé simplement connexe
X tel que:

(a) il existe un A ,-isomorphisme H, X > K;
(b) il existe une équivalence d’homotopie X X =T, (6).

Démonstration. D’aprés la remarque (3) qui suit 'énoncé du théoréme 1.6.4 il
existe un s, -isomorphisme W(6)=JK. On a donc d’apres le théoreme 2.2.3
(b) et la définition méme du foncteur J des bijections naturelles en Y:

[Ty(6), Y]=Hom, (JK, H,Q,Y)~Hom, (K, H Q,Y).

Puisque le foncteur Y—Hom,, (K, H,Q,Y) est un foncteur en groupes, on en
déduit une structure de cogroupe sur T,(6). Comme T;(6) est 2-connexe et de
dimension 7, le théoréme 3.4 de [Ga] montre que cette structure est induite
par une équivalence d’homotopie £ X = T,(6) (avec X 1-connexe). 1l reste 2 mon-
trer que ceci implique (a).

Cette implication résulte du lemme ci-dessous. Observons avant de 'énoncer
que pour toute A-coalgébre instable K la A-algébre de Hopf instable JK est
canoniquement un cogroupe de #, et rappelons que QJK s’identifie comme
A-module instable a K.

Lemme 3.4.2 Soient K et L deux A-coalgébres instables et f: JK — JLun isomor-
phisme de #,-cogroupes. Alors application @ f: K— L préserve le coproduit
réduit.

Démonstration. Elle se fait a I'aide de la construction suivante. Soit f: JK - JK
la «multiplication par 2» du cogroupe JK. On vérifie tout d’abord que Qy:
K - K est triviale; ¢ induit donc un #,-morphisme JK/JK* - JK?*/JK? On
vérifie que ce morphisme s’identific au coproduit rédvit K - K® K. [

Remarque. La démonstration ci-dessus ne marche que pour p=2. Pour une
démonstration plus conceptuelle valable quelque soit p utiliser le théoréme 1.2
de [Be].
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Appendice A

L’objet de cet appendice est de donner une démonstration des deux propositions
ci-dessous, promise au paragraphe 2.5 dont nous reprenons les notations:

Proposition 2.5.3 Pour tout espace pointé Y l'application naturelle v: H,(Q2)
— RH Y est surjective.

Proposition 2.5.7 Soit K le noyau du #,-morphisme H,QZ - H QZXY. Alors
la restriction de v a K induit une surjection de K sur R' QH_ Y.

On veérifie sans difficultés qu’il suffit de démontrer ces propositions pour
les espaces pointés connexes; en conséquence dans cet appendice tous les espaces
seront supposés connexes.

A.1 Démonstration de la proposition 2.5.3

On procéde en trois étapes compte tenu des filtrations de RH, Y décrites en
2.5.

I-ére étape. L’'image de v contient le sous-module R'QH, Y de RH, Y.
C’est clairement une conséquence de la proposition 2.5.7 que 'on démontrera
au prochain paragraphe.

2-éme étape. L'image de v contient le sous-module A>H, Y de RH, Y.

On note CY le cone (réduit) d'un espace pointé Y; on a une inclusion canoni-
que Y- CY dont 'espace quotient s’identifie 2 2 Y. Soient Y; et Y, deux espaces
pointés, on note D(Y;, Y,) le sous-espace pointé de CY; x CY, réunion des sous-
espaces CY; x Y, et Y, x CY,. On dispose de deux applications canoniques, e:
DY, L) - X(Y,AY)et f: D(Y,,Y,) > 2Y, v2Y, On vérifie que e est une équi-
valence d’homotopie (faible) et que le diagramme suivant est cocartésien:

D(Y,,Y,) —L Y, vZY,

CY,xCY,— Y, xZY,.

Ce diagramme montre que f est triviale en homologie modulo p et que h'(f)
s'identifie a la classe de la #,-extension X, (H,Y,®H, Y,)>2, H Y, ®
Y, H Y, » H Y ®ZXH,Y,.

On fait ensuite Y; =Y, =Y et on considére la composée g de f et de 'applica-
tion canonique X Yv 2 Y— Z'Y. La fonctorialité de I'invariant de Hopf implique
que le #,-morphisme noh'(g): £~ ' H, D(Y, Y)—> RH Y est le composé de I'iso-
morphisme 2~ 'H, D(Y,Y)xH, (Y)® H,(Y), de Iépimorphisme canonique
H,Y®H,Y—A?H,Y et de Vinclusion canonique A2H, Y RH,Y.

Etant donné le caractére universel de v 1a seconde étape est bien achevée. [

Remarques. La construction précédente est inspirée d’une construction que
I'on trouve par exemple dans [Ba, Ar]. On remarquera aussi que I'application
Z(YAY)— 2Y composée de Péquivalence d’homotopie Z(YA Y)xD(Y,Y) et de
g s’identifie 4 homotopie prés a 'adjointe du «commutateur» YA Y - Q2 Y.
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3-éme étape. Le composé de v et du %,-épimorphisme RH,Y—» @ H Y est sur-
jectif.

Soient n un entier >0 que l'on suppose pair si p>2 et y un élément de
H,Y. On «représente» y par une application a: T;(n)— XY et 'on considére
la composée de a et de Papplication f: T, (pn) — T, (n) de 3.3.2.2. Cette composée
s’écrit également uob, u désignant I'application 2Q2Z — XY introduite en 2.5
(en méme temps que v) et b une application de T;(pn) dans 2 Q2Z. En utilisant
le calcul de I'invariant de Hopf de f (c’est-a-dire la proposition 3.3.2.2) et la
fonctorialité de cet invariant, on vérifie que le composé du #,.-isomorphisme
Gpm=X 'H,T (pn), de X2 'b,: X 'H, T\(pn)>H,QZ, de v, et du
U, -épimorphisme RH, Y—» @ H, Y représente I'élément @y. []

A.2 Démonstration de la proposition 2.5.7

A.2.1 Rappels sur le second homomorphisme de coin de la suite spectrale d’Eilen-
berg-Moore d’'une fibration

On considére une fibration q: E— B, B étant un espace pointé simplement con-
nexe. On note F la fibre de g au dessus du point base de B et i: F < E I'inclusion
canonique. La suite spectrale d’Eilenberg-Moore de ¢, dont le terme E? est
isomorphe comme IF,-coalgebre bigraduée a Cotory z(H, E, IF,), converge fort-
ement vers H,F et plus précisément vers le gradué d’une filtration décroissante
par des sous-A-modules instables F;H,F, s€IN; on a en particulier FyH, F
=H, FetFH F=Xker(i,: H,F - H_E). On se propose de rappeler I'interpréta-
tion du second homomorphisme de coin k,: X F, H, F — Cotor}, z(H, E, ) (qui
est un %,-morphisme).

Par définition on a une suite exacte de A-modules instables H_ E
—H,(E,F)>2F H_F—0. Or le produit 1xq: E— Ex B induit une applica-
tion de paires (E, F)—>(ExB,Ex%) et donc un %,-morphisme H,(E, F)
—H,E® H,B si bien que I'on obtient un %,-morphisme naturel v: XF, H F
— C, C désignant le conoyau de I'homomorphisme H, E — H,E® H, B induit
par 1 xgq.

Proposition A.2.1.1 (voir par exemple [Sm]) Lhomomorphisme v est le composé
du second homomorphisme de coinx,: 2 F, H, F — Cotory z(H, E, F,)) et de l'inclu-
sion naturelle de Cotory z(H, E, ) dans C.

Cette proposition admet le corollaire ci-dessous. Soit A un ¢, -morphisme
H,B— L tel que le composé Acq, est trivial; 4 induit un %,-morphisme
Cotory, g(H, E, E)— Cotor,(F,, IF)=PL.

Corollaire A.2.1.2 Le %, -diagramme:

H,(E, F)——— XF,HF

AB —— L

dans lequel la fléche verticale de droite est la composée de Kk, du U,-morphisme
Cotory, g(H, E, ) > PL induit par 2, et de l'inclusion PL L, est commutatif.
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A.2.2 Détermination de la A-algébre de Hopf instable K

En appliquant le foncteur 2 a la fibration Z—->XY—-IF,[XY] on obtient une
fibration multiplicative QZ - QXY - QIF,[2Y] ou encore QZ - QXY > [Y]
gréce a I'¢équivalence d’homotopie canonique IF,[ Y] = QIF,[ 2 Y]. En accord avec
A.2.1 les deux applications QZ —» QXY et QXY —IF,[Y] seront respectivement
notées i et q.

Factorisation canonique du #,-morphisme q,: H QXY — H_IE[Y]. On note I:
&, = U, I'adjoint a droite de I'oubli %, — &,. Soit M un objet de #,,, on note
n: M — I M l'unité de adjonction précédente; c’est un %,-monomorphisme dont
le conoyau est noté I'M. On observera que si 'on applique le foncteur Q a
la %,-suite exacte 0 >M —~IM —I'M -0 on obtient une %,-suite exacte a
quatre termes 0 — QM — QIM — QI'M — R' QM — 0 puisque I M est par défini-
tion méme %, -injectif. On désignera ci-aprés par e,, I'élément de Exty, (I'M, M)
représenté par la #%,-suite exacte 0 > M - IM - 1I'M — 0.

On est maintenant en mesure d’expliciter la factorisation canonique de q,.
La A-algébre de Hopf instable H,IF,[ Y] est naturellement isomorphe & VIH,Y
et g, se factorise de la fagon suivante:

H QXY— VQH, Q> Y~VH Y-S VIA Y~H, F[Y].
* * * *® * ' p

Il en résulte que le composé de q,, et du H#, -morphisme évident 1: H, IE,[ Y]
- VI'H,Y est trivial.

On détermine alors la A-algébre de Hopf instable K en procédant comme
pour la proposition 2.1.2. On considére le %,-morphisme naturel a: K - QI'H, Y
adjoint de la composition:

YK—XF H,QZ "5 Cotoryy g ) (H, QL Y, F)—PVI'H Y—IH,Y.

Le A, -morphisme naturel i1 K—>VQI'H,Y adjoint de a est un J#,-
isomorphisme.

A.2.3 La proposition 2.5.7 est clairement une conséquence de la proposition sui-
vante, plus précise:

Proposition A.2.3 Pour tout espace pointé connexe Y le U, -morphisme composé
ve()™': VQI'H,Y— IiH* Y est composé des épimorphismes canonigues
VOIH, Y-—»QI'H, Y et QI'H, Y—>R'QH,Y et du monomorphisme canonique
R'QH, Y- RH,Y.

Démonstration. L’application u: X QZ — XY est 'adjointe de i: QZ - Q2XY, C’est-
a-dire la composée de Zi et de la coiinit¢ de Padjonction ZQXY—-2Y. On
dispose donc d’un diagramme commutatif:

Y — cone(uy) ——22Q7

L

QXY —— 3 cone(i) — 52QZ
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dans lequel les deux lignes sont des cofibrations. En prenant ’homologie modu-
lo p on obtient un diagramme commutatif:

0—— 5,H,Y H,cone(u) —— Z*H, QZ —0

o ] | |

S, H,QSY—— 3 H, cone(i) — Z2F,H ,QZ ——0

dans lequel les deux lignes sont exactes; la ligne supéricure est en fait une
A -extension dont la classe dans Ext), (2*H,QZ, 2, H,Y) est par définition
h' (u).

On considére ensuite le diagramme commutatif:

A, cone(i) —— XF,H,QZ

C

1H,Y —— TIH,Y

obtenu en «empilant» le diagramme commutatif:

H, cone())—— XF H, QZ
A,E[Y]—— VIH,Y

fournit par A.2.1.2 et le diagramme commutatif évident:

A,F[Y] —— VIH,Y

| |

QH,E[Y] 225 0QVrIA,Y.

En juxtaposant les diagrammes (D) et ¥, (D)) on se convainc aisément que
limage de h'(u) dans Ext} (¥?K, X, H,Y) coincide avec celle de eg,y par la
composition
Exty (I'H,Y, H,Y)->Exty (SI'H,Y, 2, H,Y)
—Extl, (2?QI'H,Y, =, H,Y)-Exty (22K, 2, H,Y),

la premiere fleche etant induite par le foncteur X', , la deuxiéme par I'inclusion
ZQIH, Yo I'H,Y,etla troisiéme par le %,-morphisme a: K - QI'H, Y.
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La proposition A.2.3 découle alors formellement de ce que pour tout objet
M de %, T'image de ey, par la composition

Ext} (I'M, M) - Ext, (ZI'M, £, M)
—Ext}y (22QI'M, ¥ . M) Hom,, (2I' M, RM)

est le compose de I'épimorphisme canonique QI'M—R'QM et du monomot-
phisme canonique R'QM < RM. []

Appendice B. Une caractérisation des foncteurs homotopiques covariants
représentables par un espace simplement connexe

Fabien Morel
B.1 Foncteurs représentables, foncteurs simplement connexes exacts

On rappelle que h.%,, désigne la «catégorie homotopique pointée» c'est-a-dire
la catégorie de fractions obtenue en inversant les équivalences faibles de la
catégorie des espaces topologiques pointés ou de la catégorie des ensembles
simpliciaux pointés [GZ, Qu, BK].

Dans cet appendice, nous caractérisons les foncteurs covariants F: hY,,
—é&ns,, (6ns, désignant la catégorie des ensembles pointés) représentables
par un espace pointé simplement connexe: il s’agit d’'une version duale du théo-
réme de représentabilité de Brown [Br]. Ce type de probleme a déja été étudié
par plusieurs auteurs. A notre connaissance, on peut citer Brown lui-méme
(appendice de [Br]), Heller [He] ou encore J.P. May (non publié). Le cas «sim-
plement connexe» étudié ci-aprés n’a d’autre application en vue que le théo-
réme 2.2.3 de la partie 2 de cet article.

Soit X un espace pointé. On note Ry: h&,,— & ns,, le foncteur covariant
représenté par X ; on a donc Ry Y=[X, Y] pour tout espace pointe Y.

Rappelons qu'un foncteur covariant S: h.%,, —» & ns,, est dit représentable
§’il est isomorphe a un foncteur R, pour un certain espace pointé X.

Soit S un foncteur covariant h.%,,— & ns,, (en abrégé un foncteur homotopi-
que). Nous dirons que S est simplement connexe s’il vérifie la condition suivante:

(C.1) Soient Y, la composante connexe du point base de I'espace pointé Y et
Y, son revétement universel. Alors 'application SY, — SY est une bijection.

Soit S: h4,,— & ns,, un foncteur covariant simplement connexe. Nous dirons
que S et «semi-représentable» s’il existe un espace pointé simplement connexe
X et un élément x de SX tels que:

(a) pour tout espace pointé Y, application naturelle (induite par x) [X, Y] - SY
est surjective;

(b) pour tout entier n=2 et tout groupe abélien = JYapplication
[X, K(r, n)] - SK (=, n) est bijective.

On dira que le couple (X, x) «semi-représente» S. Un tel couple est unique
a isomorphisme prés. En effet, soient Y un espace pointé simplement connexe
et y un ¢élément de SY tels que pour tout entier n=2 et tout groupe abélien
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7 Papplication (induite par y) [Y, K(rn, n)] — SK (=, n) est bijective. 11 existe au
moins une application f: X — Y qui envoie x sur y. Elle induit par hypothése
un isomorphisme en cohomologie a coefficients dans tous les groupes abéliens;
c’est donc une €quivalence d’homotopie puisque les deux espaces sont simple-
ment connexes.

Cependant, contrairement au cas ou S est représentable, le couple (X, x)
n’est pas nécessairement «unique a isomorphisme canonique prés»: il peut exis-
ter des équivalences d’homotopie f: X - X non homotope a lidentité qui
«fixent» x.

Un foncteur simplement connexe S: h.%,, — & ns,, est dit semi-exact il vérifie
les conditions suivantes:

(C.2) Pour tous espaces pointés Y et Z, l'application naturelle S(Yx Z) > SYx SZ
est une bijection.

(C.3) Pour tout ensemble E et tout entier n= 1, I'application naturelle:
SUK(Q/Z, n)*) - (S(K(Q/Z, n))*
est une bijection.

(C4) Soient Z — Y une application pointée et :
Z-.. -Y~hoY o~ oY
sa tour de Postnikov. Alors I'application naturelle:

§Z—-Lim,SY,
est surjective.

(C.5) Soient Y un espace pointé,  un groupe abélien, n un entier 22, f: Y - K(zn, n)
une application pointée de Y dans un espace d’Filenberg-Mac Lane, et Z la fibre
homotopique de f. Alors la suite d’ensembles pointés SZ —-SY—SK(n, n) est
exacte: un élément de SY est l'image d'un élément de SZ si et seulement si son
image dans SK (r, n) est triviale.

Observons que I'action a homotopie prés de QK (xn, r) sur Z induit en vertu
de (C.2) une action du groupe abélien S 2 K (r, n) sur 'ensemble pointé SZ.

Un foncteur simplement connexe et semi-exact S sera dit exact s’il vérifie
en plus de (C.1), (C.2), (C.3), (C.4) et (C.5) la condition suivante:

{C.6) Soient Y un espace pointé, © un groupe abélien, n un entier 22, 1 Y - K(n, n)
une application de Y dans un espace d’Eilenberg-Mac Lane, et Z la fibre homotopi-
que de f. Deux éléments de SZ différent par 'action du groupe abélien SQ K (7, n)
sur SZ si et seulement s’ils ont méme image dans SY.

Notons que si X est un espace pointé simplement connexe, le foncteur Ry
est simplement connexe et exact. Réciproquement:

Théoréme B.1 Soit S: h.S,,~ &ns,, un foncteur covariant simplement connexe.
Alors:

(a) S est semi-exact si et seulement si il est semi-représentable;
(b) S est exact si et seulement si il est représentable.
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B.2 Homologie et cohomologie des foncteurs simplement connexes semi-exacts

On se donne dans toute cette partie un foncteur covariant S: h%,, - &nsy,
simplement connexe semi-exact.

Cohomologie d’un foncteur simplement connexe semi-exact. Soient m un groupe
abélien et n un entier = 1. On note H"(S; n) 'ensemble pointé SK (=, n).

Cet ensemble est muni d’une structure canonique de groupe abélien. En
effet, comme S vérifie la propriéte (C.2) la multiplication de K(r, n),
K(n, n) x K(n, n) > K(x, n), induit une loi de groupe abélien SK({=z, n)x
SK(m, ny—SK{rn, n). Le groupe abélien H"(S; ) s’appellera le n-éme groupe
de cohomologie de S a coefficients dans =. On pose H®(S;m)=n. La simple
connexité de S montre que les groupes H!(S; n) sont nuls pour tout groupe
abélien 7.

On note &/ b la catégorie des groupes abéliens et H"(S; —): o/ b—> /b le
foncteur qui envoie un groupe abélien = sur le n-eme groupe de cohomologie
de S a coefficients dans x; c’est un foncteur additif d’apres (C.2).

Caractérisation des foncteurs représentables o/ b— o/ b

Théoréeme B.2 (Watts) Soit H: &/ b— o/ b un foncteur additif covariant exact
a gauche et commutant aux produits quelconques de Q/Z. Alors H est repré-
sentable: il existe un groupe abélien m et un isomorphisme de foncteurs
Hom_,,(n, —)=H.

Pour une démonstration voir [Wa]. Ce théoréme résulte du fait que Q/Z
est un cogénérateur de la catégorie abélienne </ b (tout groupe abélien A se
plonge dans un produit de Q/Z).

Homologie entiére d'un foncteur homotopique simplement connexe semi-exact. Soit
H: o/ b— o/ b un foncteur additif covariant. On note R'H, i=0, 1, le i-éme
foncteur dérivé a droite de H; R® H est un foncteur additif exact a gauche.

D’aprés (C.3) le foncteur R® H*(S; —) vérifie les hypothéses du théoréme B.2.
Il existe donc un groupe abélien H,(S; Z) et pour tout groupe abélien n une
bijection naturelle:

Hom,,,(H,(S; Z), 1)=(R® H(S; —))(n).

Le groupe abélien H,(S; Z) s’appellera le n-¢me groupe d’homologie a coeffi-
cients entiers de S.

Puisque par convention H°(S; n)== on a Ho(S; Z)=Z; de méme, I'égalité
H(S; n)=0 montre que 'on a H,(S; Z)=0.

Observons que 'on a une transformation naturelle canonique H"{S; —)
—Homy,,,(H,(S; Z), —). On se propose au paragraphe suivant de montrer que
cette transformation naturelle est surjective et de déterminer son noyau.

Suites exactes des coefficients universels. Soit 0 —» n" -1 — 1" — 0 une suite exacte
de groupes abéliens. On considére la longue suite d’espaces d’Eilenberg-Mac
Lane:

a#-»ag-n K@ 1)-»K(r 1)—>...> K7, n)—> K(n, n)

K@, n-5K@ n+l)—...
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dans laquelle chaque séquence de trois espaces consécutifs est une fibration
a homotopie pres. Lorsqu’'on applique S a cette suite on obtient en vertu de
(C.5) une longue suite exacte de groupes abéliens:

0— HO(S; ) — H(S; m) » HO(S: w')—%> HY(S; ) > H'(S; m) — ...
— H™(S; n')—> H™(S; 1) — H(S; #') 2> H"* \(S; )~ ... .

Supposons maintenant que le groupe abélien n (et donc 7') est un objet injectif
de o/ b. Par définition des foncteurs dérivés a droite R'H™(S; —) de H*(S; —),
i=0, 1, la suite exacte ci-dessus fournit pour tout n une suite exacte de groupes
abéliens, naturelle en 7:

0->RYH" '(S;m)—> H"(S; ) = R° H*(S; m) = 0.
Compte tenu des isomorphismes canoniques:

R® H"(S; —)=Hom,,(H,(S; Z), —)

et
R' H"(S; —)=R" RO H"(S; —)=Extl,(H,(S; Z), —),

la suite exacte précédente s’interpréte comme une suite exacte de foncteurs
Ab— oAb

OQEthIb(Hn—l(S>Z)5 _)_’Hn(s’ _)_)Hom.db(Hn(S,ZL _)_)0

Cette suite exacte de foncteurs s’appellera la suite exacte des coefficients univer-
sels du foncteur S; sa valeur en un groupe abélien 7 est donc la suite exacte
de groupes abéliens

0 - Extly, (H, - (S; Z), n) » H"(S; ) > Hom . (H,(S; Z), 1) >0

précédemment construite.

Fonctorialité de Uhomologie entiére et des suites exactes de coefficients universels.
Les constructions précédentes sont fonctorielles. Précisons un peu. Notons
respectivement h %, F,, Fi et F la sous catégorie de h¥,, dont les objets
sont les espaces pointés simplement connexes, la «catégorie» opposée a celle
des foncteurs homotopiques simplement connexes exacts, la «catégorie» opposée
a celle des foncteurs homotopiques simplement connexes semi-exacts et la «caté-
gorie» opposee a celle des foncteurs homotopiques (la justification des guillemets
ci-dessus autour du mot catégorie est que les Hom(—, —) ne sont pas a priori
des ensembles). On a des plongements pleinement fideles h &, & F,! - F L > F
et h,,— % induits par la correspondance X+ Ry. Par la suite nous identifie-
rons souvent un espace pointé X a son image dans %, avec cette convention
un élément x de SX s’identifiera & un #-morphisme S — X.

L’homologie enti¢re des foncteurs homotopiques simplement connexes et
semi-exacts définit un foncteur %! — o/ b, (/ b, désignant la catégorie des grou-
pes abéliens N-gradués). De méme les suites exactes de coefficients universels
sont fonctorielles.

Soit X un espace pointé simplement connexe. L’egalit¢ [X, K(=, n)]
= H"(Ry; =) définit un isomorphisme canonique H ,(X; Z)~ H_(Ry; Z). Un éle-
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ment x de SX (que 'on considére comme un % -morphisme S — X) induit donc
un homomorphisme x,: H (X ; Z)— H(S; Z).

Un #-morphisme f: S — T de %, induisant un isomorphisme en homologie
entiére s’appellera une équivalence faible. Notons que f est une équivalence
faible si et seulement s’il induit un isomorphisme en cohomologie a coefficients
dans tous les groupes abéliens.

B.3 Démonstration du théoréme B.1

Lemme B.3.1 Soit y: S— Y un & -morphisme, Y étant un espace pointé et S
un objet de FL. Alors il existe un espace pointé simplement connexe X et un
F-diagramme commutatif:

i

Ss—2 5y

dans lequel x est une équivalence faible.

Démonstration. Nous allons construire X par récurrence. Soit n un entier =0.
Une n-réalisation de y est la donné:

— d’un espace pointé X ,;
- d'une application f,: X, - Y;
— d’un morphisme x,: § > X,;

tels que:

(@) foox,=y;
(b) x, est n-connexe, cest-a-dire que H,(x,): H,(S; Z)— H (X ,; Z) est un isomor-
phisme pour k <n et un épimorphisme pour k=n+1.

Notons X,=Y, et f,: X, — Y le morphisme canonique. D’aprés (C.1) on peut
trouver x,: S — X, tel que fyox,=y. On constate que y, est O-connexe puisque
S et X, sont simplement connexes. Le triplet (X, f5, x) est donc une 0-réalisa-

tion de y.
Soient nz0 et (X,,f,, x,) une n-réalisation de y. Notons K,.;=
ker(Hn+l(xn):Hn+1(S;Z)—>Hn+1(Xn;Z)) et Cn+2=COker(Hn+2(xn):

H,, ,(S;Z)>H,,,(X,;Z). Considérons le diagramme de suites exactes de
coefficients universels pour le groupe abélien n:

0 ——— Extyy(Hys 1 (X3 Z), 1) ——— H" 2(X,,;; m)

| |

0——— Extyy(Hy+1(S;Z), 1) —— H""*(S;7)

'—__}Hom.ﬁlb(Hn+2(Xn;Z)s T[) 0
Hom ,,(H, +2(S; Z), m) 0.
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Ce diagramme fournit une suite exacte a six termes reliant les différents noyaux
et conoyaux.

Pour n=C,,,, 'obstruction a relever I'’épimorphisme H, ,,(X,; Z)—C, .,
en un élément o de H"**(X,;C,,,) dont limage par x* soit nulle dans
H"*%(S; C,,) «vit» dans ExtL,(K,., C,.,); on la représente par une exten-
sione:0-C,,,—>E,,,—»K,, -0

On considére maintenant le diagramme précédent avec n=E,,,. Comme
I'image de e par l'inclusion C,,,—E,,, est triviale il existe un élément o de
H"*%*(X,; E,.,) vérifiant x¥(x)=0 et relevant ’homomorphisme H, . ,(X,; Z)
—E, ;s

Notons X, ,; la fibre homotopique de I'application a: X, — K(E,,,, n+2).
Le & -morphisme composé S — X, — K(E,, ,, n+2) est trivial par construction
et d’aprés (C.5) il existe donc un & -morphisme x,,,: S— X, ., tel que x, est
le composé de x,,, , et de I'application X, ., — X,

La suite spectrale de Serre a coefficients entiers pour la fibration X, .,
— X, — K(E, 3, n+2) fournit des isomorphismes H, (X, ;; Z)=~ H(X,; Z) pour
k <n, ainsi qu’une suite exacte:

O0-H, ;(Xp413Z)>Hyy )(Xs Z)~E, > H, (X, 3 Z)—H, (X, Z) -0

qui se décompose en les suites exactes courtes suivantes:

- 0_>Hn+2(Xn+1; Z)_)Hn+2(Xn; Z)_—}Cn+2——’07
= 0-Ch122E, K, 1 =0

- OqKn-*-l_’Hn+1(Xn+l;Z)-)Hn+l(Xn;Z)"O'

On en déduit que x,,,: S— X, , est (n+1)-connexe et que, en notant f,,,:
X,.+1— Y l'application canonique, le triplet (X,,,f,+1> Xn+) €St une (n+1)-
réalisation de y: S — Y.

On obtient en itérant cette construction une tour de fibrations — X, .,
—X,—~...>X;—>Y et un élément de Lim,SY, au dessus de y. On note X

la limite inverse de cette tour. D’aprés (C.4) on peut trouver un morphisme
x:8— X qui reléve 'élément de Lim, S X ,; on vérifie alors que 'homomorphisme
Xy H(S; Z)— H (X ; Z) est un isomorphisme et que le composé de x et de
P'application canonique X — Yest égala y. [

Lemme B.3.2 Considérons un & -diagramme commutatif dans lequel X, Y et Z
sont des espaces pointés et S un objet de #,':

S—2 .7
X—2—Y

Alors il existe un F -morphisme u: X - Z tel que veu=y.

Remarque. On ne demande pas ci-dessus I'égalité uo x = z; celle-ci peut étre réali-
sée a posteriori puisque x est un & -isomorphisme!
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Démonstration. On se rameéne d’aprés (C.1) au cas ou Y et Z sont simplements
connexes.

Supposons tout d’abord que v est une fibration principale de fibre K(x, n)
ol m est un groupe abélien et n=2. Notons a: Y— K(rn, n+ 1) l'application
classifiante.

Par hypothése, y*(«) est triviale dans H"* ! (X ; n); en effet x* est un isomor-
phisme et (voz)*(x) est triviale dans H** ' (S; n).

On peut donc trouver u': X —Z qui reléve y. D’aprés (C.6), il existe un
éléement w de H*(S; )= H"(X; =) qui envoie u’ e x sur z. Notons u: X — Z Pappli-
cation w.u’, . désignant 'action de H*(X; n) sur [X, Z]. On a vou=y et ucx=z,
ce qui établit le cas considéré.

Le cas général se traite par récurrence sur la décomposition de Postnikov
de v en utilisant (C.4). [

Démonstration du théoréme B.1 (a) On se convainc facilement que tout foncteur
hSp — Ens,, simplement connexe semi-représentable est semi-exact. Récipro-
quement soit S un foncteur covariant simplement connexe semi-exact h%,
— & ns,,. Soient X un espace pointé simplement connexe et x: S — X une équiva-
lence faible ('existence d’un tel couple (X, x) est assurée par le lemme B.3.1
que 'on applique avec Y==x). Nous souhaitons montrer que (X, x) semi-repré-
sente S. 11 suffit pour cela de montrer que pour tout espace pointé Y I'application:

[X,Y]-SY

induite par x est surjective. En effet, lorsque Y est un espace d’Eilenberg-Mac
Lane, cette application est bijective puisque x induit un isomorphisme en homo-
logie entiére (voir B.2).

Soit y: S— Y un ¢élément de SY. Le lemme B.3.1 montre 'existence d’un
espace pointé simplement connexe X' et d'un # -diagramme commutatif:

X
s—r—

dans lequel x’ est une équivalence d’homologie entiére. Ce méme lemme appliqué

al'élément (x, x'): $ » X x X' de S(X x X') montre 'existence d’un espace pointé

simplement connexe X" et d’'un # -diagramme commutatif:

X!/

LEN ‘NS '¢

dans lequel x"’ est une équivalence faible. Chacun des deux &% -morphismes z:
X"—>X et z: X"> X' composés du & -morphisme X” — X x X' et des projec-
tions est une équivalence d’homologie entiére et donc un isomorphisme puisque
les espaces sont simplements connexes. Notons u: X — Y le #-morphisme com-
posé yoz'oz”1; par construction uex =y ce qui montre bien la surjectivité¢ de
I'application [X, Y] - SY.
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(b) Supposons de plus que S est exact. On veut montrer que lapplication
[X, Y] - SY est injective pour tout espace pointé Y.

Soient y' et y” deux applications X — Y ayant méme image y dans SY. On
a donc un diagramme commutatif:

S—*Y 5 Y

X -9, yx Y,

A désignant la diagonale de Y. Le lemme B.3.2 montre qu’il existe une application
u: X — Ytelle que dou=(y’, y'}; on a donc y'=u=y" ce qui achéve la démonstra-
tion du théoréme B.1. [
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