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0 Introduction 

Soient  p u n  n o m b r e  p remier  et n un entier.  

Question. Soit  ~ une classe d 'espaces.  Existe-t- i l  un espace X et une classe d 'ho-  
molog ie  x dans  H,(X; lFp) tels que p o u r  tout  espace  Y a p p a r t e n a n t  fi ~ et 
toute  classe d ' h o m o l o g i e  y dans  H,(Y; lip) il existe une app l i ca t ion  f :  X- - .  Y 
avec f .  x = y?  

La  r6ponse  est non  si ~ est la classe de tous  les espaces. En voici une 
raison.  Ecr ivons  n=k+~ et no tons  rk,/y) le rang  du  c a p - p r o d u i t  pa r  y, 
Hk(y;~)~Ht(Y;Fp); il est c lair  que l 'on a l ' in6galit6 rk,/f .x)<rk,/X ). Si la 
r6ponse 6tait  oui a lors  rk,t(y) serait  major6  i n d 6 p e n d a m m e n t  de y ce qui est 
mani fes tement  faux. 

C e p e n d a n t  la r6ponse  est oui  si ~ est la classe des espaces Y qui  sont  des 
suspensions.  C'est  lfi un des r6sultats  p r inc ipaux  de cet article. 

L 'h i s to i re  commence  avec le t ravai l  fondamen ta l  de Brown et Gi t l e r  [-BG] 
qui impl ique  en par t icu l ie r  que la r6ponse fi la ques t ion  ci-dessus est aff i rmative 
si cs est la classe des espaces  Y qui sont  des suspensions  it6r6es q(n) fois pou r  
une cer ta ine  fonct ion q de n. 

A v a n t  d '6noncer  pr6cis6ment  nos r6sultats  et afin de mot ive r  les d6finit ions 
qui  von t  suivre commengons  pa r  cons id&er  le cas bien connu  de l ' homolog ie  
ra t ionnel le .  

Soient  n un ent ier  s t r ic tement  posi t i f  et Y un espace  point6 a lors  l ' h o m o m o r -  
phisme d 'Hurewicz  ra t ionnel  Q | ~,  + t S Y ~  H ,  + 1 (2; Y; •) est surjectif. Cette 
surjectivit6 r6sulte de l '6nonc6 plus pr6cis suivant  (dfi o r ig ina lement  fi Ca r t an  
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et Serre): ~ |  Y est naturellement isomorphe au ~-espace vectoriel des 
primitifs en degr6 n de l'alg4bre de Hopf H ,  (f2 Y; ~). Ce que l'on peut reformuler 
ainsi. Soient 2~,  la cat6gorie des ~-alg4bres de Hopf graduhes cocommutatives 
connexes et f2 o Y la composante connexe du point base de l'espace de lacets 
f2 Y,, alors l'application naturelle: 

| ~, +, Y ~ Hom~,o (H, (f2 S" + ~ ; ~), H ,  (~2 o Y; ~)) 

est une bijection. En effet H,(~2S"+~; Q) est isomorphe h la Q-alg6bre de Hopf 
gradu6e cocommutative Tens(x) librement engendr6e, comme ~-alg6bre gra- 
du6e, par un 616ment primitif x de degr+ n; Hom re,~(H,(f2S"+ ~ ; Q), H) s'identifie 
donc, pour toute Q-alg6bre de Hopf gradube cocommutative connexe H, au 
Q-espace vectoriel de ses primitifs en degr6 n. Notons P, H ce Q-espace vectoriel. 
On observera que le foncteur H~--*P,H pr6serve les 6pimorphismes; en d'autres 
termes Tens(x) est un objet projectif de .;~g~,o (un objet D d'une cat~gorie @ 
est projectif si le foncteur H o m ~ ( D , - )  transforme 6pimorphislnes en surjec- 
tions). 

Revenons maintenant fi l'homologie modulo p. 
Soit Yf,~, (resp. yf ,  V~,ab) la cat6gorie des lFp-alg6bres de Hopf gradu6es cocom- 

mutatives (resp. bicommutatives) connexes, que nous appellerons pour abr6ger 
des lFp-alg6bres de Hopf (resp. des Fp-alg6bres de Hopf ab61iennes). Le foncteur 
H~-*P,H qui associe dt une lFr-alg6bre de Hopf (resp. lFp-alg6bre de Hopf 
ab61ienne) H l e  Fp-espace vectoriel P,H de ses primitifs de degr6 n est repr6senta- 
ble: 

P, H ~ Hom ~r,~p (Tens (x), H)(resp. P, H ~ Hom~e~,~,~(Sym (x), H)), 

Tens(x)(resp. Sym(x)) d6signant la Fp-alg6bre de Hopf (resp. lFp-alg6bre de Hopf 
ab61ienne) librement engendr6e, comme Fp-alg6bre gradude (resp. comme 
lP~,-algabre gradu6e commutative) par un 616ment primitif x de degr6 n. 

Contrairement au cas rationnel, les foncteurs H~--*/', H ci-dessus ne pr6servent 
pas les 6pimorphismes pour toutes les valeurs de n. 

Colette Schoeller [Sc] a montr6 que Sym(x) admettait une couverture projec- 
tive dans j f ,  Fp.,b (rappelons que cette cat6gorie est ab61ienne) que nous notons 
W~p'ab(n). La justification de cette notation est la suivante. Supposons n pair 
si p e s t  impair (pour p et n impairs, Sym(x) est l'alg6bre ext6rieure sur x et 
est d6j~i un objet projectif de yf ,  r~,~b); alors la F~-alg6bre de Hopf non gradu6e 
sous-jacente /t WFp'ab(rt) est bicommutative et son spectre est isomorphe au 
groupe alg6brique sur Fp des vecteurs de Witt de longueur v,,(n)+ 1, vp(n) dbsi- 
gnant la valuation p-adique de n (ceci permet d'ailleurs de fixer le choix de 
WF,,.~b(n)). 

La situation est en fait analogue dans le cas non commutatif. Nous montrons 
que Tens(x) admet une couverture projective dans ~,~p que nous notons W~,'(n). 
Supposons h nouveau n pair si pe s t  impair (pour p e t  n impairs, Tens(x) est 
d6jh un objet projectif de j f ,  F~); alors la lFp-alg6bre de Hopf WFp(n) est caract6ri- 
s6e fi isomorphisme pr6s par la propri6t6 suivante: il existe un 616ment y de 
degr6 n dans WFp(n) tel que WF~(n) est librement engendr6e, comme Fp-alg6bre 
gradu6e, par les ~iy, O<i<k, ~ d6signant le Versehiebung de WF~(n), ~ son 
i-6me it6r6, et k la valuation p-adique de n. On observera que I'ab61ianis6e de 
WFp(n) est isomorphe h wFp'ab(n). 
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ThOorOme 0.1 Soit n u n  entier > 2. It existe un espace pointO simplement connexe 
T~ (n) (que nous appelons le n-Ome espace de Brown-Gitler) et une transformation 
naturelle 0 du foncteur Y~--~[TI(n), Y] (la notation [ - , - - ]  dOsigne l'ensemble 
pointO des classes d'homotopie pointdes) dans le foncteur 
Y~--~ Homae,~p (W Fp (n), H ,  (s Y; lFp)) (ces deux Joncteurs sont d4finis sur la catOgo- 
rie homotopique pointOe et fi valeurs dans la catOgorie des ensembles pointOs) 
qui selon les valeurs de n modulo 2 p poss~dent les propriOtOs suivantes. 

Pour n ~ _+ 1 rood 2 p: 

- Oy est une bijection pour tout espace pointO E 

(Autrement dit le foncteur Y~--, H o m  ~ , (  WF~(n), H , (Qo Y, Fp)) est reprOsentable.) 
Pour n = ___ 1 mod 2 p: 

- Or est une surjection pour tout espace pointO Y; 
- Oy est une bijection lorsque Y est un espace d'EiIenberg-Mac Lane. 

(Nous disons dons ce cas que le foncteur Y~--*Hom~,~,~p(WF'(n), H,(Y2 o Y; Fp)) est 
semi-reprOsentable.) 

Remarques. - L'espace T~ (n) ci-dessus est unique h homotopie  pros (c'est Ovident 
dans le cas n ~  + 1  m o d 2 p ,  voir par exemple le paragraphe 2.2.3 pour  le cas 
n-= _+ 1 rood 2 p qui l'est un peu moins). 

- Les cas n=0 ,  1 sont un peu particuliers et plutOt que de les faire entrer 
h toute force dans l'0noncO prOcOdent nous avons prOf0rO les 0carter. Le lecteur 
se convaincra facilement qu'il est raisonnable de poser T 1 (0) = S 1 et T~ (1) = S 2. 

- Voici le type d 'homotopie  des espaces de Brown-Gitler pour  les petites valeurs 
de n: 

- pour 2 < n < 2 p -  1, T 1 (n) = Z"-  ~ M, M dOsignant la cofibre de l 'application 
S ~ ~ S 1 de degr0 p; 

- pour p = 2 ,  TI (4 )=XIRP 4. 

MOthode de dOmonstration du th~or~meO.1 Posons S(Y)=Homse ,~(WF~(n) ,  
H,(~2 o Y; IFfl). Consid&ons une fibration Z--,  Y--* K(n, m). D'aprOs Moore et 
Smith [MS1], la suite de lFp-algObres de Hopf: 

H ,  (~2o Z; F p ) ~  H,( t2 o Y; Fp)~  H ,  ((2K(g, m); ~ )  

est exacte pour m > 3 .  I1 en r0sulte, puisque WF'(n) est un objet projectif de 
yf ,  F~, que la suite d'ensembles pointOs: 

s ( z )  ~ s ( Y )  --, S ( K  (~. m)) 

est exacte pour  m > 3 et on se convainc sans difficultOs qu'il en est encore ainsi 
pour m => 2. 

C'est lfi la propri0t6 essentielle qui permet de montrer  que le foncteur S 
est semi-repr0sentable pour tout n > 2 en appliquant le thOorOme de repr0sentabi- 
lit6 du troisi0me auteur (appendice B). De la m~me maniOre on montre  que 
le foncteur S est reprOsentable pour n ~  + 1 rood 2p en examinant  le d0faut 
d'exactitude (h nouveau d0crit dans [MS1, MS2]) de la suite de Fp-algObres 
de Hopf  (m=> 3): 

H , ( n  2 KOr, m); Fp )~  H , ( ~ o Z ;  IF~)~ H,(f2 o Y; lFp). 
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Le thOorOme 0.1 admet comme consOquence plus ou moins formelle le th6o- 
rome 0.2 ci-dessous dont l'6nonc6 nOcessite au prbalable l'introduction de quel- 
ques notions et notations impliquant l'algObre de Steenrod. 

On note ~'., la cat6gorie des A-modules /t droite instables (nous oublierons 
par la suite la mention <~/l droite))), A d6signant l'algObre de Steenrod modulo p. 
L'homologie modulo p d'un espace Y, que nous noterons simplement H ,  Y, est 
un exemple d'objet de ~/,. Soit G(n) le A-module instable reprOsentant ~l'homo- 
logie en degr6 n>> dans ~ , ,  c'est-~i-dire caractOris6 par l'isomorphisme fonctoriel 
(en le A-module instable M): 

Homo~,(G(n), M)--- M, 

(en d'autre termes G(n) est le A-module instable librement engendr6 par un 
616ment de degr6 n). 

On note enfin YF, la cat6gorie des ~A-alg6bres de Hopf instables~ qui sont 
gtla fois des Fp-alg6bres de Hopf et des A-modules instables, ces deux structures 
v6rifiant ]es conditions de compatibilitb usuelles. Par exemple la nZp-alg6bre de 
Hopf H ,  f2 o Y consid6r6e pr6c6demment est en fait un objet de ~ , .  

Th6orbme 0.2 Soit n u n  entier >= 2. L'espace pointO TI (n) est, fi homotopie pros, 
l'unique espace pointd simplement connexe poss~dant les propri~tOs suivantes: 

(a) It existe un isomorphisme de A-modules instables lq, Ta(n)~2G(n) (XG(n) 
dOsignant la suspension du A-module insrable G(n)); 
(b) l 'application ~q , Y, f2 T1 (n) --* lq , T1 (n) induite par la coiinit~ de l'adjonction 
Z (2 T 1 (n) --* T1 (n) est surjective; 

(c) t'homotogie H ,  (Tl (n); 2g [~-]) est triviate. 

L'espace pointd Tl (n) possOde en outre les propriOt~s suivantes: 
(d) T 1 (n) est rdtracte, 3 homotopie pros, de la suspension d'un espace point~ ; 
(e) pour tout espace pointO Y l'application naturelle : 

IT1 (n), Z Y] --* Hn Y(~ Hom~,(/~,  7"1 (n) , / t ,  Z V)) 
est surjective ; 
(f) l'application naturelle: 

[7"1 (n), Y] ~ Homjr , (H,  ~ 7"1 (n), H ,  ~2 o Y) 

est surjective pour tout espace point~ Yet  bijective torsque Y est un espace d'Eilen- 
berg-MacLane; de plus si n~_+ 1 m o d 2 p  elle est bijective pour tout espace 
pointd Y 

Commentaires. - Le point (e) montre bien que la r6ponse/l la question initiale 
est affirmative si c~ est la classe des espaces qui sont des suspensions. 

- Le point (d) est en un certain sens optimal. En effet il existe des valeurs 
de n pour lesquelles Tl(n ) n'a pas le type d'homotopie d'une suspension. I1 
en est ainsi par exemple pour T1 (2 p) si p > 2 et pour TI (8) si p = 2. 

En revanche: 

Th6or6me 0.3 Soit n un entier non congru fi 0 rood 2 p. Alors il existe un espace 
pointd connexe To(n) dont la suspension ale  type d'homotopie de Tl (n). 
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(Le seul cas de ce th6or6me qui ne soit pas imm6diat ~t partir du th6or6me 0.2 
est n -~2mod2p,  en effet dans les autres cas on a G ( n ) ~ 2 G ( n - 1 )  et it suffit 
de prendre To(n)= T l ( n -  1).) 

- L'existence d'un espace Tl(n) poss6dant les propribt6s (a), (b) et (c) de 0.2 
appara~t d6jfi dans [-GL]. On trouve une version ~stable~> de la propri6t6 (d) 
dans [Lal ,  Gol] .  

Espaces de Brown-Gitler et spectres de Brown-Gitler. On note T(n) le spectre 
dont la suspension est le spectre des suspension it6r6es de l'espace TL (n): 

Z T(n) = Z ~ T l (n). 

Les propridt6s (a) et (e) de Tx (n) impliquent: 

(a) H .  T ( n ) ~  G(n) comme A-module; 
(b) pour tout espace point6 Y l'homomorphisme naturel 

[T(n), Z ~ Y] -~/] .  Y 

est surjectif ([T(n), 2 ~ Y] d6signe le groupe ab61ien des applications du spectre 
T(n) dans le spectre des suspensions it6r6es de Y). 

C'est l'existence d'un spectre T(n) v~rifiant (a) et (b) qui est le r6sultat essentiel 
du travail pr6c6demment cit6 de Brown et Gitler [BG] (dans cet article ils 
se limitent au cas p=2 ,  le plus important dans les applications, notamment 
[Mah, BP1, Co]); Brown et Gitler construisent en fait les n-duaux des spectres 
T(n) et c'est plut6t ~ces n-duaux que l'on r6serve habituellement l'appellation 
de spectres de Brown-Gitler. 

Le th6or6me 0.1 concernant les espaces de Brown-Gitler implique un th6o- 
rdme analogue pour les spectres T(n): 

Th6or/~me 0.4 Soit n u n  entier >2;  soit Y un spectre. Il existe un Opimorphisme 
de groupes abOliens, naturel en Y: 

IT(n), r ] -~Homxo~, .~(W ~'"b(n), H ,  ~o  y) 

qui est un isomorphisme s i n  est non congru fi + 1 modulo 2 p ou si Y est un 
spectre d'Eilenberg-Mac Lane (on note (2 ~ Y le O-kme espace d'un O-spectre ~qui- 
valent h Y e t  O~ Y la eomposante connexe du point base dans O ~' Y). 

Signalons qu'une variante de cet hnonch (pour p e t  n pairs) est d4montrhe 
dans [Go2] en s'appuyant sur les rhsultats de [LZ1]. 

Plan de l'article 

Partie 1: Structure des objets projectifs de certaines cat6gories d'alg6bres de Hopf 

On classifie les objets projectifs des categories J f fp  et ~ , .  On montre en particu- 
lier qu'une Fp-alg~bre de Hopf (resp. A-alg6bre de Hopf instable) H est un 
objet projectif de 3r162 Fp (resp. ~ , )  si et seulement si la lFp-alg~bre gradu~e sous- 
jacente est libre et si Q H  (cette notation d~signe les ind~composables de H) 
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est projectif en tant que Fp-espace vectoriel gradu6 ~avec Verschiebung, (resp. 
A-module instable). 

Pattie 2: R~alisation des A-alg/~bres de Hopf instables projectives 

On v6rifie que les foncteurs Y~-~Homg,(W, H ,  f2 o Y), W objet projectif de ovf,, 
qui g6n&alisent les foncteurs Y~--,Hom~,~,(Wa:'(n), H ,  [2 o Y) 6voqu6s plus haut, 
satisfont les hypoth6ses du th6or6me de repr6sentabilit6 (ou de semi-repr6sentabi- 
lit6) de l'appendice B. Comme on l'a d6jh dit les ingr6dients essentiels de cette 
v6rification sont contenus dans le travail de Moore-Smith sur la suite spectrale 
d'Eilenberg-Moore multiplicative I-MS1, MS2, Sm]. On d6montre 6galement 
dans cette partie le th6or6me 0.2. 

Partie 3: Quelques applications et exemples 

On d&aille notamment la construction des espaces T o(n) (n---2 mod 2 p) du th6o- 
r6me 0.3. 

Appendice A 

On d6montre deux propositions un peutechniques,  achevant ainsi la preuve 
commenc6e dans la partie 2 de certains r6sultats concernant ~d'invariant de 
Hopf~> des applications dont  la source est un espace de Brown-Gitler et qui 
sont triviales en homologie modulo p. 

Appendice B (par Fabien Morel): 
Une caract~risation des foncteurs homotopiques covariants repr~sentables 
par un espace simplement connexe 

I1 s'agit d'une version <<duale>) du th6or6me de reprbsentabilit6 de Brown [Br]. 

R~capitulatif des principales notations u catOgoriques ~ utiliskes dans cet article. 
- L'alg6bre de Steenrod est not6e A. 
- La cat6gorie des A-modules h droite instables connexes est not6e q/, (voir 
1.6.1). L'6toile en indice est 1~ pour signaler que 1'on travaille en homologie 
(la notation q/ 6tant traditionnellement r6serv6e h la cat6gorie des A-modules 

gauche instables). 
- La cat6gorie des A-coalg6bres instables connexes est not6e a~ff, (voir 1.6.2). 
- La cat6gorie des A-alg6bres de Hopf  instables connexes est not6e Jg, (voir 
1.6.3). 

(Soit Y un espace connexe point6. L'homologie modulo p r6duite /7,  Y est un 
exemple d'objet de q/,; H ,  Y est un exemple d'objet de 5 , .  Si Y est un H-espace 
associatif, alors H ,  Y est un exemple d'objet de ~ , . )  

Si l'on oublie l'action de l'alg6bre de Steenrod on obtient respectivement: 

- La cat6gorie des aZp-coalg6bres N-gradu6es cocommutatives connexes que 
nous notons OF, ~ (voir 1.1.1). 
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- La cat6gorie des F~-alg6bres de Hopf N-gradu+es cocommutatives connexes 
que nous notons ~,~p (voir 1.1.2, la sous-cat~gorie pleine des ~:e-alg~bres de 
Hopf N-gradu6es bicommutatives connexes est quant/ t  elle notee ~f,~,'"u). 

Enfin l'analogue dans ce contexte de la cat~gorie ~//, est celle des ~:,-espaces 
vectoriels (N-{0})-gradu6s avec Verschiebung que nous notons vk', ~, (voir 1.1.1). 

I Structure des objets projectifs de certaines categories d'alg~bres de Hopf  

I.I Catdgories des Fe-coalgdbres et des IF.-algbbres de Hopf 

1.1.I Fp-coalg~bres 

On note ar ~p la cat6gorie des lFe-coalg6bres graduees (i.e. N-gradu6es) cocommu- 
tatives (au sens gradu6) connexes (voir [MM]) que nous appellerons pour abr6- 
ger des ~:p-coalgebres. 

Soit K une ~:p-coalg6bre. On note K le noyau de la coiinit6 ~.: K--+IFp de 
K; /(  est nul en degrb z&o et K s'identifie comme Fp-espace vectoriel gradu6 

la somme directe Fp @ R, F v d6signant le Fp-espace vectoriel gradub concentr6 
en degr6 z6ro et 6gal/l IFp en ce degr& 

Le Versehiebung des IFp-coalg~bres. Le Verschiebung d'une lFp-coalg6bre K est 
l'application lin6aire 4: K--+K caract&is6e par la formule ( i x ,  u ) = ( x ,  uP), 
u d~signant un 616ment de la lFp-algbbre gradu6e commutative connexe duale. 
Le Verschiebung tel qu'il vient d'6tre d6fini ne pr6serve pas le degr6. On peut 
cependant rem6dier ~ cet 6tat de chose en introduisant le formalisme ci-apr~s. 

Le foneteur 0. On note ~,  la catbgorie dont les objets sont les ~:p-espaces vecto- 
riels gradu6s et dont les morphismes sont les applications lin6aires de degr6 
z6ro; on note #,  la sous-cat6gorie pleine de g ,  dont les objets sont les l?p-espaces 
vectoriels gradu6s connexes c'est-~.-dire nuls en degr6 zbro. On consid6re le fonc- 
teur 6/: 3 ,  -+ 3,  defini de la fagon suivante: 
- Si p = 2, (O M).  = {0 si n = 1 m o d  2 

M,/2 si n -  0 mod 2, 

Si p > 2 , ( O M )  = f 0  si n~_Omod2p 
/ M,/e s i n  -- 0 mod 2 p. 

On notera O x l'616ment de (OM), correspondant /t un 616ment x de M,/p 
(n pair sip = 2 et congru ~ 0 mod 2 p sip > 2). 

Avec cette d6finition le Verschiebung d'une Fp-coalg6bre K apparait comme 
une application lin6aire de degr6 z6ro {: K -~ O K. 

On peut alternativement d6finir le foncteur O de la fagon suivante. On consi- 
d6re le lFp-espace vectoriel gradu6/~0(~p; M| dans cette formule | d6signe 
le groupe sym6trique d'ordre p que l'on fait agir s u r  M | par permutation 
des facteurs (attention aux signes: M est gradu6 !) et flo( ; ) est le 0-6me foncteur 
de cohomologie de Tare (<des invariants divis6s par les normes>0. Soit x un 
616ment de M, que l'on suppose de degr6 pair pour p>  2, alors l'application 
O M ~/_}o(~ ;  M| qui envoie 8 x sur la classe de x | un isomorphisme 
de ~:~-espaces vectoriels gradu6s. 
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Soit K une ~v-coalg6bre. Le Verschiebung de K, 3: K ~ OK,  s'identifie fi 
l'application lin6aire de degr6 z6ro /~0 (~ ;  K)___,/~0(~p; K| induite par le 
coproduit it6r6 p fois K---,K | qui est 6quivariant lorsque l'on fait agir ~ 
trivialement sur K. 

Les IFp-espaces vectoriels graduOs avec Verschiebung. Les consid6rations prbc6den- 
tes nous conduisent h introduire la cat6gorie ~,~. des ~t~-espaces vectoriels 
gradu6s avec Verschiebung~ d6finie comme suit. Un objet de ~,Fp est un 
lFp-espace vectoriel gradu6 M muni d'une application lin6aire de degr6 z6ro 

: M ~ O M, appelbe Verschiebung, qui est l'identit6 en degr6 z6ro; les morphis- 
mes de ~,,F, sont les applications lin6aires de degr6 z6ro commutant au Verschie- 
bung. Comme pr6c6demment on note 0g,e, la sous-cat6gorie pleine de ff,r~ dont 
les objets sont connexes; manifestement ~/,~p est le produit de la cat6gorie ~ ,~  
et de la cat6gorie des IF~-espaces vectoriels. 

On observera que le produit tensoriel M | N de deux lFp-espaces vectoriels 
gradu6s avec Verschiebung poss6de un Verschiebung naturel. 

La cat~gorie o//,~ est une cat6gorie ab61ienne. Elle poss~de des projectifs 
GV~(n), n > 0, caract6ris6s par l'isomorphisme fonctoriel en M: 

Hom~,~(GFp (n), M) - M, .  

Ces projectifs peuvent s'expliciter de la fagon suivante. Soient [-G~-(n)] la <<classe 
canonique>> de GF~(n), c'est-/t-dire l'616ment de degr6 n correspondant par la 
bijection ci-dessus/t l'identit6 de GF~(n), et ~: l'application de N - { 0 }  dans 1N 
d6finie de la fagon suivante: 

K(n) = ~0 si nest  impair 

L vp(n) s i n  est pair, 

vp(n) d6signant la valuation p-adique de n. 

Proposition 1.1.1.1 Soit n u n  entier strictement positif. Les klOments [G~(n)], 
[GFp(n)] . . . . .  ~ " )  [GF~(n)] forment une lFp-base de Gn:~(n). 

La v6rification de cette proposition est laiss6e au lecteur. 
On peut montrer par ailleurs que la cat6gorie qf,~ est de dimension projective 

un et que tout projectif est une somme directe O ,  G~"(n~). 
Soit K une lFp-coalg6bre, le Verschiebung de K fait d e / (  un ~=p-espace vecto- 

riel gradu6 (connexe) avec Verschiebung. 

Proposition-D6finition 1.1.1.2 Le foncteur a~r, ~p --* ~ K~--~K poss~de un adjoint 
fi droite notO V: ql~, ~ --* off, ~ .  

La dhmonstration de cette proposition ne pr6sente pas de difficulths. 

1.1.2 IZp-algbbres de Hopf  

On note Jg,~p (resp. o~f', Fp) la cat6gorie des objets en groupes (resp. en mono'ides) 
de of,  r.. Le produit darts la cat6gorie .;f, F~ 6tant le produit tensoriel, un objet 
de ogr F~ est donc une lFp-coalg6bre H munie d'un produit /~: H |  H--* H et 
d'une unit6 t/: ~ ~ H  v6rifiant les axiomes habituels; puisque nous avons con- 
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venu que les objets de ~;~p sont connexes, il existe une unique antiinvolution 
X: H ~ H  (voir [-MM, p. 259]) et H est en fait un objet en groupe. It n'y a 
donc pas lieu de distinguer entre les cat6gories ~r et ~,F,,  (voir [MM, Sect, 8.9, 
p. 260]). Nous appellerons IFp-alg6bres de Hopf les objets de ~,F~. La sous- 
cat6gorie pleine de ~f~,~, dont les objets sont les lFp-alg6bres de Hopf ab61iennes, 
c'est-fi-dire dont le produit est commutatif (au sens gradu6) est not6e ~.~,.,b; 
notons que l'inclusion ~f~,~p,,b ~ j,f,F; admet uu adjoint h gauche que l'on appelle 
~(ab61ianisation ~ (pour une construction de ce foncteur voir par exemple [M S 1]). 

La F,-alg6bre de Hopf concentrbe en degr6 z6ro et 6gale h IF ven  ce degr6, 
que l'on notera F~ ou , ,  est un objet z6ro de la cat6gorie ~ p  (c'est-h-dire 
~i la fois initial et final, voir [-Mac]). 

La cat6gorie ocF~ poss6de des produits fibr6s et donc des noyaux et des 
produits (voir [MS1]). Soient H' --* H et H" ~ H deux ~',F,-morphismes, rappe- 
lons que le H-comodule sous-jacent ~ la IFv-alg6bre de Hopf H ' x n H "  est le 
produit cotensoriel H' [[]HH" (voir [-MM, p. 219]); en particulier te produit ten- 
soriel de deux lF,-alg6bres de Hopf est leur produit dans ~,F~ et le noyau d'un 
~,~;-morphisme H" ~ H est F v DnH" .  

La cat6gorie ~f~,~- poss6de 6galement des sommes quelconques (volt [-MS 1]). 

~'~,~-suites exactes. Une suite de ~,~-morphismes H m ~ H  m+~ ~ . . .  ~ H "  
(m + 1 < n) est dite exacte si l'image du morphisme H ~- ~ -~ H ~ est 6gale au noyau 
(dans ~,v,) du morphisme H ~ ~ H ~ + ~ pour tout k avec m < k < n. 

Sous-Fp-algObres de Hop.]" normales 

Proposition-D/~finition 1.1.2.1 Soit H' une sous-lF,-algObre de Hopf d'une 
Fp-algbbre de Hopf H. Les deux conditions suivantes sont Oquivalentes : 

(i) pour toute Fp-coalgObre K le sous-groupe Hom:c.%(K, H') est normal dans 
Horace,% (K, H); 
(ii) l'idOal ?z droite et I'idOal fi gauche de H engendrbs par H' co'lhcident. 

Lorsque ces conditions sont rOalisOes on dit que H' est normale dans H. 

Si (ii) est satisfaite on note H//H' le quotient de H par l'id6al (bilat6re) 
engendr6 par /4 ' ;  H//H' poss6de une unique ~,~,-structure faisant de la projec- 
tion canonique H--~H/ /H'  un ~f~,~p-morphisme, dont le noyau (dans ~,F,,) est 
pr6cis6ment H' [MM]. Ceci prouve l'implication (ii) ~ (i). Pour v6rifier l'implica- 
tion ( i ) ~  (ii) on introduit le .;U~p-automorphisme de H ' |  H correspondant fi 
l 'automorphisme naturel en K de l'ensemble point6 Hom~e.~,(K, H') 
x Homx.%(K, H) donn6 par la formule (8', g)~__~(gg, g -  1 g). 

Sous-lFp-algbbres de Hopf  centrales. La proposition suivante est 6vidente: 

Proposition-D~finition 1.1.2.2 Soit H' une sous-Fp-algObre de Hopf  d'une 
Fp-algdbre de Hopf  H. Les deux conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) pour toute F,-coalgbbre K le sous-groupe Hom:e,%(K, H') est central dans 
Hom~.,% (K, H); 
(ii) il existe un ~,F,-morphisme (ndcessairement unique) H' | H-~ H dont les 
restrictions fi H ' |  lFp et IFp @ H s'identifient respectivement d l'inclusion de H' 
dans H et l'identit~ de H. 
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Lorsque ces conditions sont r~alisdes on dit que H' est centrale dans H (on observera 
que ceci impose g~ H'  d'etre abdlienne et normale dans H). 

Soient H' et H comme ci-dessus et a: H ' |  H ~ H l e  ~r men- 
tionn6 dans (ii). Pour toute lFp-alg6bre de Hopf L l'ensemble point6 
Homav.%(L, H') est naturellement muni d'une structure de groupe ab61ien et c~ 
induit une action de ce groupe sur l'ensemble point6 Hom~.p (L, H). 

Proposition 1.1.2.3 Soit H'  une sous-[Zp-alg~bre de H o p f  centrale d'une ]Fp-algkbre 
de H o p f  H. Alors pour route lFp-alg~bre de H o p f  L I'action du groupe ab~lien 
Hom~r.~(L, H') sur l'ensemble point~ Hom,~,p(L, H) est libre et l'application d'en- 
semble point ,s  Homae.~ (L, H) ~ Hom~r.~(L, H//H' )  induit une injection de l'ensem- 
ble des orbites dans Hom~r,%(L, H//H') .  

D~monstration. Soit t : H'  | H --* H x n//n, H l e  W.~p-morphisme induisant la pro- 
jection H ' |  sur le premier facteur et ~ sur le second; la proposition 
d6coule formellement de ce que , est un isomorphisme. On s'en convainc en 
contemplant la transformation naturelle Homer,%(-, t). [] 

Fp-algkbres de H o p f  p-abdliennes. Nous dirons qu'une lFp-alg6bre de Hopf H 
est p-ab61ienne si elle est ab61ienne et si la puissance p-6me de tout 616ment 
de /- test  nulle (il s'agit donc d'une ]Fp-alg6bre de Hopf coprimitive dans la 
terminologie de [MS1]). On note W, Fp,p-ab la sous-cat6gorie pleine de X .  ~ 
dont les objets sont les ~Zp-alg6bres de Hopf p-ab61iennes. 

Remarque. Si H est p-ab61ienne alors pour toute une lFp-coalg6bre K le groupe 
Hom~.~(K, H) est un Fp-espace vectoriel mais la rbciproque n'est pas vraie. 

Soit M un objet de ~g.F~. L'addition M �9 M ~ M induit une structure de 
lFp-alg6bre de Hopf sur la F_-coalg6bre V M ;  cette IFp-alg6bre de Hopf est p- 
ab61ienne par construction. En fait le foncteur V: og,F~ _. j4~.Fp ainsi obtenu induit 
une ~quivalence de cat6gories ~',~ ~ Jf,~'P-~b. 

Soit H une IFp-alg6bre de Hopf; on note Q H  le IFp-espace vectoriel gradu~ 
des ind~composables de H, c'est-~t-dire le quotient /~//~2. Le Verschiebung de 
H induit sur Q H  une structure de IFp-espace vectoriel gradu6 connexe avec 
Verschiebung; le foncteur ~ind~composables)) d6fini sur la cat6gorie j f ,  F~ est 
donc fi valeurs dans la cat6gorie ~/,~. 

Proposition 1.1.2.4 (a) Le foncteur V: ql~, ~ -~ 3(f, ~ est adjoint & droite du foncteur 

(b) Soit M un F~-espace vectoriel gradud connexe avec Verschiebung. Alors la 
coiinit~ de l'adjonction Q V M --* M est un olff,,-isomorphisme. 
(c) Soit H une N~-alg~bre de Hops Alors l'unit6 de l'adjonction H - ,  V Q H  est 
un J f ,  v,-6pimorphisme. De plus H est p-abdlienne si et seulement si H ~  V Q H  
est un ~,r , - isomorphisme.  
(d) Le foncteur V: ql~, , ~ ~ , ~ ,  est exact: soit 0 ~ M '  --, M --* M "  -* 0 une ~ll~.,-suite 

~ : p  �9 t - -4 ,  ~ t exacte courte, alors la 3~, -state * ~ V M V M ~ V M ~ �9 est exacte. 
(e) Pour toute paire (M, N)  de ~:~-espaces vectoriels gradu~s connexes avec Ver- 
schiebung l'application naturelle : 

Hom~u.~p(M, N)-~ Homae,~(VM, V N )  

est bijective. 
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La v6rification de cette proposition est laiss6e au lecteur (faire un usage 
~zp r6p6t6 de [MM]). Elle implique bien que le foncteur V: ~',  _~jf,~p.p-ab est 

une 6quivalence de cat6gories (dont l'inverse est le foncteur Q: ~.~, .p- ,b ~,4/yp) 

~Zp-algdbre de H o p f  librement engendr~e par une IFp-coalgObre. Nous avons besoin 
pour des raisons techniques d'introduire la cat6gorie y ,  Fp d6finie de la faqon 
suivante. Un objet de LP, ~ est la donn6e: 

d'un IF.-espace vectoriel gradu6 avec Verschiebung L; 
de 0/~-morphismes /t: L |  et q: IFp-~L faisant de L une lFp-alg6bre 

gradu~e connexe (ce qui signifie que l'unit6 r/: lFp---, L induit un isomorphisme 
en degr6 z6ro). 

Soit M un Fp-espace vectoriel gradu6 connexe avec Verschiebung; l'alg6bre 
tensorielle sur M, Tens(M), est canoniquement un objet de S ,  ~ .  La proposition 
suivante est classique. 

Proposition-D~finition 1.1.2.5 Le foncteur oubli j f ,  F~ ~ j{.,~:~ admet un adjoint 
fi gauche ~f,F~__, ~F,F~ que l'on note J. 

DOmonstration. Soit K une IFp-coalg~bre. Consid6rons l'alg6bre tensorielle 
Tens(/s c'est un objet de LP, ~.  I1 existe un unique ff',F,-morphisme A: Tens(/s 
-~Tens(K') | Tens(/s qui fait de Tens(K) une lFp-alg6bre de Hopf  et de l'inclu- 
sion canonique K ~ T e n s ( / s  un J(f,~-morphisme. On note J K  l'objet en 
monoide de J~f',~ ainsi obtenu. On se convainc ais6ment que ie foncteur J e s t  
adjoint h gauche du foncteur oubli ~ , ~  -~ =,U, ~.. [] 

Commentaires. Ce paragraphe 1.1.2 met en 6vidence l'analogie entre la cat6gorie 
W,F~ et cetle des groupes (volt [MM, p. 762]), Jt~, ~'ab jouant le r61e de la sous- 
cat6gorie des groupes ab61iens et ~,F,.p ,b celui de la sous-cat6gorie des 
~:p-espaces vectoriels (et les J K  jouant le r61e de groupe libres). En fait l'analogie 
est plus grande encore avec la cat6gorie des pro-(groupes p-nilpotents) (rappelons 
qu'un groupe G est dit p-nilpotent s'il existe une filtration finie de G, G =  
Go ~ G~ ~ . . .  ~ G, = { 1}, par des sous-groupes normaux telle que G~/G~ + ~ est 
un F~-espace vectoriel et la suite exacte {1} ~ G~/G~+ ~--* G/G~+ ~ G/G~--* {1} 
une extension centrale pour 0 < k < n). En effet consid6rons la suite p-centrale 
descendante d'une lF~-alg+bre de Hopf  H (voir [MS1, p. 766]): 

H = P~ ["1 H = ~ ]  H m...  = Y. ["1 H = . . . .  

alors par construction HI/FI f tH  est ~p-nilpotente)) et H est la limite inverse 
des H//F, t"~ H. 

Voici une autre illustration de ce point de vue. 

Proposition 1.1.2.6 Soit H'  une sous-F~-algbbre de H o p f  d'une ~-alg~bre  de H o p f  
H. Alors il existe une suite dOcroissante (naturelle en la paire (H, H')) de 
sous-F~-alg~bres de H o p f  : 

H = H ~  ~ ~ . . .  ~ H " ~ . . . ~ H '  

telle que : 

- H "+~ est normale dans H" et H" / /H  "+~ est p-ab~lienne pour tout n >0;  
- H ' = ( ~ H " .  

n > O  
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DOmonstration. On construit les H" par r6currence s u r n  en utilisant le temme 
ci-apr6s. 

Lemme 1.1.2.7 Soit IX' une sous-FralgObre de I-Iopf d'une F -a, lgObre de Hopf 
H. Soit M le conoyau du ~ Q H - - * Q H  et H le noyau du 
~If, F~-Opimorphisme canonique H---~V M. Si l'inclusion H' ~ H induit un isomor- 
phisme en degr~ <=n alors l'inclusion H ' ~  H" induit un isomorphisme en degrd 
< n + l .  

DOmonstration. On utilise essentiellement le point suivant: si * ~ E ~ L - ,  E' ~ * 
est une ~,~p-suite exacte telle que QE'  est nul en degr6 <n,  alors la suite 
de lFp-espaces vectoriels 0 ~ ( Q E ) , + I  ~ ( Q L ) , + I  ~ ( Q E ' ) , +  1 --*0 est exacte. [] 

La proposition 1.1.2.6 admet le corollaire suivant dont l'analogue dans la 
cat6gorie des A-alg6bres de Hopf  instables (voir 1.6.3) aura son importance 
dans la partie 2. 

Corollaire 1.1.2.8 Soient * ~ H' -~ H -~ H"  une ~'~,V~-suite exacte et W un objet 
projectif  de j f ,  F~ (ce qui signifie que le foncteur Homav,~,(W,-) transforme 
3r en surjections). Si l'ensemble point~ Homav,~(W, H') est trivial 
alors l'application Hom~e,~,(W, H)-~ Hom~,,(W, H") est injective. 

D~monstration. I1 s'agit de montrer que rapplication Homav,~p(W, H) 
~Hom~o**~(W, H x H , , H  ) induite par le ~vf, F~-monomorphisme <<diagonal>> est 
surjective (bijective). On pose L =  H • n,,H et l'on note 6: H-~  L ce monomor-  
phisme. La m6thode est d'appliquer la proposition 1.1.2.6 h l'inclusion 6 ( H ) ~  L. 
On note L= L ~ ~ L 1 ~ ... ~ L ~ ~ . . .  ~ 6(H) la suite d6croissante de sous-lFp-alg6bres 
de Hopf  ainsi obtenue et on observe que Hom~c,~(W, 6) s'identifie fi l 'application 
canonique de la limite inverse des Homav,~(W, L ") dans Hom~e,~- (W, L). En consi- 
d6rant la ~,Vp-suite exacte scind6e: 

6 
* - -*H 'nL" - -*L"mH--**  

(dans laquelle les fl6ches H ' n  L" ~ L" et L" ~ H sont respectivement induites par 
l'inclusion de H ' x ,  dans H x H et par la projection de H x H sur le second 
facteur) et en utilisant l'exactitude h droite de Q et la proposition 1.1.2.4 on 
se convainc que le o~,Fp-morphisme canonique H ' ~  L" ~ L"//L "+1 est un 6pimor- 
phisme. Comme West projectif on en d6duit que rensemble Homae,~p(W, L"//L "+ 1) 
est trivial, L'application Hom~,~(W,L")~Hom~v,~,(W,L "+~) est donc bijec- 
tire. []  

1.2 Structure des projectifs de ~ ,F ,  

Rappelons que l'on dit qu'un objet P d'une cat6gorie cg est projectif (ou que 
P est ~-projectif) si pour tout cg-6pimorphisme re: A--- -B tout morphisme ~b: 
P--*B se rel6ve en un morphisme qS: P ~ A  (voir [Mac]). 

Le but de ce paragraphe est de d6montrer le th6or6me suivant qui est le 
r6sultat essentiel de la partie 1 : 
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Th6or6me 1.2.1 (a) Soit M un qlF,,-projectif. Alors: 
(a.I) La Zf,~-structure de Tens(M) peut se prolonger en une ~.,~-structure; en 
d'autres termes, il existe au moins un 5P,F~-morphisme Tens(M)--*Tens(M) 
| Tens(M) qui fasse de Tens(M) une Fp-algObre de Hopf. 

On note C(M) l'ensemble de ces G#,r~-morphismes et W(M,  A) la lFp-algObre de 
Hopf associ~e & un OlOment A de C(M). 

(a.2) Soit A un ~lOment de C(M). Alors W(M,  A) est ~,r,-projectif. 
(a.3) Soient zl et A' deux ~lOments de C(M). Alors W(M,  A) et W(M,  A') sont 
~'r 

(b) R~ciproquement, soit H une Fp-algbbre de Hopf alors les deux conditions 
suivantes sont Oquivalentes : 

(i) H est Jt~,r~-projectif ; 
(ii) QH est ql~,,-projectif et la Fp-alg~bre graduOe sous-jacente ?t H est libre, 
c'est-fi-dire isomorphe ~ l'alg~bre tensorielle d'un IFp-espace vectoriel gradu~ con- 
nexe. 

De plus si ces conditions sont vOrifi~es H est isomorphe gt W(QH, A) pour tout 
A dans C(QH). 

Remarques. (1) Un exemple de ~/,F~-projectifs est donn6 par la famille { G ~% (n)}, > 0 
(voir 1.1.1). 

Pour tout n>0,  choisissons une lFp-alg6bre de Hopf WFP(n) dont la 
~e,~p-structure sous-jacente est celle de Tens(GF,(n)) (pour une ~normalisation ~ 
de ce choix voir 1.5.4). Alors tout ,~,F~-projectif est une ~,~p-somme de WF-(n~). 
En effet d'apr6s la deuxi6me partie du (b) le foncteur Q induit une bijection 
entre les classes d'isomorphisme de Jg, F~-projectifs et de q/,F--projectifs et tout 
q/,~-projectif est une q/,F~-somme de GF~(n,). Un argument analogue montre 
que les Wrp(n) sont des g6n6rateurs projectifs de ~,~-: toute Fp-alg6bre de Hopf 
H est le quotient d'une ~,~--somme de WF"(n~) (utiliser 1.2.3.3). 
(2) Soit K une Fp-coalg6bre telle que /( est q/,V~-projectif (ou ce qui revient 
au m~me telle que le lFp-espace vectoriel avec Verschiebung sous-jacent fi K 
est ~/,~,-projectif). Alors la construction J de 1.1.2.5 fournit un 616ment particulier 
de C(K') et J K  est ~,r~-projectif d'apr6s le th6or6me 1.2.1. Notons cependant 
qu'en g6n6ral un ff,~--projectif (de dimension un en degr6 z6ro) ne poss6de pas 
de structure de IFp-coalg6bre. Par exemple, IFpO GFP(n) poss6de une structure 
de Fp-coalg6bre si et seulement s in  n'est pas divisible par 2 p. 

1.2.3 D~monstration du thOor~me 1.2.1 

Le th6or6me 1.2.1 repose sur le lemme suivant, dont la d6monstration sera don- 
n6e ~i la fin de ce paragraphe. 

Lemme 1.2.3.1 Soient H et H" deux Fp-algObres de Hopf  et 7r: H---~H" un 
~,Fp-~pimorphisme. Supposons que QH" est ql~,p-projectif. Alors il existe une 
sous-Fp-algObre de Hopf  H' de H telle que la composition Q H ' ~ Q H - - ~ Q H "  
est un isomorphisme. 
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DOmonstration du point (a.1) du thOorOme 1.2.1 Soit M un ~#,F~-projectif. Nous 
appliquons le lemme 1.2.3.I en prenant pour H la lFp-alg6bre de Hopf J V M  
et pour n le ~,r~-6pimorphisme JVM---~VM compos6 de l'6pimorphisme 
JVM---~ VVM et de l'6pimorphisme VVM--~ VM induit par la coiinit6 de l'ad- 
jonction VM-- ,M.  Ce lemme nous fournit une sous-~Zp-alg6bre de Hopf  de 
JVM que nous notons W telle que la composition Q W ~ Q J V M ~ - V M - - - M  
est un isomorphisme. Puisque M est ~//,V,-projectif il existe un 5~ 
~b: Tens(M)---~W qui induit l 'isomorphisme inverse sur les ind6composables. 
Nous allons montrer  qu'un tel q~ est un isomorphisme ce qui prouvera bien 
que la L~~ de Tens(M) se prolonge en une J f ,  F~-structure. 

Pour cela on montre que la composition Tens(M)--~ ~ W ~  JVM est un mono- 
morphisme ce qui r6sulte du lemme suivant : 

Lemme 1.2.3.2 Soit f:  S ~ Tun homomorphisme de IFp-algkbres graduOes connexes 
avec T libre. Si Q f: QS ~ QT est un monomorphisme (resp. un isomorphisme) 
alors il en est de mOme pour f 

DOmonstration. Soit R une IFp-alg6bre gradu6e connexe, on pose G r(R) 
= @/~"/R "+~ (R" d~signant la puissance n-6me de l'id~al d'augmentation de 

n~]N 

R); G r(R) est encore une IFp-alg6bre gradu6e connexe et l'on a un 6pimorphisme 
canonique ZR: Yens(QR)--~Gr(R). I1 est facile de voir que si Gr(f): Gr(S) 

G r(T) est un monomorphisme (resp..un isomorphisme) il en est de marne 
pour f On conclut en contemplant le diagramme commutatif  ci-dessus 

Tens(QS) Te,~(ar) , Tens(QT) 

Gr(S) 6~I) , G r ( r )  

et en remarquant que si Tes t  libre zr est un isomorphisme. 

D~monstration du point (a.2) Soient f :  L---~E' un ~,~,~p-6pimorphisme, g: 
W(M, A)-*E' un ~r H l e  produit fibr6 W(M, A)• dans la 
cat6gorie ~ , ~  (produit cotensoriel). II faut montrer  que le morphisme canonique 
7: H - ,  W(M, A) poss6de une section. 

Puisque L e s t  un E'-comodule colibre (voir [MM, proposition 4.9, p. 229]), 
done ~coplat)~, ~, est surjectif si bien que l'on peut /t nouveau appliquer le 
lemme 1,2.3.1. I1 existe done une sous-IFp-alg6bre de Hopf  H' de H telle que 
la restriction /t H' de 7 induit un isomorphisme sur les indbcomposables. Le 
lemme 1.2.3.2 montre alors que cette restriction est un isomorphisme. 

DOmonstration des points (a.3) et (b) Le fait que si H est ~,F~-projectif QH 
est q/,~-projectif r6sulte de ce que le foncteur Q est adjoint/ t  gauche du foncteur 
V: q/,F, ._, ~f~,F, qui pr6serve les 6pimorphismes. 

Le reste du point (b) et le point (a.3) d6coulent encore du lemme 1.2.3.2 
et du lemme suivant qui est une cons6quence formelle de la proposition 1.1.2.4: 

Lemme 1.2.3.3 Soient W et H deux Fp-alg~bres de Hopf Si W est 9f~,~p-projectif, 
l'application naturelle Homje,~,(W, H)-~ HomouFv, (Q W, Q H) est une surjection. 
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DOmonstration du lemme 1.2.3.1 Soient p: QH-- -~kerQ~ une r6traction de Q H  
sur k e r Q ~  (une telle r6traction existe parce que QH" est ~?l,~--projectif), H ~ 
la sous-lFp-alg6bre de Hopf  de H noyau (dans ~ , ~ )  de la composition 

H---~ V Q H - - ~  V(kerQTz), et rt ~ la composit ion H ~ ~ H----, H". 

Sous-lemme 1.2.3.4 (a) Le ~,F,-morphisme n" est encore un @imorphisme. De 
plus si Qrt induit un isomorphisme en degrO in f~rieur ou Ogal gt un certain entier 
n alors." 
(b) Q rr p induit un isomorphisme en degrO infOrieur ou ~gal gtn + 1 ; 
(c) l'inclusion H ~ ~ H induit un isomorphisme en degrO < n. 

DOmonstration. On utilise les points suivants: 
- le foncteur Q: ~,F~ ~ ~//,~ est exact/ t  droite; 

pour toute Jr exacte *--, H ---, H ~ H"--- , ,  telle que /7" est nul en 
degr6 < n, les suites de lFjespaces vectoriels 0 ~ H'~ ---, H a --* H'a' ~ 0 et 0---, 

n " ~ " (QH')d ~ (Q )~ --* (QH )d = Hd ~ O, d < n + 1, sont exactes. 
On d6montre alors le lemme 1.2.3.1 de la fagon suivante. En appliquant 

it6rativement le sous-lemme ci dessus on construit une suite dbcroissante de 
sous-~Zp-alg6bres de Hopf  de H, H = H ~ ~ H 1 ~ . . .  ~ H" ~ .... telle que: 

- la composition QH" ---, Q H Q ~ , Q H  '' est un 6pimorphisme qui induit un isomor- 
phisme en degr6 < n; 

- l'inclusion H "+~ ~ H "  induit un isomorphisme en degr6 <n,  et l 'on prend 
pour H'  l 'intersection des H". La composition QH'-- ,  Q H - - , Q H "  est bien un 
isomorphisme parce que l'inclusion H '~ ,  H" induit un isomorphisme en degr6 
< n e t  donc un isomorphisme sur les ind6composables en degr6 <n.  [ ]  

1.3 Premikres variantes du thkordme 1.2.1 

La d6monstration du th6or6me 1.2.1 que nous avons donn6e s 'adapte ~ d'autres 
situations. 

1.3.1 Variante abOlienne du th~orOme 1.2.1 

On note ,.~ff'p,ab la sous-cat6gorie pleine de ~,~P constitu6 des objets pour lesquels 
le produit # est commutat i f  (au sens gradu6). Soit M un lFp-espace vectoriel 
gradu6 connexe. On note Sym(M) la IFp-atg+bre gradu6e commutat ive (au sens 
gradu6) libre sur M; si M est un lFp-espace vectoriel avec Verschiebung Sym(M) 
est alors un objet de 50, ~P'ab. 

Th6or~me 1.3.1 On peut dans l'~nonc~ 1.2.1 remplacer respectivement ~vg, F~, ~llF,~ 
et ~q~,Fp par ~,V~,ab, Oll~,~ et ~,Fp,ab et T e n s ( - )  par S y m ( - ) .  

La d6monstration de ce th6or6me est formellement analogue fi celle du th6o- 
r6me 1.2.1. On peut voir 6galement le th6or6me 1.3.1 comme un corollaire du 
th~or6me 1.2.1. 

1.3.2 De marne le th6or6me 1.2.1 (resp. 1.3.1) admet une variante avec la mention 
<~de dimension finie en chaque degr6s>> si l 'on se place dans le contexte des 
cat6gories ~P 'g f ,  0~/~ Fp'gf, ~9~'p,gf (resp. ~:p,ab,gf ~r gf ~D~p,ab,gf), sous-catdgo- 
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ries pleines des cat6gories ~4r y/,F~, ~,~, (resp. jg,F,.ab, ~//,F,, 5r dont les 
objets sont de dimension finie en chaque degr& 

1.3.3 On peut consid6rer 6galement la cat6gorie ~ des tl~-alg6bres de Hopf 
gradu6es cocommutatives connexes, la cat6gorie des Q-espaces vectoriels jouant 
le r61e de ~#,F,. En particulier un objet de ~ ,  est projectif si et seulement 
si son alg6bre sous-jacente est libre (i.e. tensorielle). 

1.4 Lien avec les vecteurs de Witt 

1.4.1 Soit n > 0 ;  on pose C(n)=C(Grp(n)) et C"b(n)=C"b(G~P(n)), cab ( - )  d6si- 
gnant l'analogue, dans le contexte de 1.2.2, de la notation C( ) introduite dans 
l'6nonc6 du th6or6me 1.2.1. On se propose tout d'abord d'expliciter la d6finition 
des ensembles C(n) et cab(n). 

On pose k=K(n) et xi=r i=0,  1, . . . ,k ;  xi est un 616ment de 
degr6 n/p k-~. Les x i forment une lFp-base de GFp(n) (c'est ce qu'affirme la proposi- 
tion 1.1.1.1) et l'on a par d6finition ~x~=x~_l pour k>i>_l et ~Xo=0. La 
lFp-alg6bre gradu6e Yens(GF~(n)) (resp. Sym(GF~(n))) s'identifie /t la IFp-alg+bre 
gradu6e (resp. Fp-alg6bre gradu6e commutative) librement engendr6e par les 
xi que l'on notera encore Yens(xo, Xl . . . .  , XR) (resp. Sym(xo, xl,  ..., xk)). L'ensem- 
ble C(n) (resp. cab(n)) est donc celui des homomorphismes de lFp-alg6bres gra- 
du6es A: Tens(xo, xl . . . . .  Xk) --" Tens(xo, xl  . . . . .  Xk) | Yens(xo, xl  . . . . .  Xk) (resp. 
A: Sym(xo, xl  . . . .  , Xk)~ Sym(xo, xt . . . . .  Xk) @ Sym(xo, Xa . . . .  , Xk)) munissant la 
Fv-alg6bre gradu6e Tens(xo, Xl . . . . .  XR) (resp. Sym(x o, x 1 . . . .  , Xk)) d'une structure 
de lFp-alg6bre de Hopf (resp. Fv-alg6bre de Hopf ab61ienne) dont le Verschiebung 
est d&ermin6 par ~ x~ = x~_ ~ pour k > i >_ 1 et ~ Xo = 0. 

Manifestement: 
- Les ensembles C(n) et cab(n) sont finis. 
- On a une application ~d'ab61ianisation~ ~: C(n)--, cab(n). 
- Si k >  1 (c'est-/t-dire, pour p = 2  s i n  est pair et pour p > 2  s i n  est divisible 
par 2p) on a des applications de restrictions p: C(n)~C(n/p)  et pab: cab(n) 
--* C ab (n/p). 

Soit A un 616ment de C(n) (resp. de Cab(n)). On d6signera par WV,(n, A) (resp. 
We~'"b(n, A)) la lF~-alg6bre de Hopf (resp. lFp-alg6bre de Hopf ab61ienne) ob- 
tenue en munissant la IFp-alg6bre gradu6e Tens(xo, x~ . . . . .  Xk) (resp. 
Sym(xo, x~ . . . . .  Xk)) du coproduit A (on a donc avec les notations de 1.2.1, 
We,(n, A)= W(GFp(n), A)). 

Le th6or~me 1.2.1 (resp. 1.3.1) affirme entre autres que l'ensemble C(n) (resp. 
C"b(n)) est non vide et que si A et A' sont deux 616merits de C(n) (resp. cab(n)) 
Wry(n, A) et Wry(n, A') (resp. w~wab(n, A) et Wl:~'ab(n, A')) sont deux objets 
isomorphes de J(~.~, (resp. ogg.r"'ab). 

NOUS d6montrerons au prochain paragraphe la proposition suivante. 

Proposition 1.4.1 (a) L'application d'ab~lianisation ~: C(n)--* cab(n) est surjective 
pour tout n. 
Si k > 1 alors: 
(b) les applications de restriction p" C(n) ~ C(n/p) et pab: cab(n)__~ C,b(n/p) sont 
surjectives : 
(c) de plus l'application de C(n) dans le produit fibrd ensembliste de cab(n) et  

de C(n/p) au-dessus de Cab(n/p) est surjective. 
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Sin est impair, C(n) est r6duit fi un +16ment: la IFp-alg6bre de Hopf  correspon- 
dante est l'alg+bre de polyn6mes sur un gbn&ateur de dimension n, FpExo], 
munie du coproduit  pour  lequel Xo est primitif. 

Noter  que pour  p > 2, contrairement aux apparences, cette alg6bre de Hopf  
n'est pas ab61ienne! Son ab61ianis6e est l'alg6bre ext6rieure sur x o, ~:p [Xo]/(Xo) 2, 
correspondant / t  l 'unique 616ment de cab(n). 

Pour 6viter ce cas particulier trivial et atypique nous supposerons d6sormais, 
sauf mention expresse du contraire, que si le nombre  premier p avec lequel 
on travaille est diff6rent de 2 alors nes t  pair. 

Soit E un entier que l'on suppose impair s i p  = 2, pair et non divisible par 
p pour  p > 2. 

On note GF,(p ~ f)  le •p-espace vectoriel gradu6 avec Verschiebung r6union 
croissante des GF~(pkg) (comme ~c(pk{)=k cette notation est bien compatible 
avec ce qui pr6cbde); G~p(p~176 a donc pour IFp-base la famille des 616ments 
Xk, k e N ,  de degr6 respectif pk{, et son Verschiebung est donn~ par ~Xk=Xk-1  
pour k > l  et ~Xo=0. 

On d6finit l 'ensemble C(p ~ ~) (resp. cab(p ~ fl)) en remplaqant dans la dbfini- 
tion ci-dessus de C(n) (resp. cab(n)) Tens(xo, x l  . . . .  , Xk) (resp. Sym(xo, x l ,  . . . ,  Xk)) 
par Tens(x0, x l  . . . .  , Xk . . . .  ) (resp. Sym(x0, x l  . . . . .  Xk . . . .  ); observer que compte 
tenu de l 'hypoth6se faite sur E la Fp-alg6bre gradu6e commutat ive 
Sym(x0, xl . . . . .  Xk . . . .  ) n'est rien d'autre que l'alg6bre de polyn6mes 
Fp[x0, x l  . . . . .  Xk . . . .  ]). I1 est clair que C ( p ~ { )  (resp. C"b(p~f))  s'identifie fi la 
limite inverse en k des C(pk f)  (resp. c~b(p k f)). 

On note encore c~" C(p~176 ~) l 'application d'ab61ianisation et 
WV,(p ~ f ,  A) (resp. WF,'~b(p ~ (,  A)) la Fp-alg6bre de Hopf  d6finie par un 616ment 
A de C(p ~~ f )  (resp. cab(p ~ f)). L'ensemble C(p ~176 {) (resp. Cab(p ~~ {)) est non vide. 
On peut voir ceci comme une cons6quence de 1.4.1 (b). Ou alternativement 
de 1.3.2. En effet Gl%(p~Y) est un ~/,~,'gf-projectif (bien qu'il ne soit pas 
q/,~-projectif, c'est 1/t la ~,F~-version du d6but de la Sect. 6 de [Mi]). Le point 
1.3.2 montre  en outre que la classe de H,~,-isomorphisme de We~(p ~~ (, A) (resp. 
WF~"ab(p ~ {, A)) est ind6pendante du choix de A dans C(p ~ f )  (resp. cab(p ~ f)) 
et que ces objets sont W,V~'gf-projectifs (resp. Yf,~'"b'gr-projectifs). 

Nous allons d6crire ci-dessous fi l 'aide des formules de Witt [Wi] un 616ment 
canonique A w"' de cab(p~{~ Le cas non ab61ien est plus myst6rieux; il ne 
semble pas exister d'616ment ~canonique~ dans C(p ~176 f). Cependant la proposi- 
tion 1.4.1 montre que le sous-ensemble ~- ~(z] witt) est non vide. 

1.4.2 Rappels sur Ies vecteurs de Witt 

Th6or6me 1.4.2 (Witt) Soient @k, k ~ N ,  les polyn6mes, en les inddtermindes (non 
gradudes) Xk, k E N ,  fi coefficients entiers, ddfinis de la f a fon  suivante : 

~o = Xo, ~1 =(Xo)P+PXl . . . . .  r p'k-'~+ "" +PkX~, """ 

Alors il existe sur l'anneau 7Z[Xo, xl ,  . . . ,  Xk . . . .  ] u n e  unique structure d'anneau 
de H o p f  pour laquelle les q~k sont primitifs. 

I1 est facile de voir que cette structure existe sur l 'anneau 

~ ]5]  [.X'O, X 1 . . . . .  X k . . . .  ] .  Toute la difficult6 du th6or6me pr6c6dent est de mon- 
/PJ 
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trer que les formules qui expriment le coproduit  des x k ont leurs coefficients 
dans Z. Pour une d6monstration, voir [Se]. 

Si l'on attribue fi Xk le degr6 p k (  alors Z [Xo, xx . . . . .  Xk, ...] devient un anneau 
de Hopf  bicommutatif  gradu6 (qui est bicommutatif  au sens gradu6 pour p > 2 
mais non pour p - -2  car dans ce cas le degr6 de Xo est impair) que l'on notera 
wZ'"b(p ~ E); le sous-anneau gradu6 77[Xo, x~, . . . ,  Xk] est en fait un sous-anneau 
de Hopf  gradu6 que l'on no te r a  wZ'ab(p k {). 

On pose W F~' ab (p ~ ~) = ~Zp | W z, ~b (p o~ ()  (resp. W r"' ~b (n) = IF, | W ~' ~b (n)). La 
structure d'anneau de Hopf  gradu6 de w~'ab(p ~ {) (resp. wZ'ab(n)) induit une 
structure de lF,-alg6bre de Hopf  (gradu6e) ab61ienne sur WF~'ab(p~{) (resp. 
W~-'"b(n)). 

On peut montrer  que le Verschiebung de W~'~b(p  ~ f )  (et donc de Ww"ab(n)) 
est donn6 par r Xk=X k_ ~ pour k >  1 et ~ x0 =0.  Pour une d6monstration, voir 
par exemple [De]. Le coproduit de W~%'~b(p ~ f )  (resp. W~;'ab(n)) fournit donc 
bien un 616ment de C~b(p ~ #) (resp. c 'b (p  ~ f)) que l'on appellera le coproduit 
de Witt et que l'on notera A witt, 

Commentaires.  L'alg6bre de Hopf  non gradu6e sous-jacente a W~'ab(p  k f )  est 
l'alg6bre des fonctions r6guli6res d'un groupe algbbrique d6fini sur IF,: le groupe 
W k des vecteurs de Witt de longueurs k+  1. Ces Wk jouent un r61e c16 dans 
l'6tude des groupes unipotents commutatifs. Plus pr6cis6ment on sait associer 
fi un tel groupe un module sur l 'anneau de Dieudonn6 (dont une compl6tion 
convenable est l 'anneau des endomorphismes du groupe Wo~ = ~ Wk) qui le 
caract6rise ~t isomorphisme pr6s (voir [-DG]). Essentiellement, Schoeller a d6ve- 
lopp6 dans [Sc] une thborie analogue pour la cat6gorie des F,-alg6bres de Hopf  
gradu6es ab61iennes connexes (i.e. ~f~,F . . . .  ) en montrant  que cette cat6gorie est 
isomorphe 8 une cat6gorie de modules de Dieudonn6 gradu6s. La ~,F . . . . .  
projectivit6 des Wr~'ab(n) appara~t d6jh dans son travail. 

Signalons enfin que l'existence d'un 616ment A de C(p ~ f )  au-dessus de A witt 
a 6t6 obtenue (diff6remment) par Dieudonn6 darts son travail sur les groupes 
formels non commutatifs off il met en 6vidence le r61e universel de l'alg6bre 
de Hopf  WF~(p ~ f ,  A) (voir ]-Die] ou encore [Dit]). 

1.4.3 Quelques exemples ~ non abOliens ~ 

Voici quelques exemples d'616ments de C(n), pour les petites valeurs de k =  ~(n), 
<~ au-dessus >> du coproduit  de Witt. 

- k = l .  
L'ensemble C(n) est r6duit fi un 616ment. Le coproduit r6duit correspondant 
est d6termin6 par la formule suivante (rappelons que le coproduit r6duit d'une 
Fp-coalg6bre K est l'application A : K ~ K" |  induite par le coproduit): 

J x l = -  ~ (C~/p)(xo)| | 
O<r<p 

= ~ ((Xo)|174174 
O<r<p 

= Y~ ((--1)r/r)(Xo)| | 
O<r<p  
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Pour p = 2  on a 3 x ~ = x o |  o. En fait dans ce cas F2GGe2(n) poss6de une 
et une seule structure de IF2-coalg6bre, compatible avec le Verschiebung de 
GeL(n), donn6e pr6cis6ment par cette formule et WF~(n,A) s'identifie '~ 
J(F2 0 GF~(n)) (voir 1.1.2.5). 

- k = 2 ,  p = 2 .  
Le sous-ensemble c~-~(A w~t') de C(n) contient deux 616ments. Le premier est 
d6termin6 par les formules: 

z]xt =Xo |  

A X 2 = X 1 | X1 "Jr X 0 X1 | XO + X 0 | XO X1 -1- (Xo) 3 | XO -['- X 0 | (Xo) 3. 

Le second est obtenu en remplaqant dans l'expression de Ax2 ci-dessus le terme 
xoxx |174  par x~ xo |174  xo. 

D'une mani&e g6n6rale, plus k est grand et plus il y a d'6tbments de C(n) 
au-dessus de A witt. 

1.5 Construction par rOcurrence des IFp-algObres de Hopf We,(n, - )  

1.5.1 Rappels concernant les extensions de IFp-coalgObres 

Soient K une lFp-coalg6bre et M un RZp-espace vectoriel gradu6 connexe. Une 
extension de K par M est la donn6e d'une suite exacte 0 ~  K ~ E-~ M - ~ 0  
de IFv-espaces vectoriels gradu6s telle que: 

- E est un objet de f , ~ , ;  
K ~ E est un morphisme de Fp-coalg+bres; 

- M est un ~ coid6al coabsorban t , ,  i.e. le coproduit  r6duit de E, A : E -~ (E | E) ~2 
se factorise par  l'inclusion (/( |  ~ (E |  E) | (()*~ d6signe les invariants de 
Faction du groupe sym6trique ~2 op6rant par permutat ion des facteurs). 

Deux telles extensions 0 ~ K -~ E ~ M --* 0 et 0 -* K -~ E' -~ M -* 0 sont dites 
6quivalentes s'il existe un homomorphisme de Fp-coalg6bres E-~ E' tel que le 
diagramme 

0 ~K , E  , M  ,0  

0 ~K ~E' , M  ,0  

est commutatifi 
On note Ext~z~(M, K) l 'ensemble des classes d'6quivalence d'extensions de 

K par M que l 'on munit  par le proc6de habituel d'une structure de groupe 
ab61ien. 

Les groupes Ext l ,~(M, K) peuvent se calculer de la fagon suivante. 
Soit K Fp-coalg6bre. On consid6re le complexe suivant: 

oti / (  est le noyau de la cofinit6 et z~ est le coproduit  r6duit. On note PK 
l 'homologie de ce complexe en (/( |  et Z K  l 'espace des cycles, c'est-/t-dire 
le noyau de A | 1 7 4  (K |163163 | 1 7 4  
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Rappelons que le sous-espace des primitifs de K que 1'on note P K  est le 

noyau de K" ~ (/s Q/s174 
Tout comme le foncteur P le foncteur P: :r ~ ,  commute aux limites 

directes filtrantes et aux produits finis. La premi6re affirmation est claire et 
la v6rification de la seconde est laiss6e au lecteur. 

Nous noterons P,K (resp. P,K, Z , K )  le sous-espace des 616ments de degr6 
n de P K  (resp. PK,  ZK) .  

Reprenons l'extension pr6c6dente 0 ~ K --* E ~ M --* 0. La coassociativit6 du 
coproduit entraine que le coproduit r6duit de E se factorise en fait par un 
homomorphisme E ~ Z K ;  par passage au quotient on obtient un homomor-  
phisme M - - , P K .  Cette construction permet de d6finir un homomorphisme 7~: 
Ext~,%(M, K) ~ Homr PK) (rappelons que la notation g ,  d6signe la cat~go- 
rie des Fp-espaces vectoriels gradu6s connexes). On v6rifie: 

Proposition 1.5.1.1 L'homomorphisme )~: ExtJ~,~,(M, K)-* Home.,(M, PK)  est un 
isomorphisme. 

Soit z un 616ment de Z , K ;  nous notons (K, z ) ( x )  la lFp-coalg6bre construite 
de la fagon suivante. Comme lFp-espace vectoriel gradu6 (K, z ) ( x )  est la somme 
directe de K et du Fp-espace vectoriel gradu6 de dimension un engendr6 par 
une ind6termin6 x de degr6 n; le coproduit est le prolongement de celui de 
K d6termin6 par Ax = z. 

En associant /t z l'616ment ~x on.d6finit un homomorphisme Z K ~ O K  
que l'on note 0. La commutativ6 du diagramme: 

Z K  o , O K  

T 
montre que 0 induit par passage au quotient un homomorphisme v: P K ~  
Coker(~: K ~ OK). 

Proposition 1.5.1.2 Soit H une Fp-algObre de Hopf, de dimension finie en chaque 
degr~ et concentrOe en degr~s pairs si p >  2. On suppose que le Verschiebung 4: 
H--* O H  est surjectif en degrd strictement inf~rieur fi un certain entier n. Alors 
P H  est nul en degrO < ne t  v rdalise un isomorphisme ~ H  ~ (Coker(~: H ---, OH)) n. 

D~monstration. On remarque tout d 'abord que la propri~t~ que l'on veut ~tablir 
ne concerne que la lFp-coalg6bre sous-jacente g H. 

On remarque ensuite que la lFp-coalg~bre sous-jacente fi H est d'apr~s un 
th~or6me de Borel (voir [MM, p. 255]) isomorphe fi une limite directe filtrante 
de produits (produits tensoriels) finis de Fp-coalg~bres chacune duale d'une 
Fp-alg~bre gradu~e de la forme Fp [x] ou Fp [x]/x  ~h (x de degr6 pair si p > 2). 

Comme le foncteur P commute aux limites directes filtrantes et aux produits 
finis, on est ramen6 h v6rifier la propri6t6 de l'6nonc6 pour ces coalg6bres particu- 
li6res, ce que l'on fait par  inspection. [ ]  

Corollaire-D~finition 1.5.1.3 Soient n u n  entier, que l'on suppose pair pour p = 2 
et divisible par 2p pour p>2 ,  et A un OlOment de C(n/p). AIors pwFp(n/p,  A) 
est un Fp-espace vectoriel de dimension un, de base l'dlOment e, dont l'image par 
ves t  la classe de 0 xk-  1. 
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1.5.2 Extension d'une lFp-algObre de Hopf H d~finie par un OlOment de Z H  

Etant donn6e une Fp-alg6bre de Hopf H et un 616ment z de Z,  H, nous dSfinissons 
une lFp-alg6bre de Hopf, not6e (H, z) [x], de la faqon suivante. Comme lFp-algSbre 
gradu6e (H, z)[x-] est la somme (dans la cat6gorie des Fp-algabres gradu6es) 
de H et de l'alg6bre de polyn6mes ~=p[x] en une ind&ermin6e x de degr6 n; 
le coproduit est/t nouveau le prolongement de celui de H d&ermin6 par Ax = z. 

Par construction marne on a, pour route lFv-alg6bre de Hopf  L, un carr6 
cart6sien (d'ensembles point6s): 

Hom~$~ ((H, z) [x], L) 

L. 

r e s t r i c t i o n  , Hom~v,~ (H, L) 

1 
, Z . L  

dans lequel la fldche verticale de gauche est l'application g~--~g(x) et la flache 
verticale de droite l'application f~--~(Zf)(z). 

On note co la compos6e Homaff~(H, L ) ~  Z,L-~ P,L. 
Compte tenu de ce que le noyau et le conoyau de A : L, ~ Z,  Lsont  respective- 

ment P,L et /~L on obtient une action libre de P,L sur l'ensemble 
HomM2,((H, z)[-x], L) dont l'ensemble des orbites s'identifie via l'application de 
restriction au sous-ensemble o)- 1 (0) de Homyd~(H, L). 

On observera aussi que Hom~e.%((H,z)[x],L) est le sous-ensemble de 
Homx.~p((H, z)(x),  L) form6 des ~.~p-morphismes dont la restriction fi H est 
un H.F,-morphisme. 

Soient n un entier, que l'on suppose pair pour p = 2  et divisible par 2p 
pour p > 2 ,  et A est un 616ment de C(n). En combinant la notation ci-dessus 
et celles introduites en 1.4.1 on peut 6crire: 

W F~ (n, A) = ( W Fp (n/p, p A), J Xk) [Xk]. 

1.5.3 DOmonstration de la proposition 1.4.1 

On observe tout d 'abord que le point (a) r6sulte par r6currence du point (c). 

DOmonstration du point (b) Soit A un 616ment de C(n/p). Le corollaire-d6fini- 
tion 1.5.1.3 montre que l'on peut trouver un 616ment z de Z,  WFp(n/p, A) dont 
l'image par l'application 0: ZWFp(n/p, A)--* 6)Wrp(n/p, A) est 6)Xk-1. Le copro- 
duit de (WF,(n/p, A), z)[Xk] fournit alors un 616ment de C(n) dont l'image par 
pes t  A. La surjectivit6 de pab est analogue. 

O~monstration du point (c) On se donne /l nouveau un 616ment A de C(n/p) 
et l'on note F (resp. F ab) l'image r6ciproque de A (resp. c~A) par p (resp. p,b). 
On se convainc ais6ment ~ l'aide de 1.5.1.2 de ce que l'ensemble F (resp. F ab) 
est muni d'une action transitive du IFp-espace vectoriel I .  (resp. (I"b),), ! (resp. 
Iab) d6signant l'id~al bilat6re de Tens(xo, xl . . . . .  Xk-1) (resp. l'id6al de 
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Sym(xo, x~ . . . . .  x~-0)  engendr6 par xo, et de ce que l'application c~: F ~ F  ~' 
est 6quivariante par rapport h l'application lin6aire naturelle t ,  --* (i,b),. Le point 
(c) d6coule alors de la surjectivit6 de cette application lin6aire. [] 

1.5.4 Les Fp-alg~bres de H o p f  WFp(n) 

On pose 2 p = l  pour p = 2  et 2p=2 pour p>2 .  La proposition 1.4.1 montre 
que l'application a: C(p ~ 2p) ~ cab(p ~ 2p) est surjective. On choisit une fois pour 
toutes un 616ment de a-l(AW"t) que l'on note A . . . .  . Plus g6n6ralement, on note 
encore A . . . .  l'image dans C(pkf) ,  k e N w  {oo}, de cet 616ment par la composbe 
de la bijection ~homoth6tie sur les degr6s~ C(p ~176 2p) ~- C(p ~ () et de la restriction 
C(p ~ ~)--, C(p~ ~). 

On pose alors WF,(n) = WV,(n, A . . . .  ). On a donc tout fait pour que l'ab61iani- 
s6e de W~%(n) s'identifie/l WFp'ab(n). 

Pour atre complet il faut fixer la d6finition de WF~(n) (et de W~""b(n)) pour 
p >  2 et n impair. Mais ceci ne pr6sente pas de difficult6s puisque darts ce cas 
C(n) (ainsi que cab(n)) est r6duit h u n  616ment ! 

Nous noterons S, le foncteur H~--~Hom~e,%(WFp(n), H) d6fini sur la cat6gorie 
des lFp-alg6bres de Hopf  et /t valeurs dans la cat6gorie des ensembles point6s; 
rappelons que d'apr6s 1.2.1 ce foncteur est exact. Puisque WFp(n) est par con- 
struction ~la~ couverture projective de la lFp-alg6bre de Hopf  Tens(x), x primitif 
de degr6 n, qui repr6sente le foncteur  H~-~P,H, on peut voir S, comme ~le 
plus petit ~) foncteur exact (repr6sentable) qui ~ contient)~ P, comme sous-foncteur. 

1.5.5 Relations entre les foncteurs S, et S,/p 

Soit n u n  entier, pair pour p = 2  et divisible par 2p pour p>2 ,  alors W~:p(n/p) 
est par d6finition une sous-Fp-alg6bre de Hopf  de WV~(n); cette inclusion induit 
une transformation naturelle S. -~ S,/p. 

Proposition 1.5.5 Soit n u n  entier, pair pour p = 2 et divisible par 2 p pour p > 2. 
Pour route Fp-alg~bre de H o p f  H, on a une ((suite exacte~ naturelle: 

O- - - -*P,H-- - ,S ,H ~S,/vH o~ P,H ,0. 

C 'est-gl-dire: 
- On a une action naturelle du groupe P,H sur l'ensemble pointO S , H .  
- On a une application naturelle co de I'ensemble pointO S , /vH dans le groupe 
P~H (correspondant g~ l'~l~ment e, de P~ W~%(n/p) d~fini en 1.5.1.3). 
- L'action de P ,H est libre, l'application S , H  ~ S, /pH induit une b~iection de l'en- 
semble des orbites sur co- 1 (0), et co est une surjection. 

Ddmonstration. Compte tenu de 1.5.2, la seule chose qu'il nous reste h montrer  
est la surjectivit6 de co. 

Soit q un 616ment de /~H. Repr6sentons q par un 616ment r de Z , H  et 
consid6rons le J f ,  Fp-diagramme suivant: 

(H, r) Ix] 

1 
w ~, (n) , IFp I x ] .  
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Puisque WF~(n) est projective l 'application W~,'(n)--*lFp[x] se rel6ve en une 
application g: Ww,(n)~(H, r)Ex]. Par construction, g(xk) s'6crit x+h, h desi- 
gnant un 616ment de degr6 n de H (on utilise ici la eonnexitb de H). Puisque 
g commute  au Verschiebung et que ~x appartient ~i H il en rbsulte que 
g(W~:,(n/p)) est contenue darts H;  soit f :  WF~(n/p)~H l 'application induite. 
On a (Z f )  (z] xk) = z] x + A h ce qui implique o~ (f)  = q. [ ]  

Remarques.- Lorsque n ne v6rifie pas les hypoth6ses de 1.5.5 on a en fait 
un isomorphisme P. H ~- S,H. 
- Pour p = 2  et n - 2 m o d 4  on a S.H=Hom~;%(F2| H) (voir 1.1.2.5) 
et S, est donc un foncteur en groupes puisque les lF~-alg6bres de Hopf  sont 
pr6cis6ment les objets en groupes de ~ p .  On v&ifie que dans ce cas la suite 
exacte de 1.5.5 devient une suite exacte de groupes: 

{1}~ P,H-~ S.H-~ P./~H-,{1}. 

On verifie 6galement que cette extension est centrale et que l 'application quadra- 
tique Pn/2 H-'+ P,H qui lui correspond est l'616vation au cart6 (S,H n'est donc 
pas en g6n&al commutatif). 

Darts la cat6gorie ab61ienne yf,~,~b, on a une suite exacte: 

o ~ w*.'"~(n/p)~ w *.'a~(~) ~ ~ ,  [x , ]  ~ 0 

qui constitue une r6solution projective de flZp[xk] et pour toute gZo-alg6bre de 
Hopf  ab61ienne H, la suite exacte de la proposition 1.5.5 s'identifie avec la suite 
exacte de groupes ab6liens: 

0 ~ Hom(•p [xk], H) --+ Hom(Wep'ab(n), H) 

Hom(WF~'ab(n/p), H) --* Ext 1 (lFp EXk], H) ~ O. 

- On peut montrer  plus g6n&alement que le foncteur P: ~,Fp ~ g ,  est naturelle- 
ment isomorphe au premier d6riv6/l droite R1P du foncteur primitifs P: Yg,~ 

g ,  (voir [An, chap. XV]). 
- Bousfield montre  dans [Bo] que toute Yg,~,-suite exacte �9 ~ H'  --, H --, H" ~ �9 
induit une suite exacte ~ six termes: 

O~ P H ' ~  PH ~ P H " ~  RI P H ' ~  RI pH ~ R1pH"-~O. 

Signalons qu'il est possible d 'obtenir  cette suite exacte par  les techniques 
employ6es ci-dessus. 

1.6 CatOgories des modules, coalgdbres, alg~bres de Hopf instables sur l'algdbre 
de Steenrod 

On note A l'alg6bre de Steenrod modulo p. 
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1.6.1 A-modules instables 

Un A-module instable est un A-module fi droite M (M est donc un Fp-espace 
vectoriel 7/-gradu6 et Faction de A est donnbe par des applications lin6aires 
M, | A i ~ M,_ i) v6rifiant la condition d'instabilit6 suivante: 

- pour p = 2 ,  xSq~=O d+s que 2 i > l x ] ;  
- pour p > 2 ,  xpi=o d6s que 2ip>lxl  et xflP~=O d6s que 2ip+l=lx] ,  Ix] 
d6signant le degr6 de x. 

Un tel M est forc6ment nul en degr6s strictement n6gatifs et sera donc consid6r6 
comme lN-gradu6. 

Nous notons ~ ,  la cat6gorie (ab61ienne) dont les objets sont les A-modules 
instables et les morphismes sont les applications A-lin6aires de degr6 z6ro. Nous 
aurons le plus souvent/t  consid6rer des A-modules instables connexes c'est-fi-dire 
nuls en degr6 z&o; la sous-cat6gorie pleine correspondante sera not6e o/r La 
cat6gorie @, s'identifie au produit de q/, et de la cat6gorie des IFp-espaces vecto- 
riels. 

Soit X un espace; l 'homologie de X fi coefficients dans le corps IFp, que 
nous noterons simplement H ,  X, est un A-module instable. 

Soient M e t  N deux A-modules h droite, le coproduit de A permet de munir 
le produit tensoriel de M et de N sur Fp d'une structure de A-module fi droite; 
si M e t  N sont instables il enes t  de m~me pour M | N. Un exemple de cette 
notion est fourni par le th6or6me de K/inneth: soient X et Y deux espaces, 
alors l 'isomorphisme H,(X  x Y)~-H,(X)|  est un isomorphisme de A- 
modules instables. 

Le Verschiebung d'un A-module instabte. La d6finition du foncteur O en termes 
de ~o  d6taill6e en 1.1.i met en 6vidence le fair que ce foncteur <dnduit>> un 
foncteur ~ ,  -~ ~ ' ,  (resp. "~, --, q/,), que l'on notera encore O. Pour une explicita- 
tion du foncteur O: q/, ~ q / ,  ou plut6t de sa version <<duale>> voir par exemple 
[La2, chap. 2]. 

Soit M un A-module instable, on d6finit une application A-lin6aire de degr6 
z6ro ~a: M ~  OM, que l 'on appelle le Verschiebung de M, de la fagon suivante. 
Pour p = 2  (resp. p>2),  6tant donn6 x de degr6 pair (resp. divisible par 2p), 
on pose ~A(X)=O(xSqlX[/2) (resp. ~A(x)=~)(xpIxI/2P)). On dispose donc d'un 
foncteur oubli @, --, ~,~- (resp. q/, --* q/,~,). On v6rifie que cet oubli est compatible 
avec les produits tensoriels. 

Les modules de Brown-Gitler. On note G(n) et on appelle module de Brown-Gitler 
les A-modules instables caract6ris6s par l 'isomorphisme fonctoriel: 

Hom~,(G(n), M) ~ m , .  

Par construction ces A-modules instables sont projectifs et tout A-module insta- 
ble est quotient d'une somme directe @G(n,).  En cons6quence tout ~,-project i f  
est facteur direct d'une telle somme, 

1.6.2 A-coalg~bres instables 

Une A-coalg~bre instable est la donn~e: 

- d'une Fp-coalg~bre K (au sens de 1.1.1); 
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- d'une structure de A-module instable sur K; 
ces deux structures v6rifiant les conditions de compatibilit6 suivantes: 

- le coproduit K ~ K | K est A-lin6aire, 
- le Verschiebung de la F3-coal_g6bre K, ~: K'--* O/~, et le Verschiebung du 
A-module instable/~, ~a: K---, OK, coincident. 

On note ~ ,  la cat6gorie des A-coalg6bres instables. L'homologie modulo p d'un 
espace connexe X est l'exemple type d'une A-coalg6bre instable. 

Lorsque M est un A-module instable la lFp-coalg6bre VM associ6e au 
Fp-espace vectoriel avec Verschiebung sous-jacent ~i M est en fait une A-coal- 
g6bre instable. Le foncteur V: og,__,~,  est toujours adjoint /~ droite de l'oubli 
ze;~ - .  qz,. 

1.6.3 A-alg~bres de Hopf instables 

On note ovf, la cat~gorie des objets en groupes de oY#,. De mame qu'en 1.1.2 
il n'y a pas lieu de distinguer entre la cat6gorie Yf, et la cat6gorie des objets 
en monoides de ,X,. Nous appellerons A-algebres de Hopf  instables les objets 
de Yf,. Voici un exemple d'un tel objet. 

Soit X un espace point6. On note f2oX la composante connexe du point 
base de son espace des lacets Y2X; f2oX est un groupe /t homotopie pr6s et 
H, Y2oX est une A-alg6bre de Hopf  instable. 

Une A-alg6bre de Hopf  instable H est done une ~=p-alg6bre de Hopf  munie 
d'une structure de A-module instable qui fait de la F~-coalg6bre sous-jacente 
une A-coalg6bre instable et pour laquelle le produit H | H --* H est A-lin6aire. 

On dira qu'une sous-A-alg6bre de Hopf  instable H' est normale (resp. cen- 
trale) dans H si la sous-IFp-alg6bre de Hopf  sous-jacente rest. On d6finit pareille- 
ment la notion de A-alg6bre de Hopf instable p-ab6lienne. 

Le foncteur ~ind6composables~ d6fini sur X ,  est maintenant ~i valeurs 
dans 0g,. Le foncteur V: ~ , ' , ~ ,  est toujours adjoint h droite du foncteur 

0:  ~ , - ~ , -  
De m~me le foncteur J:  JT~, ~p ~ W, Fp de 1.1.2 ~induit~ un foncteur ~ ,  ~ W, 

que l'on note encore J e t  qui est adjoint h gauche de l'oubli .~f, ~ ~f,.  

Remarque. Soit X un espace point~ connexe alors H,Y2XX est naturellement 
isomorphe (comme A-alg~bre de Hopf instable) h J H ,  X [BS]. 

I1 est clair que les ~nonc~s 1.1.2.3, 1.1.2.4 et 1.1.2.8 restent valables mutatis 
mutandis dans le contexte des A-alg6bres de Hopf instables. On focalise mainte- 
nant sur l'analogue du th~or~me 1.2.1. 

1.6.4 Structure des projectifs de ~ ,  

On est amen6 comme en 1.1.2 ~ introduire la cat6gorie ~ ,  d6finie de la fa~on 
suivante. Un objet de s est la donn6e: 

- d'un A-module instable L; 
- d 'homomorphismes de A-modules instables/l:  L |  et q: IFp-* L faisant 
de L une lFp-alg6bre gradu6e connexe. 
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Soit M un A-module instable connexe. L'alg~bre tensorielle sur M, Tens(M), 
est canoniquement un objet de LP,. 

Th~or~me 1.6.4 On peut dans l'~noncO 1.2.1 remplacer respectivement ~,~,, ogr,~ 
et ~ , ~  par ~ , ,  ~ ,  et c~,. 

Remarques. (1) Le th6or+me 1.6.4 montre que le foncteur Q: ~ ,  ~ q / ,  induit 
une bijection entre les classes d'isomorphisme de ~,-projectifs et de 
Y/,-projectifs, 
(2) Pour tout n >0,  choisissons une alg6bre de Hopf  W(n) dont la ~,-s t ructure  
sous-jacente est celle de Tens(G(n)) (pour une << normalisation >> de ce choix voir 
1.7). Alors la famille { W(n)},> o est une famille de g6n6rateurs projectifs de ~ ,  
et tout Jg,-projectif est r6tracte d'une ~ , - s o m m e  de W(n~). 
(3) Soit K une A-coalg6bre instable telle que le noyau de la cofinit6 /(  est 
~//,-projectif (il revient au m~me de demander que le A-module instable sous- 
jacent fi K soit ~/,_-projectif). Alors la construction de James fournit un 616ment 
particulier de C(K) et J K  est ~,r d'apr6s le th6or6me 1.5.5. Notons 
cependant qu'en g6n6ral un A-module instable projectif (de dimension I en 
degr6 z6ro) ne poss6de pas de structure de A-coalg6bre instable. Par exemple, 
si p= 2 ,  lFa~G(8) ne poss6de pas de structure de A-coalg6bre instable (voir 
[Lal] ) ;  m~me chose pour I F ~  G(2p) si p>2 .  

D'autre part, il existe des A-modules instables connexes M tels que l'alg6bre 
Tens(M) ne poss6de pas de ~ , - s t ruc tu te  prolongeant sa ~,-structure.  Si p =2 ,  
prendre par exemple pour M le A-module instable obtenu en ~<tuant>> dans 
G(4) ~_/4, IRP 4 le g6n6rateur de degr6 3. 

1.7 Les A-algkbres de Hopf instables W(n) engendr~es par les Wry(n) 

Proposition 1.7 Les foncteurs r162 ~ ,  ~ ~F,.. ~ff, ~ ~f,F. et ~ ,  -~ )~'f, admet- 
tent des adjoints ~ gauche. 

D~monstration. On note indiff~remment o ces foncteurs oubli; leurs adjoints 
fi gauche, que nous allons construire, seront notes 6. 

Pour le foncteur o: ~ ' ,  ~ ' , ~ p ,  on pose 6(G~:p(n))= G(n) et l'on utilise le fait 
que les GFp(n) sont des g~n~rateurs de ~,,Fp. L'existence de l'adjoint fi gauche 
pour  o: ~ff, ~ , F ,  en d~coule en remarquant que pour toute ~:p-coalg6bre K 
le A-module instable 6K poss~de une structure canonique de A-coalg~bre insta- 
ble. 

Pour le foncteur oubli ~r ~ ~,F,,  on proc~de comme suit. Soit K un objet 
de JT', F., compte tenu de la d~finition m~me du foncteur J on est conduit 
poser 6 J K = J O K .  Soit maintenant H un objet quelconque de J~f,~-; H est le 
conoyau dans ~ ,F ,  du morphisme JK ~ JH, off K d~signe le noyau dans Jf,~, 
de l'~pimorphisme canonique JH--~H. On d6finit alors 6 H  comme le conoyau 
dans ~r du morphisme 6JK  ~ 6JH. [] 

Soit o le foncteur oubli ~ ,  _~jC~,F,, on note W(n) la A-alg~bre de Hopf  
instable repr~sentant le foncteur S, oo: 

Hom~.(W(n),  H) ~- S,,(o H) ~ Hom~.~p (Wep(n), oH); 
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en d'autres termes on pose W(n)= 6 W~(n) (voir 1.5.4). Cette A-alg6bre de Hopf 
instable est dans la classe d'isomorphisme des W(G(n), A), A parcourant C(G(n)) 
(notations analogues fi celles de 1.2.1). En effet il est clair que 6W~(n)  est 
un objet projectif de ~ ' ,  et que QOW~:~(n) est r fi G(n) (puisque 
l'on a pour tout A-module instable connexe M un isomorphisme naturel 
Hom~,(W(n),  VM)~-M,). Or ces deux propri+t~s caractdrisent la classe d'iso- 
morphisme des W(G(n), A). 

Voici une description directe de W(n). Soient [G(n)] la ~<classe canonique>~ 
de G(n) et t, l'616ment de Tens(G(n))| obtenu en rempla~ant dans 
l'expression de A . . . .  Xk en fonction des x~, O<i<k, fix+e en 1.5.4, les x~ par 
(~A)k-i[G(n)]. Soit encore A . . . .  : Tens(G(n))--*Tens(G(n))| le 
5~ d6fini par A ..... [G(n)] = t,; alors A . . . .  est un 616ment de C(G(n)) 
et l'on a W(n)= W(G(n), A . . . .  ). 

1.8 Variantes du thOorOme 1.6.4 (ou autres variantes du thOor~me 1.2.1) 

1.8.1 Si l'on se restreint fi l'+tude des espaces dont l 'homologie modulo p est 
de dimension finie en chaque degr6, on consid6rera les cat6gories ~.,gr, o//,gr et 
y ,  gr qui sont respectivement les sous-cat6gories pleines de ,~f,, ~ ,  et d ,  dont 
les objets sont de dimension finie en chaque degr6. Le thdor6me 1.6.4 a un 
analogue dans ce contexte. 

Signalons qu'il existe des ~,gr-projectifs qui sont de dimension projective 
1 dans q/,. Par exemple l 'homologie modulo p d'un p-groupe ab61ien 616mentaire 
est un tel objet (voir IDa]). Les projectifs de ~,gf ne sont donc pas les projectifs 
de ~r qui appartiennent ",i ogg, gf. 

1.8.2 Si l'on s'int&esse fi l 'homotopie stable, on est amen6 fi consid6rer la cat6go- 
tie des Fp-alg6bres de Hopf  gradu6es ab61iennes munies d'actions de l'alg6bre 
de Steenrod et de l'alg6bre de Dyer-Lashof v6rifiant certains axiomes de compati- 
bilit6 (voir [Go3]). 

2 R6alisation des A-alg~bres de Hopf instables projectives 

On montre dans cette partie que les A-alg6bres de Hopf  instables projectives 
consid6r6es dans la partie pr6c6dente se r6alisent comme l'homologie modulo p 
de certains espaces des lacets poss6dant des propri6t~s trds particuli6res. 

2.1 Rappels concernant ta suite spectrale d'EiIenberg-Moore muhiplicative 

Commenr par rappeler certaines constructions classiques dans la cat6gorie 
des A-modules instables. 

Foncteurs a suspension)) et ((espaces des lacets~ dans la cat~gorie des A-modules 
instables. On note 2;IF v (resp. S-1Fp) le A-module concentr6 en degr6 1 (resp. 
- 1 )  et bgal /t llp en ce degr& Soit M un A-module, on pose SM=(ZIFp) |  
(resp. S -  1 M = (22-1Np) | M); X M s'appelle la suspension de M. Si M est instable 
(ce que l'on suppose ci-apr6s) il en est de m6me pour 22M. Le foncteur ~: 
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~/ , - -*~ ,  est exact et son adjoint ~ droite que t'on note f2: ~ / , - - ,~ / ,  est exact 
/t gauche. Pour  expliciter f2 on peut proc6der comme suit. 

Pour p = 2 on a une ~ , -su i te  exacte naturelle: 

0 , S I 2 M  ~M r O M  

(l 'application 27f2M ~ M est la coiinit6 de l'adjonction). 
Pour p > 2, ker ~A n'est plus une suspension. On d6finit une application natu- 

relle A-lin6aire de degr6 z6ro q: ker r __, S 2 0 X - 1 M  de la faqon suivante (obser- 
ver que le foncteur O s'6tend/l la cat6gorie des A-modules ~ stables ~, c'est-fi-dire 
pas n6cessairement instables, et que bien que S - ~ M  ne soit pas a priori un 
A-module instable O 27-~M en est un): 

?l (x) = { ~ 2 o x -  l (x fl P (Ixl - 2)/2 p) 

On a maintenant  une ~ , - su i te  exacte naturelle: 

si I x l = 2 m o d 2 p  
sinon. 

0 , S Q M  ~ k e r ~  A ' 7 , S 2 0 Z - 1 M .  

En fait on peut encore expliciter O M  ~(en seul coup>~. On d6finit une extension 
naturelle de A-modules instables 0 ~ $ 2 0 S  - ~ M ~ q~ M ~ O M ~ 0 et une appli- 
cation naturelle A-lin6aire de degr6 z6ro 2: M ~ c l ) M  telle que le diagramme 
suivant soit commutatif :  

0 ~ z z o Z - I M  

T 
ker ~A ,- 

On a ators une ~ , - su i t e  exacte naturelle: 

, ~ M  , O M  

M. 

' 0  

0 ~SI2M ~'M . t , ~ M .  

Pr6cisons un peu. 

- C o m m e  extension de lFp-espaces vectoriels gradu6s O - - , 2 2 2 0 S - t M ~ e b M  
O M --* 0 est canoniquement scind6e (puisque O M e t  272 O 22-1 M sont respecti- 

vement concentr6s en degr6s congrus ~i 0 et 2 modulo 2 p). 
- La seule op6ration de Steenrod sur 4~M qui n'est pas impos6e par  d'6videntes 
raisons de degr6 (et qui emp~che l'extension d'&re triviale) est P~: ( O x ) P  1 
= S 2 0 S - l x ~ .  
- L'unique application 2 de degr6 z6ro qui fait commuter  le diagramme ci-dessus 
est A-lin6aire. 

Pour unifier la notation on pose O = O  et 2 = ~  a s i ' p=2 .  
Le foncteur O a un seul d6riv6 ~t droite non trivial, /l savoir le premier 

que l 'on note Rig2, et S R I f 2 M  s'identifie au conoyau de 2. Ceci r6sulte de 
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ce que le foncteur 4): @.--,@. est exact et de ce que 2: I~q~I  est surjectif 
pour tout A-module instable injectif I. 

On a donc finalement, pour tout p, une @,-suite exacte naturelle: 

0 ,Zf2M ~ M ~ q b M  ,ZRl f2M ~0. 

Les suites exactes d'algkbres de Hopf associOes it certaines fibrations. Soient 
Y un espace point6, 7r un groupe ab61ien, n u n  entier >3,  f :  Y--*K(rc, n) une 
application point6e de Y dans un espace d'Eilenberg-Mac Lane, et Z la fibre 
homotopique de f On rappelle que l'on note f2oX la composante connexe 
du point base de l'espace des lacets d'un espace point6 X. 

Proposition 2.1.1 (J. Moore et L. Smith) La suite de IFp-algbbres de Hopf: 

(S) H ,  f20 Z ~ H ,  Y2 o Y ~ H ,  f2 K (rt, n) 

est exacte (cette suite est donc aussi une suite exacte de A-algObres de Hopf 
instables ). 

La d6monstration de cette proposition repose sur l'analyse de la suite spec- 
trale d'Eilenberg-Moore (pour l 'homologie modulo p) de la fibration OoZ 
-~ f2 o Y ~  g2K(rc, n). Cette suite spectrale est ici particuli6rement efficace parce 
que la fibration que l'on consid6re est multiplicative et que la base est un 
K(lr, n -  1) avec n -  1 __> 2 ou plus g6n6ralement un H-espace simplement connexe 
B dont l 'homologie H , B  est une A-alg6bre de Hopf  p-ab61ienne avec 
RIY2(QH, B)=O; voir [MS1, Sm]. Moore  et Smith obtiennent 6galement des 
renseignements sur le noyau du Yf,-morphisme H,  Y2oZ--,H, OoY. Avant de 
pr6ciser ce point, rappelons quelques g6n6ralit6s sur la suite spectrale d'Eilen- 
berg-Moore. 

On consid6re une fibration F i E o B ,  dont la base B e s t  simplement 
connexe. La suite spectrale d'Eilenberg-Moore de cette fibration est une suite 
spectrale de lFv-coalg6bres bigradu6es convergeant fortement vers l 'homologie 
modulop  de F. Son terme E 2= 2,, {E, }~>__0 est isomorphe comme lFp-coalg~bre 
bigradu6e/t Cotoru .n(H,  E. Fp). 

Cette suite spectrale poss6de deux homomorphismes de coins (qui sont des 
@,-morphismes): 

- x o" H ,  F --* Cotor~ E, Fp)= H ,  E [-qH,,Fp; 
- ~q: XF 1 ~ Cotor~,B(H,E,  Fp),/71 d4signant le noyau de ~o. 

L'application i,:  H , F  ~ H,  E est la composition de x0 et de l'inclusion canoni- 
que H, E [S]H,nFp ~ H,  E; pour une interprhtation analogue de x l voir A.2.1. 

On revient maintenant ~i la fibration fi homotopie pr6s multiplicative g2o Z 
f2 o Y ~ O K (re, n). On note K le noyau du o,~,-morphisme H ,  f2 o Z ~ H ,  f2o Y 

et M le conoyau du q/,-morphisme QH, OoY--, QH,  Y2K(zr, n); on a par adjonc- 
tion un 3(f,-6pimorphisme H, OK(z, n)---VM. 

On d6finit un J( , -morphisme naturel t: K--* Vf2M de la fagon suivante. 
On consid6re la composition naturelle: 

Z/s ~ SFt  - ~  Cotor~,om~,,)(H, Oo Y, Fp) , Cotor~M(lFp, Fp)~-PVM 

=ker(~A:M ,OM).  
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Cette composition est un ~#,-morphisme. Comme R e s t  un A-module instable 
elle se factorise en fait par la suspension d'un ~#,-morphisme naturel R--,  (~M 
et l'on obtient par adjonction un ~ , -morph i sme  naturel ~: K ~ Vf2M. La propo- 
sition suivante est implicite dans [MS1]. 

Proposition 2.1.2 Le J{,-morphisme ~ : K -~ VY2 M est un ~,-isomorphisme. 

Remarque. Consid6rons le diagramme commutatif: 

f2K(rc, n)- , * . > K(rc, n) 

Z , Y '  , K (~, n). 

La fonctorialit6 de la d6finition de z donne un .;4f,-diagramme commutatif: 

l 

H,(f22 K(~, n))~- Vf2Q H,( f2  K (~, n)) 

I , 1 
K ~- VY2M 

(observer que pour  la fibration f2K(~, n ) ~ *  ~ K(rc, n) on a M = Q H , ~ K ( r c ,  n) 
et K = H , ~ 2 2 K ( g ,  n)) off le o~,-morphisme vertical de droite est induit par le 
q/,-6pimorphisme (de d6finition) QH,~2K(rc, n)---~M. On note N le noyau de 
ce q/,-6pimorphisme; compte tenu de ce que Rt~2(QH,~2K(rc, n)) est trivial 
pour n > 3  (ceci est une consequence des r6sultats de [-Ca], voir la proposi- 
tion 2.2.1), on a une qg,-suite exacte ~2QH,~2K(~, n ) ~ g 2 M ~ R I O N - - + O  et il 
r6sulte de l'analogue dans ~ ' ,  de 1.1.2.4 et du diagramme pr6c6dent que le 
conoyau du Yt~,-morphisme H ,  f22K(~, n ) ~  K s'identifie fi VR t ON.  

Consid6rons maintenant le << complexe >> de A-alg6bres de Hopf instables: 

(S') H ,  s z K (lr, n) ~ H ,  ~2 o Z --* H ,  ~2 o Y--* H ,  Q K (~, n). 

Les propositions 2.1.1, 2.1.2, et ce qui pr6c6de no us permettent d'6noncer: 

Seholie 2.1.3 L'homologie du complexe de A-algObres de Hopf  instables (S') est 
triviale en H ,  (2 o Y e t  est naturellement isomorphe gt V R I Q N en H ,  f2 o Z. 

D&nonstration de la proposition 2.1.2 Fixons tout d 'abord quelques notations. 
Soit M un lFp-espace vectoriel gradu6 connexe; on note AfP~M le quotient de 
la ~-alg6bre de Hopf  gradu6e ab61ienne Sym M (dans laquelle les 616ments 
de M sont primitifs) par la sous-lZp-alg6bre de Hopf gradu6e engendr6e par 
les puissances p-6mes des 616ments de M. On fait de AtP~M une lFp-alg6bre de 
Hopf bigradu6e ab61ienne en at tr ibuant/ t  un 616ment de M, le bidegr6 (1, n). 

Soit H une Fp-alg6bre de Hopf. La Fp-alg6bre bigradu6e GrH = @ H S / H  ++ t 
s_>_0 

associ6e fi la filtration de H par les puissances de l'id6al d'augmentation est 
ici une lF~-alg6bre de Hopf bigradu6e. Soit M un A-module instable; on v6rifie 
que l 'homomorphisme canonique de lFp-alg6bres de Hopf  bigradu6es ab61iennes 
A~P1M ~ Gr V M  est un isomorphisme. 

Consid6rons maintenant la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration 
multiplicative ~ ? o Z ~ Q o Y ~ ? K ( n , n ) .  Notons {F~K}s>=o la filtration de K 
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induite par la filtration d'Eilenberg-Moore de H, f2oZ,  il s'agit d'une filtration 
d6croissante par des sous-IFp-espaces vectoriels gradu6s poss6dant les propriat6s 
suivantes: 

(a) FoK=K; 
(b) F1K=K; 
(c) G v~K =0; 

s > 0  

(d) le produit d'un 614ment de F~, K et d'un 616ment de F~,, K appartient fi G, + ~,, K ; 
(e) A(FsK) est contenu dans la somme des F~,K| pour s '+s"=s; 
(f) l'application /( ~ f 2 M  qui apparait dans la dhfinition de ~ se factorise par 
un isomorphisme FI K/F2 K ~- f2 M; 
(g) l 'isomorphisme F~K/FzK~-OM se prolonge en un isomorphisme de 
~:v-alg~bres de Hopf bigraduhes GK~Atr'1f2M, GK d6signant le gradu6 de la 
filtration {F~K}~o (qui est une ~:p-alghbre de Hopf bigradu4e d'aprhs (d) et 
(e)). 

La propri6t6 (g) est une consequence imm6diate de la theorie de Moore et 
Smith qui montrent dans [MS1, Sm] que la suite spectrale en question d6g~n6re 
au terme E pet explicitent ce dernier. 

On conclut fi l'aide du lemme suivant dont la d~monstration est laiss~e 
au lecteur: 

Lemme 2.1.4 Soient K une lFp-alg~bre gradu~e (connexe) et {FsK}s>=o une filtra- 
tion dOcroissante de K v&ifiant (a) (b) (c) et (d). Si le graduk de cette filtration 
est engendrk par F1K/F2K alors {F~K}s>__ o coi'ncide avec la filtration de K par 
les puissances de l'idOal d'augmentation. 

En effet AtvJf2M est bien engendr6e par f2M=(At~1f2M)(~,,I et ce lemme 
montre que G r (t): G r K --* G r VM s'identifie fi un endomorphisme de Fp-alg6bres 
de Hopf  bigradu6es Atplg2M--*AtPlf2M qui est l'identit6 sur fdM et qui est 
donc l'identit6. [] 

2.2 Sur la repr~sentabilit~ des foncteurs Y~--~ Homje,(W, H,  f2 Y) associks aux 
A-algkbres de Hopf instables projectives W. 

On note h@~ la ~cat6gorie homotopique point6e~ c'est-fi-dire la cat6gorie 
de fractions obtenue en inversant les 6quivalences faibles de la cat6gorie des 
espaces topologiques point6s ou de la cat6gorie des ensembles simpliciaux poin- 
t6s (voir [GZ, Qu, BK]). Dans ce qui suit, le terme ~espace)) signifiera indiff6rem- 
ment espace topologique ou ensemble simplicial. Les objets de h , ~  sont donc 
les espaces point6s; on note I-X, Y] l'ensemble (point6) des h@t-morphismes 
entre deux espaces point6s X et Y, il s'identifie aux classes d'homotopie d'applica- 
tions point6es si X et Y sont respectivement cofibrant et fibrant (ce que l'on 
supposera implicitement si le contexte le demande). On note d ~ n spt la cat6gorie 
des ensembles point6s. 

Soit H une A-alg6bre de Hopf  instable (rappelons que nous avons convenu 
que les A-alg6bres de Hopf  instables sont connexes). On note Sn: h@t ~ g nsp~ 
le foncteur Y~--~Homsr,(H, H ,  f20 Y). Dans cette partie nous allons mettre en 
6vidence certaines propri&6s que poss6de le foncteur Sn et qui impliqueront 
au bout du compte, sous certaines hypoth6ses sur H, notamment la 
ovf,-projectivit6, que le foncteur Sn est repr6sentable. 
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2.2.1 Quelques propriOtOs communes aux foncteurs Sn 

Dans ce paragraphe, H est une A-alg6bre de Hopf instable quelconque. Le 
foncteur homotopique Sn poss6de les propriat6s (C. 1), (C.2), (C.3) et (C.4) suivan- 
tes: 

(C.1) Soit Yo la composante connexe du point base de l'espace point~ Y, et Yo 
son revOtement universel. Alors I'application canonique Sn IZo--" Sn Y est une bijec- 
tion. 

(C.2) Pour tous espaces pointOs Y e t  Z,  t'application naturelfe S n ( Y x  Z)--*Sn Y 
x Sn Z e s t  une bijection. 

(C.3) Pour tout ensemble E et tout entier n > 1, I'application naturelle : 

s , ,  ((K (Q/z ,  n)) ~) ~ ( s .  (K (Q/~, n))) ~ 
est une bijection. 

(C.4) Soient Z ~ Y une application point~e et" 

sa tour de Postnikov. Alors l'application naturelle 

Sn Y ~ Lim Sn Y. 

est surjective. 

V~rification de (C .3)  On utilise les r~sultats de [Ca] concernant l 'homologie 
modulo p des espaces d'Eilenberg-Mac Lane que l'on peut reformuler ainsi. Soit 
(d la cat6gorie des fl6ches de la cat~gorie des lFp-espaces vectoriels. Soient n 
un groupe ab~lien et n=> 1 un entier, on note F,: ~;~, ~ le foncteur qui associe 
~i une A-alg~bre de Hopf  instable H l 'homomorphisme de IFp-espaces vectoriels 
coker(fl: (QH) ,+2-*(QH) ,+  1 ) ~ ( Q H ) ,  induit par fl: (QH),+I ~ (QH),; le %objet 
F~(H, K(n, n)) s'identifie it p n ~ n/p n, p n e t  n /pn  d~signant respectivement le 
noyau et le conoyau de la multiplication par p de n dans n e t  la fl~che p n ~ n/p n 
&ant induite par l'inclusion de p n dans n. 

Proposition 2.2.1 Pour tout groupe abOlien n et tout entier n>= 1, l'application 
naturelle 

Hom~ ,  (H, H ,  K (n, n)) ~ Hom~r (Fn H, p n -~ n/p n) 

est bijective. 

Cette proposition montre que le foncteur n~---~S o K(n,  n) commute aux pro- 
duits arbitraires; (C.3) est un cas particulier de cette commutation. 

Signalons au passage que l'on peut d6duire de cette proposition les propri6t6s 
suivantes: 

- L e  Jf , -morphisme H , K ( n ,  n ) ~ V Y 2 Q H ,  K(n,  n + l )  est un isomorphisme 
pour n > 1. 

- Le A-module instable R 1 Y2(QH, K(n,  n)) est trivial pour n > 2. 
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Vkrification de (C .4)  En fait l'application naturelle en question est une bijection. 
C'est une cons6quence de la formule H,(f2Li_m Y , ) = I ~ m H , ( f 2 Y , )  qui r6sulte 
de ce que la connexit6 des fibres tend vers l'infini. 

2.2.2 La suite de Puppe des foncteurs Sw associ~s aux A-algbbres 
de H o p f  instables projectives W 

Nous allons ~tre amen6s fi supposer que le A-module instablc connexe Q W 
est ~ 1-coconnexe~ c'est-fi-dire ne contient pas G(1) comme facteur direct (pour 
plus de pr6cisions voir ci-dessous). Rappelons que le module de Brown-Gitler 
G(k), k=0 ,  1, est simplement le A-module instable concentr6 en degr6 k et 6gal 
",i IFp en ce degr6. 

Proposition-D6finition 2.2.2.1 Soit M un A-module instable. On note M ~ (resp. 
M 1) le A-module instable concentrO en degr~; 0 {resp. 1) tel que (M~ = M o  (resp. 
(MX)l =coker  (fl: M 2 ~ M0); on note M' le noyau de I'homomorphisme naturel 
(scindable) M --* M ~ �9 M 1. 

Pour k kgal fi 0 ou 1 les conditions suivantes sont Oquivalentes: 

(i) M k = 0 ;  
(ii) Hom0-u,(m, G(k))=0; 
(iii) M ne contient pas G (k) comme facteur direct. 

Si ces conditions sont vkrifiOes pour k = 0  et 1 nous dirons que M est 1-coconnexe 
(on observera que si ces conditions sont vOr!fiOes pour k = 0 alors M est connexe!). 

On a donc un @,-isomorphisme M ~- M' • M ~ �9 M ~ avec M' 1-coconnexe. 

(L'6quivalence des conditions ci-dessus est immddiate.) 

Remarques. (1) Le module de Brown-Gitler G(n) est l-coconnexe d6s que n>2 .  
(2) I1 r6sulte du lemme 1.1 de [GL]  que pour un A-module instable projectif 
M les deux conditions suivantes sont 6quivalentes: 
(i) M est 1-coconnexe; 
(ii) M est/~-acyclique. 
(3) Soit H une A-atg6bre de Hopf instable. On a SHK(7Z, 2 ) = H o m w , ( Q H ,  G(1)), 
si bien que les deux conditions suivantes sont ~quivalentes: 
(i) Sn  K (2~, 2) = �9 
(ii) le A-module instable Q H  est l-coconnexe. 

Soit W un objet ~,-project i f ;  rappelons que Q w e s t  qz,-projectif. Supposons 
en outre que QW est 1-coconnexe. Le foncteur Sw possdde alors la propri6t6 
suivante: 

(C.5) Soient Y un espace point~, ~ un groupe abklien, n un entier > 2, f :  Y ~ K (7~, n) 
une application de Y dans un espace d'Eilenberg-Mac Lane, et Z la f ibre homotopi- 
que de f Alors la suite d'ensembles pointOs Sw Z ~ Sw Y ~ Sw K (n, n) est exacte : 
un OlOment de Sw Y est I'image d'un kl~ment de S w Z  si et seulement si son image 
dans Sw K Oz, n) est triviale. 

Remarque. En prenant pour f la ~multiplication par p~ de K(7/, 2) on constate 
que la condition de 1-coconnexit6 de Q West n6cessaire pour avoir (C.5). 
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Observons que l 'action fi homotopie pr6s de ~2K(n, n) sur Z induit en vertu 
de (C.2) une action du groupe ab61ien Swf2K(n, n) sur l 'ensemble point6 SwZ.  

Nous allons supposer maintenant que X Q w e s t  ~',-projectif. Remarquons  
que si M est un A-module instable tel que S M est un A-module instable projectif, 
alors M lui-m~me est un A-module instable projectif. Signalons aussi que S G(n) 
est q/,-projectif si et seulement si n ~ ___ 1 mod  2 p (en prenant n = 1 on voit d'ail- 
leurs que si M est connexe et si X M est ~ . -projec t i f  alors M est 1-coconnexe). 

Si S Q West  ~ alors le foncteur Sw poss6de la propri6t6 suivante: 

(C.6) Soient Y un espace pointO, nun  groupe abklien, nun entier > 2, f :  Y--+ K (n, n) 
une application de Y dans un espace d'Eilenberg-Mac Lane, et Z la fibre homotopi- 
que de f Deux Olkments de Sw Z diff&ent par I'action du groupe abOlien 
Swf2K(n, n) sur Sw Z si et seulement s'ils ont mOme image dans Sw Y. 

V&ification du point (C.5) Pour n > 3  c'est une consdquence imm6diate de la 
proposition 2.1.1 et de la ~,~ de W. 

Pour n = 2 ,  il nous faut utiliser la 1-coconnexit6 de Q W. D6montrons tout 
d 'abord le lemme suivant : 

Lemme 2.2.2.2 Supposons le groupe rt libre. Alors Sw K(lt, n) est trivial et l'appli- 
cation Sw Z -~ S w Y est bijective. 

DOmonstration du lemme. La trivialit6 de SwK(n ,  n) traduit la 1-coconnexit6 
de QW. 

Pour le second point on se ram6ne au cas o~ l 'application n 2 ( Y ) ~ n  est 
surjective en factorisant l 'application f :  Y-* K(n, 2) via l 'application 
K(n',  2)---, K(n, 2), n' d6signant l 'image de nz(f) .  Dans ce cas 12 Y est homotopi-  
quement 6quivalent (comme espace) au produit cart6sien f2Z x K(n, 1) puisque 
K(n, 1) est un produit faible de cercles et que l 'application f2 Y ~  K(n, 1) poss6de 
donc une section. On en d6duit que la ~ , - su i t e  * - - , H . f 2 o Z ~ H . f 2 o Y  
--* H ,  f2 K (n, 2) --* �9 est exacte. La bijection Sw Z _~ Sw Yen  d6coule. [] 

Le lemme pr6c6dent 6tablit la propri6t6 (C.5) pour n = 2  et n un groupe 
ab61ien libre. Dans le cas d'un groupe ab61ien 7z g6n6ral, on consid6re une r6solu- 
tion libre 0 ~ L1 --, Lo ~ n ~ 0 de n e t  le d iagramme commutatif:  

Z , Y , K(n, 2) 

Z' , Y , K(L~, 3) 

off K(n, 2 ) ~ K ( L t ,  3) est le <<connectant>> associ6 fi cette r6solution et Z '  la 
fibre homotopique de l 'application compos6e Y ~  K(L1, 3). En remarquant  que 
l 'on a une fibration Z ~ Z ' ~ K ( L  o, 2) et en utilisant le lemme 2.2.2.2 on voit 
que l 'application S w Z  ~ S w Z '  est bijective ce qui permet de conclure puisque 
la propri6t6 (C.5) est vraie pour  la fibration Z ' ~  Y--, K(L1.3).  

V&ification du point (C.6) Supposons n > 3. Soit I la sous-A-alg6bre de Hopf  
instable de H ,  f20Z image du ~ . - m o r p h i s m e  H ,  f22K(n, n ) ~ H ,  f2oZ. On se 
convainc pour  commencer que I est centrale dans H ,  f2oZ. Pour cela on observe 
que Faction de f22K(rc, n) sur f2Z est obtenue en appliquant le foncteur f2 
fi l 'action de OK(n,  n) sur Z ce qui donne bien un ~ . - m o r p h i s m e  I |  g2oZ 
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--* H ,  f2oZ v6rifiant les propri6tbs de 1.1.2.2 (ii). On introduit ensuite la A-alg6bre 
de Hopf  instable quotient H,~?oZ/I  que l'on note H. D'apr6s l'analogue dans 
~ ,  de la proposition 1.1.2.3 et la ~,-projectivit6 de W l'application canonique 
de l'espace d'orbites Sw~2K(n, n ) \ S w Z ~ H o m , r , ( W ,  H) est bijective. I1 nous 
suffit donc pour conclure de montrer que l'application 6vidente 05: 
Hom~r,(W, H ) ~ S w Y  est injective. Or la scholie 2.1.3 montre que l'on a une 
~ , -su i te  exacte: 

, ~ VR 1 f 2 N - ~ H ~ H , ~ 2  o Y 

L'injectivit6 de 05 d6coule donc de l'analogue dans ) f ,  de 1.1.2.8 si l'on sait 
que l'ensemble point6 Homje,(W, VRl f2N)  est trivial. Or Hom~e,(W, VRl f2N)  
s'identifie d'apr6s l'analogue dans J((, de 1.1.2.4 fi Hom~,(QW, R ~ 2 N )  puis 
Ext~,(s Q W,, N) (parce que Q w e s t  ~//,-projectif); 27 Q W 6tant aussi o~',-projectif, 
Ext)u,(2;Q W, N) est trivial. 

Pour n = 2  on remarque tout d 'abord que le groupe Swt2K(n, 2) est trivial 
pour tout groupe ab61ien n: il faut donc montrer que l'application S w Z  ~ Sw Y 
est injective. Ceci est vrai d'apr6s 2.2.2.2 si n est un groupe ab61ien libre et 
le cas g6n6ral se traite comme pour (C.5) en consid6rant une r6solution libre 
de n. []  

2.2.3 Sur la reprOsentabilitO ou la semi-reprOsentabilitd des foncteurs Sw 

On consid6re un foncteur (covariant) S: h~p, ~ ~~ n s,,. Soit X un espace point6, 
le foncteur Y~--,[X, Y], que l'on note Rx, est un exemple d'un tel foncteur. 
Les transformations naturelles de Rx vers S sont en bijection avec l'ensemble 
point6 S X. 

Rappelons que l'on dit que S est repr6sentable s'il est isomorphe/t un foncteur 
Rx pour un certain espace point6 X. Soit ~ l'616ment de S X  correspondant 
",i l 'isomorphisme fonctoriel R x ~- S alors la paire (X, ~) est unique g isomorphisme 
canonique pr6s (de h Jpt). 

Nous dirons que S est simplement connexe s'il v6rifie la condition (C.1) 
de 2.2.1 (avec S ~i la place de SH! ). 

Enfin nous dirons qu'un foncteur simplement connexe S est <~semi-repr6sen- 
table ~) s'il existe un espace point6 simplement connexe X et une transformation 
naturelle 0: R x ~ S tels que: 

(a) pour tout espace point6 Y l'application 0y est surjective; 
(b) pour tout groupe ab61ien n e t  tout entier n>  2 l'application OKt~,,) est bijec- 
tive. 

Soit t l'616ment de S X  correspondant & 0, on peut d6duire de (b) l'unicit6 /t 
isomorphisme (non canonique) pr6s dans hS"pt de la paire (X, 0- 

Th6or6me 2.2.3 Soit W une A-alg~bre de Hopf instable projective. On suppose 
que Q Wes t  1-coconnexe. Alors: 

(a) le foncteur Sw est semi-representable; 
(b) si de plus Z Q W est un A-module instable projectif, Sw est representable. 
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D~monstration. Le th6or6me 2.2.3 est cons6quence imm6diate des propribt6s 
(C.1), (C.2), (C.3), (C.4), (C.5) (et 6ventuellement (C.6)) du foncteur Sw raises 
en 6vidence au paragraphe 2.2 et du th6or6me B.1 de l'appendice B. [] 

2.3 Propri~t~s des espaces (semi-)reprOsentant les foncteurs 
Y~--~ Homje,(W, H ,  0 o Y) associks aux ~,-projectifs W 

Soit W un ~X~,-projectif avec QW 1-coconnexe, d'apr6s le thbor+me pr6c6dent 
il existe un espace point6 simplement connexe que l'on note X(W)  et un 
~, -morphisme t: W-- ,H,~?X(W)  qui induit une transformation naturelle 
Rxtw) ~ Sw v6rifiant les conditions de semi-repr6sentabilit6. 

Th6or/~me 2.3.1 La paire (X(W), t) possOde les propriOt~s suivantes: 

(a) Le Jt~,-morphisme t: W ~  H ,  ~ X  (W) est un isomorphisme. 
(b) Le ~li,-morphisme S Q W ~ lq , X  (W) composO de 2," Q i et du ~ 
X Q H , f2 X ( W) ~ FI , X ( W) induit par la coiinitO de l 'adjonction X O X ( W) -~ 
X (W) est un isomorphisme. 
(c) La coiinitO de l'adjonction S, f2X(W)-~ X(W)  admet une section (g~ homotopie 
pros). 
(d) Pour tout espace pointd Y t'application naturelle : 

[X(W), X Y] ~ Hom~z,(/4, X(W),/q,L'  Y) 

est surjective. 
(e) L'application naturelle : 

[X(W), Y] ~ Homje,(H,  Y2X (W), H,(2o Y) 

est surjective pour tout espace pointO Ye t  bijective Iorsque Y est un espace d'Eilen- 
berg-Mac Lane. 

Si X Q West  un A-module instable projectif alors l'application naturelle prOcO- 
dente est bijective pour tout espace point~ Y. 

(f) L'homologie fl~ , ( X ( W) ; ;g [1]) est triviale. 

L'observation qui suit la d6finition de la notion de semi-repr6sentabilit6 
montre que le type d'homotopie de X ( W )  ne d6pend que de la classe de 
Jg,-isomorphisme de W, or on a vu dans la partie 1 que le foncteur Q: ~',, ~0g ,  
induit une bijection entre les classes d'isomorphisme de :~,-projectifs et de 
u#,-projectifs, aussi est-on conduit/t  introduire la notation ci-dessous. 

Soit M un ~k',-projectif 1-coconnexe, on choisit un Jt~,-projectif W(M) avec 
Q W ( M ) = M  et on pose TI(M)=X(W(M)) .  D'apr6s ce qui pr6c+de le type d'ho- 
motopie de 7"1 (M) est ind6pendant du choix de W(M). 

Th6or6me 2.3.2 Soit M un A-module instable projectif 1-coconnexe (donc con- 
nexe). Alors l'espace pointd simplement connexe TI (M ) est caractOris~, fi kquiva- 
lence d'homotopie pros, par les propriOt~s suivantes: 

(a) / t ,  T1(M) est ~,-isomorphe gt X M; 
(b) le ~,-morphisme H ,  X O TI ( M ) ~  H ,  TI(M) induit par la coiinit~ de l'adjonc- 
tion est surjectif ; 
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Remarques h propos des ~nonc~s 2.3.1 et 2.3.2 (1) Soient n un groupe abOlien 
et n u n  entier >2,  la bijection H"(X(W); n)~Hom~r,(H,f2X(W), H,QK(n,  n)) 
du point (e) de 2.3.1 est en fait un isomorphisme de groupes abOliens. Comme 
le second membre est un Fp-espace vectoriel on obtient en prenant n=~/TZ 
que l'bomologie entiOre /7,(X(W);  ~g) est annul6e par la multiplication par p 
ce qui est un peu plus pr6cis que le point (f) et qui compte tenu du point 
(b) redonne bien la/~-acyclicit6 de Q W. 
(2) Le point (c) de 2.3.1 affirme que TI (M) est r6tracte (fi homotopie pros) d'une 
suspension. Par contre TI(M) n'a pas en g6n6ral le type d'homotopie d'une 
suspension. En effet il existe des A-modules instables projectifs l-coconnexes 
M tels que IFpG M ne poss6de pas de structure de A-coalg6bre instable (prendre 
par exemple M = G(2p) pour p>  2 et M = G(8) pour p =2). 
(3) On pourrait 6noncer un thOorOme analogue fi 2.3.1 sans condition de 1- 
coconnexit6 au prix de quelques contorsions. 

On Otend la dOfinition de TI(M) de la fa~on suivante. Soit M un A-module 
instable projectif; d'aprOs 2.2.2.1 on peut trouver un ~,- isomorphisme 
M ~ M ' Q M ~  1 off M' est projectif et 1-coconnexe et M ~ et M 1 sont des 
A-modules instables concentrOs respectivement en degr6 0 et 1. On choisit un 
bouquet de cercles (resp. un bouquet de 2-sph6res), que l'on note T1 (M ~ (resp. 
T 1 (ml)), tel q u e / / ,  T1 (m ~ (resp. H ,  T1 (ml)) est isomorphe fi X M ~ (resp.X M 1) 
et on pose T1 (M)= 7"1 (M')v 7'1 (M ~ v Tt (M1). On introduit la cat6gorie Jg,  des 
A-alg6bres de Hopf instables non n6cessairement connexes et on remplace 
H , ( s  par H , ( f 2 - ) .  Alors: 

- les points (a) (b) (c) (d) (convenablement reformul6s) restent vrais; 
- l e  point (e) est vrai si M I est trivial (utiliser l 'isomorphisme nl Y 
~Homye , (H ,  f2S ~, H ,  f2 Y)!); il est faux d6s que M ~ est non trivial (par exemple 
l'application IS 2, Y] = n  2 Y--,Hom~,(H,~2S 2, H,~2 o Y)=rc 2 Y| n'est pas 
bijective pour Y= K(7Z, 2)) cependant pour tout A-module instable projectif M 
l'application [T~ (M), Y] ~ H o m ~ , ( H ,  f2 7"1 (m), H ,  O Y) est surjective pour tout 
Y.. 

- le point (f) (et la remarque (1)) est clairement faux en ghn6ral. 

(4) Pour tout espace point6 Y la A-coalg6bre instable H , S Y  ne dbpend que 
du A-module instable /4,  Y: comme A-module instable H, XY  est la somme 
directe lzp | X/4,  Yet  le coproduit est trivial. On est donc amen6 ~ introduire 
te foncteur Z+ : ~ ,  ~ ~l ,  qui associe fi un A-module instable N la somme directe 
lFp | Z N munie du coproduit trivial. 

Les propribt6s (a) et (b) de 2.3.2 impliquent que H ,  T~ (M) est 5((,-isomorphe 
fi S+M. 

D~monstration du thkorkme 2.3.1 On note 0: Rx~w) ~ Sw la transformation natu- 
relle induite par t; 0 v6rifie donc: 

- OK(~,,) est une bijection pour tout groupe ab61ien 7r et tout entier n > 2 ;  
- Or est une surjection (resp. une bijection si Z QW est yl,-projectif) pour tout 
espace point6 Y. 

On introduit 6galement le foncteur S~v: h,~#pt ~ ff n Spt qui associe fi l'espace point6 
Yl'ensemble point6 H o m ~ , ( S +  Q w, H ,  Yo), Y0 d6signant la composante connexe 
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du point base de Y. On note ~o la transformation naturelle Sw~S 'w  induite 
par la coiinit6 de l'adjonction ey: ZY2Y--+ Y. Soit (20: ~ ' , - - ,q / ,  le foncteur qui 
associe fi un A-module instable N le sous-A-module de ON form6 des 616ments 
de degr6 strictement positif, on observera que l'on peut consid6rer 

cot: H o m e . (  W, H ,  f2 o Y) ~ H o m , . ( Z  + Q w, H ,  Yo) = Hom.~e.(W, Vg20 P H ,  Y) 

comme la composition par le J4~,-morphisme at: H,  Qo Y ~  Vf2oPH, Y induit 
par ~.r. On note ( :  1; + Q w ~  H ,  X (W) le Y,-morphisme associ6 ~ la transforma- 
tion naturelle 0 '=(oo0;  ,' est le compos6 de Z+Ql et du ~,~((,-morphisme 
L'+ Q H ,  Y2X(W)--* H , X ( W )  induit par ex~w). 

DOmonstration des points (b) et ( f )  Soient rc un groupe ab61ien et n > 2  un 
entier, akin,,) est un isomorphisme et l'application 0~(~,,): [X(W), K(Tc, n)] 
-+Homx-,(X+QW, H ,K(~ ,  n)). En prenant pour n u n  Fp-espace vectoriel arbi- 
traire on voit que ~' est un isomorphisme. Ceci d6montre (b). En prenant pour 

I i  r . o  ~ \  

quo i0nt t;l)on ob  ent 7zle 

D~monstration des points (d) et (c)  Soit Y un espace point& Compte tenu 
de ce qui pr6c6de l'application naturelle [X(W),ZY]--*Hom~.Oq,  X(W),  
tq, XY) s'identifie/t 0~r. Comme asr est un 6pimorphisme (observer que m~me 
si Y n'est pas connexe esr induit un q/,-isomorphisme de QH, ~2 oXY sur le 
sous-A-module instable de H ,  Y form6 par les 616ments de degr6 strictement 
positif) et que W e s t  W,-projectif, l'application 0~r est une surjection et (d) 
est bien v6rifi6. Le point (c) d6coule maintenant du point (d). Soit 
tl: X ( W ) ~ Z O X ( W )  une application induisant en homologie modulo p une 
~ de (ex(w)), (une telle section existe parce que QW est ~,-projectif), 
alors tlOex~w) est une 6quivalence d'homotopie. En effet tlo~x~w) induit par con- 
struction l'identit6 en homologie modulo p, donc aussi en homologie enti6re 
d'apr6s le point (f) (voir la remarque (1) qui suit les 6nonc6s des th6or6mes 
2.3.1 et 2.3.2), et l'espace X ( W )  est simplement connexe. 

D&nonstration des points (a) et (e)  Le point (e) est clairement une cons6quence 
du point (a). Pour  d6montrer (a) on utilise le th6or6me suivant: 

Th6or~me 2.3.3 (Bott et Samelson) Soit X un espace point~ simplement connexe 
tel que l'homomorphisme (gx),: H , , Y , ~ X ~ H , X  est surjectif Soit E un sous- 
espace vectoriel de Iq, ~ X  tel que (ex), induit un isomorphisme de 1Fp-espaces 
vectoriels gradu& ,Y, E ~ [~ , X, alors l'appIication canonique Tens ( E) -~ H ,  ~2X est 
un isomorphisme de F~-alg~bres gradu&s. 

Bott et Samelson ont d6montr6 originalement ce th6or6me ~ l'aide de la 
suite spectrale de Serre de la fibration ~ 2 X - ~ , - ~ X  [BS]. On peut 6galement 
le d6montrer ~ l'aide de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore qui ici d6g6n6re 
au terme E 2. 

Scholie 2.3.4 Soit X un espace point~ simplement connexe, les deux conditions 
suivantes sont Oquivalentes : 

(i) Le ~,-morphisme ,Y, + QH, QX -~ H ,  X induit par e, x est un ~pimorphisme. 
(ii) Le ~,-morphisme ~,+ QH,  (~X -~ H ,  X induit par ex est un isomorphisme. 
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On salt donc que le ocd,-morphisme Z+ QH, f2X(W)-* H,  X(W) est un isomor- 
phisme et que H ,  ~Tt (M) est libre en tant que Fp-alg6bre gradu6e. I1 en r6sulte 
que Q l est un isomorphisme (considOrer 5. nouveau la factorisation de () puis 
que z en est un (utiliser le lemme 1.2.3.2). 

DOmonstration du thOorOme 2.3.2 On proc6de comme dans la dOmonstration 
ci-dessus du point (c) de 2.3.1. Soient T~(M)  un espace point6 simplement 
connexe v~rifiant (a), (b) et (c) et f: T1 (M) --* Zf2Tbi~(M) une application induisant 
en homologie modulo p une ~ du compos6 de (~.r,~'~(u~,) et du 
~#,-isomorphisme H ,  T bi~ (M)-~ H ,  7"1 (M) (l'existence de f est assur6e par le point 
(d) de 2.3.1), alors er,~,~u)o f e s t  une 6quivalence d'homotopie. 

2.4 Espaces de Brown-Gitler et reprOsentation de l'homologie modulo p 
aprOs suspension 

Soit n u n  entier; on suppose tout d'abord n > 2  et n ~  + 1 mod 2p. 
On consid6re la A-alg6bre de Hopf  instable projective W(n) introduite en 

1.7. Le foncteur Sw(,) associe donc 5. un espace point+ Y l'ensemble point6 
Hom~v,~p(W~r(n), H ,  f2 o Y). Rappelons 6galement que l'on a par construction 
Q W(n) = G (n). Pour n ~ _+ 1 rood 2 p le A-module instable ZG (n) est projectif puis- 
qu'il est isomorphe fi G(n+ 1) (pour davantage de pr~cisions voir 3.3.1) et on 
peut appliquer le th6or6me 2.2.3(b): le foncteur Sw~,) est repr6sentable. On note 
T 1 (n) l'espace qui le repr6sente; en d'autre termes on pose T 1 (n)=X(W(n)) (ou 
encore T~(n)=TI(G(n)) si l'on convient que W(G(n))= W(n)). D'apr6s 2.3.1(a) 
et (b) on dispose d'un o~,-isomorphisme H, f2T l(n)_~W(n) et d'un 
~, - isomorphisme H, T 1 (n)~-Z + G(n), tous deux canoniques. On observera que 
T l(n) ne d6pend fi isomorphisme canonique pr6s (de h,~o, ) que du choix d'un 
6ldment de C(n), choix que nous avons essay6 tant bien que mal de normaliser 
en 1.5.4. 

Pour n > 2  et n=  ___ 1 rood 2p on pose T~(n)=ZTt(n-- 1). L'espace T~(n) ainsi 
d~fini vfirifie les propri6t6s (a), (b) et (c) du th6or6me 2.3.2 pour M=G(n) si 
bien que l'on a encore une 6quivalence d'homotopie TI(G(n))-~ Tl(n). Soit H 
une A-alg6bre de Hopf  instable, la suite d'isomorphismes naturels 
Hom~e,(H, OZTI(n-  1), H) ~_ Homx,(Z+ G(n-  1), H) ~ Hom~u,(G(n), PH)~P,H 
montre que l'on a toujours un ~, - isomorphisme canonique H, OT 1 (n)_~ W(n). 

Enfin, en accord avec la remarque (3) qui suit les 6noncOs des thOorOmes 
2.3.1 et 2.3.2, on peut poser T~(0)=S 1 et TI(1)=S 2. 

Nous appellerons les espaces T~ (n) introduits ci-dessus les espaces de Brown- 
Gitler. Pour une justification de cette terminologie voir 3.2. 

Les th6or6mes 0.1 et 0.2 sont respectivement les th6orOmes 2.2.3 et 2.3.1 
pour W =  W(n) et n > 2. On observera que la d6monstration du th6or6me 2.2.3 
darts ce cas particulier ne fair pas intervenir l'algObre de Steenrod. 

Remarques. (1) On suppose 5. nouveau n > 2  et n~g _+ 1 rood 2p. Soit Y un espace 
point0 connexe, on vOrifie que la composition: 

P.H, Y ~  P.H, K2ZY~ S .H ,  Y2ZY~-[Ta(n). ZY] ~ H , Y  

dans laquelle la fl6che do centre correspond 5. la transformation naturelle P, ~ S, 
de 1.5.5, est l'inclusion naturelle de P, H ,  Y dans H,  Y. On dispose donc d'une 
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section canonique de l 'application naturelle [T~(n), 27Y] ~ H,  Y sur le sous- 
espace de H ,  Y form6 des classes d 'homologie primitives. 

(2) L'observation ci-dessus et la d6finition marne des T~(n) pour n > 2  et 
n =  + 1 mod  2p et pour n = 0 ,  1 fournissent pour  tout n >  1 une application cano- 
nique Tl (n )~  S, Tl(n--1) induisant en homologie le ~#,-morphisme canonique 
G(n) ~ X G ( n - 1 )  (qui est un isomorphisme pour n ~0 ,  2 mod 2p). Cette applica- 
tion canonique est une 6quivalence d 'homotopie  pour n ~ 0 ,  2 mod 2p. Le seul 
cas off ceci ne r6sulte pas de nos conventions est celui o6 n e s t  de la forme 
n = 2 k p + 2 + r  avec 0 < r < 2 p - 4  (on peut donc supposer p>2) .  On a alors 
au bout  du compte une 6quivalence d 'homotopie  canonique Tl(n) '~S ~ Tl(2k p 
+2). 

(3) Soit M un A-module instable projectif; M est donc facteur direct d'une 
somme directe @G(n~). On se convainc sans difficult6s que 7"1(M) est r6tracte 

~t 

du bouquet V Tt (n,). 

2.5 Sur l'invariant de Hopf  des applications dont la source est un espace T 1 (M) 
et qui sont triviales en homologie modulo p 

Soient X et Y deux espaces connexes point~s, on note IX, Y] ~ le sous-ensemble 
de IX, Y] form6 des classes d 'homotopie  des applications f telles que l 'applica- 
tion induite f ,  : H ,  X --, H ,  Y est triviale.. 

On d6finit une application h t ' [ X ,  y] t  ~ExtJ~ , (ZH,  X, H ,  Y) en associant 
/L la classe d 'homotopie  de f la classe de l'extension de A-coalg~bres instables" 

O ~  H ,  Y--* H ,  CI--* Z H ,  X ~O  , 

Cr d6signant la cofibre homotopique de f ( h t ( f )  est <d'invariant de Hopf>> 
de f) .  

Rappels sur les extensions de A-coalg~bres instables. Soient K une A-coalg6bre 
instable et M un A-module instable connexe dont le Verschiebung ~A: M ~ O M  
est nul. Une extension de K par M est la donn6e d'une A-coalg6bre instable 
E et d'une extension de lFp-coalg~bres (voir 1.5.1): 

O ~  K ~ E--* M--*O 

pour laqueUe les applications K ~ E et E ~ M sont A-lin6aires. 
L'6quivalence de deux telles extension 0 ~ K ~ E --* M - ,  0 et 0 ~ K --* 

E'--,M--*O est d6finie comme en 1.5.1 en imposant  en outre que l 'application 
E --* E' soit A-lin6aire. 

On note ExtJr,(M, K) l 'ensemble des classes d'6quivalences des extensions 
de K par  M; cet ensemble poss6de toujours une structure naturelle de groupe 
ab61ien. 

Observons que l 'on dispose de deux homomorphismes 2: Ext~c.(M, K) 
--*Ext~,(M, KT) et Z: E x t ~ , ( M , K ) ~ H o m ~ u , ( M ,  PK) dont la d6finition est la 
suivante: 

- 2  associe fi la classe de la J~ff,-extension 0 - - * K ~ E ~ M - - , 0  celle de la 
~ 0 ~ / s  ~ E ~ M ~ 0; 
- X associe gt la classe de la :,'f,-extension 0 ~ K ~ E ~ M --* 0 l 'homomorphisme 
M ~ P K  consid6r6 en 1.5.1 qui maintenant  est A-lin6aire (il est clair que le 
foncteur P: Jg,~p ~ g ,  induit un foncteur P: 3t+, ~ , ) .  
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Ext1.(27 2 M, 27+ N) 

Z 

Hom~.(27 2 M, SN  | 27N) ~)  

est cartksien. 

L'un des objets de ce paragraphe est de d6montrer le th6or6me suivant: 

Th6or~me 2.5.1 Soit M un A-module instable projectif 1-coconnexe. Pour tout 
espace pointO Y l'application hi: [T~ (M), XY] 1 --* Ext~,(X 2 M, H ,  27Y) est surjec- 
tire. 

Remarque. On pourrait, dans le fil de la remarque (3) qui suit les 6nonc6s des 
th6or6mes 2.3.1 et 2.3.2, supprimer ci-dessus la condition de 1-coconnexit6. 

Calcul des groupes Ext l ,  (272 M, S + N) pour deux A-modules instables arbitraires 
M e t  N. On v a s e  convaincre de ce que l 'homomorphisme produit 2 x z :  
Ext , ,  (272 M, S t  N ) ~  Extl , (S  2 M, S N ) x  Hom~r 2 M, P(~Y+ N)) est injectif et 
d6terminer son image. On observera que l'on a ici/3(27+ N)=(27N | SN) ~2 puis- 
que le coproduit de 27+ Nes t  trivial. 

Soit 3f(, la cat6gorie obtenue en supprimant dans la d6finition de la cat6gorie 
J~, l'axiome relatif au Verschiebung; ~(#, contient donc o~, comme sous-cat6go- 
rie pleine. On d6finit les groupes Ext.~-g(27 2 M, 27+ N) comme ci-dessus; il est 
clair que Ext~;(272M, 27+ N) est un sous-groupe de EXt~z,(272M, 27+ N). Cette 
fois l 'homomorphisme produit )~ x Z: Ext~.,(Z 2 M, S+ N)-* Ext~.(S 2 M, SN) 
x Hom~.(27 2 M, (SN | SN) ~)  est un isomorphisme (la d6finition ci-dessus des 
homomorphismes Z et 2 s'6tend fi la cat6gorie 5r car elle ne fait pas intervenir 
l'axiome du Verschiebung). Soient e un 616ment de Ext l . (S  2 M, 2N) et f u n  
616ment de Home.(27 2 M,(S,N|  SN)| on obtient une ,~(.~ repr6sen- 
tant (~ x 2)- l (e , f )  de la fagon suivante: 

- on repr6sente e par une ~.-extension 0 ---, 27N ~ ff .~ 272 M ~ 0; 
on fait de la suite exacte 0--* 27+ N ~ E ~ X2M ~ 0 somme directe de la suite 

exacte pr6cbdente et de la suite exacte 0-._IFp _~-~d F p--, 0--* 0 une ~ . -ex tens ion  
en d6finissant le coproduit r6duit E ~ E |  comme la composition E ~  

272 M Y, (27N | 27N) ~ ~ (E | E) ~.  
Explicitons maintenant M'6quation>~ qui d6finit Ext~r z M, 27+ N) en tant 

que sous-groupe de Ex t l . (X  2 M, 27 + N). Comme le Verschiebung des A-modules 
instables S N  et 272 M est trivial, celui du A-module instable s admet une factori- 
sation de la forme E - - . 2 7 2 M ~ 6 ) S N ~  OE. Ceci d6finit un homomorphisme 
8:Ext,.(27 2 M, ZN) --, Hom~.(X 2 M, 027N). De m~me la restriction fi s du Ver- 
schiebung de ~Zp-coalg6bre de E admet une factorisation de la forme 

E - ~  SZ M v~ O27N c-* Off,, v:(27N | 27N)~2 ~ OXN d~signant l 'homomor- 
phisme trivial pour p > 2  et l'6pimorphisme canonique (27N| | OXN 
pour p=2 .  Par construction le f , - o b j e t  E vSrifie l'axiome du Verschiebung 
si et seulement si 8e = w~f 

Nous pouvons donc 6noncer: 

Proposition 2.5.2 Pour tous A-modules instables M et N le diagramme suivant 
de groupes ab~liens: 

, Ext,.(27 2 M, XN) 

~~ ,Hom~.(27 2M, 027N) 
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I1 peut ~tre utile de reformuler le r6sultat ci-dessus en introduisant les nota- 
tions suivantes. On d~signe par O ' : ~ , - - * ~ ,  le foncteur d6fini par OSN 
= $ 2 ( O '  N); pour  p = 2  on a donc O ' = O .  On note ( N |  N) -*~ le sous-A-module 
instable de N | N form6 des 616ments antisym6triques (pour p =  2 on a donc 
(N | N ) -  62 ~ (N | N)~2); l ' isomorphisme canonique (SN | SN) ~ S 2 (N | N) 
induit un isomorphisme (S,N | S,N) | ~- S 2 ((N | N)-  | 

On obtient en fin de compte:  

- pour p = 2 un diagramme cart6sien: 

Ext~,(X 2 M X+ N) ;" , Ext~,(X 2 M, XN) 

Hom~,(M, ( N |  ~ )  ~~ , Hom,~,(M, ON); 

- pour p > 2  un isomorphisme induit par 2 x Z: 

Ext~c,(X 2 M, Z + N ) -  ker (6: Ext~,(S 2 M, XN) ~ Hom~,(M, O' N)) 

x Hom**(M, (N | N)~9). 

Calcul des groupes Ext ) , (S  2 M, Z+ N) lorsque le A-module instable M est projectif 
On note 02: ~/, ~ ~ ,  le foncteur compos6 f2of2; 0 2 est l 'adjoint ~ droite du 
foncteur X2=SoX. Cette adjonction fournit une application naturelle re: 
Ext~,(S 2 M, S N) ~ Hom~,  (M, R 1 f22 (X N)), R ~ 0 2. i f ,  ~ 0~',d6signant le premier 
d6riv6 ~ droite de 0 2, qui est un isomorphisme si M est q/,-projectif. La suite 
spectrale de Grothendieck pour  les ddriv6s des foncteurs compos6s donne une 
suite exacte (voir [Mi, Sect. 8]): 

0 --* ((R 1 f2) o Q)(S N) ~ R 1 Q2 (S N) ~ ((2 o R 1 (2)(X N) ~ 0 

soit encore: 
0 ~ R 1 f 2 ( N )  --* R t (22 ( Z N )  --* ~b 'N ~ 0 

~ ' :  f f , ~ @ ,  d6signant le foncteur d6fini par ~(XN)=S,2(dp'N). Pour p = 2  on 
a donc q~'= q~= O = 0'; pour p >  2 on a une @,-suite exacte naturelle 0 ~ O N  
~ q Y N ~ O ' N ~ O .  On note 6 la composition R 1 f 2 2 ( Z N ) ~ ' N ~ O ' N  et 0 
son noyau;  par d6finition l 'application d: Ext~,(X 2 M, S N) --* 
Home, (X 2 M, 0 X N) est la composee 6 o n. 

On note enfin/~N la limite inverse du diagramme: 

(N | N) -~2 RI f22(X N) 

O'N. 

Pour  p > 2 , / ~ N  est simplement la somme directe O N O ( N | 1 7 4  pour p = 2 ,  
/~N est le produit fibr6 de Rlg22(XN) et de ( N |  ~2 au dessus de ON. On 
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a tout fait pour avoir une application naturelle: 

Ext~,(X2 M, Z+ N ) ~  Hom~,,(m,/~N), 

que l'on notera encore ~, qui est un isomorphisme si M est ~#,-projectif. 
D6crivons maintenant certaines filtrations de/~ N e t  leurs gradu6s. Par d6fini- 

tion R lf2(N) est un sous-A-module de /~N. On d6signe par R N  le quotient 
1~ N/R 1 0 (N); pour p = 2, R N = (N | N) ~ ,  pour p > 2, R N = O N �9 (N | N) -~ .  
On dispose des @,-suites exactes suivantes: 

- 0 ~ R 1Q(N) ~ I~N ~ R N  ~ 0 (par d4finition du foncteur R); 
0---* A2N ~ R N  ~ O N  ~ 0  (A2N dhsigne la seconde puissance exthrieure du 

A-module instable N, pour p > 2  cette puissance exthrieure s'identifie fi 
(N | N) -| et la suite exacte est naturellement scindde); 

O ~  R~ C2(N)--+ ~ N---, O N ~O; 
_ O _ _ , A 2 N - - , t ~ N ~ ) N - - , O .  
Remarques. On pourrait d6finir plus savamment le foncteur/~: ~ ,  ~ i f ,  comme 
la composition R I(Q 2 P)o 2;+, R I(Q 2 P) d6signant le premier d6riv6 du foncteur 
non additif (22P: ~ , ~ , .  On pourrait 6galement retrouver la proposition 
2.5.2 a l'aide de la suite spectrale de Miller [-Mi]. 

Ddmonstration du th~orkme 2.5.1 On travaille dans la cat6gorie des ensembles 
simpliciaux point6s fibrants. Soient lFp [S Y] le lFp-espace vectoriel simplicial libre 
engendr6 par l'espace point6 27 Ye t  Z la fibre de l'application naturelle 2; Y 

Fp I-X Y]. Soit f une application de T~ (M) dans 2; Y, alors les deux propri6tbs 
suivantes sont 6quivalentes: 

(i) f , :  H ,  7"1 (M) --, H ,  22 Y est triviale; 
(ii) f se factorise fi homotopie pr6s par l'application Z ~ 2; Y. 

En fait comme T~(M) est r6tracte (fi homotopie pr6s) de 27g2 T1 (M) la condi- 
tion (ii) est aussi 6quivalente fi la suivante: 
(iii) f se factorise fi homotopie pr6s par la composbe S f2 Z ~ Z---, 2; Y. 

On note u cette compos6e et v : /7 ,  t2Z ~ / ~ / 7 ,  Y l'image de sa classe d'homotopie 
par 

gohl: [27~2Z, ZY] 1 -* Hom~u,(/4,f2Z, I~/7, Y). 

Soit g un 616ment de [TI(M), 27f2Z], alors: 

- g , :  H ,  Tt(M)--*H,  X O Z  s'identifie ~t l'image par le foncteur X+ d'un 
q/,-morphisme que l'on note X+ ~ g , ;  
- l'image de u o g par no ha: IT 1 (M), 27 Y]~ ~ Hom~,(M,/~/7,  Y) est la composbe 
vo27+l g, .  

Compte tenu de ce que l'application [ T I ( M ) , S f 2 Z ] ~ H o m * * ( M , / 7 , f 2 Z ) ,  
g~-+2~+ 1 g,  est surjective (thbor6me 2.3.1 (d))et de ce que l 'homomorphisme 
7t: Ext~,(2;2M, H,27Y)~Homeu, (M,  t~/7, Y) est bijectif le th6or6me 2.5.1 est 
maintenant 6quivalent fi la proposition suivante: 

Proposition 2.5.3 Pour tout espace pointO Y l'application naturelle v: / 7 , f 2Z  
1~/7, Y est surjective. 

La d6monstration de cette proposition est faite dans l'appendice 1. Un des 
ingr6dients en est l'analyse de H ,  f2Z il l'aide d'une variante de 2,1,2. 
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Sur le ~ noyau,  de l'application [ T1 (M), Z Y] ~ Hom~,  (H,  O T t (M), H ,  O o 2; Y). 
On note [7"1(M), S Y]! le noyau de l'application [T~(M), ZY] 
Homje , (H,  f2T1(M),H,  O o Z Y  ) c'est-fi-dire le sous-ensemble de [T1(M), XY]  
forrnb des classes d'homotopie des applications f telles que l'application (Of) ,  : 
H ,  OT1 ( M ) ~ H ,  OoXY  est triviale; on observera que [Tt(M), 2;Y] ! est en fait 
un sous-ensernble de [T1 (M), X y] l  (en effet l'application f , :  17-7, 7~ ( M ) ~  17, 2; Y 
s'identifie ~ Z Q ( O f ) , ,  au moins si Y est connexe). 

Proposition-D6finition 2.5.4 La restriction ~ [TI(M), 2;Y]~ de l'application h~: 
IT 11M), 27 Y] t ~ Ext~c, (272 M, H ,  Z Y) se factorise par l'inclusion 
Extr M,/-7, Y)'-, Ext t , (Z  2 M, H ,  2; Y) induite par le foncteur X + ; on note hi: 
[T 1 (M), X y]X _., Ext,~,(Z M, H ,  Y) l'application dkfinie par cette factorisation. 

Cette proposition est une consbquence du lemme suivant (comparer avec 
[La 1, proposition 4.1.3]): 

Lemme 2.5.5 Soit f :  X ~ Y une application d'espaces pointOs; soit Cf sa cofibre. 
On fait les hypotheses suivantes: 

les applications naturelles H ,  27 f2 X ~ ffI , X et 17, X O Y ~ H ,  Y sont surjectives 
(ce qui entrafne en particulier que les coproduits de H ,  X et de H ,  Y sont triviaux 
et que les A-modules instables I t ,  X et lq, Y sont des suspensions) ; 

l'application ( O f ) ,  : H ,  O X  ~ H ,  O Y est triviale (ce qui compte tenu de l'hypo- 
th~se pr~c~dente entrafne que f , :  H ,  X ~ H ,  Y est Ogalement triviale). 

Alors l'application naturelle 17, X f2 C y ~ iq,  C f est surjective et la 9f ,-extension 
0-~ H ,  Y ~  H ,  Cy--, 17 ,X  ~ 0 est somme directe de la suspension (terme fi terme) 

d'une ~,-extension et de la suite exaete 0 ~ F v -~ Fp ~ 0 ~ O. 

Th6or6me 2.5.6 Soit M un A-module instable projectif 1-coconnexe. Pour tout 
espace point~ Y l 'application hi-: [ T 1 ( M), 2; y] l ~ Ext,~,(XM, 17, Y) est surjective. 

Cet 6nonc6 est bien stir trivial si X M  est ~//,-projectif. On observera par 
ailleurs que le th6or~me 2.3.1 implique dans ce casque l'ensemble IT1 (M), Z y ] l  
est r6duit fi un point. 

D~monstration du lemme 2.5.5 On consid6re le diagramme commutatif suivant: 

X O X  xof , Z~2Y ) Z C y2  f 

f ~ X --'----* Y , Cf , 

dans ce diagramme C~f d6signe la cofibre de Of, les fl~ches verticales de gauche 
et du centre correspondent ~ l'unit~ de l'adjonction, et la fl~che verticale de 
droite est induite par la commutativit~ du diagramme de gauche. On en d~duit 
le diagramme commutatif suivant: 

0 ~X+H,  Q Y  , X+/7 ,Cns  ~Z217, QY ' 0  

1 
0 , H , Y  - - *  H , C  s , X H ,  X ,0 
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dans lequel les horizontales sont des 5U,-extensions, les fl6ches verticales de 
gauche et du centre des ~,-morphismes,  et la fl~che verticale de droite la suspen- 
sion d'un ~f,-morphisme. Ce diagramme montre que l'application Z / 7 , C ~ I  

/7, C I e s t  surjective et que la ~ , -extension 0 ~ H ,  Y ~  H ,  Cy ~ Z /7 ,  X ~ 0 
est bien de la forme annonc6 (ce qui suffit pour 2.5.4); l'application ZH,~2C I 

/7, C I e s t  bien surjective parce que l'application Z C ~ I ~  C I (comme toute 
application dont la source est une suspension) se factorise par la cofinit6 de 
l 'adjonction Z~2C I ~ Cy. 

D~monstration du th~orOme 2.5.6 La m6thode est la m~me que celle employ6e 
pour d6montrer le th6or6me 2.5.1. 

l On note toujours n: Ext+,(2 M , / 7 ,  Y) ~ Hom+,(M, R t Q/7 ,  y) l'application 
naturelle qui est un isomorphisme si M est ~,-projectif. On v6rifie que cette 
application naturelle est compatible avec l'application naturelle n: 
Ext~.,(S 2 M, H ,  S Y) ~ Homo-e, (M,/~/7,  Y) et les inclusions 

Ext~,(2 M,/7, Y) '~ Ext~,(Z 2 M, H, 2; Y) 
et Homr R x Q / 7 ,  Y)'-,Hom~u,(M, I~/7, Y). 

La surjectivit6 de no h i e s t  6quivalente ',i la proposition suivante: 

Proposition 2.5.7 Soit K le noyau du ~,-morphisme H , f 2 Z - - * H , ( 2 Z Y .  Alors 
la restriction de v ~ K. induit une surjection de K sur R 1 ~2/7, Y. 

La d6monstration de cette proposition est faite dans l'appendice A off elle 
est une 6tape essentielle dans la d6monstration de 2.5.3. 

3 Quelques applications et exemples 

3.1 DOfaut d'exactitude de l'homologie modulo p pour les fibrations multiplicatives 

Proposition 3.1.1 (Moore-Smith [MS2]) Soit Z ~ Y-~ X une fibration d'espaces 
point,s. 

(a) L'image du ~'~,Fp-morphisme H ,  (2 o Z -* H ,  (2 o Y est normale. 
(b) L'homologie du complexe H ,  t2 o Z -~ H ,  [2 o Y-~ H ,  ~o X en H ,  ~2 o Y est, comme 
lFp-alg~bre de Hopf, l'algObre extOrieure A M  sur un Fp-espace vectoriel graduO 
M concentr~ en degr& congrus fi + 1 modulo 2 p. 

DOmonstration du (a)  On remplace la fibration multiplicative ~2Z-~ t2 Y-~ (2X 
par une suite exacte de groupes simpliciaux et on utilise le point de vue (i) 
de 1.1.2.1. Notons qu'il ne s'agit pas l~ d'une application des parties 1 et 2; 
cependant (a) est indispensable pour 6noncer (b). 

DOmonstration du (b)  Soit H l'homologie en question. D'apr6s 2.2.3 (b) l'ensem- 
ble point6 S , H  est trivial pour tout entier n ~  +1 m o d 2 p  et l'on conclut en 
utilisant le point (b) de la proposition ci-dessous. [] 
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P r o p o s i t i o n  3.1.2 Soit H une lFp-algdbre de Hopf  

(a) Les deux propri&Os suivantes sont Oquivalentes: 
(i) l'ensemble pointd S , H  est trivial pour tout entier n>= 1; 
(ii) H est triviale. 
(b) Les trois propri&~s suivantes sont Oquivalentes: 
(i) l'ensemble pointO S , H  est trivial pour tout entier n ~  _+ 1 mod 2p; 
(ii) le Fp-espace vectoriel gradud P H  est concentrd en degrOs congrus fi +_ 1 modu- 
lo 2 p et l'homomorphisme naturel P H ~ Q H est surjectif ; 
(iii) H est, comme Fp-algObre de Hopf  l'algdbre extOrieure A M sur un Fv-espace 
vectoriel graduO M concentr~ en degrds congrus fi +_ 1 modulo 2 p. 

Ddmonstration. Soient H une lFp-alg6bre de Hopf  et n > 1 un entier. L'application 
naturelle P,H--, Q, H se factorise en tant qu'application d'ensembles point6s par 
l'inclusion naturelle P , H ~ S , H  de 1.5.5 et la surjection naturelle 
S , H - - ~ Q , H ~ - S ,  VQH. Rappelons que l'inclusion P , H ~ S , H  est en fait une 
bijection si n est impair pour p = 2 et si n n'est pas divisible par 2 p pour p > 2. 

La condition (i) de (a) implique donc que QH (ou PH) est trivial ce qui 
6tablit (a). 

L'implication (i) =~ (ii) du point (b) r6sulte/t nouveau de ce qui pr6c6de. 
Maintenant si P H  est concentr6 en degr6s impairs l'inclusion P H  ~ H se 

prolonge en une inclusion de Fp-alg6bres de Hopf  A P H  ~ H qui est aussi une 
surjection d6s que l'application P H  -~ QH en est une. Ceci d6montre !'implication 
(ii) =~ (iii). []  

Remarques. (1) Compte tenu de la proposition 3.1.2 (b) le point (b) de la proposi- 
tion 3.1.1 est cons6quence de la repr6sentabilit6 des foncteurs Sw(.) pour les 
entiers n ~ + 1 mod 2 p. Notons en revanche que la reprdsentabilit6 de ces fonc- 
teurs n'utilise le point (b) de la proposition 3.1.1 que dans les deux cas suivants: 

- X est un espace d'Eilenberg-Mac Lane; 
- Zes t  un espace d'Eilenberg-Mac Lane et la fibration Z ~ Y ~  X est principale. 
(2) Compte tenu de la proposition 3.1.2 (a) la semi-repr6sentabilit6 des foncteurs 
Sw(.) pour tout entier n > 1 est quant ~ elle ~6quivalente ~ ~ la proposition 2.1.1. 
(3) L'homologie H du complexe intervenant en 3.1.1 (b) est en fait une A-alg6bre 
de Hopf  instable. Posons M =  P H  = QH, M est donc un A-module instable con- 
centr6 en degr6s congrus /t + 1 modulo 2p et H est ~ , - i somorphe  /t A M  et 
fi V M  (attention: A M  n'est pas un objet de ~ ,  pour tout A-module instable 
m). 

3.2 Sur les spectres de Brown-Gitler 

On note T(n) le spectre dont la suspension est le spectre des suspensions de 
l'espace point6 T i (n): 

Z, T(n) = Z ~ T I (n). 

Les propri6t6s de T1 (n) impliquent: 

(a) H ,  T(n)-~ G(n) comme A-module (h droite); 
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(b) pour tout espace point6 Y l 'homomorphisme naturel 

IT(n), Z ~ Y] -~ H,  Y 

est surjectif ([T(n), 2; ~ Y] d6signe le groupe ab61ien des applications du spectre 
T(n) dans le spectre des suspensions de Y); 
(c) T(n) est r6tracte ~t homotopie pr6s du spectre des suspensions d'un espace 
point6 (par exemple f2 T 1 (n)). 

Les propri6t6s (a) et (b) caraet6risent le spectre T(n) il 6quivalence d'homologie 
modulo p pr6s. En effet soit Tb*S(n) un autre spectre v6rifiant ces propri6t6s, 
comme T(n) satisfait (c) il existe une application de spectres Tbi~(n)~ T(n) qui 
induit un isomorphisme en homologie modulo p. 

L'existence d'un spectre T(n) v6rifiant (a) et (b) est due ~ Brown et Gitler 
[BG] (dans cet article ils se limitent au cas p=2 ,  le plus important dans les 
applications, notamment [Mah, BP1, Co]) et ~<l'unicit6, /t Brown et Peterson 
[BP2]; la notation T(n) apparait d@i dans [BG] ce qui justifie la notation 
Tt (n) que nous avons adopt6e pour les espaces de Brown-Gitler. Brown et Gitler 
construisent en fair les n-duaux des spectres T(n) et c'est plut6t fi ces n-duaux 
que l'on r6serve habituellement l'appellation de spectres de Brown-Gitler. 

Le th6or6me 0.1 concernant les espaces de Brown-Gitler implique un th6o- 
r6me analogue pour les spectres T(n). Soit Y un spectre, on note f2; ~ Y la compo- 
sante connexe du point base dans f2 ~ Y. 

Th~or~me 3.2.1 Soit n un entier supOrieur ou ~gal it 2; soit Y un spectre, l l  
existe un kpimorphisme de groupes abOliens, naturel en Y: 

IT(n), Y]---~Hom~v,~ . . . .  (W F"ab(n), H ,  (2~ Y) 

qui est un isomorphisme s i n  est non congru fi + 1 mod 2 p ou si Y est un spectre 
d'Eilenberg-Mac Lane. 

DOmonstration. On a la suite d'isomorphismes naturels de groupes ab61iens: 

IT(n), Y] - [Z T(n), Z Y] _~ [ S ~ T~ (n), Z Y] _~ [7"1 (n), Y2 ~ Z Y].  

On a donc d'apr6s 2.2.3 un 6pimorphisme naturel [T (n ) ,Y] - - -  
Hom~e,~,(W~(n), H ,  f2o(f2~Z Y)) qui est un isomorphisme s in  est non congru 
~i ___ 1 mod 2 p. Or: 

- o n  a des 6quivalences d'homotopie, naturelles en Y, Y2(f2~ZY))~_Y2~Y et 
~0 (~ 2~ z Y)) ~ ~2~ Y; 

- H.(2~  Yest un objet ab6lien de ~,~-;  
W~p'ab(n) est 1 ab61ianis6 de Wrp(n) (voir 1.5.4). []  

Remarque. Pour n -  • 1 mod 2p on a T ( n ) ~ S T ( n -  1) et donc aussi: 

IT(n), Y] ~ Hom~e,~ . . . .  (W r~'~b(n - 1), H ,  f2o (f2 | Y)). 

Voici une application du th~or~me 3.2.1 

Calcul de l'ordre de l'identitO dans [T(n), T(n)]. 
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C o r o l l a i r e  3 . 2 . 2  (Lin [Li]) Soit n u n  entier pair sup&ieur ou ~gal it 2. Alors 
l'ordre de l'identit~ dans IT(n), T(n)] est p~(,)+l, vp(n) d~signant la valuation 
p-adique de n. 

DOmonstration. Soit l: W~:,'"b(n) ~ H ,  f2 ~176 T(n) le ~,F~'~b-morphisme correspon- 
dant /i l'identit~ de T(n) via la bijection IT(n), T(n)]~Homje,~ . . . .  (W%'~b(n), 
H ,  I2 ~176 T(n)). On se convainc tout d'abord que t est injectif. 
Pour cela on utilise l'analogue ab61ien du lemme 1.2.3.2 et les points suivants: 

- l'application naturelle/7,  ~2 ~ T(n) ~ H ,  T(n) se factorise par les ind6composa- 
bles; 
- la composition Q WF~'"b(n)~ Q H ,  O ~ T ( n ) ~  H ,  T(n) s'identifie fi l'inclusion 
GF~(n) ~ G(n); 

- H ,  f2 ~ T(n) est libre comme Fp-alg6bre gradu6e commutative, en effet ceci 
est v6rifi6 pour le spectre des suspensions d'un espace point6 connexe (voir 
[CLM, th6or6me 4.2, p. 40]) et T(n) est r&racte d'un tel spectre. 

Ce qui pr6c6de montre que l 'homomorphisme de groupes ab61iens 

Hom~e,~p.~b (Wr~.~b(n), WF,."b(n)) 

Hom~e,~ . . . .  (WF~'~b(n), H ,  (2 ~ T(n)) ~ IT(n), T(n)] 

induit par t est injectif et puisque l'image de l'identit6 de WFp'ab(n) par 
cet homomorphisme est l'identit6 de  T(n) il suffit de calculer l'ordre de 
l'identit6 dans Hom~.~p.,b(WF~'"b(n), WFP'~b(n)). Or l'616ment p Id  de 
Homje**p.a,(Wrp'ab(n),  WlFp'ab(n)) est la composition du Verschiebung et de l'616- 
vation /t la puisance p-6me, x~--~(~x)P; on en d6duit bien que pV~("~Id40 et 
pyre,)+1 Id=0 .  [] 

En fait Hom eJ2. . . . .  (WFp'ab(n), WFp'ab(n)) est engendr6 comme groupe ab61ien 
par l'identit6 et est donc isomorphe comme anneau fi 2g/p ~")+1. Ce r6sultat, 
dO originalement fi Schoeller [Sc], peut se d6montrer par r6currence fi l'aide 
de la troisi6me remarque suivant la proposition 1.5.5. 

3.3 ROalisation des suites exactes de Mahowald 

3.3.1 Les suites exactes de Mahowald 

Rapplelons tout d'abord ce que sont les suites exactes de Mahowald (voir [Mah, 
LZ2, Sect. 3.2]). 

Soit n u n  entier > 0, on consid6re l 'homomorphisme de A-modules instables, 
que l'on note a: G ( n ) ~ X G ( n - 1 ) ,  repr6sentant la suspension E [ G ( n - 1 ) ]  de 
la classe canonique de G(n-1) .  Cet homomorphisme est toujours surjectif et 
voici une description de son noyau. 

Pour n $ 0, 2 mod 2 p, a est un isomorphisme. 
Pour n=0 ,  2 mod 2p, on pose: 

--  0 n = S qn /2  sip = 2, 
- O,=P "/2p si p > 2  et n - - 0 m o d 2 p ,  
- O n = t i P  ( n - z ) / 2 p  si p > 2  et n - 2 m o d  2p, 
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- r (n)=n-IO. I  (10,1 d6signant le degr6 de 0. c o m m e  61~ment de A), et on note 
0,.: G(r(n))--*G(n) l ' h o m o m o r p h i s m e  de A-modules  instables repr6sentant  
[G(n)] 0.. Alors  la suite de A-modules  instables: 

0 ' G (z (n)) - -  0,. , G(n) , S, G ( n - 1 )  ,0  

est exacte. 
Les suites exactes ci-dessus s 'appel lent  les suites exactes de Mahowald .  On 

note r/, l'616ment de ExtJa.(SG(n--1), G('c(n))) repr6sent6 par  une telle suite; 
Ext~ . (12G(n-1) ,  G(r(n))) est un Fp-espace vectoriel de dimension un engendr6 
par  r/., On note X+(q,) l'61~ment de Ext~r,(SZG(n - 1), S+ G(z(n))) repr6sent6 
par  l 'extension de A-coalg6bres instables: 

0 --* Z+ G(r  (n)) ~ Z+ G(n) ---* X z G ( n -  l) ~ 0 

obtenue en <~suspendant~ la suite exacte de Mahowald .  On va voir  ma in tenan t  
que s i n  est congru  ~ 2 modu lo  2p  alors il n'est pas  n~cessaire de suspendre 
pour  obteni r  une extension de A-coalg~bres instables fi par t i r  de la suite exacte 
de Mahowald .  

Le cas n = 2 m o d 2 p .  S i n  est un entier de la forme 2 p k + 2  la suite exacte 
de M a h o w a l d  s'acrit: 

O ~  S G ( 2 k ) ~ G ( 2 p k  + 2 ) ~  Z2G(2pk )~O.  

Or l ' h o m o m o r p h i s m e  2: Ext~c, (S2G(2pk) ,S ,+G(2k))~Ext~. (S2G(2pk) ,  
SG(2k))  de 2.5 est un i somorphisme.  En effet, pour  p > 2  les groupes  
Hom~u,(G(2pk), O' G(2k)) et Hom~,(G(2pk),  ( G ( 2 k ) |  G(2k)) - ~ )  sont  nuls et 
pour  p = 2 les fleches 0 et v o - du carr6 cartesien: 

Ext~r.(12 2 G(4 k), f +  G(2 k)) 

Uom4~, (G(4 k), (G(2 k) | G(2 k)) ~2) 

, ExtJa,(S z G(4 k), I2 G(2 k)) 

, Hom~,.(G(4k),  OG(2k)) 

sont des i somorph ismes  si bien qu'il  en est de m~me pour  les fl6ches 2 et g. 
I1 existe donc  une unique structure de A-coalg6bre instable sur ~zp q ) G  (2 p k + 2), 
que l 'on notera  G + (2 p k + 2), telle que la suite exacte 0 --* ,!; + G (2 k) --, G + (2 p k 
+ 2 ) ~  X 2 G(2p k ) ~  O, s o m m e  directe de la suite exacte de M a h o w a l d  et de la 
suite exacte 0 ~ IFp--, lFp --. 0 ~ 0, est une J{' .-extension. Le coprodui t  de 
G+ (2 p k + 2) est trivial pour  p > 2 (observer  cependant  que dans ce cas G(2 p k 
+2 )  n 'est  pas  une suspension!)  mais  non  pour  p = 2 ;  en fait on v6rifie dans 
ce dernier  cas que G + (4 k + 2) est i somorphe  fi g (IF 2 | G F2(4 k + 2)) (voir 1.4.3), 
6 :~ .F2  __. Sr d6signant l ' ad jo in t / t  gauche de l 'oubli  J ( .  ~ j{.~2 (voir 1.7). 

On note  ~, l'616ment de Ext~c.(Z z G ( n - 2 ) ,  Z+ G((n-2)/p)) d6crit ci dessus; 
~, est donc  caract6ris6 par  la formule 2(~,)= q,. Voici une autre  caract6risat ion 
de ~,. 
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On dispose d'un diagramme commutatif: 

2 
Ext~r (272 G (n - 2), ~ + G ((n - 2)/p)) = Ext , ,  (272 G (n - 2), 27 G ((n - 2)/p)) 

Hom~. (G(n-2 ) ,  t ~G( (n -  2)/p)) ~ H o m ~ . ( a ( n - 2 ) ,  O G ( ( n -  2)/p)) 

dans lequel toutes les fl6ches sont des isomorphismes et l'image de ~, dans 
Hom~,(G ( n -  2), ~9 G ( ( n -  2)/p)) est l 'application qui repr6sente 69 [G ( (n -  2)/p)]. 

Pour p = 2  et n - 0  m o d 4  ce diagramme d'isomorphismes existe encore et 
l'on 6tend la d6finition de ~, par la propri6t6 ci-dessus; on observera que l'on 
n'a pas dans ce cas-l~ 2(~,)=~,. 

3.3.2 Sur certaines applications entre espaces de Brown-Gitler dont l'invariant 
de Hop f  est reli~ aux suites exactes de Mahowald. 

Proposition 3.3.2.1 Soit n un entier congru ?t 0 ou 2 modulo 2 p et supOrieur 
ou Ogal fi 2. Alors il existe une application e: T l (n- -1)~  Tl(r(n)) qui posskde 
les propri~t~s suivantes : 

- I'application (f2e),: H ,  g2Tl (n-1) - -*H, f2TI (~(n) )  est triviale (ce qui entra?ne 
que e , : / 7 ,  7"1 ( n -  i ) ~ / 7 ,  T t (z(n)) est ~galement triviale); 
- h l ( e ) = Z + q , ;  
- la cofibre de e a l e  type d'homotopie de 7"1 (n). 

D~monstration. Comme 7"l(z(n)) est r6tracte d'une suspension les deux premiers 
points sont cons6quence du th6or6me 2.5.6 (en fait on pourrait  seulement utiliser 
que la cofinit6 de l 'adjonction Ss  T~(~(n)) induit une surjection en 
homologie modulo p). Pour prouver la troisi~me il suffit de v6rifier les conditions 
(a), (b) et (c) de 2.3.2. Les conditions (a) et (c) sont clairement remplies (observer 
que pour la condition (c) le cas n = 2  ne fait pas exception); la condition (b) 
l'est ~ cause du lemme 2,5.5. []  

On se propose de montrer  h pr6sent que s i n  est congru h 2 modulo 2p 
alors on peut supposer que l'application e ci-dessus est une suspension. 

Le cas n = - 2 m o d 2 p .  Soit n un entier >0,  que l'on suppose pair si p = 2  et 
divisible par 2 p pour p > 2. 

Le 9r p Id: WFp'ab(n) -'~ wFp'ab(n)  (m~me notation qu'h la 
fin de 3.2) est la composition d'un J/g,F~'"b-morphisme wF~'ab(n)~ WFp'"b(n/p) 
que l'on note q~,b et de l'inclusion de WF~'"b(n/p) dans WVp'ab(n); avec les nota- 
tions de 1.4.1 on a r (X3 = (Xi- 1) p pour 1 < i _ k et q#b (X0) = 0. 

On note ~o: WF~(n)-~ WFv(n/p) un W,F~-morphisme dont l'ab61ianis6 est ~0 ~b, 
c'est-~-dire qui fait commuter le diagramme: 

W*.(n) ~ , W~"(n/p) 

w . . . . b (n  ) ~b , WF..~b(n/p ) 
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dans lequel les fl6ches verticales sont les morph i smes  d'ab61ianisation; un tel 
~p existe bien parce que WFp(n) est J~,~,'-projectif. 

On note enfin f l'616ment de [7"1(n), Tl(n/p)] cor respondan t  par  la bijection 
[T1 (n), T1 (n/p)] ~- Hom~,%(W~:v(n), W(n/p)) fi la compos i t ion  de q~ et de l ' inclusion 
W ~p(n/p)~ W(n/p); on observe que l ' image de f dans l 'ensemble 
Hom**(H,  Tl (n) ,H,  Tl(n/p))=Hom4,(G(n),G(n/p)) est triviale (en fait cet 
ensemble est trivial p o u r  n 4= 0). 

P r o p o s i t i o n  3.3.2.2 Soit nun  entier, que l'on suppose pair pour p = 2  et divisible 
par 2 p pour p > 2. Alors l'invariant de H opf h 1 ( f)  de l'Ol~ment de [ T1 (n), T1 (n/p)] i 
dOfini ci-dessus est ~,+ 2. 
DOmonstration. Soi t j  un 616ment de [T1 (n/p), T 1 (n)] don t  l ' image par  la surjection 
IT1 (n/p), T 1 (n)]--~ Homav,%(W~v(n/p), W(n)) (noter que cette surjection est en fait 
une bijection si n est divisible par 2p) est la compos i t ion  des inclusions 
W ~:P (n/p) ~ W ~(n) et W rP(n) ~ W(n). Par  construct ion:  

- L ' image  d e j  darts H o m x , ( H ,  Tt (n/p), H ,  T 1 (n))= Hom~e,(G(n/p), G(n)) est Fin- 
ject ion 0, de la suite exacte de Mohawald .  
- L'616ment X ~ ( j o f )  de [S T(n), X T(n)] est 6gal fi p fois la classe de l 'identit6 
(voir 3.2) que l 'on peu t  voir c o m m e  le smash-produ i t  fo/x T(n), fo d6signant 
la classe dans  [S 1, S 1] d 'une appl icat ion de degr6 p. 

La p ropos i t ion  r6sulte alors des points  suivants:  

L 'appl ica t ion  2" Ext~.(X 2 G(n), S+ G(n/p))~ Ext~, (S  2 G(n), SG(n/p)) est 
injective. 
- L ' invar ian t  de H o p f  de f0, vu comme  un 616ment de Ext~ . (S  2 G(0), SG(O)), 
est t/2. 

L 'app l ica t ion  Ext~,.(S 2 G(n), XG(n /p) )~  E x t l . ( S  2 G(n), SG(n)) induite par  0,. 
est injective. 
- L ' image  de 2(~,+2) (qui rappelons-le  coincide avec  q,+2 pour  n divisible par  
2p) dans Ext~u.(S 2 G(n), SG(n)) est le p rodui t  tensoriel q 2 |  G(n); pou r  se con- 
vaincre de ce point-lfi on peut utiliser que Ext~,(X 2 G(n), X N) est nature l lement  
i somorphe  ",i Hom~.(G(n) ,  O N ) =  IV,~ v pour  tout A-module  instabte N. 
- Soit .~/, la cat6gorie des A-modules / t  droi te  ~stables~,  c'est-',i-dire pas  n6ces- 
sairement  instables, a lors  l 'appl icat ion naturelle E x t , , ( - ,  - ) - -+  E x t . ~ . ( - ,  - )  est 
injective. 
- Les invar iants  de H o p f  ~dnstable)> et ~s table~ sont  compatibles ,  en un sens 
6vident, avec l 'appl icat ion naturelle ci-dessus. [ ]  

C o r o l l a i r e - D ~ f i n i t i o n  3.3.2.3 Soit nun entier congru fi 2 modulo 2 p, alors l'espace 
T1 (n) a le type d'homotopie d'une suspension. Plus prOcisOment soit To(n ) la cofibre 
d'une application T1 ( n -  2) --+ TI ( ( n -  2)/p) reprOsentant la classe d'homotopie f 
introduite ci-dessus, alors il existe une ~quivalence d'homotopie Tl(n)~-STo(n ). 
La A-coalg~bre instable H ,  To (n) est isomorphe fi G + (n). 
D~monstration. La propos i t ion  3.3.2.2 nous  dit que la cofibrat ion Tx((n-2)/p) 

To(n) ~ S T1 (n -2 )  donne  en homolog ie  modulo  p l 'extension de A-coalg6bres 
instables 0 ~ S + G ((n - 2)/p) -~ G + (n) ~ X 2 G ( n -  2) ~ 0 consid6r6e en 3.3.1. On 
a en part iculier  H ,  T o (n )~  G + (n) c o m m e  A-coalg6bre  instable. 

On a egalement H .  (T0~n) , , /~1)=0 (observer que le caN n=2 ne fair pas 

exception). La suspension S To(n ) verifie donc a nouveau les conditions (a), (b) 
et (c) du tb~or~me 2.3.2. [ ]  
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Remarques. La proposit ion 3.3.2.2 sera utilis6e darts la dbmonstration de la pro- 
position 2.5.3 donn6e dans l 'appendice A. Comme la proposit ion 2.5.3 est la c16 
du th6or6me 2.5.1 nous avons pris soin de ne pas faire d6pendre la proposi- 
tion 3.3.2.2 de ce th6or6me! C'est aussi en vue de cette utilisation future que 
nous avons suppos6 n pair plut6t que divisible par 4, pour p = 2, dans l'6nonc6 
3.3.2.2. 

3.4 Sur les d&uspensions de T~ (6) pour p = 2 

On suppose p = 2 et n = 6. 
On v6rifie par inspection qu'il existe exactement quatre A-coalg6bres insta- 

bles K deux ~ deux non isomorphes telles que le A-module instable /(  soit 
isomorphe fi G(6). On vient de voir que l'une d'entre elles, G+ (6), est l 'homologie 
modulo p d'un espace. En fait il en de m~me pour  les trois autres. 

Proposition 3.4.1 Soit K une A-coalg~bre instable telle que le A-module instable 
R soit isomorphe ci G(6). Alors il existe un espace point~ simplement connexe 
X tel que: 

(a) il existe un f , - i somorphisme H ,  X ~ K; 
(b) il existe une Oquivalence d'homotopie Z X_~ T I (6). 

D~monstration. D'apr6s la remarque (3) qui suit l'6nonc6 du th6or6me 1.6.4 il 
existe un ~ , - i somorph i sme  W(6)~-JK.  On a donc d'apr6s le th6or6me 2.2.3 
(b) et la d6finition m~me du foncteur J des bijections naturelles en Y: 

[-TI (6), Y ] ~ - H o m g , ( J K ,  H ,  t2 o Y)~ Homze,(K, H,~2 o Y). 

Puisque le foncteur Y~--*Hom**(K, H , (2  o Y) est un foncteur en groupes, on en 
d6duit une structure de cogroupe sur T 1 (6). Comme T1 (6) est 2-connexe et de 
dimension 7, le th6or6me 3.4 de [Ga]  montre  que cette structure est induite 
par  une 6quivalence d 'homotopie  2;X--- T1 (6) (avec X 1-connexe). I1 reste fi mon- 
trer que ceci implique (a). 

Cette implication r6sulte du lemme ci-dessous. Observons avant de l'6noncer 
que pour route A-coalg6bre instable K la A-alg6bre de Hopf  instable J K  est 
canoniquement un cogroupe de ~ ,  et rappelons que Q J K  s'identifie comme 
A-module instable ~ K. 

Lemme 3,4.2 Soient K et L deux A-coalgObres instables et f :  J K ~ J L un isomor- 
phisme de 9r Alors l'application Q f :  K--*L pr&erve le coproduit 
r~duit. 

D~monstration. Elle se fait fi l'aide de la construction suivante. Soit ~9: J K  ~ J K  
la ~multiplication par 2)~ du cogroupe JK .  On v6rifie tout d 'abord que Q~:  
/ ( ~ / (  est triviale; ~ induit donc un ~ , - m o r p h i s m e  JK/J-K2"-*J-K2/J-K 3. On 
v6rifie que ce morphisme s'identifie au coproduit  r6du i t / (  -~/(" |  [ ]  

Remarque. La d6monstration ci-dessus ne marche que pour  p = 2 .  Pour une 
d6monstration plus conceptuelle valable quelque soit p utiliser le th6or6me 1.2 
de [-Be]. 



Vecteurs de Witt non commutatifs 215 

Appendice A 

L'objet de cet appendice est de donner une d6monstration des deux propositions 
ci-dessous, promise au paragraphe 2.5 dont nous reprenons les notations: 

Proposition 2.5.3 Pour tout espace pointk Y l'application naturelle v: H , (OZ)  
I~H, Y est surjective. 

Proposition 2.5.7 Soit K le noyau du ~,-morphisme H ,  f2Z--*H, f2ZY. Alors 
la restriction de v fi ft. induit une surjection de ff~ sur R ~ f2H, Y. 

On v6rifie sans difficult6s qu'il suffit de d6montrer ces propositions pour 
les espaces point6s connexes; en cons6quence dans cet appendice tousles espaces 
seront suppos6s connexes. 

A.1 D~monstration de la proposition 2.5.3 

On proc+de en trois &apes compte tenu des filtrations de /~/7, Y d6crites en 
2.5. 

1-Ore Otape. L'image de v contient le sous-module R ~ ~2/q, Y de /~ /4 ,  Y 
C'est clairement une cons6quence de la proposition 2.5.7 que l'on d6montrera 

au prochain paragraphe. 

2-Ome ~tape. L'image de v contient le sous-module A 2 H ,  Y de /~ /~ ,  Y. 
On note C Y le c6ne (r6duit) d'un espace point6 Y; on a une inclusion canoni- 

que Y ~  C Y dont l'espace quotient s'identifie ~i 2; Y. Soient YI et II2 deux espaces 
point6s, on note D(Y~, Yz) le sous-espace point6 de CYI • CYz r6union des sous- 
espaces CY~ x Y2 et Y~ x CY2. On dispose de deux applications canoniques, e: 
D( Y1,112) ~ 2; ( Y~ /x I(2) et f :  D( Y~, Y:) ~ S Y~ v 2; Y2. On v6rifie que e est une 6qui- 
valence d'homotopie (faible) et que le diagramme suivant est cocart6sien: 

D(y~, yz) I , Zy~ v z y z  

C Y I •  2 , ~ Y I •  

Ce diagramme montre que f est triviale en homologie modulo p e t  que h l ( f )  
s'identifie ~ la classe de la X',-extension S+(FI, Y ~ |  Y z ) ~ S + H ,  YI |  
27 + R ,  Y2---, s f i  , Y~ | s ~ , Y2. 

On fait ensuite 111 = Y2 = Yet on considSre la compos6e g de f et de l'applica- 
tion canonique S Yv 27 Y- ,  S Y La fonctorialit6 de l'invariant de Hopf implique 
que le ~ ~oh~(g): S -  ~/-I, D(Y, Y) o / ~ / 7 ,  Yest le compos~ de l'iso- 
morphisme 27-~ H,D(Y,  Y ) ~ - H , ( Y ) |  de l'6pimorphisme canonique 
H,  Y |  H ,  Y - - ,  A 2 H ,  Ye t  de l'inclusion canonique A 2/~, Y'-,/~/-t, Y 

Etant donn8 le caract6re universel de v la seconde &ape est bien achev~e. [] 

Remarques. La construction pr~c6dente est inspir6e d'une construction que 
l'on trouve par exemple dans [Ba, Ar]. On remarquera aussi que l'application 
Z ( Y ^  Y)-~ S Y compos6e de l'6quivalence d 'homotopie 2;(Y^ Y)~D(Y,  Y) et de 
g s'identifie ~ homotopie prSs ~ l'adjointe du <<commutateur)> YA Y o  s Y 
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3-Ome drape. Le compos6 de ve t  du ~ I~H, Y--~OffI, Y est sur- 
jectif. 

Soient n un entier > 0  que l'on suppose pair si p > 2  et y un 616ment de 
H , Y  On t~reprtsente>> y par une application a: T:(n)--,ZY et l'on considtre 
la compos6e de a e t  de l'application f :  7"1 (p n) ~ T~ (n) de 3.3.2.2. Cette compos6e 
s'dcrit 6galement u ob, u d6signant l'application ZQZ--* Z Y  introduite en 2.5 
(en mame temps que v) et b une application de T~ (pn) dans s En utilisant 
le calcul de l'invariant de Hopf de f (c'est-fi-dire la proposition 3.3.2.2) et la 
fonctorialit6 de cet invariant, on v6rifie que le compost  du ~g,-isomorphisme 
G(pn)~Z- :14 ,  Tl(pn), de Y,- lb , :  X - 1 H ,  TI(pn)--,H, f2Z, de v, et du 
q/,- tpimorphisme R H ,  Y--- O / t ,  Y repr6sente l'616ment O y. [] 

A.2 DOmonstration de la proposition 2.5.7 

A.2.1 Rappels sur le second homomorphisme de coin de la suite spectrale d'Eilen- 
berg-Moore d'une fibration 

On considtre une fibration q: E--, B, B t tant  un espace point6 simplement con- 
nexe. On note F la fibre de q au dessus du point base de B et i: F ~  E l'inclusion 
canonique. La suite spectrale d'Eilenberg-Moore de q, dont le terme E z est 
isomorphe comme Fv-coalgtbre bigradu6e fi CotorH,B(H , E, ]Fr), converge fort- 
ement vers H ,  F et plus pr6cis6ment vers le gradu6 d'une filtration d6croissante 
par des sous-A-modules instables FsH,F, s e N ;  on a en particulier FoH, F 
- - H ,  F et F1 H ,  F = ker(i , :  H ,  F--+ H ,  E). On se propose de rappeler l 'interprtta- 
tion du second homomorphisme de coin ~:1" XF1 H,  F ~ Cotor~,B(H, E, Fp) (qui 
est un ~//,-morphisme). 

Par d6finition on a une suite exacte de A-modules instables H , E  
--* H ,  (E, F) --* Z F 1 H ,  F --, 0. Or le produit 1 x q: E ~ E x B induit une applica- 
tion de paires (E, F ) ~ ( E x  B, E x , )  et donc un ~#,-morphisme H,(E, F) 

H , E  | H , B  si bien que l'on obtient un ~#,-morphisme naturel v: XF1H,F 
--* C, C d6signant le conoyau de l 'homomorphisme H,E--> H,  E | H , B  induit 
par 1 x q. 

Proposition A.2.1.1 (voir par exemple [Sm]) L'homomorphisme vest  le composO 
du second homomorphisme de coin •1" Z F1 H,  F ~ Cotor~,B(H, E, Fp) et de l'inclu- 
sion naturelle de Cotor~,~(H, E, Fp) dans C. 

Cette proposition admet le corollaire ci-dessous. Soit 2 un • , -morphisme 
H,B--*L tel que le compost  2oq,  est trivial; 2 induit un ~//,-morphisme 
Cotor~,B(H, E, IFp) ---, Cotor~ (Fp, Fn) = PL. 

Corollaire A.2.1.2 Le ql,-diagramme : 

H, (E,F)  ~ XFIH,  F 

H , B  ~ , L 

dans lequel la fl~che verticale de droite est la composOe de K1, du ~ll.-morphisme 
Cotor~.B(H , E, Fp) ~ P L induit par 2, et de l'inclusion P L~-~ L, est commutatif 
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A.2.2 D~termination de la A-algObre de Hop.( instable K 

En appliquant le foncteur s fi la fibration Z ~ Z Y ~ I F p [ X Y ]  on obtient une 
fibration multiplicative O Z ~ O X Y ~ (2 Fp [Z Y] ou encore (2 Z -~ O Z Y ~ Fp [ Y] 
grace h l'Equivalence d'homotopie canonique IFp [ Y] ~ (2 llZp [Z Y]. En accord avec 
A.2.1 les deux applications (2 Z ~ ~2 Z Yet (2 X Y ~ lFp [ Y] seront respectivement 
notEes ie t  q. 

Factorisation canonique du Jf,-morphisme q,:  H ,  (2Z Y ~  H ,  Fp [Y]. On note I: 
~,  ~ ~//, l'adjoint fi droite de l'oubli ok', _~ or Soit M un objet de ~ on note 
tl: M ~ I M  l'unitE de l 'adjonction prEcEdente; c'est un ~ dont 
le conoyau est note I 'M. On observera que si l'on applique le foncteur O h 
la q/,-suite exacte O ~ M ~ I M ~ I ' M - - * O  on obtient une ~k',-suite exacte h 
quatre termes 0 ~ Y2 M ~ ~2 I M ~ Y2 I' M ~ R ~ s ~ 0 puisque I M est par dEfini- 
tion mSme ~k',-injectif. On dEsignera ci-aprEs par eM l'ElEment de Ext~,(l 'M, M) 
reprEsentE par la ~,-suite  exacte 0 ~ M ~ I M ~ I ' M  ~ O. 

On est maintenant en mesure d'expliciter la factorisation canonique de q,.  
La A-algEbre de Hopf instable H , F p [ Y ]  est naturellement isomorphe fi V I A ,  Y 
et q,  se factorise de la fagon suivante: 

H ,  O X Y  > V Q H ,  O X Y ~ - V H ,  Y v, V I H ,  Y ~ H ,  IFp[Y]. 

I1 en rEsulte que le compose de q,  et du ~ , -morph i sme  Evident 2: H ,  Fp[Y] 
--+ V I' H ,  Y est trivial. 

On determine alors la A-algEbre de Hopf  instabte K en procEdant comme 
pour la proposition 2.1.2. On considEre le gk',-morphisme naturel a: R ~ g2 I ' /7 ,  Y 
adjoint de la composition: 

Z K  X F 1 H ,  O Z  ~' , ' - , I  H ,  > Cotor~,Fp~r)(H, Y2XY, lFp) , P V I  H , Y  ' - Y. 

Le ~ , -morph i sme  naturel l: K ~ V O I ' H , Y  adjoint de ~ est un ~r 
isomorphisme. 

A.2.3 La proposition 2.5.7 est clairement une consequence de la proposition sui- 
vante, plus prOcise : 

Proposition A.2.3 Pour tout espace pointO connexe Y le ql,-morphisme compos~ 
vo(i)- t :  V F 2 I ' H , Y - ~ I ~ I ~ , Y  est compos~ des ~pimorphismes canoniques 
V ~ I '  H ,  Y---~QI' R ,  Y e t  QI ' /4 ,  Y--~ R t (2H,  Y e t  du monomorphisme canonique 
RI Y2~q, Y ~  I ~ n ,  Y 

D~monstration. L'application u: Z (2Z ~ X Y est l'adjointe de i: ~ Z ~ ~2 Z Y,, c'est- 
~-dire la composEe de Xi et de la coiinit6 de l 'adjonction X Y 2 X Y ~ X Y .  On 
dispose donc d'un diagramme commutatif: 

X Y  , c6ne(u) , Z z O Z  

Z~2ZY  , X c6ne(i) 
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dans lequel les deux lignes sont des cofibrations. En prenant l'homologie modu- 
lo p on obtient un diagramme commutatif: 

(D) 

0 , Z+/7,  Y , H,  c6ne(u) , S2/7,  f2Z ,0  

1 T J 
S + F I . O Z Y  , Z+ /7 .  c6ne(i) ,2;ZF~H.OZ ,0  

dans lequel les deux lignes sont exactes; la ligne sup6rieure est en fait une 
Ju[,-extension dont la classe dans Ext~,(s  2;+/7, Y) est par d6finition 
h ' (u). 

On consid~re ensuite le diagramme commutatif: 

(D')  

/7, c6ne(i) , Z FI H ,  f2Z 

I l 
I /7 .  Y , I ' H . Y  

obtenu en <<empilant), le diagramme commutatif: 

/7, c6ne(i) , S F1 H ,  12Z 

l 1 
/7,1Fp[Y] ~ , V I ' H , Y  

fournit par A.2.1.2 et le diagramme commutatif 6vident: 

/7, Fp[Y] x , V I ' H , Y  

QH,1Fp[Y] q~" ' -  , QVI  H.Y.  

En juxtaposant les diagrammes (D) et Z+ (D') on se convainc ais6ment que 
rimage de hi(u) dans Ext~,(S2K, 2~+/7, Y) coincide avec celle de ea, r par la 
composition 

I t - -  I , - -  Ext**(l H ,  E / 7 ,  Y) ~ Extx , (Zl  H ,  Y, Z+ /7 ,  Y) 

Ext~c,(Z 2 0 I ' / 7 ,  Y, Z,+/7, Y) ---, Ext~c,(S 2 K, Z+ /7 ,  Y), 

la premi6re fl6che &ant induite par le foncteur 2;+, la deuxi6me par l'inclusion 
2;121'/7, Y ~  1'/7, Y, et la troisi6me par le q/,-morphisme ~: K ~ O1'/7,  Y. 
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La proposition A.2.3 d6coule alors formellement de ce que pour tout objet 
M de ~'.  rimage de eM par la composition 

Ext~.(I M, M) ~ Ext~-.(21'M, S+ M) 

--* Ext~c.(S2 f2I' M, L'+ M)--* Hom.u.(g2l' M, I~M) 

est le compos6 de r6pimorphisme canonique f21'M---~R 1 f2M et du monomor- 
phisme canonique R~ f2 M ~ / ~  M. [] 

Appendice B. Une caract6risation des foncteurs homotopiques covariants 
repr6sentables par un espace simplement connexe 

Fabien Morel 

B.1 Foncteurs reprOsentables, foncteurs simplement connexes exacts 

On rappelle que hSPp, d6signe la (~cat6gorie homotopique point6e~ c'est-fi-dire 
la cat6gorie de fractions obtenue en inversant les 6quivalences faibles de la 
cat6gorie des espaces topologiques point6s ou de la cat6gorie des ensembles 
simpliciaux point6s [-GZ, Qu, BK]. 

Dans cet appendice, nous caract6risons les foncteurs covariants F: h ~,ept 
~gnsv~  (gnsvt d6signant la cat6gorie des ensembles point6s) repr6sentables 
par un espace point6 simplement connexe: il s'agit d'une version duale du th6o- 
r6me de repr6sentabilit6 de Brown I-Br]. Ce type de probl6me a d6jfi 6t6 6tudi6 
par plusieurs auteurs. A notre connaissance, on peut citer Brown lui-m~me 
(appendice de [Br]), Heller EHe] ou encore J.P. May (non publi6). Le cas (~sim- 
plement connexe~ 6tudi6 ci-apr6s n'a d'autre application en vue que le th6o- 
r6me 2.2.3 de la partie 2 de cet article. 

Soit X un espace point6. On note Rx: h o ~ t ~ n s p ~  le foncteur covariant 
repr6sent6 par X; on a donc Rx Y= IX, Y] pour tout espace point6 Y. 

Rappelons qu'un foncteur covariant S: h S"pt~ 8nspt est dit repr6sentable 
s'il est isomorphe ~ un foncteur R x pour un certain espace point6 X. 

Soit S u n  foncteur covariant h,9"pt ~ ~ n Spt (en abr6g6 un foncteur homotopi- 
que). Nous dirons que S est simplement connexe s'il v6rifie la condition suivante: 

(C.1) Soient Yo la composante connexe du point base de l'espace point~ Y e t  
Yo son revdtement universel. Alors l'application S Yo ~ S Y est une bijection. 

Soit S: hSept ~ ~ n svt un foncteur covariant simplement connexe. Nous dirons 
que S e t  ((semi-repr6sentable~ s'il existe un espace point6 simplement connexe 
X et un 616ment x de S X  tels que: 

(a) pour tout espace point6 Y, rapplication naturelle (induite par x) IX, Y] ~ SY 
est surjective; 
(b) pour tout entier n > 2  et tout groupe ab6lien z rapplication 
I-X, K(rc, n)] ~ SK(rc, n) est bijective. 

On dira que le couple (X, x) ,semi-repr6sente)~ S. Un tel couple est unique 
isomorphisme pr6s. En effet, soient Y un espace point6 simplement connexe 

et y un 616ment de S Y tels que pour tout entier n > 2  et tout groupe ab61ien 
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l 'application (induite par y) [Y, K(7~, n)] --, SK(z~, n) est bijective. I1 existe au 
moins une application f :  X ~ Y qui envoie x sur y. Elle induit par hypoth6se 
un isomorphisme en cohomologie fi coefficients dans tous les groupes ab61iens; 
c'est donc une 6quivalence d 'homotopie puisque les deux espaces sont simple- 
merit connexes. 

Cependant, contrairement au cas ou S est repr6sentable, le couple (X, x) 
n'est pas n6cessairement (~ unique ~t isomorphisme canonique pr6s)): il peut exis- 
ter des 6quivalences d 'homotopie f :  X ~ X  non homotope /t l'identit6 qui 
(~fixent)~ x. 

Un foncteur simplement connexe S: h 5Pp~--~ g n spt est dit semi-exact s'il v6rifie 
Ies conditions suivantes: 

(C.2) Pour tous espaces pointds Y e t  Z, l'application naturelle S(  Yx  Z) ~ S Y• S Z  
est une bijection. 

(C.3) Pour tout ensemble E et tout entier n>  1, l'application naturelle: 

S ((K (ff~/~E, n)) E) ---, (S (K (~ /Z ,  n))) E 

est une bijection. 

(C.4) Soient Z--* Y une application pointde et: 

Z ~ . . .  ~ Y.+I ~ Y . ~  Y._I ~ . . .  ~ Yo~-Y 

sa tour de Postnikov. Alors l'application naturelle : 

S Z  ~ L i m ,  SY ,  

est surjective. 

(C.5) Soient Y un espace pointd, zr un groupe abklien, n un entier >= 2, f :  Y--* K (~z, n) 
une application pointke de Y dans un espace d'Eilenberg-Mac Lane, et Z la f ibre 
homotopique de f Alors la suite d'ensembles pointks S Z  ~ S Y ~  SK(rt, n) est 
exacte : un dldment de S Y est l'image d'un dldment de S Z si et seulement si son 
image dans SK(~ ,  n) est triviale. 

Observons que l 'action/l  homotopie pr6s de f2K(z~, n) sur Z induit en vertu 
de (C.2) une action du groupe ab61ien Sf2K(rc, n) sur l'ensemble point6 SZ.  

Un foncteur simplement connexe et semi-exact S sera dit exact s'il v6rifie 
en plus de (C.1), (C.2), (C.3), (C.4) et (C.5) la condition suivante: 

(C.6) Soient Y un espace pointd, 7~ un groupe abdlien, nun  entier >__ 2, f :  Y ~ K (rc, n) 
une application de Y dans un espace d'EiIenberg-Mac Lane, et Z la f ibre homotopi- 
que de f Deux ~ldments de S Z  different par l'action du groupe abdlien SOK(~z, n) 
sur S Z  si et seulement s'iIs ont mOme image dans S Y 

Notons que si X est un espace point6 simplement connexe, le foncteur R x 
est simplement connexe et exact. R6ciproquement: 

Th6or6me B.1 Soit S: h @ t  ~ ~ n spt un foncteur covariant simplement connexe. 
Alors: 

(a) S est semi-exact si et seulement si i l  est semi-reprOsentable ; 
(b) S est exact si et seulement si il est reprdsentable. 
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B.2 Homologie et cohomologie des foncteurs simplement connexes semi-exacts 

On se donne dans toute cette partie un foncteur covariant S: h @ , ~ g n s p ,  
simplement connexe semi-exact. 

Cohomologie d'un foncteur simplement connexe semi-exact. Soient n u n  groupe 
ab61ien et n u n  entier > 1. On note H"(S; re) l'ensemble points SK(n,  n). 

Cet ensemble est muni d'une structure canonique de groupe ab61ien. En 
effet, comme S v6rifie la propri6t6 (C.2) la multiplication de K(r~, n), 
K(~,n)xK(n,n)- -*K(rc ,  n), induit une loi de groupe ab61ien S K ( ~ , n ) x  
SK(~z, n ) ~ S K ( ~ ,  n). Le groupe ab61ien H"(S;~z) s'appellera le n-6me groupe 
de cohomologie de S fi coefficients dans zr. On pose H~ ~)=n.  La simple 
connexit6 de S montre que les groupes H~(S; z~) sont nuls pour tout groupe 
ab61ien re. 

On note ~r la cat6gorie des groupes ab61iens et H " ( S ; - ) "  ~ b ~ . 4 b  le 
foncteur qui envoie un groupe abdlien n sur le n-6me groupe de cohomologie 
de S/t coefficients dans zr; c'est un foncteur additif d'apr6s (C.2). 

CaractOrisation des foncteurs r e p r O s e n t a b l e s d b ~ C b  

Th6or6me B.2 (Watts) Soit H: ~ b ~ d b u n  Joncteur additif covariant exact 
fi gauche et commutant aux produits quelconques de ~D_JZ. Alors H est reprO- 
sentable: il existe un groupe abdlien n e t  un isomorphisme de foncteurs 
Hom~,b(n, - - ) ~ H .  

Pour une d~monstration voir [Wa]. Ce thbor6me r6sulte du fair que O J Z  
est un cog6n6rateur de la cat6gorie abblienne d b (tout groupe ab61ien A se 
plonge dans un produit de O JZ). 

Homologie entiOre d'un foncteur homotopique simplement connexe semi-exact. Soit 
H: ~ r  un foncteur additif covariant. On note R~H, i=0,  1, le i-6me 
foncteur d6riv6 fi droite de H; R ~  est un foncteur additif exact ~ gauche. 

D'apr6s (C.3) le foncteur R ~ H"(S; --) v6rifie les hypoth6ses du th6or~me B.2. 
I1 existe donc un groupe ab61ien H,(S; •) et pour tout groupe ab61ien n une 
bijection naturelle: 

Hom~tb(H,(S; Z), ~)~-(R ~ H"(S; --))(~). 

Le groupe ab61ien H,(S; 7Z) s'appellera le n-6me groupe d'homologie ~ coeffi- 
cients entiers de S. 

Puisque par convention H~ n ) = n  on a Ho(S; Z ) = Z ;  de marne, l'6galit6 
Ha(S; 7~)=0 montre que l'on a HI (S; Z)=0 .  

Observons que l'on a une transformation naturelle canonique H " ( S ; - )  
Hom~cb(H,(S; Z ) , - ) .  On se propose au paragraphe suivant de montrer que 

cette transformation naturelle est surjective et de determiner son noyau. 

Suites exactes des coefficients universels. Soit 0 ~ n' ~ n --* n" --* 0 une suite exacte 
de groupes ab61iens. On consid6re la longue suite d'espaces d'Eilenberg-Mac 
Lane: 

r~' ~ ~z--* re" ~ K(rc', 1) ~ K(n, 1)--* . . .-o K0r', n ) ~  K(rc, n) 

~ K ( g ' , n )  ~ ~ K(~', n +  1)-~ ... 
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dans laquelle chaque s6quence de trois espaces cons6cutifs est une fibration 
fi homotopie pres. Lorsqu'on applique S /t cette suite on obtient en vertu de 
(C.5) une longue suite exacte de groupes ab61iens: 

0 ~ H ~  n ' ) ~ H ~  n ) ~ H ~  ~z") ~ Hi(S;  7r ')-oH'(S; n) . . . .  

~H"(S;  ~')---, H"(S; 7z)--*H"(S; 7z") ~, H"+~(S; 7r')~ . . . .  

Supposons maintenant que le groupe ab61ien zr (et donc 7f) est un objet injectif 
de ~r Par d6finition des foncteurs d6riv6s fi droite R~H"(S;--) de H"(S;--), 
i=0,  1, la suite exacte ci-dessus fournit pour tout n une suite exacte de groupes 
ab6tiens, naturelle en ~: 

O-* Ra H"-1(S; 7c)~ H"(S; rc)~ R~ H~(S; rc)~O. 

Compte tenu des isomorphismes canoniques: 

R ~ H"(S; - )  ~- HOm~b(H,(S; 7/), - )  

et 
R t H~(S; - )_~R ~ R ~ H~(S; - )~Ex t~b(H, (S ;  2g), - ) ,  

la suite exacte pr6c~dente s'interpr6te comme une suite exactt, de fonclcurs 
d b ~ s J b :  

0 ~ Ext~b(H,-  1(S; 7/,), --) --' H"(S; --) - ,  H Om~b (H, (S; ~), --) ~ 0. 

Cette suite exacte de foncteurs s'appellera la suite exacte des coefficients univer- 
sels du foncteur S; sa valeur en un groupe ab61ien 7~ est donc la suite exacte 
de groupes ab61iens 

_.~ 1 0 EXt~b(H._l(S, i~), ~)-~H"(S; n)-~Hom~b(H.(S; ~), ~ ) ~ 0  

pr6c6demment construite. 

Fonctorialitd de l'homologie enti~re et des suites exactes de coefficients universels. 
Les constructions pr6c6dentes sont fonctorielles. Pr6cisons un peu. Notons 
respectivement h @at, ~1 ,  ~- 1 ~'~e et ~ la sous cat6gorie de h~p~ dont les objets 
sont les espaces point6s simplement connexes, la ~<cat6gorie>> oppos6e fi celle 
des foncteurs homotopiques simplement connexes exacts, la <~ cat6gorie >~ oppos6e 
fi celle des foncteurs homotopiques simplement connexes semi-exacts et la (~ cat6- 
gorie ~ oppos6e fi celle des foncteurs homotopiques (la justification des guillemets 
ci-dessus autour du mot cat6gorie est que les H o r n ( - ,  - )  ne sont pas a priori 
des ensembles). On a des plongements pleinement fid61es h @1 ~. ~ ~ ~'~e ~ 
et h@t  ~, ~ induits par la correspondance X ~-~Rx. Par la suite nous identifie- 
tons souvent un espace point6 X fi son image dans ~,, avec cette convention 
un 616ment x de SX s'identifiera fi un ~ -morph i sme  S -~ X. 

L'homologie enti6re des foncteurs homotopiques simplement connexes et 
semi-exacts d6finit un foncteur ~ ~ d b.  (~'  b .  d6signant la cat6gorie des grou- 
pes ab61iens N-gradu6s). De m~me les suites exactes de coefficients universels 
sont fonctorielles. 

Soit X un espace point6 simplement connexe. L'6galit6 [X, K(Tt, n)] 
=H"(Rx;  ~) d6finit un isomorphisme canonique H , ( X ;  Z)~-H.(Rx;  7Z). Un 616- 
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ment x de S X  (que l 'on consid6re comme un o~-morphisme S--+ X) induit donc 
un homomorphisme x . :  H .  (X; 7Z) --+ H .  (S; ;g). 

Un ~ - m o r p h i s m e  f :  S--+ T de ~le induisant un isomorphisme en homologie 
enti6re s'appellera une 6quivalence faible. Notons que f est une 6quivalence 
faible si et seulement s'il induit un isomorphisme en cohomologie ~ coefficients 
dans tousles  groupes ab61iens. 

B.3 Ddmonstration du thdorOme B.1 

Lemme B.3.1 Soit y: S-~ Y un ~-morphisme, Y dtant un espace pointd et S 
un objet de ~1  ~'~. Alors il existe un espace pointd simplement connexe X et un 
~-diagramme commutatif : 

X 

/1 
S Y , Y  

dans lequel x est une ~quivalence faible. 

D~monstration. Nous allons construire X par r6currence. Soit n un entier >0.  
Une n-r6alisation de y est la donn6: 

- d'un espace point6 X, ;  
- d'une application f , :  X,  --+ Y; 

d 'un morphisme Xn : S--+ Xn; 

tels que: 

(a) f ,  o x , = y ;  
(b) Xn est n-connexe, c'est-gt-dire que Hk(Xn): Hk(S; 7l) -* Hk(Xn; Z) est un isomor- 
phisme pour k < ne t  un 6pimorphisme pour  k = n + 1. 

Notons  X o =  ~'o et fo: Xo--+ Y le morphisme canonique. D'apr6s (C.1) on peut 
trouver Xo: S--+Xo tel que fooxo=y .  On constate que Yo est 0-connexe puisque 
S et X o sont simplement connexes. Le triplet (X0, fo, Xo) est donc une 0-r6alisa- 
tion de y. 

Soient n > 0  et (Xn, f n, Xn) une n-r6alisation de y. Notons  Kn+~= 
ker(Hn+ 1 (x,): H,+ 1 (S; Z)--+ H.+ 1 (X,; Z)) et Cn+z=coker(Hn+z(Xn): 
Hn+2(S;Z)--+Hn+2(X,;Z)). Consid6rons le diagramme de suites exactes de 
coefficients universels pour  le groupe ab61ien 7r: 

0 , Ext~v(H,  + 1 (Xn ; ~), =) 

l 
0 , Ext~b(Hn+l(S;~g), re) 

, Hn+2(Xn;  7r,) 

1 
, H"+2(S; ~) 

, Hom~b(Hn+2(X,;  ;g), rc) 

, Hom~b(Hn+2(S; 7Z), r~) 

, 0  
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Ce d iagramme fournit  une suite exacte ~t six termes reliant les diff6rents noyaux 
et conoyaux.  

Pour  ~ = C. +2, l 'obst ruct ion ~t relever l '~pimorphisme nn+x(Xn; ~)----~ Cn+ 2 
en un 616ment ~ de H"+2(X. ;  C.+2) dont  l ' image par  x* soit nulle dans 
H"+2(S; C.+2) (<vit>> dans Ext~b(Kn+ 1, C.§ on la reprbsente par  une exten- 
sion e: 0 --* C.+ 2 ~ E.+ 2 ~ K .+  1 --~ 0. 

On consid6re maintenant  le d iagramme pr~c6dent avec ~ = E . + 2 .  C o m m e  
r image de e par  l ' inclusion C.+2 ~ E . + 2  est triviale il existe un 61~ment a de 
H" + 2 (X.;  E.  + 2) v6rifiant x* (~) = 0 et relevant l ' homomorph i sme  H .  + 2 (X.;  Z) 
--+ En+ 2. 

N o t o n s  X.  +l la fibre homotop ique  de l 'applicat ion ~: X .  ~ K (E. + 2, n + 2). 
Le ~ - m o r p h i s m e  compos6 S - ~ X .  ~ K(E.+2, n + 2 )  est trivial par const ruct ion 
et d 'apr6s (C.5) il existe donc  un ~ - m o r p h i s m e  x . + l :  S-~X.+1 tel que x. est 
le compos~ de x. + 1 et de l 'application X .  + 1 ~ X. .  

La suite spectrale de Serre fi coefficients entiers pour  la fibration X . + I  
X.  ~ K (E. + 2, n + 2) fournit des isomorphismes Hk (X.  +~; 2~)-~ Hk(X .; Z) pour  

k__< n, ainsi qu 'une  suite exacte: 

O'--~Hn+2(Xn+l; Z)--,  H . + z ( X . ;  2~) ~ E.+ 2 ~ H , +  ~ (X.+ ~; Z)--+ H ,+  ~ (X.;  Z ) ~ 0  

qui se d6compose en les suites exactes courtes suivantes: 

- O--'~Hn+z(Xn+l; 7Z)---~Hn+2(Xn; 7~)"-~ Ca+ 2 --," 0;  

-- O--,,Cn+z---+ En+2--, Kn+x.--+O; 
- O ~ K . + I - - , H . + I ( X . + I ; Z ) ~ H . + I ( X . ; 7 Z ) - ~ O .  

On en d6duit que x.+~: S ~ X , + ~  est (n+  1)-connexe et que, en no tan t  f ,+~:  
X , + I  ~ Y l 'applicat ion canonique,  le triplet (X.+~,f,+~, x.+ 0 est une (n+  l)- 
r6alisation de y: S--* Y. 

On obtient  en it6rant cette construct ion une tour  de fibrations ~ X . + x  
~ X , ~ . . . ~ X ~ Y  et un 616ment de L i m . S Y .  au dessus de y. On note X 

la limite inverse de cette tour. D'apr+s (C.4) on peut t rouver  un morphisme 
x:  S ~ X qui rel6ve l'616ment de Lim, S X . ;  on v6rifie alors que l ' homomorph i sme  

x , :  H , ( S ; Z ) ~ H , ( X ,  Z) est un isomorphisme et que le c o m p o s t  de x et de 
l 'application canonique  X ~ Y est 6gal/ t  y. [ ]  

Lemme B.3.2 ConsidOrons un ~-diagramme commutatif dans lequel X ,  Y et Z 
sont des espaces point,s et S un objet de ~ : 

S z ) Z  

X Y ,Y. 

Alors il existe un o~-morphisme u: X ~ Z tel que vou=y.  

Remarque. On ne demande  pas ci-dessus l'6galit6 u o x = z; celle-ci peut atre r6ali- 
s6e a posteriori puisque x est un  o~-isomorphisme! 
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D~monstration. On se ram6ne d'apr6s (C.1) au cas o~ Ye t  Z sont simplements 
connexes. 

Supposons tout d 'abord que v e s t  une fibration principale de fibre K(g, n) 
off ~ e s t  un groupe ab61ien et n>2 .  Notons ~: Y~K(rc, n+l)  l 'application 
classifiante. 

Par  hypoth6se, y*(~) est triviale dans H"+I (X;  g); en effet x* est un isomor- 
phisme et (voz)*(~) est triviale clans H"* 1(S; ~). 

On peut donc trouver u': X ~ Z  qui rel6ve y. D'apr~s (C.6), il existe un 
~16ment w de H"(S; ~ )~  H" (X; ~) qui envoie u'o x sur z. Notons u: X ~ Z l'appli- 
cation w.u',, d~signant l 'action de H"(X; ~) sur IX, Z].  On a vou=y et uox=z, 
ce qui &ablit le cas considSr& 

Le cas g6n6ral se traite par r6currence sur la d6composition de Postnikov 
de ven  utilisant (C.4). []  

D~monstration du th~orSme B.1 (a) On se convainc facilement que tout foncteur 
hS~pt~gnspt simplement connexe semi-reprSsentable est semi-exact. R6cipro- 
quement soit S u n  foncteur covariant simplement connexe semi-exact hSept 

g n spt. Soient X un espace point~ simplement connexe et x: S ~ X une 6quiva- 
lence faible (l'existence d 'un tel couple (X, x) est assur6e par le lemme B.3.1 
que l 'on applique avec Y=,) .  Nous souhaitons montrer  que (X, x) semi-reprS- 
sente S. I1 suffit pour cela de montrer  que pour tout espace point6 Y l'application: 

[X, Y]-~ SY 

induite par x est surjective. En effet, lorsque Y est un espace d'Eilenberg-Mac 
Lane, cette application est bijective puisque x induit un isomorphisme en homo- 
logie enti6re (voir B.2). 

Soit y: S-* Y un 616ment de SE Le lemme B.3.1 montre l'existence d'un 
espace pointb simplement connexe X' et d'un ~ - d i a g r a m m e  commutatif:  

X' 

dans lequel x' est une 6quivalence d 'homologie enti6re. Ce m~me lemme appliqu6 
l'616ment (x, x'): S ~ X • X '  de S(X • X') montre  l'existence d'un espace point6 

simplement connexe X" et d'un ~ - d i a g r a m m e  commutatif:  

X C t  

s !x 
dans lequel x" est une 6quivalence faible. Chacun des deux ~ - m o r p h i s m e s  z: 
X " ~  X et z': X " ~  X'  compos6s du ~ - m o r p h i s m e  X " ~  X • X'  et des projec- 
tions est une 6quivalence d 'homologie enti6re et donc un isomorphisme puisque 
les espaces sont simplements connexes. Notons  u: X ~ Y le ~ - m o r p h i s m e  com- 
pos6 y'oz'oz-1; par construction uox=y ce qui montre  bien la surjectivit6 de 
l 'application [X, Y] -~ S Y. 
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(b) Supposons  de plus que S est exact. On  veut mont re r  que l 'appl icat ion 
[X, Y] ~ S Y est injective pour  tout  espace point6 Y. 

Soient y' et y" deux appl icat ions X---, Y ayan t  m~me image y dans  S Y On  
a donc  un  d iagramme commutat i f :  

S Y , Y 

X ~Y"Y"), Yx Y, 

A d6signant  la d iagonale  de Y Le lemme B.3.2 mont re  qu'il  existe une appl icat ion 
u: X ~ Y telle que A o u = (y', y"); on a done  y' = u = y" ce qui ach6ve la d6monst ra-  
t ion du th6or6me B.1. []  
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