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O-modules π-divisibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71



Table des matières vii

II L’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld
au niveau des points

II.1 Suite de Hodge-Tate des groupes p-divisibles dans le cas infiniment
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II.9.4 Retraçage des actions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103



viii Table des matières

II.9.5 Bijection entre les points des espaces
de Berkovich associés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

II.10 Traduction en termes de matrices de périodes . . . . . . . . . . . 104
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III.1 La bestiole du côté Drinfeld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
III.2 Construction du morphisme X̃∞ −→ Ω̂ . . . . . . . . . . . . . . . 142
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II.1 Modules de coordonnées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
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IV.2 Unicité de ϕP−•Od et de ses localisés, équivariance
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V.3 Décomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387
V.3.1 Lemmes techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390
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Préambule

Dans l’article [6] Gerd Faltings a expliqué comment construire un isomorphisme
“en niveau infini” entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. Le but de ce livre
est de donner une démonstration détaillée du résultat de Faltings ainsi que des
compléments et applications. Il s’agit donc en partie d’un travail de mise au point.

Le résultat est établi en inégales caractéristiques, c’est-à-dire pour les corps
p-adiques, ainsi qu’en égales caractéristiques qui est le cas des corps de fonc-
tions d’une variable formelle sur un corps fini. La méthode utilisée par Faltings
devrait fournir un isomorphisme en inégales comme en égales caractéristiques.
Dans l’article de Laurent Fargues la construction est détaillée en inégales ca-
ractéristiques. L’article d’Alain Genestier et Vincent Lafforgue expose une autre
construction de l’isomorphisme des deux tours valable seulement en égales ca-
ractéristiques.

Dans ce livre nous étudions donc le lien entre deux espaces de modules de
groupes p-divisibles ou groupes formels, les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld.
En inégales caractéristiques ce sont des analogues locaux p-adiques des variétés
de Shimura, qui sont elles-mêmes des tours de variétés algébriques définies sur
un corps de nombres comme par exemple les courbes modulaires. Ce sont des cas
particuliers d’espaces de modules de groupes p-divisibles tels que définis en toute
généralité par Rapoport et Zink dans [9]. En égales caractéristiques ce sont des
analogues locaux d’espaces de modules de Shtukas munis de structures additio-
nelles.

Ils ont été étudiés en détail notamment car leur cohomologie réalise des
correspondances de Langlands locales ([3], [2], [8]) et permet ainsi de réaliser
géométriquement des généralisations non-abéliennes de la théorie du corps de
classe.

En fait l’existence d’un isomorphisme entre ces deux tours avait été conjec-
turée bien avant l’article de Faltings, sans que personne ne puisse réellement lui
donner un sens précis. Une des motivations était que la cohomologie de ces deux
tours devait être plus ou moins la même puisque toutes deux devaient réaliser des
correspondances de Langlands locales du même type.

D’après les travaux de Michael Harris et Richard Taylor ([8]) et Pascal Boyer
([1]) on connâıt complètement la cohomologie des espaces de Lubin-Tate (à Frobe-
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nius semi-simplification près) en termes de correspondances de Langlands locales.
D’après les résultats de ce livre on connâıt également la cohomologie des espaces
de Drinfeld et même grâce aux travaux de Jean-François Dat ([4]) leur complexe
de cohomologie équivariant.

Rappelons ce que sont les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld. Soit F un
corps local et O son anneau des entiers. En inégales caractéristiques, F est une
extension de degré fini de Qp. En égales, F est de la forme Fq((π)) et O = Fq[[π]].
Rappelons qu’un O-module formel sur une O-algèbre est un groupe formel (com-
mutatif formellement lisse) muni d’une action de O, tel que l’action induite sur son
algèbre de Lie soit l’action canonique ([5]). On dit qu’un tel groupe formel est de
hauteur finie si l’endomorphisme induit par l’uniformisante π de F est une isogénie.
Les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld sont alors des espaces de déformations de
O-modules formels de hauteur finie fixée avec des structures additionelles. Nous
supposerons désormais dans la suite de cette introduction que F = Qp, O = Zp,
où les objets qui apparaissent sont sans doute plus familiers au lecteur.

Espaces de Lubin-Tate

Les espaces de Lubin-Tate sont associés à la donnée d’un entier n ≥ 1. Ils forment
une tour d’espaces rigides analytiques p-adiques. La base de cette tour est une
boule ouverte de dimension n − 1, B̊n−1, sur Q̂nr

p = W (Fp)[ 1p ] le complété de
l’extension maximale non-ramifiée de Qp

B̊n−1(Cp) = {(x1, . . . , xn−1) ∈ Cn−1
p | ∀i |xi| < 1}

Cette base est la “fibre générique” (i.e., après inversion de p) du schéma formel
paramétrant les déformations d’un groupe formel de dimension 1 et hauteur n sur
Fp, H (un tel groupe formel est unique à isomorphisme près). Lorsque n = 2 un tel
groupe formel H est celui associé à une courbe elliptique supersingulière sur Fp,
obtenu à partir de la loi de groupe de la courbe elliptique par complétion formelle
en son origine. Ce schéma formel X est non-canoniquement isomorphe à

Spf(Ẑnr
p [[x1, . . . , xn−1]])

En d’autres termes il n’y a pas d’obstruction aux déformations de tels groupes
formels et l’espace tangent du foncteur des déformations est de dimension n− 1.
On a donc bien Xη � B̊n−1.

Pour n = 2, si pour (N, p) = 1, X(N) désigne la courbe modulaire sur
Spec(Zp) et x ∈ X(N)(Fp) un point associé à une courbe elliptique supersingulière,
d’après le théorème de Serre-Tate

X � X(N)/̂{x}

le complété formel le long du point x. Ainsi l’espace de Lubin-Tate comme espace
rigide, Xη, est l’ensemble des points de la fibre générique se spécialisant sur x et
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s’interprète donc comme la “fibre de Milnor” en x de la fibration donnée par les
modèles entiers des courbes modulaires (ce que l’on appelle le tube au-dessus de
{x} en géométrie rigide).

Si D désigne une algèbre à division d’invariant 1
n sur Qp et OD son ordre

maximal
O×

D � Aut(H)

qui agit sur X (le groupe des automorphismes d’un objet agit toujours sur l’espace
des déformations de celui-ci) et donc également sur l’espace rigide Xη.

Si H désigne la déformation universelle sur X et H [pk] ses points de pk-
torsion alors en fibre générique H [pk]η est un groupe étale fini sur Xη, un système
local rigide-étale en Z/pkZ-modules localement libres de rang n. Les trivialisations
partielles de ces systèmes locaux permettent de définir une tour d’espaces rigides
analytiques GLn(Q)×D×-équivariante

(LT K)K⊂GLn(Zp)

de revêtements étales finis de LT GLn(Zp) :=
∐

Z Xη �
∐

Z B̊n−1, indexée par les
sous-groupes ouverts de GLn(Zp), le cas des sous-groupes de congruence princi-
paux K = Id + pkMn(Zp) correspondant aux trivialisations de H [pk]η. L’action
“verticale” de GLn(Qp) se fait par correspondances de Hecke et permute les
différents sous-groupes K ⊂ GLn(Zp) suffisamment petits; il s’agit d’une action
à la limite lorsque K → {Id}. L’action de D× est elle “horizontale” sur chaque
élément de la tour. Le diagramme qui suit schématise ce que l’on vient de dire
où LT ∞ désigne “la tour en niveau infini” (même si cela n’a aucun sens pour
l’instant)

LT ∞

K

��
GLn(Zp)LT K

��

D×
��

LT GLn(Zp)

D×
��

Xη �
∐
Z

B̊n−1

Si Tp(H) désigne le module de Tate de la déformation universelle, il y a une
représentation de monodromie

π1(Xη) −→ GL(Tp(H))

et LT K est obtenu en forçant cette monodromie à vivre dans K.

Lorsque n = 2, comme précédemment, cette tour s’interprète comme fibre de
Milnor en un point supersingulier de la tour modulaire X(pkN), lorsque k −→ +∞
et (N, p) = 1 (ou plutôt les composantes de cette tour dans l’union disjointe

∐
Z).
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La tour possède un “bon” modèle entier dont la base est le schéma formel
X et qui est obtenu grâce à la notion de structures de niveau de Drinfeld ([5]).
Néanmoins nous n’utilisons pas ces modèles entiers dans ce livre.

Espaces de Drinfeld

Les espaces de Drinfeld forment une tour de revêtements d’espaces rigides p-
adiques dont la base est l’espace Ω de Drinfeld

Ω(Cp) = Pn−1(Cp) \
⋃

H∈P̌n−1(Qp)

H(Cp)

muni de son action de GLn(Qp). Par exemple si n = 2, Ω(Cp) = Cp \ Qp, le
demi-plan p-adique. Cet espace Ω possède un modèle entier équivariant semi-
stable Ω̂ dont les composantes irréductibles et leurs intersections sont paramétrées
par l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLn(Qp). Ce schéma formel paramètre des
déformations par “quasi-isogénies” de certains groupes formels de dimension n et
hauteur n2, munis d’une action de OD. Si G est un tel groupe formel sur Fp,
unique à isogénie près,

EndOD (G)Q � Mn(Qp)

isomorphisme qui fournit une définition modulaire de l’action de GLn(Qp) sur Ω̂.

De plus si G désigne la déformation universelle sur Ω̂ alors

rgOD
Tp(G) = 1

d’où une représentation de monodromie π1(Ω) −→ (Oopp
D )× � O×

D, ce qui permet
de définir une tour (DrK)K⊂O×

D
comme précédemment

Dr∞

K

��
O×

D
DrK

��

GLn(F )
��

DrGLn(OF )

GLn(F )
��

∐
Z

Ω

Lorsque n = 2, cette tour uniformise des courbes de Shimura associées à des
algèbres de quaternions sur Q.

En égales caractéristiques, la situation est similaire en remplaçant Qp par
Fq((π)).
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Les principaux théorèmes

Le schéma formel Ω̂ est p-adique au sens où p engendre un idéal de définition
de Ω̂. Localement, c’est un schéma formel de la forme Spf(Zp〈X1, . . . , Xd〉/Idéal),
où Zp〈X1, . . . , Xd〉 désigne les séries formelles restreintes, le complété p-adique
de Zp[X1, . . . , Xd]. On obtient alors un modèle entier de la tour de Drinfeld en
prenant les normalisés D̂rK de Ω̂ dans DrK . On peut alors former

D̂r∞ = lim
←−
K

D̂rK

dans la catégorie des schémas formels p-adiques, i.e.,

lim
←−

i

Spf(Ai) = Spf(( lim
−→

i

Ai)̂ )

(complété p-adique).
Par contre les modèles entiers usuels de la tour de Lubin-Tate ne sont pas

p-adiques, puisque déjà pour la base de la tour X � Spf(Zp[[x1, . . . , xn−1]]) l’idéal
de définition est (p, x1, . . . , xn−1).

Voici le premier théorème.

Théorème 1 (Faltings). Il existe une “p-adification” ˜̂LT ∞ (en un sens qui sera
rendu clair dans le corps de l’ouvrage) de la tour de Lubin-Tate “en niveau infini”
munie d’un isomorphisme ˜̂LT ∞

∼−−→ ˜̂Dr∞

où ˜̂Dr∞ est un certain éclatement formel admissible de D̂r∞. Cet isomorphisme
est équivariant lorsque l’on munit D̂r∞ de l’action de GLn(F ) ×D× obtenue en
tordant l’action naturelle par l’involution de GLn(F )×D×: (g, d) �−→ ( tg−1, d).

En fait, comme le suggère sans doute la notation, la p-adification ˜̂LT ∞ est
elle-même obtenue comme éclatement formel admissible d’un schéma formel p-
adique L̂T ∞.

Ce résultat est démontré en inégales caractéristiques dans l’article de Fargues
et en égales (en remplaçant p par π bien entendu dans l’énoncé) dans l’article de
Genestier et Lafforgue par une méthode différente de celle de Faltings.

Bien sûr une partie du théorème consiste à définir ce qu’est ce schéma formel
p-adique L̂T ∞ et quel est son lien avec la tour de Lubin-Tate usuelle. C’est l’objet
du premier chapitre de l’article de Fargues dans ce livre. Sur ce point l’article de
Genestier et Lafforgue utilise une variante “en niveau Iwahori” de la construction
explicite de L̂T ∞ et se dispense des éclatements.

Quant aux éclatements formels admissibles, cela demande quelques précau-
tions pour définir ce que cela signifie pour de tels schémas formels (de tels éclate-
ments proviennent en fait localement par transformé strict d’un niveau fini des
tours).
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Rappelons que d’après Raynaud les espaces rigides quasicompacts peuvent
s’interpréter comme des schémas formels admissibles, et donc p-adiques, à éclate-
ments formels admissibles près. Les espaces rigides

lim
←−
K

LT K et lim
←−
K

DrK

n’existent pas dans la théorie classique des espaces rigides. Néanmoins le théorème
précédent dit qu’on peut leur donner un sens, quitte à choisir de bons modèles
entiers. En fait, Fargues développe dans le chapitre IV de son article une théorie
des espaces rigides pour laquelle ces limites projectives ont un sens sans référer à
un système projectif de modèles entiers particulier. Néanmoins cette théorie n’est
pas nécessaire pour la démonstration de ce premier théorème.

Le second théorème obtenu dans l’article de Fargues concerne les applications
cohomologiques et est nouveau par rapport aux travaux de Faltings. Il est valable
en égales et inégales caractéristiques.

Théorème 2.

• Il existe une équivalence de topos

lim
←−

K⊂GLn(OF )

(LT K)r̃ig-ét � lim
←−

K⊂O×
D

(DrK)r̃ig-ét

compatible à l’action de GLn(F ) × D× (action tordue de l’action naturelle
sur l’une des deux tours comme dans le théorème précédent).

• Soit Λ un anneau de torsion.
Il y a alors des isomorphismes GLn(F )×D× ×WF -équivariants

∀q ≥ 0, lim
−→

K⊂GLn(OF )

Hq
c (LT K⊗̂Cp, Λ) ∼−−→ lim

−→
K⊂O×

D

Hq
c (DrK⊗̂Cp, Λ)

(cohomologie étale à support compact).

• Plus précisément, on peut donner un sens aux complexes de cohomologie
“ lim

−→
K

RΓc(LT K⊗̂Cp, Λ)” et “ lim
−→
K

RΓc(DrK⊗̂Cp, Λ)” dans la catégorie

dérivée des Λ-modules munis d’une action lisse de GLn(F ) × D× × WF .
Ces deux complexes sont alors isomorphes.

• Il y a une équivalence de topos “de Jacquet-Langlands” entre faisceaux rig-
étales D×-équivariants, tels que l’action de D× soit “lisse”, sur l’espace des
périodes de Gross-Hopkins Pn−1 (ou plutôt une forme tordue, une variété de
Severi-Brauer) et les mêmes type de faisceaux GLn(F )-équivariants sur Ω.
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Plan du livre

Le livre contient deux articles complètement indépendants. Celui de Laurent
Fargues intitulé “L’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld
et applications cohomologiques” traite du cas d’inégales caractéristiques ainsi
que des applications cohomologiques. L’article d’Alain Genestier et Vincent Laf-
forgue intitulé “L’isomorphisme des deux tours. Une autre approche en égales
caractéristiques” traite du cas d’égales caractéristiques. On renvoie aux introduc-
tions respectives de chacun des articles pour plus de détails.

L’isomorphisme au niveau des squelettes

Le lecteur désirant approfondir le sujet pourra consulter l’article [7] dans lequel
Fargues donne une description détaillée de l’isomorphisme au niveau des “sque-
lettes” des espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld.
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Laurent Fargues et Alain Genestier au printemps 2004. Les auteurs remercient
tous les participants de celui-ci et plus particulièrement Jean-François Dat pour
de nombreuses discussions. Nous tenons également à remercier Laurent Lafforgue
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sion de donner une série d’exposés sur ce sujet. Il remercie aussi Thomas Zink et
Eike Lau, le premier pour son invitation à Bielefeld, et tous les deux pour les
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À parâıtre à Invent. Math.

[5] V.G. Drinfeld. Elliptic modules. Mat. Sb. (N.S.), 136(94):594–627, 1974.
[6] G. Faltings. A relation between two moduli spaces studied by v.g. Drinfeld.

In Algebraic number theory and algebraic geometry, volume 300 of Contemp.
Math., pages 115–129, 2002.

[7] L. Fargues. Application de Hodge-Tate duale d’un groupe de Lubin-Tate,
immeuble de Bruhat-Tits du groupe linéaire et filtrations de ramification. À
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Première partie

L’isomorphisme entre les tours
de Lubin-Tate et de Drinfeld et

applications cohomologiques

par

Laurent Fargues



Introduction

Cet article est divisé en quatre chapitres qui pourraient être vus comme quatre
articles différents. Les trois premiers sont consacrés à la construction de l’isomor-
phisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld en inégales caractéristiques. Le
dernier est une application de l’isomorphisme à la cohomologie des tours de Lubin-
Tate et de Drinfeld et s’applique aussi bien en égales qu’inégales caractéristiques.
Le troisième chapitre dépend des deux premiers, mais à part cela la lecture des
autres chapitres est indépendante. Plus précisément,

• Dans le premier chapitre, on construit une décomposition cellulaire de la
tour de Lubin-Tate “en niveau infini”. Il s’agit d’une étape préliminaire à
la construction de l’isomorphisme “en niveau infini” entre les deux tours.
Comme expliqué dans le préambule, il faut transformer les modèles entiers
usuels des espaces de Lubin-Tate en modèles entiers pouvant être comparés
aux modèles usuels des espaces de Drinfeld.

• Le second, indépendant du premier, est consacré à la construction de l’iso-
morphisme au niveau des points.

• Dans le troisième chapitre, on démontre le résultat principal, c’est-à-dire
l’existence d’un isomorphisme équivariant “en niveau infini” entre les mo-
dèles entiers construits dans le chapitre I et ceux des espaces de Drinfeld. Ce
chapitre dépend donc du premier et du second (à moins que le lecteur, pris
d’une pulsion suicidaire, désire s’attaquer à la preuve de l’isomorphisme en
général sans avoir compris sa construction au niveau des points).

• Le quatrième chapitre est largement indépendant des autres et complètement
original par rapport aux travaux de Faltings. Il est consacré à une application
de l’isomorphisme. On y démontre entre autres que l’isomorphisme construit
précédemment en niveau infini induit un isomorphisme équivariant entre la
cohomologie étale des tours rigides analytiques de Lubin-Tate et de Drinfeld.
Ce chapitre contient de nombreux autres résultats sur la cohomologie des es-
paces rigides analytiques p-adiques indépendants des trois articles précédents.

On y démontre également l’existence d’une équivalence de topos entre
certains faisceaux rigides-étales équivariants sur l’espace des périodes de
Gross-Hopkins et sur l’espace de Drinfeld. Combinés aux résultats de Pascal
Boyer ([5]) sur la cohomologie des espaces de Lubin-Tate, les résultats de ce
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dernier article ont été utilisés par Jean-François Dat ([6]) afin de calculer le
complexe de cohomologie équivariant des espaces de Drinfeld et en déduire la
conjecture de monodromie poids pour les variétés uniformisées par ceux-ci.



Chapitre I

Une décomposition cellulaire
de la tour de Lubin-Tate

Introduction

Cette première partie vise à p-adifier la tour de Lubin-Tate: les modèles entiers
usuels de la tour de Lubin-Tate ([8]) sont donnés par le spectre formel d’anneaux du
type Zp[[x1, . . . , xn−1]], un idéal de définition étant (p, x1, . . . , xn−1). Les modèles
entiers naturels de la tour de Drinfeld eux sont p-adiques: l’idéal de définition
des schémas formels associés est l’idéal engendré par p, les anneaux associés étant
du type Zp〈x1, . . . , xd〉/Idéal. Pour pouvoir comparer ces deux tours nous devons
donc d’abord modifier les modèles usuels de la tour de Lubin-Tate.

Utilisant certains domaines fondamentaux quasicompacts pour l’action des
correspondances de Hecke sphériques, on reconstruit un modèle entier p-adique en
niveau infini de la tour de Lubin-Tate, modèle qui pourra être comparé à la tour
de Drinfeld. Ce schéma formel p-adique est obtenu par recollement d’itérés sous les
correspondances de Hecke d’un modèle entier p-adique du domaine fondamental.

Ces correspondances de Hecke sont paramétrées par un immeuble de Bruhat-
Tits et le schéma formel est obtenu par recollement équivariant de “cellules”, des
schémas formels affines, indexées par les sommets de l’immeuble. Il est à noter
que, contrairement à celle de l’espace de Drinfeld, cette décomposition cellulaire
est indexée par les sommets de l’immeuble et non les simplexes. Ainsi, dans l’article
[12], on montre que dans le cas de GL2 l’image de ces cellules dans l’immeuble de
Bruhat-Tits paramétrant l’espace de Drinfeld consiste en les boules de rayon 1/2
centrées en les sommets de l’immeuble (cf. figure I.1).

Le schéma formel p-adique construit n’est pas un schéma formel topologi-
quement de type fini, il vit en niveau infini. Il n’est pas possible d’effectuer sa
construction en niveau fini (par niveau on entend un sous-groupe compact ou-
vert de GLn(Zp)). Plus précisément, si r ∈ [01[∩Q et Bn−1(0, r) désigne la boule
fermée de rayon r dans la boule ouverte p-adique B̊n−1(0, 1), la base de l’espace de
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boules de rayon 1
2

dans l’arbre1
2

Fig. I.1: La décomposition cellulaire de l’arbre
de PGL2 indexée par les sommets

Lubin-Tate (sans niveau), on peut alors construire un tel espace en niveau fini pour
l’image réciproque de cette boule dans la tour de Lubin-Tate. Mais lorsque r → 1,
ou si l’on veut, lorsque l’on tend vers le bord de l’immeuble de Bruhat-Tits, i.e., on
sort de tout compact, le niveau doit tendre vers l’infini. Cela est relié au fait sui-
vant. Soit I l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLn(Qp) et A ⊂ I un sous-ensemble
simplicial fini. Il existe alors un sous-groupe compact ouvert KA ⊂ GLn(Zp) tel
que la composée A ↪→ I � I/KA soit un plongement. Mais lorsque A grandit,
KA −→ {Id}.

Décrivons les différentes parties de l’article:

• Dans les sections 2, 3 et 4, nous démontrons des résultats généralisant ceux
de [17], concernant l’application des périodes de l’espace de Lubin-Tate vers
l’espace projectif et les domaines fondamentaux pour les correspondances de
Hecke non-ramifiées dans ces espaces. Nous y donnons également des formules
matricielles basées sur la théorie des Displays pour l’application des périodes.
Certains de ces résultats sont déjà dans l’article [26].

Puis nous étudions en détail les domaines fondamentaux pour l’action
des correspondances de Hecke non-ramifiées sur la base de la tour de Lubin-
Tate, définis par Gross-Hopkins dans [17]. Ces résultats sont placés dans un
cadre plus conceptuel et généralisés dans [12]. Néanmoins, les résultats plus
complexes de [12] ne sont pas nécessaires à une première compréhension de
l’isomorphisme entre les deux tours. C’est pourquoi ils ne sont pas inclus.
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Par exemple dans [12] on montre comment construire de façon systématique
des domaines fondamentaux généralisant ceux de Gross-Hopkins et comment
comprendre la façon dont ils se recollent avec leurs itérés sous des correspon-
dances de Hecke.

• Les sections 5 à 8 sont le coeur de l’article. Nous y utilisons les domaines
fondamentaux de Gross-Hopkins pour décomposer cellulairement la tour de
Lubin-Tate. Nous y construisons à la fin un schéma formel p-adique cel-
lulairement décomposé au-dessus de l’immeuble de Bruhat-Tits du groupe
linéaire. La cellule au-dessus d’un sommet de l’immeuble est le spectre for-
mel d’une algèbre p-adique du type la boule unité dans une algèbre de Ba-
nach p-adique obtenue par complétion d’une union croissante

⋃
k≥0Ak, où

Ak est une algèbre affinöıde munie de sa norme infinie et Ak → Ak+1 est fini.
L’algèbre A0 est la fibre générique d’un espace de déformations de groupe
p-divisible avec contraintes sur le polygone de Newton de ses points de p-
torsions. Les algèbres Ak sont obtenues en ajoutant des points de torsions
(structures de niveau).

• Dans l’appendice A, on discute de la normalisation des schémas formels
p-adiques admissibles dans un revêtement fini de leur fibre générique, vue
comme espace rigide. On utilise ces résultats de façon cruciale dans la con-
struction de nos schémas formels. Cet appendice est né de diverses questions
de géométrie rigide que s’est posé l’auteur et pour lesquelles il n’a pas trouvé
de référence dans la littérature. Il est à noter que le recours à des modèles
entiers normaux et non quelconques de nos espaces rigides est crucial, mais
cela n’apparâıtra clairement que dans le chapitre III.

• Soit O l’anneau des entiers d’une extension de degré fini de Qp d’uniformi-
sante π. Dans l’appendice B, nous établissons une théorie de la déformation
pour les O-modules π-divisibles relativement aux immersions nilpotentes
définies par des idéaux munis de π-analogues des puissances divisées (le
cas O = Zp et π = p étant le cas “classique” traité par la théorie de
Messing). Cette section n’est pas strictement nécessaire pour démontrer les
résultats auxquels nous nous intéressons mais permet néanmoins d’interpréter
agréablement certains objets intervenant dans la définition de l’application
des périodes, et accessoirement d’améliorer les résultats d’intégralité de cette
application. Les résultats de [11] sont plus généraux que ceux de cet ap-
pendice, puisqu’ils s’appliquent aux groupes plats finis. Néanmoins, dans le
cas des groupes p-divisibles, la méthode utilisée dans l’appendice B est plus
simple que celle de [11].

Prérequis: Concernant les espaces de Lubin-Tate, on supposera le lecteur familier
avec les chapitres 1 et 4 de [8], le chapitre II de [14] et [17]. Concernant [17], nous
n’aurons à utiliser que le corollaire 23.26 de cet article, les autres résultats étant
redémontrés et généralisés par d’autres méthodes. Néanmoins, la lecture de [17] est
fortement conseillée, car elle fournit une introduction “concrète” à l’étude détaillée
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des espaces de Lubin-Tate. Nous utiliserons le langage des espaces de Rapoport-
Zink ([22]), qui est le langage naturel de ce type de problème. On pourra consulter
[15] pour une reformulation de [14] dans ce langage-là. On suppose également le
lecteur familier avec la théorie de la déformation de Messing ([21]).

Avertissements: Le lecteur uniquement intéressé par la construction du schéma
formel p-adique, qui sera relié plus tard à l’espace de Drinfeld, peut sauter les
chapitres 2 et 4. Néanmoins le résultat concernant l’application des périodes sera
utilisé plus tard dans la construction de l’isomorphisme entre les deux tours. Le re-
cours à des modèles entiers normaux et non quelconques de nos espaces rigides peut
sembler artificiel mais est crucial, cependant cela n’apparâıtra clairement que dans
les détails techniques du chapitre III. L’appendice B est réservé aux “experts”.

Introduction bis: Construction du schéma formel dans le
cas de GL2(Qp) par éclatements des courbes modulaires

Soit, pour N ≥ 3, Y (N) la courbe modulaire ouverte sur Spec(Z) classifiant les
courbes elliptiques E munies d’une structure de niveau N , (N−1Z/Z)2 −→ E[N ],
au sens de Katz-Mazur ([18]). On a

Y (N)(C) =
∐

(Z/NZ)×

Γ(N)\H±

où H± = C \R.
Fixons un nombre premier p ainsi qu’un entier N0 ≥ 3 tel que (N0, p) = 1.

Soit E la courbe elliptique universelle sur Y (N0)⊗Fp. Considérons le Verschiebung
V : E(p) −→ E c’est-à-dire l’isogénie duale du Frobenius F : E −→ E(p). Le
morphisme induit au niveau des formes différentielles invariantes est

V ∗ : ωE −→ ωE(p) � ω⊗p
E

où l’on a fixé un isomorphisme (non canonique) entre fibrés en droites ωE(p) � ω⊗p
E .

Il fournit une forme modulaire mod p de poids p− 1

H ∈ Γ(Y (N0)Fp , ω
⊗(p−1)
E )

qui est l’invariant de Hasse. Cela définit un diviseur de Cartier réduit D dans
Y (N0)Fp de support le lieu supersingulier, un nombre fini de points de la fibre
spéciale. Si y ∈ Y (N0)(Fp)s.s.

Y (N0)̂/{y} � Spf(W (Fp)[[x]])

où l’on peut choisir x ≡ H mod p (si p �= 2, 3, x peut être choisi égal à une série
d’Eisenstein Ep−1).
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Désormais, on notera Y (N0) pour Y (N0) ⊗Z Ẑnr
p et D pour le diviseur de

Cartier précédent étendu à Y (N0)Fp
. Soit

Y (p∞N0) = lim
←−
k≥0

Y (pkN0)

un Ẑnr
p -schéma et

π : Y (p∞N0) −→ Y (N0)

la projection. C’est un morphisme plat totalement ramifié au-dessus des points
supersinguliers. Le schéma Y (p∞N0) est muni d’une action de Hecke de GL2(Qp).
Le morphisme π est GL2(Zp)-invariant.

Considérons le diviseur de Cartier

D∞ = π∗D

Il est “infiniment ramifié” au sens où le sous-schéma fermé de Y (p∞N0)Fp
, défini

par D∞, possède des nilpotents d’ordre quelconque. Néanmoins, supp(π∗D) est
un nombre fini de points fermés

π : supp(π∗D) ∼−−→ supp(D) = Y (N0)s.s.(Fp)

Le morphisme π étant GL2(Zp)-invariant, D∞ est GL2(Zp)-invariant

∀g ∈ GL2(Zp), g∗D∞ = D∞

Considérons les itérés de D∞ par les correspondances de Hecke

{g∗D∞ | g ∈ GL2(Qp)/GL2(Zp)}

ensemble paramétré par l’arbre de GL2. Bien sûr, ∀g ∈ GL2(Qp) / GL2(Zp),
supp(g∗D∞) = supp(D∞), puisque les correspondances de Hecke laissent invariant
le lieu supersingulier. Néanmoins, lorsque g varie dans GL2(Qp)/GL2(Zp), ces
diviseurs de Cartier sont distincts.

Fixons un entier α ≥ 1. Pour A ⊂ GL2(Qp)/GL2(Zp), un sous-ensemble fini
de sommets de l’arbre, soit

XA = L’éclatement de Y (p∞N0) le long du diviseur
∑
g∈A

g∗Dα
∞

de la fibre spéciale Y (p∞N0)Fp

(un diviseur de la fibre spéciale définit un sous-schéma fermé de codimension 2 du
modèle entier) et UA ⊂ XA, l’ouvert où p engendre le diviseur exceptionnel. En
fibre générique, i.e., après inversion de p, (UA)η = (XA)η = Y (p∞N0)η.

Si A ⊂ B, notons ΠA,B : XB −→ XA. On a Π−1
A,B(UA) ⊂ UB et ΠA,B induit

un isomorphisme
ΠA,B : Π−1

A,B(UA) ∼−−→ UA
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et donc, via ΠA,B, UA ⊂ UB. Soit

Z = lim
−→

A⊂GL2(Qp)/GL2(Zp)
fini

UA

où les sous-ensembles finis de l’arbre sont ordonnés par l’inclusion. C’est un schéma
sur Spec(W (Fp)), muni d’une action de GL2(Qp), puisque pour g ∈ GL2(Qp) on
a g : UA −→ Ug.A. De plus, Zη = Y (p∞N0)η.

Soit maintenant Z ′ le normalisé de Z dans sa fibre générique Zη. Soit Z le
schéma formel sur Spf(W (Fp)) égal au complété p-adique de Z ′. Il est muni d’une
action de GL2(Qp).

Pour α = 2, le schéma formel Z est “à quelques détails près” le schéma formel
p-adique associé à la tour de Lubin-Tate, que nous allons construire en général.
Nous ne le construirons pas de cette manière. Pour GL2(Qp), ce schéma formel
X∞ sera un schéma formel p-adique, muni d’une action de GL2(Qp) × D×, où
D|Qp est une algèbre de quaternions. On aura alors

Z �
∐
i∈I

X∞/πaiZ

où I est un ensemble fini et ai ∈ N \ {0}. Bien sûr, sur la construction précédente,
on ne voit pas l’action de D×, il faut utiliser le théorème de Serre-Tate pour la
voir.

I.1 Hypothèses et notations

Soit F |Qp une extension de degré fini, d’uniformisante π et de corps résiduel
k = Fq = OF /πOF . On note F̆ = F̂nr le complété de l’extension maximale non-
ramifiée de F dans une clôture algébrique de celui-ci et F 0 l’extension maximale
non-ramifiée de Qp dans F . On note parfois O pour OF et Ŏ pour OF̆ . On fixe
un isomorphisme entre le corps résiduel de OF̆ et Fq une clôture algébrique de Fq.

Si Z est un schéma formel d’idéal de définition I, par définition, la catégorie
des groupes p-divisibles sur Z est la catégorie limite projective

lim
←−
k≥1

(
Groupes p-divisibles sur Spec(OZ/Ik)

)
de la catégorie fibrée des groupes p-divisibles sur le système de schémas

(Z mod Ik)k≥1.

Cela signifie concrètement que se donner un groupe p-divisible sur Z est équivalent
à se donner une famille de groupes p-divisibles (Gk)k≥1 sur les Spec(OZ/Ik)k≥1
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munis d’isomorphismes ∀k, Gk+1 mod Ik ∼−−→ Gk, satisfaisant une condition de
cocyle évidente. Rappelons que si Z = Spf(A) est affine, il y a une équivalence
de catégories entre groupes p-divisibles sur Z et groupes p-divisibles sur Spec(A)
(il s’agit de l’analogue du théorème d’algébrisation de Grothendieck appliqué aux
schémas abéliens).

Une quasi-isogénie ϕ : G1 −→ G2 entre deux groupes p-divisibles sur Z est un
système compatible de quasi-isogénies sur les Spec(OZ/Ik)k≥1. On prendra garde
que la notion de quasi-isogénies sur Spec(A) est beaucoup plus forte que celle sur
Spf(A).

Si S est un OF -schéma ou bien un Spf(OF )-schéma formel, un O-module π-
divisible sur S est un groupe p-divisible H sur S muni d’une action de O induisant
l’action canonique sur son algèbre de Lie (cf. appendice B pour plus de détails). Il
sera dit formel si ses fibres géométriques en tous les points de la base ne possèdent
pas de partie étale.

I.1.1 Espaces

Définition I.1.1. Nous notons H0 un O-module π-divisible formel de dimension 1
et hauteur n sur Fq. Nous notons H = H0/Fq

.

Définition I.1.2. Nous notons X0 l’espace de Lubin-Tate des déformations par
isomorphismes de H0, ou encore l’espace des ∗-déformations d’une loi de groupe
formel associée comme dans [17]. Nous notons H0 la déformation universelle. On
note de même X, H , les objets étendus à Ŏ.

Le OF -schéma formel X0 est non-canoniquement isomorphe à

Spf(O[[x1, . . . , xn−1]]).

Il représente le foncteur qui à une O-algèbre locale complète R d’idéal maximal m
et de corps résiduel Fq, associe les classes d’isomorphisme de couples (H0, ρ0) où
H0 est un O-module π-divisible sur R et

ρ0 : H0
∼−−→ H0 ⊗R R/m

Définition I.1.3. On note M̂ l’espace de Rapoport-Zink, associé sur Spf(Ŏ), des
déformations par quasi-isogénies de H ([22]). On note M l’espace rigide fibre
générique associé.

Le schéma formel M̂ représente le foncteur qui à un Spf(Ŏ)-schéma formel
S associe les classes d’isomorphismes de couples (H, ρ), où H est un O-module
π-divisible sur S et

ρ : H×Spec(Fq) (S mod π) −→ H ×S (S mod π)

est une quasi-isogénie.
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I.1.2 Action

Le groupe H0 étant défini sur Fq, H = H(q), et donc le morphisme de Frobenius
définit un élément

Π = Frobq ∈ End(H)

et alors
End(H) = OFn [Π] = OD

l’ordre maximal dans une algèbre à division D d’invariant
1
n

, où Fn|F désigne
l’extension non-ramifiée de degré n. L’action de Fn n’est pas définie sur Fq, on
a End(H0) = OF [Π], l’anneau des entiers d’une extension totalement ramifiée (le
polynôme caractéristique de Π est d’Eisenstein).

Définition I.1.4. On munit X de l’action à gauche de O×
D et M̂ de celle de D×, en

posant
d.(H, ρ) = (H, ρ ◦ d−1)

pour H un groupe p-divisible et ρ l’isomorphisme ou quasi-isogénie définissant la
déformation.

I.1.3 Scindage de l’espace de Rapoport-Zink

Rappelons que toute quasi-isogénie de degré zéro entre O-modules π-divisibles
formels de dimension 1, définis sur un schéma réduit annulé par p, est un isomor-
phisme. Il y a donc une décomposition

M̂ =
∐
i∈Z

M̂[i]

où M̂[i] désigne l’ouvert-fermé de M̂ où la quasi-isogénie universelle est de hauteur
i. De plus,

Π−i : M̂[0] ∼−−→ M̂[i]

(H, ρ) �→ (H, ρ ◦ Frobi
q)

et
M̂[0] � X

I.1.4 Donnée de descente de Rapoport-Zink

Elle est définie dans la section 3.48 de [22]. Soit σ le Frobenius arithmétique de
Fnr|F . Cette donnée de descente α est donnée dans notre cas par le diagramme
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suivant
M̂

α ��

∼
��

M̂(σ)

∼
��∐

i∈Z

X Π⊗σ ��
∐
i∈Z

X

où l’opérateur Π est l’identité de X décalée de −1 dans
∐
i∈Z

X et 1⊗σ est donné par

l’égalité X = X0⊗̂OŎ. On voit en particulier qu’elle n’est pas effective puisqu’elle
décale de −1 la hauteur de l’isogénie. Cependant, elle devient effective sur les
quotients M̂/πaZ, pour tout entier a ∈ N∗ (ce qui revient du point de vue coho-
mologique à prendre les représentations ayant un caractère central d’ordre fini).
L’action de D× commute à cette donnée de descente α.

Remarque I.1.5. La donnée de descente 1⊗ σ définissant X0 sur X = X0⊗̂Ŏ n’est
pas la bonne puisque, par exemple, elle ne commute pas à l’action de O×

D. Dans
[17] Gross et Hopkins utilisent cependant cette donnée de descente, quitte à tordre
l’action de O×

D en le remplaçant par le groupe étale localement constant Aut(H0)
(Aut(H0) est un groupe sur Spec(Fq)ét, qui devient constant sur Spec(Fqn); il
définit donc un groupe sur (X0)ét, qui devient constant sur X0 ⊗OF OFn). Nous
préférons cependant adopter le point de vue de Rapoport-Zink.

I.1.5 Polygone de Newton des points de torsion

Soit L|F une extension valuée complète pour une valuation à valeurs dans R ∪
{+∞} (il s’agit des corps intervenant dans la théorie des espaces analytiques de
Berkovich). Si H est un O-module π-divisible formel sur OL de groupe formel
associé Ĥ , il y a une application “valuation”

v : Ĥ(OL) −→ R ∪ {+∞}

qui est définie en fixant un isomorphisme de OL-schémas formels pointés

Spf(OL[[T ]]) ∼−−→ Ĥ,

l’un étant pointé par la section T = 0 et l’autre par sa section unité (c’est-à-dire
en fixant une loi de groupe formel associée), par la “valuation de la coordonnée
T ”. Cette application ne dépend pas du choix d’un tel isomorphisme puisque tout
automorphisme du schéma formel (A1)̂/{0}, envoyant l’origine sur l’origine, induit

en fibre générique un automorphisme de B̊1 conservant la distance à l’origine.
On s’intéressera en fait à la valuation des points de torsion

H(OL) = Ĥ[π∞](OL).
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La “valuation” définit une filtration appelée filtration de ramification inférieure
par des sous-O-modules sur ces points de torsion, formée des sous-modules où la
valuation est supérieure à un nombre donné. Elle est étudiée en détail dans [12].
Bornons-nous à quelques rappels.

Il existe un système de coordonnées formelles (x1, . . . , xn−1) sur X0, i.e., un
isomorphisme

X0 � Spf(O[[x1, . . . , xn−1]])

et une loi de groupe formel universelle F univ, telle que

[π]Funiv = πu0T + x1u1T
q + · · ·+ xn−1un−1T

qn−1
+ unT qn

où u0, . . . , un ∈ Ŏ[[x1, . . . , xn−1]][[T ]]× sont des unités (cf. [20] chapitre 1 page 106,
cela se déduit également de la théorie de Cartier cf. [17]). Nous fixons un tel iso-
morphisme. Pour x = (x1, . . . , xn−1) ∈ Xrig

0 (F ), ou plus généralement Xan
0 (L) :=

X0(OL), avec L|F une extension valuée complète comme précédemment, on note
Hx la spécialisation du groupe p-divisible universel.

On vérifie alors aisément que le polygone de Newton de la multiplication par π
sur la loi de groupe formel universelle est l’enveloppe convexe des (qi, v(xi))0≤i≤n,
où x0 = π et xn = 1 (cf. figure I.2). Ses pentes non infinies λ1 ≥ · · · ≥ λn, où λi

apparâıt qi − qi−1 fois entre les abscisses qi−1 et qi, sont les valuations des points
de π-torsion non nuls dans Hx[π](OL) \ {0}. On peut donc lire sur ce polygone de
Newton la filtration de ramification de Hx[π](OL).

1−
i

n

ni qqq1

1

Fig. I.2: Le polygone de Newton de la multiplication par π

Remarque I.1.6. Notons encore H0 le groupe p-divisible sur Spec(O[[x]]) associé
à celui sur Spf(O[[x]]). Le choix de coordonnées précédentes implique que la stra-
tification de Newton de H0 mod π sur Spec(k[[x]]) est donnée par

V (x1, . . . , xn−1) ⊂ · · · ⊂ V (x1, x2) ⊂ V (x1)

où V (x1, . . . , xn−1) est le lieu supersingulier (le point dont on est parti et qu’on
a déformé) et V (x1)c le lieu ordinaire, et c’est essentiellement la seule propriété
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dont nous auront besoin. On vérifie en effet que cette seule propriété sur la strati-
fication de Newton implique que le polygone de Newton de H0[π] est celui donné
précédemment.

L’ensemble des points de Xrig où le polygone de Newton de H [π] est au-
dessus d’un polygone donné est un ouvert admissible quasicompact. Cela permet
de stratifier l’espace rigide Xrig par de tels polygones. En quelque sorte, les “bonnes
coordonnées” sur l’espace Xrig ne sont pas les (v(xi))1≤i≤n−1, mais celles données
par le polygone de Newton précédent.

I.2 Application des périodes

I.2.1 Définition

Définition I.2.1. On note π̆1 : M[0] −→ Pn−1

F̆
l’application des périodes telle que

définie dans la section 23 de [17] ou plus généralement le chapitre 5 de [22].

Ce morphisme étale O×
D-équivariant d’espaces rigides est défini de la façon

suivante. Soit E1 le cristal de Messing de H comme objet de(
(X⊗ (Ŏ/pŎ) / Spec(Ŏ)

)
NCRIS

(le cristal algèbre de Lie de l’extension vectorielle universelle de [21] sur le site
cristallin nilpotent). Soit Erig

1 l’isocristal convergent associé sur Xrig. Soit E2 le
cristal de Dieudonné de H sur (Spec(Fq)/Spec(W (Fq)))NCRIS .

Il y a un plongement
ι : W (Fq) ↪→ OF̆

fixé par le choix de l’isomorphisme entre le corps résiduel de F̆ et Fq. Soit

f : X −→ Spec(OF̆ ) −→ Spec(W (Fq))

le morphisme composé. Il y a un diagramme

X⊗ (OF̆ /pOF̆ ) ��

f mod p

��

Spec(Ŏ)

��
Spec(Fq) �� Spec(W (Fq))

qui induit donc un morphisme de topos

fCRIS :
(
(X⊗ (OF̆ /pOF̆ ) / Spec(Ŏ)

)
NCRIS

−→ (Spec(Fq)/Spec(W (Fq)))NCRIS
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La quasi-isogénie universelle ρ : H ×Fq
(X mod p) −→ H ×X (X mod p) sur

l’espace des déformations induit une quasi-isogénie de cristaux

D(ρ) : fCRIS∗E2 −→ E1

et donc un isomorphisme d’isocristaux convergents

f rig∗(Erig
2 ) = (f∗E2)rig ∼−−→ Erig

1 (I.1)

Si D(H) désigne le module de Dieudonné covariant “classique” de H, c’est-à-
dire l’évaluation de E2 sur l’épaississement Spec(Fq) ↪→ Spec(W (Fq)), et E(H)
l’extension vectorielle universelle du groupe p-divisible universel H (unOX-module
libre de rang n[F : Qp]), il y a donc un isomorphisme O×

D-équivariant

D(H)Q ⊗W (Fq)Q,ι OXrig � Lie (E(H))rig (I.2)

et de plus
D(H)Q ⊗W (Fq)Q,ι F̆ =

(
Lie(E(H))rig

)∇=0

où ∇ désigne la connexion de Gauss-Manin induite par la structure cristalline de
l’extension vectorielle universelle.

On renvoie à la section 5.3 de [7] ou la proposition 2.3.26 de [13] pour
la construction des isomorphismes (I.1) et (I.2), qui repose sur la construction
de Berthelot-Ogus du foncteur des F-cristaux à isogénie-près vers les isocristaux
convergents. Cette construction repose elle-même sur l’astuce de Dwork; la struc-
ture de Frobenius permet d’agrandir les domaines de définition des solutions de
l’équation différentielle ∇ = 0, où ∇ est la connexion de Gauss-Manin.

Il est également construit sans recours à la structure de F-cristal mais en
utilisant la rigidité des quasi-isogénies dans [22] (cf. proposition 5.15 de [22]).

L’isomorphisme (I.2) est un isomorphisme de F ⊗Qp F̆ -modules, via l’action
de OF sur H et H. Considérons la décomposition isotypique

D(H)Q =
⊕

τ :F 0↪→W (Fq)Q

D(H)Q,τ

Le morphisme ι : W (Fq)Q ↪→ F̆ induit un plongement τ0 : F 0 ↪→ W (Fq)Q. Celui-ci
induit un isomorphisme O ⊗OF0,τ0

W (Fq)
∼−−→ WO(Fq) (WO désigne les vecteurs

de Witt ramifiés, cf. [9]). Notons alors

DO(H)Q = D(H)Q,τ0

où O est là pour OF . C’est un WO(Fq)-module muni d’un Frobenius ϕ qui est
semi-linéaire relativement au Frobenius de WO. C’est un cristal relativement à O,
les cristaux usuels correspondant au cas O = Zp.
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Soit α : F ⊗Qp F̆ � F̆ . Le plus grand quotient de D(H)Q⊗W (Fq)Q,ι F̆ à travers

lequel F agit via F ⊂ F̆ est(
D(H)Q ⊗W (Fq)Q,ι F̆

)
⊗F⊗Qp F̆ ,α F̆ = D(H)Q ⊗F⊗W (Fq)Q

F̆

= DO(H)Q

Notons
(
Lie (E(H))rig

)′ le plus grand quotient de Lie (E(H))rig sur lequel
O agit à travers F ⊂ F̆ . L’isomorphisme O×

D-équivariant (I.2) induit alors un
isomorphisme entre fibrés O×

D-équivariants sur Xrig

DO(H)Q ⊗WO(Fq) OXrig �
(
Lie (E(H))rig

)′
La filtration localement facteur direct

V (H) ⊂ Lie E(H)

définie par la partie vectorielle de l’extension universelle est telle que sur son
quotient LieH ,O agisse à traversO ↪→ OF̆ . Le F⊗QpOXrig -module Lie E(H)rig est
libre d’après l’isomorphisme (I.2). On en déduit (cf. par exemple la démonstration
la proposition B.3.3 de l’appendice B) que si I = ker(O ⊗Zp O � O) alors(

V (H)rig
)′

:= V (H)rig/I.LieE(H)rig ↪→ (Lie E(H)rig)′

est une filtration localement facteur direct de codimension 1. D’où une filtration(
V (H)rig

)′ ⊂ DO(H)⊗OXrig

localement facteur direct de codimension 1. Cette filtration définit l’application
des périodes

Xrig −→ P(DO(H))rig

Bien sûr, cette application s’étend sur tout l’espace de Rapoport-Zink en un mor-
phisme étale D×-équivariant

M−→ P(DO(H))rig

défini de la même façon que précédemment en remplaçant X par M̂. L’espace des
périodes P(DO(H))rig est en quelque sorte l’espace M quotienté par la relation
d’isogénie, c’est-à-dire le quotient de la tour de Lubin-Tate par le groupe GLn(F ).

I.2.2 Interprétation en termes du cristal O-extension
vectorielle universelle

Les résultats de l’appendice B permettent de construire directement l’application
des périodes précédente en interprétant DO(H) et Lie(H)/I.Lie(H) comme évalua-
tions d’un cristal algèbre de Lie de la O-extension vectorielle universelle sur un
site cristallin défini en termes de O-puissances divisées.
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Ils permettent par exemple de voir que l’application des périodes est “entière”
sur le polydisque ∀i, v(xi) ≥ p − 1, alors que la théorie “classique”montre que
ce n’est le cas que sur le polydisque ∀i, v(xi) ≥ e(p − 1), où e est l’indice de
ramification de F |Qp.

I.2.3 La donnée de descente sur l’espace des périodes

Le Verschiebung sur le cristal DO(H) induit un isomorphisme

DO(H)Q
∼−−→ DO(H)(σ)

Q

qui induit une donnée de descente de F̆ à F compatible à l’action de D× sur
l’espace des périodes

P(DO(H)Q) ∼−−→ P(DO(H)Q)(σ)

L’application des périodes est compatible à la donnée de descente de Rapoport-
Zink sur M et à cette donnée de descente. On remarquera que cette donnée de
descente est effective et que la variété descendue sur F est la variété de Severi-
Brauer associée à l’algèbre à division D.

I.2.4 Formules explicites pour l’application des périodes
et applications

Nous donnons dans cette section des formules explicites pour l’application des
périodes en utilisant la théorie des displays de [27]. Ces formules sont plus simples
à manipuler que celles utilisées dans [17] basées elles sur la théorie des quasi-
logarithmes. Bien que la théorie de [27] concerne des groupes p-divisibles, les
résultats de l’appendice B permettent d’étendre celle-ci au cas des O-modules
formels, en remplaçant les vecteurs de Witt par les vecteurs de Witt ramifiés
(l’auteur n’affirme pas avoir revérifié chaque démonstration de [27], mais il en a
revérifié suffisamment pour se convaincre que cela marchait et il invite le lecteur
à en faire de même).

I.2.4.1 Display universel sur X. Considérons le module de Cartier (pour la théorie
de Cartier des O-modules formels, cf. [9] ou [16]) sur Ŏ[[x1, . . . , xn−1]] ayant pour
V -base e et comme équation structurelle

F.e = [x1]e + V [x2]e + · · ·+ V n−2[xn−1]e + V n−1e

La loi de O-module formel associée est la loi universelle considérée dans [17]. Ce
module de Cartier provient d’un O-Display (P, Q, F, V −1) où

P = L⊕ T T = 〈ε1〉 L = 〈ε2, . . . , εn〉 Q = L⊕ IWOT
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IWO désignant l’idéal d’augmentation des vecteurs de Witt, T est un relèvement
de l’espace tangent et la matrice de F ⊕ V −1 dans la base (εi)i est⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[x1] [x2] . . . [xn−1] 1
1 0 . . . 0 0
0 1 0 0

0
. . .

...
...

1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ GLn

(
WO(Ŏ[[x1, . . . , xn−1]])

)

Cette matrice s’écrit⎛⎜⎜⎜⎝
1 [x1] . . . [xn−1]
0
... In−1

0

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0 . . . 0 1
1 0

. . .
...

1 0

⎞⎟⎟⎟⎠
comme dans la formule (86) page 174 de [27], où la matrice de droite est ici la
matrice du cristal généralisé (cf. la section B.8 de l’appendice B) du O-module
formel H que l’on déforme. La matrice de l’opérateur F s’écrit alors⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[x1] π[x2] . . . π[xn−1] π
1 0 . . . 0 0
0 π 0 0

0
. . .

...
...

π 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
I.2.4.2 Formule pour l’application des périodes. Notons

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1 πx2 . . . πxn−1 π
1 0 . . . 0 0
0 π 0 0

0
. . .

...
...

π 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
la réduite modulo l’idéal d’augmentation de WO de la matrice précédente et
∀i ∈ N, A(σi) la matrice obtenue en remplaçant ∀k, xk par xqi

k . Soit

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 π
1 0 0

π
...

. . .
...

π 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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la matrice de l’opérateur F du cristal de H. Alors, d’après la proposition 71 de [27]

lim
k→+∞

(1, 0, . . . , 0).AA(σ) . . . A(σk−1)B−k (I.3)

existe dans Γ(Xrig,OXrig)n, où l’anneau Γ(Xrig,OXrig) est muni de sa topologie de
Frechet usuelle de la convergence uniforme sur toutes les boules fermées de rayon
plus petit que 1. Notons (f0, . . . , fn−1) cette limite. Il s’agit également d’une limite
au sens de la topologie (x1, . . . , xn−1)-adique. Plus précisément

(f0, . . . , fn−1) ≡ (1, 0 . . . 0).A . . .A(σk−1)B−k mod (xqk

1 , . . . , xqk

n−1)

On peut également réécrire la limite précédente sous la forme

lim
l→+∞

π−l(n−1) (1, 0 . . .0)AA(σ) . . . A(σln−1)

Alors, toujours d’après la proposition 71 de [27],

π̆1 = [f0 : . . . : fn−1]

et on peut réécrire

π̆1 = lim
l→+∞

[1 : 0 : . . . : 0].AA(σ) . . . A(σln−1) ∈ Pn−1
(
Γ(Xrig,OXrig)

)
qui exprime π̆1 comme une limite d’orbite “σ-linéaire” dans Pn−1 sous l’action de
A ∈ PGLn.

Exemple I.2.2. Lorsque n = 2, si

〈a1, . . . , ai〉 =
1

a1 + 1
a2+... 1

ai

alors π̆1 = [1 : f(x)], où

f = lim
k→+∞

〈
xq2k

π
, xq2k−1

,
xq2k−2

π
, . . . , xq,

x

π

〉

Utilisons la formule limite (I.3) pour l’application des périodes. Remarquons
qu’avec les notations précédentes A = CB, où

C =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 x1 . . . xn−1

0
... In−1

0

⎞⎟⎟⎟⎠
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et que donc, si l’on pose

(f (k)
0 , . . . , f

(k)
n−1) = (1, 0 . . . 0).AA(σ) . . . A(σk−1)B−k

alors on a la formule de récurrence

(f (k+1)
0 , . . . , f

(k+1)
n−1 ) = (f (k)

0 , . . . , f
(k)
n−1).B

kA(σk)B−k−1

= (f (k)
0 , . . . , f

(k)
n−1).B

bC(σk)B−b

où k = an+b, b ∈ {0, . . . , n−1}. On en déduit les formules de récurrence suivantes:

Si b = 0

{
f

(k+1)
0 = f

(k)
0

∀i > 0 f
(k+1)
i = f

(k)
i + xqk

i f
(k)
0

Si b �= 0, en posant x0 = 1 et ∀i ∈ Z, xi = xj , où j ≡ i mod n, j ∈ {0, . . . , n− 1}{
f

(k+1)
b = f

(k)
b

∀i �= b f
(k+1)
i = f

(k)
i + πα(b,i)xqk

n−b+if
(k)
b

où

α(b, i) =

⎧⎨⎩
−1 si i = 0

0 si 1 ≤ i ≤ b− 1
−1 si b + 1 ≤ i ≤ n− 1

On peut alors retrouver les formules données dans [26] pour l’application des
périodes.

I.3 Domaine fondamental de Lafaille/Gross-Hopkins

Définition I.3.1. Posons

D = {x ∈ Xrig | ∀1 ≤ i ≤ n− 1, v(xi) ≥ 1− i

n
}

un ouvert admissible quasi-compact dans la boule unité ouverte de dimension n−1.

Après extension des scalaires à F̆ (π1/n), l’espace D devient isomorphe à la
boule unité fermée de rayon 1 et de dimension n− 1.

Remarque I.3.2. Le domaine D admet la description intrinsèque (i.e., indépen-
dante du choix de coordonnées) modulaire suivante:

D = {x ∈ Xrig | le polygone de Newton de Hx[π] est ≥ à celui de la figure I.3 }

En particulier, il est stable sous O×
D, puisqu’il ne dépend pas de la déformation ρ

mais seulement de la classe d’isomorphisme de Hx.
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1 qn

1− i
n

1

qiq

Fig. I.3: Le polygone de Newton bordant le do-
maine fondamental de Gross-Hopkins

Rappelons la proposition suivante, qui est un cas particulier du théorème
I.4.1:

Proposition I.3.3 (Gross-Hopkins [17]). Le morphisme étale π̆1 restreint à D induit
un isomorphisme entre D et l’ouvert suivant

π̆1(D) = { [y0 : . . . : yn] | ∀i, v(
yi

y0
) ≥ 1− i

n
}

Pour toute extension valuée L|F les fibres du morphisme π̆1 sur les L-points
correspondent aux O-modules π-divisibles isogènes, via une isogénie déformant
une puissance de π en fibre spéciale. Cependant il existe des points distincts de D
correspondant à des O-modules π-divisibles isogènes, via des isogénies déformant
une puissance de Π, ce que précise les définitions et propositions suivantes. En
d’autres termes, on cherche à comprendre comment se recolle D avec ses itérés
sous les correspondances de Hecke sphériques.

Définition I.3.4. Pour 1 ≤ i ≤ n− 1, posons

∂iD = { x ∈ D | v(xi) = 1− i

n
}

un domaine de Laurent dans D.

Remarquons que sur ∂iD le polygone de Newton de Hx[π] possède un point
de rupture en qi, ce qui correspond à l’existence d’un cran de rang i dans la
filtration de ramification du schéma en groupes Hx[π], ou encore à l’existence
d’un sous-groupe canonique “généralisé”.

Proposition I.3.5 (Faltings). Soient x ∈ D, x′ ∈ Xan et f : Hx → Hx′ , une isogénie
qui n’est pas un isomorphisme et qui ne se factorise pas par la multiplication par
π. Le point x′ appartient à D ssi ∃i, x ∈ ∂iD et f est une isogénie de noyau le
sous-groupe de rang i de Hx[π] formé des qi-points de plus grande valuation (un
sous-groupe canonique généralisé).
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Démonstration. Rappelons que, si L|F est une extension valuée complète et ϕ :
H1 −→ H2 est une isogénie entre deux O-modules π-divisibles formels de dimen-
sion 1, alors

∀x ∈ Ĥ1(OL), v(ϕ(x)) =
∑

α∈ker ϕ

v(x − α)

Supposons que x ∈ ∂iD, et soit f : Hx → Hx′ , l’isogénie définie par le quotient des
qi-points de plus grande valuation. Notons λ1 ≥ · · · ≥ λn les pentes du polygone
de Newton de Hx[π] (λk est la pente entre les abscisses qk−1 et qk).

Les éléments de Hx′ [π] \ {0} sont de deux types:

• de la forme f(α), où α ∈ Hx[π] \ ker f . Alors, leurs valuations sont (puisque
∀β ∈ ker f, v(β) > v(α)) v(f(α)) = qiv(α), et varient donc dans (qiλi+1,
. . . , qiλn).

• de la forme f(α), où α est un zéro de la série formelle [π]Fx − β, avec
β ∈ ker f \ {0}, et Fx désigne une loi de groupe formel associée à Hx. Le
polygone de Newton de cette série formelle est obtenu en prenant l’enveloppe
convexe de (0, v(β)) et celui de [π]Fx

1

1

λ1

qi qn

1− i
n

Fig. I.4: Le polygone de Newton de [π]Fx − β, v(β) = λ1

Mais, sup
β∈ker f\{0}

v(β) = λ1. Or,
λ1

qn
< λn. En effet,

v(x1) ≥ 1− 1
n
⇒ λ1 ≤

1
n(q − 1)

et v(xn) ≥ 1
n
⇒ λn ≥

1
n(qn − qn−1)

Donc, ∀β ∈ ker f \ {0}, Newt([π]Fx − β) est le segment joignant (0, v(β)) à (qn, 0)
avec v(β) ∈ {λ1, . . . , λi} (figure I.4). Les valuations des éléments de [π]−1

Fx
(ker f \

{0}) sont donc (
λ1

qn
, . . . ,

λi

qn
). Or,

λ1

qn
< λi, puisque λ1 ≤

1
n(q − 1)

, et l’égalité



24 Chapitre I. Décomposition cellulaire de la tour de Lubin-Tate

v(xi) = 1− i

n
implique que λi≥

1
n(qi − qi−1)

. Donc,

∀β ∈ ker f \ {0}, ∀α ∈ [π]−1
Fx

(ker f \ {0}), v(α) < v(β)

On en déduit que v(f(α)) = qiv(α), qui sont donc les (
λ1

qn−i
, . . . ,

λi

qn−i
), lorsque α

varie. Or,

qiλi+1 ≥ · · · ≥ qiλn >
λ1

qn−i
≥ · · · ≥ λi

qn−i

On en déduit aussitôt que x′ ∈ ∂n−iD.

Réciproquement, soit f : Hx −→ Hx′ une isogénie, comme dans l’énoncé,
telle que x, x′ ∈ D.
Commençons par remarquer que les analyses précédentes montrent que les valua-
tions des éléments non nuls de Hx[πk] sont

λ1 ≥ · · · ≥ λn >
λ1

qn
≥ · · · ≥ λn

qn
> · · · > λ1

qn(k−1)
≥ · · · ≥ λn

qn(k−1)

où l’on compte (qi − qi−1)qn(k−1) éléments de valuations
λi

qn(k−1)
dans la liste

précédente.
Soit M = ker f . Notons

k = sup{j | M [πj ] �= M [πj−1] }

Pour j entre 1 et k, notons

rj = dimFq M [πj ]/M [πj−1]

On a donc
n− 1 ≥ r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rk > 0

Posons, pour simplifier les notations, r = rk. Le Fq-e.v. πk−1.M ⊂ Hx[π] est de
dimension r. Choisissant un drapeau complet de πk−1.M raffinant la filtration
de ramification inférieure (celle donnée par la valuation), on en déduit que les
valuations des éléments de πk−1.M \ {0} sont de la forme

λa1︸︷︷︸
q−1 élts.

≥ · · · ≥ λar︸︷︷︸
(qr−qr−1) élts.

où ∀j, aj ≥ j. Soit M ′ ⊂ Hx[πk+1], un sous-O-module tel que M = M ′[πk] et
πM ′ = M . Les valuations des éléments de M ′ \M sont

λa1

qnk
≥ · · · ≥ λar

qnk
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et sont en particulier strictement inférieures à celles des éléments de M . On en
déduit que f(M ′) ⊂ Hx′ [π] est un Fq-e.v. de dimension r dont les valuations des
éléments non nuls sont

λa1

qnk−(r1+···+rk)︸ ︷︷ ︸
(q−1) élts.

≥ · · · ≥ λar

qnk−(r1+···+rk)︸ ︷︷ ︸
(qr−qr−1)élts.

(I.4)

Et que donc∑
α∈f(M ′)\{0}

v(α) =
1

qnk−(r1+···+rk)

(
(q − 1)λa1 + · · ·+ (qr − qr−1)λar

)
≤ 1

qnk−(n−1)(k−1)−r

(
(q − 1)λ1 + · · ·+ (qr − qr−1)λr

)︸ ︷︷ ︸
≤ r

n car x∈D

≤ r

nqn+(k−1)−r

Mais pour un sous-Fq-e.v. N de Hx′ [π] de dimension r on a∑
α∈N\{0}

v(α) ≥ r

nqn−r

car, si λb1︸︷︷︸
(q−1) élts.

≥ · · · ≥ λbr︸︷︷︸
(qr−qr−1) élts.

sont les valuations des éléments de N ,

∑
α∈N\{0}

v(α) = (q − 1)λb1 + · · ·+ (qr − qr−1)λbr

≥ (q − 1)λn−r+1 + · · ·+ (qr − qr−1)λn

=
1

qn−r

[
(qn−r+1 − qn−r)λn−r+1 + · · ·+ (qn − qn−1)λn

]
≥ r

nqn−r
car x′ ∈ D

De tout cela, on déduit nécessairement que k = 1. Si de plus, il existe un indice j
tel que aj > j, alors les deux inégalités ci-dessus sont strictes. On en déduit donc
que ∀j, aj = j. �
Remarque I.3.6. Dans [12] nous expliquons plus généralement comment construire
des domaines fondamentaux, comme celui de Gross-Hopkins, à partir de domaines
fondamentaux pour l’action du groupe des rotations engendré par le cycle (1 . . . n)
dans le simplexe de sommets 1, . . . , n. L’énoncé précédant se démontre alors par un
simple raisonnement combinatoire sur l’appartement d’un immeuble de Bruhat-
Tits.
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I.3.1 Lien entre le domaine fondamental et les points C.M

Proposition I.3.7. Soit E|F une extension de degré n. Il existe une unique classe
d’isogénie de groupes p-divisibles Hx, x ∈ Xrig, ayant multiplication complexe
par un ordre dans OE. Les représentants de cette classe d’isogénie dans D sont
exactement ceux ayant multiplication complexe par l’ordre maximal OE. De plus,
les x ∈ D, tels que Hx ait multiplication complexe par OE, forment une O×

D-orbite.

• Si E|F est non-ramifiée, cette orbite est πOn−1
E ⊂ D. Le polygone de Newton

associé a une seule pente.
• Si E|F est ramifié de degré e > 1, alors cette orbite est contenue dans

e−1⋂
k=1

∂k n
e
D

Le polygone de Newton a alors comme pentes

∀k ∈ {0, . . . , e− 1}, λkf+1 = λkf+2 = · · · = λ(k+1)f−1 =
1

e(q(k+1)f − qkf )

cf. la figure I.5

Démonstration. Facile. �

q2f

1
e

1
e

1
e

qf q(e−1)f qn

1

1

Fig. I.5: Le polygone de Newton d’un groupe C.M.

I.4 Généralisation d’un théorème de Gross-Hopkins

Dans cette section, nous généralisons le corollaire 23.15 de [17] en démontrant
qu’en restriction à un ouvert plus gros que le domaine fondamental de Gross-
Hopkins, l’application des périodes induit un isomorphisme sur son image. Il s’agit
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en quelque sorte du “plus grand ouvert admissible” sur lequel l’application des
périodes est un isomorphisme.

Soit

H = { x ∈ Xrig | λ1,x

qn
< λn,x }

où λ1,x ≥ · · · ≥ λn,x sont les pentes de Newt(Hx[π]). Il s’agit du lieu des x où les
valuations des éléments de Hx[π2] \Hx[π] sont strictement plus petites que celles
de Hx[π].

Il admet la description suivante

H =
{

(x1, . . . , xn−1) ∈ Xrig | ∀1 ≤ i ≤ n,

∀0 ≤ j ≤ n− 1,
1− v(xi)
qn(qi − 1)

<
v(xj)

qn − qj

}
où l’on a posé x0 = π et xn = 1. Cette description résultant de ce que

λ1,x = sup{1− v(xi)
qi − 1

| 1 ≤ i ≤ n} et λn,x = inf{ v(xj)
qn − qj

| 0 ≤ j ≤ n− 1}

Théorème I.4.1. Le morphisme π̆1 = [f0 : . . . : fn−1] induit un isomorphisme entre
l’ouvert admissible H et l’ouvert admissible de Pn−1 formé des [w0 : . . . : wn−1] ∈
Pn−1 tels que

∀1 ≤ i ≤ n, ∀0 ≤ j ≤ n− 1,
1− v(w′

i)
qn(qi − 1)

<
v(w′

j)
qn − qj

où l’on a posé ∀1 ≤ i ≤ n− 1,

w′
i =

wi

w0
, w′

0 = π et w′
n = 1.

De plus, ∀x ∈ H, si [w0 : . . . : wn−1] = π̆(x),

Newt(Hx[π]) = Convexe((qi, v(w′
i)))0≤i≤n

Démonstration. Commençons par un lemme:

Lemme I.4.2. Soit K un corps valué complet non-archimédien et f : X −→ Y un
morphisme étale entre K-espaces analytiques de Berkovich. C’est un isomorphisme
sur son image ssi ∀L|K une extension de corps valués, le morphisme f induit une
injection de X(L) dans Y (L).

Démonstration. C’est une conséquence du fait qu’un morphisme étale entre espaces
analytiques est un isomorphisme local ssi il induit un isomorphisme au niveau des
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extensions de corps résiduels (les anneaux locaux des espaces de Berkovich sont
Henséliens). �

D’après le lemme précédent et la description des fibres de l’application des
périodes, la proposition qui suit implique qu’en restriction à H, le morphisme π̆
est un isomorphisme sur son image.

Proposition I.4.3. Soit L|F une extension valuée complète. Soient x, x′ ∈ H(L)
tels qu’il existe une isogénie f : Hx −→ Hx′ déformant une puissance de π. Alors
x = x′.

Démonstration. Commençons par constater que ∀x ∈ H(L), si λ1 ≥ · · · ≥ λn sont
les pentes de Newt(Hx[π]), alors les valuations des points de Hx[π] \ {0}, Hx[π2] \
Hx[π], . . . , Hx[πk] \Hx[πk−1] sont “strictement ordonnées”et valent

λ1 ≥ · · · ≥ λn >
λ1

qn
≥ · · · ≥ λn

qn
> · · · > λ1

q(k−1)n
≥ · · · ≥ λn

q(k−1)n

Reprenons les notations de la seconde partie de la démonstration de la proposition
I.3.5: on considère f, M, M ′, . . . on obtient alors, d’après la formule I.4, qu’il existe
dans Hx′ [π] un élément de valuation

λi

qnk−(r1+···+rk)
pour un i ∈ {1, . . . , n}

où rappelons que 1 ≤ rk ≤ · · · ≤ r1 ≤ n− 1 et la hateur de f est r1 + · · ·+ rk.
Il existe donc dans Hx′ [π] un élément de valuation inférieure ou égale à

λ1

qnk−(r1+···+rk)

Soit maintenant α ∈ Hx[π2] tel que πα /∈ ker f , et donc s(α) ∈ Hxs′ [π2] \Hx′ [π].
Puisque ht(f) ≥ n on a k ≥ 2. On vérifie que

v(f(α)) ≥ qr1
λn

qn
+

k∑
j=2

(qr1+···+rj − qr1+···+rj−1 )
λn

qn(j−1)

et donc puisque λ1
qn < λn

v(f(α)) > λ1

⎛⎝ qr1

q2n
+

k∑
j=2

(qr1+···+rj − qr1+···+rj−1)
λn

qnj

⎞⎠
Utilisant que k ≥ 2 on vérifie que

qr1

q2n
+

k∑
j=2

(qr1+···+rj − qr1+···+rj−1)
λn

qnj
≥ 1

qnk−(r1+···+rk)
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Il existe donc un élément de Hx′ [π] dont la valuation est plus grande que celle
d’un él’ement de Hx′ [π]. Donc x′ /∈ H. �

Vérifions maintenant l’égalité entre polygones de Newton: pour un x ∈ H,
π̆(x) = [w0 : . . . : wn−1], on a

Newt(Hx[π]) = Convexe((qi, v(w′
i)))0≤i≤n

On utilise la formule (21.6) de [17], qui exprime l’application des périodes en termes
de quasi-logarithmes. Soit Fx la loi de groupe formel universelle spécialisée en x
comme dans [17]. Soit logFx

son logarithme et [π]Fx la série formelle multiplication
par π sur cette loi de groupe formel. On a

logFx
= lim

k−→+∞

1
πk

[πk]Fx

De plus, étant donné que x ∈ H, le polygone de Newton de [π]Fx est connu. Si
λ1 ≥ · · · ≥ λn sont les pentes de [π]Fx , ses pentes sont

λ1 ≥ · · · ≥ λn >
λ1

qn
≥ · · · ≥ λn

qn
> · · · > λ1

q(k−1)n
≥ · · · ≥ λn

q(k−1)n

Il commence en (1, k) et se termine en (qn, 0). De la formule (21.6) de [17], on en
déduit facilement le résultat.

On a donc démontré que π̆ induit un isomorphisme entre H et un ouvert
contenu dans celui annoncé dans l’énoncé. Reste à voir la surjectivité.

Soit donc w ∈ Pn−1 vérifiant les inégalités de l’énoncé. Il existe x ∈ D, le
domaine fondamental de Gross-Hopkins, et i, 0 ≤ i ≤ n−1, tels que w = Πi.π̆1(x)
(cf. la démonstration du corollaire 23.21 de [17]). Soit Hx −→ Hx′ une isogénie
donnée par le quotient par un sous-O/πO-module C de rang i de Hx[π] tel que
∀a ∈ C, ∀b ∈ Hx[π]\C, v(a) ≥ v(b). On vérifie aisément que les pentes λ′

1 ≥ · · · ≥
λ′

n de Newt(Hx′ [π]) vérifient
λ′

1

qn
≤ λ′

n. Quitte à changer x′ par un transformé sous

O×
D (i.e., changer la déformation mais non le groupe p-divisible), on peut supposer

que l’isogénie Hx −→ Hx′ induit Πi en fibre spéciale (i.e., comme endomorphisme
de H). Alors π̆1(x′) = w. Mais l’argument donné précédemment sur l’égalité entre

polygones de Newton, lorsque
λ1

qn
< λn, reste valable lorsque

λ1

qn
≤ λn. Donc

les pentes λ′
1 ≥ · · · ≥ λ′

n sont égales à celles données par la formule de l’énoncé

associées à w. Donc
λ′

1

qn
< λ′

n et x′ ∈ H. �

Remarque I.4.4. L’ouvert H est en fait un domaine fondamental “ouvert” pour
les isogénies déformant une puissance de π, i.e., pour les opérateurs de Hecke
non-ramifiés de degré 1 multiple de n, le domaine fondamental de Gross-Hopkins
défini dans la section suivante étant, quant à lui, un domaine fondamental pour
les isogénies quelconques, i.e., tous les opérateurs de Hecke non-ramifiés.
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Plus généralement, dans l’article [12] nous étudions plus en détail l’applica-
tion des périodes en dehors de cet ouvert admissible comme dans [26]. Nous
y donnons une démonstration conceptuellement plus satisfaisante du théorème
précédent basée sur de la combinatoire dans un appartement de l’immeuble de
Bruhat-Tits de PGLn(F ).

I.5 L’espace des paramètres de la décomposition

cellulaire

Il s’agit de l’espace D××GLn(F )-équivariant qui va indexer les cellules et qui est
l’immeuble de Bruhat-Tits, noté I, du groupe p-adique suivant sur F

(GLn/F ×D×)/Gm

où Gm agit diagonalement, via z �→ zId dans GLn(F ) et z �→ z−1 dans D×. Il
admet la description concrète suivante:

I = { (Λ, M) }/∼, où (Λ, M) ∼ (πΛ, π−1M)

avec Λ un réseau dans Fn et M un réseau OD-stable dans D. On notera [Λ, M ],
la classe de (Λ, M). En d’autres termes,

I = I(GLn ×D×)/πZ

avec

• I(GLn) = { réseaux Λ dans le module de Tate }
• I(D×) = { cristaux M dans le module de Dieudonné rationnel DO(H)[ 1p ] }
• L’action de π sur le module de Tate est la même que celle de π−1 sur le

module de Dieudonné.

Définition I.5.1. Soient a, a′ ∈ I. On note

a′ −→ a, s’il existe des représentants a = [Λ, M ] et a′ = [Λ′, M ], tels que

Λ′ � Λ � π−1Λ′ et M ′ = Π−[Λ:Λ′]M

et on appelle a′ −→ a une arête orientée de I.

Définition I.5.2. L’action de GLn(F )×D× sur I sera

∀(g, d) ∈ GLn(F )×D×, (g, d).[Λ, M ] = [g−1Λ, d.M ]

en particulier, l’action de GLn(F ) est une action à droite tandis que celle de D×

est à gauche.
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I.6 Les cellules rigides en niveau fini

I.6.1 Digression philosophique

Supposons que l’on veuille reconstruire GLn(F ) à partir des sommets de l’im-
meuble GLn(F )/GLn(OF ) et de la cellule à l’origine GLn(OF ) (cette situation cor-
respond à l’espace de Rapoport-Zink des déformations du groupe étale (F/OF )n).
Cela n’est pas possible! En effet, pour g ∈ GLn(F ), les groupes gGLn(OF )g−1

et GLn(OF ) sont isomorphes mais non-canoniquement, cela dépendant du choix
de g, qui n’est pas canoniquement déterminé. Cependant, on peut reconstruire
GLn(F ) à partir de l’immeuble de GLn et des cellules IsoOF (Λ,On

F ), pour Λ un
réseau de Fn, cellules qui sont des GLn(OF )-torseurs non canoniquement triviaux.
Un élément g ∈ GLn(F ) induit un isomorphisme entre la cellule indexée par Λ
et celle indexée par g.Λ, d’où une action de GLn(F ) sur l’union disjointe de ces
cellules. On a alors la décomposition cellulaire GLn(F )-équivariante, indexée par
les sommets de l’immeuble,∐

Λ

IsoOF (Λ,On
F ) ∼−−→ GLn(F )

Pour un sous-groupe compact ouvert K dans GLn(OF ), on peut reconstituer
cellulairement une partie de l’espace GLn(F )/K. Plus précisément, soit A ⊂
GLn(F )/GLn(OF ) un sous-ensemble fini tel que ∀Λ ∈ A, K ⊂ GL(Λ), i.e., K sta-
bilise Λ. On peut, pour Λ ∈ A, définir une cellule en niveau K: IsoOF (Λ,On

F )/K,
où K agit sur Λ. Alors,∐

Λ∈A

IsoOF (Λ,On
F )/K

∼−−→ {gK ∈ GLn(F )/K | gGLn(OF ) ∈ A }

I.6.2 Structures de niveau

Définition I.6.1. Soit H le groupe p-divisible universel au-dessus de M̂. Pour Λ, un
réseau de Fn, et K ⊂ GLn(F ), un sous-groupe compact ouvert tel que K stabilise
Λ, on pose

MΛ,K = IsomO(π−nΛ/Λ, H [πn]rig)/K, pour n � 0

comme faisceau étale quotient au-dessus de M. Il est représenté par un espace
rigide étale fini au-dessus de M.

Soit U un espace rigide quasicompact. On notera (I, ρ, η) pour une section
de MΛ,K sur U . Cela signifie que l’on se donne un modèle entier U de U

U rig ∼−−→ U

puis une section
(I, ρ) ∈ M̂(U)
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qui définit un élément s ∈ M(U) et enfin une section η du produit fibré du
diagramme suivant

MΛ,K ��M

U

s

��

que l’on notera parfois en
η : Λ ∼−−→ Tp(I) [K]

une structure de niveau K sur la fibre générique de I.

Exemple I.6.2. L’espace noté MK dans [22], avec K ⊂ GLn(OF ), n’est rien
d’autre que MOn,K . Bien sûr, MΛ,K � MK′ , pour un K ′ ⊂ GLn(OF ), mais
non-canoniquement.

Lorsque Λ est fixé et K varie, on obtient ainsi une tour d’espaces rigides,
dont les morphismes de transition sont étales finis, et qui est munie d’une action
de GL(Λ)×D×.

I.6.3 Fonctorialité de Hecke des MΛ,K

I.6.3.1 Première fonctorialité. Il y a des isomorphismes canoniques

∀g ∈ GLn(F ), ∀Λ, ∀K ⊂ GL(Λ), g :MΛ,K
∼−−→Mg−1Λ,g−1Kg

définis de façon modulaire par

(I, ρ, η) �−→ (I, ρ, η ◦ g)

I.6.3.2 Seconde fonctorialité

Cas général: Il s’agit d’isomorphismes

∀Λ, Λ′, ∀K ⊂ GL(Λ) ∩GL(Λ′), MΛ,K
∼−−→MΛ′,K

définis de la façon suivante. Soit U un espace rigide quasicompact et (I, ρ, η) ∈
MΛ,K(U), où U = U rig et (I, ρ) ∈ M̂(U). Soient n ∈ N et N ∈ Z tels que

Λ ⊂ πNΛ′ ⊂ π−nΛ

La structure de niveau η induit

π−nΛ/Λ ∼−−→ I[πn]rig mod K

(on entend par là une section du faisceau étale quotient

IsomO(π−nΛ/Λ, I[πn]rig)/K).
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Le sous-O-module πNΛ′/Λ ⊂ π−nΛ/Λ est stable sous l’action de K. Il existe donc
un unique sous-espace rigide en groupes étale fini sur U ,

J ⊂ I[πn]rig

tel que le diagramme suivant commute

πNΛ′/Λ ∼ ��
� �

��

J � �

��

mod K

π−nΛ/Λ ∼ �� I[πn]rig mod K

D’après la section 5.4 de [23] il existe un éclatement formel admissible Ũ −→ U ,
donné par certains idéaux de Fittings, induisant donc un isomorphisme Ũ rig ∼−−→
U rig, tel que si J̃ désigne l’adhérence schématique de J dans I[πn]×U Ũ , alors J̃ est
un sous-groupe fini localement libre de I[πn]×U Ũ . Par adhérence schématique on
entend la chose suivante: si I ⊂ OI[πn]rig est l’idéal cohérent définissant J comme
fermé dans I[πn]rig et si

sp : I[πn]rig −→ I[πn]×U Ũ
est le morphisme de spécialisation associé au modèle formel I[πn]×U Ũ , alors

J̃ = Spf
(
OI[πn]×U Ũ/(sp∗I ∩ OI[πn]×U Ũ )

)
Alors, le morphisme MΛ,K −→MΛ′,K est défini par

(I, ρ, η) �−→ (I ×U Ũ/J̃, q ◦ ρ̃ ◦ π−N , η′)

où ρ̃ est le changement de base de ρ sur U à Ũ ,

q : I ×U Ũ � I ×U Ũ/J̃

et η′ fait commuter le diagramme suivant

Λ′
� �

π−N

��

∼
η′
�� Tp(I/J)� �

��

mod K

Λ ∼
η �� Tp(I) mod K

Exemple I.6.3. Si K et g−1Kg sont contenus dans GLn(O), le morphisme clas-
sique (section 5.43 de [22], section 2.3.9.3, page 39 de [13]) définissant les corres-
pondances de Hecke

MK
g−→Mg−1Kg

n’est rien d’autre que le composé des deux fonctorialités précédentes

MK = MΛ0,K
g−→Mg−1Λ0,g−1Kg

2éme fonctorialité−−−−−−−−−−−→MΛ0,g−1Kg = Mg−1Kg

où on a posé Λ0 = On.
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Cas des sous-groupes de congruence principaux: Dans le paragraphe précédent,
faisons de plus l’hypothèse que:

∃n ∈ N, ∃N ∈ Z, K ⊂ Id + πnEnd(Λ) et Λ ⊂ πNΛ′ ⊂ π−nΛ

Alors, dans la définition du morphisme

MΛ,K −→MΛ′,K

il n’est pas nécessaire d’effectuer l’éclatement Ũ −→ U . En effet, MId+πnEnd(Λ)

possède un modèle entier défini en utilisant des structures de niveau de Drinfeld
(cf. la section II.2 de [14]). On conclut alors, grâce au lemme-clef suivant:

Lemme I.6.4 (lemme II.2.4 de [14]). Soit H un O-module formel de dimension 1
et hauteur h sur un O-schéma S muni d’une structure de niveau de Drinfeld

η : (π−nO/O)h −→ H [πn](S)

Soit M ⊂ (π−nO/O)h un sous-O-module. Il existe alors un unique sous-groupe
fini localement libre G ⊂ H [πn], tel que ∀m ∈M, η(m) ∈ G(S) et les (η(m))m∈M

forment un ensemble plein de sections de G, au sens de Katz-Mazur.

Remarque I.6.5. Le cas des sous-groupes de congruence principaux est suffisant
pour définir le morphisme MΛ,K −→MΛ′,K en général. En effet, ∀K ⊂ GL(Λ)∩
GL(Λ′), ∃K1 �K, vérifiant les hypothèses de ce paragraphe. On peut donc définir
le morphismeMΛ,K1 −→MΛ′,K1 comme expliqué ci-dessus, en utilisant les struc-
tures de niveau de Drinfeld, vérifier que ce morphisme est K-équivariant, puis
définir MΛ,K −→MΛ′,K comme

MΛ,K1/K −→MΛ′,K1/K

I.6.4 Les cellules

Définition I.6.6. Soit [Λ, M ] ∈ I et K ⊂ GLn(F ) un sous-groupe compact ouvert,
tel que K stabilise Λ. On pose

D[Λ,M ],K = domaine fondamental de Gross-Hopkins dans la fibre générique
de l’espace des déformations (H, ρ) de H par des quasi-isogénies
de hauteur [M : OD] + une structure de niveau K,

η : Λ ∼−−→ TpH [K]

Plus précisément, soit k = [M : OD] et D[k] l’ouvert admissible quasicompact dans
M[k], où le polygone de Newton de la multiplication par π sur la loi de groupe
formel universelle est au-dessus de celui de la figure I.3. Alors D[Λ,M ],K est défini
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par le diagramme cartésien suivant

D[Λ,M ],K
� � ��

��

M[k]
Λ,K

��
D[k] �

� ��M[k]

Remarque I.6.7. Si K ⊂ GL(Λ) et g ∈ GLn(F ) sont tels que g−1Λ = On
F , il y a

alors un isomorphisme

g ×Π[M :OD ] : D[Λ,M ],K
∼−−→ Dg−1Kg ⊂M[0]

g−1Kg

où Dg−1Kg est le revêtement étale fini au-dessus de D, défini en mettant des
structures de niveau g−1Kg. Cependant, cet isomorphisme n’est pas canonique
puisqu’il dépend du choix de g.

Le premier type de fonctorialité définie dans la section I.6.3.1 induit une
action naturelle de GLn(F )×D× sur les cellules, de façon compatible à son action
sur I:

∀(g, d) ∈ GLn(F )×D×,

g × d : D[Λ,M ],K
∼−−→ D[g−1Λ,d.M ],g−1Kg = D(g,d).[Λ,M ],g−1Kg

I.6.5 Bord des cellules

Définition I.6.8. Soient [Λ, M ] ∈ I et K tel que K ⊂ Id+πEndOF (Λ). On définit,
pour 1 ≤ i ≤ n− 1, les ouverts admissibles quasicompacts ∂iD[Λ,M ],K de D[Λ,M ],K

par le diagramme cartésien suivant

∂iD[Λ,M ],K
� � ��

��

D[Λ,M ],K

��
∂iD[Λ,M ],GL(Λ)

� � �� D[Λ,M ],GL(Λ)

où D[Λ,M ],GL(Λ) est la cellule sans structure de niveau, notée D[ [M :OD] ] dans la
définition I.6.6, et l’ouvert ∂i est défini de façon modulaire en termes du polygone
du Newton de la série formelle multiplication par π sur une loi de groupe formelle
universelle comme dans la définition I.3.4.

Lemme I.6.9. Soient Z un schéma formel admissible sur Spf(Ŏ) et H un O-module
π-divisible formel de dimension 1 et hauteur n. Supposons H muni d’une structure
de niveau de Drinfeld

η : π−1Λ/Λ −→ H [π]



36 Chapitre I. Décomposition cellulaire de la tour de Lubin-Tate

Soit i un entier tel que 1 ≤ i ≤ n − 1. Supposons que ∀x ∈ Zan, le polygone
de Newton de la multiplication par π sur une loi de groupe formel associée à Hx

possède un point de rupture en qi. La donnée η induit un scindage de l’espace rigide

Zrig =
∐

E⊂π−1Λ/Λ
dimFq

E=i

(Zrig)E

où (Zrig)E = {x ∈ Zrig | ηx(E) ⊂ Hx[π] est un sous-groupe canonique de rang i}.
Démonstration. Soit Zan l’espace de Berkovich fibre générique associé à Z. On a

(Zan)E = {x ∈ |Zan| | ∀w ∈ E, ∀w′ ∈ π−1Λ/Λ \ E, v(ηx(x)) > v(ηx(x′))}
qui définit bien un ouvert de Zan, car, localement sur Z, si l’on fixe une loi de groupe
formel Spf(OZ[[T ]]) ∼−−→ Ĥ , alors ∀w ∈ π−1Λ/Λ, η(w) ∈ OZ et la valuation de
η(w) est donnée par la valuation de cet élément de OZ. �
Remarque I.6.10. Le lemme précédent est une version rigide de “l’astuce de
Boyer” (cf. [14]).

Proposition I.6.11. Les bords des cellules se scindent de la façon suivante

∂iD[Λ,M ],K =
∐

E⊂π−1Λ/Λ
rg E=i

∂i,ED[Λ,M ],K

où E est un sous-Fq-e.v. de π−1Λ/Λ de rang i et ∂i,ED[Λ,M ],K est l’ouvert admis-
sible de ∂iD[Λ,M ],K où η(E) ⊂ H [π]η est l’ensemble des qi-points de plus grande
valuation (un sous-groupe canonique généralisé).

Démonstration. Cela résulte de ce que sur ∂iD le polygone de Newton des points
de π-torsion possède un point de rupture en qi et du lemme précédent. �
Remarque I.6.12. Bien sûr, cette décomposition en niveau K est obtenue par
image réciproque de celle en niveau Id + πEnd(Λ).

Remarque I.6.13. On vérifie que tout cela ne dépend que de [Λ, M ], i.e., il y a des
isomorphismes canoniques ∂i,ED[Λ,M ],K

∼−−→ ∂i,πED[πΛ,π−1M ],K .

L’action de GLn(F ) × D× conserve le bord des cellules en permutant les
composantes indexées par les sous-espaces E: ∀g ∈ GLn(F ) g : ∂i,E → ∂i,g−1.E .

I.6.6 Donnée de recollement

Soit p : π−1Λ � π−1Λ/Λ. Supposons de plus que K ⊂ Id + πEnd(p−1(E)). Le
quotient par le sous-groupe canonique généralisé η(E) induit alors une immersion
ouverte

∂i,ED[Λ,M ],K ↪→ D[p−1(E),Π−iM ],K

où le Π−i provient de ce que le quotient par le sous-groupe canonique est une
déformation de Frobi

q. Ce morphisme est induit par le second type de fonctorialité
de la section I.6.3.2, restreint à ∂i,E .
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I.6.7 Réécriture en termes des arrêtes orientées de l’immeuble

Soit a −→ a′ une arrête orientée de I avec a = [Λ, M ] et a′ = [Λ′, M ′] tels que

Λ � Λ′ � π−1Λ et M ′ = Π[Λ:Λ′]M

Définition I.6.14. Supposons que K ⊂ Id + πEnd(Λ) ∩ Id + πEnd(Λ′). On pose

Da→a′,K = ∂i,Λ′/ΛD[Λ,M ],K

où i = dimFqΛ′/Λ

Il y a alors deux immersions ouvertes

Da→a′,K
��

�����
���

� ��

����
���

��

Da,K Da′,K

où l’application de gauche est l’inclusion canonique et celle de droite est celle
définie en I.6.6.

Remarque I.6.15. On peut montrer que la seconde application induit un isomor-
phisme

Da→a′,K
∼−−→ Da′→a,K

(cf. la section sur les modèles entiers, où tout cela est démontré plus généralement
sur les modèles entiers).

Bien sûr, toutes ces applications sont équivariantes sous l’action de GLn(F )×
D×, au sens où il y a des isomorphismes se composant naturellement

∀(g, d) ∈ GLn(F )×D×, Da→a′,K
∼−−→ D(g,d).a→(g,d).a′,g−1Kg

et compatibles aux deux immersions ouvertes ci-dessus.

I.7 Décomposition cellulaire des espaces rigides

en niveau fini

Soit A ⊂ I un sous ensemble d’image finie dans I(PGLn) = I(GLn)/πZ et d’image
I(D×)/πZ (� Z/nZ) sur la seconde composante. Soit K ⊂ GLn(F ) un sous-groupe
compact ouvert, tel que ∀[Λ, M ] ∈ A, le groupe K stabilise Λ et K ⊂ Id+πEnd(Λ)
(l’image de A dans I(PGLn) étant finie, il existe toujours un tel K).

Considérons le diagramme d’espaces rigides

X1,A,K =
∐

a,a′∈A

a→a′

Da→a′,K
��
��
∐
a∈A

Da,K = X0,A,K
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défini par les deux applications de face de I.6.7. Celui-ci est GLn(F ) ×D× équi-
variant pour des A et K variant (le diagramme associé à A et K est envoyé
naturellement sur celui associé à (g, d).A et g−1Kg).

Rappelons que l’on note MK := MOn,K l’espace de Rapoport-Zink usuel.
L’application naturelle définie par le second type de fonctorialité MΛ,K

∼−−→MK

induit un morphisme X0,A,K −→MK .

Proposition I.7.1. L’image de X0,A,K dans MK est un ouvert quasicompact UA,K

et la suivante est exacte dans la catégorie des espaces rigides

X1,A,K
��
�� X0,A,K �� UA,K

Ces suites sont GLn(F ) × D×-équivariantes lorsque A et K varient. De plus,
lorsque A grandit et K est de plus en plus petit, les UA,K recouvrent toute la tour
de Lubin-Tate, au sens où les deux ind-pro systèmes d’espaces rigides (UA,K)A,K

et celui des ouverts de MK d’image quasicompacte dans MK/πZ, pour K variant,
sont équivalents.

Démonstration. Les applications étant toutes des unions disjointes d’immersions
ouvertes d’espaces quasi-compacts, il suffit de vérifier ces assertions au niveau des
points, ce qui résulte du corollaire 23.26 de [17] et de la proposition I.3.5. �
Exemple I.7.2. Si A est l’image réciproque d’un sous-ensemble fini B de I(PGLn),
alors l’ensemble B définit un sous-ensemble de correspondances de Hecke sphé-
riques de GLn(F ) et UA,K est l’image réciproque dans MK de l’itération par ces
correspondances sphériques de l’ouvert D ⊂M[0], un ouvert de M.

Remarque I.7.3. Bien sûr, on peut écrire les relations d’incidence supérieures
en termes de facettes orientées a1 → · · · → ad de l’immeuble et de cellules
Da1→···→ad,K .

Application Cohomologique

La décomposition cellulaire précédente fournit des résolutions équivariantes de la
cohomologie étale à support compact de la tour de Lubin-Tate. Ces résolutions
sont sommes directes d’induites à support compact de la cohomologie des tours
(Dσ,K)K , où σ varie parmi les simplexes orientés de I modulo l’action de GLn(F ).

Plus précisément, il y a une suite spectrale

Epq
1 =

⊕
σ∈Σp

c-IndGLn(F )×D×

Stab(σ) lim
−→
K

Hq(Dσ,K⊗̂Cp, Λ)⇒ lim
−→
K

Hp+q
c (MK⊗̂Cp, Λ)

où Σp désigne un ensemble de représentants des simplexes orientés de dimension p,
modulo l’action de GLn(F )×D×, et Stab(σ) est un sous-groupe compact, modulo
le centre de GLn(F ) ×D×. Il y a bien sûr des résolutions associées du complexe
de cohomologie équivariant.
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I.8 Modèles entiers des cellules

I.8.1 Niveau fini

I.8.1.1 Préliminaires. Rappelons qu’un Ŏ-schéma formel admissible est un Ŏ-
schéma formel quasi-séparé de type fini sans π-torsion.

Proposition I.8.1. Soient X un Ŏ-schéma formel admissible normal (cf. appendice
A.2) et G un groupe p-divisible sur X muni d’une action de O. Soient Λ un O-
module libre de rang n, XK −→ Xrig l’espace classifiant des structures de niveau K

η : Λ ∼−−→ Tp(Grig) [K]

et XK la normalisation de X dans XK (cf. appendice A.3). Alors, XK représente
le foncteur F défini sur la catégorie des Ŏ-schémas formels admissibles normaux
au-dessus de X, défini par ∀Z f−−→ X

F (Z) = { structures de niveau K rel. à Λ sur (f∗G)rig /Zrig }

Démonstration. C’est une conséquence de la propriété universelle du normalisé,
cf. appendice A.3. �
Remarque I.8.2. Si G est un groupe de Lubin-Tate et K ⊂ Id + πkEnd(Λ), alors
sur XK le groupe G est muni d’une structure de niveau de Drinfeld, de niveau k.
C’est une conséquence du fait que l’espace classifiant des structures de Drinfeld de
niveau k est fini au-dessus de X a même fibre générique que XK (en fibre générique
toutes les définitions des structures de niveau cöıncident) et est donc en-dessous
du normalisé.

Proposition I.8.3. Soit P un polygone de Newton, i.e., la donnée pour i entre 1
et n − 1 de nombres rationnels αi, 0 < αi < 1, tels que le polygone commençant
en (0, 1), passant par les (qi, αi) et finissant en (qn, 0) soit convexe. Le foncteur
défini sur la catégorie des Ŏ-schémas formels admissibles normaux, qui à Z associe
l’ensemble des classes d’isomorphisme de couples (H, ρ), où H est un O-module
formel et

ρ : H×Fq
Z mod p −→ H mod p

une quasi-isogénie de degré 0, tels que

∀z ∈ Zrig, Newt(H [π]z) ≥ P

est représentable.

Démonstration. Soit X � Spf(Ŏ[[x1, . . . , xn−1]]) l’espace de Lubin-Tate muni des
coordonnées comme précédemment. Pour x ∈ Xrig

Newt(H [π]x) ≥ P ⇐⇒ ∀i, v(xi) ≥ αi
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Si αi =
ai

bi
, où ai, bi ∈ N, soit

Y = Spf
(
Ŏ < x1, . . . , xn−1, T1, . . . , Tn−1 > /(xbi

i − πaiTi)i

)
Alors Ynormalisé convient. En effet, si Z est normal et (H, ρ) est défini sur Z,
∃!f : Z −→ X tel que

(H, ρ) = f∗(Huniv, ρuniv)

Si de plus ∀z ∈ Zrig, Newt(H [π]z) ≥ P , alors

∀i ∀z ∈ Zrig |f∗xbi

i (z)|
πai

≤ 1

=⇒ f∗xbi

i

πai
∈ OZ

puisque Z est normal (cf. appendice A.2). Et donc Z→ X se factorise en

Ynormalisé

��
Z

∃!
		�

�
�

�
� ��



�
��

���
���

�� Y

��
X

où la flèche en pointillés résulte de ce que Z est normal. �

I.8.1.2 Modèles entiers des cellules D[Λ,M ],K

Proposition I.8.4. Soit (Λ, M) dans l’immeuble de GLn × D×. Soit K ⊂ GL(Λ)
un sous-groupe compact ouvert. Le foncteur, qui à un Ŏ-schéma formel admissible
normal Z, associe les classes d’isomorphisme de triplets (H, ρ, η), où H est un
O-module formel sur Z, ρ une rigidification de degré [M : OD] et η une structure
de niveau K relativement à Λ sur Tp(Hrig) tels que

∀z ∈ Zrig, Newt(H [π]z) ≥ le polyogne de Gross-Hopkins

est représentable. De plus, il ne dépend canoniquement que de la classe [Λ, M ]
dans I.
Démonstration. C’est une conséquence des deux propositions précédentes, puisque
quitte à translater par une puissance de Π on peut supposer que la rigidification
est de degré 0.

Quant à la dernière assertion, il suffit de constater que l’application naturelle
(H, ρ, η) �→ (H/H [π], ρ ◦ h, h∗ ◦ η), où h : H � H/H [π], induit un isomorphisme
canonique entre le foncteur associé à (Λ, M) et celui associé à (π−1Λ, πM). �
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Définition I.8.5. On note D[Λ,M ],K le Ŏ-schéma formel admissible normal défini
dans la proposition précédente.

Il y a des isomorphismes naturels

∀(g, d) ∈ GLn(F )×D×, g × d : D[Λ,M ],K
∼−−→ D[g−1Λ,d.M ],g−1Kg

via
(H, ρ, η) �−→ (H, ρ ◦ d−1, η ◦ g)

Remarque I.8.6. On peut calculer explicitement D[Λ,M ],GL(Λ). Il s’agit de

Spf(Ŏ〈x1, . . . , xn−1, T1, . . . , Tn−1〉/(xn
i − πn−iTi))normalisé

L’algèbre le définissant est engendrée par l’algèbre

Ŏ〈x1, . . . , xn−1, T1, . . . , Tn−1〉/(xn
i − πn−iTi),

à laquelle on a rajouté les

xi
� n

n−i�
π

,
xi
�2 n

n−i�
π2

, . . . ,
xi

n
n∧i

π
n−i
n∧i

Il est de la forme Tλ (avec les notations de [10]), où T est la variété torique formelle
(le complété π-adique d’une variété torique sur Ŏ)

T = Spf(Ŏ〈xi, Ti, Z〉/(xn
i − Zn−iTi))normalisé

avec λ = Z, Tλ = V (λ− π).

I.8.1.3 Bord des cellules

Proposition I.8.7. Pour i un entier vérifiant 1 ≤ i ≤ n− 1, on note

∂iD[Λ,M ],K ↪→ D[Λ,M ],K

le sous-foncteur de D[Λ,M ],K défini par l’ensemble des (H, ρ, η) tels que pour tout

z ∈ Zrig, le polygone Newt(H [π]z) passe par le point (qi, 1− i

n
). Ce sous-foncteur

est un ouvert de D[Λ,M ],K .

Démonstration. Avec les coordonnées explicites choisies sur les espaces de Lubin-
Tate dans la démonstration de la proposition I.8.3, celui-ci est défini par l’inégalité
v(xi) ≥ 1− i

n sur l’espace rigide et est donc l’ouvert Ti �= 0 avec les notations de
la démonstration de la proposition I.8.3. �
Remarque I.8.8. Bien sûr cet ouvert est obtenu par image réciproque de son ho-
mologue en niveau K = GL(Λ).
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I.8.1.4 Décomposition du bord

Lemme I.8.9. Soit X un schéma formel admissible normal tel que

Xrig = U1

∐
U2

Il existe alors des modèles entiers U1,U2 de U1 et U2 tels que

X = U1

∐
U2

Démonstration. Le schéma formel X étant admissible

Γ(Xrig,OXrig) = Γ(X,OX)[
1
π

]

et donc la fonction rigide valant 0 sur U1 et 1 sur U2 définit un élément e de
Γ(X,OX)[ 1

π ] vérifiant e2 = e. Mais X étant normal, Γ(X,OX) est intégralement
fermé dans Γ(X,OX)[ 1

π ] (fait A.2.1 de l’appendice A). Donc e ∈ Γ(X,OX). �
Corollaire I.8.10. Si K ⊂ Id + πEnd(Λ), il y a une décomposition

∂iD[Λ,M ],K =
∐

E⊂π−1Λ/Λ

∂i,ED[Λ,M ],K

où ∂i,ED[Λ,M ],K représente les (H, ρ, η) dans ∂iD[Λ,M ],K tels qu’en tout point de
la fibre générique, η(E) soit le sous-groupe des qi-points de plus grande valuation
dans H [π].

Remarque I.8.11. Plus généralement, soit i = (0 < i1 < · · · < ir < n) et

∂iD[Λ,M ],K =
r⋂

a=1

∂iaD[Λ,M ],K . Alors,

∂iD[Λ,M ],K =
∐
E•

∂i,E•D[Λ,M ],K

où E• parcourt les drapeaux de Fq-e.v. dans π−1Λ/Λ de “type” i (i.e., E1 ⊂ · · · ⊂
Er avec dimFq Ea = ia) qui correspondent, via η, à des drapeaux de sous-groupes
canoniques dans H [π].

I.8.1.5 Applications de recollement

Proposition I.8.12. Soient [Λ, M ] ∈ I et E ⊂ π−1Λ/Λ de dimension i. Si p :
π−1Λ � π−1Λ/Λ et si

K ⊂ (Id + πEnd(Λ)) ∩
(
Id + πEnd(p−1(E))

)
il y a un isomorphisme

∂i,ED[Λ,M ],K
∼−−→ ∂n−i,(π−1Λ/Λ)/ED[p−1(E),ΠiM ],K

induit par le quotient par η(E).
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Démonstration. D’après la remarque I.8.2, sur D[Λ,M ],K le O-module formel uni-
versel H possède une structure de niveau de Drinfeld de niveau 1 étendant la
structure de niveau η sur la fibre générique. Il résulte alors du lemme I.6.4 qu’il
existe un unique sous-groupe plat fini η(E) ⊂ H [π] induisant ponctuellement sur
∂i,E , en chaque point de la fibre générique, le sous-groupe des qi-points de plus
grande valuation dans H [π].

D’après les calculs effectués dans la première partie de la démonstration de la
proposition I.3.5, on vérifie que H/η(E) est dans ∂n−i et qu’en chaque point de la
fibgre générique l’image par l’isogénie h : H � H/η(E) envoie un facteur direct de
η(E) dans H [π] sur les qn−i-points de plus grande valuation. On en déduit aussitôt
que (H/η(E), h ◦ ρ, h∗ ◦ η) définit un élément de ∂n−i,(π−1Λ/Λ)/ED[p−1(E),ΠiM ],K .
Cela définit le morphisme

∂i,ED[Λ,M ],K −→ ∂n−i,(π−1Λ/Λ)/ED[p−1(E),ΠiM ],K

Mais, en remplaçant E par (π−1Λ/Λ)/E, on obtient un morphisme dans l’autre
sens. La composée des deux est le quotient par H [π], qui est donc l’identité. �

I.8.1.6 Réinterprétation en termes des arêtes orientées de I
Définition I.8.13. Soit a → a′ une arête de I, où a = [Λ, M ], a′ = [Λ′, M ′] et

Λ � Λ′ � π−1Λ, M ′ = Π[Λ:Λ′]M

Soit K ⊂ Id + πEnd(Λ) ∩ Id + πEnd(Λ′). On note

Da→a′,K = ∂i,Λ′/ΛDa,K

D’après la proposition I.8.12, il y a un isomorphisme naturel

Da→a′,K
∼−−→ Da′→a,K

d’où deux immersions ouvertes

Da,K

Da→a′,K

	 


����������
� �

����
���

���

Da′,K

Ces applications de face sont équivariantes pour l’action de GLn(F )×D×.

Remarque I.8.14. Plus généralement, soit

a0 → a2 → · · · → ar
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un simplexe orienté de I. Mettons-le sous la forme ai = [Λi, Mi], où

Λ0 ⊂ Λ1 ⊂ · · · ⊂ Λr ⊂ π−1Λ

et Mi = Π[Λ0:Λi]M0. Cela définit un type i, avec ia = dimFq Λi/Λ0, et un drapeau
E• de type i dans π−1Λ0/Λ0.
Posons

Da0→···→ar,K = ∂i,E•D[Λ0,M0],K

Alors, pour tout i compris entre 1 et r, il y a des isomorphismes

Da0→···→ar,K
∼−−→ Dai→···→ar→a0→···→ai−1,K

qui se composent de façon naturelle. Il y a également des applications de face
naturelles: pour tout simplexe orienté σ et tout sous-simplexe σ′ ⊂ σ:

Dσ,K ↪→ Dσ′,K

Ces applications sont des immersions ouvertes.

I.8.2 Niveau infini

Définition I.8.15. Soit a ∈ I. On pose

Da,∞ = lim
←−
K

Da,K

(K suffisamment petit) dans la catégorie des schémas formels p-adiques.

Étant donné que les morphismes de transition Da,K2 → Da,K1 , pour K2 ⊂
K1, sont affines, une telle limite existe. Si Da,K = Spf(AK), alors

Da,∞ = Spf

⎛⎝( lim
−→
K

AK )̂

⎞⎠
Remarque I.8.16. SiAK = AK [

1
π

] est l’algèbre de Banach affinöıde p-adique munie

de sa norme infini |f |∞ = sup
x∈Max (AK)

|f(x)|, soit A =
⋃

K AK munie de la norme

infini
|f |∞ = sup

x:A→Qp

|f(x)|

(les morphismes de transition sp(AK) −→ sp(AK′) pour K ′ ⊂ K étant finis,
l’inclusion AK ⊂ AK′ est isométrique). Soit Â le complété de A, une algèbre de
Banach p-adique. Alors, d’après le fait A.2.3 de l’appendice A,

Da,∞ = Spf
(

boule unité de Â
)
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Définition I.8.17. Pour σ un simplexe orienté de I, σ = (a → · · · ), on définit Dσ,∞
comme étant l’ouvert correspondant de Da,∞.

On a donc Dσ,∞ = lim
←−
K

Dσ,K . Ceux-ci sont munis d’une action

∀(g, d) ∈ GLn(F )×D×, Dσ,∞
∼−−→ D(g,d).σ,∞

et d’applications de face
Dσ,∞ ↪→ Dσ′,∞

pour σ′ ⊂ σ des simplexes orientés.

I.8.3 Donnée de descente

La donnée de descente de Rapoport-Zink permet de définir des données pour tout
simplexe orienté σ0, pour tout K (éventuellement K = ∞)

Dσ0,K −→ D(σ)
Π−1.σ0,K

où σ désigne le Frobenius arithmétique de F̂nr|F .

I.9 Le schéma formel recollé en niveau fini

Soit A ⊂ I un sous-ensemble comme dans la partie I.7. Posons

X0,A =
∐
a∈A

Da,K

et
X1,A =

∐
a,a′∈A
a→a′

Da→a′,K

La section I.8.1.6 permet de définir un diagramme

X1,A,K
��
�� X0,A,K

Proposition I.9.1. Le diagramme ci-dessus définit une donnée de recollement effec-
tive pour la topologie de Zariski et définit donc un schéma formel XA,K localement
de type fini sur Ŏ tel que XA,K/πZ soit de type fini. Ce schéma formel est un
modèle entier de l’ouvert rigide UA,K de MK défini dans la proposition I.7.1.
Comme dans le cas rigide tout est équivariant sous GLn(F ) ×D× pour des A et
K variants.
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Démonstration. C’est une conséquence de ce que les applications de bord sont
naturelles au sens où le diagramme suivant commute

Da→a′→a′′,K ��

��

Da→a”,K

��
Da′→a”,K �� Da”,K

(ce qui n’est rien d’autre que l’égalité “(H/η(E′′))/(η(E′)/η(E′′)) = H/η(E′)”).
�

I.10 Le schéma formel en niveau infini

Proposition I.10.1. Le diagramme GLn(F )×D×-équivariant∐
a→a′

Da→a′,∞
��
��
∐
a

Da,∞

définit un schéma formel p-adique recollé X∞ muni d’une action de GLn(F )×D×.
De plus

X∞ = lim
−→

A

lim
←−
K

XA,K

Ce schéma formel est muni d’une donnée de descente de Ŏ à O, qui est effective
sur les quotients X∞/πaZ, pour a ∈ N∗.

Démonstration. Elle ne pose pas de problème. �
Remarque I.10.2. Soit � �= p et Λ ∈ {Z/�nZ, Z
}. Soit RΓc(−, Λ) un foncteur défini
sur la catégorie des Ŏ-schémas formels p-adiques quasi-séparés sans p-torsion et à
valeurs dans D+(Λ). Supposons que:

• En restriction à la catégorie des Ŏ-schémas formels de type fini, ce foncteur
cöıncide avec le foncteur X �−→ RΓc(Xan⊗̂Cp, Λ), où Xan désigne la fibre
générique au sens des espaces de Berkovich et la cohomologie est la cohomo-
logie étale de torsion ou bien �-adique.

• Si X = lim
←−
i∈N

Xi, où Xi −→ Xi+1 est fini, alors

lim
−→
i∈N

RΓc(Xi, Λ) ∼−−→ RΓc(X, Λ)

Alors
RΓc(X∞, Λ) ∼−−→ lim

−→
K

RΓc(MK⊗̂Cp, Λ)
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Dans le chapitre IV de ce livre nous construisons un tel foncteur (et ses ver-
sions équivariantes). La condition de compatibilité aux limites projectives sera
une conséquence du théorème d’approximation d’Elkik. Cela nous permettra de
comparer la cohomologie des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld.

I.11 Décomposition cellulaire écrasée en niveau fini

Dans la section I.7 on a défini pour un niveau K une décomposition cellulaire d’un
ouvert admissible de MK d’image quasi-compacte dans MK/πZ. On explique ici
que, quitte à modifier les cellules, on a une décomposition cellulaire de tout MK

paramétrée par un quotient de l’immeuble et des cellules modifiées.

Définition I.11.1 (Cellules écrasées). Soit σ un simplexe orienté de I comme
précédemment et K ⊂ GLn(F ) un sous-groupe compact ouvert. Soit K ′�K com-
pact ouvert tel que si a = [Λ, M ] est un sommet de σ alors K ′ ⊂ Id + πEnd(Λ).
Posons

Dσ,K = Dσ,K′/StabK(σ)

où StabK(σ) désigne l’intersection des stabilisateurs des sommets de σ.

Ce quotient est bien défini car StabK(σ)/K ′ est un groupe fini. On a alors
une décomposition cellulaire:∐

{a→a′}/K Da→a′,K
��
��
∐

a∈I/K Da,K ��MK

Remarque I.11.2. Pour tout K, il existe n− 1 sous-ensembles K-stables

(Ui,K)1≤i≤n−1 dans I/πZ

tels que

• I/πZ \
⋃

1≤i≤n−1

Ui,K est relativement compact dans I/πZ

– Si, pour 1 ≤ i ≤ n − 1, Pi désigne le sous-groupe parabolique maximal
dans GLn stabilisateur de F i ⊕ (0)n−i, alors

π0(Ui,K/K) � Pi(F )\GLn(F )/K × Z/nZ

On en déduit qu’il existe des ouverts admissibles (Vi,K)1≤i≤n−1 dans M/πZ tels
que (

⋃
i Vi,K)c est relativement compact (i.e., contenu dans une boule de rayon

< 1) et dont l’image réciproque en niveau K se scinde en une union disjointe
indexée par Pi(F )\GLn(F )/K, i.e., est “induite parabolique”. On peut donner une
interprétation de ce phénomène en termes de sous-groupes canoniques, cf. [12].
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I.12 Une autre décomposition cellulaire

Comme l’a suggéré Alain Genestier à l’auteur, il est possible de décomposer cel-
lulairement la tour de Lubin-Tate en niveau infini de manière à ce que cette
décomposition corresponde exactement à celle de l’espace de Drinfeld via l’iso-
morphisme entre les deux tours. Une telle décomposition est indexée non-plus par
les sommets de l’immeuble mais pas les simplexes, comme c’est le cas pour le
schéma formel de Deligne-Drinfeld. Néanmoins, la cellule de base doit être définie
en niveau Iwahori.

Plus précisément, il y a un modèle régulier semi-stable de l’espace de Lubin-
Tate en niveau Iwahori donné par

Spf(Ŏ[[y1, . . . , yn]]/(y1 . . . yn − π))

de fibre générique la couronne généralisée

{(y1, . . . , yn) ∈ B̊n |
∏

i

yi = π}

et alors la cellule de base est l’ouvert admissible quasicompact

{(y1, . . . , yn) | v(y1) ≥
v(y2)

q
≥ · · · ≥ v(yn)

qn−1
≥ v(y1)

qn
}

qui d’après [12] correspond à un simplexe de l’immeuble du côté Drinfeld.

Néanmoins, cette décomposition cellulaire n’est pas adaptée à la construction
de l’isomorphisme entre les deux tours car l’application des périodes sur cette
cellule n’est pas un isomorphisme sur son image, alors que c’est le cas du domaine
fondamental de Gross-Hopkins.



Annexe A

Normalisé d’un schéma formel dans
une extension de sa fibre générique

Dans cet appendice, K désigne un corps valué complet pour une valuation discrète.
Tous les espaces rigides considérés sont quasi-séparés et définis sur K. Par point
de X , on entend ici les points classiques c’est-à-dire ceux associés aux spectres
maximaux des algèbres affinöıdes (mais tous les résultats énoncés restent valables
en considérant plus généralement les points au sens de Berkovich).

A.1 Généralités sur les espaces rigides

Nous commençons par collecter quelques résultats difficilement disponibles dans la
littérature sur les espaces rigides en donnant quelques indications sur les démon-
strations dans certains cas. Nous n’aurons pas besoin de tous ces énoncés dans
la suite, néanmoins ils répondent à des questions qui sont venues naturellement
à l’esprit de l’auteur lors de la rédaction des énoncés concernant la normalisation
des schémas formels.

Fait A.1.1. Soit X un espace rigide. Sont équivalents

• ∀x ∈ X, l’anneau OX,x est réduit
• Il existe un recouvrement admissible affinöıde (Ui)i de X tel que ∀i, l’anneau
OX(Ui) soit réduit

• Pour tout ouvert admissible U de X, l’anneau OX(U) est réduit

Si l’une des trois conditions précédentes est vérifiée, X est dit réduit. En général,
le faisceau, qui à U ouvert admissible quasicompact associe l’idéal des éléments
nilpotents dans OX(U), est cohérent et définit un sous-espace rigide Zariski fermé
réduit Xred dans X.

Fait A.1.2. Soit X un espace rigide réduit. Sont équivalents

• ∀x ∈ X, l’anneau OX,x est intègre
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• Il existe un recouvrement admissible affinöıde (Ui)i de X tel que ∀i, ∀x ∈ Ui,
l’anneau OX(Ui)mx est intègre unibranche.

• Pour tout ouvert admissible connexe U de X, l’anneau OX(U) est intègre
et si, de plus, U est affinöıde ∀P ∈ Spec(OX(U)), l’anneau OX(U)P est
unibranche.

Si ces conditions sont vérifiées, X sera dit localement intègre.

Démonstration. On utilise librement les propriétés de base concernant les anneaux
locaux des espaces rigides, telles que dans le chapitre 2.1 de [1]. Soient x ∈ X , U
un ouvert admissible affinöıde contenant x, A = OX(U) et m l’idéal de A associé
à x. Il y a un isomorphisme entre anneaux locaux noethériens

Âm � ÔX,x

L’anneau A est réduit excellent ([19] ou [25]). On en déduit (EGA IV 7.8.3 (vii))
queAm est intègre unibranche ssi Âm est intègre. PuisqueOX,x ⊂ ÔX,x, la seconde
assertion de l’énoncé entrâıne la première. La troisième entrâınant clairement la
seconde, il suffit de voir que la première implique la troisième. Il suffit alors de
montrer que OX,x intègre implique Am intègre unibranche (dans la troisième as-
sertion m n’est pas supposé maximal, mais on peut s’y ramener puisque A étant
excellent l’ensemble des points de Spec(A) où il est unibranche est constructible
(EGA IV 9.7.10) et A est un anneau de Jacobson). Si l’on savait que OX,x est
excellent cela serait facile car, OX,x étant hensélien, il est unibranche et donc son
complété serait intègre. Malheureusement, cela n’est pas connu. Le lemme qui suit
appliqué à Am ⊂ OX,x permet néanmoins de conclure. �
Lemme A.1.3. Soit (A, m)→ (B, n) un morphisme local injectif d’anneaux locaux.
Supposons (B, n) hensélien intègre. Alors (A, m) est unibranche.

Démonstration. La démonstration est identique à celle de la proposition 18.6.12
de EGA IV. �
Exemple A.1.4. Si X = Spm(A) avec A = K〈x, y〉/(y2 − x2(1 − x)), l’algèbre A
est intègre mais l’ouvert |x| ≤ |p|, bien que connexe, défini par l’algèbre A〈x

p 〉 est
tel que A〈x

p 〉 n’est pas intègre puisque si |x| ≤ |p|, alors

√
1− x =

∑
k≥0

(
1/2
k

)
(−1)kxk ∈ A〈x

p
〉

et donc
y2 − x2(1− x) = (y − x

√
1− x)(y + x

√
1− x).

Cela peut également se voir en disant que la cubique nodale n’est pas unibranche
en sa singularité.

Dans l’énoncé suivant, un anneau nothérien est dit normal s’il est un produit
(nécessairement fini) d’anneaux intègres intégralement fermés dans leur corps des
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fractions, ce qui est encore équivalent à dire que tous ses localisés en ses idéaux
premiers sont intègres intégralement clos dans leurs corps des fractions.

Fait A.1.5. Soit X un espace rigide réduit. Sont équivalents

• Il existe un recouvrement affinöıde admissible (Ui)i de X tel que ∀i, OX(Ui)
est normal

• Pour tout ouvert admissible connexe U de X, OX(U) est intègre intégrale-
ment clos

• ∀x ∈ X, OX,x est intègre intégralement clos dans son corps des fractions.

Si ces conditions sont vérifiées l’espace X est dit normal.

Fait A.1.6. Soit X un espace rigide réduit. Le normalisé X̃ de X est bien défini
et le morphisme X̃ → X est fini.

Par normalisé on entend ici un objet représentant le foncteur Hom(−, X)
restreint à la catégorie des espaces rigides normaux.

Si f : X̃ → X , le faisceau f∗OX̃ est le normalisé de OX dans le faisceau des
fonctions méromorphesMX . Ce faisceau des fonctions méromorphes est celui qui à
U ouvert affinöıde associe le corps total des fractions de OX(U). Plus précisément,
utilisant que ∀U affinöıde, OX(U) est excellent donc Japonais et que donc OX̃(U)
est fini sur OX(U), on en déduit que OX̃(U) est une algèbre de Tate. Le normalisé
deOX dansMX est un faisceau cohérent qui définit donc un espace rigide affinöıde
au-dessus de X , qui est X̃.

Remarque A.1.7. Ainsi, X réduit est localement intègre ssi pour tout ouvert ad-
missible connexe de X son image réciproque dans X̃ est connexe.

Remarque A.1.8. Pour un espace rigide X on peut définir les composantes irréduc-
tibles de X comme étant les images des composantes connexes du normalisé de
Xred. Elles sont donc Zariski fermées puisque le morphisme de normalisation est
fini. Si, pour un ouvert admissible quasicompact U , on note Irr(U) l’ensemble
de ses composantes irréductilbles, Irr est un faisceau muni d’un épimorphisme
Irr � π0 associé au morphisme Z → f∗Z, où f : X̃ → X .

A.2 Schémas formels normaux

Rappelons qu’un OK-schéma formel admissible est un OK-schéma formel de type
fini sans π-torsion (où π est une uniformisante de K). On les supposera toujours
quasi-séparés.

Fait A.2.1. Soit X un OK-schéma formel admissible. Sont équivalents

• Il existe un recouvrement ouvert affine (Ui)i de X tel que ∀i, OX(Ui) est
normal



52 Annexe A. Normalisé d’un schéma formel

• ∀U ouvert affine connexe de X, OX (U) est intègre intégralement clos dans
son corps des fractions

• ∀x ∈ X , OX,x est intègre intégralement clos dans son corps des fractions.

Démonstration. On utilise le fait suivant: ∀U ouvert affine dans X, l’anneau OX(U)
est excellent ([24] pour le cas d’égale caractéristique et [25] pour le cas d’inégale)
et donc ∀f ∈ OX(U), l’anneau OX(U)[ 1

f ] est excellent ce qui implique que s’il est
normal alors son complété OU(D(f)) est normal. A partir de là tout le reste est
facile. �

Remarque A.2.2. Il n’existe pas en général de bonne notion de schéma formel
réduit ou bien normal. On a en effet besoin d’utiliser des propriétés stables par
complétion afin que si l’anneau A possède cette propriété, pour tout f dans A,
l’anneau A〈 1

f 〉 la possède aussi.

Fait A.2.3. Soit X un OK-schéma formel admissible réduit tel que Xrig soit normal.
Soit sp : (Xrig,OXrig) → (X,OX), comme morphisme d’espaces annelés. Via la
norme infini le faisceau OXrigest un faisceau en K-ev. normés: ∀f ∈ OXrig(U),
|f |∞ = supx∈U |f(x)|. On note O 0

Xrig le sous-faisceau en OK-algèbres des f ∈ OXrig

telles que |f |∞ ≤ 1. Alors le normalisé de X est bien défini, égal à

Spf(sp∗O 0
Xrig)

qui est un OK-schéma formel admissible normal fini au-dessus de X.

Démonstration. Tout repose sur le théorème de Grauert Remmert qui assure que
pour A une OK-algèbre admissible, A = A[ 1

π ] l’algèbre de Tate associée, la boule
unité de A pour la semi-norme infini est une algèbre admissible finie sur A. Nous
renvoyons pour cela à la discussion au début de la section 1 de [4]. �

Fait A.2.4. Soit U un ouvert affine de X et f1, . . . , fn ∈ OX(U)[ 1p ]0 telles que
OX(U)[ 1p ]0 = OX(U)[f1, . . . , fn]. Soit r ∈ N tel que ∀i, πrfi ∈ OU . Alors,
le normalisé de U s’identifie à l’éclatement formel admissible de l’idéal ouvert
(πr, πrf1, . . . , πrfn).

A.3 Normalisé dans une extension de la fibre générique

Fait A.3.1. Soit X un OK-schéma formel admissible réduit. Soit ϕ : Y −→ Xrig

un morphisme fini d’espaces rigides tel que Y soit normal. Alors, sp∗ϕ∗O 0
Y est un

OX-module cohérent, le normalisé X̃ de X dans Y existe, est fini au-dessus de X
et est égal à

Spf(sp∗ϕ∗O 0
Y )
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Il vérifie la propriété universelle suivante: étant donné un schéma formel normal
Z muni d’un morphisme Z→ X et d’un relèvement

Y

��
Zrig ��

����������
Xrig

il existe un unique relèvement

X̃

��
Z ��



								
X

tel qu’après passage à la fibre générique les deux diagrammes précédents soient
compatibles.



Annexe B

Modules de Dieudonné et cristaux
des O-modules π-divisibles

Soit F |Qp une extension de degré fini. On notera O = OF .

B.1 Un lemme sur les F -cristaux O-équivariants

Soit S un schéma sur lequel p est localement nilpotent et Σ = Spec(Zp). On
considère le gros site cristallin CRIS(S/Σ) de [2] ou bien le gros site cristallin
nilpotent NCRIS(S/Σ) ([2] chapitre 1).

Lemme B.1.1. Soit E un F -cristal (non-dégénéré) en OS/Σ-modules localement
libres de rang fini sur CRIS(S/Σ) ou NCRIS(S/Σ). Supposons E muni d’une action
de O. Alors, E est un OS/Σ ⊗Zp O-module localement libre sur CRIS(S/Σ).

Démonstration. Soit (U ↪→ T ) ∈ CRIS(S/Σ) (resp. NCRIS(S/Σ)) et x ∈ U . Les
assertions suivantes sont équivalentes

(i) E(U↪→T ) ⊗OT OT,x est libre en tant que OT,x ⊗Zp OF -module

(ii) E(U↪→T ) ⊗OT k(x) est libre en tant que k(x)⊗Zp OF -module

(iii) E(U↪→T ) ⊗OT k(x) est libre en tant que k(x)⊗Zp OF -module

L’équivalence entre (ii) et (iii) résulte de ce que k(x) ⊗ OF est une k(x) ⊗ OF -
algèbre fidèlement plate.
L’implication (i) ⇒ (ii) est claire, quant à (ii) ⇒ (i) elle résulte du lemme de
Nakayama. En effet, si E(U↪→T ) ⊗OT k(x) est un k(x) ⊗OF -module libre, soit

e1, . . . , er ∈ E(U↪→T ) ⊗OT OT,x

un relèvement d’une k(x)⊗OF -base. Soit (εj)j une base de OF comme Zp-module.
Alors, d’après le lemme de Nakayama, (εiej)i,j engendre E(U↪→T )⊗OT OT,x comme
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OT,x-module. Mais

rgOT,x

(
E(U↪→T ) ⊗OT,x

)
= rgk(x)

(
E(U↪→T ) ⊗OT k(x)

)
= [F : Qp] rgk(x)⊗OF

(
E(U↪→T ) ⊗OT k(x)

)
La famille (εiej)i,j est donc une OT,x-base.

Montrons donc l’assertion (iii). Il y a des morphismes compatibles dans
CRIS(S/Σ) (resp. NCRIS(S/Σ)) pour n ∈ N

Spec(k(x)) � � ��

��

Spec(Wn(k(x)))

��
U

� � �� Spec(Wn(OT ))

La propriété de cristal implique donc que E(U↪→T )⊗OT k(x) est la réduction modulo
p de

E = lim
←−

n

E
(Spec(k(x))↪→Spec(Wn(k(x)))

C’est un W (k(x))-module libre qui est en fait un W (k(x)) ⊗Zp OF -module muni
d’une isogénie F -linéaire (ici F = Frobenius)

ϕ : EQ
∼−−→ EQ

qui commute à l’action de OF . Or

E =
⊕

τ :F 0↪→W (k(x))Q

Eτ

où Eτ est un OF ⊗OF0 ,τ W (k(x))-module libre. Le module E est donc libre sur
W (k(x))⊗Zp OF ssi

∀τ, τ ′, rgOF ⊗O
F0 ,τ W (k(x)) Eτ = rgOF ⊗O

F0 ,τ′W (k(x)) Eτ ′

Mais
∀τ, ϕ : Eτ ⊗Q ∼−−→ EFτ ⊗Q

�
Corollaire B.1.2. Soit H un groupe p-divisible sur un schéma S sur lequel p est
localement nilpotent. Supposons-le muni d’une action de O. Alors, l’algèbre de Lie
de l’extension vectorielle universelle de H est un OS ⊗Zp O-module localement
libre.

Démonstration. C’est une conséquence de ce que cette algèbre de Lie est l’évalua-
tion d’un des cristaux définis dans [21]. �
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B.2 Structure du cristal de Messing d’un
O-module π-divisible

Définition B.2.1. Un O-module π-divisible sur un O-schéma est un groupe p-
divisible muni d’une action de O qui induit l’action naturelle sur son algèbre de
Lie.

Remarque B.2.2. Soit H un groupe p-divisible muni d’une action de O. Alors,
∀n, H [πn] est un groupe plat fini. En effet, π : H −→ H est une isogénie puisque
πe−1.π = unité×p. On peut ainsi donner une définition analogue à celle des groupes
p-divisibles pour les groupes p-divisibles munis d’une action de O en remplaçant
p par π dans les définitions.

Soit S un O-schéma sur lequel p est localement nilpotent. Soit H un O-
module π-divisible sur S. Considérons la suite exacte

0 −→ ωHD −→ Lie E(H) −→ ω∗
H −→ 0

où E(H) désigne l’extension vectorielle universelle de H de [21]. Soit I l’idéal
d’augmentation de OS ⊗Zp OF � OS .

Proposition B.2.3. Localement sur S, il existe une OS ⊗ OF -base de Lie E(H)
(e1, . . . , er1+r2) telle que

ωHD = OS ⊗OF .e1 ⊕ · · · ⊕ OS ⊗OF .er1 ⊕ I.er1+1 ⊕ · · · ⊕ I.er1+r2

Démonstration. Il y a une suite exacte

0 −→ ωHD /I.Lie E(H) −→ Lie E(H)/I.Lie E(H) −→ ω∗
H −→ 0

où, d’après le corollaire B.1.2, Lie E(H)/I.Lie E(H) est un OS-module localement
libre. Localement sur S, soit (e1, . . . , er1+r2) un relèvement d’une base de

Lie E(H)/I.Lie E(H) dans Lie E(H)

tel que (er1+1, . . . , er1+r2) s’envoie sur une base de ω∗
H via Lie E(H) � ω∗

H (une
telle base existe puisque Lie E(H)/I.Lie E(H) � ω∗

H est localement scindé).
L’idéal I étant contenu dans le radical de Jacobson de OS⊗OF et Lie E(H) étant
libre sur OS ⊗ OF , (e1, . . . , er1+r2) est une OS ⊗ OF -base de Lie E(H), dont on
vérifie aussitôt qu’elle convient. �

B.3 O-extension vectorielle universelle d’un
O-module π-divisible

Définition B.3.1. Soit S un schéma et F un faisceau en groupes abéliens sur Sfppf .
Soit f : Spec(OS [ε]) → S. On appelle algèbre de Lie de F le faisceau en OS-
modules sur Sfppf

LieF = ker f∗f
∗F ε=0−−−→ F
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Définition B.3.2. Soit H un O-module π-divisible sur un schéma S. On appelle
O-extension vectorielle de H une extension

0 −→ V −→ E −→ H −→ 0

de faisceaux en OF -modules sur Sfppf telle que V soit un OS-module cohérent, V
le faisceau fppf associé et l’action induite de O sur Lie E soit l’action naturelle.

On remarquera que de telles extensions sont “rigides” puisque ∀W cohérent,
Hom(H, W ) = 0 (p est localement nilpotent sur S) (par fainéantise on oubliera
désormais de souligner les faisceaux cohérents et on notera V pour V ). La propo-
sition suivante a donc un sens.

Proposition B.3.3. Tout O-module π-divisible possède une O-extension vectorielle
universelle

0 −→ VO(H) −→ EO(H) −→ H −→ 0

De plus VO(H) et Lie EO(H) sont des OS-modules localement libres et il y a une
suite exacte

0 −→ VO(H) −→ Lie EO(H) −→ Lie H −→ 0

Démonstration. Soit

0 −→ ωHD −→ E(H) −→ H −→ 0

l’extension vectorielle universelle de H (correspondant au cas OF = Zp). Soit I =
ker (OS ⊗OF � OS). Considérons le poussé en avant de l’extension précédente
par le morphisme ωHD � ωHD /I.Lie E(H)

0 �� ωHD ��

����

E(H) ��

��

H �� 0

0 �� ωHD /I.Lie E(H) �� Ẽ �� H �� 0

où
Ẽ = ωHD /I.Lie E(H)

∐
ωHD

E(H) = E(H)/I.Lie E(H)

Alors, cette extension est une O-extension vectorielle universelle de H . Avant de
le montrer, commençons par montrer quelques propriétés de cette extension.
D’après la proposition B.2.3, ωHD/I.Lie E(H) est localement libre. De plus, si
Ẽn désigne l’image réciproque de H [πn] dans Ẽ, Ẽ = lim

−→
n

Ẽn et il y a des suites

exactes
0 −→ ωHD/I.Lie E(H) −→ Ẽn −→ H [πn] −→ 0
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Donc, Ẽn est un torseur ffpf sous l’espace affine ωHD/I.Lie E(H) au-dessus de
H [πn] et est donc représentable par un H [πn]-schéma lisse. Il y a donc des suites
exactes pour tout n

0 −→ ωHD/I.Lie E(H) −→ Lie Ẽn −→ Lie H [πn] −→ 0

et étant donné que Lie Ẽ = lim
−→

n

Ẽn, que pour n � 0, Lie H [πn] = Lie H , pour

n� 0, Lie Ẽn = Lie Ẽ et il y a une suite exacte

0 −→ ωHD/I.Lie E(H) −→ Lie Ẽ −→ Lie H −→ 0

et même un diagramme commutatif

0 �� ωHD ��

����

Lie E(H) ��

��

Lie H �� 0

0 �� ωHD /I.Lie E(H) �� Lie Ẽ �� Lie H �� 0

duquel on déduit que

Lie Ẽ = Lie E(H)/I.Lie E(H)

Montrons maintenant l’universalité de l’extension. Soit

0 −→ V −→ E −→ H −→ 0

une O-extension vectorielle. Oubliant l’action de O, celle-ci est induite par un
unique morphisme OS-linéaire ωHD −→ V

0 �� ωHD ��

����

E(H) ��

��

H �� 0

0 �� V �� E �� H �� 0

l’unicité d’un tel morphisme (qui résulte de Hom(H, V ) = 0) implique que tous
les morphismes dans le diagramme précédent sont O-linéaires. Il y a alors un
diagramme de OS ⊗O-modules sur Sfppf

0 �� ωHD ��

����

LieE(H) ��

��

LieH �� 0

0 �� V �� LieE �� LieH �� 0

duquel on déduit que ωHD −→ V se factorise par ωHD � ωHD /I.Lie E(H). �
Remarque B.3.4. Il résulte de la démonstration précédente que si l’on pose htOH =
ht H/[F : Qp] alors

rgOS
VO(H) = htO H − dim H
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Remarque B.3.5. On vérifie comme dans le lemme 1.18 de [21] que EO(H) est
formellement lisse.

Remarque B.3.6. Comme dans la proposition 1.19 du chapitre IV de [21], on vérifie
que le complété formel (au sens de la section II.1.0 de [21]) ÊO(H) de EO(H) est
un O-module formel (i.e., un groupe de Lie formel muni d’une action de O telle
que l’action induite sur l’algèbre de Lie soir l’action naturelle) extension du O-
module formel Ĥ par le groupe formel vectoriel V̂O(H) (localement isomorphe à
une somme finie de Ĝa).

B.4 Cristal de Messing généralisé et théorie
de la déformation

Théorème B.4.1. Soit Σ = Spec(OF ) muni de l’idéal à puissances divisées (p) et
E le cristal de Messing de H sur NCRIS(S/Σ) en tant que OS/Σ ⊗ OF -module.
Soit I = ker

(
OS/Σ ⊗OF � OS/Σ

)
.

Alors, E/IE est un cristal en OS/Σ-modules localement libres de rang fini
tel que ∀(U ↪→ T ) ∈ NCRIS(S/Σ), ∀H̃ un relèvement de H ×S U sur T , comme
O-module π-divisible

(E/IE)(U↪→T )

s’identifie à l’algèbre de lie de EO(H̃), la O-extension vectorielle universelle de H̃.

De plus, pour un tel relèvement H̃ la partie vectorielle de EO(H̃),
VO(H̃) = ωH̃D/I. Lie EO(H̃) définit une filtration localement facteur direct dans
(E/IE)(U↪→T ) se réduisant modulo l’idéal de U dans T sur la partie vectorielle de
EO(H).

Cette correspondance définit une équivalence de catégories entre la catégorie
des O-modules π-divisibles sur T et celle des couples (H0,Fil), où H0 est un
O-module π-divisible sur U et Fil une filtration localement facteur direct dans
l’évaluation du cristal précédent sur U ↪→ T se réduisant sur la partie vectorielle
de Lie EO(H0).

Démonstration. Seule la vérification du fait que la correspondance évoquée est une
équivalence de catégories reste à vérifier.

Elle se déduit du théorème de Messing (th. 1.6 chap. V de [21]) en remarquant
que les filtrations localement facteur direct O-stables Fil dans E(U↪→T ) et telles
que l’action de O sur E(U↪→T )/Fil soit l’action naturelle sont en bijection, via
l’application

Fil �−→ Fil/I(U↪→T )E(U↪→T )

avec les filtrations localement facteur direct dans (E/IE)(U↪→T ). �
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B.5 Exponentielle π-adique

B.5.1 O-puissances divisées ([17] section 10, [11] section 7)

Soit T un O-schéma sur lequel π est localement nilpotent et J ⊂ OT un idéal
cohérent.

Définition B.5.1. Une structure de O-puissances divisées sur J consiste en la
donnée d’une application γ : J −→ J vérifiant

(i) ∀a ∈ OS , ∀x ∈ J , γ(ax) = aqγ(x)
(ii) ∀x ∈ J , πγ(x) = xq

(iii) ∀x, y ∈ J , γ(x+y) = γ(x)+γ(y)+
∑

0<i<q αiγi(x)γqi (y), où αi = ( q
i ) /π ∈ O

Remarque B.5.2. Lorsque O = Zp, d’après la proposition A.1 de l’appendice de
[3], on retrouve la définition des puissances divisées usuelles avec γ = γp. Par
exemple, lorsque la base ne possède pas de p-torsion, x �→ xp

p permet de retrouver
les xn

n! par composition et multiplication par des éléments de Zp. Plus précisément,
γpn = αnγ◦n, où αn ∈ Z×

p et si n =
∑

i aip
i, où 0 ≤ ai ≤ p−1, γn = βn

∏
i γpi ◦γai ,

où βn ∈ Z×
p .

Remarque B.5.3. L’élément π étant localement nilpotent l’existence d’une O-P.D.-
structure sur un idéal implique que celui-ci est un nil-idéal.

Exemple B.5.4. Si J2 = πJ = 0 une structure de O-P.D. sur J est la même chose
qu’un morphisme additif Frobq-linéaire γ : J → J .

Définition B.5.5. Si γ est une O-P.D.-structure sur J , on pose comme dans [11]

∀n ≥ 1, δn(x) = (γ ◦ · · · ◦ γ︸ ︷︷ ︸
n−fois

)(x).π1+q+···+qn−1−n

et δ0(x) = x.

Ainsi, si la base est sans π-torsion δn(x) = xqn

πn . On note J [n] l’idéal engendré
par les γ◦a1(x1) . . . γ◦ak(xk), où

∑
i qa

i ≥ n, et on dit que γ est nilpotente si J [n] = 0
pour n � 0. Lorsque O = Zp, on vérifie facilement que l’on retrouve la définition
usuelle pour les idéaux J [n].

Lemme B.5.6. Soit T ′ → T un morphisme plat et J ⊂ OT muni de O-P.D. Alors
celles-ci s’étendent de façon compatible à JOT ′ .

Démonstration. Procéder par exemple comme dans le lemme 1.8 p. 80 de [21]. �

Définition B.5.7. Pour Σ = Spec(O) et S un O-schéma sur lequel π est localement
nilpotent, la définition des O-P.D. et le lemme précédent permettent de définir des
sites cristallins CRISO(S/Σ) et NCRISO(S/Σ).
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B.5.2 Logarithme

Lemme B.5.8. Supposons J muni de O-P.D. Il y a alors un isomorphisme de
O-modules

WO(J) ∼−−→ JN

[xi]i �−→ (γi(x0) + γi−1(x1) + · · ·+ γ0(xi)︸ ︷︷ ︸
′′ WO,i(x)

πi

′′

)i

Si de plus δn(J) = 0 pour n � 0, il y a une application

ŴO(J)
log−−−→ J (N) = Lie ŴO ⊗ J

Si de plus les O-P.D. sont nilpotentes, alors l’application précédente est un iso-
morphisme.

Démonstration. Pour la première assertion, il suffit de vérifier que l’enveloppe à
O-P.D. de O[Xi]i≥0 par rapport à (Xi)i≥0 est sans π-torsion et on se ramène alors
à montrer que ŴO(J)→ JN est un morphisme, lorsque π est inversible, ce qui est
clair. Le reste est facile. �
Remarque B.5.9. Du côté de JN, les opérateurs F, V et [a] sont donnés par

[a].(yi)i = (ayi)i

V (yi)i = (0, y0, y1, . . . , yi, . . . )
F (yi)i = (πy1, πy2, . . . , πyi, . . . )

Proposition B.5.10. Soit G un O-module formel sur un O-schéma et J un idéal
muni de O-puissances divisées γ telles que localement δn(J) = 0 pour n � 0
(par exemple, π est localement nilpotent). Il existe alors une unique application
logarithme fonctorielle en (G, J, γ)

logG : G(J) −→ Lie G⊗ J

compatible avec celle définie pour ŴO. Si les O-P.D. sont nilpotentes, cette appli-
cation est un isomorphisme.

Démonstration. Soit
M = Hom(ŴO, G)

le module de Cartier de G, un EO-module. Alors,

G(J) � ŴO(J)⊗EO M

où EO agit sur ŴO de telle manière que

x⊗ Fm = V x⊗m, x⊗ V m = F x⊗m, x⊗ [a]m = [a]x⊗m
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Posons
logG : ŴO(J)⊗EO M −→ J (N) ⊗EO M

où J (N) est un EO-module via les formules de la remarque B.5.9. Alors,

J (N) = J ⊕ IJ

où
J = J ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0⊕ · · ·

IJ = 0⊕ J [N) = V J (N)

De plus, remarquons que
F J = 0

On en déduit aussitôt que

J (N) ⊗EO M = J ⊗R M/V M

�

Remarque B.5.11. L’annulation F J = 0 utilisée dans la démonstration précédente
est à la base des liens reliant puissances divisées et théorie de Cartier, cf. par
exemple le lemme 38 de [27].

Remarque B.5.12. La notation logG n’est pas correcte, on devrait plutôt noter
logG,γ .

Corollaire B.5.13. Soit G un O-module formel sur Σ, un O-schéma, et S =
Σ mod π. Soit JS/Σ l’idéal à puissances divisées sur NCRISO(S/Σ). Il y a alors
un isomorphisme

G(JS/Σ) ∼−−→ Lie G⊗OΣ JS/Σ

Proposition B.5.14. Soit (G, J, γ) comme précédemment. Supposons que J2 =
πJ = 0. Soit α : LieG/πLie G −→ Lie G/πLie G l’application Frobq-linéaire, qui
à une dérivation invariante d associe dq. L’application γ : J → J est Frobq-linéaire
et il y a un diagramme commutatif naturel en (G, J, γ)

Lie G⊗ J LieG/πLie G⊗ J

Id+α⊗γ�

��

G(J)

∼
can

��











∼
logG

����
���

���
��

Lie G⊗ J LieG/πLieG⊗ J

où can est l’isomorphisme définissant Lie G.
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Démonstration. Si M est le module de Cartier de G et π = 0 sur la base,
l’application α est F : M/V M →M/V M qui est bien définie, puisque FV = V F .
Pour vérifier l’assertion, il suffit de la faire pour ŴO. En effet, après choix d’une
V -base du module de Cartier de G, il existe une surjection ⊕ŴO(J) � G(J) et
par naturalité du log en le groupe formel (éventuellement de dimension infinie),
on conclut.

Dans le cas de ŴO,

can : ŴO(J) ∼−−→ LieŴO ⊗ J = J (N)∑
i≥0

V i[xi] �−→ (xi)i≥0

et α ((xi)i≥0) = (0, x1, x2, . . . ). Étant donné que πJ = 0, ∀i ≥ 2, δi(J) = 0, donc

log

⎛⎝∑
i≥0

V i[xi]

⎞⎠ = (x0, x1 + γ(x0), . . . , xi + γ(xi−1), . . . )

d’où le résultat. �

Remarque B.5.15. Lorsque J2 = 0, l’isomorphisme can correspond au cas du
logarithme lorsque l’on munit l’idéal des O-P.D. triviales γ = 0.

B.5.3 Exponentielle

Nous n’utiliserons pas la proposition qui suit plus tard car nous aurons besoin
d’exponentier des morphismes pas seulement sur la partie formelle de nos groupes
mais sur tout le groupe. Néanmoins, cette proposition est complémentaire de celle
que nous utiliserons (noter par exemple que les O-P.D. ne sont pas nilpotentes
dans la proposition qui suit, ce qui est compensé par le fait que nos groupes sont
formels).

Proposition B.5.16. Soient G et H deux O-modules formels sur T et J ⊂ OT un
idéal cohérent muni de O-P.D. γ. Il existe alors une application

exp : Hom(G, Ĵ.LieH) −→ ker (Hom(G, H)→ Hom(G mod J, H mod J))

où si L̂ieH désigne le groupe de Lie formel associé à LieH, alors Ĵ.LieH est le
sous-foncteur de L̂ieH défini par (Ĵ.LieH)(Z) = Γ(Z, LieH ⊗ J(OZ)nilp). Cette
application est naturelle en (G, H, J, γ).

Si J2 = (0) et γ = 0, alors l’application précédente cöıncide avec l’application
identité donnée par LieH ⊗ J � ker(H → H mod J).

ker (Hom(G, H) → Hom(G mod J, H mod J)) = Hom(G, JLie H) (B.1)



64 Annexe B. Cristaux des O-modules π-divisibles

Si J2 = πJ = (0), soit α : Lie H/π LieH → Lie H/π LieH l’application, qui à une
dérivation invariante d associe dq, et Π = α⊗γ l’endomorphisme Frobq-linéaire de
JLieH. Alors, naturellement en (G, H, J, γ), via l’isomorphisme canonique (B.1)

exp f =

⎛⎝∑
n≥0

(−1)nΠn

⎞⎠ ◦ f

où la somme infinie est finie lorsqu’elle est évaluée sur une algèbre nilpotente,
puisque Imf ⊂ Ĵ.LieH.

Remarque B.5.17. Si G = M̂, où M est un module localement libre de rang
fini, il y a un morphisme HomOT (M, J.LieH) −→ Hom(M̂, Ĵ.LieH), d’où une
application exponentielle de source HomOT (M, J.LieH).

Remarque B.5.18. La formule donnée pour exp f , lorsque J2 = πJ = 0, cöıncide
bien avec celle de [21] ((2.6.6.3) page 142) lorsque O = Zp. En effet, si (γn)n≥1

sont des puissances divisées, alors γpn ≡ (−1)nγn
p mod p.

Démonstration. Si Q est un OT -module notons C(Q) le EO-module à gauche défini
par

C(Q) = QN = {
∑
i≥0

V ixi | xi ∈ Q }

sur lequel

V
∑
i≥0

V ixi =
∑

i

V i+1xi

F
∑
i≥0

V ixi = π
∑
i≥1

V i−1xi

[a]
∑
i≥0

V ixi =
∑
i≥0

V i
(
aqi

xi

)

Lorsque Q est localement libre de rang fini C(Q) est le module de Cartier de Q̂.
De l’isomorphisme WO(J) � JN du lemme B.5.8, on déduit une décomposition
WO(J) = J ⊕ V WO(J) et donc J ↪→ EO. Soit M le module de Cartier de H .
L’application de réduction modulo V M induit un isomorphisme

ψ : JM
∼−−→ J.(M/V M) = J ⊗M/V M

Il suffit en effet de vérifier que JM ∩ V M = (0), mais si (eα)α est une V-base de
M et (λα)α une famille d’éléments de J , alors

∑
α λaeα ∈ V M ⇔ ∀a, WO,0(λa) =

0⇔ ∀α, λα = 0.



B.5. Exponentielle π-adique 65

De plus, l’inverse de cet isomorphisme induit un morphisme de EO-modules

Ξ : C(J ⊗M/V M) −→ M∑
i

V ixi �−→
∑

i

V iψ−1(xi)

En effet, cela résulte aussitôt de ce que F J = (0). L’application exponentielle
s’écrit alors comme la composée

Hom(G, Ĵ.LieH) −→ HomEO (MG, C(J.M/V M)) Ξ∗−−→ HomEO(MG, M)︸ ︷︷ ︸
=Hom(G,H)

où MG est le module de Cartier de G et où il faut vérifier que si

f : G −→ Ĵ.LieH ↪→ L̂ieH,

alors le morphisme MG −→ C(Lie(H)) se factorise par C(J.LieH), mais cela
résulte de la description des modules de Cartier en termes de courbes p-typiques.

Quant aux deux dernières assertions concernant les cas J2 = 0 et γ = 0,
resp. J2 = πJ = 0, soient x ∈ J et m̄ ∈ M/V M . Voyons x comme élément de
J ⊂ W (J) grâce à γ. Alors x =

∑
i

V i

[ai], où a0 = x, ai = 0 si i > 0, lorsque
γ = 0, et ai = (−1)iγi(x) si πJ = 0. Dès lors

xm =
∑
i≥0

(−1)iV i[ai]F i.m ∈ J.M

Or, lorsque π = 0, F i : M/V M −→ M/V M s’identifie à αi. On en déduit facile-
ment le résultat. �
Remarque B.5.19. Le lien entre le logarithme de la section précédente et l’exponen-
tielle de la proposition précédente est que l’exponentiation des morphismes est
obtenue par exponentiation des courbes p-typiques via logH : H(Y J [[Y ]]) ∼−−→
LieH ⊗ Y J [[Y ]] = C(LieH ⊗ J).

Voici la proposition que nous utiliserons.

Proposition B.5.20. Soit T un O-schéma, J ⊂ OT un idéal cohérent muni de O-
P.D. nilpotentes. Soit G un schéma en O-modules plat sur T . Soit H un faisceau
en O-modules sur Tfppf tel que Ĥ soit un O-module formel. Il y a alors une
application d’exponentiation

exp : Hom(G, J.Lie H) −→ ker (Hom(G, H)→ Hom(G mod J, H mod J))

telle que si J2 = 0 et γ = 0, via l’identification canonique de

ker (Hom(G, H)→ Hom(G mod J, H mod J)) avec Hom(G, J.Lie H), exp = Id.
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Si J2 = πJ = 0 et si Π = α ⊗ γ est l’endomorphisme nilpotent Frobq-linéaire de
J.LieH = LieH/πLieH ⊗ J alors

exp f =

⎛⎝∑
n≥0

(−1)nΠn

⎞⎠ ◦ f

Démonstration. Le schéma G étant plat sur T , il suffit de définir (exp f)U :
G(U) −→ H(U) pour tout schéma U affine et plat sur T (i.e., définir exp f comme
morphisme de faisceaux sur le petit site plat de T ). Soit donc U −→ T plat. Alors,
d’après le lemme B.5.6, les O-P.D. γ s’étendent à JOU , d’où un isomorphisme
(proposition B.5.10)

logG : Ĥ(JOU ) ∼−−→ Lie H ⊗OT JOU = JLieH ⊗OT OU

Posons

(exp f)U : G(U) −→ Γ(U, JLie H)
log−1

−−−→ Ĥ(Γ(U, JOU )) ⊂ H(U)

On vérifie aussitôt que cette définition est fonctorielle en U . Les assertions concer-
nant les cas J2 = 0 ou J2 = πJ = 0 se déduisent de la proposition B.5.14. �

B.6 Extension du cristal de Messing généralisé
aux O-puissances divisées

Il y a un morphisme de sites

ΠO : NCRISO(S/Σ) −→ NCRIS(S/Σ)

puisque les puissances divisées classiques induisent des O-puissances divisées.

Théorème B.6.1. Soit H un O-module π-divisible sur S. Soit E le cristal algèbre
de Lie de la O-extension vectorielle universelle sur NCRIS(S/Σ) défini dans la
proposition B.3.3. Ce cristal s’étend naturellement à NCRISO(S/Σ), au sens où
il existe un cristal en OS/Σ-modules localement libres F sur NCRISO(S/Σ) tel
que E = ΠO∗F (et donc nécessairement F = Π∗

OE). De plus, si (U ↪→ T ) ∈
NCRISO(S/Σ) et H̃ est un relèvement de H ×S U à T , alors F(U↪→T ) s’identifie
à LieEO(H̃). De plus G �→ F est fonctoriel en G.

Remarque B.6.2. En fait, on étend directement le cristal O-extension vectorielle
universelle à NCRISO(S/Σ).

Démonstration. La démonstration utilise l’application exponentielle construite
dans la proposition B.5.20 et suit celle de [21]. Faisons tout de même remar-
quer au lecteur qu’elle n’est pas indépendante de [21] puisque la proposition-clef
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B.2.3, qui permet d’affirmer que EO(H) existe et est extension de H par VO(H)
localement libre, utilise [21] (c’est surtout le fait que VO(H) soit localement libre
qui est crucial).

Comme dans [21], tout repose sur le théorème suivant analogue du théorème
2.2 page 129 de [21]

Théorème B.6.3. Soit (S ↪→ T ) ∈ NCRISO(S/Σ) et H1, H2 deux O-modules π-
divisibles sur T de réduction H1/S , H2/S. Soit f : H1/S −→ H2/S . Il existe alors
un unique morphisme

g : EO(H1) −→ EO(H2)

tel que ∀u : VO(H1) −→ VO(H2) relevant VO(f) : VO(H1/S) −→ VO(H2/S) dans
le diagramme

VO(H1)
� � i ��

u

��

EO(H1)

g

��
VO(H2)

� � i �� EO(H2)

g ◦ i− i ◦ u ∈ exp (Hom(VO(H1), J.LieEO(H2)))

où J est l’idéal de S dans T et exp est l’application définie dans la proposition
B.5.20.

La démonstration de ce théorème repose sur l’analogue du lemme 2.6.3 page
135 de [21]:

Lemme B.6.4. Soit H un O-module π-divisible sur T et N � 0 tel que πNOT = 0
et ωH[πN ]D soit localement libre. Soit I = ker(OT ⊗Zp O � OT ) et

α : H [πN ] −→ ωH[πN ]D/I.LieE(H) = VO(H)

l’application universelle telle que

α∗

(
0 → H [πN ]→ H

πN

−−→ H → 0
)

= (0→ VO(H)→ EO(H)→ H → 0)

Soit F un faisceau en O-modules sur Tfppf tel que F̂ soit un O-module formel.
Soit un diagramme O-équivariant

H [πN ]

α

��

v

���
��

��
��

��

VO(H) w �� F

qui commute après réduction sur S et tel que si

v∗

(
0 → H [πN ]→ H

πN

−−→ H → 0
)

= (F → G → H → 0)
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alors l’action de O sur LieG est l’action naturelle donnée par O → OS . Il existe
alors un unique morphisme O-équivariant w′ : VO(H) −→ F tel qu’en remplaçant
w par w′, le diagramme précédent commute, w′ ≡ w sur S et w′ − w soit une
exponentielle.

Démonstration. La démonstration est identique à celle de [21]: on dévisse au cas
J2 = πJ = 0, puis on utilise la formule explicite donnée dans la proposition B.5.20
pour exp dans ce cas là. Ce qu’il faut vérifier, c’est que les dévissages n’affectent
pas l’hypothèse de l’action de O sur l’objet noté LieG dans l’énoncé. Mais cela
ne pose pas de problème puisque la seule modification faite au morphisme v est

v �→ v−w◦α, or w◦α est tel que si ξ est l’extension 0 → H [πN ]→ H
πN

−−→ H → 0,
alors (w ◦ α)∗ξ = w∗(α∗ξ), mais O agit naturellement via O → OS sur Lie (α∗ξ)
et on en déduit le résultat d’après le lemme B.6.5 qui suit.

La fin de l’argument page 143 de [21] se modifie en utilisant que sur S,
α : H [πN ]/S −→ VO(H/S) est universel pour les O-morphismes β de H [πN ]/S

vers un OS-module cohérent M tel que si ξ est l’extension précédente, alors O
agit naturellement sur Lieβ∗ξ. Il faut également utiliser de nouveau le lemme B.6.5
appliqué à (

∑
(−1)nΠn)−1.

Lemme B.6.5. Les classes des extensions 0 → E1 → E2 → E3 → 0 de O-modules
sur Sfppf telles que O agisse naturellement sur Lie E2 via O → OS forment un
sous O-module de ExtO(E1, E2). Ces classes sont stables par image directe via un
morphisme O-linéaire u : E1 → E′

1 tel que O agisse naturellement sur Lie E′
1 et

induisant u∗ : ExtO(E1, E2)→ ExtO(E′
1, E2).

Démonstration. Elle est facile et laissée au lecteur. �

Expliquons maintenant quels sont les arguments à adapter dans la démon-
stration du théorème. La principale chose à vérifier est que l’on peut appliquer
le lemme B.6.4 dans la démonstration de l’équivalent du lemme 2.7.4 de [21].
Plus précisément, avec les notations de ce lemme dans [21], il faut vérifier que si
v′ : G −→ EO(H) est l’unique relèvement de v′0 alors, si

ξ =
(

0 → G[πN ]→ G
πN

−−→ G→ 0
)

O agit naturellement sur Lie (v′|G[πN ])∗ξ. Mais (v′|G[πN ])∗ξ est une extension scin-
dée. Son algèbre de Lie est donc une extension scindée de Lie EO(H) par LieG,
d’où l’assertion.

Le reste de la démonstration en bas de la page 145 jusqu’à la page 146
s’adapte immédiatement en remplaçant les Hom et Ext par des HomO et ExtO.

�
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B.7 Théorie de la déformation des
O-modules π-divisibles

Théorème B.7.1. Soit (S ↪→ T ) ∈ NCRISO(S/Σ). Soit C la catégorie des O-
modules π-divisibles sur T . Soit D la catégorie des O-modules π-divisibles sur S
munis d’une filtration localement facteur direct de leur cristal généralisé évalué
sur S ↪→ T (cf. théorème précédent) déformant la partie vectorielle de leur O-
extension vectorielle universelle. Soit F : C → D le foncteur qui à H sur T associe(
H ×T S, VO(H) ↪→ F(S↪→T )

)
. Alors, F induit une équivalence de catégories.

Démonstration. La démonstration est absolument identique à celle du théorème
1.6 page 151 du chapitre V de [21]. �

B.8 Théorie de Dieudonné “classique” des

O-modules π-divisibles

Soit k un corps parfait extension du corps résiduel de O et H un O-module π-
divisible sur k. Soit σ le Frobenius de W (k). Soit D(H) le module de Dieudonné
de H , un W (k)-module libre de rang htH muni de ϕ : D(H) −→ D(H), une
application σ-linéaire induisant un isomorphisme après inversion de p.

L’action deO sur D(H) munit celui-ci d’une structure de W (k)⊗ZpO-module.
Donc,

D(H) =
⊕

τ :F 0↪→W (K)Q

D(H)τ

où D(H)τ est un OF ⊗OF0 ,τ W (k)-module libre. De plus,

ϕ : D(H)τ −→ D(H)στ

Rappelons que k est une extension du corps résiduel de O. Cela définit canonique-
ment un τ0 : F 0 ↪→ W (k)Q, qui définit lui-même un isomorphisme

OF ⊗OF0 ,τ W (k) ∼−−→WO(k)

Soit σO le Frobenius de WO(k).

Définition B.8.1. On note DO(H) = D(H)τ0 , un WO(k)-module libre de rang
htO H = ht H

[F :Qp] . Il est muni d’un opérateur σO-linéaire ϕ = π

p[F0:Qp] ϕ
[F 0:Qp].

Proposition B.8.2. Le foncteur H �−→ (DO(H), ϕO) induit une équivalence entre
la catégorie des O-modules π-divisibles sur k et celle des couples (M, ϕ) où M est
un WO(k)-module libre de rang fini et ϕ : M →M est une application σO-linéaire
telle que πM ⊂ ϕ(M).
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Démonstration. Il suffit de voir que (D, ϕ) �→ (Dτ0 ,
π

p[F0:Qp] ϕ
[F 0:Qp]) induit une

équivalence entre les couples, sur W (k), (D, ϕ) tels que pD ⊂ ϕ(D) ⊂ D et
si V = pϕ−1, alors O agit naturellement sur D/V D et les (M, ϕ) comme dans
l’énoncé. Mais, si D =

⊕
τ Dτ ,

V : Dτ −→ Dσ−1τ et D/V D =
⊕

τ

Dτ/V Dστ

et donc,
∀τ �= τ0, V : Dστ

∼−−→ Dτ

est un isomorphisme tandis que

D/V D = Dτ0/V Dστ0

On en déduit que V Dστ0 = V [F 0:Qp]Dτ0 et en posant VO = V [F 0:Qp], on en déduit
facilement que (D, V ) �→ (Dτ0 , VO) est une équivalence avec les couples tels que
πD ⊂ VOD. On a alors ϕOVO = π. �
Proposition B.8.3. Supposons p �= 2. Soit E le cristal de H algèbre de Lie de la O-
extension vectorielle universelle sur NCRISO(Spec(k)/Spec(O)). Le morphisme de
Frobenius F : H −→ H(q) commute à l’action de O et définit donc F : Fr∗qE −→ E.
Alors, DO(H) s’identifie à

Γ (Spec(k) ↪→ Spec(O), E)

et ϕ au morphisme induit par F .

Démonstration. Soit E ′ le cristal de H , algèbre de Lie de l’extension vectorielle
universelle sur NCRIS(Spec(k)/Spec(W (k))). Alors,

D(H) � Γ (Spec(k) ↪→ Spec(W (k)), E ′)

et par la propriété de cristal

D(H)⊗W (k) O � Γ (Spec(O/pO) ↪→ Spec(O), E ′)

et donc

D(H)τ0 =
(
D(H)⊗W (k) O

)
O⊗ZpO

O

� Γ (Spec(O/pO) ↪→ Spec(O), ΠO∗E)
= Γ (Spec(O/pO) ↪→ Spec(O), E)
= Γ (Spec(k) ↪→ Spec(O), E) �
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Chapitre II

L’isomorphisme entre les tours
de Lubin-Tate et de Drinfeld
au niveau des points

Introduction

Le but de ce chapitre est de démontrer l’existence de l’isomorphisme entre les
tours de Lubin-Tate et de Drinfeld au niveau des points c’est-à-dire de décrire la
bijection correspondante. Nous nous inspirons bien sûr de [4] (cependant l’auteur
ne garantit pas que la bijection décrite cöıncide avec celle de [4] qu’il n’a pu
complètement comprendre).

Cet isomorphisme n’est pas algébrique: un Qp-point peut s’envoyer sur un Cp-
point ne provenant pas d’un Qp-point. C’est pourquoi nous devons travailler avec
des points à valeurs dans de “gros corps” du type Cp. Par points nous entendons
donc ceux intervenant par exemple dans la théorie des espaces analytiques de
Berkovich: ce sont ceux à valeurs dans un corps valué complet pour une valuation
de rang 1 extension de Qp.

La simplification par rapport à la construction de l’isomorphisme dans le cas
général provient de ce que l’on n’a pas à introduire d’éclatements admissibles ou
de modèles entiers particuliers des espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld: si K|Qp

est valué complet pour une valuation de rang 1, les points à valeurs dans K de la
tour de Lubin-Tate et de Drinfeld sont définis indépendamment du modèle entier.
En particulier, cet article est indépendant de la construction du schéma formel du
premier chapitre de ce livre.

L’utilisation de corps valués pour des valuations non-discrètes à corps résiduel
non forcément parfait introduit des problèmes de théorie de Hodge p-adique non
disponibles dans la littérature. Les résultats associés peuvent se déduire de l’ap-
proche utilisée dans [3]. Nous ne les démontrons pas dans cet article mais nous
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y consacrons un appendice dans lequel nous y exposons les résultats auxquels on
peut parvenir en utilisant les méthodes de [3].

L’un des autres problèmes auquel on est confronté est le fait que l’on travaille
avec des O-modules formels, le cas usuel correspondant à O = Zp. Pour y remédier
on applique la théorie des O-extensions vectorielles universelles développée dans
l’appendice B du premier chapitre. Très peu est nécessaire: seules les sections 1 à 4
de cet appendice sont utilisées, nous n’utiliserons pas le fait que le cristal algèbre de
Lie de la O-extension vectorielle universelle s’étend aux O-puissances π-divisées,
qui est la partie délicate de l’appendice B du premier chapitre. L’utilisation de cette
théorie relative à O rend la rédaction des problèmes reliés purement formelle. Seul
le cas de l’utilisation des théorèmes de comparaison cristallins n’est pas rédigé
dans ce cadre relatif: l’auteur n’a pas eu le courage de développer la théorie des
anneaux de Fontaine obtenus en remplaçant les vecteurs de Witt par les vecteurs
de Witt ramifiés. . .

Dans cet article nous donnons deux descriptions différentes de l’isomor-
phisme. La première dans le chapitre 9 est la plus simple. La seconde dans le
chapitre 12 est plus alambiquée mais s’adapte mieux au cas relatif (on renvoie à
l’introduction du chapitre II.12 pour plus de détails).

Avant de décrire succinctement la bijection, rappelons quelques faits sur les
espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld associés à F |Qp. Plaçons-nous au niveau
des points de ces espaces. Soit D l’algèbre à division d’invariant 1

n sur F . La
tour de Lubin-Tate (LT K)K⊂GLn(OF ) est une tour indexée par les sous-groupes
ouverts K de GLn(OF ), munie d’une action “horizontale” de D× (sur chaque
élément de la tour) et verticale (par correspondances de Hecke) de GLn(F ). Soit
LT ∞ = lim

←−
K

LT K (cela a bien un sens au niveau des points), qui est muni d’une

action de GLn(F )×D×. Elle forme un pro-revêtement de groupe GLn(OF )

LT ∞

K

��
GLn(OF )LT K

��

D×
��

LT GLn(OF )
∐

Z B̊n−1

où LT GLn(OF ) est l’espace de Lubin-Tate sans niveau (une union disjointe de
boules p-adiques ouvertes de dimension n− 1, car on travaille en fait avec des es-
paces de Rapoport-Zink et non les espaces de Lubin-Tate classiques), qui classifie
des déformations de groupes formels de dimension 1 et LT K est obtenu en trivia-
lisant partiellement le module de Tate de la déformation universelle au-dessus de
LT GLn(OF ) (on force la monodromie sur le module de Tate à vivre dans K).
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On a donc LT ∞/GLn(OF ) =
∐

Z B̊n−1. Il y a de plus une application des
périodes de Hodge-De-Rham LT K −→ Pn−1, donnée par la filtration de Hodge
du module filtré définissant la déformation et dont les fibres sont les orbites de
Hecke. Et donc LT ∞/GLn(F ) = Pn−1.

LT ∞

��
GLn(OF )

GLn(F )
∐

Z B̊n−1

Périodes

��
Pn−1

D×
��

Il y a une description du même type pour la tour de Drinfeld. L’espace de Drinfeld
en niveau infini Dr∞ est muni d’une action de GLn(F )×D×, l’action de GLn(F )
est “horizontale” sur chaque élément de la tour. Il y a un diagramme pour K ⊂ O×

D

un sous-groupe ouvert

Dr∞

K

D×

��
O×

DDrK

��

GLn(F )
��

DrGLn(OF )

Périodes

��

∐
Z Ω

Ω
GLn(F )

		

L’application des périodes de Hodge-De-Rham n’est rien d’autre que la projection
de

∐
Z Ω sur Ω, c’est-à-dire le quotient par D×/O×

D = ΠZ.

Les deux applications inverses l’une de l’autre entre LT ∞ et Dr∞ sont con-
struites en deux étapes.

LT ∞

Périodes de
Hodge-De-Rham

��

��

��





































Dr∞

Périodes de
Hodge-De-Rham

�������
���

���
���

���
���

���
���

��
��

LT ∞/GLn(F ) = Pn−1 Dr∞/D× = Ω
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On commence par construire une application de périodes de Hodge-Tate d’un des
espaces en niveau infini vers l’espace des périodes de Hodge-De-Rham de l’autre
espace (les flèches diagonales dans la figure précédente). Les périodes de Hodge-
Tate sont données par la rigidification du module de Tate (le fait qu’on ait fixé une
base de ce module au sommet de la tour) et la suite de Hodge-Tate, contrairement
aux périodes de Hodge-De-Rham données elles par la rigidification de la cohomo-
logie cristalline (l’isocristal du groupe p-divisible) et la filtration de Hodge. Puis
on relève la flèche en niveau infini en utilisant la théorie de Messing qui permet
de construire des éléments dans le module de Tate en les construisant modulo p.

Nous n’expliquerons pas davantage ce dernier point dans l’introduction, mais
afin d’en donner un avant-goût citons le point-clef suivant: soit K|Qp une extension
valuée complète et H un groupe p-divisible sur OK . Notons η̄ = Spec(K). Alors le
module de Tate de H admet deux définitions: l’une en fibre générique, la définition
usuelle

Tp(H) = lim
←−

n

H [pn](K) = Hom(Qp/Zp, Hη̄)

l’autre modulo p

Tp(H) = { f ∈ Hom(Qp/Zp, H ⊗OK/pOK) | f∗(1) ∈ Fil Lie(E(H))⊗O
K̂
}

où Lie E(H) désigne l’algèbre de Lie de l’extension vectorielle universelle de H
munie de sa filtration de Hodge et f∗ : O

K̂
−→ Lie E(H)⊗O

K̂
est le morphisme

induit sur les cristaux de Messing évalués sur l’épaississement à puissances divisées
O

K̂
� OK/pOK . La démonstration est un jeu basé sur ces deux aspects: fibre

générique et modulo p. Les deux groupes p-divisibles sur Fp que l’on déforme
pour définir les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld sont reliés modulo p, l’un
est isogéne à un produit d’un nombre fini de copies de l’autre, et l’on peut ainsi
“transférer” des éléments du module de Tate sur une des tours vers l’autre.

Une autre interprétation de cet isomorphisme est donnée dans la section II.10.
On peut associer à un point de l’une des deux tours en niveau infini une matrice
de périodes dans Mn(B+

cris). En effet, pour la tour de Lubin-Tate le théorème
de comparaison entre cohomologie cristalline et cohomologie étale p-adique pour
les groupes p-divisibles fournit une matrice de périodes Xcris à coefficients dans
B+

cris, une fois que l’on a fixé une base du module de Tate (la rigidification en
niveau infini) et une base du module de Dieudonné (la rigidification définissant la
déformation)

(B+
cris)

n ∼−−→ Vp ⊗B+
cris

∼−−→ DLT ⊗B+
cris

∼←−− (B+
cris)

n

Pour la tour de Drinfeld il y a un isomorphisme de D⊗Qp B+
cris-modules en niveau

infini

D ⊗Qp B+
cris

∼−−→ Vp ⊗B+
cris

∼−−→ DDr ⊗B+
cris

∼←−− D ⊗Qp B+
cris

utilisant la D-équivariance de l’isomorphisme des périodes cristalline, on en déduit
une matrice Ycris ∈Mn(B+

cris) comme précédemment.



II.1. Suite de Hodge-Tate des groupes p-divisibles dans le cas infiniment ramifié 77

L’isomorphisme entre les deux tours consiste alors à prendre la transposée
de ces matrices de périodes

Ycris = tXcris

Si Xcris désigne la matrice de périodes sur LT ∞, sa réduction modulo l’idéal
d’augmentation B+

cris −→ O
K̂

, X est telle que les colonnes de X engendrent les
périodes de Hodge-De-Rham et ses lignes les périodes de Hodge-Tate!

LT ∞

Périodes
de Hodge-De-Rham

��

Périodes
cristallines ��

Périodes
de Hodge-Tate

��

Mn(B+
cris)

��

Dr∞
Transposée des périodes

cristallines��

Périodes
de Hodge-De-Rham

��

Périodes
de Hodge-Tate

��

Mn(K̂)

Im tX

�����
���

���
���

���
��

Im X

����
���

���
���

���
���

��

Pn−1 Ω

(les deux flèches Mn(K̂) −→ Pn−1 et Mn(K̂) −→ Ω ne sont définies que sur le sous-
ensemble des matrices de rang n − 1). Dans le diagramme précédent l’image des
deux flèches “Périodes cristallines” sont les matrices Xcris ∈ Mn(B+

cris) vérifiant
une équation fonctionnelle “à la Fontaine” du type

Xϕ
crisΨ = pXcris

où Ψ ∈ GLn(W (Fp)[ 1p ]) est la matrice d’un Frobenius sur un certain isocristal,
Xϕ

cris est obtenue en appliquant le Frobenius cristallin aux termes de la matrice

et la réduite via B+
cris −→ K̂, X ∈Mn(K̂), vérifie

rang(X) = n− 1

Prérequis: Le chapitre 3 fournit les rappels nécessaires concernant les espaces
de Lubin-Tate et de Drinfeld. Le seul prérequis non rappelé est la théorie de la
déformation de Grothendieck-Messing ([9]).

Avertissements: Dans tout l’article on supposera p �= 2. Il est conseillé au lecteur
de supposer en première lecture que O = Zp.

II.1 Suite de Hodge-Tate des groupes p-divisibles

dans le cas infiniment ramifié

Soit K|Qp un corps valué complet pour une valuation à valeurs dans R étendant
celle de Qp.
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Le théorème suivant se déduit des résultats de l’appendice C. Le lecteur peu
familier avec la théorie de Hodge p-adique peut en sauter la démonstration.

Théorème II.1.1. Soit G un groupe p-divisible sur OK . Il y a une décomposition
de Hodge-Tate: une suite de Gal(K|K)-modules continus

0 −→ ω∗
G ⊗OK̂

(1) −→ Tp(G) ⊗Zp OK̂
−→ ωGD ⊗O

K̂
−→ 0

dont la cohomologie comme suite de O
K̂

-modules est annulée par p
1

p−1 .

Démonstration. On utilise le théorème C.2.2 de l’appendice C. Soit E le cristal de
Messing de G évalué sur l’épaississement Acris � O

K̂
. Il est muni d’une filtration

Fil E telle que

E/Fil E = ω∗
G ⊗OK̂

et Fil E/Fil1Acris.E = ωGD ⊗O
K̂

Il y a de plus des inclusions strictement compatibles aux filtrations

tE ⊂ Tp(G) ⊗Zp Acris ⊂ E

où deg(t) = 1, Fil−1 E = E, Fil0 E = Fil E et ∀i ≥ 1, Fil1 E = Fili Acris.Fil E +
Fili+1 Acris.E.

La suite de Hodge-Tate est alors déduite des inclusions précédentes en utili-
sant la compatibilité aux filtrations, il s’agit de

t.E/Fil0 E −→ Tp(G) ⊗Acris/Fil1 Acris −→ Fil0 E/Fil1 Acris.E

Rappelons maintenant qu’il existe ξ ∈ Fil1 Acris tel que Gr1Acris = O
K̂

.ξ̄ et

t mod Fil2 Acris = a.ξ̄ ∈ Gr1Acris, où vp(a) =
1

p− 1

Soit donc α ∈ Acris tel que vp(θ(α)) = 1
p−1 et t ≡ αξ mod Fil2 Acris.

Montrons que le conoyau de l’application de droite dans la suite de Hodge-
Tate est annulé par p

1
p−1 . Soit x ∈ Fil0 E. D’après les inclusions précécentes

on a tx ∈ Fil1 E ∩ (Tp(G) ⊗ Acris). Or, puisque les inclusions sont strictement
compatibles aux filtrations, Fil1 E ∩ (Tp(G)⊗Acris) = Tp(G)⊗ Fil1 Acris. Donc

αt.x ∈ t.Tp(G)⊗Acris + Tp(G)⊗ Fil2Acris

Cela implique qu’il existe y ∈ Tp(G)⊗Acris tel que

t(α.x − y) ∈ Tp(G) ⊗ Fil2 Acris

Mais t : Gr0Acris −→ Gr1Acris est injective. Donc α.x − y ∈ Tp(G) ⊗ Fil1 Acris.
Par réduction, on en déduit que θ(α).x ≡ y mod Fil1 Acris.E, ce qui est le résultat
cherché.
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L’annulation des autres groupes de cohomologie de la suite de Hodge-Tate
par p

1
p−1 se fait de façon absolument identique. �

Bien sûr la suite est définie sans recours à la théorie de Hodge p-adique,
celle-ci ne sert que pour démontrer que la cohomologie de la suite est annulée par
tout élément de valuation supérieure ou égale à 1

p−1 . Rappelons en effet que

αG : Tp(G) −→ ωGD ⊗O
K̂

est défini de la façon suivante: pour x ∈ Tp(G) = Hom(Qp/Zp, G/OK
) celui-ci

donne par dualité de Cartier un morphisme

xD : GD
/OK

−→ μp∞

sur Spec(OK), donc sur Spf(O
K̂

). Il induit un morphisme

(xD)∗ : O
K̂

dT

T
−→ ωGD ⊗O

K̂

et alors
αG(x) = (xD)∗

dT

T

L’application ω∗
G ⊗OK̂

(1) −→ Tp(G)⊗Zp OK̂
est définie par dualisation de αGD ,

c’est tαGD (1) après identification de Tp(GD) avec Tp(G)∗(1).

Remarque II.1.2. Soit OK0 ⊂ OK un anneau de Cohen. Lorsque K|K0 est de
degré fini, il existe des “quasi-sections” O

K̂
-linéaires de chaque côté de la suite

exacte telles que les composées donnent la multiplication par un élément de va-
luation 1

p−1 + vp(DK/K0), où D désigne la différente, cf. [6]. Cela peut s’obtenir
avec les méthodes précédentes en calculant l’annulateur de t dans un gradué
de Acris ⊗OK0

OK . Dans notre cas infiniment ramifié, cette suite exacte n’est
en général pas scindée après inversion de p, il n’y a pas de décomposition de
Hodge-Tate; l’obstruction provient de la Connexion de Gauss Manin et du fait que
Ω1

K/K0
�= 0, alors que ce module est nul dans l’article [6]. Un tel théorème ne peut

s’obtenir par les méthodes de [6], qui sont purement “de Rham”: il faut utiliser
les propriétés cristallines de certains objets associés aux groupe p-divisibles.

Remarque II.1.3. Si pour une extension K ′ de K contenue dans K l’action de
Gal(K|K) sur Tp(G) se factorise via Gal(K ′|K), il y a alors une décomposition de
Hodge-Tate sur K ′, c’est-à-dire une suite

0 −→ ω∗
G ⊗OK̂′(1) −→ Tp(G)⊗Zp OK̂′ −→ ωGD ⊗O

K̂′ −→ 0

dont la cohomologie est annulée par tout élément de valuation ≥ 1
p−1 . Cela résulte

de ce que la suite peut être définie sans recours à la théorie de Fontaine comme
ci-dessus et que O

K̂
est fidèlement plat sur O

K̂′ .
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Soit Lie E(G) l’algèbre de Lie de l’extension vectorielle universelle de G. Elle
possède une filtration donnée par la partie vectorielle

0 −→ ωGD −→ Lie E(G) −→ ω∗
G −→ 0

Alors, l’application de Hodge-Tate αG se décrit également de la façon suivante:

Hom(Qp/Zp, G) �� HomFiltré (Lie E(Qp/Zp), Lie E(G)) HomOK (OK , ωGD)

��
ωGD

où l’application verticale est f �→ f(1), puisque Lie E(Qp/Zp) = Fil Lie E(Qp/Zp)
= OK .

II.1.1 Décomposition de Hodge-Tate d’un O-module π-divisible

On reprend les notations de l’appendice B du premier chapitre. On y note F une
extension de degré fini de Qp et O = OF son anneau des entiers.

Soit K comme dans les sections précédentes et supposons que K|F . Soit G
un O-module π-divisible sur OK , c’est-à-dire un groupe p-divisible muni d’une
action de O induisant l’action naturelle sur son algèbre de Lie. Soit la suite exacte
de Hodge-Tate définie dans la section précédente

0 −→ ω∗
G ⊗ K̂(1) −→ Vp(G)⊗Qp K̂ −→ ωGD ⊗ K̂ −→ 0

Il s’agit d’une suite de O ⊗Zp OK-modules.

On pose

ω̃GD = ωGD/I.Lie E(G), où I = ker(O ⊗Zp OK � OK)

qui est la partie vectorielle de la O-extension vectorielle universelle de G. Rappe-
lons en effet que si

0 −→ V (G) −→ E(G) −→ G −→ 0

est l’extension vectorielle universelle de G, alors la O-extension vectorielle univer-
selle est le poussé en avant par l’application V (G) � V (G)/I.Lie E(G) de cette
extension.

Considérons le diagramme

0 �� ω∗
G ⊗ K̂(1) �� Vp(G)⊗Qp K̂ ��

����

ωGD ⊗ K̂ ��

����

0

Vp(G) ⊗F K̂ �� ω̃GD ⊗ K̂
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Proposition II.1.4. La suite

0 −→ ω∗
G ⊗ K̂(1) −→ Vp(G) ⊗F K̂ −→ ω̃GD ⊗ K̂ −→ 0

extraite du diagramme précédent est exacte.

Démonstration. La surjectivité de l’application de droite est claire. De plus la
composée des deux applications est nulle. D’après la remarque B.9 de l’appendice
B du premier chapitre

dimω∗
G ⊗ K̂(1) + dim ω̃GD ⊗ K̂ = dimVp(G)⊗F K̂

Il suffit donc de montrer que l’application de gauche est injective c’est-à-dire

ω∗
G ⊗ K̂ ∩ I.Vp(G) ⊗Qp K̂ = 0

Mais I[ 1p ] est un produit de corps, il existe donc e ∈ I[ 1p ] tel que e.I[ 1p ] = I[ 1p ].

Mais I[ 1p ].ω∗
G ⊗ K̂ = 0, d’où le résultat. �

Remarque II.1.5. Comme dans la section précédente l’application
HomO(F/OF , G) −→ ω̃GD se définit de la façon suivante en termes de la O-
extension vectorielle universelle EO(G): si x : F/OF −→ GOK , alors il induit
un morphisme x∗ : OK −→ Lie(EO(G)), puisque OS/Σ, le faisceau structural du
site cristallin, s’identifie au cristal algèbre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle de F/OF .

Remarque II.1.6. La démonstration précédente permet de borner la valuation de
l’annulateur de la cohomologie de version entière de la suite précédente

0 −→ ω∗
G ⊗OK̂

(1) −→ Tp(G) ⊗Zp OK̂
−→ ω̃GD ⊗O

K̂
−→ 0

en fonction seulement du degré de ramification de F |Qp.

II.2 Propriétés particulières de l’application
de Hodge-Tate pour les groupes p-divisibles

formels de dimension 1

On reprend les notations de la section précédente.

II.2.1 Les périodes de Hodge-Tate vivent dans l’espace de Drinfeld

Nous utiliserons la proposition suivante afin de définir l’isomorphisme au niveau
des points.
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Proposition II.2.1. Soit G un groupe p-divisible sur OK . Considérons la suite de
Hodge-Tate de GD

0 −→ ω∗
GD ⊗O

K̂
(1) −→ Tp(G)∗(1)⊗Zp OK̂

−→ ωG ⊗O
K̂
−→ 0

et plus particulièrement l’application αGD : Tp(G)∗(1) −→ ωG ⊗ O
K̂

. Si G est
un groupe p-divisible formel c’est-à-dire si sa fibre spéciale Gk ne possède pas de
partie étale alors l’application αGD est injective.

Démonstration. Si x : Qp/Zp −→ GD
/OK

et xD : G/OK
−→ μp∞ alors, x = 0 ⇔

xD = 0. De plus, G étant formel xD = 0 ssi l’application tangente associée est
nulle, d’où le résultat. �
Corollaire II.2.2. Soit G un O-module π-divisible formel de dimension 1 sur OK .
Notons Ω ⊂ P(Vp(G)∗(1)) l’espace de Drinfeld au sens de Berkovich obtenu en
enlevant les hyperplans F -rationnels. Alors, avec les notations précédentes

(Vp(G)∗(1)⊗F K̂ � ωG ⊗ K̂) ∈ Ω(K̂)

II.2.2 Raffinement, d’après Faltings

Remarque II.2.3. Soit G un groupe p-divisible sur Spf(OK) et

0 −→ ωGD −→ E(G) −→ G −→ 0

son extension vectorielle universelle sur Spf((OK). Alors, si

E(G)(O
K̂

) = lim
←−

n

E(G)(OK/pnOK)

G(O
K̂

) = lim
←−

n

G(OK/pnOK)

il y a une suite exacte

0 −→ ωGD ⊗O
K̂
−→ E(G)(O

K̂
) −→ G(O

K̂
) −→ 0

Cela résulte aisément de la lissité des morphismes E(G) −→ G réduits mod OK,≥λ

pour tout λ ∈ Q>0 et de la surjectivité sur k.

Lemme II.2.4. Soit G un groupe p-divisible sur OK . Notons

αG : Tp(G) −→ ωGD ⊗O
K̂

l’application de Hodge-Tate. Soit x = (xn)n≥1 ∈ Tp(G), où xn ∈ G[pn](OK).
Soit k un entier positif. Alors, αG(x) ∈ pkωGD ⊗ O

K̂
ssi xk se relève en un

point de pk-torsion dans l’extension vectorielle universelle de G, i.e., un point de
E(G)[pn](O

K̂
).
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Démonstration. Considérons le diagramme

0 �� O
K̂

��

×αG(x)

��

(O
K̂
⊕Qp)/Zp ��

E(x)

��

Qp/Zp
��

x

��

0

0 �� ωGD ⊗O
K̂

�� E(G)(O
K̂

) �� G(O
K̂

) �� 0

L’élément xk ∈ G[pk](OK) se relève en un élément x̃k = E(x)([(0, p−k)]) ∈
E(G)(O

K̂
) et de plus

pkx̃k = αG(x)

Les relèvements de xk à E(G)(O
K̂

) formant un ωGD ⊗O
K̂

-torseur, le résultat s’en
déduit. �

Remarque II.2.5. On a utilisé le fait que l’extension vectorielle universelle de
Qp/Zp est

0 −→ Ga −→ (Ga ⊕Qp)/Zp −→ Qp/Zp −→ 0

Le diagramme précédent redonne la définition de Coleman de l’application de
Hodge-Tate: αG((xn)n≥1) = lim

n→+∞
pnx̃n, où x̃n ∈ E(G)(O

K̂
) est un relèvement

quelconque de xn.

La proposition qui suit s’applique en particulier aux groupes p-divisibles for-
mels de dimension 1 et est une légère amélioration d’un résultat de Faltings.

Proposition II.2.6 (Faltings). Soit G un groupe p-divisible formel sur OK . Consi-
dérons la suite de Hodge-Tate de GD

0 −→ ω∗
GD ⊗O

K̂
(1) −→ Tp(G)∗(1)⊗O

K̂

αGD⊗Id−−−−−−→ ωG ⊗O
K̂
−→ 0

Supposons qu’il existe un groupe p-divisible isocline H sur k de hauteur h tel que
Zph ↪→ End(Hk̄) et une isogénie ρ : H ⊗k OK/pOK −→ G ⊗ OK/pOK telle
que pnρ−1 soit une isogénie. Alors, si on note pour M un “réseau” et m ∈ M
δ(m) = sup{k | p−km ∈M}, on a

∀x ∈ Tp(G)∗(1), δ(x) ≤ δ(αGD (x)) ≤ δ(x) + n + 1

Démonstration. On peut supposer k algébriquement clos. Soit H0 un relèvement
C.M. par Zph de H à W (k).

Soit x ∈ Tp(GD) \ pTp(GD). Supposons que αGD (x) ∈ pn+1ωG ⊗ O
K̂

. Le
lemme précédent implique que xn+1 ∈ GD[pn+1](OK) se relève en un élément

x̃n+1 ∈ E(GD)[pn+1](O
K̂

)
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Il résulte de la nature cristalline de l’extension vectorielle universelle que ρD et
(pnρ−1)D = pn(ρD)−1 se relèvent en des morphismes

E(HD
0 )/OK

E(pn(ρD)−1) ��
E(GD)

E(ρD)

��

tels que E(ρD)E(pn(ρD)−1) = pn et E(pn(ρD)−1)E(ρD) = pn.
Considérons l’élément y = E(ρD)(x̃n+1) ∈ E(HD

0 )[pn+1](O
K̂

). Alors y �= 0,
car sinon on aurait

pnx̃n+1 = E(pn(ρD)−1)(y) = 0

mais, via E(GD) → GD, pnx̃n+1 �→ x1 ∈ G[p]D, ce qui est en contradiction avec
x1 �= 1, puisque x /∈ pTp(GD).

Donc, ∃z ∈ E(HD
0 )[p](O

K̂
) tel que z �= 0. Soit w ∈ H0[p]D(OK) son image.

On a w �= 0 car

ker(E(HD
0 )[p](O

K̂
) −→ H0[p]D(O

K̂
)) = (ωH0 ⊗OK̂

)[p] = 0

Soit ι : Zph → End(HD
0 ) l’action C.M. obtenue par dualisation de Cartier de

l’action C.M. sur H0. Le module de Tate Tp(HD
0 ) est Zph -libre de rang 1. Donc,

ι(Zph).w = H0[p]D(OK), qui est dans l’image de E(HD
0 )[p] → HD

0 [p], puisque le
morphisme E(HD

0 ) → HD
0 est Zph -équivariant. Par application du lemme II.2.4

on en déduit que
αHD

0
(Tp(HD

0 )) ⊂ pωH0 ⊗OK̂

ce qui est en contradiction avec le fait que le conoyau du morphisme de Hodge-Tate
pour HD

0 est annulé par un élément de valuation 1
p−1 . �

Interprétation: Dans les cas des groupes p-divisibles formels de dimension 1 la
proposition précédente dit plus précisément que si le point (G, ρ) est “à distance
≤ n” du centre de l’espace de Lubin-Tate, alors ses périodes de Hodge-Tate dans
l’espace de Drinfeld sont “dans une boule de rayon n+1” dans l’immeuble associé
à l’espace de Drinfeld.

II.2.3 Formule exacte

Dans l’article [5] nous donnons une formule exacte plus précise que la proposition
précédente dans le cas des groupes formels de dimension 1 pour le point associé
dans l’espace de Drinfeld (cf. corollaire II.2.2). Soit |I| la réalisation géométrique

de l’immeuble de Bruhat-Tits du groupe PGLn. Il y a une application s : Ω(K̂) −→
|I|. Cette formule exprime l’image par s du point de Hodge-Tate en fonction de la
filtration de ramification sur le module de Tate du groupe p-divisible. À partir des
résultats de [5] on peut également améliorer nettement la proposition précédente,
cf. la proposition III.2.1.
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II.3 Notations concernant les espaces de Lubin-Tate
et de Drinfeld

Nous reprenons les notations du premier chapitre. Rappelons que F est le corps
de base et que l’on note O = OF . On note L = WO(Fq)Q et σ son Frobenius.

Soit H un O-module π-divisible formel de dimension 1 et hauteur n sur Fp,
qui est défini sur Fq. On a donc H = H(q). On note alors Π = Frobq ∈ End(H).
Alors,

OD = OFn [Π] ∼−−→ End(H)

où l’on pose
OFn = WO(Fqn)

Posons G = Hn qui est un O-module π-divisible formel de dimension n et O-
hauteur n2. Munissons-le d’une structure de OD-module formel spécial au sens de
Drinfeld en posant

ι : OD −→ End(G) = Mn(OD)

tel que
∀x ∈ OFn ι(x) = diag(x, xσ, . . . , xσn−1

)

et
ι(Π) = diag(Π, . . . ,Π)

et donc
∀x ∈ OD, ι(x) = diag(x, ΠxΠ−1, . . . ,Πn−1xΠ−(n−1))

Tous les indices de G sont critiques et, comme élément de PGLn(F )\Ω̂(Fq), cela
définit un point dans l’intersection de n composantes irréductibles de la fibre
spéciale. Il y a de plus une isogénie de O-modules π-divisibles munis d’une action
de OD

Id⊕Π⊕ · · · ⊕Πn−1 : Hn −→ G (II.1)

de degré q
1
2 n(n−1), où OD agit diagonalement sur Hn (qui n’est pas spécial). Il y

a donc un isomorphisme d’isocristaux munis d’une action de D

D(H)n
Q

∼−−→ D(G)Q

où les modules de Dieudonné sont les modules de Dieudonné covariants relatifs à
O (il s’agit de l’évaluation du cristal algèbre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle sur OL � k, cf. l’appendice B).

Convention: Désormais, on notera D le module de Dieudonné covariant rela-
tif à O d’un O-module π-divisible noté DO dans l’appendice B du premier chapitre
et, par cristal de Messing, on entendra le cristal de Messing O-extension vectorielle
universelle défini dans l’appendice B.
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II.3.1 Modules de Dieudonné

Il y a une identification
D(H) = OD ⊗OFn

OL

muni de ι : OD −→ End(H) tels que si V désigne le Verschiebung

∀d⊗ λ ∈ D(H), V (d⊗ λ) = dΠ⊗ λσ−1

∀d′ ∈ OD, ι(d′)(d⊗ λ) = d′d⊗ λ

Alors,
D(G) = OD ⊗OF OL

muni de son action de ι de OD et

∀d⊗ λ ∈ D(G), V (d⊗ λ) = dΠ⊗ λσ−1

∀d′ ∈ OD, ι(d′)(d ⊗ λ) = d′d⊗ λ

Dès lors on a un isomorphisme de OL-modules

OD ⊗OF OL
∼−−→

∏
k∈Z/nZ

OD ⊗OFn ,σk OL

d⊗ λ �−→ (d⊗ λ)k∈Z/nZ

Et dans ces coordonnées l’identification D(H)n = D(G) est donnée par

(OD ⊗OFn
OL)n −→

∏
k∈Z/nZ

OD ⊗OFn ,σk OL

(xk ⊗ λk)0≤k≤n−1 �−→ (Π−kxkΠk ⊗ λk)k∈Z/nZ

et l’isogénie (II.1) par

(OD ⊗OFn
OL)n −→

∏
k∈Z/nZ

OD ⊗OFn ,σk OL

(xk ⊗ λk)k �−→ (xkΠk ⊗ λk)k

II.3.2 Notations concernant les espaces de Lubin-Tate

Rappelons que l’on note F̆ = F̂nr le complété de l’extension maximale non-ramifiée
de F dans une clôture algébrique de celui-ci. On fixe un isomorphisme entre Fq et
le corps résiduel de F̆ . Celui-ci induit un isomorphisme L � F̆ . Néanmoins on ne
confondra pas toujours ces deux corps, l’un, L, étant un corps “abstrait”, l’autre,
F̆ , un corps plongé (un corps reflex).

Définition II.3.1. Soit K un corps valué complet (pour une valuation de rang 1,
c’est-à-dire à valeurs dans R) extension de F̆ . On appelle point à valeurs dans K
de la tour de Lubin-Tate un triplet (H, ρ, η) à isomorphisme-près, où
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• H est un O-module π-divisible formel de dimension 1 sur OK

• ρ est une quasi-isogénie H⊗Fq
OK/pOK → H ⊗OK/pOK

• η : On ∼−−→ Tp(H) est un isomorphisme de Gal(K|K)-modules, le membre de
gauche étant muni de l’action triviale de Galois.

On note MLT
∞ (K) cet ensemble qui est muni d’une action de D× ×GLn(OF ), où

D× agit à gauche par d.ρ = ρ ◦ d−1 et GLn(OF ) à droite par η.g = η ◦ g, et d’une
donnée de descente α vers F .

On renvoie à la section 1.4 du premier chapitre pour la définition de la donnée
de descente α. On verra bientôt que cet ensemble est en fait muni d’une action de
GLn(F ).

Remarque II.3.2. Dans la définition précédente, la définition de η peut être rem-
placée par: η est un isomorphisme

η : On ∼−−→ HomO(F/O, H)

où F/O désigne le groupe p-divisible étale lim
−→

k

π−kO/O.

Définition II.3.3. On note MLT (K)/∼ l’ensemble des couples (H, ρ) comme pré-
cédemment à isogénie déformant un élément de F× près, i.e., (H, ρ) ∼ (H ′, ρ′) ⇔
∃f : H −→ H ′ une isogénie et un x ∈ F× tels que le diagramme suivant commute

H mod π
f mod π �� H ′ mod π

H⊗OK/πOK
x ��

ρ

��

H⊗OK/πOK

ρ′

��

Cet ensemble est muni d’une action de D×.
Une définition équivalente consiste à remplacer “à isogénie déformant un

élément de F× près” par “à isogénie déformant une puissance de π près”.
Une troisième définition équivalente consiste à dire que (H, ρ) est équivalent

à (H ′, ρ′) ssi il existe une quasi-isogénie f : H −→ H ′ sur Spec(OK) telle que
fρ = ρ′, i.e., ssi la quasi-isogénie ρ′ρ−1 sur Spec(OK/pOK) se relève en une quasi-
isogénie sur Spec(OK).

II.3.3 Notations concernant les espaces de Drinfeld

Définition II.3.4. Soit K un corps valué complet extension de F̆ . On appelle point
à valeur dans K de la tour de Drinfeld un triplet (G, ρ, η) à isomorphisme-près,
où

• G est un OD-module π-divisible formel spécial sur Spf(OK)
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• ρ est une quasi-isogénie OD-équivariante

G⊗Fq
OK/pOK −→ G⊗OK OK/pOK

• η : OD
∼−−→ Tp(G) est un isomorphisme de OD-modules galoisiens.

On noteMDr
∞ (K) cet ensemble muni de son action de GLn(F )×D×, où GLn(F ) =

EndD−éq.(G)×Q agit à gauche via g.ρ = ρ ◦ g−1 et O×
D agit à droite via η.d =

η ◦ d−1, où d−1 : OD
∼−−→ OD est d′ �→ d′d−1. L’action de Π ∈ D× est définie par

Π.(G, ρ, η) = (G/G[Π], ϕ ◦ ρ, η.Π) où ϕ : G � G/G[Π] et

OD

.Π

��

η

∼
�� Tp(G)� �

ϕ∗

��
OD

η.Π

∼
�� Tp(G/G[Π])

Remarque II.3.5. On renvoie à la section 1 du troisième chapitre pour la définition
générale de l’action d’un élément de D×. On notera que {(x, x) | x ∈ F×} ⊂
GLn(F )×D× agit trivialement.

Remarque II.3.6. Dans la définition précédente, la définition de η peut être rem-
placée par: on se donne un élément

η(1) ∈ HomO(F/O, G) \Π.HomO(F/O, G)

Remarque II.3.7. Le groupe associé à l’espace de Rapoport-Zink précédent, et
noté G dans [10], est dans notre cas (Dopp)×. Dans la définition précédente, on l’a
identifié à D× via d �→ d−1, ce qui explique que l’on pose d.η = η ◦ d−1 alors que
la définition usuelle des correspondances de Hecke est pour g ∈ G(Qp), η �→ η ◦ g.

Remarque II.3.8. L’identification GLn(F ) = EndD−éq(G)×Q se déduit, avec les
notations des sections qui suivent, de l’identification

EndD−éq(G)Q = EndD−éq (D(G)Q, V ) = EndO
(

D(G)V −1Π
Q,0

)
et d’un choix d’une base de D(G)V −1Π

Q,0 (cf. les sections suivantes).

Définition II.3.9. Comme dans la définition II.3.3, on note MDr(K)/∼ l’ensemble
des couples (G, ρ) à isogénie déformant un élément de F× près. Cet ensemble est
muni d’une action de GLn(F ).

II.3.4 Quelques rappels sur Drinfeld classique

Notons
NDr = D(G)Q = D ⊗F L
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un isocristal relativement à l’extension L|F . On a

NDr =
⊕

i∈Z/nZ

NDr
i , où NDr

i = {n ∈ N | ∀x ∈ Fn, ι(x).n = xσ−i

n }

Relativement à cette graduation, deg V = deg Π = +1. On a de plus

D ⊗F L =
⊕

a∈Z/nZ

D ⊗Fn,σ−a L

=
⊕

a∈Z/nZ

0≤b≤n−1

L. ι(Πb)(ea)︸ ︷︷ ︸
ea,b

où ea = 1⊗ 1 ∈ D ⊗Fn,σ−a L et ea,b = Πb ⊗ 1. De plus, avec ces coordonnées

V (ea,b) = ι(Π)(ea,b) = πδb,n−1ea,b+1

où l’on a posé ea,n = ea,0, et

NDr
i =

⊕
a+b=i

L.ea,b

L’opérateur
V −1Π : NDr

0 −→ NDr
0

est de pente 0 et fait de (NDr
0 , V −1Π) un isocristal unité:

(NDr
0 , V −1Π) � ((NDr

0 )V −1Π ⊗F L, Id⊗ σ)

(NDr)V −1Π
0 =

⊕
a+b=0

F.ea,b � Fn

Rappelons maintenant qu’il y a des bijections{
Sous-isocristaux D-stables de

(NDr, ϕ)

}
∼−−→

{
Sous-F -e.v. de
(NDr)V −1Π

}
N =

⊕
i∈Z/nZ

Ni �−→ NV −1Π
0

où ϕ désigne le Frobenius et pour K|L une extension valuée complète{
Filtrations D-stables de

codimension n dans NDr ⊗L K

}
∼−−→

{
Filtrations de codimension 1 dans

(NDr
0 )V −1Π ⊗F K

}
Fil = ⊕i∈Z/nZFili �−→ Fil0

Alors, (NDr, ϕ, Fil) est faiblement admissible ssi pour tout sous-isocristal N ⊂
NDr, on a

tH(N, N ⊗L K ∩ Fil) ≤ tN (N, ϕ)
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où tH , resp. tN , désigne le point terminal du polygone de Hodge, resp. Newton.
L’existence de la filtration de Harder-Narashiman et sa canonicité sur (NDr, ϕ, Fil)
impliquent que celle-ci est D-stable si Fil l’est et qu’il suffit donc dans ce cas-là
de tester la condition d’admissibilité faible sur les sous-isocristaux D-stables ([10]
chapitre 1). Restreignons-nous aux filtrations Fil D-stables de codimension n. Via
les deux bijections ci-dessus, on trouve aisément⎧⎨⎩ Fil ⊂ NDr ⊗L K telles que

(NDr, ϕ, Fil) est faiblement
admissible

⎫⎬⎭ ∼−−→

⎧⎨⎩ Fil′ ⊂ (NDr
0 )V −1Π ⊗K telles que

∀N ′ ⊂ (NDr
0 )V −1Π de dim. 1

Fil′ ∩ (N ′ ⊗K) = (0)

⎫⎬⎭
la condition portant donc sur les sous-isocristaux D-stables de dimension n dans
(NDr, ϕ), qui sont paramétrés par P̌

(
(NDr

0 )V −1Π
)

(F ), où pour E un F -ev, on

note P(E), l’espace des filtrations de codimension 1 de E et P̌(E) = P
(
Ě
)

l’espace
des droites de E. La relation d’incidence entre P(E) et P̌(E) est donnée par: pour
H ∈ P̌(E), H définit une droite D dans E et donc un hyperplan, encore noté H ,
dans P(E) formé des filtrations contenant D. Ainsi P̌(E) paramètre les hyperplans
dans P(E). On a donc⎧⎨⎩ (NDr, ϕ, Fil)

faiblement admissible
Fil D−stable

⎫⎬⎭ ∼−−→ P
(
NDr

0

)
(K) \

⋃
H∈P̌((NDr

0 )V −1Π)(F )

H(K) = Ω(K)

où Ω désigne l’espace de Drinfeld vu comme espace de Berkovich.
Dit d’une autre façon, Ω(K) est l’ensemble des filtrations Fil de codimension

1 dans NDr
0 ⊗L K telles que l’application suivante soit injective

(NDr
0 )V −1Π ↪→ NDr

0 ⊗L K/Fil

II.4 Description de MLT (K)/∼ en termes

de modules filtrés

Il s’agit ici d’étendre la théorie de Fontaine des modules faiblement admissibles
pour les groupes de dimension 1 à des corps K non forcément de valuation discrète.

Soit un couple (H, ρ), où H est un O-module π-divisible sur Spf(OK), et ρ
une rigidification avec H modulo p. L’algèbre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle de H , M , est munie d’une filtration Fil ⊂ M telle que M/Fil � ω∗

H . La
nature cristalline de la O-extension vectorielle universelle induit un isomorphisme

ρ∗ : D(H)Q ⊗L K
∼−−→M [ 1p ]

et FilH = ρ−1
∗ (Fil[ 1p ]) ⊂ D(H)Q ⊗K est une filtration de codimension 1.
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Proposition II.4.1. L’application précédente (H, ρH) �→ FilH induit une bijection
D×-équivariante

MLT (K)/∼ ∼−−→ P (D(H)Q) (K)

Démonstration. C’est une conséquence de l’existence du domaine fondamental de
Gross-Hopkins et du fait que la restriction du morphisme des périodes à ce domaine
est un isomorphisme d’espaces rigides (cf. [8] ou théorème I.4.1).

Plus précisément, étant donné une filtration Fil ∈ P(K) il existe un entier
i tel que Πi.Fil soit dans l’image du domaine fondamental de Gross-Hopkins. Il
existe donc un couple (H, ρ) ∈MLT (K) induisant Πi.Fil. Alors, Π−i.(H, ρ) induit
Fil, d’où la surjectivité de l’application.

Pour l’injectivité, si (H, ρ) et (H ′, ρ′) induisent la même filtration alors la
quasi-isogénie

ρ′ ◦ ρ−1 : H ⊗OK/pOK −→ H ′ ⊗OK/pOK

est telle que l’application induite

(ρ′ ◦ ρ−1)∗ : Lie(E(H)) −→ Lie(E(H ′))

vérifie
∃a ∈ N, (ρ′ ◦ ρ−1)∗(ωHD ) ⊂ p−aωH′D

et donc, d’après la théorie de Messing, l’isogénie

paρ′ ◦ ρ−1 : (H, ρ) −→ (H ′, ρ′) mod p

sur Spec(OK/pOK) se relève en une isogénie: (H, ρ) ∼ (H ′, ρ′). �
Remarque II.4.2. Il se peut qu’en général pour des espaces de périodes plus géné-
raux l’application des périodes ne soit pas surjectivité sur les K-points, i.e., qu’un
module faiblement admissible ne provienne pas forcément d’un groupe p-divisible
sur K quelconque. Par contre, le calcul des fibres de l’application des périodes (la
partie injectivité dans la démonstration précédente) reste valable en général.

II.5 Description de MDr(K)/∼ en termes

de module filtré

Soit (G, ρ), où G est un OD-module formel spécial sur Spf(OK), et ρ une rigidi-
fication avec G. Soit M l’extension vectorielle universelle de G, qui est filtrée via
Fil ⊂ M , où M/Fil � ω∗

G. Il y a une décomposition sous l’action de Fn

M =
⊕

i∈Z/nN

Mi et Fil =
⊕

i∈Z/nZ

Fili

d’où un élément FilG,0 = ρ−1
∗ (Fil0) ⊂ D(G)Q,0 ⊗K, FilG,0 ∈ Ω(K).
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Proposition II.5.1. L’application (G, ρ) �→ FilG,0 induit une bijection GLn(F )-
équivariante entre MDr(K)/∼ et Ω(K) avec Ω défini par

Ω(K) = P (D(G)Q,0) (K) \
⋃

H∈P̌((D(G)Q,0)V =Π)(F )

H(K)

Démonstration. Cela résulte de ce que l’application des périodes est un isomor-
phisme rigide pour les espaces de Drinfeld, de l’égalité Ω(K) = Ω̂(OK), où Ω̂
est le schéma formel de Drinfeld, du théorème de Drinfeld et du fait que les
deux applications de périodes, celle définie par Drinfeld et celle définie dans [10],
cöıncident. �

II.6 Prolongement des isogénies

II.6.1 Prolongement

Soit H un groupe p-divisible sur Spec(OK). Soit C l’ensemble des classes d’isomor-
phisme de couples (H ′, f), où H ′ est un groupe p-divisible sur OK et f : H ′ → H
une quasi-isogénie sur Spec(OK). Pour un tel couple Tp(f) : Tp(H ′) ↪→ Vp(H).

Lemme II.6.1. L’application

C → { réseaux Gal(K|K)− stables dans Vp(H) }
(H ′, f) �→ Im Tp(f)

est une bijection.

Démonstration. C’est une conséquence de ce que, pour G un groupe fini localement
libre sur OK et I ⊂ Gη un sous-groupe fini localement libre, il existe un unique
prolongement I ↪→ G de l’inclusion I ⊂ Gη, où I est un sous-groupe fini localement
libre. Le groupe I est obtenu par adhérence schématique (cf. le chapitre 2 de [11],
pour le cas de valuation discrète et le lemme qui suit en général). �
Lemme II.6.2. Soit E ⊂ Kn un sous-K-espace vectoriel. Alors, E ∩ On

K est un
OK-module libre de rang fini facteur direct.

II.6.2 Définition de l’action de GLn(F ) sur MLT
∞ (K)

On a défini une action de GLn(OF ) sur MLT
∞ (K). Utilisons le lemme précédent

pour étendre cette action à GLn(F ). Soient [(H, ρ, η)] ∈MLT
∞ (K) et g ∈ GLn(F )

(les crochets signifient que l’on prend une classe d’isomorphisme de triplets).
D’après le lemme précédent, au réseau Galois-stable η(g.On

F ) dans Vp(H) cor-
respond une quasi-isogénie ϕ : H −→ H ′ sur Spec(OK) telle que ϕ−1

∗ (Tp(H ′)) =
η(g.On

F ), où ϕ∗ : Vp(H) ∼−−→ Vp(H ′). On pose alors

g.[(H, ρ, η)] = [(H ′, (ϕ mod p) ◦ ρ, ϕ∗ ◦ η ◦ g)
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II.7 Diverses descriptions des points de la
tour de Lubin-Tate en niveau infini

Le but de cette section est d’aboutir à une description la plus simple possible de
MLT

∞ (K), la plus adaptée à la construction de l’isomorphisme.

II.7.1 Description de MLT
∞ (K) en termes de

modules filtrés rigidifiés

Définition II.7.1. Soit [(H, ρ)] ∈ MLT (K)/∼. Une rigidification du module de
Tate de la classe d’isogénie [(H, ρ)] est un isomorphisme de modules galoisiens

η : Fn ∼−−→ Vp(H)

qui induit donc naturellement ∀(H ′, ρ′) ∼ (H, ρ) un isomorphisme

Fn ∼−−→ Vp(H ′)

via l’isomorphisme canonique Vp(H) ∼−−→ Vp(H ′), induit par le relèvement de la
quasi-isogénie ρ′ρ−1 sur Spec(OK).

Proposition II.7.2. L’application naturelle

MLT
∞ (K) −→ {([(H, ρ)], η) | [(H, ρ)] ∈MLT (K)/∼ et η une rigidification }

est une bijection GLn(F )×D×-équivariante.

Démonstration. Décrivons l’inverse de cette application. Soit ([(H, ρ)], η) dans le
membre de droite. D’après le lemme II.6.1, il existe un unique (H ′, ρ′) ∼ (H, ρ)
tel que

η : On
F

∼−−→ Tp(H ′)

On associe alors à ([(H, ρ)], η) le triplet (H ′, ρ′, η′). On vérifie aisément que ces
deux applications sont inverses l’une de l’autre. �

Ainsi, les fibres de l’application

MLT
∞ (K) −→MLT (K)/∼

sont des GLn(F )-torseurs. Soit U ⊂ GLn(OF ) un sous-groupe compact-ouvert
et MLT

U (K) l’ensemble des K-points de l’espace de Lubin-Tate en niveau U (que
nous n’avons pas défini dans cet article). En fait, on a la décomposition plus précise
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d’extensions “Galoisiennes”

MLT
∞ (K)

GLn(F )

��
U

MLT
U (K)

��
MLT (K)/∼ ∼ �� P(D(H))(K)

et on peut donc ainsi dire que l’espace des périodes de Gross-Hopkins est le quotient
de l’espace de Lubin-Tate en niveau infini par GLn(F ).

Théorème II.7.3. Il y a une bijection GLn(F )×D×-équivariante entre l’ensemble
MLT

∞ (K) et l’ensemble des couples (Fil, ζ), où

Fil ∈ P (D(H)Q)(K)

ζ = (ζ1, . . . , ζn), où

∀i, ζi ∈ HomO(F/OF , H⊗Fp
OK/pOK)[ 1p ]

sont linéairement indépendants sur F , i.e., induisent une injection

Fn ↪→ HomO(F/OF , H⊗OK/pOK)[ 1p ],

et ∀i, le morphisme induit sur l’évaluation du cristal de Messing sur l’épaississe-
ment OK � OK/pOK, ζi∗ : K → D(H)⊗K, vérifie ζi∗(1) ∈ Fil.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence de la proposition précédente couplée
à la proposition II.4.1 et au critère de relèvement de Messing vis-à-vis de l’idéal
à puissances divisées engendré par p. Dans cet énoncé, si (ei)1≤i≤n est la base
canonique de Fn, on a posé

ζi = ρ−1 ◦ (η(ei) mod p) �

II.7.2 Description de MLT
∞ (K) uniquement en termes

du module de Tate

Voici la description la plus dépouillée possible à laquelle on peut arriver.

Théorème II.7.4. Il y a une bijection GLn(F ) ×D×-équivariante entre M∞(K)
et les uplets ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ HomO(F/OF , H⊗Fp

OK/pOK)[ 1p ]n vérifiant

• Les (ζi)1≤i≤n sont linéairement indépendants sur F
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• Si, pour f ∈ HomO(F/OF , H⊗Fp
OK/pOK)[ 1p ], on note f∗(1) ∈ D(H)Q⊗L K

l’image de 1 ∈ OK = Lie EO(F/OF ) par le morphisme déduit de l’évaluation
des cristaux de Messing sur l’épaississement OK � OK/pOK, alors

dimK < ζi∗(1) >1≤i≤n= n− 1

Démonstration. Soit (H, ρH , ηH) ∈ M∞(K) et (Fil, ζ) le couple associé par le
théorème II.7.3. Il est clair que les (ζi)i sont linéairement indépendants sur F , car

HomO(F/OF , H)[ 1p ] �
� �� HomO(F/OF , H ⊗OK/pOK)[ 1p ]

� ρ−1
H∗��

HomO(F/OF , H⊗Fp
OK/pOK)[ 1p ]

De plus, l’application Kn −→ D(H)Q ⊗L K, donnée par (ζi∗(1))1≤i≤n, est l’appli-
cation de Hodge-Tate

Kn

(ζi∗(1))i ��

∼
ηH⊗Id �� Vp(H)⊗F K

αH⊗Id �� ω̃HD [ 1p ] �
� ��

�
��

Lie EO(H)[ 1p ]

ρ−1
H∗�

��
Fil �

� �� D(H)Q ⊗L K

et donc son rang est n− 1, d’après la surjectivité de αH ⊗ Id (proposition II.1.4).
Réciproquement, partant de ζ satisfaisant les hypothèses du théorème, on

pose Fil =< ζi∗(1) >1≤i≤n et il est clair que (Fil, ζ) satisfait les hypothèses du
théorème II.7.3. �

II.7.3 Description de MLT
∞ (K) en termes d’algèbre linéaire

On applique ici les théorèmes de comparaison de l’appendice C afin de donner une
description purement en termes d’algèbre linéaire de MLT

∞ (K). Cette description
ne sera pas utilisée dans la construction de l’isomorphisme. On l’utilisera seulement
dans la section II.10 afin de donner une description matricielle de l’isomorphisme,
ainsi que dans la section II.11 afin de vérifier que celui-ci conserve le degré.

Théorème II.7.5. Supposons F = Qp. Il y a une bijection GLn(F )×D×-équivari-
ante entre l’ensemble MLT

∞ (K) et l’ensemble des couples (Fil, ξ) tels que

Fil ∈ P(D(H)Q)(K)

et
ξ : Fn ↪→ Fil

(
D(H)Q ⊗L B+

cris(OK)
)ϕ=p

(qui est alors automatiquement un isomorphisme).
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Démonstration. Il s’agit d’une conséquence de la proposition II.7.2 couplée à la
proposition II.4.1 et au théorème C.2.2. �

De la même façon le théorème II.7.4 se traduit en:

Théorème II.7.6. Supposons F = Qp. Il y a une bijection GLn(F )×D×-équivari-
ante entre l’ensemble MLT

∞ (K) et l’ensemble des

ξ : Fn ↪→ (D(H)Q ⊗L B+
cris(OK))ϕ=p

tels que via θ : B+
cris(OK) −→ K̂ on ait

Im θ ◦ ξ ⊂ D(H)Q ⊗L K et dimK Im θ ◦ ξ = n− 1

II.8 Diverses descriptions des points de la tour
de Drinfeld en niveau infini

II.8.1 Description de MDr
∞ (K) en termes de

modules filtrés rigidifiés

Définition II.8.1. Soit [(G, ρ)] ∈ MDr(K)/∼. Une rigidification de la classe d’iso-
génie [(G, ρ)] est un isomorphisme de D-modules galoisiens

η : D
∼−−→ Vp(G)

qui induit donc naturellement ∀(G′, ρ′) ∼ (G, ρ) un isomorphisme

D
∼−−→ Vp(G′)

via l’identification Vp(G) ∼−−→ Vp(G′), induite par le relèvement de ρ′ρ−1.

Remarque II.8.2. Dans la proposition précédente, la donnée de η est équivalente
à celle de ζ = η(1) ∈ HomO(F/OF , G)[ 1p ] \ {0}.

Proposition II.8.3. L’application naturelle

MDr
∞ (K) −→ { ([(G, ρ)], η) | [(G, ρ)] ∈MDr(K)/∼ et η une rigidification }

est une bijection GLn(F )×D×-équivariante.

Démonstration. Elle est identique à celle de la proposition II.7.2, en utilisant le
lemme II.6.1. �
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Comme pour l’espace de Lubin-Tate, il y a une description pour U ⊂ O×
D un

sous-groupe ouvert

MDr
∞ (K)

D×
��

U

MDr
U (K)

��
MDr(K)/∼ ∼ �� Ω(K)

Théorème II.8.4. Il y a une bijection GLn(F )×D×-équivariante entre l’ensemble
MDr

∞ (K) et l’ensemble des couples (Fil, ζ), où

Fil ∈ Ω(K) ⊂ P
(
D(G)V =Π

Q,0

)
(K)

et
ζ ∈ HomO(F/OF , G⊗OK/pOK)[ 1p ] \ {0}

est tel que, si ζ∗ : K → D(G)Q ⊗K est l’application induite sur l’évaluation des
cristaux de Messing sur l’épaississement OK � OK/pOK, alors, si

ζ∗(1) = ⊕iζ∗(1)i ∈
⊕

i∈Z/nZ

D(G)Q,i ⊗K

on a
∀i, Π−iζ∗(1)i ∈ Fil

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition précédente, couplée à la
remarque II.8.2 et au théorème de relèvement de Messing. Dans l’énoncé, on a
posé

ζ = ρ−1 ◦ (η(1) mod p) �

II.8.2 Description de MDr
∞ (K) uniquement en termes

du module de Tate

Voici la description la plus dépouillée à laquelle on peut aboutir.

Théorème II.8.5. Il y a une bijection GLn(F )×D×-équivariante entre l’ensemble
MDr

∞ (K) et l’ensemble des

ζ ∈ HomO(F/OF , G⊗OK/pOK)[ 1p ] \ {0}

tels que, si ζ∗ : K → D(G)Q ⊗ K est l’application induite sur l’évaluation des
cristaux de Messing sur l’épaississement OK � OK/pOK, alors, si

ζ∗(1) = ⊕iζ∗(1)i ∈
⊕

i∈Z/nZ

D(G)Q,i ⊗K
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on a
dimK〈ζ∗(1)i〉1≤i≤n = n− 1 et 〈ζ∗(1)i〉1≤i≤n ∈ Ω(K)

Démonstration. Elle est identique à celle du théorème II.7.4 en utilisant la surjec-
tivité de l’application de Hodge-Tate: αG ⊗ Id : Vp(G) ⊗F K −→ ω̃GD [ 1p ]. �

II.8.3 Description de MDr
∞ (K) en termes d’algèbre linéaire

Cette section ne sera pas utilisée pour construire l’isomorphisme. Elle ne servira
que dans les sections II.10 et II.11.

Comme dans la section II.7.3, on a:

Théorème II.8.6. Supposons F = Qp. Il y a une bijection GLn(F )×D×-équivari-
ante entre l’ensemble MDr

∞ (K) et l’ensemble des couples (Fil, ξ) où

Fil ∈ Ω(K) ⊂ P(D(G)Q,0)(K)

et
ξ ∈ Fil(D(G)Q,0 ⊗B+

cris(OK))(V
−1Π⊗ϕ)n=p \ {0}

Théorème II.8.7. Il y a une bijection GLn(F )×D×-équivariante entre l’ensemble
MDr

∞ (K) et l’ensemble des

ξ ∈ (D(G)Q,0 ⊗B+
cris(OK))(V

−1Π⊗ϕ)n=p \ {0}

tels que ∀j, θ(ϕj(ξ)) ∈ D(G)Q,−j ⊗L K (où ϕ désigne ϕ⊗ ϕ)

dimK〈Πj .θ(ϕj(ξ))〉0≤j≤n−1 = n− 1 et 〈Πj .θ(ϕj(ξ))〉 ∈ Ω(K)

II.9 La bijection au niveau des points

Principe général de la construction

On fixe
Δ : Hn −→ G

une quasi-isogénie compatible à l’action de OD, comme par exemple celle définie
dans la section II.3.

Le principe de construction de la bijection s’exprime simplement lorsque
l’on part des descriptions de MLT

∞ et MDr
∞ données dans les théorèmes II.7.4 et

II.8.5. D’après le théorème II.7.4, les éléments de MLT
∞ (K) sont donnés par des

morphismes
ζH ∈ HomO(F/OF , H⊗OK/pOK)[ 1p ]n
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satisfaisant certaines conditions. On verra de tels ζH comme des éléments de ζH ∈
HomO(F/OF , Hn ⊗ OK/pOK)[ 1p ]. De même, d’après le théorème II.8.5, ceux de
MDr

∞ (K) sont donnés par des

ζG ∈ HomO(F/OF , G⊗OK/pOK)[ 1p ]

satisfaisant certaines conditions.
La construction de la bijection MLT

∞ (K) ∼−−→ MDr
∞ (K) consiste à faire cor-

respondre les ζG et ζH en posant tout simplement

ζG = Δ ◦ ζH

et à vérifier que, via cette correspondance, les conditions imposées sur ζH dans
la théorème II.7.4 correspondent exactement à celles imposées sur ζG dans le
théorème II.8.5. Par exemple, si ζH = (ζH1, . . . , ζHn) la condition d’indépendance
linéaire des (ζHi)i correspondra du côté Drinfeld à ce que le ζG associé définisse
une filtration dans Ω.

Plutôt que de partir des théorèmes II.7.4 et II.8.5, quitte à refaire une partie
des démonstrations de ces théorèmes, on préfère utiliser la description donnée dans
les théorèmes II.7.3 et II.8.4.

Quelques notations

Le couple (D(H)Q,0, Π−1V ) est un isocristal unité. On fixe un isomorphisme

D(H)V =Π
Q,0 � F (II.2)

qui induit, via Δ, un isomorphisme

D(G)V =Π
Q,0 � Fn

et induit donc

D(G)Q,0 � Ln

De plus, l’isomorphisme (II.2) induit également un isomorphisme D(H)Q,0 � L et

D(H)Q =
⊕

j∈Z/nZ

D(H)Q,j
∼−−−→∑

j Π−j
D(H)n

Q,0 � Ln

Le choix de l’isomorphisme (II.2) et de ceux qui s’ensuivent n’est pas vraiment
nécessaire à la démonstration, mais permet d’identifier les espaces de périodes des
côtés Lubin-Tate et Drinfeld à des sous-espaces de Pn.

Rappelons que l’on a des extensions de corps valués

K|F̆ |F |Qp

et un isomorphisme L � F̆ .
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II.9.1 L’application MDr
∞ (K) −→MLT

∞ (K)

Soit (G, ρG, ηG) ∈ MDr
∞ (K). Rappelons (cf. théorème II.8.4) qu’on lui associe un

couple (FilG, ζG), où

FilG ∈ Ω(K)

et

ζG ∈ HomO(F/OF , G⊗OK/pOK)[ 1p ] \ {0}

Soit

ζG∗ : K −→ D(G)Q ⊗K

l’application induite au niveau de l’évaluation des cristaux de Messing sur l’épais-
sissement OK � OK/pOK . Considérons la composée

K
ζG∗ �� D(G)Q ⊗K

Δ−1
∗ �� D(H)n

Q ⊗K
⊕

j∈Z/nZ D(H)n
Q,j ⊗K

1 � �� (aij)1≤i≤n,j∈Z/nZ

et posons xij = Π−jaij ∈ D(H)Q,0 ⊗K � K. Soit

X = (xij)i,j ∈Mn(K)

Lemme II.9.1. L’application K-linéaire de Kn dans lui-même induite par X a
pour image FilG.

Démonstration. D’après le théorème II.1.1 et la remarque II.1.3 le sous-module
engendré par l’image de ζG∗ dans D(G)Q ⊗ K est

⊕
j∈Z/nZ ΠjFilG. Il en résulte

aussitôt que

K(xi0)i + · · ·+ K(xin)i = FilG ⊂ Kn = D(G)Q,0 ⊗K �

Définition II.9.2. On note FilH ∈ Pn(K) l’image de tX dans Kn, i.e., le sous-
espace engendré par les lignes de X .

Via l’identification D(H)Q ⊗K � Kn, si

K
ζG∗ �� D(G)Q ⊗K

∼ �� D(H)n
Q ⊗K

1 � �� (αi)i
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alors FilH ∈ P(D(H))(K) est l’image de l’application Kn −→ D(H)Q ⊗K, définie
par (αi)i.

La filtration FilH définit donc, d’après la proposition II.4.1, un élément
MLT (K)/∼, dont il reste à définir la rigidification du module de Tate (cf. théorème
II.7.3). Considérons la composée

F/OF
ζG−−−→ G⊗OK/pOK

Δ−1

−−−−→ Hn ⊗OK/pOK

qui fournit des éléments

(ζH,i)1≤i≤n ∈ HomO(F/OF , H⊗OK/pOK)[ 1p ]

Pour un entier i ∈ {1, . . . , n}, le morphisme induit entre cristaux de Messing
évalués sur OK � OK/pOK est

(ζH,i)∗ : K
ζG∗ �� D(G)Q ⊗K

Δ−1
∗ �� D(H)n

Q ⊗K
proji �� D(H)Q ⊗K

1 � �� αi

et donc ∀i, Im((ζH,i)∗) ⊂ FilH .

Il reste à voir que les (ζH,i) sont F -linéairement indépendants. Mais, si (λi)i ∈
Fn est tel que

∑
i λiζH,i = 0, alors (λi)i définit une forme linéaire sur Fn. Et

l’égalité
∑

i λiζH,i = 0 implique sur l’évaluation des cristaux l’égalité
∑

i λi(aij)j =
0 et donc

∑
i λi(xij)j = 0, ce qui implique, d’après le lemme II.9.1, que la forme

linéaire associée à (λi)i s’annule sur FilG. Si (λi)i est non nul, alors FilG est égal
au noyau de la forme linéaire associée, il est donc défini sur F et contient donc a
fortiori une droite F -rationnelle. Donc, puisque FilG ∈ Ω(K), ∀i, λi = 0.

D’après le théorème II.7.3, on en déduit un triplet (H, ρH , ηH) ∈MLT
∞ (K).

II.9.2 L’application MLT
∞ (K) −→MDr

∞ (K)

Soit (H, ρH , ηH) ∈MLT
∞ (K). Rappelons (cf. théorème II.7.3) qu’on lui associe un

couple (FilH , ζH) où

FilH ∈ Pn(K)

et

ζH = (ζH,i)1≤i≤n : Fn ↪→ HomO(F/OF , H⊗OK/pOK)[ 1p ]
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Soit

K
(ζH,1∗,...,ζH,n∗) �� D(H)n

Q ⊗K
⊕

j∈Z/nZ D(H)n
Q,j ⊗K

1 � �� (aij)i,j

l’application induite sur l’évaluation des cristaux sur l’épaississement

OK � OK/pOK .

Notons xij = Π−jaij ∈ D(H)Q,0 ⊗K � K. Alors,

X = (xij)i,j ∈Mn(K)

Lemme II.9.3. L’endomorphisme K-linéaire de Kn induit par tX a pour image
FilH .

Démonstration. C’est une conséquence du théorème II.1.1. �
Définition II.9.4. On note

FilG = Im(X) ∈ Pn(K) = P(D(G)Q,0)(K)

via D(H)n
Q,0 � D(G)Q,0 induit par Δ.

Proposition II.9.5. FilG ∈ Ω(K) ⊂ P
(
D(G)V =Π

Q,0

)
(K)

Démonstration. On a

FilG = K(xi1)i + · · ·+ K(xin)i

Soit (μj)j ∈ Kn tel que ∑
j

μj(xij)i ∈ Fn

Soit alors la forme F -linéaire à valeurs dans F définie sur Vp(H) par

ϕ : ζH,i �−→
∑

j

μjxij ∈ F

Elle définit un élément de Vp(H)∗. D’après le corollaire II.2.2, dans la suite de
Hodge-Tate de HD

0→ ω∗
HD ⊗K → Vp(H)∗ ⊗F K → ωH ⊗K → 0

l’application Vp(H)∗ −→ ωH ⊗K est injective. Or

[Vp(H)∗ ⊗F K � ωH ⊗K] = [kerα ↪→ Vp(H)⊗F K]∗
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où α : Vp(H) ⊗F K −→ D(H)Q ⊗ K est l’application de matrice t(aij)i,j . Mais
ϕ| ker α = 0 par définition. Donc ϕ = 0 et

∑
j μj(xij)i = 0. �

On obtient donc, d’après la proposition II.5.1, un couple

(G, ρG) ∈MDr(K)/∼ .

Reste à définir une rigidification de G. Considérons le morphisme composé

ζG : F/OF
(ζH,1,...,ζH,n)−−−−−−−−−−→ Hn ⊗OK/pOK

Δ−−→ G⊗OK/pOK

On vérifie aussitôt que, par définition de FilG, le morphisme induit au niveau de
l’évaluation des cristaux a son image contenue dans FilG. D’après le théorème
II.8.4, on obtient donc un élément (G, ρG, ηG). �

II.9.3 Les deux applications sont inverses l’une de l’autre

Cela ne pose pas de problème puisque, comme expliqué au début, la bijection est
caractérisée par l’égalité ζG = Δ ◦ ζH .

II.9.4 Retraçage des actions

Proposition II.9.6. Dans la bijection entre MLT
∞ (K) et MDr

∞ (K), si

(H, ρH , ηH) �−→ (G, ρG, ηG)

et (g, d) ∈ GLn(F )×D×, alors

(g, d).(H, ρH , ηH) �−→ ( tg, d−1).(G, ρG, ηG)

Démonstration. Puisque la bijection est caractérisée par l’égalité ζG = Δ ◦ ζH , il
suffit de le vérifier sur l’action de GLn(F )×D× sur les

ζG ∈ HomO(F/OF ,GOK/pOK)[ 1p ]

et les ζH ∈ HomO(F/OF , Hn ⊗OK/pOK)[ 1p ]. �

II.9.5 Bijection entre les points des espaces de Berkovich associés

Soit K ↪→ K ′ une extension isométrique de corps valués complets pour une valua-
tion de rang 1. On vérifie alors aussitôt que le diagramme suivant est commutatif

MLT
∞ (K)

��

∼ ��MDr
∞ (K)

��
MLT

∞ (K ′) ∼ ��MDr
∞ (K ′)
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Pour ∗ ∈ {LT ,Dr} posons

|M∗
∞| =

∐
K

M∗
∞(K)/∼

où, pour x ∈ M∗
∞(K1) et y ∈ M∗

∞(K2), x ∼ y ssi il existe une extension valuée
comme précédemment

K1

 �

�����
���

K3

K2

� �
��������

telle que x et y aient même image dans M∗
∞(K3).

Cette classe d’équivalence est bien définie, au sens où le quotient est un en-
semble. Cela résulte de l’existence de modèles entiers de nos espaces, qui implique
que l’on peut se limiter à des corps K de cardinalités bornées. On a donc une
bijection GLn(F )×D×-équivariante∣∣MLT

∞
∣∣ ∼−−→

∣∣MDr
∞

∣∣
Le choix de modèles entiers de nos espaces permet de munir ces ensembles d’une
structure d’espace topologique localement compact et l’existence de l’isomor-
phisme au niveau de ces modèles entiers (chapitre III) impliquera que la bijec-
tion précédente est un homéomorphisme.

II.10 Traduction en termes de matrices de périodes

Les triplets (H, ρH , ηH) et (G, ρG, ηG) qui se correspondent ont en commun la
matrice X ∈Mn(K) de rang n− 1 où comme précédemment on identifie

D(H)n
Q ⊗K �

⊕
j∈Z/nZ

D(H)n
Q,j ⊗K

⊕jΠ
−j

−−−−→
∼

⊕
j∈Z/nZ

D(H)n
Q,0 ⊗K � Mn(K)

Celle-ci vérifie

• Les lignes de X engendrent FilH ∈ Pn(K)
• Les colonnes de X engendrent FilG ∈ Ω(K)

Supposons maintenant, pour simplifier, que F = Qp. Alors, X possède un
relèvement

Xcris ∈Mn(B+
cris(OK)),

i.e., via θ : B+
cris(OK) � OK̂ , on a θ(Xcris) = X . Ce relèvement est défini de

manière similaire à X , en évaluant les cristaux sur Acris(OK) � O
K̂

/pO
K̂

au lieu
de OK � OK/pOK .
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Plus précisément, partant de (H, ρh, ηH), si E désigne l’évaluation du cristal
de Messing de H sur l’épaississement Acris(OK) � OK/pOK , il y a une suite

Qn
p

ηH �� Vp(H)
periodes �� Eϕ=p

ρ−1
H∗ �� (D(H)⊗L B+

cris

)ϕ=p

�
��

(B+
cris)

n
⊕

j∈Z/nZ

(
D(H)Q,0 ⊗B+

cris

)ϕ=p

qui induit un morphisme Qn
p −→ (B+

cris)
n de matrice tXcris.

Dans l’autre sens, partant de (G, ρG, ηG), si E′ désigne l’évaluation du cristal
de G sur Acris(OK) � OK/pOK , il y a une suite

D
ηG−−→ Vp(G) −→ E′ϕ=p (Δ◦ρG)−1

∗−−−−−−−→ (
⊕

j∈Z/nZ

D(H)n
Q,0 ⊗L B+

cris)
ϕ=p

Via l’identification D(H)Q,0 = L, l’image de 1 ∈ D induit l’élément de⊕
j∈Z/nZ

(B+
cris)

n

donné par Xcris (colonnes indéxées par j ∈ Z/nZ).
De plus,

det(Xcris) ∈ Q×
p .t

où la valuation de l’élément de Q×
p est liée aux hauteurs de ρH , ρG et Δ (cf. la

section suivante). Si

Φ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 p

0 0
. . .

...
. . . p

1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
est la matrice du Frobenius de D(H)Q relativement à la base définie par l’isomor-
phisme

D(H)Q,0 � L et D(H)Q � ⊕jD(H)Q,j

∑
j Π−j

−−−−−→
∼

⊕jD(H)Q,0,

on a l’équation fonctionnelle

ϕ(Xcris) tΦ = pXcris (II.3)

où ϕ(Xcris) est obtenue en appliquant le Frobenius cristallin à tous les éléments
de la matrice Xcris. Cette équation est conséquence de ce que le morphisme des
périodes Vp(H) −→ E a son image contenue dans Eϕ=p.
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On peut montrer la proposition suivante:

Proposition II.10.1. Les espaces MLT
∞ (K) et MDr

∞ (K) s’envoient surjectivement
sur l’ensemble des matrices X ∈ Mn(K) de rang n − 1 possédant un relèvement
Xcris à B+

cris de déterminant non nul et vérifiant l’équation (II.3). De plus, les
fibres de cette application en X sont en bijection avec l’ensemble des relèvements
de X de déterminant non nul satisfaisant à l’équation (II.3).

Cet ensemble de matrices est muni d’une action de GLn(F )×D×, de la façon
suivante: l’isomorphisme D(H)Q � Ln induit un plongement D× ↪→ GLn(L). Alors

∀(g, d) ∈ GLn(F )×D×, ∀X, (g, d).X = tgXd−1

Les applications précédentes sont compatibles à cette action.

Démonstration. Il s’agit d’une application des théorèmes II.7.6 et II.8.7. �

{
Xcris ∈ Mn(B+

cris) |
detXcris �= 0, θ(Xcris) ∈ Mn(K)
rg θ(Xcris) = n− 1, Xϕ

cris
tΦ = pXcris

}

θ

��

MDr
∞ (K)

����
���

���
���

���
���

���
��

Periodes
de Rham

��

�
periodes

cristallines

������������������������
MLT

∞ (K)

�����
���

���
���

���
���

���
���

Periodes
de Rham

��

�
periodes

cristallines

��
























{X ∈Mn(K) | rgX = n− 1 }

X �→Im tX

�����
���

���
���

���
���

���
��

X �→ImX

����
���

���
���

���
���

���
�

Pn(K) Pn(K) ⊃ Ω(K)

Remarque II.10.2. Dans la proposition précédente, on peut enlever la condition
“de déterminant non nul” et la remplacer par ImX ∈ Ω(K).

Remarque II.10.3. Pour les corps locaux de caractéristique positive, A. Genestier
et V. Lafforgue ([7]) savent donner une interprétation géométrique comme points
d’un certain schéma formel de l’analogue en caractéristique positive de l’ensemble
des matrices Xcris solutions de l’équation précédente. Il n’existe pas de telle in-
terprétation en caractéristique zéro.
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Remarque II.10.4. Vue la forme explicite “cyclique” de la matrice de Frobenius
Φ, l’équation fonctionelle (II.3) se résoud simplement et

{Xcris ∈ Mn(B+
cris) | X

ϕ
cris

tΦ = pXcris} � {(x1, . . . , xn) ∈
(
(B+

cris)
pn−1ϕn=Id

)n

}

À (x1, . . . , xn) correspond la matrice

Xcris =

⎛⎜⎜⎝
pn−1xϕn−1

1 pn−2xϕn−2

1 . . . pxϕ
1 x1

...
...

pn−1xϕn−1

n pn−2xϕn−2

n . . . pxϕ
n xn

⎞⎟⎟⎠
II.11 L’isomorphisme conserve le degré

Il s’agit de démontrer que pour un choix convenable de Δ le diagramme suivant
commute

MDr
∞ (K)

���
��

��
��

��
∼ ��MLT

∞ (K)

����
��
��
��
�

Z

où les applications vers Z sont les applications hauteurs renormalisées des quasi-
isogénies universelles. Cela implique en particulier que les tours de Lubin-Tate et
Drinfeld classiques, les fibres en hauteur zéro, sont isomorphes.

Plus précisément, si f est une quasi-isogénie entre O-modules π-divisibles on
note htO(h) = ht(f)/[F : Qp]. Alors l’application MDr

∞ (K) −→ Z est

(G, ρG, ηG) �−→ htO(ρG)/n

et l’application MLT
∞ (K) −→ Z est

(H, ρH , ηH) �−→ htO(ρH)

On va appliquer le théorème C.2.6 de l’appendice. Afin de simplifier on se
limite au cas F = Qp, le cas général étant laissé au lecteur.

Supposons que l’isomorphisme D(H)Q,0 � L fixé au début de la section II.9
provienne d’un isomorphisme D(H)0 � OL.

Proposition II.11.1. Soit (H,ρH ,ηH)∈MLT
∞ (K). Soit ξ :Qp/Zp−→Hn⊗OK/pOK

associé à ηH , ρH et la base canonique de Zn
p . Soit Xcris ∈ Mn

(
B+

cris(OK)
)

la
matrice associée. Alors det (Xcris) = λ.t ∈ Q×

p .t et de plus

vp(λ) = −ht(ρH)
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Démonstration. On peut supposer que K = K̂. Soit kK le corps résiduel de K, un
corps algébriquement clos. Soit Hk la fibre spéciale de H et D(Hk) son module de
Dieudonné, l’évaluation du cristal de Hk sur l’épaississement W (kK) � kK .

Soit M0 ⊂ D(H)Q ⊗L W (kK)[ 1p ] le réseau

M0 = ρ−1
H∗ (D(Hk))

où ρH∗ est induit par la quasi-isogénie ρH couplée au morphisme d’épaississements
(Spec(kK) ↪→ Spec(W (kK))) −→ (Spec(Fp) ↪→ Spec(W (Fp))). D’après le théo-
rème C.2.6 de l’appendice, le morphisme non-entier

Tp(H)⊗Zp B+
cris ↪→M0 ⊗W (kK) B+

cris

dont le conoyau est annulé par t, induit l’égalité de réseaux∧n
Tp(H)⊗Zp W (kK)

� �

��

t.
∧n

M0� �

��∧n
Tp(H)⊗Zp B+

cris
� � �� ∧n M0 ⊗W (kK) B+

cris

Cette égalité de réseaux induit de plus
n∧

Tp(H) ∼−−→ (t.
n∧

M0)ϕ=pn

= t.(
n∧

M0)ϕ=pn−1

((
∧n M0, p

1−nϕ) est un cristal unité). Considérons maintenant le diagramme

Tp(H)⊗Zp B+
cris

� � �� M0 ⊗W (kK) B+
cris

ρ−1
H∗ �� D(H)⊗OL B+

cris

(B+
cris)

n

ηH �

��

tXcris ��
⊕

j∈Z/nZ

B+
cris

∼ ��
⊕

j∈Z/nZ

D(H)0 ⊗OL B+
cris

∑
j Πj

��

Sa puissance extérieure maximale induit un diagramme∧
Tp(H) ∼ �� t.(

∧
M0)ϕ=pn−1 ∧ρ−1

H∗ �� t.(
∧

D(H))ϕ=pn−1
[ 1p ]

Zp
detXcris ��

� ∧ηH

��

Qp.t
∼ �� t.(

⊗
j∈Z/nZ D(H)0)ϕ=pn−1

[ 1p ]

��

De plus via ρH∗

[M0 : D(H)⊗OL W (kK)] = ht(ρH)

et D(H) =
n−1∑
j=0

Πj D(H)0. On en déduit le résultat. �
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Proposition II.11.2. Soit (G, ρG, ηG) ∈ MDr
∞ (K) et Xcris la matrice associée.

Alors det(Xcris) = λ.t ∈ Q×
p t, où

vp(λ) = −ht(ρG)/n− ht(Δ) +
1
2
n(n− 1)

Démonstration. La démonstration est identique à celle de la proposition précé-
dente. Le facteur 1

2n(n− 1) provient de ce que OD ⊗Zp OL est un ordre d’Iwahori
d’indice 1

2n(n− 1) dans l’ordre maximal Mn(OL). �

Corollaire II.11.3. Si htO(Δ) = 1
2n(n − 1) alors la bijection entre MLT

∞ (K) et
MDr

∞ (K) respecte les hauteurs normalisées.

Corollaire II.11.4. Soit (H, ρH , ηH) ∈ M∞(K) tel que ht(ρH) = 0. Alors, le
couple (G, ρG) associé dans l’espace de Rapoport-Zink sans niveau est l’élément
de Ω(K) ⊂ MDr(K) donné par le dual de la décomposition de Hodge-Tate de
H couplé à ηH . Plus généralement, soit (G, ρG) le point de Ω(K) associé à la
décomposition de Hodge-Tate de H et à ηH . Le point de MDr(K) associé par
l’isomorphisme de Faltings est alors

(G, ρG ◦Πht(ρH ))

II.12 Un point de vue différent sur la bijection

Nous allons redémontrer la bijection précédente d’un point de vue “dual”. En
particulier, au lieu de considérer des filtrations FilH ∈ Pn, FilG ∈ Ω, nous consi-
dérerons plutôt les quotients Kn � Kn/FilH , Kn � Kn/FilG. Ce point de vue
se prête mieux lorsque l’on travaillera sur une base quelconque (c’est-à-dire plus
sur un point comme dans cet article) puisque pour un fibré vectoriel E , il est plus
commode de définir P(E) comme classifiant les quotients localement libres E � L
de rang 1 (en tout cas cela est plus facile à platifier par éclatements). En effet, dans
le cas d’une base quelconque, l’approche des sections précédentes nous conduirait à
définir FilH comme sous-module engendré par certaines sections, ce qui est moins
commode. De plus, la matrice définissant ces sous-modules serait une section de
D(H)n

Q ⊗OX[ 1p ] � Mn(OX[ 1p ]), où X est l’espace de Lubin-Tate ou de Drinfeld en
niveau infini. Il faudrait donc procéder à de nouveaux éclatements afin de rendre
l’espace engendré par les lignes et celui par les colonnes localement facteur direct
entier (cette dernière justification est quelque peu hypocrite puisque de toute façon
dans la démonstration finale, on devra à un endroit rendre entier l’application
des périodes). Le point de vue qui suit permet de construire directement une
application entière du sommet de la tour de Lubin-Tate (resp. la tour de Drinfeld)
vers le schéma formel de Drinfeld (resp. P̂n−1).

Commençons par faire le lien entre le point de vue précédent et celui qui va
suivre.
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II.12.1 Identification de Kn � Kn/FilH avec l’application
de Hodge-Tate de GD

Soit (G, ρG, ηG) ∈ MDr
∞ (K). Rappelons qu’on a défini une matrice X telle que

ImX = FilG et Im tX = FilH . Tout repose sur une bidualisation, l’exactitude de
la suite de Hodge-Tate, ainsi que sur un analogue de l’énoncé d’algèbre linéaire
suivant: soit u : E1 → E2 une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels
de dimension finie, il y a alors une identification canonique[

E∗
1 � E∗

1/Im tu
]
� [keru ↪→ E1]

∗

L’analogue est le suivant: pour E un D⊗F K-module de type fini (à gauche ou à
droite) posons

Γ(E) = HomD⊗F L(E, D(H)Q)

un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors,

∀u : E1 → E2,
[
Γ(E1) � Γ(E1)/Im Γu

]
� Γ [keru ↪→ E1] (II.4)

Notons maintenant, pour W un K-e.v., Φ(W ) = W ∗ le dual usuel. Si E est un
D⊗L K-module de type fini à gauche, resp. à droite, alors Φ(E) est naturellement
un D ⊗L K-module de type fini à droite, resp. à gauche.

Il y a alors un isomorphisme naturel de bidualité pour E comme ci-dessus

Γ ◦ Φ(E) � D(H)Q,0 ⊗L E0

où, comme d’habitude, E0 = {x ∈ E | ∀a ∈ Fn, a⊗ 1.x = 1⊗ a.x }.
Lemme II.12.1. Soit l’application D ⊗F K-linéaire composée

u : D ⊗F K
ηG

∼
�� Vp(G) ⊗F K

αG �� D(G)Q ⊗L K

Procédons aux identifications suivantes:

Γ(D ⊗F K) ∼−−→ D(H)Q ⊗L K

f �−→ f(1⊗ 1)

et

Γ(D(G)Q ⊗L K) ∼−−→ HomL(D(G)Q,0, D(H)Q,0)⊗L K � Kn

f �−→ f|D(G)Q,0⊗K

via l’isomorphisme (II.2) et Δ. Alors

Γu : Kn −→ D(H)Q ⊗K (� Kn)

s’identifie à tX et donc Im( Γu) = FilH .

Démonstration. Il suffit de retracer les différentes identifications. �
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Remarque II.12.2. Étant donné que le module de Tate de G est trivialisé et que
detVp(G) � Qp(1), on en déduit que Qp(1) est trivialisé et que donc l’application
de Hodge-Tate de GD est définie sur K: αGD : Vp(GD) −→ ωG ⊗K. En d’autres
termes, Qp(μp∞) ⊂ K.

Corollaire II.12.3. Il y a des identifications canoniques

[D(H)Q ⊗K � D(H)Q ⊗K/FilH ]

�
[
(Vp(GD)⊗F K)0

α
GD

� ωG,0 ⊗K

]
(−1)⊗L D(H)Q,0

� [D(H)Q ⊗K � ωG,0(−1)⊗L D(H)Q,0]

où αGD est l’application de Hodge-Tate de GD.

Démonstration. Soit[
E1

αG−−−→ E2

]
=

[
Vp(G)⊗F K

αG−−−→ D(G)Q ⊗L K
]

D’après le lemme précédent,

[D(H)Q ⊗K � D(H)Q ⊗K/FilH ] �
[
Γ(E1)

ΓαG� Γ(E1)/Im( ΓαG)
]

qui, d’après l’identification (II.4), est isomorphe à

Γ [kerαG ↪→ E1]

Mais, d’après la proposition II.1.4 (décomposition de Hodge-Tate), la suite

0 −→ ω∗
G ⊗K(−1)

Φα
GD (−1)−−−−−−−−→ Vp(G)⊗F K

αG−−−→ D(G)Q ⊗L K

est exacte. Donc,

� Γ [kerαG ↪→ E1] � Γ ◦ Φ
[
Vp(GD)⊗F K � ωG ⊗K

]
(−1)

�
[(

Vp(GD)⊗F K
)
0
(−1) � ωG,0 ⊗K(−1)

]
⊗L D(H)Q,0

Le dernier isomorphisme dans l’énoncé du corollaire provient de la rigidification
η : D

∼−−→ Vp(G), qui induit

Γ ◦ Φ (Vp(G)⊗F K) ∼−−→ D(H)Q ⊗K �

II.12.2 Identification de Kn � Kn/FilG avec l’application
de Hodge-Tate de HD

Soit (H, ρH , ηH) ∈ MLT
∞ (K). On procède comme dans la section précédente. Pour

E un K-espace vectoriel, posons

Ψ(E) = HomL(E, D(H)Q,0)
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Lemme II.12.4. Soit l’application composée

v : Kn
ηH

∼
�� Vp(H)⊗F K �� D(H)Q ⊗L K

Procédons aux identifications suivantes:

Ψ(Kn) � D(H)n
Q,0 ⊗K � D(G)Q,0 ⊗K via Δ

Ψ(D(H)Q ⊗L K) � Hom(D(H)Q, D(H)Q,0)⊗K � Kn

où la seconde identification utilise

D(H)Q =
⊕

j∈Z/nZ

D(H)Q,j
⊕iΠ

−i

−−−−→
∼

D(H)n
Q,0 � Ln

Alors Ψv : Kn −→ D(G)Q,0⊗K s’identifie à la matrice X et donc Im( Ψv) = FilG.

Corollaire II.12.5. Il y a des identifications

[D(G)Q,0 ⊗K � D(G)Q,0 ⊗K/FilG]

�
[
Vp(HD)

αHD−−−−→ ωH ⊗K
]
(−1)⊗L D(H)Q,0

� [D(G)Q,0 ⊗K � ωH ⊗K(−1)⊗L D(H)Q,0]

Démonstration. Soit[
E1

αH−−−→ E2

]
=

[
Vp(H)⊗F K

αH−−−→ D(H)⊗L K
]

Alors

[D(G)Q,0 ⊗K � D(G)Q,0 ⊗K/FilG]
� [Ψ(E1) � Ψ(E2)]
� Ψ [kerαH ↪→ E1]

� Ψ ◦ Φ
[
Vp(HD)⊗F K(−1)

α
HD (−1)−−−−−−−→ ωH ⊗K(−1)

]
�

[
Vp(HD)⊗F K

αHD

� ωH ⊗K

]
(−1)⊗L D(H)Q,0

où on a utilisé l’exactitude de la suite de Hodge-Tate pour H (proposition II.1.4).
�

II.12.3 L’application MDr
∞ (K) −→MLT

∞ (K)

Soit (G, ρG, ηG) ∈MDr
∞ (K).
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II.12.3.1 Première étape: on met une structure d’isocristal sur le module de
Tate. Posons

N = HomD(Vp(G), D(H)Q)

un isocristal relativement à l’extension L|F , si on le munit de ϕ : N
∼−−→ N , défini

par ϕ.f = ϕ ◦ f .

II.12.3.2 Deuxième étape: la rigidification du module de Tate induit une rigidi-
fication de l’isocristal. L’isomorphisme de D-modules ηG : D

∼−−→ Vp(G) induit un
isomorphisme d’isocristaux

D(H)Q
∼−−→ (N, ϕ)

II.12.3.3 Troisième étape: la filtration de Hodge-Tate induit une filtration du
module de Dieudonné. Considérons l’application de Hodge-Tate de GD tordue
par K(−1)

(S) =
[
Vp(G)∗ ⊗F K

αGD (−1)

� ωG ⊗K(−1)
]

=
⊕

j∈Z/nZ

[
(Vp(G)∗ ⊗F L)j ⊗L K � ωG,j ⊗K(−1)

]
Tensorisons cette suite

(S) ⊗D⊗F L D(H)Q � [N ⊗F L � ωG,0(−1)⊗L D(H)Q,0]

qui fournit donc, via la deuxième étape, un élément

FilH ∈ P (D(H)Q) (K)

On obtient ainsi un couple [(H, ρH)] ∈MLT (K)/∼.

II.12.3.4 Quatrième étape: construction d’éléments dans le module de Tate de H .
Construisons un morphisme

Ψ : HomOD (G, H)[ 1p ] −→ Vp(H)

Soit
ζG ∈ Hom(F/OF , G⊗OK/pOK)[ 1p ]

comme dans le théorème II.8.4. Soit f ∈ HomOD (G, H)[ 1p ]. Considérons

f ◦ ζG ∈ Hom(F/OF , H⊗OK/pOK)[ 1p ]

Pour le morphisme induit sur les cristaux évalués sur l’épaississement OK �
OK/pOK

(f ◦ ζG)∗ : K −→ D(H)Q ⊗K

montrons que (f ◦ ζG)∗(1) ∈ FilH .
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Via ηG : D
∼−−→ Vp(G) le morphisme f∗ : D(G)Q ⊗ K −→ D(H)Q ⊗ K

s’identifie à

(Vp(G)∗ ⊗F K)⊗D⊗L

[
D(G)Q

D(f)−−−−→ D(H)Q

]
On doit montrer que ζG∗(1) ∈ (Vp(G)∗ ⊗K)⊗D⊗L D(G)Q s’envoie sur zéro par la
composée donnée par la ligne pointillée diagonale dans le diagramme suivant

(Vp(G)∗ ⊗K)

αGD (−1)

��

⊗D⊗L[D(G)Q
D(f)��

Id

�� ���
�

�
�

�
� D(H)Q]

Id

��
ωG ⊗K(−1) ⊗D⊗L[D(G)Q

D(f) �� D(H)Q]

Il résulte de ce diagramme qu’il suffit de vérifier que l’image de ζG∗(1) par l’ap-
plication

αGD(−1)⊗ Id : (Vp(G)∗ ⊗K)⊗D⊗L D(G)Q −→ ωG ⊗K(−1)⊗D⊗L D(G)Q

est nulle. Mais, si ι : ω̃GD ⊗K ↪→ D(G)Q ⊗K et tαG : ω̃∗
GD ⊗K −→ Vp(G)∗ ⊗K

est l’application de gauche dans la suite de Hodge Tate de GD tordue par K(−1),
tαG ∈ Vp(G)∗ ⊗K ⊗ ωGD , alors

ζG∗(1) = (Id⊗ ι)
(

tαG

)
Le résultat se déduit donc du fait que, dans la suite de Hodge-Tate de GD, la
composée des deux applications est nulle: tαG ◦ αGD(−1) = 0. On a donc bien
défini l’application Ψ.

II.12.3.5 Sixième étape: l’application ψ est un isomorphisme. Il suffit de démon-
trer qu’elle est injective. Soit donc f tel que ψ(f) = 0. On vérifie alors sur
l’évaluation des cristaux que cela implique que pour D(f) : D(G)Q −→ D(H)Q

D(f)|ω̃
GD⊗K = 0

Mais

D(f) ∈ HomD,ϕ (D(G)Q, D(H)Q) ∼ �� Hom
(
D(G)V =Π

Q,0 , D(H)V =Π
Q,0

)
h
� �� h|D(G)V =Π

Q,0

or [
D(G)V =Π

Q,0 ⊗K � D(G)Q,0 ⊗K/ω̃GD,0 ⊗K
]
∈ Ω(K) ⊂ P

(
D(G)V =Π

Q,0

)
(K)

Donc, D(f)|ωGD⊗K = 0 ⇒ D(f) = 0 et donc f = 0.



II.12. Un point de vue différent sur la bijection 115

La quasi-isogénie Δ induit un isomorphisme

Fn ∼−−→ HomOD (G, H)[ 1p ]

et on obtient donc une rigidification ηH de [(H, ρH)], ce qui détermine le triplet
(H, ρH , ηH), d’après le théorème II.7.3.

II.12.4 L’application MLT
∞ (K) −→MDr

∞ (K)

Soit maintenant (H, ρH , ηH) ∈MLT
∞ (K).

II.12.4.1 Première étape: On met une structure d’isocristal sur le module de
Tate. Soit

N = HomF (Vp(H), D(H)Q)

qui est muni d’une structure d’isocristal en posant ϕ.f = ϕ ◦ f . Notons que cet
isocristal est muni d’une action de D, puisque c’est le cas de D(H)Q.

Deuxième étape: ηH rigidifie l’isocristal L’isomorphisme ηH : Fn ∼−−→ Vp(H)
couplé à la quasi-isogénie Δ induit un isomorphisme d’isocristaux munis d’une
action de D

D(G)Q � D(H)n
Q

∼−−→ N

II.12.4.2 Troisième étape: la filtration de Hodge-Tate induit une filtration du
module de Dieudonné. Considérons l’application de Hodge-Tate de HD tordue
par K(−1)

(T ) = [Vp(H)∗ ⊗K � ωH ⊗K(−1)]

Après application de −⊗F D(H)Q, on obtient via la deuxième partie une filtration
D-invariante

(T )⊗L D(H)Q � [D(G)Q ⊗K � ωH ⊗K(−1)⊗ D(H)Q]

La partie “indice zéro” de cette application est obtenue par

(T )⊗L D(H)Q,0 � [D(G)Q,0 ⊗K � ωH ⊗K(−1)⊗ D(H)Q,0]

qui définit FilG ∈ P(D(G)Q,0)(K). La quasi-isogénie Δ couplée à ηH induit un
isomorphisme

Vp(H)∗ ⊗F D(H)V −1Π
Q,0

∼−−→ D(G)V −1Π
Q,0

D’après le corollaire II.2.2, (T ) ∈ Ω(K) ⊂ P(Vp(H)∗)(K). Donc

FilG ∈ Ω(K) ⊂ P
(
D(G)V −1Π

Q,0

)
(K)

On obtient donc ainsi un couple [(G, ρG)] ∈MDr
∞ (K)/∼.
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II.12.4.3 Quatrième étape: Construction d’éléments dans le module de Tate
de G. À la rigidification ηH : Fn ∼−−→ Vp(H) est associé un élément

ξ ∈ Hom(F/OF , Hn ⊗OK/pOK)[ 1p ]

qui, composé avec Δ, fournit ζG ∈ Hom(F/OF , G ⊗ OK/pOK)[ 1p ]. Il s’agit de
montrer que sur l’évaluation des cristaux

ζG∗(1) ∈
⊕

j∈Z/nZ

ΠjFilG ⊂ D(G)Q ⊗K

Pour cela, il suffit de vérifier que

ξ∗(1) ∈ ker
[
D(H)n

Q ⊗K
ηH� Vp(H)∗ ⊗K ⊗ D(H)Q � ωH ⊗K(−1)⊗ D(H)Q

]
Or cela résulte de ce que ξ∗(1) ∈ Vp(H)∗ ⊗K ⊗ D(H)Q est donné par

Vp(H) αH−−−→ D(H)Q ⊗K

et de ce que αHD (−1) ◦ αH = 0 dans la suite de Hodge-Tate de HD. Donc ζG

définit un élément de Vp(G).

Cinquième étape: Rigidification Il suffit de montrer que ζG est non nul, mais
cela est clair. On obtient donc, d’après le théorème II.8.4, un triplet (G, ρG, ηG) ∈
MDr

∞ (K).

II.12.5 Les deux applications sont inverses l’une de l’autre

Cela est moins clair que dans la première description de l’isomorphisme.

Partons de (G, ρG, ηG) ∈ MDr
∞ (K) et soit (H, ρH , ηH) ∈ M∞(K) le triplet

associé. Soit (G′, ρG′ , ηG′) ∈ MDr
∞ (K) le triplet associé à (H, ρH , ηH). Rappelons

que la filtration de D(G)Q ⊗K définissant (G′, ρG′) ∈MDr(K)/∼ s’identifie à

[Vp(H)∗ ⊗K � ωH ⊗K(−1)]⊗L D(H)Q

via
Vp(H)∗ ⊗ D(H)Q

∼−−−→
via ηH

D(H)n
Q

D(Δ)−−−−→ D(G)Q

Rappelons que l’on a un isomorphisme

HomOD (G, H) ∼−−→ Vp(H)

et qu’alors l’identification ci-dessus se résume à

D(G)Q
∼ �� HomF

(
HomOD(G, H)[ 1p ], D(H)Q

)
Vp(H)∗ ⊗ D(H)Q

∼��

x � �� [f �−→ D(f)(x)]



II.12. Un point de vue différent sur la bijection 117

D’après l’exactitude de la suite de Hodge-Tate de HD,

ker (Vp(H)∗ ⊗K � ωG ⊗K(−1))⊗L D(H)Q

= { h : Vp(H)⊗K −→ D(H)Q ⊗K | αH(x) = 0 ⇒ h(x) = 0 }

Mais, via l’identification HomOD (G, H)[ 1p ] � Vp(H), l’application αH est

f �−→ (D(f)⊗ Id) (ζG∗(1))

où D(f)⊗ Id : D(G)⊗K −→ D(H)⊗K, ζG = ρG ◦ ηG(1) et ζG∗ est l’application
induite sur les cristaux. On en déduit que la filtration définissant (G′, ρG′) sur
D(G)Q ⊗K est{

x ∈ D(G)Q ⊗K

∣∣∣∣ ∀f ∈ HomD,ϕ (D(G)Q, D(H)Q)
(f ⊗ Id)(ζG∗(1)) = 0⇒ (f ⊗ Id)(x) = 0

}
=

(
Im(αG)⊥

)⊥
qui est donc égal à ImαG, qui par surjectivité de l’application de Hodge-Tate de
G est la filtration définissant G. Donc (G′, ρG′) = (G, ρG).

Il est maintenant aisé de vérifier que les rigidifications des modules de Tate
de G′ et G cöıncident, puisqu’il suffit de vérifier qu’elles cöıncident modulo p, dans
Hom(F/OF , G⊗OK/pOK), ce qui est immédiat. Donc (G′, ρG′ , ηG′) = (G, ρG, ηG).

On vérifie de la même façon que l’application composée

MLT
∞ (K) −→MDr

∞ (K) −→MLT
∞ (K)

est l’identité.



Annexe C

Théorèmes de comparaison entiers
relatifs pour les groupes p-divisibles
d’après Faltings

Dans cet appendice on explique les résultats auxquels on peut parvenir à partir
des méthodes de [3] pour les périodes cristallines et de Hodge-Tate des groupes
p-divisibles sur les anneaux d’entiers de corps non-archimédiens. L’auteur a vérifié
chacune des assertions énoncées en reprenant les résultats de [3], il invite le lecteur
à en faire de même. On supposera toujours que p �= 2.

C.1 Groupes p-divisibles sur les anneaux d’entiers
de corps non-archimédiens

Soit K|Qp un corps valué complet pour une valuation de rang 1, c’est-à-dire à
valeurs dans R, étendant celle de Qp. On note OK son anneau des entiers et k
son corps résiduel. Fixons OK0 ⊂ OK un anneau de Cohen. On a des extensions
valuées K|K0|Qp . Le choix de l’anneau de Cohen fixe en particulier une section ε
du morphisme OK/pOK � k. Si k est parfait, OK0 � W (k).

Par définition, un groupe p-divisible sur Spf(OK) est un système compatible
de groupes p-divisibles sur les (Spec(OK/pnOK))n≥1.

Lemme C.1.1. Soit G un groupe p-divisible sur Spf(OK). Sont équivalents:

• G⊗OK OK/pOK est isogène à un groupe constant H sur k:

G⊗OK OK/pOK ∼ H ⊗k,ε OK/pOK

• Il existe un nombre réel λ ≥ 1 et H ′ un groupe p-divisible sur k tels que si
mK,λ = {x ∈ K | vp(x) ≥ λ }, alors

G⊗OK/mK,λ � H ′ ⊗k,ε OK/mK,λ
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• Soit R � OK0 [[xi]]i∈I l’anneau universel des déformations du groupe G ⊗ k
sur des OK0-algèbres locales complètes et Guniv la déformation universelle.
Il existe un morphisme

x : Spf(OK) −→ Spf(R),

i.e., x ∈ Spf(R)an(K), où an désigne la fibre générique au sens des espaces
de Berkovich, tel que G � x∗Guniv

Démonstration. Elle ne pose pas de problème. �

On remarquera que si les conditions du lemme précédent sont vérifiées, alors
nécessairement H ′ � Gk et on peut choisir H = Gk.

Définition C.1.2. Un groupe p-divisible satisfaisant aux conditions équivalentes du
lemme précédent sera dit isotrivial mod p.

Remarque C.1.3. En utilisant des morphismes non-continus R −→ OCp , on peut
construire des groupes p-divisibles non-isotriviaux mod p sur OCp .

C.2 Théorèmes de comparaison

On reprend les notations de la section précédente. On fixe un relèvement de Fro-
benius σ : OK0 → OK0 . Soit G un groupe p-divisible sur Spf(OK). On note M
l’algèbre de Lie de l’extension vectorielle universelle de G. Celle-ci est filtrée:

0 −→ ωGD −→M −→ ω∗
G −→ 0

On note Fil M = ωGD . On note E le cristal de Messing (covariant) de G⊗OK/pOK

sur le gros site cristallin nilpotent de [1]

NCRIS(Spec(OK/pOK)/Spec(OK0))

où Spec(OK0) −→ Spec(OK/pOK) est défini via la section ε, et

M0 = EOK0�k

le module de Dieudonné “classique” de G ⊗ k, si k est parfait. Il est muni d’une
application σ-linéaire ϕ : M0 −→ M0 associée au relèvement de Frobenius σ.

Rappelons que l’on dispose d’une OK0 -algèbre Acris(OK) augmentée via θ :
Acris(OK) � O

K̂
, qui définit un pro-objet de notre site cristallin. On note ϕ le

Frobenius cristallin sur Acris.
L’évaluation

E = EAcris�OK/pOK

est un Acris-module libre muni d’un morphisme ϕ-linéaire ϕ : E −→ E tel que

E ⊗θ O
K̂
� M ⊗OK ⊗OK̂
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ce qui permet de filtrer E via FilE = θ−1(Fil M ⊗O
K̂

). On a donc un ϕ-module
filtré (E, textF il E, ϕ).

Exemple C.2.1. Si G = Qp/Zp sur OK alors E = Fil E = Acris et le Frobenius de
E est pϕ avec ϕ le Frobenius cristallin.

Le module de Tate de G s’identifie à Hom(Qp/Zp, G⊗O
K̂

). Tout morphisme
f : Qp/Zp −→ G ⊗ O

K̂
induit un morphisme entre les F -cristaux filtrés cor-

respondants et donc, par évaluation sur l’épaississement Acris � OK/pOK , une
application des périodes

Tp(G) = Hom(Qp/Zp, G⊗O
K̂

) → Hom ((Acris, Acris, pϕ), (E, Fil E, ϕ))

= (Fil E)ϕ=p

Théorème C.2.2. L’application des périodes induit un isomorphisme naturel
Gal(K|K)-équivariant

Tp(G) ∼−−→ (Fil E)ϕ=p

Elle induit deux inclusions naturelles strictement compatibles aux filtrations et à
l’action de Galois

tE ⊂ Tp(G) ⊗Zp Acris ⊂ E

Ces inclusions sont compatibles aux Frobenius cristallins lorsque l’on munit
Tp(G) ⊗Acris de p⊗ ϕ.

Remarque C.2.3. Dans le théorème précédent la filtration est indexée de la façon
suivante

Fil i (Tp(G)⊗Acris) = Tp(G) ⊗ Fil iAcris

∀i ≤ −1, Fil i E = E

Fil 0 E = θ−1(FilM ⊗O
K̂

)

∀i ≥ 1, Fil i E = Fil iAcris.Fil 0 + Fil i+1Acris.E

Remarque C.2.4. L’application des périodes est compatible à la dualité de Car-
tier. Plus précisément, le (Acris, ϕ)-module filtré associé à GD s’identifie à ED =
HomAcris(E, Acris), avec pour f ∈ ED, ϕ(f) = pϕ ◦ f ◦ ϕ−1 et FilED =
{f ∈ ED | f(FilE) ⊂ Fil1Acris}. Alors, si γ : Tp(G) ⊗Zp Acris −→ E désigne
l’application des périodes, le diagramme suivant commute

Tp(G)⊗Acris
γ ��

Id⊗t

��E =(ED)∗
tγD

�� Tp(GD)∗⊗Acris Tp(G)(−1)⊗Acris

Lorsque le groupe p-divisible G est isotrivial mod p, son isocristal est engendré
par ses section horizontales. On en déduit le théorème suivant.
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Théorème C.2.5. Supposons de plus que G est isotrivial mod p. Il y a alors des
isomorphismes

M0[ 1p ]⊗K0 K � M [ 1p ]

et
E[ 1p ] � M0[ 1p ]⊗K0 B+

cris

comme ϕ-modules où B+
cris = Acris[ 1p ].

Il y a donc des inclusions strictement compatibles aux filtrations

tM0[ 1p ]⊗K0 B+
cris ⊂ Vp(G)⊗Qp B+

cris ⊂ M0[ 1p ]⊗K0 B+
cris

un isomorphisme
M0[ 1p ]⊗K0 Bcris � Vp(G)⊗Qp Bcris

avec Bcris = B+
cris[

1
p ], et un autre isomorphisme

Vp(G) ∼−−→ Fil
(
M0[ 1p ]⊗K0 B+

cris

)ϕ=p

où, sur M0 ⊗B+
cris, ϕ = ϕ⊗ ϕ et Fil est la filtration associée à celle de M [ 1p ] via

l’isomorphisme M0[ 1p ]⊗K0 K �M [ 1p ] et θ.

C.2.1 Le déterminant des périodes divisé par 2iπ est
une unité p-adique

C.2.1.1 Énoncé et dévissage au cas C.M. Soit K comme précédemment et sup-
posons de plus que son corps résiduel est algébriquement clos, ce que l’on peut
toujours réaliser, quitte à étendre les scalaires. L’anneau OK0 s’identifie donc aux
vecteurs de Witt de ce corps résiduel.

Soit G un groupe p-divisible isotrivial mod p sur Spf(OK) de dimension d
et hauteur h. On reprend les notations précédentes. En particulier (M0, ϕ) est le
module de Dieudonné covariant de la réduction de G sur le corps résiduel de K.

L’isomorphisme de Bcris-modules

Vp(G) ⊗Qp Bcris
∼−−→M0[ 1p ]⊗K0 Bcris

du théorème C.2.5 induit un isomorphisme ϕ-équivariant

α : detVp(G) ⊗Qp Bcris
∼−−→ (detM0)[ 1p ]⊗K0 Bcris

Plus précisément, il y a une inclusion de B+
cris-modules compatible aux filtrations

et Frobenius
u : Tp(G)⊗B+

cris ↪→M0 ⊗OK0
B+

cris

de conoyau annulé par t, d’où une inclusion

det u : detTp(G) ⊗Zp B+
cris ↪→ (detM0)⊗OK0

B+
cris
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Via l’application de réduction modulo Fil1B+
cris et l’identification M0 ⊗OK0

K̂ �
M ⊗OK K̂ (où M = LieE(G))(

M0 ⊗OK0
B+

cris

)
/Fil1B+

cris.
(
M0 ⊗OK0

B+
cris

)
�M ⊗OK K̂

et Fil
(
M0 ⊗B+

cris

)
est l’image réciproque de Fil M ⊗ K̂ (où Fil M = ωGD). Il

existe donc, d’après le lemme de Nakayama, une base (e1, . . . , en) du B+
cris-module

M0 ⊗B+
cris telle que

Fil
(
M0 ⊗OK0

B+
cris

)
= B+

crise1⊕· · ·⊕B+
crisen−d−1⊕Fil1B+

crisen−d⊕. . .Fil1B+
crisen

L’image de u est contenue dans Fil
(
M0 ⊗B+

cris

)
. On en déduit que

detu : detTp(G)⊗B+
cris ↪→ detM0 ⊗OK0

FildB+
cris

qui définit donc un élément (un régulateur)

β ∈
(
detTp(G)−1 ⊗Zp detM0 ⊗OK0

Fild B+
cris

)ϕ=Id

où rappelons que ϕ agit par la multiplication par p sur Tp(G) (cf. théorème C.2.2).
Mais le corps résiduel de K étant algébriquement clos

(det M0, detϕ) � (OK0 , p
h−dσ)

Donc

β ∈ det(Tp(G))−1 ⊗Zp (det(M0))
ϕ=ph−d

⊗Zp

(
Fild B+

cris

)ϕ=pd

Mais puisque (
Fild B+

cris

)ϕ=pd

= Qp.t
d

(cf. théorème A.3.26 de [12]) on a

β ∈ (detTp(G))−1 ⊗ (detM0)
ϕ=ph−d

⊗Qp.t
d

Les structures entières det Tp(G) � Zp et detM0 � OK0 induisent une Zp-
structure sur Qpt

d. L’élément β fournit donc un élément de Q×
p /Z×

p .td.

Théorème C.2.6 (Faltings). L’élément β est entier: β ∈ Z×
p .td.

Démonstration. Le groupe G étant isotrivial mod p on peut le mettre en famille.
Plus précisément, soit X l’espace des déformations de la réduction de G sur le
corps résiduel de K. C’est un OK0-schéma formel non-canoniquement isomorphe
à Spf(OK0 [[[ti]]1≤i≤d(h−d)). Il existe alors un OK0 -morphisme x : Spf(OK) → X
tel que G = x∗Guniv, où Guniv désigne la déformation universelle.
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Il existe de plus un nombre rationnel α ∈ Q>0 tel que ∀i, vp(x∗(ti)) ≥ α. Le
morphisme x se factorise donc en

x : Spf(OK) −→ C −→ X

où C = Spf(R) est un modèle formel p-adique normal sans p-torsion sur Spf(OK0)
de la boule rigide formée des éléments de valuation supérieure ou égale à α. Fixons
une clôture algébrique E du corps des fractions de R. Soit L la plus grande exten-
sion de Frac(R) contenue dans K, E|L|Frac(R), telle que la fermeture intégrale
R

L
[ 1p ] soit une R[ 1p ]-algèbre ind-étale. Posons R = R

L
. Si ξ désigne le point

géométrique générique de Spec(R) défini par E, on a donc Gal(R[ 1p ]|R[ 1p ]) =

π1(Spec(R[ 1p ]), ξ). À partir de l’anneau R, on peut construire un anneau Acris(R)

muni de θ : Acris(R) → R̂. Les théorèmes de comparaison pour les groupes p-
divisibles cités précédemment s’appliquent dans ce cadre-là, toujours en utilisant
les méthodes de [3].

Il y a un morphisme de spécialisation

Acris(R) � Acris(OK)

Notons H la restriction de Guniv à C. Sur Spec(R/pR), le groupe Guniv ⊗ R/pR
est isogène au groupe constant Gk ⊗k R/pR, où k désigne le corps résiduel de K.
Il y a donc un isomorphisme de comparaison

Vp(H)⊗Qp Bcris(R) ∼−−→M0[ 1p ]⊗K0 Bcris(R)

Toujours par application du théorème A.3.26 de [12], on peut vérifier que

(
FildB+

cris(R)
)ϕ=pd

= Qp.t
d.

On obtient alors comme précédemment un élément

β′ ∈
(
(detTp(H))−1 ⊗Zp detM0 ⊗OK0

Fild B+
cris(R)

)ϕ=Id

� Qpt
d

Et bien sûr, par spécialisation Acris(R) � Acris(OK), β′ �−→ β.
L’énoncé du théorème est donc invariant par transport parallèle: on peut

transporter β parallèlement en n’importe quel point du disque unité Xan (quitte
à agrandir le rayon de la boule Can). Le mieux est de choisir un point pour lequel
la matrice des périodes est diagonalisable. On peut par exemple prendre un point
C.M. ayant multiplication complexe par Zph , où h est la hauteur de G. En effet,
l’action de Zph permet de diagonaliser la matrice des périodes, si l’on prend des
bases de vecteurs propres pour cette action. Le résultat est démontré dans la
section suivante, dans ce cas particulier. �
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C.2.1.2 Étude des périodes entières des groupes p-divisibles ayant multiplication
complexe par un ordre maximal non-ramifié. Nous étudions ici les périodes des
groupes p-divisibles C.M. les plus simples, ceux ayant multiplication complexe par
l’anneau des entiers d’une extension non-ramifiée de Qp. Soit donc G un groupe p-
divisible de hauteur h et dimension d sur Zph , muni d’une action ι : Zph → End(G).
On pourra par exemple prendre, lorsque d = 1, le groupe formel de logarithme

f(T ) =
∑
n≥0

T pnh

pn

qui est bien muni d’une action de Zph , puisque ∀ζ ∈ μph−1: f(ζT ) = ζf(T ), ou
n’importe quel groupe de Lubin-Tate de hauteur 1, pour l’extension Qph .

Notons
χ : Gal(Qp|Qph) −→ Z×

ph

le caractère de Lubin-Tate. Notons σ ∈ Gal(Qph |Qp) le Frobenius et ∀i, χσi

=
σi ◦ χ.

Lemme C.2.7. Comme Cp-e.v. munis d’une action semi-linéaire de Gal(Qp|Qph)
on a

∀i ∈ Z/hZ, Cp(χσi

) �
{

Cp(1) si i = 0
Cp si i �= 0

Démonstration. La décomposition de Hodge-Tate d’un groupe de Lubin-Tate G
de hauteur h et dimension 1 sur Zph est

Vp(G)⊗Qp Cp � (ωGD ⊗Z
ph

Cp)⊕ (ω∗
G ⊗Z

ph
Cp(1))

Soit ι : Zph
∼−−→ End(G). On a la décomposition Vp(G)⊗Qp Cp �

⊕
i∈Z/hZ Cp(χσi

),

où l’action de ι(Zph) sur le facteur Cp(χσi

) se fait via σi. La décomposition de
Hodge-Tate précédente est compatible à l’action de Zph sur G, via ι. Puisque
ι(Zph) agit sur ω∗

G via σ0 et sur ωGD via les autres plongements σi, i �= 0, on en
déduit le résultat. �

Il résulte de la classification des représentations cristallines abéliennes (Fon-
taine, cf. [13]) qu’il existe des entiers ai, 0 ≤ ai ≤ d, tels que

Vp(G) =
h−1∏
i=0

χaiσ
−i

De plus, d’après le lemme précédent, la décomposition de Hodge-Tate de Vp(G)
est

Vp(G) ⊗Qp Cp =
h−1⊕
i=0

Cp(ai)
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Donc ∀i, ai ∈ {0, 1},
∑

i ai = d et ai = rgZ
ph

Lie(G)i, avec

Lie G =
⊕

i∈Z/hZ

Lie(G)i

ι(Zph) agissant sur Lie(G)i via σi.

Considérons l’application des périodes

Tp(G)⊗Zp Acris(Zph) ↪→ M0 ⊗Z
ph

Acris(Zph)

où M0 est le module de Dieudonné de la fibre spéciale de G, un groupe p-divisible
sur Fph (l’idéal pZph , possédant des puissances divisées l’évaluation du cristal de
G sur l’épaississement Acris � OCp/pOCp , s’identifie à M0 ⊗Z

ph
Acris).

Le module de Dieudonné M0 est un W (Fph) = Zph -module et via ι il devient
un Zph ⊗Zp Zph -module libre de rang 1.

Via ι, le module de Tate Tp(G) est un Zph -module de rang 1. L’anneau Acris

est un Zph -module et donc Tp(G)⊗Zp Acris est un Zph ⊗Zp Zph -module.
L’action ι permet donc de décomposer

Tp(G) ⊗Zp Acris =
⊕

i∈Z/hZ

(
Tp(G)⊗Zp Acris

)
i

M0 =
⊕

i∈Z/hZ

M0,i

où ι(Zph) agit sur la composante indexée par i via σi. La naturalité de l’application
des périodes implique que celle-ci est somme directe de morphismes de Acris-
modules libres de rang 1 pour i ∈ Z/hZ(

Tp(G)⊗Zp Acris

)
i
↪→M0,i ⊗Z

ph
Acris

Après choix d’un générateur de Tp(G) comme Zph -module via ι et de M0 comme
Zph ⊗Zp Zph -module, ces morphismes sont donnés par la multiplication par des
éléments xi ∈ Acris, i ∈ Z/hZ, bien définis modulo Z×

ph . Dans une telle base, la
matrice des périodes cristallines est donnée par la matrice diagonale

diag(x0, . . . , xh−1)

Le module M0 ⊗Z
ph

Acris est filtré par Fil0 ⊂ Fil−1 = M0 ⊗Z
ph

Acris, avec

Fil−1/Fil0 = Lie(G)⊗Z
ph
OCp

Fil0/(Fil1 Acris.Fil−1) = ωGD ⊗Z
ph
OCp

et cette filtration est compatible à l’action de Zph . Donc

Fil0 =
⊕

i∈Z/hZ

Fil0i



126 Annexe C. Périodes entières des groupes p-divisibles

avec ∀i ∈ Z/hZ,

Fil−1
i /Fil0i = Lie(G)i ⊗Z

ph
OCp �

{OCp si ai = 1
0 si ai = 0

Fil0i /(Fil1 Acris.Fil−1
i ) = ωGD,i ⊗Z

ph
OCp �

{OCp si ai = 0
0 si ai = 1

Lorsque l’on munit Tp(G) ⊗Zp Acris de la filtration Tp(G) ⊗Zp Fil• Acris,
l’application des périodes est strictement compatible aux filtrations de conoyau
annulé par t et donc, via les diagrammes

(Tp(G)⊗Zp Acris)i
� � �� M0,i ⊗Z

ph
Acris

Acris

�
��

×xi �� Acris

�
��

on obtient que si ai = 1, alors xi ∈ Fil1 Acris et si ai = 0, xi /∈ Fil1 Acris.

Notons yi l’image de xi dans Gr1Acris, si ai = 1, et sinon, lorsque ai = 0, yi

l’image de xi dans Gr0Acris.
Via θ, on a une identification Gr0Acris

∼−−→ OCp . Le OCp = Gr0Acris-module
Gr1Acris est libre de rang 1. On peut alors définir la valuation d’un élément de
Gr1Acris, indépendamment du choix d’un isomorphisme Gr1Acris � OCp . On peut
donc définir pour tout i, v(yi).

Proposition C.2.8. Supposons d = 1 et soit i0 l’unique indice tel que ai0 �= 0.
Alors, pour 0 ≤ i ≤ h− 1,

∀i < i0, v(yi) =
ph+i−i0

ph − 1

∀i ≥ i0, v(yi) =
pi−i0

ph − 1

et le déterminant des périodes cristallines β vérifie β ∈ Z×
p .t; le théorème C.2.6

est vérifié lorsque d = 1.

Démonstration. La compatibilité du morphisme de comparaison à l’action de
Gal(Qp|Qph) est équivalente à ce que

∀τ ∈ Gal(Qp|Qph), xτ
i = χG(τ)σi

xi

où χG = χ
∑

i aiσ
−i

désigne le caractère galoisien associé à Vp(G). En particulier,
si i est tel que ai = 0, par application de θ, on obtient

∀τ ∈ Gal(Qp|Qph), yτ
i = χG(τ)σi

yi ∈ OCp

Puisque d = 1, χG = χσ−i0 . Considérons maintenant le lemme suivant:
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Lemme C.2.9. Soit z ∈ OCp tel que ∀τ ∈ Gal(Qp|Qph), zτ = χ(τ)σi

z. Alors,

∃j ∈ N, v(z) ∈ pi

pjh(ph − 1)
+ Z

Démonstration. Pour λ ∈ Q, notons OCp,≥λ, resp. OCp,>λ, les éléments de valua-
tions supérieure à λ, resp. strictement supérieure à λ. Notons q = ph. Nous nous
intéressons à l’action de Gal(Qp|Qph) sur OCp,≥λ/OCp,>λ � Fp. Fixons pλ ∈ Qp un
élément tel que si λ = r

s avec (r, s) = 1, on ait (pλ)s = pr. L’extension Qph(pλ)|Qph

est totalement ramifiée. Soit τ0 ∈ Gal(Qp|Qph(pλ)) un relèvement du Frobenius
x �→ xq. L’inertie IQ

ph
agit sur OCp,≥λ/OCp,>λ via le caractère modéré

τ �→ τ(pλ)
pλ

mod OCp,>λ ∈ F
×
p

Désormais λ = v(z). Écrivons z = upλ, où u ∈ O×
Cp

. Alors, modulo OCp,>λ

∀τ ∈ IQ
ph

, ∀k ∈ Z,
τk
0 τ(z)

z
≡ τk

0 (u)
u

.
τk
0 τ(pλ)

pλ
, car

τ(u)
u

≡ 1 modOCp,>0

≡ uqk−1

(
τ(pλ)
pλ

)qk

, car τ0(pλ) = pλ

Quant au caractère χ, il vérifie la congruence

∀τ ′ ∈ Gal(Qp|Qph), χ(τ ′) ≡ τ ′(p
1

q−1 )

p
1

q−1
∈ μq−1

L’hypothèse du lemme implique que

∀k ∈ Z, ∀τ ∈ IQ
ph

, uqk−1 τ(pqkλ− pi

q−1 )

pqkλ− pi

q−1

≡ 1

ce qui implique d’abord, avec τ = Id, que ū ∈ Fq
× et que l’on peut donc supposer

que u = 1 dans la congruence ci-dessus. De plus, pour μ ∈ Q, le caractère modéré

IQ
ph

−→ F
×
p

τ �−→ τ(pμ)
pμ

est trivial ssi μ ∈ Z[ 1p ]. Donc, ∀k ∈ Z, qkλ− pi

q−1 ∈ Z[1q ], ce qui implique facilement
le lemme. �
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Il résulte du lemme précédent que

∀i > i0, ∃j ∈ N, v(yi) ∈
pi−i0

qj(q − 1)
+ Z

et ∀i < i0, ∃j ∈ N, v(yi) ∈
ph+i−i0

qj(q − 1)
+ Z

De plus, l’application des périodes étant annulées par t ∈ Acris pour tout i,
le conoyau de Acris

×xi−−−→ Acris est annulé par t et donc t ∈ Acrisxi. Étant donné
que

v(t) =
1

p− 1

on en en déduit que

∀i, 0 ≤ v(yi) ≤
1

p− 1

On déduit donc avec le résultat précédent que

∀i > i0, ∃j ∈ N, v(yi) =
pi−i0

qj(q − 1)

et ∀i < i0, ∃j ∈ N, v(yi) =
ph+i−i0

qj(q − 1)

Considérons maintenant l’application de Hodge-Tate

αG : Tp(G) −→ ωGD ⊗Z
ph
OCp =

⊕
i�=i0

ωGD,i ⊗Z
ph
OCp

Écrivons αG = (αG,i)i�=i0 . Alors, pour i �= i0, on a, après choix d’une base du
Zph -module de rang 1 ωGD,i,

Im (αG,i) = OCp .yi

Mais, modulo p, l’application de Hodge-Tate de G cöıncide avec celle de G[p]

Tp(G)

��

αG �� ωGD ⊗Z
ph
OCp

��
Tp(G)/pTp(G) = G[p](OCp)

αG[p] �� ωG[p]D ⊗OCp/pOCp = ωGD ⊗OCp/pOCp

Or, si K = Qph(p
1

q−1 ) désigne l’extension modérée abélienne maximale de Qph , on
a G[p](Qp) = G[p](K), i.e., Gal(Qp|Qp) agit trivialement sur Tp(G)/pTp(Gp), ou
encore χ modulo p est modérément ramifié. Donc

∀i �= i0 yi ∈ OK + pOCp
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Étant donné que l’on a déjà vu que yi /∈ pOCp , on en déduit que ∀i �= i0, v(yi) ∈
1

q−1Z. Reprenant les estimations précédentes, on obtient

∀i > i0, v(yi) =
pi−i0

q − 1

et ∀i < i0, v(yi) =
ph+i−i0

q − 1

Mais maintenant, si β ∈ Q×
p .t ⊂ Acris[ 1p ] est le déterminant des périodes, on a

β =
∏

i∈Z/hZ

xi

De plus, étant donné que pour G l’application des périodes est entière, β ∈ Acris

et donc β ∈ Zp.t. Donc

v(yi0) +
∑
i<i0

ph+i−i0

q − 1
+

∑
i>i0

pi−i0

q − 1
=

∑
i∈Z/hZ

v(yi) ∈
1

p− 1
+ N

Utilisant que 0 ≤ v(yi0) ≤ 1
p−1 , on obtient que v(yi0) = 1

q−1 et donc

β ∈ Z×
p .t

Ce qui démontre la proposition. �

Attaquons maintenant le cas de dimension d quelconque. Commençons par
remarquer qu’il résulte de l’étude du cas de dimension 1 et du théorème de Tate,
H0(GQ

ph
, Cp) = Qph , que

Corollaire C.2.10. Pour tout entier i compris entre 1 et h− 1,

H0(GQ
ph

, Cp(χ−σi

)) = Qph .zi

où zi ∈ Cp est un élément de valuation
pi

ph − 1
.

Plus généralement, on a

Proposition C.2.11. Soit (bj)j∈Z/hZ ∈ ZZ/hZ. Soit ψ = χ
∑

j bjχσj

. Supposons que
b0 = 0 et donc, d’après le lemme C.2.7, Cp(ψ) � Cp. Alors

{z ∈ Cp | ∀τ ∈ GQ
ph

, zτ = ψ(τ).z} = H0(GQ
ph

, Cp(ψ−1)) = Qph .zψ

où

v(zψ) ∈
h−1∑
j=0

bj
pj

ph − 1
+ Z
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Démonstration. Le cup-produit⊗
j∈Z/hZ

H0(GQ
ph

, Cp(χ−σj

))⊗bj −→ H0(GQ
ph

, ψ−1)

est un isomorphisme de Qph-e.v. de dimension 1. C’est donc une conséquence du
corollaire précédent. �

Revenons maintenant au cas d quelconque. La proposition précédente im-
plique que si ai = 0, alors

v(yi) ∈
1

ph − 1
(
∑

0≤j<i

ajp
i−j +

∑
i<j<h

ajp
h+i−j) + Z

et l’estimation 0 ≤ v(yi) ≤ 1
p−1 implique que

v(yi) =
1

ph − 1
(
∑

0≤j<i

ajp
i−j +

∑
i<j<h

ajp
h+i−j)

Maintenant si ai = 1, yi ∈ Gr1Acris s’écrit sous la forme yi = wi.t, où wi ∈ Cp. Or
t se transforme via GQ

ph
par NQ

ph |Qp
◦ χ = χ

∑h−1
j=0 σj

. De là, on déduit que wi ∈
H0(GQ

ph
, ψ−1), avec ψ = χ

∑
j(aj−1)σ−j+i

. Utilisant de nouveau la proposition
précédente, on en déduit v(wi) à translation par un élément de Z près et donc,
puisque v(t) = 1

p−1 =
∑h−1

j=0
pj

ph−1
, v(yi) à translation par un élément de Z près.

Utilisant l’estimation 0 ≤ v(yi) ≤ 1
p−1 , on en déduit comme précédemment que

v(yi) =
1

ph − 1
(
∑

0≤j<i

ajp
i−j +

∑
i<j<h

ajp
h+i−j)

On obtient donc bien finalement que

∑
i

v(yi) =
1

p− 1

c’est-à-dire β ∈ Z×
p .t.

Cela met un point final à la démonstration du théorème C.2.6. �

Remarque C.2.12. Il se peut que les résultats de [2] permettent également d’obtenir
le résultat précédent sur les périodes CM. L’auteur n’a pas eu le courage de le
vérifier.
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Introduction

Dans le premier chapitre on a construit un schéma formel π-adique lié à l’espace de
Lubin-Tate “en niveau infini”. Dans la première section de cet article on construit
un schéma formel π-adique analogue du côté de l’espace de Drinfeld. Sa construc-
tion est beaucoup plus simple que celle du premier chapitre. Il s’agit de la li-
mite projective des normalisés du schéma formel de Deligne-Drinfeld Ω̂ dans les
revêtements de sa fibre générique rigide donnés par les structures de niveau sur le
OD-module formel spécial universel sur Ω̂ (en fait, étant donné que nous adoptons
le point de vue des espace de Rapoport-Zink ([13]), il s’agit d’une union disjointe
de tels espaces indexée par Z).

Le but est maintenant de construire un isomorphisme équivariant entre des
éclatements formels admissibles de ces deux schémas formels. Pour cela on con-
struit des morphismes dans les deux directions (Lubin-Tate vers Drinfeld et réci-
proquement), puis on vérifie qu’ils sont inverses l’un de l’autre.

Avant d’expliquer le principe de la construction introduisons un point-clef:
les deux types de périodes vivant sur ces espaces.

Périodes de Hodge De-Rham

Il s’agit des morphismes de périodes étudiés dans le cas de l’espace de Lubin-Tate
dans [11] (cf. également la section I.2 du premier chapitre) et définis en toute
généralité dans [13]. Il s’agit de l’analogue du plongement X ↪→ X̌, où X est un
espace symétrique hermitien de dual compact X̌ .

Le principe est le suivant: si R est une W (Fp)-algèbre p-adique et H est un
groupe p-divisible sur Spf(R), il y a une filtration de De-Rham sur l’homologie de
De-Rham de H

0 −→ V (H) −→ Lie E(H) −→ Lie H −→ 0

où E(H) est l’extension vectorielle universelle de H et V (H) sa partie vectorielle.
Supposons-nous donnés un groupe p-divisible H0 sur Fp et une quasi-isogénie

ρ : H0 ⊗Fp
R/pR −→ H ⊗R R/pR

Celle-ci fournit, grâce à la nature cristalline de l’extension vectorielle univer-
selle ([12]) couplée aux puissances divisées sur l’idéal pR, une rigidification de
l’homologie de De-Rham

ρ∗ : D(H0)⊗W (Fp) R[ 1p ] ∼−−→ Lie E(H)[ 1p ]

où D(−) désigne le module de Dieudonné covariant. Et donc la suite précédente
donne, après inversion de p, un morphisme de Spec(R[ 1p ]) vers une Grassmanienne
associée à l’espace D(H0)[ 1p ].
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Périodes de Hodge-Tate

Reprenons les notations précédentes. Il y a un morphisme

αH : Hom(Qp/Zp, H) −→ ωHD

où HD désigne le dual de Cartier de H . À χ : Qp/Zp −→ H , on associe (χD)∗ dT
T ,

où χD : HD −→ μp∞ et (χD)∗ : R.dT
T = ωμp∞ −→ ωHD . Notons Tp(H) =

Hom(Qp/Zp, H), qui, si R est sans p-torsion intégralement fermé dans R[ 1p ], s’iden-
tifie à Hom(Qp/Zp, H ⊗R R[ 1p ]) et ne dépend donc que du groupe étale fibre
générique H ⊗R R[ 1p ]. Supposons de plus que μp∞(Qp) ⊂ R. Il y a alors un accou-
plement parfait

Tp(H)× Tp(HD) −→ Zp(1)

et l’on a donc une suite

0 −→ ω∗
H(1)

tαHD (1)−−−−−−−→ Tp(H)⊗Zp R
αH−−−→ ωHD −→ 0

Sous certaines hypothèses (et c’est là une des difficultés majeures de ce chapitre),
on peut rendre cette suite exacte après inversion de p. Si maintenant on se donne
une rigidification du module de Tate Zn

p
∼−−→ Tp(H), on obtient une suite exacte

de Hodge-Tate

0 −→ ω∗
H [ 1p ](1)

tαHD (1)−−−−−−−→ R[ 1p ]n αH−−−→ ωHD [ 1p ] −→ 0

qui fournit donc un morphisme de Spec(R[ 1p ]) vers une Grassmanienne associée à
l’espace vectoriel Qn

p .

Plan de la démonstration

Le principe général est le même dans les deux sens. On note X∞ le schéma formel
associé à l’espace de Lubin-Tate construit dans le premier chapitre (section I.10).

• On construit un morphisme de périodes de Hodge-Tate d’un espace en ni-
veau infini vers l’espace des périodes de Hodge-De-Rham de l’autre espace,
le principe étant que, via l’isomorphisme entre les deux tours, les périodes de
Hodge-De-Rham et de Hodge-Tate sont permutées.

L’espace des périodes de Hodge-De-Rham associé à l’espace de Drinfeld
Ω̂ est l’espace de Drinfeld lui-même: l’application des périodes de Hodge-De-
Rham est un isomorphisme sur son image pour cet espace (et possède donc
un modèle entier (i.e., sans inverser p) donné par l’identité).

Ainsi dans la section 2, on construit un morphisme de périodes de
Hodge-Tate (noté (A) dans la figure III.1) de l’espace de Lubin-Tate “en ni-
veau infini” éclaté X̃∞ vers l’espace de Drinfeld Ω̂. Pour définir ce morphisme
nous avons besoin d’éclater (et normaliser) le schéma formel X∞ construit
dans le premier chapitre, pour deux raisons:



136 Chapitre III. L’isomorphisme entre les deux tours

• La première est que l’on doit platifier par éclatements l’image d’une
certaine application de Hodge-Tate afin de définir une version entière de
celle-ci (la suite de Hodge-Tate précédente ne peut être exacte qu’après
inversion de p).

• La seconde vient du fait qu’une fois qu’on a platifié la suite de Hodge-
Tate, on a un morphisme d’un certain éclaté de X∞ vers un espace pro-
jectif, mais Ω̂ est lui-même obtenu par éclatement de l’espace projectif.
Il faut donc tirer en arrière de tels éclatements vers X∞ afin de relever le
morphisme défini vers l’espace projectif à Ω̂. Cela est rendu nécessaire
par le fait que la décomposition cellulaire de X∞, construite dans le
chapitre I est indexée par un immeuble de Bruhat-Tits, ne correspond
pas à la décomposition cellulaire usuelle de Ω̂ associée à l’immeuble du
groupe linéaire. En effet, on montre dans [9] que l’image du domaine
fondamental de Gross-Hopkins (qui vit dans l’espace de Lubin-Tate)
dans Ω est un domaine polyédral qui n’apparâıt pas dans la structure
simpliciale de l’immeuble, et donc n’apparâıt pas dans la fibre spéciale
de Ω̂.

L’espace des périodes de Hodge-De-Rham associé à l’espace de Lubin-
Tate est le schéma formel P̂n−1. De la même façon que précédemment, on
définit dans la section III.4 un morphisme de périodes de Hodge-Tate (noté
(B)) d’un éclaté Ỹ∞ du schéma formel associé à l’espace de Drinfeld en niveau
infini, noté Y∞, vers l’espace des périodes de Hodge-De-Rham de l’espace
Lubin-Tate P̂n−1. L’éclatement sert à platifier la suite de Hodge-Tate.

• Après avoir construit ces deux morphismes de périodes de Hodge-Tate on les
relève aux espaces de modules sans structure de niveau.

• Dans le cas de l’espace de Drinfeld, c’est immédiat, puisque l’application
des périodes est l’identité (ou plutôt la projection

∐
Z Ω̂ −→ Ω̂ puisque

l’on considère les espaces de Rapoport-Zink). On peut donc relever le
morphisme noté précédemment (A) en un morphisme X̃∞ −→∐

Z Ω̂.

• Dans le cas de l’espace de Lubin-Tate, cela s’avère plus complexe. Com-
mençons par rappeler que le schéma formel X∞ a été construit comme
recollement de cellules (des schémas formels π-adiques affines) “en ni-
veau infini” Da,∞, où l’indice a varie dans les sommets d’un immeuble de
Bruhat-Tits. La cellule Da,∞ est au-dessus d’une cellule sans niveau Da.
On utilise le fait ([11], ou bien le théorème I.4.1) que l’application des
périodes rigides Drig

a −→ (Pn−1)rig est un isomorphisme sur son image,
un ouvert admissible dans (Pn−1)rig. Quitte à former un éclatement for-

mel admissible ˜̂Pn−1 −→ P̂n−1, on peut faire apparâıtre cet ouvert dans

la fibre spéciale de ˜̂Pn−1. Alors, l’application des périodes de Hodge-
De-Rham devient entière sur Da et induit un isomorphisme entre Da et

cet ouvert. Tirant en arrière l’éclatement ˜̂Pn−1 −→ P̂n−1 sur Ỹ∞, on
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obtient un éclatement ˜̃Y∞ −→ Ỹ∞ tel que sur cet éclaté le morphisme
de périodes de Hodge-Tate (B) s’étende en un morphisme noté (C) vers
˜̂Pn−1. Grâce au fait que le morphisme des périodes est un isomorphisme

entre Da et un ouvert de ˜̂Pn−1, on a une section sur cet ouvert qui per-
met de relever le morphisme (C) (c’est un peu plus compliqué que cela

car la section n’existe que sur un ouvert. . . ) de ˜̃Y∞ vers la cellule sans
niveau Da. Tout cela est fait dans la section III.5.
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Fig. III.1: Le schéma de la démonstration

• Il reste maintenant à relever nos deux morphismes, dont le but est un des
schémas formels sans niveau, vers le schéma formel en niveau infini. Pour cela
il faut construire des éléments dans le module de Tate de l’image réciproque
par notre morphisme du groupe p-divisible universel sur l’espace au but du
morphisme. On utilise pour cela la théorie de Messing. Celle-ci permet de
transférer des éléments du module de Tate d’un groupe p-divisible vers un
autre en les transférant modulo p puis en utilisant le critère de relèvement de
Messing (le fait qu’un morphisme induit au niveau des cristaux est compatible
aux filtrations de Hodge). Cela est fait dans la section III.3 pour le morphisme
de Lubin-Tate vers Drinfeld et dans la section III.6 dans l’autre sens.
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• Enfin dans la section III.7 on éclate de nouveaux idéaux (et normalise) afin de
construire les deux schémas formels finaux éclatés isomorphes. Pour cela on
développe dans l’appendice une théorie des éclatements formels admissibles
et normalisation dans la fibre générique pour des schémas formels π-adiques
ne satisfaisant aucune condition de finitude. Les résultats de l’appendice per-
mettent également de voir que les éclatements/normalisation effectués durant
la démonstration peuvent se faire directement en niveau infini.

Prérequis: La lecture des chapitres I et II est indispensable puisque cet article
leur fait suite. Par contre, nous n’utiliserons quasiment pas l’article [9] (nous
l’utilisons dans la section III.2.2, cependant la section II.2.2 du chapitre II serait
suffisante mais donnerait lieu à des éclatements supplémentaires). Nous utilisons
la théorie de [8] des “strict O-actions” afin de “simplifier” les notations. Le lecteur
ne connaissant pas [8] pourra supposer F = Qp. Outre la connaissance des diverses
références déjà citées dans les prérequis des deux premiers chapitres le lecteur doit
être familier avec la théorie de Raynaud des éclatements formels admissibles telle
qu’exposée dans [3]. Bien qu’elle n’aparaisse pas dans les démonstrations, la théorie
de Fontaine est au coeur de cet isomorphisme et a toujours été présente à l’esprit
de l’auteur (cf. chapitre II).

Notations

On fixe F une extension de degré fini de Qp. On note O son anneau des entiers et
Fq son corps résiduel. Enfin, on fixe une clôture algébrique Fq de Fq et l’on note
Ŏ = WO(Fq) .

Fixons LT un groupe de Lubin-Tate de hauteur 1 relativement à l’extension
F |Qp sur Ŏ. On note alors F/OF (1) = LT [π∞](OF ) et OF (1) = Tp(LT ) son
module de Tate. Enfin on fixe un générateur βLT du Ŏ-module de rang un ωLT
des formes différentielles invariantes sur LT .

Soit H un O-module π-divisible formel de dimension 1 et hauteur n sur Fq.
Soit D une algèbre à division d’invariant 1/n sur F . On identifie alors OD à
End(H). On fixe un OD-module π-divisible formel spécial G de hauteur n2 sur Fq

muni d’une isogénie OD-équivariante

Δ : Hn −→ G

(on renvoie à la section II.3). On note D(H), resp. D(G), les modules de Dieudonné
covariants de H, resp. G, relativement à l’extension F |Qp (on renvoie à l’appendice
B du premier chapitre où on les note DO(−)). Ce sont des Ŏ-modules de rang n,
resp. n2, munis d’un endomorphisme σ−1-linéaire V , le Verschiebung, où σ désigne
le Frobenius de WO(Fq).

Soit Π une uniformisante de OD. Soit Fn une extension non-ramifiée de degré
n de F dans D. La bijection OD

∼−−→ End(H) induit un morphisme OFn −→ Fq
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par action de OFn sur l’algèbre de Lie de H. Cela permet d’identifier le corps
résiduel de Fn à Fqn et fournit un plongement Fn ↪→ F̆ .

Fixons un isomorphisme

F
∼−−→ D(H)V =Π

Q,0

où D(H)Q,0 désigne le facteur direct de D(H)Q, où OFn ⊂ OD = End(H) agit via
le plongement Fn ↪→ F̆ .

Via Δ, cela induit un isomorphisme

Fn ∼−−→ D(G)V =Π
Q,0

Cela nous permet d’identifier

EndOD (G)Q = EndOD(D(G)Q, V ) = End(D(G)V =Π
Q,0 ) = Mn(F )

Pour un groupe M , on note M le faisceau constant associé.

III.1 La bestiole du côté Drinfeld

Dans le premier chapitre on a construit un schéma formel p-adique X∞ sur Spf(Ŏ)
muni d’une action de GLn(F )×D×. Nous construisons maintenant son équivalent
du côté Drinfeld.

Rappelons qu’un schéma formel localement de type fini plat sur Spf(Ŏ) est un
schéma formel localement de la forme Spf(A) où A est une Ŏ-algèbre π-adiquement
complète topologiquement de type fini sans π-torsion c’est-à-dire un quotient sans
π-torsion d’une algèbre du type Ŏ〈T1, . . . , Tn〉, les séries formelles π-adiquement
convergentes. Rappelons également que pour ce type de schémas formels, on a
une bonne notion de schéma formel normal, ainsi que de normalisé (on renvoie à
l’appendice A du chapitre I).

Rappelons également qu’on appelle schéma formel π-adique (sous-entendu
sur Spf(Ŏ)) un schéma formel Z pour lequel πOZ est un idéal de définition. La
catégorie des schémas formels π-adiques est donc équivalente à la limite projective
de la catégorie des schémas sur (Spec(Ŏ/πkŎ))k≥1, c’est-à-dire les familles (Zk)k≥1

munies de données de réduction, où Zk est un schéma sur Spec(Ŏ/πkŎ) et la
donnée de réduction est un ensemble d’isomorphismes Zk+1 ⊗ Ŏ/πkŎ ∼−−→ Zk

satisfaisant des conditions de cocyles évidentes.
Enfin tous les schémas formels considérés seront quasi-séparés.

Lemme III.1.1. Soit K un sous-groupe ouvert de O×
D. Le foncteur défini sur la

catégorie des schémas formels localement de type fini sur Spf(Ŏ) plats et normaux
qui à Z associe l’ensemble des classes d’isomorphismes de triplets (G, ρ, η) où

• G est un OD-module formel spécial sur Z
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• ρ : G ×Fq
(Z mod π) −→ G ×Z (Z mod π) est une quasi-isogénie OD-équiva-

riante

• η : OD
∼−−→ Tp(Grig) [K] est une structure de niveau K sur Zrig,

est représentable.

Démonstration. Si K = O×
D, le foncteur classifie les couples (G, ρ) modulo isomor-

phisme. On sait alors qu’il est représentable (non-canoniquement) par le schéma
formel ∐

Z

Ω̂

où Ω̂ est le schéma formel de Deligne-Drinfeld sur Spf(Ŏ) et la composante indexée
par l’entier h dans l’union disjointe sur Z classifie les couples (G, ρ) avec ht ρ = nh
(par hauteur, on entend hauteur au sens des O-modules π-divisibles).
Pour K général, l’espace classifiant des structures de niveau K sur l’espace rigide
fibre générique de l’espace précédent est un espace rigide∐

Z

ΩK

étale fini au-dessus de ∐
Z

Ω̂rig

D’après l’appendice A.3 du premier chapitre, le foncteur de l’énoncé est donc
représentable par le normalisé de

∐
Z Ω̂ dans

∐
Z ΩK . �

Remarque III.1.2. Avec les notations de la démonstration précédente rappelons
que si

ΠK : ΩK −→ Ω̂rig

est le morphisme d’oubli de la structure de niveau,

sp : Ω̂rig −→ Ω̂

le morphisme de topos annelés de “spécialisation” et O0
ΩK
⊂ OΩK le sous-faisceau

des fonctions rigides
O0

ΩK
= {f ∈ OΩK | ‖f‖∞ ≤ 1}

alors sp∗ΠK∗O0
ΩK

est une OΩ̂-algèbre cohérente et si

Ω̂K = Spf
(
sp∗ΠK∗O0

ΩK

)
alors Ω̂K est un schéma formel localement de type fini sur Spf(Ŏ) et

∐
Z Ω̂K

représente le schéma formel du lemme précédent.
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Définition III.1.3. On note YK le schéma formel précédent. On obtient ainsi une
tour de schémas formels π-adiques, dont les morphismes de transition sont finis et
qui est munie d’une action de GLn(F )×O×

D, via

∀(g, d) ∈ GLn(F )×O×
D, (g, d) : YK −→ YdKd−1

où GLn(F ) agit à gauche et O×
D à droite. Cette action est définie en posant

(g, d).(G, ρ, η) = (G, ρ ◦ g−1, η ◦ d−1)

où

d−1 : OD −→ OD

d′ �−→ d′d−1

et on utilise l’identification de GLn(F ) à EndOD (G)×Q .

Lemme III.1.4. L’action de GLn(F )×O×
D s’étend en une action de GLn(F )×D×.

Démonstration. Pour (G, ρ, η) ∈ YK et (g, d) ∈ GLn(F )×D×, posons

(g, d).(G, ρ, η) = (G′, ρ′, η′),

où

• si d ∈ OD, d ∈ ΠaO×
D, alors

G′ = G/G[Πa]

et si ϕ est l’isogénie ϕ : G � G/G[Πa], alors

ρ′ = ϕ ◦ ρ ◦ g−1

et η′ fait commuter le diagramme suivant

OD

•d

��

η

�
�� Tp(Grig)� �

ϕ∗

��

[K]

OD
η′

�
�� Tp(G′rig) [dKd−1]

• pour d général, on pose

(g, d).(G, ρ, η) = (πbg, πbd).(G, ρ, η)

avec b� 0.

On vérifie que cela définit bien une action pour laquelle ∀x ∈ F×, (x, x) ∈
GLn(F )×D× agit trivialement. �
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Remarque III.1.5. Le fait que l’action de O×
D s’étende en une action de D× au nor-

malisé résulte en fait de ce que le sous-groupe compact maximal O×
D est distingué

dans D×. Cela est faux en général pour un espace de Rapoport-Zink quelconque.

Définition III.1.6. On note Y∞ le schéma formel π-adique GLn(F ) ×D×-équiva-
riant sur Spf(Ŏ) limite projective dans la catégorie des schémas formels π-adiques
des (YK)K⊂O×

D
.

Remarque III.1.7. Dans le premier chapitre, on a construit le schéma formel X∞
du côté Lubin-Tate par recollement de cellules (des schéma formels) indexées par
les sommets d’un immeuble de Bruhat-Tits. Le schéma formel Y∞ admet une
telle décomposition cellulaire, puisque c’est le cas de Ω̂. Cependant, pour Y∞
les cellules sont indexées par les simplexes de l’immeuble. La raison en est que,
via l’isomorphisme entre les deux tours, le domaine fondamental de Gross-Hopkins
dans l’espace de Lubin-Tate n’est pas envoyé sur un simplexe de l’immeuble du côté
Drinfeld mais sur un sous-ensemble plus petit (il s’agit d’un domaine fondamental
pour toutes les correspondances de Hecke sphériques alors qu’un simplexe maximal
est un domaine fondamental pour les correspondances de degré un multiple de n,
cf. [9]). Les deux décompositions cellulaires de X∞ et Y∞ ne se correspondent
donc pas directement. C’est une des raisons pour lesquelles on devra éclater le
schéma formel Y∞ pour faire apparâıtre cet ensemble plus petit que le simplexe
qui n’apparâıt pas dans la fibre spéciale de Ω̂.

III.2 Construction du morphisme X̃∞ −→ Ω̂

Le but de ce chapitre est de construire un morphisme équivariant d’un certain
éclaté de X∞ vers le schéma formel de Deligne-Drinfeld Ω̂.

III.2.1 Définition de l’application de Hodge-Tate
sur une cellule de X∞

On reprend les notations du premier chapitre. Soit a = [Λ, M ] un sommet de
l’immeuble I de (GLn/F ×D×)/Gm. Soit

Da,∞ = lim
←−

K⊂GL(Λ)

Da,K

le schéma formel affine π-adique sur Spf(Ŏ) construit dans la section I.8 (la
cellule associée au sommet a, cf. définition I.8.15). Afin d’alléger les notations
nous noterons momentanément

D := Da,GL(Λ)

∀k ≥ 1, Dk := Da,Id+πkEnd(Λ)

et D∞ := lim
←−

k

Dk
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Fait admis: On admettra que ∀k ≥ 1, OF /πkOF (1) est trivial sur Dk, c’est-à-dire
ODk

contient les points de πk-torsion d’un groupe de Lubin-Tate de hauteur 1 (si
F = Qp, Dk −→ Spf(Zp[ζpk ])). Cela se déduit de la construction d’une application
déterminant construite en utilisant les théorèmes de comparaison relatifs de [7].
On peut également le déduire de l’existence de l’application déterminant de Deligne
([5]) appliquée aux variétés de Shimura de [10].

Soit H le O-module π-divisible universel sur D. On note H∨ son dual strict
au sens de Faltings ([8]). D’après la remarque I.8.2, pour tout entier k ≥ 1, le
groupe H est muni d’une structure de niveau de Drinfeld de niveau k sur Dk

η : π−kΛ/Λ −→ H [πk](Dk)

Rappelons qu’étant donnée que Dk est normal, l’application fibre générique induit
une bijection entre ensembles finis

π0(Dk) ∼−−→ π0(D
rig
k )

Si Z est une composante connexe de Dk, alors η induit une bijection

η : π−kΛ/Λ ∼−−→ H [πk](Z)

En effet, le schéma formel Z étant normal et H [πk] un groupe plat fini, on a

H [πk](Z) = H [πk]rig(Zrig)

et par définition d’une structure de niveau sur la fibre fibre générique, un tel η
doit induire un isomorphisme en fibre générique sur chaque composante connexe.
De plus, pour une telle composante connexe, l’accouplement de dualité

H [πk](Z)×H [πk]∨(Z) −→ F/OF (1)

est parfait, puisque c’est le cas en fibre générique. L’isomorphisme η induit donc,
pour chaque composante connexe Z de Dk, un isomorphisme

η∨ : Λ∗/πkΛ∗(1) ∼−−→ H [πk]∨(Z)

Rappelons que l’inclusion H [πk] ↪→ H induit un isomorphisme

ωH/πkωH
∼−−→ ωH[πk]

Pour tout D-schéma formel Z, il y a une application de Hodge-Tate modulo πk

H [πk]∨(Z) −→ ωH[πk] ⊗OD
OZ = ωH ⊗OZ/πkOZ

x �−→ (x∨)∗βLT

où, si x ∈ H [πk]∨(Z), x correspond à un morphisme strict

x∨ : H [πk]×D Z −→ LT [πk]

et (x∨)∗ est le morphisme induit au niveau des formes différentielles invariantes.
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En particulier, appliquant cela pour Z variant parmi les composantes con-
nexes de Dk et utilisant la rigidification η∨, on obtient une application de Hodge-
Tate

αH∨[πk] : Λ∗ ⊗ODk
/πkODk

(1) −→ ωH ⊗ODk
/πkODk

Ces différentes applications sont compatibles lorsque k varie:

αH∨ [πk+1] mod πk ≡ αH∨[πk] ⊗ODk
ODk+1

On en déduit un morphisme de Hodge-Tate

αH∨ : Λ∗ ⊗OF OD∞(1) −→ ωH ⊗OD∞

vérifiant
∀k, αH∨ mod πk ≡ αH∨[πk] ⊗ODk

OD∞

III.2.2 Rappels de quelques résultats de [9] sur l’application
de Hodge-Tate dans le cas d’un point

Nous utilisons ici un résultat de [9]. Néanmoins cela n’est pas strictement néces-
saire. Par exemple, pour construire l’application de Hodge-Tate dans l’autre sens,
de la tour de Drinfeld en niveau infini vers l’espace des périodes de Hodge-de-
Rham de la tour de Lubin-Tate (cf. section III.4), nous n’utiliserons pas de résultat
analogue à celui-ci. Cependant ce résultat permet de simplifier la construction des
éclatements. On aurait également pu utiliser la proposition moins précise II.2.6,
dont la démonstration est plus élémentaire.

Proposition III.2.1. Soit K|F un corps valué complet pour une valuation v à va-
leurs dans R étendant celle de F . Soit H un O-module π-divisible formel de di-
mension 1 sur OK et

αH∨ : Tp(H∨) −→ ωH ⊗O
K̂

l’application de Hodge-Tate de H∨. Supposons que le polygone de Newton de la
multiplication par π associé à H soit dans le domaine fondamental de Gross-
Hopkins. Alors

∀w ∈ Tp(H∨) \ πTp(H∨), αH∨ (w) /∈ π2.ωH ⊗O
K̂

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 1 de [9]. En effet, d’après
celui-ci, puisque le polygone de Newton de la multiplication par π de H est dans
le domaine fondamental de Gross-Hopkins (donc dans le “simplexe fondamental”),
si P désigne le polygone de Newton

v(αH∨ (w)) =
q

q − 1
(
1− (P(qi−1)− P(qi))

)
pour un i tel que 1 ≤ i ≤ n. �
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Citons également la proposition suivante qui résulte immédiatement de [9].

Proposition III.2.2. Reprenons les hypothèses de la proposition précédente. Soit
Ω(K̂) ⊂ P(Vp(H∨))(K̂) l’espace de Drinfeld et I l’immeuble de PGL(Vp(H∨)).

Soit λ : Ω(K̂) −→ |I| la rétraction sur la réalisation géométrique de l’immeuble.
Soit E l’étoile du sommet [Tp(H∨)] dans I et |E| sa réalisation géométrique,

|E| =
⋃

σ simplexe de I
[Tp(H∨)]∈σ

|σ|

Alors si x ∈ Ω(K̂) est le point correspondant à αH∨ ,

λ(x) ∈ Intérieur(|E|)

et un petit calcul permet de conclure.

III.2.3 Quelques rappels sur le schéma formel de Deligne-Drinfeld

III.2.3.1 L’ouvert associé à un simplexe. Soit σ un simplexe de l’immeuble de
PGLn/F représenté par une suite de réseaux

πΛ1 � Λr � · · · � Λ1

On note alors Ω̂σ le schéma formel classifiant les diagrammes

Λr+1 = πΛ1
� � ��

u1π−1

��

Λr
� � ��

ur

��

. . . �
� �� Λi

� � ��

ui

��

. . . �
� �� Λ1

u1

��
L1

��

×π

��Lr
�� . . . �� Li

�� . . . �� L1

sur un OF -schéma S sur lequel π est nilpotent, où les Li, 1 ≤ i ≤ r, sont des fibrés
en droites, les applications ui sont OF -linéaires et ∀i, 1 ≤ i ≤ r, ∀x ∈ S

ker(Λi/πΛi −→ Li ⊗ k(x)) ⊂ Λi+1/πΛi

On remarquera en particulier que ∀i, les sections ui(Λi) engendrent le fibré Li.

Soit maintenant P̂(Λ1) le schéma formel complété π-adique de l’espace pro-
jectif P(Λ1) sur Spec(OF ). Le simplexe définit un drapeau de variétés linéaires
dans la fibre spéciale de P̂(Λ1)

P(Λ1/Λ2) � P(Λ1/Λ3) � · · · � P(Λ1/Λr) � P(Λ1/πΛ1) = P̂(Λ1)×Spf(OF )Spec(Fq)
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Notons Ŵσ l’éclatement formel admissible de toutes ces variétés de la fibre spéciale.
Si

u : Λ1 ⊗OF OP̂(Λ1) � OP̂(Λ1)(1)

désigne le morphisme universel sur P̂(Λ1) et si

∀1 ≤ i ≤ r, IΛi = u(Λi ⊗OP̂(Λ1))(−1) ⊂ OP̂(Λ1)

est l’idéal cohérent définissant P(Λ1/Λi) ↪→ P̂(Λ1), alors Wσ est l’éclatement formel
admissible de l’idéal ∏

1≤i≤r

IΛi

Ainsi, sur Ŵσ, l’image par u des Λi devient localement libre de rang 1 et Ŵσ

classifie les diagrammes

Λr+1 = πΛ1
� � ��

u1π−1

��

Λr
� � ��

ur

��

. . . �
� �� Λi

� � ��

ui

��

. . . �
� �� Λ1

u1

��
L1

��

×π

��Lr
�� . . . �� Li

�� . . . �� L1

sur un OF -schéma S sur lequel π est nilpotent, où les Li sont des fibrés en droites
et ∀i, ui(Λi) engendre Li, ou encore de façon équivalente, ∀x ∈ S, l’application
Λi/πΛi −→ Li ⊗ k(x) est non nulle.

Il résulte de cette description que

Ω̂σ ⊂ Ŵσ

est un sous-schéma formel ouvert.

Exemple III.2.3. Lorsque n = 2, Ŵσ est le schéma formel stable dont la fibre
spéciale est l’union d’une droite projective D sur Fq et de droites projectives
(Lx)x∈D(Fq) telles que la droite Lx intersecte D en x. Le schéma formel Ω̂σ est
l’ouvert obtenu en retirant les points sur Fq des droites projectives (Lx)x, excepté
le point {x} = Lx ∩D.

Remarque III.2.4. Une autre définition de Ŵσ consisterait à éclater P(Λ1) le long
de P(Λ1/Λ2), puis éclater le transformé strict de P(Λ1/Λ3), puis le transformé
strict de P(Λ1/Λ4) et ainsi de suite, puis de prendre le complété p-adique du
schéma obtenu. On peut vérifier que ces deux définitions cöıncident (utiliser le fait
que les sous-variétés de la fibre spéciale que l’on éclate sont définies par des suites
régulières).

Si σ′ ⊂ σ est un sous-simplexe, il y a alors une immersion ouverte natu-
relle Ω̂σ′ ⊂ Ω̂σ et le schéma formel de Deligne-Drinfeld Ω̂ est ainsi obtenu par
recollement des Ω̂σ en utilisant les relations de faces données par l’immeuble.
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III.2.3.2 L’ouvert associé à l’étoile d’un sommet. Fixons maintenant un réseau
Λ. Soit E(Λ) l’étoile de Λ dans l’immeuble c’est-à-dire

E(Λ) =
⋃

σ simplexe
[Λ]∈σ

σ

Intéressons-nous à
Ω̂E(Λ) =

⋃
σ

[Λ]∈σ

Ω̂σ ⊂ Ω̂

Soit ŴE(Λ) le schéma formel suivant. Partons de P̂(Λ) est considérons la famille
de sous-variétés linéaires de sa fibre spéciale

{P(Λ/Λ′) | πΛ � Λ′ � Λ}

Définissons ŴE(Λ) comme l’éclaté formel admissible de cette famille de sous-
variétés. Plus précisément, si

u : Λ⊗OP̂(Λ) � OP̂(Λ)(1)

désigne le morphisme universel sur P̂(Λ), alors ŴE(Λ) est l’éclaté formel admissible
du produit des idéaux u(Λ′ ⊗OP̂(Λ))(−1) pour πΛ � Λ′ � Λ.

Alors
Ω̂E(Λ) ⊂ ŴE(Λ)

est un sous-schéma formel ouvert. Pour tout schéma formel π-adique sans π-torsion
Z sur Spf(OF ) l’ensemble ŴE(Λ)(Z) est (fonctoriellement en Z) l’ensemble des
classes d’isomorphismes

[u : Λ⊗OZ � L] ∈ P̂(Λ)(Z)

telles que ∀Λ′, πΛ � Λ′ � Λ, u(Λ′ ⊗ OZ) soit localement libre de rang 1 (si Z
a de la π-torsion c’est-à-dire n’est pas plat sur Spf(OF ), alors la description de
ŴE(Λ)(Z) est plus complexe).

Soit maintenant le domaine analytique fermé associé dans l’espace de Berko-
vich fibre générique

Ω̂an
E(Λ) ⊂ Ŵ an

E(Λ) = P(Λ)an = (Pn−1)an

Si λ : Ω −→ |I| désigne l’application vers la réalisation géométrique de l’immeuble
I alors

Ω̂an
E(Λ) = λ−1 (|E(Λ)|)

Nous aurons besoin du lemme suivant qui dit que sur l’ouvert Ω̂E(Λ) de ŴE(Λ)

il est inutile d’éclater de nouveaux réseaux.
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Lemme III.2.5. Soit Z un schéma formel π-adique sans π-torsion sur Spf(O). Soit
L un fibré en droites sur Z et u : Λ⊗OZ � L un morphisme donnant naissance à
un morphisme Z −→ Ω̂E(Λ). Alors, pour tout réseau Λ′ ⊂ Λ, u(Λ′ ⊗OZ) ⊂ L est
localement libre de rang 1.

Démonstration. Il suffit de le montrer pour Z = Ω̂σ, où σ est un simplexe maximal
possédant [Λ] comme sommet. Soit donc σ un simplexe maximal associé à une
châıne Λn+1 = πΛ � Λn � · · · � Λ2 � Λ1 = Λ. Soit

Λn+1 = πΛ1
� � ��

u1π−1

��

Λn
� � ��

un

��

. . . �
� �� Λi

� � ��

ui

��

. . . �
� �� Λ1

u1

��
L1

��

×π

��Ln
�� . . . �� Li

�� . . . �� L1

le diagramme universel sur Ω̂σ. Deux simplexes de l’immeuble sont contenus dans
un même appartement. Il existe donc une base (e1, . . . , en) de Λ telle que

∀i ≥ 2, Λi =< πe1, . . . , πei−1, ei, . . . , en >

et des entiers (a1, . . . , an) ∈ Nn tels que Λ′ =< πa1e1, . . . , π
anen >.

Pour tout i, par définition de Ω̂σ,

OΩ̂σ
.u(ei) = Li

Soit donc α = inf{ai | 1 ≤ i ≤ n} et i0 = inf{i | ai = α}. Alors

u(Λ′ ⊗OΩ̂σ
) = παLi0 �

III.2.3.3 Recollement des morphismes vers Ω̂. L’idée de cette sous-section repose
sur l’analogie suivante. Soit S un schéma et Y un S-schéma séparé. Soit X un
schéma muni d’un ouvert U ⊂ X schématiquement dense (par exemple U dense
et X réduit). Soient deux S-morphismes X

���� Y cöıncidant sur l’ouvert U .
Alors ces deux morphismes sont égaux. L’analogie sera faite avec X , un schéma
formel π-adique sans π-torsion, U “l’ouvert π �= 0” et Y = Ω̂.

Sur l’espace annelé (Ω̂,OΩ̂[ 1
π ]) vit un OΩ̂[ 1

π ]-module localement libre de rang
1 L ainsi qu’un morphisme injectif

u : Fn ↪→ L

induisant un épimorphisme OΩ̂[ 1
π ]n � L. Cet objet est construit de la façon

suivante. Soit σ un simplexe de l’immeuble associé à une châıne de réseaux πΛ1 �
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Λr � · · · � Λ1. Soit Ω̂σ ⊂ Ω̂ l’ouvert correspondant. Alors le diagramme

Λr+1 = πΛ1
� � ��

u1π−1

��

Λr
� � ��

ur

��

. . . �
� �� Λi

� � ��

ui

��

. . . �
� �� Λ1

u1

��
L1

��

×π

��Lr
�� . . . �� Li

�� . . . �� L1

sur Ω̂σ devient après inversion de π, c’est-à-dire sur l’espace annelé (Ω̂σ,OΩ̂σ
[ 1
π ]),

Λr+1[ 1
π ] = πΛ1[ 1

π ]

u1π−1

��

Λr[ 1
π ]

ur

��

. . . Λi[ 1
π ]

ui

��

. . . Λ1[ 1
π ]

u1

��

Fn

L1[ 1
π ] ∼ �� Lr[ 1

π ] ∼ �� . . . ∼ �� Li[ 1
π ] ∼ �� . . . ∼ �� L1[ 1

π ]

et fournit donc l’objet voulu sur Ω̂σ. On vérifie aussitôt que ces différents objets se
recollent sur Ω̂. En fait, le OΩ̂[ 1

π ]-module L est libre de rang 1 isomorphe à OΩ̂[ 1
π ]

mais nous ne fixons pas d’isomorphisme entre L et OΩ̂[ 1
π ]. Lorsque Λ varie parmi

les réseaux dans Fn, les sous-OΩ̂-modules OΩ̂.u(Λ) ⊂ L forment une châıne de
fibrés en droites

(Li)i∈Z, Li ⊂ L, Li+1 ⊂ Li et πLi = Li+n

Si Fn désigne le faisceau constant alors si

∀i ∈ Z, ηi = u−1(Li) ⊂ Fn

la châıne de sous-faisceaux (ηi)i∈Z vérifie ηi+1 ⊂ ηi et πηi = ηi+1 (ce sont les
faisceaux constructibles associés à Ω̂ par Drinfeld, cf. [6], [4]). Et si σ est un
simplexe associé à une châıne périodique de réseaux (Λi)i∈Z, alors

Ω̂σ = {x ∈ Ω̂ | ∀i, ηi,x ∈ {Λj | j ∈ Z}}

Remarque III.2.6. Si Z est un schéma formel quasi-séparé π-adique sans π-torsion,
OZ[ 1

π ] est le faisceau associé au préfaisceau U �→ Γ(U ,OZ)[ 1
π ]. Ainsi, sur un ouvert

quasicompact U , on a Γ(U ,OZ[ 1
π ]) = Γ(U ,OZ)[ 1

π ], mais cela est faux en général.
Par exemple sur Ω̂, les n sections de L associées à Fn −→ L ne sont pas associées
à des sections entières provenant d’un fibré en droites sur Ω̂; lorsque l’on sort de
tout ouvert quasicompact de Ω̂ les puissances de π dans les dénominateurs de ces
n sections tendent vers l’infini.

Sur la fibre générique rigide, via le morphisme de topos annelés

sp : (Ω̂rig,OΩ̂rig) −→ (Ω̂,OΩ̂[ 1
π ]),

sp∗[Fn ↪→ L] induit le plongement Ω̂rig ↪→ (Pn)rig.
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Lemme III.2.7. Soit Z un schéma formel π-adique sans π-torsion sur Spf(OF ).
Soient deux morphismes Z

�� �� Ω̂ et Fn −→ L, resp. Fn −→ L′, les objets
associés sur (Z,OZ[ 1

π ]). Ces deux morphismes sont égaux ssi il existe un isomor-
phisme α faisant commuter le diagramme suivant

L

α�

��

Fn

����������

����
���

���

L′

Démonstration. Il résulte des considérations précédentes que le morphisme Fn −→
L permet de reconstruire les châınes de faisceaux (Li)i∈Z ainsi que (ηi)i∈Z. Le
résultat s’en déduit facilement. �

III.2.4 Sur le conoyau de l’application de Hodge-Tate

Proposition III.2.8. Soit l’application de Hodge-Tate tordue

αH∨(−1) : Λ∗ ⊗OD∞ −→ ωH ⊗OD∞(−1)

Alors
∀w ∈ Λ∗ \ πΛ∗, π2ωH ⊗OD∞(−1) ⊂ OD∞ .αH∨(w ⊗ 1)

De même

∀k ≥ 3, π2ωH ⊗ODk
/πkODk

(−1) ⊂ ODk
/πkODk

.αH∨[πk](w ⊗ 1)

Démonstration. Afin de ne pas alourdir les notations, oublions la torsion à la Tate
F (−1) dans cette démonstration. Choisissons un générateur t ∈ Γ(D, ωH) de ωH ,

ωH = OD.t

Soit f ∈ Γ(D3,OD3) tel que

αH∨(w ⊗ 1) ≡ αH∨[π3](w ⊗ 1) ≡ ft mod π3OD3

Pour tout point x ∈ Drig
3 (F̆ ), x : Spf(OK) −→ D3, avec K|F̆ de degré fini,

x∗αH∨ (w ⊗ 1) = α(x∗H)∨(w ⊗ 1) ≡ f(x).x∗t mod π3OCp

où x∗H est un groupe p-divisible surOK et ωx∗H = OK .x∗t. D’après la proposition
III.2.1

α(x∗H)∨(w ⊗ 1) /∈ π2OCp .x∗t

Donc ∣∣∣∣ π2

f(x)

∣∣∣∣ ≤ 1
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La fonction rigide
π2

f
∈ Γ(Drig

3 ,Orig
D3

) vérifie donc∥∥∥∥π2

f

∥∥∥∥
∞
≤ 1 =⇒ π2

f
∈ Γ(D3,OD3)

puisque D3 est normal (cf. appendice A du premier chapitre). De cela on déduit
que

π2t ∈ OD3 .αH∨(w ⊗ 1) + π3OD∞ .t

et donc, D∞ étant π-adique,

π2t ∈ OD∞ .αH∨ (w ⊗ 1)

De même, pour tout k ≥ 3,

π2t ∈ ODk
/πkODk

.αH∨ [πk](w ⊗ 1) + π3ODk
/πkODk

.t

et on conclut comme précédemment. �

III.2.5 Éclatement de la cellule et construction du morphisme de

la cellule éclatée vers Ω̂

On identifie (Fn)∗ et Fn via la base duale de la base canonique de Fn. Rappelons
que Λ ⊂ Fn et donc Λ∗ est un réseau de Fn.

Pour tout réseau Λ′ vérifiant πΛ � Λ′ ⊂ Λ∗ et tout entier k ≥ 3, soit l’idéal
cohérent

IΛ′,k ⊂ ODk

tel que πkODk
⊂ IΛ′,k et

αH∨[πk]

(
Λ′ ⊗ODk

/πkODk

)
= ωH ⊗ IΛ′,k/πkODk

D’après la proposition III.2.8,

π2ODk
⊂ IΛ′,k

et si k ≥ 3 et Πk,3 : Dk −→ D3, alors

ODk
.Π−1

k,3(IΛ′,3) = IΛ′,k

Définition III.2.9. Pour tout entier k ≥ 3, on note D̃k le normalisé de l’éclatement
formel admissible de Dk relativement aux idéaux IΛ′,k, où πΛ � Λ′ ⊂ Λ∗.

Il résulte de la propriété énoncée précédemment,ODk
.Π−1

k,3(IΛ′,3) = IΛ′,k, que
D̃k est le normalisé du transformé strict de Dk −→ D3 relativement à l’éclatement
D̃3 −→ D3 (cf. section D.7.3 de l’appendice) et donc les morphismes de transition
D̃l −→ D̃k, pour l ≥ k ≥ 3, sont finis.
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Définition III.2.10. On note D̃∞ = lim
←−
k≥3

D̃k, dans la catégorie des schémas formels

π-adiques.

Remarque III.2.11. D’après les résultats de l’appendice, on peut construire D̃∞
directement en niveau infini comme le normalisé dans sa fibre générique de l’éclate-
ment formel admissible des idéaux OD̃∞

.Π−1
∞,3IΛ′,3, cf. corollaire D.7.11 de l’ap-

pendice.

Avec les notations de la section III.2.3 et d’après les rappels de cette même
section, l’application de Hodge-Tate tordue

αH∨(−1) : Λ∗ ⊗OD̃∞
−→ ωH ⊗OD̃∞

(−1)

induit un morphisme
D̃∞ −→ ŴE(Λ∗)⊗̂OFOF̆

Notons désormais ŴE(Λ∗) pour ŴE(Λ∗)⊗̂OFOF̆ et Ω̂ pour Ω̂⊗̂OF̆ .

Proposition III.2.12. Le morphisme D̃∞ −→ ŴE(Λ∗) se factorise par l’ouvert
Ω̂E(Λ∗) ⊂ ŴE(Λ∗) et définit donc un morphisme D̃∞ −→ Ω̂.

Démonstration. Il suffit de vérifier qu’au niveau des fibres spéciales le morphisme

D̃∞ ⊗ Fq −→ ŴE(Λ∗) ⊗ Fq

se factorise via l’ouvert Ω̂E(Λ∗) ⊗ Fq.

Le schéma ŴE(Λ∗) ⊗ Fq étant de présentation finie sur Spec(Fq) et D̃∞ =
lim
←−

k

D̃k ⊗ Fq, ∃k ≥ 3 et une factorisation

D̃∞ ⊗ Fq
��

��

ŴE(Λ∗) ⊗ Fq

D̃k ⊗ Fq

������������

Il suffit alors de montrer que l’image du morphisme D̃k ⊗ Fq −→ ŴE(Λ∗) ⊗ Fq est
contenue dans l’ouvert Ω̂E(Λ∗) ⊗ Fq.

Soit |D̃an
k | = |Dan

k | l’espace analytique de Berkovich fibre générique de D̃k.
D’après la proposition 2.4.4. page 36 de [1], et puisque D̃k est normal, le morphisme
de spécialisation

sp : |D̃an
k | −→ |D̃k ⊗ Fq|

est surjectif. Soit donc x ∈ D̃k ⊗ Fq et y ∈ D̃an
k tel que sp(y) = x. Soit K|F̆ une

extension valuée complète telle que y provienne du point z ∈ D̃an
k (K) = D̃k(OK),
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z : Spf(OK) −→ D̃k. On peut de plus supposer que K = K̂. Dès lors, ∃z′ ∈ D̃∞(K)
tel que z′ �→ z, via D̃∞ −→ D̃k. D’après la proposition III.2.2, l’image de z′

dans ŴE(Λ∗)(OK) est contenue dans Ω̂E(Λ∗)(OK) = Ω̂an
E(Λ∗)(K) ⊂ Ŵ an

E(Λ∗)(K) =
Pn(K). Il en est donc de même de l’image de z. Le morphisme de spécialisation
s’inscrit dans un diagramme

|D̃an
k | ��

sp

��

|Ŵ an
E(Λ∗)|

sp

��
|D̃k ⊗ Fq| �� |ŴE(Λ∗) ⊗ Fq|

on en déduit que l’image de x dans ŴE(Λ∗)⊗Fq est dans l’ouvert Ω̂E(Λ∗)⊗Fq. �

III.2.6 Recollement des morphismes sur les cellules

III.2.6.1 Recollement des cellules éclatées. Soit a = [Λ, M ] un sommet de l’im-
meuble et ∀k ≥ 3, D̃a,k la cellule éclatée définie dans les sections précédentes en
niveau Id + πkEnd(Λ) ⊂ GL(Λ). Soit a → a′ une arrête de l’immeuble (cf. I.5),
où a′ = [Λ′, M ′], avec

Λ � Λ′ � π−1Λ et M ′ = Π−[Λ:Λ′]M

On a défini en I.8.1.3 un ouvert Zariski Da→a′,k ⊂ Da,k. On note D̃a→a′,k son
image réciproque à D̃a,k.

Rappelons que H est le groupe p-divisible universel sur Da. Sur Da→a′ , il y
a un sous-groupe plat fini C ⊂ H [π]×Da Da→a′,k tel que η induise un diagramme
commutatif

π−kΛ/Λ
η �� H [πk]×Da Da→a′,k

Λ′/Λ ��
��

��

C
��

��

et η induise une rigidification en fibre générique ηrig : Λ′/Λ ∼−−→ Crig. Le groupe
C est un sous-groupe canonique “généralisé”. Si H ′ = H/C, alors H ′, couplé à la
déformation universelle sur Da→a′,k, et η fournissent un morphisme

Da→a′,k −→ Da′→a,k−1

Proposition III.2.13. Supposons k ≥ 4. Alors l’application de recollement s’étend à
la cellule éclatée. Plus précisément, il y a alors un morphisme α faisant commuter
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le diagramme suivant

D̃a→a′,k

��

α �� D̃a′→a,k−1

��
Da→a′,k �� Da′→a,k−1

et induisant le morphisme de recollement des sections I.6.6 et I.6.7 en fibre géné-
rique.

Démonstration. Il s’agit de voir que par l’application de Hodge-Tate associée à
H ′[πk−1] sur D̃a→a′,k l’image des réseaux Λ′′ vérifiant πΛ′∗ � Λ′′ ⊂ Λ′∗ est lo-
calement libre de rang 1. Pour cela on va utiliser le lemme III.2.5. Dans cette
démonstration, on oublie une fois de plus les torsions à la Tate afin de ne pas
alourdir les notations.

Pour G un groupe plat fini muni d’une action stricte de O, le morphisme

αG∨ : G∨ −→ ωG

est fonctoriel en G. Le morphisme H [πk−1] −→ H ′[πk−1] sur Da→a′,k induit donc
un diagramme

Λ′∗ ⊗ODa→a′,k/πk−1ODa→a′,k

��

α
H′∨[πk−1] �� ωH′ ⊗ODa→a′,k/πk−1ODa→a′,k

��
Λ∗ ⊗ODa→a′,k/πk−1ODa→a′,k

α
H∨[πk−1] �� ωH ⊗ODa→a′,k/πk−1ODa→a′,k

où la flèche verticale de gauche est induite par l’inclusion Λ′∗ ⊂ Λ∗. Fixons des
relèvements β, resp. β′, de αH∨[πk−1], resp. αH′∨[πk−1], fournissant un diagramme

Λ′∗ ⊗ODa→a′,k

��

β′
�� ωH′ ⊗ODa→a′,k

��
Λ∗ ⊗ODa→a′,k

β �� ωH ⊗ODa→a′,k

qui commute modulo πk−1. Étant donné que k ≥ 4, pour tout réseau Λ0 vérifiant
πΛ∗ � Λ0 � Λ∗, puisque π2ODa,k

⊂ IΛ0,k et d’après les propriétés de compatibilité
du système des idéaux IΛ0,k lorsque k varie, on a

β(Λ0 ⊗ODa→a′,k) = ωH ⊗ (IΛ0,k)|Da→a′,k

Le morphisme β ⊗OD
a→a′,k

OD̃a→a′,k
définit donc un morphisme

D̃a→a′,k −→ ŴE(Λ∗)
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Ce morphisme est congru modulo π au morphisme défini précédemment en niveau
infini D̃a→a′,∞ −→ Ω̂E(Λ∗). Il se factorise donc en un morphisme

D̃a→a′,k −→ Ω̂E(Λ∗)

Il résulte alors du lemme III.2.5 que ∀Λ′′ vérifiant πΛ′∗ � Λ′′ ⊂ Λ′∗, on a

β(Λ′′ ⊗OD̃a→a′,k
) = ωH ⊗ J

où J est un idéal localement libre de rang 1 dans OD̃a→a′,k
. Fixons un tel Λ′′.

De la même façon que précédemment pour β, β′ vérifie

β′(Λ′′ ⊗OD̃a→a′,k
) = ωH′ ⊗ J ′

où J ′ est un idéal vérifiant π2OD̃a→a′,k
⊂ J ′ (utiliser la proposition III.2.8 ap-

pliquée à Da′,k−1 et l’application de Hodge-Tate de H ′∨[πk−1], puis restreinte à
Da′→a,k−1 et enfin tirée en arrière via l’application Da→a′,k −→ Da′→a,k−1).

La congruence de β et β′ modulo πk−1 implique que, dans ωH⊗OD̃a→a′,k
on a

ωH′ ⊗ J ′ + πk−1ωH ⊗OD̃a→a′,k
= ωH ⊗ J + πk−1ωH ⊗OD̃a→a′,k

Mais étant donné que (π2) ⊂ I, (π2) ⊂ I′, que πωH ⊂ ωH′ (car C est inclus dans
les points de π-torsion de H) et que k ≥ 4, on en déduit

J = J ′

De tout cela on déduit que l’application

αH′∨[πk−1] ⊗OD̃a→a′,k
: Λ′∗ ⊗OD̃a→a′,k

/πk−1OD̃a→a′,k

−→ ωH′ ⊗OD̃a→a′,k
/πk−1OD̃a→a′,k

vérifie que ∀Λ′′ tel que πΛ′∗ � Λ′′ ⊂ Λ′∗,

αH′∨[πk−1](Λ
′′ ⊗OD̃a→a′,k

/πk−1OD̃a→a′,k
) = ωH ⊗K/πk−1OD̃a→a′,k

où K est un idéal localement libre de rang 1 contenant π2OD̃a→a′,k
. D’où l’existence

de la factorisation annoncée. �
De plus, ∀k ≥ 5, les applications de recollement composées

D̃a→a′,k −→ D̃a′→a,k−1 −→ D̃a→a′,k−2

sont les morphismes de changement de niveau. Elles induisent donc des isomor-
phismes en niveau infini

D̃a−→a′,∞
∼ ��

Id
��

D̃a′−→a,∞
∼ �� D̃a−→a′,∞
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On vérifie aisément que l’action de GLn(F ) × D× est naturellement compatible
aux éclatements: ∀(g, d) ∈ GLn(F ) × D× et tout entier k ≥ 3, l’isomorphisme
naturel

(g, d) : Da,Id+πkEnd(Λ)
∼−−→ D(g,d).a,Id+πkEnd(g−1Λ)

s’étend en un isomorphisme

(g, d) : D̃a,Id+πkEnd(Λ)
∼−−→ D̃(g,d).a,Id+πkEnd(g−1Λ)

et induit donc un isomorphisme en niveau infini en passant à la limite projective.

Définition III.2.14. On note X̃∞ le schéma formel GLn(F )×D×-équivariant défini
par le diagramme de recollement

∐
a→a′ D̃a→a′,∞

��
��
∐

a D̃a,∞ �� X̃∞

où ∀a → a′, les applications de recollement sont D̃a→a′,∞ ↪→ D̃a,∞, l’inclusion na-
turelle et D̃a→a′,∞

∼−−→ D̃a′→a,∞ ↪→ D̃a′,∞, l’application de recollement précédente
composée avec l’inclusion naturelle.

III.2.6.2 Recollement des morphismes vers Ω̂

Proposition III.2.15. Les morphismes construits précédemment D̃a,∞ −→ Ω̂ pour
des sommets a de l’immeuble se recollent en un morphisme

X̃∞ −→ Ω̂

L’action à droite de GLn(F ) sur X̃∞ et celle à gauche sur Ω̂ se correspondent via
g �→ tg.

Démonstration. Il suffit de vérifier que pour toute arête a → a′ le diagramme
suivant est commutatif

D̃a,∞

���
��

��
��

�

D̃a→a′,∞

� �

����������

��

����
���

���
Ω̂

D̃a′,∞

����������

Cela découle de la fonctorialité de l’application de Hodge-Tate rappelée précédem-
ment appliquée à l’isogénie “quotient par un sous-groupe canonique” sur le bord
des cellules. Plus précisément, avec les notations de la démonstration précédente



III.3. Construction du morphisme X̃∞ −→ Y∞ 157

il y a un diagramme commutatif

Λ′∗ ⊗OD̃a→a′ ,∞� �

��

αH′∨ �� ωH′� �

��
Λ∗ ⊗OD̃a→a′,∞

αH∨ �� ωH

où H ′ est le quotient de H ×Da ×D̃a→a′,∞ par le sous-groupe canonique défini par
η(Λ′/Λ). La proposition est donc une conséquence du lemme III.2.7 �
Remarque III.2.16. Le morphisme construit est invariant par l’action de D×,
puisque construit à partir de l’application de Hodge-Tate du groupe de Lubin-
Tate universel qui ne dépend pas de la rigidification modulo p (la déformation
notée ρ).

III.3 Construction du morphisme X̃∞ −→ Y∞
Le but de ce chapitre est de relever le morphisme GLn(F )-équivariant défini
précédemment X̃∞ −→ Ω̂ en un morphisme GLn(F ) × D×-équivariant X̃∞ −→
Y∞.

III.3.1 Étude des normalisés de Ω̂ dans la tour de Drinfeld

Soit G le OD-module formel spécial universel sur Ω̂. On note pour tout sous-groupe
ouvert K ⊂ O×

D

ΩK −→ Ω̂rig

le revêtement étale fini classifiant les structures de niveau K sur

Grig = lim
−→
k≥1

G[πk]rig.

On note Ω̂K le normalisé de Ω̂ dans ΩK . Rappelons que Ω̂K ⊂ YK est la compo-
sante où la quasi-isogénie universelle est de hauteur nulle. Rappelons également
les deux faits suivants:

• Soit Z un schéma formel localement de type fini sans π-torsion sur Spf(Ŏ).
Supposons Z normal. Alors, l’application, qui à un ouvert U de Z associe
l’ouvert admissible U rig de Zrig, induit une bijection entre les parties ou-
vertes/fermées de Z et celles de Zrig.

• Soit X
ϕ−−→ Y un morphisme étale fini d’espaces rigides et Y

s1 ��
s2

�� X deux

sections de ϕ. Alors l’espace rigide {s1 �= s2} est un ouvert/fermé de Y .
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Lemme III.3.1. Soit m ∈ N∗. Soit α ∈ G[Πm]rig(G[Πm]rig) la section identité et
e la section neutre. Soit U l’ouvert/fermé de G[Πm]rig, où Πm−1(α) �= e c’est-
à-dire U = (Πm−1)−1(G[Π]rig \ {e}) avec Πm−1 : G[Πm]rig −→ G[Π]rig. Alors
Ω1+ΠmOD = U .

Démonstration. L’espace Ω1+ΠmOD est le foncteur au-dessus de Ω défini par

∀Y −→ Ω, Ω1+ΠmOD(Y ) = {η : Π−mOD/OD
∼−−→ G[Πm]rig ×Ω Y }

où η est OD-linéaire et Π−mOD/OD désigne le groupe étale constant. Se donner
un morphisme η OD-équivariant comme ci-dessus sur Y est équivalent à se don-
ner la section η(1) ∈ G[Πm]rig(Y ). La condition que η soit un isomorphisme est
équivalente à ce que pour toute composante connexe W de Y, Πm−1(η(1))|W �= 0.
Cela est encore équivalent à ce que le morphisme Y −→ G[Πm]rig se factorise par
l’ouvert/fermé U . �

Corollaire III.3.2. Soit G̃[Πm] le normalisé de G[Πm] dans G[Πm]rig (un Ŏ-schéma

formel localement de type fini). Alors Ω̂1+ΠmOD est l’ouvert/fermé de G̃[Πm] in-
duisant l’ouvert/fermé U du lemme précédent en fibre générique.

Corollaire III.3.3. Soit V = Spf(A) ⊂ Ω̂ un ouvert affine et

G[Πm]|V = Spf(Bm) −→ Spf(A).

Soit W ⊂ Spec(Bm[ 1
π ]) l’ouvert/fermé {Πm−1 �= e} et B̃m le normalisé de Bm.

Alors si Spec(Am) est l’adhérence schématique de W dans Spec(B̃m) le diagramme
suivant est cartésien

Spf(Am) � � ��

��

Ω̂1+ΠmOD

��
Spf(A) � � �� Ω̂

Exemple III.3.4. Pour illustrer les constructions précédentes considérons l’espace
de module obtenu en mettant des points de torsion sur μp∞ sur Spec(Zp) (ce qui
correspond au cas n = 1 et F = Qp). On a μpn = Spec(Zp[T ]/(T pn − 1)). De
plus, Zp[T ]/(T pn − 1) = Zp[T ]/(

∏n
i=0 Φpi(T )), où Φk désigne le k-ième polynôme

cyclotomique. Alors le normalisé de μpn s’écrit

μ̃pn =
n∐

i=0

Spec( Zp[ζpi ]︸ ︷︷ ︸
Zp[T ]/(Φpi )

)

L’ouvert T pn−1 �= 1 est Spec(Zp[ζpn ]), car Zp[T ]/(Φpi)
[

1

T pn−1−1

]
= 0 si i < n,

puisqu’alors Φpi |T pn−1 − 1.
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Proposition III.3.5. Soit Z un Ŏ-schéma formel π-adique sans π-torsion tel que
OZ soit intégralement fermé dans OZ[ 1

π ] (cela ne signifie rien d’autre que pour tout
ouvert affine U de Z, l’anneau Γ(U ,OZ) est intégralement clos dans Γ(U ,OZ)[ 1

π ],
cf. section D.5 de l’appendice). Se donner un morphisme

Z −→ Ω̂1+ΠmOD

est équivalent à se donner un triplet (G′, ρ′, s) à isomorphisme-près, où

• (G′, ρ′) ∈ Ω̂(Z)
• s ∈ G′[Πm](Z) est une section telle qu’il existe un recouvrement affine

(Spf(Ai))i de Z, tel que si G′
i désigne le groupe p-divisible sur Spec(Ai) as-

socié au groupe p-divisible G′ ×Z Spf(Ai), alors sur Spec(Ai[ 1
π ]) la section s

induit un isomorphisme

Π−mOD/OD
∼−−→ G′

i[Π
m]×Spec(Ai) Spec(Ai[ 1

π ])

Démonstration. Rappelons que G désigne le OD-module formel universel sur Ω̂.
Le triplet (G′, ρ′) fournit un morphisme

ϕ1 : Z −→ Ω̂

par lequel l’image réciproque de G est isomorphe à G′. La section s relève ce
morphisme en un morphisme ϕ2

G[Πm]

��
Z

ϕ1 ��

ϕ2
		��������

Ω̂

Celui-ci s’étend de façon unique en un morphisme ϕ3

G̃[Πm]

��
Z

ϕ2 ��

ϕ3
����������
G[Πm]

En effet, G̃[Πm] = Spf(A), où A est une OG[Πm]-algèbre cohérente vérifiant A ⊂
OG[Πm][ 1

π ] et toute section deA sur un ouvert quasicompact est entière surOG[Πm].
Il y a donc d’après l’hypothèse faite sur Z une unique factorisation

ϕ−1
2 OG[Πm]

ϕ∗
2 ��

� �

��

OZ

ϕ−1
2 A

������������

qui fournit le morphisme cherché Z −→ Spf(A).
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On vérifie alors localement sur Z que ce morphisme se factorise à travers
l’ouvert/fermé de G̃[Πm] égal à Ω̂1+ΠmOD . �

III.3.2 Définition modulaire de Y∞

Lemme III.3.6 (Pureté du π0). Soit R une Ŏ-algèbre π-adique sans π-torsion telle
que R soit intégralement fermé dans R[ 1

π ]. Alors

Spec(R/πR) connexe ⇐⇒ Spec(R) connexe ⇐⇒ Spec(R[ 1
π ]) connexe

Rappelons également que pour Z un Ŏ-schéma formel localement de type fini
sans π-torsion et normal, on a Z connexe ⇐⇒ Zrig l’est.

Proposition III.3.7. Soit Z un schéma formel π-adique sans π-torsion sur Spf(Ŏ)
tel que OZ soit intégralement fermé dans OZ[ 1

π ]. Supposons que pour tout ou-
vert quasicompact U de Z, π0(U) est fini, c’est-à-dire les composantes connexes
de U sont ouvertes. Il y a alors une bijection D×-équivariante entre l’ensemble
des morphismes Z −→ Y∞ et les triplets (G′, ρ′, η), à isomorphisme-près, où
(G′, ρ′) ∈ Ω̂(Z) et η ∈ Γ(Z, Hom(F/OF , G′)[ 1

π ]) est tel que pour tout ouvert U
de Z, η|U �= 0. Dans cette bijection, l’action de D× sur les triplets se fait via
∀d ∈ D×, d.(G′, ρ′, η) = (G′, ρ′, d−1 ◦ η), où d−1 ∈ Hom(G′, G′)[ 1

π ].

Démonstration. Construisons un morphisme Z −→ Y∞ à partir d’un triplet
(G′, ρ′, η). Soit Spf(R) ⊂ Z un ouvert affine connexe. Notons G′′ le groupe
p-divisible sur Spec(R) associé au groupe p-divisible G′ ×Z Spf(R) sur Spf(R).
L’élément η induit un élément

α ∈ HomOD (D/OD, G′′)[ 1
π ] \ {0}

= HomOD

(
D/OD, G′′ ×Spec(R) Spec(R[ 1

π ])
)
[ 1
π ] \ {0}

l’égalité résultant de ce que R est intégralement fermé dans R[ 1
π ]. Le groupe

HomOD (D/OD, G′′⊗RR[ 1
π ])[ 1

π ] est muni d’une structure de D-module via l’action
de D à droite sur D/OD. On pose (d.f)(•) = f(•d). D’après le lemme III.3.6,
Spec(R[ 1

π ]) est connexe et donc ce D-module est de rang 1.
Soit N ∈ Z tel que

ΠN .α ∈ HomOD (D/OD, G′′) \Π.HomOD(D/OD, G′′)

Toujours parce que Spec(R[ 1
π ]) est connexe, ΠN .α induit un isomorphisme

ΠN .α : D/OD
∼−−→ G×Spec(R) Spec(R[ 1

π ])

Donc, d’après la proposition III.3.5 le système compatible(
(ΠN .α)(Π̄−m)

)
m≥1

∈ (G[Πm](R))m≥1
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induit un système compatible de morphismes

��
Y1+Πm+1OD

��
Spf(R) ��

����������
Y1+ΠmOD

��

D’où, puisque Y∞ = lim
←−
m

Y1+ΠmOD dans la catégorie des schémas formels π-

adiques, un morphisme ϕ : Spf(R) −→ Y∞. On associe alors à (G′, ρ′, x) le mor-
phisme composé

Spf(R)
ϕ−−→ Y∞

Π−N

−−−−→ Y∞

Soient maintenant Spf(R′) et Spf(R′′) �= ∅ deux autres ouverts affines connexes
tels que Spf(R′′) ⊂ Spf(R) ∩ Spf(R′). Il y a un diagramme de morphismes

Spec(R)

Spec(R′′)

����������

����
���

���

Spec(R′)

Le groupe p-divisible sur Spec(R′) associé au groupe p-divisible G′×Z Spf(R′′) est
égal à G′′ ×Spec(R) Spec(R′′). On en déduit que l’entier N ∈ Z associé précédem-
ment à R est le même pour R, R′ et R′′. On conclut aisément que les différents
morphismes sur les ouverts affines connexes se recollent en un morphisme

Z −→ Y∞

Le fait que cela donne une bijection entre Y∞(Z) est les classes d’isomorphismes
de triplets (G′, ρ′, η) est laissé au lecteur. �

III.3.3 Sur la suite de Hodge-Tate en niveau infini

Reprenons les notations de la section III.2. Soit a = [Λ, M ] un sommet de l’im-
meuble paramétrant les cellules de X∞. Soit Da,∞ = lim

←−
k

Da,k la cellule associée

en niveau infini où Da,k := Da,Id+πkEnd(Λ). Dans la section III.2, on a défini une
application de Hodge-Tate

αH∨ : Λ∗ ⊗ODa,∞(1) −→ ωH ⊗ODa,∞
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On définit de même

αH : Λ⊗ODa,∞ −→ ωH∨ ⊗ODa,∞

(le module ωH∨ est celui noté ω̃HD dans l’appendice B du premier chapitre).

Proposition III.3.8. Dans la suite de Hodge-Tate

ω∗
H∨ ⊗ODa,∞(1)

tαH(1)−−−−−→ Λ∗ ⊗ODa,∞(1)
αH∨−−−−→ ωH ⊗ODa,∞

on a αH∨ ◦ tαH(1) = 0.

Démonstration. On utilisera le résultat suivant (cf. chapitre II). Si H0 est un O-
module π-divisible sur OK , où K|F̆ est une extension de degré fini, alors dans la
suite de Hodge-Tate usuelle

ω∗
H0
⊗O

K̂
(1)

tαH∨
0

(1)

−−−−−−→ Tp(H0)⊗O
K̂

αH0−−−→ ωH∨
0
⊗O

K̂

on a αH0 ◦ tαH∨
0
(1) = 0.

Revenons à l’énoncé. Il suffit de montrer que

∀k ≥ 1, αH∨ ◦ tαH(1) ≡ 0 mod πk

Mais ∀k ≥ 1, la suite de Hodge-Tate modulo πk provient du niveau fini Da,k pour
le groupe plat fini H∨[πk][

ω∗
H∨ ⊗ODa,∞(1)

tαH (1)−−−−−→ Λ∗ ⊗ODa,∞(1)
αH∨−−−−→ ωH ⊗ODa,∞

]
mod πk

=
[
ω∗

H∨ ⊗ODa,k
/πk(1)

tα
H[πk](1)−−−−−−−→ Λ∗ ⊗ODa,k

/πk(1)
α

H∨[πk]
��

ωH ⊗ODa,k
/πk

]
⊗ODa,∞/πk

où, pour abréger, on a noté ODa,∞/πk := ODa,∞/πkODa,∞ . De plus, d’après le

rappel précédent, ∀x ∈ Drig
a,k(F̆ ), x : Spf(OK) −→ Dk, où K|F̆ est de degré fini,

x∗ tαH[πk](1) et x∗αH∨[πk] sont congrus modulo πk, après extension des scalaires
de OK à O

K̂
, à tαx∗H(1) et αx∗H∨ , où x∗H est un O-module π-divisible sur OK .

Donc, d’après le rappel du début de la démonstration,

x∗(αH∨ [πk] ◦ tαH[πk](1)) = 0

Soit t un générateur de ωH , ωH = ODa .t. Cela étant vrai pour tout x, on en déduit
que pour v ∈ ωH∨ ⊗ODa,k

(1), si f ∈ ODa,k
est tel que (αH∨[πk] ◦ tαH[πk](1))(v) ≡

f.t, alors

∀x ∈ Drig
k (F̆ )

∥∥∥∥ f

πk

∥∥∥∥
∞
≤ 1

et que donc, Dk étant normal, on a

f ∈ πkODk
�
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III.3.4 Construction d’éléments dans le module de Tate
du OD-module formel spécial tiré en arrière sur X̃∞

On a construit dans le chapitre précédent un morphisme GLn(F )-équivariant

X̃∞ −→ Ω̂

à partir de l’application de Hodge-Tate de H∨, où H est un groupe p-divisible
universel sur une cellule de X̃∞.
Soit G le OD-module formel spécial universel sur Ω̂ muni de sa rigidification, une
quasi-isogénie de hauteur 0

ρG : G×Fq
(Ω̂ mod π) −→ G×Ω̂ (Ω̂ mod π)

Soit a = [Λ, M ] un sommet de l’immeuble associé à X∞ et

fa : D̃a,∞ −→ Ω̂

le morphisme défini précédemment. Nous considérerons le OD-module formel spé-
cial f∗

aG sur D̃a,∞.
Soit H le O-module π-divisible universel sur Da muni de sa rigidification

ρH : H×Fq
(Da mod π) −→ H ×Da (Da mod π)

La rigidification η induit pour tout k ≥ 1,

η : π−kΛ/Λ −→ H ×Da Da,k

Elle fournit donc un élément de

Hom(Λ⊗ F/Λ, H ×Da D̃a,∞)

où Λ⊗F/Λ désigne le groupe π-divisible étale constant lim
−→

i

π−iΛ/Λ. L’inclusion

Λ ⊂ Fn induit une quasi-isogénie (F/OF )n −→ Λ⊗ F/Λ. Il y a donc une égalité

Hom(Λ[ 1
π ]/Λ, H ×Da D̃a,∞)[ 1

π ] = Hom((F/OF )n, H ×Da D̃a,∞)[ 1
π ]

et η fournit donc n éléments

ζ1, . . . , ζn ∈ Hom(F/OF , H ×Da D̃a,∞)[ 1
π ]

Considérons le composé

F/OF
(ζ1,...,ζn)−−−−−−→ Hn×(D̃a,∞ mod π)

ρ−1
H−−−→ Hn × (D̃a,∞ mod π)

Δ

��
G× (D̃a,∞ mod π)

f∗
a ρG �� f∗

aG mod π
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qui définit un élément

χ ∈ Hom
(
F/OF , f∗

aG×D̃a,∞
(D̃a,∞ mod π)

)
[ 1
π ]

L’application de réduction modulo π induit une injection

Hom (F/OF , f∗
aG) [ 1

π ] ↪→ Hom
(
F/OF , f∗

aG×D̃a,∞
(D̃a,∞ mod π)

)
[ 1
π ]

dont l’image est caractérisée par la théorie de la déformation de Messing rela-
tivement à l’idéal (π) qui est muni de O-puissances divisées (cf. [12], ainsi que
l’appendice B du chapitre I).

Théorème III.3.9. Le morphisme χ se relève en caractéristique 0 via l’application
de réduction modulo π précédente:

χ ∈ Hom (F/OF , f∗
aG)) [ 1

π ]

Démonstration. Rappelons le critère de relèvement de Messing. Soit Z un schéma
formel π-adique sur Spf(Ŏ). Soient H1 et H2 deux O-modules π-divisibles sur Z.
On s’intéresse à l’image de l’injection

Hom(H1, H2) ↪→ Hom(H1 mod π, H2 mod π)

Soit H �−→ LieE(H) le foncteur algèbre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle (appendice B) muni de sa partie vectorielle Fil Lie E(H). D’après la
nature cristalline de la O-extension vectorielle universelle, il y a un morphisme

Hom(H1 mod π, H2 mod π) −→ HomOZ
(Lie E(H1), LieE(H2))

Alors, le critère de relèvement dit que le diagramme suivant est cartésien

Hom(H1, H2)
� � ��

��

Hom(H1 mod π, H2 mod π)

��
HomOZ-modules filtrés(Lie E(H1), Lie E(H2)) � � �� HomOZ

(Lie E(H1), Lie E(H2))

Pour le groupe F/OF on a Lie E(F/OF ) = Fil Lie(F/OF ) = OZ.
Revenons à la démonstration. Il s’agit de montrer que via la composée

f∗
aρG ◦Δ ◦ ρ−1

H ◦ (ζ1, . . . , ζn) : F/OF −→ f∗
aG mod π

le morphisme induit au niveau de l’évaluation des cristaux sur l’épaississement
D̃∞ mod π ↪→ D̃∞

OD̃∞
[ 1
π ] −→ f∗

aLieE(G)[ 1
π ]

1 �−→ x

vérifie x ∈ f∗
a (Fil LieE(G))[ 1

π ].
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La quasi-isogénie f∗
aρG induit un isomorphisme

D(G)⊗OD̃∞
[ 1
π ] ∼−−→ f∗

aLie E(G)[ 1
π ]

Alors, via cet isomorphisme

x ∈ D(G)⊗OD̃∞
[ 1
π ] =

⊕
j∈Z/nZ

D(G)Q,j ⊗OD̃∞
[ 1
π ]

La filtration définissant le morphisme D̃∞ −→ Ω̂ (où Ω̂ est l’espace de Drinfeld
associé à l’espace vectoriel D(G)V =Π

Q,0 ) est une filtration localement facteur direct
Fil ⊂ D(G)Q,0OD̃∞

[ 1
π ] et, via l’isomorphisme précédent,

f∗
a (Fil LieE(G))[ 1

π ] =
⊕

j∈Z/nZ

ΠjFil

Rappelons qu’on a fixé un isomorphisme D(H)Q,0 � F̆ et que, via l’isogénie Δ,
cela nous a permis d’identifier

F̆n � D(H)n
Q,0

Δ∗−−−→
�

D(G)Q,0

Donc le morphisme définissant fa : D̃∞ −→ Ω̂ (où maintenant il s’agit de l’espace
Ω̂ associé à l’espace vectoriel Fn) est donné par une filtration

Fil′ ⊂ D(H)n
Q,0 ⊗OD̃∞

[ 1
π ] � OD̃∞

[ 1
π ]n

et il s’agit de voir que le morphisme composé

F/OF
(ζ1,...,ζn)−−−−−−−→ Hn × (D̃∞ mod π) −→ Hn × (D̃∞ mod π)

induit au niveau de l’évaluation des cristaux un morphisme tel que

1 �−→ X ∈
⊕

j∈Z/nZ

ΠjFil′ ⊂ D(H)n ⊗OD̃∞
[ 1
π ]

Si αH désigne l’application de Hodge-Tate de H alors

X = (αH(ζi))1≤i≤n ∈ ωH∨ ⊗OD̃∞
[ 1
π ]n ⊂ D(H)n

Q ⊗OD̃∞
[ 1
π ]n

et
X = (Xij)1≤i≤n,j∈Z/nZ ∈Mn(OD̃∞

[ 1
π ])

via
D(H)n

Q
∼−−→

⊕
j∈Z/nZ

D(H)n
Q,j

∑
Π−j

−−−−−→
�

⊕
j∈Z/nZ

D(H)n
Q,0 �

⊕
j∈Z/nZ

F̆n
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Rappelons maintenant qu’on a identifié Fn à (Fn)∗ et qu’alors Fil′ ⊂ OD̃∞
[ 1
π ]n

est le noyau de αH∨(−1). On vérifie alors que via l’isomorphisme

D(H)n
Q,0 ⊗OD̃∞

[ 1
π ] � OD̃∞

[ 1
π ]n �

(
OD̃∞

[ 1
π ]n

)∗

on a
∀j ∈ Z/nZ, (Xij)1≤i≤n = tαH(ϕj)

où ϕj ∈ ω∗
H∨ ⊗OD̃∞

[ 1
π ] est la forme linéaire composée

ϕj : ωH∨ ⊗OD̃∞
[ 1
π ] ↪→ D(H)Q ⊗OD̃∞

[ 1
π ] � D(H)Q,j ⊗OD̃∞

[ 1
π ]

Π−j

��
D(H)Q,0 ⊗OD̃∞

[ 1
π ]� OD̃∞

[ 1
π ]

Le théorème est donc une conséquence de la proposition III.3.8. �
Proposition III.3.10. Soit f : X̃∞ −→ Ω̂. Les morphismes χ définis sur les
différentes cellules se recollent en un

χ ∈ Γ(X̃∞, Hom(F/OF , f∗G)[ 1
π ])

au sens où ∀U ouvert quasicompact dans X̃∞, χ ∈ Hom(F/OF , f∗G|U )[ 1
π ]. Pour

tout ouvert quasicompact U ⊂ X̃∞, χ|U �= 0. Pour tout g ∈ GLn(F ) via l’égalité
g∗f∗G = f∗G, où g : X̃∞ −→ X̃∞, on a g∗χ = χ.

Démonstration. Les assertions concernant le recollement et l’équivariance “g∗χ =
χ” ne posent pas de problème; il suffit de les vérifier dans le groupe
Hom(F/OF , f∗G mod π)[ 1

π ]. De même l’assertion χ|U �= 0 se vérifie modulo π
où, avec les notations de la démonstration précédente, puisque ρH , ρG et Δ sont
inversibles, elle est équivalente à

∀a = [Λ, M ], ∀U ⊂ D̃a,∞, (ζ1, . . . , ζn) : F/OF −→ Hn ×D̃a,∞
(U mod π)

est non nul.
Cette assertion est claire puisque sur U , ∀k ≥ 1, (ζ1, . . . , ζn) définissent une

structure de niveau de Drinfeld π−kΛ/Λ −→ H [πk] × U , mais U étant sans π-
torsion une telle structure de niveau de Drinfeld est non-triviale après inversion
de π et est donc non-triviale. �

III.3.5 Construction du morphisme

III.3.5.1 Un canular. La remarque qui suit justifie que nous devrons procéder à
quelques vérifications concernant les composantes connexes des revêtements de la
tour de Lubin-Tate.
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Plaçons-nous dans le cas n = 1 et F = Qp et, afin de simplifier les notations,
travaillons sur F et non F̆ . Soit R une Zp-algèbre p-adique sans p-torsion telle que
Spec(R[ 1p ]) soit connexe. Soit x ∈ Hom(Qp/Zp, μp∞)[ 1p ] tel que x �= 0. On a vu
dans la proposition III.3.7 qu’un tel x induit un morphisme

Spf(R) −→ Y∞ =
∐
Z

Spf(Ẑab
p )

Rappelons en effet qu’il existe n ∈ Z tel que

pnx : Qp/Zp
∼−−→ μ

p∞/R[
1
p ]

et alors ∀k ≥ 1, pnx : p−kZ/Z ∼−−→ μ
pk/R[

1
p ]

, d’où

Y∞

��
Yk+1

��
Spf(R) ��

���������

α

����������������
Yk

et on définit alors le morphisme cherché par

Spf(R) α−−→ Y∞
p−n

−−−→ Y∞

où l’action de pZ su Y∞ se fait par translation des composantes de
∐

Z Spf(Ẑab
p ).

Considérons maintenant l’exemple suivant. Soit

Spf(R) = lim
←−

n

∐
Z/pnZ

Spf(Ẑab
p )

dans la catégorie des schémas formels p-adiques, c’est-à-dire

R =

⎛⎝ lim
−→

n

∏
Z/pnZ

Ẑab
p

⎞⎠̂ = C0(Zp, Ẑab
p )

les fonctions continues de Zp dans Ẑab
p . Fixons (ζpk)k≥1 ∈ μp∞(Ẑab

p ) un générateur
de Tp(μp∞), c’est-à-dire tel que ζp �= 1. Soit x : Qp/Zp −→ μp∞/R défini par
x = (xk)k≥1, xk ∈ μpk(R), et xk est la fonction continue

∀t ∈ Zp xk(t) = ζt
pk

Alors, pour tout ouvert U de Spf(R), x|U �= 1. Mais il n’existe pas de morphisme
associé Spf(R) −→ Y∞, car les composantes connexes de Spec(R) ne sont pas
ouvertes (les “diracs” comme fonctions de Zp à valeurs dans Ẑab

p ne sont pas des
fonctions continues). On a π0(Spec(R)) � Zp.
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III.3.6 Un remède au canular

Proposition III.3.11. Soit X l’espace de Lubin-Tate sans niveau sur Spf(Ŏ) et pour
C ⊂ GLn(OF ) un sous-groupe ouvert Xrig

C , l’espace de Lubin-Tate rigide en niveau
C. Soit H le groupe p-divisible universel sur X. Soit U ⊂ Xrig

C un ouvert admissible

connexe. Soit s ∈ U(F̆ ) un point géométrique et

ρ : π1(U, s) −→ GLOF (Tp(Hrig))

la représentation de monodromie associée. Alors l’image de ρ est ouverte. En
d’autres termes, si (UC′)C′⊂C désigne l’image réciproque de U dans les revête-
ments de la tour de Lubin-Tate en niveaux C′ ⊂ C, alors

lim
←−

C′⊂C

π0(UC′)

est un ensemble fini (pour C′′ ⊂ C′ avec C′ ⊂ C suffisamment petit π0(UC′′) ∼−−→
π0(UC′)).

Démonstration. Il suffit de montrer qu’il existe une extension de degré fini K|F̆
ainsi qu’un point x ∈ U(K) tel que si Hx désigne le groupe de Lubin-Tate sur OK

spécialisé en x alors l’image de

ρx : Gal(K|K) −→ GLOF (Tp(Hx))

est ouverte. Du point de vue des composantes connexes, cela exprime que si x′ ∈ U
désigne le point “du spectre maximal” associé à x, l’ensemble lim

←−
k

Π−1
C′,C(x′) est

fini, où ΠC′,C est l’application de l’espace de Lubin-Tate en niveau C′ vers celui
en niveau C. Il suffit de le faire pour C = GLn(OF ), puisque l’image de U dans
Xrig par l’application d’oubli du niveau est un ouvert admissible. Supposons donc
C = GLn(OF ).

Si K|F̆ est finie et x ∈ Xrig(K), soit Filx ⊂ D(H)Q ⊗F̆ K, Filx ∈ Pn−1(K),
la filtration de Hodge associée dans l’espace des périodes. Alors

End(Hx)Q � EndGal(K|K)(Vp(Hx)) � End(D(H)Q, ϕ, Filx) � StabD(Filx)

qui est un corps commutatif E|F tel que E ⊂ D (le fait que E est commutatif
résulte de ce qu’étant donné que Hx est un groupe formel l’application qui à un
endomorphisme associe l’endomorphisme tangent sur l’algèbre de Lie est injective,
mais ici l’algèbre de Lie de Hx est de dimension 1).

Supposons E = F . Alors, puisque l’isocristal de Hx est simple, la représenta-
tion cristalline Vp(Hx) est irréductible et le reste comme représentation Gal(K|K ′),
pour toute extension de degré fini K ′ de K. De plus, pour toute extension de degré
fini K ′|K , EndGal(K|K′)(Vp(Hx)) = F . Cela implique, par la théorie de Sen (cf.



III.3. Construction du morphisme X̃∞ −→ Y∞ 169

par exemple le théorème 5 de [14] où le cas F = Qp est traité, le cas F général
étant identique), que l’algèbre de Lie de l’image de Gal(K|K) est End(Vp(Hx)) et
que donc l’image est ouverte.

Reste donc à voir que si π̆ : Xrig −→ Pn−1 désigne l’application des périodes
alors

∃x ∈ U StabD×(π̆(x)) = F×

Mais le morphisme des périodes étant étale, π̆(U) contient un ouvert admissible
de Pn−1. Or les sous-variétés “de type Hodge” associées aux corps E tels que
F ⊂ E ⊂ D sont les points fixes de E× agissant sur Pn−1 via E× ⊂ D×. Lorsque
E varie, elles forment une union finie de D×-orbites de sous-variétés algébriques
dans Pn−1. Ces D×-orbites sont en bijection avec les classes de conjugaison de tores
non-triviaux du groupe algébrique associé à D×. Donc, d’après la proposition qui
suit, π̆(U) (ou plutôt ses points “classiques”) n’est pas contenu dans l’union de
ces sous-variétés. �
Proposition III.3.12. Soit L un corps valué complet pour une valuation discrète.
Soit X un L-espace analytique de Berkovich lisse équidimensionnel. Soit H un
groupe topologique compact agissant continûment sur X, au sens où l’application
H × |X | −→ |X | est continue. Soit Z ⊂ X un sous-ensemble compact tel que
tout x ∈ X possède un voisinage U tel que U ∩Z soit un sous-ensemble analytique
Zariski fermé dans U de dimension < dim X. Alors, pour tout domaine analytique
V ⊂ X non-vide, V (L) \H.Z(L) �= ∅.
Démonstration. L’ensemble H.Z étant compact dans |X |, V \H.Z est ouvert dans
V . Or, l’image de V (L) par l’application V (L) −→ |V | est dense dans |V |. Il suffit
donc de montrer que V \H.Z �= ∅. Soit M(A) ⊂ V un domaine affinöıde. Puisque
la valuation de L est discrète, la OL-algèbre des éléments topologiquement bornés
A0 dans A est une OL-algèbre telle que si Ã = A0/A00 = (A0/πLA0)red désigne
sa fibre spéciale réduite, on ait

dimA = dim Ã

(cf. le lemme III.3.13). Soit sp : M(A) −→ Spec(Ã) l’application de spécialisation.
Soit ξ un point générique d’une composante irréductible de Spec(Ã) de dimension
dimX . D’après la proposition 2.4.4. page 36 de [1], il existe x ∈ M(A) tel que
sp(x) = ξ. De plus, d’après le lemme III.3.13 qui suit, pour un tel x, le corps
résiduel du corps valué complet K(x) a pour degré de transcendance dim X sur le
corps résiduel de L. De cela, on déduit que x /∈ H.Z, puisque, toujours d’après le
lemme qui suit, ∀z ∈ Z, deg.tr.K̃(z) < dim X . �
Lemme III.3.13. Soit L un corps valué complet pour une valuation discrète de
corps résiduel k. Soit A une L-algèbre affinöıde. Soit A0 = {f ∈ A | ‖f‖∞ ≤ 1},
A00 = {f ∈ A | ‖f‖∞ < 1} et Ã = A/A0. Alors Ã est une k-algèbre de type fini.
De plus

dim A = dim Ã
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Soit M(A) l’espace de Berkovich associé à A et ∀x ∈ M(A), K(x) le corps
résiduel de x (ou son complété). Alors

∀x ∈ M(A), deg.tr.kK̃(x) ≤ dim A

Si de plus, sp(x) est un point générique d’une composante irréductible de dimen-
sion dim Ã, alors

deg.tr.kK̃(x) = dim A

Démonstration. D’après [2], théorème 1 section 6.3.5, un morphisme d’algèbres
affinöıdes B −→ C est fini ssi le morphisme induit B̃ −→ C̃ l’est. On en déduit que
Ã est une k-algèbre de type fini, puisque c’est le cas de A = L < T1, . . . , Tn >
pour tout n.

D’après le théorème de normalisation de Noether, il existe un morphisme
injectif fini ϕ : L〈T1, . . . , Tn〉 ↪→ A, où n = dimA. Le morphisme ϕ étant fini
injectif, c’est une isométrie (lemme 6 p.170 de [2]). Donc, ϕ̃ : k[T1, . . . , Tn] −→ Ã
est injectif fini, ce qui implique que dim Ã = n = dim A.

Maintenant si ϕ∗ : M(A) −→ Bn désigne le morphisme d’espaces de Ber-
kovich associé à un ϕ, comme précédemment, ∀x ∈ M(A) si y = ϕ∗(x), alors
K(x)|K(y) est une extension de degré fini. Donc l’extension de corps résiduels
K̃(x)|K̃(y) est algébrique. On est alors ramené à montrer que ∀y ∈ Bn, le degré
de transcendance sur k de K̃(y) est plus petit que n. On procède par récurrence
sur n. Le cas n = 1 ne pose pas de problème, car on a un description complète de
M(L < T >) (section 1.4.4 p. 18 de [1]). La récurrence se fait alors en utilisant
le cas n = 1 pour d’autres corps que L et la projection pr : Bn −→ Bn−1 qui à
(x1, . . . , xn) associe (x1, . . . , xn−1). En effet, pour z ∈ Bn, la fibre au-dessus de
pr(z) de pr est isomorphe à B1⊗̂LK(pr(z)) # z.

Supposons maintenant que sp(x) est un point générique d’une composante
irréductible de Ã de dimension maximale. Alors, étant donné que deg.tr.kK̃(x) ≤
dim A et que K̃(x)|k(sp(x)), on a égalité des deux degrés de transcendance. �

Remarque III.3.14. Le principe des démonstrations précédentes consiste à vérifier
que le “groupe de Mumford-Tate p-adique” est génériquement le plus gros possible,
où “génériquement” signifie que tout ouvert admissible possède un point où ce
groupe est maximal.

III.3.7 Construction du morphisme

Lemme III.3.15. Soit R∞ = lim
−→
m≥1

Rm, où ∀m, Rm est une Ŏ-algèbre π-adique sans

π-torsion intégralement fermée dans Rm[ 1
π ]. Alors R̂∞ est intégralement fermé

dans R̂∞[ 1
π ].
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Démonstration. On vérifie successivement que pour les anneaux sans π-torsion la
propriété d’être intégralement fermé dans sa fibre générique (i.e., après inversion
de π) est stable par limite inductive et complétion π-adique. �

Lemme III.3.16. Tout ouvert quasicompact de X̃∞ possède un nombre fini de com-
posantes connexes et OX̃∞

est intégralement fermé dans OX̃∞
[ 1
π ].

Démonstration. Soit k0 ≥ 4. Soit U∞ ⊂ X̃∞ un ouvert affine de la forme

U∞ = lim
←−
k≥k0

Uk

où Uk ⊂ D̃a,k, pour un a = [Λ, M ], et ∀k Uk+1 est l’image réciproque de Uk

via le morphisme de changement de niveau. Les Uk sont des schémas formels
admissibles sur Ŏ. De plus les (U rig

k )k forment un revêtement pro-galoisien de
groupe K = Id + πk0End(Λ) ⊂ GLn(F ). Rappelons que les Uk étant normaux,
∀k, π0(Uk) = π0(U rig

k ). Écrivons Uk = Spf(Rk), U∞ = Spf(R∞), avec R∞ =
( lim

−→
k

Rk)̂ . Alors, d’après la proposition III.3.11,

∃k1 ≥ k0, ∀k ≥ k1, π0(Spec(R∞)) ∼−−→ π0(Spec(Rk))

qui est un ensemble fini et donc les composantes connexes de Spec(R∞) sont
ouvertes. Maintenant, si f ∈ R∞/πR∞ et si D(f) ⊂ Spf(R∞) est l’ouvert associé,
alors ∃k′ tel que f provienne d’un élément de Rk′/πRk′ et donc l’ouvert D(f)
également. De cela on déduit, d’après l’analyse précédente appliquée à D(f), que
D(f) possède un nombre fini de composantes connexes. Donc X̃∞ possède une
base d’ouverts ayant un nombre fini de composantes connexes duquel on déduit
que tout ouvert quasicompact possède un nombre fini de composantes connexes.

D’après le lemme précédent, on obtient également ainsi la seconde assertion
(cf. plus généralement la proposition D.6.1 de l’appendice). �

L’élément χ de la proposition III.3.10 fournit alors, d’après la proposition
III.3.7, un morphisme GLn(F )×D×-équivariant

X̃∞ −→ Y∞

où “équivariant” signifie que l’action de (g, d) ∈ GLn(F )×D× est transformée en
celle de ( tg, d−1).

III.4 Construction du morphisme Ỹ∞ −→ P̂n−1

Dans cette section, nous entamons la construction du morphisme de la tour de
Drinfeld vers celle de Lubin-Tate en construisant un morphisme d’un éclaté de
Y∞ vers l’espace des périodes associé à l’espace de Lubin-Tate.
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III.4.1 Applications de Hodge-Tate

Soit comme précédemment G le OD-module formel spécial universel sur Y. Notons
∀k, Yk = Y1+πkOD

. Les schémas formels Yk étant normaux, la structure de niveau
en fibre générique induit des morphismes

∀k ≥ 1 π−kOD/OD −→ G[πk]×Y Yk

qui induisent des isomorphismes sur Yrig
k .

Fait admis: Comme pour la tour de Lubin-Tate on admettra que OF /πkOF (1)
devient trivial sur Yk. Cela résulte soit de l’existence d’une application déterminant
construite à l’aide des théorèmes de comparaison de [7] ou bien de l’existence de
l’application déterminant pour des variétés de Shimura uniformisées par Yrig

k .

Comme dans la section III.2.1, on construit à partir de ces morphismes des
applications de Hodge-Tate

∀k ≥ 1, αG∨[πk](−1) : HomOF (OD,OF )⊗OYk
/πkOYkn

−→ ωG⊗OYk
/πkOYk

(−1)

Ces morphismes satisfont une condition de compatibilité naturelle et induisent
alors une application de Hodge-Tate en niveau infini

αG∨(−1) : HomOF (OD,OF )⊗OY∞ −→ ωG ⊗OY∞(−1)

L’action à gauche de OD sur G induit une action à droite de OD sur G∨, c’est-
à-dire un morphisme OD −→ End(G∨)opp. Le module de Tate de G∨ est donc
un OD-module à droite et via sa rigidification, ce module est le OD-module
Hom(OD,OF )(1), où ∀d ∈ OD, ∀h ∈ Hom(OD,OF )(1), h.d(•) = h(d•). De même
ωG est un OD-module à droite. Les morphismes de Hodge-Tate précédentes sont
OD-équivariantes pour les actions précédentes.

Rappelons que pour un OD ⊗OF Ŏ-module M , on note M =
⊕

j∈Z/nZ Mj

sa décomposition en facteurs directs, où OFn ⊂ OD agit sur le facteur Mj via
σ−j : Fn ↪→ F̆ .

On a donc des décompositions

αG∨[πk](−1) :
⊕

j∈Z/nZ

HomOFn ,σ−j (OD, Ŏ)⊗̆
O
OYk

/πk
⊕jα

G∨[πk],j−−−−−−−−→
⊕

j∈Z/nZ

ωG,j⊗OYk
/πk

αG∨(−1) :
⊕

j∈Z/nZ

HomOFn ,σ−j (OD, Ŏ)⊗Ŏ OY∞

⊕jαG∨,j−−−−−−→
⊕

j∈Z/nZ

ωG,j ⊗OY∞(−1)

sur lesquelles Π agit avec deg Π = −1.
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III.4.2 Éclatements et conoyau de l’application de Hodge-Tate

Nous utiliserons le lemme-clef suivant, variante du lemme de Nakayama.

Lemme III.4.1. Soient M et N deux OF -modules π-adiquement complets, u :
M −→ N , N ′ un sous-module de N tel que πN ⊂ N ′ et Im(u)+π2N = N ′. Alors
Im(u) = N ′.

De plus, nous utiliserons le résultat suivant dont la démonstration est simi-
laire à celle du théorème II.1.1, en remplaçant p par π et les anneaux de Fontaine
usuels par leurs équivalents relatifs associés à F |Qp. En fait, pour ce dont nous
avons besoin nous pourrions utiliser le théorème II.1.1. Cependant l’utilisation du
théorème II.1.1 conduirait à remplacer π par πeF |Qp , ce qui n’est guère agréable,
mais les arguments seraient essentiellement les mêmes.

Théorème III.4.2. Soit K|F un corps valué complet pour une valuation à valeurs
dans R. Soit H un O-module π-divisible sur OK . Alors le conoyau de l’application
de Hodge-Tate

αH : Tp(H)⊗O
K̂
−→ ωH∨ ⊗O

K̂

est annulé par π.

Remarque III.4.3. En fait, nous n’utiliserons le résultat précédent que pour des
extensions K de F̆ de degré fini.

Considérons maintenant pour tout j, 0 ≤ j ≤ n− 1,

αG∨[π2],j(−1) : HomOFn ,σ−j (OD, Ŏ)⊗OY2/π2OY2 −→ ωG,j ⊗OY2/π2OY2(−1)

Soit Ij l’idéal cohérent de OY2 tel que π2OY2 ⊂ Ij et

Im(αG∨[π2],j) = ωG,j ⊗ Ij/π2OY2

Définition III.4.4. Pour tout k ≥ 2 , on note Ỹk le normalisé de l’éclatement formel
admissible des idéaux OYk

.Π−1
k,2Ij , 0 ≤ j ≤ n− 1, où Πk,2 : Yk −→ Y2.

Ainsi Ỹk est le normalisé du transformé strict de Yk −→ Y2 relativement
à l’éclatement Ỹ2 −→ Y2 (cf. section D.7.3 de l’appendice). En particulier les
morphismes Ỹk+1 −→ Ỹk sont finis.

Définition III.4.5. On note Ỹ∞ = lim
←−

k

Ỹk dans la catégorie des schémas formels

π-adiques sur Spf(Ŏ).

Remarque III.4.6. D’après le corollaire D.7.11 de l’appendice, on peut construire
Ỹ∞ directement en niveau infini.
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Proposition III.4.7. Pour tout k ≥ 2 et j, 0 ≤ j ≤ n − 1, le morphisme de
Hodge-Tate sur l’éclaté Ỹk

αG∨[πk],j(−1) : HomOFn ,σ−j (OD, Ŏ)⊗OỸk
/πkOỸk

−→ ωG,j ⊗OỸk
/πkOỸk

(−1)

a un conoyau annulé par π et son image est de la forme ωG,j ⊗ Jj,k/πkOỸk
(−1)

où Jj,k est un idéal localement libre de rang 1 vérifiant Jj,k = OỸk
.Π−1

k,2Jj,2 avec
Πk,2 : Ỹk −→ Ỹ2.

En niveau infini l’image de

αG∨,j(−1) : HomOFn ,σ−j (OD, Ŏ)⊗OỸ∞
−→ ωG,j ⊗OỸ∞

(−1)

est localement libre de rang 1, égale à ωG,0 ⊗OỸ∞
.Π−1

∞,2Jj,2(−1).

Démonstration. Oublions les torsions à la Tate dans cette démonstration. Fixons
l’entier j. Par définition de Ỹ2, le morphisme

αG∨[π2],j : HomOFn ,σ−j(OD, Ŏ)⊗OỸ2
/π2OỸ2

−→ ωG,j ⊗OỸ2
/π2OỸ2

vérifie Im αG∨[π2],j = ωG,j ⊗ Jj,2/π2OỸ2
, où Jj,2 est localement libre de rang 1.

Montrons que πOỸ2
⊂ Jj,2. Il suffit de le vérifier localement sur Ỹ2. Soit donc,

localement sur Ỹ2, t ∈ ωG,j une section engendrant ωG,j et écrivons

Im(αG∨[π2],j) = t⊗ f̄

où f ∈ Jj,2. Pour tout x ∈ Ỹrig
2 , x : Spf(OK) −→ Ỹ2 pour K|F̆ finie, on a

x∗αG∨[π2] = α(x∗G)∨[π2], où x∗G vit sur Spf(OK). Du théorème III.4.2, on déduit
|πf (x)| ≤ 1. Donc la fonction rigide π

f vérifie

‖π

f
‖∞ ≤ 1

ce qui implique, Ỹ2 étant normal, que π/f ∈ OỸ2
.

On déduit le reste de la proposition en utilisant le lemme III.4.1. �
Remarque III.4.8. Le lecteur attentif aura remarqué que contrairement au cas
des espaces de Lubin-Tate, c’est-à-dire le cas de la section III.2.4, on doit d’abord
éclater/normaliser avant d’avoir des renseignements sur le conoyau de l’application
de Hodge-Tate. La raison en est que la proposition III.2.1 est plus précise que le
théorème III.4.2.

Lemme III.4.9. L’action de GLn(F )×D× sur Y∞ s’étend en une action de Ỹ∞.

Démonstration. En ce qui concerne l’action de GLn(F )×O×
D, le résultat est clair

puisque ce groupe laisse invariant les idéaux Ij . Reste à voir que ∀i, 0 ≤ i ≤ n−1,
l’action de Πi ∈ D× s’étend (puisque π ∈ D× agit comme π ∈ GLn(F ) l’action
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de ΠZ s’étend ssi c’est le cas pour les Πi, 0 ≤ i ≤ n − 1). Le module de Tate de
(G/G[Πi])∨ est égal à HomOF (OD,OF ).Πi ⊂ HomOF (OD,OF ). Il suffit de voir
que pour k ≥ 3, l’image de ce sous-module par l’application αG∨[πk] est somme
directe de modules localement libres. Mais cela résulte de

αG∨[πk](HomOF (OD,OF ).Πi ⊗OYk
/πkOYk

) =
⊕

j∈Z/nZ

Im(αG∨[πk],j+i).Π
j

et de ce qu’étant donné que Ỹ∞ n’a pas de π-torsion et que ∀j, Πj possède un
inverse après inversion de π alors l’image par Πj d’un module localement libre de
rang 1 est localement libre de rang 1. �
Remarque III.4.10. Nous n’utiliserons que αG∨,n−1 pour définir le morphisme de
Ỹ∞ vers l’espace des périodes de Lubin-Tate. Mais la raison pour laquelle nous
avons rendu localement libre l’image de tous les (αG∨,j)0≤j≤n−1 provient du lemme
précédent, afin de pouvoir relever l’action de ΠZ à Ỹ∞. On aurait également pu
rendre l’image de αG∨,n−1 localement libre de rang 1 après éclatement/norma-
lisation des idéaux (OYk

.Π−1
k,2I0)k≥2, puis remarquer qu’étant donné un idéal K

O×
D × GLn(F )-invariant, l’idéal

∏
0≤j≤n−1 Πj∗K est D× × GLn(F )-invariant et

qu’on peut donc l’éclater/normaliser de nouveau afin d’obtenir un schéma formel
éclaté/normalisé D× ×GLn(F )-invariant.

III.4.3 Construction du morphisme Ỹ∞ −→ P̂(D(H))

III.4.3.1 Une identification. Rappelons (section II.3.1) qu’avec les choix faits, il
y a un isomorphisme

D(H) � OD ⊗OFn
Ŏ

où si V désigne le Verschiebung et ι : OD
∼−−→ End(D(H), V )

∀d⊗ λ ∈ OD ⊗OFn
Ŏ, V (d⊗ λ) = dΠ⊗ λσ−1

∀d′ ∈ OD, ι(d′)(d ⊗ λ) = d′d⊗ λ

Avec ces notations,
OD ⊗OFn

Ŏ =
⊕

0≤j≤n−1

Πj ⊗ 1.Ŏ︸ ︷︷ ︸
D(H)j

et donc ∀j, 0 ≤ j ≤ n− 1, ι(Πj) : D(H)0
∼−−→ D(H)j est un isomorphisme. De cela

on déduit le lemme suivant

Lemme III.4.11. L’application

HomOD (OD, D(H)) −→ HomOFn
(OD, D(H)n−1)

où D(H)n−1 est muni de l’action de OFn dérivant de celle de OD sur D(H), qui à
h : OD −→ D(H) associe h composé avec la projection D(H) � D(H)n−1, est une
bijection.
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Il y a donc une bijection

D(H) ∼−−→ HomOFn
(OD, D(H)n−1)

qui à x =
∑n−1

j=0 Πj−n+1.xj ∈ D(H), où ∀j xj ∈ D(H)n−1, associe le mor-
phisme de OD vers D(H)n−1, qui à Πn−1−j associe xj . Réciproquement, à h ∈
HomOFn

(OD, D(H)n−1), on associe
∑n−1

j=0 Πj−n+1.h(Πn−1−j) ∈ D(H).

Remarque III.4.12. Via l’isomorphisme D(H) ∼−−→ HomOFn
(OD, D(H)n−1) fixé

précédemment, l’action de OD sur D(H) se fait via

∀d ∈ OD, ∀h ∈ HomOFn
, (OD, D(H)n−1) (d.h)(•) = h(•d)

Au final, on a donc une identification

HomOF (OD, Ŏ)n−1 ⊗Ŏ D(H)n−1 = HomOFn ,σ(OD, Ŏ)⊗Ŏ D(H)n−1

= HomOFn
(OD, D(H)n−1)

= D(H)

Remarque III.4.13. Plus généralement, considérons le foncteur qui à unOD⊗OF Ŏ-
module M associe le Ŏ-module HomOD⊗Ŏ(M, D(H)). Il y a alors un isomorphisme
naturel en M

HomOD⊗Ŏ(M, D(H)) ∼−−→M∗
n−1 ⊗Ŏ D(H)n−1

où M∗ = HomŎ(M, Ŏ), et donc M �→M∗
n−1, est le foncteur

M �−→ Hom(OFn ,σ),Ŏ(M, Ŏ).

III.4.3.2 Construction du morphisme. Considérons maintenant le morphisme

αG∨,n−1(−1)⊗Ŏ D(H)n−1

entre les espaces suivants

HomOFn ,σ(OD, D(H)n−1)⊗Ŏ OỸ∞
−→ ωG,n−1 ⊗ D(H)n−1 ⊗OỸ∞

(−1)

D’après l’identification précédente, il définit un morphisme

D(H)⊗Ŏ OỸ∞
−→ ωG,n−1 ⊗ D(H)n−1 ⊗OỸ∞

(−1)

qui fournit donc un morphisme

Ỹ∞ −→ P̂(D(H))

Définition III.4.14. On munit P̂(D(H)) de l’action à gauche de O×
D, définie par

l’action l’action à droite de O×
D sur D(H)

O×
D −→ O×

D −→ Aut(D(H))
d �−→ d−1
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Lemme III.4.15. Le morphisme précédent de Ỹ∞ vers P̂(D(H)) est O×
D-équiva-

riant, au sens où l’action à droite de d ∈ O×
D sur Ỹ∞ est transformée en celle à

gauche de d−1 sur P̂(D(H)).

Démonstration. C’est une conséquence de la remarque III.4.12 couplée à la défi-
nition de l’action de O×

D sur la rigidification du module de Tate du OD-module
formel spécial universel, donnée dans la définition III.1.3. �

III.5 Relèvement du morphisme Ỹ∞ −→ P̂n−1 vers
une cellule de l’espace de Lubin-Tate

III.5.1 Éclatement équivariant de l’espace projectif formel

Il est aisé de voir qu’après un éclatement formel admissible, l’action de O×
D sur

P̂(D(H)) s’étend en une action de D×. En effet, il suffit d’éclater les idéaux

u(ΠjD(H)⊗OP̂(D(H)))(−1), 1 ≤ j ≤ n− 1

où
u : D(H)⊗OP̂(D(H)) � OO

P̂(D(H))
(1)

est l’application universelle.
Fixons maintenant une cellule a = [Λ, M ] dans l’immeuble paramétrant les

cellules de X∞. La cellule Da ne dépend que de M dans le couple [Λ, M ] et non de
On

F . Rappelons que d’après le théorème de Gross-Hopkins ([11], théorème I.4.1) le
morphisme des périodes de Hodge De-Rham

π̆ : Drig
a −→ P(D(H)Q)rig

est un isomorphisme sur son image et que l’ouvert admissible π̆(Drig
a ) vérifie

P(D(H)Q)rig =
⋃

0≤j≤n−1

Πj .π̆(Drig
a )

où Πj .π̆(Drig
a ) = π̆(Drig

Πj .a). Il existe donc un éclatement formel admissible

˜̂P(D(H)) −→ P̂(D(H))

muni d’un ouvert W ⊂ ˜̂P(D(H)) tels que l’action de D× sur P(D(H)Q)rig se pro-

longe à ˜̂P(D(H)), ˜̂P(D(H)) =
⋃

0≤j≤n−1

Πj .W
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et il y a un isomorphisme
ψa : Da

∼−−→ Πj .W
où si a = [Λ, M ], M = ΠkOD, k ≡ j mod n, et induisant en fibre générique le
morphisme des périodes (utiliser également le fait que Da est normal pour voir
qu’il existe un W ; un isomorphisme A ∼−−→ B entre algèbres affinöıdes induit un
isomorphisme A0 ∼−−→ B0 entre leurs boules unité pour la norme infini). Cette
dernière assertion signifie que si Fil ⊂ D(H)⊗O˜̂

P(D(H))
désigne la filtration locale-

ment facteur direct de rang n− 1 définissant l’espace projectif alors

ψ∗
aFil|Πj .W = Fil D(H)[ 1

π ]

où, si (Ha, ρHa) désigne la déformation universelle sur Da,

ρHa : H×Fq
(Da mod π) −→ Ha ×Da (Da mod π)

Fil D(H)[ 1
π ] = (ρHa∗)−1V (Ha)[ 1

π ], où ρHa∗ est l’isomorphisme

D(H)⊗ODa [ 1
π ] ∼−−→ Lie E(Ha)[ 1

π ]

induit par ρHa via l’évaluation des cristaux sur l’épaississement (Da mod π) ↪→ Da

et où E(Ha) désigne laO-extension vectorielle universelle de Ha et V (Ha) sa partie
vectorielle.

III.5.2 Tiré en arrière de l’éclatement de l’espace projectif

vers Ỹ∞

Soit K ⊂ OP̂(D(H)) l’idéal admissible définissant l’éclatement précédent. Soit h :

Ỹ∞ −→ P̂(D(H)) le morphisme défini précédemment. L’idéal

K′ = OỸ∞
.h−1K

vérifie
∃N, πNOỸ∞

⊂ K′ ⊂ OỸ∞

Quitte à remplacer K′ par
∏n−1

j=0 Πj∗K′, on peut de plus supposer que K′ est
tel que Π∗K′ = K′. En effet, π ∈ D× agit sur Y∞ comme π ∈ GLn(F ), or K′

est GLn(F )-invariant. On fera cette hypothèse. De plus, le morphisme h étant
GLn(F )-invariant cet idéal l’est. L’idéal K étant cohérent et “GLn(F )\Ỹ∞” qua-
sicompact au sens où ∃V ⊂ Ỹ∞ un ouvert quasicompact tel que Ỹ∞ = GLn(F ).V ,
on en déduit

∃k0 ≥ 2, ∃K′′, πNOỸk0
⊂ K′′ ⊂ OỸk0

et K′ = OỸ∞
.Π−1

∞,k0
K

où Π∞,k0 : Ỹ∞ −→ Ỹk0 et, de plus, on peut supposer que K′′ est GLn(F ) ×D×-
invariant.
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Définition III.5.1. Pour tout k ≥ k0, on note ˜̃Yk le normalisé de l’éclatement
formel admissible de l’idéal OỸk

.Π−1
k,k0
K′′. On note

˜̃Y∞ = lim
←−
k≥k0

˜̃Yk

dans la catégorie des schémas formels π-adiques sur Spf(Ŏ).

D’après les propriétés des idéaux données précédemment, l’action de

GLn(F )×D×

s’étend à ˜̃Y∞. De plus, il y a un morphisme D×-équivariant et GLn(F )-invariant

ξ : ˜̃Y∞ −→ ˜̂P(D(H))

où D×-équivariant signifie que l’action à droite de D× à la source est transformée
en l’action à gauche au but via d �→ d−1.

Remarque III.5.2. D’après les résultats de l’appendice, on peut construire ˜̃Y∞
directement comme le normalisé dans sa fibre générique de l’éclatement formel
admissible de l’idéal K′ dans Ỹ∞. Cela évite d’avoir à repasser en niveau fini,
passage qui est donc en quelque sorte artificiel, d’après le corollaire D.7.11.

III.5.3 Relèvement vers la cellule

Pour tout j, 0 ≤ j ≤ n − 1, si a = [Λ, M ] est un sommet de l’immeuble tel que
[OD : M ] ≡ j mod n, on a donc un morphisme

ψ−1
a ◦ ξ : ξ−1(W).Π−j −→ Da

où ˜̃Y∞ =
⋃

0≤j≤n−1

ξ−1(W).Π−j

III.6 Construction du morphisme
˜̃Y∞ −→ X∞

III.6.1 Caractérisation modulaire de X∞

Comme dans la section III.3.1, on montre la proposition suivante.

Proposition III.6.1. Soit a = [Λ, M ] et Da la cellule associée. Soit (Ha, ρa) la
déformation universelle sur Da. Soit Da = Spf(A). On note encore Ha pour le
groupe p-divisible sur Spec(A) associé au groupe p-divisible Ha sur Spf(A). Soit
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Yk le Spec(A)-schéma représentant le faisceau Hom(π−kΛ/Λ, H [πk]) (après choix
d’une base de Λ, ce schéma est isomorphe à H [πk]n). Soit Uk ⊂ Yk,η l’ouvert/fermé
du schéma étale fibre générique de Yk défini par

∀v ∈ π−kΛ/Λ \ {0}, η(v) �= 0

où η : π−kΛ/Λ −→ H [πk] ×spec(A) Yk désigne la section universelle. Alors, si
Spec(Ak) désigne l’adhérence schématique de Uk dans Y normalisé

k , c’est-à-dire
l’unique ouvert/fermé de Y normalisé

k induisant Uk en fibre générique, on a

Spf(Ak) � Da,Id+πkEnd(Λ)

Proposition III.6.2. Soit Z un schéma formel π-adique sur Spf(Ŏ) tel que

• tout ouvert quasicompact de Z possède un nombre fini de composantes con-
nexes

• OZ est intégralement fermé dans OZ[ 1
π ].

Soit b un sommet de l’immeuble paramétrant les cellules de X∞ et f : Z −→ Db

un morphisme. Soit (H, ρ) la déformation universelle sur Db. Soit

(x1, . . . , xn) ∈ Γ(Z, Hom(F/OF , f∗H)[ 1
π ]n)

tel que ∀U ⊂ Z un ouvert quasicompact, la famille (x1, . . . , xn) soit linéairement
indépendante sur F dans le F -espace vectoriel

Γ(Z, Hom(F/OF , f∗H)[ 1
π ])

On peut alors construire naturellement un morphisme

Z −→
∐
a

Da,∞

Démonstration. Soit Spf(R) ⊂ Z un ouvert affine connexe. Soit H ′ le groupe p-
divisible sur Spec(R) associé au groupe p-divisible f∗H ×Z Spf(R). D’après le
lemme III.3.6, Spec(R[ 1

π ]) est connexe. Le n-uplet (x1, . . . , xn) induit donc une
quasi-isogénie

(F/OF )n −→ H ′ ×Spec(R) Spec(R[ 1
π ])

Il existe donc un unique réseau Λ ⊂ Fn (le “module de Tate” à l’intérieur du
“module de Tate rationnel”) tel que la quasi-isogénie composée

δ : Λ⊗ F/Λ −→ (F/OF )n −→ H ′ ×Spec(R) Spec(R[ 1
π ])

soit un isomorphisme. Alors δ induit un système compatible d’isomorphismes

π−kΛ/Λ ∼−−→ H ′[πk]×Spec(R) Spec(R[ 1
π ])
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Si b = [Λ0, M0], posons a = [Λ, M0]. Il y a donc, d’après la proposition précédente
un système compatible de morphismes

��
Da,Id+πk+1End(Λ)

��
Spf(R) ��

���������������

��

Da,Id+πkEnd(Λ)

D’où, puisque Da,∞ = lim
←−

k

Da,Id+πkEnd(Λ) dans la catégorie des schémas formels

π-adiques, un morphisme
Spf(R) −→ Da,∞

Il est facile de voir que ces différents morphismes se recollent en un morphisme de
Z vers

∐
a Da,∞. �

III.6.2 Sur la suite de Hodge-Tate en niveau infini

Comme précédemment pour G∨, on définit une application de Hodge-Tate pour
G

αG : OD ⊗OY∞ −→ ωG∨ ⊗OY∞

Proposition III.6.3. Dans la suite de Hodge-Tate de G∨ sur Ỹ∞

ω∗
G∨ ⊗OỸ∞

tαG−−−→ HomOF (OD,OF )⊗ Ỹ∞
αG∨ (−1)−−−−−−−→ ωG ⊗OỸ∞

(−1)

on a αG∨(−1) ◦ tαG = 0.

Démonstration. De la même façon que l’on a une décomposition

αG∨ = ⊕j∈Z/nZαG∨,j ,

on a une décomposition
αG = ⊕j∈Z/nZαG,j .

Il suffit alors de montrer que ∀j, αG∨,j(−1) ◦ tαG,j = 0. La démonstration est
alors identique à celle de la proposition III.3.8. �

III.6.3 Construction d’éléments dans le module de Tate du groupe

de Lubin-Tate universel tiré en arrière sur
˜̃Y∞

Notons pour abréger ˜̂P := ˜̂P(D(H)). Rappelons que pour a = [Λ, M ], ψa désigne
le morphisme

ψa : Da
∼−−→ Πj .W
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où W ⊂ ˜̂P et j ≡ [OD : M ] mod n. Rappelons que l’on note

ξ : ˜̃Y∞ −→ ˜̂P
le morphisme construit dans la section III.4.3. Fixons j, 0 ≤ j ≤ n−1, et a comme
précédemment associé à j. On note

˜̃Y∞,j = ξ−1(W).Π−j

et
ξj : ˜̃Y∞,j

ξ−→ Πj .W
On note (Ha, ρHa) la déformation universelle sur Da, ainsi que (G, ρG) celle sur Y.

Les structures de niveau sur (Yk)k≥1 définissent un morphisme associé à
1 ∈ OD

F/OF −→ G×Y Y∞

Notons
μ : F/OF −→ G×Y

˜̃Y∞

le morphisme associé sur ˜̃Y∞. Soit maintenant κ ∈ HomOD(G, Hn)[ 1
π ]. On peut

alors considérer le morphisme composé

F/OF
μ mod π ��

ν

�����
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���
���

� G× ( ˜̃Y∞,j mod π)
ρ−1

G ×Id �� G× ( ˜̃Y∞,j mod π)

κ×Id

��

Hn × ( ˜̃Y∞,j mod π)

(ψ−1
a ◦ξj)

∗ρn
Ha

��
(ψ−1

a ◦ ξj)∗Hn
a mod π

où ν ∈ Γ( ˜̃Y∞,j , Hom(F/OF , (ψ−1
a ◦ ξj)∗Hn

a mod π)[ 1
π ]).

Théorème III.6.4. Le morphisme ν se relève en caractéristique 0:

ν ∈ Γ( ˜̃Y∞,j , Hom(F/OF , (ψ−1
a ◦ ξj)∗Hn

a )[ 1
π ])

Démonstration. Comme dans la démonstration du théorème III.3.9, on applique
le critère de relèvement de Messing. Considérons le morphisme composé de O-
modules π-divisibles

F/OF
μ mod π��

G×( ˜̃Y∞ mod π)
ρ−1

G ×Id�� G×( ˜̃Y∞ mod π)
κ×Id �� Hn×( ˜̃Y∞ mod π)
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Le morphisme induit au niveau de l’évaluation des cristaux sur l’épaississement

( ˜̃Y∞ mod π ↪→ ˜̃Y∞) induit un élément

1 �−→ Y ∈ D(H)n ⊗O ˜̃Y∞
[ 1
π ]

Soit Fil ⊂ D(H) ⊗ O˜̂
P

la filtration définissant l’espace projectif. Étant donné que
ψa est un modèle entier de l’application des périodes, on doit vérifier que

Y ∈ (ξ∗Fil[ 1
π ])n ⊂ D(H)n ⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ]

Rappelons que l’application de Hodge-Tate

αG : OD ⊗O ˜̃Y∞
−→ ωG∨ ⊗O ˜̃Y∞

est telle que

OD⊗O ˜̃Y∞
[ 1
π ] αG �� ωG∨⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ] � � �� D(G)⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ] κ∗⊗Id�� D(H)n⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ]

1⊗1 � �� Y

Écrivons Y = (Yi)1≤i≤n, Yi ∈ D(H)⊗O ˜̃Y∞
[ 1
π ]. Rappelons qu’on identifie D(H) à

HomOD (OD, D(H)) (cf. section III.4.3.1) et qu’alors d’après la suite précédente

Yi = tαG(γi)

où tαG désigne HomOD(αG, D(H)), le transposé relativement à la dualité

HomOD (−, D(H)),

et
ωG∨ ⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ]

γi

  �����
�����

�����
�����

�����
�
� � �� D(G)⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ] κ∗⊗Id�� D(H)n ⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ]

pri

����
D(H)⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ]

Donc, d’après la remarque III.4.13, si δi ∈ ω∗
G∨,n−1 ⊗ D(H)n−1

= HomŎ(ωG∨ , D(H)n−1)[ 1
π ] est la forme linéaire

ωG∨,n−1 ⊗O ˜̃Y∞
[ 1
π ]

δi !!     
      

      
      

      
� � �� D(G)n−1 ⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ] κ∗⊗Id �� D(H)n

n−1 ⊗O ˜̃Y∞
[ 1
π ]

pri

��
D(H)n−1 ⊗O ˜̃Y∞

[ 1
π ]
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on a, avec les notations de la section III.4.3.2,

Yi = (( tαG,n−1)⊗ D(H)n−1)(δi)

Le théorème est donc une conséquence de la proposition III.6.3. �
Proposition III.6.5. La construction précédente définit un morphisme

HomOD(G, Hn)[ 1
π ] −→ Γ( ˜̃Y∞,j , Hom(F/OF , (ψ−1

a ◦ ξj)∗Ha)[ 1
π ])n

Si ν = (ν1, . . . , νn) correspond à Δ−1 ∈ HomOD (G, Hn)[ 1
π ], alors pour tout ouvert

quasicompact U de ˜̃Y∞,j, les éléments (ν1|U , . . . , νn|U ) sont linéairement indépen-
dants dans le F -espace vectoriel Hom(F/OF , (ψ−1

a ◦ ξj|U )∗Ha)[ 1
π ].

Démonstration. Pour démontrer l’indépendance linéaire, on procède par spéciali-
sation afin de se ramener au cas d’un point. Soit donc U comme dans l’énoncé. On
peut supposer U = Spf(R). La Ŏ-algèbre R étant π-adique sans π-torsion, il existe
un corps valué complet K pour une valuation de rang 1 étendant celle de F̆ et
un morphisme continu R −→ OK (utiliser le théorème 1.2.1 p.13 de [1] appliqué

à l’algèbre de Banach R[ 1
π ]). Soit θ : Spf(OK) −→ Spf(R) ↪→ ˜̃Y∞,j . Il suffit alors

de montrer l’indépendance linéaire de (θ∗ν1, . . . , θ
∗νn). Mais cela est fait dans la

section II.9.1. �

III.6.4 Construction du morphisme de
˜̃Y∞ vers X∞

Comme dans la section III.3.6 on montre la proposition suivante.

Proposition III.6.6. Soit G le OD-module formel universel sur Ω̂. Soit C ⊂ O×
D

un sous-groupe ouvert, U ⊂ ΩC un ouvert admissible non-vide et s̄ ∈ U(F̆ ). Alors
le sous-groupe de monodromie arithmétique image de

π1(U, s̄) −→ AutOD(Tp(G)) � Oopp
D

×

est un sous-groupe ouvert de Oopp
D

×. Donc, si ΠC′,C : ΩC′ −→ ΩC , l’ensemble
lim
←−

C′⊂C

π0(Π−1
C′,C(U)) est fini.

Corollaire III.6.7. Tout ouvert quasicompact de ˜̃Y∞ possède un nombre fini de
composantes connexes et, de plus, O ˜̃Y∞

est intégralement fermé dans O ˜̃Y∞
[ 1
π ].

Soit j, 0 ≤ j ≤ n− 1, et b un sommet de l’immeuble associé à j c’est-à-dire
tel que si b = [Λ, ΠkOD], alors k ≡ j mod n. D’après le corollaire précédent, la
proposition III.6.5 et la proposition III.6.2, on peut construire un morphisme

ωj : ˜̃Y∞,j −→
∐
a

D∞,a
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dont on vérifie aussitôt qu’il ne dépend pas du choix fait de b. Il est également
aisé de vérifier que ce morphisme est GLn(F )-équivariant, où l’action à gauche de

GLn(F ) sur ˜̃Y∞,j est transformée en celle à droite sur
∐

a D∞,a, via g �→ tg.

Proposition III.6.8. Pour j1, j2, le diagramme suivant est commutatif∐
a D∞,a

��!
!!

!!
!!

!!
!

˜̃Y∞,j1 ∩
˜̃Y∞,j2

ωj1

�������������

ωj2 ����
���

���
���

X∞

∐
a D∞,a

		����������

Démonstration. Soient 0 ≤ j1 < j2 ≤ n−1. Avec les notations du premier chapitre,
on a pour b1 associé à j1 et b2 associé à j2

∂j2−j1Db1
ψb1

� ��"""
""""

"""

Πj1 .W ∩Πj2 .W

∂j2−j1Db2

ψb2

�
��##########

Il est aisé d’en déduire qu’il y a des factorisations

˜̃Y∞,j1 ∩
˜̃Y∞,j2

��

ωj1

""

ωj2

##

∐
a→a′

D∞,a→a′ ��
��

∐
a

D∞,a

�
Il y a donc un morphisme GLn(F )×D×-équivariant˜̃Y∞ −→ X∞

où l’action de GLn(F ) est transformée via g �→ tg et celle de D× via d �→ d−1.

III.7 Construction de l’isomorphisme

Nous utiliserons maintenant les résultats de l’appendice afin de ne pas avoir à re-
passer en niveau fini à chaque fois que l’on veut éclater un idéal, ce qui deviendrait
rapidement inextricable, comme l’auteur a pu le vérifier en tentant de rédiger cette
section sans les résultats de l’appendice.
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III.7.1 De nouveaux éclatements

On a construit dans les sections précédentes un diagramme GLn(F )×D×-équiva-
riant de morphismes de schémas formels π-adiques sur Spf(Ŏ)

X̃∞

���
��

��
��

�

��

˜̃Y∞

��$$$$
$$
$$
$$

X∞ Y∞

Rappelons que X̃∞ n’est pas vraiment un éclatement formel admissible d’un idéal
de OX∞ , mais plutôt d’une famille d’idéaux. Plus précisément,

X∞ =
⋃
a

Da,∞

et pour tout a, il y a un idéal admissible Ia ⊂ ODa,∞ tel que

• ∀(g, d) ∈ GLn(F )×D×, (g, d)∗I(g,d).a = Ia

• ∀a, a′, Ia′|Da′,∞∩Da,∞ devient localement libre de rang un sur l’éclaté for-
mel admissible de Ia dans Da′,∞ ∩ Da,∞ (mais en général Ia′|Da,∞∩Da,∞ �=
Ia|Da,∞∩Da,∞)

• D̃a,∞ est le normalisé dans sa fibre générique de l’éclatement formel admis-
sible de Ia.

Notons
f : ˜̃Y∞ −→ X∞

Notons pour tout a

Va = f−1(Da,∞) et Ja = OVa .f−1Ia

un idéal admissible de OVa . Soit Ṽa le normalisé dans sa fibre générique de
l’éclatement formel admissible de Ja. Pour tout couple a, a′, l’idéal Ja′|Va′∩Va

devient localement libre de rang 1 sur Ṽa. Les Ṽa se recollent donc (utiliser la
propriété universelle des normalisations dans la fibre générique/éclatements for-
mels admissibles, cf. appendice) en un schéma formel

Ỹ(3)
∞ =

⋃
a

Ṽa

qui est GLn(F )×D×-équivariant. De plus, il y a un morphisme équivariant

Ỹ(3)
∞ −→ X̃∞
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Dans l’autre sens, soit
h : X̃∞ −→ Y∞

Il existe un idéal admissible GLn(F )×D×-invariant J ⊂ OY∞ tel que ˜̃Y∞ soit le
normalisé dans sa fibre générique de l’éclatement formel admissible de J dans Y∞.
Soit X̃

(2)
∞ le normalisé dans sa fibre générique de l’idéal admissible OX̃∞

.f−1J. Il
est muni d’une action de GLn(F )×D× et il y a, de plus, un morphisme équivariant

X̃(2)
∞ −→ ˜̃Y∞

On a donc un nouveau diagramme au-dessus du précédent

X̃
(2)
∞

���
��

��
��

�

��

Ỹ(3)
∞

��$$$$
$$
$$
$$

X̃∞
˜̃Y∞

Mais, si h′ : X̃
(2)
∞ −→ Ỹ∞, on a un diagramme pour tout a

h′−1(Va)
h′

��%
%%

%%
%%

%%

��
D̃a,∞

��

Va

f����
��
��
��
�

Da,∞

et donc l’image réciproque à h′−1(Va) par h’ de l’idéal Ia, Oh′−1(Va).h
′−1Ia est

localement libre de rang 1 sur h′−1(Va), puisque c’est le cas sur D̃a,∞ (on utilise
toujours le fait que sur un schéma formel π-adique sans π-torsion, un idéal admis-
sible est localement libre de rang 1 ssi il est localement monogène). Donc, d’après la
propriété universelle du “normalisé dans la fibre générique/éclaté”, le morphisme
h′ se relève à Ỹ(3)

∞ . De la même façon on relève le morphisme Ỹ(3)
∞ −→ X̃∞ à X̃

(2)
∞ .

On obtient donc, au final, un diagramme

X̃
(2)
∞

���
��

��
��

�

��

�� Ỹ(3)
∞��

��$$$$
$$
$$
$$

X̃∞

���
��

��
��

�

��

˜̃Y∞

��$$��
��
��
��

X∞ Y∞
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Le but des sections qui suivent est maintenant de démontrer le théorème
suivant.

Théorème III.7.1. Les deux morphismes X̃
(2)
∞

�� Ỹ(3)
∞�� sont inverses l’un de

l’autre et fournissent donc un isomorphisme équivariant entre X̃
(2)
∞ et Ỹ(3)

∞ .

III.7.2 Retour aux suites de Hodge-Tate en niveau infini

Nous allons améliorer les résultats précédents d’exactitude des suites de Hodge-
Tate en niveau infini.

Lemme III.7.2. Soit (X,OX) un espace annelé et u : E1 −→ E2 un morphisme de
OX-modules localement libres de rang r. Soit t ∈ Γ(X,OX).

• Si coker u est annulé par t, alors coker (det u) est annulé par tr

• Si coker (det u) est annulé par t, alors coker u est annulé par t et, localement
sur X, il existe un morphisme v

E1 u
�� E2

v
%% &'�

tel que u ◦ v = t.

Théorème III.7.3. Soit K|F un corps valué complet pour une valuation de rang 1
étendant celle de F . Soit H0 un O-module π-divisible sur OK . Dans la suite de
Hodge-Tate

ω∗
H0
⊗O

K̂
(1)

tαH∨
0

(1)

−−−−−−→ Tp(H)⊗O
K̂

αH0−−−→ ωH∨
0
⊗O

K̂

on a: kerαH0/Im tαH∨
0
(1) est annulé par πn−1.

Démonstration. On renvoie au chapitre II. �
On reprend maintenant les notations de la section III.2.

Proposition III.7.4. Soit a = [Λ, M ] un sommet de l’immeuble paramétrant les
cellules de X∞ et D̃∞ := D̃a,∞ la cellule éclatée en niveau infini. Soit la suite de
Hodge-Tate sur D̃∞

ω∗
H∨ ⊗OD̃∞

tαH−−−−→ Λ∗ ⊗OD̃∞

αH∨ (−1)−−−−−−−→ ωH ⊗OD̃∞
(−1)

Alors ker ( tαH)/Im (αH∨ (−1)) est annulé par πn−1.
De plus, localement sur D̃∞, il y a un morphisme β

ω∗
H∨ ⊗OD̃∞ tαH

�� Λ∗ ⊗OD̃∞

β

&&

tel que tαH ◦ β = πn−1 et β ◦ tαH = πn−1.
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Démonstration. On sait, par construction de D̃∞, que Im (αH∨ (−1)) est localement
libre de rang 1. On en déduit aisément que ker (αH∨(−1)) est localement libre de
rang n− 1. D’après la proposition III.3.8, il y a un morphisme

u : ω∗
H∨ ⊗OD̃∞

tαH−−−−→ ker (αH∨ (−1))

Intéressons-nous à det u = ∧n−1u. Localement sur un ouvert quasicompact U de
D̃∞ , det u est donné par une fonction f ∈ Γ(U ,OD̃∞

). Soit x ∈ U(OCp), x :
Spf(OCp) −→ U . Étant donné que la suite exacte

0 −→ ker (αH∨) −→ Λ∗ ⊗OD̃∞

αH∨−−−−→ Im (αH∨ (−1))(−1))

est localement scindée, on en déduit que ker(αx∗H∨(−1)) = x∗ ker (αH∨) et donc,
d’après le théorème III.7.3 couplé au premier point du lemme III.7.2,

|f(x)| ≥ |πn−1|

Du lemme qui suit on en déduit que πn−1 ∈ OU .f et on conclut grâce au second
point du lemme III.7.2. �
Lemme III.7.5. Soit U un ouvert quasicompact de D̃∞, α ∈ N et f ∈ Γ(U ,OD̃∞

)
tel que ∀x ∈ U(OCp), |f(x)| ≥ |πα|. Alors πα ∈ OU .f .

Démonstration. L’ouvert U étant quasicompact, il existe k ≥ 3 ainsi qu’un ou-
vert V ⊂ D̃k et g ∈ Γ(V ,OD̃k

) tels que l’image réciproque de V en niveau infini
soit U et f ≡ g mod πα+1. L’application U(OCp) −→ V(OCp) est surjective (on a
V(OCp) = Vrig(Cp) et, revenant à l’interprétation modulaire de Drig

∞ , on peut tou-
jours prolonger une structure de niveau finie en une infinie sur Cp). Par hypothèse,
on a donc

∀x ∈ V(OCp), |g(x)| ≥ |πα|
Mais, V étant normal, on en déduit que πα ∈ (g) et donc πα ∈ (f, πα+1), ce qui
implique πα ∈ (f), puisque D̃∞ est π-adique. �
Corollaire III.7.6. La suite

0 −→ ω∗
H∨ ⊗OD̃∞

[ 1
π ]

tαH−−−−→ Λ∗ ⊗OD̃∞
[ 1
π ]

αH∨ (−1)−−−−−−−→ ωH ⊗OD̃∞
[ 1
π ](−1) −→ 0

est exacte localement scindée. De plus, le conoyau du morphisme

αH : Λ⊗OD̃∞
−→ ωH∨ ⊗OD̃∞

est annulé par πn−1.

De la même façon, on montre, avec les notations de la proposition III.6.3, la
proposition qui suit.
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Proposition III.7.7. Dans la suite de Hodge-Tate de G∨ sur Ỹ∞

ω∗
G∨ ⊗OỸ∞

tαG−−−→ HomOF (OD,OF )⊗OỸ∞

αG∨ (−1)−−−−−−−→ ωG ⊗OỸ∞
(−1)

on a: ker(αG∨(−1))/Im( tαG) est annulé par πn−1 et il existe un morphisme β :
HomOF (OD,OF )⊗Ỹ∞ −→ ω∗

G∨⊗OỸ∞
tel que tαG◦β = πn−1 et β◦ tαG = πn−1.

La suite

ω∗
G∨ ⊗OỸ∞

[ 1
π ]

tαG−−−→ HomOF (OD,OF )⊗OỸ∞
[ 1
π ]

αG∨ (−1)−−−−−−−→ ωG ⊗OỸ∞
[ 1
π ](−1)

est exacte localement scindée.

III.7.3 Démonstration du théorème principal

III.7.3.1 La composée X̃
(2)
∞ −→ Ỹ(3)

∞ −→ X̃
(2)
∞ est l’identité. Nous utiliserons

constamment les deux faits suivants:

• Soient Z et X deux schémas formels π-adiques sans π-torsion. Soit Z̃
p−→ Z un

éclatement formel admissible. Soient X
f1 ��
f2

�� Z̃ deux morphismes tels que

p ◦ f1 = p ◦ f2. Alors f1 = f2.

• Soit X π-adique sans π-torsion. Deux morphismes X
���� P̂n sont égaux

ssi les morphismes associés le sont après inversion de π. Plus précisément, si

L1

On
X

�� ����
���

�

�� ��������

L2

correspond à nos deux morphismes alors ceux-ci sont égaux ssi ∃u

L1[ 1
π ]

�u

��

(OX[ 1
π ])n

�� ����
���

��

�� ���������

L2[ 1
π ]

Soit a = [Λ, M ] un sommet de l’immeuble paramétrant les cellules de X∞.
Soit D̃(2)

∞ := D(2)
a,∞ l’image réciproque de D̃a,∞ dans X̃

(2)
∞ . Commençons par montrer
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que le diagramme suivant est commutatif.

D̃(2)
∞

� � ��

��

X̃
(2)
∞

�� Ỹ(3)

��
D∞

��

˜̃Y∞

%%���
���

���
���

���
�

˜̂P(D(H))

où le morphisme D∞ −→ ˜̂P(D(H)) est celui noté ψa dans la section III.5.1. Il suffit
de montrer que le diagramme qui suit est commutatif.

D̃(2)
∞

��

��

˜̃Y∞

��
Ỹ∞

�����
��
��
��

P̂(D(H))

Avec les notations des sections précédentes, le morphisme composé

D̃(2)
∞ −→ ˜̃Y∞ −→ Ỹ∞ −→ P̂(D(H))

est obtenu à partir de l’application de Hodge-Tate de G tiré en arrière sur D̃(2)
∞

αG∨,n−1 ⊗ Id : HomOF (OD, Ŏ)n−1 ⊗ D(H)n−1︸ ︷︷ ︸
D(H)

⊗O
D̃

(2)
∞

[ 1
π ]

−→ ωG,n−1 ⊗ D(H)n−1 ⊗OD̃
(2)
∞

[ 1
π ]

Mais d’après la remarque III.4.13 et la proposition III.7.7, le noyau de l’application
précédente est obtenu en appliquant HomOD (−, D(H)) à

αG : OD ⊗OD̃
(2)
∞

[ 1
π ] −→ ωG∨ ⊗O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ]

via HomOD (OD, D(H)) � D(H). Mais, si H désigne le groupe de Lubin-Tate uni-
versel sur D̃(2)

∞ , l’image de la composée

OD⊗OD̃
(2)
∞

[ 1
π ] αG �� ωG∨⊗O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ] �

� ρ−1
G∗ �� D(G)⊗O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ] �

Δ−1
∗ �� D(H)n⊗O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ]

1⊗1 �� (x1,...,xn)
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est telle que si

αH : Λ⊗O
D̃

(2)
∞

[ 1
π ] = O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ]n −→ ωH∨ ⊗O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ]

ρ−1
H∗
↪→ D(H)⊗O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ]

alors Im αH = O
D̃

(2)
∞

[ 1
π ] x1 + · · · + O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ] xn. Cela découle en effet de ce que

modulo π, les éléments du module de Tate de H et G sont reliés par (en notations
abrégées)

F/OF −→ Hn mod π
ρ−1

H−−−→ Hn Δ−−→ G
ρG−−→ G mod π

où F/OF −→ Hn mod π fournit l’identification du module de Tate de H avec
Fn et la composée F/OF −→ G mod π fournit l’élément 1 ∈ OD associé à
l’identification du module de Tate de G avec D.
Appliquant maintenant HomOD(−, D(H)) à

OD ⊗OD̃
(2)
∞

[ 1
π ] −→ D(H)n ⊗O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ]

on en déduit aisément que la filtration de D(H) associée à la composée

D̃(2)
∞ −→ ˜̃Y∞ −→ Ỹ∞ −→ P̂(D(H))

est donnée par Im (αH). Mais, d’après le corollaire III.7.6, Im (αH) cöıncide avec
ωG∨ ⊗ O

D̃
(2)
∞

[ 1
π ], qui définit la filtration associée au morphisme D̃(2)

∞ −→ D −→
P̂(D(H)). On a donc bien montré que le diagramme voulu de morphismes vers˜̂P(D(H)) est commutatif.

Reste à voir que le morphisme D(2)
∞ −→ ˜̃Y∞ −→ ˜̂P(D(H)) relevé à X∞, grâce

au éléments du module de Tate de H construits dans la section III.5, cöıncide avec
la projection D̃(2)

∞ −→ D∞ ⊂ X∞. Mais c’est une conséquence immédiate de ce
que ces éléments du module de Tate cöıncident modulo π puisque, modulo π, les
constructions des sections III.3.4 et III.6.3 sont inverses l’une de l’autre.

III.7.3.2 La composée Ỹ(3) −→ X̃
(2)
∞ −→ Ỹ(3) est l’identité. La méthode de

démonstration est identique à celle de la section précédente. On démontre grâce
aux résultats de la section III.7.2, que deux morphismes Ỹ(3)

∞
���� Ω̂ cöıncident.

Puis, comme précédemment, on constate que les relèvements associés vers Y∞
cöıncident.



Annexe D

Compléments sur les schémas
formels π-adiques

On fixe Ŏ un anneau de valuation complet de hauteur 1 et π un élément de Ŏ de
valuation strictement positive. On note k le corps résiduel de Ŏ. Tous les schémas
formels considérés seront supposés quasi-séparés. On pourra consulter le chapitre
IV pour plus de détails sur les schémas formels π-adiques, nous ne traitons ici que
ce dont nous avons besoin pour le chapitre III.

D.1 Quelques lemmes d’algèbre π-adique

Si R est une Ŏ-algèbre, on note R̂ le complété π-adique de R. Si R est une Ŏ-
algèbre sans π-torsion, on note R la fermeture intégrale de R dans R[ 1

π ].
Nous utiliserons constamment le lemme suivant, dont la démonstration ne

pose pas de problème.

Lemme D.1.1. Soit R une Ŏ-algèbre sans π-torsion. Alors,

• R̂ est sans π-torsion
• soit α : R[ 1

π ] −→ R̂[ 1
π ], alors R = α−1

(
R̂

)
• si R est intégralement fermé dans R[ 1

π ], alors R̂ est intégralement fermé dans
R̂[ 1

π ]
• si R s’écrit comme une limite inductive filtrante R = lim

−→
i

Ri, où les (Ri)i

sont des Ŏ-algèbre sans π-torsion telle que ∀i, Ri soit intégralement fermé
dans Ri[ 1

π ], alors R est intégralement fermé dans R[ 1
π ].

Corollaire D.1.2. Soit R une Ŏ-algèbre sans π-torsion. Alors, canoniquement,

R̂ =
̂̂
R
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Démonstration. Le morphisme R −→ R̂ induit par application de (̂−) un mor-

phisme R̂ −→ ̂̂
R. Dans l’autre sens, le morphisme R −→ R induit par complétion

R̂ −→ R̂. Mais, d’après le lemme précédent, R̂ est intégralement fermé dans
R̂[ 1

π ], donc le morphisme précédent se prolonge en un morphisme R̂ −→ R̂. Par

complétion π-adique, ce morphisme induit un morphisme
̂̂
R −→ R̂.

On vérifie que les deux morphismes précédents sont inverses l’un de l’autre. �

Remarque D.1.3. Dans le lemme et corollaire précédents, on ne suppose pas que R
est séparé pour la topologie π-adique. De plus, même si R est π-adique, en général
R n’est pas forcément séparé.

D.2 Rappels sur les schémas formels π-adiques

Définition D.2.1. On appelle schéma formel π-adique (sous-entendu sur Spf(Ŏ))
un schéma formel Z sur Spf(Ŏ) tel que πOZ soit un idéal de définition de Z. La
catégorie des schémas formels π-adiques est donc équivalente à la 2-limite projec-
tive de la catégorie fibrée des schémas sur (Spec(Ŏ/πkŎ))k≥1. Cela signifie que se
donner un schéma formel π-adique est équivalent à se donner une famille (Zk)k≥1,
où Zk est un Spec(Ŏ/πkŎ)-schéma, munie d’isomorphismes Zk+1⊗Ŏ/πkŎ ∼−−→ Zk

satisfaisant une condition de cocyle évidente (un schéma formel π-adique n’est rien
d’autre qu’un cas particulier d’ind-schéma).

Pour Z un schéma formel π-adique, on note OZ[ 1
π ] le faisceau associé au

préfaisceau U �→ OZ(U)[ 1
π ]. Cela signifie que pour U un ouvert quasicompact

Γ(U,OZ[ 1
π ]) = Γ(U,OZ)[ 1

π ].

Exemple D.2.2. Si Z =
∐

N Spf(Ŏ), alors Γ(Z,OZ)[ 1
π ] = (ŎN)[ 1

π ] � Ŏ[ 1
π ]N =

Γ(Z,OZ[ 1
π ]).

Définition D.2.3. On dit que Z est sans π-torsion si le faisceau OZ l’est, c’est-à-dire
OZ

×π−−−→ OZ est un monomorphisme.

Lemme D.2.4. Le schéma formel π-adique Z est sans π-torsion ssi il possède un
recouvrement affine (Spf(Ri))i∈I tel que ∀i, Ri soit sans π-torsion.

D.3 Morphismes affines

Définition D.3.1. Un morphisme de schémas formels π-adiques X −→ Y est dit
affine si le morphisme de schémas induit entre les fibres spéciales X⊗ k −→ Y⊗ k
l’est, ou encore, de façon équivalente, si ∀k, le morphisme de schémas induit X⊗
Ŏ/πkŎ −→ Y⊗ Ŏ/πkŎ l’est.
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Ainsi, si X est un schéma formel π-adique, la catégorie des X-schémas formels
π-adiques finis est équivalente à la catégories des faisceaux de OX-algèbres A tels
que l’application canoniqueA −→ lim

←−
k

A/πkA est un isomorphisme et ∀k,A/πkA

est une OX⊗Ŏ/πkŎ-algèbre quasi-cohérente.

D.4 Limite projective dans la catégorie des

schémas formels π-adiques

Proposition D.4.1. Soit (I,≥) un ensemble ordonné filtrant décroissant et

((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j)

un système projectif de schémas formels π-adiques tel que les morphismes de tran-
sition ϕij soient affines. Alors lim

←−
i∈I

Zi existe dans la catégorie des spf(Ŏ)-schémas

formels et c’est un schéma formel π-adique égal à

lim
−→
k∈N

lim
←−
i∈I

(Zi ⊗ Ŏ/πkŎ)

Démonstration. La démonstration ne pose pas de problème. On renvoie au chapitre
8 de EGA IV pour les limites projectives de schémas à morphismes de transition
affines. �

D.5 Normalisation dans la fibre générique

Définition D.5.1. Pour un schéma formel π-adique sans π-torsion Z, on dit que
OZ est intégralement fermé dans OZ[ 1

π ], si pour tout ouvert U, Γ(U,OZ) est
intégralement fermé dans Γ(U,OZ[ 1

π ]). Cela est équivalent à dire que ∀z ∈ Z, OZ,z

est intégralement fermé dans OZ,z[ 1
π ] ou bien encore que pour tout ouvert quasi-

compact U, Γ(U,OZ) est intégralement fermé dans Γ(U,OZ)[ 1
π ].

Lemme D.5.2. Soit Z un schéma formel π-adique sans π-torsion. Alors OZ est
intégralement fermé dans OZ[ 1

π ] ssi il existe un recouvrement affine (Spf(Ri))i de
Z tel que ∀i, Ri est intégralement clos dans Ri[ 1

π ].

Démonstration. Soit R une Ŏ-algèbre π-adique sans π-torsion. Il suffit d’utiliser
le fait que R intégralement fermé dans R[ 1

π ] implique que, pour f ∈ R, il en est
de même pour R[ 1

f ] et donc, d’après le lemme D.1.1, il en est de même pour le
complété R < 1

f >. �
Lemme D.5.3. Soit Z un schéma formel π-adique sans π-torsion. Soit A la OZ-
algèbre qui est le faisceau associé au préfaisceau, qui à U quasicompact associe la



196 Annexe D. Compléments sur les schémas formels π-adiques

fermeture intégrale de Γ(U,OZ) dans Γ(U,OZ)[ 1
π ]. Alors, pour tout ouvert affine

Spf(R) ⊂ Z, Γ(Spf(R),A) est la fermeture intégrale de R dans R[ 1
π ]. De plus, ∀k ≥

1, A/πkA est une OZ⊗Ŏ/πkŎ-algèbre quasi-cohérente sur le schéma Z⊗ Ŏ/πkŎ.

Démonstration. Soit Spf(R) ⊂ Z un ouvert affine. Étant donné que A ⊂ OZ[ 1
π ] et

que Spf(R) est quasicompact Γ(Spf(R),A) ⊂ R[ 1
π ]. Soit donc s ∈ Γ(Spf(R),A). Il

existe un recouvrement affine fini Spf(R) = ∪i∈ID(fi), où ∀i, fi ∈ R tel que ∀i,
s|D(fi) vérifie

s|D(fi) ∈ R〈1/fi〉

Mais, d’après le lemme D.1.1, pour tout i ∈ I, l’image réciproque de R〈 1
fi
〉 dans

R[ 1
fi

][ 1
π ] par l’application R[ 1

fi
][ 1

π ] −→ R〈 1
fi
〉[ 1

π ] est égale à R[ 1
fi

]. On en déduit,
grâce au recouvrement affine Spec(R) = ∪i∈ID

′(fi) où cette fois-ci D′(fi) =
Spec(R[ 1

fi
]), que l’élément de R[ 1

π ] associé à s est localement sur Spec(R) entier
sur OSpec(R), donc entier sur R (cf. par exemple la démonstration de la proposition
6.1.4 de EGA II p.110). On a donc démontré que Γ(Spf(R),A) = R.

Montrons maintenant que ∀k ≥ 1, A/πkA est quasi-cohérente. Soit donc
spf(R) ⊂ Z un ouvert affine et pour un f ∈ R l’ouvert D(f) = Spf(R〈 1

f 〉).
Soit A = R[1/f ]. On a A = R[1/f ]. Donc, par application du corollaire D.1.2 à
l’anneau A,

R̂

〈
1
f

〉
= R̂ 〈1/f〉

Donc, ∀k ≥ 1, par tensorisation de l’égalité précédente par Ŏ/πkŎ,

R/πkR

[
1
f

]
= R〈1/f〉/πkR〈1/f〉

Soit B le préfaisceau U �→ A(U)/πkA(U). L’égalité précédente s’écrit

Γ(Spf(R),B)[1/f ] = Γ(D(f),B)

Donc le faisceau associé A est quasi-cohérent. �

Proposition D.5.4. Soit Z un schéma formel π-adique sans π-torsion. Soit A la
OZ-algèbre définie dans le lemme précédent par normalisation de OZ dans OZ[ 1

π ].
Soit

Znorm = lim
−→

k

SpecZ⊗Ŏ/πkŎ(A/πkA)

qui est un Z-schéma formel affine. Il vérifie que OZnorm est intégralement fermé
dans OZnorm [ 1

π ]. De plus, pour tout schéma formel π-adique sans π-torsion X tel
que OX soit intégralement fermé dans OX[ 1

π ], pour tout morphisme X −→ Z, il
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existe une unique extension
Znorm

��
X

∃
�����������
�� Z

Définition D.5.5. Le schéma formel précédent Znorm est appelé le normalisé de Z
dans sa fibre générique.

Exemple D.5.6. Soit Z un schéma formel localement de type fini sur Spf(Ŏ) sans π-
torsion tel que Zrig soit normal. Alors on a vu dans l’appendice A du chapitre I que
Znorm = Spf(A), où A = sp∗O0

Zrig est une OZ-algèbre cohérente. La proposition
précédente généralise donc cette situation sans condition de finitude.

D.6 Commutation de la normalisation dans la fibre

générique et du passage à la limite projective

Proposition D.6.1. Soit (I,≥) un ensemble ordonné filtrant décroissant et

((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j)

un système projectif de schémas formels π-adiques sans π-torsion, dont les mor-
phismes de transition sont affines. Il y a alors un isomorphisme canonique

lim
←−

i

Znorm
i

∼−−→

⎛⎝ lim
←−

i

Zi

⎞⎠norm

Démonstration. Il y a un morphisme de systèmes projectifs (Znorm
i )i −→ (Zi)i qui

induit un morphisme affine

lim
←−

i

Znorm
i −→ lim

←−
i

Zi

D’après le lemme D.1.1, le schéma formel lim
←−

i

Znorm
i est “intégralement fermé dans

sa fibre générique” (au sens où si O est son faisceau structural,O est intégralement
fermé dans O[ 1

π ]). D’après la propriété universelle du normalisé, le morphisme
précédent s’étend donc en un morphisme

lim
←−

i

Znorm
i −→

⎛⎝ lim
←−

i

Zi

⎞⎠norm
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Construisons un inverse à ce morphisme. Pour tout j ∈ I, il y a un morphisme
composé ⎛⎝ lim

←−
i

Zi

⎞⎠norm

−→ lim
←−

i

Zi
projection−−−−−−−→ Zj

qui s’étend par propriété universelle du normalisé en un morphisme⎛⎝ lim
←−

i

Zi

⎞⎠norm

−→ Znorm
j

Ces morphismes sont compatibles lorsque j varie et fournissent donc, par la pro-
priété universelle de la limite projective, un morphisme⎛⎝ lim

←−
i

Zi

⎞⎠norm

−→ lim
←−

i

Znorm
i

On vérifie facilement que ces deux morphismes sont inverses l’un de l’autre. �

D.7 Éclatements formels admissibles

D.7.1 Définition et premières propriétés

Définition D.7.1. Soit Z un schéma formel π-adique sans π-torsion et I ⊂ OZ

un idéal tel que localement sur Z, ∃N ∈ N, πNOZ ⊂ I et I/πNOZ est quasi-
cohérent de type fini. Un tel idéal est dit admissible. On appelle éclatement formel
admissible de I le Z-schéma formel π-adique

Z̃ = lim
−→

k

Proj

⎛⎝⊕
i≥0

Ii/πkIi

⎞⎠
Proposition D.7.2. Avec les notations de la définition précédente,

• si Spf(R) ⊂ Z est un ouvert affine et I = Γ(Spf(R), I), alors Z̃|Spf(R) s’identi-
fie au complété π-adique de l’éclatement de l’idéal Ĩ de Spec(R)

• Z̃ est sans π-torsion

• si ϕ : Z̃ −→ Z, alors OZ̃.ϕ−1I est localement libre de rang 1

• Z̃ satisfait à la propriété universelle suivante: pout tout Z-schéma formel π-
adique sans π-torsion Y

ψ−−→ Z tel que OY.ψ−1I soit localement libre de rang
1, il existe un unique Z-morphisme Y −→ Z̃.
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Démonstration. La première assertion découle de la définition de l’éclatement for-
mel admissible.
La seconde résulte de la première, car, Spec(R) étant sans π-torsion, l’éclatement
de l’idéal Ĩ l’est aussi (l’image réciproque d’un ouvert schématiquement dense par
un éclatement reste schématiquement dense) et donc, d’après le lemme D.1.1, son
complété π-adique est encore sans π-torsion.
La troisième résulte également de la première. En effet, sur l’éclaté de Ĩ dans le
schéma Spec(R), l’idéal Ĩ est localement libre de rang 1. Il est donc localement
monogène sur le complété π-adique de ce schéma. Donc I devient localement mo-
nogène sur Z̃. Mais, étant donné que I contient localement une puissance de π et
que Z̃ est sans π-torsion, I est localement libre de rang 1 sur Z̃.
La dernière assertion résulte aisément de son homologue pour les schémas (et de
la première assertion). �

Remarque D.7.3. Soit Z = Spf(R) π-adique sans π-torsion et I un idéal admissible
de OZ. Il y a alors un idéal I = (f1, . . . , fn) de R contenant une puissance de π

tel que I soit l’image réciproque de l’idéal quasi-cohérent ˜(I/πNOZ) dans OZ

pour N � 0. La description donnée dans le lemme 2.2 de [3] de Z̃, lorsque Z
est topologiquement de type fini sur Ŏ, est en général fausse. On a en fait la
description suivante:

Z̃ =
n⋃

i=1

Ui

où Ui = Spf(Ai) est un ouvert affine tel que si

Bi = R〈T1, . . . , T̂i, . . . , Tn〉/(Tjfi − fj)1≤j≤n,j �=i

et B′
i = Bi/Ji avec Ji = {b ∈ Bi | ∃k πkb = 0}, alors Ai est le séparé de B′

i,
Ai = B′

i/ ∩k≥0 πkB′
i.

Lemme D.7.4. Soit Z comme précédemment. Soient I1, I2 deux idéaux admissibles.
Soit Z̃ l’éclatement formel de I1. Alors l’éclatement formel admissible de I1.I2

s’identifie à l’éclatement formel admissible de l’image réciproque de I2 à Z̃.

Remarque D.7.5. On utilisera souvent la propriété suivante. Soit Z π-adique sans
π-torsion et I ⊂ OZ un idéal admissible. Alors I est localement libre de rang 1 ssi
il est localement monogène.

D.7.2 Adhérence “schématique” de la fibre générique

Soit Z un schéma formel π-adique. Notons pour tout k ≥ 1

Ik = lim
−→
i≥1

ker
(
OZ/πkOZ

×πi

−−−→ OZ/πk+iOZ

)
⊂ OZ/πkOZ
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un faisceau d’idéaux quasicohérent sur Z ⊗ Ŏ/πk. Si Spf(R) ⊂ Z et I = {x ∈
R | ∃i ≥ 1, πix = 0} alors

Ik = (I + πkR/πkR) ˜
où le tilda signifie “le faisceau quasicohérent associé”. Notons alors

Zk = V (Ik) ⊂ Z⊗ Ŏ/πkŎ

On a donc
Zk+1 ⊗ Ŏ/πkŎ = Zk

Notons alors
Z′ = lim

−→
k

Zk

un schéma formel π-adique. Si spf(R) est un ouvert affine de Z et I est l’idéal des
éléments de π∞-torsion comme précédemment alors l’ouvert correspondant de Z′

est Spf(R/I), où I désigne l’adhérence de I pour la topologie π-adique.

Lemme D.7.6. Le schéma formel π-adique Z′ est sans π-torsion. De plus “l’im-
mersion fermée” Z′ ↪→ Z est telle que pour tout schéma formel π-adique sans
π-torsion Y, tout morphisme Y −→ Z se factorise via Z′ ↪→ Z.

Démonstration. Elle ne pose pas de problème particulier. �
Définition D.7.7. Par abus de terminologie, on appellera Z′ l’adhérence schéma-
tique de la fibre générique de Z.

D.7.3 Transformée stricte

Soit ϕ : Y −→ Z un morphisme de schémas formels π-adiques sans π-torsion. Soit
I ⊂ OZ un faisceau d’idéaux satisfaisant aux hypothèses de la définition D.7.1.
Notons Z̃ −→ Z l’éclatement formel admissible associé.

Définition D.7.8. On appelle transformé strict de Y relativement à l’éclatement
Z̃ −→ Z l’adhérence schématique de la fibre générique de Y×Z Z̃.

Proposition D.7.9. Le transformé strict de Y s’identifie à l’éclatement formel ad-
missible de l’idéal OY.ϕ−1I.

Démonstration. Notons X le transformé strict et Ỹ l’éclatement formel de
OY.ϕ−1I. Puisqu’il y a une factorisation Y×Z Z̃ −→ Z̃ −→ Z, l’image réciproque
à Y ×Z Z̃ de l’idéal I est localement monogène. Donc, puisque cet idéal contient
localement une puissance de π et puisque X ↪→ Y ×Z Z̃ est sans π-torsion, son
image réciproque à X est localement libre de rang 1. Donc, via le morphisme com-
posé X −→ Y×Z Z̃ −→ Y, l’image réciproque de OY.ϕ−1I est localement libre de
rang 1. D’après la propriété universelle de Ỹ, il y a donc un morphisme

X −→ Ỹ
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Construisons un morphisme dans l’autre sens. D’après la propriété universelle de
Z̃ le morphisme Ỹ −→ Z s’étend en un morphisme Ỹ −→ Z̃. Il fournit donc un
morphisme

Ỹ −→ Y×Z Z̃

Mais, grâce à la propriété caractérisant l’adhérence schématique de la fibre géné-
rique, ce morphisme se factorise en un morphisme

Ỹ −→ X

On vérifie alors facilement que les deux morphismes précédents sont inverses l’un
de l’autre. �

D.7.4 Commutation à la limite projective

Soit (I,≥) un ensemble ordonné filtrant décroissant et ((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j) un
système projectif de schémas formels π-adiques sans π-torsion tel que les mor-
phismes de transition ϕij soient affines. Soit i0 ∈ I fixé et I un idéal admissible de
OZi0

. Notons, pour i ≥ i0, Z̃i l’éclatement formel de l’image réciproque de I. On
a donc un système projectif (Z̃i)i∈I . D’après la proposition D.7.9, les morphismes
de transition sont affines.

Proposition D.7.10. La limite projective lim
←−
i≥i0

Z̃i cöıncide avec l’éclatement formel

de l’image réciproque à lim
←−

i

Zi de I.

Corollaire D.7.11. Soit, pour tout i, Z̃norm
i le normalisé dans sa fibre générique de

l’éclaté Z̃i. Il y a alors une identification entre lim
←−
i≥i0

Z̃norm
i et le normalisé dans sa

fibre générique de l’éclatement formel de lim
←−

i

Zi.

Démonstration. Appliquer la proposition précédente couplée à la proposition D.6.1.
�
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Chapitre IV

Comparaison de la cohomologie des
tours de Lubin-Tate et de Drinfeld et
correspondance de Jacquet-Langlands
géométrique

Introduction

Ce dernier chapitre est consacré à l’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et
de Drinfeld. Les principaux résultats sont:

• Soit (Xi)i∈I un système projectif filtrant d’espaces rigides quasicompacts.
Soit (Xi)i∈I un modèle entier de ce système projectif formé de schémas for-
mels admissibles au sens de Raynaud, dont les morphismes de transition
sont affines. Soit X∞ = lim

←−
i

Xi. Par exemple, si Xi = Spf(Ri), alors X∞ =

Spf(( lim
−→

i

Ri) ̂ ). Alors le topos limite projective lim
←−

i

(Xi)ét ne dépend que

de X∞ et la cohomologie lim
−→

i

H•((Xi)ét, Λ) également.

• L’existence d’une correspondance “de Jacquet-Langlands locale géométrique”
entre faisceaux étales D×-équivariants sur l’espace des périodes de Gross-
Hopkins (Pn−1)rig pour lesquels l’action de D× est lisse (au sens de la théorie
des représentations des groupes p-adiques: le stabilisateur d’une section est
ouvert) et faisceaux GLn(F )-équivariants sur l’espace de Drinfeld Ω pour
lesquels l’action de GLn(F ) est lisse. Il s’agit du théorème IV.13.1.

• Le fait que les complexes de cohomologie à support compact de la tour
de Lubin-Tate et de Drinfeld, vus comme éléments de la catégorie dérivée
GLn(F )×D××WF -équivariante lisse, sont isomorphes. Il s’agit du théorème
IV.13.2.
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Les deux derniers résultats utilisent bien sûr le théorème principal du chapitre
III, ainsi que le premier résultat. Pour le premier résultat les points-clef consistent
en une utilisation du théorème d’approximation d’Elkik ([11]) et du théorème de
platification de Raynaud-Gruson ([24]).

La correspondance de Jacquet-Langlands locale géométrique

Rappelons que la tour de Lubin-Tate est une tour d’espaces analytiques rigides
(MLT

K )K⊂GLn(OF ) munie d’une action “verticale” de GLn(F ) par correspondances
de Hecke et “horizontale”, étage par étage, de D×. Elle forme un “pro-GLn(OF )-
torseur étale” au-dessus de la tour sans niveau

MLT
GLn(OF ) = “Tour de L.T./GLn(OF )“ �

∐
Z

◦
Bn−1

une union disjointe de boules p-adiques ouvertes. De plus, il y a une application
des périodes de Gross-Hopkins ([17], [23], section I.2 de ce livre)

MLT
GLn(OF ) −→ Pn−1

surjective, D×-équivariante, invariante sous les correspondances de Hecke sphé-
riques et dont les fibres sont exactement les orbites de Hecke. On a donc envie
d’écrire

Tour de L.T./GLn(F ) � Pn−1

ou, plutôt au sens des champs, [Tour de L.T./GLn(F )] � Pn−1, i.e., les faisceaux
rigides-étales Hecke-équivariants sur la tour de Lubin-Tate sont en bijection avec
les faisceaux rigides-étales sur (Pn−1)rig.

Quant à la tour de Drinfeld (MDr
K )K⊂O×

D
, elle est munie d’une action “ver-

ticale” de D× et “horizontale” de GLn(F ). Elle forme un “pro-O×
D-torseur étale”

au-dessus de la tour sans niveau

MDr
O×

D

= “Tour de Dr./O×
D“ �

∐
Z

Ω

où Ω désigne l’espace de Drinfeld, si n = 2 : Ω(Cp) = Cp \Qp. Il y a de plus une
application des périodes beaucoup plus simple que la précédente

MDr
O×

D

=
∐
Z

Ω −→ Ω

qui est GLn(F )-équivariante, un isomorphisme sur chacune des composantes de
l’union

∐
Z, D×-invariante et dont les fibres sont exactement les D×/O×

D-orbites.
On a donc envie d’écrire [

Tour de Dr./D×]
� Ω
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c’est-à-dire que les faisceaux rigides-étales D×-équivariants sur la tour de Drinfeld
sont en bijection avec les faisceaux rigides-étales sur Ω.

Rappelons maintenant qu’on a démontré dans le chapitre III l’existence d’un
“isomorphisme en niveau infini”

MLT
∞

∼−−→MDr
∞

GLn(F )×D×-équivariant. On a donc envie d’écrire qu’il y a un isomorphisme[
D×\Pn−1

]
�

[
GLn(F )×D×\MLT

∞
]
�

[
GLn(F )×D×\MDr

∞
]
� [GLn(F )\Ω]

c’est-à-dire une équivalence entre faisceaux D×-équivariants sur Pn−1 et faisceaux
GLn(F )-équivariants sur Ω.

Cet énoncé est en fait incorrect. Pour expliquer pourquoi, prenons une ana-
logie. Soit k un corps de clôture séparable k et X un k-schéma de type fini. Soit
p : Xk −→ X la projection. Le foncteur, qui à un faisceau étale F sur X associe
le faisceau p∗F muni de son action de Gal(k|k) compatible à celle sur Xk, induit
une équivalence entre faisceaux étales sur X et ceux sur Xk munis d’une action de
Gal(k|k) compatible à celle sur Xk et continue. La condition de continuité signifie
que le stabilisateur d’une section du faisceau sur un ouvert quasicompact est un
sous-groupe ouvert de Gal(k|k). Dit en d’autres termes, il y a une condition de
continuité sur la donnée de descente pour descendre des objets en niveau infini sur
la tour (X ⊗k L)L|k finie à X .

Il en est de même pour les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. Il y a bien
une équivalence entre faisceaux équivariants sur Pn−1 et Ω, mais il faut ajouter
une condition de continuité sur l’action: le stabilisateur d’une section est un sous-
groupe compact-ouvert. C’est ce que l’on appellera un faisceau équivariant lisse.

Pour expliquer cette condition de continuité revenons à notre analogie. Si
U −→ Xk est un morphisme étale avec U quasicompact, il existe une extension
de degré fini L|k et un ouvert étale U ′ −→ XL tels que U ′ = U ⊗L k. Ainsi, en
restriction au sous-groupe ouvert, Gal(k|L) sur Xk s’étend en une action sur U

∀σ ∈ Gal(k|L), U ��

��

U

��
Xk

σ∗
�� Xk

et si F est un faisceau étale sur Xk muni d’une action de

Gal(k|k), ∀σ ∈ Gal(k|L), (σ∗F)(U) ∼−−→ F(U)

et il y a une action de Gal(k|L) sur F(U). La condition de lissité de l’action de
Gal(k|L) est donc bien définie.

L’analogue en géométrie analytique a été étudié par Berkovich dans [5].
Expliquons-le plutôt dans le contexte des espaces rigides. Soit Y = Sp(B) −→
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Sp(A) un morphisme étale entre espaces affinöıdes. Soit G un groupe profini agis-
sant continûment sur X , au sens où si f ∈ A

lim
g→e

‖g∗f − f‖∞ = 0

Il existe alors un moyen de relever “canoniquement” l’action de G sur X à Y ,
quitte à se restreindre à un sous-groupe ouvert suffisamment petit U de G

Y ��

��

U

''
Y

��
X ��

U

''
X

Ainsi, si F est un G-faisceau étale sur X , il y a une action de U sur F(Y ) et on
peut parler de lissité de l’action de U sur F(Y ).

Ce fait est une généralisation du lemme de Krasner. Si Y = Spf(A) −→
Spf(B) = X est un modèle entier du morphisme Y −→ X , i.e., A et B sont deux
algèbres topologiquement de type fini sur Zp, sans p-torsion, A[ 1p ] = A et B[ 1p ] = B
il existe alors un entier N tel que pour tout X-schéma formel topologiquement de
type fini Z, l’application de réduction

HomX(Z, Y) −→ HomX⊗Z/pN (Z⊗ Z/pN , Y⊗ Z/pN)

soit une bijection. Il s’agit essentiellement d’une application du théorème d’appro-
ximation d’Elkik ([11]). Si le morphisme entier Y −→ X est étale on peut, bien
sûr, prendre N = 1 et, en général, l’entier N dépend d’une puissance suffisamment
grande de p telle qu’un certain idéal discriminant divise cette puissance (entier qui
existe puisque après inversion de p, le morphisme est étale). En particulier, deux
X-morphismes proches de Y dans lui-même cöıncident et tout isomorphisme défini
modulo pN peut se relever en caractéristique zéro.

Cohomologie à support compact des deux tours

On démontre l’existence d’isomorphismes

lim
−→

K⊂GLn(OF )

H•
c (MLT

K ⊗̂Cp, Z/�nZ) � lim
−→

K⊂O×
D

H•
c (MDr

K ⊗̂Cp, Z/�nZ)

en tant que Z/�nZ[GLn(F ) × D× ×WF ]-modules lisses. En fait, motivé par les
travaux de J.F. Dat ([9]), on démontre un résultat beaucoup plus précis au ni-
veau des complexes de cohomologie à support compact dans la catégorie dérivée
équivariante-lisse. Si F est un D×-faisceau lisse sur Pn−1, on lui associe canoni-
quement, en tirant en arrière ce faisceau par l’application des périodes en chaque
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niveau de l’espace de Lubin-Tate, un complexe de cohomologie à support compact
de la tour de Lubin-Tate

RΓc(LT ,F) ∈ D+(Z/�nZ[GLn(F )×D× ×WF ]−Mod-lisses)

De même, si G est un GLn(F )-faisceau lisse sur Ω, on lui associe RΓc(Dr,G). Soit
alors F �−→JL(F) la correspondance de Jacquet-Langlands décrite précédemment.
Il y a alors un isomorphisme de foncteurs

RΓc(LT ,−) ∼−−→ RΓc(Dr,−) ◦ JL

Description des différentes parties

Espaces rigides généralisés. Dans les chapitres 1 à 3, on définit et étudie les pro-
priétés de base des espaces rigides “fibre générique” de schémas formels p-adiques,
qui ne sont pas nécessairement topologiquement de type fini, du type de ceux in-
tervenant dans les chapitres I et III. Le point de vue choisi est celui de Raynaud
consistant à voir la catégorie des espaces rigides comme un localisé de la catégorie
des schémas formels p-adiques relativement aux éclatements formels admissibles.

• Dans le premier chapitre, on définit et étudie les éclatements formels admis-
sibles de tels schémas formels. Il s’agit essentiellement de vérifier que certaines
notions intervenant dans [8] restent valables dans un contexte plus général.
Une des difficultés de la théorie est que, contrairement au cas classique de [8],
les théorèmes de cohérence des algèbres p-adiques topologiquement de type
fini sans p-torsion ne sont plus valables.

On retiendra une des propriétés importantes de ces éclatements formels
admissibles généralisés n’ayant pas d’équivalent dans le cadre “classique”: la
proposition IV.1.35 assurant la compatibilité de ces éclatements au passage
à la limite projective de schémas formels.

• Dans le deuxième chapitre, on définit et étudie le topos admissible de tels
schémas formels. On utilise pour cela le langage des limites inductives de
sites et des limites projectives de topos de [15]. Le topos admissible est vu
comme la limite projective des topos Zariskiens des éclatements de notre
modèle formel.

L’une des propriétés fondamentales est le théorème de “décomplétion”,
la proposition IV.2.23, qui dit qu’un ouvert admissible quasicompact d’une
limite projective de schémas formels lim

←−
i

Xi est un germe d’ouverts admis-

sibles sur les Xi, et la proposition IV.2.27, son interprétation en termes de
topos.

Plus tard, on appliquera le même type de procédures pour le site étale
rigide au lieu du site admissible. Le lecteur peut donc considérer ce chapitre
comme un entrâınement à la manipulation des topos limites projectives dans
un cas “simple”.
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• Dans le chapitre 3, on définit et étudie l’espace de Zariski-Riemann associé à
nos espaces rigides généralisés. Pour les espaces rigides classiques, cet espace
cöıncide avec l’espace topologique adique défini par Huber ([19]) et également
étudié par Fujiwara ([13]). On montre en particulier que le topos admissible
s’identifie au topos des faisceaux sur cet espace topologique. On interprète
également cet espace comme un recollé de spectres valuatifs.

On utilisera plus tard l’espace de Zariski-Riemann dans le but de définir
la notion de famille couvrante dans notre site étale rigide.

On définit également l’espace de Berkovich associé aux générisations
maximales dans l’espace de Zariski-Riemann (les valuations de rang 1, i.e.,
à valeurs dans R). Cela nous permettra de définir la notion de topos surcon-
vergent correspondant dans le cas classique au topos étale de Berkovich.

Le topos étale rigide. Dans les chapitres 4, 5 et 6, on définit et étudie le topos
étale rigide de nos schémas formels. Il s’agit du coeur de l’article.

Expliquons d’abord les difficultés rencontrées.

• Soit A une algèbre p-adique sans p-torsion. Si B est une A-algèbre p-adique
topologiquement de présentation finie et si B�A <T1,...,TN >/(f1,...,fq)
est une présentation on peut définir comme dans le chapitre 4 de [11], en
utilisant un idéal jacobien explicite, la notion d’être rig-étale après inversion
de p: une certaine puissance de p appartient à cet idéal jacobien. Néanmoins,
il n’y a pas de raison en général pour que cette définition ne dépende pas du
choix d’une telle présentation comme c’est le cas si A est topologiquement de
type fini sur un anneau de valuation de hauteur 1 (le cas rigide classique).

• On veut de plus appliquer le théorème 6 de [11] à nos algèbres rig-étales.
Or, même après avoir fixé une présentation comme précédemment la démon-
stration donnée dans [11] ne s’adapte pas sans des théorèmes de cohérence.
Essentiellement, le résultat qui pose problème est que si R est une algèbre
p-adique et I = {x ∈ R | ∃k pkx = 0}, alors en général I n’est pas un idéal
fermé de R, et si l’on veut tuer la p-torsion dans R, il ne faut pas prendre
R/I, mais R/I, le séparé de R/I. En général, on n’a aucun contrôle sur Ī.
Bien sûr, si R est topologiquement de type fini sur un anneau de valuation
de hauteur 1, d’après [8] on a I = I, mais dans notre situation il n’y a pas
de raison pour que ce soit le cas.

• Soit (Ri)i∈N un système inductif d’algèbres p-adiques, sans p-torsion, topo-
logiquement de type fini sur Zp, R∞ = lim

−→
i

Ri. On peut même supposer

que Ri ↪→ Ri+1, Ri+1|Ri est fini, Ri est intégralement fermé dans Ri[ 1p ],
Ri[ 1p ] ↪→ Ri+1[ 1p ] est étale fini et que le système inductif (Ri[ 1p ])i∈N est un tor-
seur étale sous un groupe profini et les Ri[ 1

π ] sont rig-lisses sur Zp (exemple:
prendre l’image réciproque d’un ouvert affine dans les tours de Lubin-Tate
et de Drinfeld).
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On veut qu’il y ait une équivalence entre R̂∞-algèbres p-adiques rig-
étales et “germes” d’algèbres p-adiques rig-étales sur les (Ri)i, via l’applica-
tion

(Ri −→ B) �−→ (R̂∞ −→ B⊗̂RiR̂∞)

Il devrait s’agir typiquement d’une application du théorème d’approximation
d’Elkik à l’anneau Hensélien (R∞, pR∞). Néanmoins, il n’y a pas de raison
dans le cas des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, pour les modèles construits
dans les chapitres I et III par normalisation, pour que les morphismes Ri −→
Ri+1 soient plats. Il n’y a pas, non plus, de raison pour que le système inductif
(Ri)i∈N satisfasse à une hypothèse de presque platitude au sens de Faltings,
c’est-à-dire si i0 ∈ N, I ⊂ Ri0 est un idéal de type fini, alors

∃α ∈ N, ∀i ≥ i0, pα.TorRi0
1 (Ri, Ri0/I) = 0

Par exemple, on aurait bien aimé que le morphisme R∞ −→ R̂∞ soit fidèle-
ment plat, mais il n’y a pas de raison, non plus, pour que ce soit le cas.

Le problème que cela soulève est que si B est une Ri-algèbre rig-étale
sans p-torsion, alors la p∞-torsion des algèbres (B⊗̂RiRj)j≥i peut “exploser”
lorsque j −→ +∞.

Voici comment on procède pour palier à ces problèmes.

• Dans le chapitre 4, on montre que si A est une algèbre p-adique sans p-torsion
et que l’on se restreint aux A-algèbres p-adiques finies localement libres étales
après inversion de p, on a une bonne théorie pour de telles algèbres rig-étales.
Ainsi, si X est un schéma formel p-adique sans p-torsion quelconque, on a une
bonne notion de X-schéma formel fini localement libre rig-étale.

On montre de plus que le théorème d’approximation d’Elkik s’applique
à ces morphismes rig-étales: si (Xi)i∈N est un système projectif de schémas
formels p-adiques sans p-torsion à morphismes de transition affines,

X∞ = lim
←−
i∈N

Xi,

les X∞-schémas formels finis localement libres rig-étales sont équivalents aux
“germes” de Xi-schémas formels finis localement libres rig-étales, lorsque i
varie via

(Y −→ Xi) �−→ (Y×Xi X∞ −→ X∞)

• Dans le chapitre 5 on définit et étudie la classe générale de morphismes rig-
étales utilisée pour définir le topos étale rigide. On les appelle morphismes
de type (E). Il sont construits à partir d’éclatements formels admissibles,
de morphismes étales de schémas formels et de morphismes finis localement
libres rig-étales (ceux étudiés dans le chapitre 4). On montre qu’ils vérifient
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le théorème d’approximation comme précédemment: les X∞-schémas formels
de type (E) sont équivalents aux germes de Xi-schémas formels de type (E),
lorsque i varie.

Le point-clef justifiant leur introduction est que, d’après le théorème de
platification de Raynaud-Gruson, si Y −→ X est un morphisme de schémas
formels admissibles quasicompacts tel que Yrig −→ Xrig soit étale, il existe
alors un diagramme

Z ��

(((
((

((
Y

)))))
))

X

où Z −→ X est de type (E) et |Zrig| −→ |Yrig| est surjectif, et que donc les
X-schémas formels de type (E) engendrent topologiquement le site étale de
Xrig.

• Dans le chapitre 6, on définit et étudie un site ainsi que le topos étale rigide
des schémas formels ne vérifiant pas d’hypothèse de finitude. Pour cela, on
utilise les morphisme de type (E) du chapitre 5.

On a vu que dans le cas classique ces morphismes engendrent topologi-
quement le site étale rigide usuel. D’après le théorème 4.1 de l’exposé III de
SGA4 (cf. théorème IV.6.1 de cet article), ils suffisent pour reconstruire le
topos étale d’un espace rigide classique. La contrepartie est qu’ils ne forment
pas une prétopologie de Grothendieck, à cause de l’absence de certains pro-
duits fibrés dans cette catégorie.

On utilise alors toute la puissance du formalisme de Grothendieck qui
permet de définir une topologie en toute généralité sans cette hypothèse
d’existence de produits fibrés. L’analogie suivante éclairera peut-être le lec-
teur: on est dans la situation où l’on a un espace topologique X , muni d’une
famille d’ouverts C telle que tout ouvert de X puisse s’écrire comme une union
d’ouverts de C, mais si U, V ∈ C, U ∩ V n’appartient pas nécessairement à
C. Néanmoins, grâce au formalisme des cribles, C est muni d’une topologie
de Grothendieck qui n’est pas définie par une prétopologie mais qui permet
tout de même de retrouver le topos X ˜ comme équivalent à C ˜ ; un faisceau
sur X est la même chose qu’un foncteur, i.e., un préfaisceau F défini sur C,
vérifiant ∀U ∈ C, ∀(Vi)i∈I un recouvrement de U par des objets de C,

F(U) = ker(
∏
i∈I

F(Vi)
����
∏
i,j

Hompréfaisceaux(hVi ×hU hVj ,F))

où hV désigne le préfaisceau représenté par V et la même formule permet
d’étendre F à tout ouvert de X qui n’est pas dans C.

Le théorème principal s’énonce alors en disant que le topos rig-étale
d’une limite projective de schémas formels p-adiques est la limite projective
des topos rig-étales de chaque schéma formel de la limite projective. Il s’agit
d’une application des résultats d’approximation des chapitres précédents.
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Faisceaux étales munis d’une action lisse d’un groupe p-adique. Dans les chapitres
8 à 10, on s’intéresse à la cohomologie à support compact équivariante des espaces
analytiques de Berkovich, ainsi que des espaces rigides généralisés introduits dans
les section précédentes.

On s’inspire des travaux de Berkovich ([5] et [2]) sur le sujet. Étant donné
un groupe topologique G agissant continûment sur un espace analytique de Ber-
kovich X , resp. un espace rigide généralisé, étant donné un faisceau étale F muni
d’une action lisse de G compatible à celle sur X , on montre que l’action de G sur
H•

c (X,F) est lisse. En fait, le but plus général est d’associer fonctoriellement à F
un complexe de cohomologie RΓc(X,F) ∈ D+(Λ[G]−Mod-lisses).

• Pour cela, on développe dans le chapitre 8 un formalisme général des G-
faisceaux lisses qui peut s’appliquer aussi bien aux espaces de Berkovich
qu’aux espaces rigides généralisés. Le résultat principal est le théorème
IV.8.17, qui dit en particulier qu’on peut résoudre un G-faisceau lisse par
des G-faisceaux lisses flasques après oubli de l’action de G.

• Le chapitre 9 contient l’application de ce formalisme aux espaces analytiques
de Berkovich. Le site étale d’un espace de Berkovich n’est pas adapté au
formalisme des faisceaux lisses, de plus, plus tard dans l’article, nous devrons
jongler entre site étale d’un espace de Berkovich et site étale de l’espace rigide
associé, c’est pourquoi nous travaillons avec les sites quasi-étales définis dans
[5] (le site quasi-étale correspond au site étale de l’espace rigide et le site étale
au site étale surconvergent). Par contre, la cohomologie à support compact
des espaces de Berkovich sans bord (i.e., surconvergents sur leur corps de
base) est plutôt bien adaptée au site étale. D’où les jonglages permanents
entre sites étales et quasi-étales.

• Le chapitre 10 est consacré à l’analogue pour les espaces rigides généralisés.

Les résultats principaux. Les chapitres 11 et 12 sont consacrés à la démonstration
des principaux résultats de l’article. On y récolte les résultats des chapitres précé-
dents pour les appliquer aux tours de Lubin-Tate et de Drinfeld.

Remarque: Il apparâıtra comme clair au lecteur que l’auteur s’est largement inspiré
des travaux de Raynaud en géométrie rigide ainsi que de l’article [13] de Fujiwara.

IV.1 Schémas formels π-adiques

On fixe OK un anneau de valuation complet de hauteur 1 et π un élément de
OK de valuation strictement positive. Cette notation sous-entend que le corps des
fractions de OK est noté K. On vérifiera facilement que les définitions données
ne dépendent pas du choix d’un tel π. Tous les schémas formels considérés seront
supposés quasi-séparés.
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IV.1.1 Rappels sur les schémas formels π-adiques

Définition IV.1.1. On appelle schéma formel π-adique (sous-entendu sur Spf(OK))
un schéma formel Z sur Spf(OK) tel que πOZ soit un idéal de définition de Z.

Soit la catégorie dont les objets sont (Spec(OK/πkOK))k≥1 et les flèches sont
les morphismes de réduction modulo des puissances de π, Spec(OK/πkOK) ↪→
Spec(OK/πlOK), pour k ≤ l:

Spec(OK/πOK) → · · · → Spec(OK/πkOK) → Spec(OK/πk+1OK) → . . .

On définit une catégorie fibrée au-dessus de cette petite catégorie en posant que la
fibre sur Spec(OK/πkOK) est la catégorie des schémas sur Spec(OK/πkOK). La
catégorie des schémas formels π-adiques est alors équivalente à la limite projective
de cette catégorie fibrée (cf. [1] exposé 6 section 6.10 page 273, pour la notion de
limite projective de catégories fibrées).

Cela signifie que se donner un schéma formel π-adique est équivalent à se
donner une famille (Zk)k≥1, où Zk est un Spec(OK/πkOK)-schéma muni d’isomor-
phismes Zk+1 ⊗OK/πkOK

∼−−→ Zk satisfaisant une condition de cocyle évidente
(un schéma formel π-adique n’est rien d’autre qu’un cas particulier d’ind-schéma).
Le schéma formel associé à une telle famille (Zk)k sera noté lim

−→
k

Zk.

Définition IV.1.2. On dit que Z est sans π-torsion si le faisceauOZ l’est, c’est-à-dire
OZ

×π−−−→ OZ est un monomorphisme.

Ainsi Z est sans π-torsion ssi ∀k ∈ N, le schéma Z⊗OK/πkOK est plat sur
Spec(OK/πkOK). On en déduit aussitôt que le schéma formel π-adique Z est sans
π-torsion ssi il possède un recouvrement affine (Spf(Ri))i∈I tel que ∀i, Ri soit sans
π-torsion. De plus, on en déduit que si X est un schéma plat sur Spec(OK), alors
son complété π-adique est sans π-torsion.

Définition IV.1.3. Une algèbre π-adique est une OK-algèbre séparée complète pour
la topologie π-adique.

Ainsi la catégorie des algèbres π-adiques est équivalente à celle des schémas
formels π-adiques affines.

IV.1.2 Morphismes topologiquement de type fini

Définition IV.1.4. Un morphisme de schémas formels π adiques f : Y −→ X est dit
localement topologiquement de type fini si le morphisme induit X⊗OK/πOK −→
Y⊗OK/πOK est localement de type fini. Il est dit topologiquement de type fini
s’il est de plus quasicompact.

Lemme IV.1.5. Soit f : Y −→ X. Sont équivalents

• f est localement topologiquement de type fini
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• Pour tous ouverts affines Spf(B) ⊂ Y, Spf(A) ⊂ X, tels que f(Spf(B)) ⊂
Spf(A), le morphisme induit A −→ B fait de B une A-algèbre topologique-
ment de type fini, c’est-à-dire isomorphe en tant que A-algèbre topologique
à A〈T1, . . . , Tn〉/I, où A〈T1, . . . , Tn〉 désigne l’anneau des séries formelles
strictes, le complété π-adique de A[T1, . . . , Tn], et I est un idéal fermé de
A〈T1, . . . , Tn〉.
Les schémas formels π-adiques localement topologiquement de type fini sur

Spf(OK) sont étudiés en détail dans [8], auquel on renvoie le lecteur.

Définition IV.1.6 ([8]). Les schémas formels π-adiques localement topologiquement
de type fini sur Spf(OK), sans π-torsion, sont appelés schémas formels admissibles.

IV.1.3 Morphismes topologiquement de présentation finie

La notion qui suit n’a d’intérêt que pour les schémas formels sans π-torsion.

Définition IV.1.7. Soit f : X −→ Y un morphisme entre schémas formels π-adiques
sans π-torsion. Il sera dit localement topologiquement de présentation finie, si le
morphisme de schémas induit X⊗OK/πOK −→ Y⊗OK/πOK est localement de
présentation finie. Il sera dit topologiquement de présentation finie s’il est de plus
quasicompact.

Lemme IV.1.8. Soit f : X −→ Y un morphisme entre schémas formels π-adiques
sans π-torsion. Sont équivalents

• f est localement topologiquement de présentation finie
• Pour tout ouvert affine Spf(B) ⊂ Y, Spf(A) ⊂ X, tels que f(Spf(B)) ⊂

Spf(A), le morphisme induit A −→ B fait de B une A-algèbre topologi-
quement de présentation finie, c’est-à-dire isomorphe en tant que A-algèbre
topologique à A〈T1, . . . , Tn〉/I, où I est un idéal (saturé) de type fini de
A〈T1, . . . , Tn〉

• Pour tout k ≥ 1 le morphisme X ⊗ OK/πkOK −→ Y ⊗ OK/πkOK est de
présentation finie.

Par exemple, si f : X −→ Y est un morphisme de présentation finie entre
schémas plats sur Spec(OK) le morphisme induit entre les complétés π-adiques
est topologiquement de présentation finie.

D’après les résultats de cohérence de [8], un morphisme localement topolo-
giquement de type fini entre schémas formels admissibles est automatiquement
localement de présentation finie. Cette assertion est en générale fausse pour les
schémas formels plus généraux que nous considérons.

IV.1.4 Morphismes affines

Définition IV.1.9. Un morphisme de schémas formels π-adiques X −→ Y est dit
affine, si le morphisme de schémas induit X ⊗ OK/πOK −→ Y ⊗ OK/πOK
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l’est ou encore, de façon équivalente, si ∀k, le morphisme de schémas induit
X⊗OK/πkOK −→ Y⊗OK/πkOK l’est.

Ainsi, si X est un schéma formel π-adique, la catégorie des X-schémas formels
π-adiques affines est équivalente à la catégories des faisceaux de OX-algèbres A
tels que l’application canonique A −→ lim

←−
k

A/πkA est un isomorphisme et ∀k,

A/πkA est une OX⊗OK/πkOK
-algèbre quasi-cohérente. À f : Z −→ X affine, on

associe la OX-algèbre f∗OZ et, dans l’autre sens, à A on associe le X-schéma formel
lim
−→

k

Spec(A/πkA).

La catégorie des X-schémas formels π-adiques sans π-torsion affines est don-
née par les OX-algèbres A sans π-torsion telles que A ∼−−→ lim

←−
k

A/πkA et A/πA

soit quasi-cohérente.

IV.1.5 Morphismes finis

Définition IV.1.10. Un morphisme f : X −→ Y entre schémas formels π-adiques
est fini si le morphisme induit X⊗OK/πOK −→ Y⊗OK/πOK l’est.

Le lemme qui suit n’est qu’une retranscription du lemme de Nakayama.

Lemme IV.1.11. Sont équivalents pour f : X −→ Y

• f est fini
• Pour tout k ≥ 1, le morphisme X⊗OK/πkOK −→ Y⊗OK/πkOK est fini
• f est affine et pour tout ouvert affine Spf(A) ⊂ Y, si f−1(Spf(A)) = Spf(B)

alors A est un B-module de type fini.

Remarque IV.1.12. Si A est une OK -algèbre π-adique et B une A-algèbre finie,
alors B est complète pour la topologie π-adique. Mais on prendra garde à ce que B
n’est pas nécessairement séparée et n’est donc pas forcément une algèbre π-adique!

IV.1.6 Morphismes topologiquement plats

Définition IV.1.13. Un morphisme f : X −→ Y entre schémas formels π-adiques
sera dit topologiquement plat si ∀k ≥ 1, le morphisme de schémas induit X ⊗
OK/πkOK −→ Y⊗OK/πkOK l’est.

Par exemple, X π-adique est topologiquement plat sur Spf(OK) ssi il est sans
π-torsion.

Remarque IV.1.14. On prendra garde qu’en général, si Spf(B) −→ Spf(A) est
topologiquement plat, alors B n’est pas nécessairement une A-algèbre plate. Par
exemple, il n’y a pas de raison pour que si A est une algèbre π-adique et f ∈ A, le
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morphisme A −→ A〈 1
f 〉 soit plat. Néanmoins, d’après [8], tout cela est vrai pour

des schémas formels admissibles.

Lemme IV.1.15. Un morphisme f : X −→ Y entre schémas formels π-adiques
sans π-torsion est topologiquement plat ssi le morphisme induit X⊗OK/πOK −→
Y⊗OK/πOK est plat.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 11.3.10.2 de EGA IV. �

IV.1.7 Limite projective dans la catégorie des schémas
formels π-adiques

Proposition IV.1.16. Soit (I,≤) un ensemble ordonné cofiltrant et

((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j)

un système projectif de schémas formels π-adiques tel que les morphismes de tran-
sition ϕij : Zi −→ Zj soient affines. Alors lim

←−
i∈I

Zi existe dans la catégorie des

spf(OK)-schémas formels et c’est un schéma formel π-adique égal à

lim
−→
k∈N

lim
←−
i∈I

(Zi ⊗OK/πkOK)

Démonstration. La démonstration ne pose pas de problème. On renvoie au chapitre
8 de EGA IV pour les limites projectives de schémas à morphismes de transition
affines. �
Exemple IV.1.17. Si Zi = Spf(Ri), alors lim

←−
i

Spf(Ri) = Spf(R̂∞), où R∞ =

lim
−→

i

Ri. Par exemple, si on considère la limite projective de revêtements de

Kümmer D ← · · · ← D ← . . . , où D = Spf(OK < T, T−1 >) et les morphismes de
transition sont tous t �→ tp, alors

R̂∞ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑

α∈Z[
1
p ]

aαT α | aα ∈ OK , aα −→
|α|→+∞

0, aα −→
vp(α)→−∞

0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
où aα → 0 signifie tendre vers 0 pour la topologie π-adique.

IV.1.8 Adhérence “schématique” de la fibre générique

Soit Z un schéma formel π-adique. Notons, pour tout k ≥ 1,

Ik = lim
−→
i≥1

ker
(
OZ/πkOZ

×πi

−−−→ OZ/πk+iOZ

)
⊂ OZ/πkOZ
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un faisceau d’idéaux quasicohérent sur Z ⊗ OK/πk. Si Spf(R) ⊂ Z est un ouvert
affine et I = {x ∈ R | ∃i ≥ 1, πix = 0}, alors

Ik = (I + πkR/πkR) ˜
où le tilde signifie “le faisceau quasicohérent associé”. Notons alors

Zk = V (Ik) ⊂ Z⊗OK/πkOK

On a donc
Zk+1 ⊗OK/πkOK = Zk

Notons alors
Z′ = lim

−→
k

Zk

un schéma formel π-adique. Si Spf(R) est un ouvert affine de Z et I est l’idéal des
éléments de π∞-torsion comme précédemment, alors l’ouvert correspondant de Z′

est Spf(R/I), où I désigne l’adhérence de I pour la topologie π-adique.

Lemme IV.1.18. Le schéma formel π-adique Z′ est sans π-torsion. De plus, l’im-
mersion fermée Z′ ↪→ Z est telle que pour tout schéma formel π-adique sans π-
torsion Y, tout morphisme Y −→ Z se factorise de façon unique via Z′ ↪→ Z.

Démonstration. Elle ne pose pas de problème particulier. �
Définition IV.1.19. Par abus de terminologie, on appellera Z′ l’adhérence schéma-
tique de la fibre générique de Z. On notera Zadh = Z′.

Le foncteur adhérence de la fibre générique définit donc un adjoint à droite à
l’inclusion de la catégorie des schémas formels π-adiques sans π-torsion dans celle
des schémas formels π-adiques.
En particulier, les produits fibrés existent dans la catégorie des schémas formels
π-adiques sans π-torsion; il suffit de prendre l’adhérence schématique de la fibre
générique du produit fibré usuel en tant que schémas formels.

Remarque IV.1.20. Lorsque X est admissible, d’après les résultats de [8] (tout
idéal saturé dans une OK-algèbre topologiquement de type fini est de type fini
donc fermé), Xadh s’obtient en tuant la π∞-torsion dans OX. Cela est faux car en
général il faut quotienter par l’adhérence π-adique de la π∞-torsion.

Remarque IV.1.21.

• Le schéma formel Zadh est quasi-séparé, car Zadh ⊗ OK/πOK est un sous-
schéma fermé de Z⊗OK/πOK .

• Si U ⊂ Z est un ouvert, alors Uadh = U ×Z Zadh

• Si Y −→ X est un morphisme de schémas formels π-adiques, alors Yadh =
(Y×X Xadh)adh.
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Plus généralement que le second point de la remarque précédente, on a le
lemme qui suit, dont la démonstration est immédiate.

Lemme IV.1.22. Soit Y −→ X un morphisme topologiquement plat entre schémas
formels π-adiques. Alors

Yadh = Y×X Xadh

IV.1.9 Éclatements formels admissibles

IV.1.9.1 Définition et premières propriétés

Définition IV.1.23. Soit Z un schéma formel π-adique sans π-torsion et I ⊂ OZ

un idéal tel que localement sur Z, ∃N ∈ N tel que πNOZ ⊂ I et I/πNOZ est
quasi-cohérent de type fini. Un tel idéal est dit admissible. On appelle éclatement
formel admissible de I, le Z-schéma formel π-adique topologiquement de type fini

Z̃ = lim
−→

k

Proj

⎛⎝⊕
i≥0

Ii/πkIi

⎞⎠
Proposition IV.1.24. Avec les notations de la définition précédente,

• si Spf(R) ⊂ Z est un ouvert affine et I = Γ(Spf(R), I), alors Z̃|Spf(R) s’identi-
fie au complété π-adique de l’éclatement de l’idéal Ĩ de Spec(R)

• Z̃ est sans π-torsion
• si ϕ : Z̃ −→ Z, alors OZ̃.ϕ−1I est localement libre de rang 1

• Z̃ satisfait à la propriété universelle suivante: pour tout Z-schéma formel π-
adique sans π-torsion Y

ψ−−→ Z tel que OY.ψ−1I soit localement libre de rang
1, il existe un unique Z-morphisme Y −→ Z̃.

Démonstration. La première assertion découle de la définition de l’éclatement for-
mel admissible et du fait que les “Proj” commutent aux changements de bases
(EGA II 2.8.10).
La seconde résulte de la première, car, Spec(R) étant sans π-torsion, l’éclatement
de l’idéal Ĩ l’est aussi (l’image réciproque d’un ouvert schématiquement dense par
un éclatement reste schématiquement dense) et donc son complété π-adique est
encore sans π-torsion.
La troisième résulte également de la première. En effet, sur l’éclaté de Ĩ dans le
schéma Spec(R), l’idéal Ĩ devient localement libre de rang 1. Il est donc locale-
ment principal sur le complété π-adique de ce schéma. Donc I devient localement
principal sur Z̃. Mais, étant donné que I contient localement une puissance de π
et que Z̃ est sans π-torsion, I est localement libre de rang 1 sur Z̃.
La dernière assertion résulte aisément de son homologue pour les schémas (et de
la première assertion). �
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Remarque IV.1.25. Soit Z = Spf(R) π-adique sans π-torsion et I un idéal admis-
sible de OZ. Il y a alors un idéal I = (f1, . . . , fn) de R contenant une puissance

de π tel que I soit l’image réciproque de l’idéal quasi-cohérent ˜(I/πNOZ) dans
OZ, pour N � 0. La description donnée dans le lemme 2.2 de [8] de Z̃ lorsque
Z est topologiquement de type fini sur OK est en général fausse. On a en fait la
description suivante:

Z̃ =
n⋃

i=1

Ui

où Ui = Spf(Ai) est un ouvert affine tel que si

Bi = R〈T1, . . . , T̂i, . . . , Tn〉/(Tjfi − fj)1≤j≤n,j �=i

et B′
i = Bi/Ji, avec Ji = {b ∈ Bi | ∃k, πkb = 0}, alors Ai est le séparé de B′

i,
Ai = B′

i/∩k≥0 πkB′
i, ou encore, Ai = Bi/Ji, où Ji est l’adhérence π-adique de Ji.

Remarque IV.1.26. Si X′ −→ Spf(A) est un éclatement formel admissible et si
A est topologiquement de type fini sur Spf(OK), alors Γ(X′,OX′)[ 1

π ] = A[ 1
π ]

(théorème d’acyclicité de Tate qui, lorsque OK est de valuation discrète, résulte
du théorème de changement de changement de base propre formel en cohomologie
cohérente de EGA III). Mais, pour les schémas formels plus généraux que nous
considérons, il n’y a pas de raison pour que cela soit vrai.

Lemme IV.1.27. Soit Z un schéma formel π-adique sans π-torsion et I ⊂ OZ un
idéal admissible.

• I est localement libre de rang 1 ssi il est localement principal
• si (πN ) ⊂ I, I est localement principal ssi I/πN+1OZ l’est

En particulier, si (πN ) ⊂ I, un morphisme ψ : Y −→ Z, avec Y sans π-torsion,
se relève à l’éclatement de I ssi (OY.ψ−1I)/πN+1OY est localement principal.

Démonstration. La démonstration ne pose pas de problème. �
Lemme IV.1.28. Soit Z comme précédemment. Soient I1, I2 deux idéaux admis-
sibles. Soit Z̃ l’éclatement formel de I1. Alors l’éclatement formel admissible de
I1.I2 s’identifie à l’éclatement formel admissible de l’image réciproque de I2 à Z̃.

Démonstration. On peut soit le vérifier directement sur la définition de l’éclatement
formel admissible, soit en utilisant la propriété universelle des éclatements formels,
puisque, si A est un anneau sans π-torsion et I, J deux idéaux de type fini de A
contenant une puissance de π, alors IJ inversible⇐⇒ I et J sont inversibles. �
Lemme IV.1.29. Le composé de deux éclatements formels admissibles d’un schéma
formel π-adique sans π-torsion quasicompact est un éclatement formel admissible.

Démonstration. On vérifie que la démonstration de la proposition 2.5 de [8], qui
repose elle même sur le lemme 5.1.4 de [24], fonctionne en toute généralité (on
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utilise l’hypothèse faite dès le début que tous nos schémas formels sont quasi-
séparés). �
Lemme IV.1.30. Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion quasicompact
et U ⊂ X un ouvert quasicompact. Alors tout éclatement formel admissible de U
s’étend en un éclatement formel admissible de X.

Démonstration. La démonstration du lemme 2.6. de [8] s’applique. �

Lemme IV.1.31. Soit ϕ : Z̃ −→ Z un éclatement formel admissible. Alors ϕ est
surjectif au niveau des fibres spéciales.

Démonstration. Par définition de l’éclatement formel admissible, le morphisme
induit en fibre spéciale Z̃⊗OK/πOK −→ Z⊗OK/πOK est propre. Son image est
donc fermée. Soit U ⊂ Z l’ouvert complémentaire de l’image. Alors ϕ−1(U) −→
U est l’éclatement formel admissible de I|U . Il suffit donc de voir que, pour un
éclatement formel admissible comme dans l’énoncé, Z̃ �= ∅. Soit donc Spf(R) ⊂ Z
un ouvert affine non-vide et f : X −→ Spec(R) l’éclatement de l’idéal Γ(Spf(R), I)
dans Spec(R). D’après la proposition IV.1.24, ϕ−1(Spf(R)) s’identifie au complété
π-adique X̂ de X . Mais, si X̂ = ∅, on a X = X ⊗OK K. Or, le morphisme
f : X −→ Spec(R) est propre et est un isomorphisme en fibre générique: X⊗K

∼−−→
Spec(R[ 1

π ]). Donc si l’on avait X̂ = ∅, alors f(X) = Spec(R[ 1
π ]) ⊂ Spec(R), qui

serait donc ouvert/fermé dans Spec(R), ce qui est impossible, car R est π-adique
sans π-torsion. �

IV.1.9.2 Transformée stricte. Soit ϕ : Y −→ Z un morphisme de schémas for-
mels π-adiques sans π-torsion. Soit I ⊂ OZ un idéal admissible. Notons Z̃ −→ Z
l’éclatement formel admissible associé.

Définition IV.1.32. On appelle transformé strict de Y relativement à l’éclatement
Z̃ −→ Z l’adhérence schématique de la fibre générique de Y×Z Z̃.

Proposition IV.1.33. Le transformé strict de Y s’identifie à l’éclatement formel
admissible de l’idéal OY.ϕ−1I.

Démonstration. Notons X le transformé strict et Ỹ l’éclatement formel de
OY.ϕ−1I. Puisqu’il y a une factorisation Y×Z Z̃ −→ Z̃ −→ Z, l’image réciproque
à Y×Z Z̃ de l’idéal I est un idéal localement principal. Donc, puisque cet idéal est
admissible, il devient localement libre de rang 1 sur X ↪→ Y×Z Z̃ (lemme IV.1.27).
D’après la propriété universelle de Ỹ, il y a donc un morphisme

X −→ Ỹ

Construisons un morphisme dans l’autre sens. D’après la propriété universelle de
Z̃, le morphisme Ỹ −→ Z s’étend en un morphisme Ỹ −→ Z̃. Il fournit donc un
morphisme

Ỹ −→ Y×Z Z̃
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Mais, grâce à la propriété caractérisant l’adhérence schématique de la fibre géné-
rique, ce morphisme se factorise en un morphisme

Ỹ −→ X

On vérifie alors facilement que les deux morphismes précédents sont inverses l’un
de l’autre. �

Exemple IV.1.34. Si X′ −→ X est l’éclatement formel admissible de l’idéal I1 et
X′′ −→ X celui de I2, alors (X′ ×X X′′)adh est l’éclatement formel admissible de
I1.I2.

IV.1.9.3 Commutation à la limite projective. Soit (I,≤) un ensemble ordonné
cofiltrant et ((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j) un système projectif de schémas formels π-adiques
sans π-torsion tel que les morphismes de transition ϕij soient affines. Soit i0 ∈ I

fixé et I un idéal admissible de OZi0
. Notons, pour i ≥ i0, Z̃i l’éclatement formel

de l’image réciproque de I. On a donc un système projectif (Z̃i)i∈I . D’après la
proposition IV.1.33, les morphismes de transition de cette tour sont affines.

Proposition IV.1.35. La limite projective lim
←−
i≥i0

Z̃i cöıncide avec l’éclatement formel

de l’image réciproque à lim
←−

i

Zi de I.

Démonstration. Il suffit d’utiliser les propriétés universelles des éclatements et
limites projectives pour construire deux morphismes inverses l’un de l’autre. �

IV.2 La topologie des ouverts admissibles

IV.2.1 La catégorie des ouverts admissibles

Définition IV.2.1. Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion quasicompact.
Soit EcX la catégorie dont les objets sont les éclatements formels admissibles de X
et les morphismes sont les morphismes de X-schémas formels.

On note OEcX la catégorie fibrée au-dessus de EcX telle que

• la fibre au-dessus de (X′ −→ X) ∈ Ob(EcX) est la catégorie des ouverts
quasicompacts de X′, munie des morphismes donnés par l’inclusion

• le foncteur “changement de base” associé à un morphisme X′ ��

***
**

**
X′′

++$$
$$
$

X
dans EcX est le foncteur image réciproque d’un ouvert de X′′ à X′.

On notera souvent (U ⊂ X′ −→ X) un objet de OEcX, où U est un ouvert
quasicompact de l’éclatement X′ de X.
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D’après le lemme IV.1.28, la catégorie EcX est cofiltrante. Plus précisément,
étant donnés deux objets de EcX, il existe au plus un morphisme entre deux tels
objets et si X′

***
**

**
X′′

++$$
$$
$

X

est un diagramme d’éclatements, alors (X′×XX′′)adh

domine ce diagramme. Ainsi, la catégorie EcX est la catégorie associée à un en-
semble ordonné dans lequel toute partie finie possède une borne supérieure.

Définition IV.2.2. On note AdX la catégorie lim
−→
EcX

OEcX (cf. section 6 de l’exposé

VI de SGA4 tome 2 [15]). Il s’agit de la catégorie des ouverts admissibles quasi-
compacts.

Le lemme qui suit donne une définition concrète de AdX.

Lemme IV.2.3. Les objets de AdX sont les ouverts quasicompacts des éclatements
formels admissibles de X. Si X′

***
**

**
X′′

++$$
$$
$

X

est un diagramme d’éclatements,

U ⊂ X′ et V ⊂ X′′ sont deux tels ouverts, si (X′ ×X X′′)adh désigne l’adhérence
schématique de la fibre générique de X′ ×X X′′

(X′ ×X X′′)adh

q

��










p

�����
���

��

X′ X′′

on a HomAdX
(U ,V) �= ∅ ssi p−1(U) ⊂ q−1(V) et si c’est le cas, alors cet ensemble

d’homomorphismes est constitué d’un seul élément.

Démonstration. Tout éclatement dominant X′ et X′′ se factorise de façon unique
par (X′ ×X X′′)adh. Par définition de la catégorie limite inductive, il suffit alors de
voir que si X′′′ h−−→ (X′ ×X X′′)adh est tel que h−1(p−1(U)) ⊂ h−1(q−1(V)), alors
p−1(U) ⊂ q−1(V). Mais cela résulte de la surjectivité des morphismes induits par
les éclatements au niveau des fibres spéciales, c’est-à-dire le lemme IV.1.31. �

IV.2.2 La topologie et le topos admissible

Définition IV.2.4. Soit Z un schéma formel π-adique. On note |Z|qc la prétopologie
des ouverts quasicompacts de Z dont les recouvrements sont les recouvrements
usuels par un nombre fini d’ouverts. Pour U ⊂ Z un ouvert quasicompact, on note
Cov|Z|qc

(U) ces recouvrements.

Remarque IV.2.5. Pour vérifier que |Z|qc vérifie bien les axiomes d’une prétopo-
logie, il faut utiliser le fait que Z est quasi-séparé (hypothèse faite sur tous nos
schémas formels).
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Remarque IV.2.6. Si |Z| désigne la topologie usuelle, il y a un foncteur pleinement
fidèle continu |Z|qc −→ |Z|, qui induit une équivalence de topos |Z|̃ ∼−−→ |Z|̃qc,
puisque les ouverts quasicompacts forment une famille génératrice de la topologie
de |Z| (il s’agit d’une simple application du “lemme de comparaison”, le théorème
4.1 de SGA4 tome 1, exposé III).

Les familles

OEcX # (U ⊂ X′ −→ X) �−→ Cov|X′|qc
(U)

satisfont aux hypothèses du paragraphe 8.3. de [15] et définissent donc, d’après la
proposition 8.3.6 de cet exposé, une prétopologie sur AdX, appelée prétopologie
admissible.

Concrètement, on vérifie avec les définitions de l’exposé 6 de SGA4 que

Lemme IV.2.7. Soit (U ⊂ X′ −→ X) ∈ Ob(AdX) un ouvert admissible quasicom-
pact. Alors, les recouvrements de U pour la prétopologie admissible sont les familles
de morphismes vers U dans AdX, isomorphes aux familles finies (Vi)i∈I d’ouverts
quasicompacts d’un éclatement X′′ −→ X dominant X′ −→ X, X′′ h−−→ X′ −→ X,
telles que

h−1(U) =
⋃
i∈I

Vi

De façon encore plus concrète, on a

Lemme IV.2.8. Soit (U ⊂ X′ −→ X) ∈ ObAdX un ouvert admissible quasicompact.
Les recouvrements de U pour la prétopologie admissibles sont les familles finies
(Vi ⊂ X′′

i −→ X)i∈I telles que si Y désigne l’adhérence de la fibre générique de
X′ ×X (×X

i∈I
X′′

i ) (la borne supérieure de tous les éclatements précédents)

Y
p

))))
))
) qi

,,+
++

++

X′ X′′
i

alors p−1(U) =
⋃

i∈I q−1
i (Vi).

Démonstration. Il suffit d’utiliser le lemme précédent couplé au fait que les éclate-
ments sont surjectifs en fibre spéciale (lemme IV.1.31), qui implique qu’une famille
d’ouverts Zariski recouvre un ouvert donné ssi c’est le cas après un éclatement. �

IV.2.3 Le topos admissible

Soit, pour tout (X′ −→ X) ∈ EcX, le topos |X′ |̃ = |X′ |̃qc. Si X′′

���
��

h �� X′

++,,,

X

est un

morphisme dans EcX, il y a alors un morphisme de topos

(h∗, h∗) : |X′′ |̃ −→ |X′ |̃
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Lorsque X′ varie, cela donne naissance à un topos fibré au-dessus de la petite
catégorie EcX, au sens de l’exposé VI de SGA 4.

Définition IV.2.9. On note (Xrig )̃ le topos limite projective

lim
←−

(X′−→X)∈EcX

|X′ |̃

au sens de la section 8 de l’exposé VI de SGA 4. On l’appelle topos rigide admissible
de X.

D’après le théorème 8.2.9 de [15], ce topos s’identifie à la catégorie limite
projective

lim
←−

(X′−→X)∈EcX

|X′ |̃

où les morphismes de transition sont, pour h : X′′ −→ X′ un morphisme entre
éclatements, le morphisme h∗ : |X′′ |̃ −→ |X′ |̃ . Concrètement, un objet de ce topos
est un système de faisceaux (FX′)X′∈EcX

∈ ∏
X′∈EcX

|X′ |̃ , muni d’isomorphismes
∀h : X′′ −→ X′

αh : h∗FX′′
∼−−→ FX′

vérifiant une condition de cocyle évidente.

Exemple IV.2.10. Si X est topologiquement de type fini sur Spf(OK), alors, d’après
le théorème d’acyclicité de Tate, ce topos est muni d’un “faisceau structural”OXrig ,
dont la “composante” sur l’éclatement X′ est le faisceau OX′ [ 1

π ] ∈ |X′ |̃ . En général,
pour des X avec lesquels nous travaillons, cela est faux (cf. remarque IV.1.26). Plus
généralement, toujours si X est topologiquement de type fini sur Spf(OK), si F
est un faisceau cohérent sur X, alors (h : X′ −→ X) �→ h∗F [ 1

π ] définit un faisceau
cohérent de OXrig -modules sur (Xrig )̃ .

Proposition IV.2.11. Le topos (Xrig)̃ s’identifie au topos des faisceaux sur AdX,
muni de la topologie admissible.

Démonstration. C’est une conséquence des résultats de la section 8.3 de [15]. �

IV.2.4 Topos limite projective contre topos total

On renvoie à la section 8.5 de [15] pour les généralités concernant le lien entre une
limite projective de topos fibré et son topos total.

Traduisons les résultats de cette section 8.5 de [15] dans le cas du topos rigide
admissible.

Définition IV.2.12. Soit le topos fibré sur la catégorie EcX qui à (X′ −→ X) ∈ EcX

associe |X′ |̃ . On note TXrig le topos total associé.
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Concrètement, TXrig est la catégorie des

(F(X′→X)) ∈
∏

(X′→X)∈EcX

|X′ |̃ ,

munis de morphismes

∀ X′′ h ��

���
��

X′

++,,,

X

, αh : FX′→X −→ h∗F(X′′→X)

vérifiant une certaine condition de cocyle. Comparé au topos limite projective, on
relâche donc la condition pour αh d’être un isomorphisme. Il y a un morphisme
de topos

Q : (Xrig )̃ −→ TXrig

tel que
Q∗

(
(F(X′→X)), (αh)

)
=

(
(F(X′→X)), (αh)

)
Voici une description du foncteur image réciproque

Lemme IV.2.13. Soit F =
(
(F(X′→X)), (αh)

)
∈ TXrig . Alors

Q∗F =
(
(G(X′→X)), (βh)

)
, où G(X′→X) = lim

−→
(X′′ h−−→X′)

h∗F(X”→X)

Démonstration. Il s’agit d’une application de la proposition 8.5.3 de [15] (pour
tout h : X′′ −→ X′, h∗ : |X′′ |̃ −→ |X′ |̃ commute aux petites limite projectives
filtrantes, d’après le théorème 5.1 de [15], h étant un morphisme cohérent). �
Exemple IV.2.14. Il y a un faisceau de OK-algèbres A, défini par ((X′ −→ X) �−→
OX′) ∈ TXrig . Alors Q∗A est le faisceau sur (Xrig )̃ , qui à un ouvert admissible
(U ⊂ X′ −→ X) associe

lim
−→

(U ′→U)∈EcU

Γ(U ′,OU ′)

Il s’agit du faisceau associé au préfaisceau, qui à un ouvert admissible (U ⊂ X′ −→
X) associe Γ(U ,OU ). Lorsque X est topologiquement de type fini sur Spf(OK),
OXrig := A[ 1

π ] est le faisceau structural de l’espace rigide (qui, d’après la remarque
IV.2.10, se définit sans Q∗, c’est déjà un faisceau sur la limite projective) tandis
que A est le sous-faisceau O+

Xrig des fonctions rigides de norme infini ≤ 1 (cf.
[19] dans le contexte des espaces adiques). Ainsi, lorsque X n’est pas forcément
topologiquement de type fini sur Spf(OK) et que le théorème d’acyclicité de Tate
n’est pas vérifié, le faisceau A[ 1

π ] définit un faisceau structural sur (Xrig )̃ , qui,
d’après le lemme précédent, s’obtient en “forçant” le théorème d’acyclicité de
Tate.
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IV.2.5 Fonctorialité de la topologie et du topos admissible

IV.2.5.1 Espaces rigides

Définition IV.2.15. On appelle catégorie des espaces rigides quasicompacts le lo-
calisé de la catégorie des schémas formels π-adiques sans π-torsion quasicompacts
relativement aux flèches données par les éclatements formels admissibles.

Si X, Y sont deux schémas formels π-adiques sans π-torsion, on note Xrig

l’objet associé dans la catégorie des espaces rigides.

On vérifie, grâce aux propriétés des éclatements formels admissibles, que cet
ensemble de flèches permet un calcul des fractions à gauche. On a donc

Hom(Xrig, Yrig) = lim
−→

(X′→X)∈EcX

Hom(X′, Y)

Exemple IV.2.16. Le foncteur AdX −→ (Espaces rigides/Xrig), qui à (U ⊂ X′ −→
X) associe U rig −→ Xrig, est pleinement fidèle. Cela résulte du lemme IV.1.30. Cela
permet de voir la catégorie des ouverts admissibles quasicompacts de X comme
une sous-catégorie pleine de la catégorie (Espaces rigides/Xrig).

Remarque IV.2.17. Pour les espaces non-quasicompacts, la bonne définition de
la catégorie des espaces rigides (quasi-séparés) n’est pas le localisé de la catégorie
des schémas formels π-adiques sans π-torsion relativement aux éclatements formels
admissibles. Si X est un tel schéma formel non-quasicompact, il faut voir l’espace
rigide associé à X comme un faisceau sur le gros site admissible limite inductive
lim
−→
U⊂X

Urig, où U parcourt les ouvert quasicompacts de X.

IV.2.5.2 Fonctorialité en les schémas formels. Soit f : Y −→ X un morphisme
de schémas formels π-adiques sans π-torsion quasicompacts. Les schémas formels
X et Y étant quasi-séparés quasicompacts un tel morphisme est quasicompact. Il
induit un foncteur

Ec(f) : EcX −→ EcY

qui à l’éclatement (X′ −→ X) associe le transformé strict de Y, c’est-à-dire (Y×X

X′)adh.
Il induit également un morphisme cartésien de catégories fibrées

OEcX

OEc(f) ��

��

OEcY

��
EcX

Ec(f) �� EcY

qui en fait un morphisme de sites fibrés, lorsqu’on munit les fibres de la topologie
des ouverts Zariski quasi-compacts (cf. section précédente). Il induit donc par
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passage à la limite inductive un morphisme de sites

Ad(f) : AdY −→ AdX

entre les sites des ouverts admissibles quasicompacts de X et Y. D’où un mor-
phisme de topos

(f∗, f∗) : (Yrig )̃ −→ (Xrig )̃

qui est le morphisme de topos induit par passage à la limite projective entre les
topos fibrés au-dessus de EcY et EcX.

IV.2.5.3 Fonctorialité en les espaces rigides

Proposition IV.2.18. Soit f : X′ −→ X un éclatement formel admissible. Alors
Ad(f) : AdX′ −→ AdX, resp. (f∗, f∗) : (X′rig )̃ −→ (Xrig )̃ , est une équivalence de
sites, resp. de topos.

Démonstration. Tout a été fait pour. �
Corollaire IV.2.19. Le site admissible quasicompact et le topos admissible sont
“fonctoriels” dans la catégorie des espaces rigides quasicompacts: pour X un es-
pace rigide quasicompact on peut définir |X |˜ son topos admissible, son site des
ouverts admissibles quasicompacts AdX et un morphisme d’espaces rigides induit,
un morphisme de topos et de sites.

IV.2.6 Commutation des topos admissibles à la limite projective

Soit (I,≤) un ensemble ordonné cofiltrant et (Xi)i∈I un système projectif de
schémas formels π-adiques sans π-torsion quasicompacts tel que les morphismes
de transition ∀i ≥ j, ϕij : Xi −→ Xj , soient affines. Soit

X∞ = lim
←−
i∈I

Xi

(cf. section IV.1.7).

IV.2.6.1 Rigidité des éclatements

Lemme IV.2.20. Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion, Y un X-schéma
formel π-adique sans π-torsion et X′ −→ X l’éclatement formel admissible d’un
idéal I tel que πNOX ⊂ I. Alors l’application de réduction modulo πN+1

HomX(Y, X′) ∼−−→ HomX⊗OK/πN+1(Y⊗OK/πN+1, X′ ⊗OK/πN+1)

est une bijection.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme IV.1.27, puisque si f : Y −→
X, alors HomX(Y, X′) est non-vide ssi l’idéal OY.f−1I/πN+1OY est localement
principal, et si c’est le cas, HomX(Y, X′) est constitué d’un seul élément. �
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IV.2.6.2 Décomplétion des éclatements et des morphismes entre eux

Proposition IV.2.21.

1. Soit X′
∞ −→ X∞ un éclatement formel admissible. Il existe alors i0 ∈ I et

un éclatement formel admissible X′
i0
−→ Xi0 tel que

X′
∞ = lim

←−
i≥i0

(X′
i0 ×Xi0

Xi)adh

où (X′
i0 ×Xi0

Xi)adh désigne le transformé strict de Xi −→ Xi0 .

2. Soit
X′

∞

���
��

�

f∞

��

X∞

X′′
∞

������

un morphisme entre éclatements. Il existe alors i0 ∈ I et un morphisme entre
éclatements

X′
i0

��-
--

-

fi0

��

Xi0

X′′
i0

--....

tel que X′
i0
−→ Xi0 , resp. X′′

i0
−→ Xi0 , induise l’éclatement X′

∞ −→ X∞,
resp. X′′

∞ −→ X∞, au sens du point précédent, et fi0 induise f∞.

Démonstration. Démontrons le premier point. Soit I∞ ⊂ OX∞ l’idéal admis-
sible définissant l’éclatement X′

∞ −→ X∞. Soit N ∈ N tel que πNOX∞ ⊂ I∞.
Étant donné que l’idéal I∞/πNOX∞ est de type fini, X∞ quasicompact, X∞ ⊗
OK/πNOK = lim

←−
i∈I

Xi ⊗OK/πNOK , il existe i0 ∈ I et un idéal Ii0 admissible de

OXi0
tel que πNOXi0

⊂ Ii0 et

OX∞ .Ii0 = I∞

Le premier point résulte alors de la proposition IV.1.35.
Démontrons le second point. On peut appliquer la proposition IV.2.20, ou

reprendre sont argument, ce que nous faisons. Soient I∞, resp. J∞, les idéaux
admissibles définissant X′

∞ −→ X∞, resp. X′′
∞ −→ X∞. Supposons que πNOX∞ ⊂

I∞ et πNOX∞ ⊂ J∞. Soient i1 ∈ I, Ii1 ⊂ OXi1
, resp. Ji1 ⊂ OXi1

, tels que
I∞ = OX∞ .Ii1 , resp. J∞ = OX∞ .Ji1 , comme dans le point précédent.
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Pour i ≥ i1, soit X′
i −→ Xi, resp. X′′

i −→ Xi, l’éclatement de l’idéal OXi .Ii1 ,
resp. OXi .Ji1 . Il existe un morphisme fi

X′
i

***
**

*

fi

���
�
�
�

Xi

X′′
i

..,,,,

ssiOX′
i
.Ji1 est localement libre de rang 1 (et si un tel morphisme existe il est unique

et induit nécessairement f∞). Mais, d’après le lemme IV.1.27, cela est équivalent à
ce que OX′

i
.Ji1/πN+1OX′

i
soit localement principal. Or, l’existence de f∞ implique

que lim
−→
i≥i1

OX′
i
.Ji1/πN+1OX′

i
est localement principal. L’idéal Ji1/πN+1OXi1

étant

de type fini et X′
∞ quasicompact, on en déduit l’existence de i0 ≥ i1 tel que

OX′
i0

.Ji1/πN+1OX′
i0

soit principal. �

Corollaire IV.2.22. Soit P la catégorie fibrée au-dessus de I de fibre en i ∈ I
EcXi et telle que, pour i ≥ j, le foncteur “changement de base” EcXj −→ EcXi soit
l’application “transformé strict”. Alors, le foncteur naturel

lim
−→

I

P −→ EcX∞

défini par la proposition IV.1.35 induit une équivalence de catégories.

IV.2.6.3 La limite inductive des ouverts admissibles quasicompacts sont les ou-
verts admissibles quasicompacts de la limite projective. Reprenons les notations
de la section précédente.

Lorsque i varie dans I, les catégories des ouverts admissibles quasicompacts
AdXi forment une catégorie fibrée sur I. On s’intéresse à la catégorie

lim
−→
i∈I

AdXi = lim
−→
i∈I

lim
−→

(X′→X)∈EcXi

|X′|qc

Pour cela, introduisons la catégorie C dont les objets sont les couples (i, X′
i −→ Xi),

où i ∈ I et (X′ −→ Xi) ∈ EcXi , et les morphismes sont les diagrammes commutatifs
pour i −→ j

X′
i

��

��

X′
j

��
Xi

�� Xj

ou, de façon équivalente, un Xi-morphisme de X′
i vers (Xi ×Xj X′

j)
adh. Il résulte

de cette dernière description que cette catégorie est rigide et on vérifie aisément
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qu’elle est cofiltrante. Soit la catégorie fibrée D au-dessus de C définie par la fibre
au-dessus de (i, X′

i −→ Xi) et |X′
i|qc la catégorie des ouverts quasicompacts de X′

i

et les foncteurs de “changement de base” entre fibres sont les foncteurs évidents.
Alors

lim
−→
i∈I

AdXi = lim
−→
C

D

Pour tout i ∈ I, il y a un foncteur évident

AdXi −→ AdX∞

qui induit un foncteur cartésien de la catégorie fibrée des AdXi lorsque i varie vers
la catégorie fibrée I × AdX∞ et donc, d’après la propriété universelle des limites
inductives (SGA 5 exposé 6 proposition 6.2), un foncteur

lim
−→
i∈I

AdXi −→ AdX

De même, il y a un foncteur cartésien

D −→ C ×AdX∞

d’où un foncteur
lim
−→

C

D −→ AdX∞

compatible à l’identification précédente de lim
−→
i∈I

AdXi = lim
−→
C

D.

Proposition IV.2.23. Le foncteur lim
−→
i∈I

AdXi = lim
−→

C

D −→ AdX∞ induit une

équivalence de catégories.

Démonstration. La démonstration résulte facilement de la description concrète de
la catégorie limite inductive, de la proposition IV.2.22 et du lemme qui suit. �
Lemme IV.2.24. Soit (Zi)i∈I un système projectif de schémas quasicompacts quasi-
séparés dont les morphismes de transition sont affines et Z∞ = lim

←−
i∈I

Zi. On a

alors une équivalence de catégories lim
−→
i∈I

|Zi|qc
∼−−→ |Z∞|qc.

IV.2.6.4 La limite inductive des sites admissibles est le site admissible de la
limite projective. Lorsque i varie, les AdXi munis de leur topologie admissible
forment un site fibré. De plus, la famille de prétopologies sur les AdXi satisfont
aux hypothèses de la section 8.3 de [15] et définissent donc, d’après la proposition
8.3.6 de [15], une prétopologie sur lim

−→
i∈I

AdXi .
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Du point de vue du site fibré D introduit dans la section précédente, lorsque
(i, X′

i −→ X) ∈ Ob(C) varie, la prétopologie |X′
i|qc satisfait aux hypothèses de la

section 8.3 de [15] et définit donc une prétopologie sur lim
−→
C

D. Via l’identification

entre lim
−→
i∈I

AdXi et lim
−→
C

D, ces deux prétopologies cöıncident.

Proposition IV.2.25. L’équivalence de catégories de la proposition IV.2.23 induit
une équivalence entre la limite inductive des sites admissibles quasicompacts AdXi

et le site AdX∞ des ouverts admissibles quasicompacts de X∞. Plus précisément,
les prétopologies définies précédemment sur ces deux catégories cöıncident via cette
équivalence de catégories.

Démonstration. Il suffit d’utiliser la description concrète des recouvrements pour
la prétopologie, donnée par le lemme IV.2.8, couplée au lemme qui suit. �

Lemme IV.2.26. Soit (Zi)i∈I un système projectif de schémas quasicompacts quasi-
séparés dont les morphismes de transition sont affines et Z∞ = lim

←−
i∈I

Zi. Via

l’équivalence de catégories du lemme IV.2.24, la prétopologie sur lim
−→
i∈I

|Zi|qc limite

inductive des prétopologies, telle que définie dans la section 8.3 de l’exposé 6 de
SGA 4, cöıncide avec celle sur |Z∞|qc.

Démonstration. Il suffit concrètement de montrer que si i0 ∈ I, (Uα)α est une
famille finie d’ouverts quasicompacts de Zi0 et V un ouvert quasicompact de Zi0

tels que si p : Z∞ −→ Xi0 on ait

p−1(V ) =
⋃
α

p−1(Uα)

il existe alors i ≥ i0 tel que, si ϕii0 : Zi −→ Zi0 , on ait

ϕ−1
ii0

(V ) =
⋃
α

ϕ−1
ii0

(Uα)

Cela ne pose aucun problème. �

IV.2.6.5 La limite projective des topos admissibles est le topos admissible de la
limite projective

Proposition IV.2.27. Il y a une équivalence de topos

lim
←−
i∈I

(Xrig
i )̃ � (Xrig

∞ )̃

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition IV.2.25. �
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IV.3 Le point de vue spectral sur la topologie
admissible

IV.3.1 Rappels sur les espaces spectraux

On renvoie à [16] pour plus de détails.

Définition IV.3.1 ([16]). Un espace topologique X est dit spectral s’il est quasi-
compact sobre et possède une base de sa topologie stable par intersections finies,
formée d’ouverts quasicompacts.

Une définition équivalente est “sobre, possède une base d’ouverts quasicom-
pacts et une intersection finie d’ouverts quasicompacts est quasicompacte.”

Exemple IV.3.2. Soit X un schéma quasicompact quasi-séparé. Alors |X | est spec-
tral.

On renvoie à [16] pour les propriétés de base des espaces spectraux. On
retiendra particulièrement les quelques faits suivants pour X spectral:

• Par définition, un ensemble constructible dans X est un élément de l’algèbre
de Boole engendrée par les ouverts quasicompacts (par exemple un fermé
constructible est un fermé dont le complémentaire est quasicompact).

• Soit Xcons l’ensemble X muni de la topologie engendrée par les ensembles
constructibles. Ses ouverts sont les ensembles ind-constructibles et ses fermés
sont les ensembles pro-constructibles. Alors Xcons est compact!

• Par exemple, si f : X −→ Y est une application continue quasicompacte entre
espaces spectraux, alors f : Xcons −→ Ycons est continu et donc l’image d’un
ensemble pro-constructible est proconstructible.

• Si Z est proconstructible, alors Z = ∪z∈Z{z}, les spécialisations d’éléments
de Z, en particulier, Z est fermé ssi il est stable par spécialisation.

IV.3.2 Prétopologie quasicompacte sur les espaces spectraux et
passage à la limite projective

Soit X un espace topologique spectral. L’intersection d’un nombre fini d’ouverts
quasicompacts de X est quasicompacte. On note alors Xqc la catégorie des ouverts
quasicompacts de X et on la munit d’une prétopologie en posant

∀U ∈ Xqc, Cov(U) = {familles finies (Vα)α d’ouverts qc. tq. U = ∪αVα }

On note encore Xqc pour le site associé.
Le foncteur pleinement fidèle

Xqc −→ X
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induit, d’après le théorème 4.1 de l’exposé III de SGA4, une équivalence de topos

(Xqc)̃
∼−−→ X̃

Proposition IV.3.3. Soit (I,≤) un ensemble ordonnée, cofiltrant et (Xi)i∈I un
système projectif d’espaces spectraux, dont les morphismes de transition sont qua-
sicompacts. Alors X∞ = lim

←−
i∈I

Xi est un espace spectral. De plus, il y a une

équivalence de sites
lim
−→
i∈I

(Xi)qc
∼−−→ (X∞)qc

(plus précisément, les prétopologies des ouverts quasicompacts se correspondent au
sens de la section 8.3 de l’exposé 6 de SGA 4) et de topos

X̃∞
∼−−→ lim

←−
i∈I

X̃i

Démonstration. Le fait que X∞ soit spectral est démontré dans [16].
Le résultat sur les prétopologies se montre de la façon suivante. Soit, pour

tout i ∈ I, pi : X∞ −→ Xi et, ∀i ≥ j, ϕij : Xi −→ Xj . Par définition, une base
d’ouverts quasicompacts de X∞ est formée des intersections finies d’ensembles de
la forme p−1

i (Ui), où Ui est un ouvert quasicompact de X∞. L’ensemble ordonné
(I,≤) étant cofiltrant, une base stable par intersections et unions finies est donc
formée des p−1

i (Ui) avec Ui quasicompact dans Xi. De cela, on déduit que tout
ouvert quasicompact de X∞ provient, par image réciproque, d’un ouvert quasi-
compact en niveau fini. Donc le foncteur

lim
−→
i∈I

(Xi)qc −→ (X∞)qc

est essentiellement surjectif.
Montrons la pleine fidélité. Si U, V ⊂ Xi sont deux ouverts quasicompacts, il s’agit
de voir que

p−1
i (U) ⊂ p−1

j (V ) =⇒ ∃j ≥ i, ϕ−1
ji (U) ⊂ ϕ−1

ji (V )

Si p−1
i (U) ⊂ p−1

i (V ), alors ⋂
j≥i

ϕji(ϕ−1
ji (U)) ⊂ V

Notons, ∀j ≥ i, Kj = ϕji(ϕ−1
ji (U)). D’après les rappels faits sur les espaces

spectraux, les Kj sont compacts pour la topologie constructible sur Xi et V étant
quasicompact, il est ouvert pour la topologie constructible. Donc ∩j≥iKj ⊂ V et
le fait que (I,≤) soit cofiltrant impliquent qu’il existe j ≥ i tel que Kj ⊂ V . Cela
implique ϕ−1

ji (U) ⊂ ϕ−1
ji (V ). D’où la pleine fidélité.
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Le fait que les prétopologies limite inductive et celle de (X∞)qc cöıncident
s’en déduit aisément.

Pour l’équivalence de sites, on utilise une fois de plus les résultats de la
section 8.3 de [15], couplés à quelques manipulations élémentaires de topologies.
L’équivalence de topos s’en déduit alors, toujours d’après les résultats de l’exposé
6 de SGA 4. �

IV.3.3 Application au topos admissible

Définition IV.3.4. Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion. On note

|Xrig| = lim
←−

(X′→X)∈EcX

|X′|

comme espace topologique.

Le corollaire suivant résulte de la proposition précédente.

Corollaire IV.3.5. L’espace topologique |Xrig| est spectral. Il y a une équivalence
de topos

(Xrig )̃ � |Xrig |̃
entre le topos admissible et la catégorie des faisceaux sur l’espace spectral |Xrig|.

Ainsi, pour un espace rigide Xrig, l’espace topologique |Xrig| est l’espace des
points du topos admissible associé. L’espace topologique |Xrig| et le topos (Xrig )̃ se
déterminent mutuellement et la catégorie des ouverts admissibles quasicompacts
de Xrig est équivalente à celle des ouverts quasicompacts de |Xrig|.
Définition IV.3.6. On note sp : |Xrig| −→ |X| l’application continue naturelle,
que l’on appellera application de spécialisation. D’après le lemme IV.1.31, elle est
surjective.

IV.3.4 Description de l’espace |Xrig| comme espace de
Zariski-Riemann: le point de vue de Huber et Fujiwara

IV.3.4.1 Rappels sur les anneaux I-valuatifs d’après Fujiwara. Soit A un anneau
et I un idéal de A. Dans la section 3.1 de [13], Fujiwara dit que A est I-valuatif si

• I = (t) est principal, où t est régulier
• Tout idéal de type fini dans A contenant une puissance de I est principal

(donc inversible).

Le résultat principal de la section 3.1 de [13] peut alors s’énoncer ainsi.

Proposition IV.3.7 ([13], section 3). Soit A local I-valuatif avec I ⊂ RadA, I = (t).
Alors
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• P =
⋂

n≥0 In est un idéal premier

• A[1t ] est un anneau local d’idéal maximal P[1t ]
• A/P est un anneau de valuation de corps des factions A/P[1t ], le corps

résiduel de l’anneau local A[1t ].

IV.3.4.2 Application aux fibres du faisceau structural d’un espace rigide. Soit X
un schéma formel π-adique sans π-torsion. On note O+

Xrig ⊂ OXrig les faisceaux
sur |Xrig|, définis dans l’exemple IV.2.14.

Corollaire IV.3.8. Soit x ∈ |Xrig|. Alors le séparé π-adique de O+
Xrig,x

, V =
O+

Xrig,x/ ∩n≥0 πnO+
Xrig,x, est un anneau de valuation sans π-torsion, OXrig,x est

un anneau local d’idéal maximal (∩n≥0π
nO+

Xrig,x
)[ 1

π ] et de corps résiduel V [ 1
π ].

Démonstration. Il suffit de vérifier les hypothèses de la proposition précédente.
Le point x ∈ |Xrig| correspond à une collection de points (xX′→X)(X′→X)∈EcX

,
xX′→X ∈ X′, telle que si h : X′′ −→ X′ est un morphisme entre éclatements alors
h(xX′′→X) = xX′→X. Alors

O+
Xrig,x = lim

−→
(X′→X)∈EcX

OX′,xX′→X
OXrig,x = O+

Xrig,x[ 1
π ]

Il est clair que π est régulier dans O+
Xrig,x. Si J est un idéal de type fini de O+

Xrig,x
contenant une puissance de π, il provient par image réciproque d’un idéal ad-
missible J ′ de OU , où (U ⊂ X′ → X) est un ouvert admissible quasicompact.
L’éclatement formel admissible de l’idéal J ′ de U s’étend en un éclatement formel
admissible de X′ et donc de X. On en déduit donc que J est principal. �
Définition IV.3.9. Soit x ∈ |Xrig|. On note k(x) le corps résiduel de OXrig,x, un
corps valué, k(x)0 = O+

Xrig,x/ ∩n≥0 πnO+
Xrig,x son anneau de valuation et k̃(x) le

corps résiduel de k(x)0.

IV.3.4.3 Anneaux de valuation rigides. On présente ici les anneaux de valuation
qui vont nous intéresser.

Soit V un anneau de valuation π-adique sans π-torsion. En particulier, on
suppose que la topologie de la valuation est définie par la topologie π-adique. Cela
signifie que, si v : V −→ Γ ∪ {+∞} est la valuation sur V , alors v(π) �= ∞ et
v(πn) −→

n→+∞
∞. Le corps des fractions d’un tel anneau de valuation est V [ 1

π ]. On

remarquera qu’un morphisme entre deux tels anneaux de valuation est injectif.

Définition IV.3.10. On appellera de tels anneaux de valuation des anneaux de
valuation rigides.

On supposera toujours que les valeurs de v engendrent Γ. Pour un tel anneau
de valuation (V, v), on a une bijection entre

• Les idéaux premiers de V non nuls
• Les idéaux premiers de V/πV
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• Les sous-groupes convexes de Γ

• Les anneaux de valuation de V [ 1
π ] contenant V .

À un idéal premier P ⊂ V , on associe le sous-groupe convexe H = v(V \ P) ∪
−v(V \P) = v(V ×

P ) et l’anneau de valuation VP. Le sous-groupe H étant convexe,
Γ/H est strictement ordonné et c’est le groupe des valeurs de la valuation de VP.
On a le diagramme

V
v ��

� �

��

Γ ∪ {∞}

����
VP

v′
�� Γ/H ∪ {∞}

La valuation v′ : V [ 1
π ] −→ Γ/H ∪ {∞} est une générisation de la valuation v.

Deux telles valuations définissent la même topologie sur V [ 1
π ].

Les sous-groupes convexes de Γ sont strictement ordonnés, comme le sont les
idéaux premiers de V et il existe un plus petit idéal premier P non nul dans V ,
i.e., P est de hauteur 1. L’anneau de valuation associé VP est alors de hauteur 1
c’est-à-dire que sa valuation est définie par une valuation à valeurs dans R, muni
de l’ordre usuel, qui est une générisation maximale de la valuation v. Ainsi, la
topologie de V [ 1

π ] est définie par une valuation à valeurs dans R.

Dans l’autre sens, étant donné (V, v) comme précédemment, les anneaux de
valuation de V [ 1

π ] contenus dans V correspondent aux anneaux de valuation du
corps résiduel de V , V/mV . À V ′ ⊂ V , on associe l’image de V ′ dans V/mV .
Ainsi, avec les notations précédentes, le corps résiduel de VP est Frac(V/P) et
V/PV ⊂ Frac(V/P) correspond au sous-anneau de valuation V de VP.

IV.3.4.4 Points rigides. Soit V un anneau de valuation rigide. Tout idéal de type
fini dans V est principal, donc, d’après la propriété universelle des éclatements,
tout point x : Spf(V ) −→ X s’étend de manière unique en un système compatible
de points

X′

��
Spf(V )

������
�� X

pour (X′ −→ X) ∈ EcX. L’image du point fermé de Spf(V ) définit dont un élément
de |Xrig|.

Réciproquement, étant donné x ∈ Xrig, d’après la section précédente, il four-
nit un morphisme Spf(k̂(x)0) −→ X, qui redonne le point x grâce à la construction
précédente.

On obtient ainsi la description

Proposition IV.3.11. Il y a une bijection entre |Xrig| et les classes de points
Spf(V ) −→ X, où V est un anneau de valuation rigide et deux points Spf(V1) −→



236 Chapitre IV. Comparaison de la cohomologie des deux tours

X, Spf(V2) −→ X sont équivalents s’il existe un diagramme

Spf(V1)

����
���

Spf(V3) �� X

Spf(V2)

�������

où les morphismes entres spectres formels d’anneaux de valuation envoient le point
fermé sur le point fermé (i.e., il s’agit de la relation de dominance des anneaux
de valuation).

En particulier,

Corollaire IV.3.12. Soit X = Spf(A). Alors |Xrig| est l’ensemble des classes de
valuations v : A −→ Γ ∪ {∞} telles que

• v(A) engendre le groupe des valeurs de la valuation
• v(π) �=∞
• v(πn) −→

n→+∞
∞, i.e., ∀γ ∈ Γ, ∃n ∈ N, nv(π) ≥ γ

et deux valuations (v1, Γ1) et (v2, Γ2) sont équivalentes s’il existe un isomorphisme
de groupes ordonnés α : Γ1

∼−−→ Γ2 tel que α ◦ v1 = v2.

Définition IV.3.13. Pour A comme précédemment, on notera Spa(A) l’ensemble
des valuations précédentes. On munit Spa(A) de la topologie induite par la topo-
logie |Spf(A)rig|.

Avec les notations de Huber, lorsque A est topologiquement de type fini sur
OK , c’est ce que Huber note Spa(A�, A+), où A� = A[ 1

π ] et A+ est la fermeture
intégrale de A dans A[ 1

π ].
Enfin, notons le lemme suivant qui donne une définition plus pratique de

|Xrig|.
Lemme IV.3.14. Il y a une bijection entre |Xrig| est les classes d’équivalences
de points Spf(V ) −→ X, où V est un anneau de valuation rigide et deux points
Spf(V1) −→ X, Spf(V2) −→ X sont équivalents ssi il existe un diagramme

Spf(V1)



��
���

Spf(V ′)

��////

��






X

Spf(V2)

��






où V ′ est un anneau de valuation rigide tel que les morphismes Spf(V ′) −→
Spf(V1), Spf(V ′) −→ Spf(V ′) −→ Spf(V2) envoient le point fermé sur le point
fermé.
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Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, avec les
notations de la proposition IV.3.11, il suffit de voir qu’il existe un élément de
|(Spf(V1)×Spf(V3) Spf(V2))rig| s’envoyant sur les points fermés dans

|Spec(V1/πV1)| ×|Spec(V3/πV3)| |Spec(V2)|.

Mais cela résulte de la surjectivité de

|Spec(V1/πV1)×Spec(V2/πV2) Spec(V3/πV3)|
−→ |Spec(V1/πV1)| ×|Spec(V3/πV3)| |Spec(V2)|

et de la surjectivité du morphisme de spécialisation (lemme IV.3.6)

sp : |(Spf(V1)×Spf(V3) Spf(V2))rig| −→ |Spf(V1)×Spf(V3) Spf(V2)|. �

IV.3.4.5 Topologie de l’espace de Zariski-Riemann

Définition IV.3.15. Soit A un anneau π-adique sans π-torsion. Soient g,f1,...,fn∈
A tels que l’idéal engendré dans A contienne une puissance de π. Soit X = Spa(A).
On note

X

〈
f1, . . . , fn

g

〉
= {v ∈ Spa(A) | ∀i, v(fi) ≥ v(g)}

Ainsi, si l’idéal (f1, . . . , fn) de A contient une puissance de π, on a un recou-
vrement

Spa(A) =
⋃

1≤i≤n

Spa(A)

〈
f1, . . . , f̂i, . . . , fn

fi

〉

Proposition IV.3.16. Soit X = Spa(A). Alors, lorsque (f0, f1, . . . , fn) varie parmi
les familles finies engendrant un idéal contenant une puissance de π, les ensembles
X

〈
f1,...,fn

f0

〉
forment une base d’ouverts quasicompacts stable par intersections

finies de la topologie de Spa(A).

Démonstration. Soit X = Spf(A). Une base d’ouverts quasicompacts de |Xrig| est
donnée par les |U rig| ⊂ |Xrig|, où (U ⊂ X′ −→ X) est un ouvert admissible de X.

Soit I un idéal de type fini dans A contenant une puissance de π. Soit
X = Spec(A) et X ′ = Proj(⊕k≥0I

k) −→ X l’éclatement de l’idéal I dans X .
L’éclatement formel admissible associé est X′ = (X ′)̂ , le complété π-adique de
X ′. Une base d’ouverts quasicompacts de X ′ est donnée par

∀n ≥ 0, ∀f ∈ In, {x ∈ X ′ | f engendre l’idéal inversible OX′ .Ĩn en x }

lorsque n et f varient. Les ouverts de X′ sont les traces d’ouverts de X ′ sur la fibre
spéciale X ′ ⊗OK/πOK = X′ ⊗OK/πOK . Pour V un anneau de valuation rigide,
il y a une bijection entre les points de Xrig, Spf(V ) −→ X′, et les morphismes



238 Chapitre IV. Comparaison de la cohomologie des deux tours

Spec(V ) −→ X ′. Si U ⊂ X ′ est un ouvert et U ⊂ X′ est l’ouvert associé de la fibre
spéciale, un morphisme Spf(V ) −→ X′ se factorise par U ssi le morphisme associé
Spec(V ) −→ X ′ se factorise par U .

Maintenant, si n ≥ 0, In = (f1, . . . , fn) et g ∈ In, alors un morphisme
α : A −→ V et donc Spec(V ) −→ X ′ −→ X = Spec(A) se factorisent par l’ouvert
où g engendre OX′ .Ĩn ssi (α(g)) engendre (α(f1), . . . , α(fn)) dans V , c’est-à-dire
ssi ∀i, v(α(fi)) ≥ v(α(g)). �

Lorsque A est topologiquement de type fini sur Spf(OK), on retrouve donc
bien la topologie de l’espace valuatif au sens de Huber ([20] et [18]).

Voici le lemme qui permet de recoller la description précédente dans le cas
affine.

Lemme IV.3.17. Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion quasicompact
et X =

⋃
i∈I Ui un recouvrement fini de X par des ouverts quasicompacts. Alors

l’espace topologique |Xrig| est obtenu par recollement des |U rig
i |, i ∈ I, le long des

ouverts |(Ui ∩ Uj)rig|, i, j ∈ I.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme IV.1.30. �

IV.3.5 Ouverts surconvergents et espace analytique de Berkovich

IV.3.5.1 Générisations dans l’espace de Zariski-Riemann. On vérifie avec les no-
tations de la section IV.3.2 que si X∞ = lim

←−
i∈I

Xi est une limite projective d’espaces

spectraux à morphismes de transition quasicompacts, alors

∀x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I ∈ X∞, x % y ⇐⇒ ∀i xi % yi

Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion et (xX′)X′→X, (yX′)X′→X ∈ |Xrig|.
Alors x % y ⇐⇒ ∀(X′ −→ X) ∈ EcX, xX′ % yX′ dans |X′| (et il suffit de le vérifier
dans un ensemble cofinal d’éclatements puisque les morphismes de transition entre
ceux-ci sont propres).

Lemme IV.3.18. Soit Spf(V ) x−→ X un point rigide. Les générisations de [x] ∈
|Xrig| sont les points [xP] où xP : Spf(V̂P) −→ Spf(V ) −→ X (complétion π-
adique de VP) avec P un idéal premier non nul dans V .

Démonstration. Si y % [x], où y ∈ |Xrig|, alors, d’après les considérations précé-
dentes, ∀k ≥ 1, O+

Xrig,y/(πk) est obtenu comme une localisation de O+
Xrig,[x]/(πk),

puisque c’est le cas en niveau fini pour chaque éclatement de X. �
Corollaire IV.3.19. Si x ∈ |Xrig|, l’ensemble des générisations de x est totalement
ordonné et possède un unique élément maximal associé à une valuation de rang 1.
Si X = Spf(A) et x correspond à la valuation v : A −→ Γ∪{+∞}, alors l’ensemble
des générisations de x est en bijection avec l’ensemble totalement ordonné des
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sous-groupes convexes propres de Γ. À H ⊂ Γ convexe est associé v/H : A
v−→

Γ ∪ {+∞} −→ Γ/H ∪ {+∞}.

Dans le langage de Huber “toutes les générisations dans Spa(A) sont des
générisations secondaires” ([20] et [18]).

IV.3.5.2 L’espace analytique de Berkovich associé

Définition IV.3.20. Soit X π-adique sans π-torsion quasicompact. On note |Xan|
le plus grand quotient séparé de |Xrig| que l’on munit de la topologie quotient.

L’ensemble |Xan| s’identifie à l’ensemble des générisations maximales de
|Xrig|. Ses ouverts correspondent aux ouverts de |Xrig| stables par spécisalisation
(les ouverts surconvergents). Les points de |Xan| sont donc donnés par les points
rigides Spf(OL) −→ X, où L|K est une extension valuée complète pour une valua-
tion v : L −→ R ∪ {+∞}.

Comme dans les lemmes 8.1.5 et 8.1.8. de [19], on peut vérifier que l’ensemble
des ouverts surconvergents de |Xrig| sont les intérieurs des ensembles fermés con-
structibles de |Xrig| (cf. également le lemme IV.9.10 de ce chapitre). De plus,
lorsque X = Spf(A), la topologie sur |Xan| est celle engendrée par les ouverts du
type

{x ∈ |Xan| | |f(x)| < |g(x)|}, où f, g ∈ A

Donc |Xan| s’identifie à l’espace topologie de BerkovichM(A[ 1
π ]) associé à l’algèbre

de Banach A[ 1
π ] (cf. [3]).

IV.4 Étude des morphismes finis localement libres

rig-étales entre schémas formels

IV.4.1 Morphismes finis localement libres

Soit f : X −→ Y un morphisme entre schémas formels π-adiques sans π-torsion.

Définition IV.4.1. Le morphisme f est fini localement libre, si le morphisme induit
entre schémas X⊗OK/πOK −→ Y⊗OK/πOK l’est.

Lemme IV.4.2. Sont équivalents

• f est fini localement libre

• f est fini topologiquement de présentation finie et topologiquement plat

• Pour tout entier k ≥ 1, le morphisme induit X ⊗ OK/πkOK −→ Y ⊗
OK/πkOK est fini localement libre.

Démonstration. Appliquer le lemme IV.1.15. �
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Lemme IV.4.3. Soit A un anneau π-adique sans π-torsion, M un A-module de
type fini π-adiquement séparé (i.e., M est π-adique et M/πM est de type fini)
tel que ∀k, M/πkM soit un A/πkA-module projectif. Alors M est un A-module
projectif. En particulier, M est de présentation finie.

Démonstration. Soit u : An � M une surjection. On cherche une section ε : M −→
An telle que u ◦ ε = Id. Pour tout entier k ≥ 1, notons Xk l’ensemble des sections
de uk = u mod πk, uk : (A/πkA)n � M/πkM ,

Xk = {εk ∈ HomA/πkA(M/πkM, (A/πkA)n) | uk ◦ εk = Id}

Par hypothèse, ∀k, Xk �= ∅. De plus, Xk est un HomA/πkA(M/πkM, keruk)-
torseur.

Étant donné que dans la suite exacte

0 −→ keruk+1 −→ (A/πk+1A)n uk+1−−−−→M/πk+1M −→ 0

les modules sont projectifs, on obtient, par application de − ⊗A/πk+1A A/πkA,
l’égalité keruk = keruk+1/πk keruk+1. De cela on déduit que ∀k ≥ 1, l’application

HomA/πk+1A(M/πk+1M, keruk+1) −→ HomA/πkA(M/πkM, keruk)

est surjective. En effet, si v ∈ HomA/πkA(M/πkM, keruk), l’existence de v′ dans
le diagramme qui suit

M/πk+1M
v′

��

����

keruk+1

����
M/πkM

v �� keruk

résulte de la projectivité de M/πk+1M , comme A/πk+1A-module.
Donc lim

←−
k

Xk �= ∅. �

On montre également aisément le lemme qui suit.

Lemme IV.4.4. Le lemme précédent reste valable en remplaçant module projectif
par module libre.

Corollaire IV.4.5. Les assertions suivantes sont équivalentes pour f : X −→ Y
comme précédemment.

• Le morphisme f est fini localement libre
• f est affine et pour tout ouvert Spf(A) ⊂ Y, si f−1(Spf(A)) = Spf(B), alors

B est un A-module projectif de type fini
• f est affine et il existe un recouvrement affine (Ui)i de Y, Ui = Spf(Ai), tel

que si f−1(Ui) = Spf(Bi), alors Bi est un Ai-module libre
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Corollaire IV.4.6. Soit f : X −→ Y un morphisme fini localement libre entre
schémas formels π-adiques sans π-torsion et un morphisme Y′ −→ Y, où Y′ est
également π-adique sans π-torsion. Alors le changement de base X×Y Y′ est sans
π-torsion et est fini localement libre au-dessus de Y′. Par exemple, si Y′ −→ Y
est un éclatement formel admissible, le transformé strict de X −→ Y est X×Y Y′.

Démonstration. Il suffit de remarquer que si A est π-adique sans π-torsion et B une
A-algèbre projective de type fini, alors, pour tout changement de base A −→ A′

avec A′ π-adique sans π-torsion,

B ⊗A A′ = B⊗̂AA′

En effet, B étant un A-module de type fini, B ⊗A A′ est π-adiquement complet
et, étant projectif, il est séparé (il se plonge dans un (A′)r qui est séparé). �

IV.4.2 Morphismes finis localement libres rig-étales

IV.4.2.1 Algèbres finies de présentation finie rigidifiées: rappels. On rappelle ici
une notion introduite dans le chapitre III.2 de [11], auquel on renvoie pour plus
de détails.

Soit A un anneau et M un A-module de présentation finie muni d’une
présentation

Ap L−−→ Aq −→ M −→ 0

où L est une matrice q×p. Soit le foncteur sur la catégorie des A-algèbres, qui à la
A-algèbre B associe l’ensemble des structures de B-algèbres rigidifiées sur M⊗A B
relativement à la présentation L, au sens de [11] (section III.2). Rappelons que
toute structure d’algèbre sur M ⊗A B possède une telle rigidification. Ce foncteur
est représentable par un A-schéma affine de présentation finie W −→ Spec(A).
Soit V ⊂ W l’ouvert où l’algèbre universelle est étale au-dessus de W . On vérifie
également, comme dans [11], que V est lisse au-dessus de Spec(A).

IV.4.2.2 Définition et propriété des morphismes finis
localement libres rig-étales

Lemme IV.4.7. Soit A un anneau π-adique sans π-torsion et X −→ Spec(A) un
A-schéma affine. Soit U ⊂ X un ouvert et ε une section

X

��
Spec(A)

ε

//

Supposons qu’il existe un recouvrement formel Spf(A) =
⋃

i∈I Spf(A〈 1
fi
〉) tel que
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∀i, la section ε sur Spec(A〈 1
fi
〉) se factorise par U en-dehors de V (π)

U
� � �� X

��
Spec(A〈 1

fi
〉[ 1

π ]) � � ��

00

Spec(A〈 1
fi
〉) �� Spec(A[ 1

fi
]) � � �� Spec(A)

ε

//

Alors ε se factorise à travers U en-dehors de V (π).

Démonstration. Soit X = Spec(D), I ⊂ D un idéal tel que U = V (I)c et J ⊂ D
l’idéal définissant la section ε, J = ker(ε∗ : D � A).

Le morphisme ε se factorise par U hors de V (π) si et seulement si

∃k ∈ N πk ∈ I + J

L’anneau étant π-adique, elle est encore équivalente à ce que

∃k ∈ N, πk ∈ I + J + πk+1D/πk+1D ⊂ D/πk+1D

Soit ∀k ∈ N, Δk l’idéal I + J + πk+1D/πk+1D et Δ̃k le faisceau d’idéaux sur
Spec(D/πk+1D).

Par hypothèse,

∀i ∈ I, ∃k ∈ N, (πk) ⊂ Δ̃k|D(fi), où D(fi) ⊂ Spec(D/πk+1D)

Donc, ∃k, ∀i, (πk) ⊂ Δ̃k|D(fi), ce qui implique que (πk) ⊂ Δk, puisque

Spec(D/πk+1D) =
⋃
i

D(fi). �

Proposition IV.4.8. Soit f : X −→ Y un morphisme fini localement libre entre
schémas formels π-adiques sans π-torsion. Sont équivalents

• Il existe un recouvrement affine Y =
⋃

i Ui tel que si Ui = Spf(Ai), f−1(Ui) =
Spf(Bi), alors Bi[ 1

π ] est une Ai[ 1
π ]-algèbre étale.

• Pour tout ouvert affine U ⊂ Y, U = Spf(A), si f−1(U) = Spf(B), alors B[ 1
π ]

est une A[ 1
π ]-algèbre étale.

Démonstration. Si A est un anneau π-adique et B une A-algèbre finie projective,
alors B est une A-algèbre π-adique. En effet, étant donné que B est un A-module
de type fini, B est π-adiquement complète et, étant donné que B est projective,
∃n, B ⊂ An, et est donc séparée puisque An l’est.
Donc, pour une telle A-algèbre B et pour f ∈ A B⊗AA〈 1

f 〉 vérifiant les hypothèses
précédentes en remplaçant A par A〈 1

f 〉 et B par B ⊗A A〈 1
f 〉, on obtient

B ⊗A A

〈
1
f

〉
= B

〈
1
f

〉
est B

〈
1
f

〉
est une A

〈
1
f

〉
-algèbre finie projective.
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Venons-en maintenant à la démonstration. Soit A une algèbre π-adique sans
π-torsion et B une A-algèbre finie projective étale en-dehors de V (π). Alors,
d’après ce qui précède, ∀f ∈ A, B

〈
1
f

〉
est une A

〈
1
f

〉
-algèbre étale en-dehors

de V (π).
Il s’agit maintenant de voir que si A est π-adique sans π-torsion et que B est

une A-algèbre finie projective telle qu’il existe un recouvrement formel spf(A) =⋃
i Spf(A

〈
1
fi

〉
) tel que ∀i B

〈
1
fi

〉
soit une A

〈
1
fi

〉
-algèbre étale en-dehors de V (π),

alors B est étale hors de V (π). Mais, après avoir choisi une présentation finie de
B comme A-module puis une rigidification de la structure de A-algèbre sur B
relativement à cette présentation, cela résulte du lemme précédent appliqué au
schéma X = W de la section IV.4.2.1 et son ouvert V . �
Définition IV.4.9. Un morphisme satisfaisant aux conditions de la proposition
précédente sera dit fini localement libre rig-étale.

Lemme IV.4.10. Soit f : X −→ Y un morphisme fini localement libre rig-étale de
schémas formels π-adiques sans π-torsion et Y′ −→ Y un morphisme où Y′ est
π-adique sans π-torsion. Alors X×Y Y′ −→ Y′ est fini localement libre rig-étale.

En particulier, le transformé strict d’un morphisme fini localement libre rig-
étale en est un.

Démonstration. Cela résulte de ce que si A est π-adique sans π-torsion, B une
A-algèbre finie projective étale en dehors de V (π), C une A-algèbre π-adique
sans π-torsion alors, comme expliqué dans la démonstration précédente, B étant
projective finie sur A

B ⊗A C = B⊗̂AC �
Lemme IV.4.11. Le composé de deux morphismes finis localement libres rig-étales
en est encore un.

IV.4.3 Rigidité

Proposition IV.4.12 (Fujiwara). Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion
quasicompact et Y un X-schéma formel π-adique sans π-torsion fini localement
libre rig-étale. Il existe alors un entier N(Y) tel que pour tout X-schéma formel
π-adique sans π-torsion Y′ et deux morphismes

Y′

,,+
++

++
++

f1 ��
f2

�� Y

))))
))
))
)

X

vérifiant f1 ≡ f2 mod πN(Y), on ait f1 = f2.
De plus, si Z −→ X est un morphisme de changement de base avec Z π-adique

sans π-torsion, alors on peut prendre N(Y×X Z) = N(Y).
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Démonstration. Lorsque tous les schémas formels sont affines, c’est une consé-
quence de la proposition 2.1.1 de [13]. Plus précisément, lorsque Y = Spf(B) et
X = Spf(A), on peut prendre N(Y) tel que πN(Y)Ω1

B/A = 0. Le où les schémas
formels ne sont plus affines s’en déduit facilement. L’assertion sur le changement
de base se déduit aussitôt de la borne explicite donnée dans le cas affine. �
Théorème IV.4.13. Soient X, Y comme dans la proposition précédente. Il existe
alors un entier N(Y) tel que pour tout Y′ comme précédemment, l’application de
réduction

HomX(Y′, Y) −→ HomX⊗OK/πN(Y)(Y′ ⊗OK/πN(Y), Y⊗OK/πN(Y))

soit une bijection. De plus, comme précédemment, on peut choisir l’entier N(Y)
invariant par changement de base.

Démonstration. Supposons d’abord que tous nos schémas formels soient affines

X = Spf(A), Y = Spf(B), Y′ = Spf(B′)

La A-algèbre B est de présentation finie. À chaque choix d’un ensemble fini de
générateurs et relations S de cette A-algèbre, i.e., un isomorphisme

B � A[X1, . . . , XN ]/J et J = (f1, . . . , fq)

Elkik associe dans [11] un idéal HB/A(S) de A[X1, . . . , XN ] tel que l’ouvert

V (HB/A(S))c ∩ V (J) ⊂ Spec(B)

soit l’ouvert de lissité de Spec(B) −→ Spec(A). De plus, si ϕ : A −→ A′ est une
A-algèbre, alors S détermine une présentation ϕ(S) de B ⊗A A′

B ⊗A A′ � A′[X1, . . . , XN ]/(f ′
1, . . . , f

′
q), où ∀i, f ′

i

est l’image de fi dans A′[X ] et on a

A′[X1, . . . , XN ].HB/A(S) ⊂ HB⊗AA′(ϕ(S)

Fixons un tel système de générateurs/relations de B/A. Par hypothèse,

Spec(B) −→ Spec(A)

étant lisse en-dehors de V (π),

∃N0 ∈ N, πN0 ∈ HB/A(S) + J

D’après le lemme 1 de [11], si N1 > 2N0 + 1 et ε

Spec(B/πN1B)

��
Spec(A/πN1A)

ε

11
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est une section approchée modulo πN1 de Spec(B) −→ Spec(A), alors ∃ε une
section

Spec(B)

��
Spec(A)

ε

11

telle que ε ≡ ε [πN1−N0 ].
Appliquons cela à

Spec(B)×Spec(A) Spec(B′)

��
Spec(B′)

D’après les rappels précédents sur le fait que l’idéal HB/A(S) ne peut que grandir
par changement de base, on en déduit que si N1 > 2N0 et f

Spec(B′/πN1B′
)

f ��

0000
000

000
000

00
Spec(B/πN1B)

%%���
���

���
���

�

Spec(A/πN1A)

est un morphisme approché mod πN1 alors ∃f

Spec(B′)
f ��

����
���

���
��

Spec(B)

�����
���

���
�

Spec(A)

tel que f ≡ f [πN1−N0 ].
Choisissons N1 tel que N1 > 2N0 et N1 − N0 soit strictement supérieur à

l’entier de la proposition précédente. On obtient alors que

HomA(Spec(B′), Spec(B)) ∼−−→ HomA/πN1A(Spec(B′/πN1B′), Spec(B/πN1B))

Le cas où nos schémas formels ne sont pas affines s’en déduit car, grâce à l’assertion
d’injectivité (la proposition précédente), on voit que les morphismes construits
entre ouverts affines se recollent automatiquement.

L’assertion concernant le fait que l’on peut choisir l’entier N(Y) invariant
par changement de base résulte de ce que l’idéal HB/A(S) grandit par changement
de base et de l’invariance par changement de base de l’entier de la proposition
précédente. �
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IV.4.4 Décomplétion des schémas formels finis
localement libres rig-étales

IV.4.4.1 Décomplétion des algèbres

Lemme IV.4.14. Soit (A, I) un couple hensélien et M un Â-module projectif de
type fini. Il existe alors un A-module projectif de type fini N et un isomorphisme
M � N ⊗A Â.

Démonstration. Soit n ∈ N et Mn/A = Spec(A[Xij ]1≤i,j≤n) le schéma en A-
algèbres des matrices carrées de taille n. Le sous-schéma de Mn/A classifiant les
idempotents ε ∈ Mn/A, ε2 = ε, est lisse. En effet, si B est un anneau, J un idéal
de carré nul dans B, ε ∈ Mn(B) un élément vérifiant ε2 = ε + x avec x ∈ Mn(J),
alors εx = xε et donc, si ε′ = ε + (1− 2ε)x, on a

ε′2 = ε′ et ε′ ≡ ε mod J

Si ε ∈ Mn(Â) est un idempotent, il existe donc ε′ ∈ Mn(A) tel que

ε′2 = ε′ et ε′ ≡ ε mod I

Maintenant, si B est une algèbre munie d’un idéal de carré nul J , ε et ε′ sont deux
idempotents de Mn(B) et ε′ = ε + x, où x ∈Mn(J), alors

ε′ = (Id + x)ε(Id + x)

Donc si ε, ε′ ∈Mn(Â) sont deux idempotents tels que ε′ ≡ ε mod I, alors il existe
u, v ∈ GLn(Â) tels que

ε′ = uεv

D’où le résultat. �
Proposition IV.4.15. Soit (I,≤) un ensemble ordonné filtrant et (Ri)i∈I un
système inductif d’algèbres π-adiques sans π-torsion. Notons R∞ = lim

−→
i∈I

Ri et

R̂∞ le complété π-adique de R∞. Soit B∞ une R̂∞ algèbre π-adique sans π-
torsion telle que Spf(B∞) −→ Spf(R̂∞) soit fini localement libre rig-étale (i.e.,
B∞ est un R̂∞-module projectif de type fini et B∞[ 1

π ] une R̂∞[ 1
π ]-algèbre étale).

Il existe alors i0 ∈ I et une Ri0-algèbre π-adique sans π-torsion Bi0 telle que
Spf(Bi0) −→ Spf(Ri0 ) soit fini localement libre rig-étale et un isomorphisme

B∞ � Bi0 ⊗Ri0
R̂∞ = Bi0⊗̂Ri0

R̂∞

Démonstration. Le couple (R∞, πR∞) est hensélien. D’après le lemme précédent, il
existe un R∞-module projectif de type fini M et un isomorphisme de R̂∞-modules

B∞ � M ⊗R∞ R̂∞
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Fixons un tel isomorphisme. Fixons une présentation finie L de M . Soit W le
schéma affine au-dessus de Spec(R∞) classifiant les structures d’algèbres rigidifiées
sur M relativement à la présentation L (cf. section IV.4.2.1). Soit V ⊂ W l’ouvert
où l’algèbre universelle est étale.

La présentation L fournit, grâce à l’isomorphisme précédent B∞ � M ⊗R∞

R̂∞, une présentation de B∞ comme R̂∞-module. Fixons une structure d’algèbre
rigidifiée relativement à cette présentation de B∞. Cela nous fournit donc une
section ε de W au-dessus de R̂∞ qui, par hypothèse, se factorise par V en-dehors
de V (π)

V
� � �� W

��
Spec(R̂∞[ 1

π ]) � � ��

��/////////////
Spec(R̂∞) ��

ε

��������������
Spec(R∞)

On peut maintenant appliquer le théorème 2 bis de [11] pour conclure l’existence,
pour tout entier n, d’une section ε′ de W au-dessus de Spec(R∞) se factorisant
par l’ouvert V en-dehors de V (π) telle que

ε′ ≡ ε [πn]

et donc le diagramme suivant privé de ses termes extrêmes gauche et droite com-
mute mod πn

V � �

��
W

��
Spec(R̂∞[ 1

π ]) � � ��

��

Spec(R̂∞) ��

ε

��������������
Spec(R∞)

ε′

//

Spec(R∞[ 1
π ])� ���

22

Pour un entier n donné, il existe donc une R∞-algèbre B′
∞ telle que B′

∞ � M ,
comme R∞-module, B′

∞[ 1
π ]/R∞[ 1

π ] est étale et un isomorphisme

B′
∞/πnB′

∞ � B∞/πnB∞

L’algèbre B′
∞ est donc un R∞-module projectif de type fini. Donc B′

∞ ⊗R∞

R̂∞ = B̂′
∞ et Spf(B̂′

∞) −→ Spf(R̂∞) est fini localement libre rig-étale. D’après
le théorème IV.4.13, pour n choisi suffisamment grand (ne dépendant que de
B∞/R̂∞), il existe un morphisme relevant l’identité

Spf(B̂′
∞)

f ��

����
���

���
��

Spf(B∞)

�����
���

���
�

Spf(R̂∞)
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tel que f ≡ Id mod πn via l’isomorphisme B′
∞/πnB′

∞ � B∞/πnB∞. D’après le
lemme qui suit, c’est un isomorphisme.

Il est maintenant aisé de vérifier qu’il existe i0 ∈ I et Bi0 une Ri0 -algèbre
projective finie étale en-dehors de π telle que B′

∞ � Bi0 ⊗Ri0
R∞. �

Lemme IV.4.16. Soit A un anneau π-adique et P1, P2 deux A-module projectifs
de type fini. Un élément f ∈ HomA(P1, P2) est un isomorphisme ssi f mod π :
P1/πP1 −→ P2/πP2 en est un.

Démonstration. Les modules étant projectifs de type fini ils sont π-adiques. Il suf-
fit donc de montrer que ∀n, f mod πn est un isomorphisme. D’après le lemme
de Nakayama, ∀n, f mod πn est surjectif. De plus, ∀n, les fonctions localement
constantes rang des modules projectifs P1/πnP1, resp. P2/πnP2, sont égales sur
Spec(A/πnA) = Spec(A/πA), puisque f mod π est un isomorphisme. Donc
f mod πn est un isomorphisme. �
Théorème IV.4.17. Soit (I,≤) un ensemble ordonné cofiltrant et (Xi)i∈I un
système projectif de schémas formels π-adiques, sans π-torsion, quasicompacts,
dont les morphismes de transition sont affines. Posons X∞ = lim

←−
i∈I

Xi. Pour tout

schéma formel π-adique sans π-torsion Z, notons RZ la catégorie des Z-schémas
formels (π-adiques sans π-torsion) finis localement libres rig-étales. Le système
I # i �−→ RXi forme une catégorie fibrée, via les applications de changement de
base. De plus, lorsque i varie, il y a un système compatible de foncteurs “change-
ment de base” RXi −→ RX∞ , d’où un foncteur

lim
−→
i∈I

RXi −→ RX∞

Ce foncteur induit une équivalence de catégories.

Démonstration. Commençons par la pleine fidélité de ce foncteur. Soient i0 ∈ I
et Y′, Y deux Xi0 -schémas formels dans RXi0

. Soit N = N(Y) l’entier associé à
Y fourni par le théorème IV.4.13 (qui, rappelons-le, peut être choisi invariant par
changement de base). Alors,

lim
−→
i≥i0

HomXi(Y
′ ×Xi0

Xi, Y×Xi0
Xi)

= lim
−→
i∈I

HomXi⊗OK/πN

(
Y′ ⊗OK/πN ×Xi0⊗OK/πN Xi ⊗OK/πN ,

Y⊗OK/πN ×Xi0⊗OK/πN Xi ⊗OK/πN
)

= HomX∞⊗OK/πN

(
Y′ ⊗OK/πN ×Xi0⊗OK/πN X∞ ⊗OK/πN ,

Y⊗OK/πN ×Xi0⊗OK/πN X∞ ⊗OK/πN
)

= HomX∞(Y′ ×Xi0
X∞, Y×Xi0

X∞)
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l’avant-dernière égalité résultant de ce que modulo πN , Y et Y′ sont de présen-
tation finie sur Xi0 ⊗ OK/πNOK , et la dernière par une nouvelle application du
théorème IV.4.13.

Reste à vérifier la surjectivité essentielle de notre foncteur. La proposition
IV.4.15 l’affirme lorsque les schémas formels Xi sont affines. Lorsqu’ils ne le sont
pas il suffit de choisir i0 ∈ I et une décomposition Xi0 =

⋃
α Uα en un nombre fini

d’ouverts affines. Alors si Y −→ X∞ est un élément deRX∞ , d’après la proposition
IV.4.15, étant donné qu’il n’y a qu’un nombre fini d’ouverts affines, il existe i1 ≥ i0
et des éléments (Vα)α de RUα×Xi0

Xi1
et des isomorphismes

∀α, Vα ×Xi1
X∞

∼−−→ Y×X∞ (Uα ×Xi0
X∞)

Grâce à l’égalité entre les Hom démontrée précédemment (la pleine fidélité), quitte
à augmenter i1 en i2 ≥ i1, on peut supposer que les Vα sont munis d’une donnée
de recollement au-dessus de Xi2 relativement aux (Uα ∩Uβ)×Xi2 . Toujours grâce
à l’égalité entre les Hom, et quitte à encore augmenter l’indice i2 en i3 ≥ i2, on
peut supposer que ces données de recollement satisfont à la condition de cocyle
permettant de les recoller en un schéma formel au-dessus de Xi3 . �

IV.5 Étude d’une certaine catégorie de morphismes

rig-étales

IV.5.1 Définitions

Définition IV.5.1. Un morphisme f : Y −→ X entre schémas formels π-adiques
sera dit étale si le morphisme induit entre schémas Y⊗OK/πOK −→ X⊗OK/πOK

l’est.

Bien sûr, comme d’habitude, si X est un schéma formel π-adique, l’application
de réduction modulo π induit une équivalence entre les X-schémas formels π-
adiques étales et les X⊗OK/πOK-schémas étales.

Définition IV.5.2. Un morphisme f : Y −→ X entre schémas formels π-adiques
sans π-torsion quasicompacts sera dit de type (E) s’il se factorise en un composé
de morphismes de schémas formels π-adiques sans π-torsion

Y −→ S −→ T −→W −→ X

où

• W −→ X est isomorphe à un éclatement formel admissible de X

• T −→W est étale quasicompact
• S −→ T est fini localement libre rig-étale
• Y −→ S est isomorphe à un éclatement formel admissible de S
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Exemple IV.5.3. Un ouvert admissible quasicompact de X (U ⊂ X′ −→ X) est un
morphisme de type (E).

Lemme IV.5.4. Soit Y −→ X un morphisme de type (E) et Z −→ X un morphisme
avec Z π-adique sans π-torsion quasicompact. Alors le morphisme (Y×XZ)adh −→
Z est de type (E).

Démonstration. Utilisant le lemme IV.1.22, on vérifie que si Y −→ S −→ T −→
W −→ X est une décomposition comme dans la définition IV.5.2, alors

(Y×X Z)adh −→ (S×X Z)adh −→ (T×X Z)adh −→ (W×X Z)adh −→ X

en est encore une. �

IV.5.2 Les morphismes de type (E) engendrent la topologie étale
des espaces rigides usuels

Théorème IV.5.5. Soit Y −→ X un morphisme rig-étale entre deux schémas for-
mels admissibles quasicompacts sur OK . Il existe alors un diagramme

Y′ f ��

g

,,+
++

++
++

Y

))))
))
))
)

X

où g est de type (E) et |f rig| : |Y′rig| −→ |Yrig| est surjectif au niveau des espaces
de Zariski-Riemann, tels que définis dans la section IV.3.

Démonstration. D’après le théorème de platification de Raynaud-Gruson ([6]), il
existe un éclatement formel admissible X′ −→ X tel que le transformé strict

Z = (X′ ×X Y)adh −→ X′

soit plat (au sens de [8]). Ce morphisme étant rig-étale plat, il est quasi-fini en
fibre spéciale: le morphisme de schémas

Z⊗OK/πOK −→ X′ ⊗OK/πOK

est quasi-fini. Il existe donc un diagramme de OK/πOK-schémas

W

α

��

β �� Z⊗OK/πOK

��
T γ

�� X′ ⊗OK/πOK
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où α est plat fini, γ est étale et β est étale surjectif. Les morphismes β et γ
étant étales, ce diagramme se relève de façon unique en un diagramme de schémas
formels admissibles

W
β̃ ��

α̃

��

Z

h

��
T

γ̃ �� X′

où α̃ est fini localement libre. Étant donné que γ̃rig ◦ α̃rig est rig-étale et γ̃rig est
rig-étale, α̃ est rig-étale. De plus, β̃ étant étale surjectif, β̃rig est surjectif au niveau
des espaces spectraux. D’où le résultat. �

IV.5.3 Rigidité

Proposition IV.5.6. Soit Y −→ X un morphisme de type (E) entre schémas formels
π-adiques sans π-torsion. Il existe alors un entier N tel que pour tout X-schéma
formel π-adique sans π-torsion, l’application de réduction modulo πN

HomX(Y′, Y) ∼−−→ HomX⊗OK/πN (Y′ ⊗OK/πN , Y⊗OK/πN )

soit une bijection.

Démonstration. Il suffit d’empiler les différentes assertions de rigidité concernant
les morphismes qui entrent dans la définition d’un morphisme de type (E): le
lemme IV.2.20 pour les éclatements, la proposition IV.4.12 pour le morphisme fini
localement libre rig-étale, quant aux morphismes étales c’est évident. �

IV.5.4 Décompletion

Lemme IV.5.7. Soit (I,≤) un ensemble ordonné cofiltrant, (X)i∈I un système pro-
jectif de schémas formels π-adiques et X∞ = lim

←−
i∈I

Xi. Si Zét désigne la catégorie

des morphismes étales quasicompacts vers Z, alors

lim
−→
i∈I

(Xi)ét
∼−−→ (X∞)ét

est une équivalence.

Démonstration. Étant donné que Zét est équivalente à (Z ⊗ OK/πOK)ét, cela se
ramène à un énoncé classique sur les schémas (cf. EGA IV). �
Théorème IV.5.8. Soit (I,≤) un ensemble ordonné cofiltrant et (Xi)i∈I un
système projectif de schémas formels π-adiques sans π-torsion quasicompacts, dont
les morphismes de transition sont affines. Soit X∞ = lim

←−
i∈I

Xi. Pour tout i ∈ I,
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soit EXi la catégorie des morphismes de type (E) au-dessus de Xi. Lorsque i varie,
les applications de changement de base (cf. lemme IV.5.4) définissent une catégorie
fibrée. Il y a un foncteur

lim
−→
i∈I

EXi −→ EX∞

Ce foncteur induit une équivalence de catégories.

Démonstration. C’est un exercice d’empilage du corollaire IV.2.22, du théorème
IV.4.17 et du lemme IV.5.7. �

Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion. Les morphismes de type
(E) Y −→ X sont stables par éclatement formel admissible: si Y′ −→ Y est un
éclatement formel admissible, le composé Y′ −→ Y −→ X est encore de type (E).
On peut donc définir EXrig la catégorie des morphismes de type (E) vers X localisée
relativement aux éclatements. On démontre de la même façon, en utilisant une fois
de plus le corollaire IV.2.22 et le théorème précédent.

Théorème IV.5.9. Avec les notations du théorème précédent, on a une équivalence
de catégories

lim
−→
i∈I

EXrig
i
−→ EXrig

∞

IV.6 Le topos rig-étale d’un schéma formel π-adique
quasicompact

IV.6.1 Sur un point concernant les topologies de Grothendieck

Nous utiliserons le théorème-clef suivant.

Théorème IV.6.1 (SGA4 exposé III, théorème 4.1). Soit C une petite catégorie, C′
un site et u : C −→ C′ un foncteur pleinement fidèle. Supposons que tout objet de
C′ puisse être recouvert par des objets provenant de C. Munissons C de la topologie
induite. Alors

• Le foncteur u est continu et cocontinu
• Si us : C′˜ −→ C˜ est le foncteur F �→ F ◦ u et us : C˜ −→ C′˜ le foncteur tel

que

∀G ∈ C˜, usG est le faisceau associé au préfaisceau Y �−→ lim
−→
(X,m)
X∈C

m:Y −→u(X)

G(X),

ils induisent une équivalence de topos

C′˜ us �� C˜
us

��
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Le corollaire qui suit ne se trouve pas dans SGA4.

Corollaire IV.6.2. Sous les hypothèses du théorème précédent, une famille (Uα −→
X)α de morphismes de C est couvrante ssi la famille (u(Uα) −→ u(X))α l’est.

Démonstration. D’après la proposition 1.6. de l’exposé III de SGA4 si (Uα −→ X)α

est couvrante, alors (u(Uα) −→ u(X))α l’est. Réciproquement, si (u(Uα) −→
u(X))α est couvrante, soit R le crible couvrant de u(X) engendré par cette famille.
Le foncteur u étant cocontinu, la famille de morphismes Y −→ X telle qu’il existe
α et une factorisation u(Y ) −→ u(Uα) −→ u(X) est un crible couvrant de X .
Mais, u étant pleinement fidèle, l’existence d’une telle factorisation est équivalente
à l’existence d’une factorisation Y −→ Uα −→ X , c’est-à-dire Y −→ X appartient
au crible engendré par (Uα −→ X), qui est donc couvrant. �

IV.6.2 Définitions

Convention: Désormais, on fixe une petite sous-catégorie pleine de la catégorie des
schémas formels π-adiques quasicompacts, telle que tous les schémas formels avec
lesquels nous travaillerons soient dans cette petite catégorie. On vérifie aisément
que cela est possible puisque nous travaillerons avec des limites projectives indexées
par des ensembles fixés de schémas formels topologiquement de type fini, des mor-
phismes topologiquement de type fini au-dessus de ces éclatements. . . En particu-
lier, les catégories sous-jacentes de tous les sites avec lesquels nous travaillerons
seront petites.

Définition IV.6.3. Soit X π-adique sans π-torsion quasicompact et EXrig la caté-
gorie des morphismes de type (E) vers X localisée relativement aux éclatements
formels admissibles (cf. section IV.5.4). On munit EXrig de la topologie engendrée
par les familles finies de morphismes (Urig

α −→ Yrig)α

Urig
α

��%
%%

%
�� Yrig

��11
11

Xrig

telles que l’application continue
∐

α |Urig
α | −→ |Yrig| entre les espaces de Zariski-

Riemann soit surjective. On note XE−rig-ét le site associé.

Remarque IV.6.4.

• On remarquera qu’il s’agit d’une topologie qui n’est pas définie à partir d’une
prétopologie. En particulier, les familles couvrantes pour cette topologie n’ont
a priori aucune description concrète! Le problème vient que les morphismes
dans XE−rig-ét ne sont pas forcément quarrables.

• Si f : Y −→ X est un morphisme de schémas formels quasicompacts π-
adiques sans π-torsion, alors f induit un foncteur entre les catégories sous-
jacentes de celle de XE−rig-ét vers celle de YE−rig-ét. Ce foncteur transforme
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familles couvrantes en familles couvrantes. Néanmoins, il n’y a pas de raison
pour que ce foncteur soit continu! Et même s’il l’est, il n’y a pas de raison
pour qu’il induise un morphisme de topos c’est-à-dire le foncteur f∗ induit
au niveau des faisceaux commute aux limites projectives finies!

Définition IV.6.5. Soit X un schéma formel admissible quasicompact. On note
Xrig-ét le site des espaces rigides quasicompacts rig-étales au-dessus de Xrig muni
de la topologie associée à la prétopologie, telle que Cov(Y) consiste en les familles
finies (Urig

α −→ Yrig)α telles que
∐

α |Urig
α | −→ |Yrig| soit surjectif.

Les familles couvrantes de Xrig-ét sont les familles (Urig
α −→ Yrig)α telles qu’il

existe une sous-famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann.
On renvoie à [7], [19] ou [13] pour les propriétés de base des morphismes

étales entre espaces rigides usuels. On retiendra en particulier que l’image d’un
morphisme étale est un ouvert quasicompact de l’espace de Zariski-Riemann (cela
peut se vérifier aisément en utilisant le théorème de platification de Raynaud-
Gruson). De cela on déduit que les familles couvrantes de Xrig-ét sont les familles
(Urig

α −→ Yrig)α qui induisent une surjection au niveau des espaces de Zariski-
Riemann. En particulier, le topos associé est cohérent.

IV.6.3 Lien entre les sites XE−rig-ét et Xrig-ét pour X admissible

Proposition IV.6.6. Soit X admissible. Le foncteur d’inclusion

u : XE−rig-ét ↪→ Xrig-ét

est continu et est tel que la topologie induite par u sur la catégorie sous-jacente à
XE−rig-ét soit la topologie de XE−rig-ét. Les familles couvrantes de XE−rig-ét sont les
familles de morphismes (Urig

α −→ Yrig)α telles qu’il existe une sous-famille finie
induisant une surjection au niveau des espaces de Zariski-Riemann. Ce foncteur
induit une équivalence de topos

(us, us) : (XE−rig-ét)˜ ∼−−→ (Xrig-ét)˜
Démonstration. D’après le théorème IV.5.5, le foncteur u satisfait aux hypothèses
du théorème IV.6.1. Soit T la topologie sur la catégorie sous-jacente à XE−rig-ét

induite par u et la topologie de Xrig-ét. D’après le corollaire IV.6.2, les familles
couvrantes pour T sont les familles dont on peut extraire une sous-famille finie
surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann. Les cribles engendrés par de
telles familles sont les cribles contenant les cribles engendrés par les familles finies
surjectives au niveau des espaces de Zariski-Riemann, c’est-à-dire ceux utilisés
pour définir la topologie engendrée de Xrig-ét. Donc T cöıncide avec la topologie
de XE−rig-ét. �
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IV.6.4 Le théorème principal sur la décomplétion
des topos rig-étales

Soit (I,≤) un ensemble ordonné cofiltrant et (Xi)i∈I un système projectif de
schémas formels admissibles quasicompacts, dont les morphismes de transition
sont affines. On note X∞ = lim

←−
i∈I

Xi.

Théorème IV.6.7. Les familles couvrantes de (X∞)E−rig-ét sont les familles

(Urig
α −→ Yrig)α

possédant une sous-famille finie induisant une surjection au niveau des espaces de
Zariski-Riemann. De plus, il y a une équivalence de topos

(X∞)Ẽ−rig-ét � lim
←−
i∈I

(Xi)r̃ig-ét

Démonstration. Le site fibré i �−→ (Xi)rig-ét satisfait aux hypothèses de la section
8.3.1 de [15]. On en déduit, d’après la proposition 8.3.6 de [15], que l’on a une
prétopologie explicite sur le site lim

−→
i∈I

(Xi)rig-ét, obtenue à partir des prétopologies

sur les (Xi)rig-ét, lorsque i varie.
Si Y ∈ lim

−→
i∈I

(Xi)rig-ét pour cette prétopologie, Cov(Y ) consiste en les familles

finies de morphismes dans lim
−→
i∈I

(Xi)rig-ét, isomorphes dans lim
−→
i∈I

(Xi)rig-ét à une

famille finie de morphismes dans un (Xi)rig-ét qui forme un recouvrement dans le
site (Xi)rig-ét.

Les familles couvrantes de la topologie de lim
−→
i∈I

(Xi)rig-ét sont donc les familles

de morphismes dans lim
−→
i∈I

(Xi)rig-ét possédant une sous-famille finie isomorphe à

une famille finie couvrante d’un (Xi)rig-ét, pour un i ∈ I.
Par exemple, pour i ∈ I, une famille finie de morphismes dans (Xi)rig-ét,

(Uα −→ Y )α, devient couvrante dans lim
−→
i∈I

(Xi)rig-ét ssi il existe j ≥ i tel que la

famille tirée en arrière (Uα ×Xrig
i

Xrig
j −→ Y ×Xrig

i
Xrig

j )α devienne couvrante dans
(Xj)rig-ét.

Rappelons que l’on note EXrig la catégorie sous-jacente au site XE−rig-ét. Il y
a un foncteur pleinement fidèle

u : lim
−→
i∈I

EXrig
i
−→ lim

−→
i∈I

(Xi)rig-ét
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auquel on peut appliquer le théorème IV.6.1 et le corollaire IV.6.2. Soit T la
topologie induite sur lim

−→
i∈I

EXrig
i

par u, et la topologie précédente sur lim
−→
i∈I

(Xi)rig-ét.

D’après le corollaire IV.6.2 et la description précédente des familles couvrantes
de lim

−→
i∈I

(Xi)rig-ét, on a une description concrète des familles couvrantes du site

( lim
−→
i∈I

EXrig
i

, T ). Il s’agit maintenant de vérifier que via l’équivalence de catégories

du théorème IV.5.9
lim
−→
i∈I

EXrig
i

∼−−→ EXrig
∞

les familles couvrantes se correspondent. Mais cela résulte de la proposition qui
suit. �
Proposition IV.6.8. Soit i ∈ I et (Uα −→ Y )α une famille finie de morphismes
dans EXrig

i
. Supposons que la famille

(Uα ×Xrig
i

Xrig
∞ −→ Y ×Xrig

i
Xrig

∞ )α

induise une surjection au niveau des espaces de Zariski-Riemann∐
α

|Uα ×Xrig
i

Xrig
∞ |� |Y ×Xrig

i
Xrig

∞ |

Il existe alors j ≥ i tel que∐
α

|Uα ×Xrig
i

Xrig
j | −→ |Y ×Xrig

i
Xrig

j |

soit surjectif.

Démonstration. On a

|Y ×Xrig
i

Xrig
∞ | = lim

←−
j≥i

|Y ×Xrig
i

Xrig
j |

(utiliser la description des espaces de Zariski-Riemann en termes de points à va-
leurs dans des anneaux de valuation rigides). Soit

∀j ≥ i, ψji : |Y ×Xrig
i

Xrig
j | −→ |Y | et f :

∐
α

|Uα| −→ |Y |

Par hypothèse,
⋃
j≥i

Im ψji ⊂ Im f . Le morphisme
∐

α Uα −→ Y étant rig-étale,

Im f est ouvert quasicompact. De plus, ∀j, Im ψji est pro-constructible. On con-
clut, comme dans la démonstration de la proposition IV.3.3, que

∃j ≥ i, Im ψji ⊂ Im f �
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Corollaire IV.6.9. Le topos limite projective lim
←−
i∈I

(Xi)r̃ig-ét ne dépend que de X∞.

De plus, si Λ est un anneau, il y a un isomorphisme canonique

lim
−→
i∈I

RΓ((Xi)rig-ét, Λ) � RΓ((X∞)E−rig-ét, Λ)

dans D+(Λ−Mod): la limite inductive de la cohomologie étale de la fibre générique
des Xi ne dépend que X∞.

Démonstration. L’assertion concernant la cohomologie résulte du théorème 8.7.3
de [15], dont les hypothèses sont vérifiées grâce aux propriétés de cohérence des
topos rigides étales usuels. �

Corollaire IV.6.10. Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion quasicom-
pact. La famille de morphismes (Vrig

α −→ Yrig)α dans XE−rig-ét est couvrante ssi
on peut en extraire une famille finie induisant une surjection au niveau des espaces
de Zariski-Riemann.

Démonstration. Si X est affine, il est facile de vérifier qu’il s’écrit comme limite
projective cofiltrante de schémas formels affines topologiquement de type fini sur
Spf(OK). Dans ce cas-là, le résultat est donc une conséquence du théorème IV.6.7.
Pour X général, soit (Ui)i∈I un recouvrement affine fini de X. La famille (Urig

i −→
Xrig)i∈I forme une famille couvrante de l’objet final de XE−rig-ét. Une famille
(Vrig

α −→ Yrig)α dans XE−rig-ét est donc couvrante ssi ∀i ∈ I (Vrig
α ×Xrig Urig

i )α

l’est. On est donc ramené au cas affine, car l’application∐
i∈I

|Yrig ×Xrig Urig
i |� |Yrig|

est surjective. �
Remarque IV.6.11. L’auteur de cet article met son lecteur au défi de trouver une
démonstration du corollaire précédent sans passer par la théorie des espaces rigides
des schémas formels topologiquement de type fini sur Spf(OK).

IV.7 Le topos rig-étale d’un schéma formel π-adique

non-quasicompact

IV.7.1 Le topos

Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion non nécessairement quasicom-
pact (mais toujours quasi-séparé). On fera de plus l’hypothèse de “paracompacité”
suivante: X peut s’écrire X = ∪i∈IUi, où les Ui sont quasicompacts et pour tout i,
{j ∈ I | Uj ∩ Ui �= ∅} est fini.
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On note EX la catégorie des morphismes Y −→ X qui peuvent s’écrire sous
la forme

Y
f−−→ U ↪→ X

où U est un ouvert quasicompact de X et f est de type (E). On appellera les
morphismes Y −→ X dans EX les morphismes de type (E).

Lemme IV.7.1. Soit Y −→ U un morphisme de type (E) vers un ouvert quasi-
compact de X et V un ouvert quasicompact de X contenant U. Alors le composé
Y −→ U ↪→ V est de type (E).

Démonstration. Utiliser le lemme IV.1.30. �
On vérifie alors que EX est équivalente à

lim
−→
U⊂X

U quasicompact

EU

limite inductive sur les ouverts quasicompacts de X des morphismes de type (E)
au-dessus d’un tel ouvert.

Plus généralement si EXrig désigne la catégorie EX localisée relativement aux
éclatements formels admissibles alors

EXrig � lim
−→
U⊂X

U quasicompact

EUrig

Définition IV.7.2. On note XE−rig-ét le site dont la catégorie sous-jacente est EXrig

et dont la topologie est engendrée par les familles finies de morphismes surjectives
au niveau des espaces de Zariski-Riemann.

Si (Vα −→ Y)α est une famille de morphismes dans EXrig et si le morphisme
structurel Yrig −→ Xrig se factorise par l’ouvert quasicompact U ⊂ X, il en est de
même des Vrig

α −→ Xrig. De cela et du corollaire IV.6.10 on déduit le lemme qui
suit.

Lemme IV.7.3. Une famille de morphismes dans XE−rig-ét est couvrante ssi il
existe une sous-famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann.

De là on déduit aisément.

Proposition IV.7.4. Le topos (Xrig)Ẽ−rig-ét s’identifie au topos des systèmes de
faisceaux FU ∈ UẼ−rig-ét, où U parcourt les ouverts quasicompacts de X munis
d’isomorphismes FV|U

∼−−→ FU pour U ⊂ V, satisfaisant aux conditions de compa-
tibilité (cocyle) naturelles.

Si (Ui)i∈I est un recouvrement de X par des ouverts quasicompacts, alors le
topos (Xrig)Ẽ−rig-ét s’identifie au topos recollé des (Urig

i )Ẽ−rig-ét le long des Ui∩Uj,
i, j ∈ I, i.e., aux objets cartésiens du topos total du diagramme∐

i,j,k(Ui ∩ Uj ∩ Uk)Ẽ−rig-ét
������
∐

i,j(Ui ∩ Uj)Ẽ−rig-ét
����
∐

i(Ui)Ẽ−rig-ét
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IV.7.2 Cycles évanescents

Notons |X|qc le site des ouverts quasicompacts de X. Tout ouvert quasicompact U
de X définit un ouvert Urig ∈ XE−rig-ét. On vérifie que ce foncteur est continu, i.e.,
qu’il définit un foncteur de spécialisation

sp∗ : XẼ−rig-ét −→ |X|q̃c = |X| ˜ = |Xred| ˜
en posant (sp∗F)(U) = F(Urig). De plus, si f : Y −→ X est de type (E), alors Im f
est un ouvert quasicompact de X. Ainsi sp∗ a pour adjoint à gauche le foncteur
sp∗ tel que pour F , sp∗F soit le faisceau associé au préfaisceau qui à Yrig associe
F(Im(Y −→ X)). Si F ∈ Λ − XẼ−rig-ét, alors pour q > 0, Rqsp∗F est le faisceau
associé au préfaisceau qui à U quasicompact associe Hq(UE−rig-ét,F).

IV.7.3 Cohomologie à support compact

On définit ici la cohomologie à support compact de Xrig. On prendra garde que la
définition donnée bien que suffisante pour nos besoins n’est pas la bonne en général.
Par exemple, pour les schémas formels admissibles, ce n’est la bonne définition que
pour ceux dont les composantes irréductibles de la fibre spéciale sont propres, par
exemple le schéma formel de Deligne-Drinfeld Ω̂.

Définition IV.7.5. Soit F ∈ XẼ−rig-ét. On note Γ!(XE−rig-ét,F) les sections de
Γ(Xrig,F) = lim

←−
U quasicompact

Γ(Urig,F), dont le support est quasicompact, i.e., con-

tenu dans un ouvert quasicompact de |X|.

Il y a un foncteur analogue Γ!(|X|,−) sur le topos Zariski de X et on a une
factorisation

Γ!(XE−rig-ét,−) = Γ!(|X|,−) ◦ sp∗

et donc RΓ!(XE−rig-ét,−) = RΓ!(|X|,−) ◦Rsp∗.

IV.8 Le formalisme des faisceaux équivariants lisses

IV.8.1 Hypothèses

Soit G un groupe topologique possédant un sous-groupe ouvert profini. Soit Λ un
anneau.

Soit R une catégorie et X un objet de R, ou plus généralement de R̂, la
catégorie des préfaisceaux surR, muni d’une action du groupe “abstrait” G, G −→
Aut(X).

On suppose donnés une sous-catégorie pleine C de la catégorie R/X , des
morphismes vers X et une topologie sur C faisant donc de C un site. On supposera
également que tout objet de C est quasicompact. On suppose de plus que ∀g ∈ G
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et (U −→ X) ∈ C, le produit cartésien du diagramme U

��
X

g �� X

, qui existe dans

R (c’est le composé U −→ X
g−1

−−−→ X), est dans C. On notera g−1(U) ce produit
cartésien. On suppose que U �→ g−1(U) transforme familles couvrantes en familles
couvrantes et définit donc un isomorphisme du site C dans lui même. Ainsi, il
y a une “action” de G sur le site C. On notera (g∗, g∗) le morphisme de topos
associé, où g∗F(U) = F(g(U)). On a des identifications canoniques ∀g, g′ ∈ G,
(gg′)∗ = g′∗g∗. Nous ferons l’hypothèse suivante:

Hypothèses de continuité: Pour tout (U −→ X) ∈ C et tout sous-groupe compact
ouvert K de G, notons Rel(K, U) les relèvements de l’action de K sur X à U ,
c’est-à-dire les (βk)k∈K tels que pour tout k ∈ K

U
βk ��

��
U
��

X
k �� X

βk ◦ βk′ = βkk′ et βe = Id.
On suppose alors donné, pour tout (U −→ X) ∈ C, un germe de relèvements

à U de l’action de G sur un sous-groupe compact ouvert, c’est-à-dire un élément de
lim
−→
K

Rel(K, U). Si K est un sous-groupe compact ouvert les éléments de Rel(K, U)

dont le germe associé est égal à celui fixé pour U seront appelés les relèvements
canoniques.

On suppose de plus que si f : U −→ V est un morphisme dans C, alors il
est compatible à de tels relèvements sur un sous-groupe ouvert suffisamment petit,
c’est-à-dire si (βk)k∈K est un relèvement canonique de l’action à U et (β′

k)k∈K′

un relèvement canonique à V , il existe alors un sous-groupe ouvert K ′′ ⊂ K ∩K ′

tel que ∀k ∈ K ′′, f ◦ βk = β′
k ◦ f .

IV.8.2 G-faisceaux lisses

Rappelons que, par définition, un G-faisceau (resp. préfaisceau) sur C est un fais-
ceau F ∈ C̃ (resp. préfaisceau F ∈ Ĉ) muni d’isomorphismes

∀g ∈ G, cg : g∗F ∼−−→ F

vérifiant la condition de cocyle ∀g, g′ ∈ G, cg′ ◦ g′∗cg = cgg′ .
Si F est un G-faisceau (resp. préfaisceau), U ∈ C, K est un sous-groupe

compact ouvert muni d’un relèvement canonique de l’action de K à U , via ce
relèvement

∀k ∈ K, (k∗F)(U) = F(k(U)) = F(U)
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et donc K agit sur F(U). Pour tout U ∈ C, F(U) est donc muni d’un germe
d’action d’un sous-groupe compact ouvert de G. De plus, si V −→ U est un
morphisme dans C, l’application de restriction F(U) −→ F(V ) est K-équivariante
pour K compact ouvert suffisamment petit.

Définition IV.8.1. Un G-faisceau (resp. préfaisceau) F sera dit lisse1 si ∀U ∈ C,
l’action sur F(U) d’un relèvement canonique de l’action sur un sous-groupe ouvert
suffisamment petit est lisse, i.e., le stabilisateur de tout élément est un sous-groupe
ouvert.

Définition IV.8.2. On note C̃/Gdisc, resp. C̃/G, la catégorie des G-faisceaux, resp.
des G-faisceaux lisses. On note Λ − C̃/Gdisc, resp. Λ − C̃/G, les catégories de
faisceaux de Λ-modules associées.

La notation précédente est cohérente au sens où si Gdisc désigne G muni de la
topologie discrète, alors les Gdisc-faisceaux lisses sont exactement les G-faisceaux.

Exemple IV.8.3. Si l’action de G sur X est triviale, Λ − C̃/Gdisc s’identifie à la
catégorie Λ[G]− C̃ des faisceaux de Λ[G]-modules et Λ− C̃/G à celle des faisceaux
de G-modules lisses à coefficients dans Λ. Lorsque R est la catégorie à un seul
élément et un seul morphisme, on retrouve les G-modules lisses utilisés dans la
théorie des représentations des groupes p-adiques ou en cohomologie galoisienne.

IV.8.3 Les différentes opérations reliant G-faisceaux,
G-faisceaux lisses et faisceaux

On notera

C̃/G
� � i ��

k ��-
--

--
-

C̃/Gdisc

j�����
���
�

C̃

les foncteurs évidents où k et j sont l’oubli de l’action de G et i est le plongement
tautologique. On notera de la même façon le diagramme associé pour les faisceaux
de Λ-modules.

IV.8.3.1 Faisceau associé à un préfaisceau Bien sûr, si F est un G-préfaisceau le
faisceau associé est naturellement un G-faisceau.

Lemme IV.8.4. Le faisceau associé à un G-préfaisceau lisse est un G-faisceau lisse.

1Certains préféreront la terminologie G-faisceau discret au lieu de lisse. L’auteur a préféré utiliser
le mot lisse provenant de la théorie des représentations des groupes p-adiques, le terme discret
pour un faisceau ayant la connotation “somme de faisceaux gratte-ciel”. Bien sûr, le problème
engendré est que le terme de faisceau lisse existe déjà en géométrie algébrique, mais il y a peu
de risques de confusion.
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Démonstration. Par définition (cf. SGA4 exposé II section 3), le faisceau associé à
F est L(LF), où l’opération F �→ LF est

LF(U) = lim
−→

R∈J(U)

Hom(R,F)

où J(U) désigne l’ensemble des cribles couvrants de U . Mais U étant quasicompact
l’ensemble des cribles engendrés par des familles couvrantes finies est cofinal dans
J(X). La limite inductive précédente peut donc se calculer sur ces cribles-là. Or
si le crible R est engendré par la famille finie (Vα −→ U)α, alors

Hom(R,F) ⊂
∏
α

F(Vα)

et, étant donné (sα)α ∈
∏

αF(Vα), il existe un sous-groupe ouvert agissant trivia-
lement sur tous les sα. �

Exemple IV.8.5. Sous l’hypothèse du lemme précédent, le faisceau constant Λ est
lisse.

Il est clair que la catégorie Λ − C̃/Gdisc est abélienne et que le foncteur
j : Λ−C̃/Gdisc −→ Λ−C̃ est exact, i.e., les noyaux et conoyaux de morphismes de
G-faisceaux sont les noyaux et conoyaux des morphismes de faisceaux sous-jacents
qui sont naturellement munis d’une structure de G-faisceau.

Corollaire IV.8.6. La catégorie Λ − C̃/G des G-faisceaux de Λ-modules lisses est
une sous-catégorie abélienne de Λ − C̃/Gdisc, la catégorie des G-faisceaux de Λ-
modules.

Démonstration. Il est clair qu’un sous-G-faisceau d’un G-faisceau lisse est lisse et
que donc les noyaux de morphismes dans C̃/Gdisc entre deux G-faisceaux lisses
sont lisses. Pour les conoyaux il suffit d’appliquer le lemme précédent. �

IV.8.3.2 Inductions brutales. Soit F un faisceau. On note

IndF =
∏
g∈G

g∗F , indF =
⊕
g∈G

g∗F

les G-faisceaux munis de l’action de G par permutations (la somme directe dé-
finissant indF est prise dans la catégorie des faisceaux, c’est le faisceau associé

au préfaisceau somme directe). Cela définit des foncteurs C̃
Ind ��
ind

�� C̃/Gdisc . Ils

forment avec j un triplet de foncteurs adjoints

∀F ∈ C̃, ∀G ∈ C̃/Gdisc, HomC̃(jG,F) � HomC̃/Gdisc(G, IndF)

HomC̃(F , jG) � HomC̃/Gdisc(indF ,G)
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Il en est de même avec les faisceaux de Λ-modules. En particulier, on déduit de ces
adjonctions que Ind et j transforment faisceaux injectifs de Λ-modules en faisceaux
injectifs. De plus, Ind est exact à gauche (mais pas exact en général). De cela on
déduit que la catégorie abélienne Λ−C̃/Gdisc possède suffisamment d’injectifs (bien
sûr, le lecteur avisé sait que (C̃/Gdisc, Λ) est un topos annelé et que donc Λ−C̃/Gdisc

possède suffisamment d’injectifs, mais Ind permet de construire explicitement de
tels objets injectifs à partir de ceux de C̃).

IV.8.3.3 Lissification. Soit F ∈ C̃/Gdisc. On note F∞ le préfaisceau

U �−→ {sections lisses de F(U)}

dont on vérifie facilement, en utilisant l’hypothèse de quasicompacité des objets
de C, que c’est un faisceau. Cela définit un foncteur

(−)∞ : C̃/Gdisc −→ C̃/G

adjoint à droite au foncteur i

∀F ∈ C̃/G, ∀G ∈ C̃/Gdisc, HomC̃/Gdisc(iF ,G) � HomC̃/G(F ,G∞)

De cela on déduit que pour les faisceaux de Λ-modules, (−)∞ transforme les in-
jectifs en injectifs et est exact à gauche. On en déduit le lemme suivant.

Lemme IV.8.7. La catégorie abélienne Λ− C̃/G possède suffisamment d’injectifs.

En résumé, il y a un diagramme

C̃/G
� � i ��

k
,,+

++
++

++
+

C̃/Gdisc

j�
���

33��
��
�

(−)∞

��

C̃

Ind

��

ind

44

Remarque IV.8.8. Le foncteur composé (−)∞ ◦ Ind permet donc de construire suf-
fisamment d’injectifs dans Λ−C̃/G. Néanmoins, en général, l’image par k d’un tel
objet injectif n’est pas un faisceau injectif. Cependant, ils vérifient certaines pro-
priétés d’acyclicité (cf. section IV.8.5 et la remarque IV.9.23 de la section IV.9.6).

IV.8.3.4 Induction/restriction. Soit F ∈ Ĉ un préfaisceau. Rappelons (SGA4
exposé III, section 5) que l’on a un site C/F dont la topologie est induite par
celle de C via le foncteur canonique C/F −→ C. Rappelons également que C̃/F

s’identifie à (C/F )˜ et à C̃/aF , où aF désigne le faisceau associé au préfaisceau F
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(ces identifications sont des équivalences de topos et non des isomorphismes). Il y
a un triplet de foncteurs adjoints

C̃/F = (C/F ) ˜ j∗ ��

j!
�� C̃j∗��

où j∗ est le foncteur de restriction aux objets au-dessus de F et j!F est le faisceau
associé au préfaisceau

U �−→ lim
−→

m∈F (U)

F(U, m)

Soit maintenant K un sous-groupe compact ouvert de G et F ∈ Ĉ/Kdisc un
K-préfaisceau, i.e., l’action de K sur X s’étend en une action sur F via F −→ X .
Supposons, de plus, que ce relèvement de l’action soit “canonique” au sens tout
simplement où F est un K-préfaisceau lisse, F ∈ Ĉ/K. On prendra par exemple
U ∈ C, un sous-groupe compact ouvert K, un relèvement “canonique” de l’action
de K à U et F = hU , le préfaisceau représenté par U . Alors, le site C/F vérifie
les mêmes hypothèses que celles faites sur C. Plus précisément, pour tout k ∈ K
l’action F

∼−−→ k∗F sur F induit des isomorphismes F (U) ∼−−→ F (k−1(U)) et donc
un isomorphisme de sites

k−1 : C/F −→ C/F

Lorsque k varie, ceux-ci se composent naturellement. De plus, tout U −→ F
(i.e., un élément de F (U)) est muni d’un germe de relèvement de l’action sur un
sous-groupe ouvert suffisamment petit (utiliser la lissité de F ). Ces germes de
relèvement sont compatibles aux morphismes dans C/F .

On peut donc définir la catégorie (̃C/F )/K des K-faisceaux lisses dans C̃/F .
On vérifie qu’il y a des identifications

(̃C/F )/K =
(
C̃/K

)
/F =

(
C̃/K

)
/aF,

i.e., les K-faisceaux lisses dans C̃/F s’identifient aux K-faisceaux lisses au-dessus
de F ou aF . Il y a alors un triplet de foncteurs adjoints

(̃C/F )/K

jK∗ ��

jK!

�� C̃/Gj∗K��

où

• Le foncteur j∗K est le foncteur de restriction du faisceau aux objets au-dessus
de F et de l’action de G à K.
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• Le foncteur jK! est celui qui à F ∈ (̃C/F )/K associe⊕
g∈Ω

g∗j!F

où Ω désigne un ensemble de représentants dans G de K\G, dont on vérifie
aisément qu’il est muni d’une action lisse de G par “permutations” des
éléments de Ω.

• Le foncteur jK∗ associe à F le G-faisceau lisse
(∏

g∈Ω g∗j∗F
)∞

, où Ω est
comme précédemment.

Définition IV.8.9. On notera

j∗K(−) = ResX/G
F/K(−) la restriction,

jK!(−) = c-indX/G
F/K(−) l’induction compacte et

jK∗ = IndX/G
F/K(−) l’induite lisse.

On a les formules usuelles de réciprocité de Frobenius qui traduisent les
adjonctions entre nos trois foncteurs

HomC̃/G(c-indX/G
F/KF ,G) � Hom(C/F )˜/K(F , ResX/G

F/KG)

HomC̃/G(G, IndX/G
F/KF) � Hom(C/F )˜/K(ResX/G

F/KG,F)

et les propriétés de transitivité usuelles.
Le triplet de foncteurs adjoints précédent implique en particulier que IndX/G

F/K

et ResX/G
F/K envoient les injectifs sur des injectifs.

Exemple IV.8.10. Considérons les faisceaux de Λ-modules. Les G-faisceaux lisses
c-indX/G

U/K(Λ), pour U dans C et K agissant sur U relevant canoniquement l’action
de G sur X , vérifient

Hom(c-indX/G
U/K(Λ),F) � F(U)K

Ainsi, si F est lisse, F(U) = lim
−→
K

F(U)K et donc les objets c-indX/G
U/K(Λ) forment

un système de générateurs de la catégorie abélienne Λ− C̃/G.

Exemple IV.8.11. Soit (Ui −→ Y )i∈I une famille finie de morphismes dans C, I =
{i1, . . . , in}. On vérifie aisément que le produit fibré F = hUi1

×hY × · · ·×hY hUin
∈

Ĉ est naturellement un K-préfaisceau lisse pour K compact ouvert suffisamment
petit. Alors c-IndX/G

F/KΛ vérifie

Hom(c-IndX/G
F/KΛ,F) � HomĈ(F,F)K
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IV.8.4 Les G-faisceaux lisses forment un topos

Proposition IV.8.12. La catégorie des G-faisceaux lisses C̃/G est un topos.

Démonstration. On applique le critère de Giraud (théorème 1.2 de l’exposé IV de
SGA4). L’existence de limites projectives finies ne pose pas de problème puisque les
limites projectives finies de G-faisceaux lisses dans la catégorie des faisceaux sont
encore des G-faisceaux lisses. L’existence de sommes directes quelconques ainsi
que de quotients par les relations d’équivalence est une conséquence du lemme
IV.8.4. L’existence d’une petite famille génératrice se déduit des résultats de la
sous-section précédente: les faisceaux lisses c-indG/X

U/Ke, où e est l’objet final du

topos (̃C/U)/K, forment un système de générateurs de C̃/G, puisque pour tout
F ∈ C̃/G

Hom(c-indX/G
U/Ke,F) = F(U)K

et F(U) = lim
−→
K

F(U)K . �

Remarque IV.8.13. Le topos C̃/G est annelé par Λ. On en déduit donc, d’une
autre façon, que la catégorie Λ− C̃/G possède suffisamment d’injectifs.

Remarque IV.8.14. Les limites projectives quelconques, non-finies, dans le topos
C̃/G se calculent de la façon suivante: lim

←−
i∈I

Fi dans C̃/G est égal à ( lim
←−
i∈I

Fi)∞, la

partie lisse de la limite projective des faisceaux usuels.

IV.8.5 Le théorème d’acyclicité

IV.8.5.1 Un cas simple

Théorème IV.8.15. Supposons que les produits fibrés existent dans C et que donc
la topologie du site C soit définie par une prétopologie. Soit F ∈ Λ− C̃ un faisceau
injectif de Λ-modules. Alors, le faisceau sous-jacent dans C̃ à

(
IndF

)∞ ∈ C̃/G est
acyclique sur tout objet de C. En particulier, le faisceau sous-jacent à tout objet
injectif dans Λ− C̃/G est C-acyclique.

Démonstration. Il y a un isomorphisme de faisceaux et même de préfaisceaux
(utiliser que tout objet de C est quasicompact)

lim
−→
K

∏
g∈ΩK

g∗F ∼−−→
(
IndF

)∞
où pour tout K, ΩK est un ensemble de représentants dans G de G/K. Maintenant,
si U ∈ C et (Vα −→ U)α∈A est une famille couvrante finie pour tout α1, . . . , αp ∈ A,
le produit fibré Vα1×U · · ·×U Vαp existe dans C et est en particulier quasicompact.
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De cela on déduit que pour un tel recouvrement U , (Gi)i un système inductif
filtrant de faisceaux et q ≥ 0,

Ȟq(U , lim
−→

i

Gi) = lim
−→

i

Ȟq(U ,Gi)

Donc, si pour tout i le faisceau Gi est injectif, on en déduit que lim
−→

i

Gi est Cech-

acyclique pour tout recouvrement fini tel que précédemment, donc C-acyclique.
On conclut, car

∏
g∈ΩK

g∗F est injectif. �

IV.8.5.2 Compléments sur la cohomologie de Cech. Dans cette sous-section, on
oublie momentanément les notations précédentes. On reprend ici le formalisme du
complexe de Chech développé dans l’exposé V de SGA4, dans le cas d’un recou-
vrement (Ui −→ X)i pour lequel les produits fibrés Ui1 ×X · · · ×X Uip n’existent
pas.

Soit donc C une catégorie, Λ un anneau et (Ui −→ X)i une famille finie de
morphismes dans C. On note R ∈ Ĉ le crible de X engendré par cette famille. Il y
a un couple de foncteurs adjoints

(j!, j∗) :
∐
i∈I

Ĉ/Ui −→ Ĉ/R

On note Λ ∈ Ĉ/R le préfaisceau constant.
À un tel couple de foncteurs adjoints est associé un complexe simplicial de

Λ-modules (cf. [21] chapitre I section 1.5), D•

Dp
������ Dp+1 . . . ��

�� D0

Dp = (j!j∗) ◦ · · · ◦ (j!j∗)︸ ︷︷ ︸
−p+1 fois

Λ

dont les flèches simpliciales sont données par les applications d’adjonction. De
plus, ce complexe est augmenté vers Λ, D• −→ Λ.

Lemme IV.8.16. D• −→ Λ est une résolution projective de Λ dans Ĉ/R.

Démonstration. La famille (Ui −→ R)i∈I étant épimorphique vers l’objet final de
Ĉ/R, il suffit de montrer que j∗D• −→ j∗Λ est une résolution. Mais, le complexe
[j∗D• −→ j∗Λ] est homotope à zéro (cf. [21] chapitre I section 1.5). Les Dp sont
projectifs car j! et j∗, possédant tous deux un adjoint à droite, envoient projectifs
sur projectifs. �

Si κ : Ĉ/R −→ Ĉ, ΛR = κ!Λ, on obtient donc une résolution projective

[C• −→ ΛR] = κ![D• −→ Λ]
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On a concrètement en notant ∀i1, . . . , ip ∈ I,

ΛhUi1
×R···×RhUip

= δ!Λ où δ : Ĉ/hUi1
×R · · · ×R hUip

−→ Ĉ

où comme d’habitude hY désigne le préfaisceau représenté par Y , ce qui peut
encore se réécrire

ΛhUi1
×R···×RhUi1

= ΛUi1
⊗ΛR · · · ⊗ΛR ΛUip

C−p+1 =
⊕

i1,...,ip∈I

ΛhUi1
×R···×RhUip

Si F ∈ Λ− Ĉ est un préfaisceau de Λ-modules, on peut donc calculer

∀q ≥ 0, Hq(R, F ) = Extq
Λ(ΛR, F ) = Hq(HomΛ(C•, F ))

où Hq(R,−) désigne la cohomologie dans le topos Ĉ.
Supposons maintenant que C est un site et soit F ∈ Λ − C̃ un faisceau de

Λ-modules. Supposons de plus que le crible R de X soit couvrant. On note, comme
dans l’exposé V de SGA4, H0 : C̃ −→ Ĉ le plongement canonique. On a alors

Hq(R,H0(F)) = Hq(Hom(C•,H0(F))) = Hq(Hom(aC•,F))

où aC• est le complexe de faisceaux associé au complexe de préfaisceaux C•. Ce
complexe se calcule comme précédemment en remplaçant Ĉ par C̃, les catégories
Ĉ/(−) par C̃/(−) et les foncteurs (j!, j∗) par leurs analogues faisceautiques.

Rappelons que si F ∈ Ĉ, alors C̃/F = C̃/aF . Étant donné que aR = X , on
en déduit que

aC−p+1 =
⊕

i1,...,ip∈I

ΛhUi1
×hX

···×hX
hUip

=
⊕

i1,...,ip∈I

ΛUi1
⊗
ΛX

· · · ⊗
ΛX

ΛUip

IV.8.5.3 Le théorème d’acyclicité en général. On reprend maintenant les hy-
pothèses des sections antérieures.

Hypothèse supplémentaire: On suppose que si (Ui −→ Y )i∈I est une famille cou-
vrante finie, alors ∀p, ∀i1, . . . , ip ∈ I, le préfaisceau hUi1

×hY · · · ×hY hUip
est

quasicompact dans Ĉ muni de la topologie définie dans la section 5 de l’exposé II
de SGA4. Cette dernière condition, vérifiée par exemple si la topologie sur C est
induite par une prétopologie, signifie qu’il existe une famille finie (Vα −→ hUi1

×hY

· · · ×hY hUip
)α, où Vα ∈ C, telle que ∀F ∈ C̃, Hom(hUi1

×hY · · · ×hY hUip
,F) ↪→∏

αF(Vα).

L’hypothèse compliquée précédente vient de ce que lorsqu’on va appliquer
notre formalisme au site XE−rig-ét, les morphismes dans ce site ne sont pas quar-
rables en général. Par contre, pour les espaces analytiques rigides usuels, cette
hypothèse est automatique puisque la topologie est associée à une prétopologie.
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Théorème IV.8.17. Sous les hypothèses précédentes, si F ∈ Λ − C̃/G est un G-
faisceau lisse de Λ-modules injectifs, alors le faisceau sous-jacent de Λ-modules est
C-acyclique.

Démonstration. Soit (Ui −→ Y )i∈I une famille couvrante finie dans C. Soit R le
crible de Y engendré par cette famille. D’après la proposition 4.3 de l’exposé V de
SGA4, on doit montrer que

∀q > 0, Hq(R,H0(F)) = 0

Utilisons les résultats et notations de la sous-section précédente pour écrire

Hq(R,H0(F)) = Hq(HomΛ−C̃(aC•,F))

où aC−p+1 =
⊕

i1,...,ip∈I ΛhUi1
×hX

···×hX
hUip

. Soit donc i1, . . . , ip ∈ I et F =

hUi1
×hX · · · ×hX hUip

∈ Ĉ. Considérons des sous-groupes compacts ouverts K
suffisamment petits tels que l’action de K sur X s’étende à chacun des Ui et donc
“canoniquement” à F . Un tel sous-groupe K agit sur

F(F ) = HomΛ−C̃(ΛF ,F)

Il y a une application injective

lim
−→
K

F(F )K ↪→ F(F )

Cette application est bijective, car si (Vα −→ F )α est une famille finie comme
dans les hypothèses de cette section, alors F(F ) ↪→ ∏

αF(Vα) et ∀α F(Vα) =⋃
K F(Vα)K . Donc

Hom(aC•,F) = lim
−→
K

Hom(aC•,F)K

La limite inductive étant filtrante, il suffit de montrer que ∀K suffisamment petit,
Hom(aC•,F)K est acyclique en degré > 0.

Soit donc K petit. On a un couple de foncteurs adjoints comme dans la
section IV.8.3.4

(jK!, j
∗
K) :

∐
i∈I

(
(C/Ui)/K

)
∞̃ −→ C̃/G

d’où une résolution dans Λ− C̃/G

N• −→ Λ

N−p+1 = (jK!j
∗
K) ◦ · · · ◦ (jK!j

∗
K)︸ ︷︷ ︸

p− fois

=
⊕

i1,...,ip∈I

c-indX/G
hUi1

×hX
···×hX

hUip
/KΛ

et HomΛ−C̃(aC•,F)K = HomΛ−C̃/G(N•,F). D’où le résultat. �
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Remarque IV.8.18. On aurait également pu appliquer la méthode de la preuve
du théorème IV.8.15, qui consiste à vérifie que

(
IndF

)∞ est C-acyclique si F
est injectif. Cela se ramène à montrer qu’une limite inductive filtrante d’objets
C-acycliques est C-acyclique. Il suffit pour cela de vérifier que pour une famille
couvrante finie dans C, la cohomologie de Cech associée commute aux limites
inductives filtrantes, ce qui est le cas grâce à l’hypothèse de quasi-compacité des
produits faite au début de cette sous-section.

IV.8.5.4 Cohomologie des G-faisceaux lisses. Du théorème précédent on déduit.

Corollaire IV.8.19. Soit U un objet de C, K un sous-groupe ouvert de G tel que
l’action de K sur U se relève “canoniquement”. Alors ∀q≥0, ∀F ∈C̃/G, Hq(U,F)
est un K-module lisse. On a, de plus,

Hq(U,F) = lim
−→
K

ExtqC̃/G
(c− indX/G

U/K ,F).

On peut définir un complexe de cohomologie K-équivariant lisse dans la catégorie
dérivée des complexes de Λ-modules munis d’une action lisse de G, complexe qui
calcule le complexe de cohomologie usuelle dans D+(Λ) après oubli de l’action de G.

IV.8.6 Faisceaux lisses sur une tour formée par un pro-torseur

Soit C un site.
Soit G un groupe fini et Y

p−→ X un G-torseur au-dessus de X dans C. Rappelons
qu’il y a une équivalence

Faisceaux sur X
∼−−→ Faisceaux G− équivariants sur Y

F �−→ p∗F

où G-équivariant signifie une action compatible à celle de G sur Y (ce que les
adeptes des champs notent [G\Y ] = X). L’équivalence inverse est donnée par

G �−→ (p∗G)G

Le but de cette section est de généraliser cela aux pro-torseurs sous un groupe
profini.

Exemple IV.8.20. Avant de nous lancer, expliquons ce que l’on veut faire dans
un cas particulièrement simple. Soit k un corps de clôture séparable k et X un k-
schéma de type fini. Le topos étale de Xk s’identifie à la limite projective des topos
étales XL, où L|k parcourt les extensions galoisiennes de degré fini. En effet, le site
étale de Xk s’identifie à la limite inductive des sites XL, L|k galois finie, au sens
où les Xk-schémas étales (quasicompacts) sont les germes de XL-schémas étales
lorsque L varie, et un morphisme de germe est couvrant en un niveau suffisamment
grand ssi il le devient sur Xk. Les faisceaux étales sur X s’identifient alors, via
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p∗ où p : Xk −→ X , aux faisceaux étales sur Xk munis d’une action de Gal(k|k)
compatible à celle de Gal(k|k) sur Xk, qui est discrète, au sens où les sections sur
un schéma étale quasicompact ont un stabilisateur ouvert. La condition est une
condition de continuité sur la donnée de descente relativement au pro-Gal(k|k)-
torseur Xk −→ X .

Soit donc G un groupe profini et (Gi)i≥0 une famille décroissante de sous-
groupes ouverts distingués dans G telle que

⋂
i≥0 Gi = {e} et G0 = G. Supposons-

nous donnée une tour dans C

. . . −→ Xi+1 −→ Xi −→ · · · −→ X0

où l’on notera ∀i ≥ j, ϕij : Xi −→ Xj . Supposons que cette tour est munie d’une
action de G, au sens où ∀i, G/Gi agit sur Xi et ∀i ≥ j, le morphisme Xi −→ Xj

est compatible à ces actions, via G/Gi � G/Gj .
Supposons de plus que ∀i, l’action de G/Gi sur Xi fasse de Xi un G/Gi-

torseur au-dessus de X0 (et donc ∀i ≥ j, Xi −→ Xj est un Gi/Gj-torseur).
Considérons le système projectif de topos

. . . −→ C̃/Xi+1 −→ C̃/Xi −→ · · · −→ C̃/X0

où rappelons que les topos C̃/Ui s’identifient aux (C/Ui) ˜ . La limite projective de
ce système T∞ = lim

←−
i≥0

(C̃/Xi) est la catégorie des systèmes (Fi)i≥0, Fi ∈ C̃/Xi,

munis d’isomorphismes ∀i ≥ j, cij : ϕij∗Fi
∼−−→ Fj , vérifiant une condition de

cocyle.

Il y a une “action” de G sur T∞, au sens où pour tout g ∈ G, il y a une
équivalence de topos αg : T∞ −→ T∞, définie par

αg = (g∗, g∗), où g∗((Fi)i, (cij)i≥j) = ((g∗Fi)i, (g∗(cij))i≥j),

vérifiant ∀g, g′ ∈ G, il y a une transformation naturelle αgg′
∼−−→ αg ◦ αg′ satisfai-

sant à une condition de cocyle naturelle. On peut donc définir

G− T∞

la catégorie des G-objets dans T∞ comme étant les A ∈ T∞ munis d’isomorphismes
∀g ∈ G, g∗A

∼−−→ A, satisfaisant à une condition de cocyle. On vérifie qu’en fait

G− T∞ ∼−−→ lim
←−
i≥0

˜(C/Xi)/Gdisc

On remarquera qu’il faudra faire attention à ne pas prendre ˜(C/Xi)/(G/Gi)disc,

mais bien ˜(C/Xi)/Gdisc, et que ˜(C/Xi)/Gdisc est, par définition, la catégorie des
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faisceaux G-équivariants au-dessus de Xi, au sens où l’action est compatible à
l’action de G sur Xi, via G � G/Gi; en particulier, le faisceau sous-jacent à un

objet de ˜(C/Xi)/Gdisc est muni d’une action “abstraite” de Gi.

Pour tout i ≥ 0, l’objet Xi muni de son action de G via G � G/Gi, vérifie
les hypothèses de la section IV.8.1, puisque Gi agit trivialement sur Xi. On peut
donc définir ˜(C/Xi)/G la catégorie des G-faisceaux lisses. Un F ∈ ˜(C/Xi)/Gdisc

est lisse ssi le faisceau muni d’une action de Gi, ResXi/G
Xi/Gi

F , l’est.

Lemme IV.8.21. Soit (Fi)i≥0 ∈ G−T∞, où ∀i Fi ∈ ˜(C/Xi)/Gdisc. Sont équivalents

• ∀i, Fi est lisse
• F0 est lisse.

Démonstration. Supposons F0 lisse. On a un isomorphisme ∀i, F0
∼−−→ ϕi0∗Fi.

Donc, si K ⊂ Gi, K agissant trivialement sur Ui,

FK
0

∼−−→ ϕi0∗(FK
i )

(puisque ϕi0∗ est le foncteur image directe d’un morphisme de topos, il commute
aux limites projectives quelconques et donc aux invariants sous K). Le faisceau
Fi est lisse ssi

α : lim
−→

K⊂Gi

FK
i ↪→ Fi

est un isomorphisme. Il y a un diagramme

lim
−→
K

FK
0 � ��

�
����

���
���

���
�

lim
−→
K

ϕi0∗(FK
i ) � �� ϕi0∗( lim

−→
K

FK
i )

ϕi0∗(α)

��
F0

� �� ϕi0∗Fi

(où ϕi0∗ commute aux limites inductives, car Xi −→ X0 étant un torseur sous un
groupe fini, ϕi0∗“ = ϕi0! “ est adjoint à gauche de ϕ∗

i0“ = ϕ!
i0“). Donc ϕi0∗(α) est

un isomorphisme, ce qui implique que α en est un, puisque ϕi0 est couvrant. �
Par définition, on notera (G − T∞)∞ les systèmes projectifs de faisceaux

satisfaisant aux hypothèses du lemme précédent.

Théorème IV.8.22. Supposons que tout objet de C est quasicompact. Il y a alors
une équivalence de catégories entre (G−T∞)∞, les faisceaux en niveau infini munis
d’une action lisse de G compatible à l’action sur la tour, et (C/X0) ˜ , les faisceaux
sur la base de la tour.

Démonstration. Soit (Fi)i≥0 un objet de (G − T∞)∞, où ∀i, Fi est muni d’une
action de G compatible à celle de G/Gi sur Xi. Associons-lui FG

0 ∈ (C/X0) ˜ , le
faisceau des invariants de F0 sous G.
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Réciproquement, étant donné G ∈ (C/X0) ˜ , posons

∀i ≥ 0, Fi = lim
−→
j≥i

ϕji∗ϕ
∗
j0G

Étant donné que ϕ∗
j0G est muni d’une action de G/Gj compatible à celle de G

sur Xj si j ≥ i, le faisceau ϕji∗ϕ∗
jiG est muni d’une action de G/Gj compatible

à l’action de G/Gj sur Xi, via G/Gj � G/Gi. De plus Fi est lisse comme limite
inductive de faisceaux lisses (lemme IV.8.4).

Reste à voir que cela définit bien des équivalences inverses.
Si (Fi)i ∈ (G− T∞)∞, Fi étant lisse,

Fi = lim
−→
j≥i

FGj

i

L’isomorphisme Fi
∼−−→ ϕji∗Fj induit FGj

i
∼−−→ ϕji∗(FGj

j ). Le faisceau FGj

j sur
Xj est muni d’une action de G/Gj compatible à celle sur Xj . D’après les rappels
du début de cette section, puisque Xj −→ X0 est un G/Gj-torseur, cela implique

FGj

j � ϕ∗
j0

[
ϕj0∗(FGj

j )
]G/Gj

= ϕ∗
j0

(
(ϕj0∗Fj)G

)
� ϕ∗

j0(FG
0 )

Donc, au final,
Fi � lim

−→
j≥i

ϕji∗ϕ
∗
j0(FG

0 )

Dans l’autre sens, si G ∈ (C/X0) ˜ , soit

F0 = lim
−→
i≥0

ϕi0∗ϕ
∗
i0G

Utilisant l’hypothèse de quasicompacité, on vérifie que le préfaisceau limite induc-
tive précédent est séparé. On en déduit alors, en utilisant la définition du faisceau
associé à un préfaisceau séparé couplée à l’hypothèse de quasicompacité, que

FG
0 = lim

−→
i≥0

[
(ϕi0∗ϕ

∗
i0G)G

]
= lim

−→
i≥0

[
(ϕi0∗ϕ

∗
i0G)G/Gi

]
= lim

−→
i≥0

G = G �
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IV.9 Cohomologie à support compact équivariante-lisse
des espaces analytiques de Berkovich

Dans cette section, on en fait bien plus que nécessaire pour le résultat auquel on
veut arriver. Par exemple, nous n’utiliserons que la troisième suite spectrale du
théorème IV.9.2. Néanmoins, l’auteur pense que ces divers résultats pourraient
être utiles et il en profite pour mettre au point une théorie complète sur le sujet.
Par exemple, les résultats sur les ouverts distingués ont été utilisés dans le chapitre
4 de [12], ainsi que dans [9] et [10], sans référence écrite. Certains résultats sur les
faisceaux lisses sont utilisés dans [9] et [10], avec des esquisses de preuves. Nous
donnons des preuves détaillées de tout cela. Réciproquement, l’appendice B de
[10] fournit une excellente introduction à cette section.

Soit X un K-espace analytique de Berkovich tel que |X | soit séparé. On fixe
un anneau Λ qui servira comme coefficients. On note Xét le site étale de X tel que
défini dans [4].

IV.9.1 Rappels sur les faisceaux mous sur le site étale

IV.9.1.1 Rappels sur les faisceaux mous sur un espace topologique localement
compact ([14]). Soit Y un espace topologique séparé localement compact. Consi-
dérons les faisceaux de groupes abéliens sur Y .

Les faisceaux c-mous sur Y sont les faisceaux F qui satisfont à l’une des
conditions équivalentes ci-dessous:

• pour tout compact K de Y , l’application Γ(Y,F) −→ Γ(K,F) est surjective
• pour tout ouvert U de Y , F est Γc(U,−)-acyclique

Ce sont les faisceaux Φ-mous au sens de Godement, où Φ est la famille paracom-
pactifiante des compacts de Y . Ils vérifient:

• pour j l’inclusion d’un ouvert de Y , j! et j∗ conservent la c-mollesse
• pour i l’inclusion d’un fermé de Y , i∗ et i∗ conservent la c-mollesse.

De plus, la notion de c-mollesse est locale sur Y , il suffit de la vérifier sur un
recouvrement de Y . Tout faisceau flasque est c-mou.

Pour un espace paracompact localement compact, les notions de faisceau Φ-
mou, pour Φ la famille des compacts ou bien Φ la famille des fermés, cöıncident:
un faisceau F est c-mou ssi il est mou, c’est-à-dire pour tout fermé Z de Y ,
l’application Γ(Y,F) −→ Γ(Z,F) est surjective.
De cela on déduit que sur Y localement compact, les faisceaux c-mous vérifient en
plus des propriétés précédentes:

• ils sont Γ(U,−)-acycliques, pour tout ouvert paracompact U de Y

• si j : U ↪→ X est l’inclusion d’un ouvert paracompact, ils sont stables par j∗.
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De plus si tout point de Y possède un voisinage ouvert paracompact (ce qui
est le cas des espaces analytiques de Berkovich), un faisceau F est c-mou ssi pour
tout ouvert paracompact U , le faisceau F|U est mou.

IV.9.1.2 Faisceaux mous sur le site étale. Pour U −→ X étale notons πU :
X̃ét −→ |U | ˜ la projection du topos étale de X sur celui de l’espace topolo-
gique |U |. Rappelons ([5] section 3) qu’un faisceau de groupes abéliens F sur Xét

est dit mou si:

• Pour tout U −→ X étale avec |U | séparé, la projection πU∗F ∈ |U | ˜ est un
faisceau c-mou. De façon équivalente, puisque qu’un espace analytique est
localement paracompact, pour tout U −→ X étale avec |U | paracompact,
πU∗F est un faisceau mou.

• ∀x ∈ X , le faisceau i∗xF ∈ M(K(x)) ˜́
et , ix : M(K(x)) −→ X est flasque (au

sens acyclique sur tous les objets de M(K(x))ét). Après choix d’un point
géométrique x : M

(
K̂(x)alg

)
−→ X au-dessus de x, la condition précédente

signifie que le module Galoisien lisse x∗F est acyclique sur tous les sous-
groupes ouverts de Gal(K(x)alg|K(x)).

Si F est mou et U −→ X étale, alors ∀i > 0, RiπU∗F = 0, grâce à l’hypothèse
sur les fibres. De cela on déduit:

• les faisceaux mous sur Xét sont Γc(U,−)-acycliques, pour tout ouvert étale
U −→ X tel que |U | soit séparé, et Γ(U,−)-acycliques, pour tout ouvert étale
paracompact U

• si f : U −→ X est étale, ils sont stables par f! et f∗

• Si i : W ↪→ X est un domaine analytique fermé, ils sont stables par i∗ et i∗

• plus généralement ([5] lemme 3.2), si f : W −→ X est quasi-étale, ils sont
stables par f∗

• tout faisceau injectif est mou
• la notion de mollesse est locale sur |X |

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme IV.9.1. Une limite inductive filtrante de faisceaux mous sur Xét est molle.

Démonstration. Soit F = lim
−→

i

Fi avec, pour tout i, Fi mou. Soit U −→ X

étale, avec |U | séparé, et notons πU : X̃ét −→ |U | ˜ . Commençons par vérifier
que le morphisme naturel lim

−→
i

πU∗Fi −→ πU∗ lim
−→

i

Fi est un isomorphisme. Pour

x ∈ X , au niveau des fibres en x, le morphisme précédent induit

lim
−→

i

lim
−→
U�x

Γ(U,Fi) −→ lim
−→
U�x

Γ(U, lim
−→

i

Fi)
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où U parcourt les voisinages ouverts de x. Mais pour un tel U , si W ⊂ U est un
domaine analytique compact, voisinage de x, on a Γ(W, lim

−→
i

Fi) = lim
−→

i

Γ(W,Fi)

(utiliser que W est un objet quasicompact du site Wét). Le morphisme précédent
est donc un isomorphisme. Pour vérifier que πU∗ lim

−→
i

Fi est c-mou il suffit donc

de vérifier que sur un espace topologique localement compact, une limite inductive
filtrante de faisceaux c-mous est c-molle, ce qui ne pose aucun problème.

Quand à la flasquitude des fibres sur les points géométriques de X , elle résulte
de ce que la cohomologie Galoisienne commute aux limites inductives filtrantes.

�

IV.9.2 Les quatre suites spectrales de cohomologie de Cech per-
mettant de calculer la cohomologie à support compact

Théorème IV.9.2. Soit F un faisceau de Λ-modules sur Xét.

• Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert localement fini de X. Supposons, de
plus, que dimX < +∞ et cdΛ(K) < +∞ (dimension cohomologique des
Λ[Gal(K|K)]-modules discrets). Il y a alors une suite spectrale concentrée
dans le cadrant (p ≤ 0, q ≥ 0)

Epq
1 =

⊕
α∈I−p+1

Hq
c (Uα,F) =⇒ Hp+q

c (X,F)

où U(i1,...,i−p+1) =
⋂

k Uik
.

• Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert localement fini de X tel que ∀i, Ui soit
compact. Il y a alors une suite spectrale concentrée dans le cadran (p ≥ 0, q ≥
0)

Epq
1 =

⊕
α∈Ip+1

Hq(Uα,F) =⇒ Hp+q
c (X,F)

• Soit (Wi)i∈I un recouvrement localement fini de X formé de domaines ana-
lytiques compacts. Il y a alors une suite spectrale concentrée dans le cadran
(p ≥ 0, q ≥ 0)

Epq
1 =

⊕
α∈Ip+1

Hq(Wα,F) =⇒ Hp+q
c (X,F)

où W(i1,...,ip+1) =
⋂

k Wik
.

• Reprenons les mêmes hypothèses que dans la suite spectrale précédente. Sup-
posons, de plus, que dimX < +∞ et cdΛ(K) < +∞. Il y a alors une suite
spectrale concentrée dans le cadran (p ≤ 0, q ≥ 0)

Epq
1 =

⊕
α∈I−p+1

Hq
Wα

(X,F) =⇒ Hp+q
c (X,F)
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Démonstration. On considère les deux morphismes surjectifs

j :
∐
i∈I

Ui −→ X, i :
∐
i∈I

Wi −→ X

auxquels sont associés quatre couples de foncteurs adjoints, (j!, j∗) pour la pre-
mière suite spectrale, (j∗, j∗) pour la seconde, (i∗, i∗) pour la troisième et (i∗, i!)
pour la dernière. De tels triplets de foncteurs adjoints permettent de construire des
complexes simpliciaux/cosimpliciaux augmentés qui deviennent homotopiquement
triviaux après application de j∗, resp. j∗, resp. i∗, resp. i!. Soit donc G un faisceau
de Λ-modules sur Xét. À chacun de ces couples de foncteurs adjoints est associée
une résolution simpliciale C• −→ G, ou co-simpliciale G −→ C•, où si jα : Uα −→
X , iα : Wα −→ X ,

Cp =
⊕

α∈I−p+1

jα!j
∗
αG, Γc(X, Cp) =

⊕
α∈I−p+1

Γc(Uα,G)

pour la première suite spectrale,

Cp =
∏

α∈Ip+1

jα∗j
∗
αG, Γc(X, Cp) =

⊕
α∈Ip+1

Γ(Uα,G)

pour la seconde (utiliser l’hypothèse que les U i sont compacts et les Ui localement
finis, pour voir que Γc(X, Cp) ⊂ Γ(X, Cp) =

∏
α Γ(U(α),G) est le sous-module

formé par la somme directe),

Cp =
∏
α⊂I

|α|=p+1

iα∗i
∗
αG, Γc(X,G) =

⊕
α∈Ip+1

Γ(Wα,G)

pour la troisième (pour vérifier qu’il s’agit bien d’une résolution, utiliser que si
κ : W ↪→ X est un domaine analytique dans X , alors (κ∗H)κ(x) = Hx),

Cp =
∏

α∈I−p+1

iα∗i
!
αG, Γc(X, Cp) =

⊕
α∈I−p+1

ΓWα(X,G)

pour la dernière (pour vérifier que cette dernière est une résolution, il faut utiliser
la même assertion que précédemment sur les fibres des images directes par une
immersion d’un domaine analytique et que tout point de X possède un voisinage
formé d’une union finie de Wi).

Soit G un faisceau de Λ-modules injectif.

• Pour la première suite spectrale,
⊕

α∈I−p+1

jα!j
∗
αG est un faisceau mou, car

une somme directe finie de faisceaux mous est molle, la notion de mollesse
est locale sur |X |, les (Ui)i sont localement finis, donc la somme directe
précédente est localement une somme finie et enfin les jα!j

∗
α conservent la

mollesse.
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• Pour la seconde suite spectrale,
∏

α∈Ip+1

jα∗j
∗
αG est un faisceau injectif comme

produit de faisceaux injectifs.

• Pour la troisième, Cp =
∏

α∈Ip+1

iα∗i
∗
αG est mou, car la notion de mollesse est

locale sur |X |, localement sur |X | le produit précédent est fini et les iα∗i∗α
conservent la mollesse.

• Enfin pour la dernière suite spectrale, Cp =
∏

α∈I−p+1

iα∗i
!
αG est injectif comme

produit d’injectifs.

Les résolutions C•(G) sont fonctorielles en G. Si F −→ I• est une résolution
injective de F , pour tout p, les C•(Ip) sont des résolutions Γc(X,−)-acycliques
de Ip. Pour la première et la troisième suite spectrale, vu l’hypothèse dim X +
cdΛ(K) < +∞, on remplace I• par τ≤dI•, avec d > 2 dimX + cd
(K).
Alors le complexe total TotC•(I•) est une résolution Γc(X,−)-acyclique de F .

On conclut en appliquant la suite spectrale d’un complexe double, car:

• Pour la première suite spectrale et tout α, j∗αI• est une résolution molle de
j∗αF donc Γc(U(α),−)-acyclique.

• Pour la seconde suite spectrale et tout α, j∗αI• est une résolution injective
de j∗αF donc Γ(U(α),−)-acyclique.

• Pour la troisième et tout α, i∗αI• est une résolution molle de i∗αF sur l’espace
compact W (α), donc Γ(W (α),−)-acyclique.

• Pour la quatrième, I• est une résolution injective de F donc ΓW (α)(X,−)-
acyclique. �

Remarque IV.9.3. Les deux premières suites spectrales, ainsi que les deux der-
nières, sont Poincaré duales lorsque X est lisse. La première suite spectrale ap-
parâıt déjà dans le chapitre 4 de [12].

Remarque IV.9.4. Dans toutes les suites spectrales précédentes, sauf la première,
pour qu’il existe de tels recouvrement de X , il faut et il suffit que |X | soit para-
compact.

Remarque IV.9.5. Si l’on met un ordre total sur I, alors on peut remplacer les⊕
α∈I±p+1

par
⊕
α⊂I

|α|=±p+1

. L’intérêt est que cela permet de borner la suite spectrale en

l’indice p, lorsque ∩i∈αUi est vide, pour |α| � 0. Le désavantage est qu’alors les
applications de bord dépendent de l’ordre sur I.

IV.9.3 Ouverts distingués

Définition IV.9.6 (Berkovich). Un ouvert U de X est distingué s’il peut s’écrire
sous la forme U = W1\W2, où W1 et W2 sont deux domaines analytiques compacts.
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Bien sûr, dans la définition précédente, puisque l’intersection de deux do-
maines analytiques compacts est un domaine analytique compact, on peut toujours
supposer W2 ⊂ W1. On remarquera qu’une intersection finie d’ouverts distingués
est un ouvert distingué.

Exemple IV.9.7. Soit X un OK-schéma formel π-adique localement topologique-
ment de type fini sans π-torsion et Z ⊂ Xred un fermé quasicompact de sa
fibre spéciale réduite. Alors sp−1(Z) ⊂ Xan est un ouvert distingué. En effet,
si U est un ouvert quasicompact contenant Z, alors Z = U \ (U \ Z) et donc
sp−1(Z) = Uan \ (U \ Z)an.

Exemple IV.9.8. Soit A une algèbre affinöıde et f1, . . . , fn, g ∈ A tels que (f1, . . . ,
fn, g) = A. Alors, l’ouvert {x ∈ M(A) | ∀i, |fi(x)| < |g(x)} est distingué.

Remarque IV.9.9. Soit U distingué, U = W1 \ W2, avec W2 ⊂ W1. D’après
Raynaud, il existe un schéma formel admissible X muni d’un ouvert V tel que
Xan = W1 et Van = W2. Donc, si Z = Xred \ Vred, on a U = sp−1(Z). On
remarquera que cela implique en particulier que tout ouvert distingué est union
dénombrable de domaines analytiques compacts et est donc paracompact. En ef-
fet, si I ⊂ OX est l’idéal de Z dans X, alors, si Vn désigne l’ouvert de l’éclatement
admissible de l’idéal In + πOX, où π engendre le diviseur exceptionnel, on a
sp−1(Z) = ∪nVan

n .

Lemme IV.9.10. Supposons X compact et, d’après Raynaud, soit X un modèle
admissible de X, X = Xan. Une base de la topologie de X stable par intersec-
tions finies est formée des ouverts sp−1

X̃
(Z) = (X̃/̂Z)an, où X̃ −→ X parcourt les

éclatements formels admissibles de X et Z parcourt les fermés de X̃red.

Démonstration. Il est clair que l’ensemble donné est bien un ensemble d’ouverts
de X stable par intersections finies. Rappelons que dans l’espace M(A), avec A
affinöıde, tout point x de X possède une base de voisinages formée de domaines
rationnels X < f1,...,fn

g > tels que

x ∈ {y ∈ X | ∀i, |fi(y)| < |g(y)}

où f1, . . . , fn, g ∈ A et (f1, . . . , fn, g) = A.
Soit maintenant X = Xan et x ∈ X . Par définition d’un espace de Berkovich,

x possède une base de voisinages, formée de domaines analytiques compacts. Soit
donc W un tel domaine. Quitte à éclater X, on peut supposer que l’on a un ouvert
W ⊂ X tel que W = Wan. Fixons un recouvrement affine fini X = ∪iUi. Pour
i fixé, puisque W ∩ Uan

i est un voisinage de x dans Uan
i , d’après le cas affinöıde

précédent, quitte à effectuer un éclatement formel admissible de Ui, on peut trouver
un ouvert Vi ⊂ Ui tel que

{sp(x)}Vi,red = {sp(x)}Ui,red
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où sp(x) ∈ Wred. De tels éclatements s’étendent, pour tout i, à X et donc, quitte

à éclater X, on peut supposer que sp(x)
Xred ⊂ Wred. Alors sp−1(sp(x)) est un

voisinage ouvert de x dans X , contenu dans W . �

Lemme IV.9.11. Soit X un schéma formel admissible et Z ⊂ Xred un ensemble
constructible. Alors sp−1(Z) ⊂ Xan est ouvert ssi Z est fermé. De plus, si Z est
fermé, ∂(sp−1(Z)/K) = ∅ ssi Z est propre.

Démonstration. Soit z ∈ Z et x ∈ Xan tel que spX(x) = z. D’après le lemme
précédent, sp−1(Z) étant ouvert, il existe un éclatement admissible f : X̃ −→
X tel que sp−1

X̃
({spX(x)}) ⊂ sp−1

X (Z). Cela implique que {spX(x)} ⊂ f−1(Z),
par surjectivité des applications de spécialisation. Le morphisme f étant propre
surjectif, on en déduit que {z} ⊂ Z et que donc Z est stable par spécialisation,
donc fermé dans Xred. La dernière assertion est bien connue. �

Remarque IV.9.12. Plus généralement, si Y1 −→ Y2 est un morphisme de schémas
formels localement formellement de type fini sur Spf(OK) et sans π-torsion, alors
∂(Yan

1 /Yan
2 ) = ∅ ssi le morphisme induit entre les fibres spéciales réduites est

propre. Cela est encore q́uivalent à ce que le morphisme d’espaces adiques t(Y1) \
V (π) −→ t(Y2) \ V (π) soit partiellement propre. Par exemple, dans le lemme
précédent, si Z est localement fermé, sp−1(Z) est ouvert ssi ∂((X/̂Z)an/Xan) = ∅
ssi Z ↪→ Xred est propre c’est-à-dire une immersion fermée.

Proposition IV.9.13. Les ouverts distingués vérifient:

(i) Tout point de X possède une base de voisinages formée d’ouverts distingués.

(ii) Une union finie et une intersection finie d’ouverts distingués est un ouvert
distingué.

(iii) Les ouverts distingués sont cofinaux parmi les ouverts relativement compacts
de X.

(iv) Si U est un ouvert distingué et W est un domaine analytique compact conte-
nant U , alors W \ U est un domaine analytique compact. De plus, il existe
un modèle admissible W de W et un fermé Z ⊂ Wred tels que U = sp−1

W (Z).

(v) Si X est compact et X un modèle admissible de X, les ouverts distingués sont
exactement les tubes au-dessus des fermés dans un éclatement admissible de
X, c’est-à-dire “les tubes au-dessus d’un fermé dans un niveau fini de la tour
des éclatements de X”.

(vi) Si ∂(X/K) = ∅, les ouverts distingués sont exactement les sp−1
W (Z), où W

est un modèle admissible d’un domaine analytique compact Wan dans X et
Z est un fermé propre de Wred.

(vii) Si X est l’espace analytique associé à un espace adique Xad au sens de Huber,
les ouverts distingués sont les intérieurs des fermés constructibles quasicom-
pacts dans Xad.
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Démonstration. (i) Soit x ∈ X , W un domaine analytique compact dans X tel que
x ∈ W̊ et W un modèle admissible de W . D’après le lemme IV.9.10, il existe un
éclatement X̃ −→ X tel que sp−1

X̃
({spX̃(x)}) ⊂ W̊ .

(ii) L’assertion sur les intersections finies a déjà été expliquée. Maintenant, si (Ui)i

est un ensemble fini d’ouverts distingués avec Ui = Wi \W ′
i , on peut trouver un

domaine analytique compact W dans X , contenant tous les domaines compacts
Wi et W ′

i . Il existe alors un modèle admissible W de W , tel que chacun des Wi et
W ′

i soient les tubes au-dessus d’ouverts de W . Dès lors, on en déduit qu’il existe
des sous-schémas localement fermés Zi ⊂ Wred, pour tout i, tels que Ui soit le
tube au-dessus de Zi. D’après le lemme précédent, les Zi sont en fait fermés dans
W . Alors ∪iUi est le tube au-dessus du fermé ∪iZi et est donc un ouvert distingué
de X .

(iii) résulte de (i) et (ii).

(vi) Si W , Z sont comme dans l’énoncé, alors sp−1(Z) est un ouvert admissible de
Wan. De plus, sp−1(Z) est ouvert dans X , car ∂(sp−1(Z)/X) = ∅. Réciproque-
ment, un ouvert distingué dans X s’écrit comme sp−1

W (Z), oùWan est un domaine
compact dans X et Z est fermé dans W . Mais sp−1(Z) ouvert dans X implique
∂(s−1(Z)/X) = ∅. Couplé à ∂(X/K) = ∅, on en déduit que ∂(sp−1(Z)/K) = ∅ et
donc, d’après le lemme précédent, Z est propre.

(iv) La première assertion résulte de la seconde. Quant à la seconde, la preuve a
déjà été donnée au début de la preuve du point (vi).

(v) Tous les arguments ont déjà été donnés précédemment.

(vii) est laissé en exercice aux adeptes de la théorie des espaces adiques. �

IV.9.4 Les sites quasi-étales, quasi-étales compacts et étales

On note Xét le site étale de X , Xqét son site quasi-étale ([5]) et enfin Xqétc

le site quasi-étale compact qui est le “sous-site” de Xqét formé des morphismes
quasi-étales U −→ X , avec U compact.

Le site Xét est à Xqét, resp. Xqétc, ce qu’est le site des ouverts de X à la
G-topologie des domaines analytiques de X , resp. domaines analytiques compacts.

Il y a un morphisme de sites Xqét −→ Xét qui induit un morphisme de topos
([5] section 3)

(μ∗, μ∗) : X̃qét −→ X̃ét

Concrètement, si F est un faisceau sur Xét et f : W −→ X est quasi-étale, on a
Γ(W, μ∗F) = Γ(W, f∗F), où f∗ : X̃ét −→ W̃ét. Si G ∈ X̃qét et f : U −→ X est
étale, on a tout simplement Γ(U, μ∗G) = Γ(U,G). Le foncteur μ∗ est pleinement
fidèle et permet de voir X̃ét comme un “sous-topos” de X̃qét.

Il y a également un morphisme de sites Xqét −→ Xqétc, qui induit une
équivalence de topos

X̃qét
∼−−→ X̃qétc
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puisque dans un espace analytique tout point possède un voisinage formé d’un
domaine analytique compact. Plus précisément, si F est un faisceau sur Xqétc,
alors on lui associe le faisceau G sur Xqét tel que pour W −→ X quasi-étale

Γ(W,G) = lim
←−

C⊂W

Γ(C,F)

où C parcourt les domaines analytiques compacts dans W . L’autre sens de la
correspondance est évident puisque “Xqétc ⊂ Xqét”.

On en déduit un morphisme de topos

(ν∗, ν∗) : X̃qétc −→ X̃ét

Remarque IV.9.14. Si X est paracompact et Xrig est l’espace rigide associé à X
([4] section 1.6), alors X̃qét s’identifie au topos rig-étale de Xrig. Le foncteur μ∗

est pleinement fidèle d’image essentielle les faisceaux rig-étale surconvergents. De
même, si Xad désigne l’espace adique sur Spa(OK , K) associé à X ([19] section
8.3), alors X̃qét s’identifie au topos étale de Xad et X̃ét au topos étale partiellement
propre de Xad. Dans le cadre des espaces adiques, le morphisme de topos (μ∗, μ∗)
est alors celui noté θX dans le chapitre 8 de [19].

IV.9.5 Faisceaux équivariants lisses

On applique maintenant le formalisme de la section IV.8. Soit G un groupe topo-
logique possédant un sous-groupe ouvert profini et agissant continûment sur X ,
au sens de la section 6 de [5]. D’après le théorème 7.1 de [5], le site Xqétc satis-
fait aux hypothèses de la section IV.8. On note X̃qétc/G le topos des faisceaux
G-équivariants lisses sur Xqétc.

Définition IV.9.15 (Berkovich). On note X̃ét/G la catégorie des G-faisceaux sur
Xét tels que ν∗F soit lisse. On les appelle les G-faisceaux étales lisses. On note
X̃ét/Gdisc la catégorie analogue pour le groupe G, vu comme groupe discret, c’est-
à-dire la catégorie de tous les G-faisceaux sur Xét.

En d’autres termes, un G-faisceau étale F est lisse ssi ∀f : W −→ X quasi-
étale avec W compact et K un sous-groupe compact ouvert de G dont l’action se
relève à W , le K-ensemble Γ(W, f∗F) est lisse.

Remarquons maintenant que si U −→ X est étale et V ⊂ U est un ouvert
distingué, alors en restriction à un sous-groupe ouvert de G, l’action sur X se
relève à V . On vérifie, de plus, que le germe sur des sous-groupes ouverts suffisam-
ment petits d’un tel relèvement ne dépend pas du choix de domaines analytiques
compacts W1 et W2 dans U tels que V = W1 \ W2. Ainsi, si F est un faisceau
étale G-équivariant sur X et s ∈ F(U), on peut parler de lissité de la section s|V .
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Lemme IV.9.16. Soit F un faisceau étale G-équivariant sur X. Il est lisse ssi pour
tout ouvert étale U −→ X et toute section dans F(U), tout point de U possède un
voisinage distingué en restriction auquel cette section est lisse.

Démonstration. Un sens est clair: si ν∗F est lisse, alors F vérifie la seconde pro-
priété de l’énoncé.

Réciproquement, soit F vérifiant la seconde propriété de l’énoncé. Soit f :
W −→ X quasi-étale compact. Pour vérifier que f∗F(W ) est lisse il suffit de le faire
sur un recouvrement fini de W par des domaines affinöıdes pour la G-topologie.
On peut donc supposer, par définition des morphismes quasi-étales, que

W

f
��

� � �� U

�����
��
��

X

où U −→ X est étale et W un domaine compact dans U . Alors Γ(W, f∗F) =
lim
−→

V

F(V ), où V parcourt les voisinages ouverts de W dans U . Puisque tout

point de W possède un voisinage qui est un ouvert distingué dans U , on conclut
aisément, par compacité de W , que Γ(W, f∗F) est lisse. �
Lemme IV.9.17. Le foncteur ν∗ envoie les faisceaux lisses sur des faisceaux lisses.

Démonstration. Appliquons le lemme précédent. Soit F ∈ X̃qétc/G et U −→ X
étale. Notons encore F pour le faisceau associé sur Xqét. Si s ∈ F(U) et x ∈ U ,
soit V un voisinage distingué de x contenu dans le domaine analytique compact
W . Alors s|V = (s|W )|V et, s|W étant lisse, on en déduit que s|V l’est. �

Lemme IV.9.18. La catégorie Λ − X̃ét/G est abélienne et possède suffisamment
d’injectifs. Elle s’identifie à l’image essentielle par ν∗ de Λ− X̃qétc/G.

Démonstration. Le fait que la catégorie soit abélienne résulte de l’exactitude de ν∗

et de ce que Λ− X̃qétc/G est abélienne (corollaire IV.8.6). L’assertion concernant
l’image essentielle résulte de ce que l’adjonction Id −→ ν∗ν∗ est un isomorphisme
([5] corollaire 3.5). L’assertion concernant les injectifs résulte de ce que Λ−X̃qétc/G

possède suffisamment d’injectifs (lemme IV.8.7). Si F ∈ Λ−X̃qétc/G et u : ν∗F ↪→
I est un plongement de ν∗F dans un injectif, alors F ∼−−→ ν∗ν∗F −→ ν∗I est un
monomorphisme vers un objet injectif. �
Proposition IV.9.19. La catégorie X̃ét/G est un topos.

Démonstration. L’assertion concernant l’existence de limites projectives finies, de
limites inductives quelconques et de “bons” quotients par des relations d’équiva-
lence résulte du cas de X̃qétc/G, puisque ν∗ commute à ces opérations. Reste à
exhiber un petit système de générateurs. Pour cela, remarquons que les ouverts
étales distingués engendrent la topologie de Xét. Maintenant, si f : U −→ X est un
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morphisme étale distingué, c’est-à-dire il existe une factorisation U ↪→ W −→ X
avec W −→ X quasi-étale, W compact et W \U un domaine analytique compact,
alors, pour un sous-groupe compact-ouvert K suffisamment petit dans G, l’action
de K se prolonge à U . Si hU désigne le faisceau représenté par U sur Xét on peut
alors former comme dans la section IV.8.3.4 le faisceau induit

c-indX/G
U/KhU =

⊕
g∈Ω

g∗f!hU ∈ X̃ét/G

où f! désigne les images à support propre, au sens de [4], et Ω un ensemble de
représentants des éléments de K\G dans G (cf. section IV.9.9.2, où cela est fait
en détail). Il y a alors une formule de réciprocité de Frobenius, pour F ∈ X̃ét/G,

HomG(c-indX/G
U/KhU ,F) � F(U)K

D’après le lemme IV.9.16, ces faisceaux lisses forment alors un système de géné-
rateurs. �

Il y a également un foncteur de lissification adjoint à droite à l’inclusion de
X̃ét/G dans la catégorie de tous les G-faisceaux sur Xét. Il est défini, à partir du
foncteur de lissification sur X̃qétc/Gdisc (cf. section IV.8.3.3), par

F∞ = ν∗((ν∗F)∞)

En termes d’ouverts distingués, si U −→ X est étale, F∞(U) consiste en les
sections s ∈ F(U) telles que tout point de U possède un voisinage distingué V tel
que s|V soit lisse.

Remarque IV.9.20. Les limites projectives quelconques, non-finies, dans X̃ét/G se
calculent de la façon suivante: si (Fi)i∈I est un système projectif de G-faisceaux
étales lisses, alors sa limite projective est ( lim

←−
i∈I

Fi)∞, où la limite projective dans

l’expression précédente est prise dans la catégorie des faisceaux sur le site étale.

Au final, il y a un diagramme de topos

X̃qétc/Gdisc ν ��

(−)∞

��

X̃ét/Gdisc

(−)∞

��
X̃qétc/G

ν∞ �� X̃ét/G

où X̃qétc/Gdisc et X̃ét/Gdisc sont les topos équivariants sans condition de lissité,
le morphisme de topos ν∞ est donné par ν = (ν∗, ν∗) restreint à la catégorie des
faisceaux lisses, et (−)∞ est le morphisme de topos dont le foncteur image inverse
est l’inclusion des faisceaux équivariants lisses dans les faisceaux équivariants et
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le foncteur image directe est le foncteur de lissification. Tous les morphismes de
topos dans ce diagramme sont des “projections”, les foncteurs image inverse sont
pleinement fidèles et les foncteurs images directes essentiellement surjectifs.

Ce diagramme n’est pas “commutatif”, au sens où l’on a plutôt des relations
du type (−)∞ = ν∞∗ ◦ (−)∞ ◦ ν∗.

IV.9.6 Résolutions molles de Godement-Berkovich

Soit F ∈ X̃ét/G. Considérons le morphisme G-équivariant d’espaces analytiques
au-dessus de K

i :
∐
x∈X

M(K(x)) −→ X

Si ∀x ∈ X, x :M
(
K̂(x)alg

)
−→ X est un point géométrique au-dessus de x, alors

i∗F correspond à la collection de Λ[Gal(K(x)alg |K(x))]-modules lisses (x∗F)x∈X .
Notons ix : M(K(x)) −→ X . Choisissons pour tout x ∈ X un plongement

i∗xF ↪→Mx, où Mx est un faisceau flasque surM(K(x))ét. On prendra par exemple
pour Mx le module Galoisien IndGal(K(x)alg|K(x))

{1} x∗F (induite lisse). Notons M le
faisceau (Mx)x∈X sur

(∐
x∈X M(K(x))

)
ét

. Il y a un plongement i∗F ↪→ M, qui
induit par réciprocité de Frobenius un plongement de G-faisceaux

i∗F ↪→ IndM

où IndM est le G-faisceau induite “brutale”
∏

g∈G g∗M = (
∏

g∈G g∗Mg.x)x∈X

avec g : M(K(x)) ∼−−→M(K(g.x)) (cf. section IV.8.3.2). Il y a alors un plongement
G-équivariant

F ↪→ i∗i
∗F ↪→ i∗IndM = Ind i∗M

Notons alors
C0(F) = (i∗IndM)∞

Par la propriété d’adjonction du foncteur de lissification, il y a un plongement
équivariant F ↪→ C0(F). Cela permet de construire par récurrence une résolution
dans Λ − X̃ét/G, F −→ C•(F), en posant Ci+1(F) = C0(coker(Ci−1(F) −→
Ci(F))).

Lemme IV.9.21. La résolution précédente est formée de faisceaux mous.

Démonstration. On vérifie que

(i∗IndM)∞ = lim
−→
K

∏
g∈ΩK

g∗M = lim
−→
K

∏
g∈ΩK
x∈X

ix∗(g∗Mg−1.x)

où la limite inductive est prise dans la catégorie des faisceaux (et non des préfai-
sceaux), K parcourt les sous-groupes compacts ouverts de G et ΩK est un ensemble
de représentants de G/K dans G. D’après le lemme IV.9.1, il suffit donc de montrer
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que si I est un ensemble et pour tout x, Mx un faisceau flasque sur M(K(x))ét,
alors

(∏
x∈X ix∗Mx

)I est mou.

Si f : U −→ X est étale avec |U | paracompact et πU : X̃ét −→ |U | ˜ , alors

πU∗(
∏
x∈X

ix∗Mx)I =
( ∏

y∈U

κy∗Γ(M(K(y)), Mf(y))
)I

où κy : {y} ↪→ |U |. Ce faisceau est mou.
Soit maintenant y ∈ X et L|K(y) une extension séparable finie. Notons iy,L :

M(L) −→ X . Soit G = (
∏

x∈X ix∗Mx)I . On veut montrer que i∗y,LG est acyclique.
La difficulté vient de ce que la cohomologie d’un produit de faisceau n’est pas en
général le produit des cohomologies. C’est cependant le cas pour la cohomologie
de Cech. Soit L′|L un extension galoisienne de degré fini. Notons C la catégorie
cofiltrante des diagrammes

U ′

��
M(L′)

��

���������
U

��
M(L)

iy,L ��

���������
X

avec U −→ X étale et U ′|U étale fini galoisien de groupe Gal(L′|L). Alors, pour
tout faisceau G sur Xét et q ≥ 0, on a

Ȟq(L′|L, i∗y,LG) = lim
−→
C

Ȟq(U ′|U,G)

Or, pour un élément de C,

Ȟq
(
U ′|U, (

∏
x∈X

ix∗Mx)I
)

=
∏
x∈X

Ȟq(U ′|U, ix∗Mx)I

Or, pour x ∈ X ,

Ȟq(U ′|U, ix∗Mx) = Ȟq
(
(U ′ ×X M(K(x)))|(U ×X M(K(x))), Mx)

mais, U ′ ×X M(K(x))|U ×X M(K(x)) est soit vide soit galoisien. Le faisceau Mx

étant flasque, il est acyclique pour tous les ouverts deM(K(x))ét et donc ce groupe
de cohomologie de Chech est nul. �

Puisque tout faisceau facteur direct d’un faisceau mou est mou on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire IV.9.22. Pour tout objet injectif de Λ− X̃ét/G, le faisceau sous-jacent
est mou.

Remarque IV.9.23. On aurait également pu obtenir le corollaire précédent en
remarquant que pour F injectif l’induite lisse

(
IndF)∞ = lim

−→
K

∏
g∈ΩK

g∗F est

molle comme limite inductive de faisceaux injectifs, donc mous.
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IV.9.7 Le complexe de cohomologie à support
compact équivariant lisse

Lemme IV.9.24. Soit F ∈ Λ− X̃ét/G. Alors, Γc(X,F) est un G-module lisse.

Démonstration. Soit s ∈ Γc(X,F). Tout point de supp(s) possède un voisinage
distingué en restriction auquel s est lisse. Par compacité de supp(s), on conclut.

�

Définition IV.9.25. Notons Λ[G]−Mod∞ la catégorie des G-modules lisses à co-
efficients dans Λ et D+(Λ[G]∞) la catégorie dérivée associée. On note

Γc(X/G,−) : Λ− X̃ét/G −→ Λ[G]−Mod∞

F �−→ Γc(X,F)

et RΓc(X/G,−) : D+(X̃ét/G, Λ)) −→ D+(Λ[G]∞) son foncteur dérivé.

Théorème IV.9.26. Le diagramme suivant est commutatif

D+(X̃ét/G, Λ)
RΓc(X/G,−) ��

��

D+(Λ[G]∞)

��
D+(X̃ét, Λ)

RΓc(X,−) �� D+(Λ)

où les flèches verticales sont celles d’oubli de l’action de G.

Démonstration. Considérons le foncteur composé

Λ− X̃ét/G −→ Λ− X̃ét
Γc(X,−)−−−−−−→ Λ−Mod

Le premier foncteur est exact. D’après la section précédente, en particulier le
lemme IV.9.21, tout objet de Λ − X̃ét/G possède une résolution formée d’objets
acycliques pour le second foncteur. Le théorème découle donc de la formule de
composition des foncteurs dérivés. �

IV.9.8 Le complexe de cohomologie équivariant lisse à support
dans un domaine analytique compact

Soit W ⊂ X un domaine analytique compact dans X et K un sous-groupe compact
ouvert de G stabilisant W .

Proposition IV.9.27. Soit F ∈ Λ−X̃ét/K un objet injectif. Le faisceau sous-jacent
est alors ΓW (X,−)-acyclique.
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Démonstration. Soit U un ouvert distingué de X contenant W . Quitte à remplacer
U par un nombre fini de ses itérés sous K, on peut le supposer K-invariant. Il y
a un isomorphisme

lim
−→
V

Γ(V,F) ∼−−→ Γ(W,F)

où V parcourt les ouverts distingués dans X contenant W et contenus dans U
(utiliser que les ouverts distingués forment une base de voisinages de tout point
et sont stables par union finie). Quitte à remplacer un tel V par une intersection
finie de ses itérés sous K, on peut de plus supposer, dans la limite précédente, que
les V sont stables sous K. Notons V l’ensemble des V satisfaisant aux conditions
précédentes. Alors

lim
−→
V ∈V

K′⊂K

Γ(V,F)K′ ∼−−→ Γ(W,F)

est une bijection. Maintenant, pour un tel K ′ ⊂ K compact ouvert et V ∈ V , il y
a un monomorphisme dans Λ− X̃ét/K (cf. section IV.9.9.2 qui suit)

c− indX/K
V/K′Λ ↪→ c− indX/K

U/K′Λ

et, par application de Hom(−,F), on trouve que l’application F(V )K′ −→ F(U)K′

est surjective. Donc l’application Γ(U,F) −→ Γ(X,F) est surjective. Utilisant la
suite exacte longue

· · · −→ Hq
W (U,F) −→ Hq(U,F) −→ Hq(W,F) −→ · · ·

on conclut, car si q > 0, F étant mou et U paracompact, Hq(U,F) = 0 et de plus
Hq(W,F) = 0. �

Le foncteur ΓW (X,−) envoie les K-faisceaux lisses sur des ensembles lisses.
Il définit donc un foncteur

ΓW (X/K,−) : Λ− X̃ét/K −→ Λ[K]−Mod∞

et d’après la proposition précédente on obtient:

Théorème IV.9.28. Le diagramme suivant est commutatif

D+(X̃ét/K, Λ)
RΓW (X/K,−) ��

��

D+(Λ[K]∞)

��
D+(X̃ét, Λ)

RΓW (X,−) �� D+(Λ)
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IV.9.9 Les opérations d’induction/restriction pour
les faisceaux équivariants lisses

IV.9.9.1 Induction/restriction de l’action à un sous-groupe ouvert. Soit K un
sous-groupe compact ouvert de G. Il y a alors un triplet de foncteurs adjoints

X̃ét/K

c−ind
X/G

X/K ��

Ind
X/G

X/K

�� X̃ét/GRes
X/G

X/K
��

où

• ResX/G
X/K est la restriction de l’action de G à K (l’identité au niveau des

faisceaux)

• c− indX/G
X/KF =

⊕
g∈Ω

g∗F l’induite à support compact, où Ω désigne un en-

semble de représentants des éléments de K\G dans G et l’action de G est
l’action usuelle par permutations

• IndX/G
X/KF =

( ∏
g∈Ω

g∗F
)∞ l’induite lisse, le lissifié de l’induite brutale.

En particulier, on retiendra que ResX/G
X/K et IndX/G

X/K envoient injectifs sur
injectifs. La remarque qui suit sera importante dans la suite.

Remarque IV.9.29. Soit F ∈ X̃ét/K. Supposons que pour tout compact C de X ,
{g ∈ G/K | g.supp(F) ∩ supp(F) �= ∅} soit fini. Alors c− indX/G

X/KF = IndX/G
X/KF .

IV.9.9.2 Induction compacte/restriction relativement à un ouvert étale distingué.
Soit f : U −→ X un ouvert étale distingué. Cela signifie qu’il existe un diagramme

U

f

��

� � �� W
g

++,,
,,
,,
,,

X

où U est un ouvert distingué dans W , W compact et g quasi-étale. Soit K un sous-
groupe ouvert dans G tel que l’action de K sur X se relève à U (il existe toujours un
tel K, de plus deux relèvements cöıncident sur un sous-groupe ouvert). Il y a alors
un foncteur naturel f! : Ũét/Kdisc −→ X̃ét/Kdisc, car si F est K-équivariant sur U ,
l’image directe à support propre f!F est naturellement un faisceau K-équivariant.

Lemme IV.9.30. Le foncteur f! envoie Ũét/K sur X̃ét/K, i.e., conserve la lissité.
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Démonstration. Soit ϕ : W −→ X quasi-étale compact. Notons

V
h ��

ψ

��

W

ϕ

��
Y

f �� X

le produit cartésien. Alors, puisque W est compact

Γ(W, ϕ∗f!F) = Γ(W, h!ψ
∗F) = Γc(V, ψ∗F)

Le morphisme ψ est quasi-étale et toute section dans Γc(V, ψ∗F) provient, par
restriction, d’une section de ψ∗F sur un domaine compact dans V . �

Cela définit donc un foncteur f∞! : Ũét/K −→ X̃ét/K. Étant donné que f!

envoie les faisceaux mous sur des faisceaux mous on a

RΓc(X/K,−) ◦Rf∞! = RΓc(U/K,−)

Le foncteur f∗ conserve clairement les faisceaux lisses, notons f∗
∞ le foncteur

équivariant associé. Il y a alors un couple de foncteurs adjoints

Ũét/K
f∞! ��

X̃ét/K
f∗
∞

��

Cela définit un couple de foncteurs adjoints

Ũét/K

c−ind
X/G

U/K ��
X̃ét/G

Res
X/G

U/K

��

où
ResX/G

U/K = f∗
∞ ◦ ResX/G

X/K et c− indX/G
U/K = c− indX/G

X/K ◦ f∞!

Il y a alors un diagramme commutatif

D+(Ũét/K, Λ)
c−ind

X/G

U/K ��

RΓc(U/K,−)

��

D+(X̃ét/G, Λ)

RΓc(X/G,−)

��
D+(Λ[K]∞)

c−indG
K �� D+(Λ[G]∞)

Si F ∈ X̃ét/G, alors

c− indG/X
U/K ResG/X

U/KF =
⊕

α∈K\G

fα!F|Uα

où, si α = ḡ, Uα = g−1(U)
fα−−→ X .
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IV.9.9.3 Induction lisse/restriction à partir d’un ouvert distingué. Soit f : U −→
X un ouvert étale distingué. Soit K un sous-groupe compact ouvert muni d’un
relèvement de son action à U . Le foncteur f∗ induit naturellement un foncteur
f∗ : Ũét/Kdisc −→ X̃ét/Kdisc. Néanmoins il n’y a aucune raison pour qu’en général
f∗ transforme des faisceaux lisses en des faisceaux lisses (même si f est l’inclusion
d’un ouvert distingué de X).

Notons f∞∗ = (−)∞ ◦ f∗ et f∗
∞ = f∗, qui induisent un couple de foncteurs

adjoints

Ũét/K
f∞∗ ��

X̃ét/K
f∗
∞

��

Composant ce couple de foncteurs adjoints avec les induites lisses/restriction on
obtient un couple adjoint

Ũét/K

Ind
X/G

U/K ��
X̃ét/G

Res
X/G

U/K

��

où

ResX/G
U/K = f∗∞ ◦ ResX/G

X/K

n’est rien d’autre au niveau des faisceaux que f∗, et

IndX/G
U/K = IndX/G

X/K ◦ f∞∗ = (−)∞ ◦ IndX/Gdisc

X/Kdisc ◦ fdisc∗

Supposons maintenant que pour tout compact C dans X , l’ensemble {g ∈
G/K | g.U ∩C �= ∅} soit fini. Le produit infini définissant IndX/Gdisc

X/Kdisc est alors une
somme directe et donc

IndX/G
U/K = c− indX/G

X/K ◦ f∞∗

De plus, U −→ X étant distingué, l’image dans X de U est relativement com-
pacte. Cela implique que Γc(X/K,−) ◦ (−)∞ ◦ f∗ = (−)∞ ◦ Γ(U,−), comme
foncteurs de Ũét/K vers les K-ensembles lisses. En effet, si F ∈ Ũét/K, alors
Γc(X, (f∗F)∞) est un K-module lisse, d’après le lemme IV.9.24. C’est un sous-
module de Γc(X, f∗F) = Γ(U,F), donc de Γ(U,F)∞. Réciproquement, toute sec-
tion de Γ(U,F)∞ est clairement une section de Γ(X, (f∗F)∞). De cela on déduit

Γc(X/G,−) ◦ IndX/G
U/K = c− IndG

K ◦ Γ(U,−)∞

Par la propriété d’adjonction précédente, IndX/G
U/K transforme injectifs en injectifs.
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Il y a donc un diagramme commutatif

D+(Ũét/K, Λ)
Ind

X/G

U/K ��

R
(
Γ(U/K,−)∞

)
��

D+(X̃ét/G, Λ)

RΓc(X/G,−)

��
D+(Λ[K]∞)

c−indG
K �� D+(Λ[G]∞)

(on prendra garde que le foncteur de lissification (−)∞ n’est pas exact).

Au final, pour f : U −→ X distingué, on a un triplet de foncteurs adjoints

Ũét/K

c−ind
X/G

U/K ��

Ind
X/G

U/K

�� X̃ét/GRes
X/G

U/K
��

analogue du triplet (f!, f
∗, f∗).

IV.9.9.4 Induction lisse/restriction à partir d’un ouvert quasi-étale compact.
Soit f : W −→ X un morphisme quasi-étale avec W compact et K un sous-groupe
compact ouvert muni d’un relèvement de son action à W . On vérifie que les fonc-
teurs f∗ et f∗ conservent la lissité. Cela permet de définir comme précédemment
un couple de foncteurs adjoints

W̃ét/K

Ind
X/G

U/K ��
X̃ét/G

Res
X/G

U/K

��

où, au niveau des faisceaux, la restriction n’est rien d’autre que f∗ et IndX/G
W/K F =(∏

g∈Ω g∗f∗F
)∞, avec Ω un ensemble de représentants dans G de K\G. Lorsque

tout compact de X ne rencontre qu’un nombre fini de g.Im(f), g ∈ G/K, le produit
précédent est une somme directe et est déjà lisse

IndX/G
W/KF =

⊕
g∈Ω

g∗f∗F

Le foncteur IndX/G
W/K envoyant injectifs, sur injectifs il y a alors un diagramme

commutatif

D+(W̃ét/K, Λ)
Ind

X/G

U/K ��

RΓ(W/K,−)

��

D+(X̃ét/G, Λ)

RΓc(X/G,−)

��
D+(Λ[K]∞)

c−indG
K �� D+(Λ[G]∞)

On remarquera que si f est l’inclusion d’un domaine analytique compact et F ∈
Λ− W̃ét/K est mou, alors IndX/G

W/KF l’est encore.
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IV.9.9.5 Induction compacte/restriction à support pour un domaine analytique
compact. Soit i : W ↪→ X l’inclusion d’un domaine analytique compact et K un
sous-groupe compact ouvert stabilisant W . Le foncteur i! est un sous-foncteur de
i∗ et conserve donc la mollesse. Il y a alors un couple de foncteurs adjoints

W̃ét/K

c−ind
X/G

W/K ��
X̃ét/G

Res
!X/G

U/K

��

où, au niveau des faisceaux, Res!X/G
W/K F = i!F et c− indX/G

W/KF =
⊕

g∈Ω g∗i∗F . Le

foncteur Res!X/G
W/K envoie les injectifs de Λ− X̃ét/G sur des injectifs de Λ− W̃ét/K.

Supposons, de plus, que pour tout compact C de |X |, {g ∈ G/K | g.W ∩ C �= ∅}
soit fini. Alors, c− indX/G

W/K = IndX/G
W/K .

Dans ce cas-là on a donc un triplet de foncteurs adjoints

W̃ét/K Ind
X/G

W/K
�� X̃ét/G

Res
X/G

W/K��

Res
!X/G

W/K

��

analogue du triplet (i∗, i∗, i!).

IV.9.10 Les quatre résolutions/suites spectrales permettant de cal-
culer la cohomologie à support compact équivariante lisse

Le théorème suivant fait suite au théorème IV.9.2. On utilise les résultats et no-
tations de la section précédente.

Théorème IV.9.31. Soit F un G-faisceau lisse de Λ-modules sur Xét.

• Soit U un ouvert distingué de G tel que G.U = X et K un sous-groupe
compact ouvert stabilisant U . Il y a alors une résolution fonctorielle en F
dans Λ− X̃ét/G, C•(F) −→ F , où

Cp(F) =
⊕

α∈G\(G/K)−p+1

c− IndX/G
Uα/Kα

ResX/G
Uα/Kα

F

où, si α = [(ḡ1, . . . , ḡ−p+1)], Kα =
⋂
i

giKg−1
i et Uα =

⋂
i

gi.U . Si le faisceau

sous-jacent à F est mou, il s’agit alors d’une résolution molle de F . Si F −→
I� est une résolution molle de F dans Λ− X̃ét/G, d > cdΛ(K) + 2 dimX �=
+∞, il y a alors un isomorphisme dans D+(Λ[G]∞)

RΓc(X/G,F) ∼−−→ Tot
⊕

α∈G\(G/K)−•+1

c− indG
Kα

Γc(Uα/Kα, τ≤dI�)
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et une suite spectrale de G-modules lisses associée

Epq
1 =

⊕
α∈G\(G/K)−p+1

c− indG
Kα

Hq
c (Uα,F) =⇒ Hp+q

c (X,F)

• Supposons, de plus, que G agisse de façon propre sur X, au sens où pour
tout compact C de X, {g ∈ G | g.C ∩ C �= ∅} est compact. Il y a alors une
résolution fonctorielle en F dans Λ− X̃ét/G, F −→ C•(F), où

Cp(F) =
⊕

α∈G\(G/K)p+1

IndX/G
Uα/Kα

ResX/G
Uα/Kα

F

Si F est injectif dans Λ − X̃ét/G, alors cette résolution est formée d’objets
injectifs dans Λ − X̃ét/G. Si F −→ I� est une résolution injective dans
Λ − X̃ét/G, il y a alors un isomorphisme

RΓc((X/G)∞,F) ∼−−→ Tot
⊕

α∈G\(G/K)•+1

c− indG
Kα

Γ(Uα/Kdisc
α , I�)∞

• Soit W un domaine analytique compact tel que G.W = X. Supposons de plus
que G agisse de façon propre sur X. Il y a alors une résolution fonctorielle
en F dans Λ− X̃ét/G, F −→ C•(F), où

Cp(F) =
⊕

α∈G\(G/K)p+1

IndX/G
Wα/Kα

ResX/G
Wα/Kα

F

Si F est mou il s’agit alors d’une résolution molle. Il y a alors pour F −→ I�

une résolution dans Λ− X̃ét/G formée de faisceaux mous, un isomorphisme

RΓc(X/G,F) ∼−−→ Tot
⊕

α∈G\(G/K)•+1

c− indG
Kα

Γ(Wα/Kα, I�)

et une suite spectrale de G-modules lisses

Epq
1 =

⊕
α∈G\(G/K)p+1

c− indG
Kα

Hq(Wα,F) =⇒ Hp+q
c (X,F)

• Sous les hypothèses précédentes, il y a alors une résolution fonctorielle en F
dans Λ− X̃ét/G, C•(F) −→ F , où

Cp(F) =
⊕

α∈G\(G/K)−p+1

c− indX/G
Wα/Kα

Res!X/G
Wα/Kα

F

Si F est injectif, il s’agit alors d’une résolution injective. Si F −→ I� est
une résolution injective dans Λ− X̃ét/G, d > cdΛ(K) + 2 dimX �= ∞, alors

RΓc(X/G,F) ∼−−→ Tot
⊕

α∈G\(G/K)−•+1

c− indG
Kα

ΓW (α)(X/Kα, τ≤dI�)



IV.10. Cohomologie . . . des espaces rigides généralisés 295

et il y a une suite spectrale équivariante de G-modules lisses

Epq
1 =

⊕
α∈G\(G/K)−p+1

c− indG
Kα

Hq
Wα

(X,F) =⇒ Hp+q
c (X,F)

Démonstration. Prenons le cas de la première suite spectrale. Le couple de fonc-
teurs adjoints

Λ− Ũét/K

c−ind
X/G

U/K ��
Λ− X̃ét/G

Res
X/G

U/K

��

permet de construire le complexe C•(F), en posant Cp(F) =
(
c− indX/G

U/K ◦
ResX/G

U/K

)◦(−p+1). On calcule aisément cette composition et trouve le résultat an-

noncé. Ce complexe est une résolution, car après application de ResX/G
U/K , il est

homotope à zéro, et l’hypothèse G.U = X implique que c’est donc une résolution.
Tout le reste s’ensuit.

Les autres cas se démontrent de la même façon en utilisant également les di-
verses propriétés d’acyclicité des résolutions et leur comportement vis-à-vis des
diverses inductions/restrictions. La seule chose à vérifier est, pour la seconde
résolution faisceautique, la formule annoncée pour la composition p+1-fois du fonc-
teur IndX/G

U/K ◦ResX/G
U/K . Cela se ramène à vérifier que si j1 : U1 ↪→ X , j2 : U2 ↪→ X

sont les inclusions de deux ouverts distingués et si k : U1 ∩ U2 ↪→ X , alors(
j2∗j

∗
2 (j1∗F)∞

)∞ =
(
k∗(F|U1∩U2)

)∞
ce qui se fait aisément en construisant deux applications inverses l’une de l’autre
grâce aux diverses propriétés d’adjonction. �

Le lecteur aura remarqué que dans le deuxième point on ne donne pas la
suite spectrale associée. Cela vient de ce que le foncteur (−)∞ n’est pas exact.

IV.10 Cohomologie à support compact équivariante-

lisse des espaces rigides généralisés

Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion. On supposera, outre X quasi-
séparé, que X possède un recouvrement localement fini par des ouverts quasicom-
pacts. Supposons-le muni d’une action continue d’un groupe topologique G. La
condition de continuité signifie que pour tout ouvert quasicompact U de X, tout
entier n et tout f ∈ Γ(U,OX ⊗OK/πnOK), il existe un sous-groupe ouvert de G
stabilisant U et laissant la section f invariante: ∀k ∈ K, k∗f = f .

Remarque IV.10.1. Une définition näıve de la notion d’action continue consis-
terait à dire que pour tout U quasicompact et tout n, il existe un sous-groupe



296 Chapitre IV. Comparaison de la cohomologie des deux tours

compact ouvert K agissant trivialement sur U ⊗ OK/πnOK , c’est-à-dire G agit
continûment pour “la topologie forte”, alors que la définition qu’on a donnée est au
sens “faible”. Cependant avec cette définition, le groupe topologique Gal(Fp|Fp)
n’agirait pas continûment sur Spec(Fp). Par exemple, si X est un espace rigide
sur Qp, Gal(Qp|Qp) n’agirait pas continûment sur X⊗̂Cp. Plus généralement, si
G est un groupe profini et (XK)K⊂G est une “tour” de schémas formels π-adiques
munie d’une action de G, G n’agirait pas continûment sur lim

←−
K

XK en général.

Commençons par vérifier que le site XE−rig-ét satisfait aux différentes hy-
pothèses de la section IV.8. Tout d’abord, d’après le corollaire IV.6.10, tout objet
de ce site est quasicompact.

Proposition IV.10.2. Le site XE−rig-ét satisfait à l’hypothèse de continuité de la
section IV.8.1.

Démonstration. Soit Y −→ X un morphisme de type (E). Ce morphisme se facto-
risant par un ouvert quasicompact, ouvert stabilisé par un sous-groupe ouvert de
G, on peut supposer X quasicompact.

Supposons d’abord X affine. Écrivons X = lim
←−
i∈I

Xi, où les Xi sont admissibles

affines et OXi ⊂ OX. D’après le théorème IV.5.8, il existe i0 ∈ I ainsi que Y′ −→
Xi0 de type (E) et un isomorphisme

Y � Y′ ×Xi0
X

On applique le théorème de rigidité, la proposition IV.5.6. Soit N un entier associé
à Y −→ X, comme dans cette proposition. Par hypothèse, Xi0 étant topologique-
ment de type fini sur Spf(OK), il existe un sous-groupe ouvert K dans G tel que
∀k ∈ K, le diagramme

X⊗OK/πNOK
k ��

q

��

X⊗OK/πNOK

q

��
Xi0 ⊗OK/πNOK

Id �� Xi0 ⊗OK/πNOK

commute. Alors k−1(Y) = k−1(q−1(Y′)) et donc k−1(Y)⊗OK/πNOK = q−1(Y′⊗
OK/πNOK) = Y⊗OK/πNOK , comme X-schémas. D’après la proposition IV.5.6,
on en déduit qu’il existe un prolongement (βk)k∈K de l’action de K à Y

Y
βk ��

��

Y

��
X

k �� X

Nous avons besoin de caractériser ce prolongement de manière unique afin de le
rendre “canonique”. Pour cela, soit (V ′

α)α un recouvrement affine fini de Y′ et
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∀α, (fαβ)β , fαβ ∈ Γ(V ′
α,OY′), un système fini de générateurs topologiques de

la Γ(Xi0 ,OXi0
)-algèbre topologiquement de type fini Γ(V ′

α,OY′). Soit (Vα)α =
(V ′

α)α×Y′ Y et ∀α, β, fαβ ⊗ 1 ∈ Γ(Vα,OY), les sections obtenues par changement
de base, sections qui engendrent topologiquement la Γ(X,OX)-algèbre Γ(Vα,OY).
Alors, d’après l’assertion d’injectivité dans la proposition IV.5.6, (βk)k∈K est
l’unique relèvement de l’action de K à Y tel que

∀α, β, ∀k ∈ K, β∗
k(fαβ ⊗ 1) ≡ fαβ ⊗ 1 mod πN

Maintenant, soit (Wγ)γ un autre recouvrement affine fini de Y et ∀γ, (gγδ)δ,
gγδ ∈ Γ(Wγ ,OY), un système de générateurs topologiques de Γ(Wγ ,OY), comme
Γ(X,OX)-algèbre. On vérifie aisément qu’il existe un sous-groupe ouvert K ′ ⊂ K
tel que

∀γ, δ, ∀k ∈ K ′, β∗
kgγδ ≡ gγδ mod πN

A partir de cette constatation, le cas X général se déduit du cas affine par
recollement, en utilisant cette dernière assertion (et toujours quitte à se restreindre
à des sous-groupes ouverts plus petits). Plus précisément, si l’entier N est associé
à Y −→ X, comme dans la proposition IV.5.6, soient X =

⋃
α Uα, resp. Y =⋃

α,β Vαβ , deux recouvrements affines finis de X, resp. Y, tels que Vαβ −→ Uα.
Soit ∀α, β, (fαβγ)γ , fαβγ ∈ Γ(Vαβ ,OY), un système de générateurs topologiques
de la Γ(Uα,OX)-algèbre Γ(Vαβ ,OY). On montre alors qu’il existe un sous-groupe
ouvert K ⊂ G tel qu’il existe un unique relèvement (βk)k∈K de l’action de K sur
X à Y vérifiant

∀α, β, γ, ∀k ∈ K, β∗
kfαβγ ≡ fαβγ mod πN

Le fait que cette action relevée est “canonique” au sens de la section IV.8.1 se
déduit par une nouvelle application de l’assertion d’injectivité dans la proposition
IV.5.6. �

Proposition IV.10.3. Le site XE−rig-ét satisfait à l’hypothèse de la section IV.8.5.3.
Étant donnée une famille finie (Vi −→ Y)i∈I de morphismes dans la catégorie EX

des morphismes de type (E) au-dessus de X, si I = {i1, . . . , in} et

Z = (Vi1 ×Y · · · ×Y Vin)adh

désigne le produit fibré de cette famille au-dessus de Y, il existe une famille finie
(Uα −→ Z)α de morphismes au-dessus de X, où ∀α, Uα −→ X est de type (E) et
que ∀F ∈ XẼ−rig-ét, l’application

HomXÊ−rig-ét
(hVrig

i1
×h

Yrig · · · ×h
Yrig hVrig

in

,F) −→
∏
α

F(Uα)

soit injective.
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Démonstration. Le morphisme Y −→ X se factorisant par un ouvert quasicompact,
on peut supposer X quasicompact, ce que nous ferons.

Supposons le résultat démontré lorsque X est affine. Soit X =
⋃

kWk un re-
couvrement affine. Appliquant le résultat dans le cas affine, on en déduit l’existence
de familles ∀k, (Uα −→ Z×X Wk)α∈Ak

, vérifiant les hypothèses voulues lorsqu’on
tire la situation en arrière à l’ouvert Wk. On vérifie qu’alors (Uα −→ Z)k,α∈Ak

vérifie bien les conclusions de l’énoncé.
Soit donc maintenant X affine. Écrivons X = lim

←−
j∈J

Xj, où ∀j, Xj est ad-

missible affine. D’après le théorème IV.5.8, il existe j0 ∈ J ainsi qu’une famille
(V ′

i −→ Y′)i∈I dans EXj0
induisant la famille (Vi −→ Y)i∈I en niveau infini[

(V ′
i −→ Y′)i∈I ×Xj0

X
]adh � (Vi −→ Y)i∈I

Le produit fibré Z′ = (V ′
i1 ×Y′ · · · ×Y′ V ′

ip
)adh est un Xj0 -schéma formel rig-étale.

D’après le théorème IV.5.5, il existe un Xj0-morphisme W −→ Z′ tel que W −→
Xj0 soit de type (E) et Wrig −→ Z′rig soit un morphisme couvrant.
Alors (W×Xj0

X)adh −→ Z satisfait aux hypothèses, puisque ∀j ≥ j0, le morphisme
(W×Xj0

Xj)rig −→ (Z′×Xj0
Xj)rig est couvrant et XẼ−rig-ét � lim

←−
j≥j0

(Xj)r̃ig-ét. �

Définition IV.10.4. On note XẼ−rig-ét/G le topos des G-faisceaux lisses sur le site
X̃E−rig-ét.

Soit maintenant le foncteur

Γ!(Xrig/G,−) : Λ− XẼ−rig-ét/G −→ Λ[G]−Mod∞

F �−→ Γ!(Xrig,F)

qui est bien à valeurs dans les Λ[G]-modules lisses, puisque si (Wi)i∈I est un
recouvrement localement fini par des ouverts quasicompacts, alors

Γ!(Xrig,F) ↪→
⊕
i∈I

Γ(Wi,F)

Considérons le foncteur dérivé RΓ!(Xrig,−) à valeurs dans D+(Λ[G]∞). On veut
maintenant obtenir l’analogue du théorème IV.9.26.

Lemme IV.10.5. Soit F ∈ Λ− XẼ−rig-ét/G un objet injectif. Il est alors acyclique
pour le foncteur des cycles proches sp∗.

Démonstration. Le faisceau Rqsp∗F est le faisceau associé au préfaisceau qui à
U, un ouvert quasicompact de X, associe Hq(UE−rig-ét,F). C’est donc une consé-
quence du théorème IV.8.17. �

Considérons maintenant le site des ouverts Zariski quasicompacts |X|qc =
|Xred|qc. Il satisfait à toutes les hypothèses de la section IV.8.1, puisque tout
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ouvert quasicompact de X est stabilisé par un sous-groupe ouvert. Le foncteur des
cycles proches est compatible à l’action de G. On a ainsi un couple de foncteurs
adjoints

XẼ−rig-ét/G
sp∗ �� |̃X|qc/G
sp∗

��

Proposition IV.10.6. Tout objet injectif de Λ− |̃X|qc/G est Γ!(Xred,−)-acyclique.

Démonstration. Il suffit de montrer que tout F ∈ Λ − |̃X|qc/G se plonge dans un
objet Γ!(|X|,−)-acyclique. Soit X = Xred et pour x ∈ X, ix : {x} ↪→ |X |. Il y a
alors un plongement dans Λ− |̃X|qc/G

F ↪→
(
Ind

( ∏
x∈X

ix∗i
∗
xF

))∞

où Ind désigne l’induite brutale (section IV.8.3.2). Notons G =
∏

x∈X ix∗i∗xF , un
faisceau flasque. Alors, (

IndG
)∞ = lim

−→
K

∏
G/K

G

comme faisceau. Si U est un ouvert quasicompact de X , alors

Γ(U, lim
−→
K

∏
G/K

G) = lim
−→
K

∏
G/K

Γ(U,G)

Soit, plus généralement, F = lim
−→

i

Fi une limite inductive filtrante de faisceaux

flasques sur |X |. Montrons que F est Γ!(X,−)-acyclique (mais il n’y a pas de
raison pour qu’il soit flasque). Remarquons que si V ⊂ U sont deux ouverts qua-
sicompacts de X , alors Γ(U,F) −→ Γ(V,F) est surjectif. De plus, pour tout
recouvrement fini par des ouverts quasicompacts d’un ouvert quasicompact de X ,
les groupes de cohomologie de Cech de F sur un tel recouvrement sont les limites
inductives des groupes de cohomologie de Chech des Fi sur ce recouvrement. De
cela on déduit que F est acyclique sur tout ouvert quasicompact de X . Ces deux
propriétés suffisent pour vérifier la Γ!(X,−)-acyclicité. En effet, on a

Hq
! (X,F) = lim

−→
Z

Hq
Z(X,F)

où Z parcourt l’ensemble des fermés quasicompacts de X . Utilisant le fait que X
est quasi-séparé et union localement finie d’ouverts quasicompacts, on vérifie que
les fermés quasicompacts constructibles dans X sont cofinaux parmi les fermés
quasicompacts. Par fermé quasicompact constructible, on entend les fermés Z de
X contenus dans un ouvert quasicompact U de X tel que U \Z soit quasicompact.
Maintenant, si Z est un tel fermé de X contenu dans U et tel que U \ Z soit
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quasicompact, Hq
Z(X,F) = Hq

Z(U,F), et il suffit de montrer que si H est un
faisceau sur U acyclique sur tout ouvert quasicompact et tel que pour tout couple
d’ouverts quasicompacts V1 ⊂ V2 ⊂ U , l’application Γ(V2,H) −→ Γ(V1,H) soit
surjective, alors H est ΓZ(U,−) acyclique. Mais, si 0 → H → H′ → H′′ → 0 est
exacte avec H′ injectif, le faisceau H′′ vérifie les mêmes hypothèses que H et est
donc acyclique sur tout ouvert quasicompact de U . La suite exacte longue

· · · −→ Hq
Z(U,H) −→ Hq(U,H′) −→ Hq(U \ Z,H′′) −→ · · ·

permet de conclure. �
On déduit du lemme et de la proposition précédente:

Théorème IV.10.7. Pour tout objet injectif dans Λ−XẼ−rig-ét/G, le faisceau sous-
jacent est Γ!(Xrig,−)-acyclique. Le diagramme suivant est commutatif

D+
(
XẼ−rig-ét/G, Λ

)
��

RΓ!(X
rig/G,−) �� D+(Λ[G]∞)

��
D+(XE−rig-ét, Λ)

RΓ!(X
rig,−) �� D+(Λ)

On a maintenant les outils pour démontrer le théorème qui suit:

Théorème IV.10.8. Soit Z un sous-groupe fermé central dans G agissant triviale-
ment sur X. Supposons que G/Z agisse proprement sur X, au sens où pour tout
ensemble quasicompact A ⊂ |X|, {g ∈ G/Z | g.A∩A �= ∅} soit compact dans G/Z.
Soit U un ouvert quasicompact de X et K un sous-groupe compact ouvert de G
stabilisant U . Supposons que X = G.U . Soit F ∈ Λ−XẼ−rig-ét/G et F −→ I• une
résolution injective. Alors

RΓ!(XE−rig-ét/G,F) � Tot
⊕

α∈G\(G/K.Z)•+1

c− indG
Kα.ZΓ(Uα, I�)

où si α = [(ḡ1, . . . , ḡp+1)], alors Uα = ∩igi.U et Kα = ∩igiKg−1
i .

Démonstration. Il suffit de procéder comme dans la démonstration du théorème
IV.9.31. Pour cela on utilise les opérations d’induction/restriction définies dans la
section IV.8.3.4.

Λ− UẼ−rig-ét/K.Z

c−ind
Xrig/G

Urig/K.Z ��

Ind
Xrig/G

Urig/K.Z

��
Λ− XẼ−rig-ét/GRes

Xrig/G

Urig/K.Z
��

L’existence de l’adjoint c− ind implique que Res conserve les injectifs. Il est
également clair que Ind les conserve. On peut alors utiliser le couple (Res, Ind)
pour construire des résolutions standards formées d’injectifs et leur appliquer le
foncteur Γ!(Xrig,−). �
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IV.11 Cohomologie à support compact équivariante-
lisse des tours d’espaces analytiques

IV.11.1 Hypothèses et notations

Soient G et H deux groupes topologiques possédant un sous-groupe ouvert profini.
On suppose fixé un sous-groupe compact ouvert G0 de G.

Soit S la catégorie dont les objets sont les sous-groupes ouverts de G0,

∀K, K ′ ∈ Ob(S), HomS(K, K ′) = {ḡ ∈ K\G | g−1Kg ⊂ K ′}

et
∀ḡ1 ∈ HomS(K, K ′), ∀ḡ2 ∈ HomS(K ′, K ′′), ḡ2 ◦ ḡ1 = g1g2

(on vérifie aisément que cette opération de composition est bien définie).
Supposons-nous donné un foncteur covariant K �−→ XK de S dans la ca-

tégorie des espaces analytiques de Berkovich paracompacts munis d’une action
continue de H . En particulier, ∀K ⊂ G0, ∀g ∈ G tel que g−1Kg ⊂ G0, il y a un
isomorphisme H-équivariant

g : XK
∼−−→ Xg−1Kg

trivial si g ∈ K, et si K ′ ⊂ K ⊂ G0, il y a un morphisme H-équivariant

πK′,K : XK′ −→ XK

Ainsi, si K ′ � K, XK′ est muni d’une action de K/K ′ au-dessus de XK .
Nous ferons l’hypothèse supplémentaire suivante: si K ′ � K, alors πK′,K :

XK′ −→ XK est un K/K ′-torseur étale. On en déduit que ∀K ′ ⊂ K, πK′,K est
étale fini et que l’on a un “pro-K-torseur” (XK′)K′⊂K −→ XK et, en particulier,
un “pro-G0-torseur” au-dessus de l’objet final de notre tour (XK)K⊂G0 −→ XG0 .

Il y a également des correspondances de Hecke: si K ⊂ G0 et g ∈ G, il y a
un diagramme

XK∩gKg−1
g ��

πK∩gKg−1 ,K

��













Xg−1Kg∩K

πg−1Kg∩K,K

����
��

��
��

�

XK XK

Exemple IV.11.1. On peut prendre XK = MK un espace de Rapoport-Zink ([23]),
où G = G(Qp), G0 est un sous-groupe compact maximal et H = Jb, par exemple la
tour d’espaces de Lubin-Tate considérée dans le premier chapitre avec G = GLn(F )
et H = D×, ou bien celle de Drinfeld avec G = D× et H = GLn(F ). Plus
généralement, si Ĕ désigne le complété de l’extension maximale non-ramifiée du

corps reflex associé à l’espace de Rapoport-Zink, on peut prendre XK =MK⊗̂Ĕ

̂̆
E,
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G = G(Qp) et H = Jb×Gal(Ĕ|Ĕ). Un autre point de vue pour incorporer l’action

de Galois consiste à prendre G = G(Qp) × Gal(Ĕ|Ĕ), H = Jb, si K = K1 × K2

où K1 ⊂ G(Zp) et K2 = Gal(Ĕ|M), XK1×K2 = MK1 ⊗Ĕ M (avec les conditions
imposées sur notre tour, cela est suffisant pour la définir puisque les groupes de la
forme K1×K2 forment une base de voisinage de l’identité dans G(Qp)×Gal(Ĕ|Ĕ)).

IV.11.2 Faisceaux de Hecke sur la tour

IV.11.2.1 Définitions. Les systèmes

K �−→ ˜(XK)ét/H, resp. K �−→ ˜(XK)qétc/H,

des H-faisceaux étales lisses, resp. sur le site quasi-étale compact, forment deux
systèmes de topos fibrés au-dessus de la catégorie S.

Définition IV.11.2. Nous noterons Hét, resp. Hqétc, les topos totaux associés aux
topos fibrés précédents ([22] chapitre VI).

Par exemple Hét est la catégorie des (FK)K⊂G0 , où FK est un H-faisceau
étale lisse sur XK , munis de morphismes H-équivariants

∀g ∈ G tel que g−1Kg ⊂ G0, g∗Fg−1Kg −→ FK

égaux à l’identité si g ∈ K, satisfaisant à certaines conditions de cocyle lorsqu’on
les compose et de morphismes H-équivariants compatibles aux morphismes pré-
cédents

∀K ′ ⊂ K, π∗
K′,KFK −→ FK′

eux-mêmes soumis à des conditions de compatibilité, lorsque l’on a trois groupes
K ′′ ⊂ K ′ ⊂ K. On remarquera, en particulier, que les conditions de cocyle im-
posent que les morphismes g∗Fg−1Kg −→ FK soient des isomorphismes.

Dans la suite on notera en abrégé (FK)K un tel objet du topos total, sans faire
référence aux morphismes de compatibilité précédents, qui seront sous-entendus.

La terminologie faisceaux de Hecke provient de ce que si (FK)K est comme
précédemment, K ⊂ G0 et g ∈ G, il y a une correspondance cohomologique de
FK dans lui-même, supportée par la correspondance de Hecke associée à K et g

g∗π∗
g−1Kg∩K,KFK −→ π∗

K∩gKg−1,KFK

et de plus cette correspondance cohomologique ne dépend que de la double classe
KgK ∈ K\G/K, au sens qui suit. Si k1, k2 ∈ K et g′ = k1gk2, il y a un isomor-
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phisme entre correspondances de XK dans lui-même

XK∩g′Kg′−1

k−1
1 �

��

g′
��

πK∩g′Kg′−1 ,K

55

Xg′−1Kg′∩K

k2�
��

πg′−1Kg′∩K,K

66

XK∩gKg−1
g ��

πK∩gKg−1 ,K
���
�

�����
�

Xg−1Kg∩K

πg−1Kg∩K,K

���
�

����
��

XK XK

Via cet isomorphisme les deux correspondances cohomologiques associées à g et
g′ se correspondent.

Définition IV.11.3. Pour • ∈ {ét, qétc}, on notera Hcart
• les objets cartésiens du

topos total H•.

En d’autres termes, il s’agit de la sous-catégorie de H• formée des (FK)K

tels que
∀K ′ ⊂ K ⊂ G0, π∗

K′,KFK
∼−−→ FK′

soit un isomorphisme. En particulier, si K ′ � K, on a FK = (πK′,K∗FK′)K/K′
.

On notera que le foncteur (FK)K �−→ FG0 de Hcart
• dans le topos ˜(XG0)•/H des

faisceaux sur la base de la tour est fidèle.

Exemple IV.11.4. Considérons l’espace de Rapoport-Zink des déformations d’un
groupe p-divisible étale, muni d’une G-structure, où G est un groupe réductif non-
ramifié sur Qp. On a alors G = G(Qp) = H , G0 = G(Zp). Alors, si L = Q̂nr

p , on a

MK =
∐

K\G

M(L)

sur lequel H agit à gauche et G à droite par correspondances de Hecke. Les fais-
ceaux de Hecke cartésiens sur la tour s’identifient alors aux ensembles munis d’une
action lisse de G(Qp)×Gal(L|L) (il s’agit d’un cas très particulier de la proposition
IV.11.20 puisque dans ce cas-là l’espace des périodes est réduit à un point).

IV.11.2.2 Propriétés de base des catégories de faisceaux de Hecke. Il y a des
triplets de foncteurs adjoints pour tout K ⊂ G0 et • ∈ {ét, qétc}

˜(XK)ét/H

iK∗ ��

iK!

�� H•i∗K��

où

• i∗K((FK′)K′) = FK , qui est le foncteur “restriction à un étage”
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• (iK∗F)K′ =
∏

α:K→
S

K′

α∗F (produit dans la catégorie des H-faisceaux lisses,

cf. remarque IV.9.20)

• (iK!F)K′ =
⊕

α:K′→
S

K

α∗F

(cf. [22] chapitre VI section 5). On notera en particulier que l’existence de l’adjoint
à droite iK! de i∗K implique que si (FK)K est un objet injectif de Λ − H•, alors

∀K, FK en est un dans Λ− (̃XK)•/H .
Si K ′ −→ K est un morphisme dans S, il y a un diagramme 1-commutatif

de morphisme de topos

˜(XK′)qétc/H

��

(ν∗,ν∗) �� ˜(XK′)ét/H

��
˜(XK)qétc/H

(ν∗,ν∗) �� ˜(XK)ét−∞/H

(utiliser le fait que le morphisme XK′ −→ XK est étale fini) qui induit un mor-
phisme de topos fibrés, d’où un morphisme de topos

(ν∗, ν∗) : Hqétc −→ Hét

qui commute à la restriction aux étages: ν∗((FK)K) = (ν∗FK)K et ν∗((FK)K) =
(ν∗FK)K . Ce morphisme satisfait donc à toutes les propriétés déjà énoncées dans le
cas d’un espace de Berkovich seul (i.e., pas dans le cas d’une tour). En particulier,
ν∗ : Hét −→ Hqétc est pleinement fidèle et il y a un isomorphisme Id

∼−−→ ν∗ν∗.

IV.11.2.3 Propriétés de base des catégories de faisceaux de Hecke cartésiens.
Soit • ∈ {ét, qétc}. L’inclusion Hcart

• ↪→ H• possède un adjoint à gauche κ défini
par ∀(FK)K , κ((FK)K) = (GK)K , où

GK = lim
−→

K′�K

(πK′,K∗FK′)K/K′

dont on vérifie facilement que c’est naturellement un faisceau de Hecke cartésien.
De plus, κ est un foncteur exact.

Proposition IV.11.5. La catégorie Hcart
• est un topos.

Démonstration. L’existence de limites projectives finies résulte de ce que si K ′ ⊂
K ⊂ G0, π∗

K′,K commute à ces limites et donc si ((Fi,K)K)i∈I est un système
projectif fini de faisceaux cartésiens, sa limite projective dans H•, ( lim

←−
i∈I

Fi,K)K ,

est cartésienne. Il en est de même pour les limites inductives quelconques et les
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“bons” quotients par des relations d’équivalence. Reste à voir l’existence d’une
famille génératrice. Mais, si (Cα)α∈A en est une de H•, alors (κ(Cα))α∈A en est
une de Hcart

• . �

Il résulte des discussions précédentes que si F −→ I• est une résolution
injective dans Λ−Hcart

• , alors c’en est une dans Λ −H•. Comme dans la section
précédente, il y a un morphisme de topos (ν∗, ν∗) : Hcart

qétc −→ Hcart
ét .

IV.11.3 Le complexe de cohomologie à support compact de la tour

Si (FK)K ∈ Hét et K ′ ⊂ K, étant donné que XK′ −→ XK est étale fini, il y a un
morphisme

Γc(XK ,FK)
π∗

K′,K−−−−−→ Γc(XK′ , π∗
K′,KFK) −→ Γc(XK′ ,FK′)

où le deuxième morphisme est induit par les morphismes de transition dans la
définition du topos total. De plus, on a vu dans la section IV.9 que ce sont des
H-modules lisses. On obtient ainsi un système inductif de H-modules lisses munis
d’une action de G à la limite.

Définition IV.11.6. On note Γc(H,−) : Λ−Hét −→ Λ[G×H ]∞ le foncteur qui à
(FK)K associe

lim
−→

K⊂G0

Γc(XK ,FK)

On note RΓc(Hét,−) le foncteur dérivé correspondant, à valeurs dans D+(Λ[G×
H ]∞).

Théorème IV.11.7. Le foncteur (FK)K �−→ RΓc(H, (FK)K) est tel que

∀i, Hi(RΓc(Hét, (FK)K)) = lim
−→
K

Hi
c(XK ,FK)

Démonstration. C’est une conséquence du fait que (FK)K possède une résolution
injective qui, après oubli de l’action de H , est injective étage par étage et du
théorème IV.9.26. �
Remarque IV.11.8. D’après les résultats de la section IV.11.2.3, le foncteur dérivé
précédent évalué sur un faisceau de Hecke cartésien peut se calculer avec une
résolution injective de faisceaux cartésiens. C’est, par exemple, le cas du faisceau
constant Λ. De plus, le foncteur d’oubli Hcart

• ↪→ H• envoie injectifs sur injectifs,
donc on peut tout calculer indifféremment, avec des faisceaux cartésiens ou non.

Remarque IV.11.9. Si l’ordre du groupe profini K0, K0 ⊂ G0, est inversible dans
Λ alors le foncteur M �−→ MK0 de Λ[G × H ]∞ −→ Λ[H ]∞ est exact et pour
(FK)K ∈ Hcart

ét , RΓc(Hét, (FK)K)K0 = RΓc(XK0 ,FK0). Ce foncteur d’invariants
sous K0 se factorise en fait en un foncteur Λ[G×H ]∞ −→ H(K0\G/K0)⊗ΛΛ[H ]∞,
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où H(K0\G/K0) désigne l’algèbre de Hecke des fonctions bi-invariantes sous K0

à valeurs dans Λ et RΓc(Hét, (FK)K)K0 est le complexe de modules sur l’algèbre
de Hecke donné par l’action des correspondances de Hecke cohomologiques.

IV.11.4 Objets cartésiens sur la tour et domaine fondamental
pour l’action des correspondances de Hecke

IV.11.4.1 Introduction: recollement de faisceaux équivariants. Soit X un espace
topologique muni d’un recouvrement ouvert (Ui)i∈I . Notons Uij = Ui ∩ Uj et
Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk. Le topos X ˜ des faisceaux sur X est équivalent aux objets
cartésiens du topos total du diagramme suivant∐

i,j,k Uĩjk

������
∐

i,j Uĩj
��
��
∐

i Uĩ

Traduit en termes usuels, cela signifie que se donner un faisceau sur X est équiva-
lent à se donner une collection (Fi)i∈I de faisceaux sur les (Ui)i munis d’isomor-
phismes βij : Fi|Uij

∼−−→ Fj|Uij
, vérifiant βij|Uijk

◦ βjk|Uijk
= βik|Uijk

.
Soit maintenant G un groupe agissant sur X . Se donner un G-faisceau sur X

est équivalent à se donner un objet cartésien du topos total associé au diagramme
usuel

G×G×X ˜ ������ G×X ˜ ��
�� X ˜

c’est-à-dire des isomorphismes ∀g ∈ G, αg : g∗F ∼−−→ F , vérifiant ∀g1, g2, αg2 ◦
g∗2αg1 = αg1g2 .

Supposons maintenant que G agisse sur I et que ∀i, g.Ui = Ug.i. Se donner
un faisceau G-équivariant sur X est alors équivalent à se donner un objet cartésien
du topos total associé au diagramme∐

i,j,k Uĩjk

������
∐

i,j Uĩj
��
��
∐

i Uĩ

G×∐
i,j Uĩj

��
��

�� ��

G×
∐

i Uĩ

�� ��

G×G×∐
i Uĩ

�� �� ��

où on laisse le lecteur deviner les différentes flèches de ce diagramme. Traduit en
termes usuels, cela signifie que se donner un G-faisceau sur X est équivalent à se
donner des faisceaux (Fi)i∈I sur les (Ui)i munis

• d’isomorphismes βij : Fi|Uij

∼−−→ Fj|Uij
vérifiant βij|Uijk

◦ βjk|Uijk
= βik|Uijk

• d’isomorphismes ∀g, i, αg,i : g∗Fg.i
∼−−→ Fi vérifiant αg1,i ◦ g∗1αg2,g2g1.i =

αg2g1,i
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• enfin, on demande que le diagramme suivant commute

g∗(Fg.i|Ug.i,g.j
)

g∗βg.i,g.j

��

αg,i �� Fi|Uij

βij

��
g∗(Fg.j|Ug.i,g.j

)
αg,j �� Fj|Uij

Soit maintenant ∀i ∈ I, Gi = StabG(Ui). Posons ∀A ⊂ I, GA =
⋂

i∈A Gi,
qui stabilise donc

⋂
i∈A Ui. Pour un i ∈ I, notons Ũi/Gi le topos des Gi-faisceaux

sur Ui.
Pour g ∈ G, on a Gg.i = gGig

−1 et il y a une équivalence

g∗ : Ũg.i/Gg.i
∼−−→ Ũi/Gi

induite par l’isomorphisme d’espaces équivariants

(g, intg) : (Ui, Gi) −→ (Ug.i, Gg.i).

Si g ∈ Gi, cette équivalence est le foncteur

Ũi/Gi
∼−−→ Ũi/Gi

F �→ Fg

où Fg est le Gi-faisceau “tordu par l’automorphisme intérieur” intg de Gi.
Pour un tel g ∈ Gi, il y a un isomorphisme de foncteurs

γi,g : (−)g ∼−−→ Id

donné, pour un F ∈ Ũi/Gi, par l’action de g : g∗F ∼−−→ F .

Soit maintenant (Fi)i∈I ∈
∏

i∈I Ũi/Gi une collection de faisceaux équiva-
riants. Se donner un G-faisceau F sur X tel que ∀i ∈ I, F|Ui

� Fi comme
Gi-faisceaux, est équivalent à la donnée

• d’isomorphismes de Gij -faisceaux βij : Fi|Uij

∼−−→ Fj|Uij
vérifiant βij|Uijk

◦
βjk|Uijk

= βik|Uijk

• d’isomorphismes de Gi-faisceaux ∀g, i, αg,i : g∗Fg.i
∼−−→ Fi vérifiant αg1,i ◦

g∗1αg2,g2g1.i = αg2g1,i et tels que si g ∈ Gi, on ait αg,i = γi,g, l’isomorphisme
donné par la structure de Gi-faisceau sur Fi

• enfin, on demande que le diagramme suivant commute

g∗(Fg.i|Ug.i,g.j
)

g∗βg.i,g.j

��

αg,i �� Fi|Uij

βij

��
g∗(Fg.j|Ug.i,g.j

)
αg,j �� Fj|Uij
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IV.11.4.2 Hypothèses et notations. Nous ferons désormais les hypothèses sui-
vantes. Il existe un domaine analytique compact W dans la base de notre tour
XG0 tel que

• Lorsque (g, h) ∈ G×H parcourt G×H , les images par les correspondances
de Hecke

XG0∩gG0g−1
(g,h) ��

πG0∩gG0g−1,G0

�����
���

���
�

Xg−1G0g∩G0

πg−1G0g∩G0,G0

����
���

���
��

XG0 XG0

de W , les πg−1G0g∩G0,G0

(
(g, h).π−1

G0∩gG0g−1,G0(W )
)
, recouvrent XG0 .

• Soit H0 le stabilisateur dans H de W (qui est nécessairement un sous-groupe
ouvert). On suppose l’existence d’un sous-groupe central Z dans G ×H tel
que Z agisse trivialement sur la tour. Notons alors

I = (G0\G×H/H0)/Z

et ∀z ∈ I, z.W ⊂ XG0 l’image de W donnée par la correspondance de Hecke
z. On suppose alors que

∀z ∈ I, {z′ ∈ I | z′.W ∩ z.W �= ∅} est fini

Exemple IV.11.10. Prenons le cas des espaces de Lubin-Tate étudié dans le premier
chapitre. Avec les notations de ce même chapitre, l’espace de Rapoport-Zink sans
niveau M s’écrit M =

∐
Z Xan, où X désigne l’espace de Lubin-Tate. Alors, le

domaine fondamental de Gross-Hopkins dans la composante indexée par 0 ∈ Z
satisfait aux hypothèses demandée à W . L’ensemble I consiste en les sommets de
l’immeuble introduit dans le premier chapitre.

Exemple IV.11.11. Dans le cas de l’espace de Rapoport-Zink associé à l’espace de
Drinfeld Ω,M =

∐
Z Ω, on peut prendre pour W l’image réciproque d’un simplexe

maximal dans l’immeuble, via la rétraction de Ω sur l’immeuble.

IV.11.4.3 Les topos équivariants fibres en un sommet de “l’immeuble”

Définition IV.11.12. Soit z = [g, h] ∈ I. On note Gz = g−1G0g, Hz = hH0h−1.
Pour K ⊂ Gz ∩G0 un sous-groupe ouvert, on note

Wz,K = (g, h).π−1
gKg−1,G0(W ) ⊂ XK

XgKg−1

πgKg−1,G0
77���

��
��
��

(g,h) �� XK

XG0
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De même, si I ⊂ I est un sous-ensemble fini, on note GI =
⋂

z∈I Gz , HI =⋂
z∈I Hz , et pour K ⊂ GI ∩G0, WI,K =

⋂
z∈i Wz,K ⊂ XK .

Remarquons que si K ⊂ GI∩G0, g ∈ GI et h ∈ HI sont tels que g−1Kg ⊂ G0,
alors g−1Kg ⊂ GI ∩G0 et (g, h) induit un isomorphisme

(g, h) : WI,K
∼−−→WI,g−1Kg

On obtient ainsi une tour (WI,K)K⊂GI∩G0 satisfaisant aux même conditions que
la tour K �−→ XK en remplaçant G par GI , G0 par GI ∩G0 et H par HI . Cette
tour est plus simple, car pour celle-ci, GI est compact.

Définition IV.11.13. Soit I ⊂ I un ensemble fini. On note Hcart
qétc,I la catégorie des

objets cartésiens du topos total du topos fibré GI∩G0 ⊃ K �−→ (WI,K)q̃étc/HI au-
dessus de la catégorie des sous-groupes ouverts de GI ∩G0 munis des morphismes
Hom(K, K ′) = {g ∈ K\GI | g−1Kg ⊂ K ′}. On note de même Hcart

ét,I en remplaçant
quasi-étale par étale.

Lemme IV.11.14. Soit • ∈ {ét, qétc}. Soit I comme précédemment et K0 ⊂ GI ∩
G0 tel que K0 � GI . Alors, l’application, qui à (FK)K⊂GI∩G0 ∈ Hcart

•,I associe
FK0 muni de son action de GI/K0 × HI compatible à celle sur WI,K0 , est une
équivalence de catégories entre Hcart

•,I et (WK0,I)•̃ /(GI/K0 ×HI).

Démonstration. C’est une conséquence du rappel du début de la section IV.8.6 sur
les faisceaux équivariants sur un torseur. En effet, si K ⊂ K0, il suffit de poser
FK = π∗

K,K0
FK0 . Pour K ⊂ GI ∩ G0 général, il suffit de choisir K ′ � GI tel que

K ′ ⊂ K0 et K ′ ⊂ K. Alors

FK =
(
πK′,K∗(π∗

K′,K0
FK0)

)K/K′

On vérifie alors que l’action de GI/K0 sur FK0 définit bien un objet cartésien de
notre topos fibré. �

On a de même le lemme suivant.

Lemme IV.11.15. Soient • ∈ {ét, qétc} et I comme précédemment. Soit K ⊂
GI ∩ G0 tel que K � GI . Notons WI := WI,K/(GI/K). Alors WI,K −→ WI est
un (GI/K)-torseur étale et il y a une équivalence

Hcart
•

∼−−→ (̃WI)•/HI

Démonstration. Elle ne pose pas de problème. �

Exemple IV.11.16. Dans le contexte du premier chapitre, on trouve donc que pour
un sommet z de l’immeuble, les objets deHcart

•,z s’identifient auxO×
D-faisceaux lisses

sur la cellule sans niveau associée au sommet z.
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Il y a une action de G×H sur I (l’action de G se faisant à droite) telle que
∀I, G(g,h).I = g−1GIg et H(g,h).I = hHIh

−1. Cette action induit un isomorphisme
pour I et K ⊂ GI ∩G0 suffisamment petits

(g, h) : WI,K
∼−−→ W(g,h).I,g−1Kg

Cela n’induit pas d’isomorphisme entre les tours (WI,K)K⊂GI∩G0 et
(W(g,h).I,K)K⊂G(g,h).I∩G0 , car il faut se restreindre à des K suffisamment pe-
tits. Néanmoins, d’après le lemme IV.11.14, cela induit une équivalence entre les
systèmes de faisceaux cartésiens sur les tours

((g, h)∗, (g, h)∗) : Hcart
•,I

∼−−→ Hcart
•,(g,h).I

Plus précisément, à (FK)K⊂GI∩G0 ∈ Hcart
•,I est associé

(GK)K⊂G(g,h).I∩G0∩g−1G0g = ((g, h)∗FgKg−1)K⊂G(g,h).I∩G0∩g−1G0g

Le système (GK)K⊂G(g,h).I∩G0∩g−1G0g est cartésien sur la tour

G(g,h).I ∩G0 ∩ g−1G0g ⊃ K �−→W(g,h).I,K

dont les morphismes de transition sont

∀K, K ′ ⊂ G(g,h).I ∩G0 ∩ g−1G0g,

Hom(K, K ′) = {ḡ′ ∈ K\G(g,h).I | g′−1
Kg′ ⊂ K ′}

Mais, les systèmes cartésiens sur cette tour s’identifient à ceux sur

(W(g,h).I,K)K⊂G(g,h).I∩G0 .

Lorsque (g, h) ∈ GI ×HI , cette équivalence correspond à une “torsion inté-
rieure” des système de faisceaux sur la tour. Plus précisément, il y a un isomor-
phisme fonctoriel dans Hcart

•,I

∀F ∈ Hcart
•,I , ∀(g, h) ∈ GI ×HI , γ(g,h),I : (g, h)∗F ∼−−→ F

De plus, si J ⊂ I, il y a une application de restriction

Hcart
•,J −→ Hcart

•,I

(FK)K⊂GJ∩G0 �−→ (FK|WI,K
)K⊂GI∩G0

IV.11.4.4 Reconstruction des systèmes de faisceaux cartésiens sur la tour à partir
de ceux sur les tours en chaque sommet de l’immeuble

Théorème IV.11.17. Il y a une équivalence de catégories entre les systèmes carté-
siens de faisceaux quasi-étales sur la tour, Hcart

qétc, et les (Fi)i∈I , où Fi ∈ Hcart
qétc,i,

• munis d’isomorphismes ∀i, j, βij : Fi|Hcart
ij

∼−−→ Fj|Hcart
ij

satisfaisant

βij|Hcart
ijk
◦ βjk|Hcart

ijk
= βik|Hcart

ijk



IV.11. Cohomologie . . . des tours d’espaces analytiques 311

• munis d’isomorphismes ∀(g, h) ∈ G×H, ∀i, α(g,h),i : (g, h)∗F(g,h).i
∼−−→ Fi

satisfaisant

∀(g, h), (g′, h′), ∀i, α(g′,h′),(g,h).i ◦ (g, h)∗α(g,h),i = α(g′g,h′h),i

et tels que si (g, h) ∈ Gi ×Hi, alors α(g,h),i soit l’action de Gi ×Hi sur le
système de faisceau Fi par “torsion intérieure”, α(g,h),i = γ(g,h),i

• et enfin tels que le diagramme suivant commute

((g, h)∗F(g,h).i)|Hcart
ij

(α(g,h),i)|Hcart
ij ��

(g,h)∗β(g,h).i,(g,h).j

��

Fi|Hcart
ij

βij

��
((g, h)∗F(g,h).j)|Hcart

ij

(α(g,h),j )|Hcart
ij �� Fj|Hcart

ij

Lorsque les images par les correspondances de Hecke de
◦

W recouvrent XG0 on peut
remplacer quasi-étale par étale.

Démonstration. Il y a un foncteur qui à (FK)K⊂G0 ∈ Hcart
qétc associe la collection

des (FK|Wi,K
)K⊂Gi∩G0 ∈ Hcart

qétc,i, lorsque i varie dans I, et dont on vérifie que
c’est bien un objet cartésien comme dans l’énoncé du théorème.

Montrons que ce foncteur induit une équivalence. Soit donc

(Fi,K)i∈I,K⊂Gi∩G0

un système de faisceaux comme dans l’énoncé. Écrivons

I =
⋃
k≥1

Ak

où ∀k, Ak est un ensemble fini, Ak ⊂ Ak+1 et (G0 ×H0).Ak = Ak. Alors

XG0 =
⋃
k≥1

K⊂GAk
∩G0

πK,G0

( ⋃
i∈Ak

Wi,K

)

où, dans l’union précédente, pour un k donné. K ⊂ GAk
∩G0 est quelconque. On

peut prendre en particulier Kk := GAk
∩G0 � G0. Il y a un revêtement galoisien

de groupe G0/Kk

⋃
i∈Ak

Wi,Kk

��

� �
domaine analytique

compact �� XKk

��
πKk,G0

(⋃
i∈Ak

Wi,K

) � � �� XG0
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Les H0-faisceaux quasi-étales lisses (Fi,Kk
)i∈Ak

se recollent grâce aux données
de recollement de l’énoncé en un G0/Kk × H0-faisceau lisse quasi-étale Gk sur⋃

i∈Ak
Wi,Kk

. Ce faisceau descend en un H0-faisceau lisse Hk = (πKk,G0∗Gk)G0/Kk

sur πKk,G0

(⋃
i∈Ak

Wi,K

)
. Lorsque k′ ≥ k, il y a des identifications

Hk′|πKk,G0 (∪i∈Ak
Wi,Kk

) = Hk.

Cela définit par recollement un H0-faisceau lisse FK0 sur XG0 . On pose alors
∀K ⊂ G0, FK = π∗

K,G0FG0 .
On doit maintenant montrer que ce système de faisceaux est muni d’une

action de G×H , c’est-à-dire définir des isomorphismes naturels ∀K ⊂ G0, ∀(g, h)
tels que g−1Kg ⊂ G0, (g, h)∗Fg−1Kg

∼−−→ FK . Cela est fastidieux, mais ne pose
pas de problème particulier. On en laisse donc la vérification au lecteur. �
Remarque IV.11.18. Quitte à remplacer W par un nombre fini de ses itérés sous
des correspondances de Hecke, on peut toujours supposer que les itérés sous les

correspondances de Hecke de
◦

W recouvrent XG0 .

IV.11.5 Faisceaux cartésiens sur la tour et espaces de périodes

Supposons maintenant l’existence d’un morphisme étale d’espaces analytiques

Π : XG0 −→ P

tel que P soit muni d’une action lisse de H et Π commute à cette action. Supposons,
de plus, que Π est G-invariant, au sens où ∀g ∈ G, le diagramme suivant commute

XG0∩gG0g−1

πG0∩gG0g−1,G0

�����
���

���
�

g �� Xg−1G0g∩G0

πg−1G0g∩G0,G0

����
���

���
��

XG0

Π

""&&&
&&&&

&&&&
&&&&

&&&&
&&& XG0

Π

882222
2222

2222
2222

2222
22

P

On peut alors définir deux foncteurs pour • ∈ {ét, qétc}

α : P̃•/H −→ Hcart
•

G �−→
(
(Π ◦ πK,G0)∗G

)
K⊂G0

β : Hcart
• −→ P̃•/H

(FK)K⊂G0 �−→

⎡⎣ lim
−→

K⊂G0

(Π ◦ πK,G0)∗FK

⎤⎦G
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où l’action de G sur lim
−→

K⊂G0

(Π ◦ πK,G0)∗FK se fait de la façon suivante. Pour g ∈ G

et K suffisamment petit tel que K ⊂ G0 ∩ g−1G0g, il y a un isomorphisme FK �
g∗FgKg−1 qui induit

(Π ◦ πK,G0)∗FK � (Π ◦ πK,G0)∗(g∗FgKg−1)
= (Π ◦ πK,G0 ◦ g)∗FgKg−1

= (Π ◦ πgKg−1,G0)∗FgKg−1 −→ lim
−→

K′⊂G0

(Π ◦ πK′,G0)∗FK′

On vérifie que lorsque K varie, ces morphismes sont compatibles et que donc g
induit un automorphisme du faisceau limite inductive.

Une autre description du foncteur β en termes de correspondances de Hecke
sphériques plutôt que d’invariants sous G est la suivante. Si K ⊂ G0, étant donné
que π∗

K,G0FG0
∼−−→ FK , il y a un monomorphisme FG0 ↪→ (πK,G0)∗FK tel que si

K � G0, on ait [
(πK,G0)∗FK

]G0

= FG0 .

Donc

β((FK)K) =

⎡⎣ lim
−→

K⊂G0

(Π ◦ πK,G0)∗FK

⎤⎦G

⊂

⎡⎣ lim
−→

K⊂G0

(Π ◦ πK,G0)∗FK

⎤⎦G0

= lim
−→

K�G0

[(Π ◦ πK,G0)∗FK ]G
0

= Π∗FG0

Maintenant, si g ∈ G, il y a deux flèches

Π∗FG0

δg 99333333
3333333

3333333
3333333

3333333
33333 (Π ◦ πG0∩g−1G0g,G0)∗FG0∩g−1G0g

∼ �� (Π ◦ πG0∩g−1G0g,G0)∗g∗FgG0g−1

(Π ◦ πgG0g−1∩G0,G0)∗FgG0g−1∩G0

ainsi que la flèche tautologique

ηg : Π∗FG0 ↪→ (Π ◦ πgG0g−1∩G0,G0)∗FgG0g−1∩G0

Alors

β((FK)K) =
⋂

ḡ∈G/G0

ker
(

Π∗FG0

ηg ��
δg

�� (Π ◦ πgG0g−1∩G0,G0)∗FgG0g−1∩G0

)
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Lemme IV.11.19. Les deux foncteurs précédents P̃•/H
α �� Hcart

•
β

�� entre fais-

ceaux de Hecke cartésiens sur la tour et faisceaux sur l’espace des périodes sont
adjoints l’un de l’autre: α est l’adjoint à gauche de β.

Démonstration. Cela résulte facilement de la seconde description du foncteur β.
�

Proposition IV.11.20. Supposons l’existence d’un domaine analytique compact
W ⊂ XG0 satisfaisant aux hypothèses de la section IV.11.4 et tel que, de plus,
Π|W soit un isomorphisme entre W et Π(W ). Supposons Π surjectif. Alors, α et
β induisent des équivalences de catégories entre faisceaux sur l’espace des périodes
et faisceaux cartésiens sur la tour.

Démonstration. Pour i ∈ I, i = [g, h] et K ⊂ Gi ∩ G0, K � Gi, le diagramme
commutatif

π−1
gKg−1,G0(W )

%%���
���

���
���

���

G0/gKg−1 (g,h)

∼
�� Wi,K

πK,G0

����
���

���
���

W

Π �
��

XG0

Π

��
Π(W ) � � �� P

montre que le morphisme Wi,K

Π◦πK,G0−−−−−−→ h.Π(W ) est un Gi/K-torseur étale.
Donc, d’après les lemmes IV.11.14 et IV.11.15, il y a une équivalence(

h.Π(W )
)
•̃ /Hi

∼−−→ Hcart
•,i

G �→
(
(Π ◦ πK,G0|Wi,K

)∗G
)
K⊂Gi∩G0

Étant donné que Π est surjectif, et que, par hypothèse, les itérés sous G × H
de W recouvrent la tour, P = ∪h∈Hh.Π(W ). Dès lors, P̃•/H s’écrit comme un
recollé équivariant des topos équivariants lisses (h.Π(W ))•̃ /hH0h−1, pour h ∈
H/H0, comme dans le théorème IV.11.17. Le parallèle entre la description du
théorème IV.11.17 de Hcart

• comme recollement de topos équivariants et celle de
P̃•/H permet de conclure. On vérifie également que le foncteur α induit bien
l’équivalence décrite. �

Remarque IV.11.21. Dans la proposition précédente, pour traiter le cas du site
étale, il faut remarquer que si Π|W est un isomorphisme, alors, puisque Π est étale,
il existe un domaine analytique compact W ′ contenant W dans son intérieur et
tel que Π|W ′ soit un isomorphisme.
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IV.11.6 Résolution de Cech de la cohomologie de la tour
par la cohomologie des cellules

Dans cette section nous esquissons seulement les arguments, qui sont similaires à
ceux de la troisième suite spectrale du théorème IV.9.31 (le lecteur ayant survécu
jusqu’à ce point du chapitre IV comblera aisément les trous).

Soit I ⊂ I fini. Commençons par modifier la définition des Hcart
•,I afin de

rajouter le sous-groupe central Z ⊂ G ×H , qui agit trivialement sur la tour. On
demande en plus qu’un élément de la tour (FK)K⊂GI∩G0 ∈ Hcart

•,I soit muni d’une
action “abstraite” de Z cöıncidant avec celle sur Z ∩ GI × HI . Il y a alors des
foncteurs d’induction/restriction, comme dans la section IV.9.9.4,

Hcart
ét,I

IndG×H
HI×HI .Z �� Hcart

ét
ResG×H

HI×HI .Z

��

Le foncteur de restriction est immédiat à définir, celui d’induction un peu plus
délicat. Utilisant ce couple de foncteurs adjoints, on montre:

Théorème IV.11.22. Soit F ∈ Λ−Hcart
ét et F −→ I• une résolution injective. Il y

a alors un isomorphisme

RΓc(Hét,F) � Tot
⊕

α∈G×H\I•+1

c− indG×H
Kα

Γ
(
Hét,Iα , I�

Iα

)
où si α = [(i1, . . . , ip+1)], Iα = {i1, . . . , ip+1}, Kα = GIα×HIα .Z et I�

Iα
= I�

|Hét,Iα
.

On remarquera que la cohomologie à support compact dans Hét ou Hcart
ét est

la même (remarque IV.11.8).

IV.11.7 Rajout d’une donnée de descente

Soit F |Qp une extension de degré fini et F̆ = F̂nr. On note σ ∈ Aut(F̆ ) le Frobe-
nius de Fnr|F . Plaçons-nous dans le cadre précédent et supposons que notre tour
K �−→ XK est une tour de F̆ -espaces analytiques.

Supposons de plus que la tour est munie d’une donnée de descente à F ,
c’est-à-dire un morphisme entre foncteurs de S vers la catégorie des F̆ -espaces
analytiques munis d’une action lisse de H

α : (XK)K⊂G0 −→ (X(σ)
K )K⊂G0

Cette donnée de descente ne sera pas nécessairement supposée effective. Notons
pr : (X(σ)

K )K −→ (XK)K la projection de (XK)K⊗̂F̆ ,σF̆ vers (XK)K .
On peut alors considérer les faisceaux de Hecke sur la tour, munis d’une

donnée de descente, c’est-à-dire pour • ∈ {ét, qétc}, le topos total du diagramme
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de topos

H•((XK)K)
Id ��

pr◦α
�� H•((XK)K)

dont les objets sont les (FK)K , munis de morphismes H-équivariants compatibles
aux morphismes de la tour α∗F (σ)

K −→ FK .
Notons alors σH• le topos des faisceaux de Hecke, munis d’une donnée de

descente et σHcart
• le même en remplaçant faisceaux par faisceaux cartésiens.

Si (FK)K ∈ σHét, notons (FK)K le faisceau étendu à la tour (XK ⊗F̆

̂̆
F )K ,

où l’on voit cette dernière tour comme associée non plus aux groupes G et H ,

mais à G et H × IF , où IF = Gal(F̆ |F̆ ). On a bien (FK)K ∈ Hét((XK ⊗F̆

̂̆
F )K)

(l’action de l’inertie IF est lisse). Couplé à la donnée de descente, cela définit un
foncteur

Γc(Hét⊗̂F̆

̂̆
F ,−) : σHét −→ Λ[G×H ×WF ]∞

(FK)K �−→ lim
−→

K⊂G0

Γc(XK⊗̂
̂̆
F ,FK)

et on note

RΓc(Hét⊗̂F̆

̂̆
F ,−) : σHét −→ D+(Λ[G×H ×WF ]∞)

le foncteur dérivé associé. Il jouit de toutes les propriétés précédentes, énoncées
dans la section IV.11.3 (utiliser toujours le fait qu’un objet injectif d’un topos
total associé à un topos fibré est injectif étage par étage).

Plaçons-nous maintenant dans le cadre de la section IV.11.5. Supposons, de
plus, que l’espace de périodes P soit muni d’une donnée de descente et que le
morphisme des périodes Π soit compatible à cette donnée. On obtient alors une
équivalence entre faisceaux de Hecke cartésiens sur la tour et H-faisceaux lisses
sur P munis d’une donnée de descente.

Dans les considérations précédentes, on peut également considérer la variante
suivante: remplacer ce qu’on a appelé donnée de descente par la notion plus forte
qui consiste à demander que le morphisme α∗F (σ)

K −→ FK soit un isomorphisme.
Tout ce que l’on vient de dire s’adapte à cette situation.

IV.12 Faisceaux de Hecke cartésiens et faisceaux rigides

équivariants en niveau infini

IV.12.1 Faisceaux lisses sur une tour

Soient G et H deux groupes profinis et (XK)K⊂G une tour équivariante de H-
schémas formels admissibles quasicompacts. Plus précisément, si S est la catégorie
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dont les objets sont les sous-groupes ouverts de G et

∀K, K ′ ∈ S, HomS(K, K ′) = {g ∈ K\G | g−1Kg ⊂ K ′}

on suppose que K �−→ XK définit un foncteur de S dans la catégorie des schémas
formels admissibles quasicompacts munis d’une action continue de H . On suppose,
de plus, que pour K ′ ⊂ K, le morphisme XK′ −→ XK est affine et si K ′�K, alors
Xrig

K′ −→ Xrig
K est un K/K ′-torseur étale.

Soit X∞ = lim
←−
K

XK , qui est donc muni d’une action de G×H .

Lemme IV.12.1. L’action de G × H sur X∞ est continue, au sens de la section
IV.10.

Rappelons (théorème IV.6.7) qu’il y a une équivalence de topos

(X∞)Ẽ−rig-ét
∼−−→ lim

←−
K

(XK)r̃ig-ét

Proposition IV.12.2. Il y a une équivalence de topos de faisceaux équivariants
lisses

(X∞)Ẽ−rig-ét/(G×H) � Xr̃ig-ét/H

qui sont équivalents au topos des faisceaux de Hecke quasi-étales cartésiens H-
lisses sur la tour K �−→ Xan

K .

Démonstration. Il s’agit d’une application du théorème IV.8.22. On laisse en ef-
fet le lecteur vérifier que, via l’équivalence (X∞)Ẽ−rig-ét

∼−−→ lim
←−
K�G

(XK)r̃ig-ét, les

faisceaux G×H-lisses correspondent aux systèmes projectifs de G×H-faisceaux
lisses. �

IV.12.2 Principaux résultats

Reprenons toutes les notations de la section IV.11. On supposera que ∀I ⊂ I, la
tour d’espaces analytiques (WI,K)K⊂GI∩G0 est de la forme (Wan

I,K)K⊂GI∩G0 , où

(WI,K)K⊂GI∩G0

est une tour de schémas formels admissibles quasicompacts, munis d’une action
lisse de HI sur Spf(OF̆ ), dont les morphismes de transition sont affines.

On supposera de plus que si I ⊂ J , l’inclusion de tours de domaines analy-
tiques (WJ,K)K⊂GJ∩G0 ↪→ (WI,K)K⊂GI∩G0 est donnée par une immersion ouverte

(WJ,K)K⊂GJ∩G0 ↪→ (WI,K)K⊂GI∩G0
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Ces immersions ouvertes se composent naturellement, puisque c’est le cas en fibre
générique. Cela permet de définir un schéma formel π-adique sans π-torsion sur
Spf(OF̆ )

X∞ =
⋃
z∈I

lim
←−

K⊂Gz∩G0

Wz,K

obtenu par recollement des limites projectives des tours au-dessus de chaque som-
met de l’immeuble, comme dans la chapitre I. Ce schéma formel est muni d’une
action cellulaire continue de G×H .

Théorème IV.12.3. Il y a des équivalences de topos

(X∞)Ẽ−rig-ét/(G×H) � Hcart
qétc � Pq̃étc/H

entre faisceaux E-rig-étales G × H-équivariants lisses sur X∞, systèmes de fais-
ceaux de Hecke cartésiens quasi-étales H-lisses sur la tour et faisceaux quasi-étales
H-équivariants lisses sur l’espace des périodes.

Démonstration. Il suffit d’empiler la proposition IV.12.2 avec le théorème IV.11.17
et la proposition IV.11.20. �

Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion. Si x : Spf(V ) −→ X est un
point rigide de X (cf. section IV.3.4.4) et F ∈ XẼ−rig-ét, on peut définir la fibre de
F en x, x∗F , qui est un ensemble muni d’une action lisse de Gal(V [ 1p ]|V [ 1p ]).

On a défini dans la section IV.3.4 les points analytiques d’un schéma formel
π-adique sans π-torsion et la notion de spécialisation dans |Xrig|.
Définition IV.12.4. Soit X un schéma formel π-adique sans π-torsion. Un faisceau
F ∈ XẼ−rig-ét sera dit surconvergent si ∀x : Spf(V ) −→ X, ∀y : Spf(V ′) −→ X
deux points rigides tels que x % y, le morphisme de spécialisation

y∗F −→ x∗F
est un isomorphisme.

On peut alors démontrer le théorème suivant.

Théorème IV.12.5. Dans les équivalences de topos précédentes, le sous-topos des
faisceaux étales sur l’espace des périodes correspond aux faisceaux surconvergents
de (X∞)Ẽ−rig-ét/(G×H).

Théorème IV.12.6. Soit (FK)K ∈ Hcart
ét un système de faisceaux de Hecke étales

cartésien sur la tour et RΓc(Hét⊗̂
̂̆
F , (FK)K) ∈ D+(Λ[G×H×IF ]∞), son complexe

de cohomologie lisse. Soit G ∈ Λ − (X∞)Ẽ−rig-ét/(G ×H), le faisceau équivariant
lisse sur X∞ associé à ν∗(FK)K ∈ Hcart

qétc. Il y a alors un isomorphisme dans la
catégorie dérivée équivariante lisse D+(Λ[G×H × IF ]∞)

RΓc(Hét⊗̂
̂̆
F , (FK)K) � RΓ!((X∞⊗̂O ̂̆

F
)rig,G)

Démonstration. Utiliser les théorèmes IV.12.3, IV.10.8 et IV.11.22. �
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IV.13 Application aux tours de Lubin-Tate
et de Drinfeld

IV.13.1 La correspondance de Jacquet-Langlands
locale géométrique

Théorème IV.13.1. Soit (Pn−1)tordu l’espace des périodes de Gross-Hopkins des-
cendu à F , via la donnée de descente de Rapoport-Zink. Il s’agit de l’espace ana-
lytique de Berkovich associé à une variété de Severi-Brauer, définie par l’algèbre
à division D d’invariant 1

n sur F . Soit Ω ⊂ Pn−1
/F l’espace de Drinfeld sur F . Il y

a une équivalence de topos entre D×-faisceaux étales sur (Pn−1)tordu dont l’action
de D× est lisse et GLn(F )-faisceaux étales sur Ω pour lesquels l’action de GLn(F )
est lisse

JL :
(
(Pn−1)tordu

) ˜́
et

/D× ∼−−→ Ω ˜́
et/GLn(F )

Il en est de même en remplaçant étale par quasi-étale (i.e., faisceaux sur le site
étale de l’espace rigide, plutôt que sur l’espace analytique de Berkovich).

Démonstration. Dans la chapitre III, on a construit un isomorphisme GLn(F ) ×
D×-équivariant entre schémas formels π-adiques sur Spf(O

F̂ nr)

X′
∞

∼−−→ Y ′
∞

où X′
∞ est un éclaté équivariant du schéma formel X∞, construit dans le chapitre

I et associé à la tour de Lubin-Tate, et Y ′
∞ est un éclaté d’un schéma formel Y∞

associé à la tour de Drinfeld. Par invariance du topos E-rig-étale par éclatements
formels admissibles, on a

(X′
∞)Ẽ−rig-ét/GLn(F )×D× � (X∞)Ẽ−rig-ét/GLn(F )×D×

et
(Y ′

∞)Ẽ−rig-ét/GLn(F )×D× � (Y∞)Ẽ−rig-ét/GLn(F )×D×

D’après le théorème IV.12.3,

(X∞)Ẽ−rig-ét/GLn(F )×D× � (Pn−1)q̃étc/D×

et
(Y∞)Ẽ−rig-ét/GLn(F )×D× � (Ω⊗̂F̂nr)q̃étc/GLn(F )

D’où le résultat sur F̂nr et le site quasi-étale. Le cas du site étale se déduit en
remplaçant le topos E-rig-étale par le topos surconvergent. La descente de F̂nr à
F ne pose pas de problème (imposer une condition de continuité sur la donnée de
descente du faisceau), une fois que l’on a vérifié que l’isomorphisme X′

∞
∼−−→ Y ′

∞
est compatible à la donnée de descente de Rapoport-Zink. �
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IV.13.2 Comparaison des complexes de cohomologie
des deux tours

Théorème IV.13.2. Soit (MLT
K )K⊂GLn(OF ) la tour de Lubin-Tate, au sens de

Rapoport-Zink (une union disjointe indexée par Z de la tour de Lubin-Tate usu-
elle), formée d’espaces analytiques sur F̆ , munie d’une action “horizontale” de
D×, d’une action “verticale” de GLn(F ) par correspondances de Hecke et d’une
donnée de descente à F . Soit

π̆LT
K :MLT

K −→ Pn−1

/F̆

l’application des périodes de Gross-Hopkins. À un faisceau F de(
(Pn−1)tordu

) ˜́
et

/D×

est associé un système de faisceaux “de Hecke”
(
(π̆LT

K )∗F
)
K⊂GLn(OF )

sur la tour
de Lubin-Tate, muni de correspondances de Hecke, d’une action de D× et d’une
donnée de descente à F compatible à celle sur la tour (ces trois actions commutant).
Soit le foncteur

Γc(LT ,−) : Λ−
(
(Pn−1)tordu

) ˜́
et

/D× −→ Λ[GLn(F )×D× ×WF ]−Mod-lisses

F �−→ lim
−→

K⊂GLn(OF )

Γc(MLT
K ⊗̂ ̂̆

F , π̆LT ∗
K F)

Soit (MDr
K )K⊂O×

D
la tour de Drinfeld, au sens de Rapoport-Zink (une union

disjointe indexée par Z de la tour usuelle de revêtements de l’espace Ω de Drinfeld),
formée d’espaces analytiques sur F̆ , munie d’une action “horizontale” de GLn(F ),
“verticale” de D× et d’une donnée de descente à F̆ . Soit

π̆Dr
K : MDr

K −→ Ω/F̆

l’application des périodes sur la tour de Drinfeld.
À un faisceau G de Ω ˜́

et−GLn(F )−∞ est associé un système de faisceaux de
Hecke muni d’une donnée de descente à F sur la tour de Drinfeld, (π̆Dr∗

K G)K⊂O×
D
.

Soit le foncteur

Γc(Dr,−) : Λ− Ω ˜́
et/GLn(F ) −→ Λ[GLn(F )×D× ×WF ]−Mod-lisses

G �−→ lim
−→

K⊂GLn(OF )

Γc(MDr
K ⊗̂ ̂̆

F , π̆Dr∗
K G)

Il y a alors un isomorphisme de foncteurs à valeurs dans D+(Λ[GLn(F ) ×D× ×
WF ]∞)

RΓc(Dr,−) ◦ JL ∼−−→ RΓc(LT ,−)
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En particulier, si Λ désigne le faisceau constant, JL(Λ) = Λ et donc il y a un
isomorphisme entre la cohomologie à support compact à coefficients constants des
tours de Lubin-Tate et de Drinfeld.

Démonstration. Il s’agit d’une application du théorème IV.12.6 et du théorème
principal du chapitre III comme dans la démonstration précédente. �
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[1] Théorie des topos et cohomologie étale des schémas. Tome 2. Springer-Verlag,
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À parâıtre à Invent. Math.

[10] Jean François Dat. Espaces symétriques de Drinfeld et correspondance de
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[Λ, M ] ∈ I en niveau K, 34

Da→a′,K , cellule indéxée par l’aréte
a → a′ en niveau K, 37

I, immeuble paramétrant la
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Deuxième partie

L’isomorphisme des deux tours
Une autre approche en égales

caractéristiques

par

Alain Genestier et Vincent Lafforgue



Introduction

La véritable introduction “mathématique” apparâıtra plus tard (I.5) lorsque nous
aurons fixé les notations et effectué quelques rappels. Pour le moment, nous nous
contenterons de donner un bref aperçu de notre plan.

Dans le premier chapitre, après quelques préparatifs, nous énonçons le théo-
rème principal de l’article. Le paragraphe I.5 que nous consacrons à cet énoncé (et
en particulier, l’analyse critique de la conjecture I.5.1) a été fortement influencé
par l’exposé d’introduction de Laurent Fargues, pour le groupe de travail à l’IHES
sur l’isomorphisme de Faltings.

Le deuxième chapitre est essentiellement composée de rappels. Nous y résu-
mons une partie de [G], notamment une équivalence de catégories due à Drinfeld
(le “module de coordonnées”, voir [G, ch. I]) qui nous permettra de ramener la
construction de l’isomorphisme des deux tours à de l’algèbre linéaire, ainsi que les
résultats explicites sur la tour de Drinfeld des chapitres II et IV de [G]. Utilisant
un théorème de Drinfeld [D1], nous y développons aussi des résultats explicites
analogues pour la tour de Lubin-Tate.

Dans le troisième chapitre, nous introduisons un recouvrement de la tour de
Lubin-Tate indexé par l’ensemble des simplexes d’un immeuble de Bruhat-Tits.
En fait, un recouvrement de la tour de Drinfeld de même ensemble d’indices (dont
nous rappelons la définition dans le deuxième chapitre) apparâıt déjà dans [BC]
et [G]. Ce chapitre recoupe l’article [Far2], qui généralise considérablement son
résultat principal III.1.4 et traite aussi du cas d’inégales caractéristiques.

Dans le quatrième chapitre, fixant un simplexe maximal de l’immeuble de
Bruhat-Tits, nous ramenons la construction de l’isomorphisme des deux tours à
celle d’un isomorphisme des ouverts de ces deux tours associés au simplexe fixé
– ces ouverts seront donc considérés comme des “domaines fondamentaux” et ce
chapitre est consacré à l’étude des recollements.

Dans le cinquième chapitre, qui est en fait le cœur de ce travail, nous construi-
sons finalement l’isomorphisme des domaines fondamentaux.



Chapitre I

Rappels sur les deux tours
et énoncé du théorème

I.1 Notations

Soit O un anneau de valuation discrète localement compact d’égales caractéris-
tiques p > 0. On identifie son corps résiduel à Fq (où q = pr) et on note K son
corps des fractions. On note v la valuation sur K. On fixe une uniformisante π de
O, ce qui induit des identifications O � Fq[[π]] , K � Fq((π)).

On fixe un entier d ≥ 1 et on note D l’unique K-algèbre à division centrale
simple (à isomorphisme non-unique près) d’invariant 1/d et OD l’ordre maximal
de D. Si l’on note Kd l’extension non-ramifiée de degré d de K, Od son anneau
d’entiers et τ ∈ Gal(Kd/K) l’automophisme induisant (λ �→ λq) sur le corps
résiduel, les algèbres D et OD s’écrivent simplement comme des algèbres de po-
lynômes non-commutatifs Kd[Π] (resp. Od[Π]) en une indéterminée Π vérifiant les
relations Πd = π et Πa = τ(a)Π , ∀a ∈ Kd.

On note B ⊂ Md(O) l’ordre d’Iwahori des matrices triangulaires supérieures
modulo π et

Pπ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 1

π 0 · · · 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ B ,

de sorte que l’on a

B = {
∑
i∈N

diag(λi,0, . . . , λi,d−1)P i
π, λi,j ∈ Fq} = diag(Fd

q)[[Pπ ]] .

On appellera immeuble étendu de GLd(K) le produit de l’immeuble de
Bruhat-Tits de PGLd(K) par Z. Cette terminologie n’est pas standard car l’im-
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meuble de Bruhat-Tits de GLd(K) est plutôt le produit de l’immeuble de Bruhat-
Tits de PGLd(K) par R! On munira cet immeuble étendu de l’action de GLd(K)
produit de l’action standard sur l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K) et de
l’action (γ, n) ∈ GLd(K)× Z �→ n− v(det γ) sur Z.

On note
�
K ⊃ Kd le complété de l’extension maximale non-ramifiée de K,

�
O

son anneau d’entiers et on note encore τ l’automorphisme de Frobenius de
�
K.

On note NilpO (resp. Nilp
�
O) la catégorie des O-schémas (resp.

�
O-schémas)

sur lesquels l’image de π est localement (pour la topologie de Zariski) nilpotente.
LesO-schémas formels (resp.

�
O-schémas formels) seront considérés comme des ind-

objets de NilpO (resp. Nilp
�
O). Lorsque S est un schéma (ou un schéma formel),

on commettra souvent l’abus de notation consistant à écrire s ∈ OS pour signifier
que s est une section globale de OS . Pour S ∈ NilpO, on note S0 = V (π) le sous-
schéma fermé de S le long duquel π s’annule et FrOS le morphisme d’élévation à
la puissance q-ième. Pour S ∈ Nilp

�
O, on note S[τ ] le

�
O-schéma de morphisme

structural, le composé S → Spec
�
O τ→ Spec

�
O. Enfin, on note encore τ : Ĝa,S →

Ĝa,S l’isogénie de Frobenius (x �→ xq) du groupe formel Ĝa,S.

I.2 O et OD-modules formels

On rappelle maintenant quelques définitions.

Définition I.2.1. Soit S ∈ NilpO.

1) Un O-module formel X sur S est un groupe formel lisse sur S muni d’une
action de O telle que l’action tangente de O sur LieX cöıncide avec celle
provenant des structures de O-algèbre de OS et de OS-module de LieX ; sa
dimension est celle du groupe formel sous-jacent.

2) Un O-module formel est dit π-divisible (ou de hauteur finie) lorsque l’endo-
morphisme X(π) est une isogénie. Sa hauteur (normalisée) est ht X(π)/r,
où ht désigne la hauteur usuelle (c’est-à-dire, non-normalisée); cette hauteur
normalisée est un entier.

3) Lorsque X et Y sont deux O-modules formels, une quasi-isogénie ρ : X ��� Y
est un élément de HomO(X, Y )⊗O K ayant un inverse dans HomO(Y, X)⊗O
K. Le composé ρ ◦ X(πN) est alors une isogénie pour N assez grand; la
hauteur (normalisée) de ρ est (ht (ρ ◦ X(πN )) − htX(πN ))/r (N � 0) –
cette hauteur normalisée est un entier.

Dans la suite on appellera simplement hauteurs les hauteurs normalisées. De
même, la notation ht désignera la hauteur normalisée.

Définition I.2.2. Soit S ∈ NilpO.

1) Un OD-module formel est un O-module formel muni d’une action O-linéaire
de OD.
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2) Un OD-module formel X est dit spécial lorsque l’action tangente de Od sur
LieX fait de LieX un Od ⊗O OS-module inversible.

On va maintenant donner deux exemples de O (et même OD)-modules for-
mels qui serviront respectivement de points-base dans la définition des tours de
Lubin-Tate et de Drinfeld. Ces deux O-modules formels seront définis sur le corps
résiduel Fq de la O-algèbre

�
O.

La proposition suivante est due à Lubin et Tate [LT].

Proposition I.2.3. Les O-modules formels X de dimension 1 et hauteur d sur
Fq sont tous isomorphes. La O-algèbre EndOX des endomorphismes d’un tel O-
module formel X est isomorphe à OD.

Plutôt que de répéter la démonstration de [LT], on se contentera de dire qu’en
égales caractéristiques un tel X est défini par

X = Ĝa,Fq
en tant que groupe formel et X(π) = τd

et que l’action de OD sur X est définie par

X(λ) = λ (λ ∈ Fqd) et X(Π) = τ .

Le OD-module formel

Y =
⊕

i∈Z/dZ

X(Πi •Π−i)

(où X(Πi • Π−i) désigne le OD module formel obtenu en tordant l’action de OD

sur X par l’automorphisme Πi • Π−i de OD) est spécial. La proposition suivante
est due à Drinfeld [D2].

Proposition I.2.4. Les OD-modules formels spéciaux de hauteur d2 sur Fq sont
tous isogènes à Y. La O-algèbre EndOD Y des endomorphismes de Y s’identifie à
l’ordre d’Iwahori tB des matrices triangulaires inférieures modulo π.

Là encore, au lieu de répéter la démonstration de [D2], on se contentera de
dire que l’isogénie rOd = diag(1, τ, . . . , τd−1) : Xd → Y identifie EndOD (Y)⊗O K à
EndOD (Xd)⊗O K = Md(K) et que, pour cette identification, EndODY ⊂ Md(K)
est l’ordre des matrices entières triangulaires inférieures modulo π.

I.3 Tour de Lubin-Tate

On considère le foncteur
�
MLT qui à S ∈ Nilp

�
O associe l’ensemble des classes

d’isomorphie de couples (X, ρ), où

• X est un O-module formel sur S de dimension 1 et hauteur d

• ρ : XS0 ��� XS0 est une quasi-isogénie

et à un morphisme S′ → S associe le morphisme de changement de base évident.
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Le théorème suivant est dû à Lubin et Tate [LT] – voir aussi Rapoport-Zink
[RZ] pour une démonstration dans un cadre beaucoup plus général, englobant en
fait ce paragraphe et le suivant consacré à la tour de Drinfeld.

Théorème I.3.1. Le foncteur
�
MLT est (ind)-représentable par un

�
O-schéma for-

mel.

On donnera dans le troisième chapitre (théorèmes de représentabilité expli-
cites) un énoncé beaucoup plus précis.

Définition I.3.2. Soit X un O-module formel de dimension 1. Une structure de
niveau à la Drinfeld [D1] d’échelon πn sur X est un morphisme de O-modules

σ : (π−nO/O)d → X

dont l’image cöıncide (en tant que diviseur) avec le sous-groupe X [πn] des points
de πn-torsion.

L’ensemble des classes d’isomorphie de triplets (X,ρ,σ), où (X,ρ)∈
�
MLT (S)

et σ est une structure de niveau à la Drinfeld d’échelon πn sur X , définit un
foncteur

�
MLT ,n, qui est (ind-) représenté par un

�
O-schéma formel fini et plat

au-dessus de
�
MLT .

La tour (
�
MLT ,n)n est munie d’une action (à gauche) du groupe GLd(K)×D×

(cf. [D1], [C] et [RZ]) dont on va maintenant rappeler la définition.
Soient γ ∈ GLd(K) et N ∈ N tel que πNγMd(O)γ−1 ⊂ Md(O). L’élément γ

induit un morphisme
�
MLT ,n+N →

�
MLT ,n de la manière suivante. Soient m ∈ Z

le plus petit entier tel que πmγ ∈ Md(O) et γ′ = πmγ. Grâce au théorème des
diviseurs élémentaires on voit aisément que πNOd ⊂ γ′Od ⊂ Od. Soient H =
γ′−1Od/Od ⊂ π−(n+N)Od/Od et X ′ = X/σ(H) (comme pour les structures de
niveau à la Drinfeld, cette image σ(H) doit être considérée comme un diviseur).
Le morphisme composé π−(n+N)Od/Od → X → X ′ se factorise à travers γ′ :
π−(n+N)Od/Od → γ′π−(n+N)Od/Od et la structure de niveau σ induit donc un
morphisme σ′ = π−nOd/Od ⊂ γ′π−(n+N)Od/Od → X ′; il résulte de [D1, prop.
4.4] que ce morphisme σ′ est une structure de niveau à la Drinfeld d’échelon πn

sur X ′. On obtient finalement un triplet (X ′, ρ′, σ′) ∈
�
MLT ,n(S) en prenant pour

ρ′ la quasi-isogénie composée XS0

π−m

��� XS0

ρ��� XS0 → X ′
S0

.

Soit δ ∈ D×. L’élément δ induit un morphisme
�
MLT ,n →

�
MLT ,n associant

à un triplet (X, ρ, σ) ∈
�
MLT ,n(S) le triplet (X ′ = X, ρ′, σ′ = σ), où ρ′ est la

quasi-isogénie composée XS0

δ−1

��� XS0

ρ��� XS0 .
On notera que les groupes GLd(K) et D× ont deux actions de nature très

différente: le groupe GLd(K) agit par “correspondances de Hecke” sur les struc-
tures de niveau alors que le groupe D× agit sur la quasi-isogénie.
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Le sous-groupe K× ⊂ GLd(K) × D× (plongé diagonalement) agit triviale-
ment et l’action qu’on vient de définir se factorise donc en une action de (GLd(K)×
D×)/K×.

Enfin, la tour (
�
MLT ,n)n est munie d’une donnée de descente à la Weil (au

sens de Rapoport-Zink [RZ, 3.44]), qui est l’endomorphisme τ -semi-linéaire asso-
ciant à (X, ρ, σ) le triplet (X, ρ ◦ τ−1, σ) sur S[τ ], où ρ ◦ τ−1 est la quasi-isogénie

composée XS0[τ ] = X ×(SpecFq,τ) S0
τ−1

��� XS0

ρ��� XS0 . Cette donnée de descente

est effective et le
�
O-schéma formel

�
MLT ,n provient donc, par changement de base,

d’un O-schéma formel MLT ,n – ce O-schéma formel MLT ,n s’identifie d’ailleurs

à la partie ouverte et fermée de
�
MLT ,n sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie

ρ est nulle.

L’action de GLd(K)×D× sur la tour (
�
MLT ,n)n commute à cette donnée de

descente et descend donc en une action sur la tour (MLT ,n)n.
En principe, on appellera “tour de Lubin-Tate” la tour (MLT ,n)n. Il pourra

cependant arriver qu’on appelle ainsi la tour (
�
MLT ,n)n – afin de ne pas créer de

confusions, on précisera à chaque fois laquelle des deux versions on utilise.

I.4 Tour de Drinfeld

On considère le foncteur
�
MDr qui à S ∈ Nilp

�
O associe l’ensemble des classes

d’isomorphie de couples (Y, ρ), où

• Y est un OD-module formel spécial sur S de hauteur d2

• ρ : YS0 ��� YS0 est une quasi-isogénie compatible à l’action de OD

et à un morphisme S′ → S associe le morphisme de changement de base évident.
Le théorème suivant est dû à Drinfeld [D2] – voir aussi Rapoport-Zink [RZ],

ainsi que [G], pour d’autres démonstrations (celle de [G] ne vaut – hélas! – qu’en
égales caractéristiques).

Théorème I.4.1. Le foncteur
�
MDr est (ind)-représentable par un

�
O-schéma for-

mel.

On donnera dans le troisième chapitre (théorèmes de représentabilité ex-
plicites) un énoncé beaucoup plus précis qui est une reformulation du résultat
principal de [G, ch. II].

On considère maintenant la fibre générique au sens de Raynaud
�
M

rig

Dr (voir
[B] et [RZ, prop. 5.3]) de

�
MDr. La fibre générique au sens de Raynaud Y [πn]rig est

un schéma en groupes (et même enOD-modules) fini et étale au-dessus de
�
MDr qui

est localement (pour la topologie étale) isomorphe à π−nOD/OD. Les structures
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de niveau d’échelon πn: π−nOD/OD
∼→ Y [πn]rig définissent alors un revêtement

fini étale galoisien
�
M

rig

Dr,n de
�
M

rig

Dr, de groupe de Galois (OD/πnOD)×.

On munit la tour (
�
M

rig

Dr,n)n de l’action à gauche suivante de GLd(K)×D×.

A un triplet (Y, ρ, σ) ∈
�
M

rig

Dr,n(S) (où S est une
�
K-variété rigide analytique,

(Y, ρ) un point de
�
MDr défini sur un modèle entier convenable Sent de S et

σ : π−nOD/OD
∼→ Y [πn]rig est une structure de niveau d’échelon πn sur Y ) et à

l’élément (γ, δ) ∈ GLd(K)×D×, elle associe le triplet

Y ′ = Y (Π−m •Πm)

ρ′ = (YSent
0

tγSent
0��� YSent

0

ρ��� YSent
0

YSent
0

(Π−m)

��� Y ′
Sent

0
)

σ′ = (π−nOD/OD
(•Π−mδ)→ π−nOD/OD

σ→ Y [πn]rig == Y ′[πn]rig))

où m ∈ Z est l’entier tel que δ ∈ ΠmO×
D, (•Π−mδ) est la multiplication à droite

par Π−mδ et Y [πn]rig == Y ′[πn]rig est l’isomorphisme O-linéaire évident (il n’est
pas OD-linéaire si m n’est pas multiple de d).

On remarque que, par rapport à l’action précédemment définie sur la tour de
Lubin-Tate, les groupes GLd(K) et D× ont inversé leur rôle. Le groupe GLd(K)
agit sur les quasi-isogénies, tout comme D× sur la tour de Lubin-Tate. En notant

que lorsque m ≤ 0 le morphisme Y
Y (Π−m)−→ Y ′ n’est autre que le morphisme de

passage au quotient par Y [Π−m], l’action de D× est analogue à l’action de GLd(K)
sur la tour de Lubin-Tate.

Le sous-groupe K× ⊂ GLd(K) × D× (plongé diagonalement) agit triviale-
ment et l’action qu’on vient de définir se factorise donc en une action de (GLd(K)×
D×)/K×.

Remarque I.4.2. Cette action de GLd(K) n’est pas l’action “usuelle” figurant dans
[D2], [RZ], [C], [G], . . . Elle en diffère en fait 1 par une torsion par l’automorphisme
γ �→ tγ−1 de GLd(K). Comme on le verra, c’est là le prix à payer pour obtenir un
isomorphisme GLd(K)-équivariant des deux tours.

Enfin, la tour (
�
M

rig

Dr,n)n est munie d’une donnée de descente à la Weil (au sens
de Rapoport-Zink [RZ, 3.44]), qui est l’endomorphisme τ -semi-linéaire associant
à (Y, ρ, σ) le triplet (Y, ρ ◦ τ−1, σ) sur Sent[τ ], où ρ ◦ τ−1 est la quasi-isogénie

composée YSent
0 [τ ]

τ−1

��� YSent
0

ρ��� YSent
0

. Cette donnée de descente est effective et la

1Nous avons adopté ici le point de vue de [RZ] consistant à considérer des quasi-isogénies de
hauteur arbitraire et une donnée de descente à la Weil. Le point de vue utilisé dans les autres
références, qui consiste à ne considérer que des quasi-isogénies de hauteur nulle, donne directe-

ment Mrig
Dr,n. Les formules qui expriment l’action de GLd(K) (et de D×) y sont, de ce fait, plus

compliquées et ne se comparent pas directement à l’action que nous définissons ici.
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�
K-variété rigide-analytique

�
M

rig

Dr,n provient donc, par changement de base, d’une
K-variété rigide-analytique Mrig

Dr,n – qui s’identifie d’ailleurs à la partie ouverte

et fermée de
�
M

rig

Dr,n sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie ρ est nulle.

L’action de GLd(K)×D× sur la tour (
�
M

rig

Dr,n)n commute à cette donnée de
descente et descend donc en une action sur la tour (Mrig

Dr,n)n.

En principe, on appellera “tour de Drinfeld” la tour (Mrig
Dr,n)n. Il pourra

cependant arriver qu’on appelle ainsi la tour (
�
M

rig

Dr,n)n – de même que du côté
Lubin-Tate, on précisera à chaque fois laquelle des deux versions on utilise.

I.5 Enoncé du théorème

Hopkins et Gross (dans leur prépublication [HG2]; voir aussi Rapoport-Zink [RZ,
5.54] pour une référence plus facile à se procurer) ont formulé la conjecture sui-
vante, que nous énonçons ici volontairement sous une forme un peu vague.

Conjecture I.5.1. On a une égalité

“ lim←−
n

” Mrig
LT ,n = “ lim←−

n

” Mrig
Dr,n

où “ lim←−” est une sorte de limite projective (en un sens à préciser).

Nous allons maintenant faire une analyse critique de cet énoncé.

1) Il n’existe manifestement pas de couple de morphismes GLd(K) × D×-
équivariants, mutuellement inverses

Mrig
LT ,m →Mrig

Dr,n (m � n)
Mrig

Dr,n →Mrig
LT ,m (n � m)

des deux systèmes projectifs (pour dissiper tout malentendu, précisons tout de
suite que cet énoncé trop näıf n’est pas celui figurant dans les références que nous
venons de citer!). En effet, si xm est un point de Mrig

LT ,m à valeurs dans une
extension L de K et si yn est un point de MDr,n à valeurs dans L, le stabilisateur
de xm vis-à-vis de l’action de GLd(K) est ouvert (pour la topologie π-adique) alors
que celui de yn ne l’est pas; de même, le stabilisateur de xm vis-à-vis de l’action
de D× n’est pas ouvert alors que celui de yn l’est.

Pour répondre à cette objection, une idée simple est d’utiliser une complétion.
Le morphisme de comparaison des deux tours enverra donc un point x = (xm)m

de (MLT ,m)m sur un point y = (yn)n de (MDr,n)n, où yn sera défini à l’aide de
séries (dont la convergence requiert cette complétion) dépendant de tous les xm

et non seulement d’un nombre fini comme dans le cas du morphisme de systèmes
projectifs envisagé ci-dessus – en particulier, si x est à valeurs dans une extension L
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de K (nécessairement infinie), y sera un point à valeurs dans le complété π-adique
de L.

La “limite projective complétée” d’un système projectif de variétés rigide-
analytiques n’a pas de sens dans la théorie “classique” des espaces rigides 2. Pour
donner un sens à cette complétion, Faltings construit des modèles entiers des
deux tours. Nous adopterons aussi cette approche, mais nos modèles entiers seront
différents de ceux utilisés par Faltings.

2) Cette idée se heurte tout de suite à une nouvelle difficulté. En effet, le
modèle entier MDr,n = (Mrig

Dr,n)̃ de Mrig
Dr,n obtenu par normalisation de MDr

dansMrig
Dr,n (voir [Far1, appendice A]) est π-adique alors queMLT ,m ne l’est pas.

Pour pouvoir comparer les deux tours, Faltings modifie (“π-adifie!”) le modèle
entier de la tour de Lubin-Tate (voir [Fal1], [Far1]); il modifie aussi un peu le
modèle entier de la tour de Drinfeld. Nous π-adifierons aussi la tour de Lubin-
Tate en employant une variante de la construction de Faltings. Nous n’aurons en
revanche pas besoin de modifier le modèle entier de la tour de Drinfeld obtenu par
normalisation.

3) Pour obtenir un modèle entier π-adique d’une K-variété rigide-analytique,
il suffit de se donner un recouvrement affinöıde admissible pur de cette variété
(voir le paragraphe 3.7 de [vdPV]; nous allons rappeler à l’instant en quoi consiste
cette condition de pureté). En fait, ni le recouvrement affinöıde de la tour de
Lubin-Tate qu’utilise Faltings ni celui que nous utiliserons ne s’obtiennnent comme
l’image réciproque d’un recouvrement défini à un niveau fini de la tour et il faut
donc légèrement modifier cette construction. Pour cela, nous posons la définition
suivante.

Définition I.5.2. Un recouvrement affinöıde admissible (
�
M

rig

LT ,•,i)i∈I de la tour de

Lubin-Tate (
�
M

rig

LT ,n)n consiste en la donnée

• d’un ensemble I d’indices
• d’un entier n(i), pour tout i ∈ I

• d’un ouvert affinöıde
�
M

rig

LT ,n(i),i ⊂
�
M

rig

LT ,n(i), pour tout i ∈ I, induisant

donc par image réciproque un ouvert affinöıde
�
M

rig

LT ,n,i ⊂
�
M

rig

LT ,n, pour tout
n ≥ n(i)

tels que pour tout ouvert affinöıde connexe U ⊂
�
M

rig

LT , il existe une partie finie

I(U) telle que l’image réciproque Un de U dans
�
M

rig

LT ,n (n ≥ supi∈I(U)n(i)) soit

recouverte par les ouverts
�
M

rig

LT ,n,i (i ∈ I(U)).

2Laurent Fargues (voir [Far1, ch. IV. 1]) a récemment développé un formalisme d’espaces rigides
généralisés; nous n’utiliserons pas ce point de vue dans notre texte mais l’isomorphisme de notre
théorème principal I.5.3 – tout comme l’isomorphisme original de Faltings – se réinterprète
immédiatement en ces termes.
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Ce recouvrement est dit pur si pour tout couple (i, j) d’éléments de I,

l’ouvert
�
M

rig

LT ,n,i∩
�
M

rig

LT ,n,j (n ≥ i, j) de
�
M

rig

LT ,n,i provient d’un ouvert de Zariski
�
MLT ,n,(i,j) du modèle entier affine

�
MLT ,n,i = Spf({f ∈ H0(

�
M

rig

LT ,n,i,O�
M

rig
LT ,n,i

); |f(x)| ≤ 1, ∀x ∈
�
M

rig

LT ,n,i})

de
�
M

rig

LT ,n,i.

Soit
�
MLT ,∞,i (resp.

�
MLT ,n,(i,j)) la limite projective (complétée, cf. [Far1,

IV.1.7]) des schémas formels
�
MLT ,n,i (resp.

�
MLT ,n,(i,j)). En recollant les schémas

formels π-adiques
�
MLT ,∞,i le long de leurs ouverts

�
MLT ,∞,(i,j), le recouvrement

(
�
M

rig

LT ,•,i)i induit un schéma formel π-adique
�
MLT ,∞,I . Ce schéma formel peut

être considéré comme une “π-adification” de la tour de Lubin-Tate.

Le recouvrement (
�
M

rig

LT ,•,i)i∈I que nous utiliserons sera précisé dans le troi-
sième chapitre. Nous nous contentons pour l’instant de dire qu’il est muni d’une
action de GLd(K)×D× et d’une donnée de descente à la Weil (de sorte qu’il en
est de même pour

�
MLT ,∞,I).

Du “côté Drinfeld”, comme nous l’avons déjà dit, la situation est beaucoup
plus simple puisqu’il suffit de considérer le modèle entier

�
MDr,∞ = lim←−n

�
MDr,n

de la tour de Drinfeld (bien sûr, cette limite projective est elle aussi complétée,
cf. [Far1, IV.1.7]).

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal.

Théorème I.5.3. Il existe un isomorphisme (explicite) (GLd(K)×D×)/K×-équi-
variant

ϕ :
�
MLT ,∞,I

∼−→
�
MDr,∞

qui est de plus compatible aux données de descente de Weil.

Nous allons finalement faire quelques remarques.

Remarque I.5.4.

1) En égales caractéristiques, il est encore possible d’utiliser le point de vue
de Faltings pour construire un isomorphisme “de Faltings” des deux tours.
En effet, la construction de Faltings repose uniquement sur la théorie de
Grothendieck-Messing – seule la conservation du degré [Far1, II. 11] utilise
la théorie de Fontaine. En égales caractéristiques, [G] (cf. I.3: théorie de
déformations) fournit un analogue de la théorie de Grothendieck-Messing
qui s’avère suffisant pour transposer la construction de Faltings.

Au niveau des points à valeurs dans un anneau de valuation (comme
dans le chapitre II de [Far1]) notre isomorphisme ϕ cöıncide avec celui de
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Faltings. De plus, notre résultat a les mêmes conséquences cohomologiques
(cf. [Fal1, §6] et [Far1, IV.13]) que le théorème original de Faltings. En fait,
l’isomorphisme d’espaces rigides généralisés (au sens de [Far1, IV.1])

ϕrig :
�
M

rig

LT ,∞,I
∼−→

�
M

rig

Dr,∞

induit par notre isomorphisme cöıncide vraisemblablement avec celui induit
par l’isomorphisme de Faltings.

2) Notre recouvrement (
�
M

rig

LT ,•,i)i∈I aura comme ensemble I d’indices l’en-
semble des simplexes maximaux de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K).
L’action de GLd(K)×D× sur I sera le produit de l’action évidente de GLd(K)
et de l’action triviale de D×; la donnée de descente agira trivialement sur I (si
bien que ce recouvrement proviendra en fait d’un recouvrement (Mrig

LT ,•,i)i∈I

de Mrig
LT ,•).

En particulier, l’ouvert
�
M

rig

LT ,n,(P−•Od) que nous associerons au sim-
plexe maximal (P−iOd)i∈Z sera une sorte de “domaine fondamental” pour
l’action de GLd(K) sur la tour de Lubin-Tate.

La tour de Drinfeld est, elle aussi, munie d’un recouvrement affinöıde

(provenant d’un recouvrement de son rez-de-chaussée 3
�
M

rig

Dr,0) ayant le
même ensemble d’indices (cf. [D1], [BC] ou [G]). Pour construire l’isomor-
phisme du théorème I.5.3, il suffira donc de construire un isomorphisme
ϕP−•Od :

�
MLT ,∞,P−•Od

∼→
�
MDr,∞,P−•Od équivariant sous B× × D× et

compatible aux données de descente de Weil puis de vérifier que les trans-
latés sous l’action de GLd(K) de cet isomorphisme se recollent. C’est ce que
nous ferons dans les deux dernièrs chapitre.

3first floor



Chapitre II

Théorèmes de représentabilité
explicites

II.1 Modules de coordonnées

La théorie du module de coordonnées, esquissée dans une lettre de Drinfeld à Ca-
rayol et développée dans [G], est une sorte d’analogue en égales caractéristiques de
la théorie de Dieudonné. Elle ramène l’étude des O-modules formels à de l’algèbre
semi-linéaire – plus précisément, elle fournit une équivalence contravariante entre
la catégorie des O-modules formels et une certaine catégorie de chtoucas locaux.
La construction de l’isomorphisme des deux tours dans le chapitre V reposera sur
cette théorie. On va donc faire quelques rappels à son sujet (voir [G, ch. I] pour
plus de précisions).

Soit X un O-module formel de hauteur h et de dimension d sur un O-schéma
S ∈ NilpO. Son module de coordonnées est MX = HomFq

(X, Ĝa,S), où Fq agit

sur Ĝa,S de la manière évidente. C’est un faisceau de O⊗̂Fq OS-modules sur S, où
O ⊗̂Fq OS est le complété de O ⊗Fq OS pour la topologie π ⊗ 1-adique – l’action
de O provient de l’action de O sur X et l’action de OS vient de l’action de OS

sur Ĝa,S par homothéties. De plus, l’isogénie de Frobenius τ : Ĝa,S → Ĝa,S induit
une application IdO ⊗ FrOS -linéaire F : MX →MX . Pour tout O ⊗̂Fq OS-module
M , on note τM = (IdO ⊗ FrOS )∗(M), de sorte que F induit un morphisme de
O ⊗̂Fq OS-modules τMX →MX .

A partir de maintenant, on notera O ⊗̂ OS le produit tensoriel O ⊗̂Fq OS .
Pour simplifier, on notera z = π⊗ 1 et lorsque s est une section de OS , on notera
encore s la section 1⊗ s de O ⊗̂OS – remarquer que ceci s’applique en particulier
pour s = π. On notera aussi K ⊗̂ OS = O ⊗̂ OS [z−1] le complété de K ⊗Fq OS

pour la topologie z-adique.
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Proposition II.1.1. ([G], ch. I, prop. 2.2.3 et 2.2.6)

1) Soit X un O-module formel de hauteur h et de dimension d sur un O-schéma
S ∈ NilpO. Son module de coordonnées MX a les propriétés suivantes:

a) MX est, localement pour la topologie de Zariski sur S, un O⊗̂OS-module
libre de rang h,

b) le conoyau de F : τMX → MX est supporté schématiquement par le
graphe du morphisme de S dans SpecO (ce qui revient à dire qu’il est
annulé par z − π), et il est localement libre de rang d sur ce graphe
(comme OS-module il est canoniquement isomorphe au dual de Lie X),

c) l’endomorphisme semi-linéaire F de MX/zMX est, localement pour la
topologie de Zariski sur S, nilpotent.

2) Le module de coordonnées établit une équivalence de catégories contravariante
de la catégorie des O-modules formels de hauteur h et de dimension d vers
la catégorie des couples (M, F ) satisfaisant aux conditions 1), a), b), c).

3) La donnée d’une quasi-isogénie X ��� X ′ équivaut à celle d’un isomorphisme
de K ⊗̂ OS-modules MX′ ⊗O⊗̂OS

K ⊗̂ OS →MX ⊗O⊗̂OS
K ⊗̂ OS compatible

aux morphismes de Frobenius FX′ et FX .

Lorsque S est un O-schéma formel, la proposition ci-dessus s’adapte – il
suffit de lire “le graphe du morphisme de S dans Spf O” dans la condition (b) et
de remplacer la condition (c) par “l’endomorphisme semi-linéaire F de MX/zMX

est, localement pour la topologie de Zariski sur S, topologiquement nilpotent”.
Dans ce cadre, on rencontrera souvent des limites de quasi-isogénies, c’est-

à-dire, lorsque S est défini par un système inductif de nil-immersions fermées
Sn ↪→ Sn+1 (n ∈ N, Sn ∈ NilpO), des systèmes compatibles (ρn : XSn ���
X ′

Sn
)n∈N de quasi-isogénies. De telles limites de quasi-isogénies ne proviennent

pas nécessairement d’une quasi-isogénie X ��� X ′, car le dénominateur de ρn

(c’est-à-dire, le plus petit entier N tel que ρn ◦X(πN) soit un morphisme) est en
général une fonction non-bornée de n – on en rencontrera d’ailleurs un exemple
dès le paragraphe suivant avec la limite de quasi-isogénies ρ universelle sur la fibre
spéciale de l’espace de modules de Lubin-Tate. Notant

K ̂̂⊗OS = lim←−n
K ⊗̂ OSn

= {∑j∈Z ajz
j; aj ∈ OS et limj→−∞aj = 0}

la O ⊗̂ OS-algèbre complétée de K ⊗̂ OS vis-à-vis de la topologie induite par
celle de OS , la donnée d’une telle limite de quasi-isogénies équivaut alors à celle
d’un isomorphisme MX′ ⊗O⊗̂OS

K ̂̂⊗OS → MX ⊗O⊗̂OS
K ̂̂⊗OS compatible aux

morphismes de Frobenius FX′ et FX .
On peut remarquer qu’on a, là encore, commis l’abus de notations consistant

à écrire aj ∈ OS pour dire que aj est une section globale de OS . En fait, les

constructions de O ⊗̂ OS , K ⊗̂ OS et K ̂̂⊗ OS se “faisceautisent” visiblement et
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fournissent des faisceaux de OS-algèbres sur S. Ces faisceaux ne sont pas quasi-
cohérents mais proviennent de faisceaux quasi-cohérents de O ⊗̂ OS-algèbres sur
SpfO×̂Spf FqS.

Dans les deux paragraphes suivants, on va respectivement décrire les schémas
formels (ind-)représentant les foncteurs

�
MLT et

�
MDr, ainsi que les modules de

coordonnées des objets universels.

II.2 Côté Lubin-Tate

Il résulte de [D1] (voir aussi [HG1]) que le foncteur
�
MLT est ind-représenté par∐

h∈Z Spf
�
O[[u1, . . . , ud−1]] muni de l’objet universel (X, ρ) suivant. En tant que

groupe formel avec action de Fq, X = Ĝa; l’action de π ∈ O est X(π) = π +
u1τ + · · · + ud−1τ + τd. La quasi-isogénie ρ est uniquement déterminée par la
condition ρ ≡ τh modulo (π, u1, . . . , ud−1) (dans la suite elle sera explicitée à
l’aide de modules de coordonnées). Sur cette écriture, la donnée de descente de
Weil est facile à expliciter: elle applique la h-ième copie de Spf

�
O[[u1, . . . , ud−1]]

sur la (h− 1)-ième, fixe les ui et agit sur
�
O par τ .

Dans toute la suite, plutôt qu’avec
�
MLT on travaillera avec l’espace de mo-

dules avec structures de niveau “de type Iwahori”
�
MLT ,B× suivant (intermédiaire

entre
�
MLT et

�
MLT ,1).

Au sous-groupe d’Iwahori B× est naturellement associé un problème de mo-
dules

�
MLT ,B× = {(X, ρ), H1 ⊂ · · · ⊂ Hd−1 ⊂ X(π)}

= {(X, ρ), X = X0
α1→ X1

α2→ · · ·Xd
αd→ X0, αd ◦ · · · ◦ α1 = X(π)},

où (X, ρ) est comme dans la définition de l’espace de Lubin-Tate
�
MLT , Hi est

un sous-schéma en groupes avec action de Fq de X [π], fini et plat d’ordre qi,
Xi = X/Hi est un O-module formel de hauteur d et de dimension 1, et αi est une
isogénie de degré q.

Ce foncteur
�
MLT ,B× est ind-représenté par∐
h∈Z

Spf(
�
O[[x1, . . . , xd]]/(x1 · · ·xd − (−1)dπ))

(dans la suite on considérera toujours (xi)i∈{1,...,d} comme une suite périodique
(xi)i∈Z/dZ) et les objets universels sont les suivants:

• X = Ĝa comme groupe formel avec action de Fq et l’action de π est donnée
par X(π) = (τ − xd) · · · (τ − x1),

• Hi = Ker[(τ − xi) · · · (τ − x1)],
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• Xi = Ĝa comme groupe formel avec action de Fq, l’action de π est donnée
par Xi(π) = (τ − xi) · · · (τ − x1)(τ − xd) · · · (τ − xi+1) et αi = τ − xi,

• la quasi-isogénie ρ est encore déterminée par la condition

ρ ≡ τh modulo (x1, . . . , xd).

On va maintenant traduire ceci en termes de modules de coordonnées. Pour
énoncer le résultat, il est commode d’introduire la notation suivante: P = Pπ ⊗ 1
– il aurait certes été plus logique de noter Pz cette matrice. . .

Théorème II.2.1. Le module de coordonnées (MX , FX) du O-module formel uni-
versel X sur

�
MLT ,B× est

• MX = Od ⊗̂ O�
MLT ,B×

• FX = ΦX ◦ τ

où l’on note ΦX la matrice diag(x1, . . . , xd) + tP et τ = IdO ⊗̂ FrO�
MLT ,B×

. La

matrice RXS0
du morphisme

Mρ : MX/πMX → Kd ̂̂⊗ (O�
MLT ,B×

/(π))

associé à la quasi-isogénie ρ est la réduction modulo π de

RX = tP h[ . . . ( tP 3 τ2
Φ−1

X
tP−2)( tP 2 τΦ−1

X
tP−1)( tPΦ−1

X )]
= limn→∞ tPn+h τn−1

Φ−1
X · · ·Φ−1

X

– ce produit converge pour la topologie (x1, . . . , xd)-adique sur le complété (x1, . . . ,
xd)-adique de tP h diag(Od

�
MLT ,B×

)[ tP−1] et définit donc une matrice à coefficients

dans K ̂̂⊗O�
MLT ,B×

; cette matrice RX satisfait l’équation RXΦX = tP τRX .

On note RX = tP h
∑

j≥0 diag(r1,j , . . . , rd,j) tP−j (avec ri,0 = 1); l’équation
matricielle RXΦX = tP τRX se traduit alors par les équations rq

i−1,j+1 − ri,j+1 =
ri,jxi+j (j ≥ 0).

Démonstration. La famille (1, τ−x1, (τ−x2)(τ−x1), . . . , (τ−xd−1) · · · (τ−x1)) est
visiblement une base de MX et, en utilisant cette base, on obtient l’isomorphisme
de la proposition. La matrice RXS0

est congrue à tP h modulo (x1, . . . , xd) et telle
que RXS0

ΦX = tP τRXS0
. On a donc

RXS0
= tPn τn

RXS0

τn−1
Φ−1

X · · ·Φ−1
X = limn→∞

tPn+h τn−1
Φ−1

X · · ·Φ−1
X .

Enfin, il reste à vérifier que RX s’exprime comme un somme de puissances de tP
d’exposants ≤ h. La matrice ΦX

tP−1 est de la forme

Idd + ε , où ε ∈ (x1, . . . , xd) diag(Od
�

MLT ,B×
)[ tP−1]
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et a donc un inverse Idd − ε + ε2 − · · · dans le complété (x1, . . . , xd)-adique de
la O�

MLT ,B×
-algèbre diag(Od

�

MLT ,B×
)[ tP−1]; en utilisant l’expression de RX sous

forme de produit, il en résulte que RX appartient au complété (x1, . . . , xd)-adique
de tP h diag(Od

�

MLT ,B×
)[ tP−1]. �

Remarque II.2.2. Le fait que la matrice RXS0
se relève en une matrice RX satis-

faisant la même équation est à rapprocher du lemme de rigidité [K, lemma 1.1.3]
utilisé dans la démonstration de Drinfeld ([D2], [K]) du théorème de Serre-Tate.

Il faut cependant souligner que (Od ⊗̂ OS , tP ◦ τ) n’est pas le module de
coordonnées d’un O-module formel si l’image de π est non nulle dans OS . On
peut néanmoins considérer la matrice RX comme celle associée à une limite de
quasi-isogénies généralisées au sens suivant. Revenant à la définition rappelée en
(I.2) des O-modules formels, on peut aussi appeler O-module formel sur un Fq-
schéma S tout groupe formel muni d’une action de O telle que l’action tangente
de O se fasse par une homothétie de rapport nilpotent (qui fait alors de S un
objet de NilpO). Avec ce point de vue on peut ensuite définir des morphismes
généralisés X → X ′ en n’imposant plus que les morphismes O → OS , induits par
X et par X ′, cöıncident.

II.2.1 Structures de niveau

On va maintenant interpréter les structures de niveau en termes du module de
coordonnées.

Puisqu’on utilise dans la suite le problème de modules
�
MLT ,B× , on travaille

avec des O-modules formels déjà munis d’une structure de niveau de type Iwa-
hori. Il est alors naturel de demander que la structure de niveau additionnelle
σ : π−nOd/Od → X [π−n] sur X soit compatible à la structure de niveau de type
B× sur X , c’est-à-dire que σ(π−1O/Oe1⊕· · ·⊕π−1O/Oei) ⊂ Hi (où (ei)i désigne
la base canonique de Od).

Soit S ∈ NilpO et X un O-module formel sur S. En identifiant le Fq-dual de
K/O à O par le résidu O⊗K/O → Fq, la donnée d’un morphisme σ : π−nO/O →
X [πn] correspond à celle d’un morphisme Mσ : MX/znMX → (O/πnO) ⊗ OS

compatible aux Frobenius FX sur la source et τ sur le but. Lorsque (X, Hi, ρ) est un
point de

�
MLT ,B× à valeurs dans S ∈ Nilp

�
O, la donnée de σ : π−nOd/Od → X [πn]

correspond à celle d’une matrice SX ∈ Md(O/πnO⊗OS) telle que SXΦX = τSX

(où l’on note encore ΦX la matrice obtenue à partir de ΦX ∈ Md(O⊗O�
MLT ,B×

) par

le changement de base S →
�
MLT ,B×). Le morphisme σ est tel que σ(π−1O/Oe1⊕

· · · ⊕ π−1O/Oei) ⊂ Hi si et seulement si la matrice SX est triangulaire inférieure
modulo z; lorsque c’est le cas, on va expliciter les conditions pour que σ soit une
structure de niveau à la Drinfeld.
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Soit SX ≡
∑

j≥0 diag(s1,j , . . . , sd,j) tP j (modulo znMd(O⊗̂OS)) une matrice
triangulaire inférieure modulo z. L’équation matricielle SXΦX = τSX s’écrit en-
core sq

i,j − xi−jsi,j = si,j−1. En particulier, on a sq
i,0 − xisi,0 = 0 et si,0 est donc

un point du noyau de αi = (τ − xi) : Xi−1 → Xi; plus généralement, si,j est un
point de (αi−1 ◦ · · · ◦ αi−j)−1(si,0) ⊂ Ker (αi ◦ · · · ◦ αi−j) ⊂ Xi−j−1[π[j/d]+1] (où
[j/d] désigne la partie entière de j/d) et on a αi−j(si,j) = si,j−1.

Le morphisme σ associé à SX est une structure de niveau à la Drinfeld si
et seulement si on a sq−1

i,0 = xi, pour tout i ∈ Z/dZ. En effet, ce morphisme
σ est une structure de niveau à la Drinfeld lorsqu’on a les égalités de diviseurs
σ(π−1O/Oe1 ⊕ · · · ⊕ π−1O/Oei) = Hi et σ(π−1Od/Od) = X [π] sur X = X0, qui
sont elles-mêmes équivalentes aux égalités de diviseurs

∑
λ∈Fq

λsi,0 = Ker(τ − xi)
sur Xi−1, pour tout i ∈ Z/dZ.

Remarque II.2.3. Au lieu de considérer une matrice SX définie modulo znMd(O⊗
OS) comme ci-dessus, il est plus naturel de considérer une matrice SX définie
modulo zn tB ⊗ OS (autrement dit, SX ∈ ( tB/πn tB) ⊗ OS). L’espace de module
�
MLT ,B×

n
ainsi obtenu (qui est associé au sous-groupe B×

n = (Idd + πnB)× de

GLd(K)) est intermédiaire entre
�
MLT ,n et

�
MLT ,n+1. Il est en fait régulier (une

suite régulière de paramètres est (si,nd−1)i∈Z/dZ).

II.2.2 Action du groupe GLd(K)×D× et de la donnée de descente

Tout comme en I.3, on se donne γ ∈ GLd(K), N ∈ N tel que πNγMd(O)γ−1 ⊂
Md(O), m ∈ Z le plus petit entier tel que πmγ ∈ Md(O), γ′ = πmγ et H =
γ′−1Od/Od. Soit (X, ρ, σ) ∈

�
MLT ,n+N(S). Le sous-groupe σ(H) ⊂ X image (au

sens des diviseurs) de H par σ est aussi l’unique sous-groupe fini et plat de X
d’ordre |H | = qv(detγ′) et contenant (ensemblistement cette fois) l’image de H
par σ. Par conséquent, à isomorphisme unique près, il existe un unique triplet
(X ′, γ̃′ : X → X ′), où γ̃′ est une isogénie de hauteur v(det γ′) et σ′ est une
structure de niveau à la Drinfeld sur X ′, rendant le diagramme

γ′−1π−nOd/Od γ′
→ π−nOd/Od

σ ↓ σ′ ↓
X

γ̃′
→ X ′

commutatif (le morphisme γ̃′ est, bien sûr, le morphisme de passage au quotient
par σ(H)). On rappelle (I.3) que l’image de (X, ρ, σ) par γ est alors (X ′, σ′,
X ′

0(π
m)−1 ◦ γ̃′

0 ◦ ρ) (où l’indice 0 désigne la restriction à S0).
Traduisant ceci en termes de modules de coordonnées, à isomorphisme unique

près, il existe un unique quintuplet (MX′ , FX′ , Γ′, SX′ , RX′), où

(MX′ , FX′ , SX′ , RX′) ∈
�
MLT ,n(S)
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et
Γ′ = M(γ̃′) : Od ⊗̂ OS = MX → MX′ = Od ⊗̂ OS

est un morphisme

• compatible aux Frobenius FX et FX′

• dont le déterminant det Γ′ – qui est compatible aux Frobenius det FX et
det FX′ et est donc un élément de Fq[[z]] ⊂ O ⊗̂ OS – est de valuation (z-
adique) v(det γ′)

• rendant commutatifs les diagrammes

MX′
Γ′
−→ MX

SX′ ↓ SX ↓
Od/πnOd ⊗OS

tγ′
z−→ Od/πn tγ′Od ⊗OS

et
MX′

z−mΓ′
−→ MX [z−1]

RX′ ↓ RX ↓
Kd ⊗̂ OS == Kd ⊗̂ OS

(où l’on note γ′
z = γ′ ⊗ IdOS ).

L’image de (MX , FX , RX , SX) par γ est alors (MX′ , FX′ , RX′ , SX′).

Lorsqu’on dispose d’un système compatible (MX ,FX ,RX ,Sn,X)∈
�
MLT ,n(S)

(n ∈ N, Sn+1,X ≡ Sn,X modulo zn), l’élément

(MX′ , FX′ , RX′ , S•,X′) = γ(MX , FX , RX , S•,X)

s’écrit plus agréablement de la manière suivante. En notant SX = lim←−n
Sn,X :

MX → Od ⊗̂ OS (resp. SX′ = · · · ), (MX′ , FX′ , RX′ , SX′) est, à isomorphisme
unique près, l’unique quadruplet tel qu’il existe Γ : MX′ → MX [z−1], compatible
aux Frobenius FX et FX′ et tel que det Γ soit de valuation (z-adique) v(det γ),
rendant les diagrammes

MX′
Γ−→ MX [z−1]

SX′ ↓ SX ↓
Od ⊗̂ OS

tγz−→ Od ⊗̂ OS [z−1]

et
MX′

Γ−→ MX [z−1]
RX′ ↓ RX ↓

Kd ⊗̂ OS == Kd ⊗̂ OS

commutatifs – on a donc SX′ = tγ−1
z SXΓ et RX′ = RXΓ. Lorsque γ ∈ B×, Γ est

un isomorphisme; dans ce cas on peut en fait prendre X = X ′ et Γ = IdX .

Pour exprimer l’action de D× sur
�
MLT ,n en termes de modules de coor-

données, on utilise le morphisme d’algèbres

D →Md(Kd) , λ ∈ Fqd �→ diag(λ, λq , . . . , λqd−1
) , Π �→ Pπ

qui permet de considérer les éléments de D comme des matrices. Pour

δ =
∑
j∈Z

λjΠj ∈ D,
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on note

δz =
∑

j

diag(ι(λj), . . . , ι(λ
qd−1

j ))P j ∈ diag(Od
S)((P )) = Md(K) ⊗̂ OS

(où ι :
�
O → OS est le morphisme structural du

�
O-schéma S).

Soient δ ∈ D× et (X, ρ, σ) ∈
�
MLT ,n(S), de module de coordonnées (MX ,

FX , RX , SX). Le module de coordonnées de (X, ρ ◦ δ−1, σ) est alors (MX , FX ,
tδ−1

z RX , SX).
En travaillant avec des modules de coordonnées normalisés comme dans le

théorème II.2.1, on obtient des objets uniquement déterminés, plutôt que des
objets uniquement déterminés à isomorphisme unique près. L’action ci-dessus
de D× ne respecte pas cette normalisation; avec ce point de vue, il faut alors
remplacer (MX , FX , tδ−1

z RX , SX) par l’unique module de coordonnées normalisé
(MX , Δ−1FX

τΔ, tδ−1
z RXΔ, SXΔ) qui lui soit isomorphe (où Δ est un élément

uniquement déterminé de ( tB ⊗̂ OS)× = OS [[ tP ]]×).
Finalement, la donnée de descente à la Weil est le morphisme τ -semi-linéaire

associant à (MX , FX , RX , SX) ∈
�
MLT ,n(S) le quadruplet (MX , FX , tP−1RX ,

SX) ∈
�
MLT ,n(S[τ ]) – elle commute visiblement à l’action de GLd(K) et on laisse

au lecteur l’exercice amusant consistant à vérifier qu’elle commute à l’action de D×

(indication: même si cela n’apparâıt pas sur la notation, δz dépend du morphisme
�
O → OS).

Remarque II.2.4. Pour un système compatible (MX , FX , RX , S•,X) comme ci-
dessus, induisant donc SX : MX → Od ⊗̂OS par passage à la limite projective, on
peut considérer le produit TX = SXR−1

X ∈Md(K ⊗̂OS) (voire, dans le cas où S =

lim−→m
Sm , Sm ∈ Nilp

�
O est un

�
O-schéma formel, TX = SXR−1

X ∈ Md(K ̂̂⊗ OS)).
Cette matrice satisfait l’équation TX

tP = τTX . L’action de (γ, δ) ∈ GLd(K)×D×

sur TX est aussi très simple puisqu’elle associe tγ−1
z TX

tδz à TX . Enfin, l’action de
la donnée de descente est TX �→ TX

tP ∈ Md(K ̂̂⊗OS).
Comme nous le verrons (remarque II.3.7), un produit analogue TY du côté

Drinfeld possède – à une transposition près – les mêmes propriétés. C’est sur cette
observation que reposera notre construction de l’isomorphisme des tours de Lubin-
Tate et de Drinfeld – comme le lecteur l’aura sans doute deviné, cet isomorphisme
identifiera les matrices TLT = TX et tTDr = tTY .

II.3 Côté Drinfeld

Ce qui suit est simplement une reformulation des résultats du chapitre II et d’une
partie du chapitre IV de [G]. Attention: certaines de nos notations et conventions
diffèrent de celles utilisées dans [G] (par exemple, P y désigne la matrice que nous
notons ici tP ).
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On va d’abord utiliser la théorie du module de coordonnées pour réinterpréter
le foncteur

�
MDr comme un problème de modules de châınes de réseaux (voir [G],

ch. I, variante 4.4.2).

Lorsque la base S ∈ NilpO est un
�
O-schéma, le module de cordonnées MY

du OD-module formel Y admet une graduation naturelle 1

MY =
⊕

i∈Z/dZ

Mi,Y , où Mi,Y = {m ∈MY ; (1⊗ λqi−1
)m = (λ⊗ 1)m , ∀λ ∈ Fqd}.

On note que cette graduation dépend de la structure de
�
O-schéma de S – il sera

important de s’en souvenir lorsqu’on voudra écrire la donnée de descente de Weil.
Le Frobenius FY et l’élément Π ∈ OD induisent des morphismes de degré 1

Fi,Y : τMi,Y →Mi+1,Y et Πi,Y : Mi,Y →Mi+1,Y (i ∈ Z)

et la quasi-isogénie ρ induit une famille de morphismes

Ri,YS0
: Mi,YS0

→ K ⊗O Mi,YS0

compatibles aux Frobenius F•,YS0
et F•,YS0

ainsi qu’aux morphismes de degré 1
Π•,YS0

et Π•,YS0
. Identifiant Mi,Y à P−iOd ⊗̂ Fq (de sorte que le morphisme Π•,Y

est l’inclusion évidente et que le Frobenius Fi,Y est le composé τ(P−iOd ⊗̂ OS) =
P−iOd ⊗̂ OS ↪→ P−(i+1)Od ⊗̂ OS), cette condition de compatibilité s’écrit

Ri,YS0
= Ri+1,YS0

◦Πi,Y , τRi,YS0
= Ri+1,YS0

◦ Fi,Y .

Comme du côté Lubin-Tate (prop. II.2.1 et remarque II.2.2) le système R•,YS0

se relève de manière unique en un système (Ri,Y : Mi,Y → Kd ⊗̂ OS)i∈Z tel que
Ri,Y = Ri+1,Y ◦Πi,Y et τRi,Y = Ri+1,Y ◦Fi,Y (voir [G], ch. I prop. 4.4.1 pour une
démonstration).

Identifiant Mi,Y à son image par le morphisme Ri,Y dans Kd⊗̂OS , l’ensemble
�
MDr(S) se réinterprète alors comme l’ensemble des châınes

· · · � Mi,Y � Mi+1,Y � · · · � Kd ⊗̂ OS

de O ⊗̂ OS-réseaux dans Kd ⊗̂ OS vérifiant

• (périodicité) pour tout i ∈ Z, Mi+d,Y = z−1Mi,Y et Mi+1,Y /Mi,Y est un
OS-module inversible,

• (2.1, 1.b) pour tout i ∈ Z, τMi,Y ⊂ Mi+1,Y , le quotient Mi+1,Y / τMi,Y est
supporté (schématiquement) par le graphe de S → SpecO et est localement
libre de rang 1 sur ce graphe (c’est donc un OS-module inversible)

1Le décalage (i − 1 au lieu de i) est en fait commode – voir ci-dessous la description de Mi,Y

ainsi que la description (2.3.1) des structures de niveau; il sera en fait encore plus commode d’y
penser comme un décalage de d − 1.
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• (2.1, 1.c) localement pour la topologie de Zariski sur S, il existe N ∈ N tel
que, pour tout i ∈ Z, τN

Mi,Y ⊂ zMi+N,Y .

La condition (2.1, 1.c) est en fait automatiquement vérifiée lorsque la condi-
tion de périodicité l’est. En effet, localement pour la topologie de Zariski sur S, il
existe alors m ∈ N tel que zmOd ⊗̂OS ⊂Mi ⊂ z−mOd⊗OS et il suffit de prendre
N = 2m + 1.

On va maintenant voir que cette interprétation du foncteur
�
MDr permet de

le plonger dans une ind-variété de drapeaux affine sur
�
O (au sens de [BL] , [Fal2]

ou [PS]).

Le foncteur D associant à un
�
O-schéma S l’ensemble des systèmes

· · · � Mi � Mi+1 � · · · � Kd ⊗̂ OS

de O ⊗̂ OS-réseaux dans Kd ⊗̂ OS vérifiant la condition de périodicité ci-dessus
est limite inductive de ses sous-foncteurs fermés DN définis par

DN (S) = {(Mi)i ∈ D(S); PN−iOd ⊗̂ OS ⊂Mi ⊂ P−N−iOd ⊗̂ OS}.

Ces sous-foncteurs fermés sont représentables par des
�
O-schémas et D est donc un

�
O-ind-schéma.

On rappelle maintenant comment l’ind-variété de drapeaux D s’écrit comme
un quotient de groupes de lacets. Lorsque (Mi)i ∈ D(S) est un tel système, loca-
lement pour la topologie de Zariski sur S, il existe une base (ri)1≤i≤d de Kd ⊗̂OS

telle que

Mi = z−1(O ⊗̂ OS)r1 ⊕ · · · ⊕ z−1(O ⊗̂ OS)ri ⊕ (O ⊗̂ OS)ri+1 ⊕ · · · ⊕ (O ⊗̂ OS)rd

pour 0 ≤ i ≤ d, ou, de manière équivalente, telle qu’en notant R la matrice ayant
pour colonnes les vecteurs ri, on ait Mi = RP−i(Od ⊗̂ OS).

Remarque II.3.1. Appliqué au système de morphismes Ri,Y comme ci-dessus ceci
signifie simplement que, localement pour la topologie de Zariski sur S, on peut
choisir des bases des Mi,Y telles que la matrice de Πi,Y : Mi,Y ↪→Mi+1,Y soit P et
que, par conséquent, la matrice (encore notée Ri) du morphisme Ri soit R0P

−i.

L’ind-variété de drapeaux D s’écrit donc comme le quotient de groupes de la-
cets GLd(K) /B×, où GLd(K) est l’

�
O-ind-schéma en groupes tel que GLd(K)(S) =

GLd(K ⊗̂ OS) (limite inductive de ses sous-schémas fermés GLd(K)
N

définis par
GLd(K)

N
(S) = {R ∈ GLd(K)(S); R ∈ z−NMd(O ⊗̂ OS) et R−1 ∈ z−NMd(O ⊗̂

OS)}) et B× est le
�
O-schéma en groupes tel que B×(S) = (B ⊗̂ OS)×.

La condition (2.1, 1.b) définit
�
MDr comme un sous-foncteur localement fermé

de D (ou, plus précisément, de la restriction D×
Spec

�O Spf
�
O de D à Nilp

�
O) , qu’on

va maintenant expliciter en suivant [G].
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Indices critiques

Soit S ∈ Nilp
�
O un

�
O-schéma intègre sur lequel l’image de π est nulle. Lorsque

(Mi)i ∈
�
MDr(S), le morphisme composé

M0/
τM−1 →M1/

τM0 → · · · → Md/
τMd−1 = M0/

τM−1 ,

qui est la multiplication par π, est nul. L’un au moins des morphismes de OS-
modules inversibles Mi/

τMi−1 → Mi+1/
τMi est donc nul et pour un tel i on a

donc Mi = τMi. Le réseau Mi est donc définissable sur Fq, en ce sens qu’il existe
un O-réseau Λ ⊂ Kd tel que Mi = Λ ⊗̂ OS .

Soit
�
MDr,0,(Λ,i) le sous-foncteur fermé de la fibre spéciale

�
MDr,0 de

�
MDr

défini par
�
MDr,0,(Λ,i)(S) = {(Mj ⊂ Kd ⊗̂ OS)j ∈

�
MDr(S); Mi = Λ ⊗̂ OS}, pour

tout S ∈ Nilp
�
O. La fibre spéciale

�
MDr,0 est alors “réunion” des

�
MDr,0,(Λ,i) au

sens où
�
MDr(S) =

⋃
(Λ,i)

�
MDr,0,(Λ,i), pour tout schéma intègre (et en particulier,

tout spectre de corps) S ∈ Nilp
�
O.

En fait, les foncteurs
�
MDr,0,(Λ,i) sont représentables par des Fq-schémas

intègres (isomorphes au schéma obtenu en éclatant Pd−1

Fq
le long de ses points Fq-

rationnels, puis des transformés stricts de ses droites Fq-rationnelles, puis. . . , voir
[G, II.1]) et apparâıtront rétrospectivement comme les composantes irréductibles
de la fibre spéciale de

�
MDr.

Sous-foncteurs ouverts associés aux simplexes de l’immeuble
étendu de GLd(K)

Soit Λ un simplexe de l’immeuble étendu de GLd(K). La donnée du simplexe Λ
est équivalente à celle

• d’une partie I(Λ) de Z qui est périodique de période d (c’est-à-dire invariante
sous la translation i �→ i + d)

• d’une suite strictement croissante (Λi ⊂ Kd)i∈I(Λ) de réseaux telle que
Λi+d = π−1Λi, ∀i ∈ I(Λ) et qu’il existe un entier h(Λ) tel que [Λi : Od] =
i + h(Λ), ∀i ∈ I(Λ).

En effet, la donnée ci-dessus définit visiblement un simplexe de l’immeuble
de Bruhat-Tits de PGLd(K), ne dépendant que de son orbite sous l’opération de
décalage de la numérotation

I(Λ) �→ I(Λ) + 1 et (Λi)i∈I(Λ) �→ (Λi−1)i∈I(Λ)+1,

et définit aussi comme on l’a vu un entier h(Λ). On note qu’avec cette écriture des
simplexes de l’immeuble étendu, on a Λ ∩ Λ′ = (Λi){i∈I(Λ)∩I(Λ′);Λi=Λ′

i}.
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On associe à tout simplexe Λ de l’immeuble étendu le sous-foncteur
�
MDr,Λ de

�
MDr obtenu comme intersection de tous les ouverts complémentaires des fermés
�
MDr,0,(Λ,i), où (Λ, i) parcourt l’ensemble C(Λ) des couples formés d’un réseau Λ
et d’un entier i tels que i �∈ I(Λ) ou que Λ �= Λi.

Cette intersection n’est pas une intersection finie, mais ceci définit cependant
un sous-foncteur ouvert de

�
MDr. Pour le vérifier, il suffit d’établir que pour tout

S ∈ NilpO et tout M• ∈
�
MDr(S) ⊂ D(S), le produit fibré de foncteurs S ×�

MDr
�
MDr,0,(Λ,i) n’est non-vide que pour un nombre fini d’orbites {(π−jΛ, i + jd); j ∈
Z}. Comme il existe N ∈ N tel que M• appartienne en fait à DN (S) = {(Mi)i ∈
D(S); PN−iOd ⊗̂ OS ⊂ Mi ⊂ P−N−iOd ⊗̂ OS}, ceci résulte du fait que le fermé
DN∩

�
MDr,0,(Λ,i) de D n’est non-vide que pour un nombre fini d’orbites {(π−jΛ, i+

jd); j ∈ Z}.
Pour pouvoir énoncer le théorème de représentabilité explicite pour

�
MDr,

on a encore besoin de faire une remarque. On considère d’abord la
�
O-algèbre AΦ

complétée π-adique de

�
O[(yi)i∈Z/dZ]/(y1 · · · yd − (−1)dπ)

et le système d’équations

(Ei,j) rq
i,j+1 − ri,j+1 = yiri+1,j (i ∈ Z/dZ, j ∈ N, ri,0 = 1).

à coefficients dans AΦ associées à l’égalité RY ΦY = τRY , où l’on note 2

ΦY = Idd + P−1 diag(yi)1≤i≤d

et RY =
∑

j∈N P−j diag(ri,j)i = Idd +
∑

j≥1 P−j diag(ri,j)i .

On considère maintenant la
�
O-algèbre ADr complétée π-adique de

AΦ[(ri,j)i∈Z/dZ,j∈{0,...,d−1}, (1− rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ,j∈{1,...,d−1}]/E

où E est l’idéal engendré par ri,0−1, pour i ∈ Z/dZ, et par rq
i,j+1−ri,j+1−yiri+1,j

pour i ∈ Z/dZ et 0 ≤ j ≤ d − 2. Le système d’équations (Ei,j)i∈Z/dZ,j≥d−1 à
coefficients dans ADr admet alors une unique solution (ri,j ∈ πADr)i∈Z/dZ,j≥d,
comme on le voit en remarquant que yiri+1,d−1 = (−1)d−2[(1 − rq−1

i+1,d−1)(1 −
2Par souci d’uniformité (voir le théorème II.2.1), on rétablit les indices Y qu’on avait abandonnés
à partir du paragraphe consacré aux indices critiques. Il peut sembler fantaisiste de noter les
matrices diagonales à droite des puissances de P ; cette convention est cependant la plus commode.
Les variables ri,j qui apparaissent ici ne sont pas celles figurant dans l’énoncé du théorème II.2.1.
En toute rigueur, il faudrait donc noter rLT

i,j et rDr
i,j pour distinguer les deux jeux de variables. . .

En pratique, sauf dans le chapitre IV où on utilisera cette notation, le contexte permettra de les
distinguer et on s’en dispensera.



II.3. Côté Drinfeld 353

rq−1
i+2,d−2) · · · (1 − rq−1

i+d−1,1)]
−1(yiyi+1 · · · yi+d−1) ∈ πADr et que pour tout a ∈

πADr, l’équation rq− r = a a comme unique solution r = −a−aq−aq2 −· · · dans
πADr.

Pour j ≥ nd, on a en fait ri,j ∈ πnADr comme il résulte de la formule

ri,j = (−1)j (yi · · · yi+d−1)nyi+nd · · · yi+j−1

(1− rq−1
i,j )(1 − rq−1

i+1,j−1) · · · (1 − rq−1
i+j−1,1)

.

La matrice RY =
∑

j∈N P−j diag(ri,j)i appartient donc au complété π-adique de
Idd + P−1 diag(Ad

Dr)[P
−1]. En particulier, cette matrice est donc à coefficients

dans le complété π-adique de ADr[z−1] et a fortiori dans le complété π-adique
K ̂̂⊗ADr de K ⊗̂ADr.

Le théorème suivant décrit alors explicitement le schéma formel ind-repré-
sentant le foncteur

�
MDr et l’objet universel au-dessus de ce schéma formel.

Théorème II.3.2.

1) L’élément γ ∈ GLd(K) envoie le sous-foncteur
�
MDr,Λ sur le sous-foncteur

�
MDr,γΛ.

2) Si Λ et Λ′ sont deux simplexes de l’immeuble étendu de GLd(K), l’inter-
section

�
MDr,Λ ∩

�
MDr,Λ′ est

�
MDr,Λ∩Λ′ (et est vide si Λ ∩ Λ′ est vide).

3) Les sous-foncteurs ouverts
�
MDr,Λ (Λ décrivant l’ensemble des simplexes

de l’immeuble étendu de GLd(K), ou même, l’ensemble de ses simplexes
maximaux) forment un recouvrement ouvert de

�
MDr.

4) Le foncteur
�
MDr,P−•Od associé au simplexe maximal P−•Od = (P−iOd)i∈Z

est ind-représenté par Spf ADr muni de l’objet universel (Mi,Y = RY P−iOd⊗̂
ADr)i∈Z.

5) Pour tout i ∈ Z, le sous-schéma formel ouvert
�
MDr,(P−•Od)i

de
�
MDr,P−•Od

associé au sous-simplexe (P−•Od)i de P−•Od, obtenu en lui enlevant les
sommets P−i+ndOd (n ∈ Z), est l’ouvert complémentaire du fermé d’équation
yi = 0 de Spf ADr =

�
MDr,P−•Od.

Cet énoncé rassemble la proposition 2.1.3, les théorèmes 2.3.1, et 3.3.1 et
les propositions 4.1 et 4.3.1 du chapitre II de [G]. Le point de vue utilisé dans
[G] n’est pas exactement celui qu’on a adopté ici. Pour le confort du lecteur, on
donnera donc une démonstration de ce théorème, qui diffèrera d’ailleurs un peu
de la démonstration figurant dans [G].

Auparavant, on va expliciter le OD-module formel Y et la quasi-isogénie ρ

correspondant au module de coordonnées gradué (Mi,Y ⊂ Kd ̂̂⊗ADr) universel sur
�
MDr,P−•Od – ce corollaire ne servira en fait pas dans la suite, mais il est agréable
de pouvoir exprimer “concrètement” le couple (Y, ρ).
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Corollaire II.3.3. La restriction à
�
MDr,P−•Od du OD-module formel universel Y

sur
�
MDr est caractérisée par

• Y = Ĝd
a en tant que groupe formel

• Y (λ) = diag(λ, . . . , λqd−1
), pour λ ∈ Fqd

• Y (Π) = − diag(yi)1≤i≤d C + τIdd

où l’on note

C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 1

1 0 · · · 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et la restriction de la quasi-isogénie ρ universelle est

ρ = Idd +
∑

1≤j≤d−1

diag(ri,j)i τ−jCj (modulo π).

Avant de démontrer le théorème II.3.2, on va encore introduire trois ouverts
de la grassmannienne affine D.

Pour définir le premier ouvert, on note U− l’
�
O-ind-schéma en groupes défini

par
U−(S) = (Idd + P−1 diag(Od

S)[P−1])×

pour tout
�
O-schéma S. Le stabilisateur de P−•Od dans U− est trivial et l’orbite

U− ·P−•Od � U− de P−•Od sous U− est un ouvert de D, analogue aux “grosses
cellules de Schubert opposées” des variétés de drapeaux usuelles 3. On peut aussi
caractériser cet ouvert U−P−•Od de la manière suivante. On considère la châıne
de co-réseaux (z−1P−iOS [z−1]d ⊂ Kd ⊗̂OS)i∈Z; la partie (U−P−•Od)(S) ⊂ D(S)
est alors celle constituée des châınes de réseaux (Mi ⊂ Kd ⊗̂ OS)i∈Z trans-
verses à la châıne de co-réseaux (z−1P−iOS [z−1]d)i∈Z (c’est-à-dire, telles que
Mi ∩ z−1P−iOS [z−1]d et que Mi ⊕ z−1P−iOS [z−1]d = Kd ⊗̂ OS , pour tout
i ∈ Z). Le lien entre les deux points de vue provient du fait que le OS-module
Mi∩z−1P−i+1OS [z−1]d (qui est libre de rang 1 car il s’identifie à son projeté sur Mi

parallèlement à z−1P−iOS [z−1]d, qui est z−1P−i+1OS [z−1]d/z−1P−iOS [z−1]d)
n’est autre que celui engendré par RP−ie1 (où l’on note, bien sûr, (e1, . . . , ed) la
base canonique de Kd), ce qui permet de “retrouver” la matrice R sous l’hypothèse
de transversalité.
3L’analogie deviendra encore plus évidente dans le paragraphe V.3, où on représentera les
éléments de GLd(K) comme des matrices infinies – celles associées aux éléments de B× seront

triangulaires supérieures et celles associées aux éléments de U− seront triangulaires inférieures,
de diagonale principale la matrice Id∞.
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Le deuxième ouvert n’est autre que l’intersection
⋂

γ∈B× γU−P−•Od. Pour
vérifier que c’est en fait un ouvert de D, on remarque que DN ∩ γU−P−•Od ne
dépend en fait que de γ ∈ (B/P 2NB)×. L’intersection DN ∩ ⋂

γ∈B× γU−P−•Od

est donc un ouvert de DN et
⋂

γ∈B× γU−P−•Od est alors un ouvert de D =
lim−→N∈N

DN .

Le troisième ouvert (U−P−•Od)[(1 − rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ,j≥1] est l’intersection des

ouverts (U−P−•Od)[(1− rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ], (j ≥ 1) – c’est un ouvert, puisque là encore

l’intersection
⋂

j≥1(DN∩(U−P−•Od)[(1−rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ]) est en fait une intersection
finie.

Démonstration du théorème II.3.2. Les deux premiers points du théorème sont
triviaux. Le troisième point résulte simplement du fait que pour toute extension
k de Fq (considérée comme une

�
O-algèbre de la manière évidente) et tout point

M• de
�
MDr à valeurs dans k, le point M• appartient au simplexe (Mi)i∈Icrit de

l’immeuble étendu, où Icrit désigne l’ensemble des indices critiques de M• (et où,
par abus de notation, on a considéré les réseaux critiques Mi comme des réseaux
dans Kd).

Pour vérifier les deux derniers points on va commencer par démontrer le
lemme suivant (voir aussi [G], ch. II, prop. 2.5.1 et 2.6.1).

Lemme II.3.4. Le plongement de
�
MDr dans D identifie

�
MDr,P−•Od à l’image

inverse de l’ouvert
⋂

γ∈B× U−P−•Od de D.

En fait, on n’utilisera que l’inclusion
�
MDr,P−•Od ⊂ ⋂

γ∈B× U−P−•Od, mais
il est agréable de constater que cette inclusion est une égalité.

Démonstration. Bien entendu, il suffit de démontrer que pour toute extension k

de Fq, on a
�
MDr,0,P−•Od(k) =

�
MDr,0(k) ∩

⋂
γ∈B×(U−P−•Od)(k).

On vérifie d’abord l’inclusion
�
MDr,0,P−•Od(k) ⊂

�
MDr,0(k) ∩

⋂
γ∈B×

(U−P−•Od)(k) ;

comme
�
MDr,0,P−•Od(k) est stable par B×, il suffit en fait d’établir que

�
MDr,0,P−•Od(k) ⊂ (U−P−•Od)(k).

Soient M•,Y ∈
�
MDr(k) et � ∈ Z. On se propose de démontrer que M
,Y

est tranverse à P−
(z−1k[z−1]d) dans k((z))d = Kd ⊗̂ k. Si � est critique on a
M
,Y = P−
Od ⊗̂ k et la transversalité est évidente. Sinon, on note i ∈ Z le
plus grand indice critique inférieur à � et i′ ∈ Z le plus petit indice critique
supérieur à �. On a donc Mi,Y = P−iOd ⊗̂ k et Mi′,Y = P−i′Od ⊗̂ k. Pour tout
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j ∈ Z, on note E′
j = P−j+1e1; la famille z−1E′

i+1, . . . , z
−1E′

i′ est alors une base de
Mi′,Y /Mi,Y sur k (la notation E′

j provient en fait d’un paragraphe ultérieur, cf.
V.3). Soit x = xi+1E

′
i+1 + · · ·+ xi′E

′
i′ un vecteur non nul de la droite vectorielle

Mi+1,Y /Mi,Y . Comme i′ est le plus petit indice critique supérieur à i, les vecteurs

x, τx = xq
i+1E

′
i+1 + · · · + xq

i′E
′
i′ , . . . , τ i′−i−1

x sont linéairement indépendants sur
k – si ce n’était pas le cas, ils engendreraient un sous-espace propre invariant par
τ de Mi′,Y /Mi,Y et i′ ne serait donc pas le premier indice critique supérieur à �.

En considérant le déterminant de Moore de x, qui est celui de la matrice
ayant pour vecteurs-colonnes les vecteurs x, τx , . . . , τ i′−i−1

x, on vérifie de manière
élémentaire que les vecteurs x, τx , . . . , τ i′−i−1

x sont linéairement indépendants sur
k si et seulement si les éléments xi+1, . . . , xi′ de k sont linéairement indépendants
sur Fq. Pour plus de précisions, voir le paragraphe V.1.2 consacré aux déterminants
de Moore; on note Moore(xi+1, . . . , xi′ ) ce déterminant de Moore.

En particulier, xi+1, . . . , x
 sont donc indépendants sur Fq et Moore(xi+1,
. . . , x
) n’est donc pas nul. Le k-espace vectoriel M
,Y /Mi,Y est donc transverse à

Vect (z−1E′

+1, . . . , z

−1E′
i′ ) = P−
(z−1k[z−1]d)/P−i′(z−1k[z−1]d)

dans Mi′,Y /Mi,Y ; par conséquent, M
,Y est bien transverse à P−
(z−1k[z−1]d),
comme on voulait le vérifier.

Pour établir l’autre inclusion
�
MDr,0,P−•Od(k) ⊃

�
MDr,0(k) ∩ (

⋂
γ∈B×

U−P−•Od)(k) ,

il suffit de démontrer que si M ⊂ Kd = Fq((z))d est un réseau transverse à
tous les co-réseaux γz−1P−iFq[z−1]d (où γ parcourt B× et i = [M : Od]), on a
M = P−iOd, puis d’appliquer cet énoncé aux indices critiques.

Pour cela, on remarque que lorsque M ⊂ Kd un réseau, il existe un apparte-
ment de l’immeuble de PGLd(K) contenant à la fois le sommet M et le simplexe
P−•Od; il existe donc un élément γ de B× tel que γ−1M soit dans l’appartement
“standard” associé au tore des matrices diagonales. Pour cet élément, γ on a
donc γ−1(Mi) =

⊕d
j=1 z−njOej (où les nj sont dans Z). Lorsque le réseau M

est transverse à γz−1P−iFq[z−1]d (où i = [M : Od] = n1 + · · · + nd), le réseau
γ−1M =

⊕d
j=1 z−njOej est alors transverse à z−1P−iFq[z−1]d. Ceci n’est pos-

sible que pour γ−1M = P−iOd; on a donc bien M = P−iOd, ce qui achève la
démonstration du lemme. �

On va maintenant étudier l’intersection de
�
MDr avec l’ouvert U−P−•Od.

Soient S ∈ Nilp
�
O et (Mi,Y )i ∈

�
MDr(S) ∩ (U−P−•Od)(S). Le point (Mi,Y )i est

alors de la forme (RY P−iOd ⊗̂ OS)i, où la matrice (uniquement déterminée)

RY = Idd +
∑
j≥1

P−j diag(ri,j)1≤i≤d ∈ U−(S)
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vérifie

• ΦY := R−1
Y

τRY ∈ P−1B ⊗̂OS (ceci traduit le fait que τMi,Y ⊂Mi+1,Y , ∀i ∈
Z)

• det ΦY ∈ (z−π)(O⊗̂OS)× (ceci traduit le fait queMi+1,Y / τMi,Y est annulé
par z − π et est un module inversible sur son support V (z − π), ∀i ∈ Z).

Il résulte de la première condition que ΦY ∈ U−(S) ∩ P−1B ⊗̂ OS est de la forme
Idd + P−1 diag(yi)i et de la deuxième que y1 · · · yd = (−1)dπ. On retrouve alors
le système d’équations (Ei,j , i ∈ Z/dZ , j ≥ 0) associé à l’égalité RY ΦY = τRY

qu’on a introduit avant l’énoncé du théorème II.3.2.
Plus précisément, on remarque que Spf ADr n’est autre que

�
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1− rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1]

(et que l’objet universel sur
�
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 − rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1] cöıncide

avec celui introduit plus haut sur Spf ADr). Pour achever la démonstration du
quatrième point du théorème, il suffira donc de vérifier l’égalité de sous-foncteurs
ouverts

�
MDr,P−•Od =

�
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 − rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1] dans

�
MDr ∩

U−P−•Od.
On va maintenant exprimer certaines des conditions ouvertes associées à

l’ouvert
⋂

γ∈B× U−P−•Od. Le lemme suivant fournit de telles conditions.

Lemme II.3.5. Sur l’ouvert
⋂

γ∈B× U−P−•Od de P−•Od, les fonctions 1 − rq−1
i,j

sont inversibles pour i ∈ Z/dZ et 1 ≤ j ≤ d− 1.

Démonstration. On va établir que pour λ ∈ F×
q , i ∈ Z/dZ et 1 ≤ j ≤ d − 1, la

fonction 1− λri,j est en fait inversible sur l’ouvert

(Idd + P−i+1 diag(λ, 0, . . . , 0)P i+j−1)U−P−•Od ∩ U−P−•Od

de U−P−•Od. En combinant l’action de P−i et le décalage de −i il suffit de le
faire pour i = 1. Pour cela, on se donne un point M• = RP−•Od ⊗̂ k de cet
ouvert à valeurs dans une extension k de Fq (et on note, bien entendu, R =
Idd +

∑
j≥1 P−j diag(ri,j)i). On va alors étudier la condition de transversalité de

M1 et de (Idd + diag(λ, 0, . . . , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d.
On remarque qu’on a l’inclusion (Idd +diag(λ, 0, . . . , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d ⊂

z−1k[z−1]d. L’intersection de M1 avec z−1k[z−1]d n’est autre que la droite kRe1.
On va chercher à quelle condition cette droite est incluse dans

(Idd + diag(λ, 0, . . . , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d.

La matrice P j+1 diag(λ, 0, . . . , 0)P−1 = P j diag(0, . . . , 0, λ) a comme seul
coefficient non nul λ, situé sur la dernière colonne et la (d − j)-ème ligne; on
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a donc (Idd + P j+1 diag(λ, 0, . . . , 0)P−1)k[z−1]d = k[z−1]d. La matrice Idd +
diag(λ, 0, . . . , 0)P j préserve donc P−1−jz−1k[z−1]d, si bien qu’on a

P−1−jz−1k[z−1]d ⊂ (Idd + diag(λ, 0, . . . , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d .

Par ailleurs, le co-réseau (Idd + diag(λ, 0, . . . , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d contient les
vecteurs P−1−de1, . . . , P

−j−d+1e1.
On est alors ramené à étudier l’intersection dans le plan

z−1k[z−1]d/(P−1−jz−1k[z−1]d ⊕ kP−1−de1 ⊕ · · · ⊕ kP−j−d+1e1)

des droites images de kRe1 et de (Idd + diag(λ, 0, . . . , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d. Une
base de ce plan est formée des images de e1 et P−je1; ces deux droites s’écrivent,
respectivement, k(e1 + ri,jP

−je1) et k(λe1 +P−je1) modulo (P−1−jz−1k[z−1]d⊕
kP−1−de1⊕ · · ·⊕ kP−j−d+1e1), si bien que la condition de transversalité cherchée
est bien 1− λr1,j �= 0. �

Il reste donc finalement à démontrer que les deux sous-foncteurs ouverts
�
MDr,P−•Od et

�
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 − rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1] de

�
MDr ∩ U−P−•Od

cöıncident et à vérifier le cinquième point du théorème.
Pour cela, on se donne une extension k de Fq et on va successivement vérifier

les inclusions
�
MDr,P−•Od(k) ⊂

�
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 − rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1]

et
�
MDr,P−•Od(k) ⊃

�
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 − rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1](k);

en vérifiant la deuxième inclusion, on obtiendra aussi une démonstration du
point 5.

Soient M• = RP−•Od ∈
�
MDr,P−•Od(k) et P−iOd un réseau critique de

M•. Les réseaux Mj (j − d ≤ j ≤ i) vérifient les inclusions zP−iOd ⊗̂ k ⊂ Mj ⊂
P−iOd ⊗̂k et a fortiori les inclusions P−j+d−1Od ⊗̂k ⊂Mj ⊂ P−j−d+1Od ⊗̂k. Les
éléments ri,j associés à la matrice R sont donc nuls pour j ≥ d, ce qui démontre
que RP−•Od est un point de l’ouvert (U−P−•Od)[(1 − rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1].

Soient M• = RP−•Od un point de Spf ADr(k) =
�
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 −

rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ,j≥1] et i ∈ Z. L’indice i est critique si et seulement si la matrice Φ
associée à ce point appartient à P−iMd(O ⊗̂ k)P i. On vérifie aisément que cette
dernière condition équivaut à yi = 0; il reste donc seulement à vérifier que le réseau
critique est bien P−iOd. Ceci résulte de la formule

r
,j = (−1)j [(1− rq−1

,j )(1− rq−1


+1,j−1) · · · (1− rq−1

+j−1,1)]

−1y
 · · · y
+j−1

qui entrâıne les égalités r
,j = 0, pour i − j + 1 ≤ � ≤ i, desquelles il suit que la
matrice R appartient à P−iMd(k)P i ⊂ P−iMd(O ⊗̂ k)P i et que le réseau critique
Mi = RP−iOd ⊗̂ k est donc P−iOd ⊗̂ k.

Le théorème II.3.2 est donc démontré. �
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II.3.1 Structures de niveau

Soit S une
�
K-variété rigide analytique munie d’un point (Y, ρ)rig de

�
M

rig

Dr à va-
leurs dans S, provenant d’un point (Y, ρ) de

�
MDr à valeurs dans Sent pour un

modèle entier convenable Sent. On note que, quitte à normaliser Sent dans sa fibre
générique S, les points de πn-division de Y rig définis sur S proviennent de points
de πn-division de Y définis sur Sent; on suppose désormais que Sent est normal.

On identifie le Fq-dual de D/OD à Π1−dOD en utilisant le résidu de la trace
réduite : D/OD ⊗Fq Π1−dOD → Fq. Le décalage qui devrait en résulter est en fait
annulé par celui qu’on a introduit dans la graduation du module de coordonnées
au début du paragraphe II.3.

De même que du côté Lubin-Tate (cf. 2.2.1), la donnée d’une structure de
niveau d’échelon πn

π−nOD/OD → Y [πn]rigS

sur Y [πn]rigS équivaut (voir [G, IV. 1.3]) à celle d’une famille de morphismes

Si,n,Y : (Mi,Y /znMi,Y )⊗O�
MDr

OSent → (P−iOd/znP−i)Od ⊗̂ OSent

induisant des isomorphismes (Mi,Y /znMi,Y )⊗O�
MDr

OS
∼→ (P−iOd/znP−iOd) ⊗̂

OS après tensorisation par OS et vérifiant

• Si,n,Y est compatible aux morphismes induits par les inclusions Mi,Y ↪→
Mi+1,Y et P−iOd ↪→ P−(i+1)Od

• le diagramme

τ(Mi,Y /znMi,Y )⊗O�
MDr

OSent

τSi,n,Y→ (P−iOd/znP−iOd) ⊗̂ OSent

↓ ↓
(Mi+1,Y /znMi+1,Y )⊗O�

MDr

OSent
Si+1,n,Y→ (P−(i+1)Od/znP−(i+1)Od) ⊗̂ OSent

(dont les morphismes verticaux sont respectivement induits par τMi,Y ↪→
Mi+1,Y et par P−1 : P−iOd ∼→ P−(i+1)Od) est commutatif.

Travaillant localement pour la topologie de Zariski sur Sent, on peut supposer
que le système (Mi,Y )i est de la forme (RY P−i(Od ⊗̂ OS))i, où RY ∈ GLd(K ̂̂⊗
OS). Notant ΦY = R−1

Y
τRY ∈ P−1B ⊗̂ OS , la donnée de la famille (Si,n,Y )i

équivaut alors à celle d’une matrice 4Sn,Y =
∑

0≤j≤nd−1 P j diag(si,j)1≤i≤d ∈ (B ⊗̂
OS/zn(B ⊗̂ OS))× vérifiant Sn,Y ΦY ≡ P−1 τSn,Y modulo znB ⊗̂ OS .

En particulier, le revêtement
�
M

rig

Dr,n,P−•Od de
�
M

rig

Dr,P−•Od du paragraphe
I.4, classifiant les structures de niveau d’échelon πn sur le OD-module universel Y

4Bien sûr, cette matrice n’est autre que celle de S0,n,Y ; on préfère abandonner l’indice 0 – comme
on l’a déjà fait avec R0,Y – pour alléger les notations.
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au-dessus de
�
M

rig

Dr,P−•Od , est défini par la tour d’équations

sq
i,j+1 − si+1,j+1yi = si,j (i ∈ Z/dZ,−1 ≤ j ≤ nd− 1, si,−1 = 0)

associées à l’égalité de matrices Sn,Y ΦY ≡ P−1 τSn,Y modulo znB ⊗̂ OS et par
l’équation

(s1,0 · · · sd,0)q−1 = (−1)dπ

résultant de l’équation (s1 · · · sd)q = s2y1 · · · sdyd−1s1yd = (−1)ds1 · · · sdπ et du
fait que s1 · · · sd est inversible, puisque Sn,Y l’est.

Ces équations donnent un modèle entier

Spf(ADr[(si,j)i∈Z/dZ,0≤j≤nd−1]/IDr,n)

de
�
M

rig

Dr,n,P−•Od , où l’idéal IDr,n est, bien sûr, engendré par sq
i,0 − si+1,0yi pour

i ∈ Z/dZ, par (s1,0 · · · sd,0)q−1 − (−1)dπ et par sq
i,j+1 − si+1,j+1yi − si,j pour

i ∈ Z/dZ, 0 ≤ j ≤ nd− 1. Malheureusement, ce modèle entier n’est pas normal;
on le remplacera donc par son normalisé

�
MDr,n,P−•Od = Spf ADr,n, où ADr,n

désigne la clôture intégrale de ADr dans ADr[(si,j)i∈Z/dZ,j≥0][π−1]/IDr,n.

Enfin, il sera commode d’interpréter la
�
O-algèbre ADr[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d

associée aux structures de niveau d’échelon Π à l’aide d’algèbres de monöıdes, de
la manière suivante. Pour tout monöıde M , on note Fq[M ] la Fq-algèbre de ce
monöıde et pour tout m ∈ M , on note em ∈ Fq[M ] l’élément de Fq[M ] qui lui
correspond. La Fq-algèbre

Fq[(yi)i∈Z/dZ, (si,0)i∈Z/dZ]/((sq
i,0 − si+1,0yi)i∈Z/dZ, (s1,0 · · · sd,0)q−1 − y1 · · · yd)

s’identifie alors (en envoyant si,0 sur e(0,...,0,1,0,...,0) et yi sur e(0,...,0,q,−1,0,...,0), le 1
et le q étant tous deux en i-ème position) à celle du monöıde M engendré par les
vecteurs de base ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) et par les vecteurs qei−ei+1 (i ∈ Z/dZ).
Utilisant les notations introduites dans la discussion qui précède l’énoncé du
théorème II.3.2, la

�
O-algèbre AΦ[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d s’identifie donc à la com-

plétée Fq[M]̂ de Fq[M] pour la topologie π = (−1)de(q−1,...,q−1)-adique, si bien
que ADr[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d s’identifie finalement à la complétée π-adique
(Fq[M][(ri,j)i∈Z/dZ,0≤j≤d−1]/E )̂ . Il résulte alors du lemme suivant et du fait que
le morphisme d’algèbres AΦ[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d → ADr[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d est
étale que ADr[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d est normale.

Lemme II.3.6. Le monöıde M est l’intersection du réseau Zd avec le cône∑
i∈Z/dZ

R+(qei − ei+1).
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Démonstration. Soit m =
∑

i∈Z/dZ niei =
∑

i∈Z/dZ αi(qei − ei+1) (ni ∈ Z, αi ≥
0, ∀i ∈ Z/dZ) un élément de cette intersection. On veut démontrer que m ∈ M.
Quitte à soustraire à m un élément de

∑
i N(qei − ei+1), on peut supposer que

αi < 1, ∀i. Pour tout i, on a alors ni = −αi−1 + qαi > −1 et donc ni ≥ 0, si bien
que m ∈ Nd ⊂ M. �

II.3.2 Action du groupe GLd(K)×D× et de la donnée de descente

L’action du groupe GLd(K) sur
�
MDr est très simple: γ ∈ GLd(K) envoie (Mi ⊂

Kd ⊗̂OS)i ∈
�
MDr(S) sur (γMi)i. En particulier, γ envoie le sous-foncteur ouvert

�
MDr,Λ de

�
MDr associé à un simplexe Λ = (Λi)i∈I(Λ) de l’immeuble étendu de

GLd(K) sur le sous-foncteur ouvert
�
MDr,γΛ associé au simplexe γΛ = (γΛi)i∈I(Λ).

Utilisant les notations du paragraphe précédent (II.3.1), lorsque S est une
�
K-variété rigide-analytique, γ ∈ GLd(K) envoie (Mi,Y ⊂ Kd ̂̂⊗OSent)i, Sn,i,Y ) ∈
�
M

rig

Dr,n(S) sur

((γMi,Y )i, Sn,i,Y ◦ γ−1 : γMi,Y /znγMi,Y
γ−1

→
∼

Mi,Y /znMi,Y

Sn,i,Y→ P−iOd ⊗̂ OSent/znP−iOd ⊗̂ OSent) .

Lorsque (Mi,Y )i est de la forme (RY P−iOd ⊗̂OSent)i, on peut aussi représen-
ter la famille (Sn,i,Y )i à l’aide d’une seule matrice Sn,Y (cf. 2.3.1) et γ envoie alors

(RY · P−•Od ⊗̂ OSent , Sn,Y ) ∈
�
M

rig

Dr,n(S) sur ((γRY ) · P−•Od ⊗̂ OSent , Sn,Y ).

L’élément δ ∈ D× envoie (M•,Y = RY ·P−•Od ⊗̂ OS , Sn,Y ) ∈
�
M

rig

Dr,n(S) sur

(M•+m,Y = RY · P−•−mOd ⊗̂ OS , δzSn,Y P−m),

où la notation δz est celle du paragraphe II.2.2, m ∈ Z est l’unique entier tel que δ ∈
O×

DΠm et, par abus de notation, δzSn,Y P−m désigne (δzP
−m)(PmSn,Y P−m) ∈

(B ⊗̂ OSent/znB ⊗̂ OSent) – en remarquant que b �→ PmbP−m agit sur (B ⊗̂
OSent/znB ⊗̂ OSent)×; en travaillant avec un système compatible ((M•,Y = RY ·
P−•Od ⊗̂OSent , Sn,Y ) ∈

�
M

rig

Dr,n(S))n∈N et en posant SY = lim←−Sn,Y comme dans le
paragraphe II.2.2, la notation δzSY P−m devient rigoureuse. En posant Δ = Pm,
cette action est donc analogue à celle de GLd(K) sur la tour de Lubin-Tate, comme
on l’a déjà remarqué dans le paragraphe I.4.

En particulier, l’action de δ décale de m le module de coordonées gradué et

envoie donc l’ouvert affinöıde
�
M

rig

Dr,n,Λ associé à un simplexe Λ = (Λi)i∈I(Λ) sur

l’ouvert
�
M

rig

Dr,n,Λ[m] associé au simplexe décalé Λ[m] (ce simplexe décalé Λ[m] est
défini par I(Λ[m]) = {i−m; i ∈ I(Λ)} et Λ[m] = (Λi+m)i∈I(Λ[m])).
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Comme du côté Lubin-Tate, on peut souhaiter travailler avec des modules
de coordonnées normalisés comme dans le point 4 du théorème II.3.2. L’action
ci-dessus de B× = StabGLd(K)(P−•Od) ne respecte pas cette normalisation; avec
ce point de vue, il faut alors remplacer ((γRY )P−•Od, SY ) par l’unique module
de coordonnées normalisé ((γRY Γ−1)P−•Od, SY Γ−1) qui lui soit isomorphe (où
Γ est un élément uniquement déterminé de ( tB ⊗̂ OS)× = OS [[ tP ]]×).

Finalement, la donnée de descente à la Weil est le morphisme associant à

(M•,Y = RY · P−•Od ⊗̂ OS , Sn,Y ) ∈
�
M

rig

Dr,n(S)

le couple (M•+1,Y = RY P−•−1, PSn,Y P−1) ∈
�
M

rig

Dr,n(S[τ ]), comme on le voit en
remarquant que le module de coordonnées gradué de Y envisagé comme un OD-
module formel sur S[τ ] est (Mi+1,Y )i – il en est de même du module de coordonnées
gradué de π−nOD/OD (cf. [G, IV. 1]), mais le module de coordonnées gradué de
YS0 n’est en revanche pas décalé, car YS0 provient de ι :

�
O → S, ce qui annule

le décalage! (pour plus de précisions, voir [G], ch. IV, 1.2 et 1.3.4). Cette donnée

de descente envoie elle aussi l’ouvert affinöıde
�
M

rig

Dr,n,Λ de
�
M

rig

Dr,n sur l’ouvert
�
M

rig

Dr,n,Λ[1].

Remarque II.3.7. Soit
�
MDr,n le normalisé de

�
MDr dans

�
M

rig

Dr,n (cette nota-

tion a déjà été introduite dans le paragraphe I.5). Soit S un
�
O-schéma formel π-

adique 5 muni d’un système compatible ((RY P−•Od ⊗̂ OS , Sn,Y ) ∈
�
MDr,n(S))n.

On s’intéresse plus particulièrement aux cas suivants

• S = Spf ÔL, où ÔL est le complété π-adique de l’anneau des entiers OL d’une
extension algébrique (nécessairement infinie) L de

�
K

• S = Spf ÂDr,∞, où ÂDr,∞ est le complété π-adique de ADr,∞ = lim−→n
ADr,n.

La matrice SY = lim←−Sn,Y ∈ (B⊗̂(OS [π−1]))× est alors à coefficients dans O⊗̂OS .

On peut donc considérer le produit TY = SY R−1
Y ∈Md(K ̂̂⊗OS), analogue à celui

de la remarque II.2.4. Cette matrice TY vérifie l’équation PTY = τTY , l’action
de (γ, δ) ∈ GLd(K) × D× sur

�
MDr,n envoie TY sur δzTY γ−1

z et la donnée de
descente à la Weil envoie TY sur PTY – ces formules sont les transposées de celles
qui apparaissent dans la remarque II.2.4.

Soit TY = S′R′−1 (où R′ ∈ GLd(K ̂̂⊗OS) et S′ ∈ Md(O ⊗̂ OS) ∩ GLd(O ⊗̂
(OS [π−1])) est triangulaire supérieure modulo z) une autre décomposition de TY .
On a alors R′ = RY b et S′ = SY b, où b ∈ (B ⊗̂ (OS [π−1)])× ∩ GLd(K ̂̂⊗ OS) =

5Voire un
�

K-espace rigide-analytique généralisé, au sens de [Far1, ch. IV], si l’on veut éviter de
recourir à des modèles entiers.
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(B ⊗̂ OS)×. Les systèmes compatibles (M•,Y = RY · P−•Od ⊗̂ OS , Sn,Y )n et
(R′P−•, S′

n ≡ S′ (modulo znB ⊗̂OS))n sont donc isomorphes. Si RY et R′ appar-
tiennent toutes deux à (U−)̂ (S)= lim←−m

(S/(πm))=(Idd +P−1diag(Od
s)[P−1 ]̂ )×,

on a même b = 1 et la décomposition est donc unique.
En se limitant pour l’instant au cas d’une base S = Spf ÔL comme ci-dessus,

on peut alors donner une première idée de la construction de l’isomorphisme
des deux tours. Lorsque TX = SXR−1

X ∈ GLd(K ̂̂⊗ ÔL) est une matrice prove-
nant de la tour de Lubin-Tate (comme dans la remarque II.2.4), on démontrera
dans le chapitre V qu’il existe une décomposition tTX = SY R−1

Y , donnant nais-
sance à un point (RY P−•Od ⊗̂ ÔL, SY ) de la tour de Drinfeld à valeurs dans ÔL;
réciproquement, on démontrera aussi que lorsque TY = SY R−1

Y provient comme ci-
dessus de la tour de Drinfeld, il existe une (unique) décomposition tTY = SXR−1

X ,
où SX ∈ ( tB ⊗̂ L̂)× et RX ∈ (Idd + tP−1 diag(Ôd

L)[ tP−1]̂)×, donnant naissance
à un point (RX , SX) de la tour de Lubin-Tate à valeurs dans ÔL.

II.3.3 Le recouvrement mentionné en I.5, associé aux simplexes
de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K)

Les simplexes de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K) sont simplement les
classes d’équivalence de simplexes de l’immeuble étendu de GLd(K), pour la re-
lation d’équivalence induite par le décalage. En associant à un tel simplexe les

ouverts
∐

h∈Z

�
MDr,Λ[h] et

∐
h∈Z

�
M

rig

Dr,n,Λ[h] de
�
MDr et

�
M

rig

Dr,n, on définit donc

des recouvrements de
�
MDr et

�
M

rig

Dr,n, indexés par l’ensemble des simplexes de
l’immeuble de Bruhats-Tits de PGLd(K). Les ouverts de ces recouvrements sont
visiblement stables sous l’action de D× et de la donnée de descente à la Weil;
γ ∈ GLd(K) envoie l’ouvert associé à un simplexe Λ sur celui associé à γΛ.

A partir de maintenant, pour éviter de confondre les deux recouvrements, on

notera (
�
M

0

Dr,Λ)Λ∈Iét l’“ancien” recouvrement, indexé par l’ensemble I ét des sim-

plexes de l’immeuble étendu, et (
�
MDr,Λ)Λ∈I le “nouveau” recouvrement, indexé

par l’ensemble I des simplexes de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K) – on
a, bien sûr, I ét = I × Z, puisque chaque classe de décalage contient un unique
représentant tel que [Λi : Od] = i,∀i ∈ I(Λ).



Chapitre III

Tour de Lubin-Tate et
domaines fondamentaux

III.1 Décomposition cellulaire de la tour

Soit C une extension de
�
K munie d’une valuation à valeurs réelles (encore notée v)

étendant celle de
�
K et complète pour la topologie v-adique. On note OC = {x ∈

C; v(x) ≥ 0} l’anneau des entiers de C et MC l’idéal de OC formé des éléments
de valuation strictement positive.

Soit (X, ρ) un point de MLT à valeurs dans OC . Il existe alors un unique
(d − 1)-uplet (u1, . . . , ud−1) tel que le O-module formel X soit isomorphe à Ĝa,
muni de l’action de O définie par l’action évidente de Fq et par X(π) = π + u1τ +
· · ·+ ud−1τ

d−1 + τd (voir [D1], [HG1] ou le début de II.2).
On suppose que OC contient tous les points de torsion de X . On définit alors

le module de Tate entier T (X) = Hom(K/O, X) et le module de Tate rationnel
V (X) = T (X)⊗O K = {s ∈ Hom(K, X); s(πNO) = 0, pour N � 0}; en posant
si = s(π−i−1), ces modules de Tate V (X) et T (X) s’identifient, respectivement, à
{(si)i∈Z; si ∈ MC , si = 0 pour i ' 0, X(π)si+1 = si} et à {(si)i∈Z ∈ V (X); s−1 =
0}. Le module de Tate entier T (X) est un O-module libre de rang d et le module
de Tate rationnel V (X) est donc un K-espace vectoriel de dimension d.

Proposition III.1.1. Il existe N ∈ N, ne dépendant que des valuations des ui, tel
que pour tout s = (si)i∈Z ∈ V (X)−{0} et pour tout i ≥ N + inf({j ∈ Z, sj �= 0}),
on ait v(si+1) = v(si)/qd.

Démonstration. Soit i0 = inf({j ∈ Z, sj �= 0}). On a X(π)si0 = 0, donc v(si0 )
est une pente du polygone de Newton de X(π), donc v(si0 ) < 1/(q − 1). Pour
tout i ≥ i0, on a donc v(si) ≤ 1/((q − 1)qi−i0). En effet, v(si+1) est une pente du
polygone de Newton de X(π)− si et est donc ≤ v(si)/q, puisque le point (1, 1) est
situé au-dessus de ce polygone de Newton. Soit N ∈ N tel que 1/((q − 1)qN ) ≤
min(qdv(u1)/(qd − q), . . . , qdv(ud−1)/(qd − qd−1)). Pour i ≥ i0 + N , le polygone



366 Chapitre III. Tour de Lubin-Tate et domaines fondamentaux

de Newton de X(π) − si est alors le segment d’extrémités (0, v(si)) et (qd, 0); on
a donc v(si+1) = v(si)/qd. �

Définition III.1.2. La valuation stabilisée de s = (si)i∈Z ∈ V (X) est

V(s) =
1
d
logq v(sn) + n

pour n assez grand.

On voit facilement que V est une “norme additive” (cf. [T]) sur le K-espace
vectoriel V (X).

La donnée d’un point de
�
M

rig

LT ,∞ à valeurs dans C (c’est-à-dire, d’un système

compatible x = (xn ∈
�
MLT ,n(OC) =

�
M

rig

LT ,n(C))n) équivaut à celle d’un point de
�
MLT à valeurs dans OC , comme-ci-dessus, muni d’un isomorphisme de O-modules

Od → T (X). Pour tout point x de
�
M

rig

LT ,∞ à valeurs dans C, on obtient ainsi une
valuation sur Kd, et donc ([GI]) un point [x] dans la réalisation géométrique de
l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K).

Définition III.1.3. Si Λ est une facette 1 de l’immeuble, on pose

Mrig
∞,Λ(C) = {x ∈Mrig

∞ (C), [x] ∈ Λ}.

On notera Λ0 la chambre de l’immeuble dont les sommets sont les classes
d’homothétie des réseaux P jOd, pour j ∈ Z.

Proposition III.1.4.

1) On a

�
M

rig

LT ,∞,Λ(C) ∩
�
M

rig

LT ,∞,Λ′(C) =
�
M

rig

LT ,∞,Λ∩Λ′(C)

et (γ, δ)
�
M

rig

LT ,∞,Λ(C) =
�
M

rig

LT ,∞,γΛ(C), pour (γ, δ) ∈ GLd(K)×D× .

2)
�
M

rig

LT ,∞,Λ0
(C) est l’ensemble des points à valeurs dans C de l’image inverse

de l’ouvert affinöıde
�
MLT ,B×,Λ0

de
�
M

rig

LT ,B× , formé des (x1, . . . , xd) tels que
v(xq

i /xi+1) ≥ 0 pour tout i ∈ Z/dZ. Notant (Λ0)j la facette de Λ0 obte-

nue en omettant le sommet P−jOd, le sous-ensemble
�
M

rig

LT ,∞,(Λ0)j
(C) ⊂

�
M

rig

LT ,∞,Λ0
(C) est celui défini par la condition v(xq

j/xj+1) = 0.

1Dans la mesure où on travaille dans ce paragraphe avec la réalisation géométrique de l’immeuble,
pour éviter des confusions avec le point de vue (simplicial) du chapitre II, on préférera y parler
de facettes et de chambres plutôt que de simplexes et de simplexes maximaux.



III.1. Décomposition cellulaire de la tour 367

3) Plus généralement, pour toute facette Λ,
�
M

rig

LT ,∞,Λ(C) est l’ensemble des
points à valeurs dans C de l’image inverse d’un ouvert affinöıde

�
M

rig

LT ,nLT (Λ),Λ de
�
M

rig

LT ,nLT (Λ),

où nLT (Λ) est le plus petit entier n ∈ N∗ tel que (1+πnMd(O))× stabilise Λ.

4) L’image inverse dans
�
M

rig

LT ,∞ de tout ouvert affinöıde connexe U ⊂ Mrig
LT

est incluse dans une réunion finie d’ouverts
�
M

rig

LT ,∞,Λ.

5) Le recouvrement admissible (
�
M

rig

LT ,∞,Λ)Λ∈I de la tour de Lubin-Tate est pur
(au sens de la définition I.5.2).

Démonstration. Le premier point est évident. Pour démontrer le deuxième, on

se donne un point x de
�
M

rig

LT ,∞,Λ0
(C) et on note (x1, . . . , xd) son image dans

�
M

rig

LT ,B×(C) � Md
C (cf. II.2). La première partie du point 2) résulte alors de

l’équivalence des assertions suivantes:

• (i) x appartient à
�
M

rig

LT ,∞,Λ0
(C).

• (ii) Il existe V1, . . . , Vd ∈ R, avec V1 ≥ V2 ≥ · · · ≥ Vd ≥ V1 − 1, tels que
pour tout s ∈ V (X) non nul, V(s) = i + Vj , où i = inf({i ∈ Z, si �= 0}) et
j = inf({j ∈ {1, . . . , d}, (τ − xj) · · · (τ − x1)si = 0}).

• (iii) Il existe une suite périodique (wi)i∈Z/dZ dans R∗
+, avec qwi ≥ wi+1 pour

tout i, telle que pour tout point de torsion non nul y de X , v(y) = wi/qi, où
i est le plus petit entier tel que (τ − xi) · · · (τ − x1)y = 0.

• (iv) On a v(xq
i /xi+1) ≥ 0, pour tout i ∈ Z/dZ.

On verra, de plus, que wi = qv(xi)/(q − 1) et pour k ∈ {1, . . . , d}, on a Vk =

(logq(wk)− k)/d, ce qui entrâınera le complément concernant
�
M

rig

LT ,∞,(Λ0)j
(C).

L’équivalence entre (i) et (ii) résulte de la définition de la valuation norma-
lisée: les entiers i et j associés à s dans (ii) sont tels que l’image de s dans Kd appar-
tienne à P d(i+1)−jOd, mais pas à P d(i+1)−j+1Od. De plus, V1−V2, . . . , Vd−V1 +1
sont simplement les coordonnées barycentriques de [x] dans Λ0 – vu comme enve-
loppe convexe des sommets P−1Od, . . . , P−dOd = Od, pris dans cet ordre.

Il est facile de voir que (iii) implique (ii). Pour démontrer que (ii) implique
(iii), on se donne y comme dans (iii) et on écrit i = nd + k, avec k ∈ {1, . . . , d}
et n ∈ N. Il résulte de (ii) et de l’uniformité de N dans la proposition III.1.1 que,
pour m assez grand, tous les antécédents z de y par X(π)m vérifient logq(v(z)) =
d(Vk − n − m). En effet, z = sm pour un certain s ∈ V (X) tel que s0 = y.
Alors dV(s) = logq(v(z)) + md est aussi égal, par (ii), à d(−n + Vk). Comme
y est le produit de ses antécédents par X(π)m, on a logq(v(y)) = d(Vk − n) =
logq(wk)− k − nd = logq(wi)− i.
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Supposons (iii) et démontrons (iv). Soit i ∈ {1, . . . , d} et a non nul dans
le noyau de τ − xi. On a xi = aq−1 et donc v(xi) = (q − 1)v(a). Pour tout
y ∈ MC tel que (τ − xi−1) · · · (τ − x1)y = a, on a v(y) = wi/qi. Comme a est le
produit de ses antécédents par (τ − xi−1) · · · (τ − x1), on a v(a) = wi/q, et donc
v(xi) = (q − 1)wi/q.

Supposons (iv) et démontrons (iii), avec wi = qv(xi)/(q − 1). Soit y tel que
(τ−xi) · · · (τ−x1)y = 0, mais tel que z1 = (τ−xi−1) · · · (τ−x1)y soit non nul. On
a zq−1

1 = xi et donc v(z1) = v(xi)/(q − 1). De plus, z2 = (τ − xi−2) · · · (τ − x1)y
vérifie zq

2−xi−1z2 = z1 et le polygone de Newton est un segment de pente v(z1)/q,
car v(xi−1) ≥ v(xi)/q = (q − 1)v(z1)/q. Donc v(z2) = v(xi)/(q − 1)q. Alors z3 =
(τ − xi−3) · · · (τ − x1)y vérifie zq

3 − xi−2z3 = z2 et le polygone de Newton est
un segment de pente v(z2)/q, car v(xi−2) ≥ v(xi)/q2 = (q − 1)v(z2)/q. Donc
v(z3) = v(xi)/((q − 1)q2). On continue ainsi jusqu’à zi = y et on trouve v(y) =
v(xi)/((q − 1)qi−1) = wi/qi.

Le point (3) de la proposition résulte simplement de l’énoncé d’équivariance

du point (1) (et du fait que l’image inverse de l’affinöıde
�
M

rig

LT ,B×,Λ0
par le mor-

phisme d’oubli
�
M

rig

LT ,n →
�
M

rig

LT ,B× est affinöıde).

Pour démontrer le point (4), on se donne un ouvert affinöıde U de
�
M

rig

LT et

on va vérifier que lorsque x parcourt l’image inverse de U dans
�
M

rig

LT ,∞(C), le
point [x] de l’immeuble reste à une distance bornée de Λ0. D’abord, les valuations
des ui sont bornées inférieurement par ε > 0 sur U . Dans la proposition III.1.1
l’entier N peut donc être fixé lorsque x varie. Il reste donc à démontrer que pour
s ∈ T (X) tel que s0 �= 0, v(sN ) est bornée inférieurement par δ > 0 lorsque x
varie. Mais on a X(π)si+1 = si, d’où

v(si+1) ≥ min(v(si)/qd, 1/(qd − 1), v(u1)/(qd − q), . . . , v(ud−1)/(qd − qd−1))

pour i = 0, . . . , N − 1, et

v(s0) ≥ min(1/(qd − 1), v(u1)/(qd − q), . . . , v(ud−1)/(qd − qd−1)).

Le dernier point est une conséquence immédiate des deux premiers. �

En appliquant au recouvrement admissible pur (
�
M

rig

LT ,∞,Λ)Λ∈I de la tour

de Lubin-Tate la construction qui suit la définition I.5.2, on obtient le
�
O-schéma

formel
�
MLT ,∞,I annoncé dans le paragraphe I.5. Ce schéma formel est alors, par

construction, muni du recouvrement ouvert
�
MLT ,∞,I =

⋃
Λ∈I

�
MLT ,∞,Λ.

Remarque III.1.5. Laurent Fargues a obtenu un résultat beaucoup plus fort que
le point (2) de la proposition ci-dessus (voir [Far2], propositions 8.2 et 8.12,
ainsi que la figure 10 pour une illustration en rang d = 3). Pour l’énoncer,
on considère une B-orbite BΛ dans l’ensemble des facettes de l’immeuble de
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Bruhat-Tits de PGLd(K) et l’ouvert
�
M

rig

LT ,N,BΛ =
⋃

b∈B×
�
M

rig

LT ,N,bΛ, défini pour

N ≥ nLT (bΛ), ∀b ∈ B×. Cet ouvert provient en fait d’un ouvert
�
M

rig

LT ,B×,BΛ de
�
MLT ,B× , qu’on peut aussi voir comme l’image par la correspondance de Hecke
associée à une certaine double-classe B× diag(πn1 , . . . , πnd)B× de l’ouvert
�
MLT ,B×,Λ′ associé, comme dans III.1.4.2, à une facette Λ′ de la chambre Λ0.

Laurent Fargues construit une décomposition simpliciale Δ =
⋃

Λ Δ(Λ) du
simplexe ouvert Δ = {(v1, . . . , vd); vi > 0, ∀i et v1 + · · · + vd = 1} des valuations
des d-uplets (x1, . . . , xd), indexée par l’ensemble des facettes de l’appartement de
l’immeuble de PGLd(K) associé au tore des matrices diagonales – ou, ce qui revient
au même, par l’ensemble des orbites B×Λ, comme ci-dessus. Une conséquence de

sa proposition 8.12 est que l’ouvert
�
M

rig

LT ,B×,BΛ est simplement celui défini par
la condition (v(x1), . . . , v(xd)) ∈ Δ(Λ) – le simplexe Δ(Λ0) de sa décomposition
n’est autre que le simplexe {qvi − vi+1 ≥ 0, ∀i ∈ Z/dZ} ⊂ Δ apparaissant dans le
deuxième point de la proposition III.1.4, si bien que ce résultat de L. Fargues en
est une généralisation.

Variante: le recouvrement associé à l’immeuble étendu

Comme en II.3 (voir en particulier II.3.3 pour les notations) on peut aussi définir

un recouvrement (
�
M

0,rig

LT ,∞,Λ)Λ∈Iét de la tour de Lubin-Tate, indexé par l’ensemble
I ét des simplexes de l’immeuble étendu de GLd(K). Il suffit pour cela de se rappe-
ler que la donnée d’un simplexe de l’immeuble étendu équivaut à celle d’un entier
h et d’un simplexe Λ de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K). On associe alors

simplement à ce couple la partie ouverte et fermée
�
M

0,rig

LT ,n,(Λ,h) de
�
M

rig

LT ,n,Λ (pour
n ≥ nLT (Λ)) sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie ρ est h. Ce recouvre-
ment a, bien sûr, encore les propriétés énoncées dans la proposition III.1.4. Le
schéma formel

�
MLT ,∞,I est aussi, évidemment, muni d’un recouvrement ouvert

�
MLT ,∞,I =

⋃
Λ∈Iét

�
M

0

LT ,∞,Λ analogue.

III.2 Le domaine fondamental

Notant
�
K{X1, . . . , Xn} la

�
K-algèbre des séries en les variables X1, . . . , Xn conver-

gentes sur le polydisque fermé {v(Xi) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}}, l’affinöıde V =
{v(xq

i /xi+1) ≥ 0, ∀i ∈ Z/dZ} ⊂ Spf
�
O[[x1, . . . , xd]]/(x1 · · ·xd − (−1)dπ)rig s’écrit

aussi

Spm
�
K{x1, . . . , xd, z1, . . . , zd}/(x1 · · ·xd − (−1)dπ, (zixi+1 − xq

i )i∈Z/dZ).
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En utilisant le monöıde M de II.3.1 et en envoyant e(q−1)ei sur

xi, e(q−1)(qei−ei+1) sur zi = xq
i /xi+1 et π sur (−1)de(q−1)(e1+···+ed),

la complétée e(q−1)(e1+···+ed)-adique de la Fq-algèbre Fq[(q − 1)M] fournit un
modèle entier Spf Fq[(q − 1)M]̂ de V . Ce modèle entier est normal, d’après le

lemme II.3.6, et Fq[(q − 1)M]̂ s’identifie donc à la
�
O-sous-algèbre de

�
K{x1, . . . , xd, z1, . . . , zd}/(x1 · · ·xd − (−1)dπ, (zixi+1 − xq

i )i∈Z/dZ)

formée des fonctions prenant des valeurs entières en tout point de V .
Comme du côté Drinfeld (cf. II.3.1), on pose ALT = Fq[(q − 1)M]̂ et on

définit ALT ,n comme la normalisation de ALT dans

ALT [(si,j)i∈Z/dZ,0≤j≤nd−1, π
−1]/ILT ,n,

où l’on note ILT ,n l’idéal engendré par les sq
i,j−xi−jsi,j−si,j−1, pour i ∈ Z/dZ, 1 ≤

j ≤ nd− 1, et par les sq−1
i,0 − xi, pour i ∈ Z/dZ.

Utilisant la variante 2
�
MLT ,B×

n
introduite dans la remarque II.2.3, le

�
O-schéma formel

�
MLT ,B×

n ,Λ0
=

∐
h∈Z Spf ALT ,n est alors le modèle entier affine

normal de
�
M

rig

LT ,B×
n ,Λ0

=
�
M

rig

LT ,B×
n
×�

M
rig

LT ,B×

�
M

rig

LT ,B×,Λ0
, obtenu par normalisation

de
�
MLT ,B×,Λ0

=
∐

h∈Z Spf ALT dans
�
M

rig

LT ,B×
n
. La composante

(h, Spf ALT ) ⊂
�
MLT ,B×

n ,Λ0

n’est autre que l’ouvert
�
M

0

LT ,B×
n ,P−•−hOd associé au simplexe P−•−hOd de l’im-

meuble étendu de GLd(K).
Comme en II.3.1, on observe que B×

n = (Idd + BPnd)× et ALT ,n ont en fait

un sens lorsque n est seulement un multiple entier de 1/d; la
�
O-algèbre ALT ,1/d

n’est autre que la complétée π-adique de Fq[M].

2On rappelle que cette variante est intermédiaire entre
�

MLT ,n et
�

MLT ,n+1. Comme on

s’intéresse en fait à ALT ,∞ =
⋃

n ALT ,n, le choix de cette variante de la tour (
�

MLT ,n)n est
parfaitement inoffensif.



Chapitre IV

Réduction aux domaines
fondamentaux

Dans ce chapitre, nous allons d’abord énoncer un théorème établissant l’existence
d’un isomorphisme ϕFond. = ϕP−•Od des domaines fondamentaux des tours de
Lubin-Tate et de Drinfeld ayant certaines propriétés – il sera facile de vérifier qu’il
peut exister au plus un isomorphisme ayant ces propriétés. Admettant momen-
tanément ce théorème, dont la démonstration sera donnée dans le chapitre V, on
construira ensuite par recollement l’isomorphisme du théorème I.5.3, en utilisant
la propriété d’unicité de l’isomorphisme ϕFond..

IV.1 Enoncé du théorème

Soient ALT ,∞ =
⋃

n∈N ALT ,n, ADr,∞ =
⋃

n∈N ADr,n et ÂLT ,∞ et ÂDr,∞ leurs
complétées π-adiques respectives.

On dispose donc, du côté Lubin-Tate (cf. II.2),

• d’une matrice

RLT = RX = Idd +
∑
j≥1

diag(rLT
1,j , . . . , rLT

d,j ) tP−j ,

à coefficients dans K ̂̂⊗ALT ,0 (et a fortiori, dans K ̂̂⊗ ÂLT ,∞) et possédant
une matrice inverse R−1

LT appartenant elle aussi au complété π-adique (Idd +
diag(Ad

LT ,0)[
tP−1] tP−1)̂

• d’une matrice

SLT = SX =
∑
j≥0

diag(sLT
1,j , . . . , sLT

d,j ) tP j

à coefficients dans O ⊗̂ ALT ,∞, possédant une matrice inverse S−1
LT à co-

efficients dans O ⊗̂ (ALT ,∞[π−1]), qui est elle aussi triangulaire inférieure
modulo z
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• du produit TLT = SLT R−1
LT , que l’on a déjà considéré dans la remarque II.2.4;

c’est une matrice à coefficients dans K ̂̂⊗ ÂLT ,∞.

De même, du côté Drinfeld, on dispose (cf. II.3)

• d’une matrice

RDr = RX = Idd +
∑
j≥1

P−j diag(rDr
1,j , . . . , rDr

d,j ),

à coefficients dans K ̂̂⊗ ADr,0 (et a fortiori, dans K ̂̂⊗ ÂDr,∞) et possédant
une matrice inverse R−1

Dr appartenant elle aussi au complété π-adique (Idd +
diag(Ad

Dr,0)[P
−1]P−1)̂

• d’une matrice
SDr = SX =

∑
j≥0

P j diag(sDr
1,j , . . . , s

Dr
d,j)

à coefficients dans O ⊗̂ ADr,∞, possédant une matrice inverse S−1
Dr à coeffi-

cients dans O⊗̂(ADr,∞[π−1]) qui est elle aussi triangulaire supérieure modulo
z

• du produit TDr = SDrR
−1
Dr, que l’on a déjà considéré dans la remarque II.3.7;

c’est une matrice à coefficients dans K ̂̂⊗ ÂDr,∞.

Pour tout simplexe Λ de l’immeuble étendu de GLd(K), on note
�
MLT ,∞,Λ =

lim←−n

�
MLT ,n,Λ et

�
MLT ,∞,Λ = lim←−n

�
MLT ,n,Λ les limites projectives complétées.

On a alors le résultat suivant, dont la démonstration est reportée au cha-
pitre V (sauf pour la partie concernant l’unicité).

Théorème IV.1.1.

1) Il existe un unique isomorphisme de
�
O-schémas formels

ϕP−•Od :
�
M

0

LT ,∞,P−•Od = Spf ÂLT ,∞ → Spf ÂDr,∞ =
�
M

0

Dr,∞,P−•Od

tel que ϕ∗
P−•Od(TDr) = tTLT .

2) Cet isomorphisme fait se correspondre les sous-schémas fermés de Spf ÂLT ,∞
et Spf ÂDr,∞, d’équations respectives (xq

i /xi+1 = 0) et (yq−1
i = 0), et induit

donc un isomorphisme

ϕ(P−•Od)i
:

�
M

0

LT ,∞,(P−•Od)i

= Spf ALT ,∞[(xq
i /xi+1)−1]̂→ Spf ADr,∞[y−1

i ]̂
=

�
M

0

Dr,∞,(P−•Od)i
,

pour tout i ∈ Z/dZ ( ̂ désigne, bien sûr, la complétion π-adique; voir le
théorème II.3.2(5) et la proposition III.1.4(2) pour les deux égalités et pour
la notation (P−•Od)i).
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On va maintenant s’intéresser à l’unicité de ce morphisme (et à celle du
morphisme des sous-schémas formels ouverts complémentaires résultant du point
(2) du théorème) et à ses conséquences.

IV.2 Unicité de ϕP−•Od et de ses localisés, équivariance

et recollement

Soient I � Z/dZ et (P−•Od)I =
⋂

i∈I(P
−•Od)i le simplexe de l’immeuble étendu

obtenu à partir de P−•Od en omettant les sommets P−iOd, pour i ∈ I (modulo
d). On considère le morphisme

ϕ(P−•Od)I
:

�
M

0

LT ,∞,(P−•Od)I

= Spf ALT ,∞[(xq
i /xi+1)−1

i∈I ]̂→ Spf ADr,∞[(y−1
i )i∈I ]̂

=
�
M

0

Dr,∞,(P−•Od)I

induit par le deuxième point du théorème IV.1.1.
Pour alléger les notations, on note encore RLT , . . . les matrices à coeffi-

cients dans K ̂̂⊗ ALT ,∞[(xq
i /xi+1)−1

i∈I ]̂ (resp. K ̂̂⊗ ADr,∞[(y−1
i )i∈I ]̂) obtenues

par l’extension des scalaires ÂLT ,∞ → ALT ,∞[(xq
i /xi+1)−1

i∈I ]̂ (resp. ÂDr,∞ →
ADr,∞[(y−1

i )i∈I ]̂). On a donc encore ϕ∗
(P−•Od)I

(TDr) = tTLT .
Il résulte de la proposition suivante que le morphisme ϕ(P−•Od)I

est l’unique
morphisme vérifiant cette propriété. La démonstration qu’on en donnera reprend
(et précise) une partie de la remarque II.3.7.

Proposition IV.2.1. Soit S est un
�
O-schéma formel muni d’une matrice T ∈

Md(K ̂̂⊗ OS). Il existe au plus un morphisme ψ : S →
�
MDr,∞,(P−•Od)I

tel que
ψ∗(TDr) = T .

Pour démontrer cette proposition, on va d’abord s’intéresser à la croissance
des normes π-adiques des coefficients r∗i,j et s∗i,j des matrices R∗ et S∗ (pour
∗ = LT ou Dr), ainsi qu’à celle des coefficients analogues (notés r̃∗i,j et s̃∗i,j) pour
les matrices R̃∗ = R−1

∗ et S̃∗ = S−1
∗ .

Pour toute
�
O-algèbre A plate et intégralement close dans A[π−1], on note

ν : A[π−1]→ Q ∪ {+∞} la “semi-norme additive” de A[π−1] définie par

ν(a) = sup {V ∈ Q ; π−nV an ∈ Â∗,∞, ∀n ∈ N ∩ V −1N} ;

c’est une norme additive lorsque A ne possède pas d’élément non nul divisible par
πn, pour tout n ∈ N (ou, de manière équivalente, lorsque A est séparée pour la
topologie π-adique).
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Pour tous ν1 ≤ ν2 (avec ν1 ∈ Q∪{−∞} et ν2 ∈ Q∪{+∞}), on considère les
A[π−1]-sous-modules H(]ν1, ν2[, A) et H(]ν1, +∞], A) de

A[π−1][[z, z−1]] = {a(z) =
∑
j∈Z

ajz
j; aj ∈ Â∗,∞[π−1], ∀j ∈ Z}

définis par

H(]ν1, ν2[, A) = {a(z) ; lim
j→+∞

ν(aj)
j

≥ −ν1 et lim
j→−∞

ν(aj)
j

≥ −ν2}

et H(]ν1, +∞], A) = {a(z) ; lim
j→+∞

ν(aj)
j

≥ −ν1 et aj = 0, ∀j ≤ 0} .

Lorsque A est l’anneau des entiers Aent = {a ∈ A; ν(a) ≥ 0} d’une algèbre de Tate
A(= A[π−1]), le A-module H(]ν1, +∞], A) est celui des fonctions holomorphes sur
le disque ouvert {ν1 < v(z)} au-dessus de SpmA et le A-module H(]ν1, ν2[, A)
est celui des fonctions holomorphes sur la couronne ouverte {ν1 < v(z) < ν2}
au-dessus de SpmA, ce qui justifie la notation adoptée.

Lorsque A est séparée et complète pour la topologie π-adique, la série∑
j=j1+j2

aj1bj2

définissant les coefficients du produit de deux séries a(z), b(z) ∈ H(]ν1, ν2[, A)
converge, ce qui munit H(]ν1, ν2[, A) d’une structure de A[π−1]-algèbre associative
et commutative.

On se donne maintenant un point (RLT , SLT ) de
�
MLT ,∞,P−•Od à valeurs

dans A ou un point (RDrP
−•Od, SDr) de

�
MDr,∞,P−•Od à valeurs dans A.

Proposition IV.2.2. Les matrices R∗ et S∗ (avec ∗ = LT ou Dr) vérifient

• la matrice R∗ est à coefficients dans H(]0, 1[, A)
• la matrice S∗ est à coefficients dans O ⊗̂A et a fortiori dans H(]0, +∞], A)
• la matrice R∗ a une matrice inverse R−1

∗ à coefficients dans H(]0, +∞[, A)
• la matrice S∗ a une matrice inverse S−1

∗ à coefficients dans H(]1q , +∞], A).

En particulier, les quatre matrices R∗, S∗, R−1
∗ et S−1

∗ sont toutes à coefficients
dans la A[π−1]-algèbre H(]1q , 1[, A).

Démonstration. La partie de l’énoncé concernant les matrices S∗ est évidente. On
va maintenant démontrer celle concernant les matrices R−1

∗ .

On sait déjà que R∗ admet un matrice inverse à coefficients dans K ̂̂⊗ A
et on veut démontrer que cette matrice inverse est en fait à coefficients dans
H(]0, +∞[, A). Du côté Lubin-Tate, cela résulte du fait que la matrice

[(ΦLT
tP−1)( tP τΦLT

tP−2) · · · ( tPnd−1 τnd−1
ΦLT

tP−nd)]
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a ses coefficients dans A⊕Az−1 ⊕ · · · ⊕Az−n, qu’elle est congrue à R−1
LT modulo

(x1, . . . , xd)qnd

et que ν(xi) ≥ (q − 1)/(qd − 1), ∀i ∈ Z/dZ. Du côté Drinfeld,
on a R−1

Dr ≡ Idd +
∑

1≤j≤d−1 P−j diag(r̃i,j)1≤i≤d (mod π) (on rappelle qu’on a
P−i+d−1Od ⊗̂ (A/πA) ⊂ RP−iOd ⊗̂ (A/πA), voir II.3). La matrice

[ΦDr
τΦDr · · · τnd−1

ΦDr(Idd +
∑

1≤j≤d−1

P−j diag(r̃qnd

i,j )1≤i≤d)]

est donc congrue à R−1 modulo πqnd

. Elle a ses coefficients dans A⊕Az−1⊕· · ·⊕
Az−n−1; la propriété de l’énoncé pour R−1

Dr en résulte.
Du côté Lubin-Tate comme du côté Drinfeld, on a det R−1

∗ = (1 − π/z)(1−
πq/z) · · · , comme il résulte de l’équation (1− π/z) τdetR−1

∗ = detR−1
∗ et du fait

que detR−1
∗ est congrue à 1 (modulo (x1, . . . , xd) du côté Lubin-Tate; modulo π du

côté Drinfeld). La proposition pour R∗ en résulte en développant (1−πqn

/z)−1 en
puissances de z−1 et en exprimant R∗ comme produit de det R∗ et de la transposée
de la matrice des cofacteurs de R−1

∗ .
Enfin, notant detS−1

∗ =
∑

j∈N s̃jz
j, on a ν(s̃j) = −(q− 1)−1 − jq−1, comme

on le voit en considérant l’équation (−1)d−1πs̃q
j + s̃j = (−1)d−1s̃q

j−1, qui résulte
elle-même de l’équation (−1)d−1(z − π) τdetS−1

∗ = detS−1
∗ (on rappelle que s̃0 =

(s∗1,0 · · · s∗d,0)
−1 est inversible dans A[π−1]). La propriété pour S∗ en résulte en

exprimant S−1
∗ comme produit de detS−1

∗ et de la transposée de la matrice des
cofacteurs de S∗. �
Remarque IV.2.3. On obtient en fait l’énoncé plus fort suivant: les coefficients
des matrices R∗ et S−1

∗ sont des fonctions méromorphes sur le disque épointé
{0 < v(z) < +∞} au-dessus de la fibre générique (au sens de Raynaud-Fargues,
[Far1, ch. IV]) de Spf A, dont les pôles sont simples et situés, respectivement, en
z = π, πq, πq2

, . . . et en z = · · · , πq−2
, πq−1

(ceci a un sens, car π admet alors des
racines qn-ièmes dans A, pour tout n ∈ N).

Démonstration de la proposition IV.2.1. Si ψ et ψ′ sont deux morphismes vérifiant
cette propriété, on a l’égalité ψ′∗(S−1

Dr)ψ∗(SDr) = ψ′∗(R−1
Dr)ψ

∗(RDr) dans la
OS [π−1]-algèbre (associative) Md(H(]1q , 1[,OS)). Le premier membre de cette éga-
lité est de la forme

∑
j≥0 diag(ai,j)iP

j , alors que le second membre est de la forme
Idd +

∑
j≥1 diag(bi,j)iP

−j, ce qui force les deux membres à être la matrice iden-
tité; on a donc ψ∗(SDr) = ψ′∗(SDr) et ψ∗(RDr) = ψ′∗(RDr). Les points ψ et ψ′

de
�
MDr,∞,(P−•Od)I

à valeurs dans S cöıncident donc. �
Remarque IV.2.4. Dans la démonstration d’unicité ci-dessus, il est vraiment né-
cessaire d’utiliser la convergence sur une couronne commune résultant de la pro-
position IV.2.2, comme on s’en convainc en considérant l’exemple des deux dé-
veloppements

(z − π)−1
]1,+∞] = −π−1(1 + z/π + (z/π)2 + · · · ) ∈ H(]1, +∞],O)

et (z − π)−1
]0,1[ = z−1(1 + π/z + (π/z)2 + · · · ) ∈ H(]0, 1[,O)
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de (z − π)−1 et des deux décompositions distinctes

(z − π)(1 − π/z)−1
]0,1[ = z = (z + π)(1 + π/z)−1

]0,1[ .

En fait, lorsqu’on essaie d’appliquer à ces deux décompositions le raisonnement
ci-dessus, on rencontre une simplification “illégitime” du type suivant.

On considère l’égalité (z−π)
∑

j∈Z zjπ−j−1 = 0 dans leO-module O[[z, z−1]].
On ne peut pas simplifier cette égalité en la multipliant par l’un des deux dévelop-
pements de (z − π)−1 ci-dessus, car le produit partiel (c’est-à-dire, non partout
défini) a, b ∈ O[[z, z−1]] �→ ab ne vérifie pas l’identité (ab)c = a(bc) sur son domaine
de définition.

On note, respectivement, WLT et WDr les données de descente de Weil du
côté Lubin-Tate et du côté Drinfeld. On rappelle que ces données de descente
agissent par le décalage Λ �→ Λ[1] sur l’ensemble I ét des simplexes de l’immeuble
étendu de GLd(K) et que δ ∈ D× agit aussi sur I ét par le décalage Λ �→ Λ[v(Nr δ)]
(où Nr désigne, bien sûr, la norme réduite). La proposition IV.2.1 admet alors le
corollaire suivant.

Corollaire IV.2.5. Soient I � Z/dZ, J � Z/dZ et (γ, δ, n) ∈ GLd(K) × D× × Z
tel que γ(P−•Od)I [n + v(Nr δ)] = (P−•Od)J . Le diagramme suivant

�
MLT ,∞,(P−•Od)I

[τ−n]
(γ,δ)◦W n

LT−→
�
MDr,∞,(P−•Od)J

ϕ(P−•Od)I
↓ ϕ(P−•Od)J

↓
�
MLT ,∞,(P−•Od)I

[τ−n]
(γ,δ)◦W n

Dr−→
�
MDr,∞,(P−•Od)J

est alors commutatif – on rappelle que les
�
O-schémas formels

�
MLT ,∞,(P−•Od)I

et
�
MLT ,∞,(P−•Od)I

[τ−n] (resp.
�
MDr,∞,(P−•Od)I

et
�
MDr,∞,(P−•Od)I

[τ−n]) ont le
même O-schéma formel sous-jacent, ce qui donne un sens à la flèche verticale de
gauche.

Démonstration. Il résulte des formules du paragraphe II.2.1 donnant l’action de
GLd(K)×D× et de WLT sur la tour de Lubin-Tate que l’on a ((γ, δ)◦Wn

LT )∗TLT =
tγ−1

z TLT tPn tδz (voir la remarque II.2.4). Il résulte aussi des formules du para-
graphe II.3.1 donnant l’action de GLd(K) × D× et de WDr sur la tour de Drin-
feld que l’on a ((γ, δ) ◦ Wn

Dr)
∗TDr = δzP

nTDrγ
−1 (voir la remarque II.3.7). Le

corollaire en résulte en appliquant la proposition IV.2.1 aux deux morphismes
de

�
MLT ,∞,(P−•Od)I

vers
�
MDr,∞,(P−•Od)J

[τn] obtenus à partir du diagramme ci-
dessus et à la matrice T = t( tγ−1

z TLT tPn tδz) = δzP
n tTLT γ−1. �

On considère maintenant un simplexe arbitraire Λ de l’immeuble de Bruhat-
Tits étendu de GLd(K) et on choisit un triplet (γ, δ, n) ∈ GLd(K)×D××Z tel que
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γΛ[n+v(Nr δ)] soit un sous-simplexe (P−•Od)I du simplexe maximal fondamental
P−•Od. Il résulte du corollaire ci-dessus que

ϕΛ = W−n
Dr ◦ (γ, δ)−1 ◦ ϕ(P−•Od)I

◦ (γ, δ) ◦Wn
LT :

�
M

0

LT ,∞,Λ →
�
M

0

Dr,∞,Λ

ne dépend pas du choix du triplet (γ, δ, n). On obtient de cette manière un mor-

phisme GLd(K)×D×-équivariant (ϕΛ :
�
M

0

LT ,∞,Λ →
�
M

0

Dr,∞,Λ)Λ∈Iét , compatible
aux données de descente de Weil 1.

Pour achever la construction de l’isomorphisme ϕ du théorème I.5.3 à partir
de l’isomophisme ϕP−•Od du théorème IV.1.1, il reste encore à vérifier que les mor-

phismes ϕΛ sont compatibles aux immersions ouvertes
�
M

0

LT ,∞,Λ′ ↪→
�
M

0

LT ,∞,Λ′

et
�
M

0

Dr,∞,Λ′ ↪→
�
M

0

Dr,∞,Λ′ associées à une inclusion Λ′ ⊂ Λ de simplexes de
l’immeuble étendu. En utilisant l’action de GLd(K) × D×, on se ramène immé-
diatement au cas où Λ est un sous-simplexe du simplexe fondamental P−•Od,
pour lequel cette compatibilité est tautologique!

On achève ce paragraphe sur une remarque triviale mais rassurante.

Remarque IV.2.6. En rang d = 1 les tours de Drinfeld cöıncident a priori, puisque
les notions de O-module formel de hauteur d et de OD-module formel spécial de
hauteur d2 se réduisent toutes deux à celle de O-module formel de hauteur 1. Il
résulte immédiatement de la proposition IV.2.1 que dans ce cas, l’isomorphisme ϕ
est l’identité!

1On n’a donc pas procédé exactement comme annoncé dans I.5, puisqu’on a travaillé avec
l’immeuble étendu de GLd(K) au lieu de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K). Pour res-
ter fidèle à la démarche annoncée dans I.5, il faudrait d’abord induire ϕ(P−•Od)I

à la classe de

décalage de (P−•Od)I , puis induire de ces classes de décalage à l’immeuble de Bruhat-Tits de
PGLd(K). Cela revient évidemment au même!



Chapitre V

Démonstration du théorème IV.1.1

Dans ce chapitre, nous “couperons en deux” la construction de l’isomorphisme
ϕP−•Od : Spf ÂLT ,∞ → Spf ÂDr,∞ en introduisant (5.1) un (Fq)-schéma formel
affine intermédiaire Spf AInt “classifiant” les matrices TDr =

∑
j∈Z P j diag(ti,j)

vérifiant l’équation PTDr = τTDr et certaines conditions supplémentaires. Ces
conditions supplémentaires seront destinées à garantir qu’elles proviennent de
Spf ÂDr,∞ et (après transposition) de Spf ÂLT ,∞; elles seront en fait “dictées”
par l’observation des propriétés des morphismes de produit ci-dessous.

La construction de l’isomorphisme ϕP−•Od : Spf ÂLT ,∞ → Spf ÂDr,∞ se
réduira alors à celle d’un diagramme

Spf ÂLT ,∞
produit

�
décomposition

Spf AInt

décomposition

�
produit

Spf ÂDr,∞.

tel que les composées de deux flèches superposées soient l’identité. Les morphismes
de produit seront construits en 5.2 et les morphismes de décomposition le seront
en 5.3.

En fait, comme nous l’avons déjà souligné ci-dessus, AInt est a priori seule-
ment une Fq-algèbre topologique et il restera à vérifier que les deux structures de
�
O-algèbre sur AInt induites par les deux morphismes de décomposition cöıncident.
Ceci résultera de considérations sur les déterminants des matrices R∗, S∗ et T∗ (voir
5.4).

Enfin, nous donnerons une démonstration du point (2) du théorème IV.1.1
dans le très court paragraphe V.5.

V.1 L’anneau intermédiaire

Lorsque la matrice TDr =
∑

j∈Z P j diag(ti,j) vérifie l’équation PTDr = τTDr,

on a ti,j−1 = tqi,j , ∀i ∈ Z/dZ, j ∈ Z, et donc ti,j = tq
−j

i,0 . Abandonnant l’indice
0, on notera ti l’élément ti,0. On introduit alors le monöıde M[q−1] formé des
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éléments de Qd dont le produit par une puissance de q est dans M et la Fq-
algèbre Fq[M[q−1]]. On note ti l’élément eei = e(0,...,0,1,0,...,0) de cette algèbre, de
sorte que l’on a aussi Fq[M[q−1]] = Fq[t

q−j

i , (tqi /ti+1)q−j

]i∈Z/dZ,j∈N. On introduit
encore le complété (t1 · · · td)-adique Fq[M[q−1]]̂ de Fq[M[q−1]]. La matrice TDr =∑

j∈Z P j diag(tq
−j

1 , . . . , tq
−j

d ) et la matrice TLT = tTDr sont alors à coefficients
dans le complété (t1 · · · td)-adique de K ⊗̂Fq[M[q−1]] – ou, ce qui revient au même,

dans K ̂̂⊗ Fq[M[q−1]]̂.
Un calcul facile montre que det TLT = detTDr =

∑
j∈Z tq

−j

((−1)d−1z)j, où
t est donné par la formule suivante

t =
∑

σ

sgn(σ̄)
∏

i∈Z/dZ

tq
σ(i)−i

i ,

où

• la somme porte sur l’ensemble des applications σ : Z → Z telles que i �→
(σ(i) − i) soit périodique de période d et que

∑
i∈Z/dZ(σ(i)− i) = 0

• on note σ̄ : Z/dZ → Z/dZ l’application quotient et sgn(σ̄) sa signature – on
convient qu’elle est nulle si σ̄ n’est pas une permutation.

Dans cette somme on remarque en particulier le terme t1 · · · td, qui correspond
à σ = IdZ. On vérifiera dans le paragraphe suivant que t/(t1 · · · td) appartient à
Fq[M[q−1]] .̂

On pose alors AInt = Fq[M[q−1]]̂[(t/(t1 · · · td))−1]̂ . Dans le paragraphe
suivant, on donnera une définition équivalente de AInt.

V.1.1 Etude de AInt

Si (α1, . . . , αd) ∈ M[q−1], dans Fq[(qd − 1)−1M[q−1]]̂ on a

tα1
1 · · · tαd

d =
d∏

i=1

(tqi /ti+1)βi ,

où les βi sont déterminés de façon unique par les équations qβi − βi−1 = αi. Plus
explicitement, on a

βi =
qd−1αi + qd−2αi−1 + · · ·+ αi−(d−1)

qd − 1
.

Si γ1, . . . , γd appartiennent à N[1/q], et si pour tout i ∈ Z/dZ, on a γi ≤ βi, alors
tα1
1 · · · tαd

d est divisible dans Fq[M[q−1]]̂ par
∏d

i=1(t
q
i /ti+1)γi .

Pour montrer que t/(t1 · · · td) appartient à Fq[M[q−1]]̂ nous allons établir
que pour chaque σ dans l’ensemble des σ : Z → Z tels que i �→ (σ(i) − i) soit
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périodique de période d, que σ̄ : Z/dZ → Z/dZ soit une permutation et que∑
i∈Z/dZ(σ(i)− i) = 0,

∏
i∈Z/dZ tq

σ(i)−i

i /(t1 · · · td) appartient à Fq[M[q−1]]̂ et tend
vers 0 quand σ sort des parties finies de cet ensemble.

Pour cela, nous écrivons

d∏
i=1

tq
σ(i)−i

i /(t1 · · · td) =
d∏

i=1

(tqi /ti+1)βi ,

où

(qd − 1)βd = (qσ(d)−1 + qσ(d−1)−1 + · · ·+ qσ(1)−1)− (qd−1 + qd−2 + · · ·+ 1)

et les autres βi s’obtiennent à partir de cette formule en conjuguant σ par une
translation de i dans Z. Grâce à l’hypothèse que σ̄ est une permutation et que∑

i∈Z/dZ(σ(i) − i) = 0, on voit facilement que βi ≥ 0 pour tout i ∈ Z/dZ et, par
conséquent, l’expression ci-dessus appartient bien à Fq[M[q−1]] .̂ De plus, quand
σ sort des parties finies de l’ensemble des σ : Z → Z tels que i �→ (σ(i) − i)
soit périodique de période d, que σ̄ : Z/dZ → Z/dZ soit une permutation et que∑

i∈Z/dZ(σ(i)− i) = 0, les βi tendent vers +∞ et donc l’expression ci-dessus tend
vers 0.

Dans la suite, on notera toujours C une constante dans N∗[1/q] ne dépendant
que de d, mais pouvant varier d’une inégalité à l’autre.

On voit facilement, par stricte convexité de la fonction t �→ qt, que βd ≥ C
pour tout σ tel que σ({1, 2, . . . , d}) �= {1, 2, . . . , d}. De même on peut vérifier que
pour i ∈ {1, . . . , d}, βi ≥ C pour tout σ tel que σ({i + 1 − d, i + 2 − d, . . . , i}) �=
{i + 1− d, i + 2− d, . . . , i}.

Par conséquent, modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)C , on a
l’égalité:

t/(t1 · · · td) = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
t1 tq1 · · · tq

d−1

1

tq
−1

2 t2 · · · tq
d−2

2
...

...
...

tq
−(d−1)

d tq
−(d−2)

d · · · td

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ /(t1 · · · td).

V.1.2 Intermède: le déterminant de Moore

Nous rencontrerons par la suite de nombreux déterminants du type de celui ci-
dessus. De façon générale, nous appelons

Moore(X1, . . . , Xk) = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
X1 Xq

1 · · · Xqk−1

1

X2 Xq
2 · · · Xqk−1

2
...

...
...

Xk Xq
k · · · Xqk−1

k

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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On a

Moore(X1, . . . , Xk) = c
∏

[α1,...,αk]∈Pk−1(Fq)

(α1X1 + · · ·+ αkXk),

où c ∈ F×
q dépend du choix des relèvements à Fk

q\{0} des éléments de Pk−1(Fq).
De façon plus précise, on a

Moore(X1, . . . , Xk) =
k∏

i=1

∏
α1,...,αi−1∈Fq

(α1X1 + α2X2 + · · ·+ αi−1Xi−1 + Xi).

V.1.3 Fin de l’étude de AInt

Donc, modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)C , on a l’égalité:

t/(t1 · · · td) = Moore(t1, t
q−1

2 , . . . , tq
−(d−1)

d )/(t1 · · · td).

De même, pour tout i ∈ {1, . . . , d}, on a, modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré
par (tqi /ti+1)C :

t/(t1 · · · td) = Moore(ti+1, t
q−1

i+2 , . . . , t
q−(d−1)

i )/(t1 · · · td).

Notons, pour tout i ∈ Z/dZ,

wi =
(∏

α1,...,αd−1∈Fq

ti + α1t
q
i−1 + · · ·+ αd−1t

qd−1

i−d+1

ti

)q−(d−1)

=
(∏

α1,...,αd−1∈Fq
(1 + α1(t

q
i−1/ti) + α2(t

q
i−2/ti−1)q(tqi−1/ti) + · · ·

· · ·+ αd−1(t
q
i−d+1/ti−d+2)qd−2 · · · (tqi−1/ti))

)q−(d−1)

∈ Fq[M[q−1]] .̂

On en déduit facilement

wi =
( ∏

α1,...,αi−1∈Fq

ti + α1t
q
i−1 + · · ·+ αi−1t

qi−1

1

ti

)q−(i−1)

modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)C .

D’où w1 · · ·wd = Moore(t1, t
q−1

2 , . . . , tq
−(d−1)

d )/(t1 · · · td) modulo l’idéal de
Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)C .

Or, on a vu que Moore(t1, t
q−1

2 , . . . , tq
−(d−1)

d )/(t1 · · · td) est égal à t/(t1 · · · td)
modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)C .

Par conséquent, on a l’égalité w1 · · ·wd = t/(t1 · · · td) modulo l’idéal de
Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)C .
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Par permutation circulaire, cette même égalité a lieu modulo l’idéal de
Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqi /ti+1)C , pour tout i ∈ Z/dZ.

On obtient ainsi une nouvelle définition de AInt:

AInt=Fq[M[q−1]]̂[(w1 · · ·wd)−1]̂
=Fq[M[q−1]]̂[((ti + α1t

q
i−1 + · · ·+ αd−1t

qd−1

i−d+1)/ti)−1
i∈Z/dZ,α1,...,αd−1∈Fq

]̂ ,

où ̂ désigne encore la complétion pour la topologie t1 · · · td-adique.

Comme tq
d−1

i est divisible par (t1 · · · td)C dans Fq[M[q−1]] ,̂ on voit facile-
ment que AInt est encore égal à

Fq[M[q−1]]̂[((ti + α1t
q
i−1 + · · ·+ αktq

k

i−k)/ti)−1
i∈Z/dZ,k∈N,α1,...,αk∈Fq

]̂.

V.2 Produit

On se propose maintenant de construire des morphismes d’anneaux AInt→ÂLT ,∞

et AInt → ÂDr,∞ tels que les tq
j

i aient pour images les coefficients de SLT R−1
LT et

de SDrR
−1
Dr.

Dans ce paragraphe, on écrira souvent des quotients d’éléments de ÂLT ,∞
ou de ÂDr,∞, ce qui pose a priori un problème, puisqu’on ne sait pas encore
que ces algèbres sont intègres (on le saura seulement lorsqu’on aura achevé la
démonstration du théorème IV.1.1!). En fait, les

�
O-algèbres ÂLT ,∞ et ÂDr,∞ sont

plates par construction et les dénominateurs de ces quotients seront toujours des
diviseurs de π. Ces quotients auront donc un sens bien déterminé; ce seront en fait
des éléments de ÂLT ,∞[π−1] ou de ÂDr,∞[π−1].

V.2.1 Le produit côté Lubin-Tate

Comme dans le chapitre IV, on pose TLT = SLT R−1
LT . La matrice TLT vérifie

l’équation τTLT = TLT tP et est donc de la forme

TLT =
∑
j∈Z

diag(tq
−j

1 , . . . , tq
−j

d ) tP j

où les tq
−j

i appartiennent à ÂLT ,∞ et sont des racines qj-ièmes des ti. Plus
précisément, en notant R−1

LT = Idd +
∑

j≥1 diag(r̃i,j)1≤i≤d
tP−j et r̃i,0 = 1, ∀i ∈

Z/dZ, on a, pour j ≥ 0:

tq
−j

i = si,j + si,j+1r̃i−j−1,1 + si,j+2r̃i−j−2,2 + · · ·
et tq

j

i = si,0r̃i,j + si,1r̃i−1,j+1 + · · ·
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Lemme V.2.1. Pour tout j ∈ N, i ∈ Z/dZ,
sqj

i,j

si,0
est une unité de ÂLT ,∞.

Démonstration. Commençons par démontrer que sq
i,1/si,0 est une unité de ÂLT ,∞.

On a les équations: sq
i,1 − xi−1si,1 = si,0 et xi−1 = sq−1

i−1,0. Dans ÂLT ,∞[π−1], on a
donc (sq

i,1/si,0)q − (sq
i−1,0/si,0)q−1(sq

i,1/si,0) = 1. Par construction, sq
i−1,0/si,0 est

entier dans ÂLT ,∞.

Comme ÂLT ,∞ est intégralement clos dans ÂLT ,∞[π−1], on obtient aussitôt
que (sq

i,1/si,0) et (sq
i,1/si,0)−1 appartiennent à ÂLT ,∞.

Démontrons maintenant, par récurrence sur j, que sqj

i,j/si,0 est une unité de

ÂLT ,∞. On a sqj+1

i,j − s
qj(q−1)
i−j,0 sqj

i,j = sqj

i,j−1. D’où

(sqj

i,j/si,0)q − (sqj

i−j,0/si,0)q−1(sqj

i,j/si,0) = (sqj−1

i,j−1/si,0)q.

Or, sqj

i−j,0/si,0 = (sq
i−j,0/si−j+1)qj−1

(sq
i−j+1,0/si−j+2)qj−2 ···(sq

i−1,0/si) appartient

à ÂLT ,∞ et, par hypothèse de récurrence, sqj−1

i,j−1/si,0 est une unité dans ÂLT ,∞,

donc sqj

i,j/si,0 est une unité de ÂLT ,∞. Donc le lemme est démontré. �

En utilisant l’expression pour tq
−j

i (j ≥ 0) et le fait que les r̃i,j (j ≥ 1)
apppartiennent à l’idéal topologiquement nilpotent (x1, . . . , xd) = (sq−1

1,0 , . . . , sq−1
d,0 )

(puisque RLT est congrue à Idd modulo cet idéal), il en résulte facilement que
ti = limj→+∞ sqj

i,j dans ÂLT ,∞.
Pour un usage futur (cf. 5.5), notons-en la conséquence évidente:

Proposition V.2.2. L’élément ti/si,0 est une unité dans ÂLT ,∞.

Il découle de cette proposition que tqi /ti+1 appartient à ÂLT ,∞. On dé-
finit ainsi un morphisme de Fq-algèbres Fq[M[q−1]] → ÂLT ,∞ en envoyant ti ∈
Fq[M[q−1]] sur ti ∈ ÂLT ,∞. Ce morphisme est continu (pour la topologie (t1 · · · td)-
adique sur Fq[M[q−1]] et la topologie π-adique sur ÂLT ,∞), car

(t1 · · · td)q−1

π
est

une unité de ÂLT ,∞. Il se prolonge donc en un morphisme continu de Fq-algèbres
topologiques Fq[M[q−1]]̂ → ÂLT ,∞.

Par ailleurs, on a det(TLT ) = det(SLT ) det(RLT )−1. Mais RLT est congrue
à Idd modulo π et det(RLT ) est donc congru à 1 modulo π. L’image de t par le
morphisme ci-dessus est donc congrue à

∏
i∈Z/dZ si,0 modulo π. Par conséquent,

l’image de t/(t1 · · · td) dans ÂLT ,∞ est une unité. Le morphisme

Fq[M[q−1]]̂ → ÂLT ,∞ se prolonge donc en un morphisme continu de Fq-
algèbres topologiques AInt → ÂLT ,∞.
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V.2.2 Le produit côté Drinfeld

Comme dans le chapitre IV, on pose TDr = SDrR
−1
Dr. La matrice TDr vérifie

l’équation τTDr = PTDr et est donc de la forme

TDr =
∑
j∈Z

P j diag(tq
−j

1 , . . . , tq
−j

d )

où les tq
−j

i appartiennent à ÂDr,∞, et sont les racines qj-ièmes des ti. Plus précisé-
ment, en notant R−1

Dr = Idd +
∑

j≥1 P−j diag(r̃i,j)1≤i≤d et r̃i,0 = 1, ∀i ∈ Z/dZ, on
a, pour j ≥ 0:

tq
−j

i = si,j + si+1,j+1 r̃i,1 + si+2,j+2r̃i,2 + · · ·
et tq

j

i = si+j,0r̃i,j + si+j+1,1r̃i,j+1 + · · ·

Lemme V.2.3. Pour i ∈ Z/dZ et j ∈ N, sqj

i,j/si,0 appartient à ÂDr,∞.

Contrairement au côté Lubin-Tate, ce n’est pas nécessairement une unité.

Démonstration. On commence par démontrer le lemme pour si,1. On a les équa-
tions

sqd

i,1 − yqd−1

i sqd−1

i+1,1 = sqd−1

i,0

sqd−1

i+1,1 − yqd−2

i+1 sqd−2

i+2,1 = sqd−2

i+1,0

sqd−2

i+2,1 − yqd−3

i+2 sqd−3

i+3,1 = sqd−3

i+2,0
...

sq
i+d−1,1 − yi+d−1si,1 = si+d−1,0 .

On ajoute alors la première, la deuxième multipliée par yqd−1

i , la troisième
multipliée par yqd−1

i yqd−2

i+1 , . . . , la dernière multipliée par yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · yq
i+d−2.

On obtient alors

sqd

i,1 − (yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · yi+d−1)si,1 = sqd−1

i,0 + yqd−1

i sqd−2

i+1,0 + yqd−1

i yqd−2

i+1 sqd−3

i+2,0 + · · ·

· · ·+ yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · yq
i+d−2si+d−1,0 .

Or, on a

yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · yi+d−1 = sqd−1
i,0

et yqd−1

i sqd−2

i+1,0 = sqd−1

i,0 y
qd−2(q−1)
i

yqd−1

i yqd−2

i+1 sqd−3

i+2,0 = sqd−1

i,0 (yqd−2

i yqd−3

i+1 )q−1

...
yqd−1

i · · · yi+d−2 si+d−1,0 = sqd−1

i,0 (yqd−2

i · · · yi+d−2)q−1 .
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D’où
(sq

i,1/si,0)qd − s
(qd−1)(q−1)
i,0 (sq

i,1/si,0) ∈ ÂDr,∞

et comme ÂDr,∞ est intégralement clos dans ÂDr,∞[π−1], sq
i,1/si,0 appartient à

ÂDr,∞.
En général, on obtient par un calcul analogue que

sqd

i,j − sqd−1
i,0 si,j = sqd

i,j − (yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · yi+d−1)si,j = sqd−1

i,j−1 + yqd−1

i sqd−1

i+1,j−1 + · · ·

et donc (sqj

i,j/si,0)qd−s
(qd−1)(qj−1)
i,0 (sqj

i,j/si,0) appartient à ÂDr,∞. Comme ÂDr,∞ est

intégralement clos dans ÂDr,∞[π−1], sqj

i,j/si,0 appartient donc à ÂDr,∞; le lemme
est donc démontré. �

Montrons que ti/si,0 appartient à ÂDr,∞. On a ti =
∑∞

j=0 si+j,j r̃i,j et il
suffit donc de vérifier que pour tout i ∈ Z/dZ et j ∈ N, si+j,j r̃i,j/si,0 appartient à
ÂDr,∞. On a

sqj

i+j,j/si+j,0 ∈ ÂDr,∞

et sqj

i,0/si+j,0 = (sq
i,0/si+1,0)qj−1

(sq
i+1,0/si+2,0)qj−2 · · · (sq

i+j−1,0/si+j,0) ;

par conséquent,

sqj

i,j/sqj

i,0 ∈ [(sq
i,0/si+1,0)qj−1

(sq
i+1,0/si+2,0)qj−2 · · · (sq

i+j−1,0/si+j,0)]−1ÂDr,∞ .

Or, r̃i,j/(yi · · · yi+j−1) = r̃i,j/(sq
i,0/si+1,0)(s

q
i+1,0/si+2,0)(s

q
i+j−1,0/si+j,0) appar-

tient à ÂDr,∞, comme on le voit en remarquant que l’on a

ri,j−i = (−1)j−i[(1− rq−1
i,j−i)(1 − rq−1

i+1,j−i−1) · · · (1− rq−1
j−1,1)]

−1yi · · · yj−1

et qu’en écrivant R−1 = Idd +
∑

k≥1(−1)k(
∑

j≥1 P j diag(ri,j))k, on a

r̃i,j−i =
∑
k≥1

(−1)k
∑

i=i0<···<ik=j

ri,i1−i . . . rik−1,j−ik−1 , pour j > i .

Il en résulte que (si+j,j r̃i,j/si,0)qj

appartient à ÂDr,∞; il en est alors de même de
si+j,j r̃i,j/si,0.

Cela ne définit pas encore un morphisme continu Fq[M[q−1]]̂→ ÂDr,∞, mais
on obtient déjà un morphisme (continu, car ti/si,0 et donc aussi (t1 · · · td)q−1/π

appartiennent à ÂDr,∞) Fq[Nd[q−1]]̂ → ÂDr,∞. En particulier, on sait définir
l’image de t ∈ AInt dans ÂDr,∞. Pour prolonger ce morphisme à AInt (et aussi
en vue d’un usage futur, cf. 5.5), on va démontrer:

Proposition V.2.4.

1) L’élément ti/si,0 est une unité de ÂDr,∞ pour tout i ∈ Z/dZ.
2) L’élément t/(t1 · · · td) est une unité de ÂDr,∞.
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Démonstration. Les arguments de V.1.1 montrent que, modulo π, t est égal dans
ÂDr,∞ à une somme sur un ensemble fini de σ : Z → Z d’expressions

sgn(σ̄)
∏

i∈Z/dZ

tq
σ(i)−i

i .

Pour k assez grand (en fonction des termes qui apparaissent), (
∏

i∈Z/dZ tq
σ(i)−i

i )qk

s’écrit comme le produit d’un élément de ÂDr,∞ par∏
i∈Z/dZ

(ti/si,0)
∏

i∈Z/dZ

sqσ(i)−i

i,0 .

Mais, par les arguments du paragraphe V.1.1 (comme sq
i,0/si+1,0 appartient à

ÂDr,∞),
∏

i∈Z/dZ sqσ(i)−i

i,0 est le produit d’un élément de ÂDr,∞ par
∏

i∈Z/dZ si,0.

Donc tq
k

est le produit d’un élément de ÂDr,∞ par

∏
i∈Z/dZ

(ti/si,0)
( ∏

i∈Z/dZ

si,0

)qk

.

Par ailleurs, on a det(TDr) = det(SDr) det(RDr)−1. Mais, det(RDr) = (1 −
π/z)−1(1−πq/z)−1 · · · – comme on le voit, en considérant le cas particulier d = 1
– et det(RDr) est donc congru à 1 modulo π. Donc l’image de t par le morphisme
ci-dessus est égale à

∏
i∈Z/dZ si,0 modulo π. �

Utilisant successivement les deux parties de cette proposition, on prolonge le
morphisme continu Fq[Nd[q−1]]̂→ ÂDr,∞ à Fq[M[q−1]]̂ puis à AInt tout entier.

V.3 Décomposition

Pour construire les morphismes de décomposition, nous allons représenter les ma-
trices RLT , . . . comme des matrices de taille infinie, dont les lignes et les colonnes
seront indexées par Z et dont les diagonales parallèles à la diagonale principale
seront périodiques de période d. Contrairement à Md(K ̂̂⊗AInt), le AInt-module
M∞(AInt) des matrices de taille infinie “Z×Z” n’est pas une AInt-algèbre, car le
produit n’y est pas partout défini; cette représentation sera cependant compatible
au produit partiel évident sur M∞(AInt).

En fait, ces représentations ne seront pas les mêmes du côté Lubin-Tate et
du côté Drinfeld.

Du côté Lubin-Tate, on associera à toute matrice M ∈ Md(K ̂̂⊗ AInt) la
matrice de taille infinie (encore notée M dans 5.3.2) de l’action de M sur Kd ̂̂⊗
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AInt vis-à-vis de la base (topologique) (Ej = tP j−1e1)j∈Z . En particulier, tP
sera représentée par la matrice obtenue en décalant Id∞ d’un cran vers le bas,
diag(a1, . . . , ad) par la matrice diagonale périodique diag(ai)i∈Z et on écrira

RLT =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
...

...
...

· · · 1 ri−1,1 ri−1,2 · · ·
· · · 0 1 ri,1 · · ·
· · · 0 0 1 · · ·

...
...

...
. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et

SLT =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
...

...
...

· · · si−1,0 0 0 · · ·
· · · si,1 si,0 0 · · ·
· · · si+1,2 si+1,1 si+1,0 · · ·

...
...

...
. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
les matrices à coefficients dans AInt obtenues en décomposant la matrice

TLT =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
...

...
...

· · · ti−1 tqi−1 tq
2

i−1 · · ·
· · · tq

−1

i ti tqi · · ·
· · · tq

−2

i+1 tq
−1

i+1 ti+1 · · ·
...

...
...

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
sous la forme SLT R−1

LT (dans l’écriture de ces trois matrices, on convient que le
terme central est situé sur la i-ème ligne et la i-ème colonne).

Du côté Drinfeld, on associera à toute matrice M ∈Md(K ̂̂⊗AInt) la matrice
de taille infinie (encore notée M dans V.3.3) de l’action de M sur Kd ̂̂⊗ AInt,
vis-à-vis de la base (topologique) (E′

j = P−j+1e1)j∈Z – on peut d’ailleurs noter
que cette représentation diffère de celle adoptée côté Lubin-Tate par une double
transposition, portant à la fois sur les matrices de taille finie d et sur les matrices
de taille infinie 1. En particulier, P sera représentée par la matrice obtenue en
décalant Id∞ d’un cran vers le haut, diag(a1, . . . , ad) par la matrice diagonale

1Le lecteur que cette double transposition rebuterait peut donc choisir un côté – il est plus
logique de choisir la représentation (V.3.2) adaptée au côté Lubin-Tate, car le paragraphe V.3.1
(lemmes techniques) est écrit en privilégiant ce côté – et transposer systématiquement de l’autre
côté. Ce point de vue a cependant aussi ses désavantages, en particulier lorsqu’on introduira une
topologie sur le AInt-module des matrices infinies.
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périodique diag(ai)i∈Z et on écrira

RDr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
...

...
...

· · · 1 0 0 · · ·
· · · ri−1,1 1 0 · · ·
· · · ri−1,2 ri,1 1 · · ·

...
...

...
. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et

SDr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
...

...
...

· · · si−1,0 si,1 si+1,2 · · ·
· · · 0 si,0 si+1,1 · · ·
· · · 0 0 si+1,0 · · ·

...
...

...
. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
les matrices à coefficients dans AInt, obtenues en décomposant la matrice

TDr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
...

...
...

· · · ti−1 tq
−1

i tq
−2

i+1 · · ·
· · · tqi−1 ti tq

−1

i+1 · · ·
· · · tq

2

i−1 tqi ti+1 · · ·
...

...
...

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
sous la forme SDrR

−1
Dr (dans l’écriture de ces trois matrices, on convient là encore

que le terme central est situé sur la i-ème ligne et la i-ème colonne).
Si I et J sont des parties de Z, on note, pour toute matrice M dont les lignes

et les colonnes sont indexées par Z, MI,J la matrice extraite de M dont les indices
de ligne sont dans I et les indices de colonnes sont dans J , en ordonnant par ordre
croissant les éléments de I et de J . De plus, pour j, k ∈ Z, on note [j, k] l’ensemble
{j, j + 1, . . . , k}, si j ≤ k, et l’ensemble vide sinon.

Pour obtenir ces décompositions, du côté Lubin-Tate comme du côté Drin-
feld, nous allons extraire de la matrice T∗ (avec ∗ = LT ou Dr) la matrice
de taille finie T∗,[a,b],[a,b] (pour a ≤ b entiers) et décomposer T∗,[a,b],[a,b] sous la
forme Sa,b

∗ (Ra,b
∗ )−1, où Ra,b

LT et Sa,b
Dr sont triangulaires supérieures, Sa,b

LT et Ra,b
Dr

sont triangulaires inférieures, et les matrices Ra,b
∗ ont une diagonale principale

formée de 1. Les formules donnant les coefficients des matrices issues de ces
décompositions (voir 5.3.2 pour le côté Lubin-Tate et 5.3.3 pour le côté Drin-
feld) les expriment comme des quotients de déterminants de matrices extraites de
la matrice T∗,[a,b],[a,b]. Les coefficients des matrices (Ra,b

∗ )−1 et (Sa,b
∗ )−1 sont aussi

donnés par des formules du même type.
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Les dénominateurs de ces quotients seront en fait tous de la forme

(puissance fractionnaire de t1 · · · td)× (unité de AInt).

Ces quotients définiront donc des matrices inversibles Ra,b
∗ et Sa,b

∗ à coefficients
dans AInt[(t1 · · · td)−1] vérifiant T∗,[a,b],[a,b]R

a,b
∗ = Sa,b

∗ .
Nous obtiendrons des majorations des normes t1 · · · td-adiques des coefficients

des matrices Ra,b
∗ , Sa,b

∗ et de leurs inverses. Pour certaines de ces matrices (Sa,b
LT et

son inverse pour le côté Lubin-Tate; Ra,b
Dr et son inverse pour le côté Drinfeld) nous

obtiendrons même des estimées plus précises de ces coefficients. ll en résultera, en
particulier, que les matrices Ra,b

∗ , Sa,b
∗ et (Ra,b

∗ )−1 sont à coefficients dans AInt.
Nous ferons ensuite tendre a vers −∞ et b vers +∞ et démontrerons que les

coefficients des matrices Ra,b
∗ et Sa,b

∗ admettent tous une limite et que ces limites
fournissent une solution de notre problème de décomposition.

Plus précisément, prolongeant Ra,b
∗ et Sa,b

∗ par 0 pour les considérer de nou-
veau comme des matrices infinies, la convergence Ra,b

∗ → R−∞,+∞
∗ aura lieu pour

la topologie de la convergence uniforme sur les colonnes, alors que la convergence
Sa,b
∗ → S−∞,+∞

∗ aura lieu pour la topologie de la convergence simple des coeffi-
cients. L’application R �→ TR est continue sur son domaine de définition vis-à vis
de ces topologies (on rappelle que la norme de AInt est ultramétrique). L’égalité
T∗R

a,b
∗ = Sa,b

∗ founira alors par passage à la limite l’égalité T∗R
−∞,+∞
∗ = S−∞,+∞

∗ ,
qui est le but de la construction. Il sera ensuite assez facile de démontrer que
R∗ = R−∞,+∞

∗ et S∗ = S−∞,+∞
∗ sont dans l’image de Md(K ̂̂⊗ AInt) par la

représentation (5.2.∗).
Enfin, en utilisant les estimées des coefficients des matrices R∗, S∗ et de leurs

inverses mentionnées ci-dessus, nous démontrerons que le couple (R∗, S∗) définit
un point de

�
M∗,∞,P•Od à valeurs dans AInt.

Pour réaliser ce programme, nous aurons besoin des lemmes techniques sui-
vants, concernant les déterminants de matrices extraites de TLT et TDr.

V.3.1 Lemmes techniques

On va se concentrer sur le côté Lubin-Tate. Dans tous les lemmes qui vont suivre,
on pose donc T = TLT . Pour utiliser les lemmes techniques de ce paragraphe du
côté Drinfeld, il faudra donc au préalable transposer la matrice de taille infinie T .

On rappelle

T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
...

...
...

· · · ti−1 tqi−1 tq
2

i−1 · · ·
· · · tq

−1

i ti tqi · · ·
· · · tq

−2

i+1 tq
−1

i+1 ti+1 · · ·
...

...
...

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Pour toute matrice carrée M , on note det(M) son déterminant et
∏
diag

(M) le

produit de ses coefficients diagonaux.

Lemme V.3.1. Soient I et J deux parties finies de Z, de même cardinal. Alors
det(TI,J)/

∏
diag

(TI,J) appartient à Fq[M[q−1]] .̂

Démonstration. On commence par établir le lemme quand I et J ont pour cardinal
2. On pose I = {i1, i2} et J = {j1, j2}, avec i1 < i2 et j1 < j2. On a alors

TI,J =

(
tq

j1−i1

i1
tq

j2−i1

i1

tq
j1−i2

i2
tq

j2−i2

i2

)
.

D’où det(TI,J)/
∏
diag

(TI,J) = 1− (tq
−i1

i1
/tq

−i2

i2
)qj2−qj1 .

En remarquant qu’on a tq
−i1

i1
/tq

−i2

i2
=

∏i2−1
i=i1

(tqi /ti+1)q−(i+1)
, on obtient donc

déjà ce cas particulier du lemme.
En général, soit k le cardinal de I et de J . Ecrivons I = {i1, i2, . . . , ik} et

J = {j1, j2, . . . , jk}, avec i1 < i2 < · · · < ik et j1 < j2 < · · · < jk. On note Sk le
groupe des permutations de l’ensemble {1, 2, . . . , k}. On a, bien sûr,

det(TI,J) =
∑

σ∈Sk

sgn(σ)
k∏

a=1

tq
jσ(a)−ia

ia
.

On se propose donc de démontrer que pour tout σ ∈ Sk, le quotient

(
k∏

a=1

tq
jσ(a)−ia

ia
)/(

k∏
a=1

tq
ja−ia

ia
)

appartient à Fq[M[q−1]] .̂ En fait, en écrivant σ comme un produit de transposi-
tions d’éléments adjacents, cela résulte du calcul ci-dessus lorsque k = 2.

On va cependant en donner une autre démonstration qui a l’avantage de
montrer que le quotient ci-dessus est non seulement entier mais très petit, si σ est
très différent de l’identité.

Tout d’abord, un calcul simple montre que

(
k∏

a=1

tq
jσ(a)−ia

ia
)/(

k∏
a=1

tq
ja−ia

ia
) =

∏
i∈Z

(tqi /ti+1)

( ∑
a∈{1,2,...,d} , ia≤i

(q
jσ(a)−qja )

)
/qi+1

.

On note que le produit sur i ∈ Z est fini, car l’expression est nulle pour i �∈
[i1, id − 1]. Comme t �→ qt est strictement croissante, il est évident que∑

a∈{1,2,...,d} , ia≤i

(qjσ(a) − qja) ≥ 0

pour tout i ∈ Z, ce qui démontre le lemme. �
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Au cours de la démonstration ci-dessus, on a aussi obtenu le complément
suivant:

Complément au lemme V.3.1. L’élément (
∏k

a=1 tq
jσ(a)−ia

ia
)/(

∏k
a=1 tq

ja−ia

ia
) est divi-

sible par

∏
a∈{1,...,k−1} tel que σ({1,...,a}) �={1,...,a}

ia+1−1∏
i=ia

(tqi /ti+1)(q
ja+1−qja )/qi+1

dans la Fq-algèbre Fq[M[q−1]] .̂

Lemme V.3.2. Soient j, k ∈ Z, avec j ≤ k, et I une partie de Z de cardinal k−j+1.
Alors det(TI,[j,k])/

∏
diag

(TI,[j,k]) est une unité dans AInt.

Démonstration. On rappelle la formule:

Moore(X1, . . . , Xk) =
k∏

i=1

∏
α1,...,αi−1∈Fq

(α1X1 + α2X2 + · · ·+ αi−1Xi−1 + Xi).

Or, si I = {ij, ij+1, . . . , ik} avec ij < ij+1 < · · · < ik,

det(TI,[j,k]) =
(

Moore(tq
−ij

ij
, tq

−ij+1

ij+1
, . . . , tq

−ik

ik
)
)qj

.

On en déduit

det(TI,[j,k])∏
diag

(TI,[j,k])
=

( k∏
i=j

∏
αj ,...,αi−1∈Fq

((αjt
q−ij

ij
+ αj+1t

q−ij+1

ij+1
+ · · ·+ tq

−ii

ii
)/tq

−ii

ii
)
)qj

.

Or, on a vu que chaque expression (αjt
q−ij

ij
+ αj+1t

q−ij+1

ij+1
+ · · · + tq

−ii

ii
)/tq

−ii

ii
est

une unité dans AInt. Donc le lemme est démontré. �

Lemme V.3.3. Soient i ∈ Z et I1, I2, J1, J2 des parties finies de [−∞, i− 1] telles
que I1 et J1 aient même cardinal, ainsi que I2 et J2. Pour raccourcir l’expression
qui suit, on note Hα(i, k) (avec α = 1 ou 2) le couple (Iα ∪ [i, k], Jα ∪ [i, k]). Alors

det(TH1(i,k)) det(TH2(i,k+1))− det(TH1(i,k+1)) det(TH2(i,k))∏
diag

(T[i,k],[i,k])
∏
diag

(T[i,k+1],[i,k+1])

est entier et tend vers 0 dans Fq[M[q−1]]̂ quand k tend vers +∞ dans {i, i+1, . . .}.

Démonstration. Il résulte trivialement du lemme V.3.1 que l’expression ci-dessus
est entière. Nous allons utiliser les estimées du complément au lemme V.3.1 pour
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montrer qu’elle tend vers 0 quand k tend vers +∞. Soit n ∈ N et b ∈ Z/dZ. Nous
devons montrer que pour k assez grand,

det(TH1(i,k)) det(TH2(i,k+1))− det(TH1(i,k+1)) det(TH2(i,k))∏
diag

(T[i,k],[i,k])
∏
diag

(T[i,k+1],[i,k+1])

est divisible par (tqb/tb+1)n dans Fq[M[q−1]] .̂ Pour α, β ∈ {1, 2}, notons Sn,k
α,β

l’ensemble des bijections σ : Iα ∪ [i, k + β − 1] → Jα ∪ [i, k + β − 1] telles que le
cardinal de {j ∈ [i, k− 1]; j ∈ b(mod. d) et σ(Iα ∪ [i, j]) �= Jα ∪ [i, j]} soit inférieur
ou égal à nq/(q − 1). Il résulte des estimées de la démonstration du lemme V.3.1
que, pour tout α, β ∈ {1, 2},

det(TIα∪[i,k+β−1],Jα∪[i,k+β−1])/
∏
diag

(T[i,k+β−1],[i,k+β−1])

est égal modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqb/tb+1)n à( ∑
σ∈Sn,k

α,β

sgn(σ)
∏

j∈Iα∪[i,k+β−1]

tq
σ(j)−qj

j

)
/
∏
diag

(T[i,k+β−1],[i,k+β−1]).

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que, pour k assez grand en fonction
de n,( ∑

σ∈Sn,k
1,1

sgn(σ)
∏

j∈I1∪[i,k]

tq
σ(j)−qj

j

)( ∑
σ∈Sn,k

2,2

sgn(σ)
∏

j∈I2∪[i,k+1]

tq
σ(j)−qj

j

)
=

( ∑
σ∈Sn,k

1,2

sgn(σ)
∏

j∈I1∪[i,k+1]

tq
σ(j)−qj

j

)( ∑
σ∈Sn,k

2,1

sgn(σ)
∏

j∈I2∪[i,k]

tq
σ(j)−qj

j

)
.

Ceci résulte de l’existence d’une bijection Sn,k
1,1 × Sn,k

2,2 → Sn,k
1,2 × Sn,k

2,1 telle que les
termes se correspondent deux à deux. On la construit de la façon suivante: étant
donnés σ1,1 ∈ Sn,k

1,1 et σ2,2 ∈ Sn,k
2,2 , on considère le plus petit j ∈ [i, k − 1] congru

à b modulo d et tel que σ1,1(I1 ∪ [i, j]) = J1 ∪ [i, j] et σ2,2(I2 ∪ [i, j]) = J2 ∪ [i, j].
Un tel j existe car k est assez grand en fonction de n. On pose alors

σ1,2|I1∪[i,j] = σ1,1|I1∪[i,j] ,
σ1,2|[j+1,k+1] = σ2,2|[j+1,k+1] ,
σ2,1|I2∪[i,j] = σ2,2|I2∪[i,j] ,
σ2,1|[j+1,k] = σ1,1|[j+1,k] ,

ce qui fournit la bijection voulue. �
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On démontre de manière analogue le lemme suivant:

Lemme V.3.4. Soient i ∈ Z et I1, I2, J1, J2 des parties finies de [i + 1, +∞] telles
que I1 et J1 aient même cardinal, ainsi que I2 et J2. Alors (en posant comme dans
le lemme précédent Hα(k, i) = ([k, i] ∪ Iα, [k, i] ∪ Jα)

det(TH1(k,i)) det(TH2(k−1,i))− det(TH1(k−1,i)) det(TH2(k,i))∏
diag

(T[k,i],[k,i])
∏
diag

(T[k−1,i],[k−1,i])

est entier et tend vers 0 dans Fq[M[q−1]]̂ quand k tend vers −∞ dans {· · · , i−
1, i}.

V.3.2 Décomposition côté Lubin-Tate

On continue à noter T = TLT . On note aussi R et S au lieu de RLT et SLT .
Pour a, b ∈ Z, avec a ≤ b, nous allons montrer que T[a,b],[a,b] s’écrit (de manière
unique bien sûr) comme un produit Sa,b(Ra,b)−1, où Sa,b est une matrice triangu-
laire inférieure à coefficients dans Fq[M[q−1]]̂ et Ra,b est une matrice triangulaire
supérieure à coefficients dans Fq[M[q−1]]̂dont tous les coefficients diagonaux sont
égaux à 1. En conformité avec les notations déjà introduites pour les coefficients
de RLT et SLT , on écrit les matrices Ra,b et Sa,b sous la forme

Ra,b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 · · · ra,b
a,i−1−a ra,b

a,i−a ra,b
a,i+1−a · · · ra,b

a,b−a

0
. . .

...
...

...
...

...
. . . 1 ra,b

i−1,1 ra,b
i−1,2 · · · ra,b

i−1,b−i+1
...

. . . 1 ra,b
i,1 · · · ra,b

i,b−i

...
. . . 1 · · · ra,b

i+1,b−i−1

...
. . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Sa,b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

sa,b
a,0 0 · · · · · · · · · · · · 0
...

. . . . . .
...

sa,b
i−1,i−a−1 · · · sa,b

i−1,0

. . .
...

sa,b
i,i−a · · · sa,b

i,1 sa,b
i,0

. . .
...

sa,b
i+1,i+1−a · · · sa,b

i+1,2 sa,b
i+1,1 sa,b

i+1,0

. . .
...

...
...

...
...

. . . 0
sa,b

b,b−a · · · sa,b
b,b−i+1 sa,b

b,b−i sa,b
b,b−i−1 · · · sa,b

b,0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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On pose R̃a,b = (Ra,b)−1 et S̃a,b = (Sa,b)−1; on indexe les coefficients r̃a,b
i,j et s̃a,b

i,j

des matrices R̃a,b et S̃a,b comme ceux de Ra,b et de Sa,b.
On rappelle que l’on note Ei = tP j−1e1, pour tout i ∈ Z.
Les relations T[a,b],[a,b]R

a,b = Sa,b et tT[a,b],[a,b]
tS̃a,b = tR̃a,b, que l’on sou-

haite obtenir, impliquent les égalités

T[a,b],[a,b](Ei) + ra,b
i−1,1T[a,b],[a,b](Ei−1) + · · ·+ ra,b

a,i−aT[a,b],[a,b](Ea)
= sa,b

i,0 Ei + sa,b
i+1,1Ei+1 + · · ·+ sa,b

b,b−iEb

et s̃a,b
i,0

tT[a,b],[a,b](Ěi) + s̃a,b
i,1

tT[a,b],[a,b](Ěi−1) + · · ·+ s̃a,b
i,i−a

tT[a,b],[a,b](Ěa)
= Ěi + r̃a,b

i,1 Ěi+1 + · · ·+ r̃a,b
i,b−iĚb .

En considérant successivement le produit extérieur de la première de ces deux
égalités

• à gauche, par
∧

k∈[a,i−1] T[a,b],[a,b](Ek) et à droite, par
∧

k∈[i,b]−{i+j} Ek

• à gauche, par
∧

k∈[a,i−1]−{i−j} T[a,b],[a,b](Ek) et à droite, par
∧

k∈[i,b] Ek

puis le produit extérieur de la deuxième

• à gauche, par ∧
k∈[a,i]−{i−j}

tT[a,b],[a,b](Ěk)

et à droite, par ∧
k∈[i+1,b]−{i+j}

Ěk

• à gauche, par ∧
k∈[a,i]−{i−j}

tT[a,b],[a,b](Ěk)

et à droite, par ∧
k∈[i+1,b]−{i+j}

Ěk

on obtient

sa,b
i+j,j =

det(T[a,i−1]∪{i+j},[a,i])
det(T[a,i−1],[a,i−1])

,

ra,b
i−j,j = (−1)j

det(T[a,i−1],[a,i]−{i−j})
det(T[a,i−1],[a,i−1])

,

s̃a,b
i,j = (−1)j

det(T[a,i]−{i−j},[a,i−1])
det(T[a,i],[a,i])

,

et r̃a,b
i,j =

det(T[a,i],[a,i−1]∪{i+j})
det(T[a,i],[a,i])

.
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Il résulte du lemme V.3.2 que les dénominateurs de ces expressions sont le
produit par une unité d’une puissance fractionnaire de t1 · · · td. On obtient donc des
matrices Ra,b et Sa,b appartenant à GLb−a+1(AInt[(t1 · · · td)−1]). La proposition
suivante entrâıne en particulier que Ra,b, Sa,b et (Ra,b)−1 sont en fait à coefficients
dans AInt.

Proposition V.3.5. Les quotients

sa,b
i+j,j

tq
−j

i+j

, s̃a,b
i,j

ti−j · · · ti
tq

−1

i−j+1 · · · t
q−1

i

,
ra,b
i−j,j

(ti−j · · · ti−1)q−1
et r̃a,b

i,j t1−qj

i

appartiennent à AInt; les deux premiers sont même dans A×
Int.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des formules ci-dessus et des
lemmes V.3.1 et V.3.2. �

On remarque que ra,b
i−j,j , sa,b

i+j,j , r̃a,b
i,j et s̃a,b

i,j ne dépendent pas de b.

Il résulte du lemme V.3.3 que ra,b
i−j,j , sa,b

i+j,j , r̃a,b
i,j et s̃a,b

i,j admettent une limite
dans AInt[(t1 · · · td)−1] quand a tend vers −∞. On pose alors

ri−j,j = lima→−∞ ra,b
i−j,j , si+j,j = lima→−∞ sa,b

i+j,j ,

r̃i,j = lima→∞ r̃a,b
i,j et s̃i,j = lima→−∞ s̃a,b

i,j

Remarque V.3.6. On aurait envie de poser

ri−j,j = (−1)j det(T]−∞,i−1],]−∞,i]−{i−j})
det(T]−∞,i−1],]−∞,i−1])

.

On peut sans doute interpréter les déterminants infinis det(T]−∞,i−1],]−∞,i]−{i−j})
et det(T]−∞,i−1],]−∞,i−1]) comme des fonctions thêta, c’est-à-dire comme des sec-
tions d’un certain fibré en droites (dépendant de i ∈ Z/dZ) sur la variété de
drapeaux affine D du chapitre II (voir [BL] , [Fal2] ou [PS]).

Utilisant les coefficients ri−j,j , si+j,j , r̃i,j et s̃i,j on forme des matrices R, S,
R̃ et S̃. On va maintenant vérifier que les égalités Ra,bR̃a,b = R̃a,bRa,b = Idb−a+1,
Sa,bS̃a,b = S̃a,bSa,b = Idb−a+1 et T[a,b],[a,b]R

a,b = Sa,b passent à la limite et
fournissent des égalités RR̃ = R̃R = Id∞, SS̃ = S̃S = Id∞ et TR = S.

En prolongeant Ra,b (resp. · · · ) par 0, on considère ces quatres matrices
comme des matrices de taille infinie, vérifiant les égalités Ra,bR̃a,b = R̃a,bRa,b =
Id[a,b], Sa,bS̃a,b = S̃a,bSa,b = Id[a,b] et TRa,b = Sa,b – on peut aussi remar-
quer qu’en utilisant l’indépendance de b on forme des matrices Ra,+∞ (resp.· · · )
vérifiant les égalités Ra,+∞R̃a,+∞ = R̃a,+∞Ra,+∞ = Id[a,+∞[, Sa,+∞S̃a,+∞ =
S̃a,bSa,b = Id[a,+∞[ et TRa,+∞ = Sa,+∞; on pourrait aussi appliquer à ces ma-
trices le raisonnement qui va suivre.
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Lorsque a tend vers −∞ et b vers +∞, les matrices Ra,b , Sa,b, R̃a,b, S̃a,b

et Id[a,b] convergent repectivement vers R, S, R̃, S̃ et Id∞ pour la topologie de
la convergence simple des coefficients. Les deux premières égalités Ra,bR̃a,b =
R̃a,bRa,b = Id[a,b] et Sa,bS̃a,b = S̃a,bSa,b = Id[a,b] passent à la limite sans problème
puisque les coefficients d’un produit de matrices de taille infinie triangulaires
supérieures (resp. inférieures) sont en fait donnés par des sommes finies (de lon-
gueur ne dépendant que de la distance de ce coefficient à la diagonale princi-
pale de la matrice produit). Pour passer à la limite dans la troisième égalité, on
remarque qu’il résulte du fait que ra,b

i−j,j et ri−j,j sont tous deux divisibles par
(ti−j · · · ti−1)q−1 (cf. V.3.5) et a fortiori par (t1 · · · td)(q−1)[j/d], que la i-ème co-
lonne (ra,b

j,−j+i)j∈Z (avec ra,b
i+j,0 = 1 et ra,b

i+j,−j = 0 pour j > 0) de la matrice Ra,b

converge uniformément vers la i-ème colonne (rj,−j+i)j∈Z de la matrice R. On
a donc bien TR = S, par la propriété de continuité du produit à gauche par T
mentionnée au début de 5.3.

Lorsque a est assez négatif pour que ces expressions aient un sens, on vérifie
aisément que ra+d,b

i+d,j = ra+d,b
i+d,j , sa,b

i,j = sa+d,b
i+d,j , r̃a,b

i,j = r̃a+d,b
i+d,j et s̃a,b

i,j = s̃a+d,b
i+d,j . Il

en résulte que ri,j , si,j , r̃i,j et s̃i,j ne dépendent que de i ∈ Z/dZ. On peut
donc déjà considérer R, S, R−1 et S−1 comme des éléments du AInt[(t1 · · · td)−1]-
module diag(AInt[(t1 · · · td)−1]d)[[ tP, tP−1]] ou, ce qui revient au même, comme
des matrices de taille finie d à coefficients dans le AInt[(t1 · · · td)−1]-module

AInt[(t1 · · · td)−1][[z, z−1]].

On munit AInt[(t1 · · · td)−1] de la norme additive (t1 · · · td)q−1-adique 2

ν : AInt → Q ∪ {+∞}

et on utilise cette norme additive pour définir des AInt[(t1 · · · td)−1]-algèbres
H(]ν1, ν2[, AInt) comme dans le paragraphe IV.2. Il résulte alors de la proposition
V.3.5 que les matrices R, S, R−1 et S−1 ont elles aussi les propriétés énoncées
dans la proposition IV.2.2 et qu’en particulier elles ont toutes les quatre leurs
coefficients dans la AInt[(t1 · · · td)−1]-algèbre H(]1q , 1[, AInt).

Soit Φ = R−1 tPR, considérée pour l’instant comme une matrice à coefficients
dans H(]1q , 1[, AInt). Il résulte de l’égalité T tP = τT que l’on a SΦ = τS et donc
aussi Φ = S−1 τS (on rappelle que les matrices S et T ont leurs coefficients dans
H(]0, +∞[, AInt)). En particulier, le développement

∑
j

tP j diag(φi,j)1≤i≤d de la
matrice Φ = S−1 τS = R−1 tPR ne fait intervenir que des termes de degré 0 et 1
et le terme de degré 0 est tP . Pour retrouver les notations de 2.2, on renomme xi

l’élément φi,0.

2définie comme la norme π-adique de 4.2, mais en remplaçant π par (t1 · · · td)q−1. En fait, le mor-

phisme de décomposition munit AInt d’une structure de
�

O-algèbre pour laquelle π/(t1 · · · td)q−1

est une unité (voir quelques lignes après le signe de renvoi de cette note) si bien qu’a posteriori
cette norme est aussi la norme π-adique.
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Il résulte de l’égalité SΦ = τS que xi n’est autre que sq−1
i,0 . En particulier,

le produit π = (−1)d−1x1 · · ·xd est le produit de (t1 · · · td)q−1 par une unité, ce
qui munit AInt d’une structure de

�
O-algèbre topologique. En remarquant que

les éléments xi, qui sont le produit de tq−1
i par une unité, sont topologiquement

nilpotents dans AInt, on obtient donc déjà un point de
�
MLT à valeurs dans AInt.

Reprenant les notations de (3.2), on définit donc un morphisme

B̂LT ,∞ = (
�
O[[(xi)i∈Z/dZ]][(si,j)i∈Z/dZ,j∈N]/I ′Dr,∞)̂ → AInt,

où l’on note I ′Dr,∞ l’idéal engendré par π − (−1)dx1 · · ·xd et par les éléments
sq−1

i,0 −xi et sq
i,j −xi−jsi,j − si,j−1 (i ∈ Z/dZ, j ≥ 1), et où ̂ désigne la complétion

(x1, . . . , xd)-adique.

La
�
O-algèbre B̂LT ,∞ est plate, puisqu’elle s’obtient à partir de la réunion

d’une tour d’algèbres finies localement libres sur la
�
O-algèbre plate

BLT ,B× =
�
O[[x1, . . . , xd]]/(x1 · · ·xd − (−1)dπ)

en prenant la complétion pour la topologie (x1, . . . , xd)-adique. Les éléments xi,
qui divisent π, ne sont donc pas des diviseurs de zéro dans B̂LT ,∞. Le morphisme
évident B̂LT ,∞ → ÂLT ,∞ est donc une injection et identifie B̂LT ,∞ au complété
π-adique de la sous-algèbre de ÂLT ,∞ engendrée par les si,j (les xi sont nilpotents
modulo π dans ÂLT ,∞).

Il reste à vérifier que ce morphisme s’étend à ÂLT ,∞ ⊃ B̂LT ,∞. Pour cela
on remarque que sq

i,0/si+1,0 est le produit de tqi /ti+1 et d’une unité de AInt (on

rappelle qu’on a plus généralement si+j,j/tq
−j

i+j ∈ A×
Int), si bien que sq

i,0/si+1,0

appartient à AInt. Comme AInt est normal, le morphisme s’étend au normalisé
et on obtient finalement le morphisme continu de Fq-algèbres topologiques

(décomposition)∗ : ÂLT ,∞ → AInt

annoncé – bien entendu, ce morphisme est même un morphisme de
�
O-algèbres

topologiques, mais il n’y a pas grand mérite à cela, car on a défini la structure de
�
O-algèbre sur AInt par transport de structures.

On va finalement démontrer que les morphismes

ÂLT ,∞
(décomposition)∗

�
(produit)∗

AInt

sont des isomorphismes, inverses deux à deux.
On traite d’abord le cas du morphisme composé

CInt : AInt
(produit)∗→ ÂLT ,∞

(décomposition)∗→ AInt .
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Les matrices infinies R et S que l’on vient de construire satisfont l’identité TLT =
SR−1 (où TLT est la matrice tautologique à valeurs dans AInt). Le morphisme
CInt est donc égal à l’identité sur les ti. La Fq-algèbre AInt est intègre et le
morphisme CInt est continu; c’est donc l’identité.

On traite maintenant le cas du morphisme composé

CLT ,∞ : ÂLT ,∞
(décomposition)∗→ AInt

(produit)∗→ ÂLT ,∞ .

Un raisonnement analogue à celui qu’on a fait dans la proposition IV.2.1 (unicité
de la décomposition) démontre qu’en redécomposant le produit T = SR−1, on
réobtient les matrices R et S. Le morphisme B̂LT ,∞ → ÂLT ,∞, obtenu en com-
posant CLT ,∞ avec l’injection évidente B̂LT ,∞ → ÂLT ,∞, est donc encore cette
injection évidente – en particulier le morphisme CLT ,∞ est donc l’identité sur
les si,j .

La
�
O-algèbre ÂLT ,∞ est plate, par définition (cf. 3.2). Les éléments xi, qui

divisent π, ne sont donc pas des diviseurs de zéro dans ÂLT ,∞ et le morphisme
CLT ,∞ est donc aussi l’identité sur les éléments xq

i /xi+1. Soit A′
LT ,∞ la sous-

algèbre de ÂLT ,∞ engendrée par les si,j et par les xq
i /xi+1. On rappelle (3.2)

que ÂLT ,∞ s’obtient comme complétée d’une algèbre ALT ,∞, qui n’est autre que
la clôture intégrale de A′

LT ,∞ dans A′
LT ,∞. Le morphisme continu CLT ,∞, qui

prolonge l’injection évidente A′
LT ,∞ → ÂLT ,∞ est donc l’identité, ce qui achève la

démonstration.

V.3.3 Décomposition côté Drinfeld

Dans ce paragraphe, on note T = TDr, R = RDr et S = SDr et on les représente
comme des matrices infinies sous la forme annoncée au début de (5.3).

On rappelle que

T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
...

...
...

· · · ti−1 tq
−1

i tq
−2

i+1 · · ·
· · · tqi−1 ti tq

−1

i+1 · · ·
· · · tq

2

i−1 tqi ti+1 · · ·
...

...
...

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(c’est donc la transposée de la matrice utilisée en 5.3.1).

Pour a, b ∈ Z, avec a ≤ b, nous allons montrer que T[a,b],[a,b] s’écrit (de
manière unique bien sûr) comme un produit Sa,b(Ra,b)−1, où Sa,b est une matrice
triangulaire supérieure à coefficients dans Fq[M[q−1]]̂ et Ra,b est une matrice
triangulaire inférieure à coefficients dans Fq[M[q−1]] ,̂ dont tous les coefficients
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diagonaux sont égaux à 1. En conformité avec les notations déjà introduites, on
écrit les matrices Ra,b et Sa,b sous la forme

Ra,b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · · · · · · · · · · 0
...

. . .
. . .

...

ra,b
a,i−a−1 · · · 1

. . .
...

ra,b
a,i−a · · · ra,b

i−1,1 1
. . .

...

ra,b
a,i+1−a · · · ra,b

i−1,2 ra,b
i,1 1

. . .
...

...
...

...
...

. . . 0
ra,b
a,b−a · · · ra,b

i−1,b−i+1 ra,b
i,b−i ra,b

i+1,b−i−1 · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

Sa,b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

sa,b
a,0 · · · sa,b

i−1,i−1−a sa,b
i,i−a sa,b

i+1,i+1−a · · · sa,b
b,b−a

0
. . .

...
...

...
...

...
. . . sa,b

i−1,0 sa,b
i,1 sa,b

i+1,2 · · · sa,b
b,b−i+1

...
. . . sa,b

i,0 sa,b
i+1,1 · · · sa,b

b,b−i

...
. . . sa,b

i+1,0 · · · sa,b
b,b−i−1

...
. . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · 0 sa,b
b,0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

On pose R̃a,b = (Ra,b)−1 et S̃a,b = (Sa,b)−1; on indexe les coefficients r̃a,b
i,j et s̃a,b

i,j

des matrices R̃a,b et S̃a,b comme ceux des matrices Ra,b et Sa,b.
On rappelle que l’on note E′

j = P 1−je1, pour tout i ∈ Z.

Les relations T[a,b],[a,b]R
a,b = Sa,b et tT[a,b],[a,b]

tS̃a,b = tR̃a,b, que l’on sou-
haite obtenir, impliquent les égalités

T[a,b],[a,b](E′
i) + ra,b

i,1 T[a,b],[a,b](E′
i+1) + · · ·+ ra,b

i,b−iT[a,b],[a,b](E′
b)

= sa,b
i,0 E′

i + sa,b
i,1 E′

i−1 + · · ·+ sa,b
i,i−aE′

a

et s̃a,b
i,0

tT[a,b],[a,b](Ě′
i) + s̃a,b

i+1,1
tT[a,b],[a,b](Ě′

i+1) + · · ·+ s̃a,b
b,b−i

tT[a,b],[a,b](Ě′
b)

= Ě′
i + r̃a,b

i−1,1Ě
′
i−1 + · · ·+ r̃a,b

a,i−aĚ′
a .

En considérant successivement le produit extérieur de la première de ces deux
égalités
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• à gauche, par
∧

k∈[a,i]−{i−j} E′
k, et à droite, par

∧
k∈[i+1,b] T[a,b],[a,b](E′

k)

• à gauche, par
∧

k∈[a,i] E
′
k, et à droite, par

∧
k∈[i+1,b]−{i+j} T[a,b],[a,b](E′

k),

puis le produit extérieur de la deuxième

• à gauche, par
∧

k∈[a,i−1] Ě
′
k, et à droite, par

∧
k∈[i,b]−{i+j}

tT[a,b],[a,b](Ě′
k)

• à gauche, par
∧

k∈[a,i−1]−{i−j} Ě′
k, et à droite, par

∧
k∈[i,b]

tT[a,b],[a,b](Ě′
k),

on obtient

sa,b
i,j =

det(T{i−j}∪[i+1,b],[i,b])
det(T[i+1,b],[i+1,b])

,

ra,b
i,j = (−1)j

det(T[i+1,b],[i,b]−{i+j})
det(T[i+1,b],[i+1,b])

,

s̃a,b
i+j,j = (−1)j

det(T[i,b]−{i+j},[i+1,b])
det(T[i,b],[i,b])

,

et r̃a,b
i−j,j =

det(T[i,b],{i−j}∪[i+1,b])
det(T[i,b],[i,b])

.

Proposition V.3.7. Les quotients

ra,b
i,j

((tqi /ti+1)(t
q
i+1/ti+2) · · · (tqi+j−1/ti+j))

, r̃a,b
i−j,j

ti

tq
j

i−j

,
sa,b

i,j

tq
−j

i

et s̃a,b
i+j,j

ti · · · ti+j

tq
−1

i+1 · · · t
q−1

i+j

appartiennent à AInt; les deux premiers sont même dans A×
Int.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des formules ci-dessus et des
lemmes V.3.1 et V.3.2. �

On remarque que ra,b
i,j , sa,b

i,j , r̃a,b
i−j,j et s̃a,b

i+j,j ne dépendent pas de a.

Il résulte du lemme V.3.4 que ra,b
i,j , sa,b

i,j , r̃a,b
i−j,j et s̃a,b

i+j,j admettent une limite
dans AInt quand b tend vers +∞. On pose alors

ri,j = limb→+∞ ra,b
i,j , si,j = limb→+∞ sa,b

i,j ,

r̃i−j,j = limb→+∞ r̃a,b
i−j,j et sa,b

i+j,j = limb→+∞ s̃a,b
i+j,j .

Les quelques lignes qui vont suivre (jusqu’à la définition d’un point (Φ, R, S) de
lim←−n

�
MDr,n à valeurs dans la

�
O-algèbre AInt) sont parfaitement analogues à ce

qu’on a déjà fait du côté Lubin-Tate; on a donc un peu abrégé la formulation des
arguments.

Utilisant les coefficients ri,j , si,j , r̃i,j et s̃i,j , on forme des matrices de taille
infinie R, S, R̃ et S̃. On prolonge les matrices Ra,b (resp. · · · ) par 0, ce qui permet
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de les considérer comme des matrices infinies telles que Ra,bR̃a,b = R̃a,bRa,b =
Id[a,b], Sa,bS̃a,b = S̃a,bSa,b = Id[a,b] et TRa,b = Sa,b. Les deux premières égalités
passent à la limite et on a donc R̃ = R−1 et S̃ = S−1. Les estimées (V.3.7) pour
ra,b
i,j et celles qui en découlent immédiatement pour ri,j entrâınent que la i-ème

colonne de la matrice Ra,b converge uniformément vers celle de la matrice R, pour
tout i ∈ Z; on a donc T = RS.

Les coefficients ri,j , si,j , r̃i,j et s̃i,j ne dépendent en fait que de i modulo d,
comme on le voit en utilisant l’identité ra,b

i,j = ra,b+d
i+d,j (resp. · · · ), ce qui permet

de considérer R, . . . , S−1 comme des matrices de taille d à coefficients dans le
AInt[(t1 · · · td)−1]-module AInt[(t1 · · · td)−1][[z, z−1]]. En utilisant la proposition
V.3.7, on vérifie que les matrices R, S, R−1 et S−1 ont en fait les propriétés
énoncées dans la proposition IV.2.2 – à cela près qu’il faut remplacer la norme
additive π-adique par la norme additive (t1 · · · td)q−1-adique de AInt. On vérifie
alors en utilisant l’identité τT = PT , que Φ = R−1 τR est aussi égale à S−1P−1 τS
dans H(]1q , 1[, AInt).

La matrice Φ s’écrit donc sous la forme Idd + P−1 diag(yi)1≤i≤d. On munit

AInt d’une structure de
�
O-algèbre topologique en posant π = (−1)dy1 · · · yd – ce

morphisme est continu car π/(t1 · · · td)q−1 est une unité de AInt; rien ne garan-
tit pour l’instant que cette structure de

�
O-algèbre cöıncide avec celle définie de

manière analogue du côté Lubin-Tate. Comme la
�
O-algèbre AInt est normale, le

triplet (Φ, R, S) définit déjà un point de la limite projective complétée lim←−n

�
MDr,n

à valeurs dans la
�
O-algèbre AInt.

On va maintenant vérifier que ce point se factorise en fait à travers le sous-

schéma formel ouvert
�
M

0

Dr,∞,P−•Od = Spf ÂDr,∞.
Il résulte déjà de (V.3.7) que ri,j ∈ πAInt, pour j ≥ d.
Par ailleurs, pour α ∈ F×

q , 1 ≤ j ≤ d − 1 et i ∈ Z/dZ, on a, pour a ≤ i et
b = i + k avec k ≥ j,

1− αra,b
i,j =

Moore(ti+1, . . . , t
q−j+1

i+j − αtqi , . . . , t
q−k+1

i+k )

Moore(ti+1, . . . , t
q−j+1

i+j , . . . , tq
−k+1

i+k )
.

A une constante près dans F×
q , ceci est égal à

∏
[α1,...,αk]∈Pk−1(Fq)

α1ti+1 + · · ·+ αj(t
q−j+1

i+j − αtqi ) + · · ·+ αktq
−k+1

i+k

α1ti+1 + · · ·+ αjt
q−j+1

i+j + · · ·+ αktq
−k+1

i+k

.

Or chaque terme est une unité dans AInt, car tqi n’apparâıt jamais en dernier.
Donc, pour tout α ∈ F×

q , 1− αra,b
i,j est une unité de AInt. En passant à la limite,

on voit qu’il en va de même pour 1 − αri,j , ce qui achève la vérification du fait
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que le point (Φ, R, S) appartient à
�
M

0

Dr,∞,P−•Od = Spf ÂDr,∞ – ou, de manière
équivalente, définit un morphisme continu AInt → ÂDr,∞.

Enfin, les morphismes

ÂDr,∞
(décomposition)∗

�
(produit)∗

AInt

sont des isomorphismes, inverses deux à deux. La démonstration est exactement
du même type que du côté Lubin-Tate. Elle sera donc omise.

V.4 Déterminants et structure de
�O-algèbre sur AInt

On va vérifier que les deux structures de
�
O-algèbre sur AInt provenant des deux

morphismes de décomposition cöıncident et donner une formule pour l’élément
π ∈ AInt.

Pour cela, on va utiliser des morphismes déterminant analogues à celui de
[G, ch. IV]. Ces morphismes déterminant envoient les tours de Lubin Tate et
de Drinfeld en rang d vers les tours correspondantes en rang 1. On notera donc
Ad

LT , Ad
Dr, Â

d
LT ,∞, Âd

Dr,∞ et Ad
Int les Fq-algèbres notées ALT , ADr, ÂLT ,∞, ÂDr,∞

et AInt jusqu’ à présent.
Les déterminants des matrices ΦX (2.2) et ΦY (2.3) sont, respectivement,

(−1)d−1(z − π) et 1− π/z et le déterminant de P est (−1)d−1z. Les déterminants
detR∗ (∗ = LT ou Dr) vérifient alors tous deux l’équation

detR∗ = (1− π/z) τdetR∗

et sont donc tous deux égaux à (1 − π/z)−1(1 − πq/z)−1 · · · , car ils sont congrus
à 1 modulo π. On obtient ainsi un morphisme det : A1

∗ → Ad
∗, qui n’est autre que

le morphisme structural
�
O → A∗ de la

�
O-algèbre A∗.

Ceci permet déjà de vérifier que les deux structures de
�
O-algèbre sur AInt

induites par les deux morphismes de décomposition cöıncident. En effet, detS∗
s’écrit comme une série entière en z, alors que detR∗ s’écrit sous la forme 1 +
z−1 × (série entière en z−1); on a ainsi, évidemment, det RLT = det RDr et les
deux structures de

�
O-algèbre sur AInt cöıncident donc.

Pour expliciter en termes intrinsèques la structure de
�
O-algèbre ainsi obtenue,

on pourrait utiliser (en rang 1) les formules de décomposition donnant R∗ en
fonction de S∗. Il est cependant plus commode d’utiliser celles donnant la matrice
S∗, qui sont en fait plus simples. On remarque que l’on a (−1)d−1(z − π) detS∗ =
τdetS∗ et (−1)d−1z detT∗ = τdet T∗. Choisissant une racine (q− 1)-ème μ de −1
dans

�
O, on obtient alors des morphismes déterminant

detμ : Spf Âd
∗,∞ → Spf Â1

∗,∞ et detμ : Spf Ad
Int → Spf A1

Int

(R∗, S∗) �→ (det R∗, μ detS∗) T∗ �→ μ detT∗
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compatibles aux morphismes de décomposition

Spf Ad
Int → Spf Âd

∗,∞ et Spf A1
Int → Spf Â1

∗,∞.

En particulier, appliquant la décomposition du paragraphe V.3 à

detT∗ =
∑
j∈Z

tq
−j

((−1)d−1z)j,

on trouve
detS∗ = s0 + s1z + · · · avec sq−1

0 = π.

Explicitement, la structure de
�
O-algèbre sur AInt est la suivante:

π = lim
k �→+∞

(−1)d−1

(
Dk+1(t)
Dk(t)

)q−1

, où

Dk(t) = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
t tq · · · tq

k

tq
−1 . . . . . .

...
...

. . . . . . tq

tq
−k · · · tq

−1
t

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

On peut aussi caractériser π comme l’unique solution de valuation t-adique q − 1
de l’équation

∑
j∈Z tq

−j

((−1)d−1z)j = 0 dans A1
Int.

En effet, la série
∑

j∈Z tq
−j

((−1)d−1z)j converge sur le disque ouvert épointé
de rayon 1; la série det R−1

∗ = (1 − π/z)(1 − πq/z) converge aussi sur ce disque
ouvert épointé (et même au-delà. . . ) et a des zéros en z = π, πq, πq2 · · · , alors que
la série det S∗ = μ−1(s0 + s1z + · · · ) converge sur le disque ouvert de rayon 1 et
a des zéros en z = πq−1

, πq−2 · · · . Il suffit alors de se rappeler que la valuation
π-adique de t est 1/(q − 1); la valuation t-adique de π est donc q − 1.

Remarque V.4.1. La structure de Fq-algèbre de AInt est assez simple, mais sa

structure de
�
O-algèbre est plus compliquée, comme la formule ci-dessus le montre.

On peut rapprocher cela de la situation pour les espaces de modules avec struc-
tures de niveau

�
MLT ,n (ou de ceux considérés dans la remarque II.2.3). L’algèbre

de fonctions du Fq-schéma formel affine
�
MLT ,n (ou, plus précisément, de sa com-

posante connexe {ht ρ = 0}) est une Fq-algèbre de séries formelles, puisque
�
M

ht=0

LT ,n

est pro-artinienne et régulière [D1], mais l’élément π est, là aussi, donné par une
formule un peu compliquée, faisant d’ailleurs elle aussi intervenir des déterminants
de Moore comme ceux que l’on a rencontrés dans le paragraphe V.1.
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V.5 Démonstration de IV.1.1.2

On va se placer dans AInt et considérer les éléments xq
i /xi+1 et yi comme des

éléments de AInt. On rappelle qu’on a xi = (sLT
i,0 )q−1 et yi = (sDr

i,0 )q/sDr
i+1,0. On

rappelle aussi que sLT
i,0 /ti et sDr

i,0 /ti sont des unités de AInt (voir les propositions
V.2.2 et V.2.4 et utiliser le fait que les morphismes de produit 5.2 sont des iso-
morphismes). L’élément sLT

i,0 /sDr
i,0 est alors une unité et on a

xq
i /xi+1 = (sLT

i,0 /sDr
i,0 )q(q−1)(sLT

i+1,0/sDr
i+1,0)

1−qyq−1
i ,

ce qui démontre la deuxième partie du théorème IV.1.1 et achève, par conséquent,
la démonstration du théorème I.5.3.
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