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Préambule

Dans 'article [6] Gerd Faltings a expliqué comment construire un isomorphisme
“en niveau infini” entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. Le but de ce livre
est de donner une démonstration détaillée du résultat de Faltings ainsi que des
compléments et applications. Il s’agit donc en partie d’un travail de mise au point.

Le résultat est établi en inégales caractéristiques, c’est-a-dire pour les corps
p-adiques, ainsi qu’en égales caractéristiques qui est le cas des corps de fonc-
tions d’une variable formelle sur un corps fini. La méthode utilisée par Faltings
devrait fournir un isomorphisme en inégales comme en égales caractéristiques.
Dans l'article de Laurent Fargues la construction est détaillée en inégales ca-
ractéristiques. L’article d’Alain Genestier et Vincent Lafforgue expose une autre
construction de I'isomorphisme des deux tours valable seulement en égales ca-
ractéristiques.

Dans ce livre nous étudions donc le lien entre deux espaces de modules de
groupes p-divisibles ou groupes formels, les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld.
En inégales caractéristiques ce sont des analogues locaux p-adiques des variétés
de Shimura, qui sont elless-mémes des tours de variétés algébriques définies sur
un corps de nombres comme par exemple les courbes modulaires. Ce sont des cas
particuliers d’espaces de modules de groupes p-divisibles tels que définis en toute
généralité par Rapoport et Zink dans [9]. En égales caractéristiques ce sont des
analogues locaux d’espaces de modules de Shtukas munis de structures additio-
nelles.

Ils ont été étudiés en détail notamment car leur cohomologie réalise des
correspondances de Langlands locales ([3], [2], [8]) et permet ainsi de réaliser
géométriquement des généralisations non-abéliennes de la théorie du corps de
classe.

En fait U'existence d’un isomorphisme entre ces deux tours avait été conjec-
turée bien avant ’article de Faltings, sans que personne ne puisse réellement lui
donner un sens précis. Une des motivations était que la cohomologie de ces deux
tours devait étre plus ou moins la méme puisque toutes deux devaient réaliser des
correspondances de Langlands locales du méme type.

D’apres les travaux de Michael Harris et Richard Taylor ([8]) et Pascal Boyer
([1]) on connait completement la cohomologie des espaces de Lubin-Tate (& Frobe-
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nius semi-simplification pres) en termes de correspondances de Langlands locales.
D’apres les résultats de ce livre on connait également la cohomologie des espaces
de Drinfeld et méme grace aux travaux de Jean-Francois Dat ([4]) leur complexe
de cohomologie équivariant.

Rappelons ce que sont les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld. Soit F' un
corps local et O son anneau des entiers. En inégales caractéristiques, F' est une
extension de degré fini de Q,. En égales, F' est de la forme Fy((7)) et O = F,[[n]].
Rappelons qu'un O-module formel sur une O-algebre est un groupe formel (com-
mutatif formellement lisse) muni d’une action de O, tel que 'action induite sur son
algebre de Lie soit laction canonique ([5]). On dit qu'un tel groupe formel est de
hauteur finie si ’endomorphisme induit par I'uniformisante 7 de F est une isogénie.
Les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld sont alors des espaces de déformations de
O-modules formels de hauteur finie fixée avec des structures additionelles. Nous
supposerons désormais dans la suite de cette introduction que F = Q,, O = Z,,
ou les objets qui apparaissent sont sans doute plus familiers au lecteur.

Espaces de Lubin-Tate

Les espaces de Lubin-Tate sont associés a la donnée d’un entier n > 1. Ils forment
une tour d’espaces rigides analythues p- adlques La base de cette tour est une
boule ouverte de dimension n — 1, B"~1, sur Q"T = W(Fp)[ | le complété de
I’extension maximale non-ramifiée de Qp

B"1(Cp) = {(x1,- .., n1) € CI71 | Vi |2 < 1}

Cette base est la “fibre générique” (i.e., apres inversion de p) du schéma formel
paramétrant les déformations d’un groupe formel de dimension 1 et hauteur n sur
F,, H (un tel groupe formel est unique & isomorphisme prés). Lorsque n = 2 un tel
groupe formel H est celui associé a une courbe elliptique supersinguliere sur Fp,
obtenu a partir de la loi de groupe de la courbe elliptique par complétion formelle
en son origine. Ce schéma formel X est non-canoniquement isomorphe a

SpHZ (o1, o))

En d’autres termes il n’y a pas d’obstruction aux déformations de tels groupes
formels et 'espace tangent du foncteur des déformations est de dimension n — 1.
On a donc bien X, ~ B"~1

Pour n = 2, si pour (N,p) = 1, X(N) désigne la courbe modulaire sur
Spec(Z,) et x € X (N)(F,) un point associé & une courbe elliptique supersinguliere,
d’apres le théoréme de Serre-Tate

le complété formel le long du point x. Ainsi ’espace de Lubin-Tate comme espace
rigide, X,,, est I’ensemble des points de la fibre générique se spécialisant sur x et
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s’'interprete donc comme la “fibre de Milnor” en z de la fibration donnée par les
modeles entiers des courbes modulaires (ce que 1'on appelle le tube au-dessus de
{z} en géométrie rigide).
Si D désigne une algebre a division d’invariant % sur Q, et Op son ordre
maximal
5~ Aut(H)

qui agit sur X (le groupe des automorphismes d’un objet agit toujours sur I'espace
des déformations de celui-ci) et donc également sur l'espace rigide X%,,.

Si H désigne la déformation universelle sur X et H[p*] ses points de pk-
torsion alors en fibre générique H [pk]n est un groupe étale fini sur X,), un systeme
local rigide-étale en Z/p*Z-modules localement libres de rang n. Les trivialisations
partielles de ces systeémes locaux permettent de définir une tour d’espaces rigides
analytiques GL,(Q) x D*-équivariante

(LT K)KkcaL.(z,)

de revétements étales finis de LT g1, (z,) = [z Xy ~ [z B!, indexée par les
sous-groupes ouverts de GL,(Z,), le cas des sous-groupes de congruence princi-
paux K = Id + p*M,(Z,) correspondant aux trivialisations de H[p*],. L’action
“verticale” de GL,(Q,) se fait par correspondances de Hecke et permute les
différents sous-groupes K C GL,(Z,) suffisamment petits; il s’agit d’une action
a la limite lorsque K — {Id}. L’action de D* est elle “horizontale” sur chaque
élément de la tour. Le diagramme qui suit schématise ce que 'on vient de dire
ou LT » désigne “la tour en niveau infini” (méme si cela n’a aucun sens pour
Iinstant)
LT o

(|

C;CTK GLn(Zp)

DX

nn—1
LT ) —%, ~ |IB
Z

kaﬂ

Si T,(H) désigne le module de Tate de la déformation universelle, il y a une
représentation de monodromie

™ (Xy) — GL(T,(H))
et L7 i est obtenu en forgant cette monodromie a vivre dans K.

Lorsque n = 2, comme précédemment, cette tour s’interprete comme fibre de
Milnor en un point supersingulier de la tour modulaire X (p*N), lorsque k — +o00
et (N, p) =1 (ou plutdt les composantes de cette tour dans 'union disjointe [[,).
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La tour possede un “bon” modele entier dont la base est le schéma formel
X et qui est obtenu grace & la notion de structures de niveau de Drinfeld ([5]).
Néanmoins nous n’utilisons pas ces modeles entiers dans ce livre.

Espaces de Drinfeld

Les espaces de Drinfeld forment une tour de revétements d’espaces rigides p-
adiques dont la base est ’espace 2 de Drinfeld

Q((Cp) = Pn_l((cp) \ U H((Cp)
HeP"—1(Qp)

muni de son action de GL,(Q,). Par exemple si n = 2, Q(C,) = C, \ Q,, le
demi-plan p-adique. Cet espace () possede un modele entier équivariant semi-
stable 2 dont les composantes irréductibles et leurs intersections sont paramétrées
par 'immeuble de Bruhat-Tits de PGL,(Q,). Ce schéma formel parametre des
déformations par “quasi-isogénies” de certains groupes formels de dimension n et
hauteur n?, munis d'une action de Op. Si G est un tel groupe formel sur E,,
unique a isogénie pres,
Endo, (G)g ~ Mn(Qp)

isomorphisme qui fournit une définition modulaire de I’action de GL,,(Q,) sur Q.

De plus si G désigne la déformation universelle sur Q alors
rgOD TP(G) = 1

d’ott une représentation de monodromie 71(Q) — (OB?)* ~ O}, ce qui permet
de définir une tour (Dry) Kcoy comme précédemment

Droo

(|

DT’K ox
L) & L v

Drgr,(0r) =—— HQ
GL.(F) 7 z

Lorsque n = 2, cette tour uniformise des courbes de Shimura associées a des
algebres de quaternions sur Q.
En égales caractéristiques, la situation est similaire en remplacant QQ, par

Fy((m))-
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Les principaux théorémes

Le schéma formel Q est p-adique au sens ou p engendre un idéal de définition
de €. Localement, c’est un schéma formel de la forme Spf(Z,(X;, ..., Xq)/Idéal),
ol Zp(X1,...,Xq) désigne les séries formelles restreintes, le complété p-adique
de Zy[X1,...,Xq4]. On obtient alors un modele entier de la tour de Drinfeld en

prenant les normalisés Dr i de Q dans Dr k. On peut alors former
Dreo = lim Dry
K

dans la catégorie des schémas formels p-adiques, i.e.,

lim Spf(A;) = Spf(( lim A;) )

K2 3

(complété p-adique).

Par contre les modeles entiers usuels de la tour de Lubin-Tate ne sont pas
p-adiques, puisque déja pour la base de la tour X ~ Spf(Z,[[x1, . .., zn-1]]) I'idéal
de définition est (p,x1,...,Zn-1).

Voici le premier théoreme.

Théoréme 1 (Faltings). Il existe une “p-adification” ﬁoo (en un sens qui sera
rendu clair dans le corps de l'ouvrage) de la tour de Lubin-Tate “en niveau infini”
munie d’un isomorphisme

LT oo = Dro
ol 6?00 est un certain éclatement fgrmel admissible de 7/)7“00. Cet isomorphisme
est équivariant lorsque l'on munit Dro, de Uaction de GL,(F) x D* obtenue en
tordant l'action naturelle par linvolution de GL,,(F) x D*: (g,d) — (tg~1,d).

En fait, comme le suggere sans doute la notation, la p-adification Z’?OO est
elle-méme obtenue comme éclatement formel admissible d'un schéma formel p-
adique L7 .

Ce résultat est démontré en inégales caractéristiques dans 'article de Fargues
et en égales (en remplacant p par 7 bien entendu dans ’énoncé) dans article de
Genestier et Lafforgue par une méthode différente de celle de Faltings.

Bien stir une partie du théoréme consiste a définir ce qu’est ce schéma formel
p-adique L7 o, et quel est son lien avec la tour de Lubin-Tate usuelle. C’est I'objet
du premier chapitre de I'article de Fargues dans ce livre. Sur ce point I'article de
Genestier et Lafforgue utilise une variante “en niveau Iwahori” de la construction
explicite de L7 o, et se dispense des éclatements.

Quant aux éclatements formels admissibles, cela demande quelques précau-
tions pour définir ce que cela signifie pour de tels schémas formels (de tels éclate-
ments proviennent en fait localement par transformé strict d’un niveau fini des
tours).
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Rappelons que d’apres Raynaud les espaces rigides quasicompacts peuvent
s’'interpréter comme des schémas formels admissibles, et donc p-adiques, & éclate-
ments formels admissibles pres. Les espaces rigides

lim LT g et lim Drg
K K

n’existent pas dans la théorie classique des espaces rigides. Néanmoins le théoreme
précédent dit qu’on peut leur donner un sens, quitte a choisir de bons modeles
entiers. En fait, Fargues développe dans le chapitre IV de son article une théorie
des espaces rigides pour laquelle ces limites projectives ont un sens sans référer a
un systeme projectif de modeles entiers particulier. Néanmoins cette théorie n’est
pas nécessaire pour la démonstration de ce premier théoreme.

Le second théoreme obtenu dans I'article de Fargues concerne les applications
cohomologiques et est nouveau par rapport aux travaux de Faltings. Il est valable
en égales et inégales caractéristiques.

Théoréme 2.

1l existe une équivalence de topos

lim (LTK)rig—ét ~ lim (DTK);ig—ét
KCGL,(OF) KCOg

compatible & Uaction de GL,(F) x D* (action tordue de l'action naturelle
sur une des deuzx tours comme dans le théoréme précédent).

e Soit A un anneau de torsion.
Il y a alors des isomorphismes GL,,(F) x D* x Wg-équivariants

Vg > 0, lim  HI(LT x@Cp,A) — lim HI(Drr&Cp, A)

—

KCGL,(OF) KCOj

(cohomologie étale & support compact).

e Plus précisément, on peut donner un sens aux complexes de cohomologie
“lim RT.(LT k&®Cp,A)” et “lim RT.(Drx®Cp,A)” dans la catégorie
K K
dérivée des A-modules munis d’une action lisse de GL,(F) x D* x Wpg.
Ces deux complexes sont alors isomorphes.

e [l y a une équivalence de topos “de Jacquet-Langlands” entre faisceauz rig-
étales D> -équivariants, tels que ’action de D* soit “lisse”, sur l’espace des
périodes de Gross-Hopkins P"~1 (ou plutét une forme tordue, une variété de
Severi-Brauer) et les mémes type de faisceaur GLy, (F)-équivariants sur .
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Plan du livre

Le livre contient deux articles completement indépendants. Celui de Laurent
Fargues intitulé “L’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld
et applications cohomologiques” traite du cas d’inégales caractéristiques ainsi
que des applications cohomologiques. L’article d’Alain Genestier et Vincent Laf-
forgue intitulé “L’isomorphisme des deux tours. Une autre approche en égales
caractéristiques” traite du cas d’égales caractéristiques. On renvoie aux introduc-
tions respectives de chacun des articles pour plus de détails.

L’isomorphisme au niveau des squelettes

Le lecteur désirant approfondir le sujet pourra consulter 1'article [7] dans lequel
Fargues donne une description détaillée de ’isomorphisme au niveau des “sque-
lettes” des espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld.
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Premiere partie

L’isomorphisme entre les tours
de Lubin-Tate et de Drinfeld et
applications cohomologiques

par

Laurent Fargues



Introduction

Cet article est divisé en quatre chapitres qui pourraient étre vus comme quatre
articles différents. Les trois premiers sont consacrés a la construction de 1’isomor-
phisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld en inégales caractéristiques. Le
dernier est une application de I'isomorphisme a la cohomologie des tours de Lubin-
Tate et de Drinfeld et s’applique aussi bien en égales qu’inégales caractéristiques.
Le troisieme chapitre dépend des deux premiers, mais a part cela la lecture des
autres chapitres est indépendante. Plus précisément,

e Dans le premier chapitre, on construit une décomposition cellulaire de la
tour de Lubin-Tate “en niveau infini”. Il s’agit d’'une étape préliminaire a
la construction de l'isomorphisme “en niveau infini” entre les deux tours.
Comme expliqué dans le préambule, il faut transformer les modeles entiers
usuels des espaces de Lubin-Tate en modeles entiers pouvant étre comparés
aux modeles usuels des espaces de Drinfeld.

e Le second, indépendant du premier, est consacré a la construction de l'iso-
morphisme au niveau des points.

e Dans le troisieme chapitre, on démontre le résultat principal, c’est-a-dire
lexistence d’un isomorphisme équivariant “en niveau infini” entre les mo-
deles entiers construits dans le chapitre I et ceux des espaces de Drinfeld. Ce
chapitre dépend donc du premier et du second (a moins que le lecteur, pris
d’une pulsion suicidaire, désire s’attaquer a la preuve de I'isomorphisme en
général sans avoir compris sa construction au niveau des points).

e Le quatrieme chapitre est largement indépendant des autres et completement
original par rapport aux travaux de Faltings. Il est consacré a une application
de l'isomorphisme. On y démontre entre autres que 'isomorphisme construit
précédemment en niveau infini induit un isomorphisme équivariant entre la
cohomologie étale des tours rigides analytiques de Lubin-Tate et de Drinfeld.
Ce chapitre contient de nombreux autres résultats sur la cohomologie des es-
paces rigides analytiques p-adiques indépendants des trois articles précédents.

On y démontre également I'existence d’une équivalence de topos entre
certains faisceaux rigides-étales équivariants sur l'espace des périodes de
Gross-Hopkins et sur 'espace de Drinfeld. Combinés aux résultats de Pascal
Boyer ([5]) sur la cohomologie des espaces de Lubin-Tate, les résultats de ce
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dernier article ont été utilisés par Jean-Francois Dat ([6]) afin de calculer le
complexe de cohomologie équivariant des espaces de Drinfeld et en déduire la
conjecture de monodromie poids pour les variétés uniformisées par ceux-ci.



Chapitre 1

Une décomposition cellulaire
de la tour de Lubin-Tate

Introduction

Cette premiere partie vise a p-adifier la tour de Lubin-Tate: les modeles entiers
usuels de la tour de Lubin-Tate ([8]) sont donnés par le spectre formel d’anneaux du
type Zp[[x1, ..., Zn—1]], un idéal de définition étant (p,x1,...,Zn—1). Les modeles
entiers naturels de la tour de Drinfeld eux sont p-adiques: 'idéal de définition
des schémas formels associés est 'idéal engendré par p, les anneaux associés étant
du type Zy(z1,...,xq)/Idéal. Pour pouvoir comparer ces deux tours nous devons
donc d’abord modifier les modeles usuels de la tour de Lubin-Tate.

Utilisant certains domaines fondamentaux quasicompacts pour ’action des
correspondances de Hecke sphériques, on reconstruit un modele entier p-adique en
niveau infini de la tour de Lubin-Tate, modele qui pourra étre comparé a la tour
de Drinfeld. Ce schéma formel p-adique est obtenu par recollement d’itérés sous les
correspondances de Hecke d’un modeéle entier p-adique du domaine fondamental.

Ces correspondances de Hecke sont paramétrées par un immeuble de Bruhat-
Tits et le schéma formel est obtenu par recollement équivariant de “cellules”, des
schémas formels affines, indexées par les sommets de 'immeuble. Il est a noter
que, contrairement a celle de I'espace de Drinfeld, cette décomposition cellulaire
est indexée par les sommets de 'immeuble et non les simplexes. Ainsi, dans I’article
[12], on montre que dans le cas de GLs 'image de ces cellules dans 'immeuble de
Bruhat-Tits paramétrant ’espace de Drinfeld consiste en les boules de rayon 1/2
centrées en les sommets de 'immeuble (cf. figure I.1).

Le schéma formel p-adique construit n’est pas un schéma formel topologi-
quement de type fini, il vit en niveau infini. Il n’est pas possible d’effectuer sa
construction en niveau fini (par niveau on entend un sous-groupe compact ou-
vert de GL,,(Z,)). Plus précisément, si r € [01[NQ et B"~1(0,r) désigne la boule
fermée de rayon r dans la boule ouverte p-adique Br-! (0,1), la base de l’espace de
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boules de rayon %

/ dans Darbre

Fic. I.1: La décomposition cellulaire de I'arbre
de PGL5 indexée par les sommets

Lubin-Tate (sans niveau), on peut alors construire un tel espace en niveau fini pour
I’image réciproque de cette boule dans la tour de Lubin-Tate. Mais lorsque r — 1,
ou si 'on veut, lorsque I'on tend vers le bord de 'immeuble de Bruhat-Tits, i.e., on
sort de tout compact, le niveau doit tendre vers 'infini. Cela est relié au fait sui-
vant. Soit Z 'immeuble de Bruhat-Tits de PGL,,(Q,) et A C Z un sous-ensemble
simplicial fini. Il existe alors un sous-groupe compact ouvert K4 C GL,(Z,) tel
que la composée A — T — T/K 4 soit un plongement. Mais lorsque A grandit,
Ky — {Id}.

Décrivons les différentes parties de I'article:

e Dans les sections 2, 3 et 4, nous démontrons des résultats généralisant ceux
de [17], concernant I’application des périodes de l'espace de Lubin-Tate vers
I’espace projectif et les domaines fondamentaux pour les correspondances de
Hecke non-ramifiées dans ces espaces. Nous y donnons également des formules
matricielles basées sur la théorie des Displays pour 'application des périodes.
Certains de ces résultats sont déja dans l'article [26].

Puis nous étudions en détail les domaines fondamentaux pour l'action
des correspondances de Hecke non-ramifiées sur la base de la tour de Lubin-
Tate, définis par Gross-Hopkins dans [17]. Ces résultats sont placés dans un
cadre plus conceptuel et généralisés dans [12]. Néanmoins, les résultats plus
complexes de [12] ne sont pas nécessaires & une premiere compréhension de
I’isomorphisme entre les deux tours. C’est pourquoi ils ne sont pas inclus.
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Par exemple dans [12] on montre comment construire de fagon systématique
des domaines fondamentaux généralisant ceux de Gross-Hopkins et comment
comprendre la fagon dont ils se recollent avec leurs itérés sous des correspon-
dances de Hecke.

e Les sections 5 a 8 sont le coeur de 'article. Nous y utilisons les domaines
fondamentaux de Gross-Hopkins pour décomposer cellulairement la tour de
Lubin-Tate. Nous y construisons a la fin un schéma formel p-adique cel-
lulairement décomposé au-dessus de I'immeuble de Bruhat-Tits du groupe
linéaire. La cellule au-dessus d’un sommet de 'immeuble est le spectre for-
mel d’'une algebre p-adique du type la boule unité dans une algebre de Ba-
nach p-adique obtenue par complétion d’une union croissante (J, ., Ak, ol
Ay est une algebre affinoide munie de sa norme infinie et Ay — Ak est fini.
L’algebre Ag est la fibre générique d’un espace de déformations de groupe
p-divisible avec contraintes sur le polygone de Newton de ses points de p-
torsions. Les algebres A sont obtenues en ajoutant des points de torsions
(structures de niveau).

e Dans l'appendice A, on discute de la normalisation des schémas formels
p-adiques admissibles dans un revétement fini de leur fibre générique, vue
comme espace rigide. On utilise ces résultats de facon cruciale dans la con-
struction de nos schémas formels. Cet appendice est né de diverses questions
de géométrie rigide que s’est posé 'auteur et pour lesquelles il n’a pas trouvé
de référence dans la littérature. Il est a noter que le recours a des modeles
entiers normaux et non quelconques de nos espaces rigides est crucial, mais
cela n’apparaitra clairement que dans le chapitre III.

e Soit O I'anneau des entiers d'une extension de degré fini de Q, d’uniformi-
sante m. Dans ’appendice B, nous établissons une théorie de la déformation
pour les O-modules w-divisibles relativement aux immersions nilpotentes
définies par des idéaux munis de m-analogues des puissances divisées (le
cas O = Z, et m = p étant le cas “classique” traité par la théorie de
Messing). Cette section n’est pas strictement nécessaire pour démontrer les
résultats auxquels nous nous intéressons mais permet néanmoins d’interpréter
agréablement certains objets intervenant dans la définition de l’application
des périodes, et accessoirement d’améliorer les résultats d’intégralité de cette
application. Les résultats de [11] sont plus généraux que ceux de cet ap-
pendice, puisqu’ils s’appliquent aux groupes plats finis. Néanmoins, dans le
cas des groupes p-divisibles, la méthode utilisée dans ’appendice B est plus
simple que celle de [11].

Prérequis: Concernant les espaces de Lubin-Tate, on supposera le lecteur familier
avec les chapitres 1 et 4 de [8], le chapitre 11 de [14] et [17]. Concernant [17], nous
n‘aurons a utiliser que le corollaire 23.26 de cet article, les autres résultats étant
redémontrés et généralisés par d’autres méthodes. Néanmoins, la lecture de [17] est
fortement conseillée, car elle fournit une introduction “concrete” a l’étude détaillée
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des espaces de Lubin-Tate. Nous utiliserons le langage des espaces de Rapoport-
Zink ([22]), qui est le langage naturel de ce type de probléme. On pourra consulter
[15] pour une reformulation de [14] dans ce langage-la. On suppose également le
lecteur familier avec la théorie de la déformation de Messing ([21]).

Avertissements: Le lecteur uniquement intéressé par la construction du schéma
formel p-adique, qui sera relié plus tard a l'espace de Drinfeld, peut sauter les
chapitres 2 et 4. Néanmoins le résultat concernant l’application des périodes sera
utilisé plus tard dans la construction de lisomorphisme entre les deux tours. Le re-
cours a des modeles entiers normaux et non quelconques de nos espaces rigides peut
sembler artificiel mais est crucial, cependant cela n’apparaitra clairement que dans
les détails techniques du chapitre II1. L’appendice B est réservé aux “experts”.

Introduction bis: Construction du schéma formel dans le
cas de GLy(Q,) par éclatements des courbes modulaires

Soit, pour N > 3, Y(N) la courbe modulaire ouverte sur Spec(Z) classifiant les
courbes elliptiques £ munies d'une structure de niveau N, (N~1Z/Z)? — E[N],
au sens de Katz-Mazur ([18]). On a

y(M©) = [ T
(z/NZ)*
ot H* = C\ R.
Fixons un nombre premier p ainsi qu’un entier Ny > 3 tel que (Ny,p) = 1.
Soit E la courbe elliptique universelle sur Y (Ny) ®F,,. Considérons le Verschiebung
V : E® — FE cest-a-dire Iisogénie duale du Frobenius F : E — E®. Le
morphisme induit au niveau des formes différentielles invariantes est

* L ~ OP
Vv CWE — W = Wg

ol 'on a fixé un isomorphisme (non canonique) entre fibrés en droites wpp) =~ w%p .
Il fournit une forme modulaire mod p de poids p — 1

H e T(Y (No)g,,we® V)

qui est 'invariant de Hasse. Cela définit un diviseur de Cartier réduit D dans
Y (No)r, de support le lieu supersingulier, un nombre fini de points de la fibre

spéciale. Siy € Y (No)(Fp)s.s.
Y(NO);{y} = Spf(W(Fp)[[x]])

ou l'on peut choisir x = H mod p (si p # 2,3, & peut étre choisi égal & une série
d’Eisenstein E,_1).
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Désormais, on notera Y (Np) pour Y (Ny) ®z Zg\r et D pour le diviseur de
Cartier précédent étendu a Y(NO)FP- Soit

Y (p™No) = lim Y (p"No)
k>0

un Z/\Z’,”’ -schéma, et
7 : Y (p™ Ny) — Y (Np)

la projection. C’est un morphisme plat totalement ramifié au-dessus des points
supersinguliers. Le schéma Y (p™°Ny) est muni d'une action de Hecke de GL2(Q)).
Le morphisme 7 est GLo(Z),)-invariant.

Considérons le diviseur de Cartier

Dy =7"D

Il est “infiniment ramifié” au sens ol le sous-schéma fermé de Y(pOONO)FP, défini
par Do, posséde des nilpotents d’ordre quelconque. Néanmoins, supp(n*D) est
un nombre fini de points fermés

7 supp(n* D) —— supp(D) = Y (No)s.s.(Fp)
Le morphisme 7 étant GLo(Zj)-invariant, Do, est GLa(Z,)-invariant
Vg € GL2(Zp), 9"Doc = Do
Considérons les itérés de Do, par les correspondances de Hecke

{9"Doo | g € GL2(Qp)/GLa(Zy) }

ensemble paramétré par larbre de GLgo. Bien str, Vg € GL2(Q,) / GL2(Z,),
supp(g* Do) = supp(Doo), puisque les correspondances de Hecke laissent invariant
le lieu supersingulier. Néanmoins, lorsque g varie dans GL2(Qp)/GL2(Z,), ces
diviseurs de Cartier sont distincts.

Fixons un entier o > 1. Pour A C GL2(Q,)/GL2(Z,), un sous-ensemble fini
de sommets de ’arbre, soit

Xa= L’éclatement de Y (p> Ny) le long du diviseur Z g DY
geA
de la fibre spéciale Y(pOONO)FP

(un diviseur de la fibre spéciale définit un sous-schéma fermé de codimension 2 du
modele entier) et Uy C X4, I'ouvert ol p engendre le diviseur exceptionnel. En
fibre générique, i.e., apres inversion de p, (Ua), = (Xa)y = Y (p™No)s-
Si AC B, notons Iy p : Xp — Xa. On a Il'5(Ua) C Up et 114 p induit
un isomorphisme
ITa.B: HZ}B(UA) = Ua
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et donc, via Il4 g, Ua C Up. Soit

Z = lim Ua
ACGLQ(@/GLZ(ZP)
ol les sous-ensembles finis de I’arbre sont ordonnés par I'inclusion. C’est un schéma
sur Spec(W (F,)), muni d'une action de GL2(Q,), puisque pour g € GL2(Q,) on
ag:Ua — Uga. De plus, Z, =Y (p™°No)y,.

Soit maintenant Z’ le normalisé de Z dans sa fibre générique Z,. Soit 3 le
schéma formel sur Spf(W (F,)) égal au complété p-adique de Z’. 11 est muni d'une
action de GL2(Q)).

Pour a = 2, le schéma formel 3 est “a quelques détails pres” le schéma formel
p-adique associé a la tour de Lubin-Tate, que nous allons construire en général.
Nous ne le construirons pas de cette maniere. Pour GL2(Q)), ce schéma formel
X sera un schéma formel p-adique, muni d’une action de GL2(Q,) x D*, ou
D|Q, est une algebre de quaternions. On aura alors

3~ H %Oo/w‘”z
i€l

o I est un ensemble fini et a; € N\ {0}. Bien siir, sur la construction précédente,
on ne voit pas l'action de D>, il faut utiliser le théoreme de Serre-Tate pour la
Voir.

I.1 Hypotheses et notations

Soit F|Q, une extension de degré fini, d’uniformisante = et de corps résiduel

k=TF, = Op/mOp. On note F=Fnmle complété de 'extension maximale non-
ramifiée de F dans une cléture algébrique de celui-ci et F° 1’extension maximale
non-ramifiée de Q, dans F'. On note parfois O pour Of et ) pour Op. On fixe
un isomorphisme entre le corps résiduel de Oy et Fq une cloture algébrique de F,,.

Si 3 est un schéma formel d’idéal de définition J, par définition, la catégorie
des groupes p-divisibles sur 3 est la catégorie limite projective

lim (Groupes p-divisibles sur Spec(O3 /jk))
k>1

de la catégorie fibrée des groupes p-divisibles sur le systeme de schémas
(3 mod ’Jk)kZL

Cela signifie concrétement que se donner un groupe p-divisible sur 3 est équivalent
4 se donner une famille de groupes p-divisibles (Gj)r>1 sur les Spec(O3/3%)>1
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munis d’isomorphismes V&, Gi41 mod J¥ —— G}, satisfaisant une condition de
cocyle évidente. Rappelons que si 3 = Spf(A) est affine, il y a une équivalence
de catégories entre groupes p-divisibles sur 3 et groupes p-divisibles sur Spec(A)
(il s’agit de 'analogue du théoreme d’algébrisation de Grothendieck appliqué aux
schémas abéliens).

Une quasi-isogénie ¢ : G; — G2 entre deux groupes p-divisibles sur 3 est un
systéme compatible de quasi-isogénies sur les Spec(03/3%);>1. On prendra garde
que la notion de quasi-isogénies sur Spec(A) est beaucoup plus forte que celle sur

Spf(A).

Si S est un Op-schéma ou bien un Spf(Op)-schéma formel, un O-module -
divisible sur S est un groupe p-divisible H sur S muni d’une action de O induisant
Paction canonique sur son algebre de Lie (cf. appendice B pour plus de détails). Il
sera dit formel si ses fibres géométriques en tous les points de la base ne possedent
pas de partie étale.

I.1.1 Espaces

Définition I.1.1. Nous notons Hy un O-module 7-divisible formel de dimension 1
et hauteur n sur Fy. Nous notons H = Hy 5 .

Définition I.1.2. Nous notons Xg l'espace de Lubin-Tate des déformations par
isomorphismes de Hy, ou encore ’espace des *-déformations d’une loi de groupe
formel associée comme dans [17]. Nous notons Hy la déformation universelle. On
note de méme X, H, les objets étendus a 0.

Le Op-schéma formel X( est non-canoniquement isomorphe a

Spf(O[[z1, -+, Tn-1]])-

Il représente le foncteur qui a une O-algebre locale complete R d’idéal maximal m
et de corps résiduel F,, associe les classes d’isomorphisme de couples (Hp, pg) ot
Hjy est un O-module 7-divisible sur R et

po : Hy = Ho ®r R/m

Définition 1.1.3. On note M I’espace de Rapoport-Zink, associé sur Spf(@), des
déformations par quasi-isogénies de H ([22]). On note M lespace rigide fibre
générique associé.

Le schéma formel M représente le foncteur qui & un Spf(O)-schéma formel
S associe les classes d’isomorphismes de couples (H, p), ou H est un O-module
m-divisible sur S et

pH Xg,eom,) (S mod ) — H x5 (S mod )

est une quasi-isogénie.
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1.1.2 Action

Le groupe Hly étant défini sur Fy, H = H(@, et donc le morphisme de Frobenius
définit un élément

IT = Frob, € End(H)

et alors

Pordre maximal dans une algebre & division D d’invariant —, ot F,|F désigne

I'extension non-ramifiée de degré n. L’action de F), n’est pas définie sur F,, on
a End(Hy) = Op|II], 'anneau des entiers d’une extension totalement ramifiée (le
polynéme caractéristique de I est d’Eisenstein).

Définition I.1.4. On munit X de Paction @ gauche de OF et M de celle de DX, en
posant

d.(H,p) = (vaod_l)

pour H un groupe p-divisible et p 'isomorphisme ou quasi-isogénie définissant la
déformation.

I.1.3 Scindage de ’espace de Rapoport-Zink

Rappelons que toute quasi-isogénie de degré zéro entre O-modules w-divisibles
formels de dimension 1, définis sur un schéma réduit annulé par p, est un isomor-
phisme. Il y a donc une décomposition

M=
1€EZ

ott M) désigne 'ouvert-fermé de Mot la quasi-isogénie universelle est de hauteur
1. De plus,

o MO = Aqld
(H,p) — (H,poFrob)

et
MO~ x

I.1.4 Donnée de descente de Rapoport-Zink

Elle est définie dans la section 3.48 de [22]. Soit o le Frobenius arithmétique de
F""|F. Cette donnée de descente « est donnée dans notre cas par le diagramme



1.1. Hypotheses et notations 13

suivant

M——— M

-k

[[x_mee | J[x

1€ZL i€Z

ol 'opérateur II est I'identité de X décalée de —1 dans H% et 1 ®o est donné par
icZ

I’égalité X = Xo®0O. On voit en particulier qu’elle n’est pas effective puisqu’elle

décale de —1 la hauteur de l'isogénie. Cependant, elle devient effective sur les

quotients M /7%, pour tout entier a € N* (ce qui revient du point de vue coho-

mologique & prendre les représentations ayant un caracteére central d’ordre fini).

L’action de D* commute a cette donnée de descente «.

Remarque I.1.5. La donnée de descente 1 ® o définissant Xy sur X = f{o®(’§ n’est
pas la bonne puisque, par exemple, elle ne commute pas a I'action de Of. Dans
[17] Gross et Hopkins utilisent cependant cette donnée de descente, quitte & tordre
'action de OF en le remplacant par le groupe étale localement constant Aut(Hy)
(Aut(Hy) est un groupe sur Spec(F,)e¢t, qui devient constant sur Spec(Fgn); il
définit donc un groupe sur (Xg)est, qui devient constant sur Xy ®o, O, ). Nous
préférons cependant adopter le point de vue de Rapoport-Zink.

I.1.5 Polygone de Newton des points de torsion

Soit L|F une extension valuée compléte pour une valuation & valeurs dans R U
{+o0} (il s’agit des corps intervenant dans la théorie des espaces analytiques de
Berkovich). Si H est un O-module 7-divisible formel sur Oy, de groupe formel
associé H , il y a une application “valuation”

v: H(OL) — RU {+o0}
qui est définie en fixant un isomorphisme de Op-schémas formels pointés
Spf(OL[[T]) — A,

I'un étant pointé par la section T = 0 et 'autre par sa section unité (c’est-a-dire

en fixant une loi de groupe formel associée), par la “valuation de la coordonnée

T”. Cette application ne dépend pas du choix d’un tel isomorphisme puisque tout

automorphisme du schéma formel (Al)A/ {o}> €nvoyant Iorigine sur l'origine, induit

en fibre générique un automorphisme de B! conservant la distance a lorigine.
On s’intéressera en fait a la valuation des points de torsion

H(OL) = H[z>®)(Oy).
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La “valuation” définit une filtration appelée filtration de ramification inférieure
par des sous-O-modules sur ces points de torsion, formée des sous-modules ou la
valuation est supérieure & un nombre donné. Elle est étudiée en détail dans [12].
Bornons-nous a quelques rappels.
Il existe un systeme de coordonnées formelles (z1, ..., x,—1) sur X, i.e., un
isomorphisme
%0 ~ Spf(@[[a:l, PN ,l‘n_l]])

et une loi de groupe formel universelle F'"V, telle que
(7] puniv = muT + x1u T4 -+ - + Tprtin 1T +u, 70

ot ug, ..., uy € O[[x1,...,2,_1]][[T]]* sont des unités (cf. [20] chapitre 1 page 106,
cela se déduit également de la théorie de Cartier cf. [17]). Nous fixons un tel iso-
morphisme. Pour z = (z1,...,2,_1) € X42(F), ou plus généralement Xg" (L) :=
Xo(0Op), avec L|F une extension valuée compléte comme précédemment, on note
H; la spécialisation du groupe p-divisible universel.

On vérifie alors aisément que le polygone de Newton de la multiplication par 7
sur la loi de groupe formel universelle est I'enveloppe convexe des (¢, v(z;))o<i<n,
o xg =7 et &, = 1 (cf. figure 1.2). Ses pentes non infinies A\ > -+ > A,,, o \;
apparait ¢ — ¢*~! fois entre les abscisses ¢! et ¢°, sont les valuations des points
de m-torsion non nuls dans Hy[7](O1) \ {0}. On peut donc lire sur ce polygone de
Newton la filtration de ramification de Hy[7](Oz).

F1G. 1.2: Le polygone de Newton de la multiplication par 7

Remarque 1.1.6. Notons encore Hy le groupe p-divisible sur Spec(O][z]]) associé
a celui sur Spf(OJ[z]]). Le choix de coordonnées précédentes implique que la stra-
tification de Newton de Hy mod 7 sur Spec(k[[z]]) est donnée par

V(z1,...,xn-1) C - C V(z1,22) CV(z1)

ou V(x1,...,on—1) est le lieu supersingulier (le point dont on est parti et qu’'on
a déformé) et V(x1)¢ le lieu ordinaire, et c’est essentiellement la seule propriété
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dont nous auront besoin. On vérifie en effet que cette seule propriété sur la strati-
fication de Newton implique que le polygone de Newton de Hy[n] est celui donné
précédemment.

L’ensemble des points de X'& ou le polygone de Newton de H|[r] est au-
dessus d'un polygone donné est un ouvert admissible quasicompact. Cela permet
de stratifier 'espace rigide X™& par de tels polygones. En quelque sorte, les “bonnes
coordonnées” sur I'espace X™& ne sont pas les (v(7;))1<i<n—1, mais celles données
par le polygone de Newton précédent.

1.2 Application des périodes

1.2.1 Définition

Définition I.2.1. On note 7, : M — P’Ig_l I’application des périodes telle que
définie dans la section 23 de [17] ou plus généralement le chapitre 5 de [22].

Ce morphisme étale Of-équivariant d’espaces rigides est défini de la fagon
suivante. Soit £; le cristal de Messing de H comme objet de

<(% ® (é/pé) / Spec(@)) NCRIS

(le cristal algebre de Lie de lextension vectorielle universelle de [21] sur le site
cristallin nilpotent). Soit £]'® I'isocristal convergent associé sur X'&. Soit & le

cristal de Dieudonné de H sur (Spec(F,)/Spec(W (Fy)))ncris-
Il y a un plongement
L W(Fq) — Oﬁ‘

fixé par le choix de I'isomorphisme entre le corps résiduel de F et Fq. Soit
f X — Spec(0;) — Spec(W (Fy))

le morphisme composé. Il y a un diagramme

X ® (0p/pO ) —— Spec(0)

S| |

Spec(Fy) ——— Spec(W (F,))
qui induit donc un morphisme de topos

fORIS . ((% @ (Os/pOy)/ Spec(@)) vers (Spec(F,)/Spec(W (F,)))ncrrs
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La quasi-isogénie universelle p : H x5 (X mod p) — H xx (X mod p) sur
I’espace des déformations induit une quasi-isogénie de cristaux

D(p) : fOH5E — &
et donc un isomorphisme d’isocristaux convergents
(%) = (fr&) = &7 (L)

Si D(H) désigne le module de Dieudonné covariant “classique” de H, c’est-a-
dire I’évaluation de & sur I'épaississement Spec(F,) — Spec(W (Fy)), et E(H)
lextension vectorielle universelle du groupe p-divisible universel H (un Ox-module

libre de rang n[F : Q,]), il y a donc un isomorphisme O}-équivariant
D(H)q @y (&, ), Oxris = Lie (E(H))"® (1.2)

et de plus

D(H)g @y, )y, F = (Lie(B(H))™)" ™"
ou V désigne la connexion de Gauss-Manin induite par la structure cristalline de
I’extension vectorielle universelle.

On renvoie & la section 5.3 de [7] ou la proposition 2.3.26 de [13] pour
la construction des isomorphismes (I.1) et (I.2), qui repose sur la construction
de Berthelot-Ogus du foncteur des F-cristaux a isogénie-pres vers les isocristaux
convergents. Cette construction repose elle-méme sur l’astuce de Dwork; la struc-
ture de Frobenius permet d’agrandir les domaines de définition des solutions de
I’équation différentielle V = 0, ot V est la connexion de Gauss-Manin.

Il est également construit sans recours a la structure de F-cristal mais en
utilisant la rigidité des quasi-isogénies dans [22] (cf. proposition 5.15 de [22]).

L’isomorphisme (I.2) est un isomorphisme de F' ®q, F-modules, via I'action
de Op sur H et H. Considérons la décomposition isotypique

DHo= P DH)g-

T FO—W (Fy)o

Le morphisme ¢ : W (F,)g < F induit un plongement 7o : F° — W (F,)q. Celui-ci
induit un isomorphisme O @0, W(F,) = Wo(F,) (Wo désigne les vecteurs
de Witt ramifiés, cf. [9]). Notons alors

Do (H)q = D(H)g,

ot O est la pour Op. C’est un Wo(F,)-module muni d'un Frobenius ¢ qui est
semi-linéaire relativement au Frobenius de We. C’est un cristal relativement a O,
les cristaux usuels correspondant au cas O = Z,.
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Soit o : F'®q, F — F'. Le plus grand quotient de D(H)g ®W(Fq)mﬁ‘ a travers
lequel F' agit via F' C F est

) v

(PE)e O ()00 ) Oreg, b = D Grow,q F
= Do(H)g
Notons (Lie (E(H))")" le plus grand quotient de Lie (E(H))" sur lequel
O agit & travers F C F. L’isomorphisme O}-équivariant (1.2) induit alors un
isomorphisme entre fibrés O} -équivariants sur X8
: rig)’
]D()(H)Q ®W0(Fq) Oxrig ~ (Lle (E(H)) g)
La filtration localement facteur direct
V(H) C Lie E(H)

définie par la partie vectorielle de ’extension universelle est telle que sur son
quotient Lie H, O agisse a travers O — Op. Le F'®q, Oxrg-module Lie E(H)"® est
libre d’apres Iisomorphisme (I.2). On en déduit (cf. par exemple la démonstration
la proposition B.3.3 de I'appendice B) que si I = ker(O ®z, O — O) alors

(V(H)"®) .= V(H)"8/I Lic E(H)"¢ < (Lic E(H)"*)’
est une filtration localement facteur direct de codimension 1. D’ou une filtration
(V(H)"®) C Do(H) ® Ogrie

localement facteur direct de codimension 1. Cette filtration définit I’application
des périodes ‘ .
%rlg BN ]P)(DO (]H[))rlg

Bien stir, cette application s’étend sur tout ’espace de Rapoport-Zink en un mor-
phisme étale D*-équivariant

M — P(Do (H))"

défini de la méme fagon que précédemment en remplagant X par M. L’espace des
périodes P(Dp (H))"8 est en quelque sorte l'espace M quotienté par la relation
d’isogénie, c’est-a-dire le quotient de la tour de Lubin-Tate par le groupe GL,,(F).

[.2.2 Interprétation en termes du cristal O-extension
vectorielle universelle

Les résultats de 'appendice B permettent de construire directement ’application
des périodes précédente en interprétant Dy (H) et Lie(H)/I.Lie(H) comme évalua-
tions d’un cristal algebre de Lie de la O-extension vectorielle universelle sur un
site cristallin défini en termes de O-puissances divisées.
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Ils permettent par exemple de voir que "application des périodes est “entiere”
sur le polydisque Vi, v(z;) > p — 1, alors que la théorie “classique”montre que
ce n’est le cas que sur le polydisque Vi, v(z;) > e(p — 1), ou e est I'indice de
ramification de F|Q,.

I.2.3 La donnée de descente sur I’espace des périodes

Le Verschiebung sur le cristal Dp (H) induit un isomorphisme
Do (H)g — Do (H)§

qui induit une donnée de descente de FaF compatible & 'action de D* sur
I’espace des périodes
P(Do (H)g) —— P(Do(H)g)™

L’application des périodes est compatible & la donnée de descente de Rapoport-
Zink sur M et a cette donnée de descente. On remarquera que cette donnée de
descente est effective et que la variété descendue sur F' est la variété de Severi-
Brauer associée a 1’algebre a division D.

I.2.4 Formules explicites pour ’application des périodes
et applications

Nous donnons dans cette section des formules explicites pour ’application des
périodes en utilisant la théorie des displays de [27]. Ces formules sont plus simples
a manipuler que celles utilisées dans [17] basées elles sur la théorie des quasi-
logarithmes. Bien que la théorie de [27] concerne des groupes p-divisibles, les
résultats de I’appendice B permettent d’étendre celle-ci au cas des O-modules
formels, en remplagant les vecteurs de Witt par les vecteurs de Witt ramifiés
(Pauteur n’affirme pas avoir revérifié chaque démonstration de [27], mais il en a
revérifié suffisamment pour se convaincre que cela marchait et il invite le lecteur
a en faire de méme).

I.2.4.1 Display universel sur X. Considérons le module de Cartier (pour la théorie
de Cartier des O-modules formels, cf. [9] ou [16]) sur O[[z1, ..., z,—1]] ayant pour
V-base e et comme équation structurelle

Fe=[zi]e+ Vizale+ -+ V" 2z, 1]e+ V" le

La loi de @-module formel associée est la loi universelle considérée dans [17]. Ce
module de Cartier provient d'un O-Display (P,Q, F,V 1) on

P=LaT T=(a) L=I{e,....6n) Q=L&Iy,T
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Iw,, désignant I'idéal d’augmentation des vecteurs de Witt, 7" est un relevement
de l’espace tangent et la matrice de F' @& V! dans la base (¢;); est

[z1]  [w2] [n-1] 1

1 0 0 0
0 1 0 0)cqL, (Wo(@[[xl, o 7$n—1]]))

0 :

1 0

Cette matrice s’écrit

/1 | [z1] ... [zaa]) /O ... 0 1
0 1 0
: | - :
0 1 0

comme dans la formule (86) page 174 de [27], ou la matrice de droite est ici la
matrice du cristal généralisé (cf. la section B.8 de I'appendice B) du O-module
formel H que ’on déforme. La matrice de 'opérateur F' s’écrit alors

[1‘1] 7T[CE2] w[xn_l] s
1 0 0 0
0 m 0 0

0 :
s 0

1.2.4.2 Formule pour ’application des périodes. Notons

X1 TI2 MTLxp—-1 T

1 0o ... 0 0
a—lo = 0 0
0 : :

T 0

la réduite modulo T'idéal d’augmentation de We de la matrice précédente et
Vi € N, A(?") 1a matrice obtenue en remplacant Vk, x;, par Q?ZL. Soit

0 0 0 =
0 0
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la matrice de 'opérateur F' du cristal de H. Alors, d’apres la proposition 71 de [27]

lim (1,0,...,0).AA® . A" p-k (1.3)
k—+o00

existe dans I'(X"8, Oxig)", ott anneau I'(X'8, Oxriz) est muni de sa topologie de
Frechet usuelle de la convergence uniforme sur toutes les boules fermées de rayon
plus petit que 1. Notons (fo, ..., fn—1) cette limite. Il s’agit également d’une limite
au sens de la topologie (z1,...,2,_1)-adique. Plus précisément

(foreees foo1) = (1,0...0).A. .. A DB mod 2¢",...,2% )

On peut également réécrire la limite précédente sous la forme

lim 7' (1,0...0) AA@) . A"

l—+o0

Alors, toujours d’apres la proposition 71 de [27],

ﬁ'l:[fol...:fn_l]

et on peut réécrire

lnfl)

#1= lim [1:0:...:0LAA . A" ) € PP (D(X78, Ogie) )

qui exprime 7; comme une limite d’orbite “o-linéaire” dans P"~! sous I’action de
A € PGL,,.

Exemple 1.2.2. Lorsque n = 2, si

<CL1,...,CL1'>:

alors 711 = [1: f(x)], ol

Utilisons la formule limite (I.3) pour 'application des périodes. Remarquons
qu’avec les notations précédentes A = C'B, ou

| X1 xn_l\

1
o 0
- In—l
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et que donc, si I'on pose

(FSR Ry = (1,0...0).440) . AT gk

yJdn—1

alors on a la formule de récurrence

(FEFD Dy =g )y BR g gkt
= (f®,... " Bbce") gt
ouk =an+b,b € {0,...,n—1}. On en déduit les formules de récurrence suivantes:
k+1 k
Sib=0 fé(k+1)) :fék; © )
Vi >0 f; =" 42 1

Sib#0,en posant g =1 et Vi € Z, x; = xj, ot j=imod n,j € {0,...,n—1}

(k+1) (k)
B =g -
Vi#b fi(k+1) — fi(k) + ﬁa(b71)$i—b+iflfk)
ol
-1 si =0
a(b,i) = 0 si 1<i<b-1
-1 si b+1<i<n-1

On peut alors retrouver les formules données dans [26] pour application des
périodes.

I.3 Domaine fondamental de Lafaille/Gross-Hopkins

Définition I1.3.1. Posons
D={zcX"s|Vl<i<n-—I, v(xi)zl—i}
n

un ouvert admissible quasi-compact dans la boule unité ouverte de dimension n—1.

Apres extension des scalaires a ﬁ'(wl/ ™), Pespace D devient isomorphe a la
boule unité fermée de rayon 1 et de dimension n — 1.

Remarque 1.3.2. Le domaine D admet la description intrinseque (i.e., indépen-
dante du choix de coordonnées) modulaire suivante:

D = {z € X" | le polygone de Newton de H,[r] est > & celui de la figure 1.3 }

En particulier, il est stable sous O, puisqu'’il ne dépend pas de la déformation p
mais seulement de la classe d’isomorphisme de H,.
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1,

Fic. 1.3: Le polygone de Newton bordant le do-
maine fondamental de Gross-Hopkins

Rappelons la proposition suivante, qui est un cas particulier du théoreme
1.4.1:

Proposition I.3.3 (Gross-Hopkins [17]). Le morphisme étale 7ty restreint ¢ D induit
un isomorphisme entre D et l'ouvert suivant

#1(D) = {lyo -yl | Vi, v(2) 21—}
Yo n

Pour toute extension valuée L|F les fibres du morphisme 7 sur les L-points
correspondent aux O-modules 7w-divisibles isogeénes, via une isogénie déformant
une puissance de 7 en fibre spéciale. Cependant il existe des points distincts de D
correspondant a des O-modules w-divisibles isogenes, via des isogénies déformant
une puissance de II, ce que précise les définitions et propositions suivantes. En
d’autres termes, on cherche a comprendre comment se recolle D avec ses itérés
sous les correspondances de Hecke sphériques.

Définition I.3.4. Pour 1 <i <n — 1, posons

oD ={zeD|v(w)=1-=}

un domaine de Laurent dans D.

Remarquons que sur 9;D le polygone de Newton de H,[n] posséde un point
de rupture en ¢*, ce qui correspond & l'existence d’un cran de rang i dans la
filtration de ramification du schéma en groupes H[r], ou encore & l'existence
d’un sous-groupe canonique “généralisé”.

Proposition I.3.5 (Faltings). Soientz € D, z’ € X" et f : Hy — H,, une isogénie
qui m’est pas un isomorphisme et qui ne se factorise pas par la multiplication par
. Le point ' appartient ¢ D ssi i, x € ;D et f est une isogénie de noyau le
sous-groupe de rang i de Hy[r] formé des q'-points de plus grande valuation (un

2

sous-groupe canonique généralisé)
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Démonstration. Rappelons que, si L|F est une extension valuée compleéte et ¢ :
H, — H, est une isogénie entre deux O-modules 7-divisibles formels de dimen-
sion 1, alors

Vo € Hi(OL), v(p(x) = > v(—a)

acker ¢

Supposons que z € 9;D, et soit f : Hy — H,, I'isogénie définie par le quotient des
q"-points de plus grande valuation. Notons A\; > --- > ), les pentes du polygone
de Newton de H,[m] (A est la pente entre les abscisses ¢! et ¢*).

Les éléments de Hy/[n] \ {0} sont de deux types:

e de la forme f(«), ot € Hy[n] \ ker f. Alors, leurs valuations sont (puisque
V3 € ker f, v(B) > v(a)) v(f(a)) = ¢'v(a), et varient donc dans (g*A;41,
g,

e de la forme f(a), olt a est un zéro de la série formelle [r]p, — 3, avec
B € ker f \ {0}, et F, désigne une loi de groupe formel associée a4 H,. Le
polygone de Newton de cette série formelle est obtenu en prenant ’enveloppe
convexe de (0,v(3)) et celui de [7]r,

F1G. 1.4: Le polygone de Newton de [7]r, — 3, v(3) = A1

A
Mais, sup v(8) = A;1. Or, q—i < Apn. En effet,

Beker f\{0}
v(ry) > 1 1:>/\< etv(x)>1:>/\> 1
1)z21—--— 1S —— n) = — n 2
n n(g—1) n n(g" —q" ")

Donc, Vf3 € ker f\ {0}, Newt([n]r, — () est le segment joignant (0,v(3)) a (¢",0)

avec v(0) € {A1,..., A} (figure 1.4). Les valuations des éléments de [77];11 (ker f\
A by A , R

{0}) sont donc (—711,,—) Or, —711 < A, puisque A <
q q

— , et I'égalité
q

1
n(g—1)
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1
n(gt — ¢ 1)

VP € ker f\ {0}, Vo € [n]5] (ker f\ {0}), v(a) <v(B)

i
v(a;) =1~ — implique que A;> . Donc,

. by s
On en déduit que v(f(a)) = ¢*v(a), qui sont donc les (n—i, ..., =), lorsque o
q q
varie. Or,
; - A1 i
' Aig1 == ¢ > P Z 2 qnii

On en déduit aussitot que z’ € 9,,_;D.

Réciproquement, soit f : H, — H, une isogénie, comme dans I’énoncé,
telle que z, 2’ € D.
Commencons par remarquer que les analyses précédentes montrent que les valua-
tions des éléments non nuls de H,[7*] sont
A1 A

A1 A
n n
)\12'-'2)\n>q—nZ'-'2q—n>'-'>qn(k_l)2"'2@

ot Pon compte (¢ — ¢*~1)g"*~1) éléments de valuations ) dans la liste

i
qn(k—l
précédente.

Soit M = ker f. Notons

k= sup{j | M[r?] # M[x’~"] }
Pour j entre 1 et k, notons
rj = dimg, M[77]/M[n7™"]
On a donc
n—1>r1>r>--->7r, >0

Posons, pour simplifier les notations, r = r;. Le Fy-e.v. =1L M C H,[n] est de
dimension r. Choisissant un drapeau complet de 7*~1.M raffinant la filtration
de ramification inférieure (celle donnée par la valuation), on en déduit que les
valuations des éléments de 7%~1.M \ {0} sont de la forme

Aoy, =>---> Na,
~—
g—1 élts. (gr—qr—1) élts.

ou Vj, aj > j. Soit M’ C Hy[r**1], un sous-O-module tel que M = M'[7"] et
7M’" = M. Les valuations des éléments de M’ \ M sont

Aay >0 > Aa,
an— — ,nk

L)
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et sont en particulier strictement inférieures a celles des éléments de M. On en
déduit que f(M') C Hy[n] est un Fy-e.v. de dimension r dont les valuations des
éléments non nuls sont

Aas Aa,.

gt 2 2 et (14)
| S — | —
(g—1) élts. (qm—qm—1)élts.
Et que donc
1 T r—
v(e) = TS CEs———.) ((@=DAay +-+ (" =" HAa,)
ac f(M)\{0}
1 T r—1
< grh—n=D(E-1)—r ((L] DM+ 4+ (" —q )/\r)
<,car z€D
< r

nqn-l-(k—l)—r

Mais pour un sous-Fg-e.v. N de H,/[r] de dimension r on a

aeN\{0}
car,si A, >0 2 b, sont les valuations des éléments de IV,
~—~ ~—~
(g—1) élts. (qm—qr—1) élts.

ST owa) = (g= D+ (@~ D,

aEN\{0}
> (q — 1)/\n—r+1 + -+ (qT _ qr—l)/\n
! - n-r n n—
= qn—r [(qn +1 _ q )An_r_,’_l + -+ (q —q 1))\n:|
> r carz' €D
nqn—”’

De tout cela, on déduit nécessairement que k& = 1. Si de plus, il existe un indice j
tel que a; > j, alors les deux inégalités ci-dessus sont strictes. On en déduit donc
que Vj, a; = j. d

Remarque 1.3.6. Dans [12] nous expliquons plus généralement comment construire
des domaines fondamentaux, comme celui de Gross-Hopkins, & partir de domaines
fondamentaux pour I’action du groupe des rotations engendré par le cycle (1...n)
dans le simplexe de sommets 1, ..., n. L’énoncé précédant se démontre alors par un
simple raisonnement combinatoire sur I'appartement d’un immeuble de Bruhat-
Tits.
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I.3.1 Lien entre le domaine fondamental et les points C.M

Proposition 1.3.7. Soit E|F une extension de degré n. Il existe une unique classe
d’isogénie de groupes p-divisibles H,, x € X" ayant multiplication complexe
par un ordre dans Og. Les représentants de cette classe d’isogénie dans D sont
exactement ceuxr ayant multiplication complexe par l’ordre mazimal Og. De plus,
lesz € D, tels que Hy ait multiplication compleze par O, forment une O -orbite.

e Si E|F est non-ramifiée, cette orbite est WO%_l C D. Le polygone de Newton
associé a une seule pente.

e Si E|F est ramifié de degré e > 1, alors cette orbite est contenue dans
e—1
() 0k=D
k=1
Le polygone de Newton a alors comme pentes

1

Vk€{0,...,e =1} Appo1 = Mgtz = = A1) f-1 = (gD — gkl

cf. la figure 1.5

Démonstration. Facile. O

o=

FiG. 1.5: Le polygone de Newton d’un groupe C.M.

I.4 Généralisation d’un théoreme de Gross-Hopkins

Dans cette section, nous généralisons le corollaire 23.15 de [17] en démontrant
qu’en restriction a un ouvert plus gros que le domaine fondamental de Gross-
Hopkins, 'application des périodes induit un isomorphisme sur son image. Il s’agit
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en quelque sorte du “plus grand ouvert admissible” sur lequel I'application des
périodes est un isomorphisme.

Soit
M
H = {gex“ﬂﬁdw}

ol A1,z > -+ > Ay g sont les pentes de Newt(Hg[n]). Il s’agit du lieu des z ou les
valuations des éléments de Hy[r?]\ H,[r] sont strictement plus petites que celles
de H[x].

Il admet la description suivante

Hz{(xl,...,xn_l)efrigW’lSiSn,

Wo<j<n—1, L@ U(xj).}
(-1 ¢ —¢

ou l'on a posé xg = 7w et x,, = 1. Cette description résultant de ce que

|1§i§n}etAn,g=inf{%|0§j§n—1}

1—wv(x;)
Mo = -
1,z sup{ ¢ —1

Théoréme 1.4.1. Le morphisme 711 = [fo : ... : fn—1] induit un isomorphisme entre
Pouvert admissible H et ['ouvert admissible de P"~1 formé des [wo : ... : w,_1] €
P! tels que

1 —ov(w) U(w})

(¢ —-1) ¢ —¢

Vi<i<n, VO<j<n-—1,
ot 'on a posé V1 < i <n—1,
w,=—, w,=m etw, =1

De plus, Vz € H, si [wg : ...: wp_1] = 7(z),
Newt(H,[r]) = Convexe((q",v(w})))o<i<n

Démonstration. Commencons par un lemme:

Lemme 1.4.2. Soit K un corps valué complet non-archimédien et f : X — Y un
morphisme étale entre K -espaces analytiques de Berkovich. C’est un isomorphisme
sur son image ssi VL|K une extension de corps valués, le morphisme f induit une
injection de X (L) dans Y (L).

Démonstration. C’est une conséquence du fait qu’un morphisme étale entre espaces
analytiques est un isomorphisme local ssi il induit un isomorphisme au niveau des
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extensions de corps résiduels (les anneaux locaux des espaces de Berkovich sont
Henséliens). O

D’apres le lemme précédent et la description des fibres de I'application des
périodes, la proposition qui suit implique qu’en restriction a H, le morphisme 7
est un isomorphisme sur son image.

Proposition 1.4.3. Soit L|F une extension valuée compléte. Soient z,z’ € H(L)

tels qu’il existe une isogénie f: Hy — Hys déformant une puissance de mw. Alors
/

z=2a.

Démonstration. Commengons par constater que Va € H(L), si Ay > -+ > A, sont
les pentes de Newt(H,[r]), alors les valuations des points de Hy[n]\ {0}, Hy[7?]\

Hg[x], ..., Hy[n*] \ Hp[7*"1] sont “strictement ordonnées”et valent
)\12...2)\n>ﬁ2...2)‘_”>...>k/\7112...2;‘7”1
q" q" gtk=1n gU=Dn

Reprenons les notations de la seconde partie de la démonstration de la proposition
1.3.5: on considere f, M, M', ... on obtient alors, d’apres la formule 1.4, qu’il existe
dans Hy [r] un élément de valuation

)\. .
m pour un i € {1,...,n}

ou rappelons que 1 < rp <--- <r; <n—1 et la hateur de f est ry + -+ + r.
Il existe donc dans H,[n] un élément de valuation inférieure ou égale &

A1
an—(r1+---+Tk)

Soit maintenant o € H,[7?] tel que ma ¢ ker f, et donc s(a) € Hyg [1?] \ Hy [7].
Puisque ht(f) > n on a k > 2. On vérifie que

E

v(f(@)) = ¢™

3

A k
ot (¢t — q”*"'“j’l)qn(j_l)
) =2

J

et donc puisque % < A

k
q et e
o(f(a)) > M qﬁ"‘Z(q T gt L

Utilisant que k > 2 on vérifie que

q" - ot ot An
2 ity oriderion) 2
q2n + ‘_Z(q ! q ! )q’ﬂj = an—(r1+---+rk)

J
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Il existe donc un élément de Hy [r| dont la valuation est plus grande que celle
d’un él'ement de H,/[r]. Donc z’ ¢ H. O

Vérifions maintenant 1’égalité entre polygones de Newton: pour un z € H,
f(z)=|wy:...: wy_1],0n a

Newt(H,[r]) = Convexe((q", v(w})))o<i<n

On utilise la formule (21.6) de [17], qui exprime l’application des périodes en termes
de quasi-logarithmes. Soit F} la loi de groupe formel universelle spécialisée en x
comme dans [17]. Soit log. son logarithme et [7]F, la série formelle multiplication
par 7 sur cette loi de groupe formel. On a

“Ir,

1 = i —
ogp, =, lim —[r
De plus, étant donné que z € H, le polygone de Newton de [r]p, est connu. Si
A1 > --- > A, sont les pentes de [7]f,, ses pentes sont

Il commence en (1, k) et se termine en (¢™,0). De la formule (21.6) de [17], on en
déduit facilement le résultat.

On a donc démontré que 7 induit un isomorphisme entre H et un ouvert
contenu dans celui annoncé dans ’énoncé. Reste a voir la surjectivité.

Soit donc w € P*~! vérifiant les inégalités de I’énoncé. 11 existe z € D, le
domaine fondamental de Gross-Hopkins, et 4,0 < i < n— 1, tels que w = II*.7 (z)
(cf. la démonstration du corollaire 23.21 de [17]). Soit H, — H,s une isogénie
donnée par le quotient par un sous-O/rO-module C' de rang ¢ de H,[n] tel que
Va € C, Vb € Hz[m]\C, v(a) > v(b). On vérifie aisément que les pentes Aj > --- >

!/

A
A;, de Newt(H, []) vérifient q—i < .. Quitte & changer 2’ par un transformé sous

OF (i.e., changer la déformation mais non le groupe p-divisible), on peut supposer
que lisogénie H, — H/ induit II* en fibre spéciale (i.e., comme endomorphisme
de HI). Alors 71 (z') = w. Mais 'argument donné précédemment sur 1’égalité entre

A

polygones de Newton, lorsque —711 < Ap, reste valable lorsque —711 < An. Donc

les pentes A} > --- > X/ sont égales & celles données par la formule de 1’énoncé
SN A

associées a w. Donc —711 < /\;I et ' € H. O
q

Remarque 1.4.4. L’ouvert H est en fait un domaine fondamental “ouvert” pour

les isogénies déformant une puissance de 7, i.e., pour les opérateurs de Hecke

non-ramifiés de degré 1 multiple de n, le domaine fondamental de Gross-Hopkins

défini dans la section suivante étant, quant & lui, un domaine fondamental pour
les isogénies quelconques, i.e., tous les opérateurs de Hecke non-ramifiés.
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Plus généralement, dans larticle [12] nous étudions plus en détail Papplica-
tion des périodes en dehors de cet ouvert admissible comme dans [26]. Nous
y donnons une démonstration conceptuellement plus satisfaisante du théoreme
précédent basée sur de la combinatoire dans un appartement de I'immeuble de
Bruhat-Tits de PGL,,(F).

I.5 L’espace des parametres de la décomposition
cellulaire

Il s’agit de 'espace D* x GL,,(F)-équivariant qui va indexer les cellules et qui est
I'immeuble de Bruhat-Tits, noté Z, du groupe p-adique suivant sur F’

(GLn/F X DX)/Gm

olt G,, agit diagonalement, via z + 2Id dans GL,(F) et z — 27! dans D*. 1l
admet la description concrete suivante:

T={(AM)}/~ ot (A,M)~ (rA, 7" M)

avec A un réseau dans F™ et M un réseau Op-stable dans D. On notera [A, M],
la classe de (A, M). En d’autres termes,

T =7(GL,, x D*)/n”

avec

e 7(GL,) = { réseaux A dans le module de Tate }
o Z(D*) = { cristaux M dans le module de Dieudonné rationnel Do (H)[5] }

L sur le

e [’action de 7 sur le module de Tate est la méme que celle de 7~
module de Dieudonné.

Définition I.5.1. Soient a,a’ € Z. On note
a’ — a, ¢'il existe des représentants a = [A, M] et a’ = [A’, M], tels que
NCACa A et M =11 Ny
et on appelle a’ — a une aréte orientée de Z.

Définition 1.5.2. L’action de GL,,(F) x D* sur Z sera
Y(g.d) € GLy(F) x DX, (g.d).[A,M] = [g7'A,d.M]

en particulier, 'action de GL,,(F') est une action a droite tandis que celle de D*
est a gauche.
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1.6 Les cellules rigides en niveau fini

I.6.1 Digression philosophique

Supposons que l'on veuille reconstruire GL,,(F') & partir des sommets de I'im-
meuble GL,,(F)/GL,,(OF) et de la cellule & I'origine GL,,(OF) (cette situation cor-
respond & l’espace de Rapoport-Zink des déformations du groupe étale (F/Op)™).
Cela n’est pas possible! En effet, pour ¢ € GL,(F), les groupes gGL,(Or)g~*
et GL,,(Op) sont isomorphes mais non-canoniquement, cela dépendant du choix
de g, qui n’est pas canoniquement déterminé. Cependant, on peut reconstruire
GL,(F) a partir de I'immeuble de GL,, et des cellules Isop, (A, O%), pour A un
réseau de I, cellules qui sont des GL,,(Op )-torseurs non canoniquement triviaux.
Un élément g € GL,,(F) induit un isomorphisme entre la cellule indexée par A
et celle indexée par g.A, d’olt une action de GL,,(F') sur I'union disjointe de ces
cellules. On a alors la décomposition cellulaire GL,,(F)-équivariante, indexée par
les sommets de I'immeuble,

[[1s00, (A, 0F) == GL,(F)
A

Pour un sous-groupe compact ouvert K dans GL,(Op), on peut reconstituer
cellulairement une partie de l'espace GL,(F)/K. Plus précisément, soit A C
GL,(F)/GL,(Op) un sous-ensemble fini tel que VA € A, K C GL(A), i.e., K sta-
bilise A. On peut, pour A € A, définir une cellule en niveau K: Isop, (A, O%)/K,
ou K agit sur A. Alors,

I Is00, (A, OF)/K == {gK € GL,(F)/K | gGL,(OF) € A }
A€EA
1.6.2 Structures de niveau

Définition I.6.1. Soit H le groupe p-divisible universel au-dessus de M. Pour A, un
réseau de F'", et K C GL,(F), un sous-groupe compact ouvert tel que K stabilise
A, on pose

Ma i = Isomp (7 "A/A, H[z"]"'8)/K, pour n >0

comme faisceau étale quotient au-dessus de M. Il est représenté par un espace
rigide étale fini au-dessus de M.

Soit U un espace rigide quasicompact. On notera (I, p,n) pour une section
de My, i sur U. Cela signifie que I’on se donne un modele entier ¢ de U

uis =y

puis une section

(1,p) € M(U)
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qui définit un élément s € M(U) et enfin une section 7 du produit fibré du
diagramme suivant

Mpaxk —= M

!

que 'on notera parfois en
n: A — T,(I) [K]

une structure de niveau K sur la fibre générique de 1.

Exemple 1.6.2. L’espace noté My dans [22], avec K C GL,(Op), n’est rien
d’autre que Mon k. Bien slr, My g ~ Mg, pour un K’ C GL,(OF), mais
non-canoniquement.

Lorsque A est fixé et K varie, on obtient ainsi une tour d’espaces rigides,
dont les morphismes de transition sont étales finis, et qui est munie d’une action
de GL(A) x D*.

I.6.3 Fonctorialité de Hecke des M i

1.6.3.1 Premiere fonctorialité. Il y a des isomorphismes canoniques
Vg € GL,(F), VA, VK C GL(A), g: Max — My1p4-154
définis de fagon modulaire par
(L, p,m) — (I, p,mog)
I.6.3.2 Seconde fonctorialité
Cas général: Il s’agit d’isomorphismes
VA, A, VK C GL(A)NGL(A), Mk — My k

définis de la fagon suivante. Soit U un espace rigide quasicompact et (I,p,n) €
Mp k(U), o0 U =U"8 et (I,p) € M(U). Soient n € N et N € Z tels que

AcaNAN cr A
La structure de niveau n induit
7 "AJA = I[r"]M8 mod K
(on entend par la une section du faisceau étale quotient

Tsomo (7" A/A, I[x"]"8) /).
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Le sous-O-module 7VA’/A € 77" A/A est stable sous I'action de K. Il existe donc
un unique sous-espace rigide en groupes étale fini sur U,

J C I[z"]"e
tel que le diagramme suivant commute

VAN N ——— ] mod K

7 "AJA ——= I[z"]"® mod K
D’apres la section 5.4 de [23] il existe un éclatement formel admissible U—u,
donné par certains idéaux de Fittings, induisant donc un isomorphisme Urie ~L’
U™, tel que si J désigne 'adhérence schématique de J dans I[n"™] xy, U, alors J est
un sous-groupe fini localement libre de I[n"] x U. Par adhérence schématique on

entend la chose suivante: si 7 C Ojjpn)ris est I'idéal cohérent définissant J comme
fermé dans I[7"]"& et si

sp: I[a"]" — I[x"] xy U

est le morphisme de spécialisation associé au modele formel I[n"] X U, alors

T = 0 (O i/ (59T 0 O i)
Alors, le morphisme Mj g — M/ i est défini par
(Lp,n) — (I <y U/ J.qopor™.n)
ou p est le changement de base de p sur U a Zj,
q:Iqu7—>>I><uL~{/j

et o’ fait commuter le diagramme suivant

N —=T,(I/J) mod K

ﬂ_—N

A—Z>Tp(1) mod K

Exemple 1.6.3. Si K et ¢g~'Kg sont contenus dans GL,(O), le morphisme clas-
sique (section 5.43 de [22], section 2.3.9.3, page 39 de [13]) définissant les corres-
pondances de Hecke

g
MK — MgflKg
, . , . el L
n’est rien d’autre que le composé des deux fonctorialités précédentes
g 2¢éme fonctorialité
Mg = MAO K — MgflAD,gfIKg —_— ./\/lAO)qug = ,/\/lqug

ou on a posé Ag = O™.
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Cas des sous-groupes de congruence principaux: Dans le paragraphe précédent,
faisons de plus ’hypothese que:

IneN,INezZ, Kcld+r"End(A)et AcCaVA Cca"A
Alors, dans la définition du morphisme
Mpa gk — Mok

il n’est pas nécessaire d’effectuer ’éclatement U — U. En effet, MigirnEnda)
possede un modele entier défini en utilisant des structures de niveau de Drinfeld
(cf. la section I1.2 de [14]). On conclut alors, grace au lemme-clef suivant:

Lemme 1.6.4 (lemme I1.2.4 de [14]). Soit H un O-module formel de dimension 1
et hauteur h sur un O-schéma S muni d’une structure de niveau de Drinfeld

n:(r"0/O)" — H[x"|(S)

Soit M C (7~ "O/O)" un sous-O-module. Il existe alors un unique sous-groupe
fini localement libre G C H[r"™], tel que Ym € M, n(m) € G(S) et les (n(m))mem
forment un ensemble plein de sections de G, au sens de Katz-Mazur.

Remarque 1.6.5. Le cas des sous-groupes de congruence principaux est suffisant
pour définir le morphisme Mp g — M+ i en général. En effet, VK C GL(A)N
GL(A'), 9K < K, vérifiant les hypotheses de ce paragraphe. On peut donc définir
le morphisme My x, — Mas g, comme expliqué ci-dessus, en utilisant les struc-
tures de niveau de Drinfeld, vérifier que ce morphisme est K-équivariant, puis
définir My g — M/ k comme

Ma i, [ K — My i, K

1.6.4 Les cellules

Définition 1.6.6. Soit [A, M] € T et K C GL,(F') un sous-groupe compact ouvert,
tel que K stabilise A. On pose

Da,m),k = domaine fondamental de Gross-Hopkins dans la fibre générique
de Vespace des déformations (H, p) de H par des quasi-isogénies
de hauteur [M : Op] 4+ une structure de niveau K,
n: A T,H K

Plus précisément, soit k = [M : Op] et DI¥ I'ouvert admissible quasicompact dans
MU ot le polygone de Newton de la multiplication par « sur la loi de groupe
formel universelle est au-dessus de celui de la figure 1.3. Alors Dp ),k est défini
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par le diagramme cartésien suivant

Dip ).k — MY

L

PRI~ Al

Remarque 1.6.7. Si K C GL(A) et g € GL,,(F) sont tels que g7'A = O%, il y a
alors un isomorphisme

M:Op] . ~ [0]
g x iMool ; Diamyx — Dyg-1kg C MgflKg
oll Dy-1, est le revétement étale fini au-dessus de D, défini en mettant des
structures de niveau g~'Kg. Cependant, cet isomorphisme n’est pas canonique
puisqu’il dépend du choix de g.

Le premier type de fonctorialité définie dans la section 1.6.3.1 induit une
action naturelle de GL,,(F') x D* sur les cellules, de facon compatible & son action
sur Z:

V(g,d) € GL,,(F) x D*,

9 xd: D myx — Dig-1a,d.M),9-1Kg = Dig,d).[a,M],g-1 Kg

1.6.5 Bord des cellules

Définition 1.6.8. Soient [A, M] € T et K tel que K C Id + 7Endp, (A). On définit,
pour 1 <4 < n—1, les ouverts admissibles quasicompacts 9;Dja a1,k de Dia, v,k
par le diagramme cartésien suivant

OiDia, ),k Dia, M), K

| |

9iDia, ), Gy Dia,m1,6L0)
olt Dja,my,cL(a) est la cellule sans structure de niveau, notée PIM:O21] dans la
définition 1.6.6, et 'ouvert J; est défini de fagon modulaire en termes du polygone
du Newton de la série formelle multiplication par 7 sur une loi de groupe formelle
universelle comme dans la définition 1.3.4.

v

Lemme 1.6.9. Soient 3 un schéma formel admissible sur Spf(Q) et H un O-module
w-divisible formel de dimension 1 et hauteur n. Supposons H muni d’une structure
de niveau de Drinfeld

n:n *AJA — Hir]
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Soit i un entier tel que 1 < i < n — 1. Supposons que Yr € 3%, le polygone
de Newton de la multiplication par ™ sur une loi de groupe formel associée a H,
posséde un point de rupture en q'. La donnée n induit un scindage de l’espace rigide

3rig — H (Brig)E
Ecr—1A/A
diqu E=i
ou (3'8)p = {x € 3"8 | n,(E) C H,[n] est un sous-groupe canonique de rang i}.
Démonstration. Soit 3%™ I'espace de Berkovich fibre générique associé & 3. On a

(3*"p ={x €3 |Vw € E, Vu' € 77 'A/A\ E, v(n:(2)) > v(na(2'))}

qui définit bien un ouvert de 3", car, localement sur 3, si I'on fixe une loi de groupe
formel Spf(O3[[T]]) — H, alors Vw € 7~ 'A/A, n(w) € O3 et la valuation de
n(w) est donnée par la valuation de cet élément de Os3. O

Remarque 1.6.10. Le lemme précédent est une version rigide de “I’astuce de
Boyer” (cf. [14]).

Proposition 1.6.11. Les bords des cellules se scindent de la facon suivante

OiDia, M),k = H 0i, ED|A, M), K

Ecr—1A/A
rg BE=i

ot E est un sous-Fy-e.v. de 7 'A/A de rang i et 3i7ED[A)M])K est ouvert admis-
sible de 0;Dip v,k ou 1(E) C Hirl, est l'ensemble des q'-points de plus grande
valuation (un sous-groupe canonique généralisé).

Démonstration. Cela résulte de ce que sur 9;D le polygone de Newton des points

de m-torsion possede un point de rupture en ¢* et du lemme précédent. O

Remarque 1.6.12. Bien sir, cette décomposition en niveau K est obtenue par
image réciproque de celle en niveau Id + 7End(A).

Remarque 1.6.13. On vérifie que tout cela ne dépend que de [A, M], i.e.,ily a des
isomorphismes canoniques 9; 5Dix, m), 5 — Oix EDprA,r—1 0],k -

L’action de GL,,(F) x D* conserve le bord des cellules en permutant les
composantes indexées par les sous-espaces E: Vg € GL,(F) g:0ig — 0; 4-1.p-

1.6.6 Donnée de recollement

Soit p : m*A — 7~1A/A. Supposons de plus que K C Id + 7End(p~}(FE)). Le
quotient par le sous-groupe canonique généralisé n(E) induit alors une immersion
ouverte

9, EDa, ), — Dp—1(E),m-i M), K
ol le II"* provient de ce que le quotient par le sous-groupe canonique est une
déformation de Frobz. Ce morphisme est induit par le second type de fonctorialité
de la section 1.6.3.2, restreint a 0; g.
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I.6.7 Réécriture en termes des arrétes orientées de 'immeuble

Soit @ — a' une arréte orientée de Z avec a = [A, M] et o’ = [A’, M] tels que
AG AN grtAet M =1 g

Définition 1.6.14. Supposons que K C Id + 7End(A) N1d + 7End(A’). On pose

Dy—ar, ik = Oy a /ADiA, MK
ot i = dimp, A'/A
Il y a alors deux immersions ouvertes

Da—»a’,K

SN

Da,K ,DalqK

ou l'application de gauche est linclusion canonique et celle de droite est celle
définie en 1.6.6.

Remarque 1.6.15. On peut montrer que la seconde application induit un isomor-
phisme

Da—)a’7K — Du/—)mK
(cf. la section sur les modeles entiers, ou tout cela est démontré plus généralement
sur les modeles entiers).

Bien stir, toutes ces applications sont équivariantes sous l’action de GL,, (F') x
D> au sens ou il y a des isomorphismes se composant naturellement

V(gv d) € GLn(F) X DX? ,Da—ﬂl’J( — D(gyd).a—’(gyd)»a’»gflKg

et compatibles aux deux immersions ouvertes ci-dessus.

1.7 Décomposition cellulaire des espaces rigides
en niveau fini

Soit A C T un sous ensemble d’image finie dans Z(PGL, ) = Z(GL,)/7” et d’image

I(D*) /7% (=~ Z/nZ) sur la seconde composante. Soit K C GL,,(F) un sous-groupe

compact ouvert, tel que V[A, M] € A, le groupe K stabilise A et K C Id+7End(A)

('image de A dans Z(PGL,,) étant finie, il existe toujours un tel K).
Considérons le diagramme d’espaces rigides

Soas= T Pacaese == [[Pun =¥
1,A,K a—a’' K a,K 0,A,K

a,a’ €A acA

O.A?G./
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défini par les deux applications de face de 1.6.7. Celui-ci est GL,(F) x D* équi-
variant pour des A et K variant (le diagramme associé a A et K est envoyé
naturellement sur celui associé & (g,d).A et g1 Kg).

Rappelons que 'on note Mg := Mon i I'espace de Rapoport-Zink usuel.
L’application naturelle définie par le second type de fonctorialité Mp g — Mg
induit un morphisme Xo 4, x — Mk.

Proposition 1.7.1. L’image de Xo a,x dans My est un ouvert quasicompact U, g
et la suivante est exacte dans la catégorie des espaces Tigides
X1,A.K ~ Xoaxk —=Uak

Ces suites sont GL,(F) x D*-équivariantes lorsque A et K wvarient. De plus,
lorsque A grandit et K est de plus en plus petit, les Ua, ik recouvrent toute la tour
de Lubin-Tate, au sens ot les deuzx ind-pro systémes d’espaces rigides (Ua i) A, i
et celui des ouverts de My d’image quasicompacte dans Mg /7%, pour K variant,
sont équivalents.

Démonstration. Les applications étant toutes des unions disjointes d’immersions
ouvertes d’espaces quasi-compacts, il suffit de vérifier ces assertions au niveau des
points, ce qui résulte du corollaire 23.26 de [17] et de la proposition 1.3.5. g

Exemple 1.7.2. Si A est 'image réciproque d’un sous-ensemble fini B de Z(PGL,,),
alors 'ensemble B définit un sous-ensemble de correspondances de Hecke sphé-
riques de GL,, (F') et Ua, i est 'image réciproque dans Mg de l'itération par ces
correspondances sphériques de I'ouvert D ¢ M9, un ouvert de M.

Remarque 1.7.3. Bien siir, on peut écrire les relations d’incidence supérieures
en termes de facettes orientées a3 — --- — ag de I'immeuble et de cellules
Day—seisay, K-

Application Cohomologique

La décomposition cellulaire précédente fournit des résolutions équivariantes de la

cohomologie étale a support compact de la tour de Lubin-Tate. Ces résolutions

sont sommes directes d’induites a support compact de la cohomologie des tours

(Do,x ) K, OU 0 varie parmi les simplexes orientés de Z modulo I'action de GL,, (F).
Plus précisément, il y a une suite spectrale

BV = P endSln 5P lim HY(D, x&Cy, A) = lim HZFI(MgEC,, A)

oey, K K

ou X, désigne un ensemble de représentants des simplexes orientés de dimension p,
modulo action de GL, (F) x D*, et Stab(o) est un sous-groupe compact, modulo
le centre de GL,(F) x D*. Il y a bien sir des résolutions associées du complexe
de cohomologie équivariant.
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I.8 Modéles entiers des cellules

1.8.1 Niveau fini

1.8.1.1 Préliminaires. Rappelons qu’un O-schéma formel admissible est un O-
schéma formel quasi-séparé de type fini sans m-torsion.

Proposition 1.8.1. Soient X un O-schéma formel admissible normal (cf. appendice
A.2) et G un groupe p-divisible sur X muni d’une action de O. Soient A un O-
module libre de rang n, Xx — X" Iespace classifiant des structures de niveau K

A= T,(G") [K]

et Xx la normalisation de X dans Xk (C]j appendice A.3). Alors, X représente
le foncteur F' défini sur la catégorie des O-schémas formels admissibles normaux

au-dessus de X, défini par V3 Jx
F(3) = { structures de niveau K rel. a A sur (f*G)"& /318 }

Démonstration. C’est une conséquence de la propriété universelle du normalisé,
cf. appendice A.3. O

Remarque 1.8.2. Si G est un groupe de Lubin-Tate et K C Id + 7¥End(A), alors
sur Xg le groupe G est muni d’une structure de niveau de Drinfeld, de niveau k.
C’est une conséquence du fait que 'espace classifiant des structures de Drinfeld de
niveau k est fini au-dessus de X a méme fibre générique que Xk (en fibre générique
toutes les définitions des structures de niveau coincident) et est donc en-dessous
du normalisé.

Proposition 1.8.3. Soit P un polygone de Newton, i.e., la donnée pour i entre 1
et n — 1 de nombres rationnels o;, 0 < a; < 1, tels que le polygone commencant
en (0,1), passant par les (q*, ;) et finissant en (¢",0) soit convexe. Le foncteur
défini sur la catégorie des O-schémas formels admissibles normauzx, qui ¢ 3 associe
Uensemble des classes d’isomorphisme de couples (H,p), ot H est un O-module
formel et

p:HxES mod p — H mod p
une quasi-isogénie de degré 0, tels que
Vz € 3"8  Newt(H[r],) > P
est représentable.

v

Démonstration. Soit X ~ Spf(O[[z1,...,zn,—1]]) U'espace de Lubin-Tate muni des
coordonnées comme précédemment. Pour x € X8

Newt(H|[r],) > P <= Vi, v(v;) > a;
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. a; .
Sia; = 7. ou a;, b; € N, soit
i

@ = Spf(é < T1,.. .,l‘n_l,Tl,. '~7Tn—1 > /(aji’v _Wain)i)

Alors rormalisé convient. En effet, si 3 est normal et (H,p) est défini sur 3,
Af:3 — X tel que ‘ ‘
(H.p) = f*(H"™, ")
Si de plus Vz € 3¢, Newt(H|[r].) > P, alors
* b;
Vi Vz € 3rig |f Ty (Z)| <1

T -

! €03
7T T

puisque 3 est normal (cf. appendice A.2). Et donc 3 — X se factorise en

=

gjnormalisé

3!/1
-
-

39

N

x

ol la fleche en pointillés résulte de ce que 3 est normal. O
1.8.1.2 Modeéles entiers des cellules Dy a7 i

Proposition 1.8.4. Soit (A, M) dans limmeuble de GL,, x D*. Soit K C GL(A)
un sous-groupe compact ouvert. Le foncteur, qui a un O-schéma formel admissible
normal 3, associe les classes d’isomorphisme de triplets (H,p,n), ot H est un
O-module formel sur 3, p une rigidification de degré [M : Op] et n une structure
de niveau K relativement ¢ A sur T,(H"8) tels que

Vz € 318 Newt(H[r].) > le polyogne de Gross-Hopkins

est représentable. De plus, il ne dépend canoniquement que de la classe [A, M|
dans T.

Démonstration. C’est une conséquence des deux propositions précédentes, puisque
quitte & translater par une puissance de II on peut supposer que la rigidification
est de degré 0.

Quant a la derniere assertion, il suffit de constater que I'application naturelle
(H,p,n) — (H/H[r],po h,hy,on), o0 h: H— H/H|[rx], induit un isomorphisme
canonique entre le foncteur associé a (A, M) et celui associé & (7~ *A,7M). O



1.8. Modeles entiers des cellules 41

Définition 1.8.5. On note Djp r i le O-schéma formel admissible normal défini
dans la proposition précédente.

Il y a des isomorphismes naturels
\V/(g,d) S GLn(F) X DX? g X d: ]D[A7M]7K = D[gflA,d.M],gflKg
via
(H,p,n) — (H,pod™*,n0g)
Remarque 1.8.6. On peut calculer explicitement D5 ar),gra)- Il s’agit de

v

Spf(0<1‘1, . ,xn_l,Tl, N 7Tn_1>/($n — Wn—iTi))normalisé

K2

L’algebre le définissant est engendrée par ’algebre

v

O<Ji1, ey Ln—1, Tl, e ,Tn_1>/($? — Wn_in),
a laquelle on a rajouté les

ail 751 g [27] @i wT

, e,
T w2

n—i
TnA:

Il est de la forme T’y (avec les notations de [10]), ot T est la variété torique formelle
(le complété m-adique d’une variété torique sur O)

T — Spf((é(xi, T;, Z>/(CE? _ Zn—iTi))normalisé
avec A\ =Z, T\ =V(\— 7).
1.8.1.3 Bord des cellules

Proposition 1.8.7. Pour i un entier vérifiant 1 <1 <n —1, on note

0D v,k — Dia, M), K
le sous-foncteur de Dy ap), ik défini par Uensemble des (H, p,n) tels que pour tout

z € 32, le polygone Newt(H|[r],) passe par le point (¢*,1 — i)- Ce sous-foncteur
n

est un ouvert de Dip an k-

Démonstration. Avec les coordonnées explicites choisies sur les espaces de Lubin-
Tate dans la démonstration de la proposition 1.8.3, celui-ci est défini par 'inégalité

v(x;)) >1— % sur l'espace rigide et est donc I'ouvert T; # 0 avec les notations de

la démonstration de la proposition 1.8.3. O

Remarque 1.8.8. Bien siir cet ouvert est obtenu par image réciproque de son ho-
mologue en niveau K = GL(A).
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1.8.1.4 Décomposition du bord

Lemme 1.8.9. Soit X un schéma formel admissible normal tel que
xs = U [[ 0o
1l existe alors des modéles entiers Uy, Us de Uy et Us tels que
x=u[Jth

Démonstration. Le schéma formel X étant admissible
1

]_—‘(}:rig, Oxrig) = F(}:, Ox)[;]
et donc la fonction rigide valant 0 sur Uy et 1 sur Us définit un élément e de
['(X,0%)[2] vérifiant e? = e. Mais X étant normal, I'(X, Ox) est intégralement
fermé dans T'(X, Ox)[L] (fait A.2.1 de Pappendice A). Donc e € I'(X, Ox). O
Corollaire 1.8.10. Si K C Id+ nEnd(A), il y a une décomposition
OiDA M) = H 0i, EDA, M), K
ECr—1A/A

ot 9; EDa a1, Teprésente les (H,p,m) dans 81-D[A7M]7K tels qu’en tout point de
la fibre générique, n(E) soit le sous-groupe des q*-points de plus grande valuation
dans H|r).

Remarque 1.8.11. Plus généralement, soit ¢ = (0 < 43 < -+ < i, < n) et
8£-D[A7M]7K = ﬂ aiaD[A,M],K- AlOI‘S7
a=1

0D i = [ ] 0o Dpaan i
E.

olt E*® parcourt les drapeaux de Fy-e.v. dans 7~'A/A de “type” i (ie., E' C--- C
E" avec dimp, E* = i,) qui correspondent, via 7, a des drapeaux de sous-groupes
canoniques dans H|[r].

1.8.1.5 Applications de recollement

Proposition 1.8.12. Soient [A,M] € T et E C 7 'A/A de dimension i. Si p :
7 A = 7 IA/A et si

K C (Id+ 7End(A)) N (Id+ nEnd(p~ " (E)))
il y a un isomorphisme
0, ED[A M), K — On—i(n—1a/0)/EDp-1(B) 11 M), K

induit par le quotient par n(E).
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Démonstration. D’apres la remarque 1.8.2, sur Dy a7,k le O-module formel uni-
versel H possede une structure de niveau de Drinfeld de niveau 1 étendant la
structure de niveau 7 sur la fibre générique. Il résulte alors du lemme 1.6.4 qu’il
existe un unique sous-groupe plat fini n(E) C H|[r] induisant ponctuellement sur
9.k, en chaque point de la fibre générique, le sous-groupe des ¢-points de plus
grande valuation dans H|[x].

D’apres les calculs effectués dans la premiere partie de la démonstration de la
proposition 1.3.5, on vérifie que H/n(FE) est dans d,,—; et qu’en chaque point de la
fibgre générique I'image par I'isogénie h : H — H/n(E) envoie un facteur direct de
n(E) dans H|[r] sur les ¢"~‘-points de plus grande valuation. On en déduit aussitot
que (H/n(E),ho p,h, on) définit un élément de Oy, _; (r—1a/a)/EDp-1(E), M), K -
Cela définit le morphisme

i, EDA M),k = On—iy(n—18/0)/EDp—1(B), i M), K

Mais, en remplagant E par (m~'A/A)/E, on obtient un morphisme dans 'autre
sens. La composée des deux est le quotient par H[r], qui est donc Uidentité. O

1.8.1.6 Réinterprétation en termes des arétes orientées de 7

Définition 1.8.13. Soit a — o’ une aréte de Z, ot a = [A, M],a’ = [A', M'] et
AN GCr A, M =1V
Soit K C Id + 7End(A) NId 4+ 7End(A’). On note
Do—ar, 6 = 0507 /aADa, i
D’apres la proposition 1.8.12, il y a un isomorphisme naturel
Do—ar,k — Damsa i

d’ou deux immersions ouvertes

]Da/,K

Ces applications de face sont équivariantes pour 'action de GL, (F) x D*.

Remarque 1.8.14. Plus généralement, soit

ap — az — -+ — ay
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un simplexe orienté de Z. Mettons-le sous la forme a; = [A;, M;], ou
AQCA1C"'CATC7T_1A

et M; = [T[2o- 2l M. Cela définit un type i, avec i, = dimp, A; /Ay, et un drapeau
E* de type i dans m1Aq/Ao.
Posons

Doy —a,,x = 0, e Diag, M), K

Alors, pour tout ¢ compris entre 1 et 7, il y a des isomorphismes
Dao—»--—»amK e Daqz—>"'—’GT—’ao—>"'—>aP17K

qui se composent de fagon naturelle. Il y a également des applications de face
naturelles: pour tout simplexe orienté o et tout sous-simplexe o’ C o

DmK — ]D)U’,K

Ces applications sont des immersions ouvertes.

I.8.2 Niveau infini
Définition 1.8.15. Soit a € Z. On pose

Do = lim D, g
1
K

(K suffisamment petit) dans la catégorie des schémas formels p-adiques.

Etant donné que les morphismes de transition D, x, — Dg k,, pour Ko C
K1, sont affines, une telle limite existe. Si Dg x = Spf(Ax ), alors

D00 =Spf | (lim Ag)”

K
1
Remarque 1.8.16. Si Ax = Ay [—] est I'algebre de Banach affinoide p-adique munie
™
de sa norme infini |floc =  sup  [f(z)], soit A = (J, Ax munie de la norme
r€Max (Ak)
infini
|f|oo = Sllp_ |f(1‘)|
z:A—Q,

(les morphismes de transition sp(Ax) — sp(Ak+) pour K’ C K étant finis,
Iinclusion Ax C Ak est isométrique). Soit A le complété de A, une algebre de
Banach p-adique. Alors, d’apres le fait A.2.3 de 'appendice A,

Dy e = Spf  boule unité de 4 )
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Définition I.8.17. Pour ¢ un simplexe orienté de Z, o = (a — ---), on définit Dy o
comme étant I'ouvert correspondant de Dy, .

On a donc Dy o = lim D, g. Ceux-ci sont munis d’'une action
Py
K

¥(g.d) € GLy(F) x D*, Dooo —— Dig,a).0,00

et d’applications de face

Dayoo — ]D)O'/,OO

pour ¢’ C o des simplexes orientés.

1.8.3 Donnée de descente

La donnée de descente de Rapoport-Zink permet de définir des données pour tout
simplexe orienté oy, pour tout K (éventuellement K = co)

(o)

Doy, i DH*I.U(MK

ol o désigne le Frobenius arithmétique de Fnr |F.

1.9 Le schéma formel recollé en niveau fini

Soit A C Z un sous-ensemble comme dans la partie 1.7. Posons

Xo0,4 = H Dg,x
a€A
et
%I,A = H Da—)a’7K
a,a’ €A
G/*H_'J,l

La section 1.8.1.6 permet de définir un diagramme

X1,4,K Xo0,4,K

—
—_—
Proposition 1.9.1. Le diagramme ci-dessus définit une donnée de recollement effec-
tive pour la topologie de Zariski et définit donc un schéma formel X 4,k localement
de type fini sur O tel que X4,k /7% soit de type fini. Ce schéma formel est un
modele entier de ouvert rigide Ua x de My défini dans la proposition 1.7.1.
Comme dans le cas rigide tout est équivariant sous GL,,(F) x D* pour des A et
K wvariants.
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Démonstration. C’est une conséquence de ce que les applications de bord sont
naturelles au sens o le diagramme suivant commute

]Da—nz/—»a”,K > Da—»a” K

| l

Da’—>a” K ——— ]Da77 K

(ce qui n’est rien d’autre que U'égalité “(H/n(E"))/(n(E")/n(E")) = H/n(E")”).
O

I.10 Le schéma formel en niveau infini

Proposition 1.10.1. Le diagramme GL,,(F) x D* -équivariant

E—
| | Da—»a’,oo R I IDG,OO
a

a—a’

définit un schéma formel p-adique recollé X muni d’une action de GL,,(F')x D*.
De plus
Xoo = lim lim X4 x
A K

Ce schéma formel est muni d’une donnée de descente de O 4O, qui est effective
sur les quotients X /7%, pour a € N*.

Démonstration. Elle ne pose pas de probleme. O

Remarque 1.10.2. Soit £ # pet A € {Z/{"Z,Z}. Soit RI'c(—, A) un foncteur défini
sur la catégorie des O-schémas formels p-adiques quasi-séparés sans p-torsion et a
valeurs dans DT (A). Supposons que:

e En restriction a la catégorie des O-schémas formels de type fini, ce foncteur
coincide avec le foncteur X —— RI.(X"®C,, A), ol X" désigne la fibre
générique au sens des espaces de Berkovich et la cohomologie est la cohomo-
logie étale de torsion ou bien /-adique.

e Si X = lim X;, ou X; — X;41 est fini, alors

ieN
li_n} RT.(%;,A) == RT.(X,A)
ieN

Alors
RT (%00, A) == lim RL.(Mg&C,,A)
K
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Dans le chapitre IV de ce livre nous construisons un tel foncteur (et ses ver-
sions équivariantes). La condition de compatibilité aux limites projectives sera
une conséquence du théoreme d’approximation d’Elkik. Cela nous permettra de
comparer la cohomologie des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld.

I.11 Décomposition cellulaire écrasée en niveau fini

Dans la section 1.7 on a défini pour un niveau K une décomposition cellulaire d’un
ouvert admissible de My d’image quasi-compacte dans Mg /7%. On explique ici
que, quitte a modifier les cellules, on a une décomposition cellulaire de tout Mg
paramétrée par un quotient de I'immeuble et des cellules modifiées.

Définition I.11.1 (Cellules écrasées). Soit o un simplexe orienté de Z comme
précédemment et K C GL, (F) un sous-groupe compact ouvert. Soit K/ <1 K com-
pact ouvert tel que si @ = [A, M] est un sommet de o alors K’ C Id + 7End(A).
Posons

DU,K = DU7K//StabK (0’)
ou Stabg (o) désigne l'intersection des stabilisateurs des sommets de o.

Ce quotient est bien défini car Stabg (0)/K’ est un groupe fini. On a alors
une décomposition cellulaire:

ooy /5 Pa—arsk —_2 Huez/x Pax —= Mg
Remarque 1.11.2. Pour tout K, il existe n — 1 sous-ensembles K-stables
(Ui, ik )1<i<n—1 dans T/n”
tels que
o T/7%\ U U; i est relativement compact dans Z/m?
1<i<n—1

—Si,pour 1 <i<n-—1, P désigne le sous-groupe parabolique maximal
dans GL,, stabilisateur de F* @ (0)"~*, alors

wo(Uixe/K) =~ P,(F)\GL,(F)/K x Z/nZ

On en déduit qu’il existe des ouverts admissibles (V; x)i<i<n—1 dans M/ 72 tels
que (U, Vi,x) est relativement compact (i.e., contenu dans une boule de rayon
< 1) et dont l'image réciproque en niveau K se scinde en une union disjointe
indexée par P;(F)\GL, (F)/K,i.e., est “induite parabolique”. On peut donner une
interprétation de ce phénomene en termes de sous-groupes canoniques, cf. [12].
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I.12 Une autre décomposition cellulaire

Comme l'a suggéré Alain Genestier a 'auteur, il est possible de décomposer cel-
lulairement la tour de Lubin-Tate en niveau infini de maniére a ce que cette
décomposition corresponde exactement a celle de 'espace de Drinfeld via l'iso-
morphisme entre les deux tours. Une telle décomposition est indexée non-plus par
les sommets de 'immeuble mais pas les simplexes, comme c’est le cas pour le
schéma formel de Deligne-Drinfeld. Néanmoins, la cellule de base doit étre définie
en niveau Iwahori.

Plus précisément, il y a un modele régulier semi-stable de 1’espace de Lubin-
Tate en niveau Iwahori donné par

9

Spi(Olly1, -+ > ynll/ (Y1 - - yn — 7))

de fibre générique la couronne généralisée
{(y17'~ 7yn) € B” | H?Jz = 7T}
i

et alors la cellule de base est I'ouvert admissible quasicompact

{1, yn) [o(yn) >

qui d’apres [12] correspond & un simplexe de I'immeuble du c6té Drinfeld.

Néanmoins, cette décomposition cellulaire n’est pas adaptée a la construction
de l'isomorphisme entre les deux tours car I’application des périodes sur cette
cellule n’est pas un isomorphisme sur son image, alors que c’est le cas du domaine
fondamental de Gross-Hopkins.



Annexe A

Normalisé d’un schéma formel dans
une extension de sa fibre générique

Dans cet appendice, K désigne un corps valué complet pour une valuation discrete.
Tous les espaces rigides considérés sont quasi-séparés et définis sur K. Par point
de X, on entend ici les points classiques c’est-a-dire ceux associés aux spectres
maximaux des algebres affinoides (mais tous les résultats énoncés restent valables
en considérant plus généralement les points au sens de Berkovich).

A.1 Généralités sur les espaces rigides

Nous commencgons par collecter quelques résultats difficilement disponibles dans la
littérature sur les espaces rigides en donnant quelques indications sur les démon-
strations dans certains cas. Nous n’aurons pas besoin de tous ces énoncés dans
la suite, néanmoins ils répondent a des questions qui sont venues naturellement
a D'esprit de I'auteur lors de la rédaction des énoncés concernant la normalisation
des schémas formels.

Fait A.1.1. Soit X un espace rigide. Sont équivalents

o Vz € X, 'anneau Ox , est réduit
o [l existe un recouvrement admissible affinoide (U;); de X tel que Vi, l'anneau
Ox (U;) soit réduit
o Pour tout ouwvert admissible U de X, anneau Ox (U) est réduit
Si l'une des trois conditions précédentes est vérifie, X est dit réduit. En général,
le faisceau, qui a U ouvert admissible quasicompact associe l’idéal des éléments

nilpotents dans Ox (U), est cohérent et définit un sous-espace rigide Zariski fermé
réduit X,eq dans X.

Fait A.1.2. Soit X un espace rigide réduit. Sont équivalents

o Vx € X, 'anneau Ox , est intégre
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o [l existe un recouvrement admissible affinoide (U;); de X tel que Vi, Va € U;,
Uanneau Ox (U;)m, est intégre unibranche.

e Pour tout ouvert admissible connexe U de X, Uanneau Ox (U) est intégre
et si, de plus, U est affinoide VP € Spec(Ox (U)), Uanneauw Ox(U)yp est
unibranche.

Si ces conditions sont vérifiées, X sera dit localement integre.

Démonstration. On utilise librement les propriétés de base concernant les anneaux
locaux des espaces rigides, telles que dans le chapitre 2.1 de [1]. Soient x € X, U
un ouvert admissible affinoide contenant x, A = Ox (U) et m I'idéal de A associé
a z. Il y a un isomorphisme entre anneaux locaux noethériens

—_— —_—
.Am ~ OX@

L’anneau A est réduit excellent ([19] ou [25]). On en déduit (EGA IV 7.8.3 (vii))

que Ay, est integre unibranche ssi Ay est integre. Puisque Ox , C 6);, la seconde
assertion de I’énoncé entraine la premiere. La troisieme entrainant clairement la
seconde, il suffit de voir que la premiere implique la troisieme. Il suffit alors de
montrer que Ox , integre implique Ay, intégre unibranche (dans la troisieme as-
sertion m n’est pas supposé maximal, mais on peut s’y ramener puisque A étant
excellent I'ensemble des points de Spec(.A) ou il est unibranche est constructible
(EGA IV 9.7.10) et A est un anneau de Jacobson). Si l'on savait que Ox , est
excellent cela serait facile car, Ox , étant hensélien, il est unibranche et donc son
complété serait integre. Malheureusement, cela n’est pas connu. Le lemme qui suit
appliqué a Ay, C Ox , permet néanmoins de conclure. O

Lemme A.1.3. Soit (A,m) — (B,n) un morphisme local injectif d’anneauz locauz.
Supposons (B,n) hensélien intégre. Alors (A, m) est unibranche.

Démonstration. La démonstration est identique a celle de la proposition 18.6.12
de EGA 1V. O

Exemple A.1.4. Si X = Spm(A) avec A = K{(z,y)/(y* — 2%(1 — z)), l'algebre A
est intégre mais I'ouvert [z < [p|, bien que connexe, défini par I'algebre A(L) est
tel que A() n’est pas integre puisque si [z| < [p|, alors
1/2 bk x
\/—l—x:Z< / )(_1) o € A()

k>0

et donc
v —a2?(1—2)=(y —ov1—2)(y +2v1—2x).

Cela peut également se voir en disant que la cubique nodale n’est pas unibranche
en sa singularité.

Dans I’énoncé suivant, un anneau nothérien est dit normal s’il est un produit
(nécessairement fini) d’anneaux integres intégralement fermés dans leur corps des
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fractions, ce qui est encore équivalent a dire que tous ses localisés en ses idéaux
)
premiers sont integres intégralement clos dans leurs corps des fractions.

Fait A.1.5. Soit X un espace rigide réduit. Sont équivalents

o [l existe un recouvrement affinoide admissible (U;); de X tel que Vi, Ox (U;)
est normal

o Pour tout ouwvert admissible connexe U de X, Ox(U) est intégre intégrale-
ment clos

o Vx € X, Ox,, est integre intégralement clos dans son corps des fractions.

Si ces conditions sont vérifiées 'espace X est dit normal.

Fait A.1.6. Soit X un espace rigide réduit. Le normalisé X de X est bien défini

et le morphisme X — X est fini.

Par normalisé on entend ici un objet représentant le foncteur Hom(—, X)
restreint a la catégorie des espaces rigides normaux.

Sif: X — X, le faisceau f.Oz est le normalisé de Ox dans le faisceau des
fonctions méromorphes M x. Ce faisceau des fonctions méromorphes est celui qui a
U ouvert affinoide associe le corps total des fractions de Ox (U). Plus précisément,
utilisant que VU affinoide, Ox (U) est excellent donc Japonais et que donc O¢(U)
est fini sur Ox (U), on en déduit que O (U) est une algebre de Tate. Le normalisé
de Ox dans M x est un faisceau cohérent qui définit donc un espace rigide affinoide
au-dessus de X, qui est X.

Remarque A.1.7. Ainsi, X réduit est localement integre ssi pour tout ouvert ad-
missible connexe de X son image réciproque dans X est connexe.

Remarque A.1.8. Pour un espace rigide X on peut définir les composantes irréduc-
tibles de X comme étant les images des composantes connexes du normalisé de
X,eq. Elles sont donc Zariski fermées puisque le morphisme de normalisation est
fini. Si, pour un ouvert admissible quasicompact U, on note Irr(U) ’ensemble
de ses composantes irréductilbles, Irr est un faisceau muni d’un épimorphisme
Irr — 7y associé au morphisme Z — f.Z, ou f: X — X.

A.2 Schémas formels normaux

Rappelons qu'un Og-schéma formel admissible est un Og-schéma formel de type
fini sans w-torsion (ol 7 est une uniformisante de K). On les supposera toujours
quasi-séparés.

Fait A.2.1. Soit X un Og-schéma formel admissible. Sont équivalents

o [l existe un recouvrement ouvert affine (U;); de X tel que Vi, OxU;) est
normal
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o YU ouvert affine connexe de X, Ox(U) est intégre intégralement clos dans
son corps des fractions

o Vx € X, Ox 5 est intégre intégralement clos dans son corps des fractions.

Démonstration. On utilise le fait suivant: VIf ouvert affine dans X, anneau Ox (i)
est excellent ([24] pour le cas d’égale caractéristique et [25] pour le cas d’inégale)
et donc Vf € Ox(U), Vanneau Ox (U)[%] est excellent ce qui implique que s'il est
normal alors son complété Oy (D(f)) est normal. A partir de 1a tout le reste est
facile. 0

Remarque A.2.2. Il n’existe pas en général de bonne notion de schéma formel
réduit ou bien normal. On a en effet besoin d’utiliser des propriétés stables par
complétion afin que si 'anneau A posseéde cette propriété, pour tout f dans A,
I’anneau A(%) la possede aussi.

Fait A.2.3. Soit X un Ok -schéma formel admissible réduit tel que X™& soit normal.
Soit sp : (X8, Ogeia) — (X,0x), comme morphisme d’espaces annelés. Via la
norme infini le faisceau Oxrigest un faisceau en K-ev. normés: Vf € Oxue(U),
|floo = sup,ep | f(2)]. On note O, le sous-faisceau en Ok -algébres des f € Oxri
telles que |f|oo < 1. Alors le normalisé de X est bien défini, égal a

Spf(SP*Oxorig)
qui est un Ok -schéma formel admissible normal fini au-dessus de X.

Démonstration. Tout repose sur le théoreme de Grauert Remmert qui assure que
pour A une Og-algebre admissible, A = A[%] I’algebre de Tate associée, la boule
unité de A pour la semi-norme infini est une algebre admissible finie sur A. Nous
renvoyons pour cela a la discussion au début de la section 1 de [4]. O

Fait A.2.4. Soit U un ouvert affine de X et f1,...,fn € (’)X(Z/{)[%]O telles que
OX(Z/{)[%]O = Ox(U)[f1,---, fn]. Soit r € N tel que Vi, n"f; € Oy. Alors,
le normalisé de U s’identifie a ’éclatement formel admissible de l’idéal ouvert

(7", 7" f1, o, T ).

A.3 Normalisé dans une extension de la fibre générique

Fait A.3.1. Soit X un Ox-schéma formel admissible réduit. Soit ¢ : Y — XM
un morphisme fini d’espaces rigides tel que Y soit normal. Alors, sp, Oy est un

Ox-module cohérent, le normalisé X de X dans Y existe, est fini au-dessus de X
et est égal a

Spf(sp,.0y)
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1l vérifie la propriété universelle suivante: étant donné un schéma formel normal
3 muni d’un morphisme 3 — X et d’un reléevement

Y

.

3rig - > %rig

/|

33—

il existe un unique relévement

tel qu’apres passage a la fibre générique les deux diagrammes précédents soient
compatibles.



Annexe B

Modules de Dieudonné et cristaux
des OJ-modules m-divisibles

Soit F|Q, une extension de degré fini. On notera O = Op.

B.1 Un lemme sur les F'-cristaux O-équivariants

Soit S un schéma sur lequel p est localement nilpotent et ¥ = Spec(Z,). On
considere le gros site cristallin CRIS(S/X) de [2] ou bien le gros site cristallin
nilpotent NCRIS(S/X) ([2] chapitre 1).

Lemme B.1.1. Soit & un F'-cristal (non-dégénéré) en Og/s-modules localement
libres de rang fini sur CRIS(S/X) ou NCRIS(S/X). Supposons & muni d’une action
de O. Alors, £ est un Og/x, @z, O-module localement libre sur CRIS(S/X).

Démonstration. Soit (U — T) € CRIS(S/X) (resp. NCRIS(S/X)) et « € U. Les
assertions suivantes sont équivalentes

(i) Euer) ®or Or,4 est libre en tant que Or ; ®z, Op-module
(ii) Ewer) ®or k() est libre en tant que k(z) ®z, Or-module

(iii) Ewer) ®or k(z) est libre en tant que k(z) ®z, Op-module

L’équivalence entre (ii) et (ii7) résulte de ce que k(z) ® Op est une k(z) @ Op-
algebre fidelement plate.

L’implication (i) = (ii) est claire, quant a (i) = (i) elle résulte du lemme de
Nakayama. En effet, si &) ®o, k(z) est un k(z) ® Op-module libre, soit

1, er € Euat) @orp Ore

un relevement d’une k(z) ® Op-base. Soit (¢;); une base de O comme Z,-module.
Alors, d’apres le lemme de Nakayama, (e;e;);, ; engendre &) ®o, Ot comme
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Or,-module. Mais

180, (Ewr) ®Ors) = r81a) (Ewer) Bor k(@)
= [F : @p] I8k (z)00r (g(U;’T) Qor k($))

La famille (e;e;);,; est donc une O ,-base.

Montrons donc l'assertion (é44). Il y a des morphismes compatibles dans
CRIS(S/%) (resp. NCRIS(S/X)) pour n € N

Spec(k(z)) > Spec(W, (k(z)))

| |

US“—— Spec(W,,(Or))

La propriété de cristal implique donc que &1 ®o, k() est la réduction modulo
p de
B =l &gy eo(ia))—Spec(W, ()))

C’est un W (k(x))-module libre qui est en fait un W(k(z)) ®z, Op-module muni
d’une isogénie F-linéaire (ici F' = Frobenius)

¢: Eg — Eg

qui commute & 'action de Op. Or

E = D E,

TFO—W (k(z))o

ot E; est un Of ®0,, . W(k(z))-module libre. Le module £ est donc libre sur

W(k(x)) ®z, OF ssi

B

/ — _
VT,T R rgOF@OFo,TW(m) E-,— = rgoF®oF W (k(z))

0.7
Mais

\V/T, QOET®@;>EFT®Q
O

Corollaire B.1.2. Soit H un groupe p-divisible sur un schéma S sur lequel p est
localement nilpotent. Supposons-le muni d’une action de O. Alors, l'algébre de Lie
de extension vectorielle universelle de H est un Og ®Qz, O-module localement
libre.

Démonstration. C’est une conséquence de ce que cette algebre de Lie est ’évalua-
tion d’un des cristaux définis dans [21]. O
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B.2 Structure du cristal de Messing d’un
O-module 7-divisible

Définition B.2.1. Un O-module m-divisible sur un O-schéma est un groupe p-
divisible muni d’une action de O qui induit ’action naturelle sur son algebre de
Lie.

Remarque B.2.2. Soit H un groupe p-divisible muni d’une action de O. Alors,

Vn, H[r"] est un groupe plat fini. En effet, 7 : H — H est une isogénie puisque

7¢~ L. = unitéxp. On peut ainsi donner une définition analogue & celle des groupes

p-divisibles pour les groupes p-divisibles munis d’une action de O en remplacant
p par 7w dans les définitions.

Soit S un O-schéma sur lequel p est localement nilpotent. Soit H un O-
module nw-divisible sur S. Considérons la suite exacte

0 —wpp — Lie E(H) — wiy — 0

ou E(H) désigne l'extension vectorielle universelle de H de [21]. Soit I l'idéal
d’augmentation de Og ®z, Or — Os.

Proposition B.2.3. Localement sur S, il existe une Og @ Op-base de Lie F(H)
(1, +ry) telle que

WD = OS ®Op.e1®--- @ OS ® OF-erl S I-€r1+1 D--- @I-€r1+r2
Démonstration. Il y a une suite exacte
0 — wyo /I.Lie E(H) — Lie E(H)/I.Lie E(H) — w}; — 0

ou, d’apres le corollaire B.1.2, Lie E(H)/I.Lie E(H) est un Og-module localement
libre. Localement sur S, soit (e, ..., €r, 4+, ) un relevement d’une base de

Lie E(H)/I Lie E(H) dans Lie E(H)

tel que (ery+41,---,€r4ry) S'envoie sur une base de wj; via Lie E(H) — wj; (une
telle base existe puisque Lie E(H)/I.Lie E(H) — wj; est localement scindé).
L’idéal T étant contenu dans le radical de Jacobson de Og ® O et Lie E(H) étant
libre sur Og ® Op, (€1,...,€r,4r,) est une Og ® Op-base de Lie F(H), dont on
vérifie aussitot qu’elle convient. O

B.3 O-extension vectorielle universelle d’un
O-module 7-divisible

Définition B.3.1. Soit S un schéma et F un faisceau en groupes abéliens sur Sy .
Soit f : Spec(Ogle]) — S. On appelle algeébre de Lie de F le faisceau en Og-
modules sur S¢p,pf

Lie F = ker f. f*F = F
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Définition B.3.2. Soit H un O-module w-divisible sur un schéma S. On appelle
O-extension vectorielle de H une extension

0—V —F—H-—0

de faisceaux en Op-modules sur Sy, s telle que V' soit un Og-module cohérent, V.
le faisceau fppf associé et I'action induite de O sur Lie E soit ’action naturelle.

On remarquera que de telles extensions sont “rigides” puisque VW cohérent,
Hom(H,W) = 0 (p est localement nilpotent sur S) (par fainéantise on oubliera
désormais de souligner les faisceaux cohérents et on notera V' pour V). La propo-
sition suivante a donc un sens.

Proposition B.3.3. Tout O-module m-divisible posséde une O-extension vectorielle
universelle

0 — Vo(H) — Ep(H) — H —0

De plus Vo(H) et Lie Eo(H) sont des Og-modules localement libres et il y a une
sutte exacte

0 — Vo(H) — Lie En(H) — Lie H — 0
Démonstration. Soit
0 — wyp — E(H) — H—0
I'extension vectorielle universelle de H (correspondant au cas Op = Z,). Soit [ =

ker (Os ® Op — Og). Considérons le poussé en avant de 'extension précédente
par le morphisme wgp — wyp /I.Lie E(H)

0 wpo E(H)—>H—>0
0 ——wpyp/I.Lie E(H) E H 0

ou
E =wyo/LLie E(H) [[ E(H) = E(H)/I Lie E(H)
UJHD
Alors, cette extension est une OJ-extension vectorielle universelle de H. Avant de
le montrer, commengons par montrer quelques propriétés de cette extension.
D’aprés la proposition B.2.3, wyp /I.Lie E(H) est localement libre. De plus, si
E’n désigne 'image réciproque de H[r"] dans E, E= h_n} En et il y a des suites

n
exactes

0 — wyn /I.Lie E(H) — E, — H[z"] — 0
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Donc, E, est un torseur fipf sous lespace affine wyn /I.Lie E(H) au-dessus de
H[r"] et est donc représentable par un H[r"]-schéma lisse. Il y a donc des suites
exactes pour tout n

0 — wyo /1.Lic E(H) — Lie E,, — Lie H[z"] — 0

et étant donné que Lie F = lim E,, que pour n > 0, Lie H[r"] = Lie H, pour
n

n > 0, Lie En = Lie E et il y a une suite exacte
0 — wyp /I.Lie E(H) — Lie E — Lie H — 0

et méme un diagramme commutatif

0 wyD Lie E(H) Lie H 0
0——wyn/I.Lie E(H) Lie E Lie H 0

duquel on déduit que
Lie E = Lie E(H)/1.Lic E(H)
Montrons maintenant 'universalité de I'extension. Soit
0—V —F—H-—0

une (O-extension vectorielle. Oubliant 'action de O, celle-ci est induite par un
unique morphisme Og-linéaire wyp — V'

0 wpp EH)— H—>0
0 %4 E H 0

l'unicité d’un tel morphisme (qui résulte de Hom(H,V) = 0) implique que tous
les morphismes dans le diagramme précédent sont O-linéaires. Il y a alors un
diagramme de Og ® O-modules sur Sfpps

0 wyD LieE(H) LieH 0
0 1% LieF LieH 0
duquel on déduit que wyp — V se factorise par wgp — wyp /I.Lie E(H). O

Remarque B.3.4. Il résulte de la démonstration précédente que si l’on pose hto H =
ht H/[F : Q] alors
I‘gOSVO(H) =hto H — dim H
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Remarque B.3.5. On vérifie comme dans le lemme 1.18 de [21] que Eon(H) est
formellement lisse.

Remarque B.3.6. Comme dans la proposition 1.19 du chapitre IV de [21], on vérifie
que le complété formel (au sens de la section I1.1.0 de [21]) Eo(H) de Eo(H) est
un O-module formel (i.e., un groupe de Lie formel muni d’une action de O telle
que l’action induite sur l'algebre de Lie soir l’action naturelle) extension du O-
module formel H par le groupe formel vectoriel ‘7@ (H) (localement isomorphe a
une somme finie de @a)

B.4 Cristal de Messing généralisé et théorie
de la déformation

Théoréme B.4.1. Soit ¥ = Spec(OF) muni de l'idéal a puissances divisées (p) et
& le cristal de Messing de H sur NCRIS(S/X) en tant que Ogs; ® Op-module.
Soit T = ker ((95/2 ® O — OS/E),

Alors, E/TE est un cristal en Ogjs;-modules localement libres de rang fini
tel que V(U < T) € NCRIS(S/%), VH un relévement de H x5 U sur T, comme
O-module m-divisible

(g/Ig)(U‘—»T)

s’identifie a l'algébre de lie de Eo (g), la O-extension vectorielle universelle de H.

De plus, pour wun tel relévement H la partie wvectorielle de E@(g),
Vo(H) = wgp /1. Lie Eo (H) définit une filtration localement facteur direct dans
(E/ZE) 1) se réduisant modulo l'idéal de U dans T' sur la partie vectorielle de
Eo(H).

Cette correspondance définit une équivalence de catégories entre la catégorie
des O-modules w-divisibles sur T et celle des couples (Hy, Fil), ot Hy est un
O-module w-divisible sur U et Fil une filtration localement facteur direct dans

l’évaluation du cristal précédent sur U — T se réduisant sur la partie vectorielle
de Lie Eo(Hp).

Démonstration. Seule la vérification du fait que la correspondance évoquée est une
équivalence de catégories reste a vérifier.

Elle se déduit du théoréme de Messing (th. 1.6 chap. V de [21]) en remarquant
que les filtrations localement facteur direct O-stables Fil dans &y .7) et telles
que l'action de O sur &y.r)/Fil soit 'action naturelle sont en bijection, via
I’application

avec les filtrations localement facteur direct dans (€/Z€)—r)- O
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B.5 Exponentielle m-adique

B.5.1 O-puissances divisées ([17] section 10, [11] section 7)

Soit T un O-schéma sur lequel 7 est localement nilpotent et J C Or un idéal
cohérent.

Définition B.5.1. Une structure de O-puissances divisées sur J consiste en la
donnée d’une application v : J — J vérifiant

(i) Ya € Og, Yz € J, y(ax) = a%y(z)
(ii) Vo € J, my(z) = a1
(iii) Vo,y € J, y(z+y) = 7(2) (1) + X ocicg @7 (2)7q, (), o o = () /m € O

Remarque B.5.2. Lorsque O = Z,, d’apres la proposition A.1 de 'appendice de
[3], on retrouve la définition des puissances divisées usuelles avec v = ~y,. Par
exemple, lorsque la base ne possede pas de p-torsion, = +— % permet de retrouver
les %,l par composition et multiplication par des éléments de Z,,. Plus précisément,
Ypr = a0ty € Z) etsin =) a;p’,ou0 < a; <p—1, 7 = B []; Vpi ©Vas>
ou B, € Z, .

Remarque B.5.3. L’élément 7 étant localement nilpotent ’existence d’une O-P.D.-
structure sur un idéal implique que celui-ci est un nil-idéal.

Exemple B.5.4. Si J? = 7.J = 0 une structure de O-P.D. sur J est la méme chose
qu'un morphisme additif Frob,-linéaire v : J — J.

Définition B.5.5. Si v est une O-P.D.-structure sur J, on pose comme dans [11]

VTL 2 17 571(:3) = (’y 0-+-0 '7)((E).7T1+q+'“+qn71—n
—

n—fois
et dp(x) = x.

Ainsi, si la base est sans 7-torsion d,(z) = fTL: On note JI™ I’idéal engendré
par les 7% (1) ... y°" (x1), ot y_. ¢ > n, et on dit que y est nilpotente si Jnl =0
pour n > 0. Lorsque O = Z,,, on vérifie facilement que 1'on retrouve la définition
usuelle pour les idéaux J™.

Lemme B.5.6. Soit T — T un morphisme plat et J C Op muni de O-P.D. Alors
celles-ci s’étendent de facon compatible a JOr:.

Démonstration. Procéder par exemple comme dans le lemme 1.8 p. 80 de [21]. O

Définition B.5.7. Pour ¥ = Spec(O) et S un O-schéma sur lequel 7 est localement
nilpotent, la définition des O-P.D. et le lemme précédent permettent de définir des
sites cristallins CRISp(S/%) et NCRISo(S/%).
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B.5.2 Logarithme

Lemme B.5.8. Supposons J muni de O-P.D. Il y a alors un isomorphisme de
O-modules
Wo(J) — J¥
[zil; — (vi(@o) +vi—1(21) + - +70(24)):

” WO,? @

ot

Si de plus 6,(J) = 0 pour n>> 0, il y a une application

Wo(J) 2225 7™ = Lie Wo @ J
Si de plus les O-P.D. sont nilpotentes, alors 'application précédente est un iso-
morphisme.

Démonstration. Pour la premiere assertion, il suffit de vérifier que ’enveloppe a
O-P.D. de O[X,];>0 par rapport & (X;);>o est sans m-torsion et on se ramene alors

& montrer que W\O(J ) — JN est un morphisme, lorsque 7 est inversible, ce qui est
clair. Le reste est facile. O

Remarque B.5.9. Du coté de JV, les opérateurs F,V et [a] sont donnés par

la].(yi)i = (ayi)s
Vi) = (0,90,91,. - Yir--)
Fly)i = (my1, Y2, Ty )

Proposition B.5.10. Soit G un O-module formel sur un O-schéma et J un idéal
muni de O-puissances divisées «y telles que localement §,(J) = 0 pour n > 0
(par exemple, w est localement nilpotent). Il existe alors une unique application
logarithme fonctorielle en (G, J,7)

logr: G(J) — LieG® J

compatible avec celle définie pour WO, Si les O-P.D. sont nilpotentes, cette appli-
cation est un isomorphisme.

Démonstration. Soit .
M = Hom(Wp, G)

le module de Cartier de GG, un Ep-module. Alors,
G(J) ~ Wo(J) ®g, M
ou Ep agit sur ﬁ/\o de telle maniere que

t@Fm="zeom, zVm="zem, zadm=I[dzom
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Posons .
loge : Wo(J) ®gp M — JN @, M

ott J™ est un Ep-module via les formules de la remarque B.5.9. Alors,
JV = g1,
ou
J=J®0D --- 00D ---
I;=0@JMN ="V
De plus, remarquons que
Fr=o0

On en déduit aussitot que
JN @p, M =J@r M/VM

O

Remarque B.5.11. L’annulation ©'J = 0 utilisée dans la démonstration précédente
est a la base des liens reliant puissances divisées et théorie de Cartier, cf. par
exemple le lemme 38 de [27].

Remarque B.5.12. La notation log, n’est pas correcte, on devrait plutot noter
loge ..
ol

Corollaire B.5.13. Soit G un O-module formel sur 3, un O-schéma, et S =
¥ mod w. Soit Jg/x, lidéal a puissances divisées sur NCRISo(S/X). Il y a alors
un isomorphisme

G(JTss) — Lie G @0y, Js/s

Proposition B.5.14. Soit (G,.J,y) comme précédemment. Supposons que J? =
mJ = 0. Soit a : LieG/wLie G — Lie G/mLie G Uapplication Frobg-linéaire, qui
a une dérivation invariante d associe d?. L’application v : J — J est Frobg-linéaire
et il y a un diagramme commutatif naturel en (G, J,~)

LieG @ J ——=VLieG/mLieG ® J
G(J) ~ | Id4+a®~y
&\
LieG @ J ==LieG /rLieG ® J

ot can est l'isomorphisme définissant Lie G.
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Démonstration. Si M est le module de Cartier de G et # = 0 sur la base,
Papplication « est F': M/VM — M/V M qui est bien définie, puisque F'V = V F.
Pour vérifier I'assertion, il suffit de la faire pour ﬁ/\o. En effet, apres choix d’une
V-base du module de Cartier de G, il existe une surjection ®Wep(J) - G(J) et
par naturalité du log en le groupe formel (éventuellement de dimension infinie),
on conclut.

Dans le cas de W@,

can : W@(J) = LieWo @ J = J®
S Vilw] — (@i)izo

i>0

et a ((z;)i>0) = (0,1, 22, ...). Etant donné que 7.J = 0, Vi > 2, §;(.J) = 0, donc

log [ > Vi[zi] | = (w0, 21 +(x0), .-,z + y(@iz1),..)
i>0

d’ou le résultat. O

Remarque B.5.15. Lorsque J? = 0, l'isomorphisme can correspond au cas du
logarithme lorsque I’on munit 1’idéal des O-P.D. triviales v = 0.

B.5.3 Exponentielle

Nous n’utiliserons pas la proposition qui suit plus tard car nous aurons besoin
d’exponentier des morphismes pas seulement sur la partie formelle de nos groupes
mais sur tout le groupe. Néanmoins, cette proposition est complémentaire de celle
que nous utiliserons (noter par exemple que les O-P.D. ne sont pas nilpotentes
dans la proposition qui suit, ce qui est compensé par le fait que nos groupes sont
formels).

Proposition B.5.16. Soient G et H deur O-modules formels sur T et J C Op un
idéal cohérent muni de O-P.D. . Il existe alors une application

exp : Hom(G, m) — ker (Hom(G, H) — Hom(G mod J, H mod J))

ot si LieH désigne le groupe de Lie formel associé a LieH, alors JLieH est le
sous-foncteur de LieH défini par (Jiie\H)(Z) = I'(Z,LieH ® J(Oz)nitp). Cette
application est naturelle en (G, H, J,~).

Si J? = (0) ety = 0, alors lapplication précédente coincide avec l’application
identité donnée par LieH ® J ~ ker(H — H mod .J).

ker (Hom(G, H) — Hom(G mod J, H mod J)) = Hom(G, JLie H) (B.1)
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Si J? = nJ = (0), soit a : Lie H/m LieH — Lie H/7 LieH l’application, qui a une
dérivation invariante d associe d?, et Il = a®~y l'endomorphisme Frob,-linéaire de
JLieH. Alors, naturellement en (G, H, J,7), via isomorphisme canonique (B.1)

exp f= Y (~1)'I" | of

n>0

ou la somme infinie est finie lorsqu’elle est évaluée sur une algébre nilpotente,
puisque Imf C J.LieH.

Remarque B.5.17. Si G = M\, ou M est un module localement libre de rang
fini, il y a un morphisme Home,. (M, JLieH) — Hom(M, J.LieH), d’ol une
application exponentielle de source Home,. (M, J.LieH).

Remarque B.5.18. La formule donnée pour exp f, lorsque J? = 7J = 0, coincide
bien avec celle de [21] ((2.6.6.3) page 142) lorsque O = Z,. En effet, si (7,)n>1
sont des puissances divisées, alors y,n = (—1)"y, mod p.

Démonstration. Si @ est un Op-module notons C'(Q) le Ep-module & gauche défini
par
CR=Q"=_ Via|zcQ}

i>0

sur lequel

V> Vi > vitha,
i>0

FZ Vig, = WZ Vicly,

i>0 i>1

[a] Z Vig; Z Vi (aqixi)

i>0 i>0

Lorsque @ est localement libre de rang fini C(Q) est le module de Cartier de @
De l'isomorphisme Wo(J) ~ JV du lemme B.5.8, on déduit une décomposition
Wo(J) = J@® YWo(J) et donc J — Ep. Soit M le module de Cartier de H.
L’application de réduction modulo VM induit un isomorphisme

b IM = J(M/VM) =J & M/VM
11 suffit en effet de vérifier que JM NV M = (0), mais si (e4)q est une V-base de

M et (Aa)o une famille d’éléments de J, alors ) Ageav € VM & Va, Wo o(Aa) =
0 < Va, Ao = 0.



B.5. Exponentielle m-adique 65

De plus, l'inverse de cet isomorphisme induit un morphisme de Ep-modules

(1]

CJ@M/VM) — M

Z Vig, —— Z Vi~ ()

En effet, cela résulte aussitot de ce que 'J = (0). L’application exponentielle
s’écrit alors comme la composée

Hom(G, JLieH) — Homg,, (Mg, C(J.M/VM)) = Homg,, (Mg, M)
| —

=Hom(G,H)

ou Mq est le module de Cartier de G et ou il faut vérifier que si
f:G— JLieH — @,

alors le morphisme Mg — C(Lie(H)) se factorise par C(J.LieH), mais cela
résulte de la description des modules de Cartier en termes de courbes p-typiques.

Quant aux deux derniéres assertions concernant les cas J2 = 0 et v = 0,
resp. J? = nJ = 0, soient € J et m € M/V M. Voyons x comme élément de

J C W(J) grace a v. Alors x = >, V'ai], ot ag = x, a; = 0 si i > 0, lorsque
v=0,et a; = (—1)"4*(z) si #J = 0. Des lors

xm = Z(—l)iVi[a,i]Fi.m € JM
i>0

Or, lorsque 7 = 0, F* : M/VM — M/V M s’identifie & . On en déduit facile-
ment le résultat. U

Remarque B.5.19. Le lien entre le logarithme de la section précédente et I’exponen-
tielle de la proposition précédente est que l'exponentiation des morphismes est

~

obtenue par exponentiation des courbes p-typiques via logy : H(Y J[[Y]]) —
LieH @ YJ[[Y]] = C(LieH ® J).

Voici la proposition que nous utiliserons.

Proposition B.5.20. Soit T un O-schéma, J C O un idéal cohérent muni de O-
P.D. nilpotentes. Soit G un schéma en O-modules plat sur T'. Soit H un faisceau
en O-modules sur Trppe tel que H soit un O-module formel. Il y a alors une
application d’exponentiation

exp : Hom(G, J.Lie H) — ker (Hom(G, H) — Hom(G mod J, H mod J))
telle que si J? = 0 et v = 0, via Uidentification canonique de

ker (Hom(G, H) — Hom(G mod J, H mod J)) avec Hom(G, J.Lie H), exp = Id.
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SiJ*=nJ =0 et sill=a® est l'endomorphisme nilpotent Frob,-linéaire de
J.Lie H = LieH/wLieH ® J alors

expf={Y (-1)'" | of

n>0

Démonstration. Le schéma G étant plat sur T, il suffit de définir (exp f)y :
G(U) — H(U) pour tout schéma U affine et plat sur T" (i.e., définir exp f comme
morphisme de faisceaux sur le petit site plat de T"). Soit donc U — T plat. Alors,
d’apres le lemme B.5.6, les O-P.D. v s’étendent & JOy, d’ou un isomorphisme
(proposition B.5.10)

logg : H(JOy) == Lie H ®0, JOy = JLieH ®0, Oy

Posons
(exp fu : GU) — T(U, JLie H) 5 BT, JOy)) ¢ HU)

On vérifie aussitot que cette définition est fonctorielle en U. Les assertions concer-
nant les cas J? = 0 ou J2 = wJ = 0 se déduisent de la proposition B.5.14. O

B.6 Extension du cristal de Messing généralisé
aux O-puissances divisées

Il y a un morphisme de sites
IIp : NCRISp(S/%X) — NCRIS(S/X)

puisque les puissances divisées classiques induisent des O-puissances divisées.

Théoréeme B.6.1. Soit H un O-module w-divisible sur S. Soit £ le cristal algebre
de Lie de la O-extension vectorielle universelle sur NCRIS(S/X) défini dans la
proposition B.3.3. Ce cristal s’étend naturellement & NCRISo(S/Y), au sens ot
il existe un cristal en Og/s-modules localement libres F sur NCRISo(S/X) tel
que & = I F (et donc nécessairement F = II5E). De plus, si (U — T) €
NCRISo(S/S) et H est un relévement de H xs U a T, alors Fwr) s’identifie

a Lie Eo(H). De plus G — F est fonctoriel en G.

Remarque B.6.2. En fait, on étend directement le cristal O-extension vectorielle
universelle & NCRISo(S/%).

Démonstration. La démonstration utilise ’application exponentielle construite
dans la proposition B.5.20 et suit celle de [21]. Faisons tout de méme remar-
quer au lecteur qu’elle n’est pas indépendante de [21] puisque la proposition-clef
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B.2.3, qui permet d’affirmer que Eo(H) existe et est extension de H par Vo (H)
localement libre, utilise [21] (c’est surtout le fait que Vo (H) soit localement libre
qui est crucial).

Comme dans [21], tout repose sur le théoréme suivant analogue du théoréme
2.2 page 129 de [21]

Théoréme B.6.3. Soit (S — T) € NCRISo(S/X) et Hy, Hy deux O-modules -
divisibles sur T' de réduction Hy,s, Hys. Soit f : Hy;g — Hay,g. Il existe alors
un unique morphisme

9: Eo(H1) — Eo(H2)

tel que Yu : Vo(Hy) — Vo(Ha) relevant Vo(f) : Vo(Hy/s) — Vo(Hzs) dans
le diagramme

Vo (H,)—> Eo(Hy)
Vo (Hy)—> Eo(H>)
goi—iou € exp(Hom(Vp(Hi), J.Lie En(Hz)))

ou J est l'idéal de S dans T et exp est Uapplication définie dans la proposition
B.5.20.

La démonstration de ce théoreme repose sur I’analogue du lemme 2.6.3 page
135 de [21]:

Lemme B.6.4. Soit H un O-module w-divisible sur T et N > 0 tel que 7¥ Op =0
et wyprNyp soit localement libre. Soit I = ker(Or ®z, O — Or) et

a: Hm™] — wypenp /1.Lie E(H) = Vo (H)

Uapplication universelle telle que
@ (O—»H[wN]—>Hi>H—>O) — (0 Vo(H) — Eo(H) — H — 0)

Soit F un faisceau en O-modules sur Typpr tel que F soit un O-module formel.
Soit un diagramme O-équivariant

™

X

M

H|
Vo
qui commute aprés réduction sur S et tel que si

v*<0—>H[7TN]—>Hi>H—>O):(.7-'—>g—>H—>O)
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alors l'action de O sur LieG est l’action naturelle donnée par O — Og. Il existe
alors un unique morphisme O-équivariant w' : Vo(H) — F tel qu’en remplacant
w par w', le diagramme précédent commute, w' = w sur S et w' — w soit une
exponentielle.

Démonstration. La démonstration est identique & celle de [21]: on dévisse au cas
J? = 7J = 0, puis on utilise la formule explicite donnée dans la proposition B.5.20
pour exp dans ce cas la. Ce qu’il faut vérifier, c’est que les dévissages n’affectent
pas 'hypothese de I'action de O sur 'objet noté Lie G dans ’énoncé. Mais cela
ne pose pas de probleme puisque la seule modification faite au morphisme v est

N
v v—woa, or woa est tel que si € est I'extension 0 — H[rN] — H =— H — 0,
alors (w o @).€ = wy(ax§), mais O agit naturellement via @ — Og sur Lie (a.£)
et on en déduit le résultat d’apres le lemme B.6.5 qui suit.

La fin de 'argument page 143 de [21] se modifie en utilisant que sur S,
o : HxN])g — Vo(H/s) est universel pour les O-morphismes  de H[x"], g
vers un Og-module cohérent M tel que si € est 'extension précédente, alors O
agit naturellement sur Lie 5,£. Il faut également utiliser de nouveau le lemme B.6.5

appliqué a (3 (—1)"1") L.

Lemme B.6.5. Les classes des extensions 0 — E1 — Ey — E3 — 0 de O-modules
sur Sgppyr telles que O agisse naturellement sur Lie By via O — Og forment un
sous O-module de Exto(E1, E2). Ces classes sont stables par image directe via un
morphisme O-linéaire u : By — E'y tel que O agisse naturellement sur Lie FY et
induisant u, : Exto(Ey, Fy) — Exto(EY, E2).

Démonstration. Elle est facile et laissée au lecteur. O

Expliquons maintenant quels sont les arguments a adapter dans la démon-
stration du théoréme. La principale chose a vérifier est que 'on peut appliquer
le lemme B.6.4 dans la démonstration de I'équivalent du lemme 2.7.4 de [21].
Plus précisément, avec les notations de ce lemme dans [21], il faut vérifier que si
v': G — FEp(H) est 'unique relévement de v( alors, si

f:<0—>G[7TN]—>Gi>G—>O>

O agit naturellement sur Lie (’UI/G[WN])*f. Mais (v"G[WN])*é est une extension scin-
dée. Son algebre de Lie est donc une extension scindée de Lie Ex(H) par LieG,
d’ou 'assertion.

Le reste de la démonstration en bas de la page 145 jusqu’a la page 146

s’adapte immédiatement en remplagant les Hom et Ext par des Homp et Exto.
O
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B.7 Théorie de la déformation des
O-modules m-divisibles

Théoréme B.7.1. Soit (S — T) € NCRIS»(S/X). Soit C la catégorie des O-
modules w-divisibles sur T'. Soit D la catégorie des O-modules mw-divisibles sur S
munis d’une filtration localement facteur direct de leur cristal généralisé évalué
sur S — T (cf. théoréme précédent) déformant la partie vectorielle de leur O-
extension vectorielle universelle. Soit F' : C — D le foncteur qui a H surT associe
(H X1 S, Vo(H) — f(ng)). Alors, F' induit une équivalence de catégories.

Démonstration. La démonstration est absolument identique a celle du théoreme
1.6 page 151 du chapitre V de [21]. O

B.8 Théorie de Dieudonné “classique” des
O-modules 7-divisibles

Soit k£ un corps parfait extension du corps résiduel de O et H un O-module 7-
divisible sur k. Soit o le Frobenius de W (k). Soit D(H) le module de Dieudonné
de H, un W (k)-module libre de rang ht H muni de ¢ : D(H) — D(H), une
application o-linéaire induisant un isomorphisme apres inversion de p.

L’action de O sur D(H ) munit celui-ci d'une structure de W (k)®z, O-module.
Donc,

D) = @ D),

T:FO—W(K)g
ot D(H ), est un O ®0,, » W(k)-module libre. De plus,
¢ :D(H); — D(H)or

Rappelons que k est une extension du corps résiduel de O. Cela définit canonique-
ment un 7 : F° — W (k)q, qui définit lui-méme un isomorphisme

OF ®0,0. W(k) = Wolk)

Soit oo le Frobenius de Wo (k).

Définition B.8.1. On note Dp(H) = D(H).,, un Weo(k)-module libre de rang

hto H = [;it—& Tl est muni d’un opérateur oo-linéaire ¢ = —F P Q]

Proposition B.8.2. Le foncteur H — (Do (H), po) induit une équivalence entre
la catégorie des O-modules w-divisibles sur k et celle des couples (M, ) ou M est
un Wo (k)-module libre de rang fini et ¢ : M — M est une application co-linéaire
telle que 7M C o(M).
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Démonstration. 11 suffit de voir que (D, ) — (D, [F+QP]<,0[FO:QP]) induit une

équivalence entre les couples, sur W(k), (D, ) tels que pD C @(D) C D et
si V = pp~! alors O agit naturellement sur D/V D et les (M, ) comme dans
I'énoncé. Mais, si D = @_ D,

V:D; — Dy-1, et D/VD=EHD,/VD,.

et donc,
V7 #7190, V:Dyr — D,

est un isomorphisme tandis que
D/VD = D;,/VDgyy,

On en déduit que VD,py = VIF @D, et en posant Vo = VIF" @] on en déduit
facilement que (D, V) +— (D;,, Vo) est une équivalence avec les couples tels que
mD C VoD. On a alors ppoVp = . ]

Proposition B.8.3. Supposons p # 2. Soit £ le cristal de H algébre de Lie de la O-
extension vectorielle universelle sur NCRISo (Spec(k)/Spec(O)). Le morphisme de
Frobenius F : H — H'9 commute a laction de O et définit donc F Fri& — €.
Alors, Do (H) s’identifie a

T (Spec(k) — Spec(0), E)
et ¢ au morphisme induit par F.

Démonstration. Soit £’ le cristal de H, algébre de Lie de ’extension vectorielle
universelle sur NCRIS(Spec(k)/Spec(W (k))). Alors,

D(H) ~ T (Spec(k) — Spec(W (k)),E&’)
et par la propriété de cristal
D(H) @w k) O ~ T (Spec(O/pO) — Spec(0),E’)
et donc

D(H)TO = (]D(H) ®W(k) O)O®ZPO O

T (Spec(O/pO) — Spec(0),p.E)
T (Spec(O/pO) — Spec(0), )
I (Spec(k) — Spec(0),€) O

R
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Chapitre 11

L’isomorphisme entre les tours
de Lubin-Tate et de Drinfeld
au niveau des points

Introduction

Le but de ce chapitre est de démontrer I'existence de ’isomorphisme entre les
tours de Lubin-Tate et de Drinfeld au niveau des points c’est-a-dire de décrire la
bijection correspondante. Nous nous inspirons bien stir de [4] (cependant 'auteur
ne garantit pas que la bijection décrite coincide avec celle de [4] qu’il n’a pu
complétement comprendre).

Cet isomorphisme n’est pas algébrique: un @p—point peut s’envoyer sur un C,-
point ne provenant pas d’un @p—point. C’est pourquoi nous devons travailler avec
des points & valeurs dans de “gros corps” du type C,. Par points nous entendons
donc ceux intervenant par exemple dans la théorie des espaces analytiques de
Berkovich: ce sont ceux a valeurs dans un corps valué complet pour une valuation
de rang 1 extension de Q.

La simplification par rapport a la construction de 'isomorphisme dans le cas
général provient de ce que 'on n’a pas a introduire d’éclatements admissibles ou
de modeles entiers particuliers des espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld: si K|Q,
est valué complet pour une valuation de rang 1, les points a valeurs dans K de la
tour de Lubin-Tate et de Drinfeld sont définis indépendamment du modele entier.
En particulier, cet article est indépendant de la construction du schéma formel du
premier chapitre de ce livre.

L’utilisation de corps valués pour des valuations non-discretes a corps résiduel
non forcément parfait introduit des problemes de théorie de Hodge p-adique non
disponibles dans la littérature. Les résultats associés peuvent se déduire de I'ap-
proche utilisée dans [3]. Nous ne les démontrons pas dans cet article mais nous
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y consacrons un appendice dans lequel nous y exposons les résultats auxquels on
peut parvenir en utilisant les méthodes de [3].

L’un des autres problemes auquel on est confronté est le fait que ’on travaille
avec des O-modules formels, le cas usuel correspondant a O = Z,. Pour y remédier
on applique la théorie des O-extensions vectorielles universelles développée dans
I’appendice B du premier chapitre. Tres peu est nécessaire: seules les sections 1 a 4
de cet appendice sont utilisées, nous n’utiliserons pas le fait que le cristal algebre de
Lie de la O-extension vectorielle universelle s’étend aux O-puissances m-divisées,
qui est la partie délicate de ’appendice B du premier chapitre. L’utilisation de cette
théorie relative & O rend la rédaction des problemes reliés purement formelle. Seul
le cas de 'utilisation des théoremes de comparaison cristallins n’est pas rédigé
dans ce cadre relatif: 'auteur n’a pas eu le courage de développer la théorie des
anneaux de Fontaine obtenus en remplagant les vecteurs de Witt par les vecteurs
de Witt ramifiés. ..

Dans cet article nous donnons deux descriptions différentes de l’isomor-
phisme. La premiere dans le chapitre 9 est la plus simple. La seconde dans le
chapitre 12 est plus alambiquée mais s’adapte mieux au cas relatif (on renvoie a
lintroduction du chapitre I1.12 pour plus de détails).

Avant de décrire succinctement la bijection, rappelons quelques faits sur les
espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld associés & F|Q,. Placons-nous au niveau
des points de ces espaces. Soit D l'algebre a division d’invariant % sur F. La
tour de Lubin-Tate (L7 k)xcarL, (0r) €st une tour indexée par les sous-groupes
ouverts K de GL,(Op), munie d'une action “horizontale” de D* (sur chaque
élément de la tour) et verticale (par correspondances de Hecke) de GL,,(F). Soit
LT o = @1 LT i (cela a bien un sens au niveau des points), qui est muni d’une

K
action de GL,,(F') x D*. Elle forme un pro-revétement de groupe GL,(Op)

LT

(|
QEI]\LﬂK GL, (OF)

DX
ETGLn(OF) —_— HZ I@”_l

ot LT g1, (0, est l'espace de Lubin-Tate sans niveau (une union disjointe de
boules p-adiques ouvertes de dimension n — 1, car on travaille en fait avec des es-
paces de Rapoport-Zink et non les espaces de Lubin-Tate classiques), qui classifie
des déformations de groupes formels de dimension 1 et L7 g est obtenu en trivia-
lisant partiellement le module de Tate de la déformation universelle au-dessus de
LT g1, (0x) (on force la monodromie sur le module de Tate & vivre dans K).



Chapitre II. L’isomorphisme au niveau des points 75

On a donc L7 »/GL,(OF) =[], B"=1. 11 y a de plus une application des
périodes de Hodge-De-Rham L7 ¢ — P"~!, donnée par la filtration de Hodge

du module filtré définissant la déformation et dont les fibres sont les orbites de
Hecke. Et donc LT o, /GL,(F) = P*~ 1,

LT o

l > GL,(OF)

GLu(F) | [, B!
lPériodes

]Pm—l
Cr

DX

Il y a une description du méme type pour la tour de Drinfeld. L’espace de Drinfeld
en niveau infini Dr est muni d'une action de GL,,(F) x D*, 'action de GL,,(F')
est “horizontale” sur chaque élément de la tour. Il y a un diagramme pour K C Of
un sous-groupe ouvert

Dr

X

Drg o5
GLn(F)Q

DX

Drar,on =119

Périodes

Q
GL.(F) o

L’application des périodes de Hodge-De-Rham n’est rien d’autre que la projection
de [], 2 sur Q, c’est-a-dire le quotient par D* /O = II%.

Les deux applications inverses I'une de I'autre entre L7 o, et Dr, sont con-
struites en deux étapes.

LT o Dro

Périodes de Périodes de
Hodge-De-Rham Hodge-De-Rham

LT oo /GLy (F) = P! Droo/D* =Q
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On commence par construire une application de périodes de Hodge-Tate d'un des
espaces en niveau infini vers ’espace des périodes de Hodge-De-Rham de l'autre
espace (les fleches diagonales dans la figure précédente). Les périodes de Hodge-
Tate sont données par la rigidification du module de Tate (le fait qu’on ait fixé une
base de ce module au sommet de la tour) et la suite de Hodge-Tate, contrairement
aux périodes de Hodge-De-Rham données elles par la rigidification de la cohomo-
logie cristalline ('isocristal du groupe p-divisible) et la filtration de Hodge. Puis
on releve la fleche en niveau infini en utilisant la théorie de Messing qui permet
de construire des éléments dans le module de Tate en les construisant modulo p.

Nous n’expliquerons pas davantage ce dernier point dans 'introduction, mais
afin d’en donner un avant-gott citons le point-clef suivant: soit K |Q,, une extension
valuée complete et H un groupe p-divisible sur O . Notons 77 = Spec(K). Alors le
module de Tate de H admet deux définitions: 'une en fibre générique, la définition
usuelle

T,(H) = lim Hp")(K) = Hom(Q,/Z,. Hy)
n

I’autre modulo p
T,(H) = { f € Hom(Qy/Zy, H © O /pOxc) | f(1) € Fil Lie(E(H)) ® O }

ou Lie E(H) désigne l'algebre de Lie de l'extension vectorielle universelle de H
munie de sa filtration de Hodge et f. : O~ — Lie E(H)® O est le morphisme
induit sur les cristaux de Messing évalués sur 1’épaississement a puissances divisées
O% — O /pOf. La démonstration est un jeu basé sur ces deux aspects: fibre

générique et modulo p. Les deux groupes p-divisibles sur Fp que l'on déforme
pour définir les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld sont reliés modulo p, 'un
est isogéne a un produit d’'un nombre fini de copies de 'autre, et I’on peut ainsi
“transférer” des éléments du module de Tate sur une des tours vers l'autre.

Une autre interprétation de cet isomorphisme est donnée dans la section I1.10.
On peut associer a un point de I'une des deux tours en niveau infini une matrice
de périodes dans M, (B . ). En effet, pour la tour de Lubin-Tate le théoréme

cris
de comparaison entre cohomologie cristalline et cohomologie étale p-adique pour
les groupes p-divisibles fournit une matrice de périodes X..;s & coefficients dans
BT .., une fois que I'on a fixé une base du module de Tate (la rigidification en

cris?

niveau infini) et une base du module de Dieudonné (la rigidification définissant la
déformation)

(B,

cris

" sV, Bh. DT @ BY. < (B} )"

cris cris

Pour la tour de Drinfeld il y a un isomorphisme de D ®q, B . -modules en niveau

cris
infini

D G?(}p BT

cris

= V,®Bl,, = DP"® B}, <« D®qg, B},

cris cris cris

utilisant la D-équivariance de I'isomorphisme des périodes cristalline, on en déduit
une matrice Y5 € M, (B} .) comme précédemment.

cris
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L’isomorphisme entre les deux tours consiste alors a prendre la transposée
de ces matrices de périodes
t
Ycris = Xcris

Si X¢ris désigne la matrice de périodes sur L7 o, sa réduction modulo 'idéal
d’augmentation B;is — O=, X est telle que les colonnes de X engendrent les

périodes de Hodge-De-Rham et ses lignes les périodes de Hodge-Tate!

Périodes Transposée des périodes
cristallines + cristallines
LT » M, (B, Drs
Périodes Périodes
de Hodge-Tate de Hodge-Tate

Périodes Périodes

~
de Hodge-De-Rham . . {\/171 (K) K . de Hodge-De-Rham

Im'X

Pn—1<

(les deux fleches M,, (K) — P"~ et M, (K) — € ne sont définies que sur le sous-
ensemble des matrices de rang n — 1). Dans le diagramme précédent 'image des
deux fleches “Périodes cristallines” sont les matrices X ;s € Mn(B:;is) vérifiant
une équation fonctionnelle “a la Fontaine” du type

ti

cris

U= chris

ou V¥ e GLn(W(Fp)[%]) est la matrice d’un Frobenius sur un certain isocristal,
X¥

cris

est obtenue en appliquant le Frobenius cristallin aux termes de la matrice

~

et la réduite via B .. — K, X € M, (K), vérifie

cris
rang(X)=n—1
Prérequis: Le chapitre 3 fournit les rappels nécessaires concernant les espaces

de Lubin-Tate et de Drinfeld. Le seul prérequis mnon rappelé est la théorie de la
déformation de Grothendieck-Messing ([9]).

Avertissements: Dans tout l'article on supposera p # 2. Il est conseillé au lecteur
de supposer en premiere lecture que O = Zy.

I1.1 Suite de Hodge-Tate des groupes p-divisibles
dans le cas infiniment ramifié

Soit K|Q, un corps valué complet pour une valuation & valeurs dans R étendant
celle de Q.
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Le théoreme suivant se déduit des résultats de appendice C. Le lecteur peu
familier avec la théorie de Hodge p-adique peut en sauter la démonstration.

Théoreme IL.1.1. Soit G un groupe p-divisible sur Ok. Il y a une décomposition
de Hodge-Tate: une suite de Gal(K|K)-modules continus

0 —wse® O%(l) — T,(G) ®z, (’)% — wgp ® (9% —0

dont la cohomologie comme suite de O%-modules est annulée par pp_il,

Démonstration. On utilise le théoreme C.2.2 de 'appendice C. Soit F le cristal de
Messing de G évalué sur I’épaississement Agps — (’)%. I1 est muni d’une filtration

Fil E telle que
E/FlE=w;® 0= et Fil E/Fil'Ay.E =wep © O
Il y a de plus des inclusions strictement compatibles aux filtrations
tE C T,(G) ®z, Acris C E

ottdeg(t) =1, Fil'' E = E, Fil E =Fil E et Vi > 1, Fil' E = Fil' A.,.;,.Fil E +
Fil'™ A E.

La suite de Hodge-Tate est alors déduite des inclusions précédentes en utili-
sant la compatibilité aux filtrations, il s’agit de

t.E/Fil® E — Tp(G) @ Acpis/Fil' Appis — Fil° E/Fil' Aoy E
Rappelons maintenant qu’il existe £ € F il Agpis tel que GrltA s = (9%.5 et
t mod Fil* Agis = a.£ € GrlAgs, ol vp(a) = o1
p—

Soit donc a € Acpis tel que v, (0(a)) = ﬁ et t = af mod Fil%? Apis.
Montrons que le conoyau de I'application de droite dans la suite de Hodge-
1
Tate est annulé par p7—1. Soit z € Fil° E. D’aprés les inclusions précécentes

on a tr € Fil' EN (T(G) ® Aepis). Or, puisque les inclusions sont strictement
compatibles aux filtrations, Fil' EN (Tp(G) ® Acris) = Tp(G) ® Fil! A,.;s. Donc

at.z € t.TH(G) @ Acris + Tp(G) @ Fil® Ay
Cela implique qu'il existe y € T,,(G) ® Acris tel que
t(a.x —y) € Tp(G) @ Fil® Aupis

Mais ¢ : Gr¥Appis — GrlAg.. est injective. Donc a.z —y € T,(G) ® Fil' Ag.is.
Par réduction, on en déduit que 8(«).z = y mod Fil' A.,s.F, ce qui est le résultat
cherché.
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L’annulation des autres groupes de cohomologie de la suite de Hodge-Tate
1
par pr—1 se fait de facon absolument identique. O

Bien sur la suite est définie sans recours a la théorie de Hodge p-adique,
celle-ci ne sert que pour démontrer que la cohomologie de la suite est annulée par
tout élément de valuation supérieure ou égale a p—il. Rappelons en effet que

ag Tp(G) — wgp & O%

est défini de la fagon suivante: pour z € T)(G) = Hom(Q,/Zy, G o..) celui-ci
donne par dualité de Cartier un morphisme

P G?O? — fipoo
sur Spec(O), donc sur Spf((’)%). 1l induit un morphisme

. ar
(zP)* X T wor ® Oz

et alors

D)* g
T

L’application w & (’)%(1) — T,(G) @z, O est définie par dualisation de ago,

c’est ‘agn (1) apres identification de T),(GP) avec T,(G)*(1).

ag(z) = (x

Remarque I1.1.2. Soit Ok, C Ok un anneau de Cohen. Lorsque K|Kj est de
degré fini, il existe des “quasi-sections” O--linéaires de chaque coté de la suite
exacte telles que les composées donnent la multiplication par un élément de va-
luation p—il + vp(Pr/K,), ot D désigne la différente, cf. [6]. Cela peut s’obtenir
avec les méthodes précédentes en calculant annulateur de ¢ dans un gradué
de Acris ®oy, Ok. Dans notre cas infiniment ramifi¢, cette suite exacte n’est
en général pas scindée apres inversion de p, il n’y a pas de décomposition de
Hodge-Tate; I'obstruction provient de la Connexion de Gauss Manin et du fait que
)% /Ko # 0, alors que ce module est nul dans Particle [6]. Un tel théoréme ne peut
s’obtenir par les méthodes de [6], qui sont purement “de Rham”: il faut utiliser
les propriétés cristallines de certains objets associés aux groupe p-divisibles.

Remarque II.1.3. Si pour une extension K " de K contenue dans K ’action de
Gal(K|K) sur T,(G) se factorise via Gal(K'|K), il y a alors une décomposition de
Hodge-Tate sur K’, c’est-a-dire une suite

0 — wg ®0z(1) — Tp(G) ®z, Oy — wgp @ O, — 0

dont la cohomologie est annulée par tout élément de valuation > ﬁ. Cela résulte
de ce que la suite peut étre définie sans recours a la théorie de Fontaine comme
ci-dessus et que (9% est fidelement plat sur O,.
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Soit Lie E(G) I'algebre de Lie de I'extension vectorielle universelle de G. Elle
possede une filtration donnée par la partie vectorielle

0 — wgp — Lie B(G) — wi& — 0
Alors, 'application de Hodge-Tate g se décrit également de la fagon suivante:

Hom(Q,/Z,, G) — Hompyyire (Lie E(Qy/Zy), Lie E(G)) == Homop, (Ok,wgp)

|

wagpb

ou l'application verticale est f — f(1), puisque Lie E(Q,/Z,) = FilLie E(Q,/Z,)
= Ok.

I1.1.1 Décomposition de Hodge-Tate d’'un O-module 7-divisible

On reprend les notations de 'appendice B du premier chapitre. On y note F' une
extension de degré fini de Q, et O = Op son anneau des entiers.

Soit K comme dans les sections précédentes et supposons que K|F. Soit G
un O-module w-divisible sur Ok, c’est-a-dire un groupe p-divisible muni d’une
action de O induisant I’action naturelle sur son algebre de Lie. Soit la suite exacte
de Hodge-Tate définie dans la section précédente

0— ws ®K(1) — Vp(G) ®g, K — wep @ K — 0
Il s’agit d'une suite de O ®z, Ox-modules.
On pose
Wgp = wgp/1.Lie E(G), ou I = ker(O ®z, Ok — Ok)

qui est la partie vectorielle de la O-extension vectorielle universelle de G. Rappe-
lons en effet que si
0— V(G — EG —G—0

est I’extension vectorielle universelle de G, alors la O-extension vectorielle univer-
selle est le poussé en avant par Papplication V(G) — V(G)/I.Lie E(G) de cette
extension.

Considérons le diagramme

0——>wr @ K(1) —=V,(G)®g, K —>wgp @ K —0

| |

Vy(@Q)@r K== Ggn © K
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Proposition I1.1.4. La suite
0 —wiK(1) — V(@) @r K — &gp @ K — 0
extraite du diagramme précédent est exacte.

Démonstration. La surjectivité de ’application de droite est claire. De plus la
composée des deux applications est nulle. D’apres la remarque B.9 de appendice
B du premier chapitre

dimw ® K(1) +dim@gr ® K = dim V,(G) @ K

Il suffit donc de montrer que 'application de gauche est injective c’est-a-dire

~

ws @ K N1V,(G) ®g, K =0

Mais I[%] est un produit de corps, il existe donc e € I[%] tel que e.I[%] = I[%].
Mais I[%].wa ® K =0, d’ou le résultat. O
Remarque I1.1.5. Comme dans la section précédente ’application

Home (F/Op,G) — @Wgp se définit de la fagon suivante en termes de la O-
extension vectorielle universelle Eo(G): si ¢ : F/Op — Goy, alors il induit
un morphisme z, : Ox — Lie(Eo(G)), puisque Og/x, le faisceau structural du
site cristallin, s’identifie au cristal algebre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle de F/Op.

Remarque I1.1.6. La démonstration précédente permet de borner la valuation de
I’annulateur de la cohomologie de version entiére de la suite précédente

0 —ws® O%(l) — Tp(G) @z, (’)% — Wgp ® (9% —0

en fonction seulement du degré de ramification de F|Q,,.

I1.2 Propriétés particulieres de ’application
de Hodge-Tate pour les groupes p-divisibles
formels de dimension 1

On reprend les notations de la section précédente.

I1.2.1 Les périodes de Hodge-Tate vivent dans I’espace de Drinfeld

Nous utiliserons la proposition suivante afin de définir I’isomorphisme au niveau
des points.



82 Chapitre II. L’isomorphisme au niveau des points

Proposition I1.2.1. Soit G un groupe p-divisible sur Ok . Considérons la suite de
Hodge-Tate de GP

0 — wio @ O=(1) — T,(G)(1) ®z, Oz — we ® O — 0

et plus particuliérement Uapplication ago : Tp(G)* (1) — we ® 0. 5i G est
un groupe p-divisible formel c’est-a-dire si sa fibre spéciale Gy ne posséde pas de
partie étale alors Uapplication agp est injective.

Démonstration. Si z : Qp/Z, — G?OF et ol : Glor — pp~ alors, z = 0 <
2P = 0. De plus, G étant formel 2” = 0 ssi 'application tangente associée est
nulle, d’ou le résultat. ]

Corollaire I1.2.2. Soit G un O-module w-divisible formel de dimension 1 sur Of.
Notons Q C P(V,(G)*(1)) lespace de Drinfeld au sens de Berkovich obtenu en
enlevant les hyperplans F-rationnels. Alors, avec les notations précédentes

(Vp(@)" (1) @p K - we © K) € (K)

I1.2.2 Raffinement, d’apres Faltings
Remarque I1.2.3. Soit G un groupe p-divisible sur Spf(Ok) et
0 — wgp — E(G) — G —10

son extension vectorielle universelle sur Spf((Og). Alors, si

E(G)(0g) = lim E(G)(Of/p"OF)
G(Oz) = lim G(Og/p"Og)

il y a une suite exacte
0 — wgp ® O% — E(G)(O%) — G(O%) —0
Cela résulte aisément de la lissité des morphismes E(G) — G réduits mod Or >

pour tout A € Qs et de la surjectivité sur k.

Lemme I1.2.4. Soit G un groupe p-divisible sur Ok . Notons
ag : Tp(G) — wgp © O

Uapplication de Hodge-Tate. Soit & = (xp)n>1 € Tp(G), ot z, € Gp"|(Ox).
Soit k un entier positif. Alors, ag(z) € pFwep ® (’)% ssi xp se releve en un

point de pF-torsion dans Uextension vectorielle universelle de G, i.e., un point de

E(@)p"](0).
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Démonstration. Considérons le diagramme

lxag(m) lE(r) lz

0——=wgp ® O% — E(G)(O%) _ G(O%) —0

L’élément z;, € G[p*](OF) se releve en un élément 7, = E(x)([(0,p~")]) €
E(G)(05) et de plus

Pra; = ag(@)
Les relevements de zy & E(Q) ((’)?) formant un wgp ® O=-torseur, le résultat s’en

déduit. O

Remarque II.2.5. On a utilisé le fait que l'extension vectorielle universelle de

Qp/Zy, est
0— Gy — (Ga®Qyp)/Zp — Qp/Zy — 0

Le diagramme précédent redonne la définition de Coleman de 'application de

Hodge-Tate: ag((xn)n>1) = lir_{l P Ty, OU T, € E(G)((’)?) est un relévement
- n—-0oo

quelconque de x,,.

La proposition qui suit s’applique en particulier aux groupes p-divisibles for-
mels de dimension 1 et est une légere amélioration d’un résultat de Faltings.

Proposition I1.2.6 (Faltings). Soit G un groupe p-divisible formel sur Ok. Consi-
dérons la suite de Hodge-Tate de GP

% % « ®Id
0 — wiyo ® 0=(1) — T(G)* (1) ® O, 2"

wg®0?—>0

Supposons qu’il existe un groupe p-divisible isocline H sur k de hauteur h tel que
Ly — End(Hp) et une isogénie p : H ® Ok /pOx — G @ Ok /pOk telle
que p"p~ 1 soit une isogénie. Alors, si on note pour M un “réseau” et m € M
§(m) =sup{k|p~*m € M}, on a

Ve € T,(G)* (1), d(z) <d(agr(x)) <dé(z)+n+1

Démonstration. On peut supposer k algébriquement clos. Soit Hy un relevement
C.M. par Z,n de H a W (k).

Soit € T,(GP) \ pT,(GP). Supposons que agn(z) € p"lwe ® O=. Le
lemme précédent implique que z,+1 € GP[p"](O%) se reléve en un élément

#71 € BGP)p"1(02)
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Il résulte de la nature cristalline de I'extension vectorielle universelle que p” et
(pp~ 1P = p"(pP) ! se relevent en des morphismes

E(p"(p”)™")

tels que E(p”)E(p"(p")~") = p™ et E(p"(p"”)")E(p") = p".

Considérons 1'élément y = E(p?)(z,11) € E(Hé))[p"*'l]((’)?). Alors y # 0,
car sinon on aurait

P Ea1 = E(p"(p7) " )(y) =0

mais, via B(GP) — GP, p"z,11 — 71 € G[p]P, ce qui est en contradiction avec
z1 # 1, puisque x ¢ pT,(GP).

Donce, 3z € E(HOD)[p]((’)%) tel que z # 0. Soit w € Hy[p]P(O%) son image.
On a w # 0 car

ker(E(Hy )[p)(O5.) — Ho[p]”(03)) = (wn, @ O)[p] =0

Soit ¢ : Zyn — End(H{) Taction C.M. obtenue par dualisation de Cartier de
action C.M. sur Hy. Le module de Tate T,,(H{) est Z,n-libre de rang 1. Donc,
UZpn).w = Hy[p]P(OF), qui est dans V'image de E(H{)[p] — H{ [p], puisque le
morphisme E(HP) — HP est Zpn-équivariant. Par application du lemme I1.2.4
on en déduit que

anp (T,(HP)) € por, ® O=

ce qui est en contradiction avec le fait que le conoyau du morphisme de Hodge-Tate

pour HY est annulé par un élément de valuation p+1' O

Interprétation: Dans les cas des groupes p-divisibles formels de dimension 1 la
proposition précédente dit plus précisément que si le point (G, p) est “4 distance
< n” du centre de I'espace de Lubin-Tate, alors ses périodes de Hodge-Tate dans
I’espace de Drinfeld sont “dans une boule de rayon n+ 1" dans I'immeuble associé
a l’espace de Drinfeld.

11.2.3 Formule exacte

Dans Darticle [5] nous donnons une formule exacte plus précise que la proposition
précédente dans le cas des groupes formels de dimension 1 pour le point associé
dans V’espace de Drinfeld (cf. corollaire 11.2.2). Soit |Z| la réalisation géométrique

de I'immeuble de Bruhat-Tits du groupe PGL,,. Il y a une application s : Q(K) —
|Z|. Cette formule exprime I'image par s du point de Hodge-Tate en fonction de la
filtration de ramification sur le module de Tate du groupe p-divisible. A partir des
résultats de [5] on peut également améliorer nettement la proposition précédente,
cf. la proposition III1.2.1.
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I1.3 Notations concernant les espaces de Lubin-Tate
et de Drinfeld

Nous reprenons les notations du premier chapitre. Rappelons que F' est le corps
de base et que 'on note O = Op. On note L = Wo(F,)g et o son Frobenius.

Soit H un O-module 7-divisible formel de dimension 1 et hauteur n sur F,,
qui est défini sur F,. On a donc H = H@. On note alors I = Frob, € End(H).
Alors,

ou l'on pose
O, = Wo(Fn)

Posons G = H™ qui est un O-module n-divisible formel de dimension n et O-
hauteur n2. Munissons-le d’une structure de @ p-module formel spécial au sens de
Drinfeld en posant

L OD — End(G) = Mn(OD)

tel que
n—1
Ve € Op, u(x) =diag(x,z,...,2° )
et
o(IT) = diag(I1, . .., II)
et donc

Vo € Op, o(x) = diag(z, Mall™t, .. T LTI (")

Tous les indices de G sont critiques et, comme élément de PGLn(F)\(AZ(IF_q), cela
définit un point dans lintersection de n composantes irréductibles de la fibre

spéciale. Il y a de plus une isogénie de O-modules 7-divisibles munis d’une action
de OD

delg---oO"':H" —G (IL.1)
n—1)

de degré q%"( , ou Op agit diagonalement sur H" (qui n’est pas spécial). Il y
a donc un isomorphisme d’isocristaux munis d’une action de D

D(H)g — D(G)e

ol les modules de Dieudonné sont les modules de Dieudonné covariants relatifs a
O (il s’agit de I’évaluation du cristal algebre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle sur Oy, — k, cf. 'appendice B).

Convention: Désormais, on notera D le module de Dieudonné covariant rela-
tif a O d’un O-module m-divisible noté Do dans l'appendice B du premier chapitre
et, par cristal de Messing, on entendra le cristal de Messing O-extension vectorielle
universelle défini dans ’appendice B.
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11.3.1 Modules de Dieudonné

Il y a une identification
]D)(H) =0p ®0Fn Or

muni de ¢ : Op — End(H) tels que si V' désigne le Verschiebung

Vi@ A eD(H), V(de)) = dIex
Vd € Op, ud)d®)) = dd®\
Alors,
D(G) = Op ®o, Of,

muni de son action de ¢ de Op et

Vi@ AeD(G), V(AN = dI®X
Vd € Op, d)d®)) = dd®

Deés lors on a un isomorphisme de Op-modules

Op®o, Or = [ Op®oy, q+Or
kEZ/nZ

d@X +—— (d® Nrez/mz

Et dans ces coordonnées I'identification D(H)" = D(G) est donnée par

(Op ®@or, 01)" — ]I Op©o,, .+ O
kEZ/nZ

(zr @ MJoskn—1 +— (T F2p 1" @ Me)rez/nz

et 'isogénie (II.1) par

(Op @op, Or)" — ] Ob®o,, .0+ Or
k€Z/nZ

(zr @ M) — (21" @ M\

I1.3.2 Notations concernant les espaces de Lubin-Tate

Rappelons que I'on note F=Frle complété de I'extension maximale non-ramifiée
de F dans une cloture algébrique de celui-ci. On fixe un isomorphisme entre F, et
le corps résiduel de F'. Celui-ci induit un isomorphisme L ~ F'. Néanmoins on ne
confondra pas toujours ces deux corps, I'un, L, étant un corps “abstrait”, ’autre,
F, un corps plongé (un corps reflex).

Définition I1.3.1. Soit K un corps valué complet (pour une valuation de rang 1,
c’est-a-dire & valeurs dans R) extension de F'. On appelle point & valeurs dans K
de la tour de Lubin-Tate un triplet (H, p,7n) & isomorphisme-pres, ol
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e H est un O-module w-divisible formel de dimension 1 sur Og
e p est une quasi-isogénie H ®F, Ok /pOx — H® Ok /pOk

e 7): O" == T,(H) est un isomorphisme de Gal(K|K )-modules, le membre de
gauche étant muni de 'action triviale de Galois.

On note M.7 (K) cet ensemble qui est muni d'une action de D* x GL, (OF), ol
D* agit & gauche par d.p = pod~! et GL,(OF) & droite par 1.g = 0 g, et d'une
donnée de descente « vers F.

On renvoie a la section 1.4 du premier chapitre pour la définition de la donnée
de descente a. On verra bientot que cet ensemble est en fait muni d’une action de
GL,,(F).

Remarque II.3.2. Dans la définition précédente, la définition de 1 peut étre rem-
placée par: i est un isomorphisme

n:O" = Home(F/O, H)

ot F/O désigne le groupe p-divisible étale lim 7—*0/0.
k

Définition I1.3.3. On note M*7 (K)/~ I’ensemble des couples (H, p) comme pré-
cédemment a isogénie déformant un élément de F* pres, i.e., (H,p) ~ (H',p') &
3df : H— H’ une isogénie et un x € F* tels que le diagramme suivant commute

f mod 7w
Hmodnm— H mod n

T

H® Ok /m0x ——=H® Ok /70K

Cet ensemble est muni d’une action de D*.

Une définition équivalente consiste a remplacer “& isogénie déformant un
élément de F'* pres” par “a isogénie déformant une puissance de 7 pres”.

Une troisieme définition équivalente consiste & dire que (H, p) est équivalent
a (H',p') ssi il existe une quasi-isogénie f : H — H’ sur Spec(Ok) telle que
fp=p,ie., ssilaquasi-isogénie p’p~! sur Spec(Ok /pOf) se releve en une quasi-
isogénie sur Spec(Ok).

I1.3.3 Notations concernant les espaces de Drinfeld
Définition I1.3.4. Soit K un corps valué complet extension de F.On appelle point
a valeur dans K de la tour de Drinfeld un triplet (G, p,n) & isomorphisme-pres,

N

ou

e (G est un Op-module 7-divisible formel spécial sur Spf(Ok)
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e p est une quasi-isogénie Op-équivariante

G @5, Ok /POk — G ®oy Ok [POK

e : Op — T,(G) est un isomorphisme de Op-modules galoisiens.

On note MZ"(K) cet ensemble muni de son action de GL,,(F) x D*, ott GL,,(F) =
Endp_sq.(G)g agit & gauche via g.p = pog™" et OF agit & droite via 7.d =
nod ', ond':0Op == Op est d — d'd~'. L’action de II € D* est définie par
IL(G, p,n) = (G/G[I], p 0 p,n.II) ol ¢ : G — G/G[] et

Op T,(G)

L

Op — 2 T,(G/G[I))

Remarque I1.3.5. On renvoie a la section 1 du troisieme chapitre pour la définition
générale de laction d’un élément de D*. On notera que {(z,z) | x € F*} C
GL,(F) x D* agit trivialement.

Remarque II.3.6. Dans la définition précédente, la définition de 1 peut étre rem-
placée par: on se donne un élément

7(1) € Home (F/O,G) \ ILHomp(F/O, G)

Remarque I1.3.7. Le groupe associé a ’espace de Rapoport-Zink précédent, et
noté G dans [10], est dans notre cas (D°PP)*. Dans la définition précédente, on I’a
identifi¢ & D via d — d~!, ce qui explique que I'on pose d.n = nod~"' alors que
la définition usuelle des correspondances de Hecke est pour g € G(Qp), n— nog.

Remarque I1.3.8. L’identification GL,(F) = Endp-_¢(G)g se déduit, avec les
notations des sections qui suivent, de l'identification

Endp_s(G)g = Endp_sq (D(G)g, V) = Endo (D(G)&BIH)

et d’un choix d’une base de D(G)&BIH (cf. les sections suivantes).

Définition I1.3.9. Comme dans la définition I1.3.3, on note MP"(K)/~ I’ensemble
des couples (G, p) a isogénie déformant un élément de F* pres. Cet ensemble est
muni d’une action de GL,,(F).

I1.3.4 Quelques rappels sur Drinfeld classique

Notons
NP"=D(G)g=D®r L
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un isocristal relativement a 'extension L|F. On a

—1

NPT = @ NP, oA NP'={neN|VacF, z)n=2"n}
i€Z/n

Relativement a cette graduation, deg V' = degIl = +1. On a de plus

DerlL = @ D®p ool
a€Z/nZ
B L1’ (e)

a€Z/nl g

0<b<n—1 €a,b

ole, =1®1€D®p, o-a Lete= I’ ® 1. De plus, avec ces coordonnées

Vieap) = t(Il)(eqp) = 7751’~"*16a,b+1

ou l'on a posé e, n, = €q,0, €t

L’opérateur
VI NY™ — N7

est de pente 0 et fait de (NP", V~I) un isocristal unité:

(NPT VI ~ (NP M @p L Id® o)

(NPW M= P Feap~F"
a+b=0

Rappelons maintenant qu’il y a des bijections

Sous-isocristaux D-stables de ~ Sous-F-e.v. de
—
(NDT,QD) (NDT)V*ll_[
N = @ N;, +—— Ng/iln

i€Z/nZ

ol ¢ désigne le Frobenius et pour K|L une extension valuée compléte

Filtrations D-stables de ~ Filtrations de codimension 1 dans

—

codimension n dans NP @, K (NP M gp K

Fil = ®;cz/nzFil; — Filg

89

|

Alors, (NP7, Fil) est faiblement admissible ssi pour tout sous-isocristal N C

NP" on a
tH(N,N(X)L KﬂFll) < tN(N,(p)
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ou ty, resp. ty, désigne le point terminal du polygone de Hodge, resp. Newton.
L’existence de la filtration de Harder-Narashiman et sa canonicité sur (NP7, o, Fil)
impliquent que celle-ci est D-stable si Fil I'est et qu’il suffit donc dans ce cas-la
de tester la condition d’admissibilité faible sur les sous-isocristaux D-stables ([10]
chapitre 1). Restreignons-nous aux filtrations Fil D-stables de codimension n. Via
les deux bijections ci-dessus, on trouve aisément

Fil c NP" @[, K telles que Fil' ¢ (NP")V "M @ K telles que
(NPT, Fil) est faiblement » — ¢ VYN’ (]\]ODT)VAH de dim. 1
admissible Fil' N (N’ ® K) = (0)

la condition portant donc sur les sous-isocristaux D-stables de dimension n dans
(NP7, ), qui sont paramétrés par P ((N(?T)Vfln) (F), o pour E un F-ev, on
note P(E), I'espace des filtrations de codimension 1 de E et P(E) = P (E’) I’espace
des droites de E. La relation d’incidence entre P(E) et P(E) est donnée par: pour
H € P(FE), H définit une droite D dans F et donc un hyperplan, encore noté H,

dans P(E) formé des filtrations contenant D. Ainsi P(E) parametre les hyperplans
dans P(E). On a donc

(NPT, ¢, Fil)
faiblement admissible 3 —— P (NJ") (K) \ U H(K)=Q(K)
Fil D—stable HGIP’((N(?T)Vfln)(F)

ou ) désigne 'espace de Drinfeld vu comme espace de Berkovich.
Dit d’une autre fagon, Q(K) est ensemble des filtrations Fil de codimension
1 dans NP @1, K telles que I'application suivante soit injective

(NPr)V ', NPT @, K/Fil

I1.4 Description de M*7(K)/~ en termes
de modules filtrés

Il s’agit ici d’étendre la théorie de Fontaine des modules faiblement admissibles
pour les groupes de dimension 1 a des corps K non forcément de valuation discrete.

Soit un couple (H,p), ou H est un O-module w-divisible sur Spf(Ok), et p
une rigidification avec H modulo p. L’algebre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle de H, M, est munie d’une filtration Fil C M telle que M/Fil ~ w};. La
nature cristalline de la O-extension vectorielle universelle induit un isomorphisme

pr i D(H)g 01, K > M[3]

et Filg = p; ' (Fil[1]) C D(H)g © K est une filtration de codimension 1.
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Proposition 11.4.1. L’application précédente (H, pg) — Fily induit une bijection
D* -équivariante
MFT(K) [~ == P (D(H)q) (K)

Démonstration. C’est une conséquence de I'existence du domaine fondamental de
Gross-Hopkins et du fait que la restriction du morphisme des périodes a ce domaine
est un isomorphisme d’espaces rigides (cf. [8] ou théoreme 1.4.1).

Plus précisément, étant donné une filtration Fil € P(K) il existe un entier
i tel que II°.Fil soit dans I'image du domaine fondamental de Gross-Hopkins. Il
existe donc un couple (H, p) € M*7 (K) induisant IT*.Fil. Alors, 1*.(H, p) induit
Fil, d’ou la surjectivité de ’application.

Pour linjectivité, si (H,p) et (H',p’) induisent la méme filtration alors la
quasi-isogénie

plopt:H® Ok /pOx — H' @ O /pOk

est telle que I’application induite

(o 0 p™Y). s Lie(B(H)) — Lie(E(H"))
vérifie

Ja €N, (pop Hulwyp) C p “wyip

et donc, d’apres la théorie de Messing, ’isogénie
pp opt: (H,p) — (H',p') mod p

sur Spec(Ok /pOk) se releve en une isogénie: (H, p) ~ (H', p'). O

Remarque I1.4.2. 1l se peut qu’en général pour des espaces de périodes plus géné-
raux 'application des périodes ne soit pas surjectivité sur les K-points, i.e., qu'un
module faiblement admissible ne provienne pas forcément d’un groupe p-divisible
sur K quelconque. Par contre, le calcul des fibres de ’application des périodes (la
partie injectivité dans la démonstration précédente) reste valable en général.

IL.5 Description de MP"(K)/~ en termes
de module filtré

Soit (G, p), ot G est un Op-module formel spécial sur Spf(Ok), et p une rigidi-
fication avec G. Soit M l’extension vectorielle universelle de G, qui est filtrée via
Fil C M, ou M/Fil >~ wf,. Il y a une décomposition sous I'action de F),

M= @ M; et Fil = EB Fil;

1€Z/nN €L/

d’ou1 un élément FﬂG,O = p*_l(Fllo) C D(G)Qp ® K, FﬂG,Q S Q(K)
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Proposition I1.5.1. L’application (G,p) — Filg o induit une bijection GL,(F)-
équivariante entre MP"(K)/~ et Q(K) avec Q0 défini par

Q(K) = P(D(G)g.0) (K) \ U H(K)
HeP((D(G)g,0)V=")(F)

Démonstration. Cela résulte de ce que 'application des périodes est un isomor-
phisme rigide pour les espaces de Drinfeld, de 'égalité Q(K) = Q(Ok), ou Q
est le schéma formel de Drinfeld, du théoreme de Drinfeld et du fait que les
deux applications de périodes, celle définie par Drinfeld et celle définie dans [10],
coincident. ([l

I1.6 Prolongement des isogénies

I1.6.1 Prolongement

Soit H un groupe p-divisible sur Spec(Og ). Soit C I’ensemble des classes d’isomor-
phisme de couples (H', f), ot H' est un groupe p-divisible sur Ok et f: H — H
une quasi-isogénie sur Spec(Of ). Pour un tel couple T,(f) : T,(H') — V,(H).

Lemme I1.6.1. L’application

C — { réseauz Gal(K|K) — stables dans V,(H) }
(H',f) = ImTy(f)

est une bijection.

Démonstration. C’est une conséquence de ce que, pour G un groupe fini localement
libre sur Ok et I C G, un sous-groupe fini localement libre, il existe un unique
prolongement Z < G de l'inclusion I C G,,, ou Z est un sous-groupe fini localement
libre. Le groupe Z est obtenu par adhérence schématique (cf. le chapitre 2 de [11],
pour le cas de valuation discrete et le lemme qui suit en général). O

Lemme I1.6.2. Soit E C K™ un sous-K-espace vectoriel. Alors, E N O% est un
Ox -module libre de rang fini facteur direct.

I1.6.2 Définition de P’action de GL,(F) sur M:7(K)

On a défini une action de GL,,(Or) sur M57 (K). Utilisons le lemme précédent
pour étendre cette action & GL,, (F). Soient [(H, p,n)] € MLT(K) et g € GL,(F)
(les crochets signifient que l'on prend une classe d’isomorphisme de triplets).
D’apres le lemme précédent, au réseau Galois-stable n(g.O%) dans V,(H) cor-
respond une quasi-isogénie ¢ : H — H’ sur Spec(Ok) telle que p; ' (T,(H')) =
n(g.0O%), ot ¢, : V,(H) — V,,(H'). On pose alors

g.[(H, p,n)] = [(H', (¢ mod p) o p,p. 0nog)
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I1.7 Diverses descriptions des points de la
tour de Lubin-Tate en niveau infini

Le but de cette section est d’aboutir a une description la plus simple possible de
MET(K), 1a plus adaptée & la construction de I'isomorphisme.

I1.7.1 Description de M7 (K) en termes de
modules filtrés rigidifiés

Définition I1.7.1. Soit [(H,p)] € M*7T(K)/~. Une rigidification du module de
Tate de la classe d’isogénie [(H, p)] est un isomorphisme de modules galoisiens

n: T Vp(H)
qui induit donc naturellement V(H’, p') ~ (H, p) un isomorphisme
P ()

via I'isomorphisme canonique V,(H) —— V,(H'), induit par le relevement de la
quasi-isogénie p'p~! sur Spec(Of).

Proposition I1.7.2. L’application naturelle
MET(K) — {((H, p)l,n) | [(H,p)] € MET(K)/~ et n une rigidification }
est une bijection GL,(F) x D*-équivariante.

Démonstration. Décrivons I'inverse de cette application. Soit ([(H, p)],n) dans le
membre de droite. D’apres le lemme I1.6.1, il existe un unique (H’,p’) ~ (H,p)
tel que

n:Op — T,(H')
On associe alors a ([(H, p)],n) le triplet (H’,p’,n’). On vérifie aisément que ces
deux applications sont inverses I'une de 'autre. O

Ainsi, les fibres de I'application
MET(K) — MET(EK) [~
sont des GL,,(F)-torseurs. Soit U C GL,(Of) un sous-groupe compact-ouvert

et MET(K) I'ensemble des K-points de I'espace de Lubin-Tate en niveau U (que
nous n’avons pas défini dans cet article). En fait, on a la décomposition plus précise
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d’extensions “Galoisiennes”

MET(K)

| e

GL(F) MET (K)

|

MFT(K) [~ ——P(D(H))(K)
et on peut donc ainsi dire que I’espace des périodes de Gross-Hopkins est le quotient
de l'espace de Lubin-Tate en niveau infini par GL,,(F').

Théoréme I1.7.3. Il y a une bijection GL,,(F) x D* -équivariante entre I’ensemble
MET(K) et lensemble des couples (Fil, (), ot

Fil € P (D(H)g)(K)
¢C=(¢1,---,Cn), ou
Vi, (; € Homo(F/OF,H@)FP (’)K/p(’)K)[%]
sont linéairement indépendants sur F, i.e., induisent une injection

F" — Homp (F/Or, H® Ok /pOk)[=],

1

P

et Vi, le morphisme induit sur ’évaluation du cristal de Messing sur [’épaississe-
ment Ox — Ok /pOk, G : K — D(H) ® K, vérifie (;«(1) € Fil.

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence de la proposition précédente couplée
a la proposition I1.4.1 et au critéere de relevement de Messing vis-a-vis de 1’idéal
a puissances divisées engendré par p. Dans cet énoncé, si (e;)1<i<n est la base
canonique de F”, on a posé

G =p"" o (n(e;) mod p) O
I1.7.2 Description de M%7 (K) uniquement en termes
du module de Tate

Voici la description la plus dépouillée possible a laquelle on peut arriver.

Théoréme I1.7.4. 1l y a une bijection GL,(F) x D*-équivariante entre Moo (K)
et les uplets ¢ = (G, - .., Gn) € Homo (F/Op, H®g, (’)K/p(’)K)[%]" vérifiant

o Les (Ci)i<i<n sont linéairement indépendants sur F'
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e Si, pour f € Homo (F/Or, H®g (’)K/p(’)K)[%], on note f.(1) e D(H)g®r K
Uimage de 1 € Ok = Lie Eo(F/Or) par le morphisme déduit de I’évaluation
des cristauzr de Messing sur l’épaississement Og — Ok [pOk, alors

dimg < <z*(1) >1<i<n="n — 1

Démonstration. Soit (H, pg,ng) € Moo(K) et (Fil,{) le couple associé par le
théoreme I1.7.3. Tl est clair que les ((;); sont linéairement indépendants sur F', car

Home (F/OF, H)[%]C—> Homo (F/Op, H® OK/pOK)[%]
S
Homo (F/Op, H ®5 OK/pOK)[%]

De plus, Papplication K" — D(H)g ®, K, donnée par (¢;«(1))1<i<n, est Iappli-
cation de Hodge-Tate

K" % Vo,(H)®r K O‘H—®Id>0~1HD[%];> Lie Eo (H)[1]

p

l/: :lle*

Fil-—=D(H)g ®r, K

et donc son rang est n — 1, d’apres la surjectivité de oy ® Id (proposition I1.1.4).

Réciproquement, partant de ( satisfaisant les hypothéses du théoréeme, on
pose Fil =< (. (1) >1<i<n et il est clair que (Fil, () satisfait les hypotheses du
théoreme I1.7.3. O

I1.7.3 Description de M7 (K) en termes d’algébre linéaire

On applique ici les théoremes de comparaison de I’appendice C afin de donner une
description purement en termes d’algebre linéaire de M57 (K). Cette description
ne sera pas utilisée dans la construction de I'isomorphisme. On 'utilisera seulement
dans la section I1.10 afin de donner une description matricielle de I'isomorphisme,
ainsi que dans la section II.11 afin de vérifier que celui-ci conserve le degré.

Théoreme I1.7.5. Supposons F' = Q,. Il y a une bijection GL,(F) x D* -équivari-
ante entre 'ensemble M5T (K) et Uensemble des couples (Fil, €) tels que

Fil € P(D(H)g)(K)

et
¢: F" < Fil (D(H)g ®1 BY.,,(0k))” "

(qui est alors automatiquement un isomorphisme).
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Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence de la proposition I1.7.2 couplée a la
proposition I1.4.1 et au théoreme C.2.2. ([l

De la méme fagon le théoreme I1.7.4 se traduit en:

Théoreme I1.7.6. Supposons F' = Q,. Il y a une bijection GL,(F) x D* -équivari-
ante entre 'ensemble MEZ (K) et lensemble des

£: F" — (D(H)g ®1 B, (Ok))¥=P

tels que via 0 : B}, (Og) — K on ait

cris

Imfoé CDH)g®r K et dimgImfol=n—1

I1.8 Diverses descriptions des points de la tour
de Drinfeld en niveau infini

I1.8.1 Description de MZ"(K) en termes de
modules filtrés rigidifiés

Définition IL1.8.1. Soit [(G, p)] € MP"(K)/~. Une rigidification de la classe d’iso-
génie [(G, p)] est un isomorphisme de D-modules galoisiens

n:D—=V,(G)
qui induit donc naturellement V(G’, p') ~ (G, p) un isomorphisme
D = V(G
via l'identification V,(G) — V,(G’), induite par le relevement de p'p~1.

Remarque I1.8.2. Dans la proposition précédente, la donnée de 7 est équivalente
a celle de ¢ = (1) € Homo (F/OF,G)[+] \ {0}.

1
P

Proposition I1.8.3. L’application naturelle
MZ(E) — { ([(G.p)]l,n) | (G, p)] € MPT(K)/~ et une rigidification }
est une bijection GL,,(F) x D*-équivariante.

Démonstration. Elle est identique a celle de la proposition I1.7.2, en utilisant le
lemme I1.6.1. O
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Comme pour l'espace de Lubin-Tate, il y a une description pour U C Of un
sous-groupe ouvert

MZ(K)

|

D ME"(K)

|

MP"(K) J~o —= Q(K)

Théoréme I1.8.4. Il y a une bijection GL,,(F) x D* -équivariante entre [’ensemble
MPr(K) et lensemble des couples (Fil, (), ot
Fil € Q(K) Cc P(D(G)yo") (K)
et
¢ € Homp(F/OFr,G ® OK/pOK)[%] \ {0}

est tel que, si (s : K — D(G)g ® K est application induite sur l’évaluation des
cristaur de Messing sur 'épaississement Ox — Ok /pOk, alors, si

(1) =@i¢.(1)i € P DG)gi® K
€L/ NL
on a ]
Vi, TI-°¢.(1); € Fil

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition précédente, couplée a la
remarque I11.8.2 et au théoreme de relevement de Messing. Dans ’énoncé, on a
posé

¢ =p~"o(n(1) mod p) O

I1.8.2 Description de MZ7(K) uniquement en termes
du module de Tate

Voici la description la plus dépouillée a laquelle on peut aboutir.

Théoréme I1.8.5. Il y a une bijection GL,,(F) x D*-équivariante entre I’ensemble
MPET(K) et I’ensemble des

¢ € Homo(F/Op,G ® Ok /pOxk)[L]\ {0}

tels que, si ¢, : K — D(G)g @ K est Uapplication induite sur I’évaluation des
cristaur de Messing sur épaississement Ox — Ok /pOk, alors, si

<*(1) = @z<*(1)1 € @ D(G)Q7i QK

€L/ NL



98 Chapitre II. L’isomorphisme au niveau des points

on a
dimpg (Ce(1)i)1<icn =n —1 et (CG(1)i)1<i<n € QK)

Démonstration. Elle est identique a celle du théoreme I1.7.4 en utilisant la surjec-
tivité de I'application de Hodge-Tate: ag ® Id : V,,(G) @ p K — Wgo[+]. O

1
p
I1.8.3 Description de MZ"(K) en termes d’algebre linéaire

Cette section ne sera pas utilisée pour construire I'isomorphisme. Elle ne servira
que dans les sections I1.10 et I1.11.

Comme dans la section 11.7.3, on a:

Théoréme I1.8.6. Supposons F' = Q,. Il y a une bijection GL,, (F') x D*-équivari-
ante entre l'ensemble ML (K) et l'ensemble des couples (Fil,€) ou

Fil € Q(K) € P(D(G)g.0)(K)
et
¢ € Fil(D(G)q,0 ® BZ.,,(0k))V 189"\ {0}

Théoréme I1.8.7. Il y a une bijection GL,,(F) x D* -équivariante entre [’ensemble
MPET(K) et I’ensemble des

¢ € (D(G)oo ® By, (0x)Y 12972\ {0}
tels que V5, 0(¢? (€)) € D(G)g,—; @1 K (o ¢ désigne ¢ ® )

dimp (IV.0(¢ (€)))o<jcn—1 =n — 1 et (IV.0(¢(§))) € Q(K)

I1.9 La bijection au niveau des points

Principe général de la construction

On fixe
A:H" —G

une quasi-isogénie compatible a I’action de Op, comme par exemple celle définie
dans la section II.3.

Le principe de construction de la bijection s’exprime simplement lorsque
I'on part des descriptions de M.7 et MZ" données dans les théoremes 11.7.4 et
11.8.5. D’apres le théoreme I1.7.4, les éléments de ME7 (K) sont donnés par des
morphismes

(n € Homo (F/Op, H® Ok [pOk)[5]"
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satisfaisant certaines conditions. On verra de tels (i comme des éléments de (g €
Home (F/Op, H" ® (’)K/p(’)K)[%]. De méme, d’apres le théoreme I1.8.5, ceux de
MPr(K) sont donnés par des

(a € HOIno(F/OF, G® OK/pOK)[%]

satisfaisant certaines conditions.
La construction de la bijection M57 (K) =+ MZE"(K) consiste & faire cor-
respondre les (¢ et (fr en posant tout simplement

(c=Ao(xH

et a vérifier que, via cette correspondance, les conditions imposées sur (g dans
la théoreme I1.7.4 correspondent exactement a celles imposées sur (g dans le
théoreme I1.8.5. Par exemple, si (g = (¢, - - -, Cun) la condition d’indépendance
linéaire des (Cg;); correspondra du c6té Drinfeld & ce que le (¢ associé définisse
une filtration dans €.

Plutét que de partir des théoremes 11.7.4 et I1.8.5, quitte a refaire une partie
des démonstrations de ces théoremes, on préfere utiliser la description donnée dans
les théoremes I1.7.3 et 11.8.4.

Quelques notations
Le couple (D(H)g,0, II71V) est un isocristal unité. On fixe un isomorphisme
D(H)y 5" ~ F (I1.2)
qui induit, via A, un isomorphisme
D(G)yo " ~ F™
et induit donc
D(G)g,o ~ L™
De plus, I'isomorphisme (II.2) induit également un isomorphisme D(H)g o >~ L et

DH)o= P D(H), < DG ~ L
JEL/NZ J
Le choix de l'isomorphisme (I1.2) et de ceux qui s’ensuivent n’est pas vraiment
nécessaire & la démonstration, mais permet d’identifier les espaces de périodes des
cotés Lubin-Tate et Drinfeld a des sous-espaces de P™.
Rappelons que 'on a des extensions de corps valués

K|F|F|Qy

et un isomorphisme L ~ F.
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I1.9.1 L’application ML (K) — ME57(K)

Soit (G, pa,na) € ME"(K). Rappelons (cf. théoreme 11.8.4) qu’on lui associe un
couple (Filg, {g), ol

Filg € Q(K)

et
(e € Homo(F/Or,G ® Ok /pOk)[5] \ {0}
Soit
(v : K — D(G)g @ K

I’application induite au niveau de ’évaluation des cristaux de Messing sur I’épais-
sissement O — Ok /pOk. Counsidérons la composée

1

* AL n n
K fe- D(G)g ® K — > D(H)} ® K —— @jGZ/nZ D(H)QJ ®K

1t (U«ij)lgign,jGZ/nZ
et posons z;; = II77a;; € D(H)g,0 ® K ~ K. Soit
X = (2i3)i; € Ma(K)

Lemme I1.9.1. L’application K-linéaire de K™ dans lui-méme induite par X a
pour image Filg.

Démonstration. D’apres le théoreme IL1.1 et la remarque II.1.3 le sous-module
engendré par I'image de (g dans D(G)q ® K est ,¢7,,z P Filg. 11 en résulte
aussitot que

K(l‘lo)z-i-—f—K(,’Ezn)z = Filg C K" :D(G)QQ@K O

Définition 11.9.2. On note Fily € P"(K) l'image de ‘X dans K", i.e., le sous-
espace engendré par les lignes de X.

Via l'identification D(H)g ® K ~ K™, si

K =5 D(G)g ® K —~=D(H) ® K

1t (vi)i
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alors Fily € P(D(H))(K) est 'image de 'application K™ — D(H)q ® K, définie
par (a;);.

La filtration Fily définit donc, d’apres la proposition 11.4.1, un élément
MET(K) /~, dont il reste & définir la rigidification du module de Tate (cf. théoréme
I1.7.3). Considérons la composée

F/Op S5 .G Ok /pOx 2

qui fournit des éléments
(CH,i)1<i<n € Homo (F/Op, H® OK/pOK)[%]

Pour un entier ¢ € {1,...,n}, le morphisme induit entre cristaux de Messing
évalués sur O — Ok /pOk est

proj;
—_

. At n
(Crri)e : K %> D(G)g® K ——>DH)E ® K D(H)g ® K

1t Q;
et donc Vi, Im((Cpi)«) C Filn.

Il reste & voir que les ((g,;) sont F-linéairement indépendants. Mais, si ()\;); €
F™ est tel que >, A\iCq; = 0, alors ();); définit une forme linéaire sur F". Et
Iégalité Y. \i(m,; = 0implique sur I'évaluation des cristaux I'égalité >, Xi(ai;); =
0 et donc Y, Ai(xi;); = 0, ce qui implique, d’apres le lemme I1.9.1, que la forme
linéaire associée & (\;); s’annule sur Filg. Si (\;); est non nul, alors Filg est égal
au noyau de la forme linéaire associée, il est donc défini sur F' et contient donc a
fortiori une droite F-rationnelle. Done, puisque Filg € Q(K), Vi, A; = 0.

D’apres le théoréme I1.7.3, on en déduit un triplet (H, py,ng) € M5Z (K).

I1.9.2 L’application M%7 (K) — MZ"(K)

Soit (H, prr,nu) € MEZ (K). Rappelons (cf. théoreme 11.7.3) qu’on lui associe un
couple (Fily, (y) ou

Fily € P"(K)

et
¢ = (Cri)icica + F" < Homo (F/Op, H® Ok /pOk)[}]
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Soit

(Car 1 seesCar mn) n &

11 (aij)ij
I’application induite sur I’évaluation des cristaux sur 1’épaississement
Ok — Ok [pOk.
Notons z;; = [I77a;; € D(H)g,0 ® K ~ K. Alors,
X = (2i5)i,; € Mn(K)

Lemme I1.9.3. L’endomorphisme K -linéaire de K™ induit par 'X a pour image
Filg.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme I1.1.1. O

Définition I1.9.4. On note
Filg = Im(X) € P*"(K) = P(D(G)g,0)(K)
via D(H)E o ~ D(G)q,0 induit par A.
Proposition I1.9.5. Filg € Q(K) C P (D(G)&EH) (K)
Démonstration. On a
Filg = K(xi1)i + -+ K(xin)i
Soit (p;); € K™ tel que
> mj(i) € F"
J
Soit alors la forme F-linéaire & valeurs dans F' définie sur V,,(H) par

‘PZCH,i '—>Zﬂj$ij el
J

Elle définit un élément de V,(H)*. D’apres le corollaire I1.2.2, dans la suite de
Hodge-Tate de HP

O0—wip @K =V, (H)*®rp K »wg @K —0
Papplication V,(H)* — wy @ K est injective. Or

V()" @5 K — wy ® K] = [kera < V,(H) ©p K]
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ot  : V,(H) ®p K — D(H)g ® K est l'application de matrice *(a;;); ;. Mais
@l kera = 0 par définition. Donc ¢ =0 et Zj wi(zij)i = 0. O
On obtient donc, d’apres la proposition II.5.1, un couple
(G.pc) € MP"(K) /~ .
Reste a définir une rigidification de GG. Considérons le morphisme composé

(CH,1,--5CH,n)

Co: F/Op H" ® Ok /pOx = G ® Ok /pOxk

On vérifie aussitot que, par définition de Filg, le morphisme induit au niveau de
I’évaluation des cristaux a son image contenue dans Filg. D’apres le théoreme
I1.8.4, on obtient donc un élément (G, pa,nc)- O
I1.9.3 Les deux applications sont inverses I’'une de ’autre

Cela ne pose pas de probléme puisque, comme expliqué au début, la bijection est
caractérisée par ’égalité (¢ = Ao (y.

I1.9.4 Retracage des actions

Proposition I1.9.6. Dans la bijection entre M (K) et MEZT(K), si
(H, prsnu) — (G, pa,ne)
et (g,d) € GL,(F) x D*, alors
(9:d)-(H, prr,nar) — ('g,d™).(G. pc. 1c)

Démonstration. Puisque la bijection est caractérisée par 'égalité (¢ = A o (g, il
suffit de le vérifier sur 'action de GL,, (F') x D* sur les

(g € Homo(F/OF,gOK/pOK)[%]
et les CH6Homo(F/OFaHn(@OK/pOK)[%]' =

I1.9.5 Bijection entre les points des espaces de Berkovich associés

Soit K — K’ une extension isométrique de corps valués complets pour une valua-
tion de rang 1. On vérifie alors aussitot que le diagramme suivant est commutatif

MET(K) —— MZ/(K)

| |

MET(K') —— MZ/(K')
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Pour x € {LT,Dr} posons

(M| = [ M (K)/~
K

ol, pour x € M% (K1) et y € M* (K3), © ~ y ssi il existe une extension valuée
comme précédemment

telle que x et y aient méme image dans M*_(K3).

Cette classe d’équivalence est bien définie, au sens ou le quotient est un en-
semble. Cela résulte de I'existence de modeles entiers de nos espaces, qui implique
que I'on peut se limiter a des corps K de cardinalités bornées. On a donc une
bijection GL,,(F) x D*-équivariante

[MET| = [ME]

Le choix de modeles entiers de nos espaces permet de munir ces ensembles d’une
structure d’espace topologique localement compact et ’existence de 1’isomor-
phisme au niveau de ces modeles entiers (chapitre III) impliquera que la bijec-
tion précédente est un homéomorphisme.

I1.10 Traduction en termes de matrices de périodes

Les triplets (H, pm,nu) et (G, pa,na) qui se correspondent ont en commun la
matrice X € M,,(K) de rang n — 1 out comme précédemment on identifie

@]‘Hij n
DHge K~ @ DG, oK ~— B DH),e K ~ M(K)
JEL/NL JEL/NL

Celle-ci vérifie

e Les lignes de X engendrent Fily € P"(K)
e Les colonnes de X engendrent Filg € Q(K)

Supposons maintenant, pour simplifier, que F' = Q,. Alors, X possede un
relevement
Keris € M"(B:Tis(oK))v

ie., via 0 : B;‘M-S((’)K) — Op, on a 0(Xcris) = X. Ce relevement est défini de

maniere similaire & X, en évaluant les cristaux sur Ag.;s(Ox) — (9% / pO% au lieu
de O —» Ok /pOk.
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Plus précisément, partant de (H, pp,nm), si E désigne I’évaluation du cristal
de Messing de H sur I'épaississement Ac,is(Ok) — Ox/pO%x, il y a une suite

Q — 2 Vi (H) 2220 pe=p — L (D(H) ©y, BE,,) T
(B;—”is)n: @ (D(H)Q,O‘X’B;is)@:p

JEL/NZ

T i)™ de matrice ' X 5.
Dans l'autre sens, partant de (G, pg, n¢), si E’' désigne 1’évaluation du cristal
de G sur Acpis(Ok) = O /pO%x, il y a une suite

qui induit un morphisme Q) — (B

— o -1
o JLISEN Vo (G) — E'¥77 _(Bopg).” | ( @ D(H)2, L BE, )¢
JEL/NZ

Via l'identification D(H)g,o = L, 'image de 1 € D induit 'élément de
JEL/NL

donné par X..;s (colonnes indéxées par j € Z/nZ).
De plus,
det(Xeris) € Qp .t
ot la valuation de I’élément de Q, est liée aux hauteurs de pu, pc et A (cf. la

section suivante). Si
0

1 0 0
est la matrice du Frobenius de ID(H)g relativement & la base définie par l'isomor-
phisme

>,
DH)go~L et  DH)q ~ &;DH)g; ——— &;D(H)g,o,

on a I’équation fonctionnelle

(I1.3)

“P(Xcm's)tq’ = pXeris

ol ¢(Xcris) est obtenue en appliquant le Frobenius cristallin & tous les éléments
de la matrice X..;s. Cette équation est conséquence de ce que le morphisme des
périodes V,,(H) — E a son image contenue dans E¥=P.
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On peut montrer la proposition suivante:

Proposition I1.10.1. Les espaces M5T (K) et MET(K) s’envoient surjectivement
sur l’ensemble des matrices X € M, (K) de rang n — 1 possédant un relévement
Xeris O B;ZS de déterminant non nul et vérifiant ’'équation (11.3). De plus, les
fibres de cette application en X sont en bijection avec l’ensemble des reléevements
de X de déterminant non nul satisfaisant a ’équation (11.3).

Cet ensemble de matrices est muni d’une action de GLy, (F)x D>, de la fagon

sugvante: I’isomorphisme D(H)g ~ L™ induit un plongement D* — GL,,(L). Alors
Y(g,d) € GL,(F) x D*, VX, (g,d).X = ‘gXd™!
Les applications précédentes sont compatibles a cette action.

Démonstration. 11 s’agit d’une application des théoremes I1.7.6 et I1.8.7. 0

Cris

{XcerEM (B+ )| detchh#O 9( Crls)EM (K) }

rg9( Crlb) =n-—- 1 X t(I) = chris

Cris

1R

periodes periodes

cristallines cristallines
D LT
MIT( o MEH(K)
Periodes Periodes
de Rham {X € M | l"gX =n—1 } de Rham
/ ﬁ\
P*(K ) D Q(K)

Remarque I1.10.2. Dans la proposition précédente, on peut enlever la condition
“de déterminant non nul” et la remplacer par Im X € Q(K).

Remarque I1.10.3. Pour les corps locaux de caractéristique positive, A. Genestier
et V. Lafforgue ([7]) savent donner une interprétation géométrique comme points
d’un certain schéma formel de ’analogue en caractéristique positive de ’ensemble
des matrices X.;s solutions de ’équation précédente. Il n’existe pas de telle in-
terprétation en caractéristique zéro.
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Remarque I1.10.4. Vue la forme explicite “cyclique” de la matrice de Frobenius
®, I’équation fonctionelle (II.3) se résoud simplement et

(Xerie € Mo(Bl) | X510 = pXerich = {(ar.- o) € (B, )79 =19))

cris

A (z1,...,2,) correspond la matrice
n—1 n—2
-1, —2,.¢ @
P ] P Ty R A
KXeris =
—1 n—1 —2 n—2
pt T xf ptTx¥ . pxf omy,

I1.11 L’isomorphisme conserve le degré

Il s’agit de démontrer que pour un choix convenable de A le diagramme suivant
commute

~

M (K) MET(K)

N,

Z

ou les applications vers Z sont les applications hauteurs renormalisées des quasi-
isogénies universelles. Cela implique en particulier que les tours de Lubin-Tate et
Drinfeld classiques, les fibres en hauteur zéro, sont isomorphes.

Plus précisément, si f est une quasi-isogénie entre O-modules 7-divisibles on
note hto(h) = ht(f)/[F : Qp). Alors application MZ"(K) — Z est

(G, pasna) — hto(pa)/n
et application M.7 (K) — 7Z est
(vaHanH) — ht@(pH)

On va appliquer le théoreme C.2.6 de 'appendice. Afin de simplifier on se
limite au cas F' = ), le cas général étant laissé au lecteur.

Supposons que l'isomorphisme D(H)g,o ~ L fixé au début de la section II1.9
provienne d’un isomorphisme D(H)y ~ Of,.

Proposition IL.11.1. Soit (H,py,ny) € MET (K). Soit £:Q,/Zy, —H"® Ok /pOk
associ€ a nm, pu et la base canonique de Zy. Soit Xeris € Mp (B;is((’)K)) la
matrice associée. Alors det (Xepis) = At € (@;.t et de plus

0p(N) = —ht(prr)
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Démonstration. On peut supposer que KX = K. Soit kx le corps résiduel de K, un
corps algébriquement clos. Soit Hy, la fibre spéciale de H et D(Hj) son module de
Dieudonné, I’évaluation du cristal de Hj, sur 1’épaississement W (kg ) — ki.

Soit My C D(H)g ®1, W(kK)[%] le réseau

Mo = pp, (D(Hy))

ol pp« est induit par la quasi-isogénie py couplée au morphisme d’épaississements
(Spec(kkx) — Spec(W(kk))) — (Spec(F,) — Spec(W (F,))). D’apres le théo-
reme C.2.6 de 'appendice, le morphisme non-entier

TP(H) ®Zp B,

cris

— My QW (kx) BT

cris

dont le conoyau est annulé par ¢, induit 1’égalité de réseaux

N Tp(H) @z, W (k) =—=—=—=—==1t. \" M,

N Tp(H) @z, B, \" Mo @w (k) B,

cris

Cette égalité de réseaux induit de plus

" ~ " T " . n—1
NTp(H) = (¢ \ Mo)#?="" = t.(/\ Mo)#="
(A" Mo, p'~") est un cristal unité). Considérons maintenant le diagramme

-1
P H

T,(H) ®z, B, Mo @w (k) B —— D(H) @0, B,

cris
HHTN ZjHjT

(Bh, )" —— > P B, —— P DE) 20, B,
JEZ/nZ JEL/NZ

Sa puissance extérieure maximale induit un diagramme

p" T

AT,(H) —> t.(\ Mo)e=F""" _feme t.(\D(H))?

N]AnH

Ly

e

det Xeris

Qp-t = t(&jez/nz DEH)0)#~P
De plus via pr.

[Mo : D(H) ®0, W(kx)] = ht(pn)

n—1
et D(H) = » TV D(H). On en déduit le résultat. O
=0
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Proposition I1.11.2. Soit (G, pg,nc) € ME"(K) et Xeris la matrice associée.
Alors det(Xepis) = At € Q,t, ot

uy(\) = —hi(pe)/m — hH(A) + %n(n _

Démonstration. La démonstration est identique a celle de la proposition précé-
dente. Le facteur %n(n — 1) provient de ce que Op ®z, Or, est un ordre d’Iwahori
d’indice 3n(n — 1) dans I'ordre maximal M, (Oy). O

Corollaire IL.11.3. Si hto(A) = in(n — 1) alors la bijection entre M5T (K) et

MET(K) respecte les hauteurs normalisées.

Corollaire I1.11.4. Soit (H,pm,nu) € Moo(K) tel que ht(pg) = 0. Alors, le
couple (G, pg) associé dans 'espace de Rapoport-Zink sans niveau est l’élément
de QK) ¢ MPT"(K) donné par le dual de la décomposition de Hodge-Tate de
H couplé a ng. Plus généralement, soit (G, pg) le point de Q(K) associé a la
décomposition de Hodge-Tate de H et & ng. Le point de MP"(K) associé par
l’isomorphisme de Fualtings est alors

(G, pg o Hht(py))

I1.12 Un point de vue différent sur la bijection

Nous allons redémontrer la bijection précédente d’un point de vue “dual”. En
particulier, au lieu de considérer des filtrations Fily € P™, Filg € 2, nous consi-
dérerons plutot les quotients K™ — K" /Fily, K™ - K" /Filg. Ce point de vue
se préte mieux lorsque l'on travaillera sur une base quelconque (c’est-a-dire plus
sur un point comme dans cet article) puisque pour un fibré vectoriel &, il est plus
commode de définir P(£) comme classifiant les quotients localement libres £ — £
de rang 1 (en tout cas cela est plus facile a platifier par éclatements). En effet, dans
le cas d’une base quelconque, ’approche des sections précédentes nous conduirait a
définir Fily comme sous-module engendré par certaines sections, ce qui est moins
commode. De plus, la matrice définissant ces sous-modules serait une section de
D(H)g ® (935[%] ~ Mn(Ox[%]), ot X est I'espace de Lubin-Tate ou de Drinfeld en
niveau infini. Il faudrait donc procéder a de nouveaux éclatements afin de rendre
I’espace engendré par les lignes et celui par les colonnes localement facteur direct
entier (cette derniere justification est quelque peu hypocrite puisque de toute fagon
dans la démonstration finale, on devra a un endroit rendre entier ’application
des périodes). Le point de vue qui suit permet de construire directement une
application entiere du sommet de la tour de Lubin-Tate (resp. la tour de Drinfeld)
vers le schéma formel de Drinfeld (resp. @"‘1).

Commencgons par faire le lien entre le point de vue précédent et celui qui va
suivre.
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I1.12.1 Identification de K™ — K" /Fily avec I’application
de Hodge-Tate de G

Soit (G, pg,nc) € ME"(K). Rappelons qu'on a défini une matrice X telle que
ImX = Filg et Im*X = Fily. Tout repose sur une bidualisation, I’exactitude de
la suite de Hodge-Tate, ainsi que sur un analogue de 1’énoncé d’algebre linéaire
suivant: soit u : E1 — FE5 une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels
de dimension finie, il y a alors une identification canonique

[Ef — Ef/Im"u] ~ [keru — Ey]

L’analogue est le suivant: pour E un D @ p K-module de type fini (& gauche ou &
droite) posons
I'(E) = Hompg . (E, D(H)q)

un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors,
Vu:Ey — Ey, [[(E1)—[(E;)/Im"u] ~T [keru — E] (I1.4)

Notons maintenant, pour W un K-e.v., ®(W) = W* le dual usuel. Si E est un
D ®1, K-module de type fini & gauche, resp. & droite, alors ®(E) est naturellement
un D ®;, K-module de type fini & droite, resp. a gauche.

Il y a alors un isomorphisme naturel de bidualité pour F comme ci-dessus

I'o®(E)~DMH)g,o®r Eo
oll, comme d’habitude, By ={zr € E |Va € F,,, a® l.x =1Qa.x }.
Lemme I1.12.1. Soit lapplication D Qg K -linéaire composée
u D®FKLNG>VP(G) ®FKL>D(G)Q®LK
Procédons aux identifications suivantes:

IDerK) = D)oL K
f — fdel
et
I'(D(G)g ®r K) — Homp(D(G)g,0, D(H)g,0) @ K ~ K"

fo—= fip@neex

via lisomorphisme (I1.2) et A. Alors
Tu: K" —DMH)pe K (~K")

s’identifie a ‘X et donc Im(Yu) = Fily.

Démonstration. 11 suffit de retracer les différentes identifications. O
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Remarque I1.12.2. Etant donné que le module de Tate de G est trivialisé et que
det V,(G) ~ Q,(1), on en déduit que Q,(1) est trivialisé et que donc 'application
de Hodge-Tate de G est définie sur K: agp : V,(GP) — we @ K. En d’autres
termes, Qp(pp=) C K.

Corollaire I1.12.3. Il y a des identifications canoniques
[D(H)p ® K — D(H)g ® K/Fily]
= [ or 0" wo0 K| (-1 @1 DiEG
~ [DH)q ® K - wg,o(—1) @1 D(H)g,o]
ol ago est Uapplication de Hodge-Tate de GP.

Démonstration. Soit
[El e, Ez} - [V,,(G) or K 2 D(G)q &1 K]
D’apres le lemme précédent,

FaG

D(H)g® K — D(H)g ® K/Filg] ~ [F(El) % D(By)/Tm( Fag)}

qui, d’apres 'identification (I1.4), est isomorphe a
T [ker ag — FEi]
Mais, d’apres la proposition 11.1.4 (décomposition de Hodge-Tate), la suite

<I>OtGD (—1)

0 — wg ®K(-1) Vo(G)®r K == D(G)g @1 K
est exacte. Donc,
~Tlkerag — Ei] ~ To®[V,(GP)®r K - we® K] (1)
~ [(V,(GP)®r K), (-1) » wa,o @ K(—1)] © D(H)g,o

Le dernier isomorphisme dans 1’énoncé du corollaire provient de la rigidification
n: D —= V,(G), qui induit

Fo® (V,(G)®r K) — D(H)g® K O
I1.12.2 Identification de K™ — K" /Fil; avec I’application
de Hodge-Tate de HP

Soit (H, prr,nu) € MET(K). On procede comme dans la section précédente. Pour
FE un K-espace vectoriel, posons

U(E) = Homg (E,D(H)g,0)
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Lemme 11.12.4. Soit l’application composée
v: K" —2> Vo (H) @p K —> D(H)g ®1, K

Procédons aux identifications suivantes:

U(D(H)g @1 K)

12

D(H)&O ® K ~D(G)g,o® K via A
Hom(D(H)g, D(H)g,0) ® K ~ K"

12

ot la seconde identification utilise

@1 " n n
DH)o = P DH)g; ——— D(H)g,o =~ L
JEL/NZ
Alors Yv: K™ — D(G)q,o® K s’identifie a la matrice X et donc Im(Yv) = Filg.
Corollaire I1.12.5. [l y a des identifications
[D(G)Q)Q QR K —» ]D)(G)Qo ® K/Filg]

~ [Vp(HD) 2 wp @ K} (1) @ D(H)q.0

o~ [D G)Q)Q QK —» wyg ® K(—l) Xr D(H)Qo]
Démonstration. Soit

[El on Ez] - [V,,(H) ®r K 2% D(H) o1, K

Alors

[D(G)Q)Q QR K — ]D)(G)Q7O X K/Fﬂg]
~ [W(Er) » V(Ey)]
~ Ulkeray — FEi]

1

Tod [VP(HD) op K(—1) 220 @ K (—1)
D “ub
~ |V(HP)®r K - wp @ K| (-1)@LD(H)go

ol on a utilisé 'exactitude de la suite de Hodge-Tate pour H (proposition I1.1.4).
O

I1.12.3 L’application MZ"(K) — MX7(K)

Soit (Ga PG, 77G) € M?OT(K)
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I1.12.3.1 Premiére étape: on met une structure d’isocristal sur le module de
Tate. Posons
N = Homp(V,(G), D(H)g)

un isocristal relativement & 1’extension L|F, si on le munit de ¢ : N —— N, défini
par .f = o f.

I1.12.3.2 Deuxiéme étape: la rigidification du module de Tate induit une rigidi-
fication de lisocristal. L’isomorphisme de D-modules 1 : D — V,,(G) induit un
isomorphisme d’isocristaux

D(H)q — (N, )

I1.12.3.3 Troisieme étape: la filtration de Hodge-Tate induit une filtration du
module de Dieudonné. Considérons 1’application de Hodge-Tate de G tordue
par K(—1)

OCGD (—1)

[VP(G)*@@FK — wa@K(—l)}

(S)

P [V(G) @r L) 0L K »wa,© K(-1)]
JELZ/NL

Tensorisons cette suite
(S) ®pgrr D(H)g = [N ®r L - wg,o(—1) ®L D(H)g,o]
qui fournit donc, via la deuxieme étape, un élément
Fily € P(D(H)q) (K)
On obtient ainsi un couple [(H, pg)] € MFT(K)/~.

I1.12.3.4 Quatrieme étape: construction d’éléments dans le module de Tate de H.
Construisons un morphisme

¥ : Homo,, (G, H)[3] — V,(H)

Soit
¢ € Hom(F/Op,G ® OK/pOK)[%]

comme dans le théoreme I1.8.4. Soit f € Homp, (G, H)[%] Considérons

folec € Hom(F/Op, H® OK/pOK)[%]

Pour le morphisme induit sur les cristaux évalués sur l’épaississement O —»
Ok [POK
(folg)r : K —DH)g® K

montrons que (f o (g)«(1) € Fily.
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Via ng : D —> V,(G) le morphisme f. : D(G)g ® K — D(H)g ® K
s’identifie a

D(f)
—_l

(Vp(G)* @F K) ®@pgr |D(G)g D(H)q

On doit montrer que (g«(1) € (V,(G)* ® K) ®per D(G)g s’envoie sur zéro par la
composée donnée par la ligne pointillée diagonale dans le diagramme suivant
% D(f)
V(G ®K)  ®@perD(G)e = D(H)q]

N
N

agp(—1) d N Id
N

A
we®K(-1)  ®perD(G)o > D(H)q]

Il résulte de ce diagramme qu’il suffit de vérifier que 'image de (g« (1) par lap-
plication

agr(=1)®@1d: (V,(G)" ® K) ®@per D(G)g — we ® K(—1) ®pgr D(G)g

est nulle. Mais, si ¢ : Ogp @ K = D(G)g ® K et 'ag : Wi @ K — V,(G)* @ K
est application de gauche dans la suite de Hodge Tate de G tordue par K(—1),
tag € V(G)* @ K ® wgp, alors

(1) = (Id® 1) (Tag)

Le résultat se déduit donc du fait que, dans la suite de Hodge-Tate de GP, la
composée des deux applications est nulle: *ag o agn(—1) = 0. On a donc bien
défini 'application V.

I1.12.3.5 Sixieme étape: ’application ) est un isomorphisme. Il suffit de démon-
trer qu’elle est injective. Soit donc f tel que ¥(f) = 0. On vérifie alors sur
I’évaluation des cristaux que cela implique que pour D(f) : D(G)g — D(H)g

Mais

D(f) € Homp,, (D(G)g, D(H)g) —— Hom (D(G)} 5", DH)Y 5™)

i hp@)ysm
or
D(G)yo" ® K — D(G)go ® K/@gp o ® K| € QK) C P (D(G)y5") (K)

Donc, D(f)ju,pex = 0= D(f) =0 et donc f = 0.
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La quasi-isogénie A induit un isomorphisme

" — Hom(’)D (GaH)[%]

et on obtient donc une rigidification ny de [(H, pg)], ce qui détermine le triplet
(H, p,nm), d’apres le théoreme 11.7.3.

I1.12.4 L’application M%7 (K) — ML (K)
Soit maintenant (H, pgr,nm) € M5Z (K).

I1.12.4.1 Premiére étape: On met une structure d’isocristal sur le module de
Tate. Soit
N = Homp(V, (H), D(H)g)

qui est muni d’une structure d’isocristal en posant p.f = ¢ o f. Notons que cet
isocristal est muni d’une action de D, puisque c’est le cas de D(H)g.

Deuxitme étape: ny rigidifie Iisocristal L'isomorphisme ny : F"* — V,(H)
couplé a la quasi-isogénie A induit un isomorphisme d’isocristaux munis d’une
action de D

D(G)qg ~D(H)g — N

I1.12.4.2 Troisieme étape: la filtration de Hodge-Tate induit une filtration du
module de Dieudonné. Considérons I’application de Hodge-Tate de HP” tordue
par K(—1)

(T)=[V(H)" ® K » wyg @ K(—1)]

Apres application de — @ p D(H)g, on obtient via la deuxieéme partie une filtration
D-invariante

(T)®rD(H)g ~ [D(G)g® K - wy @ K(—1) @ D(H)g]
La partie “indice zéro” de cette application est obtenue par
(7) @1 D(H)g,0 = [D(G)g,0 ® K - wy ® K(—1) ® D(H)q,0]

qui définit Filg € P(D(G)q,0)(K). La quasi-isogénie A couplée & ny induit un
isomorphisme
Vo(H)* ®r DE)G, " - DG,

D’apres le corollaire I1.2.2, (T') € Q(K) C P(V,(H)*)(X). Donc
Filg € Q(K) C P (D(G)&Bln) (K)

On obtient donc ainsi un couple [(G, pg)] € ML (K)/~.
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IL.12.4.3 Quatrieme étape: Construction d’éléments dans le module de Tate
de G. A la rigidification ngy : F™ — V,,(H) est associé un élément

¢ € Hom(F/Op, H" ® OK/pOK)[I—lj]
qui, composé avec A, fournit (¢ € Hom(F/Op,G ® OK/p(’)K)[I—lj]. Il s’agit de
montrer que sur 1’évaluation des cristaux

(a«(1) € €D WFilg CDG)g® K

JEL/NZ

Pour cela, il suffit de vérifier que
€.(1) € ker [D(H)g ® K% V,(H) ® K @ D(H)g — wg ® K(—1) ® D(H)g
Or cela résulte de ce que &,(1) € V,(H)* @ K @ D(H)g est donné par
Vy(H) = D(H)g ® K

et de ce que ayp(—1) o ay = 0 dans la suite de Hodge-Tate de H”. Donc (g
définit un élément de V,(G).

Cinquieme étape: Rigidification Il suffit de montrer que (g est non nul, mais
cela est clair. On obtient done, d’aprés le théoreme I1.8.4, un triplet (G, pg,ng) €
MZI(K).

I1.12.5 Les deux applications sont inverses I’une de ’autre

Cela est moins clair que dans la premiere description de 'isomorphisme.

Partons de (G, pg,nc) € ME"(K) et soit (H, pp,nu) € Moo(K) le triplet
associé. Soit (G, pgr,na) € ME"(K) le triplet associé & (H, ps,nm). Rappelons
que la filtration de D(G)g ® K définissant (G’, pgr) € MP"(K)/~ s’identifie &

[Vo(H)* @ K = wp @ K(=1)] @1 D(H)q
via
* ~ n D(A)
Vo(H)* @ D(H)q — D(H)g ——

via ng

D(G)q
Rappelons que 'on a un isomorphisme

Homo, (G, H) — V,(H)
et qu’alors l'identification ci-dessus se résume a

~

D(G)g —= Homp (Homo,, (G, H)[1], D(H)q ) <= V,(H)* ® D(H)q

1
p

i [f — D(f)(2)]
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D’apres l'exactitude de la suite de Hodge-Tate de HP,

ker (V,(H)* ® K — wg ® K(—1)) @ D(H)g
= {h:V,(H)® K —DMH)g® K |ag(z) =0= h(z) =0}

Mais, via 'identification Home, (G, H)[%] ~ V,(H), Vapplication oy est

fr—(D(f) @ Id) (¢e(1))

ouD(f)®Id:D(G)® K — D(H) ® K, (¢ = pg ong(1) et (g« est I'application
induite sur les cristaux. On en déduit que la filtration définissant (G', pgs) sur
D(G)g ® K est

Vf € Homp o, (D(G)g, D(H)qg)

1
{ rEDGQOK | (o a)(Can(1) = 0= (f © Id)(x) = 0 } = (Im(aq)”)

qui est donc égal a Imag, qui par surjectivité de ’application de Hodge-Tate de
G est la filtration définissant G. Donc (G, per) = (G, pa)-

Il est maintenant aisé de vérifier que les rigidifications des modules de Tate
de G’ et G coincident, puisqu’il suffit de vérifier qu’elles coincident modulo p, dans
Hom(F/Op, G0k /pOk), ce qui est immédiat. Donc (G, par, nar) = (G, pa,na)-

On vérifie de la méme facon que 'application composée
MET(K) — ME(K) — MET(K)

est I'identité.



Annexe C

Théoremes de comparaison entiers
relatifs pour les groupes p-divisibles
d’apres Faltings

Dans cet appendice on explique les résultats auxquels on peut parvenir a partir
des méthodes de [3] pour les périodes cristallines et de Hodge-Tate des groupes
p-divisibles sur les anneaux d’entiers de corps non-archimédiens. L’auteur a vérifié
chacune des assertions énoncées en reprenant les résultats de [3], il invite le lecteur
a en faire de méme. On supposera toujours que p # 2.

C.1 Groupes p-divisibles sur les anneaux d’entiers
de corps non-archimédiens

Soit K|Q, un corps valué complet pour une valuation de rang 1, c’est-a-dire &
valeurs dans R, étendant celle de Q5. On note O son anneau des entiers et k
son corps résiduel. Fixons Ok, C Ok un anneau de Cohen. On a des extensions
valuées K|Ko|Q, . Le choix de 'anneau de Cohen fixe en particulier une section e
du morphisme Ok /pOk — k. Si k est parfait, Og, ~ W (k).

Par définition, un groupe p-divisible sur Spf(Ok) est un systéme compatible
de groupes p-divisibles sur les (Spec(Ok /p"Ok))n>1-
Lemme C.1.1. Soit G un groupe p-divisible sur Spf(Ok). Sont équivalents:

o GRu, Or/pOk est isogéne a un groupe constant H sur k:
G ROk OK/pOK ~H Rk,e OK/pOK

o [l existe un nombre réel A > 1 et H' un groupe p-divisible sur k tels que si
mrr={z € K|vy(x) > X}, alors

G@OK/ITLK,)\ ~ H' Rk,e (’)K/mK,,\
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o Soit R ~ Ok, |[x:]]icr Uanneau universel des déformations du groupe G ® k
sur des Ok, -algébres locales complétes et G'™V la déformation universelle.
1l existe un morphisme

x : Spf(Ok) — Spf(R),

i.e., © € Spf(R)*™(K), ot " désigne la fibre générique au sens des espaces
de Berkovich, tel que G ~ z*G"™Y

Démonstration. Elle ne pose pas de probleme. O

On remarquera que si les conditions du lemme précédent sont vérifiées, alors
nécessairement H' ~ G}, et on peut choisir H = Gy,.

Définition C.1.2. Un groupe p-divisible satisfaisant aux conditions équivalentes du
lemme précédent sera dit isotrivial mod p.

Remarque C.1.3. En utilisant des morphismes non-continus i — Oc,, on peut
construire des groupes p-divisibles non-isotriviaux mod p sur Oc,.

C.2 Théorémes de comparaison

On reprend les notations de la section précédente. On fixe un relevement de Fro-
benius 0 : Ok, — Ok,. Soit G un groupe p-divisible sur Spf(Ok). On note M
I’algebre de Lie de I'extension vectorielle universelle de G. Celle-ci est filtrée:

0 —wgp — M — wi —0

On note Fil M = wgp. On note & le cristal de Messing (covariant) de GR Ok /pOk
sur le gros site cristallin nilpotent de [1]

NCRIS(Spec(Ok /pOk)/Spec(Ok,))
ou Spec(Og,) — Spec(Ok /pOk) est défini via la section e, et
Mo =Eoy,—k

le module de Dieudonné “classique” de G ® k, si k est parfait. Il est muni d’une
application o-linéaire ¢ : My — M associée au relevement de Frobenius o.
Rappelons que 'on dispose d’'une Ok, -algebre A..;s(Ok) augmentée via 6 :
Aeris(Or) — (9%, qui définit un pro-objet de notre site cristallin. On note ¢ le
Frobenius cristallin sur Ag,;s.
L’évaluation
E = gAcm‘s—»Of/POf

est un A..;s-module libre muni d’un morphisme ¢-linéaire ¢ : E — F tel que

FE ®¢ O%ZM(X)OK ®O§
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ce qui permet de filtrer E via FilE = 0~ 1(Fil M ® (’)%). On a donc un p-module
filtré (E, textFil E, p).

Exemple C.2.1. Si G = Q,/Z, sur O alors E = FilE = A, et le Frobenius de
FE est py avec ¢ le Frobenius cristallin.
Le module de Tate de G s’identifie &8 Hom(Q,/Z,, G ® (’)%). Tout morphisme

f:Qy/zZ, — G® O= induit un morphisme entre les F-cristaux filtrés cor-

respondants et donc, par évaluation sur 'épaississement Acpis — O /pOye, une
application des périodes

Tp(G) = Hom(Qp/Zy, G ® O) — Hom ((Acris, Acris, ), (E, Fil E, ¢))
= (Fil E)*=P
Théoreme C.2.2. L’application des périodes induil un isomorphisme naturel
Gal(K|K)-équivariant
T,(G) — (FilE)?~P
Elle induit deux inclusions naturelles strictement compatibles auz filtrations et a

laction de Galois
tE C Tp(G) ®Zp Agis CFE

Ces inclusions sont compatibles aux Frobenius cristallins lorsque [’on munit
Tp(G) ® Acm’s de PR @.

Remarque C.2.3. Dans le théoreme précédent la filtration est indexée de la fagon
suivante

Fil (T,(G) ® Apis) = Tp(G) @ Fil Ay
Vi< -1, Fil'E = E
FiI°E = 6 '(FilM ©O=)
Vi>1, Fil'E = Fil'Ay.Fil® +Fil " A, F

Remarque C.2.4. L’application des périodes est compatible a la dualité de Car-
tier. Plus précisément, le (Acpis, ¢)-module filtré associé & G s’identifie & EP =
Homy, , (E, Acis), avec pour f € EP. o(f) = ppo foyp ! et FilEP =
{f € BEP | f(FilE) C Fil'Acris}. Alors, si vy @ Tp(G) ®z, Aeris — E désigne
I’application des périodes, le diagramme suivant commute

Ty(G)® Aris ——= E=(EP)* ——= T,(GP)* @ Auris == Tp(G)(—1)® Acris
\—/
Id®t

Lorsque le groupe p-divisible G est isotrivial mod p, son isocristal est engendré
par ses section horizontales. On en déduit le théoreme suivant.
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Théoreme C.2.5. Supposons de plus que G est isotrivial mod p. 1l y a alors des
isomorphismes

Mol3] @K, K ~ M[]
et
171 ~ 1 +
E[E] - Mo[p] ®K0 Bcris
comme @-modules ot B .. = Acris[%]-

Il y a donc des inclusions strictement compatibles auz filtrations

tMo[5] @Ko Blris C Vo(G) ®q, BS,

cris

C Mo[;lj] R, B

cris

un isomorphisme
MO[%] ®Ko Bcris ~ ‘/;J(G) ®Qp Bcris
+

avec Beris = BCN-S[E], et un autre isomorphisme

N p=p
V,(G) = Fil (Mo[ ] ® Ko B;is)

1
P
ot, sur Mo ® B .., o= ® ¢ et Fil est la filtration associée a celle de M[%] via
lisomorphisme Mo[%] R, K ~ M[%] etd.
C.2.1 Le déterminant des périodes divisé par 2i7 est
une unité p-adique

C.2.1.1 Enoncé et dévissage au cas C.M. Soit K comme précédemment et sup-
posons de plus que son corps résiduel est algébriquement clos, ce que 'on peut
toujours réaliser, quitte a étendre les scalaires. L’anneau Ok, s’identifie donc aux
vecteurs de Witt de ce corps résiduel.

Soit G un groupe p-divisible isotrivial mod p sur Spf(Ok) de dimension d
et hauteur h. On reprend les notations précédentes. En particulier (My, @) est le
module de Dieudonné covariant de la réduction de G sur le corps résiduel de K.

L’isomorphisme de B,;s-modules

‘/;D(G) ®Qp ch‘s ; MO[%] ®K0 Bcris
du théoreme C.2.5 induit un isomorphisme @-équivariant

o det VP(G) ®Qp Beris EASN (det MQ)[ ] R K, Beris

1
p
+

Plus précisément, il y a une inclusion de B, ,-modules compatible aux filtrations

et Frobenius

cris cris

u:T,(G)® BY.,, — My ®o,, B,

de conoyau annulé par ¢, d’out une inclusion

det u : det T,(G) ®z, B, — (det M) ®0x, B

cris
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Via P'application de réduction modulo Fil' B, et l'identification My ®0,, K ~

M ®0, K (ot M = Lie E(G))

~

(Mo ®0y, Bli,) /FI'B] .. (Mo @0, Bl,) ~ M@0, K

et Fil (Mo ® B,,) est I'image réciproque de FilM ® K (ot FilM = wgo). 1l
existe donc, d’apreés le lemme de Nakayama, une base (e, ..., e,) du B;is—module
My ® BT . telle que

cris

Fil (Mo ®0,, B;,) = B,

cris cris

e1® @B}, en_a1®Fil'B} , en_q®...Fil'Bf e

cris—n

+

L’image de u est contenue dans Fil (M, ® B ,;.). On en déduit que

detu : det T,(G) ® B, — det My ®o,, Fil’B,

cris cris

qui définit donc un élément (un régulateur)
e=Id
8 € (et T,(G) ™" @z, det My B0y, Fil' B,,,)

ou rappelons que ¢ agit par la multiplication par p sur T,,(G) (cf. théoréme C.2.2).
Mais le corps résiduel de K étant algébriquement clos

det My, det @) ~ (O, ,p" o
( @ o

Donc d

B € det(T,(G)) ™! @, (det(Mo)) """ @n, (Fi'BS,,) "

Mais puisque
d

o=p
(Fﬂd Bjm-s) = Q,.t

(cf. théoreme A.3.26 de [12]) on a

B e (det Tp(G)) ™" @ (det Mo)*="" " © Q.12

Les structures entieres detT,(G) ~ Z, et det My ~ Og, induisent une Z,-
structure sur (@ptd. L’élément 3 fournit donc un élément de Q. / Z; 1.

Théoréme C.2.6 (Faltings). L’élément (3 est entier: § € Z;.td.

Démonstration. Le groupe G étant isotrivial mod p on peut le mettre en famille.
Plus précisément, soit X l'espace des déformations de la réduction de G sur le
corps résiduel de K. C’est un Ok, -schéma formel non-canoniquement isomorphe
a Spf(Ok, [[[tilli<i<d(n-ay)- 1l existe alors un Of,-morphisme = : Spf(Ox) — X
tel que G = *G™Y, o G"™V désigne la déformation universelle.
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Il existe de plus un nombre rationnel o € Q¢ tel que Vi, v,(2*(t;)) > a. Le
morphisme z se factorise donc en

xz:9pf(Og) —C — X

ou C = Spf(R) est un modele formel p-adique normal sans p-torsion sur Spf(Og, )
de la boule rigide formée des éléments de valuation supérieure ou égale a a. Fixons
une cloture algébrique F du corps des fractions de R. Soit L la plus grande exten-
sion de Frac(R) contenue dans K, E|L|Frac(R), telle que la fermeture intégrale
}_%L[%] soit une R[]-algebre ind-étale. Posons R = R". Si ¢ désigne le point
géométrique générique de Spec(R) défini par E, on a donc Gal(}_%[l—leR[%]) =
1 (Spec(R[%]), €). A partir de I'anneau R, on peut, construire un anneau A;s(R)
muni de 6 : A..s(R) — R. Les théorémes de comparaison pour les groupes p-
divisibles cités précédemment s’appliquent dans ce cadre-la, toujours en utilisant
les méthodes de [3].

Il y a un morphisme de spécialisation
Acm’s (R) e Acris(OK)

Notons H la restriction de GV & C. Sur Spec(R/pR), le groupe G""V @ R/pR
est isogéne au groupe constant G, @ R/pR, ol k désigne le corps résiduel de K.
Il y a donc un isomorphisme de comparaison

Vo(H) ®q, Beris(R) — Moly;] ®x, Beris(R)

Toujours par application du théoreme A.3.26 de [12], on peut vérifier que

d
d ot o=p J
(F1"BL (R)" T =@t
On obtient alors comme précédemment un élément

=Id
8 € (et T (H) ™ @, det My @oy,, Fil' B, (1) = @yt
Et bien siir, par spécialisation Acpis(R) = Aeris(Ok), 8 — 5.

L’énoncé du théoreme est donc invariant par transport parallele: on peut
transporter 3 parallelement en n’importe quel point du disque unité X" (quitte
a agrandir le rayon de la boule C*™). Le mieux est de choisir un point pour lequel
la matrice des périodes est diagonalisable. On peut par exemple prendre un point
C.M. ayant multiplication complexe par Z,n, olt h est la hauteur de G. En effet,
l'action de Z,» permet de diagonaliser la matrice des périodes, si I'on prend des
bases de vecteurs propres pour cette action. Le résultat est démontré dans la
section suivante, dans ce cas particulier. O
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C.2.1.2 Etude des périodes entiéres des groupes p-divisibles ayant multiplication
complexe par un ordre maximal non-ramifié. Nous étudions ici les périodes des
groupes p-divisibles C.M. les plus simples, ceux ayant multiplication complexe par
I’anneau des entiers d’une extension non-ramifiée de Q,,. Soit donc G un groupe p-
divisible de hauteur h et dimension d sur Z,» , muni d'une action ¢ : Z,» — End(G).
On pourra par exemple prendre, lorsque d = 1, le groupe formel de logarithme

=L

n
n>0 p

qui est bien muni d’une action de Z,, puisque V¢ € ppn_q: f(CT) = (f(T), ou
n’importe quel groupe de Lubin-Tate de hauteur 1, pour 'extension Q.

Notons B
x : Gal(Q,|Qn) — Z;h

le caractere de Lubin-Tate. Notons o € Gal(Q,1|Q,) le Frobenius et Vi, ¥ =
oloxy.

Lemme C.2.7. Comme Cp-e.v. munis d’une action semi-linéaire de Gal(Q,|Q,n)

on a

‘ ; C,(1) sii=0
Vi€ Z/hZ, Cp(x" )~ 4P
PEZ/MZ, Cp(x”) { C, sii %0

Démonstration. La décomposition de Hodge-Tate d’un groupe de Lubin-Tate G
de hauteur h et dimension 1 sur Z,» est

Vo(Q) ®q, €y = (wan ®z,, Cp) & (WG ®z,, Cpl1))

Soit ¢ : Zyn — End(G). On a la décomposition V,,(G)®q, C, ~ Dicz/nz (Cp(x”i),

olt l'action de t(Z,.) sur le facteur C,(x°") se fait via 0. La décomposition de
Hodge-Tate précédente est compatible a I'action de Z,. sur G, via ¢. Puisque
UZyn) agit sur wg via 0¥ et sur wgp via les autres plongements o, i # 0, on en
déduit le résultat. O

Il résulte de la classification des représentations cristallines abéliennes (Fon-
taine, cf. [13]) qu'il existe des entiers a;, 0 < a; < d, tels que

h—1
Vp(G) = H X '
i=0

De plus, d’apres le lemme précédent, la décomposition de Hodge-Tate de V,(G)
est

h—1
Vp(G) ®q, Cp = @Cp(ai)
i=0
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Donc Vi, a; € {0,1}, 37, a; = d et a; = rgy , Lie(G);, avec
p

LieG = @ Lie(G);

i€Z/hZ
U(Z,n) agissant sur Lie(@); via o”.
Considérons 'application des périodes
Tp(G) ®z, Acris(Zypn) = Mo @z, Acris(Zyh)

ou My est le module de Dieudonné de la fibre spéciale de GG, un groupe p-divisible
sur Fn (I'idéal pZ,n, possédant des puissances divisées I’évaluation du cristal de
G sur I'épaississement A.is — Oc, /pOc,, s'identifie a My ®z.,, Acris)-

Le module de Dieudonné My est un W(IF,n) = Z,»-module et via ¢ il devient
un Z,» ®z, th—module libre de rang 1.

Via ¢, le module de Tate T),(G) est un Z,r-module de rang 1. L’anneau A,
est un Zyn-module et donc T,,(G) ®z, Acris est un Zyn @z, Zyn-module.

L’action ¢ permet donc de décomposer

Tp(G) ®Zp Acris = @ (Tp(G) ®Zp Acm’s)i
i€Z/hT.
Moy = E}) Mo,
i€Z/hT.

ott t(Z,n) agit sur la composante indexée par i via o'. La naturalité de I'application
des périodes implique que celle-ci est somme directe de morphismes de Agpjs-
modules libres de rang 1 pour i € Z/hZ

(TP(G) ®ZP Acris)l- — MO,i ®th Acm’s

Apres choix d'un générateur de T;,(G) comme Z,n-module via ¢ et de My comme
Zipn ®1z,, Lpn-module, ces morphismes sont donnés par la multiplication par des
éléments x; € Acris, @ € Z/hZ, bien définis modulo Z;h. Dans une telle base, la
matrice des périodes cristallines est donnée par la matrice diagonale

diag(xo, ..., Th-1)
Le module M, ®z 1 Acris est filtré par Fil° c FiI™! = M, ®z,, Acris, avec
Fil™'/Fil° = Lie(G)®z, Oc,
Fil’/(Fil' Aeis Fil ') = wgp @7, Ok,
et cette filtration est compatible a 'action de Z,». Donc

Fii’ = @5 Fil)

i€Z/NT
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avec Vi € Z/hZ,

_ O(C sia; =1
Fil; '/Fil) = Lie(G); Oc, ~ p ST
il /il ie(@): @z, O, 0sia=0
. . R OCP si a; = 0
Fil} /(Fil' Aepis Fil; 1) = wgp,; ®z, Oc, = { 05 a1

Lorsque I'on munit T)(G) ®z, Acris de la filtration T,(G) ®z, Fil* Acpis,
I’application des périodes est strictement compatible aux filtrations de conoyau
annulé par t et donc, via les diagrammes

(TP(G) ®Zp Acris)i(ﬁ MO,i ®th Acris

L

XT;
Acris Acris

on obtient que si a; = 1, alors x; € Fil! Acris et sia; =0, z; ¢ Fil! Airis.

Notons y; 'image de x; dans GrlAcm-S, si a; = 1, et sinon, lorsque a; = 0, y;
I'image de x; dans GrlAgpis.

Via 6, on a une identification Gr”A.,;s — Oc,. Le Oc, = Gr’A,;s-module
Grl'A,.;s est libre de rang 1. On peut alors définir la valuation d’un élément de
GrlA s, indépendamment du choix d’un isomorphisme GrlAg s ~ Oc, - On peut
donc définir pour tout i, v(y;).

Proposition C.2.8. Supposons d = 1 et soit ig l'unique indice tel que a;, # 0.
Alors, pour 0 <i< h-—1,

) ' ph-l-i—io
Vi <o, v(yi) = P
o pi—io
Vi > g, v(y) = ]ﬁ

et le déterminant des périodes cristallines (3 vérifie 8 € Z;.t; le théoréme C.2.6
est vérifié lorsque d = 1.

Démonstration. La compatibilité du morphisme de comparaison a laction de
Gal(Q,|Qpn) est équivalente a ce que

i

V7 € Gal(Q,|Q,n), 2] = xa(T)” =

oll Yo = x2:%° ' désigne le caractere galoisien associé a Vp(G). En particulier,
si i est tel que a; = 0, par application de €, on obtient

Vr € Gal(@,|Qun), y7 = xa ()" vi € O,

Puisque d = 1, xg = x° . Considérons maintenant le lemme suivant:
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Lemme C.2.9. Soit z € Oc, tel que V1 € Gal(Q,|Q,n), 2™ = X(T)Uiz. Alors,
P

HJEN, ’U(Z)E m

+7Z

Démonstration. Pour A € Q, notons Oc,, >, resp. Oc, >, les éléments de valua-
tions supérieure & \, resp. strictement supérieure & \. Notons ¢ = p”. Nous nous
intéressons & I'action de Gal(Q,|Q,») sur Oc, >1/Oc, > = F,. Fixons p* € Q, un
élément tel que si A = L avec (1, s) = 1, on ait (p*)* = p". L’extension Q, (p*)|Q,n
est totalement ramifiée. Soit 7o € Gal(Q,|Qpun (p*)) un relevement du Frobenius
x — x?. Linertie Iy , agit sur O, >x/Oc,,>x via le caractére modéré

(")
pA

=X
mod O(Cp7>>\ S Fp
Désormais A = v(z). Ecrivons z = up?, ot u € Oép. Alors, modulo Oc, >

k k k A
wrelg, ez, BT - B @) o

Quant au caractere Y, il vérifie la congruence

vr' e Gal(@pk@ph), x(t) = — € Ug—1

L’hypotheése du lemme implique que
r(p? )

ky_ Pt
qu 7=

VkeZ vrely,, ul !

Il
-

1

ce qui implique d’abord, avec 7 = Id, que @ € F,™ et que I'on peut donc supposer
que u = 1 dans la congruence ci-dessus. De plus, pour p € Q, le caractére modéré

IQph — Fp
1L
T +— T(p)
pP«

est trivial ssi pu € Z[%]. Donc, Vk € Z, ¢" X — quil € Z[%], ce qui implique facilement
le lemme. [



128 Annexe C. Périodes entieres des groupes p-divisibles

Il résulte du lemme précédent que

o _ pi—io
Vi>ig, 37 €N, v(y,) € —=+7Z
) ¢(q—1)
) ph-l-i—io
et Vi<ig, 37N, v(y;) € ——+7Z
( ¢(q—1)

De plus, I'application des périodes étant annulées par t € A.q;s pour tout 7,

le conoyau de Agpis X%, eris €st annulé par t et donc t € Agpisx;. Etant donné

que

1
v(t) = ]
on en en déduit que
Vio 0<o() <~
On déduit donc avec le résultat précédent que
o ' pi=io
Vi >1do, 3 €N, v(y;) = m
o _ phtiio
et Vi <ig, 3j €N, o(y;) = PP

Considérons maintenant ’application de Hodge-Tate

ag : Ty(@) — wap @z, Oc, = Pwer i @2, O,
i#io

Ecrivons ag = (aq,i)ii,- Alors, pour i # iy, on a, apreés choix d’une base du
Ziyn-module de rang 1 wgp 5,

Im (OZG,i) = Ocp.yi

Mais, modulo p, I’application de Hodge-Tate de G coincide avec celle de G|p]

T,(G) > wgr @z, Oc,

l l

aa(p]

T,(G)/pT,(G) = Gpl(Oc,) —— wgppp @ Oc, /pOc, = wgp @ Oc, /pOc,

Or, si K = Qpn (qull) désigne 'extension modérée abélienne maximale de Q,», on
a Gp|(Q,) = G[p|(K), i.e., Gal(Q,|Q,) agit trivialement sur T,(G)/pT,(Gp), ou
encore x modulo p est modérément ramifié. Donc

Vi#io yi € Ox +pOc,
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Etant donné que 'on a déja vu que y; ¢ pOc,, on en déduit que Vi # ig, v(y;) €
q_%Z. Reprenant les estimations précédentes, on obtient

pi—’io
Vi > o, v(yi) =
i >0, v(ys) .1
v ph-l-i—io
t Vi < i, ) =
et Vi <io, v(y:) 1

Mais maintenant, si § € Q; tC Ac’ris[l_l)] est le déterminant des périodes, on a

De plus, étant donné que pour G l'application des périodes est entiere, 5 € Acpis
et donc 3 € Zjy.t. Donc

hti—io i—ig
D D _ 1
U(yig)—FZ =1 —I—. _q—l_‘z U(yi)Ep—_l—FN
i<ig >0 1€ZL/NT
Utilisant que 0 < v(y;,) < 527, on obtient que v(y;,) = ;27 et donc
Belyt
Ce qui démontre la proposition. O

Attaquons maintenant le cas de dimension d quelconque. Commengons par
remarquer qu’il résulte de I’étude du cas de dimension 1 et du théoréeme de Tate,
HO(GQph y (Cp) = @ph, que
Corollaire C.2.10. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et h — 1,

HO(GQph ) (C;D(X_Gi)) = Qph -Zi

7

ot z; € Cp, est un élément de valuation

h
p
Plus généralement, on a

Proposition C.2.11. Soit (b;);cz/nz € ZEIME . Soit 4p = XZJ‘ ijU], Supposons que
bo = 0 et donc, d’apres le lemme C.2.7, Cp(¢0) ~ C,. Alors

{2 €C, |Vr € Gy, 27 =9(r).2} = H(Gg,,., Cpr™) = Qpr.zy

o
h—1

pj
U(Zw) S J;Objph——l +Z
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Démonstration. Le cup-produit
o . _
® H(Gq,, . Cpx )= — H(Gq,, v

JEL/RL

est un isomorphisme de Q,»-e.v. de dimension 1. C’est donc une conséquence du
corollaire précédent. O

Revenons maintenant au cas d quelconque. La proposition précédente im-
plique que si a; = 0, alors

v(y) € =—=( > ™ + D ap"t) +Z

O<g<z i<j<h

et Pestimation 0 < v(y;) < 5=

7 implique que

Za,pzj+ Zaphﬂj

0<]<z i<j<h

v(yi) =

Maintenant sia; =1, y; € GrlA,,;s s’écrit sous la forme yi = w;.t, onw; € Cp. Or
h—1 j

t se transforme via Gg,, par Ny , g, © X = x=i=0 7" De la, on déduit que w; €

HO(GQph,w_l), avec ¢ = x> (@10~ . Utilisant de nouveau la proposition

précédente, on en déduit v(w;) a translation par un élément de Z pres et donc,

puisque v(t) = ﬁ = Z?:_Ol p,{';il, v(y;) a translation par un élément de Z pres.

Utilisant lestimation 0 < v(y;) < p%l, on en déduit comme précédemment que
oly) =~ SO ap T Y ap!t)
0<]<z i<j<h

On obtient donc bien finalement que
1
2=

c’est-a-dire 3 € Z, .t.
Cela met un point final & la démonstration du théoreme C.2.6. O

Remarque C.2.12. Il se peut que les résultats de [2] permettent également d’obtenir
le résultat précédent sur les périodes CM. L’auteur n’a pas eu le courage de le
vérifier.
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L’isomorphisme entre les tours
de Lubin-Tate et de Drinfeld:
démonstration du résultat principal
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Introduction

Dans le premier chapitre on a construit un schéma formel w-adique 1ié a I'espace de
Lubin-Tate “en niveau infini”. Dans la premiere section de cet article on construit
un schéma formel m-adique analogue du c6té de ’espace de Drinfeld. Sa construc-
tion est beaucoup plus simple que celle du premier chapitre. Il s’agit de la li-
mite projective des normalisés du schéma formel de Deligne-Drinfeld €2 dans les
revétements de sa fibre générique rigide donnés par les structures de niveau sur le
Op-module formel spécial universel sur 2 (en fait, étant donné que nous adoptons
le point de vue des espace de Rapoport-Zink ([13]), il s’agit d’une union disjointe
de tels espaces indexée par Z).

Le but est maintenant de construire un isomorphisme équivariant entre des
éclatements formels admissibles de ces deux schémas formels. Pour cela on con-
struit des morphismes dans les deux directions (Lubin-Tate vers Drinfeld et réci-
proquement), puis on vérifie qu'’ils sont inverses I'un de 'autre.

Avant d’expliquer le principe de la construction introduisons un point-clef:
les deux types de périodes vivant sur ces espaces.

Périodes de Hodge De-Rham

Il s’agit des morphismes de périodes étudiés dans le cas de ’espace de Lubin-Tate
dans [11] (cf. également la section 1.2 du premier chapitre) et définis en toute
généralité dans [13]. 11 s’agit de 'analogue du plongement X — X, ot X est un
espace symétrique hermitien de dual compact X.

Le principe est le suivant: si R est une W(Fp)-algébre p-adique et H est un
groupe p-divisible sur Spf(R), il y a une filtration de De-Rham sur I’homologie de

De-Rham de H
00— V(H)— LieE(H) — LieH — 0

ou E(H) est I'extension vectorielle universelle de H et V(H) sa partie vectorielle.
Supposons-nous donnés un groupe p-divisible Hy sur F,, et une quasi-isogénie

p: Hy ®F, R/pR — H ®gr R/pR

Celle-ci fournit, grace a la nature cristalline de ’extension vectorielle univer-
selle ([12]) couplée aux puissances divisées sur l'idéal pR, une rigidification de
I’homologie de De-Rham

ps : D(Ho) @y, ) R[] — Lie E(H)|[}]

ou D(—) désigne le module de Dieudonné covariant. Et donc la suite précédente

donne, apres inversion de p, un morphisme de Spec(R[%]) vers une Grassmanienne

associ¢e & I'espace D(Ho)[1].
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Périodes de Hodge-Tate
Reprenons les notations précédentes. Il y a un morphisme
ay : Hom(Q,/Z,, H) — wyo

out HP désigne le dual de Cartier de H. A y : Q,/Z, — H, on associe (xP) 4L,
ot xXP + HP — e et (xP)* : R = w, . — wyo. Notons T,(H) =
Hom(Qy/Zy, H), qui, si R est sans p-torsion intégralement fermé dans R[}—lj], s’iden-
tifie & Hom(Q,/Z,, H ®r R[%]) et ne dépend donc que du groupe étale fibre
générique H Qg R[}—lj]. Supposons de plus que p,~(Q,) C R. Il'y a alors un accou-
plement parfait

T,(H) x T,(H”) — Z,(1)
et 'on a donc une suite

¢ 1
0 — wi(1) _enp® T,(H) ®z, R~ wyp — 0
Sous certaines hypotheses (et c’est 1a une des difficultés majeures de ce chapitre),
on peut rendre cette suite exacte apres inversion de p. Si maintenant on se donne
une rigidification du module de Tate Z!' —— T,(H), on obtient une suite exacte
de Hodge-Tate

0 — wir[3](1) —22

[e3
RIL™ 22 o [1] — 0
qui fournit donc un morphisme de Spec(R[%]) vers une Grassmanienne associée a
I'espace vectoriel Q.

Plan de la démonstration

Le principe général est le méme dans les deux sens. On note X, le schéma formel
associé a l'espace de Lubin-Tate construit dans le premier chapitre (section 1.10).

e On construit un morphisme de périodes de Hodge-Tate d'un espace en ni-
veau infini vers I'espace des périodes de Hodge-De-Rham de 'autre espace,
le principe étant que, via I’isomorphisme entre les deux tours, les périodes de
Hodge-De-Rham et de Hodge-Tate sont permutées.

_ L’espace des périodes de Hodge-De-Rham associé & 'espace de Drinfeld
Q) est ’espace de Drinfeld lui-méme: I’application des périodes de Hodge-De-
Rham est un isomorphisme sur son image pour cet espace (et possede donc
un modele entier (i.e., sans inverser p) donné par I'identité).

Ainsi dans la section 2, on construit un morphisme de périodes de
Hodge-Tate (noté (A) dans la figure I11.1) de ’espace de Lubin-Tate “en ni-
veau infini” éclaté %OO vers l’espace de Drinfeld Q. Pour définir ce morphisme
nous avons besoin d’éclater (et normaliser) le schéma formel X, construit
dans le premier chapitre, pour deux raisons:
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e La premiere est que l'on doit platifier par éclatements l'image d’une

certaine application de Hodge-Tate afin de définir une version entiere de
celle-ci (la suite de Hodge-Tate précédente ne peut étre exacte qu’apres
inversion de p).

La seconde vient du fait qu'une fois qu’on a platifié la suite de Hodge-
Tate, on a un morphisme d’un certain éclaté de X vers un espace pro-
jectif, mais Q) est lui-méme obtenu par éclatement de ’espace projectif.
Il faut donc tirer en arriere de tels éclatemeg\ts vers X afin de relever le
morphisme défini vers I'espace projectif a €. Cela est rendu nécessaire
par le fait que la décomposition cellulaire de X, construite dans le
chapitre I est indexée par un immeuble de Bruhat-Tits, ne correspond
pas a la décomposition cellulaire usuelle de 2 associée a I'immeuble du
groupe linéaire. En effet, on montre dans [9] que 'image du domaine
fondamental de Gross-Hopkins (qui vit dans ’espace de Lubin-Tate)
dans ) est un domaine polyédral qui n’apparait pas dans la structure
simpliciale de I'immeuble, et donc n’apparait pas dans la fibre spéciale
de €.

L’espace des périodes de Hodge-De-Rham associé a ’espace de Lubin-

Tate est le schéma formel P"~1. De la méme facon que précédemment, on
définit dans la section II1.4 un morphisme de périodes de Hodge-Tate (noté
(B)) d’un éclaté Vs, du schéma formel associé a Pespace de Drinfeld en niveau
infini, noté Y., vers l'espace des périodes de Hodge-De-Rham de l'espace
Lubin-Tate P~ 1. L’éclatement sert & platifier la suite de Hodge-Tate.

e Apres avoir construit ces deux morphismes de périodes de Hodge-Tate on les

releve aux espaces de modules sans structure de niveau.

e Dans le cas de 'espace de Drinfeld, c¢’est immédiat, puisque I’application

des périodes est l'identité (ou plutét la projection [, Q2 — Q puisque
Pon considere les espaces de Rapoport-Zink). On peut donc relever le
morphisme noté précédemment (A) en un morphisme X, — [, Q.

Dans le cas de I'espace de Lubin-Tate, cela s’avere plus complexe. Com-
mengons par rappeler que le schéma formel X, a été construit comme
recollement de cellules (des schémas formels m-adiques affines) “en ni-
veau infini” D, o, o1 I'indice a varie dans les sommets d’un immeuble de
Bruhat-Tits. La cellule D, o, est au-dessus d’une cellule sans niveau ID,.
On utilise le fait ([11], ou bien le théoreme 1.4.1) que lapplication des
périodes rigides D8 — (P"~1)M8 est un isomorphisme sur son image,
un ouvert admissible dans (P"~1)"&, Quitte & former un éclatement for-

mel admissible Pr—1 — ]IA””_l, on peut faire apparaitre cet ouvert dans

—_—

la fibre spéciale de pr-1, Alors, lapplication des périodes de Hodge-
De-Rham devient entiere sur D, et induit un isomorphisme entre D, et

cet ouvert. Tirant en arriere I’éclatement P?—1 — P! sur V.., on
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obtient un éclatement )700 — )N)OO tel que sur cet éclaté le morphisme
de périodes de Hodge-Tate (B) s’étende en un morphisme noté (C') vers

Pr—1 Grace au fait que le morphisme des périodes est un isomorphisme

entre D, et un ouvert de I@"—l, on a une section sur cet ouvert qui per-
met de relever le morphisme (C) (c’est un peu plus compliqué que cela

car la section n’existe que sur un ouvert...) de 3700 vers la cellule sans
niveau D,. Tout cela est fait dans la section III.5.

Xoo \L éclatement
\L éclatement Voo
xoo B} Dwoo éclatement
N
: Voo

périodes de
Hodge-De-Rham —~—

A

Théorie-dé Messing

I
segtion z

périodes de Hodge
De-Rham = Id

)

F1G. II1.1: Le schéma de la démonstration

e Il reste maintenant a relever nos deux morphismes, dont le but est un des
schémas formels sans niveau, vers le schéma formel en niveau infini. Pour cela
il faut construire des éléments dans le module de Tate de 'image réciproque
par notre morphisme du groupe p-divisible universel sur I’espace au but du
morphisme. On utilise pour cela la théorie de Messing. Celle-ci permet de
transférer des éléments du module de Tate d’un groupe p-divisible vers un
autre en les transférant modulo p puis en utilisant le critere de relevement de
Messing (le fait qu’un morphisme induit au niveau des cristaux est compatible
aux filtrations de Hodge). Cela est fait dans la section I11.3 pour le morphisme
de Lubin-Tate vers Drinfeld et dans la section II1.6 dans l'autre sens.
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e Enfin dans la section ITL.7 on éclate de nouveaux idéaux (et normalise) afin de
construire les deux schémas formels finaux éclatés isomorphes. Pour cela on
développe dans I'appendice une théorie des éclatements formels admissibles
et normalisation dans la fibre générique pour des schémas formels m-adiques
ne satisfaisant aucune condition de finitude. Les résultats de ’appendice per-
mettent également de voir que les éclatements /normalisation effectués durant
la démonstration peuvent se faire directement en niveau infini.

Prérequis: La lecture des chapitres 1 et 11 est indispensable puisque cet article
leur fait suite. Par contre, nous n'utiliserons quasiment pas larticle [9] (nous
lutilisons dans la section 111.2.2, cependant la section 11.2.2 du chapitre 11 serait
suffisante mais donnerait liew d des éclatements supplémentaires). Nous utilisons
la théorie de [8] des “strict O-actions” afin de “simplifier” les notations. Le lecteur
ne connaissant pas [8] pourra supposer F' = Q,,. Outre la connaissance des diverses
références déja citées dans les prérequis des deux premiers chapitres le lecteur doit
étre familier avec la théorie de Raynaud des éclatements formels admissibles telle
qu’exposée dans [3]. Bien qu’elle n’aparaisse pas dans les démonstrations, la théorie
de Fontaine est au coeur de cet isomorphisme et a toujours été présente a l’esprit
de Vauteur (cf. chapitre II).

Notations

On fixe F' une extension de degré fini de Q,. On note O son anneau des entiers et
F, son corps résiduel. Enfin, on fixe une cloture algébrique F, de F, et 'on note
O =Wo(F,) .

Fixons £7 un groupe de Lubin-Tate de hauteur 1 relativement a ’extension
F|Q, sur O. On note alors F/Op(1) = LT [7°)(OF) et Op(1) = T,(L7T) son
module de Tate. Enfin on fixe un générateur G, du O-module de rang un wer
des formes différentielles invariantes sur £7 .

Soit H un O-module 7-divisible formel de dimension 1 et hauteur n sur F,,.
Soit D une algebre & division d’invariant 1/n sur F. On identifie alors Op a
End(H). On fixe un Op-module m-divisible formel spécial G de hauteur n? sur F,
muni d’une isogénie Op-équivariante

A:H"—G

(on renvoie & la section I1.3). On note D(H), resp. D(G), les modules de Dieudonné
covariants de H, resp. G, relativement & 'extension F'|Q, (on renvoie & 'appendice
B du premier chapitre ot on les note Dy (—)). Ce sont des O-modules de rang n,
resp. n2, munis d'un endomorphisme ¢~ !-linéaire V', le Verschiebung, ot1 o désigne
le Frobenius de Wo (F,).

Soit IT une uniformisante de Op. Soit F;, une extension non-ramifiée de degré
n de F dans D. La bijection Op — End(H) induit un morphisme O, — F,
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par action de Op, sur l'algebre de Lie de H. Cela permet d’identifier le corps
résiduel de F), a Fyn et fournit un plongement F;, — F.
Fixons un isomorphisme

F = D(H)g5"
ou D(H)q,o désigne le facteur direct de D(H)g, ot Op, C Op = End(H) agit via
le plongement F,, — F.
Via A, cela induit un isomorphisme

F" = D(G)yo"

Cela nous permet d’identifier
Endo, (G)q = Endo, (D(G)q, V) = End(D(G)g5") = Mu(F)

Pour un groupe M, on note M le faisceau constant associé.

I11.1 La bestiole du coté Drinfeld

]

Dans le premier chapitre on a construit un schéma formel p-adique X, sur Spf(O)
muni d’une action de GL,,(F) x D*. Nous construisons maintenant son équivalent
du c6té Drinfeld.

v

Rappelons qu’un schéma formel localement de type fini plat sur Spf(O) est un
schéma formel localement de la forme Spf(A4) ou A est une @-algébre m-adiquement
complete topologiquement de type fini sans m-torsion c’est-a-dire un quotient sans
m-torsion d’une algebre du type @(Tl, ..., Ty), les séries formelles m-adiquement
convergentes. Rappelons également que pour ce type de schémas formels, on a
une bonne notion de schéma formel normal, ainsi que de normalisé (on renvoie a
Pappendice A du chapitre I).

Rappelons également qu’on appelle schéma formel m-adique (sous-entendu
sur Spf(O)) un schéma formel 3 pour lequel 703 est un idéal de définition. La
catégorie des schémas formels m-adiques est donc équivalente a la limite projective
de la catégorie des schémas sur (Spec(O/7*O))>1, c’est-a-dire les familles (Zx)x>1
munies de données de réduction, ot Z;, est un schéma sur Spec(Q/7FO) et la
donnée de réduction est un ensemble d’isomorphismes Zii1 ® (’j/wk@ = Z;
satisfaisant des conditions de cocyles évidentes.

Enfin tous les schémas formels considérés seront quasi-séparés.

Lemme IIL1.1. Soit K un sous-groupe ouvert de OF. Le foncteur défini sur la
catégorie des schémas formels localement de type fini sur Spf(@) plats et normaux
qui @ 3 associe l'ensemble des classes d’isomorphismes de triplets (G, p,n) ou

o G est un Op-module formel spécial sur 3
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* p:Gxg (3 mod ™) — G x3 (3 mod 7) est une quasi-isogénie Op-équiva-
riante

e 1: Op — T,(G"8) [K] est une structure de niveau K sur 3",
est représentable.

Démonstration. Si K = O}, le foncteur classifie les couples (G, p) modulo isomor-
phisme. On sait alors qu'il est représentable (non-canoniquement) par le schéma

formel
[1¢
z

ol Q est le schéma formel de Deligne-Drinfeld sur Spf(O) et la composante indexée
par Pentier h dans I'union disjointe sur Z classifie les couples (G, p) avec ht p = nh
(par hauteur, on entend hauteur au sens des O-modules 7-divisibles).

Pour K général, ’espace classifiant des structures de niveau K sur I’espace rigide
fibre générique de l’espace précédent est un espace rigide

[T
Z

étale fini au-dessus de

H ﬁrig

z
D’apres I'appendice A.3 du premier chapitre, le foncteur de 1'énoncé est donc
représentable par le normalisé de [], Q dans [[, Qk. O

Remarque II1.1.2. Avec les notations de la démonstration précédente rappelons
que si
HK : QK — Qrig

est le morphisme d’oubli de la structure de niveau,
Sp : Qs — Q)

le morphisme de topos annelés de “spécialisation” et O?ZK C Oq, le sous-faisceau
des fonctions rigides

O, ={f € Oay | flloc <1}

alors sp, Ik, Of  est une Og-algebre cohérente et si
0. — 0
Qx = Spf (sp, 11k, 0, )

alors Qg est un schéma formel localement de type fini sur Spf(O) et ]_[Z(AZ
représente le schéma formel du lemme précédent.
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Définition ITI.1.3. On note Yk le schéma formel précédent. On obtient ainsi une
tour de schémas formels m-adiques, dont les morphismes de transition sont finis et
qui est munie d’une action de GL,, (F) x OF, via

V(g,d) € GL(F) x O, (9,d) : Yk — Varxa—
olt GL,,(F) agit & gauche et O} a droite. Cette action est définie en posant
(9.4)(G,p,n) = (G,pog~tmod™")
oll

d_ltoD — Op
d/ — dld—l

et on utilise I'identification de GL,,(F) a Endo,, (G)g-
Lemme III.1.4. L’action de GL,(F)x OF s’étend en une action de GL,,(F)x D*.
Démonstration. Pour (G, p,n) € Vi et (g,d) € GL,(F) x D*, posons
(9,d)-(G,p,m) = (G, 0, n),
ol
e side Op,deII"OF, alors
G'=G/G[1Y
et si ¢ est l'isogénie ¢ : G — G/G[I1?], alors
pr=popog™

et 1 fait commuter le diagramme suivant

T,(G"e) (K]

T

T,(G'M8) [dKd™]

~

e pour d général, on pose

(9,d)-(G, p,n) = (x°g,7"d).(G, p,n)
avec b > 0.

On vérifie que cela définit bien une action pour laquelle Vo € F*,| (x,z) €
GL,(F) x D* agit trivialement. O
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Remarque II1.1.5. Le fait que l'action de O} s’étende en une action de D* au nor-
malisé résulte en fait de ce que le sous-groupe compact maximal O} est distingué
dans D*. Cela est faux en général pour un espace de Rapoport-Zink quelconque.

Définition III.1.6. On note Voo le schéma formel m-adique GL,,(F) x D*-équiva-

riant sur Spf(Q) limite projective dans la catégorie des schémas formels m-adiques
des (yK)Kcog.

Remarque II1.1.7. Dans le premier chapitre, on a construit le schéma formel X
du c6té Lubin-Tate par recollement de cellules (des schéma formels) indexées par
les sommets d’un immeuble de Bruhat-Tits. Le Schémg formel ), admet une
telle décomposition cellulaire, puisque c’est le cas de 2. Cependant, pour Y.,
les cellules sont indexées par les simplexes de 'immeuble. La raison en est que,
via I'isomorphisme entre les deux tours, le domaine fondamental de Gross-Hopkins
dans I’espace de Lubin-Tate n’est pas envoyé sur un simplexe de I'immeuble du coté
Drinfeld mais sur un sous-ensemble plus petit (il s’agit d’un domaine fondamental
pour toutes les correspondances de Hecke sphériques alors qu’un simplexe maximal
est un domaine fondamental pour les correspondances de degré un multiple de n,
cf. [9]). Les deux décompositions cellulaires de X et Voo ne se correspondent
donc pas directement. C’est une des raisons pour lesquelles on devra éclater le
schéma formel YV pour faire apparaitre cet ensemble plus petit que le simplexe
qui n’apparait pas dans la fibre spéciale de ).

II1.2 Construction du morphisme .’%OO — 0

Le but de ce chapitre est de construire un morphisme équivariant d’un certain
éclaté de X, vers le schéma formel de Deligne-Drinfeld ).

I11.2.1 Définition de I’application de Hodge-Tate
sur une cellule de X,

On reprend les notations du premier chapitre. Soit @ = [A, M] un sommet de
Pimmeuble Z de (GL, /X DX)/Gp,. Soit

Dogoo = lim D,k
KCGL(A)

v

le schéma formel affine m-adique sur Spf(O) construit dans la section 1.8 (la
cellule associée au sommet a, cf. définition 1.8.15). Afin d’alléger les notations
nous noterons momentanément

D = Dyarn)
VE>1, Dy = Dy r4rrEnda)
et Do = lim Dy

k
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Fait admis: On admettra que Yk > 1, Op /T*Op(1) est trivial sur Dy, c’est-a-dire
Op,, contient les points de wF-torsion d'un groupe de Lubin-Tate de hauteur 1 (si
F = Qp, Dy — Spf(Zy[(,r])). Cela se déduit de la construction d’une application
déterminant construite en utilisant les théorémes de comparaison relatifs de [7].
On peut également le déduire de l’existence de l'application déterminant de Deligne
([5]) appliquée auzx variétés de Shimura de [10].

Soit H le O-module m-divisible universel sur D. On note H" son dual strict
au sens de Faltings ([8]). D’apres la remarque 1.8.2, pour tout entier k& > 1, le
groupe H est muni d’une structure de niveau de Drinfeld de niveau k sur Dy

n:m *A/A — H[x"|(Dy)

Rappelons qu’étant donnée que Dy est normal, 'application fibre générique induit
une bijection entre ensembles finis

mo(Dx) —— o (D%)
Si 3 est une composante connexe de Dy, alors n induit une bijection
e PAJA - HxM)(3)
En effet, le schéma formel 3 étant normal et H[r*] un groupe plat fini, on a
H[r*](3) = H["]"5(3")

et par définition d’une structure de niveau sur la fibre fibre générique, un tel n
doit induire un isomorphisme en fibre générique sur chaque composante connexe.
De plus, pour une telle composante connexe, I’accouplement de dualité

H[r*](3) x H[z*]¥(3) — F/Op(1)

est parfait, puisque c’est le cas en fibre générique. L’isomorphisme 7 induit donc,
pour chaque composante connexe 3 de Dy, un isomorphisme

0’ s AT /AR (1) = H[Y (3)
Rappelons que l'inclusion H[r*] < H induit un isomorphisme
wH/ﬂ'ka AN WH[rH)
Pour tout D-schéma formel 3, il y a une application de Hodge-Tate modulo 7*
H[m"Y(3) — wpier ®0, O3 =wy ® 03/7°03
z — (zV)Bcr
ot, si x € H[7*]V(3), x correspond & un morphisme strict
zV : H[z"] xp 3 — LT[

et (xV)* est le morphisme induit au niveau des formes différentielles invariantes.
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En particulier, appliquant cela pour 3 variant parmi les composantes con-
nexes de D, et utilisant la rigidification 1V, on obtient une application de Hodge-
Tate

Qv [rk] A® O]D)k/’]TkODk (1) — wyg ® O]D)k/’]TkODk

Ces différentes applications sont compatibles lorsque k varie:
QY [rk+1] mod 7F = Qv [k ®0Dk O]Dk“

On en déduit un morphisme de Hodge-Tate

apgv N Q0. Op, (1) — wg @ Op_,

vérifiant
Vk, agv mod 7F = gV [rk] @Oy, Op.,

I11.2.2 Rappels de quelques résultats de [9] sur I’application
de Hodge-Tate dans le cas d’un point

Nous utilisons ici un résultat de [9]. Néanmoins cela n’est pas strictement néces-
saire. Par exemple, pour construire ’application de Hodge-Tate dans ’autre sens,
de la tour de Drinfeld en niveau infini vers l'espace des périodes de Hodge-de-
Rham de la tour de Lubin-Tate (cf. section III.4), nous n’utiliserons pas de résultat
analogue a celui-ci. Cependant ce résultat permet de simplifier la construction des
éclatements. On aurait également pu utiliser la proposition moins précise 11.2.6,
dont la démonstration est plus élémentaire.

Proposition I11.2.1. Soit K|F un corps valué complet pour une valuation v & va-
leurs dans R étendant celle de F. Soit H un O-module m-divisible formel de di-
mension 1 sur Ok et

Qapv Tp(HV) —wyg ® (9%

Uapplication de Hodge-Tate de HV. Supposons que le polygone de Newton de la
multiplication par w associé a H soit dans le domaine fondamental de Gross-
Hopkins. Alors

Vw € T,(H)\nT,(H"), apv(w) ¢ m*wy @ O

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 1 de [9]. En effet, d’apres
celui-ci, puisque le polygone de Newton de la multiplication par © de H est dans
le domaine fondamental de Gross-Hopkins (donc dans le “simplexe fondamental”),
si P désigne le polygone de Newton

ol (w) = 5 (1= (Pg'™) = Plg")

pour un ¢ tel que 1 < i < n. O
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Citons également la proposition suivante qui résulte immédiatement de [9].

Proposition II1.2.2. Reprenons les hypothéses de la proposition précédente. Soit

Q(K) c P(V,(HY))(K) lespace de Drinfeld et T l'immeuble de PGL(V,(H")).

~

Soit X : Q(K) — |Z| la rétraction sur la réalisation géométrique de l’immeuble.
Soit E Uétoile du sommet [T,(H")] dans T et |E| sa réalisation géométrique,

= U ol

o simpleze de T
[Tp(HV)]€o

Alors si x € Q(K) est le point correspondant a v,
Az) € Intérieur(|E|)

et un petit calcul permet de conclure.

IT1.2.3 Quelques rappels sur le schéma formel de Deligne-Drinfeld

I11.2.3.1 L’ouvert associé a un simplexe. Soit ¢ un simplexe de 'immeuble de
PGL,,;r représenté par une suite de réseaux

A CA G O A
On note alors QU le schéma formel classifiant les diagrammes

Aps1 = TA s A, o A, s A

N

L1———>Lp—> L= —> [
X

sur un Op-schéma S sur lequel 7 est nilpotent, ou les £;, 1 < i < r, sont des fibrés
en droites, les applications u; sont Op-linéaires et Vi, 1 <i<r, Vx € S

ker(Ai/wAi — L; ® k(l‘)) C AH_l/TFAi
On remarquera en particulier que Vi, les sections u;(A;) engendrent le fibré £;.

Soit maintenant @(Al) le schéma formel complété m-adique de ’espace pro-
jectif P(Aq) sur Spec(Op). Le simplexe définit un drapeau de variétés linéaires

~

dans la fibre spéciale de P(A;)

P(A1/A2) C P(A1/As) G -+ G P(Ar/Ar) © P(A1/mA1) = P(A1) Xspi(0,r) Spec(Fy)
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Notons W\g I’éclatement formel admissible de toutes ces variétés de la fibre spéciale.
Si
u: A Rop O@(Al) —» O@(Al)(l)

désigne le morphisme universel sur @(Al) et si
Vi<i<r, Iz, = u(Al ® O@(Al))(_l) C O@(Al)
est I'idéal cohérent définissant P(A1/A;) — P(Ay), alors W, est 'éclatement formel
admissible de l'idéal
II Zu
1<i<r

Ainsi, sur Wg, I'image par u des A; devient localement libre de rang 1 et /V[7g
classifie les diagrammes

A1 = TA s A, G O A C s O A

N

Ll ——— Ly Ly — o —> [
X

sur un Op-schéma S sur lequel 7 est nilpotent, ou les £; sont des fibrés en droites
et Vi, u;(A;) engendre £;, ou encore de facon équivalente, Va € S, Papplication
A;JmN; — L; ® k(z) est non nulle.

Il résulte de cette description que

Q, C W,
est un sous-schéma formel ouvert.

Exemple I11.2.3. Lorsque n = 2, /V[7g est le schéma formel stable dont la fibre
spéciale est 'union d’une droite projective D sur F, et de droites projectives
(Lz)zep(r,) telles que la droite L, intersecte D en z. Le schéma formel Qo est
l'ouvert obtenu en retirant les points sur F, des droites projectives (L), excepté
le point {z} = L, N D.

Remarque I11.2.4. Une autre définition de ﬁ/\g consisterait a éclater P(A1) le long
de P(A1/A2), puis éclater le transformé strict de P(A;/As), puis le transformé
strict de P(A1/A4) et ainsi de suite, puis de prendre le complété p-adique du
schéma obtenu. On peut vérifier que ces deux définitions coincident (utiliser le fait
que les sous-variétés de la fibre spéciale que 1'on éclate sont définies par des suites
régulieres).

Si o’ C o est un sous-simplexe, il y a alors une immersion ouverte natu-
relle 2,y C €, et le schéma formel de Deligne-Drinfeld € est ainsi obtenu par
recollement des (), en utilisant les relations de faces données par I'immeuble.
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II1.2.3.2 L’ouvert associé a 1’étoile d’'un sommet. Fixons maintenant un réseau
A. Soit E(A) Iétoile de A dans I'immeuble c¢’est-a-dire

EMN= | o

o simplexe

[Al€eo

Intéressons-nous a R N .
oy = |J Qo c O

[A]UEU

Soit WE( Ay le schéma formel suivant. Partons de I/EB(A) est considérons la famille
de sous-variétés linéaires de sa fibre spéciale

{P(A/N) [7A G A" C A}

Définissons W\E(A) comme ’éclaté formel admissible de cette famille de sous-
variétés. Plus précisément, si

u: A@O@(A) —» O@(A)(l)

désigne le morphisme universel sur @(A), alors W\E( A) est I'éclaté formel admissible
du produit des idéaux u(A’® Op,))(—1) pour A C A" C A.
Alors R e
Qpny CWgan)
est un sous-schéma formel ouvert. Pour tout schéma formel m-adique sans 7-torsion

3 sur Spf(Op) lensemble WE(A) (3) est (fonctoriellement en 3) I’ensemble des
classes d’isomorphismes

[u: A®@0O3 —» L] € HAD(A)(B)

telles que VA, nA C A’ C A, u(A’ ® O3) soit localement libre de rang 1 (si £
a de la m-torsion c’est-a-dire n’est pas plat sur Spf(Op), alors la description de
WE( A)(3) est plus complexe).

Soit maintenant le domaine analytique fermé associé dans ’espace de Berko-
vich fibre générique

Oy © Wity = P(A)™ = (P1)or

Si A : Q — |Z| désigne I’application vers la réalisation géométrique de 'immeuble
7 alors R
Qi =2 (IEQ))

Nous aurons besoin du lemme suivant qui dit que sur louvert Qg ) de Wga)
il est inutile d’éclater de nouveaux réseaux.
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Lemme IT1.2.5. Soit 3 un schéma formel w-adique sans w-torsion sur Spf(0O). Soit
L un fibré en droites sur 3 et u: A® O3z — L un morphisme donnant naissance a
un morphisme 3 — (AZE(A). Alors, pour tout réseau A C A, u(AN' ® O3) C L est
localement libre de rang 1.

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour 3 = ﬁg, ol ¢ est un simplexe maximal
possédant [A] comme sommet. Soit donc o un simplexe maximal associé & une
chaine A,y 1 =7A C A, - C Ay C Ay = A. Soit

Apg1 = A1 A, o A s A

Tk

L——=L,— - —L;— - — [
X

le diagramme universel sur §2,. Deux simplexes de I'immeuble sont contenus dans

un méme appartement. Il existe donc une base (eg, ..., e,) de A telle que
Vi>2, N\; =<mey,...,m€i_1,€,...,n >
et des entiers (ai,...,a,) € N™ tels que A =< 7%eq,...,m%e, >.

Pour tout 4, par définition de .,
Oﬁo.u(ei) = Ei

Soit donc a = inf{a; | 1 <i < n} et ip = inf{i | a; = a}. Alors

u(A ® Oq,) = 1L, O
I11.2.3.3 Recollement des morphismes vers Q. L’idée de cette sous-section repose
sur I’analogie suivante. Soit S un schéma et Y un S-schéma séparé. Soit X un
schéma muni d’un ouvert U C X schématiquement dense (par exemple U dense
et X réduit). Soient deux S-morphismes X —2 Y coincidant sur I'ouvert U.

Alors ces deux morphismes sont égaux. L’analogie sera faite avec X, un schéma
formel m-adique sans w-torsion, U “l'ouvert m # 0”7 et Y = Q.

Sur I'espace annelé (€, Og[1]) vit un Og[4]-module localement libre de rang
1 £ ainsi qu’un morphisme injectif

w:F"— L

induisant un épimorphisme (9@[%]” — L. Cet objet est construit de la fagon
suivante. Soit o un simplexe de 'immeuble associé & une chaine de réseaux m7A; C
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A C - C Ay Soit (AZU c Q 'ouvert correspondant. Alors le diagramme

A1 = TA 1 A, G s A C s O A

N

Ll ———s Ly Ly — o —= [
X

sur ), devient apreés inversion de 7, c’est-a-dire sur espace annelé (Q,, Og [1]),
-

Azl =[] =A== N[} = = M [;] = F"

s

P [T £ Ty £ IR FY

—_——<
<
=
3
I
=
_—
£
-
£
-
<
=

et fournit donc I'objet voulu sur QU. On vérifie aussitot que ces différents objets se
recollent sur (2. En fait, le Og[2]-module £ est libre de rang 1 isomorphe & Og[1]
mais nous ne fixons pas d’isomorphisme entre £ et Og[1]. Lorsque A varie parmi
les réseaux dans F", les sous-Og-modules Og.u(A) C £ forment une chaine de

fibrés en droites
(Li)iez, LiCL, Lix1 CL; et 7L, =Lity
Si F" désigne le faisceau constant alors si
VieZ, ni=u"(L) CE"

la chaine de sous-faisceaux (n;);ez vérifie n;41 C n; et m); = 7,41 (ce sont les
faisceaux constructibles associés & Q par Drinfeld, cf. [6], [4]). Et si o est un
simplexe associé & une chaine périodique de réseaux (A;);cz, alors

Qo ={z Q| Vi, e {A;|je}}

Remarque II1.2.6. Si 3 est un schéma formel quasi-séparé m-adique sans 7-torsion,
O3[1] est le faisceau associé au préfaisceau U — I'(U, O3)[L]. Ainsi, sur un ouvert
quasicompact U, on a I'(U, 03[1]) = T(U, O3)[L], mais cela est faux en général.
Par exemple sur ﬁ, les n sections de £ associées a I — L ne sont pas associées
a des sections entieres provenant d'un fibré en droites sur ; lorsque I'on sort de
tout ouvert quasicompact de €2 les puissances de m dans les dénominateurs de ces

n sections tendent vers l'infini.
Sur la fibre générique rigide, via le morphisme de topos annelés
Sp (Qrigv Oﬁrig) - (Qv Oﬁ[%])v

sp*[F"™ < £] induit le plongement Q& — (P7)ris,
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Lemme II1.2.7. Soit 3 un schéma formel w-adique sans w-torsion sur Spf(Op).
Soient deur morphismes 3 —_—= () et F" — L, resp. F™ — L', les objets

associés sur (3,03[1]). Ces deux morphismes sont égauz ssi il existe un isomor-
phisme « faisant commuter le diagramme suivant

E/

Démonstration. 1l résulte des considérations précédentes que le morphisme F™" —
L permet de reconstruire les chaines de faisceaux (L;);ecz ainsi que (7;);cz. Le
résultat s’en déduit facilement. [l

I11.2.4 Sur le conoyau de l’application de Hodge-Tate
Proposition I11.2.8. Soit l’application de Hodge-Tate tordue
apv (—1) AT O]D)oo — wg ® O]D)m(_l)

Alors
Yw € A* \7TA*, 7T2wH ® O]D)m(_l) C ODm.aHv(w X 1)

De méme

Vk > 3, 7r2wH & O]D)k/’lTkO]Dk(—l) C O]Dk/’]TkO]D)k.OZHv[ﬂ.k](w ® 1)

Démonstration. Afin de ne pas alourdir les notations, oublions la torsion & la Tate
F(—1) dans cette démonstration. Choisissons un générateur t € T'(D,wy) de wy,

wg = Op.t
Soit f € T'(D3, Op,) tel que
oy (w®1) = agve(w®l) = ft mod m0p,
Pour tout point x € ID)’:;ig (E), x : Spf(Ok) — Dy, avec K|F de degré fini,
rrapv(w® 1) = agepyv (w ® 1) = f(x).2"t mod WBOCP

ou x* H est un groupe p-divisible sur Ok et w,«g = O .x*t. D’apres la proposition
I11.2.1
oy (W 1) ¢ 7°0c, ™t

Donc
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2
’7T . .

La fonction rigide — € I'(D3*, Op*) vérifie donc
3

f

2 2
T T
H— <1= — € I'(D3, On,)
Il !
puisque D3 est normal (cf. appendice A du premier chapitre). De cela on déduit
que

7t € Op,.agv(w® 1) +7°0p_ .t
et donc, Dy, étant m-adique,
7’t € Op_.apv(w®1)
De méme, pour tout k£ > 3,
72t € Op, /7" Op, .agy (er(w @ 1) + 3 Op, /T Op, .t

et on conclut comme précédemment. O

I11.2.5 Eclatement de la cellule et construction du morphisme de
la cellule éclatée vers (2

On identifie (F™)* et F™ via la base duale de la base canonique de F". Rappelons
que A C F™ et donc A* est un réseau de F™.

Pour tout réseau A’ vérifiant 7tA C A’ C A* et tout entier k > 3, soit I'idéal
cohérent
In i C Op,

tel que ™ Op, C Zp i et
QEY [ (A ® (’)Dk/kaDk) =wy @ Ip1/7"Op,
D’apres la proposition I11.2.8,
7T2(9]1)k CIp g
et si k > 3 et Il 3 : D — D3, alors
Oy 11 5(Zar 3) = Tus i
Définition II1.2.9. Pour tout entier £ > 3, on note ]INDk le normalisé de 1’éclatement
formel admissible de Dy, relativement aux idéaux Zys i, ot 1A C A’ C A*.

Il résulte de la propriété énoncée précédemment, Op, .H;},}(IA/@) =TIk, que
@k est le normalisé du transformé strict de D, — D3 relativement a 1’éclatement
D3 — D3 (cf. section D.7.3 de Pappendice) et donc les morphismes de transition
D; — Dy, pour [ > k > 3, sont finis.
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Définition IT1.2.10. On note ]ﬁ)oo = lim ﬁk, dans la catégorie des schémas formels
k>3
m-adiques.

Remarque II1.2.11. D’apres les résultats de I’appendice, on peut construire f))oo
directement en niveau infini comme le normalise dans sa fibre générique de 1’éclate-
ment formel admissible des idéaux Og L I ZA/ 3, cf. corollaire D.7.11 de I'ap-
pendice.

Avec les notations de la section II1.2.3 et d’apres les rappels de cette méme
section, ’application de Hodge-Tate tordue

apgv (—1) AR Oﬁoc — wyg X O]ﬁoo (—1)
induit un morphisme _ -
Do — WE(A*)®0F0ﬁ
Notons désormais W\E( A+) pour W\E( R0, 0 et Q pour ﬁ@@v.

Pr0p051t10n II1.2.12. Le morphisme D — WE(A*) se factorise par 'ouvert
QE(A 5 C WE(A ) et définit donc un morphisme D — Q.

Démonstration. 11 suffit de vérifier qu’au niveau des fibres spéciales le morphisme
f)oo ®Fq — WE(A*) ®Fq

se factorise via I'ouvert QE(A*) ® Fq.
Le schéma W\E(A*) ® F, étant de présentation finie sur Spec(F,) et Doo =
lim Dy ® F,, 3k > 3 et une factorisation
k

Il suffit alors de montrer que I'image du morphisme f))k ® Fq — /VVE( A ® Fq est
contenue dans l'ouvert B ®Fg.

Soit |ﬁ>zn| = |D"| Pespace analytique de Berkovich fibre générique de Dy.
D’apres la proposition 2.4.4. page 36 de [1], et puisque ﬁ)k est normal, le morphisme
de spécialisation .

sp: DY) — Dy @ Fy|
est surjectif. Soit donc 2 € Dy, ® F,etyce IBDZ” tel que sp(y) = . Soit K|E une
extension valuée complete telle que y provienne du point z € ﬁZ"(K )= ﬁ)k((’)K),
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z: Spf(Ok) — Dy,. On peut de plus supposer que K = K. Dés lors, 32/ € ]INDOO(K)
tel que 2’ +— z, via Doo — Dy. D’apres la proposition I11.2.2, l'image de 2’
dans Wg(x+)(Ok) est contenue dans Qpa+)(Ok) = Q. (K) C Wiy (K) =
P™(K). 1l en est donc de méme de 'image de z. Le morphisme de spécialisation
s’inscrit dans un diagramme

D5 | WA+

Dy @ Fy| — [Wea-) @ Fy

on en déduit que 'image de x dans W\E(A*) ®IF, est dans I'ouvert (AZE(A*) ®F, O

II1.2.6 Recollement des morphismes sur les cellules

I11.2.6.1 Recollement des cellules éclatées. Soit a = [A, M] un sommet de I'im-
meuble et Vk > 3, ]INDG,k la cellule éclatée définie dans les sections précédentes en
niveau Id + 7*End(A) € GL(A). Soit @ — @’ une arréte de 'immeuble (cf. 1.5),
ou a’ =[N, M'], avec

ACAN Ca'A et M =11 WAy

On a défini en 1.8.1.3 un ouvert Zariski Dg—.q/.1x C Dg . On note Ib’)a_,a/yk son
image réciproque a ﬁa,k.

Rappelons que H est le groupe p-divisible universel sur D,. Sur Dy, il y
a un sous-groupe plat fini C' C H(n] Xp, Dy—q 1 tel que n induise un diagramme
commutatif

ﬁ_kA/A —n> H[Trk] XD, Da—»a’,k

]

AN/AN—>C
et n induise une rigidification en fibre générique ' : A’/A —— C™&. Le groupe
C' est un sous-groupe canonique “généralisé”. Si H' = H/C, alors H', couplé a la
déformation universelle sur Dg_,4/ 1, et 1 fournissent un morphisme

Da—m’,k I Da’—»a,k—l

Proposition IT1.2.13. Supposons k > 4. Alors lapplication de recollement s’étend a
la cellule éclatée. Plus précisément, il y a alors un morphisme « faisant commuter
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le diagramme suivant

a o~
]Da—nz/,k ]Da/—uz,k—l

| l

]Da—nz/,k I ]Da/—uz,k—l

et induisant le morphisme de recollement des sections 1.6.6 et 1.6.7 en fibre géné-
rique.

Démonstration. 11 s’agit de voir que par I’application de Hodge-Tate associée a
H'[7*1] sur Dy_q  I'image des réseaux A” vérifiant 7A”* C A” C A’ est lo-
calement libre de rang 1. Pour cela on va utiliser le lemme II1.2.5. Dans cette
démonstration, on oublie une fois de plus les torsions a la Tate afin de ne pas
alourdir les notations.

Pour G un groupe plat fini muni d’une action stricte de O, le morphisme

agy Gv — Wag

est fonctoriel en G. Le morphisme H|[r*~1] — H'[r¥~1] sur D,_ 4  induit donc
un diagramme

AV [(pk—1]

1% k—1 k—1
A ® O]Daﬂa’,k/ﬂ— O]D)aﬂa’,k WH' & O]D)aﬂa’,k/,” Op

| l

A*® ODaHa/yk/Wk_lom it wi ® Op /L0

a—a’ k

a—a’ k a—al k a—al k

ou la fleche verticale de gauche est induite par 'inclusion A C A*. Fixons des
relevements (3, resp. 3, de QY k1], T€SP. Qv rr—1], fournissant un diagramme

A/* & ODaﬂa’,k 7 wH' ® ODaﬂa’,k
* l B \L
N®Oy, L, P wneOn .,

qui commute modulo 7¢~1. Etant donné que k > 4, pour tout réseau Ay vérifiant

7A* C Ao C A*, puisque 72 Obp, ., C Ia,,k et d’apres les propriétés de compatibilité

du systeme des idéaux 7y, i lorsque k varie, on a
B(Ao®Op,_, ) =wn ® (Zaek)p

a—a’ k

Le morphisme 8 ®o, Oy | . définit donc un morphisme

—a’,k a—

Do—ar o — /W\E(A*)
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Ce morphisme est congru modulo 7 au morphisme défini précédemment en niveau
infini Dy a7 00 — Qp(a+)- Il se factorise donc en un morphisme

IADJ)a—»a’Jc B QE(A*)
Il résulte alors du lemme 111.2.5 que VA" vérifiant 1A C A” C A, on a
BA' @05 | )=wr®J

ol J est un idéal localement libre de rang 1 dans (9]13 L Fixons un tel A”.

—a

De la méme fagon que précédemment pour 3, 3’ vérifie

BN ©0; ) =wm®J

a’ k

ot J' est un idéal vérifiant 7205 e J’ (utiliser la proposition II1.2.8 ap-
pliquée & Dy ,_1 et application de Hodge-Tate de H'Y[r*~1], puis restreinte &
Dg—sq,k—1 et enfin tirée en arriere via application Dy—q/  — Da/—a k—1)-

La congruence de 3 et 3’ modulo 7%~! implique que, dans wy ®05 on a

—a’ k

wH/®j/+7Tk_1wH®OH3)H ZwH®j+7Tk_le®OH~DH

al k al k

Mais étant donné que (72) C Z, (72) C Z’, que mwy C wpy (car C est inclus dans
les points de 7-torsion de H) et que k > 4, on en déduit

J=J
De tout cela on déduit que ’application
LAY B k—1m_
. .A*®ODM . /T O

QY [rh—1] @ Oﬁaﬂ ok
k—1
/T O

a’, a—a’ k

WH’ ® Oﬁaﬂ a—a’ k

al k
vérifie que VA" tel que mA™* C A” C A™*,

aH/\/[ﬂ-kfl](AI/®OTD lk/ﬂ'k_loﬁ , ) :wH®IC/7Tk_1O®

a—a’ k a—a’ k

ou K est un idéal localement libre de rang 1 contenant WZOB . D’ou I'existence

de la factorisation annoncée. O

De plus, Vk > 5, les applications de recollement composées

Da—>a’7k — Da’—m,k—l — Da—)d’,k—Z

sont les morphismes de changement de niveau. Elles induisent donc des isomor-
phismes en niveau infini

~ ~
Da’—»apo
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On vérifie aisément que l'action de GL,(F) x D* est naturellement compatible
aux éclatements: V(g,d) € GL,(F) x D* et tout entier k& > 3, 'isomorphisme
naturel

(gv d) : Da,]d-l—TrkEnd(A) — D(g,d).a,]d-l—ﬂ'kEnd(g*lA)

s’étend en un isomorphisme

(97 d) : f))ll,ld-”ﬂ'kETLd(A) - ﬁ)(g,d).a,ld-l-wkEnd(g*lA)

et induit donc un isomorphisme en niveau infini en passant a la limite projective.

Définition ITL.2.14. On note X, le schéma formel GL,, (F) x D*-équivariant défini
par le diagramme de recollement

~ ~
Ha—>a’ Da—»a’,oo e — Ha Dapo > %Oo

ot Va — d, les applications de recollement sont Dy_.q/ 00 < Dg 00, Uinclusion na-
turelle et Dg—.q/ 00 — Da/—a,00 = Do 0, 'application de recollement précédente
composée avec 'inclusion naturelle.

I11.2.6.2 Recollement des morphismes vers 0

Proposition II1.2.15. Les morphismes construits précédemment f))a)oo —0 pour
des sommets a de l'immeuble se recollent en un morphisme

%Oo—>§

L’action a droite de GL,,(F') sur %OO et celle a gauche sur Q se correspondent via
t
g—g.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que pour toute aréte a — a’ le diagramme
suivant est commutatif

]ﬁ)apo
]va)a—uzZOO / ﬁ
ﬁ)a’,oo

Cela découle de la fonctorialité de 'application de Hodge-Tate rappelée précédem-
ment appliquée a l'isogénie “quotient par un sous-groupe canonique” sur le bord
des cellules. Plus précisément, avec les notations de la démonstration précédente
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il y a un diagramme commutatif

Qv
H
—_— > Wg

A* ® Oﬁ

a—al 1O

* % apgv
A*® OD(L*MI’,OO - = s Wy

ou H' est le quotient de H Xp, x]li)a_,a,m par le sous-groupe canonique défini par
n(A’/A). La proposition est donc une conséquence du lemme I11.2.7 O

Remarque I11.2.16. Le morphisme construit est invariant par action de D*,
puisque construit a partir de 'application de Hodge-Tate du groupe de Lubin-
Tate universel qui ne dépend pas de la rigidification modulo p (la déformation
notée p).

II1.3 Construction du morphisme .’%OO — Vo

Le but de ce chapitre est de relever le morphisme GL,, (F)-équivariant défini
précédemment X,, — € en un morphisme GL,(F) x D*-équivariant Xo, —

Voo

IT1.3.1 Etude des normalisés de Q) dans la tour de Drinfeld

Soit G le Op-module formel spécial universel sur Q. On note pour tout sous-groupe
ouvert K C Of
O — ﬁrig

le revétement étale fini classifiant les structures de niveau K sur

G'e = lim G[r*]"e.

k>1

On note € x le normalisé de Q dans Q - Rappelons que Q x C Yk est la compo-
sante ou la quasi-isogénie universelle est de hauteur nulle. Rappelons également
les deux faits suivants:

v

e Soit 3 un schéma formel localement de type fini sans w-torsion sur Spf(O).
Supposons 3 normal. Alors, application, qui & un ouvert U de 3 associe
I'ouvert admissible /™8 de 3¢, induit une bijection entre les parties ou-
vertes/fermées de 3 et celles de 3"8.

51
e Soit X -2~ Y un morphisme étale fini d’espaces rigides et Y —= X deux
S2

sections de . Alors Iespace rigide {s1 # s2} est un ouvert/fermé de Y.
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Lemme I11.3.1. Soit m € N*. Soit a € G[II™]"8(G[II™]"8) la section identité et
e la section neutre. Soit U louvert/fermé de G[II™|"8, ou 1™~ (a) # e c’est-
a-dire U = (II™m~1)~H(G[]e \ {e}) avec I~ : GIII™]"e — G[II]*e. Alors
Qipnmo, =U.

Démonstration. L’espace 1 ymmo,, est le foncteur au-dessus de € défini par
VY — Q, Qimmo,(Y)={n:T"™0p/Op == G[II™]"& xq Y}

ou n est Op-linéaire et II-™Op/Op désigne le groupe étale constant. Se donner
un morphisme 1 Op-équivariant comme ci-dessus sur Y est équivalent a se don-
ner la section n(1) € G[I™]"8(Y). La condition que 7 soit un isomorphisme est
équivalente & ce que pour toute composante connexe W de Y, Hm_l(n(l))m/ #0.
Cela est encore équivalent & ce que le morphisme Y — G[II™]"¢ se factorise par
Pouvert/fermé U. O

Corollaire ITI.3.2. Soit G[Hm] le normalisé de G[II™] dans G[II]*& (un (9 schéma

formel localement de type fini). Alors Qyymmo, est | ouvem‘/ferme de G[Hm] in-
duisant Uouvert/fermé U du lemme précédent en fibre générique.

Corollaire IT1.3.3. Soit V = Spf(A) C Q un owvert affine et
GII™]jy = Spf(Bn) — Spf(A).

Soit W C Spec(By,[L]) Uouvert/fermé {II™~1 # e} et By le normalisé de By,
Alors si Spec(Ay,) est l’adhérence schématique de W dans Spec(By,) le diagramme

sutvant est cartésien
Spf(Am)—= Q1 11imo,

L

Spf(A)——0

Exemple I11.3.4. Pour illustrer les constructions précédentes considérons ’espace
de module obtenu en mettant des points de torsion sur pipes sur Spec(Z,) (ce qui
correspond au cas n = 1 et F = Qp) On a pyn = Spec(Z,[T)/(TP" — 1)). De
plus, Z,[T]/(T?" — 1) = Z,[T) /(11— ©, (1)), ot @, désigne le k-itme polynome
cyclotomique. Alors le normalisé de ppn s’écrit

W—Hspec Zicy] )
Zp[T]/(®,:)

, no1 .
L'ouvert TP = # 1 est Spec(Zy[(pn]), car Zy[T]/ (i) [ﬁ} =0sii < n,
T -1

puisqu’alors ®,,



II1.3. Construction du morphisme 1%00 — Voo 159

Proposition IIL.3.5. Soit 3 un O-schéma formel m-adique sans m-torsion tel que
O3 soit intégralement fermé dans Oz [%] (cela ne signifie rien d’autre que pour tout
ouvert affine U de 3, Uanneau I'(U,Oz) est intégralement clos dans T'(U, O3)[1],
cf. section D.5 de 'appendice). Se donner un morphisme

3 — Ql+HmOD
est équivalent a se donner un triplet (G',p’,s) a isomorphisme-prés, ou

o (G.p) €Q(3)

o s € G'[II"™](3) est une section telle qu’il existe un recouvrement affine
(Spf(A;i)); de 3, tel que si Gi désigne le groupe p-divisible sur Spec(A;) as-
socié au groupe p-divisible G' x 3 Spf(A;), alors sur Spec(A;[L]) la section s
induit un isomorphisme

H_mOD/OD — G; [Hm] X Spec(A;) SpeC(AZ[l])

s

Démonstration. Rappelons que G désigne le Op-module formel universel sur Q.
Le triplet (G’, p’) fournit un morphisme

01:3—Q

par lequel I'image réciproque de G est isomorphe & G’. La section s reléve ce
morphisme en un morphisme g

G[IT™]

e

3—=0

Celui-ci s’étend de fagon unique en un morphisme 3

G

%
32 g
En effet, G[II™] = Spf(A), ott A est une Ogrmi-algebre cohérente vérifiant A C
Ogmm [%] et toute section de A sur un ouvert quasicompact est entiere sur Ogmm)-
Il y a donc d’apres 'hypothese faite sur 3 une unique factorisation

*

_ ®
(725 10g[nm] —2> 03

L

oy ' A

qui fournit le morphisme cherché 3 — Spf(.A).
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On vérifie alors localement sur 3 que ce morphisme se factorise & travers
Pouvert/fermé de G[II™] égal a Ql_}rnmoD. O

II1.3.2 Définition modulaire de ),

Lemme III.3.6 (Pureté du 7). Soit R une O-algébre m-adique sans m-torsion telle
que R soit intégralement fermé dans R[L]. Alors

Spec(R/TR) connexe <= Spec(R) conneve <= Spec(R[1]) conneze

Rappelons également que pour 3 un O-schéma formel localement de type fini
sans m-torsion et normal, on a 3 connexe <= 3" l'est.

9]

Proposition I11.3.7. Soit 3 un schéma formel w-adique sans w-torsion sur Spf(O)
tel que O3z soit intégralement fermé dans (93[%]. Supposons que pour tout ou-
vert quasicompact U de 3, wo(U) est fini, c’est-a-dire les composantes connexes
de U sont ouvertes. Il y a alors une bijection D*-équivariante entre l’ensemble
des morphismes 3 — Yoo et les triplets (G',p',n), d isomorphisme-prés, ot
(G',p) € Q3) ety e I'(3,Hom(F/Op,G")[1]) est tel que pour tout ouvert U
de 3, mu # 0. Dans cette bijection, laction de D* sur les triplets se fait via
vd € D*, d.(G',p',n) = (G',p',d"  on), ou d~! € Hom(G', G")[L].

Démonstration. Construisons un morphisme 3 — Y. & partir d'un triplet
(G',p',m). Soit Spf(R) C 3 un ouvert affine connexe. Notons G” le groupe
p-divisible sur Spec(R) associé au groupe p-divisible G’ x z Spf(R) sur Spf(R).
L’élément 7 induit un élément

a € Homo, (D/Op, G")[7]\ {0}
= Homo,, (D/Op,G" Xgpec(r) SPec(R[1])) (] \ {0}
D'égalité résultant de ce que R est intégralement fermé dans R[1]. Le groupe
Homo,, (D/Op,G" ®r R[%])[%] est muni d'une structure de D-module via I’action
de D & droite sur D/Op. On pose (d.f)(e) = f(ed). D’apres le lemme I11.3.6,

Spec(R[1]) est connexe et donc ce D-module est de rang 1.
Soit N € Z tel que

IV.a € Homp,, (D/Op,G") \ L.Home,, (D/Op,G")
Toujours parce que Spec(R[%]) est connexe, I1"V.a induit un isomorphisme

mV.a:D/Op =G X Spec(R) SPGC(R[%D
Donc, d’apres la proposition II1.3.5 le systeme compatible

(IY.a)(IT™™)), oy € (GII)(R))mz1

m>1
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induit un systeéme compatible de morphismes

v
yl+Hm+1OD

]

Spf(R) ——= Vitmmop

v
D’ou, puisque Voo = lim YViymme, dans la catégorie des schémas formels 7-
pnny

m
adiques, un morphisme ¢ : Spf(R) — Y. On associe alors a (G', p’, z) le mor-
phisme composé

SpE(R) 2 Voo 17 Y

Soient maintenant Spf(R’) et Spf(R"”) # 0 deux autres ouverts affines connexes
tels que Spf(R”) C Spf(R) N Spf(R’). Il y a un diagramme de morphismes

Spec(R)
/
Spec(R")
\

Spec(R')

Le groupe p-divisible sur Spec(R’) associé au groupe p-divisible G’ x 3 Spf(R") est
égal & G" Xgpec(r) Spec(R”). On en déduit que 'entier N € Z associé précédem-
ment & R est le méme pour R, R’ et R”. On conclut aisément que les différents
morphismes sur les ouverts affines connexes se recollent en un morphisme

3 — yoo
Le fait que cela donne une bijection entre Voo (3) est les classes d’isomorphismes
de triplets (G, p’,n) est laissé au lecteur. O
II1.3.3 Sur la suite de Hodge-Tate en niveau infini

Reprenons les notations de la section II1.2. Soit a = [A, M] un sommet de l'im-
meuble paramétrant les cellules de X. Soit D, oo = lim D, la cellule associée

k
en niveau infini ot Do = Dy 1447k pnaca)- Dans la section II1.2, on a défini une
application de Hodge-Tate

agv : A" ®Op, (1) — wg ® Op,
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On définit de méme

ag :A®Op, ., — wgv @ Op,
(le module wyv est celui noté wyp dans Pappendice B du premier chapitre).
Proposition I11.3.8. Dans la suite de Hodge-Tate

tOLH(l)
—_—

wipv ® Op, (1) A ®@Op, (1) 2% 0y @ Op,

on a agv o ‘ag(l) =0.
Démonstration. On utilisera le résultat suivant (cf. chapitre IT). Si Hy est un O-
module 7-divisible sur Ok, ot K|F est une extension de degré fini, alors dans la

suite de Hodge-Tate usuelle

t

agv (1) a
Wity ® O=(1) —— T, (Ho) ® Oz — wpy @ O=

on a g, ° taHDv(l) = 0.
Revenons a I’énoncé. Il suffit de montrer que

Vk>1, agvo tozH(l) =0 mod 7"

Mais Vk > 1, la suite de Hodge-Tate modulo 7% provient du niveau fini D, j pour
le groupe plat fini HV[r"]

Wiy ®Op, (1) —22 A 0, (1) 22 wy @ Op, ] mod 7*

tOt ok (1)
= [wiv ®Op,, /7"(1) —"—— A*®Op,, /7*(1)
laHv[m
wi ® Op, , /7] ®Op, /7"
oll, pour abréger, on a noté Op, /7% := Op, _/m*Op, . De plus, d’apres le

rappel précédent, Vo € Dzii(ﬁ), z : Spf(Ok) — Dy, ot K|F est de degré fini,
a* tag e (1) et x*agy -+ sont congrus modulo 7*, apres extension des scalaires
de Ok a (9%, A tag (1) et agxgv, ol 2* H est un O-module w-divisible sur Ok
Donc, d’apres le rappel du début de la démonstration,

ZZ?*(OZH\/ (k] o tO[H[ﬂ.k](l)) =0

Soit ¢ un générateur de wy, wy = Op,.t. Cela étant vrai pour tout x, on en déduit
que pour v € wyv @ Op, , (1), si f € Op,, est tel que (apvizr) 0 faypr)(1))(v) =
f-t, alors

9]

Yz € DYE(F) H%

<1
o0

et que donc, D étant normal, on a

fE?TkODk O
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ITI1.3.4 Construction d’éléments dans le module de Tate _
du Op-module formel spécial tiré en arriere sur X,

On a construit dans le chapitre précédent un morphisme GL,, (F')-équivariant
Xoo — O

a partir de I'application de Hodge-Tate de H V. ol H est un groupe p-divisible

universel sur une cellule de X .

Soit G le Op-module formel spécial universel sur O muni de sa rigidification, une
quasi-isogénie de hauteur 0

pc G Xz, (Q mod ) —>G><§(§AZ mod )

Soit a = [A, M] un sommet de I'immeuble associé & X et

fa:]D)apo —>Q

le morphisme défini précédemment. Nous considérerons le Op-module formel spé-
cial f¥G sur D, .
Soit H le O-module 7-divisible universel sur D, muni de sa rigidification

pr : H x5 (Dq mod w) — H Xp, (D, mod )
La rigidification 7 induit pour tout k& > 1,
K w_kA/A — H xp, Dy
Elle fournit donc un élément de
Hom(A ® F/A, H xp, Dy o)

o A ® F/A désigne le groupe w-divisible étale constant En m L’inclusion
A C F™ induit une quasi-isogénie (F/Op)* — A ® F/A. iIl y a donc une égalité
Hom(A[2]/A, H xp, Baoc)[L] = Hom((F/Or)", H xp, Duoo)[2]

et n fournit donc n éléments
Ciyeee G € Hom(F/Op, H xp, Dy o0)[2]

Considérons le composé

o~ -1 ~
F/Op L2, gy (B, o0 mod 1) 22 HP x (B 0 mod 7)
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qui définit un élément
x € Hom (F/Op, [1G x5, _ (Daoe mod ) ) [2]
L’application de réduction modulo 7 induit une injection
Hom (F/Or, f;G) [4] < Hom (F/Or, [;G x5, _ By mod 7)) [2]

dont I'image est caractérisée par la théorie de la déformation de Messing rela-
tivement & l'idéal (7) qui est muni de O-puissances divisées (cf. [12], ainsi que
Pappendice B du chapitre I).

Théoreme I11.3.9. Le morphisme x se releve en caractéristique 0 via [’application
de réduction modulo m précédente:

x € Hom (F/Or, f;G)) 7]

Démonstration. Rappelons le critére de relevement de Messing. Soit 3 un schéma

9]

formel m-adique sur Spf(O). Soient H; et Hy deux O-modules w-divisibles sur 3.
On s’intéresse a I'image de 'injection

Hom(Hy, Hy) — Hom(H; mod m, H, mod 7)

Soit H +—— Lie E(H) le foncteur algebre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle (appendice B) muni de sa partie vectorielle FilLie E(H). D’apres la
nature cristalline de la O-extension vectorielle universelle, il y a un morphisme

Hom(H; mod 7, H, mod 7) — Homo, (Lie E(H:),Lie E(H3))

Alors, le critere de relevement dit que le diagramme suivant est cartésien

Hom(H;, Hy)C Hom(H; mod m, Hy mod )

| l

H0m03_modulcs ﬁ]tréS(Lie E(Hl), Lie E(Hg))<—>- }IOHIO3 (Lle E(Hl), Lie E(HQ))

Pour le groupe F/Op on a Lie E(F/Op) = FilLie(F/Of) = Os3.
Revenons a la démonstration. Il s’agit de montrer que via la composée

fipgoAopyo(C,y...,6): F/Op — fiG mod

le morphisme induit au niveau de I’évaluation des cristaux sur 1’épaississement
Do mod 7 — Dy

Op_lz] — [iLieE(G)[1]

s

1 — =«

vérifie x € f¥(Fil LieE(G))[Z].

s
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La quasi-isogénie f;pqg induit un isomorphisme

D(G) ® O5_[7] — faLie BE(G)[7]

™ ™
Alors, via cet isomorphisme

reDG)® 05 []= @ D(G)g,; 05[]
JEL/NL

La filtration définissant le morphisme Do —> 0 (ol Q est I’espace de Drinfeld

associé a l’espace vectoriel ]D)(G)(‘ijn) est une filtration localement facteur direct

Fil C D(G)Q@O]ﬁm [%] et, via Iisomorphisme précédent,

fr(FilLie B(G))[1] = @ TFil
JEL/NZ
Rappelons qu’on a fixé un isomorphisme D(H)g,o ~ F et que, via lisogénie A,
cela nous a permis d’identifier

n n A
B~ D(H)g, = D(G)go

Donc le morphisme définissant f, : Do —> (ol maintenant il s’agit de 1’espace
Q associé a lespace vectoriel F™) est donné par une filtration

Fil' € D(H)3 o ® Op_[1] ~ 05[]

et il s’agit de voir que le morphisme composé

(C17~~~;Cn)
-

F/Op H" x (Dso mod 7) — H" x (Doe mod 7)

induit au niveau de ’évaluation des cristaux un morphisme tel que
1—Xe P WFl' cDH)"® 05 [4]
JEL/NZ
Si apy désigne I'application de Hodge-Tate de H alors
X = (an(Gi)icicn €wnv @ Op_[1]" CD(H)g @ Op_[]"

et
X = (Xij)i<i<n,jez/nz € Mn(Op_[£])

via

pE); = @ by, =15 @ pmEy,~ B

JEL/NZ JEL/NZ JEL/NZ
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Rappelons maintenant qu’on a identifié F™ & (F™)* et qu’alors Fil' C Op_[x]"
est le noyau de agyv(—1). On vérifie alors que via I'isomorphisme

D(H)E, ® O _[4] ~ 05_[4" =~ (05__[2]")
on a
Vi€ Z/nZ, (Xij)i<i<n = tOéH(%‘)

ou p; € wiv ® Op [1] est la forme linéaire composée

p;wiv ® Op [2] = D(H)g® Op [+] » D(H)g,; ® Op_[3]

o

D(H)go ® O5_ (7]~ O5_[7]

™ ™

Le théoreme est donc une conséquence de la proposition I11.3.8. O

Proposition II1.3.10. Soit f : Xoo — Q. Les morphismes x définis sur les
différentes cellules se recollent en un

X € D(Xoo, Hom(F/Op, f*G)[L])

au sens ot VU owvert quasicompact dans Xos0, X € Hom(F/Op, f*Gu)[%]. Pour

T
tout ouvert quasicompact U C Xoo, Xju 7# 0. Pour tout g € GL,,(F) via I’égalité
G I'G=["G, 0l g: X — Xoo, 0N a g*X = X-

Démonstration. Les assertions concernant le recollement et I’équivariance “g*y =
X" ne posent pas de probleme; il suffit de les vérifier dans le groupe
Hom(F/Op, f*G mod 7)[1]. De méme l'assertion x|y # 0 se vérifie modulo 7
ol, avec les notations de la démonstration précédente, puisque pg, pg et A sont
inversibles, elle est équivalente a

Va =[A,M], VU C Do, (Cii---1Gn) : F/Op — H™ x5 (U mod )

est non nul.

Cette assertion est claire puisque sur U, Vk > 1, ((1,...,(,) définissent une
structure de niveau de Drinfeld 77¥A/A — H[7*] x U, mais U étant sans -
torsion une telle structure de niveau de Drinfeld est non-triviale apres inversion
de 7 et est donc non-triviale. O

II1.3.5 Construction du morphisme

I11.3.5.1 Un canular. La remarque qui suit justifie que nous devrons procéder a
quelques vérifications concernant les composantes connexes des revétements de la
tour de Lubin-Tate.
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Placons-nous dans le cas n =1 et F' = Q,, et, afin de simplifier les notations,
travaillons sur F et non F. Soit R une Z,-algebre p-adique sans p-torsion telle que
Spec(R[}—lj]) soit connexe. Soit x € Hom((@p/Zp,upoo)[%] tel que  # 0. On a vu
dans la proposition II1.3.7 qu’un tel z induit un morphisme

Spi(R) — Yoo = [ [ SPEZE")
7

Rappelons en effet qu’il existe n € Z tel que

p"z:(@p/Zp;»,u 1

pm/R[%

et alors Vk > 1, p"x : p %727 = ,upk/R[%], d’ou
Voo

v
S Ve

=

Spf(R) —— Y

et on définit alors le morphisme cherché par

—n

SP(R) == Yoo = Yoo
ot Paction de p” su Vs se fait par translation des composantes de [[, Spf(ig\b).
Considérons maintenant ’exemple suivant. Soit
Spf(R) = lim [ Spf(Zz")
n  Z/p"Z

dans la catégorie des schémas formels p-adiques, c’est-a-dire

R=|1lm [J 22| =c"z,zz)
7 Z/p™TZ

les fonctions continues de Z, dans ZaP. Fixons ((,r)r>1 € pipes (Z3P) un générateur
de Tp(pp=), cest-a-dire tel que ¢, # 1. Soit = : Qp/Z, — iy défini par
* = (Tp)r>1, 2k € e (R), et x est la fonction continue

Vt € Zy wi(t) = Cr
Alors, pour tout ouvert U de Spf(R), ;4 # 1. Mais il n’existe pas de morphisme

associé Spf(R) — Ywo, car les composantes connexes de Spec(R) ne sont pas

ouvertes (les “diracs” comme fonctions de Z, a valeurs dans Z2> ne sont pas des
fonctions continues). On a mo(Spec(R)) =~ Zp.
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I11.3.6 Un remeéde au canular

9

Proposition IT1.3.11. Soit X [’espace de Lubin— Tate sans niveau sur Spf(O) et pour
C C GL,(Op) un sous-groupe ouvert X%, lespace de Lubin-Tate rigide en niveau
C. Soit H le groupe p-divisible universel sur X. Soit U C X* un ouvert admissible

conneze. Soit s € U(F) un point géométrique et
p:m(U,s) — GLo, (T,(H"))

la représentation de monodromie associée. Alors limage de p est ouverte. En
d’autres termes, si (Ucr)orco désigne Uimage réciproque de U dans les revéte-
ments de la tour de Lubin-Tate en niveaur C' C C, alors

lim WQ(UC/)
Pl
c'cc

est un ensemble fini (pour C"" C C" avec C' C C suffisamment petit 7o(Ucr) —
7T0(UC/)).

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’il existe une extension de degré fini K |F
ainsi qu'un point « € U(K) tel que si H, désigne le groupe de Lubin-Tate sur Ok
spécialisé en x alors 'image de

pz : Gal(K|K) — GLo,(T,(Hy))

est ouverte. Du point de vue des composantes connexes, cela exprime que si 2’ € U
désigne le point “du spectre maximal” associé a x, I’ensemble lim Ha,l (@) est
— .

k
fini, ou Il ¢ est application de lespace de Lubin-Tate en niveau C’ vers celui
en niveau C. Il suffit de le faire pour C' = GL,,(OF), puisque I'image de U dans
X"& par I’application d’oubli du niveau est un ouvert admissible. Supposons donc
C =GL,(OF).
Si K|F est finie et = € X"8(K), soit Fil, ¢ D(H)q ® K, Fil, € P"'(K),
la filtration de Hodge associée dans I'espace des périodes. Alors

End(H,)g = Endgy z ) (Ve (He)) = End(D(H)g, ¢, Fil,) = Stabp (Fil,)

qui est un corps commutatif E|F tel que E C D (le fait que E est commutatif
résulte de ce qu’étant donné que H, est un groupe formel 'application qui a un
endomorphisme associe I’endomorphisme tangent sur l'algebre de Lie est injective,
mais ici algebre de Lie de H, est de dimension 1).

Supposons E = F. Alors, puisque 'isocristal de H, est simple, la représenta-
tion cristalline V,,(H,) est irréductible et le reste comme représentation Gal(K|K'),
pour toute extension de degré fini K’ de K. De plus, pour toute extension de degré
fini K'|K | Endg, 75 (Vp(Hz)) = F. Cela implique, par la théorie de Sen (cf.
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par exemple le théoreme 5 de [14] ou le cas F' = Q, est traité, le cas F général
étant identique), que I'algebre de Lie de l'image de Gal(K|K) est End(V,(H.)) et
que donc I'image est ouverte.
Reste donc & voir que si 7 : X' — P*~! désigne I'application des périodes
alors
dxr € U Stabpx (7?(1?)) = F*

Mais le morphisme des périodes étant étale, 77 (U) contient un ouvert admissible
de P*~L. Or les sous-variétés “de type Hodge” associées aux corps E tels que
F C E C D sont les points fixes de EX agissant sur P*"~! via E* C D*. Lorsque
E varie, elles forment une union finie de D*-orbites de sous-variétés algébriques
dans P"~ 1. Ces D*-orbites sont en bijection avec les classes de conjugaison de tores
non-triviaux du groupe algébrique associé & D*. Donc, d’apres la proposition qui
suit, 7(U) (ou plutdt ses points “classiques”) n’est pas contenu dans I'union de
ces sous-variétés. O

Proposition I11.3.12. Soit L un corps valué complet pour une valuation discreéte.
Soit X un L-espace analytique de Berkovich lisse équidimensionnel. Soit H un
groupe topologique compact agissant continument sur X, au sens ot ’application
H x |X| — |X| est continue. Soit Z C X wun sous-ensemble compact tel que
tout x € X possede un voisinage U tel que UNZ soit un sous-ensemble analytique
Zariski fermé dans U de dimension < dim X. Alors, pour tout domaine analytique

V C X non-vide, V(L) \ H.Z(L) # 0.

Démonstration. L'ensemble H.Z étant compact dans |X|, V' \ H.Z est ouvert dans
V. Or, I'image de V(L) par 'application V(L) — |V| est dense dans |V|. Il suffit
donc de montrer que V' \ H.Z # (). Soit M(A) C V un domaine affinoide. Puisque
la valuation de L est discrete, la Op-algebre des éléments topologiquement bornés
A® dans A est une Op-algebre telle que si A = A%/ A% = (A°/71A%),eq désigne
sa fibre spéciale réduite, on ait

dim A = dim A

(cf. le lemme I11.3.13). Soit sp : M(A) — Spec(A) Papplication de spécialisation.
Soit £ un point générique d’une composante irréductible de Spec(ﬂ) de dimension
dim X. D’apres la proposition 2.4.4. page 36 de [1], il existe z € M(A) tel que
sp(z) = . De plus, d’apres le lemme I11.3.13 qui suit, pour un tel z, le corps
résiduel du corps valué complet IC(x) a pour degré de transcendance dim X sur le
corps résiduel de L. De cela, on Ei_é\(iuit que x ¢ H.Z, puisque, toujours d’apres le

lemme qui suit, Vz € Z, deg.tr.K(z) < dim X. O

Lemme II1.3.13. Soit L un corps valué complet pour une valuation discréte de
corps résiduel k. Soit A une L-algebre affinoide. Soit A° = {f € A|||flloc <1},
A% = (e Al Ifllse <1} et A= AJA°. Alors A est une k-algébre de type fini.
De plus _

dim A =dim A
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Soit M(A) Uespace de Berkovich associé a A et Yo € M(A), K(x) le corps

résiduel de x (ou son complété). Alors

—

Vo € M(A), deg.tr.,K(z) < dim A

Si de plus, sp(z) est un point générique d’une composante irréductible de dimen-
sion dim A, alors

—_

deg.tr. ., K(x) = dim A

Démonstration. D’apres [2], théoréme 1 section 6.3.5, un morphisme d’algébres
affinoides B — C est fini ssi le morphisme induit B — C l'est. On en déduit que
A est une k-algebre de type fini, puisque c’est le cas de A = L < Ty,...,T, >
pour tout n.

D’apres le théoreme de normalisation de Noether, il existe un morphisme

injectif fini ¢ : L(T1,...,Tn) — A, ou n = dim A. Le morphisme ¢ étant fini
injectif, c’est une isométrie (lemme 6 p.170 de [2]). Donc, & : k[Ty,...,T,] — A
est injectif fini, ce qui implique que dim A=n=dim A.
Maintenant si ¢* : M(A) — B" désigne le morphisme d’espaces de Ber-
kovich associé & un ¢, comme précédemment, Vo € M(A) si y = ¢*(z), alors
K(z)|K(y) est une extension de degré fini. Donc l'extension de corps résiduels
IE(:E)UE(y) est algébrique. On est alors ramené a montrer que Yy € B", le degré
de transcendance sur k de Iz(y) est plus petit que n. On procéde par récurrence
sur n. Le cas n = 1 ne pose pas de probleme, car on a un description complete de
M(L < T >) (section 1.4.4 p. 18 de [1]). La récurrence se fait alors en utilisant
le cas n = 1 pour d’autres corps que L et la projection pr : B» — B! qui &
(1,...,2n) associe (21,...,2,—1). En effet, pour z € B", la fibre au-dessus de
pr(z) de pr est isomorphe & B'&,K(pr(z)) 3 z.

Supposons maintenant que sp(x) est un point générique d’une composante

—~—

irréductible de A de dimension maximale. Alors, étant donné que deg.tr. K(z) <
dim A et que K(z)|k(sp(z)), on a égalité des deux degrés de transcendance. [

Remarque IT1.3.14. Le principe des démonstrations précédentes consiste & vérifier
que le “groupe de Mumford-Tate p-adique” est génériquement le plus gros possible,
ou “génériquement” signifie que tout ouvert admissible possede un point ou ce
groupe est maximal.

II1.3.7 Construction du morphisme

Lemme IT1.3.15. Soit R, = lim R,,, ouVm, R, est une (’j—algébre m-adique sans
m>1

w-torsion intégralement fermée dans Rm[%]. Alors Roo est intégralement fermé

dans ﬁm[%]
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Démonstration. On vérifie successivement que pour les anneaux sans m-torsion la
propriété d’étre intégralement fermé dans sa fibre générique (i.e., apres inversion
de ) est stable par limite inductive et complétion m-adique. 0

Lemme IT1.3.16. Tout ouvert quasicompact de .’%OO possede un nombre fini de com-

posantes connexes et Oz est intégralement fermé dans Oz [1].

Démonstration. Soit kg > 4. Soit Uy, C f%oo un ouvert affine de la forme

Uoo = lim Z/{k
P
k>ko

ou U, C ]ﬁ)mk, pour un a = [A, M], et Vk Up41 est Pimage réciproque de U
via le morphisme de changement de niveau. Les U sont des schémas formels
admissibles sur O. De plus les (U}®); forment un revétement pro-galoisien de
groupe K = Id + 7" End(A) C GL,(F). Rappelons que les U, étant normaux,
VE, mo(Uy) = moUy®). Ecrivons Uy = Spf(Ry), Use = Spf(Ruo), avec Ry, =
( li)n Ry) . Alors, d’apres la proposition IT1.3.11,

k

E”Cl Z k’o, Vk Z kl, WQ(SPGC(ROO)) ; ﬁo(Spec(Rk))

qui est un ensemble fini et donc les composantes connexes de Spec(Ro) sont
ouvertes. Maintenant, si f € Ry /TRoo et si D(f) C Spf(R) est 'ouvert associé,
alors 3k’ tel que f provienne d’un élément de Ry /7Ry et donc 'ouvert D(f)
également. De cela on déduit, d’apres analyse précédente appliquée a D(f), que
D(f) posseéde un nombre fini de composantes connexes. Donc %o possede une
base d’ouverts ayant un nombre fini de composantes connexes duquel on déduit
que tout ouvert quasicompact possede un nombre fini de composantes connexes.
D’apres le lemme précédent, on obtient également ainsi la seconde assertion
(cf. plus généralement la proposition D.6.1 de ’appendice). O

L’élément x de la proposition I11.3.10 fournit alors, d’apres la proposition
I11.3.7, un morphisme GL,,(F) x D*-équivariant

%oo — yoo
ou “équivariant” signifie que I'action de (g,d) € GL,,(F') x D* est transformée en

celle de (tg,d™1).

II1.4 Construction du morphisme j}’oo !

Dans cette section, nous entamons la construction du morphisme de la tour de
Drinfeld vers celle de Lubin-Tate en construisant un morphisme d’un éclaté de
Yoo vers l'espace des périodes associé a l’espace de Lubin-Tate.
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I11.4.1 Applications de Hodge-Tate

Soit comme précédemment G le Op-module formel spécial universel sur ). Notons
Vk, Vi = V14rkop- Les schémas formels V), étant normaux, la structure de niveau
en fibre générique induit des morphismes

Vk21 W_kOD/OD—>G[7Tk] nyk

qui induisent des isomorphismes sur y;;ig.

Fait admis: Comme pour la tour de Lubin-Tate on admettra que O /T*Op(1)

devient trivial sur Vi. Cela résulte soit de ’existence d’une application déterminant

construite a laide des théorémes de comparaison de [7] ou bien de l'existence de

Uapplication déterminant pour des variétés de Shimura uniformisées par Y,'®.
Comme dans la section II1.2.1, on construit & partir de ces morphismes des

applications de Hodge-Tate

Vk > 1, OéGv[ﬂ.k](—l) : HOIH(QF(OD,OF)QQOyk/WkOykn — wG®Oyk/7TkOyk(—1)

Ces morphismes satisfont une condition de compatibilité naturelle et induisent
alors une application de Hodge-Tate en niveau infini

agv(—1) : Homp,(Op,0r) ® Oy — we @ Oy__(—1)

L’action & gauche de Op sur G induit une action & droite de Op sur GV, c’est-
a-dire un morphisme Op — End(G")°PP. Le module de Tate de GV est donc
un Op-module a droite et via sa rigidification, ce module est le Op-module
Hom(Op, Or)(1), ouVd € Op, Vh € Hom(Op, Or)(1), h.d(e) = h(de). De méme
wg est un Op-module a droite. Les morphismes de Hodge-Tate précédentes sont
Op-équivariantes pour les actions précédentes.

Rappelons que pour un Op ®p, O-module M, on note M = ®jez/nz M;
sa décomposition en facteurs directs, ot O, C Op agit sur le facteur M; via
o F, — F.

On a donc des décompositions

o DiAGV (k]
O‘Gv[ﬂ'k](_l) : @ HomOFn,a*j (ODu O)Q?Oyk /7T]C R @ wa,j ®Oyk /71—}1C
jez/nZ o jez/nZ

9 Dijagv ;
agv(-1): € Homo,, +-i(Op,0) @y Oy, s P we;©0y. (-1)
JEZ/nZ JEL/NTZ

sur lesquelles II agit avec degIl = —1.
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I11.4.2 Eclatements et conoyau de ’application de Hodge-Tate

Nous utiliserons le lemme-clef suivant, variante du lemme de Nakayama.

Lemme II1.4.1. Soient M et N deux Op-modules m-adiquement complets, u :
M — N, N’ un sous-module de N tel que 7N C N’ et Im(u) +72N = N'. Alors
Im(u) = N'.

De plus, nous utiliserons le résultat suivant dont la démonstration est simi-
laire a celle du théoreme I1.1.1, en remplacant p par w et les anneaux de Fontaine
usuels par leurs équivalents relatifs associés & F|Q,. En fait, pour ce dont nous
avons besoin nous pourrions utiliser le théoreme I1.1.1. Cependant 'utilisation du
théoréme I1.1.1 conduirait & remplacer m par 7°F!%  ce qui n’est guere agréable,
mais les arguments seraient essentiellement les mémes.

Théoréme I11.4.2. Soit K|F un corps valué complet pour une valuation & valeurs
dans R. Soit H un O-module w-divisible sur Ok . Alors le conoyau de application
de Hodge-Tate

(672 Tp(H) X O% — wgv ® O%
est annulé par .

Remarque II1.4.3. En fait, nous n’utiliserons le résultat précédent que pour des
extensions K de F' de degré fini.

Considérons maintenant pour tout j, 0 < j <mn —1,
agvixz),;(—1) : Home,, ,-i(Op,0) ® Oy, /1?0y, — wa,j ® Oy, /1Oy, (—1)
Soit Z; Iidéal cohérent de Oy, tel que 720y, C Z; et
Im(agviz2),j) = wa,; ®Ij/71’20y2

Définition IT1.4.4. Pour tout k£ > 2, on note JNJ;.C le normalisé de I’éclatement formel
admissible des idéaux Oy, I 5Z;, 0<j <n—1, ot g : YV — Vo.

Ainsi 37k est le normalisé du transformé strict de )V, — Js relativement
a l'éclatement Yo — Vs (cf. section D.7.3 de lappendice). En particulier les
morphismes V411 — Vi sont finis.

Définition III.4.5. On note 500 = lim 37k dans la catégorie des schémas formels
5 k

m-adiques sur Spf(O).

Remarque IT1.4.6. D’apres le corollaire D.7.11 de I’appendice, on peut construire

Yo directement en niveau infini.
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Proposition I11.4.7. Pour tout k > 2 et j, 0 < j < n — 1, le morphisme de
Hodge-Tate sur l’éclaté Yy,

agv[ﬂk],j(—l) . HOIIIOFWU—]‘ (OD, (5) & Oik/wkoik — wWa,j & Oik/ﬂ'koijk(—l)

a un conoyau annulé par m et son image est de la forme wg; @ L7j7k/7TkOj“}k(—1)
ot Jj . est un idéal localement libre de rang 1 vérifiant Jj i = Oj,k.l_[,:;.jj,g avec
Mio: Vi — Vo

En niveau infini l'image de

Ozng(—l) : Homan,g—j (0Op,0)® OJNJOO — wag,; @ 05}00(—1)

est localement libre de rang 1, égale a4 wa,o ® (93700.1_[(;172@72(—1),

Démonstration. Oublions les torsions a la Tate dans cette démonstration. Fixons
Ientier j. Par définition de )», le morphisme

aGvir2),j * Hom(’)pn,o—j(OD7 @) ® 05)2 /77205)2 — Wa,j (24 0372/7'(2(9372

vérifie Imagvr2); = wa; ® Jjg/wz(’)%, ou Jj 2 est localement libre de rang 1.
Montrons que 77(9372 C Jj,2. 1l suffit de le vérifier localement sur ﬂg. Soit donc,

localement sur )72, t € wg,; une section engendrant wg, ; et écrivons
Im(OéGV[ﬂ.z])j) =t X f

ou f € Jj2. Pour tout = € Vi x : Spf(Ox) — Y, pour K|F finie, on a
TrOGYr2] = Q(pG)V[r2], OU £°G Vit sur Spf(Ok ). Du théoreme I11.4.2, on déduit
|F(2)] < 1. Donc la fonction rigide % vérifie

s
15l <1

ce qui implique, Y, étant normal, que 7/ f € (’)5,2.
On déduit le reste de la proposition en utilisant le lemme II1.4.1. O

Remarque II1.4.8. Le lecteur attentif aura remarqué que contrairement au cas
des espaces de Lubin-Tate, c¢’est-a-dire le cas de la section II1.2.4, on doit d’abord
éclater /normaliser avant d’avoir des renseignements sur le conoyau de application
de Hodge-Tate. La raison en est que la proposition II1.2.1 est plus précise que le
théoreme I11.4.2.

Lemme II1.4.9. L’action de GL,(F) x D* sur Vs s’étend en une action de Voo

Démonstration. En ce qui concerne 'action de GL,, (F) x OF, le résultat est clair
puisque ce groupe laisse invariant les idéaux Z;. Reste a voir que Vi, 0 <7 <n—1,
laction de II' € D* s’étend (puisque m € D* agit comme 7 € GL, (F) laction



II1.4. Construction du morphisme &oo — . pn-t 175

de TIZ s’étend ssi c’est le cas pour les IT*, 0 < 5 < n — 1). Le module de Tate de
(G/G[IT])Y est égal & Homp,. (Op, Or).11* C Home, (Op, OF). 1l suffit de voir
que pour k > 3, I'image de ce sous-module par P'application agvi,+ est somme
directe de modules localement libres. Mais cela résulte de

Ovav[ﬂ.k] (HOHIOF (OD, OF).Hi ® Oyk /WkOyk) = @ Im(an[ﬁk],j_i_i).Hj
JEZL/NZ

et de ce qu’étant donné que Vs n'a pas de 7m-torsion et que Vj, II' possede un
inverse apres inversion de 7 alors I'image par IT7 d’'un module localement libre de
rang 1 est localement libre de rang 1. O

Remarque II1.4.10. Nous n’utiliserons que agv ,—1 pour définir le morphisme de
500 vers ’espace des périodes de Lubin-Tate. Mais la raison pour laquelle nous
avons rendu localement libre 'image de tous les (agv j)o<j<n—1 provient du lemme
précédent, afin de pouvoir relever I’action de I1Z & i,o. On aurait également pu
rendre I'image de agv ,—1 localement libre de rang 1 apres éclatement/norma-
lisation des idéaux (Oyk.H];;IQ)kZQ, puis remarquer qu’étant donné un idéal K
O} x GLy(F)-invariant, I'idéal [[o<;c, II7*KC est D* x GL,,(F)-invariant et
qu’on peut donc I’éclater /normaliser de nouveau afin d’obtenir un schéma formel
éclaté/normalisé D* x GL,, (F)-invariant.

I11.4.3 Construction du morphisme V., — I@(]D)(]HI))

I11.4.3.1 Une identification. Rappelons (section I1.3.1) qu’avec les choix faits, il
y a un isomorphisme

v

D(H) ~ Op ®o,, O
ott si V désigne le Verschiebung et ¢ : Op — End(D(H), V)
Vd® A€ Op ®o,, O, V(A®A) = dlIeA
Vd € Op, Wd)d®)\) = ddoA

Avec ces notations,

Op®o,, O= P Welo
0=s=n=1 D),

et donc V4, 0 < j <n—1, (IV) : D(H)y — D(H); est un isomorphisme. De cela
on déduit le lemme suivant

Lemme II1.4.11. L’application
Homo,, (Op,D(H)) — Home,, (Op,D(H),—1)

ot D(H),,—1 est muni de l’action de O, dérivant de celle de Op sur D(H), qui a
h:Op — D(H) associe h composé avec la projection D(H) — D(H),,—1, est une
bijection.
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Il y a donc une bijection
D(H) = Homo,, (Op, D(H)n-1)

qui & z = Z}:& =+l z;, € DH), o Vj x; € D(H),_1, associe le mor-
phisme de Op vers D(H),_1, qui & II"~17J associe x;. Réciproquement, a h €
Homo,, (Op,D(H),—1), on associe Z;:Ol [+l p(1In=17) € D(H).

Remarque IIL.4.12. Via lisomorphisme D(H) — Homo, (Op,D(H),_1) fixé
précédemment, l'action de Op sur D(H) se fait via

Vd € Op, Vh € Homo,, , (Op, D(H),_1) (d.h)(e) = h(ed)

Au final, on a donc une identification

9 v

HomoF (OD, O)n—l ®(§ D(H)n_l = HOIDOFTUG(OD, O) ®(5 D(H)n_l
= HOIDOF" (OD, D(H)n_l)
D(H)

Remarque I11.4.13. Plus généralement, considérons le foncteur qui a un Op®o,. O-
module M associe le O-module Hom, (M, D(H)). I1y a alors un isomorphisme
naturel en M

Hom, o 5(M,D(H)) = M} ®p D(H)p—1

ot M* = Hom (M, O), et donc M — M*_,, est le foncteur

M +— Hom g, ) 5(M,0). o
I11.4.3.2 Construction du morphisme. Considérons maintenant le morphisme
agvn—1(—1) ®3 D(H),—1
entre les espaces suivants
Homo,., +(Op,D(H)n—1) ®g Oy — wen-1® DH),—1 ® (’)5,00(—1)
D’apres l'identification précédente, il définit un morphisme
D(H) ® g 0y —wen-1® D(H),—1 ® (93700(—1)
qui fournit donc un morphisme
Voo — B(D(H))

Définition ITL4.14. On munit P(D(H)) de D'action a gauche de O3, définie par
'action laction & droite de OF sur D(H)

O0f — 0F — Aut(D(H))
d — d!
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Lemme I11.4.15. Le morphisme précédent de Yoo vers ]?D(]D(H)) est OF-équiva-
riant, au sens ou l’action a droite de d € OIX) sur Voo est transformée en celle a
gauche de d=* sur P(D(H)).

Démonstration. C’est une conséquence de la remarque I11.4.12 couplée a la défi-
nition de I'action de O} sur la rigidification du module de Tate du Op-module
formel spécial universel, donnée dans la définition III.1.3. 0

IIL.5 Relevement du morphisme )700 — P! vers
une cellule de ’espace de Lubin-Tate

I11.5.1 Eclatement équivariant de ’espace projectif formel

Il est aisé de voir qu’apres un éclatement formel admissible, action de O} sur
P(D(H)) s’étend en une action de D*. En effet, il suffit d’éclater les idéaux

w(TVD(H) ® Op(n( )(=1), 1<j<n—1

H))

ol
uw: D(H) ® O@(D(H)) —» OOﬁ(D(H)) (1)
est 'application universelle.
Fixons maintenant une cellule a = [A, M] dans 'immeuble paramétrant les
cellules de X . La cellule D, ne dépend que de M dans le couple [A, M] et non de

O%. Rappelons que d’apres le théoréme de Gross-Hopkins ([11], théoréme 1.4.1) le
morphisme des périodes de Hodge De-Rham

7 : Dis — P(D(H)g)"®
est un isomorphisme sur son image et que I'ouvert admissible 7(D:#) vérifie

P(D(H)e)™ = |J IF.x(D5®)

0<j<n—1

ou IV x(Dig) = 7 (DIe

7o) 1l existe donc un éclatement formel admissible

muni d'un ouvert W C ﬁ(D(H)) tels que I'action de D* sur P(D(H)g)"¢ se pro-
longe a ]IA”(D(H)),
PDMH) = |J mWw

0<j<n—1
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et il y a un isomorphisme

Vo : Dy == TP W
ottsia = [A,M], M =TI*Op, k = j mod n, et induisant en fibre générique le
morphisme des périodes (utiliser également le fait que D, est normal pour voir
qu'il existe un WW; un isomorphisme A —— B entre algebres affinoides induit un
isomorphisme A° —— BY entre leurs boules unité pour la norme infini). Cette

derniére assertion signifie que si Fil C D(H) ® (’)@(D(H)) désigne la filtration locale-

ment facteur direct de rang n — 1 définissant ’espace projectif alors
$:Filys yy = FilD(H)[]
ou, si (H,, pp,) désigne la déformation universelle sur D,

pH,  H xg (D, mod ) — H, xp, (D, mod )
FilD(H)[2] = (pa,«) 'V (Ha)[2], olt pr,« est Pisomorphisme

D(H) ® Op, [7] — Lie E(H,)[7]

s

induit par pg, via I’évaluation des cristaux sur ’épaississement (D, mod 7) — D,
et ot E(H,) désigne la O-extension vectorielle universelle de H, et V(H,) sa partie
vectorielle.

III.5.2 Tiré en arriere de ’éclatement de I’espace projectif
vers Voo

Soit K C O@(D(H)) I’idéal admissible définissant 1’éclatement précédent. Soit h :
Voo — @(D(H)) le morphisme défini précédemment. L’idéal

K' =05 'K

vérifie
Ny / _
aN, = Oyoo cK coym

n—1

Quitte a remplacer K" par J[;_, II7*K’, on peut de plus supposer que K’ est
tel que IT*K' = K'. En effet, 7 € D* agit sur Vo comme 7 € GL,(F), or K’
est GL, (F)-invariant. On fera cette hypotheése. De plus, le morphisme h étant
GL,, (F)-invariant cet idéal 'est. L’idéal K étant cohérent et “GL,(F)\Vx” qua-
sicompact au sens olt 3V C Yoo un ouvert quasicompact tel que Voo = GL,,(F).V,
on en déduit
" N " ! __ ) -1
Jko>2, IK", = (’)3~)k0 CcC K" C (93~,kD et K'=05 I K

ou e g, - Voo — )7k0 et, de plus, on peut supposer que K" est GL,,(F) x D*-
invariant.
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Définition IIL.5.1. Pour tout & > kg, on note )7k le normalisé de 1’éclatement
formel admissible de 1'idéal Oj,k.l_[,;}co K. On note

P
k>ko

v

dans la catégorie des schémas formels m-adiques sur Spf(O).

D’apres les propriétés des idéaux données précédemment, ’action de

GL,(F) x D*
s’étend a 3700. De plus, il y a un morphisme D*-équivariant et GL,, (F')-invariant

£ : Yoo — P(D(H))

ou D*-équivariant signifie que I’action a droite de D* a la source est transformée
en I'action & gauche au but via d — d~ 1.

Remarque IT1.5.2. D’apres les résultats de 'appendice, on peut construire Voo
directement comme le normalisé dans sa fibre générique de ’éclatement formel
admissible de I'idéal K’ dans Y,,. Cela évite d’avoir a repasser en niveau fini,
passage qui est donc en quelque sorte artificiel, d’apres le corollaire D.7.11.

I11.5.3 Relévement vers la cellule

Pour tout 4,0 < j < n—1,si a =[A, M] est un sommet de 'immeuble tel que
[Op : M] = j mod n, on a donc un morphisme

Yrlol &t W)Y — D,

ou

Y= U oma

0<j<n—1

~

II1.6 Construction du morphisme )700 — X5

II1.6.1 Caractérisation modulaire de X

Comme dans la section I11.3.1, on montre la proposition suivante.

Proposition II1.6.1. Soit a = [A, M] et D, la cellule associée. Soit (Hg,pa) la
déformation universelle sur D,. Soit D, = Spf(A). On note encore H, pour le
groupe p-divisible sur Spec(A) associé au groupe p-divisible H, sur Spf(A). Soit
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Y}, le Spec(A)-schéma représentant le faisceau Hom(w~*A/A, H[w*]) (aprés choix
d’une base de A, ce schéma est isomorphe a H[w*|"). Soit Uy, C Yy, l'ouvert/fermé
du schéma étale fibre générique de Yy défini par

Yo e m *A/AN {0}, n(v) #0

oun : m kAN — H[rF] X spec(A) Y& désigne la section universelle. Alors, si

Spec(Ag) désigne 'adhérence schématique de Uy dans Yk""rm“”s‘é, c’est-a-dire

Uunique ouvert/fermé de Yk"”m“l“é induisant Uy, en fibre générique, on a

Spf(Ax) =~ Dy ra4x+End(A)

9

Proposition I11.6.2. Soit 3 un schéma formel m-adique sur Spf(O) tel que

e tout ouvert quasicompact de 3 posséde un nombre fini de composantes con-
nezes
o O3 est intégralement fermé dans O3[L].

Soit b un sommet de l'immeuble paramétrant les cellules de X, et f: 3 — Iy
un morphisme. Soit (H, p) la déformation universelle sur Dy. Soit

(z1,...,2n) € T'(3,Hom(F/Op, f*H)[2]")

tel que VU C 3 un ouvert quasicompact, la famille (x1,...,x,) soit linéairement
indépendante sur F' dans le F-espace vectoriel

I'(3, Hom(F/Op, f*H)[%])

On peut alors construire naturellement un morphisme
3 — H Dapo
a

Démonstration. Soit Spf(R) C 3 un ouvert affine connexe. Soit H' le groupe p-
divisible sur Spec(R) associé au groupe p-divisible f*H x3 Spf(R). D’apres le
lemme II1.3.6, Spec(R[1]) est connexe. Le n-uplet (21,...,,) induit donc une
quasi-isogénie
(F/OF)n — H' ><Spe(:(R) SpeC(R[%])

Il existe donc un unique réseau A C F™ (le “module de Tate” a l'intérieur du
“module de Tate rationnel”) tel que la quasi-isogénie composée

d: A ® F/A - (F/OF)n - HI ><Spoc(R) SpeC(R[%])

soit un isomorphisme. Alors ¢ induit un systéme compatible d’isomorphismes

7 FAJA "o H'[7% Xspee(r) Spec(R[1])
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Si b= [Ag, Mp], posons a = [A, My]. Il y a donc, d’apres la proposition précédente
un systeme compatible de morphismes

s

" Da,1d4xk+1End(a)

v
Da,]d—&—ﬂ’“End(A)

Spf(R)

D’ou, puisque Dy o0 = %El Dg,ra4+x+End(a) dans la catégorie des schémas formels

k
m-adiques, un morphisme

Spf(R) — ]D)a,oo

Il est facile de voir que ces différents morphismes se recollent en un morphisme de
3 vers [[, Da,oc- O

II1.6.2 Sur la suite de Hodge-Tate en niveau infini

Comme précédemment pour GV, on définit une application de Hodge-Tate pour
G
ag:0p R0y — wgv @Oy

Proposition I11.6.3. Dans la suite de Hodge-Tate de GV sur 500

W ® 05, —2% Homo, (Op, Op) @ Fno 21

we ® O3 (-1)
on a agv(—1)o tag = 0.
Démonstration. De la méme fagon que 'on a une décomposition

agv = Djez/nz0GY j,

on a une décomposition

g = Djez/nz0G.j5-
Il suffit alors de montrer que Vj, agv j(—1)o ‘ag,; = 0. La démonstration est
alors identique a celle de la proposition III.3.8. O

I11.6.3 Construction d’éléments dans le module de Tate du groupe
de Lubin-Tate universel tiré en arriére sur )N/OO
Notons pour abréger P := @(D(H)) Rappelons que pour a = [A, M|, 1, désigne

le morphisme ‘
Yy 1 Dy — TP W
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ol W C P et j =[0p : M] mod n. Rappelons que I'on note
& )N)OO P

le morphisme construit dans la section I11.4.3. Fixons j, 0 < j < n—1, et a comme
précédemment associé & 7. On note

§007j = 5_1 (W).H_j

et "
fj : JJOOJ — I W
On note (Hy,, p, ) la déformation universelle sur D, ainsi que (G, pg) celle sur Y.
Les structures de niveau sur (Vx)r>1 définissent un morphisme associé a

1€ Op
F/OF—>G><yyOO

Notons -
w:F/Op — G Xy Voo

le morphisme associé sur Vao. Soit maintenant x € Homo,, (G,H")[1]. On peut
alors considérer le morphisme composé

p mod ~ pglxld ~
F/Op ——— G x (Yoo, jmod 1) =™ G X (Voo,; mod )

kxId
v H™ x (370073» mod )

(5 o) P,

(¥g ' 0 &) Hy mod m

ol v € T(Vocj, Hom(F/Op, (v ' 0 &) Hi mod m)[2]).
Théoreme I11.6.4. Le morphisme v se reléve en caractéristique 0:
v € T (Voo Hom(F/Op, (47" 0 &) H)[7])

Démonstration. Comme dans la démonstration du théoreme II1.3.9, on applique
le critere de relevement de Messing. Considérons le morphisme composé de O-
modules 7w-divisibles

w# mod ~ pg' xId ~ kxId ~
F/Op — G x (Yoo mod ) = G x (Voo mod 1) — H" x (Voo mod 7)
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Le morphisme induit au niveau de ’évaluation des cristaux sur 1’épaississement

(500 mod 7 — 500) induit un élément

1—Y e D(H)" @ O, (1]

s

Soit Fil ¢ D(H) ® Oﬁ la filtration définissant I’espace projectif. Etant donné que
1, est un modele entier de I'application des périodes, on doit vérifier que

Y € (&*Fil[2])" c D(H)" ® (’)):}w [1]

Rappelons que I'application de Hodge-Tate

OéG:OD@)OSN} —>wgv®(95~}

oo

est telle que

Op®05 [H 2% uwev®05 [HC—=DG)®0; [ =S DH)" 005 [4]

s yocﬂ-

11+ Y

Ecrivons Y = (Y;)1<i<n, i € D(H) ® (93:} [1]. Rappelons qu’on identifie D(H) &
Homo,, (Op,D(H)) (cf. section I11.4.3.1) et qu’alors d’apres la suite précédente

Yi = fag(yi)
oll ‘ag désigne Homp, (ag, D(H)), le transposé relativement & la dualité
Homo, (—, D(H)),
et

wev ® 03 [H—=D(G)® 05 [+ “*XDH)" ® 05 (1]

oo oo oo

Donc, d’apres la remarque I11.4.13, si §; € WG o1 @ D(H),—1
= Hom s (wgv, D(H),—1)[%] est la forme linéaire

WG n-1® O, [~ D(G)n-1® Os 1] =2 pH)r_, © o5, (1]
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on a, avec les notations de la section I11.4.3.2,
Y; = (("agn-1) © D(H),—1)(;)

Le théoreme est donc une conséquence de la proposition I11.6.3. O

Proposition II1.6.5. La construction précédente définit un morphisme

HomOD (G7 Hn)[%] - F(jOOJvHO—m(F/OFv (’@[Ja_l © 5])*Ha)[%])n
Siv=(v1,...,vn) correspond & A~ € Home, (G, H")[1], alors pour tout ouvert

quasicompact U de )700,3-, les éléments (V1jy, - - -, V) sont linéairement indépen-
dants dans le F-espace vectoriel Hom(F/Op, (5! o &)  Ha)[2].

Démonstration. Pour démontrer 'indépendance linéaire, on procede par spéciali-
sation afin de se ramener au cas d’un point. Soit donc U comme dans I’énoncé. On
peut supposer U = Spf(R). La O-algebre R étant m-adique sans m-torsion, il existe
un corps valué complet K pour une valuation de rang 1 étendant celle de F et
un morphisme continu R — Ok (utiliser le théoréme 1.2.1 p.13 de [1] appliqué

a l'algebre de Banach R[1]). Soit 6 : Spf(Ox) — Spf(R) — ﬁoo,j. 11 suffit alors
de montrer 'indépendance linéaire de (0*vy,...,0%v,). Mais cela est fait dans la
section II.9.1. O

I11.6.4 Construction du morphisme de j)voo vers X

Comme dans la section I11.3.6 on montre la proposition suivante.

Proposition I11.6.6. Soit G le Op-module formel universel sur Q. Soit C C o5

9]

un sous-groupe ouvert, U C Q¢ un ouvert admissible non-vide et 5§ € U(F'). Alors
le sous-groupe de monodromie arithmétique image de

m1(U,5) — Auto, (Tp(G)) =~ OFP*

est un sous-groupe ouvert de (’)%’px. Done, si llgrc @ Qor — Qc, 'ensemble
lim mo(Ig o(U)) est fini.
c'cc

Corollaire I11.6.7. Tout ouvert quasicompact de 3700 posséde un nombre fini de

composantes connexes et, de plus, (93:} est intégralement fermé dans (’)57 [%]

Soit j, 0 < 7 <n —1, et b un sommet de 'immeuble associé a j c’est-a-dire
tel que si b = [A,II*Op], alors k = j mod n. D’aprés le corollaire précédent, la
proposition II1.6.5 et la proposition II1.6.2, on peut construire un morphisme

LR yoo7j ? HDoo,a
a
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dont on vérifie aussitot qu’il ne dépend pas du choix fait de b. Il est également
aisé de vérifier que ce morphisme est GL,,(F')-équivariant, ou I’action a gauche de

GL,,(F) sur Jjoo,j est transformée en celle & droite sur ]_[a Do a, via g — tg.

Proposition I11.6.8. Pour j1, j2, le diagramme suivant est commutatif

H Dooa
yoohﬂyOO,]z /

wj
1. Deo
Démonstration. Soient 0 < j; < jo < n—1. Avec les notations du premier chapitre,
on a pour by associé a ji et by associé a jo
aj2_j1]D 1

b
&

I W NIz W

=

ajz —j1 Db,
Il est aisé d’en déduire qu'il y a des factorisations

Wiy
m
ymjlmyoop—> IIDooa—uJ/ >||1D)ooa
? a—a’

\—/

Wio

Il y a donc un morphisme GL,,(F') x D*-équivariant

j‘}oo—’xoo

ot action de GL,,(F) est transformée via g — g et celle de D* via d +— d~ 1.

II1.7 Construction de I’isomorphisme

Nous utiliserons maintenant les résultats de 'appendice afin de ne pas avoir a re-
passer en niveau fini a chaque fois que ’on veut éclater un idéal, ce qui deviendrait
rapidement inextricable, comme ’auteur a pu le vérifier en tentant de rédiger cette
section sans les résultats de I’appendice.
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I11.7.1 De nouveaux éclatements

On a construit dans les sections précédentes un diagramme GL,,(F) x D*-équiva-

9]

riant de morphismes de schémas formels m-adiques sur Spf(O)

<]

Rappelons que f%oo n’est pas vraiment un éclatement formel admissible d'un idéal
de Ox_ , mais plutot d’une famille d’idéaux. Plus précisément,

%oo = U Da,oo

et pour tout a, il y a un idéal admissible J, C Op,  tel que

e V(g,d) € GL,(F) x D*, (9,d)*T(g,a).a = Ja

e Va,d, ja’\Da/,xﬂDa,o@ devient localement libre de rang un sur l’éclaté for-
mel admissible de J, dans Dy oo N Dy oo (mais en général Ty p, b, .. 7
JaiDa, 00D oo )

° ﬁ)am est le normalisé dans sa fibre générique de 1’éclatement formel admis-
sible de J,.

Notons _
f . joo — xoo

Notons pour tout a
Vo=f""Duo) e Jo=0y,.f T,

un idéal admissible de Oy, . Soit V. le normalisé dans sa fibre générique de
I’éclatement formel admissible de J,. Pour tout couple a,a’, 'idéal Ja/ |V, Va

devient localement libre de rang 1 sur 17a. Les 17,1 se recollent donc (utiliser la
propriété universelle des normalisations dans la fibre générique/éclatements for-
mels admissibles, cf. appendice) en un schéma formel

52 = U,
a
qui est GL,,(F') x D*-équivariant. De plus, il y a un morphisme équivariant
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Dans l'autre sens, soit ~
h : xoo — yoo

Il existe un idéal admissible GL,,(F) x D*-invariant J C Oy__ tel que 3700 soit le
normalisé dans sa fibre générique de I’éclatement formel admissible de J dans V.
Soit f%g)) le normalisé dans sa fibre générique de I'idéal admissible (’)5600 71531
est muni d’une action de GL,,(F) x D* et il y a, de plus, un morphisme équivariant

On a donc un nouveau diagramme au-dessus du précédent

RO
%00 §oo

Mais, si b : %g) — )700, on a un diagramme pour tout a

hl_l (Va)

et donc I'image réciproque a h'—1(V,) par h’ de I'idéal J,, Oh/—l(ya).h/_lja est
localement libre de rang 1 sur h'~*(V,), puisque c’est le cas sur ]ﬁa,oo (on utilise
toujours le fait que sur un schéma formel m-adique sans w-torsion, un idéal admis-
sible est localement libre de rang 1 ssi il est localement monogene). Done, d’apres la
propriété unlverselle du “normalisé dans la fibre générique/éclaté”, le Inorphlsme
h' se releve a yoo De la méme fagon on reléve le morphisme yoo) — 3€ a %(2)
On obtient donc, au final, un diagramme

@ ==y
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Le but des sections qui suivent est maintenant de démontrer le théoreme
suivant.

Théoréme II1.7.1. Les deuxr morphismes %(@ :5;(@ sont inverses l'un de
Uautre et fournissent donc un isomorphisme équivariant entre f%g)) et ~£’).

II1.7.2 Retour aux suites de Hodge-Tate en niveau infini

Nous allons améliorer les résultats précédents d’exactitude des suites de Hodge-
Tate en niveau infini.

Lemme II1.7.2. Soit (X,Ox) un espace annelé et u: &y — E2 un morphisme de
Ox -modules localement libres de rang r. Soit t € T'(X, Ox).

o Si coker u est annulé par t, alors coker (detu) est annulé par t"
o Si coker (det u) est annulé part, alors coker u est annulé part et, localement
sur X, il existe un morphisme v

v

617> &
tel que uov =t.

Théoréme I11.7.3. Soit K|F un corps valué complet pour une valuation de rang 1
étendant celle de F. Soit Hy un O-module mw-divisible sur Ok . Dans la suite de
Hodge-Tate

0 0-(1) Y Gl
Wi, ® O2(1) ———— TH(H) ® Oz, —— why © O

on a: ker agr, /Im'apy (1) est annulé par 7.

Démonstration. On renvoie au chapitre II. O
On reprend maintenant les notations de la section III.2.

Proposition I11.7.4. Soit a = [A, M| un sommet de limmeuble paramétrant les
cellules de Xoo €t Do 1= Dy 00 la cellule éclatée en niveau infini. Soit la suite de
Hodge-Tate sur Do

agv(—1)

Wiy ® O]ﬁ)w L A® O]ﬁ)w WH & Olﬁ)m(_l)

Alors ker (tay)/Im (amv (—1)) est annulé par anl,

De plus, localement sur Doy, il y a un morphisme 8

w}“qv ® O]ﬁoo A*® Oﬁx

aH

tel que tfagofB=n""1 et Bo tayg =a""L.
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Démonstration. On sait, par construction de Do, que Im (cgv (—1)) est localement
libre de rang 1. On en déduit aisément que ker (agv(—1)) est localement libre de
rang n — 1. D’apres la proposition II1.3.8, il y a un morphisme

t
u:wyv @O0 —, ker (agv (—1))
Intéressons-nous a det u = A"y, Localement sur un ouvert quasicompact U de

Do , det u est donné par une fonction f € I'(U,Op_). Soit x € U(Oc,), z :
Spf(Oc,) — U. Etant donné que la suite exacte

Qv

0 — ker (aHv) —A*T® (9]]3)oo —— Im (aHv (—1))(—1))

est localement scindée, on en déduit que ker(c,«gv(—1)) = x* ker (agv) et donc,
d’apres le théoreme II1.7.3 couplé au premier point du lemme I11.7.2,

|f(@)] > |77

Du lemme qui suit on en déduit que 7"~ € Oyy.f et on conclut grace au second
point du lemme II1.7.2. (]

Lemme II1.7.5. Soit U un ouvert quasicompact de Do, a € N et fel, (’)ﬁw)
tel que Vo € U(Oc,), |f(x)| > |n%|. Alors 7% € Oy.f.

Démonstration. L'ouvert U étant quasicompact, il existe k > 3 ainsi qu'un ou-
vert V C Dy et g € I'(V, O@k) tels que 'image réciproque de V en niveau infini
soit U et f = g mod 7+, L’application U(O¢,) — V(O,) est surjective (on a
V(Oc,) = V"'8(C,) et, revenant a I'interprétation modulaire de DL#, on peut tou-
jours prolonger une structure de niveau finie en une infinie sur C,). Par hypothese,
on a donc

Va € V(Oc,), lg@)| = n°]

Mais, V étant normal, on en déduit que 7 € (g) et donc 7 € (f,7**1), ce qui
implique 7 € (f), puisque Do, est m-adique. O

Corollaire II1.7.6. La suite

0 — Wi ®0p_[L] =1 A" 0 05 [4] 20, 0y 0 05 [1)(—1) — 0

est exacte localement scindée. De plus, le conoyau du morphisme
oy : A®OJINJ>OO — WHV (X)(’)]ﬁ)00

est annulé par 1.

De la méme facon, on montre, avec les notations de la proposition I11.6.3, la
proposition qui suit.
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Proposition II1.7.7. Dans la suite de Hodge-Tate de GV sur Voo

agv(—1)

wev ® O3 —% Homo,.(Op, OF) ® O3, —F—— wg ® O5_(—1)

on a: ker(agv(—1))/Im(tag) est annulé par 71 et il existe un morphisme 3 :
Homo,. (Op, OF) @Yoo — wiv @05, tel que fagof = 71 et folag =n" L
La suite

1] agv(-1)

Weav ®(93~}m[%] LHOIH()F(OD,OF)(@OS}OO[— wg®05)x[%](—1)

T

est exacte localement scindée.

II1.7.3 Démonstration du théoréme principal

I11.7.3.1 La composée %g) — 378) — ~533 est ’identité. Nous utiliserons
constamment les deux faits suivants:

e Soient 3 et X deux schémas formels m-adiques sans m-torsion. Soit 5 2, 3 un

i
éclatement formel admissible. Soient ¥ ——X 3 deux morphismes tels que

f2
po fi=po fa. Alors fi = fo.
e Soit X m-adique sans 7-torsion. Deux morphismes ¥ ——Z prn sont égaux
ssi les morphismes associés le sont apres inversion de 7. Plus précisément, si

L1
o% /
\
Lo
correspond a nos deux morphismes alors ceux-ci sont égaux ssi Ju

Li1[3]
/
(Ox[])" u

S

Lo[2]

1R

Soit a = [A, M] un sommet de 'immeuble paramétrant les cellules de ¥.
Soit ]Dg)) = ID),SQ())O I'image réciproque de D, o dans %g)). Commengons par montrer
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que le diagramme suivant est commutatif.

B ¥ —— )
P(D(H))

ot le morphisme Dy, — I@(D(H)) est celui noté v, dans la section II1.5.1. I suffit
de montrer que le diagramme qui suit est commutatif.

D@ — 57
Vo
P(D(H))
Avec les notations des sections précédentes, le morphisme composé
DR — Yoo — Yoo — B(D(H))
est obtenu a partir de ’application de Hodge-Tate de G tiré en arriere sur DR

oo

GV n—1 ® Id: Hom(’)p (0D7 @)n—l & D(H)n—l ®O]IN))(£) [%]

D(H)
— WG@,n-1 ® D(H)n—l ® Oﬁ)g) [%]

Mais d’apres la remarque I11.4.13 et la proposition II1.7.7, le noyau de 'application
précédente est obtenu en appliquant Home, (—, D(H)) &

ag : Op ® O [7] — wev @ Oy 7]

via Homp, (Op, D(H)) ~ D(H). Mais, si H désigne le groupe de Lubin-Tate uni-
versel sur D , 'image de la composée

-1

a G AL n
Op®05» 1] — wev @05 L]l D(G)®0p (7] — D(H)"®@05 (1]

1®1

(21 4eensn)
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est telle que si

7 A® Oy [2] = 05 [1]" — wirv @ Ogpp [2 ] D(m ) ® Og0[ 1]

alors Im ay = (9@(2)[%] 1+ -+ (9@(2)[%] Zn. Cela découle en effet de ce que
modulo 7, les éléments du module de Tate de H et G sont reliés par (en notations
abrégées)

F/(’)F—>H"Inod7r—>H"—>(G —— G mod 7

ou F/Op — H™ mod 7 fournit I'identification du module de Tate de H avec
F" et la composée F/Op — G mod 7 fournit 1’élément 1 € Op associé a
I'identification du module de Tate de G avec D.

Appliquant maintenant Home, (—, D(H)) &

Op ® Oy (3] — D(H)" ® Oy (7]
on en déduit aisément que la filtration de D(H) associée & la composée

]13)((3)) - 5<>o - j;oo - ]IAD(D(H))

est donnée par Im (ay). Mais, d’apres le corollaire IT1.7.6, Im (ay) coincide avec

m™(2)

wgv ® OD<2)[ ], qui définit la filtration associée au morphisme Dsg — D —

@(D( H)). On a donc bien montré que le diagramme voulu de morphismes vers

I@(D(H)) est commutatif.

Reste & voir que le morphisme D — Yoo — P(D(H)) relevé & Xoo, grace

au éléments du module de Tate de H construits dans la section II1.5, coincide avec
la projection D(@ — Dy C Xo. Mais c’est une conséquence immédiate de ce
que ces éléments du module de Tate coincident modulo 7 puisque, modulo 7, les

constructions des sections I11.3.4 et I11.6.3 sont inverses I'une de ’autre.

I11.7.3.2 La composée Y3 — % ., YB) est lidentité. La méthode de
démonstration est identique a celle de la section précédente. On démontre grace

aux résultats de la section II1.7.2, que deux morphismes &) ——= () coincident.

Puis, comme précédemment, on constate que les relevements associés vers Voo
coincident.



Annexe D

Compléments sur les schémas
formels m-adiques

On fixe O un anneau de valuation complet de hauteur 1 et 7 un élément de O de
valuation strictement positive. On note k le corps résiduel de O. Tous les schémas
formels considérés seront supposés quasi-séparés. On pourra consulter le chapitre
IV pour plus de détails sur les schémas formels m-adiques, nous ne traitons ici que
ce dont nous avons besoin pour le chapitre III.

D.1 Quelques lemmes d’algebre m-adique

Si R est une (’j—algébre, on note R le complété m-adique de R. Si R est une O-
algebre sans m-torsion, on note R la fermeture intégrale de R dans R[1].

Nous utiliserons constamment le lemme suivant, dont la démonstration ne
pose pas de probleme.

Lemme D.1.1. Soit R une (’j—algébre sans m-torsion. Alors,

° }A% est sans mw-torsion -
e soit i R[] — ]?2[%], alors R = a1 (ﬁ)

e si R est intégralement fermé dans R[%], alors R est intégralement fermé dans
R[]
o si R s’écrit comme une limite inductive filtrante R = lim R;, ot les (R;);
i
sont des (’j—algébre sans w-torsion telle que Yi, R; soit intégralement fermé
dans R;[L], alors R est intégralement fermé dans R[%].

Corollaire D.1.2. Soit R une (’j—algébre sans m-torsion. Alors, canoniquement,

=)l

}_%:
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—

Démonstration. Le morphisme R — R induit par application de m un mor-

phisme R — R. Dans l'autre sens, le morphisme R — R induit par complétion
R — R Mais, d’apres le lemme précédent, R est intégralement fermé dans

R[%], donc le morphisme précédent se prolonge en un mo/r\phisme R — R. Par

complétion m-adique, ce morphisme induit un morphisme R — R.
On vérifie que les deux morphismes précédents sont inverses 'un de 'autre. [

Remarque D.1.3. Dans le lemme et corollaire précédents, on ne suppose pas que R
est séparé pour la topologie 7-adique. De plus, méme si R est m-adique, en général
R n’est pas forcément séparé.

D.2 Rappels sur les schémas formels m-adiques

v

Définition D.2.1. On appelle schéma formel m-adique (sous-entendu sur Spf(O))
un schéma formel 3 sur Spf(O) tel que 73 soit un idéal de définition de 3. La
catégorie des schémas formels m-adiques est donc équivalente a la 2-limite projec-
tive de la catégorie fibrée des schémas sur (Spec(O/7%0))s>1. Cela signifie que se
donner un schéma formel m-adique est équivalent & se donner une famille (Zy)x>1,
oll Zj, est un Spec(@/wk@)-schémm munie d’isomorphismes Zj 1 ®(’§/7rk(§ = 7y
satisfaisant une condition de cocyle évidente (un schéma formel m-adique n’est rien
d’autre qu’un cas particulier d’ind-schéma).

Pour 3 un schéma formel 7-adique, on note O3[1] le faisceau associé au
préfaisceau Y — O3(U)[2]. Cela signifie que pour Y un ouvert quasicompact
(4, 05[2]) =T (&, 03)[7].

Exemple D.2.2. Si 3 = [[ Spf(0), alors ['(3,03)[%] = (@N)[%] C @[%]N =
(3, 03[))-
Définition D.2.3. On dit que 3 est sans 7-torsion si le faisceau O3 'est, c’est-a-dire

O3 =z, O3 est un monomorphisme.

Lemme D.2.4. Le schéma formel m-adique 3 est sans w-torsion ssi il posséde un
recouvrement affine (Spf(R;))ics tel que Vi, R; soit sans w-torsion.

D.3 Morphismes affines

Définition D.3.1. Un morphisme de schémas formels m-adiques X — ) est dit
affine si le morphisme de schémas induit entre les fibres spéciales X®@ k — PR k
l’est, ou encore, de fagon équivalente, si Vk, le morphisme de schémas induit X ®
O/n*O — PR O/7*O lest.
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Ainsi, si X est un schéma formel m-adique, la catégorie des X-schémas formels
m-adiques finis est équivalente a la catégories des faisceaux de Ox-algebres A tels
que 'application canonique A — lim A/7*A est un isomorphisme et Vk, A/7" A

k
est une Oy 5 Jh &s-algebre quasi-cohérente.

D.4 Limite projective dans la catégorie des
schémas formels m-adiques

Proposition D.4.1. Soit (I,>) un ensemble ordonné filtrant décroissant et

((3i)ier, (wij)iz;)

un systeme projectif de schémas formels w-adiques tel que les morphismes de tran-

sition @;; soient affines. Alors lim 3; existe dans la catégorie des spf(O)-schémas
il

formels et c’est un schéma formel w-adique égal a

lim lim (3; ® O/7"0)
keN i€l

Démonstration. La démonstration ne pose pas de probléme. On renvoie au chapitre
8 de EGA IV pour les limites projectives de schémas & morphismes de transition
affines. O

D.5 Normalisation dans la fibre générique

Définition D.5.1. Pour un schéma formel m-adique sans w-torsion 3, on dit que

O3 est intégralement fermé dans O3[1], si pour tout ouvert U, I'(U,O3) est

intégralement fermé dans I'(8f, O3[1]). Cela est équivalent & dire que Vz € 3, O3,
i

est intégralement fermé dans O3 .[=] ou bien encore que pour tout ouvert quasi-

compact 4, I'(U, O3) est intégralement fermé dans I'(4, O3)[1].
Lemme D.5.2. Soit 3 un schéma formel m-adique sans m-torsion. Alors O3 est

intégralement fermé dans O3[L] ssi il existe un recouvrement affine (Spf(R;)); de
3 tel que Vi, R; est intégralement clos dans R;[%].

Démonstration. Soit R une @-algébre m-adique sans w-torsion. Il suffit d’utiliser
le fait que R intégralement fermé dans R[%] implique que, pour f € R, il en est
de méme pour R[%] et donc, d’apres le lemme D.1.1, il en est de méme pour le
complété R < % >. 0

Lemme D.5.3. Soit 3 un schéma formel w-adique sans mw-torsion. Soit A la Oz-
algebre qui est le faisceau associé au préfaisceau, qui a L quasicompact associe la
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fermeture intégrale de T'(U,03) dans T'(U, O3)[%]. Alors, pour tout ouvert affine
Spf(R) C 3, I'(Spf(R), A) est la fermeture intégrale de R dans R[L]. De plus, Vk >

1, A/yrkA est une O3®@/Wk@—algébre quasi-cohérente sur le schéma 3 ® (’3/7#0(7)

Démonstration. Soit Spf(R) C 3 un ouvert affine. Etant donné que A C O3] et
que Spf(R) est quasicompact I'(Spf(R), A) C R[%]. Soit donc s € I'(Spf(R), A). 1l
existe un recouvrement affine fini Spf(R) = U;crD(f;), ou Vi, f; € R tel que Vi,
SID(f:) vérifie

sip(ss) € R{1/fi)

Mais, d’apres le lemme D.1.1, pour tout ¢ € I, I'image réciproque de R<%> dans

R[fi][%] par l'application R[fi][%] — R(%)[%] est égale a R[fi] On en déduit,
grace au recouvrement affine Spec(R) = U;erD'(f;) on cette fois-ci D'(f;) =
Spec(R[%]), que 'élément de R[1] associé a s est localement sur Spec(R) entier
sur Ogpec(r), donc entier sur R (cf. par exemple la démonstration de la proposition
6.1.4 de EGA II p.110). On a donc démontré que T'(Spf(R), A) = R.

Montrons maintenant que Vk > 1, A/7FA est quasi-cohérente. Soit donc
spf(R) C 3 un ouvert affine et pour un f € R Pouvert D(f) = Spf(R(%)).

Soit A = R[1/f]. On a A = R[1/f]. Donc, par application du corollaire D.1.2 &
Ianneau A,

= /1 —

R(;)=R07)

Donc, Vk > 1, par tensorisation de ’égalité précédente par (5/ wké,

—, =11
R/ R || = R/~ R
Soit B le préfaisceau U — A(U)/7F A(L). L'égalité précédente s’écrit

I'(Spf(R), B)[1/f] =T(D(f),B)
Donc le faisceau associé A est quasi-cohérent. O

Proposition D.5.4. Soit 3 un schéma formel w-adique sans mw-torsion. Soit A la
O3-algebre définie dans le lemme précédent par normalisation de O3 dans O3[L].
Soit
3n0rm — h_H)l SpeC3®(§/ﬂ_k(§(A/ﬂ'kA)
k

qui est un 3-schéma formel affine. Il vérifie que Oznorm est intégralement fermé
1

dans O3znorm |[=]. De plus, pour tout schéma formel T-adique sans m-torsion X tel

que Ox soit intégralement fermé dans (’)x[%], pour tout morphisme X — 3, il
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existe une unique exrtension

31’101‘1’ﬂ

/ l’
X——3
Définition D.5.5. Le schéma formel précédent 32°™™ est appelé le normalisé de 3

dans sa fibre générique.

v

Exemple D.5.6. Soit 3 un schéma formel localement de type fini sur Spf(Q) sans -
torsion tel que 3¢ soit normal. Alors on a vu dans I’appendice A du chapitre I que
3norm — Spf(A), ou A = sp*(’)g,.ig est une O3z-algebre cohérente. La proposition
précédente généralise donc cette situation sans condition de finitude.

D.6 Commutation de la normalisation dans la fibre
générique et du passage a la limite projective

Proposition D.6.1. Soit (I,>) un ensemble ordonné filtrant décroissant et

((Bi)ier, (#ij)izj)
un systeme projectif de schémas formels w-adiques sans w-torsion, dont les mor-
phismes de transition sont affines. Il y a alors un isomorphisme canonique

norm
lim 3™ = [ lim 3;
i i
Démonstration. 11 y a un morphisme de systemes projectifs (37°™); — (3;); qui
induit un morphisme affine
lim 3™ — lim 3;

i i

D’apres le lemme D.1.1, le schéma formel lim 3P°™ est “intégralement fermé dans
i

sa fibre générique” (au sens ou si O est son faisceau structural, O est intégralement

fermé dans O[1]). D’apres la propriété universelle du normalisé, le morphisme
précédent s’étend donc en un morphisme

norm
lim 37" — | lim 3;
— —

A A
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Construisons un inverse a ce morphisme. Pour tout j € I, il y a un morphisme

composé
norm

. . jecti
lim 31' . lim 31 projection 3]‘
— —
% %

qui s’étend par propriété universelle du normalisé en un morphisme
norm
lim 3; — 37
p—

K2

Ces morphismes sont compatibles lorsque j varie et fournissent donc, par la pro-
priété universelle de la limite projective, un morphisme

norm

: : norm
lim 3 — lim 35
i i
On vérifie facilement que ces deux morphismes sont inverses I'un de 'autre. O

D.7 Eclatements formels admissibles

D.7.1 Définition et premieéres propriétés

Définition D.7.1. Soit 3 un schéma formel w-adique sans w-torsion et Z C O3
un idéal tel que localement sur 3, 3N € N, 7803 C T et Z/7N O3 est quasi-
cohérent de type fini. Un tel idéal est dit admissible. On appelle éclatement formel
admissible de Z le 3-schéma formel m-adique

3= lim Proj | PT'/r"T'
_k) i>0

Proposition D.7.2. Avec les notations de la définition précédente,
e si Spf(R) C 3 est un ouvert affine et I = T'(Spf(R),T), alors E‘Spf(R) s’identi-
fie au complété mw-adique de ’éclatement de l’idéal I de Spec(R)
. 5 est sans mw-torsion
® sl 5 — 3, alors (’)S.cp_lf est localement libre de rang 1
) 5 satisfait a la propriété universelle suivante: pout tout 3-schéma formel -

adique sans mw-torsion ) LN 3 tel que Oy .y~ T soit localement libre de rang
1, il existe un unique 3-morphisme PP — 3.
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Démonstration. La premiere assertion découle de la définition de I’éclatement for-
mel admissible.

La seconde résulte de la premiere, car, Spec(R) étant sans m-torsion, 1’éclatement
de I'idéal I D'est aussi ('image réciproque d’un ouvert schématiquement dense par
un éclatement reste schématiquement dense) et donc, d’apres le lemme D.1.1, son
complété m-adique est encore sans m-torsion. B

La troisieme résulte également de la premiere. En effet, sur I'éclaté de I dans le
schéma Spec(R), 'idéal I est localement libre de rang 1. Il est donc localement
monogene sur le complété m-adique de ce schéma. Donc 7 devient localement mo-
nogene sur 3. Mais, étant donné que Z contient localement une puissance de 7 et
que 3 est sans m-torsion, Z est localement libre de rang 1 sur Z.

La derniere assertion résulte aisément de son homologue pour les schémas (et de
la premiére assertion). O

Remarque D.7.3. Soit 3 = Spf(R) m-adique sans 7-torsion et Z un idéal admissible
de O3. Il y a alors un idéal I = (f1,..., fn) de R contenant une puissance de 7

tel que Z soit 'image réciproque de 'idéal quasi-cohérent (I/7N(03) dans Os
pour N > 0. La description donnée dans le lemme 2.2 de [3] de 5, lorsque 3
est topologiquement de type fini sur (5, est en général fausse. On a en fait la
description suivante:

ou U; = Spf(A4;) est un ouvert affine tel que si

Bi=R(Ty,...,T;,... ) /(T fi — fi)i<j<n,ji

et B = B;/J; avec J; = {b € B; | 3k 7*b = 0}, alors A; est le séparé de B,
A, = BZI/ Nk>0 WkB;

Lemme D.7.4. Soit 3 comme précédemment. Soient Iy, Zo deux idéaux admissibles.
Soit 3 l’éclatement formel de Iy. Alors I’éclatement formel admissible de I;.Zy
s’identifie a ’éclatement formel admissible de l’image réciproque de Iy a 3.

Remarque D.7.5. On utilisera souvent la propriété suivante. Soit 3 m-adique sans
m-torsion et J C O3 un idéal admissible. Alors J est localement libre de rang 1 ssi
il est localement monogene.

D.7.2 Adhérence “schématique” de la fibre générique

Soit 3 un schéma formel m-adique. Notons pour tout k& > 1

Zr = lim ker ((93/7Tk(93 ><—7r1> O3/7‘rk+i(93> C O3/7‘rk03

i>1
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un faisceau d’idéaux quasicohérent sur 3 ® O/x*. Si Spf(R) C 3 et I = {z €
R|3i>1, n'x =0} alors

Tp = (I +7°R/7*R)

ou le tilda signifie “le faisceau quasicohérent associé”. Notons alors
Z =V(Tx) €30 0/7*0
On a donc y y
Zi41 @ O/ﬂ'k(') =7
Notons alors
3/ = lim Z}.C
k

un schéma formel m-adique. Si spf(R) est un ouvert affine de 3 et I est I'idéal des
éléments de m>°-torsion comme précédemment alors I'ouvert correspondant de 3
est Spf(R/I), ou I désigne 'adhérence de I pour la topologie m-adique.

Lemme D.7.6. Le schéma formel n-adique 3’ est sans w-torsion. De plus “Iim-
mersion fermée” 3 — 3 est telle que pour tout schéma formel m-adique sans
mw-torsion ), tout morphisme 2 — 3 se factorise via 3’ — 3.

Démonstration. Elle ne pose pas de probleme particulier. O

Définition D.7.7. Par abus de terminologie, on appellera 3’ I'adhérence schéma-
tique de la fibre générique de 3.

D.7.3 Transformée stricte

Soit ¢ : 9 — 3 un morphisme de schémas formels 7m-adiques sans m-torsion. Soit
Z C O3 un faisceau d’idéaux satisfaisant aux hypotheses de la définition D.7.1.
Notons 3 — 3 I’éclatement formel admissible associé.

Définition D.7.8. On appelle transformé strict de 9 relativement a I’éclatement
3 — 3 l'adhérence schématique de la fibre générique de ) x3 3.

Proposition D.7.9. Le transformé strict de ) s’identifie a l’éclatement formel ad-
missible de l’idéal Og .7 'T.

Démonstration. Notons X le transformé strict et ?:) I’éclatement formel de
O@.go_lg. Puisqu’il y a une factorisation ) x3 3 — 3 — 3, I'image réciproque
a9 x3 3 de l'idéal 7 est localement monogene. Donc, puisque cet idéal contient
localement une puissance de 7 et puisque X — ) X3 5 est sans 7w-torsion, son
image réciproque & X est localement libre de rang 1. Donc, via le morphisme com-
posé X — 9 x33 — ), 'image réciproque de O@.cp_lI est localement libre de
rang 1. D’apres la propriété universelle de 23, il y a donc un morphisme

%—»23
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Construisons un morphisme dans I'autre sens. D’apres la propriété universelle de
3 le morphisme 9 — 3 s’étend en un morphisme ) — 3. Il fournit donc un
morphisme

D — Y33

Mais, grace a la propriété caractérisant I’adhérence schématique de la fibre géné-
rique, ce morphisme se factorise en un morphisme

9P —x

On vérifie alors facilement que les deux morphismes précédents sont inverses I'un
de l'autre. O

D.7.4 Commutation a la limite projective

Soit (I,>) un ensemble ordonné filtrant décroissant et ((3;)icr, (pij)i>;) un
systeme projectif de schémas formels m-adiques sans 7w-torsion tel que les mor-
phismes de transition ¢;; soient affines. Soit 79 € I fixé et Z un idéal admissible de

(931.0. Notons, pour i > i, 31 I’éclatement formel de I'image réciproque de Z. On

a donc un systéme projectif (3;);er. D’aprés la proposition D.7.9, les morphismes
de transition sont affines.

Proposition D.7.10. La limite projective lim 3}- coincide avec I’éclatement formel
i>ig
de limage réciproque ¢ lim 3; de T.

2

Corollaire D.7.11. Soit, pour tout i, E;wrm le normalisé dans sa fibre générique de
l’éclaté 3}-. Il y a alors une identification entre lim 3’;10”“ et le normalisé dans sa
i>io
fibre générique de l’éclatement formel de lim 3;.
i
Démonstration. Appliquer la proposition précédente couplée a la proposition D.6.1.
d
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Chapitre IV

Comparaison de la cohomologie des
tours de Lubin-Tate et de Drinfeld et
correspondance de Jacquet-Langlands
géométrique

Introduction

Ce dernier chapitre est consacré a I’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et
de Drinfeld. Les principaux résultats sont:

e Soit (X;);er un systéme projectif filtrant d’espaces rigides quasicompacts.
Soit (X;)ier un modele entier de ce systéme projectif formé de schémas for-
mels admissibles au sens de Raynaud, dont les morphismes de transition
sont affines. Soit X = @ X,;. Par exemple, si X; = Spf(R;), alors X =

2

Spf(( lim R;) ). Alors le topos limite projective lim (X;)¢ ne dépend que

3 3
de X et la cohomologie h_H)l H*((X;)et, A) également.
3

e [’existence d’une correspondance “de Jacquet-Langlands locale géométrique”
entre faisceaux étales D*-équivariants sur 'espace des périodes de Gross-
Hopkins (P"~1)"& pour lesquels I'action de D* est lisse (au sens de la théorie
des représentations des groupes p-adiques: le stabilisateur d’une section est
ouvert) et faisceaux GL,,(F)-équivariants sur 1’espace de Drinfeld Q pour
lesquels laction de GL,,(F') est lisse. Il s’agit du théoreme IV.13.1.

e Le fait que les complexes de cohomologie a support compact de la tour
de Lubin-Tate et de Drinfeld, vus comme éléments de la catégorie dérivée
GL,,(F) x D* x Wg-équivariante lisse, sont isomorphes. Il s’agit du théoreme
IV.13.2.
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Les deux derniers résultats utilisent bien sir le théoreme principal du chapitre
II1, ainsi que le premier résultat. Pour le premier résultat les points-clef consistent
en une utilisation du théoréme d’approximation d’Elkik ([11]) et du théoréme de
platification de Raynaud-Gruson ([24]).

La correspondance de Jacquet-Langlands locale géométrique

Rappelons que la tour de Lubin-Tate est une tour d’espaces analytiques rigides
(MED) kca L. (0p) Munie d'une action “verticale” de GL,,(F') par correspondances
de Hecke et “horizontale”, étage par étage, de D*. Elle forme un “pro-GL,,(OF)-
torseur étale” au-dessus de la tour sans niveau

Mé{n(oﬂ = “Tour de L.T./GL,(Op)“ ~ HBn—l
Z

une union disjointe de boules p-adiques ouvertes. De plus, il y a une application
des périodes de Gross-Hopkins ([17], [23], section 1.2 de ce livre)

T n—
MéLn(Op) — P!

surjective, D*-équivariante, invariante sous les correspondances de Hecke sphé-
riques et dont les fibres sont exactement les orbites de Hecke. On a donc envie
d’écrire

Tour de L.T./GL,,(F) ~P"*
ou, plutdt au sens des champs, [Tour de L.T./GL,,(F)] ~ P"~1, i.e., les faisceaux
rigides-étales Hecke-équivariants sur la tour de Lubin-Tate sont en bijection avec
les faisceaux rigides-étales sur (P"~1)rie,

Quant a la tour de Drinfeld (MZE") Kcox» elle est munie d’une action “ver-

ticale” de D* et “horizontale” de GLy,(F'). Elle forme un “pro-O;j-torseur étale”
au-dessus de la tour sans niveau

Dr « «
Mog = “Tour de Dr./ O« ~ ]%IQ
ou  désigne l'espace de Drinfeld, sin =2: Q(C,) =C,\ Q,. Il y a de plus une
application des périodes beaucoup plus simple que la précédente

Mg%:]i[ﬂ—wz

qui est GL,,(F)-équivariante, un isomorphisme sur chacune des composantes de
I'union [],, D*-invariante et dont les fibres sont exactement les D* /O [j-orbites.
On a donc envie d’écrire

[Tour de Dr./D*]| ~
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c’est-a~dire que les faisceaux rigides-étales D*-équivariants sur la tour de Drinfeld
sont en bijection avec les faisceaux rigides-étales sur €.

Rappelons maintenant qu’on a démontré dans le chapitre ITI 'existence d’un
“isomorphisme en niveau infini”

MLT AN MDT
GL,,(F) x D*-équivariant. On a donc envie d’écrire qu'’il y a un isomorphisme
[D\P" 1] ~ [GL,(F) x D*\ME!] ~ [GL,(F) x DX \MZ] ~ [GL, (F)\Q)]

c’est-a-dire une équivalence entre faisceaux D*-équivariants sur P?~! et faisceaux
GL,, (F)-équivariants sur .

Cet énoncé est en fait incorrect. Pour expliquer pourquoi, prenons une ana-
logie. Soit k un corps de cloture séparable k et X un k-schéma de type fini. Soit
p : X3 — X la projection. Le foncteur, qui a un faisceau étale F sur X associe
le faisceau p*F muni de son action de Gal(k|k) compatible & celle sur Xz, induit
une équivalence entre faisceaux étales sur X et ceux sur Xz munis d'une action de
Gal(k|k) compatible a celle sur X7 et continue. La condition de continuité signifie
que le stabilisateur d’une section du faisceau sur un ouvert quasicompact est un
sous-groupe ouvert de Gal(k|k). Dit en d’autres termes, il y a une condition de
continuité sur la donnée de descente pour descendre des objets en niveau infini sur
la tour (X Rk L)L|k finie & X.

Il en est de méme pour les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. Il y a bien
une équivalence entre faisceaux équivariants sur P*~! et ), mais il faut ajouter
une condition de continuité sur ’action: le stabilisateur d’une section est un sous-
groupe compact-ouvert. C’est ce que ’on appellera un faisceau équivariant lisse.

Pour expliquer cette condition de continuité revenons a notre analogie. Si
U — Xz est un morphisme étale avec U quasicompact, il existe une extension
de degré fini L|k et un ouvert étale U’ — X, tels que U’ = U ®p k. Ainsi, en
restriction au sous-groupe ouvert, Gal(k|L) sur X7 s’étend en une action sur U

Vo € Gal(k|L), U—=U

oo

X 2> Xz
et si F est un faisceau étale sur X7 muni d'une action de
Gal(k|k), Vo € Gal(k|L), (o*F)(U) = F(U)

et il y a une action de Gal(k|L) sur F(U). La condition de lissité de I’action de
Gal(k|L) est donc bien définie.

L’analogue en géométrie analytique a été étudié par Berkovich dans [5].
Expliquons-le plutét dans le contexte des espaces rigides. Soit Y = Sp(B) —
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Sp(A) un morphisme étale entre espaces affinoides. Soit G un groupe profini agis-
sant continiment sur X, au sens ou si f € A

lim [lg"f = flloe =0

Il existe alors un moyen de relever “canoniquement” 'action de G sur X a Y,
quitte a se restreindre a un sous-groupe ouvert suffisamment petit U de G

Y <U) Y
O

Ainsi, si F est un G-faisceau étale sur X, il y a une action de U sur F(Y) et on
peut parler de lissité de l'action de U sur F(Y').

Ce fait est une généralisation du lemme de Krasner. Si 9 = Spf(4) —
Spf(B) = X est un modele entier du morphisme ¥ — X i.e., A et B sont deux
algebres topologiquement de type fini sur Z,,, sans p-torsion, A[%] =Aet B [%] =B
il existe alors un entier N tel que pour tout X-schéma formel topologiquement de
type fini 3, Papplication de réduction

Homx(3,9) — Homygz/,v (3 ® Z/pN, D ® Z/pN)

soit une bijection. Il s’agit essentiellement d’une application du théoréeme d’appro-
ximation d’Elkik ([11]). Si le morphisme entier ) — X est étale on peut, bien
str, prendre N = 1 et, en général, 'entier N dépend d’une puissance suffisamment
grande de p telle qu’un certain idéal discriminant divise cette puissance (entier qui
existe puisque apres inversion de p, le morphisme est étale). En particulier, deux
X-morphismes proches de ) dans lui-méme coincident et tout isomorphisme défini
modulo p~ peut se relever en caractéristique zéro.

Cohomologie a support compact des deux tours

On démontre l'existence d’isomorphismes

lim  H!(MET&C,,Z/("Z) ~ lim H(ME&C,, Z/("7)

KCGLn(OF) Kcoj

en tant que Z/{"7Z|GL,(F) x D* x Wg]-modules lisses. En fait, motivé par les
travaux de J.F. Dat ([9]), on démontre un résultat beaucoup plus précis au ni-
veau des complexes de cohomologie a support compact dans la catégorie dérivée
équivariante-lisse. Si F est un D*-faisceau lisse sur P"~!, on lui associe canoni-
quement, en tirant en arriere ce faisceau par I’application des périodes en chaque
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niveau de ’espace de Lubin-Tate, un complexe de cohomologie a support compact
de la tour de Lubin-Tate

RU.(LT,F) € DYZ/"Z]GL,(F) x D* x Wr] — Mod-lisses)

De méme, si G est un GL,,(F)-faisceau lisse sur €2, on lui associe R['.(Dr, G). Soit
alors F— JL(F) la correspondance de Jacquet-Langlands décrite précédemment.
Il y a alors un isomorphisme de foncteurs

RT.(LT,-) = RL.(Dr,—)oJL

Description des différentes parties

Espaces rigides généralisés. Dans les chapitres 1 a 3, on définit et étudie les pro-
priétés de base des espaces rigides “fibre générique” de schémas formels p-adiques,
qui ne sont pas nécessairement topologiquement de type fini, du type de ceux in-
tervenant dans les chapitres I et III. Le point de vue choisi est celui de Raynaud
consistant a voir la catégorie des espaces rigides comme un localisé de la catégorie
des schémas formels p-adiques relativement aux éclatements formels admissibles.

e Dans le premier chapitre, on définit et étudie les éclatements formels admis-
sibles de tels schémas formels. Il s’agit essentiellement de vérifier que certaines
notions intervenant dans [8] restent valables dans un contexte plus général.
Une des difficultés de la théorie est que, contrairement au cas classique de [8],
les théoremes de cohérence des algebres p-adiques topologiquement de type
fini sans p-torsion ne sont plus valables.

On retiendra une des propriétés importantes de ces éclatements formels
admissibles généralisés n’ayant pas d’équivalent dans le cadre “classique”: la
proposition IV.1.35 assurant la compatibilité de ces éclatements au passage
a la limite projective de schémas formels.

e Dans le deuxieme chapitre, on définit et étudie le topos admissible de tels
schémas formels. On utilise pour cela le langage des limites inductives de
sites et des limites projectives de topos de [15]. Le topos admissible est vu
comme la limite projective des topos Zariskiens des éclatements de notre
modele formel.

L’une des propriétés fondamentales est le théoreme de “décomplétion”,
la proposition 1V.2.23, qui dit qu'un ouvert admissible quasicompact d’une
limite projective de schémas formels lim X; est un germe d’ouverts admis-

i
sibles sur les X;, et la proposition IV.2.27, son interprétation en termes de
topos.

Plus tard, on appliquera le méme type de procédures pour le site étale
rigide au lieu du site admissible. Le lecteur peut donc considérer ce chapitre
comme un entrainement a la manipulation des topos limites projectives dans
un cas “simple”.
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e Dans le chapitre 3, on définit et étudie ’espace de Zariski-Riemann associé a
nos espaces rigides généralisés. Pour les espaces rigides classiques, cet espace
coincide avec I’espace topologique adique défini par Huber ([19]) et également
étudié par Fujiwara ([13]). On montre en particulier que le topos admissible
s’'identifie au topos des faisceaux sur cet espace topologique. On interprete
également cet espace comme un recollé de spectres valuatifs.

On utilisera plus tard I'espace de Zariski-Riemann dans le but de définir
la notion de famille couvrante dans notre site étale rigide.

On définit également l’espace de Berkovich associé aux générisations
maximales dans 'espace de Zariski-Riemann (les valuations de rang 1, i.e.,
a valeurs dans R). Cela nous permettra de définir la notion de topos surcon-
vergent correspondant dans le cas classique au topos étale de Berkovich.

Le topos étale rigide. Dans les chapitres 4, 5 et 6, on définit et étudie le topos
étale rigide de nos schémas formels. Il s’agit du coeur de 'article.

Expliquons d’abord les difficultés rencontrées.

e Soit A une algebre p-adique sans p-torsion. Si B est une A-algebre p-adique
topologiquement de présentation finie et si B~A<Ti,....Tn > /(f1,---,fq)
est une présentation on peut définir comme dans le chapitre 4 de [11], en
utilisant un idéal jacobien explicite, la notion d’étre rig-étale apres inversion
de p: une certaine puissance de p appartient a cet idéal jacobien. Néanmoins,
il n’y a pas de raison en général pour que cette définition ne dépende pas du
choix d’une telle présentation comme c’est le cas si A est topologiquement de
type fini sur un anneau de valuation de hauteur 1 (le cas rigide classique).

e On veut de plus appliquer le théoréme 6 de [11] & nos algebres rig-étales.
Or, méme apres avoir fixé une présentation comme précédemment la démon-
stration donnée dans [11] ne s’adapte pas sans des théorémes de cohérence.
Essentiellement, le résultat qui pose probleme est que si R est une algebre
p-adique et I = {z € R | 3k p*x = 0}, alors en général I n’est pas un idéal
fermé de R, et si I'on veut tuer la p-torsion dans R, il ne faut pas prendre
R/I, mais R/I, le séparé de R/I. En général, on n’a aucun contrdle sur I.
Bien stir, si R est topologiquement de type fini sur un anneau de valuation
de hauteur 1, d’apres [8] on a I = I, mais dans notre situation il n'y a pas
de raison pour que ce soit le cas.

e Soit (R;)ien un systéme inductif d’algeébres p-adiques, sans p-torsion, topo-
logiquement de type fini sur Z,, R = h_H)l R;. On peut méme supposer
que R; — Rit1, Riy1|R; est fini, R; est izntégralement fermé dans Ri[%],

Ri[%] — Riy1 [%] est étale fini et que le systéme inductif (Ri[l_l)])ieN est un tor-

seur étale sous un groupe profini et les R;[1] sont rig-lisses sur Z,, (exemple:

prendre I'image réciproque d’un ouvert affine dans les tours de Lubin-Tate

et de Drinfeld).
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On veut qu’il y ait une équivalence entre ﬁm—alg‘ebres p-adiques rig-
étales et “germes” d’algebres p-adiques rig-étales sur les (R;);, via Papplica-
tion R R

(R; — B) — (R — B®p, Rx)

Il devrait s’agir typiquement d’une application du théoreme d’approximation
d’Elkik & Panneau Hensélien (Roo, pRoo). Néanmoins, il n’y a pas de raison
dans le cas des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, pour les modeles construits
dans les chapitres I et III par normalisation, pour que les morphismes R; —
R;+1 soient plats. Il n’y a pas, non plus, de raison pour que le systéme inductif
(R;)ien satisfasse & une hypothese de presque platitude au sens de Faltings,
c’est-a-dire si ig € N, I C R;, est un idéal de type fini, alors

Ja €N, Vi > i, p*.Torl®(Ry, Riy/I) =0

Par exemple, on aurait bien aimé que le morphisme R,, — R)o soit fidele-
ment plat, mais il n’y a pas de raison, non plus, pour que ce soit le cas.

Le probleme que cela souleve est que si B est une R;-algebre rig-étale
sans p-torsion, alors la p>-torsion des algebres (B&g, R;);j>i peut “exploser”
lorsque j — +oc.

Voici comment on procede pour palier a ces problemes.

e Dans le chapitre 4, on montre que si A est une algebre p-adique sans p-torsion
et que I’on se restreint aux A-algebres p-adiques finies localement libres étales
apres inversion de p, on a une bonne théorie pour de telles algebres rig-étales.
Ainsi, si X est un schéma formel p-adique sans p-torsion quelconque, on a une
bonne notion de X-schéma formel fini localement libre rig-étale.

On montre de plus que le théoreme d’approximation d’Elkik s’applique
a ces morphismes rig-étales: si (X;);en est un systeme projectif de schémas
formels p-adiques sans p-torsion & morphismes de transition affines,

:{OO = lim %i,
P
1€EN

les X o-schémas formels finis localement libres rig-étales sont équivalents aux
“germes” de X;-schémas formels finis localement libres rig-étales, lorsque ¢
varie via

(D — X)) — (D xx, Xoo — Xu)

e Dans le chapitre 5 on définit et étudie la classe générale de morphismes rig-
étales utilisée pour définir le topos étale rigide. On les appelle morphismes
de type (£). Il sont construits & partir d’éclatements formels admissibles,
de morphismes étales de schémas formels et de morphismes finis localement
libres rig-étales (ceux étudiés dans le chapitre 4). On montre qu’ils vérifient
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le théoreme d’approximation comme précédemment: les X ,.-schémas formels
de type (£) sont équivalents aux germes de X;-schémas formels de type (&),
lorsque ¢ varie.

Le point-clef justifiant leur introduction est que, d’apres le théoreme de
platification de Raynaud-Gruson, si ) — X est un morphisme de schémas
formels admissibles quasicompacts tel que 28 — X8 soit étale, il existe
alors un diagramme

35—
\x/

olt 3 — X est de type (£) et |3'8| — |Y"8| est surjectif, et que donc les
X-schémas formels de type (€) engendrent topologiquement le site étale de
xrig.

Dans le chapitre 6, on définit et étudie un site ainsi que le topos étale rigide
des schémas formels ne vérifiant pas d’hypothese de finitude. Pour cela, on
utilise les morphisme de type (£) du chapitre 5.

On a vu que dans le cas classique ces morphismes engendrent topologi-
quement le site étale rigide usuel. D’apres le théoreme 4.1 de I'exposé III de
SGA4 (cf. théoreme IV.6.1 de cet article), ils suffisent pour reconstruire le
topos étale d’'un espace rigide classique. La contrepartie est qu’ils ne forment
pas une prétopologie de Grothendieck, & cause de 1’absence de certains pro-
duits fibrés dans cette catégorie.

On utilise alors toute la puissance du formalisme de Grothendieck qui
permet de définir une topologie en toute généralité sans cette hypothese
d’existence de produits fibrés. L’analogie suivante éclairera peut-étre le lec-
teur: on est dans la situation ot 'on a un espace topologique X, muni d’une
famille d’ouverts C telle que tout ouvert de X puisse s’écrire comme une union
d’ouverts de C, mais si U,V € C, U NV n’appartient pas nécessairement a
C. Néanmoins, grace au formalisme des cribles, C est muni d’une topologie
de Grothendieck qui n’est pas définie par une prétopologie mais qui permet
tout de méme de retrouver le topos X comme équivalent & C ; un faisceau
sur X est la méme chose qu’un foncteur, i.e., un préfaisceau F défini sur C,
vérifiant YU € C, V(V;);es un recouvrement de U par des objets de C,

FU) =ker(J[F(Vi) == ] Hompretaiscean(hvi Xny hv,, F))
icl i
ou hy désigne le préfaisceau représenté par V et la méme formule permet
d’étendre F a tout ouvert de X qui n’est pas dans C.

Le théoreme principal s’énonce alors en disant que le topos rig-étale
d’une limite projective de schémas formels p-adiques est la limite projective
des topos rig-étales de chaque schéma formel de la limite projective. Il s’agit
d’une application des résultats d’approximation des chapitres précédents.
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Faisceaux étales munis d’une action lisse d’un groupe p-adique. Dans les chapitres
8 & 10, on s’intéresse a la cohomologie a support compact équivariante des espaces
analytiques de Berkovich, ainsi que des espaces rigides généralisés introduits dans
les section précédentes.

On s’inspire des travaux de Berkovich ([5] et [2]) sur le sujet. Etant donné
un groupe topologique G agissant continiiment sur un espace analytique de Ber-
kovich X, resp. un espace rigide généralisé, étant donné un faisceau étale F muni
d’une action lisse de G compatible a celle sur X, on montre que ’action de G sur
H?(X,F) est lisse. En fait, le but plus général est d’associer fonctoriellement a F
un complexe de cohomologie RT'.(X,F) € DT (A[G] — Mod-lisses).

e Pour cela, on développe dans le chapitre 8 un formalisme général des G-
faisceaux lisses qui peut s’appliquer aussi bien aux espaces de Berkovich
qu’aux espaces rigides généralisés. Le résultat principal est le théoreme
IV.8.17, qui dit en particulier qu’on peut résoudre un G-faisceau lisse par
des G-faisceaux lisses flasques apres oubli de ’action de G.

e Le chapitre 9 contient 'application de ce formalisme aux espaces analytiques
de Berkovich. Le site étale d’'un espace de Berkovich n’est pas adapté au
formalisme des faisceaux lisses, de plus, plus tard dans ’article, nous devrons
jongler entre site étale d’'un espace de Berkovich et site étale de I’espace rigide
associé, c¢’est pourquoi nous travaillons avec les sites quasi-étales définis dans
[5] (le site quasi-étale correspond au site étale de 'espace rigide et le site étale
au site étale surconvergent). Par contre, la cohomologie & support compact
des espaces de Berkovich sans bord (i.e., surconvergents sur leur corps de
base) est plutot bien adaptée au site étale. D’ou les jonglages permanents
entre sites étales et quasi-étales.

e Le chapitre 10 est consacré a ’analogue pour les espaces rigides généralisés.

Les résultats principaux. Les chapitres 11 et 12 sont consacrés a la démonstration
des principaux résultats de 'article. On y récolte les résultats des chapitres précé-
dents pour les appliquer aux tours de Lubin-Tate et de Drinfeld.

Remarque: Il apparaitra comme clair au lecteur que lauteur s’est largement inspiré
des travaux de Raynaud en géométrie rigide ainsi que de larticle [13] de Fujiwara.

IV.1 Schémas formels m-adiques

On fixe Ok un anneau de valuation complet de hauteur 1 et 7 un élément de
O de valuation strictement positive. Cette notation sous-entend que le corps des
fractions de Ok est noté K. On vérifiera facilement que les définitions données
ne dépendent pas du choix d’un tel 7. Tous les schémas formels considérés seront
supposés quasi-séparés.
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IV.1.1 Rappels sur les schémas formels m-adiques

Définition IV.1.1. On appelle schéma formel m-adique (sous-entendu sur Spf(Ox))
un schéma formel 3 sur Spf(Ok) tel que 7O3 soit un idéal de définition de 3.

Soit la catégorie dont les objets sont (Spec(Of /T8O ))k>1 et les fleches sont
les morphismes de réduction modulo des puissances de 7, Spec(Of /7" Ok) —
Spec(Ok /7' Ok), pour k < I:

Spec(Ok /mOk) — - -+ — Spec(Of /T*O) — Spec(Of /71 OK) — ...

On définit une catégorie fibrée au-dessus de cette petite catégorie en posant que la
fibre sur Spec(Ox /7*Ok) est la catégorie des schémas sur Spec(O /7*Ox). La
catégorie des schémas formels m-adiques est alors équivalente a la limite projective
de cette catégorie fibrée (cf. [1] exposé 6 section 6.10 page 273, pour la notion de
limite projective de catégories fibrées).

Cela signifie que se donner un schéma formel m-adique est équivalent a se
donner une famille (Zx)g>1, out Z, est un Spec(Ok /7% Ok )-schéma muni d’isomor-
phismes Zy+1 ® Ok / O == 7, satisfaisant une condition de cocyle évidente
(un schéma formel m-adique n’est rien d’autre qu’un cas particulier d’ind-schéma).
Le schéma formel associé & une telle famille (Zy )y sera noté h_H}l Zy..

k

Définition IV.1.2. On dit que 3 est sans m-torsion si le faisceau O3 lest, ¢’est-a-dire

O3 == O3 est un monomorphisme.

Ainsi 3 est sans m-torsion ssi Vk € N, le schéma 3 ® OK/’lTkOK est plat sur
Spec(Ok /7*Ok). On en déduit aussitot que le schéma formel 7-adique 3 est sans
w-torsion ssi il posséde un recouvrement affine (Spf(R;))icr tel que Vi, R; soit sans
m-torsion. De plus, on en déduit que si X est un schéma plat sur Spec(Ok), alors
son complété m-adique est sans w-torsion.

Définition I'V.1.3. Une algebre m-adique est une Ox-algebre séparée complete pour
la topologie m-adique.

Ainsi la catégorie des algebres m-adiques est équivalente a celle des schémas
formels m-adiques affines.

IV.1.2 Morphismes topologiquement de type fini

Définition I'V.1.4. Un morphisme de schémas formels 7 adiques f : ) — X est dit
localement topologiquement de type fini si le morphisme induit X @ Ok /71O —
P ® O /7O est localement de type fini. Il est dit topologiquement de type fini
s’il est de plus quasicompact.

Lemme IV.1.5. Soit f : Y — X. Sont équivalents

o f est localement topologiquement de type fini
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e Pour tous ouverts affines Spf(B) C ), Spf(4) C X, tels que f(Spf(B)) C
Spf(A), le morphisme induit A — B fait de B une A-algébre topologique-
ment de type fini, c’est-a-dire isomorphe en tant que A-algébre topologique
a ATy, ..., Tu) /I, ou A(Ty,...,T,) désigne l'anneau des séries formelles
strictes, le complété mw-adique de A[Ty,...,T,], et I est un idéal fermé de
ATy, ..., T,).

Les schémas formels m-adiques localement topologiquement de type fini sur
Spf(Ok) sont étudiés en détail dans [8], auquel on renvoie le lecteur.

Définition IV.1.6 ([8]). Les schémas formels m-adiques localement topologiquement
de type fini sur Spf(Ok ), sans w-torsion, sont appelés schémas formels admissibles.

IV.1.3 Morphismes topologiquement de présentation finie

La notion qui suit n’a d’intérét que pour les schémas formels sans m-torsion.

Définition IV.1.7. Soit f : X — ) un morphisme entre schémas formels w-adiques
sans m-torsion. Il sera dit localement topologiquement de présentation finie, si le
morphisme de schémas induit X @ Og /7O — P R O /rOk est localement de
présentation finie. Il sera dit topologiquement de présentation finie s’il est de plus
quasicompact.

Lemme IV.1.8. Soit f : X — ) un morphisme entre schémas formels m-adiques
sans m-torsion. Sont équivalents

e [ est localement topologiquement de présentation finie

e Pour tout ouvert affine Spf(B) C 9, Spf(A) C X, tels que f(Spf(B)) C
Spf(A), le morphisme induit A — B fait de B une A-algébre topologi-
quement de présentation finie, c’est-a-dire isomorphe en tant que A-algébre
topologique a A{T1,...,Tn)/I, o I est un idéal (saturé) de type fini de
ATy, ..., T,)

e Pour tout k > 1 le morphisme X ® OK/ﬂ'kOK — PR OK/WkOK est de
présentation finie.

Par exemple, si f : X — Y est un morphisme de présentation finie entre
schémas plats sur Spec(Ok) le morphisme induit entre les complétés m-adiques
est topologiquement de présentation finie.

D’apres les résultats de cohérence de [8], un morphisme localement topolo-
giquement de type fini entre schémas formels admissibles est automatiquement
localement de présentation finie. Cette assertion est en générale fausse pour les
schémas formels plus généraux que nous considérons.

IV.1.4 Morphismes affines

Définition IV.1.9. Un morphisme de schémas formels m-adiques X — 2) est dit
affine, si le morphisme de schémas induit X ® Ok /70 — P @ Ok /70K
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I’est ou encore, de fagon équivalente, si Vk, le morphisme de schémas induit
X® OK/WkOK — PR OK/WkOK Pest.

Ainsi, si X est un schéma formel m-adique, la catégorie des X-schémas formels
m-adiques affines est équivalente a la catégories des faisceaux de Ox-algebres A
tels que I’application canonique A — lim A/7¥A est un isomorphisme et Vk,

k
A/m* A est une Oxg0x /x+0-2lgebre quasi-cohérente. A f : 3 — X affine, on
associe la Ox-algebre f.O3 et, dans l'autre sens, a A on associe le X-schéma formel
lim Spec(A/7*A).
k

La catégorie des X-schémas formels m-adiques sans 7-torsion affines est don-

née par les Ox-algebres A sans m-torsion telles que A — lim A/7*A et A/mA

k
soit quasi-cohérente.

IV.1.5 Morphismes finis

Définition I'V.1.10. Un morphisme f : X — %) entre schémas formels m-adiques
est fini si le morphisme induit X ® Og /70 — P ® Ok /7O Vest.

Le lemme qui suit n’est qu'une retranscription du lemme de Nakayama.

Lemme IV.1.11. Sont équivalents pour f : X — )

o f est fini

e Pour tout k > 1, le morphisme X ® O /7* O — P @ O /7" Ok est fini

o f est affine et pour tout ouvert affine Spf(A) C ), si f~1(Spf(A)) = Spf(B)
alors A est un B-module de type fini.

Remarque IV.1.12. Si A est une Og-algebre m-adique et B une A-algebre finie,
alors B est complete pour la topologie m-adique. Mais on prendra garde a ce que B
n’est pas nécessairement séparée et n’est donc pas forcément une algébre m-adique!

IV.1.6 Morphismes topologiquement plats

Définition I'V.1.13. Un morphisme f : X — %) entre schémas formels m-adiques
sera dit topologiquement plat si V& > 1, le morphisme de schémas induit X ®
OK/ﬂ'kOK — P ® OK/TrkOK Dest.

Par exemple, X m-adique est topologiquement plat sur Spf(Ok ) ssi il est sans
m-torsion.

Remarque IV.1.14. On prendra garde qu’en général, si Spf(B) — Spf(A) est
topologiquement plat, alors B n’est pas nécessairement une A-algebre plate. Par
exemple, il n’y a pas de raison pour que si A est une algebre m-adique et f € A, le
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morphisme A — A<%> soit plat. Néanmoins, d’apres [8], tout cela est vrai pour
des schémas formels admissibles.

Lemme IV.1.15. Un morphisme f : X — ) entre schémas formels m-adiques
sans m-torsion est topologiquement plat ssi le morphisme induit X® O /71O —
DR Ok /70K est plat.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 11.3.10.2 de EGA 1IV. O

IV.1.7 Limite projective dans la catégorie des schémas
formels m-adiques

Proposition IV.1.16. Soit (I, <) un ensemble ordonné cofiltrant et
((Bidier, (@ij)izj)

un systeme projectif de schémas formels w-adiques tel que les morphismes de tran-
sition @;j + 3; — 3; soient affines. Alors lim 3; existe dans la catégorie des
il
spf(Ox)-schémas formels et c’est un schéma formel w-adique égal d
lim lim (31 ® OK/ﬂ'kOK)
keN el
Démonstration. La démonstration ne pose pas de probleme. On renvoie au chapitre

8 de EGA IV pour les limites projectives de schémas & morphismes de transition
affines.

Exemple IV.1.17. Si 3; = Spf(R;), alors lim Spf(R;) = Spf(Rs), ot Ree =

3
lim R;. Par exemple, si on considere la limite projective de revétements de
i
Kiimmer D «— -+« D « ..., ot D = Spf(Ox < T,T~! >) et les morphismes de
transition sont tous t — tP, alors

~

Ry = Z an T | aq € Ox, ag, — 0, a5, — 0
ja —-+oo vp(0)——o0

an[%]

ou a, — 0 signifie tendre vers 0 pour la topologie m-adique.
IV.1.8 Adhérence “schématique” de la fibre générique
Soit 3 un schéma formel m-adique. Notons, pour tout k& > 1,

Zr = lim ker ((93/7Tk(93 ><—7r1> O3/7‘rk+i(93> C O3/7Tk(93

i>1
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un faisceau d’idéaux quasicohérent sur 3 ® Og /7%, Si Spf(R) C 3 est un ouvert
affineet I ={x € R|3i > 1, n'z = 0}, alors

Ty = (I +7"R/7*R)
ou le tilde signifie “le faisceau quasicohérent associé”. Notons alors
Zy=V(Ix) C3® Ok /1t Ok

On a donc
Zpt1 @ OK/WkOK = 7

Notons alors
3/ = lim Zk
K
un schéma formel m-adique. Si Spf(R) est un ouvert affine de 3 et I est I'idéal des
éléments de m>°-torsion comme précédemment, alors I'ouvert correspondant de 3’
est Spf(R/I), ou I désigne I'adhérence de I pour la topologie T-adique.

Lemme IV.1.18. Le schéma formel m-adique 3’ est sans w-torsion. De plus, I'im-
mersion fermée 3’ — 3 est telle que pour tout schéma formel m-adique sans -
torsion ), tout morphisme ) — 3 se factorise de fagon unique via 3’ — 3.

Démonstration. Elle ne pose pas de probleme particulier. O

Définition I'V.1.19. Par abus de terminologie, on appellera 3’ I'adhérence schéma-
tique de la fibre générique de 3. On notera 324" = 3/,

Le foncteur adhérence de la fibre générique définit donc un adjoint a droite a
I'inclusion de la catégorie des schémas formels m-adiques sans m-torsion dans celle
des schémas formels m-adiques.

En particulier, les produits fibrés existent dans la catégorie des schémas formels
m-adiques sans 7w-torsion; il suffit de prendre ’adhérence schématique de la fibre
générique du produit fibré usuel en tant que schémas formels.

Remarque IV.1.20. Lorsque ¥ est admissible, d’apres les résultats de [8] (tout
idéal saturé dans une Og-algebre topologiquement de type fini est de type fini
donc fermé), X2 s’obtient en tuant la m>°-torsion dans Ox. Cela est faux car en
général il faut quotienter par 'adhérence m-adique de la 7°°-torsion.

Remarque IV.1.21.
e Le schéma formel 3% est quasi-séparé, car 3% @ O /mOk est un sous-
schéma fermé de 3 ® Ok /1Ok.
e Si Ul C 3 est un ouvert, alors Y%4" = U x5 32dh

e Si 9 — X est un morphisme de schémas formels m-adiques, alors 924" =
(m X x xadh)adh'
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Plus généralement que le second point de la remarque précédente, on a le
lemme qui suit, dont la démonstration est immédiate.

Lemme IV.1.22. Soit 3 — X un morphisme topologiquement plat entre schémas
formels m-adiques. Alors
madh _ m Xy %adh

IV.1.9 Eclatements formels admissibles

IV.1.9.1 Définition et premiéres propriétés

Définition IV.1.23. Soit 3 un schéma formel m-adique sans w-torsion et Z C O3
un idéal tel que localement sur 3, IN € N tel que 7¥03 C T et Z/7V O3 est
quasi-cohérent de type fini. Un tel idéal est dit admissible. On appelle éclatement
formel admissible de Z, le 3-schéma formel m-adique topologiquement de type fini

3= lim Proj ( PI'/r"T'
7 i>0

Proposition IV.1.24. Awvec les notations de la définition précédente,

e si Spf(R) C 3 est un ouvert affine et [ = T'(Spf(R),T), alors E‘Spf(R) s’identi-
fie au complété w-adique de l’éclatement de 1’idéal I de Spec(R)
. 5 est sans mw-torsion

® s 33— 3, alors (’)S.go_lI est localement libre de rang 1

) 5 satisfait a la propriété universelle suivante: pour tout 3-schéma formel -
adique sans w-torsion ) N 3 tel que Og .y~ T soit localement libre de rang
1, il existe un unique 3-morphisme PP — 3.

Démonstration. La premiere assertion découle de la définition de I’éclatement for-
mel admissible et du fait que les “Proj” commutent aux changements de bases
(EGA 1I 2.8.10).

La seconde résulte de la premiere, car, Spec(R) étant sans m-torsion, 1’éclatement
de I'idéal I D'est aussi ('image réciproque d’un ouvert schématiquement dense par
un éclatement reste schématiquement dense) et donc son complété m-adique est
encore sans m-torsion. N

La troisieme résulte également de la premiere. En effet, sur I’éclaté de I dans le
schéma Spec(R), 'idéal I devient localement libre de rang 1. Il est donc locale-
ment principal sur le complété m-adique de ce schéma. Donc 7 devient localement
principal sur 3. Mais, étant donné que Z contient localement une puissance de 7
et que 3 est sans w-torsion, Z est localement libre de rang 1 sur Z.

La derniere assertion résulte aisément de son homologue pour les schémas (et de
la premiére assertion). O
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Remarque IV.1.25. Soit 3 = Spf(R) m-adique sans 7-torsion et Z un idéal admis-
sible de O3. Il y a alors un idéal I = (fi,..., fn) de R contenant une puissance

de 7 tel que Z soit I'image réciproque de l'idéal quasi-cohérent (I/7NO3) dans
O3, pour N > 0. La description donnée dans le lemme 2.2 de [8] de 3 lorsque
3 est topologiquement de type fini sur Ok est en général fausse. On a en fait la
description suivante:

ou U; = Spf(A;) est un ouvert affine tel que si

Bi=R(T,...,T;,... JTn) /(T fi — fi)i<j<n,ji

et B, = B;/J;, avec J; = {b € B; | 3k, lkb = 0}, alors A; est le séparé de B,
A; = B/ Ni>o 7* B!, ou encore, A; = B;/J;, ot J; est I'adhérence m-adique de J;.

Remarque IV.1.26. Si ¥’ — Spf(A) est un éclatement formel admissible et si
A est topologiquement de type fini sur Spf(Ok), alors ['(X',0x/)[2] = A[L]
(théoréme d’acyclicité de Tate qui, lorsque Ok est de valuation discréte, résulte
du théoreme de changement de changement de base propre formel en cohomologie
cohérente de EGA III). Mais, pour les schémas formels plus généraux que nous

considérons, il n’y a pas de raison pour que cela soit vrai.

Lemme IV.1.27. Soit 3 un schéma formel w-adique sans w-torsion et T C Oz un
idéal admissible.

o T est localement libre de rang 1 ssi il est localement principal
o si (V) C I, T est localement principal ssi T/mN+1O5 lest

En particulier, si () C I, un morphisme 1 : Q) — 3, avec Q) sans m-torsion,
se reléve a l'éclatement de T ssi (Og.p~1T) /7N 1 Oq) est localement principal.

Démonstration. La démonstration ne pose pas de probleme. O

Lemme IV.1.28. Soit 3 comme précédemment. Soient 11,1 deux idéaux admis-
sibles. Soit 3 Uéclatement formel de . Alors l’éclatement formel admissible de
1,.25 s’identifie a l’éclatement formel admissible de l’image réciproque de Io a 3.

Démonstration. On peut soit le vérifier directement sur la définition de I’éclatement
formel admissible, soit en utilisant la propriété universelle des éclatements formels,
puisque, si A est un anneau sans w-torsion et I, J deux idéaux de type fini de A
contenant une puissance de m, alors I.J inversible <= I et J sont inversibles. [

Lemme IV.1.29. Le composé de deux éclatements formels admissibles d’un schéma
formel m-adique sans w-torsion quasicompact est un éclatement formel admissible.

Démonstration. On vérifie que la démonstration de la proposition 2.5 de [8], qui
repose elle méme sur le lemme 5.1.4 de [24], fonctionne en toute généralité (on
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utilise 'hypothese faite des le début que tous nos schémas formels sont quasi-
séparés). O

Lemme IV.1.30. Soit X un schéma formel w-adique sans mw-torsion quasicompact
et U C X un ouvert quasicompact. Alors tout éclatement formel admissible de U
s’étend en un éclatement formel admissible de X.

Démonstration. La démonstration du lemme 2.6. de [8] s’applique. O

Lemme IV.1.31. Soit ¢ : 5 — 3 un éclatement formel admissible. Alors ¢ est
surjectif au niveau des fibres spéciales.

Démonstration. Par définition de ’éclatement formel admissible, le morphisme
induit en fibre spéciale 3 ® Ok /1O — 3 ® Ok /7O est propre. Son image est
donc fermée. Soit U C 3 'ouvert complémentaire de I'image. Alors p=1(U) —
U est 'éclatement formel admissible de Zj,. Il suffit donc de voir que, pour un
éclatement formel admissible comme dans ’énoncé, 3 # 0. Soit donc Spf(R) C 3
un ouvert affine non-vide et f : X — Spec(R) I’éclatement de I'idéal I'(Spf(R), T)
dans Spec(R) Drapres la proposition IV.1.24, ¢~ L(Spf(R)) s’identifie au complété
m-adique X de X. Mais, si X = f,ona X = X ®o, K. Or, le morphisme
f: X — Spec(R) est propre et est un isomorphisme en fibre générique: X@ K ——
Spec(R[1]). Donc si I'on avait X =0, alors f(X) = Spec(R[1]) C Spec(R), qui
serait donc ouvert/fermé dans Spec(R), ce qui est impossible, car R est m-adique
sans m-torsion. 0

IV.1.9.2 Transformée stricte. Soit ¢ : Y — 3 un morphisme de schémas for-
mels m-adiques sans m-torsion. Soit Z C Oz un idéal admissible. Notons 3 — 3
I’éclatement formel admissible associé.

Définition IV.1.32. On appelle transformé strict de 9) relativement a I’éclatement
3 — 3 adhérence schématique de la fibre générique de ) x3 3.

Proposition IV.1.33. Le transformé strict de ) s’identifie a ’éclatement formel
admissible de 'idéal Og.o~'T.

Démonstration. Notons X le transformé strict et A@ I’éclatement formel de
Og.p~'Z. Puisqu’il y a une factorisation 9 x3 3 — 3 — 3, 'image réciproque
aYP xs3 3 de I'idéal T est un idéal localement principal. Donc, puisque cet idéal est
admissible, il devient localement libre de rang 1 sur X — ) x 3 3 (lemme IV.1.27).
D’apres la propriété universelle de 5), il y a donc un morphisme

%—»25

Construisons un morphisme dans I'autre sens. D’apres la propriété universelle de
3, le morphisme ) — 3 s’étend en un morphisme ) — 3. Il fournit donc un
morphisme

D —Yx33
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Mais, grace a la propriété caractérisant I’adhérence schématique de la fibre géné-
rique, ce morphisme se factorise en un morphisme

9 —x

On vérifie alors facilement que les deux morphismes précédents sont inverses I'un
de l'autre. g

Exemple IV.1.34. Si X’ — X est I’éclatement formel admissible de I'idéal Z; et
X" — X celui de Zo, alors (X' xx X")%" est I’éclatement formel admissible de
1. Is.

IV.1.9.3 Commutation 4 la limite projective. Soit (I, <) un ensemble ordonné
cofiltrant et ((3;)icr, (¢ij)i>;) un systeme projectif de schémas formels 7-adiques

sans m-torsion tel que les morphismes de transition ¢;; soient affines. Soit ig € I
fixé et 7 un idéal admissible de O3, . Notons, pour i > i, 51 I’éclatement formel
de I'image réciproque de Z. On a donc un systeme projectif (gi)iej. D’apres la
proposition IV.1.33, les morphismes de transition de cette tour sont affines.

Proposition IV.1.35. La limite projective lim 51- coincide avec léclatement formel
i>ig
de l’image réciproque ¢ lim 3; de T.

3

Démonstration. 11 suffit d’utiliser les propriétés universelles des éclatements et
limites projectives pour construire deux morphismes inverses 'un de 'autre. [J

IV.2 La topologie des ouverts admissibles

IV.2.1 La catégorie des ouverts admissibles

Définition IV.2.1. Soit X un schéma formel m-adique sans w-torsion quasicompact.
Soit Ecx la catégorie dont les objets sont les éclatements formels admissibles de X
et les morphismes sont les morphismes de X-schémas formels.

On note Ofcx la catégorie fibrée au-dessus de Ecx telle que

o la fibre au-dessus de (¥ — X) € Ob(&cx) est la catégorie des ouverts
quasicompacts de X’, munie des morphismes donnés par I'inclusion

e le foncteur “changement de base” associé a un morphisme x/ —— x”
X
dans &cx est le foncteur image réciproque d’un ouvert de X" & X'.

On notera souvent (Y C ¥ — X) un objet de Ofcx, o U est un ouvert
quasicompact de ’éclatement X’ de X.
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D’apres le lemme 1V.1.28, la catégorie Ecx est cofiltrante. Plus précisément,
étant donnés deux objets de &z, il existe au plus un morphisme entre deux tels
objets et si X’ X" est un diagramme d’éclatements, alors (X’ xx%”)“dh

X
domine ce diagramme. Ainsi, la catégorie x est la catégorie associée a un en-
semble ordonné dans lequel toute partie finie possede une borne supérieure.

Définition IV.2.2. On note Adx la catégorie lim Ofcx (cf. section 6 de I'exposé

Ecx
VI de SGA4 tome 2 [15]). Il s’agit de la catégorie des ouverts admissibles quasi-
compacts.

Le lemme qui suit donne une définition concrete de Adx.

Lemme 1V.2.3. Les objets de Adx sont les ouverts quasicompacts des éclatements
formels admissibles de X. Si %’ X" est un diagramme d’éclatements,

X
UCX etV C X" sont deux tels ouverts, si (X' xx X")% désigne I’adhérence
schématique de la fibre générique de X' x5 X"

(%I Xy x/l)adh
p q
/ \
%/ x//

on a Homgq, (U, V) # 0 ssi p~H(U) C g~ 1(V) et si c’est le cas, alors cet ensemble
d’homomorphismes est constitué d’un seul élément.

Démonstration. Tout éclatement dominant X’ et X” se factorise de fagon unique
par (X' x x X")24h. Par définition de la catégorie limite inductive, il suffit alors de
voir que si X" - (X" xx X" est tel que h=1(p~1(U)) € h= (g~ 1(V)), alors
p~L({U) C ¢~ (V). Mais cela résulte de la surjectivité des morphismes induits par
les éclatements au niveau des fibres spéciales, c’est-a-dire le lemme IV.1.31. O

IV.2.2 La topologie et le topos admissible

Définition IV.2.4. Soit 3 un schéma formel m-adique. On note |34 la prétopologie
des ouverts quasicompacts de 3 dont les recouvrements sont les recouvrements
usuels par un nombre fini d’ouverts. Pour & C 3 un ouvert quasicompact, on note
Covy3|,. (U) ces recouvrements.

Remarque IV.2.5. Pour vérifier que |34 vérifie bien les axiomes d’une prétopo-
logie, il faut utiliser le fait que 3 est quasi-séparé (hypothese faite sur tous nos
schémas formels).
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Remarque IV.2.6. Si |3| désigne la topologie usuelle, il y a un foncteur pleinement
fidele continu |3]qc — [3|, qui induit une équivalence de topos |3| —— |3,
puisque les ouverts quasicompacts forment une famille génératrice de la topologie
de |3] (il ’agit d’une simple application du “lemme de comparaison”, le théoréme
4.1 de SGA4 tome 1, exposé III).

Les familles
Ofcx 3 (Z/{ cx — }:) — COV|x1‘qC(U)

satisfont aux hypotheses du paragraphe 8.3. de [15] et définissent donc, d’apres la
proposition 8.3.6 de cet exposé, une prétopologie sur Adzx, appelée prétopologie
admissible.

Concretement, on vérifie avec les définitions de I'exposé 6 de SGA4 que

Lemme IV.2.7. Soit (U C X' — X) € Ob(Adx) un ouvert admissible quasicom-
pact. Alors, les recouvrements de U pour la prétopologie admissible sont les familles
de morphismes vers U dans Adx, isomorphes auzx familles finies (V;)ie; d’ouverts
quasicompacts d’un éclatement X" — X dominant X' — X, X" D X,
telles que
) = v
il
De facon encore plus concrete, on a
Lemme IV.2.8. Soit (U C X' — X) € ObAdx un ouwvert admissible quasicompact.
Les recouvrements de U pour la prétopologie admissibles sont les familles finies
(Vi C X/ — X)ieq telles que si Q) désigne 'adhérence de la fibre générique de
X' xx (xxXY) (la borne supérieure de tous les éclatements précédents)
iel

D )
/ \7’
x

1"
Xj

alors p~Y(U) = Uier qi_l(Vi).
Démonstration. Il suffit d’utiliser le lemme précédent couplé au fait que les éclate-

ments sont surjectifs en fibre spéciale (lemme IV.1.31), qui implique qu’une famille
d’ouverts Zariski recouvre un ouvert donné ssi c’est le cas apres un éclatement. [J

IV.2.3 Le topos admissible

Soit, pour tout (X’ — X) € &y, le topos |X'| = |¥'|,.. Si x” — "~ %/ estun

yd
X

[qe-

morphisme dans &g, il y a alors un morphisme de topos

(R", ha) + X7 — |X]
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Lorsque X’ varie, cela donne naissance & un topos fibré au-dessus de la petite
catégorie Ex, au sens de 'exposé VI de SGA 4.

Définition TV.2.9. On note (X™8) le topos limite projective

lim 1%/
(X' —X)ebex

au sens de la section 8 de I'exposé VI de SGA 4. On I'appelle topos rigide admissible
de X.

D’apres le théoreme 8.2.9 de [15], ce topos s’identifie & la catégorie limite
projective
lim x|
(X x)etex

ol les morphismes de transition sont, pour 4 : X” — X’ un morphisme entre
éclatements, le morphisme A, : |X”[ — |¥’[. Concrétement, un objet de ce topos
est un systeme de faisceaux (Fx/)xreger € [[y |%/|", muni d’isomorphismes
Vh: X" — X'

c&ex

Qp h*fx// = .7:};/
vérifiant une condition de cocyle évidente.

Exemple IV.2.10. Si X est topologiquement de type fini sur Spf(Ok), alors, d’apres
le théoreme d’acyclicité de Tate, ce topos est muni d’'un “faisceau structural” Oxrig,
dont la “composante” sur I'éclatement X est le faisceau Ox/[2] € |X'[. En général,
pour des ¥ avec lesquels nous travaillons, cela est faux (cf. remarque IV.1.26). Plus
généralement, toujours si X est topologiquement de type fini sur Spf(Ok), si F
est un faisceau cohérent sur X, alors (h : X' — X) — h*F[1] définit un faisceau

cohérent de Oxrs-modules sur (X78) .

Proposition IV.2.11. Le topos (X™8) s’identifie au topos des faisceaur sur Adx,
muni de la topologie admissible.

Démonstration. C’est une conséquence des résultats de la section 8.3 de [15]. O

IV.2.4 Topos limite projective contre topos total

On renvoie & la section 8.5 de [15] pour les généralités concernant le lien entre une
limite projective de topos fibré et son topos total.

Traduisons les résultats de cette section 8.5 de [15] dans le cas du topos rigide
admissible.

Définition IV.2.12. Soit le topos fibré sur la catégorie Ecx qui a (X' — X) € &ex
associe |X’| . On note Tx«is le topos total associé.
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Concretement, Tyrig est la catégorie des

(Fixr—x)) € H E4P
(X'—=X)elex

munis de morphismes

v x” % X', ap:Fxrox — h*f(}:”—&i)

N
X

vérifiant une certaine condition de cocyle. Comparé au topos limite projective, on
relache donc la condition pour a; d’étre un isomorphisme. Il y a un morphisme
de topos

Q: (X18) — Thus

tel que
Q« (Flar—x))s (an)) = (Faxr—x)), (an))

Voici une description du foncteur image réciproque

Lemme IV.2.13. Soit F = ((Fx'—x)), (an)) € Txne. Alors

Q*F = ((Gxr—x)): (Br)), ot Gzrx) = lim 2. F—x)

(EX{”LX{’)

Démonstration. 11 s’agit d’une application de la proposition 8.5.3 de [15] (pour

tout h : X" — X', hy 1 |X”| — |X'| commute aux petites limite projectives
filtrantes, d’apres le théoreme 5.1 de [15], h étant un morphisme cohérent). O

Exemple IV.2.14. 1l y a un faisceau de Og-algebres A, défini par (¥ — X) —
Ox/) € Tyris. Alors Q* A est le faisceau sur (X'8) | qui & un ouvert admissible
(U C ¥ — X) associe
lim F(U', Ou/)
(u/—E;escu

Il S’agit du faisceau associé au préfaisceau, qui & un ouvert admissible (Y C X' —
X) associe T'(U, Oy). Lorsque X est topologiquement de type fini sur Spf(Ok),
Oxrig 1= A[%] est le faisceau structural de l'espace rigide (qui, d’apres la remarque
IV.2.10, se définit sans Q*, c’est déja un faisceau sur la limite projective) tandis
que A est le sous-faisceau O;rig des fonctions rigides de norme infini < 1 (cf.
[19] dans le contexte des espaces adiques). Ainsi, lorsque X n’est pas forcément
topologiquement de type fini sur Spf(Og) et que le théoreme d’acyclicité de Tate
n’est pas vérifié, le faisceau A[%] définit un faisceau structural sur (X'8) | qui,
d’apres le lemme précédent, s’obtient en “forcant” le théoreme d’acyclicité de
Tate.
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IV.2.5 Fonctorialité de la topologie et du topos admissible
IV.2.5.1 Espaces rigides

Définition IV.2.15. On appelle catégorie des espaces rigides quasicompacts le lo-
calisé de la catégorie des schémas formels m-adiques sans w-torsion quasicompacts
relativement aux fleches données par les éclatements formels admissibles.

Si X, 9 sont deux schémas formels m-adiques sans 7-torsion, on note X'i&
I’objet associé dans la catégorie des espaces rigides.

On vérifie, grace aux propriétés des éclatements formels admissibles, que cet
ensemble de fleches permet un calcul des fractions a gauche. On a donc

Hom(X"& 98) =  lim  Hom(X',9)
(X' —X)EEex

Exemple IV.2.16. Le foncteur Ady — (Espaces rigides/X"®), qui a (U C X' —
X) associe U™ — X'& est pleinement fidele. Cela résulte du lemme IV.1.30. Cela
permet de voir la catégorie des ouverts admissibles quasicompacts de X comme
une sous-catégorie pleine de la catégorie (Espaces rigides/X"#).

Remarque IV.2.17. Pour les espaces non-quasicompacts, la bonne définition de
la catégorie des espaces rigides (quasi-séparés) n’est pas le localisé de la catégorie
des schémas formels m-adiques sans m-torsion relativement aux éclatements formels
admissibles. Si X est un tel schéma formel non-quasicompact, il faut voir ’espace
rigide associé a X comme un faisceau sur le gros site admissible limite inductive
lim 48 ol 4 parcourt les ouvert quasicompacts de X.

ucx

IV.2.5.2 Fonctorialité en les schémas formels. Soit f : ) — X un morphisme
de schémas formels m-adiques sans m-torsion quasicompacts. Les schémas formels
X et ) étant quasi-séparés quasicompacts un tel morphisme est quasicompact. Il
induit un foncteur

&(f) : Eex — ey

qui & Véclatement (X’ — X) associe le transformé strict de ), c’est-a-dire (9 xx
x/)adh.
Il induit également un morphisme cartésien de catégories fibrées

Oex Z29) Oy

oy

Eox — > Ecy

qui en fait un morphisme de sites fibrés, lorsqu’on munit les fibres de la topologie
des ouverts Zariski quasi-compacts (cf. section précédente). Il induit donc par
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passage a la limite inductive un morphisme de sites
Ad(f) : Ady — Adx

entre les sites des ouverts admissibles quasicompacts de X et ). D’ou un mor-
phisme de topos

(f*, fe) - (D75) — (x7%)
qui est le morphisme de topos induit par passage a la limite projective entre les
topos fibrés au-dessus de ey et Ecx.

IV.2.5.3 Fonctorialité en les espaces rigides

Proposition IV.2.18. Soit f : X' — X un éclatement formel admissible. Alors
Ad(f) : Adxr — Adx, resp. (f*, fi) : (XM18) — (X"8) | est une équivalence de
sites, resp. de topos.

Démonstration. Tout a été fait pour. O

Corollaire 1V.2.19. Le site admissible quasicompact et le topos admissible sont
“fonctoriels” dans la catégorie des espaces rigides quasicompacts: pour X un es-
pace rigide quasicompact on peut définir | X| son topos admissible, son site des
ouverts admissibles quasicompacts Adx et un morphisme d’espaces rigides induit,
un morphisme de topos et de sites.

IV.2.6 Commutation des topos admissibles a la limite projective

Soit (I,<) un ensemble ordonné cofiltrant et (X;);c; un systéme projectif de
schémas formels m-adiques sans w-torsion quasicompacts tel que les morphismes
de transition Vi > j, ¢;; : X; — X, soient affines. Soit

%oo = lim %i
i€l
(cf. section IV.1.7).
IV.2.6.1 Rigidité des éclatements

Lemme IV.2.20. Soit X un schéma formel w-adique sans m-torsion, ) un X-schéma
formel w-adique sans w-torsion et X' — X [’éclatement formel admissible d’un
idéal T tel que ¥ Ox C I. Alors Uapplication de réduction modulo 7™¥+1

Homzx (9, }:/) = Homx(@OK/WNH(QJ & OK/WN-H,:{/ & OK/FN+1)

est une bijection.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme IV.1.27, puisque si f : 3 —
X, alors Homx(2), X’) est non-vide ssi I'idéal Og.f 1Z/7VN 10 est localement
principal, et si c’est le cas, Homx(Q), X’) est constitué d’un seul élément. O
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IV.2.6.2 Décomplétion des éclatements et des morphismes entre eux

Proposition 1V.2.21.

1. Soit X, — X un éclatement formel admissible. Il existe alors igp € T et
un éclatement formel admissible X — X;, tel que

X = lim (X, xx,, x;) "

i>ig

ot (X} X %o X)) désigne le transformé strict de X; — X, .
2. Soit
X
foo Xoo

e

1
xOO

un morphisme entre éclatements. Il existe alors ig € I et un morphisme entre
éclatements
!
xio

1
ffio

tel que X — X;,, resp. X — X;,, induise léclatement X/, — X,
resp. X', — Xoo, au sens du point précédent, et f;, induise foo.

Démonstration. Démontrons le premier point. Soit Zo, C Ox_ l'idéal admis-

sible définissant ’éclatement X’ — X.. Soit N € N tel que 7V 0z C Zeo.

Etant donné que l'idéal Zo /TN Ox_ est de type fini, X, quasicompact, X, ®

Ok /mNOk = lim X; ® Ok /7N Ok, il existe ig € I et un idéal Z;, admissible de
Ger

Ox,, tel que ™NOx, C T;, et

Ox. Tiy = Too

Le premier point résulte alors de la proposition IV.1.35.

Démontrons le second point. On peut appliquer la proposition I1V.2.20, ou
reprendre sont argument, ce que nous faisons. Soient Z.., resp. Joo, les idéaux
admissibles définissant X/, — X, resp. X/, — X . Supposons que ¥ Ox_ C
T et ™NO0x, C J. Soient iy € I, I;, C Ox, , resp. J;, C Ox, , tels que
Zoo = Ox_.I;,, resp. Joo = Ox_,.Ji,, comme dans le point précédent.
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Pour ¢ > iy, soit X, — X;, resp. X/ — X, Péclatement de 'idéal Ox,.Z;,,
resp. Ox,.J;, - 1l existe un morphisme f;

X!
AW
| X
v.”

"
%i

|
£

ssi Ox;.J;, est localement libre de rang 1 (et si un tel morphisme existe il est unique
et induit nécessairement foo)- Mais, d’apres le lemme IV.1.27, cela est équivalent &
ce que Oy .\71'1/7TN+1O%£ soit localement principal. Or, I'existence de f, implique
que lim Ox:.Ji, /7N 1Oz est localement principal. L'idéal J;, /mN+!1Ox, ~étant

i>i1
de type fini et X/ quasicompact, on en déduit l'existence de ig > i1 tel que
Ox; . Jiy /7TN+1(’)35;0 soit principal. O

Corollaire IV.2.22. Soit P la catégorie fibrée au-dessus de I de fibre en i € I
Eex, et telle que, pour i > j, le foncteur “changement de base” Ecx; — Ecx,; soit
Uapplication “transformé strict”. Alors, le foncteur naturel

lim P — &xw
I

défini par la proposition IV.1.35 induit une équivalence de catégories.

IV.2.6.3 La limite inductive des ouverts admissibles quasicompacts sont les ou-
verts admissibles quasicompacts de la limite projective. Reprenons les notations
de la section précédente.

Lorsque ¢ varie dans I, les catégories des ouverts admissibles quasicompacts
Adzx, forment une catégorie fibrée sur I. On s’intéresse a la catégorie

lim Adx, = lim lim X4
— — —
i€l i€l (X'—X)€ex,

Pour cela, introduisons la catégorie C dont les objets sont les couples (i, X, — X;),
oui € Iet (X' — X;) € &x,, et les morphismes sont les diagrammes commutatifs
pour ¢ — j

X — %

ou, de fagon équivalente, un X;-morphisme de X} vers (X; xx,; X;)*". 1l résulte
de cette derniere description que cette catégorie est rigide et on vérifie aisément
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qu’elle est cofiltrante. Soit la catégorie fibrée D au-dessus de C définie par la fibre
au-dessus de (i, X, — X;) et |X]|qc la catégorie des ouverts quasicompacts de X
et les foncteurs de “changement de base” entre fibres sont les foncteurs évidents.
Alors

lim Adx, = lim D

iel <

Pour tout ¢ € I, il y a un foncteur évident
Ad};i — Adxoo

qui induit un foncteur cartésien de la catégorie fibrée des Adx, lorsque ¢ varie vers
la catégorie fibrée I x Adx_ et donc, d’apres la propriété universelle des limites
inductives (SGA 5 exposé 6 proposition 6.2), un foncteur

lim Ad};l — Ad};
—_—
i€l

De méme, il y a un foncteur cartésien

'D—>C><Adxm

d’ou un foncteur
lim D — Adx_,
c

compatible & l'identification précédente de lim Adx, = lim D.

i€l c
Proposition IV.2.23. Le foncteur lim Adx, = lim D — Adx_ induit une
iel c

équivalence de catégories.

Démonstration. La démonstration résulte facilement de la description concrete de
la catégorie limite inductive, de la proposition IV.2.22 et du lemme qui suit. [

Lemme IV.2.24. Soit (Z;);c1 un systéme projectif de schémas quasicompacts quasi-
séparés dont les morphismes de transition sont affines et Zoo = lim Z;. On a
Ger

alors une équivalence de catégories lim |Z;lge —— |Zoo|ge-

iel
IV.2.6.4 La limite inductive des sites admissibles est le site admissible de la
limite projective. Lorsque i varie, les Adx, munis de leur topologie admissible
forment un site fibré. De plus, la famille de prétopologies sur les Adx, satisfont
aux hypotheses de la section 8.3 de [15] et définissent donc, d’apres la proposition
8.3.6 de [15], une prétopologie sur lim Adx,.

iel
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Du point de vue du site fibré D introduit dans la section précédente, lorsque
(i,X; — X) € Ob(C) varie, la prétopologie |X}|,. satisfait aux hypotheses de la
section 8.3 de [15] et définit donc une prétopologie sur lim D. Via I'identification

c
entre lim Adx, et lim D, ces deux prétopologies coincident.

iel c
Proposition IV.2.25. L’équivalence de catégories de la proposition IV.2.23 induit
une équivalence entre la limite inductive des sites admissibles quasicompacts Adx,
et le site Adx_ des ouverts admissibles quasicompacts de Xo. Plus précisément,
les prétopologies définies précédemment sur ces deux catégories coincident via cette
équivalence de catégories.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la description concrete des recouvrements pour
la prétopologie, donnée par le lemme IV.2.8, couplée au lemme qui suit. O

Lemme IV.2.26. Soit (Z;);c1 un systéme projectif de schémas quasicompacts quasi-
séparés dont les morphismes de transition sont affines et Zoo = lim Z;. Via
i€l
léquivalence de catégories du lemme IV.2.24, la prétopologie sur lim |Z;|,. limite
iel
inductive des prétopologies, telle que définie dans la section 8.3 de I’exposé 6 de
SGA 4, coincide avec celle sur |Zoo|ge-

Démonstration. 11 suffit concrétement de montrer que si ig € I, (Uy)a est une
famille finie d’ouverts quasicompacts de Z;, et V' un ouvert quasicompact de Z;,
tels que si p: Zoo — X;, on ait

P (V)= (Ua)
il existe alors ¢ > ig tel que, si i, : Z; — Z;,, on ait
P (V) = J i (Ua)

Cela ne pose aucun probleme. O

IV.2.6.5 La limite projective des topos admissibles est le topos admissible de la
limite projective

Proposition IV.2.27. Il y a une équivalence de topos

lim (%) ~ (xnE)
el

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 1V.2.25. O
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IV.3 Le point de vue spectral sur la topologie
admissible

IV.3.1 Rappels sur les espaces spectraux
On renvoie a [16] pour plus de détails.

Définition IV.3.1 ([16]). Un espace topologique X est dit spectral s’il est quasi-
compact sobre et possede une base de sa topologie stable par intersections finies,
formée d’ouverts quasicompacts.

Une définition équivalente est “sobre, possede une base d’ouverts quasicom-
pacts et une intersection finie d’ouverts quasicompacts est quasicompacte.”

Exemple IV.3.2. Soit X un schéma quasicompact quasi-séparé. Alors | X | est spec-
tral.

On renvoie a [16] pour les propriétés de base des espaces spectraux. On
retiendra particulierement les quelques faits suivants pour X spectral:

e Par définition, un ensemble constructible dans X est un élément de ’algebre
de Boole engendrée par les ouverts quasicompacts (par exemple un fermé
constructible est un fermé dont le complémentaire est quasicompact).

e Soit X ons 'ensemble X muni de la topologie engendrée par les ensembles
constructibles. Ses ouverts sont les ensembles ind-constructibles et ses fermés
sont les ensembles pro-constructibles. Alors X ,,s est compact!

e Parexemple,si f : X — Y est une application continue quasicompacte entre
espaces spectraux, alors f : X¢ons — Yeons €st continu et donc 'image d’un
ensemble pro-constructible est proconstructible.

e Si Z est proconstructible, alors Z = U,¢ Z@, les spécialisations d’éléments
de Z, en particulier, Z est fermé ssi il est stable par spécialisation.

IV.3.2 Prétopologie quasicompacte sur les espaces spectraux et
passage a la limite projective

Soit X un espace topologique spectral. L’intersection d’un nombre fini d’ouverts
quasicompacts de X est quasicompacte. On note alors X la catégorie des ouverts
quasicompacts de X et on la munit d’une prétopologie en posant

VU € Xy, Cov(U) = {familles finies (V,)q d’ouverts qc. tq. U = UV, }

On note encore X4, pour le site associé.
Le foncteur pleinement fidele

Xge — X
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induit, d’apres le théoreme 4.1 de 'exposé 111 de SGA4, une équivalence de topos

(Xge) = X

Proposition IV.3.3. Soit (I, <) un ensemble ordonnée, cofiltrant et (X;)icr un
systeme projectif d’espaces spectrauz, dont les morphismes de transition sont qua-
sicompacts. Alors Xoo = lim X; est un espace spectral. De plus, il y a une
Ger

équivalence de sites

li_r)n (Xi)qc — (XOO)qc

i€l
(plus précisément, les prétopologies des ouverts quasicompacts se correspondent au
sens de la section 8.3 de l'exposé 6 de SGA 4) et de topos

X = lim X,

iel

Démonstration. Le fait que X soit spectral est démontré dans [16].

Le résultat sur les prétopologies se montre de la fagon suivante. Soit, pour
tout i € I, p; : Xoo — Xj et, Vi > j, ¢4 + X; — X;. Par définition, une base
d’ouverts quasicompacts de X, est formée des intersections finies d’ensembles de
la forme p; ! (U;), ot U; est un ouvert quasicompact de X... L’ensemble ordonné
(I, <) étant cofiltrant, une base stable par intersections et unions finies est donc
formée des p; 1(Ui) avec U; quasicompact dans X;. De cela, on déduit que tout
ouvert quasicompact de X, provient, par image réciproque, d’un ouvert quasi-
compact en niveau fini. Donc le foncteur

lim (Xi)qc - (XOO)qc
el

est essentiellement surjectif.
Montrons la pleine fidélité. Si U, V' C X; sont deux ouverts quasicompacts, il s’agit
de voir que

p; (U) Cp; (V) = 3j >4, ;" (U) C o5 (V)

Si p; {(U) € p; H(V), alors

(esile;'U) cV

Jjzi

Notons, Vj > i, K; = goji(@j_il(U)). D’apres les rappels faits sur les espaces
spectraux, les K; sont compacts pour la topologie constructible sur X; et V' étant
quasicompact, il est ouvert pour la topologie constructible. Donc N;>;K; C V et
le fait que (I, <) soit cofiltrant impliquent qu'il existe j > i tel que K; C V. Cela
implique @3, (U) C ¢;;' (V). D’ott la pleine fidélité.
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Le fait que les prétopologies limite inductive et celle de (Xoo)qe coincident
s’en déduit aisément.

Pour I’équivalence de sites, on utilise une fois de plus les résultats de la
section 8.3 de [15], couplés & quelques manipulations élémentaires de topologies.

L’équivalence de topos s’en déduit alors, toujours d’apres les résultats de I’exposé
6 de SGA 4. O

IV.3.3 Application au topos admissible

Définition IV.3.4. Soit X un schéma formel m-adique sans m-torsion. On note

|x78| = lim X
(X'—X)€éex

comme espace topologique.

Le corollaire suivant résulte de la proposition précédente.

Corollaire IV.3.5. L’espace topologique |X'8| est spectral. Il y a une équivalence
de topos
(%rig)~ ~ |%rig |~
entre le topos admissible et la catégorie des faisceaux sur l’espace spectral |X™8|.
Ainsi, pour un espace rigide X"8, I'espace topologique |X"8| est I’espace des
points du topos admissible associé. L’espace topologique | X8| et le topos (X"8) se

déterminent mutuellement et la catégorie des ouverts admissibles quasicompacts
de X''8 est équivalente & celle des ouverts quasicompacts de |X"8|.

Définition IV.3.6. On note sp : |X"8| — |X| 'application continue naturelle,
que l'on appellera application de spécialisation. D’apres le lemme 1V.1.31, elle est
surjective.

IV.3.4 Description de ’espace |X"#| comme espace de
Zariski-Riemann: le point de vue de Huber et Fujiwara

IV.3.4.1 Rappels sur les anneaux /-valuatifs d’apreés Fujiwara. Soit A un anneau
et [ un idéal de A. Dans la section 3.1 de [13], Fujiwara dit que A est I-valuatif si
e I = (t) est principal, ou ¢ est régulier
e Tout idéal de type fini dans A contenant une puissance de I est principal

(donc inversible).

Le résultat principal de la section 3.1 de [13] peut alors s’énoncer ainsi.

Proposition IV.3.7 ([13], section 3). Soit A local I-valuatif avec I C Rad A, I = (t).
Alors
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o P = ngO I™ est un idéal premier

o A[1] est un anneau local d’idéal mazimal P[4]

o A/P est un anneau de valuation de corps des factions A/B[1], le corps
résiduel de Uanneau local A[1].

IV.3.4.2 Application aux fibres du faisceau structural d’un espace rigide. Soit X
un schéma formel m-adique sans m-torsion. On note (’);rig C Oxrig les faisceaux
sur | X8|, définis dans 'exemple 1V.2.14.

Corollaire IV.3.8. Soit x € |X"8|. Alors le séparé m-adique de OF V =

xrig,z7
O;rigym/ Nn>0 W"O;rigym, est un anneau de valuation sans w-torsion, O}:rig7w est
A4 ; n @+ 1 Sad 1
un anneau local d’idéal mazimal (Nn>07" Oy, ,)[7] €t de corps résiduel V{1 ].

Démonstration. 11 suffit de vérifier les hypotheses de la proposition précédente.
Le point z € |X"¢| correspond & une collection de points (zx/—x)(x'—x)csers
Tx—x € X', telle que si h : X/ — X’ est un morphisme entre éclatements alors
h(zxr—x) = vx—x. Alors

O;rig,z = 1&)11 O%’,wxlg,f Oxrig,m = O;rig7m[%]
(X'—X)elex
Il est clair que 7 est régulier dans O;Hg@. Si J est un idéal de type fini de O;Hg@

contenant une puissance de 7, il provient par image réciproque d’un idéal ad-
missible J' de Oy, ot (U C X' — X) est un ouvert admissible quasicompact.
L’éclatement formel admissible de I'idéal J’ de U s’étend en un éclatement formel
admissible de X’ et donc de X. On en déduit donc que J est principal. 0

Définition IV.3.9. Soit = € |X™8|. On note k(z) le corps résiduel de Oxric ., un

corps valué, k(z)? = OL

xrig’z/ Nn>o TO% son anneau de valuation et k(x) le

Xrig x

corps résiduel de k(z)°.

IV.3.4.3 Anneaux de valuation rigides. On présente ici les anneaux de valuation
qui vont nous intéresser.

Soit V' un anneau de valuation m-adique sans m-torsion. En particulier, on
suppose que la topologie de la valuation est définie par la topologie m-adique. Cela
signifie que, si v : V. — T'U {400} est la valuation sur V, alors v(m) # oo et
v(n™) e Le corps des fractions d’un tel anneau de valuation est V[1]. On

remarquera qu’'un morphisme entre deux tels anneaux de valuation est injectif.

Définition IV.3.10. On appellera de tels anneaux de valuation des anneaux de
valuation rigides.

On supposera toujours que les valeurs de v engendrent I'. Pour un tel anneau
de valuation (V,v), on a une bijection entre

e Les idéaux premiers de V non nuls
e Les idéaux premiers de V/7V
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e Les sous-groupes convexes de I

e Les anneaux de valuation de V[1] contenant V.

A un idéal premier P C V, on associe le sous-groupe convexe H = v(V \ P) U
—v(V\P) = v(Vyy) et 'anneau de valuation Vi. Le sous-groupe H étant convexe,
I'/H est strictement ordonné et c’est le groupe des valeurs de la valuation de Vip.
On a le diagramme

V. ———T'U{oo}

|

Vo L= T/H U {o0}

La valuation v’ : V[1] — T'/H U {oc} est une générisation de la valuation v.
Deux telles valuations définissent la méme topologie sur V[%]

Les sous-groupes convexes de I' sont strictement ordonnés, comme le sont les
idéaux premiers de V et il existe un plus petit idéal premier 8 non nul dans V,
i.e., P est de hauteur 1. L’anneau de valuation associé¢ Vip est alors de hauteur 1
c’est-a-dire que sa valuation est définie par une valuation a valeurs dans R, muni
de Vordre usuel, qui est une générisation maximale de la valuation v. Ainsi, la
topologie de V[%] est définie par une valuation a valeurs dans R.

Dans lautre sens, étant donné (V,v) comme précédemment, les anneaux de
valuation de V[1] contenus dans V correspondent aux anneaux de valuation du
corps résiduel de V, V/my. A V' C V, on associe I'image de V' dans V/my.
Ainsi, avec les notations précédentes, le corps résiduel de Vi est Frac(V/P) et
V/BV C Frac(V/P) correspond au sous-anneau de valuation V' de Vip.

IV.3.4.4 Points rigides. Soit V un anneau de valuation rigide. Tout idéal de type
fini dans V' est principal, donc, d’aprés la propriété universelle des éclatements,
tout point z : Spf(V) — X s’étend de maniere unique en un systeéme compatible
de points

:{/
S
Spf(V) - X
pour (X’ — X) € &x. L’image du point fermé de Spf(V') définit dont un élément
de |X"g|.

Réciproquement, étant donné z € X", d’apres la section précédente, il four-
nit un morphisme Spf(k(z)?) — X, qui redonne le point = gréace & la construction
précédente.

On obtient ainsi la description

Proposition IV.3.11. Il y a une bijection entre |X'8| et les classes de points
Spf(V) — X, ot V est un anneau de valuation rigide et deuz points Spf(Vy) —
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X, Spf(Va) — X sont équivalents s’il existe un diagramme

Spf(V1)

I

Spf(Va) — %

7

Spf(V2)

ot les morphismes entres spectres formels d’anneauz de valuation envoient le point
fermé sur le point fermé (i.e., il s’agit de la relation de dominance des anneaux
de valuation).

En particulier,

Corollaire 1V.3.12. Soit X = Spf(A). Alors |X"8| est I’ensemble des classes de
valuations v: A — T'U {0} telles que

e v(A) engendre le groupe des valeurs de la valuation

o u(m) # o0

o u(m™") T OO ie., Vyel, IneN, nv(r) >~
et deuz valuations (v1,T'1) et (ve,T'2) sont équivalentes s’il existe un isomorphisme
de groupes ordonnés o : 'y =5 Ty tel que o vy = vs.

Définition IV.3.13. Pour A comme précédemment, on notera Spa(A) I’ensemble
des valuations précédentes. On munit Spa(A) de la topologie induite par la topo-
logie |Spf(A)rs|.

Avec les notations de Huber, lorsque A est topologiquement de type fini sur
Ok, cest ce que Huber note Spa(A™, AT), on A> = A[1] et AT est la fermeture
intégrale de A dans A[1].

Enfin, notons le lemme suivant qui donne une définition plus pratique de
|xrig|.
Lemme IV.3.14. Il y a une bijection entre |X"8| est les classes d’équivalences
de points Spf(V) — X, ot V' est un anneau de valuation rigide et deux points
Spf(V1) — X%, Spf(Va) — X sont équivalents ssi il existe un diagramme

ot V' est un anneau de wvaluation rigide tel que les morphismes Spf(V') —
Spf(V1), Spf(V') — Spf(V’) — Spf(V2) envoient le point fermé sur le point
fermé.
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Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, avec les
notations de la proposition IV.3.11, il suffit de voir qu’il existe un élément de
|(Spf(V1) Xspi(vy) Spf(Vz2))"®| s’envoyant sur les points fermés dans

|SpeC(V1/7TV1)| X|Spec(Vs/mV3)| |SpeC(V2)|.
Mais cela résulte de la surjectivité de

|Spec(Vi/mV1) Xspec(va/xve) SPec(Va/mV3)
— |SpeC(V1/7TV1)| X|Spec(Vs/mV3)| |SpeC(V2)|

et de la surjectivité du morphisme de spécialisation (lemme IV.3.6)
sp = |(SPE(VL) Xspecva) SPE(V2))"8] — [SPE(V1) Xspicvy) SPE(V2)|- O

IV.3.4.5 Topologie de I’espace de Zariski-Riemann

Définition IV.3.15. Soit A un anneau w-adique sans w-torsion. Soient g, f1,..., fn €
A tels que I'idéal engendré dans A contienne une puissance de 7. Soit X = Spa(A).

On note
x (Lende) (o e spata) i, 007 2 w(e)
Ainsi, si I'idéal (f1,..., fn) de A contient une puissance de 7, on a un recou-
vrement

Spa(4) = Spa(A)<f1""’fi fn>

1<i<n fi

Proposition IV.3.16. Soit X = Spa(A). Alors, lorsque (fo, f1,. .., fn) varie parmi
les familles finies engendrant un idéal contenant une puissance de m, les ensembles

X <%> forment une base d’ouverts quasicompacts stable par intersections

finies de la topologie de Spa(A).

Démonstration. Soit X = Spf(A). Une base d’ouverts quasicompacts de |X'8| est

donnée par les [U*8| C |X*8], ot (U C X' — X) est un ouvert admissible de X.
Soit I un idéal de type fini dans A contenant une puissance de m. Soit

X = Spec(A) et X’ = Proj(®rz0l*) — X Téclatement de I'idéal I dans X.

L’éclatement formel admissible associé est X' = (X’), le complété m-adique de
X'’. Une base d’ouverts quasicompacts de X’ est donnée par

VYn >0, Vfel", {zcX'|f engendre I'idéal inversible Ox,.I" en z }

lorsque n et f varient. Les ouverts de X’ sont les traces d’ouverts de X’ sur la fibre
spéciale X' @ Ok /10 =X @ Ok /10k. Pour V' un anneau de valuation rigide,
il y a une bijection entre les points de X™8, Spf(V) — X', et les morphismes
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Spec(V) — X’. Si U C X’ est un ouvert et U C X’ est 'ouvert associé de la fibre
spéciale, un morphisme Spf(V) — X’ se factorise par U ssi le morphisme associé
Spec(V) — X’ se factorise par U.

Maintenant, si n > 0, I = (f1,...,fn) et g € I™, alors un morphisme
a:A—V et donc Spec(V) — X' — X = Spec(A) se factorisent par ouvert
ol g engendre Oy .I" ssi (a(g)) engendre (a(f1), ..., a(fn)) dans V, c’est-a-dire
ssi Vi, v(a(f;)) > v(a(g)). O

Lorsque A est topologiquement de type fini sur Spf(OQ), on retrouve donc
bien la topologie de 1'espace valuatif au sens de Huber ([20] et [18]).

Voici le lemme qui permet de recoller la description précédente dans le cas
affine.

Lemme IV.3.17. Soit X un schéma formel m-adique sans mw-torsion quasicompact
et X = (U;e; Ui un recouvrement fini de X' par des ouverts quasicompacts. Alors
I’espace topologique | X"8| est obtenu par recollement des |L{fig|, i1 €1, le long des
ouverts |(U; NU;)" 8, i,5 € 1.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 1V.1.30. O

IV.3.5 Ouverts surconvergents et espace analytique de Berkovich

IV.3.5.1 Générisations dans I’espace de Zariski-Riemann. On vérifie avec les no-

tations de la section IV.3.2 que si Xoo = lim X; est une limite projective d’espaces
iel

spectraux a morphismes de transition quasicompacts, alors

Va = (2)ier, Yy = Yi)ier € Xoo, =y <= Vixz; = y;

Soit X un schéma formel m-adique sans 7-torsion et (zx/)x —x, (Y2 )2 —x € | X8|
Alors z > y <= V(X' — X) € &x, zx > yx dans |¥'| (et il suffit de le vérifier
dans un ensemble cofinal d’éclatements puisque les morphismes de transition entre
ceux-ci sont propres).

Lemme 1V.3.18. Soit Spf(V) = X un point rigide. Les générisations de [x] €
|X™8| sont les points [zyp] ot zp : Spf(Vg) — Spf(V) — X (complétion n-
adique de Vi) avec B un idéal premier non nul dans V.

Démonstration. Si y = [z], ol y € |X™8|, alors, d’apres les considérations précé-
dentes, Vk > 1, O;rigyy/(wk) est obtenu comme une localisation de O;rigy[z]/(wk),
puisque c’est le cas en niveau fini pour chaque éclatement de X. 0

Corollaire IV.3.19. Si z € |X"8|, ’ensemble des générisations de x est totalement
ordonné et posséde un unique €lément mazimal associé a une valuation de rang 1.

Si X = Spf(A) et x correspond a la valuation v : A — TU{+o0}, alors l'ensemble
des générisations de x est en bijection avec l’ensemble totalement ordonné des
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sous-groupes convezes propres de . A H C T convexe est associé v/H : A ——
I'u{4o0} — I'/H U {+oc0c}.

Dans le langage de Huber “toutes les générisations dans Spa(A) sont des
générisations secondaires” ([20] et [18]).

IV.3.5.2 L’espace analytique de Berkovich associé

Définition IV.3.20. Soit X m-adique sans m-torsion quasicompact. On note |X%"|
le plus grand quotient séparé de |X"8| que 'on munit de la topologie quotient.

L’ensemble |X%"| s’identifie & ’ensemble des générisations maximales de
|X"i8|. Ses ouverts correspondent aux ouverts de |X'8| stables par spécisalisation
(les ouverts surconvergents). Les points de |X%"| sont donc donnés par les points
rigides Spf(OQr) — X, ot L| K est une extension valuée compléte pour une valua-
tion v: L — RU {4o00}.

Comme dans les lemmes 8.1.5 et 8.1.8. de [19], on peut vérifier que I'ensemble
des ouverts surconvergents de |X*8| sont les intérieurs des ensembles fermés con-
structibles de |X™8| (cf. également le lemme 1V.9.10 de ce chapitre). De plus,
lorsque X = Spf(A), la topologie sur | X "| est celle engendrée par les ouverts du

type
{z e X[ | [f(2)] <lg()[}, ou f,g € A

Donc |X"| s’identifie & I'espace topologie de Berkovich M(A[L]) associé a I'algebre
de Banach A[1] (cf. [3]).

IV.4 Etude des morphismes finis localement libres
rig-étales entre schémas formels

IV.4.1 Morphismes finis localement libres

Soit f : X — ) un morphisme entre schémas formels m-adiques sans m-torsion.

Définition IV.4.1. Le morphisme f est fini localement libre, si le morphisme induit
entre schémas X ® Ok /1O — Y @ Ok /7O Vest.

Lemme IV.4.2. Sont équivalents

o f est fini localement libre

o f est fini topologiquement de présentation finie et topologiquement plat

e Pour tout entier k > 1, le morphisme induit X ® OK/ﬂ'kOK — P ®
OK/TFkOK est fini localement libre.

Démonstration. Appliquer le lemme IV.1.15. O
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Lemme IV.4.3. Soit A un anneau w-adique sans w-torsion, M un A-module de
type fini w-adiquement séparé (i.e., M est w-adique et M/mM est de type fini)
tel que Yk, M /7" M soit un A/7* A-module projectif. Alors M est un A-module
projectif. En particulier, M est de présentation finie.

Démonstration. Soit u : A™ — M une surjection. On cherche une section € : M —
A" telle que uwo e = Id. Pour tout entier £ > 1, notons X I’ensemble des sections
de up = v mod 7, uy : (A/7*A)" — M /"M,

Xk = {Ek S HOHlA/ﬂ.kA(M/TFkM, (A/ﬂ'kA)n) | Uk O €, = Id}

Par hypothese, Vk, X, # (0. De plus, Xj est un HOmA/ﬂ—kA(M/TrkM, ker uy,)-
torseur.
Etant donné que dans la suite exacte

0 — kerugpy — (A/7* 1A 2 MR M — 0

les modules sont projectifs, on obtient, par application de — ®4/rr+14 A/mk A,
I’égalité ker uy, = ker uk_l’_l/ﬂ—k ker ugy1. De cela on déduit que Vk > 1, 'application

HomA/,,kHA(M/wkHM, ker ugy1) — HOmA/ﬂ-kA(M/ﬂ—kM7 ker uy)

est surjective. En effet, si v € HomA/ﬂkA(M/wkM, ker uy), Iexistence de v’ dans
le diagramme qui suit

’
M/7Tk+lM U) ker Uk+1

¢ i

M /7% M —— ker u,

résulte de la projectivité de M/7*+1 M, comme A/7FT!A-module.
Donc lim Xy, # 0. O

k
On montre également aisément le lemme qui suit.

Lemme IV.4.4. Le lemme précédent reste valable en remplacant module projectif
par module libre.

Corollaire IV.4.5. Les assertions suivantes sont équivalentes pour f : X — %)
comme précédemment.

e Le morphisme f est fini localement libre
o f est affine et pour tout ouvert Spf(A) C ), si f~1(Spf(A)) = Spf(B), alors
B est un A-module projectif de type fini

o f est affine et il existe un recouvrement affine (U;); de 9, ; = Spf(A;), tel
que si f~1(U;) = Spf(B;), alors B; est un A;-module libre



IV.4. Etude des morphismes finis localement libres 241

Corollaire IV.4.6. Soit f : X — Y un morphisme fini localement libre entre
schémas formels m-adiques sans w-torsion et un morphisme )’ — ), ou Y’ est
également T-adique sans m-torsion. Alors le changement de base X x99’ est sans
mw-torsion et est fini localement libre au-dessus de )'. Par exemple, si ) — Q)
est un éclatement formel admissible, le transformé strict de ¥ — ) est X x9Y'.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si A est m-adique sans 7-torsion et B une
A-algebre projective de type fini, alors, pour tout changement de base A — A’
avec A’ m-adique sans m-torsion,

B®y A = B@)AAI

En effet, B étant un A-module de type fini, B ® 4 A’ est m-adiquement complet
et, étant projectif, il est séparé (il se plonge dans un (A’)" qui est séparé). O

IV.4.2 Morphismes finis localement libres rig-étales

IV.4.2.1 Algebres finies de présentation finie rigidifiées: rappels. On rappelle ici
une notion introduite dans le chapitre 111.2 de [11], auquel on renvoie pour plus
de détails.

Soit A un anneau et M un A-module de présentation finie muni d’une
présentation

AP L o

ou L est une matrice ¢ X p. Soit le foncteur sur la catégorie des A-algebres, qui & la
A-algebre B associe 'ensemble des structures de B-algebres rigidifiées sur M ® 4 B
relativement & la présentation L, au sens de [11] (section II1.2). Rappelons que
toute structure d’algebre sur M ® 4 B posséde une telle rigidification. Ce foncteur
est représentable par un A-schéma affine de présentation finie W — Spec(A).
Soit V' C W D'ouvert ou l'algebre universelle est étale au-dessus de W. On vérifie
également, comme dans [11], que V est lisse au-dessus de Spec(A).

IV.4.2.2 Définition et propriété des morphismes finis
localement libres rig-étales

Lemme IV.4.7. Soit A un anneau w-adique sans w-torsion et X — Spec(A) un
A-schéma affine. Soit U C X un ouvert et € une section

X

)

Spec(A)

Supposons qu’il existe un recouvrement formel Spf(A) = U,¢; Spf(A(%}) tel que
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Vi, la section € sur Spec(A(%}) se factorise par U en-dehors de V()
UV——X

I}

Spec(A( ) [1]) > Spec(A()) — Spec(A[ 1) Spec(4)

Alors € se factorise d travers U en-dehors de V ().
Démonstration. Soit X = Spec(D), I C D un idéal tel que U =V (I)° et J C D
l'idéal définissant la section €, J = ker(e* : D — A).

Le morphisme € se factorise par U hors de V(7) si et seulement si

JkeNahel+J
L’anneau étant m-adique, elle est encore équivalente a ce que
FkeN, 7* eI+ J+ "' D/x"*'D c D/7*1D
Soit Vk € N, Ay l'idéal I + J + 71D /aF 1D et Ay le faisceau d’idéaux sur

Spec(D/m*T1D).
Par hypothese,

Viel, 3k eN, (7%) C Ayp(sy, ott D(f;) C Spec(D/7* D)
Donc, 3k, Vi, (%) C AMD(]%), ce qui implique que (%) C Ay, puisque

Spec(D/x**'D) = | D(f:). O

Proposition IV.4.8. Soit f : X — Q) un morphisme fini localement libre entre
schémas formels m-adiques sans mw-torsion. Sont équivalents
o Il existe un recouvrement affine Y = \J, U; tel que sill; = Spf(A;), f~1(U;) =
Spf(B;), alors B;[1] est une A;[1]-algébre étale.
e Pour tout owvert affined C Y, U = Spf(A), si f~1(U) = Spf(B), alors B[1]
est une A[L]-algébre étale.
Démonstration. Si A est un anneau m-adique et B une A-algebre finie projective,
alors B est une A-algebre m-adique. En effet, étant donné que B est un A-module
de type fini, B est m-adiquement complete et, étant donné que B est projective,
dn, B C A™, et est donc séparée puisque A™ 'est.
Donc, pour une telle A-algebre B et pour f € A B® AA<%> vérifiant les hypotheses
précédentes en remplagant A par A(%) et B par B®g A<%>, on obtient

reaa ()=

est B <%> est une A <%>-a1gébre finie projective.
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Venons-en maintenant & la démonstration. Soit A une algebre m-adique sans
m-torsion et B une A-algébre finie projective étale en-dehors de V(w). Alors,

d’apres ce qui précede, Vf € A, B <%> est une A <%>—algébre étale en-dehors
de V(7).

Il s’agit maintenant de voir que si A est m-adique sans mw-torsion et que B est
une A-algebre finie projective telle qu’il existe un recouvrement formel spf(A) =

U, Spf(A <%>) tel que Vi B <%> soit une A <%>—algébre étale en-dehors de V (),
alors B est étale hors de V(7). Mais, apreés avoir choisi une présentation finie de
B comme A-module puis une rigidification de la structure de A-algebre sur B
relativement a cette présentation, cela résulte du lemme précédent appliqué au

schéma X = W de la section IV.4.2.1 et son ouvert V. O

Définition IV.4.9. Un morphisme satisfaisant aux conditions de la proposition
précédente sera dit fini localement libre rig-étale.

Lemme IV.4.10. Soit f : X — ) un morphisme fini localement libre rig-étale de
schémas formels w-adiques sans mw-torsion et ) — 2 un morphisme ot Y’ est
m-adique sans w-torsion. Alors X x93 — ' est fini localement libre rig-étale.

En particulier, le transformé strict d’un morphisme fini localement libre rig-
étale en est un.

Démonstration. Cela résulte de ce que si A est m-adique sans m-torsion, B une
A-algebre finie projective étale en dehors de V(w), C' une A-algeébre m-adique
sans m-torsion alors, comme expliqué dans la démonstration précédente, B étant
projective finie sur A

B,sC =B ® aC O

Lemme IV.4.11. Le composé de deux morphismes finis localement libres rig-étales
en est encore un.

IV.4.3 Rigidité

Proposition IV.4.12 (Fujiwara). Soit X un schéma formel w-adique sans m-torsion
quasicompact et ) un X-schéma formel m-adique sans w-torsion fini localement
libre rig-étale. 1l existe alors un entier N(Q)) tel que pour tout X-schéma formel
m-adique sans T-torsion )’ et deux morphismes

, fi
Y ————<9
\fz /
x
vérifiant fi = fo mod TN®) | on ait f1 = fo.

De plus, si 3 — X est un morphisme de changement de base avec 3 m-adique
sans w-torsion, alors on peut prendre N() xx 3) = N(Q).
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Démonstration. Lorsque tous les schémas formels sont affines, c’est une consé-
quence de la proposition 2.1.1 de [13]. Plus précisément, lorsque ) = Spf(B) et
X = Spf(A), on peut prendre N () tel que 7V®P)QL = = 0. Le ou les schémas
formels ne sont plus affines s’en déduit facilement. L’assertion sur le changement
de base se déduit aussitot de la borne explicite donnée dans le cas affine. O

Théoréeme IV.4.13. Soient X, comme dans la proposition précédente. Il existe
alors un entier N () tel que pour tout )’ comme précédemment, 'application de
réduction

Homx(9',9) — Homygo,/xve (Y ® Ok /7D 9 @ Ok /o))

soit une bijection. De plus, comme précédemment, on peut choisir Uentier N(2))
ivariant par changement de base.

Démonstration. Supposons d’abord que tous nos schémas formels soient affines

La A-algebre B est de présentation finie. A chaque choix d’un ensemble fini de
générateurs et relations S de cette A-algebre, i.e., un isomorphisme

B 2A[X1,7XN]/J et J = (fl,...7fq)
Elkik associe dans [11] un idéal Hp/4(S) de A[X7,..., Xn] tel que 'ouvert
V(Hpa(S))* NV (J) C Spec(B)

soit Pouvert de lissité de Spec(B) — Spec(A). De plus, si p : A — A’ est une
A-algebre, alors S détermine une présentation p(S) de B®4 A’

BoaA ~AXy, ..., XN]/(f,-- -5 fy), o Vi, f
est 'image de f; dans A’[X] et on a
A'[X1,...,XN].Hp/a(S) C Hpg 4 (0(S)
Fixons un tel systéme de générateurs/relations de B/A. Par hypothése,
Spec(B) — Spec(A)
étant lisse en-dehors de V (),
ANy €N, 7 € Hp a(S) +J
D’apres le lemme 1 de [11], si Ny > 2Ng+ 1 et €

Spec(B/m™N1 B)

)

Spec(A/7Nt A)
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est une section approchée modulo 7Vt de Spec(B) — Spec(A), alors 3¢ une
section
Spec(B)

)
Spec(A)
fr21-1o]

telle que e =€
Appliquons cela a

Spec(B) Xgpec(a) Spec(B’)

|

Spec(B’)

D’apres les rappels précédents sur le fait que I'idéal Hp,4(S) ne peut que grandir
par changement de base, on en déduit que si Ny > 2Ny et f

Spec(B' /xN1B") Spec(B/mN B)

\/

Spec(A/7Nt A)

est un morphisme approché mod 71 alors 3f

Spec(B’) ! Spec(B)

tel que f = f [xN1—No].
Choisissons Ni tel que Ny > 2Ny et N3 — Ny soit strictement supérieur a
I’entier de la proposition précédente. On obtient alors que

Hom 4 (Spec(B'), Spec(B)) —— Hom 4/~ 4(Spec(B’/xN' B'), Spec(B/n™' B))

Le cas ou nos schémas formels ne sont pas affines s’en déduit car, grace a ’assertion
d’injectivité (la proposition précédente), on voit que les morphismes construits
entre ouverts affines se recollent automatiquement.

L’assertion concernant le fait que 'on peut choisir l'entier N (%)) invariant
par changement de base résulte de ce que 'idéal Hp,4(S) grandit par changement
de base et de l'invariance par changement de base de 'entier de la proposition
précédente. O
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IV.4.4 Décomplétion des schémas formels finis
localement libres rig-étales

IV.4.4.1 Décomplétion des algebres

Lemme IV.4.14. Soit (A,T) un couple hensélien et M un A-module projectif de
type fini. 1l existe alors un A-module projectif de type fini N et un isomorphisme
M~N®®jA.

Démonstration. Soit n € N et M, ;4 = Spec(A[Xyj]i<ij<n) le schéma en A-
algebres des matrices carrées de taille n. Le sous-schéma de M,, /4 classifiant les
idempotents € € M,, /4, €2 = ¢, est lisse. En effet, si B est un anneau, J un idéal
de carré nul dans B, € € M,,(B) un élément vérifiant €2 = ¢ + x avec x € M, (J),
alors ex = e et donc, si € = e+ (1 — 2¢)z, on a

€?=¢ete =e¢mod J

Si € € M,(A) est un idempotent, il existe donc ¢’ € M, (A) tel que

€?=¢ et e =emod T

Maintenant, si B est une algebre munie d’un idéal de carré nul J, € et ¢ sont deux
idempotents de M, (B) et € = e+ z, ot x € M,(J), alors

¢ = (Id+z)e(Id + x)

-~

Donc si €,€¢ € M,,(A) sont deux idempotents tels que €’ = € mod Z, alors il existe
u,v € GL,(A) tels que

€ = uev
D’otu le résultat. g
Proposition IV.4.15. Soit (I,<) un ensemble ordonné filtrant et (R;)icr un
systeme inductif d’algébres w-adiques sans m-torsion. Notons Ro, = lim R; et
il

R)o le complété m-adique de Roo. Soit Boo une 1%00 algébre m-adique sans -
torsion telle que Spf(Bs) — Spf(Reo) soit fini localement libre rig-étale (i.e.,
Boo est un Roo-module projectif de type fini et Boo[1] une Ew[%]-algébre étale).
1l existe alors 19 € I et une R;,-algebre m-adique sans m-torsion B;, telle que
Spf(Bi,) — Spf(Ri,) soit fini localement libre rig-étale et un isomorphisme

Beo = By, ®r,, Roo = Biy®r,, R

Démonstration. Le couple (R, mRoo) est hensélien. D’apres le lemme précédent, il
existe un Ry,-module projectif de type fini M et un isomorphisme de R,,-modules

Boo ~ M ®p_ Re
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Fixons un tel isomorphisme. Fixons une présentation finie L de M. Soit W le
schéma affine au-dessus de Spec(R) classifiant les structures d’algebres rigidifiées
sur M relativement & la présentation L (cf. section IV.4.2.1). Soit V- C W Pouvert
ou l'algebre universelle est étale.

La présentation L fournit, grace a l'isomorphisme précédent Boo ~ M ®p_
}A%Oo, une présentation de Bs, comme ﬁm—module. Fixons une structure d’algebre
rigidifiée relativement a cette_ présentation de B,. Cela nous fournit donc une
section € de W au-dessus de R, qui, par hypothese, se factorise par V' en-dehors
de V(m)

Ve————Ww

T

Spec(ﬁ 1) Spec(R+) — Spec(Rw)

On peut maintenant appliquer le théoreme 2 bis de [11] pour conclure lexistence,
pour tout entier n, d’une section ¢ de W au-dessus de Spec(R~,) se factorisant
par Pouvert V' en-dehors de V() telle que

et donc le diagramme suivant privé de ses termes extrémes gauche et droite com-
mute mod 7"

Spec(ﬁoo[%])c—> Spec(Rae) — Spec(Roo) <——Spec(Roo[2])

Pour un entier n donné, il existe donc une Roo-algébre B.  telle que Bl ~ M,
comme Ro-module, B [1]/Ry[1] est étale et un isomorphisme

B! /7"Bl ~ By /7" Bs
L algebre B! est donc un R.-module projectif de type fini. Donc B/ ®pg_,
R = B!_ et Spf(B’,) — Spf(Rs) est fini localement libre rig-étale. D’apres
le théoreme IV.4.13, pour n choisi suffisamment grand (ne dépendant que de
Bo/R), il existe un morphisme relevant 'identité

Spf(BL.) ! Spf(Bac)

~

Spf(Roc)
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tel que f = Id mod 7" via l'isomorphisme Bl /7" Bl ~ B /7" Bs. D’apres le
lemme qui suit, c’est un isomorphisme.

Il est maintenant aisé de vérifier qu’il existe ig € I et B;, une R;,-algebre
projective finie étale en-dehors de 7 telle que B, ~ B;, ®r, Reo. O

Lemme 1V.4.16. Soit A un anneau w-adique et P, Po deuxr A-module projectifs
de type fini. Un élément f € Homa(Py, P2) est un isomorphisme ssi f mod T :
Py /7Py — Py/wPs en est un.

Démonstration. Les modules étant projectifs de type fini ils sont m-adiques. Il suf-
fit donc de montrer que Vn, f mod 7™ est un isomorphisme. D’apres le lemme
de Nakayama, Vn, f mod n™ est surjectif. De plus, Vn, les fonctions localement
constantes rang des modules projectifs Py /a™ Py, resp. Po/m™ Py, sont égales sur
Spec(A/n™A) = Spec(A/mA), puisque f mod 7 est un isomorphisme. Donc
f mod 7™ est un isomorphisme. (]

Théoréme IV.4.17. Soit (I,<) un ensemble ordonné cofiltrant et (%;)ic; un
systeme projectif de schémas formels m-adiques, sans m-torsion, quasicompacts,
dont les morphismes de transition sont affines. Posons Xoo = lim X;. Pour tout

il
schéma formel w-adique sans w-torsion 3, notons Rs la catégorie des 3-schémas
formels (m-adiques sans w-torsion) finis localement libres rig-étales. Le systéme
I > i+—— Rx, forme une catégorie fibrée, via les applications de changement de
base. De plus, lorsque i varie, il y a un systeme compatible de foncteurs “change-
ment de base” Rx, — Rz, d’ou un foncteur

lim Ry, — Ra.
i€l
Ce foncteur induit une équivalence de catégories.

Démonstration. Commencons par la pleine fidélité de ce foncteur. Soient ig € [
et 9,9 deux X;,-schémas formels dans Ry, . Soit N = N(9) I'entier associé a
) fourni par le théoreéme IV.4.13 (qui, rappelons-le, peut étre choisi invariant par
changement de base). Alors,

lim Homxi (Qy Xxio SEZ,Q) Xxio %1)
i>i0
= hi)n Homy, g0, /2N (QJI ® OK/TFN X2, @0 /7N X ® OK/TFN,
iel
) ® OK/WN X2, @0 /7N X ® OK/TFN)
= Homxoo®oK/ﬂ-N (@/ ® OK/TFN Xxi()@OK/ﬂ.N .'foo & OK/TFN,
m ® OK/’/TN X:‘X‘:i()@OK/ﬂN %OO ® OK/’]TN)

= Homyx__ (QJ/ XX X0, XXig xoo)
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I'avant-derniere égalité résultant de ce que modulo 77,9 et 2)’ sont de présen-
tation finie sur X;, ® O /7N Ok, et la derniere par une nouvelle application du
théoreme 1V.4.13.

Reste & vérifier la surjectivité essentielle de notre foncteur. La proposition
IV.4.15 l’affirme lorsque les schémas formels X; sont affines. Lorsqu’ils ne le sont
pas il suffit de choisir iy € I et une décomposition X;, = |J,, U en un nombre fini
d’ouverts affines. Alors si ) — X est un élément de Rx_, d’apres la proposition
IV.4.15, étant donné qu’il n’y a qu'un nombre fini d’ouverts affines, il existe i; > g
et des éléments (V4 ), de Ruaquzo x;, et des isomorphismes

Va, Vo Xx;, X — Y xx, Ua X2, Xoo)

Gréce & 1égalité entre les Hom démontrée précédemment (la pleine fidélité), quitte
a augmenter i1 en ip > i1, on peut supposer que les V, sont munis d’'une donnée
de recollement au-dessus de X;, relativement aux (U, NUz) x X;,. Toujours grace
a 1’égalité entre les Hom, et quitte a encore augmenter 'indice i2 en i3 > iy, on
peut supposer que ces données de recollement satisfont a la condition de cocyle
permettant de les recoller en un schéma formel au-dessus de X;,. O

IV.5 Etude d’une certaine catégorie de morphismes
rig-étales

IV.5.1 Définitions

Définition IV.5.1. Un morphisme f : 3 — X entre schémas formels m-adiques
sera dit étale si le morphisme induit entre schémas POk /71O — X0k /7Ok
lest.

Bien str, comme d’habitude, si X est un schéma formel w-adique, 'application
de réduction modulo 7 induit une équivalence entre les X-schémas formels m-
adiques étales et les X ® Ok /mOg-schémas étales.

Définition IV.5.2. Un morphisme f : I — X entre schémas formels m-adiques
sans m-torsion quasicompacts sera dit de type (£) s'il se factorise en un composé
de morphismes de schémas formels m-adiques sans 7-torsion

N —6 —FT —W—X

e 2 — X est isomorphe a un éclatement formel admissible de X
o T — U est étale quasicompact

e G — ¥ est fini localement libre rig-étale

) — G est isomorphe a un éclatement formel admissible de &
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Exemple IV.5.3. Un ouvert admissible quasicompact de X (Y C ¥’ — X) est un
morphisme de type (£).

Lemme IV.5.4. Soit Y — X un morphisme de type (£) et 3 — X un morphisme
avec 3 m-adique sans m-torsion quasicompact. Alors le morphisme () x x 3)*h —
3 est de type (&).

Démonstration. Utilisant le lemme 1V.1.22; on vérifie que si ) — & — T —
W — X est une décomposition comme dans la définition 1V.5.2, alors

(2) Xx B)Gdh - (6 Xx S)Gdh — (T Xx S)Gdh — (QH X x 3)‘1‘1}1 X
en est encore une. 0

IV.5.2 Les morphismes de type (£) engendrent la topologie étale
des espaces rigides usuels

Théoréme IV.5.5. Soit ) — X un morphisme rig-étale entre deux schémas for-
mels admissibles quasicompacts sur O . Il existe alors un diagramme

bk \—>f / D)
X

ou g est de type (E) et |fr8] : |YMie| — |Y™8] est surjectif au niveau des espaces
de Zariski-Riemann, tels que définis dans la section IV.3.

Démonstration. D’apres le théoréme de platification de Raynaud-Gruson ([6]), il
existe un éclatement formel admissible X' — X tel que le transformé strict

3 — (xl X x @)adh L x

soit plat (au sens de [8]). Ce morphisme étant rig-étale plat, il est quasi-fini en
fibre spéciale: le morphisme de schémas

30 0k/mT0x — X' @ Ok /10K

est quasi-fini. Il existe donc un diagramme de Ok /mOg-schémas

WL)‘:))@OK/TFOK

|

T —— X' ® Ok /n0k
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ou « est plat fini, v est étale et § est étale surjectif. Les morphismes (§ et ~
étant étales, ce diagramme se releve de fagcon unique en un diagramme de schémas
formels admissibles

w3

al~lh

L
oit & est fini localement libre. Etant donné que 3% o "8 est rig-étale et 7' est
rig-étale, o est rig-étale. De plus, § étant étale surjectif, 58 est surjectif au niveau
des espaces spectraux. D’ou le résultat. (]

IV.5.3 Rigidité

Proposition IV.5.6. Soit ) — X un morphisme de type (£) entre schémas formels
m-adiques sans mw-torsion. Il existe alors un entier N tel que pour tout X-schéma
formel T-adique sans w-torsion, Uapplication de réduction modulo 7

Homzx(9)',9) — Homxgo, /»v (Y ® Ok /7,9 ® O /n™Y)
soit une bijection.

Démonstration. 11 suffit d’empiler les différentes assertions de rigidité concernant
les morphismes qui entrent dans la définition d’un morphisme de type (£): le
lemme IV.2.20 pour les éclatements, la proposition IV.4.12 pour le morphisme fini
localement libre rig-étale, quant aux morphismes étales c’est évident. O

IV.5.4 Décompletion

Lemme IV.5.7. Soit (I, <) un ensemble ordonné cofiltrant, (X);er un systéme pro-
jectif de schémas formels w-adiques et Xoo = lm X;. Si 3¢ désigne la catégorie
iel
des morphismes étales quasicompacts vers 3, alors
lim (2)e —— (Xoo)er

iel
est une équivalence.

Démonstration. Etant donné que 3¢ est équivalente & (3 ® Ok /7O )¢, cela se
ramene a un énoncé classique sur les schémas (cf. EGA IV). O

Théoréeme IV.5.8. Soit (I,<) un ensemble ordonné cofiltrant et (X;)icr un

systeme projectif de schémas formels w-adiques sans w-torsion quasicompacts, dont

les morphismes de transition sont affines. Soit Xoo = lim X;. Pour tout i € I,
iel
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soit Ex, la catégorie des morphismes de type (£) au-dessus de X;. Lorsque i varie,
les applications de changement de base (cf. lemme IV.5.4) définissent une catégorie
fibrée. Il y a un foncteur

iel
Ce foncteur induit une équivalence de catégories.

Démonstration. C’est un exercice d’empilage du corollaire IV.2.22, du théoreme
IV.4.17 et du lemme IV.5.7. O

Soit X un schéma formel m-adique sans m-torsion. Les morphismes de type
(£) 9 — X sont stables par éclatement formel admissible: si )’ — 2) est un
éclatement formel admissible, le composé 9’ — 2 — X est encore de type (£).
On peut donc définir Exue la catégorie des morphismes de type (€) vers X localisée
relativement aux éclatements. On démontre de la méme fagon, en utilisant une fois
de plus le corollaire IV.2.22 et le théoréeme précédent.

Théoréme IV.5.9. Avec les notations du théoréme précédent, on a une équivalence
de catégories

lim & rig — Epni

L vxe x&

iel

IV.6 Le topos rig-étale d’'un schéma formel m-adique
quasicompact

IV.6.1 Sur un point concernant les topologies de Grothendieck

Nous utiliserons le théoreme-clef suivant.

Théoréme IV.6.1 (SGA4 exposé III, théoréme 4.1). Soit C une petite catégorie, C’
un site et u : C — C' un foncteur pleinement fidéle. Supposons que tout objet de
C' puisse étre recouvert par des objets provenant de C. Munissons C de la topologie
induite. Alors

e Le foncteur u est continu et cocontinu

o Siug:C" — C estle foncteur F — Fou etu®:C — C' le foncteur tel
que

VG € C, u*G est le faisceau associé au préfaiscean Y —  lim  G(X),
—_—
x,m)
XecC
miY ——u(X)

ils induisent une équivalence de topos
Us
- .
¢ —=c¢

us
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Le corollaire qui suit ne se trouve pas dans SGA4.

Corollaire IV.6.2. Sous les hypotheéses du théoréme précédent, une famille (U, —
X)a de morphismes de C est couwvrante ssi la famille (w(Uy) — u(X))q Uest.

Démonstration. D’apres la proposition 1.6. de 'exposé IIT de SGA4 si (U, — X))o
est couvrante, alors (u(U,) — u(X))a lest. Réciproquement, si (u(U,) —
u(X))q est couvrante, soit R le crible couvrant de u(X) engendré par cette famille.
Le foncteur u étant cocontinu, la famille de morphismes ¥ — X telle qu’il existe
a et une factorisation u(Y) — u(U,) — u(X) est un crible couvrant de X.
Mais, u étant pleinement fidele, 'existence d’une telle factorisation est équivalente
a 'existence d’une factorisation Y — U, — X, c’est-a-dire Y — X appartient
au crible engendré par (U, — X), qui est donc couvrant. O

IV.6.2 Définitions

Convention: Désormais, on fize une petite sous-catégorie pleine de la catégorie des
schémas formels w-adiques quasicompacts, telle que tous les schémas formels avec
lesquels nous travaillerons soient dans cette petite catégorie. On vérifie aisément
que cela est possible puisque nous travaillerons avec des limites projectives indezées
par des ensembles fixés de schémas formels topologiquement de type fini, des mor-
phismes topologiquement de type fini au-dessus de ces éclatements... En particu-
lier, les catégories sous-jacentes de tous les sites avec lesquels nous travaillerons
seront petites.

Définition IV.6.3. Soit X m-adique sans m-torsion quasicompact et Exrig la caté-
gorie des morphismes de type (€) vers X localisée relativement aux éclatements
formels admissibles (cf. section IV.5.4). On munit Ex:is de la topologie engendrée
par les familles finies de morphismes (4!l — rie),

s ———> g

NS

}:rig

telles que I’application continue ], [U5&| — |8 entre les espaces de Zariski-
Riemann soit surjective. On note X¢_,ig-4; le site associé.

Remarque IV.6.4.

e On remarquera qu’il s’agit d’une topologie qui n’est pas définie a partir d’une
prétopologie. En particulier, les familles couvrantes pour cette topologie n’ont
a priori aucune description concrete! Le probleme vient que les morphismes
dans Xg_rig-¢t e sont pas forcément quarrables.

e Si f: 9 — X est un morphisme de schémas formels quasicompacts -
adiques sans 7w-torsion, alors f induit un foncteur entre les catégories sous-
jacentes de celle de Xg_,ig-¢ vers celle de Yg_rig-¢t. Ce foncteur transforme
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familles couvrantes en familles couvrantes. Néanmoins, il n’y a pas de raison
pour que ce foncteur soit continu! Et méme s’il lest, il n’y a pas de raison
pour qu’il induise un morphisme de topos c’est-a-dire le foncteur f* induit
au niveau des faisceaux commute aux limites projectives finies!

Définition IV.6.5. Soit X un schéma formel admissible quasicompact. On note
X.ig-¢t le site des espaces rigides quasicompacts rig-étales au-dessus de X" muni
de la topologie associée a la prétopologie, telle que Cov(2)) consiste en les familles
finies (4118 — ris), telles que [, |U8| — |Y™8] soit surjectif.

Les familles couvrantes de X,ig-s¢ sont les familles (ngg — ing)a telles qu’il
existe une sous-famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann.

On renvoie & [7], [19] ou [13] pour les propriétés de base des morphismes
étales entre espaces rigides usuels. On retiendra en particulier que I'image d’un
morphisme étale est un ouvert quasicompact de l'espace de Zariski-Riemann (cela
peut se vérifier aisément en utilisant le théoreme de platification de Raynaud-
Gruson). De cela on déduit que les familles couvrantes de Xyig-¢¢ sont les familles
(Uris — Prie) , qui induisent une surjection au niveau des espaces de Zariski-
Riemann. En particulier, le topos associé est cohérent.

IV.6.3 Lien entre les sites X¢_ izt €t X,igz¢; pour X admissible

Proposition IV.6.6. Soit X admissible. Le foncteur d’inclusion
U Xe_rig-st > Xrig-ét

est continu et est tel que la topologie induite par u sur la catégorie sous-jacente a
Xe_rig-¢t s0it la topologie de Xg_rig-¢r. Les familles couvrantes de Xg_rig-¢r sont les
familles de morphismes (U8 — Prie)  telles qu’il existe une sous-famille finie
induisant une surjection au niveau des espaces de Zariski-Riemann. Ce foncteur
induit une équivalence de topos

~

(u®,us) : (Xe—rigst) — (Frig-et)

Démonstration. D’apres le théoreme IV.5.5, le foncteur u satisfait aux hypotheses
du théoreme IV.6.1. Soit 7 la topologie sur la catégorie sous-jacente & Xg_yig-¢t
induite par u et la topologie de X,ig¢t. D’apres le corollaire IV.6.2, les familles
couvrantes pour 7 sont les familles dont on peut extraire une sous-famille finie
surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann. Les cribles engendrés par de
telles familles sont les cribles contenant les cribles engendrés par les familles finies
surjectives au niveau des espaces de Zariski-Riemann, c’est-a-dire ceux utilisés
pour définir la topologie engendrée de X,iz.¢t. Donc 7 coincide avec la topologie
de x5—rig—ét- O
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IV.6.4 Le théoreme principal sur la décomplétion
des topos rig-étales

Soit (I,<) un ensemble ordonné cofiltrant et (X;);c; un systéme projectif de
schémas formels admissibles quasicompacts, dont les morphismes de transition
sont affines. On note X, = lim X,.

iel

Théoreme IV.6.7. Les familles couvrantes de (Xo0)e—rig-¢t sont les familles
(e — "),

possédant une sous-famille finie induisant une surjection au niveau des espaces de
Zariski-Riemann. De plus, il y a une équivalence de topos

(Boo) e —rig-et = lim (%4) igeet
iel

Démonstration. Le site fibré ¢ — (X;)rig-¢¢ satisfait aux hypotheses de la section
8.3.1 de [15]. On en déduit, d’apres la proposition 8.3.6 de [15], que l'on a une
prétopologie explicite sur le site lim (X;)rig-¢t, obtenue a partir des prétopologies
el

sur les (X;)rig-6t, lorsque 7 varie.

SiY e 1£>n (%5)rig-¢t pour cette prétopologie, Cov(Y") consiste en les familles

i€l

finies de morpiismes dans lim (X;)ug-6t, isomorphes dans lim (X;)rigst & une
famille finie de morphismes dans un (X;)rig.¢s qui forme un recouvrement dans le
site (%i)rig_ét.

Les familles couvrantes de la topologie de En (f{i)rig_ét sont donc les familles

i€l
de morphismes dans lim (X;)rig-¢t possédant ufle sous-famille finie isomorphe &
el

une famille finie couvrante d'un (X;)yig-¢t, pour un ¢ € I.

Par exemple, pour i € I, une famille finie de morphismes dans (X;)rig-¢t,
(Us — Y)a, devient couvrante dans lim (X;)rig-¢t ssi il existe j > ¢ tel que la

el

famille tirée en arriere (U, X xris x;ig —Y X s f{;ig)a devienne couvrante dans
(xj )rig-ét-

Rappelons que I'on note Exriz la catégorie sous-jacente au site Xg_rigs¢- 11y
a un foncteur pleinement fidele

u: lim 5x;ig — lim (}:i)rig_ét
—_— % —_—

i€l icl
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auquel on peut appliquer le théoreme IV.6.1 et le corollaire IV.6.2. Soit 7 la

topologie induite sur lim &€,is par u, et la topologie précédente sur lim (X;)rig-st-
3 il

D’apres le corollaire IV.6.2 et la description précédente des familles couvrantes

de lim (X%;)rig-¢t, on a une description concrete des familles couvrantes du site
iel
(lim Epmie, 7). Il s’agit maintenant de vérifier que via I'équivalence de catégories
iel
du théoreme IV.5.9
lim &g = gxroiog

—_—

iel
les familles couvrantes se correspondent. Mais cela résulte de la proposition qui
suit. ]

Proposition IV.6.8. Soit i € I et (U, — Y), une famille finie de morphismes
dans Exis. Supposons que la famille

(Ua Xxx:ig xgog — Y X}:xjig %Z:Og)a
i i
induise une surjection au niveau des espaces de Zariski-Riemann

H |U0t X yrig xf)log| - |Y X yrig :{Eogl
«

1l existe alors j > 1 tel que

H |Ua xxx:ig x;lg| — |Y xxx:ig x;lg|
[e3%

soit surjectif.
Démonstration. On a
_oxrigl — 3 . xtis
Y X gris xX08| = lim Y X gris X |
Jj=>i

(utiliser la description des espaces de Zariski-Riemann en termes de points a va-
leurs dans des anneaux de valuation rigides). Soit

Vi >, it |V X s x5 — [Y]et f: [[IUal — [V

Par hypothese, U Im ¢;; C Im f. Le morphisme [[ U, — Y étant rig-étale,
Jj=i

Im f est ouvert quasicompact. De plus, Vj, Im v;; est pro-constructible. On con-

clut, comme dans la démonstration de la proposition IV.3.3, que

HjZi,ImU)jiCImf O
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Corollaire 1V.6.9. Le topos limite projective lim (%i)rig-ét ne dépend que de X .
iel
De plus, si A est un anneau, il y a un isomorphisme canonique

11_11} RT((X)rig-et, A) ~ RT'((Xo0)g—rig-ét, A)
icl

dans DY (A — Mod): la limite inductive de la cohomologie étale de la fibre générique
des X; ne dépend que X .

Démonstration. L’assertion concernant la cohomologie résulte du théoreme 8.7.3
de [15], dont les hypotheses sont vérifiées grace aux propriétés de cohérence des
topos rigides étales usuels. O

Corollaire 1V.6.10. Soit X un schéma formel m-adique sans m-torsion quasicom-
pact. La famille de morphismes (mgg — erig)a dans Xg_rig-¢t est couvrante ssi
on peut en extraire une famille finie induisant une surjection au niveau des espaces
de Zariski-Riemann.

Démonstration. Si X est affine, il est facile de vérifier qu’il s’écrit comme limite
projective cofiltrante de schémas formels affines topologiquement de type fini sur
Spf(Ok ). Dans ce cas-1a, le résultat est donc une conséquence du théoreme IV.6.7.
Pour X général, soit (84;)ic; un recouvrement affine fini de X. La famille (4
X'i8);c; forme une famille couvrante de 1'objet final de Xe_rig-¢t- Une famille
(Trs — Prie), dans Xe_yiger est donc couvrante ssi Vi € I (T X yuig ilzr-ig)a
Iest. On est donc ramené au cas affine, car ’application

—

TT190 xne 1072 — |27

il
est surjective. O

Remarque IV.6.11. L’auteur de cet article met son lecteur au défi de trouver une
démonstration du corollaire précédent sans passer par la théorie des espaces rigides
des schémas formels topologiquement de type fini sur Spf(O ).

IV.7 Le topos rig-étale d’'un schéma formel m-adique
non-quasicompact

IV.7.1 Le topos

Soit X un schéma formel m-adique sans m-torsion non nécessairement quasicom-
pact (mais toujours quasi-séparé). On fera de plus I'hypothese de “paracompacité”
suivante: X peut s’écrire X = U;c1U;, ou les U; sont quasicompacts et pour tout i,
{j el | Uj NU; 75 @} est fini.
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On note &% la catégorie des morphismes ) — X qui peuvent s’écrire sous
la forme
9 Lo x
ou 4 est un ouvert quasicompact de X et f est de type (£). On appellera les
morphismes 9 — X dans Ex les morphismes de type (£).

Lemme IV.7.1. Soit ) — U un morphisme de type (£) vers un ouvert quasi-
compact de X et U un ouvert quasicompact de X contenant L. Alors le composé
Y — U — Y est de type ().

Démonstration. Utiliser le lemme IV.1.30. O
On vérifie alors que £x est équivalente a
lim 5u

—

Ucx
U quasicompact

limite inductive sur les ouverts quasicompacts de X des morphismes de type (&)
au-dessus d’un tel ouvert.

Plus généralement si Exrig désigne la catégorie Ex localisée relativement aux
éclatements formels admissibles alors

gxrig ~ hm gurig
—_—

Hucx

il quasicompact

Définition IV.7.2. On note Xg_,ig¢t le site dont la catégorie sous-jacente est Exriz
et dont la topologie est engendrée par les familles finies de morphismes surjectives
au niveau des espaces de Zariski-Riemann.

Si (Vo — D)o est une famille de morphismes dans Exig et si le morphisme
structurel "' — X8 se factorise par 'ouvert quasicompact 4 C X, il en est de
méme des V78 — X8, De cela et du corollaire IV.6.10 on déduit le lemme qui
suit.

Lemme IV.7.3. Une famille de morphismes dans Xg¢_,ig-sr est couvrante ssi il
existe une sous-famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann.

De 1a on déduit aisément.

Proposition IV.7.4~. Le topos (%rig)g_rig_ét s’identifie au topos des systémes de
faisceaux Fy € ﬂg_rig_ét, ot Y parcourt les ouverts quasicompacts de X munis

d’isomorphismes Fy g = Fy pour 8 C V, satisfaisant auzx conditions de compa-
tibilité (cocyle) naturelles.
Si (;)ier est un recouvrement de X par des ouverts quasicompacts, alors le

topos (%rig);_rig_ét s’identifie au topos recollé des (ilr-ig);_rig_ét le long des 4; N4L;,

K3
1,7 € 1, i.e., aux objets cartésiens du topos total du diagramme

IL ;NN ‘uk);—rig-ét —=< [[, ;&N ‘uj)g—rig—ét — Hi(ui)g—rig—ét
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IV.7.2 Cycles évanescents

Notons |X|4c le site des ouverts quasicompacts de X. Tout ouvert quasicompact 4
de X définit un ouvert U8 € X¢_,ig¢¢. On vérifie que ce foncteur est continu, i.e.,
qu’il définit un foncteur de spécialisation

P Xe_riger — [Xlge = [X] = [Xred]

en posant (sp.F)(Y) = F(U®). De plus, si f : Y — X est de type (£), alors Im f
est un ouvert quasicompact de X. Ainsi sp, a pour adjoint a gauche le foncteur
sp* tel que pour F, sp*F soit le faisceau associé au préfaisceau qui a 2)'# associe
FIm(Y — X%)). SiF € A — %;_rig_ét, alors pour ¢ > 0, Risp,F est le faisceau
associé au préfaisceau qui & U quasicompact associe H?(Hhe _rig-ct, F)-

IV.7.3 Cohomologie a support compact

On définit ici la cohomologie & support compact de X*%. On prendra garde que la
définition donnée bien que suffisante pour nos besoins n’est pas la bonne en général.
Par exemple, pour les schémas formels admissibles, ce n’est la bonne définition que
pour ceux dont les composantes irréductibles de la fibre spéciale sont propres, par
exemple le schéma formel de Deligne-Drinfeld €.

Définition IV.7.5. Soit F € X; 54 On note I'i(Xe riger, F) les sections de

I'(xve F) = lim I'(Urie, F), dont le support est quasicompact, i.e., con-
U qua‘si:)mpact

tenu dans un ouvert quasicompact de |X|.

Il y a un foncteur analogue I'i(|%|, —) sur le topos Zariski de X et on a une
factorisation
F!(x£—rig—éta _) == F‘(|’%|7 _) O 8P«

et donc RT\(Xg_rig-st, —) = RIW(|X|, —) o Rspx.

IV.8 Le formalisme des faisceaux équivariants lisses

IV.8.1 Hypotheses

Soit G un groupe topologique possédant un sous-groupe ouvert profini. Soit A un
anneau.

Soit R une catégorie et X un objet de R, ou plus généralement de ﬁ, la
catégorie des préfaisceaux sur R, muni d’une action du groupe “abstrait” G, G —
Aut(X).

On suppose donnés une sous-catégorie pleine C de la catégorie R/X, des
morphismes vers X et une topologie sur C faisant donc de C un site. On supposera
également que tout objet de C est quasicompact. On suppose de plus que Vg € G
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et (U — X) € C, le produit cartésien du diagramme U , qui existe dans

XX
—1
R (cest le composé U — X — X)), est dans C. On notera g~ (U) ce produit
cartésien. On suppose que U +— g~ 1(U) transforme familles couvrantes en familles
couvrantes et définit donc un isomorphisme du site C dans lui méme. Ainsi, il
y a une “action” de G sur le site C. On notera (g*,g.) le morphisme de topos
associé, ou g*F(U) = F(g(U)). On a des identifications canoniques Vg, g¢" € G,
(99")* = g"*g*. Nous ferons ’hypotheése suivante:

Hypothéses de continuité: Pour tout (U — X) € C et tout sous-groupe compact
ouwvert K de G, notons Rel(K,U) les relévements de Uaction de K sur X a U,
c’est-a-dire les (Br)kex tels que pour tout k € K

Bk
Rk
k
s

<
<

Br o Brr = Brrr et Be = 1d.

On suppose alors donné, pour tout (U — X) € C, un germe de relévements
a U de laction de G sur un sous-groupe compact ouvert, c’est-a-dire un élément de
lim Rel(K,U). Si K est un sous-groupe compact ouvert les éléments de Rel(K,U)

dolflt le germe associé est €gal a celui fixé pour U seront appelés les relévements
CanoONLqUESs.

On suppose de plus que si f : U — V est un morphisme dans C, alors il
est compatible a de tels relévements sur un sous-groupe ouvert suffisamment petit,
c’est-a-dire si (Bi)rex est un relévement canonique de laction a U et (8),)kek
un relévement canonique oV, il existe alors un sous-groupe ouvert K" ¢ K N K’
tel que Vk € K", fopBy =00 f.

IV.8.2 (-faisceaux lisses

Rappelons que, par définition, un G-faisceau (resp. préfaisceau) sur C est un fais-

-~

ceau F € C (resp. préfaisceau F € C) muni d’isomorphismes
VgeG, ¢g: g"F — F

vérifiant la condition de cocyle Vg, g' € G, cg 0 g™ cy = cqqr.

Si F est un G-faisceau (resp. préfaisceau), U € C, K est un sous-groupe
compact ouvert muni d’un relevement canonique de l’action de K a U, via ce
relevement

Vke K, (K*F)(U)=FkU))=FU)



IV.8. Le formalisme des faisceaux équivariants lisses 261

et donc K agit sur F(U). Pour tout U € C, F(U) est donc muni d’'un germe
d’action d’un sous-groupe compact ouvert de G. De plus, si V — U est un
morphisme dans C, I'application de restriction F(U) — F(V) est K-équivariante
pour K compact ouvert suffisamment petit.

Définition IV.8.1. Un G-faisceau (resp. préfaisceau) F sera dit lisse! si VU € C,
Paction sur F(U) d’un relevement canonique de ’action sur un sous-groupe ouvert
suffisamment petit est lisse, i.e., le stabilisateur de tout élément est un sous-groupe
ouvert.

Définition IV.8.2. On note 5/Gdisc7 resp. 5/G, la catégorie des G-faisceaux, resp.

des G-faisceaux lisses. On note A — 5/Gdisc, resp. A — 5/G, les catégories de
faisceaux de A-modules associées.

La notation précédente est cohérente au sens ot1 si G désigne G muni de la
topologie discrete, alors les GU5°-faisceaux lisses sont exactement les G-faisceaux.

Exemple IV.8.3. Si 'action de G sur X est triviale, A — (fZV/GdiSC s’identifie & la
catégorie A[G] — C des faisceaux de A[G]-modules et A —C/G & celle des faisceaux
de G-modules lisses a coefficients dans A. Lorsque R est la catégorie a un seul
élément et un seul morphisme, on retrouve les G-modules lisses utilisés dans la
théorie des représentations des groupes p-adiques ou en cohomologie galoisienne.

IV.8.3 Les différentes opérations reliant G-faisceaux,
(G-faisceaux lisses et faisceaux

On notera
5/G(—l>. 5/Gdisc

DN

les foncteurs évidents ou k et j sont 'oubli de 'action de G et i est le plongement
tautologique. On notera de la méme facon le diagramme associé pour les faisceaux
de A-modules.

IV.8.3.1 Faisceau associé a un préfaisceau Bien stir, si F est un G-préfaisceau le
faisceau associé est naturellement un G-faisceau.

Lemme IV.8.4. Le faisceau associé a un G-préfaisceau lisse est un G-faisceau lisse.

LCertains préféreront la terminologie G-faisceau discret au lieu de lisse. L’auteur a préféré utiliser
le mot lisse provenant de la théorie des représentations des groupes p-adiques, le terme discret
pour un faisceau ayant la connotation “somme de faisceaux gratte-ciel”. Bien siir, le probleme
engendré est que le terme de faisceau lisse existe déja en géométrie algébrique, mais il y a peu
de risques de confusion.
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Démonstration. Par définition (cf. SGA4 exposé IT section 3), le faisceau associé a
F est L(LF), ou 'opération F +— LF est

LFU)= lim Hom(R,F)
ReJ(U)

ou J(U) désigne 'ensemble des cribles couvrants de U. Mais U étant quasicompact
I’ensemble des cribles engendrés par des familles couvrantes finies est cofinal dans
J(X). La limite inductive précédente peut donc se calculer sur ces cribles-la. Or
si le crible R est engendré par la famille finie (V, — U),, alors

Hom(R, F) C [[ F(Va)

et, étant donné (sq)a € [[, F(Va), il existe un sous-groupe ouvert agissant trivia-
lement sur tous les s. O

Exemple IV.8.5. Sous I’hypotheése du lemme précédent, le faisceau constant A est
lisse.

Il est clair que la catégorie A — C /GYs¢ est abélienne et que le foncteur
j:A—C/GI¢ — A —C est exact, i.e., les noyaux et conoyaux de morphismes de

G-faisceaux sont les noyaux et conoyaux des morphismes de faisceaux sous-jacents
y y
qui sont naturellement munis d’une structure de G-faisceau.

Corollaire IV.8.6. La catégorie A — 5/G des G-faisceaur de A-modules lisses est
une sous-catégorie abélienne de A — C/GY¢, la catégorie des G-faisceaur de A-
modules.

Démonstration. 11 est clair quun sous-G-faisceau d'un G-faisceau lisse est lisse et
que donc les noyaux de morphismes dans C/G%5 entre deux G-faisceaux lisses
sont lisses. Pour les conoyaux il suffit d’appliquer le lemme précédent. O

1V.8.3.2 Inductions brutales. Soit F un faisceau. On note

mdfF=][[gF, mdF=EgF
9€eG geG

les G-faisceaux munis de 'action de G par permutations (la somme directe dé-
finissant ind F est prise dans la catégorie des faisceaux, c’est le faisceau associé

Ind .
au préfaisceau somme directe). Cela définit des foncteurs ¢ —= /G . Ils
ind

forment avec j un triplet de foncteurs adjoints

VF €C, VG € C/GY, Homs(jG,F) =~ Homg (G, Ind F)
Homg(7,jG) ~ Homg) g (ind 7, G)

Z
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Il en est de méme avec les faisceaux de A-modules. En particulier, on déduit de ces
adjonctions que Ind et j transforment faisceaux injectifs de A-modules en faisceaux
injectifs. De plus, Ind est exact & gauche (mais pas exact en général). De cela on
déduit que la catégorie abélienne A—C /GYs¢ possede suffisamment d’injectifs (bien
stir, le lecteur avisé sait que (C/G4s¢, A) est un topos annelé et que donc A—C/Gdise
possede suffisamment d’injectifs, mais Ind permet de construire explicitement de

tels objets injectifs & partir de ceux de C).
IV.8.3.3 Lissification. Soit F € 5/Gdisc. On note F*° le préfaisceau
U —— {sections lisses de F(U)}

dont on vérifie facilement, en utilisant I’hypothese de quasicompacité des objets
de C, que c’est un faisceau. Cela définit un foncteur

(_)oo : 5/Gdisc N 5/G
adjoint a droite au foncteur ¢
VF € C/G, ¥G € C/G™, Homg g (iF, G) =~ Homg ,(F,G)
De cela on déduit que pour les faisceaux de A-modules, (—)°° transforme les in-

jectifs en injectifs et est exact a gauche. On en déduit le lemme suivant.

Lemme IV.8.7. La catégorie abélienne A — 5/G possede suffisamment d’injectifs.

En résumé, il y a un diagramme

(=)=
/_\
5/G(—l> 5/Gdisc

wl
N

Remarque IV.8.8. Le foncteur composé (—)>° oInd permet donc de construire suf-
fisamment d’injectifs dans A — C, /G. Néanmoins, en général, 'image par k d’un tel
objet injectif n’est pas un faisceau injectif. Cependant, ils vérifient certaines pro-
priétés d’acyclicité (cf. section IV.8.5 et la remarque IV.9.23 de la section 1V.9.6).

IV.8.3.4 Induction/restriction. Soit F' € C un préfaisceau. Rappelons (SGA4
exposé III, section 5) que 'on a un site C/F dont la topologie est induite par
celle de C via le foncteur canonique C/F — C. Rappelons également que C, /F
'identifie & (C/F) " et & C/aF, ot aF désigne le faisceau associé au préfaisceau F
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(ces identifications sont des équivalences de topos et non des isomorphismes). Il y
a un triplet de foncteurs adjoints

-
C/F=(C/F) =—"—C

M

ou j* est le foncteur de restriction aux objets au-dessus de F' et jiF est le faisceau
associé au préfaisceau
U+— lim F(U,m)
mg(U)

Soit maintenant K un sous-groupe compact ouvert de G et F € C/K9s¢ un
K-préfaisceau, i.e., 'action de K sur X s’étend en une action sur F via F' — X.
Supposons, de plus, que ce relevement de ’action soit “canonique” au sens tout
simplement ott F' est un K-préfaisceau lisse, F' € C/K. On prendra par exemple
U € C, un sous-groupe compact ouvert K, un relevement “canonique” de l'action
de K a U et F = hy, le préfaisceau représenté par U. Alors, le site C/F vérifie
les mémes hypotheses que celles faites sur C. Plus précisément, pour tout k € K
I'action F' = k,F sur F induit des isomorphismes F(U) — F(k=1(U)) et donc
un isomorphisme de sites

k~':C/F —C/F

Lorsque k varie, ceux-ci se composent naturellement. De plus, tout U — F
(i.e., un élément de F(U)) est muni d’un germe de reléevement de l’action sur un
sous-groupe ouvert suffisamment petit (utiliser la lissité de F'). Ces germes de
relevement sont compatibles aux morphismes dans C/F'.

On peut donc définir la catégorie (C/F)/K des K-faisceaux lisses dans C/F.
On vérifie qu’il y a des identifications

—_~

(C/F)/K = (C/K)/F = (C/K)/aF,

i.e., les K-faisceaux lisses dans (%‘ s’identifient aux K-faisceaux lisses au-dessus
de F' ou aF'. Il y a alors un triplet de foncteurs adjoints

o JK

(C/F)/K ~—ii—C/G

IK!

N

ou

o Le foncteur jj est le foncteur de restriction du faisceau aux objets au-dessus
de F' et de l'action de G & K.
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—_—~

o Le foncteur jg est celui qui & F € (C/F)/K associe

Doir

geN

ou ) désigne un ensemble de représentants dans G de K'\G, dont on vérifie
aisément qu’il est muni d’une action lisse de G par “permutations” des
éléments de (.

o0
e Le foncteur ji. associe a F le G-faisceau lisse (quQ g*j*]-“) , ou ) est
comme précédemment.

Définition IV.8.9. On notera

Jr(=) = RGSX/G(—) la restriction,

F/K
jxi(=) = c—ind‘;(//g(—) I'induction compacte et
Jis = Ind‘;f//IG{(—) I'induite lisse.

On a les formules usuelles de réciprocité de Frobenius qui traduisent les
adjonctions entre nos trois foncteurs

Homg (c—indX/G

G
F/K]:,g) ~ Hom(c/p)~/K(}",ResX/ g)

F/K

x/G X/G
Homg/G(g,IndF;K}') o Hom(c/p)~/K(ResF//Kg,.7:)

et les propriétés de transitivité usuelles.

Le triplet de foncteurs adjoints précédent implique en particulier que Indﬁ//g
et Res;(//g envoient les injectifs sur des injectifs.
Exemple IV.8.10. Considérons les faisceaux de A-modules. Les G-faisceaux lisses
c—ind)U(;g (A), pour U dans C et K agissant sur U relevant canoniquement l’action
de G sur X, vérifient

. X/G
Hom(c—lndU//K(A), F) =~ f(U)K
Ainsi, si F est lisse, F(U) = lim F(U)X et donc les objets c—ind[)](;g (A) forment
K ~

un systeme de générateurs de la catégorie abélienne A — C/G.

Exemple IV.8.11. Soit (U; — Y);ecs une famille finie de morphismes dans C, I =
{i1, ..., in}. On vérifie aisément que le produit fibré F' = hy, Xpy X - Xpy by, €
C est naturellement un K -préfaisceau lisse pour K compact ouvert suffisamment

petit. Alors c—Ind‘;(//gA vérifie

Hom(c-Ind;f;gA, F) ~ Homg(F, F)*
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IV.8.4 Les G-faisceaux lisses forment un topos
Proposition IV.8.12. La catégorie des G-faisceauz lisses 5/G est un topos.

Démonstration. On applique le critere de Giraud (théoreme 1.2 de 'exposé IV de
SGA4). L’existence de limites projectives finies ne pose pas de probleme puisque les
limites projectives finies de G-faisceaux lisses dans la catégorie des faisceaux sont
encore des G-faisceaux lisses. L’existence de sommes directes quelconques ainsi
que de quotients par les relations d’équivalence est une conséquence du lemme
IV.8.4. L’existence d’une petite famille génératrice se déduit des résultats de la

. L . . . .G/X . .
sous-section précédente: les faisceaux lisses c-mdU; x € olt e est I'objet final du

toposN(C J/U)/K, forment un systéme de générateurs de C, /G, puisque pour tout
FecC/G
Hom(c—ind‘g;ge, F)=FU)X

et F(U) = lim F(U)K. 0
K

Remarque IV.8.13. Le topos 5/G est annelé par A. On en déduit donc, d’une
autre fagon, que la catégorie A — C/G possede suffisamment d’injectifs.

Remarque IV.8.14. Les limites projectives quelconques, non-finies, dans le topos

C/G se calculent de la fagon suivante: lim F; dans C/G est égal & (lim F;)>, la
icl il

partie lisse de la limite projective des faisceaux usuels.

IV.8.5 Le théoreme d’acyclicité
IV.8.5.1 Un cas simple

Théoréme IV.8.15. Supposons que les produits fibrés existent dans C_et que donc
la topologie du site C soit définie par une prétopologie. Soit F € A —C un faisceau
ingectif de A-modules. Alors, le faisceau sous-jacent dans C a (Ind .7-')00 € C/G est
acyclique sur tout_objet de C. En particulier, le faisceau sous-jacent a tout objet
injectif dans A — C/G est C-acyclique.

Démonstration. 11 y a un isomorphisme de faisceaux et méme de préfaisceaux
(utiliser que tout objet de C est quasicompact)

lim H g*F = (Ind .7:)00
K 9€Qk
ou pour tout K, Qx est un ensemble de représentants dans G de G/ K. Maintenant,

siU € C et (Vo — U)aca est une famille couvrante finie pour tout a1, ..., ap € A4,
le produit fibré Vi, xy - -+ xy V4, existe dans C et est en particulier quasicompact.



IV.8. Le formalisme des faisceaux équivariants lisses 267

De cela on déduit que pour un tel recouvrement U, (G;); un systéme inductif
filtrant de faisceaux et g > 0,

HYU, lim G;) = lim HYU,G;)

2 2

Dongc, si pour tout i le faisceau G; est injectif, on en déduit que lim G; est Cech-

i
acyclique pour tout recouvrement fini tel que précédemment, donc C-acyclique.

On conclut, car ngQK g*F est injectif. 0

IV.8.5.2 Compléments sur la cohomologie de Cech. Dans cette sous-section, on
oublie momentanément les notations précédentes. On reprend ici le formalisme du
complexe de Chech développé dans I'exposé V de SGA4, dans le cas d’un recou-
vrement (U; — X); pour lequel les produits fibrés U;, xx -+ X x Ui, n’existent
pas.

Soit donc C une catégorie, A un anneau et (U; — X); une famille finie de

morphismes dans C. On note R € C le crible de X engendré par cette famille. Il y
a un couple de foncteurs adjoints

(ju,j*) . H@/Ui —>5/R

icl

On note A € C, /R le préfaisceau constant.

A un tel couple de foncteurs adjoints est associé un complexe simplicial de
A-modules (cf. [21] chapitre I section 1.5), D*

—_—

—_—
DP > Dp+1 . DO

DP = (jij*)o---0(jij") A

—p+1 fois

dont les fleches simpliciales sont données par les applications d’adjonction. De
plus, ce complexe est augmenté vers A, D®* — A.

Lemme IV.8.16. D* — A est une résolution projective de A dans (?/R

Démonstration. La famille (U; — R);c; étant épimorphique vers I'objet final de
C /R, il suffit de montrer que j*D®* — j*A est une résolution. Mais, le complexe
[j*D* — j*A] est homotope & zéro (cf. [21] chapitre I section 1.5). Les DP sont
projectifs car ji et j*, possédant tous deux un adjoint & droite, envoient projectifs
sur projectifs. O

Sik: 5/R — 5, AR = k1A, on obtient donc une résolution projective

[O. I AR] = /Q![D. I A]
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On a concretement en notant Vii,...,4, € I,
AhUh XR"'XRhU,iP = 511\ ou ¢ : C'/hUi1 XR* " XR hUip —C

ou comme d’habitude hy désigne le préfaisceau représenté par Y, ce qui peut
encore se réécrire

AhUi1 XgXphy; T Aqul ®AR " DAg AUrip

—p+1 _
CP = D A e,

01,...,0p €]
Si F e A—C estun préfaisceau de A-modules, on peut donc calculer
Vg >0, HYR,F)=Ext}(Agr,F)= H?Homx(C*, F))

ou HY(R,—) désigne la cohomologie dans le topos C.

Supposons maintenant que C est un site et soit F € A — C un faisceau de
A-modules. Supposons de plus que le crible R de X soit couvrant. On note, comme
dans l'exposé V de SGA4, H’:C — Cle plongement canonique. On a alors

HY(R,H"(F)) = HY(Hom(C*,H"(F))) = H!(Hom(aC*, F))

ot aC'*® est le complexe de faisceaux associé au complexe de préfaisceaux C°. Ce
complexe se calcule comme précédemment en remplagant C par C, les catégories
C/(—) par C/(—) et les foncteurs (ji,5*) par leurs analogues faisceautiques.

Rappelons que si F' € C alors C / F=C / aF. Etant donné que aR = X, on
en déduit que

e @ - D Mg
aC - - AhUil Xhy Xhy hUip - AU'il g{ g{ AUip

i1,...,0p €] i1,..,0p €l

IV.8.5.3 Le théoréme d’acyclicité en général. On reprend maintenant les hy-
potheses des sections antérieures.

Hypothese supplémentaire: On suppose que si (U; — Y );er est une famille cou-
vrante finie, alors Vp, Vi, ..., i, € I, le préfaisceau hy, Xpy -+ Xpy hUip est
quasicompact dans C muni de la topologie définie dans la section 5 de ’exposé IT
de SGA/. Cette derniére condition, vérifiée par exemple si la topologie sur C est
induite par une prétopologie, signifie qu’il existe une famille finie (Vo, — hu, Xy

“Xny hu,,)as 0t Vo € C, telle que VF € C, Hom(hy,, Xny «++ Xny hu, , F) —

[T F(Va).

L’hypotheése compliquée précédente vient de ce que lorsqu’on va appliquer
notre formalisme au site X¢_rig.¢, les morphismes dans ce site ne sont pas quar-
rables en général. Par contre, pour les espaces analytiques rigides usuels, cette
hypothese est automatique puisque la topologie est associée a une prétopologie.
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Théoréme IV.8.17. Sous les hypothéses précédentes, si F € A — 5/G est un G-
faisceau lisse de A-modules injectifs, alors le faisceau sous-jacent de A-modules est
C-acyclique.

Démonstration. Soit (U; — Y );e; une famille couvrante finie dans C. Soit R le
crible de Y engendré par cette famille. D’apres la proposition 4.3 de ’exposé V de
SGA4, on doit montrer que

Vg >0, HY(R,H*(F)) =0
Utilisons les résultats et notations de la sous-section précédente pour écrire
HY(R,H°(F)) = H'(Hom, 5(aC*®,F))
ot aCPH = P

hu,, Xnhx = Xnx hu,, € C. Considérons des sous-groupes compacts ouverts K
suffisamment petits tels que 'action de K sur X s’étende a chacun des U; et donc
“canoniquement” & F. Un tel sous-groupe K agit sur

. Soit donc %1,...,7, € I et F =

i1, ip €T AhUi1 Xhx " Xnxhu,

F(F) =Hom, s(Ap,F)
Il y a une application injective

lim F(F)K < F(F)
K

Cette application est bijective, car si (V,, — F), est une famille finie comme
dans les hypotheses de cette section, alors F(F) — [[, F(Va) et Va F(V,) =
Ux F(Va)¥. Donc
Hom(aC*®, F) = lim Hom(aC*®, F)K
K

La limite inductive étant filtrante, il suffit de montrer que VK suffisamment petit,
Hom(aC*®, F)X est acyclique en degré > 0.
Soit donc K petit. On a un couple de foncteurs adjoints comme dans la

section IV.8.3.4 5 _
Grnix) - ] (€/U)/K)  — C/G
iel

d’ou une résolution dans A — C/G

N®* — A
) oL o . X/G
NP = (jriji) oo (k) = €D C'mdhrilth"'xhx"Uip/KA
i1,...,0p €L

p— fois
et Hom, s(aC® F)¥ = HomA_g/G(N',}'). D’oti le résultat. O
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Remarque IV.8.18. On aurait également pu appliquer la méthode de la preuve
du théoreme IV.8.15, qui consiste a vérifie que (Ind .7-')00 est C-acyclique si F
est injectif. Cela se rameéne a montrer qu'une limite inductive filtrante d’objets
C-acycliques est C-acyclique. Il suffit pour cela de vérifier que pour une famille
couvrante finie dans C, la cohomologie de Cech associée commute aux limites
inductives filtrantes, ce qui est le cas grace a I’hypothese de quasi-compacité des
produits faite au début de cette sous-section.

IV.8.5.4 Cohomologie des G-faisceaux lisses. Du théoreme précédent on déduit.

Corollaire IV.8.19. Soit U un objet de C, K un sous-groupe ouvert de G tel que
Paction de K sur U se reléve “canoniquement”. AlorsVg>0,VFeC/G, HY(U,F)
est un K-module lisse. On a, de plus,

_ . q . .X/G
HYU,F)= lim Extg/G(c — indg;) 0, F).
K

On peut définir un complexe de cohomologie K -équivariant lisse dans la catégorie
dérivée des complexes de A-modules munis d’une action lisse de G, complexe qui
calcule le compleze de cohomologie usuelle dans DT (A) aprés oubli de Uaction de G.

IV.8.6 Faisceaux lisses sur une tour formée par un pro-torseur

Soit C un site.
Soit G un groupe fini et Y -~ X un G-torseur au-dessus de X dans C. Rappelons
qu’il y a une équivalence

Faisceaux sur X —— Faisceaux G — équivariants sur Y’
F — p'F

ou G-équivariant signifie une action compatible a celle de G sur Y (ce que les
adeptes des champs notent [G\Y] = X). L’équivalence inverse est donnée par

G— (p.G)°

Le but de cette section est de généraliser cela aux pro-torseurs sous un groupe
profini.

Exemple IV.8.20. Avant de nous lancer, expliquons ce que 'on veut faire dans
un cas particulierement simple. Soit k un corps de cléture séparable k et X un k-
schéma de type fini. Le topos étale de X3 s’identifie a la limite projective des topos
étales X1, ol L|k parcourt les extensions galoisiennes de degré fini. En effet, le site
étale de Xy s’identifie & la limite inductive des sites X, L|k galois finie, au sens
ol les Xz-schémas étales (quasicompacts) sont les germes de Xp-schémas étales
lorsque L varie, et un morphisme de germe est couvrant en un niveau suffisamment
grand ssi il le devient sur Xt. Les faisceaux étales sur X s’identifient alors, via
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p* ot p: Xz — X, aux faisceaux étales sur X7 munis d'une action de Gal(k|k)
compatible & celle de Gal(k|k) sur X%, qui est discrete, au sens ol les sections sur
un schéma étale quasicompact ont un stabilisateur ouvert. La condition est une
condition de continuité sur la donnée de descente relativement au pro-Gal(k|k)-
torseur Xz — X.

Soit donc G un groupe profini et (G;);>o une famille décroissante de sous-
groupes ouverts distingués dans G telle que (,~, Gi = {e} et Go = G. Supposons-
nous donnée une tour dans C

X — Xy — - — X

ou I'on notera Vi > j, ¢;; : X; — X;. Supposons que cette tour est munie d’une
action de G, au sens ou Vi, G/G; agit sur X; et Vi > j, le morphisme X; — X;
est compatible & ces actions, via G/G; - G/G;.
Supposons de plus que Vi, Paction de G/G; sur X; fasse de X; un G/G;-
torseur au-dessus de Xy (et donc Vi > j, X; — X est un G;/Gj-torseur).
Considérons le systéme projectif de topos

. —>5/Xi_,_1 —>5/X1 — —>C~/X0

ot rappelons que les topos C, /U; s’identifient aux (C/U;) . La limite projective de

ce systeme Too = lim (C/X;) est la catégorie des systemes (Fi)izo, Fi € C/ X,
>0

munis d’isomorphismes Vi > 7, ¢;; 1 @i+ F; = Fj, vérifiant une condition de

cocyle.

Il y a une “action” de G sur 7, au sens ou pour tout g € G, il y a une
équivalence de topos ay : 7oo — 7o, définie par

ag=(9"9:), ou g "((Fi)i,(ci)iz;) = (9" Fi)is (97 (cij))ij),

vérifiant Vg, ¢’ € G, il y a une transformation naturelle agyr — arg 0 vy satisfai-
sant a une condition de cocyle naturelle. On peut donc définir

G- T

la catégorie des G-objets dans 7o, comme étant les A € 7, munis d’isomorphismes
Vg € G, g*A == A, satisfaisant & une condition de cocyle. On vérifie qu’en fait
G- T — lim (C/X;)/Ge
i>0

On remarquera qu’il faudra faire attention & ne pas prendre (C/X;)/(G/G;)ds¢,

—~—

mais bien (C/X;)/GY, et que (C/X;)/GY¢ est, par définition, la catégorie des
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faisceaux G-équivariants au-dessus de X;, au sens ou l'action est compatible a
Paction de G sur X;, via G — G/G;; en particulier, le faisceau sous-jacent & un

objet de (C/X;)/GY est muni d’une action “abstraite” de G;.

Pour tout ¢ > 0, 'objet X; muni de son action de G via G — G/G;, vérifie
les hypotheses de la section IV.8.1, puisque G; agit trivialement sur X;. On peut
donc définir (C /Xi)/G la catégorie des G-faisceaux lisses. Un F € (C /X;) /G

est lisse ssi le faisceau muni d’une action de Gj, Res§ ;g F, Dest.

Lemme IV.8.21. Soit (F;)i>0 € G—Too, 0u Vi F; € (C/Xi)/GdiSC, Sont équivalents
o Vi, F; est lisse

o Fy est lisse.

Démonstration. Supposons Fy lisse. On a un isomorphisme Vi, Fo — ©0+F;.
Donc, si K C G;, K agissant trivialement sur Uj,

}—({(L%o*(}_iK)

(puisque ;0. est le foncteur image directe d’un morphisme de topos, il commute
aux limites projectives quelconques et donc aux invariants sous K). Le faisceau
F; est lisse ssi

a: lim fiKM.ﬁ

KCG;

est un isomorphisme. Il y a un diagramme

im FE o lim 00.(FK) = gio.(lim FK)
K K K

\ l‘piO* (O‘)

fO—_>'SDiO*fi

(ol ;0. commute aux limites inductives, car X; — X étant un torseur sous un
groupe fini, ;o«“ = @ior “ est adjoint a gauche de ¢}, “ = golio “). Donc @ip« () est
un isomorphisme, ce qui implique que « en est un, puisque @;g est couvrant. [

Par définition, on notera (G — 7)o les systeémes projectifs de faisceaux
satisfaisant aux hypotheses du lemme précédent.

Théoreme IV.8.22. Supposons que tout objet de C est quasicompact. Il y a alors
une équivalence de catégories entre (G—Ty) oo, les faisceaux en niveau infini munis
d’une action lisse de G compatible & Uaction sur la tour, et (C/Xo) , les faisceaux
sur la base de la tour.

Démonstration. Soit (F;)i>o un objet de (G — 7)o, OU Vi, F; est muni d’une
action de G compatible & celle de G/G; sur X;. Associons-lui F§' € (C/Xo) , le
faisceau des invariants de Fy sous G.
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Réciproquement, étant donné G € (C/X,) , posons

Vi>0, Fi= lim @jip}oG
Jj>i

Etant donné que ©50G est muni d'une action de G//G; compatible & celle de G
sur X; si j > 1, le faisceau @ji«¢};G est muni d’une action de G /G, compatible
a laction de G/G; sur X;, via G/G; - G/G;. De plus F; est lisse comme limite
inductive de faisceaux lisses (lemme IV.8.4).

Reste a voir que cela définit bien des équivalences inverses.
Si (Fi)i € (G — T )oo, Fi étant lisse,

Fi= lim F
i
) . ~ o Gy~ G, . G,
L’isomorphisme F; — ;3. F; induit 7,7 — @i (F;"). Le faisceau F;" sur
X, est muni d’une action de G/G; compatible & celle sur X;. D’apres les rappels
du début de cette section, puisque X; — X est un G/Gj-torseur, cela implique

G, }G/Gj

G' * *
fj !l {‘Pjo* (fj ! = ¥jo ((‘PjO*fj)G)

@;o(foc)

R

Donc, au final,
Fi o lim @jix 0o (F5)
§>i

Dans autre sens, si G € (C/Xy) , soit

Fo = lim piowpjod
i>0

Utilisant ’hypotheése de quasicompacité, on vérifie que le préfaisceau limite induc-
tive précédent est séparé. On en déduit alors, en utilisant la définition du faisceau
associé a un préfaisceau séparé couplée a I’hypothese de quasicompacité, que

F§ = 1m [(pi0-0}59)°]

i>0

= lim {(%o*sﬁ’fog)G/Gi}

—

i>0
=lim G=¢ O

—

i>0
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IV.9 Cohomologie a support compact équivariante-lisse
des espaces analytiques de Berkovich

Dans cette section, on en fait bien plus que nécessaire pour le résultat auquel on
veut arriver. Par exemple, nous n’utiliserons que la troisieme suite spectrale du
théoreme IV.9.2. Néanmoins, I'auteur pense que ces divers résultats pourraient
étre utiles et il en profite pour mettre au point une théorie compléte sur le sujet.
Par exemple, les résultats sur les ouverts distingués ont été utilisés dans le chapitre
4 de [12], ainsi que dans [9] et [10], sans référence écrite. Certains résultats sur les
faisceaux lisses sont utilisés dans [9] et [10], avec des esquisses de preuves. Nous
donnons des preuves détaillées de tout cela. Réciproquement, ’appendice B de
[10] fournit une excellente introduction & cette section.

Soit X un K-espace analytique de Berkovich tel que | X| soit séparé. On fixe
un anneau A qui servira comme coefficients. On note X le site étale de X tel que
défini dans [4].

IV.9.1 Rappels sur les faisceaux mous sur le site étale

IV.9.1.1 Rappels sur les faisceaux mous sur un espace topologique localement
compact ([14]). Soit Y un espace topologique séparé localement compact. Consi-
dérons les faisceaux de groupes abéliens sur Y.

Les faisceaux c-mous sur Y sont les faisceaux F qui satisfont a I'une des
conditions équivalentes ci-dessous:

e pour tout compact K de Y, lapplication I'(Y, F) — I'(K, F) est surjective
e pour tout ouvert U de Y, F est T'.(U, —)-acyclique
Ce sont les faisceaux ®-mous au sens de Godement, ou @ est la famille paracom-
pactifiante des compacts de Y. Ils vérifient:
e pour j l'inclusion d’un ouvert de Y, ji et j* conservent la c-mollesse
e pour ¢ 'inclusion d’un fermé de Y, i* et i, conservent la c-mollesse.
De plus, la notion de c-mollesse est locale sur Y, il suffit de la vérifier sur un
recouvrement de Y. Tout faisceau flasque est c-mou.

Pour un espace paracompact localement compact, les notions de faisceau ®-
mou, pour ® la famille des compacts ou bien ® la famille des fermés, coincident:
un faisceau F est c-mou ssi il est mou, c’est-a-dire pour tout fermé Z de Y,
Papplication T'(Y, F) — T'(Z, F) est surjective.

De cela on déduit que sur Y localement compact, les faisceaux c-mous vérifient en
plus des propriétés précédentes:
e ils sont I'(U, —)-acycliques, pour tout ouvert paracompact U de Y

e sij: U — X est linclusion d’un ouvert paracompact, ils sont stables par j,.
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De plus si tout point de Y posseéde un voisinage ouvert paracompact (ce qui
est le cas des espaces analytiques de Berkovich), un faisceau F est c-mou ssi pour
tout ouvert paracompact U, le faisceau Fjy; est mou.

IV.9.1.2 Faisceaux mous sur le site étale. Pour U — X étale notons 7y :
Xs — |U] la projection du topos étale de X sur celui de Iespace topolo-
gique |U|. Rappelons ([5] section 3) qu’un faisceau de groupes abéliens F sur Xg;
est dit mou si:

e Pour tout U — X étale avec |U| séparé, la projection mp.F € |U|  est un
faisceau c-mou. De fagon équivalente, puisque qu’un espace analytique est
localement paracompact, pour tout U — X étale avec |U| paracompact,
Ty« F est un faisceau mou.

e Yz € X, le faisceau i*F € M(K())g, iz : M(K(z)) — X est flasque (au
sens acyclique sur tous les objets de M(K(z))e). Aprés choix d'un point

géométrique T : M(K(x)alg) — X au-dessus de z, la condition précédente
signifie que le module Galoisien lisse T"F est acyclique sur tous les sous-
groupes ouverts de Gal(K(z)8|K(x)).

Si F est mou et U — X étale, alors Vi > 0, Rimy . F = 0, grace a ’hypothese
sur les fibres. De cela on déduit:

e les faisceaux mous sur Xg sont I'.(U, —)-acycliques, pour tout ouvert étale
U — X tel que |U| soit séparé, et I'(U, —)-acycliques, pour tout ouvert étale
paracompact U

e si f:U — X est étale, ils sont stables par f, et f*
e Sii: W — X est un domaine analytique fermé, ils sont stables par 7, et ¢*

e plus généralement ([5] lemme 3.2), si f : W — X est quasi-étale, ils sont
stables par f*

e tout faisceau injectif est mou
e la notion de mollesse est locale sur | X|
On aura besoin du lemme suivant.

Lemme IV.9.1. Une limite inductive filtrante de faisceaur mous sur Xg; est molle.

Démonstration. Soit F = lim F; avec, pour tout i, F; mou. Soit U — X
K _

étale, avec |U| séparé, et notons my : Xg — |U| . Commengons par vérifier

que le morphisme naturel 1£>n Tu«Fi — TUx hi}ll F; est un isomorphisme. Pour

i i
x € X, au niveau des fibres en z, le morphisme précédent induit

lim lim I'(U,F;) — lim I'(U, lim F;)
i Usz Uszx i
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ou U parcourt les voisinages ouverts de x. Mais pour un tel U, si W C U est un

domaine analytique compact, voisinage de x, on a I'(W, lim F;) = lim I'(W,F;)
i i

(utiliser que W est un objet quasicompact du site We;). Le morphisme précédent

est donc un isomorphisme. Pour vérifier que 7y, lim F; est c-mou il suffit donc

i
de vérifier que sur un espace topologique localement compact, une limite inductive
filtrante de faisceaux c-mous est c-molle, ce qui ne pose aucun probleme.

Quand a la flasquitude des fibres sur les points géométriques de X, elle résulte

de ce que la cohomologie Galoisienne commute aux limites inductives filtrantes.
O

IV.9.2 Les quatre suites spectrales de cohomologie de Cech per-
mettant de calculer la cohomologie a support compact

Théoréme 1V.9.2. Soit F un faisceau de A-modules sur Xg.

o Soit (U;)icr un recouvrement ouvert localement fini de X. Supposons, de
plus, que dimX < +oo et cdp(K) < 4oo (dimension cohomologique des
A[Gal(K |K)]-modules discrets). Il y a alors une suite spectrale concentrée
dans le cadrant (p < 0,q > 0)

EY = D HIU.F) = H*(X,F)
ael—prtl
ot U(i1,~~~7i—p+1) = mk Uik'

o Soit (Us;)ier un recouvrement ouvert localement fini de X tel que Vi, U, soit
compact. Il y a alors une suite spectrale concentrée dans le cadran (p > 0,q >
0)

EY' = (D H(Ua,F) = HIY(X, F)
aelrtl
o Soit (W;)ier un recouvrement localement fini de X formé de domaines ana-

lytiques compacts. Il y a alors une suite spectrale concentrée dans le cadran
(p>0,9>0)

EV = @ HYW.,F)= H'M(X,F)
aelrt?!
ou W(ilvnwip{»l) = mk Wlk
e Reprenons les mémes hypothéses que dans la suite spectrale précédente. Sup-

posons, de plus, que dim X < 400 et cdp(K) < +0o. Il y a alors une suite
spectrale concentrée dans le cadran (p < 0,q > 0)

EV = @ H}, (X, F)= H''(X,F)

acl-rtl
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Démonstration. On considere les deux morphismes surjectifs

j:HUi—>X, i:HWi—>X
iel iel

auxquels sont associés quatre couples de foncteurs adjoints, (ji,7*) pour la pre-
micre suite spectrale, (j*,j.) pour la seconde, (i*,i,) pour la troisieme et (i,,d')
pour la derniere. De tels triplets de foncteurs adjoints permettent de construire des
complexes simpliciaux/cosimpliciaux augmentés qui deviennent homotopiquement
triviaux apres application de j*, resp. j*, resp. i*, resp. 4. Soit donc G un faisceau
de A-modules sur Xe;. A chacun de ces couples de foncteurs adjoints est associée
une résolution simpliciale C* — G, ou co-simpliciale G — C*®, ou si j, : Uy, —
X, iq : Wy — X,

CP= P jauils. TeX,CP)= P TeUaG)

acl—rtl acl—p+1

pour la premiere suite spectrale,

"= [] jediG. Te(X.C")= P TI'(Ua.9)

aclrt! acp+l

pour la seconde (utiliser 'hypotheése que les U; sont compacts et les U; localement
finis, pour voir que I'.(X,C?) C I'(X,C?) = [[,T'(U(«),G) est le sous-module
formé par la somme directe),

Op - H ia*izga FC(Xag) = @ F(Waﬂg)
aclI acJprtl
|a|=p+1
pour la troisieme (pour vérifier qu'’il s’agit bien d’une résolution, utiliser que si
W — X est un domaine analytique dans X, alors (k+H)u(z) = Ha),

"= J] iaih0. ToX.C")= @ T'w.(X.6)

acl—rtl acl—p+1

pour la derniére (pour vérifier que cette derniere est une résolution, il faut utiliser
la méme assertion que précédemment sur les fibres des images directes par une
immersion d’un domaine analytique et que tout point de X possede un voisinage
formé d’une union finie de W;).

Soit G un faisceau de A-modules injectif.

e Pour la premiere suite spectrale, @ Ja1jaG est un faisceau mou, car

ael—prtl
une somme directe finie de faisceaux mous est molle, la notion de mollesse

est locale sur |X|, les (U;); sont localement finis, donc la somme directe
précédente est localement une somme finie et enfin les j,17% conservent la
mollesse.
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e Pour la seconde suite spectrale, H JaxjnG est un faisceau injectif comme
acrtl
produit de faisceaux injectifs.
e Pour la troisieme, C? = H 1ax1,,G est mou, car la notion de mollesse est
agcr+1
locale sur |X|, localement sur |X| le produit précédent est fini et les iqxi7,
conservent la mollesse.

e Enfin pour la derniére suite spectrale, C* = H imiilg est injectif comme
ael—prtl

produit d’injectifs.

Les résolutions C*(G) sont fonctorielles en G. Si F — Z* est une résolution
injective de F, pour tout p, les C*(ZP) sont des résolutions I'.(X, —)-acycliques
de ZP. Pour la premiere et la troisieme suite spectrale, vu I’hypothese dim X +
cda(K) < 400, on remplace Z® par 7<¢Z°, avec d > 2dim X + cd(K).

Alors le complexe total Tot C*(Z*) est une résolution I'.(X, —)-acyclique de F.

On conclut en appliquant la suite spectrale d’'un complexe double, car:

e Pour la premiere suite spectrale et tout «, j2Z® est une résolution molle de
jxF donc T'.(U(a), —)-acyclique.

e Pour la seconde suite spectrale et tout «, jZ* est une résolution injective
de j*F donc T'(U(a), —)-acyclique.

e Pour la troisieme et tout «, i, Z° est une résolution molle de ¢}, F sur I'espace
compact W(«), donc T'(W(a), —)-acyclique.

e Pour la quatrieme, Z* est une résolution injective de F donc I'yy(q)(X, —)-
acyclique. d

Remarque IV.9.3. Les deux premieres suites spectrales, ainsi que les deux der-
nieres, sont Poincaré duales lorsque X est lisse. La premiere suite spectrale ap-
parait déja dans le chapitre 4 de [12].

Remarque IV.9.4. Dans toutes les suites spectrales précédentes, sauf la premiere,
pour qu'’il existe de tels recouvrement de X, il faut et il suffit que | X| soit para-
compact.

Remarque IV.9.5. Si 'on met un ordre total sur I, alors on peut remplacer les
@ par @ . L’intérét est que cela permet de borner la suite spectrale en

ae]ierl aClIl
lal=%p+1

lindice p, lorsque N;cU; est vide, pour |« > 0. Le désavantage est qu’alors les
applications de bord dépendent de ’ordre sur I.

IV.9.3 Ouverts distingués

Définition IV.9.6 (Berkovich). Un ouvert U de X est distingué s’il peut s’écrire
sous la forme U = W1\ Wa, ot W; et W5 sont deux domaines analytiques compacts.
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Bien str, dans la définition précédente, puisque l'intersection de deux do-
maines analytiques compacts est un domaine analytique compact, on peut toujours
supposer Wy C W7. On remarquera qu’une intersection finie d’ouverts distingués
est un ouvert distingué.

Exemple IV.9.7. Soit X un Og-schéma formel m-adique localement topologique-
ment de type fini sans w-torsion et Z C X,.q un fermé quasicompact de sa
fibre spéciale réduite. Alors sp~!(Z) C X% est un ouvert distingué. En effet,
si U est un ouvert quasicompact contenant Z, alors Z = U \ (U \ Z) et donc
sp~1(2) = U\ U\ Z2),

Exemple IV.9.8. Soit A une algebre affinoide et f1,..., fn,g € A tels que (f1, ...,
fn,g9) = A. Alors, Vouvert {z € M(A) | Vi, |fi(x)] < |g(z)} est distingué.

Remarque IV.9.9. Soit U distingué, U = Wy \ Wa, avec Wy C Wi. D’apres
Raynaud, il existe un schéma formel admissible X muni d’un ouvert V tel que
X" = Wy et V¥ = Ws. Donc, si Z = Xpeq \ Viea, on a U = sp~1(Z). On
remarquera que cela implique en particulier que tout ouvert distingué est union
dénombrable de domaines analytiques compacts et est donc paracompact. En ef-
fet, si Z C Ox est l'idéal de Z dans X, alors, si V,, désigne 'ouvert de 1’éclatement
admissible de l'idéal Z"™ + mOx, ou 7 engendre le diviseur exceptionnel, on a
sp~1(Z) = U, Ve,

Lemme IV.9.10. Supposons X compact et, d’apres Raynaud, soit X un modéle
admissible de X, X = X". Une base de la topologie de X stable par intersec-
tions finies est formée des ouverts sp%l(Z) = (%/Z)‘m, ot X — X parcourt les

éclatements formels admissibles de X et Z parcourt les fermés de %md.

Démonstration. 1l est clair que ’ensemble donné est bien un ensemble d’ouverts
de X stable par intersections finies. Rappelons que dans l'espace M(A), avec A
affinoide, tout point = de X posséde une base de voisinages formée de domaines

f1,.

rationnels X < Tf" > tels que

ref{ye X |Vi, |fi(y) <lgy)}

ol flu"'afnugEAet (flu"'?fnug):A

Soit maintenant X = X" et x € X. Par définition d’un espace de Berkovich,
x possede une base de voisinages, formée de domaines analytiques compacts. Soit
donc W un tel domaine. Quitte a éclater X, on peut supposer que 1’on a un ouvert
W C X tel que W = W, Fixons un recouvrement affine fini X = U;Uf;. Pour
i fixé, puisque W NUF™ est un voisinage de x dans U™, d’apres le cas affinoide
précédent, quitte a effectuer un éclatement formel admissible de U;, on peut trouver
un ouvert V; C U; tel que
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ol sp(x) € Whed. De tels éclatements s’étendent, pour tout i, & X et donc, quitte
- x -

a éclater X, on peut supposer que sp(x) " C Whreq. Alors sp~t(sp(x)) est un
voisinage ouvert de x dans X, contenu dans W. O

Lemme IV.9.11. Soit X un schéma formel admissible et Z C X,eq un ensemble
constructible. Alors sp~1(Z) C X% est ouvert ssi Z est fermé. De plus, si Z est
fermé, O(sp~*(Z)/K) =0 ssi Z est propre.

Démonstration. Soit z € Z et x € X" tel que spyx(x) = z. D’apres le lemme
précédent, sp~1(Z) étant ouvert, il existe un éclatement admissible f : X —
X tel que Sp;({spx(x)}) C spx'(Z). Cela implique que {spy(z)} C f~(Z2),
par surjectivité des applications de spécialisation. Le morphisme f étant propre
surjectif, on en déduit que {2z} C Z et que donc Z est stable par spécialisation,
donc fermé dans X,.q4. La derniere assertion est bien connue. O

Remarque IV.9.12. Plus généralement, si J); — )2 est un morphisme de schémas
formels localement formellement de type fini sur Spf(Ok) et sans m-torsion, alors
(D™ /PD5™) = O ssi le morphisme induit entre les fibres spéciales réduites est
propre. Cela est encore quivalent & ce que le morphisme d’espaces adiques ¢(2)1) \
V(r) — t(Y2) \ V(«) soit partiellement propre. Par exemple, dans le lemme
précédent, si Z est localement fermé, sp~1(Z) est ouvert ssi 8((%;Z)a" /X)) =0
ssi Z < X,.q est propre c’est-a-dire une immersion fermée.

Proposition IV.9.13. Les ouverts distingués vérifient:

(i) Tout point de X posséde une base de voisinages formée d’ouverts distingués.

(ii) Une union finie et une intersection finie d’ouverts distingués est un ouvert
distingué.

(iii) Les ouverts distingués sont cofinauz parmi les ouverts relativement compacts
de X.

(iv) Si U est un ouvert distingué et W est un domaine analytique compact conte-
nant U, alors W\ U est un domaine analytique compact. De plus, il eziste
un modele admissible W de W et un fermé Z C Wieq tels que U = sp;vl(Z).

(v) Si X est compact et X un modele admissible de X, les ouverts distingués sont
exactement les tubes au-dessus des fermés dans un éclatement admissible de
X, c’est-a-dire “les tubes au-dessus d’un fermé dans un niveau fini de la tour
des éclatements de X”.

(vi) Si O(X/K) =0, les ouverts distingués sont ezactement les spyy (Z), ot W
est un modéle admissible d’un domaine analytique compact W dans X et
Z est un fermé propre de Wieq.

(vii) Si X est ’espace analytique associé a un espace adique X*? au sens de Huber,
les ouverts distingués sont les intérieurs des fermés constructibles quasicom-
pacts dans X .
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Démonstration. (i) Soit x € X, W un domaine analytique compact dans X tel que
x € W et W un modele admissible de . D’aQr‘es le lemme 1V.9.10, il existe un
éclatement X — X tel que spg({sp%(x)}) cWwW.

(ii) L’assertion sur les intersections finies a déja été expliquée. Maintenant, si (U;);
est un ensemble fini d’ouverts distingués avec U; = W; \ W/, on peut trouver un
domaine analytique compact W dans X, contenant tous les domaines compacts
W; et W/. 1l existe alors un modele admissible W de W, tel que chacun des W et
W/ soient les tubes au-dessus d’ouverts de W. Des lors, on en déduit qu’il existe
des sous-schémas localement fermés Z; C W4, pour tout i, tels que U; soit le
tube au-dessus de Z;. D’apres le lemme précédent, les Z; sont en fait fermés dans
W. Alors U;U; est le tube au-dessus du fermé U; Z; et est donc un ouvert distingué
de X.

(iii) résulte de (i) et (ii).

(vi) Si W, Z sont comme dans I’énoncé, alors sp~1(Z) est un ouvert admissible de
W De plus, sp~1(Z) est ouvert dans X, car d(sp~1(Z)/X) = 0. Réciproque-
ment, un ouvert distingué dans X s’écrit comme sp;\,1 (Z), ou W est un domaine
compact dans X et Z est fermé dans W. Mais sp~1(Z) ouvert dans X implique
A(s71(Z)/X) = 0. Couplé & (X/K) = 0, on en déduit que d(sp~*(Z)/K) = () et
donc, d’apres le lemme précédent, Z est propre.

(iv) La premiere assertion résulte de la seconde. Quant a la seconde, la preuve a
déja été donnée au début de la preuve du point (vi).

(v) Tous les arguments ont déja été donnés précédemment.

(vii) est laissé en exercice aux adeptes de la théorie des espaces adiques. O

IV.9.4 Les sites quasi-étales, quasi-étales compacts et étales

On note Xy le site étale de X, Xgg son site quasi-étale ([5]) et enfin X
le site quasi-étale compact qui est le “sous-site” de Xq¢; formé des morphismes
quasi-étales U — X, avec U compact.

Le site X4 est & Xqgt, resp. Xqsee, ce qu'est le site des ouverts de X a la
G-topologie des domaines analytiques de X, resp. domaines analytiques compacts.

Il y a un morphisme de sites Xq4; — X¢¢ qui induit un morphisme de topos
([5] section 3)

(", ) Xger — X

Concretement, si F est un faisceau sur Xe¢ et f: W — X est quasi-étale, on a
T(W,w*F) = T(W, f*F), ot f*: Xy — We,. Si1G € Xqgv et f: U — X est
étale, on a tout simplement I'(U, 4.G) = T'(U,G). Le foncteur pu* est pleinement
fidele et permet de voir Xét comme un “sous-topos” de )?qét.

Il y a également un morphisme de sites Xq¢¢ — Xqéte, qui induit une
équivalence de topos

Xqét — Xqétc



282 Chapitre IV. Comparaison de la cohomologie des deux tours

puisque dans un espace analytique tout point possede un voisinage formé d’un
domaine analytique compact. Plus précisément, si F est un faisceau sur Xqgtc,
alors on lui associe le faisceau G sur Xq¢; tel que pour W — X quasi-étale

I'(W,G) = lim T(C,F)
cow

ou C parcourt les domaines analytiques compacts dans W. L’autre sens de la
correspondance est évident puisque “Xqete C Xqet”-

On en déduit un morphisme de topos

(V*vy*) : Xqétc — Ag

Remarque IV.9.14. Si X est paracompact et X rig est 1’espace rigide associé a X
([4] section 1.6), alors X,¢; s’identifie au topos rig-étale de X', Le foncteur p*
est pleinement fidele d’image essentielle les faisceaux rig-étale surconvergents. De
méme, si X désigne I'espace adique sur Spa(Ox, K) associé & X ([19] section
8.3), alors )’Zqét s’identifie au topos étale de X% et Xt au topos étale partiellement
propre de X9, Dans le cadre des espaces adiques, le morphisme de topos (u*, j.)
est alors celui noté 0x dans le chapitre 8 de [19].

IV.9.5 Faisceaux équivariants lisses

On applique maintenant le formalisme de la section IV.8. Soit G un groupe topo-
logique possédant un sous-groupe ouvert profini et agissant contintiment sur X,
au sens de la section 6 de [5]. D’apres le théoréme 7.1 de [5], le site X satis-

fait aux hypotheses de la section IV.8. On note )?q\é; /G le topos des faisceaux
G-équivariants lisses sur Xqstc.

Définition IV.9.15 (Berkovich). On note Xa /G la catégorie des G-faisceaux sur
Xet tels que v*F soit lisse. On les appelle les G-faisceaux étales lisses. On note
X4 /G 1a catégorie analogue pour le groupe G, vu comme groupe discret, c’est-
a-dire la catégorie de tous les G-faisceaux sur Xegt.

En d’autres termes, un G-faisceau étale F est lisse ssi Vf : W — X quasi-
étale avec W compact et K un sous-groupe compact ouvert de G dont ’action se
releve & W, le K-ensemble T'(W, f*F) est lisse.

Remarquons maintenant que si U — X est étale et V' C U est un ouvert
distingué, alors en restriction & un sous-groupe ouvert de G, l'action sur X se
releve a V. On vérifie, de plus, que le germe sur des sous-groupes ouverts suffisam-
ment petits d’un tel relevement ne dépend pas du choix de domaines analytiques
compacts Wi et Wy dans U tels que V.= Wy \ Wa. Ainsi, si F est un faisceau
étale G-équivariant sur X et s € F(U), on peut parler de lissité de la section s}y,
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Lemme IV.9.16. Soit F un faisceau étale G-équivariant sur X . Il est lisse ssi pour
tout ouvert étale U — X et toute section dans F(U), tout point de U posséde un
voisinage distingué en restriction auquel cette section est lisse.

Démonstration. Un sens est clair: si v*F est lisse, alors F vérifie la seconde pro-
priété de I’énoncé.

Réciproquement, soit F vérifiant la seconde propriété de ’énoncé. Soit f :
W — X quasi-étale compact. Pour vérifier que f*F (W) est lisse il suffit de le faire
sur un recouvrement fini de W par des domaines affinoides pour la G-topologie.
On peut donc supposer, par définition des morphismes quasi-étales, que

We——su

v

X

o U — X est étale et W un domaine compact dans U. Alors T'(W, f*F) =
lim F(V), ou V parcourt les voisinages ouverts de W dans U. Puisque tout

1%
point de W possede un voisinage qui est un ouvert distingué dans U, on conclut

aisément, par compacité de W, que T'(W, f*F) est lisse. O

Lemme IV.9.17. Le foncteur v, envoie les faisceaux lisses sur des faisceauz lisses.

Démonstration. Appliquons le lemme précédent. Soit F € )?q\é; /Get U — X
étale. Notons encore F pour le faisceau associé sur Xqe. Sis € F(U) et z € U,
soit V un voisinage distingué de x contenu dans le domaine analytique compact
W. Alors sjy = (s)w)|v et, sjy étant lisse, on en déduit que s|y l'est. O

Lemme 1V.9.18. La catégorie A — X\;/G est abélienne et posséde suffisamment
d’injectifs. Elle s’identifie a limage essentielle par v, de A — Xyete/G-

Démonstration. Le fait que la catégorie soit abélienne résulte de l'exactitude de v*
et de ce que A — )/(;3; /G est abélienne (corollaire IV.8.6). L’assertion concernant
I’image essentielle résulte de ce que ’adjonction I'd — v,v* est un isomorphisme
([5] corollaire 3.5). L’assertion concernant les injectifs résulte de ce que A—)?q\é; /G
possede suffisamment d’injectifs (lemme IV.8.7). Si F € A—)?;;:C/G etu: v F —

T est un plongement de v*F dans un injectif, alors F —— v, v*F — 1, T est un
monomorphisme vers un objet injectif. 0

Proposition IV.9.19. La catégorie 3(\;/6' est un topos.

Démonstration. L’assertion concernant ’existence de limites projectives finies, de
limites inductives quelconques et de “bons” quotients par des relations d’équiva-
lence résulte du cas de )/(;;C /G, puisque v* commute & ces opérations. Reste &
exhiber un petit systeme de générateurs. Pour cela, remarquons que les ouverts
étales distingués engendrent la topologie de Xs¢. Maintenant, si f : U — X est un
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morphisme étale distingué, c’est-a-dire il existe une factorisation U — W — X
avec W — X quasi-étale, W compact et W\ U un domaine analytique compact,
alors, pour un sous-groupe compact-ouvert K suffisamment petit dans G, 'action
de K se prolonge a U. Si hy désigne le faisceau représenté par U sur Xg on peut
alors former comme dans la section IV.8.3.4 le faisceau induit

c—indgﬁihy = @g*f!hU € XZ/G
geN

ou fi désigne les images & support propre, au sens de [4], et  un ensemble de
représentants des éléments de K\G dans G (cf. section 1V.9.9.2, ou cela est fait
en détail). Il y a alors une formule de réciprocité de Frobenius, pour F € X /G,

Homg (c-indyy ) hu, F) ~ F(U)

D’apres le lemme IV.9.16, ces faisceaux lisses forment alors un systeme de géné-
rateurs. O

Il y a également un foncteur de lissification adjoint a droite a I'inclusion de
X¢t/G dans la catégorie de tous les G-faisceaux sur Xe;. Il est défini, & partir du

foncteur de lissification sur )Z;:C/Gdisc (cf. section IV.8.3.3), par

F= = (v F))

En termes d’ouverts distingués, si U — X est étale, F*°(U) consiste en les
sections s € F(U) telles que tout point de U posseéde un voisinage distingué V' tel
que s}y soit lisse.

Remarque IV.9.20. Les limites projectives quelconques, non-finies, dans 5(; /G se
calculent de la facon suivante: si (F;);es est un systéme projectif de G-faisceaux
étales lisses, alors sa limite projective est ( lim F;)*°, ou la limite projective dans

iel
I’expression précédente est prise dans la catégorie des faisceaux sur le site étale.

Au final, il y a un diagramme de topos

X/'-(;;:C/Gdisc XNét/GdiSC
l(—)"o l(—)x
Xoere/G ——= Xet/G

ol )?;;C /G et Xat /G sont les topos équivariants sans condition de lissité,
le morphisme de topos v est donné par v = (v*,v,) restreint a la catégorie des
faisceaux lisses, et (—)°° est le morphisme de topos dont le foncteur image inverse
est inclusion des faisceaux équivariants lisses dans les faisceaux équivariants et
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le foncteur image directe est le foncteur de lissification. Tous les morphismes de
topos dans ce diagramme sont des “projections”, les foncteurs image inverse sont
pleinement fideles et les foncteurs images directes essentiellement surjectifs.

Ce diagramme n’est pas “commutatif”, au sens ot 'on a plutét des relations
du type (=) = Voox 0 (—)® o v*.

IV.9.6 Résolutions molles de Godement-Berkovich

Soit F € 3(; /G. Considérons le morphisme G-équivariant d’espaces analytiques
au-dessus de K
i [ M(K() — X

zeX

Sive e X, T: M(ICWg) — X est un point géométrique au-dessus de z, alors
i*F correspond & la collection de A[Gal(K(z)#|K(x))]-modules lisses (Z*F)zex-
Notons i, : M(K(x)) — X. Choisissons pour tout € X un plongement

ixF < M,, ou M, est un faisceau flasque sur M(K(z))e. On prendra par exemple
alg
pour M, le module Galoisien Indfla;('c(w) K@)z £ (induite lisse). Notons M le

faisceau (Mz)zex sur ([I,ex M(K(z))),,- I y a un plongement i*F — M, qui
induit par réciprocité de Frobenius un plongement de G-faisceaux

1*F — Ind M

olt Ind M est le G-faisceau induite “brutale” [[, .o g"M = ([[,cq 9" Mg.z)zex
avec g : M(K(z)) = M(K(g.z)) (cf. section IV.8.3.2). Il y a alors un plongement
G-équivariant

F — 4,4 F — i, Ind M = Ind 1, M

Notons alors
C%F) = (i, Jnd M)

Par la propriété d’adjonction du foncteur de lissification, il y a un plongement
équivariant F < C°(F). Cela permet de construire par récurrence une résolution
dans A — X4 /G, F — C*(F), en posant C'T1(F) = C°(coker(C*~1(F) —
C'(F)))-
Lemme I1V.9.21. La résolution précédente est formée de faisceaux mous.
Démonstration. On vérifie que

(iInd M)* = lim [ oM = lim ] dee(g"My-1.)

—K> 9EQK ? 9EQK

zeX

ou la limite inductive est prise dans la catégorie des faisceaux (et non des préfai-
sceaux), K parcourt les sous-groupes compacts ouverts de G et Q est un ensemble
de représentants de G/ K dans G. D’apres le lemme IV.9.1, il suffit donc de montrer
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que si I est un ensemble et pour tout x, M, un faisceau flasque sur M(K(x))st,
) I
alors ([T,cy taxMz) est mou.
Si f:U — X est étale avec |U| paracompact et my : Xer — |U|~, alors

mr( [ iecdo) = (T] w0 DMEW)), M)

zeX yeU
ol ky : {y} — |U|. Ce faisceau est mou.

Soit maintenant y € X et L|K(y) une extension séparable finie. Notons i, r, :
M(L) — X. Soit G = ([T,cy taxMz)’. On veut montrer que iv .G est acyclique.
La difficulté vient de ce que la cohomologie d’un produit de faisceau n’est pas en
général le produit des cohomologies. C’est cependant le cas pour la cohomologie
de Cech. Soit L'|L un extension galoisienne de degré fini. Notons C la catégorie
cofiltrante des diagrammes

UI

M(L") U

L

M(L) 55 x

avec U — X étale et U’|U étale fini galoisien de groupe Gal(L'|L). Alors, pour
tout faisceau G sur Xg; et ¢ > 0, on a

HY(L'|L,i} /G) = lim HY(U'|U,Q)
c
Or, pour un élément de C,
HIU'U, (][ iaeMa)’) = [] HUU'|U, i Mo)'
rzeX reX

Or, pour z € X,
HU|U, 10 My) = HO (U 5 x MOC@))IU % x M(K(2))), My)

mais, U’ x x M(K(2))|U x x M(K(z)) est soit vide soit galoisien. Le faisceau M,
étant flasque, il est acyclique pour tous les ouverts de M (K (x))¢ et donc ce groupe
de cohomologie de Chech est nul. 0

Puisque tout faisceau facteur direct d’un faisceau mou est mou on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire IV.9.22. Pour tout objet injectif de A — S(E/G, le faisceau sous-jacent
est mou.

Remarque 1V.9.23. On aurait également pu obtenir le corollaire précédent en
remarquant que pour F injectif I'induite lisse (Ind F)® = lim [] gear 9°F est

molle comme limite inductive de faisceaux injectifs, donc mous.
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IV.9.7 Le complexe de cohomologie a support

compact équivariant lisse
Lemme IV.9.24. Soit F € A — 3(\;/(? Alors, T'o(X, F) est un G-module lisse.

Démonstration. Soit s € I'.(X,F). Tout point de supp(s) posséde un voisinage
distingué en restriction auquel s est lisse. Par compacité de supp(s), on conclut.
O

Définition IV.9.25. Notons A[G] — Mod la catégorie des G-modules lisses & co-
efficients dans A et DT (A[G]s) la catégorie dérivée associée. On note

To(X/G, =) : A— Xe/G — A[G] — Mods
F — T.J(X,F)

et RT.(X/G,—) : DT (X& /G, A)) — DT (A[G]os) son foncteur dérivé.
Théoreme I1V.9.26. Le diagramme suivant est commutatif

RT(X/G,—)

D* (Xer/G, A) D (A[G]oc)

| |

2 RL(X,—
D+ (Xet, A) S D*(A)

ou les fleches verticales sont celles d’oubli de action de G.
Démonstration. Considérons le foncteur composé

A= Xeo)G — A — Xgo 250 A~ Mod

Le premier foncteur est exact. D’apres la section précédente, en particulier le
lemme IV.9.21, tout objet de A — X¢/G possede une résolution formée d’objets
acycliques pour le second foncteur. Le théoreme découle donc de la formule de
composition des foncteurs dérivés. O

IV.9.8 Le complexe de cohomologie équivariant lisse a support
dans un domaine analytique compact

Soit W C X un domaine analytique compact dans X et K un sous-groupe compact
ouvert de G stabilisant W.

Proposition IV.9.27. Soit F € A—)A(;/K un objet injectif. Le faisceau sous-jacent
est alors Ty (X, —)-acyclique.
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Démonstration. Soit U un ouvert distingué de X contenant W. Quitte a remplacer
U par un nombre fini de ses itérés sous K, on peut le supposer K-invariant. Il y
a un isomorphisme
lim T'(V,F) = (W, F)
v

ou V parcourt les ouverts distingués dans X contenant W et contenus dans U
(utiliser que les ouverts distingués forment une base de voisinages de tout point
et sont stables par union finie). Quitte & remplacer un tel V' par une intersection
finie de ses itérés sous K, on peut de plus supposer, dans la limite précédente, que

les V' sont stables sous K. Notons V ’ensemble des V satisfaisant aux conditions
précédentes. Alors

lim T(V,7)X =5 (W, F)

Vev

K/'CK

est une bijection. Maintenant, pour un tel K’ C K compact ouvert et V e V, il y
a un monomorphisme dans A — X4 /K (cf. section IV.9.9.2 qui suit)

c— ind‘)/(//;((,A —c— indi](//fg,A

et, par application de Hom(—, F), on trouve que 'application F(V)X — F(U)K’
est surjective. Donc Papplication T'(U, F) — T'(X, F) est surjective. Utilisant la
suite exacte longue

- — H}y(U,F) — HY(U,F) — H(W.F) — -

on conclut, car si ¢ > 0, F étant mou et U paracompact, H4(U, F) = 0 et de plus
HY (W, F)=0. 0

Le foncteur I'y (X, —) envoie les K-faisceaux lisses sur des ensembles lisses.
Il définit donc un foncteur

Tw(X/K,—): A — Xee/K — A[K] — Modae
et d’apres la proposition précédente on obtient:
Théoréme 1V.9.28. Le diagramme suivant est commutatif

RT'w (X/K,—)

D* (Xe /K, A) DF(A[K]o)

l |

Y RTw (X,—
D+ (X, A) ) D*(A)
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IV.9.9 Les opérations d’induction/restriction pour
les faisceaux équivariants lisses

I1V.9.9.1 Induction/restriction de ’action a4 un sous-groupe ouvert. Soit K un
sous-groupe compact ouvert de G. Il y a alors un triplet de foncteurs adjoints

—— % —
Xg /K <Resy)i— Xg /G
_— >

X/G

IndX/K

N

ou

. Resgi est la restriction de action de G & K (Uidentité au niveau des

faisceaux)
e Cc— indﬁff(}' = @g*]—' Iinduite a support compact, ou ) désigne un en-

geQ
semble de représentants des éléments de K\G dans G et l'action de G est
I’action usuelle par permutations

o Ind%f{}" =( H g*F)™ Pinduite lisse, le lissifié de I'induite brutale.

geN
En particulier, on retiendra que Resgf( et Ind%i envoient injectifs sur
injectifs. La remarque qui suit sera importante dans la suite.

Remarque 1V.9.29. Soit F € };/K Supposons que pour tout compact C' de X,

{g € G/K | g.supp(F) Nsupp(F) # B} soit fini. Alors ¢ — ind%f(}' = Indgf(}'.

IV.9.9.2 Induction compacte/restriction relativement 4 un ouvert étale distingué.
Soit f : U — X un ouvert étale distingué. Cela signifie qu’il existe un diagramme

U——W

v

X

ou U est un ouvert distingué dans W, W compact et g quasi-étale. Soit K un sous-
groupe ouvert dans G tel que 'action de K sur X sereleve a U (il existe toujours un
tel K, de plus deux relevements coincident sur un sous-groupe ouvert). Il y a alors
un foncteur naturel f : (’];/KdisC — A;/Kdisc, car si F est K-équivariant sur U,
I'image directe a support propre fiF est naturellement un faisceau K-équivariant.

Lemme IV.9.30. Le foncteur fi envoie IE/K sur };/K, i.e., conserve la lissité.



290 Chapitre IV. Comparaison de la cohomologie des deux tours

Démonstration. Soit ¢ : W — X quasi-étale compact. Notons
V"
wl ls@
f
Y —X
le produit cartésien. Alors, puisque W est compact
LW, " iF) = T(W, )" F) = Le(V, 9" F)

Le morphisme 1 est quasi-étale et toute section dans I'.(V,9*F) provient, par
restriction, d’une section de ¥*F sur un domaine compact dans V. O

Cela définit donc un foncteur foor : Ut/ K — X¢/K. Etant donné que f
envoie les faisceaux mous sur des faisceaux mous on a

RT.(X/K, =)o Rfet = R (U/K, )

Le foncteur f* conserve clairement les faisceaux lisses, notons f le foncteur
équivariant associé. Il y a alors un couple de foncteurs adjoints

oo!

Ust/ K Xei/ K

*
J oo

Cela définit un couple de foncteurs adjoints

c—indfj(;g

Ust/ K Xe/G

RCSU/K

ol
Res?j//g =fro Resgi et c¢c— indfj%ci —c— indﬁfi o foor

Il y a alors un diagramme commutatif

Si Fe )A(;/G, alors

c— indgﬁg Resgﬁg}' = @ farFu,
aceK\G

ot sia =g, Uy =g~ (U) L2 X.
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1V.9.9.3 Induction lisse/restriction & partir d’un ouvert distingué. Soit f : U —
X un ouvert étale distingué. Soit K un sous-groupe compact ouvert muni d’un
relevement de son action a U. Le foncteur f, induit naturellement un foncteur
foo: Ugy /K¢ — Xy /K¢ Néanmoins il n’y a aucune raison pour qu’en général
f« transforme des faisceaux lisses en des faisceaux lisses (méme si f est I'inclusion
d’un ouvert distingué de X).

Notons feox = (=) o fx et fX = f*, qui induisent un couple de foncteurs
adjoints
— foo* —
Uét/K%E X/ K
Composant ce couple de foncteurs adjoints avec les induites lisses/restriction on
obtient un couple adjoint

x/G
_ oy
Uét/K - Xét/G
ResX/C
ey K
ol
X/G _ o« X/G
Resy) = fi, o Resy)k

n’est rien d’autre au niveau des faisceaux que f*, et

Indif(;fci = Indﬁ;f{ o fOO* = (_)OO © Indﬁ?f{iiis:c o fdisc*

Supposons maintenant que pour tout compact C' dans X, ensemble {g €

G/K | g UNC # (0} soit fini. Le produit infini définissant Indﬁ?fﬁz est alors une

somme directe et donc

Indyy/ = ¢ —ind¥) 7 © foor

De plus, U — X étant distingué, I'image dans X de U est relativement com-
pacte. Cela implique que T'.(X/K,—) o (=) o f, = (=) o I'(U,—), comme
foncteurs de U /K vers les K-ensembles lisses. En effet, si F € Ust /K, alors
Lo(X, (f«F)>°) est un K-module lisse, d’apres le lemme IV.9.24. C’est un sous-
module de I'.(X, f.F) = '(U, F), donc de I'(U, F)*°. Réciproquement, toute sec-

tion de I'(U, F) est clairement une section de I'(X, (f+F)°). De cela on déduit

e(X/G, =) o Indgy ) = ¢ — Ind o (U, —)*

Par la propriété d’adjonction précédente, Indgg transforme injectifs en injectifs.
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Il y a donc un diagramme commutatif

IndX/¢

D (Ut /K, A) —> D*+(Xe, /G, A)
R(F(U/K,—)"o)l/ lRFC(X/G,—)
D (A s0) — 5 B (A[Cc)
(on prendra garde que le foncteur de lissification (—) n’est pas exact).

Au final, pour f: U — X distingué, on a un triplet de foncteurs adjoints

c—ind;(;g

—~— % —
Usi | K <—Resy/i— X4 /G
_—

X/G

IndU/K

analogue du triplet (fi, f*, f«).

I1V.9.9.4 Induction lisse/restriction a partir d’un ouvert quasi-étale compact.
Soit f : W — X un morphisme quasi-étale avec W compact et K un sous-groupe
compact ouvert muni d’un relévement de son action & W. On vérifie que les fonc-
teurs f. et f* conservent la lissité. Cela permet de définir comme précédemment
un couple de foncteurs adjoints

X/G
IndU/K

We/ K =<——— X4 /G

Resg/g
e
(ngﬂ g*f*]-')oo, avec ) un ensemble de représentants dans G de K\G. Lorsque
tout compact de X ne rencontre qu'un nombre fini de g.Im(f), g € G/ K, le produit
précédent est une somme directe et est déja lisse

X/G X
ndy/ 5 F = D" f.F
geN

ol, au niveau des faisceaux, la restriction n’est rien d’autre que f* et Ind

Le foncteur Indfv//i envoyant injectifs, sur injectifs il y a alors un diagramme

commutatif

xX/G

IndU/K

D* (Wer /K, A) D+ (Xet /G, A)

RF(W/K,—)l lRFc(X/Gy—)

c—ind$
D (A[K]o) — D¥(A[G])
On remarquera que si f est I'inclusion d’'un domaine analytique compact et F €

A — VI//; /K est mou, alors Indffv//i]-' I’est encore.
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1V.9.9.5 Induction compacte/restriction & support pour un domaine analytique
compact. Soit 7 : W — X linclusion d’un domaine analytique compact et K un
sous-groupe compact ouvert stabilisant W. Le foncteur i' est un sous-foncteur de
1" et conserve donc la mollesse. Il y a alors un couple de foncteurs adjoints

xX/G

C—indW/K

Wee/ K =— = Xao/G

Sy /K

. . . 1X/G . . X/G .
ol, au niveau des faisceaux, ResW//K F=iFetc—ind/CF= @qeg g i F. Le

W/K
foncteur Res!vi,(//g envoie les injectifs de A — X4/G sur des injectifs de A — We, /K.
Supposons, de plus, que pour tout compact C' de | X|, {g € G/K | gW NC # 0}
soit fini. Alors, ¢ — ind)vi,//cj( = Ind)vi,//cj(.
Dans ce cas-la on a donc un triplet de foncteurs adjoints
Rcs‘))‘(//i
—_— < —_—
Wt/ K —Indy)i—= X /G
DRGNS
Res!‘;(//g

1

analogue du triplet (i*,4,,1").

IV.9.10 Les quatre résolutions/suites spectrales permettant de cal-
culer la cohomologie & support compact équivariante lisse

Le théoréme suivant fait suite au théoreme IV.9.2. On utilise les résultats et no-
tations de la section précédente.

Théoréme 1V.9.31. Soit F un G-faisceau lisse de A-modules sur Xet.

e Soit U un ouvert distingué de G tel que G.U = X et K un sous-groupe
compact ouvert stabilisant U. Il y a alors une résolution fonctorielle en F
dans A — X¢ /G, C*(F) — F, ot

CP(F) = ) ¢ —Indpy/ /GKQ Res;;/ /GKQ}"
aeG\(G/K)—prt1

ot, st v =[(G1,---,J—p+1)], Ko = ﬂgiKgi_l et Uy, = ﬂgi.U. Si le faisceau

sous-jacent a F est mou, il s’agit alors d’une résolution molle de F. St F —
I* est une résolution molle de F dans A — X¢ /G, d > cdp(K) +2dim X #
+00, il y a alors un isomorphisme dans DT (A|G]wo)

RT.(X/G, F) = Tot T ¢ —ind§ Te(Ua/Ka, T<dI*)
a€G\(G/K)—*+1
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et une suite spectrale de G-modules lisses associée

EP = @ c—ind?(aHg(Ua,f):>Hf+q(X7-7:)
a€G\(G/K)~rt+!

Supposons, de plus, que G agisse de fagcon propre sur X, au sens ou pour
tout compact C de X, {g € G| g.CNC # 0} est compact. Il y a alors une

résolution fonctorielle en F dans A — Xe /G, F — C*(F), oi

o= @ el
a€G\(G/K)r+1

Si F est injectif dans A — X\;/G, alors cette résolution est formée d’objets
injectifs dans A — Xg/G. St F — I* est une résolution injective dans
A — X4 /G, il y a alors un isomorphisme
RT((X/@)o, F) = Tot P - indf T(UL/EI, 1)
a€G\(G/K)*+1
Soit W un domaine analytique compact tel que G.W = X. Supposons de plus
que G agisse de_facon propre sur X. Il y a alors une résolution fonctorielle
en F dans A — X¢ /G, F — C*(F), ot
X/G X/G
crF) = P Wdy/G, Resp/T, F
aeG\(G/K)rt!

Si F est mou il s’agit alors d’une résolution molle. Il y a alors pour F — I*
une résolution dans A — X¢ /G formée de faisceauz mous, un isomorphisme

RT.(X/G, F) = Tot T ¢ —indf T(Wa/Ka,T)
a€G\(G/K)*+1

et une suite spectrale de G-modules lisses

EP? = S5 ¢ —ind% HY(W,,F) = H'(X,F)
a€G\(G/K)p+1
Sous les hypothéses précédentes, il y a alors une résolution fonctorielle en F
dans A — Xt /G, C*(F) — F, oi
CP(F) = @ c— ind)‘;,{iKa ResﬁZ?Kaf
a€G\(G/K)-p+1

Si F est injectif, il s’agit alors d’une résolution injective. Si F — 1I* est
une résolution injective dans A — X¢t /G, d > cda(K) 4+ 2dim X # oo, alors

RT.(X/G, F) = Tot D ¢ —ind§ Ty (a)(X/Ka, 7<dI*)
a€G\(G/K)—*+1
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et il y a une suite spectrale équivariante de G-modules lisses

EPY = D ¢ —indf Hf, (X,F)= H'I(X,F)
aeG\(G/K)-r+1

Démonstration. Prenons le cas de la premiére suite spectrale. Le couple de fonc-
teurs adjoints

. . X/G
N c—mdU/K -
A—Ugy/K ~ A — X4 /G

X/G

RCSU/K
permet de construire le complexe C*(F), en posant CP(F) = (c—ind()](;g o
Res)U(;IC;)O(_pH). On calcule aisément cette composition et trouve le résultat an-
noncé. Ce complexe est une résolution, car apres application de ReS)U(;g, il est

homotope a zéro, et I’hypothese G.U = X implique que c’est donc une résolution.
Tout le reste s’ensuit.

Les autres cas se démontrent de la méme fagon en utilisant également les di-
verses propriétés d’acyclicité des résolutions et leur comportement vis-a-vis des
diverses inductions/restrictions. La seule chose & vérifier est, pour la seconde
résolution faisceautique, la formule annoncée pour la composition p+ 1-fois du fonc-
teur Ind‘[}(;g o Resfj;g. Cela se ramene a vérifier que si j; : Uy — X, jo : Uy — X
sont les inclusions de deux ouverts distingués et si k: U; N Uy — X, alors

(G245 (11 F)®) " = (ka(Fiyn)

ce qui se fait aisément en construisant deux applications inverses I'une de 'autre
grace aux diverses propriétés d’adjonction. 0

o0

Le lecteur aura remarqué que dans le deuxieme point on ne donne pas la
suite spectrale associée. Cela vient de ce que le foncteur (—)° n’est pas exact.

IV.10 Cohomologie a support compact équivariante-
lisse des espaces rigides généralisés

Soit X un schéma formel m-adique sans m-torsion. On supposera, outre X quasi-
séparé, que X possede un recouvrement localement fini par des ouverts quasicom-
pacts. Supposons-le muni d’une action continue d’un groupe topologique G. La
condition de continuité signifie que pour tout ouvert quasicompact { de X, tout
entier n et tout f € T'(U, Ox ® Ok /7" O), il existe un sous-groupe ouvert de G
stabilisant 4 et laissant la section f invariante: Vk € K, k*f = f.

Remarque IV.10.1. Une définition naive de la notion d’action continue consis-
terait a dire que pour tout i quasicompact et tout n, il existe un sous-groupe
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compact ouvert K agissant trivialement sur U @ Ok /7" Ok, c’est-d-dire G agit
continiiment pour “la topologie forte”, alors que la définition qu’on a donnée est au
sens “faible”. Cependant avec cette définition, le groupe topologique Gal(F,|F,)
n’agirait pas contintiment sur Spec(E,). Par exemple, si X est un espace rigide
sur Q,, Gal(Q,|Q,) n’agirait pas continiiment sur X®C,. Plus généralement, si
G est un groupe profini et (X )k cc est une “tour” de schémas formels w-adiques
munie d’une action de G, G n’agirait pas continiment sur lim Xy en général.
K
Commencons par vérifier que le site Xg_,igst satisfait aux différentes hy-

potheses de la section IV.8. Tout d’abord, d’apres le corollaire IV.6.10, tout objet
de ce site est quasicompact.

Proposition IV.10.2. Le site Xg_yig.¢t satisfait a U'hypothése de continuité de la
section 1V.8.1.

Démonstration. Soit ) — X un morphisme de type (£). Ce morphisme se facto-
risant par un ouvert quasicompact, ouvert stabilisé par un sous-groupe ouvert de
G, on peut supposer X quasicompact.
Supposons d’abord X affine. Ecrivons X = @ X;, ou les X; sont admissibles
iel
affines et Ox, C Ox. D’apres le théoreéme IV.5.8, il existe ig € I ainsi que 9’ —
X, de type (€) et un isomorphisme

2)229/ XXi X

On applique le théoreme de rigidité, la proposition IV.5.6. Soit IV un entier associé
a QY — X, comme dans cette proposition. Par hypothese, X;, étant topologique-
ment de type fini sur Spf(Ok), il existe un sous-groupe ouvert K dans G tel que
Vk € K, le diagramme

X® 0k /mNOx ——> X ® Ok /¥ Ok

| |
Xi, ® O /TN O SELES Xi, ® O /TN Ok

commute. Alors k~1(2) = k7 1(¢71(Q")) et donc k=1 (V)@ Ok /7N O = ¢ 1 (Y'®
Ok /mNOk) =D ROk /7N Ok, comme X-schémas. D’apres la proposition IV.5.6,
on en déduit qu'il existe un prolongement (8 )rex de Paction de K & Q)

92
b

X—Xx

Nous avons besoin de caractériser ce prolongement de maniere unique afin de le
rendre “canonique”. Pour cela, soit (V.,), un recouvrement affine fini de 2’ et
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Va, (fap)s, fap € T(V,,Og), un systeme fini de générateurs topologiques de
la I'(X;,, Ox,, )-algebre topologiquement de type fini I'(V,,, Oy). Soit (Va)a =
(Vi) x9 D et Vo, B, fap®1 € I'(Va, Oy), les sections obtenues par changement
de base, sections qui engendrent topologiquement la I'(X, Ox)-algebre I'(V,, Oy).
Alors, d’apres l'assertion d’injectivité dans la proposition IV.5.6, (Bk)kex est
I'unique relevement de I'action de K a %) tel que

Vo, B, Yk € K, Bi(fap ®1) = fap® 1 mod 7™

Maintenant, soit (W), un autre recouvrement affine fini de 9 et Vv, (g4s)s,
gvs € TWy, Og), un systeme de générateurs topologiques de I'(W,, Og ), comme
(X, Ox)-algebre. On vérifie aisément qu’il existe un sous-groupe ouvert K’ C K
tel que

Vv,6, Vk € K', B}gys = g5 mod 7Y

A partir de cette constatation, le cas X général se déduit du cas affine par
recollement, en utilisant cette derniere assertion (et toujours quitte a se restreindre
a des sous-groupes ouverts plus petits). Plus précisément, si Uentier N est associé
a % — X, comme dans la proposition IV.5.6, soient X = J, Ua, resp. P =
Ua, 5 Vap, deux recouvrements affines finis de X, resp. 2), tels que Vag — Ua.
Soit Ve, B, (fapy)vs fapy € T(Vap, Og), un systeme de générateurs topologiques
de la I'(tq, Ox)-algebre I'(Vag, Og). On montre alors qu'il existe un sous-groupe
ouvert K C G tel qu’il existe un unique relevement (8 )kex de Iaction de K sur
X a Q) vérifiant

VOéaﬁ?% vk € K7 5;][&6’)’ = faﬁ')’ mod TrN

Le fait que cette action relevée est “canonique” au sens de la section IV.8.1 se
déduit par une nouvelle application de I'assertion d’injectivité dans la proposition
IV.5.6. O

Proposition IV.10.3. Le site X¢_rig-¢t Satisfait a Uhypothese de la section IV.8.5.3.
Etant donnée une famille finie (V; — )ier de morphismes dans la catégorie Ex
des morphismes de type (£) au-dessus de X, si I = {i1,...,in} et

3= Wi xg - xg Vi,)* "

désigne le produit fibré de cette famille au-dessus de %), il existe une famille finie
(Ua — 3)a de morphismes au-dessus de X, ou Vo, ty — X est de type (€) et
que VF € Xg_ iy ¢, Uapplication

HomxA (hvrig Xh - Xp

£—rig-6t i1 prie yrie

Iy, F) — [ F(8a)

soit injective.
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Démonstration. Le morphisme ) — X se factorisant par un ouvert quasicompact,
on peut supposer X quasicompact, ce que nous ferons.

Supposons le résultat démontré lorsque X est affine. Soit X = |J, Wi un re-
couvrement affine. Appliquant le résultat dans le cas affine, on en déduit ’existence
de familles Yk, (4o — 3 Xx Wh)aca,, vérifiant les hypotheses voulues lorsqu’on
tire la situation en arriere a l'ouvert Wy. On vérifie qu’alors (Yo — 3)k,aca,
vérifie bien les conclusions de 1’énoncé.

Soit donc maintenant X affine. Ecrivons X = lim X;, ot Vj, X; est ad-

jes
missible affine. D’apres le théoreme IV.5.8, il existe jo € J ainsi qu'une famille
(Vi — 9')ier dans Ex,, induisant la famille (V; — 2));er en niveau infini

} adh

(Vi — Dier xx;, X" = (Vi — D)ier

Le produit fibré 3" = (V}, xg/ -+ xg/ V] )*" est un Xj,-schéma formel rig-étale.
D’apres le théoreme IV.5.5, il existe un X -morphisme W — 3’ tel que W —
X, soit de type (€) et W"8 — 3"€ soit un morphisme couvrant.

Alors (Wxx, X)*" — 3 satisfait aux hypotheses, puisque Vj > jo, le morphisme
(W xx,, X;)18 — (3 X2 X ;)" est couvrant et f{;_rig_ét ~ lim (%;) O

Jj=Jjo

rig-ét-

Définition IV.10.4. On note %g_rig_ét /G le topos des G-faisceaux lisses sur le site
Xe_rig-ét-
Soit maintenant le foncteur

Dy(X78/G, =) i A = Xe_yjpe/G —  A[G] — Modo
F — Ty(x"e F)

qui est bien & valeurs dans les A[G]-modules lisses, puisque si (W;)ier est un
recouvrement localement fini par des ouverts quasicompacts, alors

(X", F) — Hrw;, F)
i€l
Considérons le foncteur dérivé RT\(X"8, —) & valeurs dans DT (A[G]s). On veut
maintenant obtenir ’analogue du théoreme IV.9.26.

Lemme IV.10.5. Soit F € A — %;_rig_ét/G un objet injectif. 1l est alors acyclique
pour le foncteur des cycles proches sp..

Démonstration. Le faisceau Risp,JF est le faisceau associé au préfaisceau qui a
i, un ouvert quasicompact de X, associe HY (g _rig-st, F). C’est donc une consé-
quence du théoreme I'V.8.17. O

Considérons maintenant le site des ouverts Zariski quasicompacts |X|qc =
|Xred|qe- 11 satisfait & toutes les hypotheses de la section IV.8.1, puisque tout
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ouvert quasicompact de X est stabilisé par un sous-groupe ouvert. Le foncteur des
cycles proches est compatible & I'action de G. On a ainsi un couple de foncteurs
adjoints

~ SPx o
xtg—rig—ét/G " |x|qc/G

Proposition IV.10.6. Tout objet injectif de A — @;/G est I'1(X,ed, —)-acyclique.

Démonstration. 11 suffit de montrer que tout F € A — rﬁaq/c /G se plonge dans un
objet T'(]X|, —)-acyclique. Soit X = X,eq et pour z € X, i, : {z} — |X|. Il y a

alors un plongement dans A — |X|4./G

F (md (] ieeiz?)) ™

zeX

ott Ind désigne 'induite brutale (section IV.8.3.2). Notons G = [], ¢ x fz+iyF, un
faisceau flasque. Alors,
(mdg)™ = lim J[¢

K G/K

comme faisceau. Si U est un ouvert quasicompact de X, alors

L, lim []9)=1m J]rwg

K G/K K G/K
Soit, plus généralement, 7 = lim F; une limite inductive filtrante de faisceaux

3

flasques sur |X|. Montrons que F est I'/(X, —)-acyclique (mais il n’y a pas de
raison pour qu’il soit flasque). Remarquons que si V' C U sont deux ouverts qua-
sicompacts de X, alors I'(U,F) — I'(V,F) est surjectif. De plus, pour tout
recouvrement fini par des ouverts quasicompacts d’un ouvert quasicompact de X,
les groupes de cohomologie de Cech de F sur un tel recouvrement sont les limites
inductives des groupes de cohomologie de Chech des F; sur ce recouvrement. De
cela on déduit que F est acyclique sur tout ouvert quasicompact de X. Ces deux
propriétés suffisent pour vérifier la I'i(X, —)-acyclicité. En effet, on a

H{(X,F) = lim HL(X,F)
Z

ou Z parcourt I’ensemble des fermés quasicompacts de X. Utilisant le fait que X
est quasi-séparé et union localement finie d’ouverts quasicompacts, on vérifie que
les fermés quasicompacts constructibles dans X sont cofinaux parmi les fermés
quasicompacts. Par fermé quasicompact constructible, on entend les fermés Z de
X contenus dans un ouvert quasicompact U de X tel que U\ Z soit quasicompact.
Maintenant, si Z est un tel fermé de X contenu dans U et tel que U \ Z soit
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quasicompact, HZ(X,F) = HL(U,F), et il suffit de montrer que si H est un
faisceau sur U acyclique sur tout ouvert quasicompact et tel que pour tout couple
d’ouverts quasicompacts V4 C Vo C U, lapplication I'(Va, H) — I'(V1,H) soit
surjective, alors H est I'z(U, —) acyclique. Mais, si 0 — H — H' — H" — 0 est
exacte avec H' injectif, le faisceau H” vérifie les mémes hypotheses que H et est
donc acyclique sur tout ouvert quasicompact de U. La suite exacte longue

T H%(UaH) - Hq(UvH/) - Hq(U\ZvHH) —
permet de conclure. O
On déduit du lemme et de la proposition précédente:

Théoréme IV.10.7. Pour tout objet injectif dans A — %;_rig_ét/G, le faisceau sous-
jacent est Ty(X"8, —)-acyclique. Le diagramme suivant est commutatif

~ RI\(X78/G,—)
D+ (%S—rig-ét/G7 A) D+ (A[G]OO)
D* (% _sigeen, A) —re ) D (A)

On a maintenant les outils pour démontrer le théoréme qui suit:

Théoréme I1V.10.8. Soit Z un sous-groupe fermé central dans G agissant triviale-
ment sur X. Supposons que G/Z agisse proprement sur X, au sens ot pour tout
ensemble quasicompact A C |X|, {9 € G/Z | g.AN A # (0} soit compact dans G/Z.
Soit U un ouvert quasicompact de X et K un sous-groupe compact ouvert de G
stabilisant U. Supposons que X = G.U. Soit F € A — %;_rig_ét/G et F — 1°® une
résolution injective. Alors

R\ (Xg_riges/G, F) =~ Tot D ¢ —ind§ T Ua,T*)
a€G\(G/K.Z)*+1

ot st o = [(G1,---,Gp+1)], alors Uy = Nigi.hd et Ko = ﬂigiKgi_l.

Démonstration. 11 suffit de procéder comme dans la démonstration du théoréeme
IV.9.31. Pour cela on utilise les opérations d’induction/restriction définies dans la
section 1V.8.3.4.

xrig /g
urie /K. z

A—Ug_ oo/ K2 < Res¥ /G A Xe_riget/G

uris J K.z

c—ind

xrig /g

I dwig /K.Z
L’existence de l'adjoint ¢ —ind implique que Res conserve les injectifs. Il est
également clair que Ind les conserve. On peut alors utiliser le couple (Res,Ind)
pour construire des résolutions standards formées d’injectifs et leur appliquer le
foncteur T'y(X"8, —). O
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IV.11 Cohomologie a support compact équivariante-
lisse des tours d’espaces analytiques

IV.11.1 Hypotheéses et notations

Soient G et H deux groupes topologiques possédant un sous-groupe ouvert profini.
On suppose fixé un sous-groupe compact ouvert G° de G.
Soit S la catégorie dont les objets sont les sous-groupes ouverts de G°,

VK, K’ € Ob(S), Homs(K,K')={gc K\G|g 'Kgc K'}

et
V§1 S HOIHS(K, K/)7 VgQ S HOHIS(K/,KH), §2 Ogl = g192

(on vérifie aisément que cette opération de composition est bien définie).

Supposons-nous donné un foncteur covariant K — Xg de S dans la ca-
tégorie des espaces analytiques de Berkovich paracompacts munis d’une action
continue de H. En particulier, VK C G°, Vg € G tel que g 'Kg C G°, il y a un
isomorphisme H-équivariant

g: XK ; nglKg
trivial si g € K, et si K’ ¢ K C G°, il y a un morphisme H-équivariant
TR K XK — XK

Ainsi, si K/ <4 K, Xk est muni d’une action de K/K' au-dessus de Xg.
Nous ferons I'hypothése supplémentaire suivante: si K’ < K, alors g x :
Xk — X est un K/K'-torseur étale. On en déduit que VK’ C K, mg/ i est
étale fini et que l'on a un “pro-K-torsewr” (X g/ )gcx — Xk et, en particulier,
un “pro-G°-torseur” au-dessus de I’'objet final de notre tour (Xx)xcgo — Xgo-
Il y a également des correspondances de Hecke: si K C G% et g € G, il y a
un diagramme

g
*XVKI"WgKg*1 > nglKgﬂK

XK XK

Exemple IV.11.1. On peut prendre X x = Mg un espace de Rapoport-Zink ([23]),
ot G = G(Q,), G° est un sous-groupe compact maximal et H = .J,, par exemple la
tour d’espaces de Lubin-Tate considérée dans le premier chapitre avec G = GL,,(F')
et H = D*, ou bien celle de Drinfeld avec G = D* et H = GL,(F). Plus
généralement, si E désigne le complété de I'extension maximale non-ramifiée du

corps reflex associé & I'espace de Rapoport-Zink, on peut prendre X = Mg ® EE,
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G=G(Qp) et H=Jy,x Gal(ﬁé). Un autre point de vue pour incorporer I'action
de Galois consiste & prendre G = G(Q,) x Gal(E|E), H = J,, si K = K| x K

ot Ki C G(Z,) et Ky = Gal(E|M), Xk, xx, = Mk, ®p M (avec les conditions
imposées sur notre tour, cela est suffisant pour la définir puisque les groupes de la
forme K x K forment une base de voisinage de 'identité dans G(Q,) x Gal(E|E)).

IV.11.2 Faisceaux de Hecke sur la tour

IV.11.2.1 Définitions. Les systemes

e~ —~——

K v+— (Xk)st/H, resp. K +— (Xg)qste/H,

des H-faisceaux étales lisses, resp. sur le site quasi-étale compact, forment deux
systemes de topos fibrés au-dessus de la catégorie S.

Définition IV.11.2. Nous noterons Hsg, resp. Hqstc, les topos totaux associés aux
topos fibrés précédents ([22] chapitre VI).

Par exemple Hg, est la catégorie des (Fi)xcqgo, ou Fi est un H-faisceau
étale lisse sur X g, munis de morphismes H-équivariants

Vg € G tel que g~ 'Kg C G°, 9 Fyg1kg — Fk

égaux a l'identité si g € K, satisfaisant a certaines conditions de cocyle lorsqu’on
les compose et de morphismes H-équivariants compatibles aux morphismes pré-
cédents

VKI C K7 W?{/nyK —>fK’

eux-mémes soumis a des conditions de compatibilité, lorsque l'on a trois groupes
K" ¢ K’ ¢ K. On remarquera, en particulier, que les conditions de cocyle im-
posent que les morphismes g*F,-1x, — Fx soient des isomorphismes.

Dans la suite on notera en abrégé (Fk ) k un tel objet du topos total, sans faire
référence aux morphismes de compatibilité précédents, qui seront sous-entendus.

La terminologie faisceaux de Hecke provient de ce que si (Fg )k est comme
précédemment, K C G° et g € G, il y a une correspondance cohomologique de
Fx dans lui-méme, supportée par la correspondance de Hecke associée & K et g

* * *
) 7Tg*lkng,K]‘_K - 7TngKgfl,K-7T:K

et de plus cette correspondance cohomologique ne dépend que de la double classe
KgK € K\G/K, au sens qui suit. Si k1,ks € K et ¢’ = kigko, il y a un isomor-
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phisme entre correspondances de X dans lui-méme

’

g
*XVKl"Wg’Kg’*1 > Xg’*lKg’ﬁK

—1
k ~ ~ | ko
1 Ty —1Kg/NK,K

g9
XKﬁgKg*1 E—— nglKgﬂK

e / 7T\
ng*l,K g’lefQ(

XK XK

TKNg' Kg'—1,K

Via cet isomorphisme les deux correspondances cohomologiques associées a g et
g’ se correspondent.

Définition IV.11.3. Pour e € {ét, qétc}, on notera HS¥® les objets cartésiens du
topos total H,.

En d’autres termes, il s’agit de la sous-catégorie de Ho formée des (Fx)x
tels que
VK' C K C G, 7y xFx — Fi

soit un isomorphisme. En particulier, si K’ << K, on a Fx = (Tl'K/)K*fK/)K/K/.

e~

On notera que le foncteur (Fg)x — Fgo de H™ dans le topos (Xgo)e/H des
faisceaux sur la base de la tour est fidele.

Exemple IV.11.4. Considérons l’espace de Rapoport-Zink des déformations d’un
groupe p-divisible étale, muni d’'une G-structure, ott G est un groupe réductif non-
ramifié sur Q,. On a alors G = G(Q,) = H, G° = G(Z,). Alors, si L =Q2", on a

Mg = [ M(L)

K\G

sur lequel H agit a gauche et G a droite par correspondances de Hecke. Les fais-
ceaux de Hecke cartésiens sur la tour s’identifient alors aux ensembles munis d’une
action lisse de G(Q,) x Gal(L|L) (il s’agit d’un cas tres particulier de la proposition
IV.11.20 puisque dans ce cas-1a P'espace des périodes est réduit & un point).

IV.11.2.2 Propriétés de base des catégories de faisceaux de Hecke. Il y a des
triplets de foncteurs adjoints pour tout K C G° et o € {ét, qétc}

LR«
(X )er/H =—x—=

K

He

o % (Fx')k') = Fk, qui est le foncteur “restriction a un étage”
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o (ig«F)gr = H a.F (produit dans la catégorie des H-faisceaux lisses,
a:K—K'
S

cf. remarque IV.9.20)
o (i1 F)r = @ ' F

a:K'—K
S

(cf. [22] chapitre VI section 5). On notera en particulier que lexistence de 'adjoint
a droite ix1 de i} implique que si (Fx)x est un objet injectif de A — H,, alors
VK, Fi en est un dans A — (Xk)e/H.

Si K/ — K est un morphisme dans S, il y a un diagramme 1-commutatif
de morphisme de topos

—— (v

(XK1 )qste/H —> (XK/)ct/H

| R

— (v*,vx)

(XK)qétC/H - (X )ct—OO/H

(utiliser le fait que le morphisme Xg» — Xk est étale fini) qui induit un mor-
phisme de topos fibrés, d’ott un morphisme de topos

(V*, V*) : Hqétc — Het

qui commute & la restriction aux étages: v*((Fk)k) = (V*Fr)k et vo((Fr)k) =
(v+Fk ) k. Ce morphisme satisfait donc a toutes les propriétés déja énoncées dans le
cas d’un espace de Berkovich seul (i.e., pas dans le cas d’une tour). En particulier,
v* 1 Hey — Haste est pleinement fidele et il y a un isomorphisme Id —— v,v*.

IV.11.2.3 Propriétés de base des catégories de faisceaux de Hecke cartésiens.
Soit e € {ét,qétc}. L’inclusion H® — H, possede un adjoint & gauche x défini
par V(Fk)k, k((Fx)k) = (Gk)K, ol

Gk = lim (WK’,K*]:K’)K/K,
K'aK

dont on vérifie facilement que c’est naturellement un faisceau de Hecke cartésien.
De plus, k est un foncteur exact.

Proposition IV.11.5. La catégorie HS*® est un topos.

Démonstration. L’existence de limites projectives finies résulte de ce que si K’ C

K c G°, Tj ;¢ commute a ces limites et donc si ((Fi.x)K)ier est un systeme

projectif fini de faisceaux cartésiens, sa limite projective dans H,, ( lim F; )k,
el

est cartésienne. Il en est de méme pour les limites inductives quelconques et les
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“bons” quotients par des relations d’équivalence. Reste a voir 'existence d’une
famille génératrice. Mais, si (Cy)aca en est une de H,, alors (k(Cy))aca en est
une de HE*. O

Il résulte des discussions précédentes que si F — Z° est une résolution
injective dans A — HS**t, alors c’en est une dans A — H,. Comme dans la section

Ard : : * . cart cart
précédente, il y a un morphisme de topos (v*, vx) : Hg3. — HE™.

IV.11.3 Le complexe de cohomologie a support compact de la tour

Si (Fr)k € Het et K' C K, étant donné que X — X est étale fini, il y a un
morphisme

*
Tyt

To(Xk, Fr) —= To(Xgr, mier x Fi) — De(Xko, Fi)

ou le deuxieme morphisme est induit par les morphismes de transition dans la
définition du topos total. De plus, on a vu dans la section IV.9 que ce sont des
H-modules lisses. On obtient ainsi un systéme inductif de H-modules lisses munis
d’une action de G a la limite.

Définition IV.11.6. On note I'.(H, —) : A — Hey — A[G X H] le foncteur qui a
(Fk)k associe

lim To(Xz, Frc)

Ko

On note RT'.(Het, —) le foncteur dérivé correspondant, a valeurs dans DT (A[G x
H)-

Théoréme IV.11.7. Le foncteur (Fx)x — RT.(H, (Fk)k) est tel que

Vi, H'(RT.(Het, (Fr)K)) = lim H'(Xg, Fk)
K

Démonstration. C’est une conséquence du fait que (Fg )k possede une résolution
injective qui, apres oubli de l'action de H, est injective étage par étage et du
théoreme 1V.9.26. O

Remarque IV.11.8. D’apres les résultats de la section IV.11.2.3, le foncteur dérivé
précédent évalué sur un faisceau de Hecke cartésien peut se calculer avec une
résolution injective de faisceaux cartésiens. C’est, par exemple, le cas du faisceau
constant A. De plus, le foncteur d’oubli HS** — H, envoie injectifs sur injectifs,
donc on peut tout calculer indifféremment, avec des faisceaux cartésiens ou non.

Remarque IV.11.9. Si l'ordre du groupe profini Ky, Ko C G, est inversible dans
A alors le foncteur M +—— M¥o de A[G x H]oo — A[H]s est exact et pour
(Fr)kx € HE™Y, RT(Het, (Fir )i )X = RT (XK, , Fk,)- Ce foncteur d’invariants
sous K se factorise en fait en un foncteur A[Gx H]oo — H(K\G/Ko)@AA[H]s0,
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ou H(Ko\G/Kj) désigne lalgebre de Hecke des fonctions bi-invariantes sous K
a valeurs dans A et R (Het, (Fx) )0 est le complexe de modules sur 1'algebre
de Hecke donné par ’action des correspondances de Hecke cohomologiques.

IV.11.4 Objets cartésiens sur la tour et domaine fondamental
pour ’action des correspondances de Hecke

IV.11.4.1 Introduction: recollement de faisceaux équivariants. Soit X un espace
topologique muni d’un recouvrement ouvert (U;);e;. Notons U;; = U; NU; et
Uijr = U; N U; N Uy. Le topos X des faisceaux sur X est équivalent aux objets
cartésiens du topos total du diagramme suivant

~ s ~ _
Hi,ch Uijk < Hi,j Uij E— Hi Uz

Traduit en termes usuels, cela signifie que se donner un faisceau sur X est équiva-
lent & se donner une collection (F;);cr de faisceaux sur les (U;); munis d’isomor-
phismes i : Fiju,, — Fjju,,» verifiant G, © Bikjv,; = Biklu, -

Soit maintenant G un groupe agissant sur X. Se donner un G-faisceau sur X
est équivalent a se donner un objet cartésien du topos total associé au diagramme
usuel

~ —> ~ > ~
GxGxX —=GxX X
c’est-a-dire des isomorphismes Vg € G, a4 : g*F = F, vérifiant Vg1, ga, Qyg, ©
* —
g2 g, = Qgygs-

Supposons maintenant que G agisse sur I et que Vi, g.U; = Uy;. Se donner
un faisceau G-équivariant sur X est alors équivalent a se donner un objet cartésien
du topos total associé au diagramme

_ E B .
i Ui ——= 11, ; Uy [, U;

I I

Gx11,,; Uy GxILU;

Ii

GxGx][[,U;

ou on laisse le lecteur deviner les différentes fleches de ce diagramme. Traduit en
termes usuels, cela signifie que se donner un G-faisceau sur X est équivalent a se
donner des faisceaux (F;);es sur les (U;); munis
3 3 . . ~ . ATy .o . P .
e d’isomorphismes 3;; : Fyju,, — Fjju,; vérifiant By, © Bikjv,. = BiklUs,
o d’isomorphismes Vg,%, og; : g*Fg: — F; vérifiant og, ; 0 g7 gy gogr.i =

Qgog i
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e enfin, on demande que le diagramme suivant commute

[0}

9" (FgilUy.i0s) o Fijvy,

g*ﬁg-i,g-jl \LB”

Qg,j

9*(~7:g-j\Ug.i,g.j) = Y jlUsy

Soit maintenant Vi € I, G; = Stabg(U;). Posons VA C I, Ga = (), 4 Gi,

qui stabilise donc ﬂieA U;. Pour un ¢ € I, notons a/Gi le topos des G;-faisceaux
sur U;.
Pour g € G, on a Gy; = gG;g~! et il y a une équivalence

g : [/]:i/Ggi — a/Gz
induite par I'isomorphisme d’espaces équivariants
(9,inty) : (Ui, Gi) — (Ug.ir Gg.i)-
Si g € Gy, cette équivalence est le foncteur
U,/Gi = Ui/
F - F7

o F9 est le G;-faisceau “tordu par I’automorphisme intérieur” int, de G;.
Pour un tel g € Gy, il y a un isomorphisme de foncteurs

Vig ()¢ . Id

donné, pour un F € a;/Gi, par 'action de g : g*F —— F.

Soit maintenant (F;)icr € [[;c; Usi/Gi une collection de faisceaux équiva-
riants. Se donner un G-faisceau F sur X tel que Vi € I, Fjy, ~ F; comme
G;-faisceaux, est équivalent a la donnée

e . e . . g ~ ) s . B
e d’isomorphismes de Gjj-faisceaux B;; : Fyu,;, — Fjju,, vérifiant By, ©
9: . . . . * ~ )
o d’isomorphismes de G;-faisceaux Vg,¢, ayg; : g°Fyi — F; vérifiant oy, ; o
910y 90911 = Qgogr i €t tels que si g € Gy, on ait ag; = 7,4, 'isomorphisme
donné par la structure de G;-faisceau sur F;

e enfin, on demande que le diagramme suivant commute

* Qg,i
g (fg-i|Ug.i,g.j) > fi\Uu

g*ﬁg,i,g,jl lﬁu

* Qg,j )
g (fg-j\Ug.i,g.j) > J5|Us;4
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IV.11.4.2 Hypotheéses et notations. Nous ferons désormais les hypotheses sui-
vantes. Il existe un domaine analytique compact W dans la base de notre tour
Xqo tel que

e Lorsque (g,h) € G x H parcourt G x H, les images par les correspondances
de Hecke

(9,h)
XGOﬂgGngl _— nglcOgmGO

71-Gor"gGV Wmco,co

Xeo Xeo

-1
de W, les my-1G04nGo,co0 ((g, h).wGomgGog,l,Go(W)), recouvrent X go.

e Soit H? le stabilisateur dans H de W (qui est nécessairement un sous-groupe

ouvert). On suppose l'existence d’un sous-groupe central Z dans G x H tel
que Z agisse trivialement sur la tour. Notons alors

7= (G\Gx H/H®/Z

et VzeZ, z.W C Xgo 'image de W donnée par la correspondance de Hecke
z. On suppose alors que

VzeZ, { €| WnNzW #0} est fini

Exemple I'V.11.10. Prenons le cas des espaces de Lubin-Tate étudié dans le premier
chapitre. Avec les notations de ce méme chapitre, I’espace de Rapoport-Zink sans
niveau M s’écrit M = [[, X", ot X désigne l'espace de Lubin-Tate. Alors, le
domaine fondamental de Gross-Hopkins dans la composante indexée par 0 € Z
satisfait aux hypotheses demandée a W. L’ensemble 7 consiste en les sommets de
I'immeuble introduit dans le premier chapitre.

Exemple IV.11.11. Dans le cas de I'espace de Rapoport-Zink associé a I’espace de
Drinfeld 2, M = [, £, on peut prendre pour W 'image réciproque d’un simplexe
maximal dans 'immeuble, via la rétraction de €2 sur I'immeuble.

IV.11.4.3 Les topos équivariants fibres en un sommet de “I’immeuble”

Définition IV.11.12. Soit z = [g,h] € Z. On note G, = ¢~ *G%, H, = hH°h~L.
Pour K C G, N GY un sous-groupe ouvert, on note

WZ,K = (g7h)7T W) - XK

-1
gKgfl,GO(

h
XgKg—l (g—)) Xk

Al,co

Xgo
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De méme, si I C Z est un sous-ensemble fini, on note Gy = ﬂzel G,, H =
mze] H,, et pour K C Gy ﬂGO, W])K = ﬂzei WZ,K C Xk.

Remarquons que si K C GrNG°, g € Gret h € Hy sont tels que g~ Kg C G°,
alors 7Kg C Gy N GY et (g, h) induit un isomorphisme

(gvh) : WI,K - WLg*lKg

On obtient ainsi une tour (W; i)k cg,ngo satisfaisant aux méme conditions que
la tour K — X en remplacant G par G, GO par Gy N G et H par H;. Cette
tour est plus simple, car pour celle-ci, G; est compact.

Définition IV.11.13. Soit I C Z un ensemble fini. On note H3it ; la catégorie des
objets cartésiens du topos total du topos fibré G;NG° D K +— (WI,K);étC/H] au-
dessus de la catégorie des sous-groupes ouverts de G; N GY munis des morphismes
Hom(K,K') = {g € K\Gr | g~'Kg C K'}. On note de méme Hg"} en remplagant
quasi-étale par étale.

Lemme IV.11.14. Soit e € {ét, qétc}. Soit I comme précédemment et Ko C Gy N
GO tel que Ko < Gy. Alors, Uapplication, qui ¢ (Fx)rca,ngo € Hﬁf‘}t associe
Fr, muni de son action de Gy/Ko x Hy compatible a celle sur Wi ,, est une

équivalence de catégories entre HPf' et (Wi, 1)s /(G1/Ko % Hy).

Démonstration. C’est une conséquence du rappel du début de la section IV.8.6 sur
les faisceaux équivariants sur un torseur. En effet, si K C Ky, il suffit de poser
Fr = T i Fio- Pour K C Gp N G° général, il suffit de choisir K < G tel que
K'Cc Kget K’ C K. Alors
. K/K'
.7:1( = (TrK’yK*(TrK’,Ko]:Ko)) /
On vérifie alors que laction de G;/K sur Fg, définit bien un objet cartésien de
notre topos fibré. O

On a de méme le lemme suivant.

Lemme IV.11.15. Soient o € {ét,qétc} et I comme précédemment. Soit K C
GrNG° tel que K < Gy. Notons Wy := Wy k/(G/K). Alors Wy x — Wi est
un (G /K)-torseur étale et il y a une équivalence

HM? = (Wr)e/H;

Démonstration. Elle ne pose pas de probleme. O

Exemple IV.11.16. Dans le contexte du premier chapitre, on trouve donc que pour
un sommet z de 'immeuble, les objets de H¢™* s’identifient aux O f5-faisceaux lisses
sur la cellule sans niveau associée au sommet z.



310 Chapitre IV. Comparaison de la cohomologie des deux tours

Il y a une action de G x H sur Z (Paction de G se faisant & droite) telle que
VI, Ggny.r = g 'Grg et Hgny.r = hHh~'. Cette action induit un isomorphisme
pour I et K C G; NGO suffisamment petits

(9:h) : Wik — Wign).1,9-1Kg

Cela n’induit pas d’isomorphisme entre les tours (Wr k) kca,ngo et
(W(g,h).LK)KCg(gvh)_IﬂGo, car il faut se restreindre & des K suffisamment pe-
tits. Néanmoins, d’apres le lemme IV.11.14, cela induit une équivalence entre les
systemes de faisceaux cartésiens sur les tours

((gv h)*v (gv h)*) : H:E,l;t = Hi?(r;;,h).l

Plus précisément, & (Fr)kca,ngo € HE est associé

(OK)KCGyn.ncong-1cog = (9, h)«Fyrg=1) Ky . 1nGONg-1G0g

Le systeme (gK)KCg(g’h)_Imgomg—lgog est cartésien sur la tour

Glgn. NG’ Ng 'G% D K — Wign).1x
dont les morphismes de transition sont

VK,K' C G(g)h)j NGN g_lGog,
Hom(K,K') = {¢’ € K\Gym1|d 'Kg C K'}
Mais, les systemes cartésiens sur cette tour s’identifient a ceux sur
(Wig.n).1.K)KCG 0. 1nGO-

Lorsque (g,h) € Gy x Hj, cette équivalence correspond a une “torsion inté-
rieure” des systeme de faisceaux sur la tour. Plus précisément, il y a un isomor-
phisme fonctoriel dans Hg**

VF € H:E,l;tv \V/(g,h) S GI X H[, ’Y(gJL),I : (gvh)*]: ;) F
De plus, si J C I, il y a une application de restriction
Hca}t _ Hca}"t
o, o,
(Fr)rca,nco = (Fryw; x)KcGinGo

IV.11.4.4 Reconstruction des systémes de faisceaux cartésiens sur la tour a partir
de ceux sur les tours en chaque sommet de 'immeuble

Théoréme IV.11.17. Il y a une équivalence de catégories entre les systémes carté-
siens de faisceaux quasi-étales sur la tour, HEXY et les (F;)icz, ou F; € HEEY

qétc? qétc,i?

o munis d’isomorphismes Vi, j, Bij : fi'Hng}rt — fj‘Hs;n satisfaisant

Bijimcare © Bikprsare = Bikjmar
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e munis d’isomorphismes ¥(g,h) € G x H, ¥i, )i (9,h) Fign).i = F
satisfaisant
V(gu h)7 (gla h/)a VZ7 a(g’,h’),(g,h).i o (97 h)*a(g,h),i = a(g’g,h’h),i
et tels que si (9,h) € G; x H;, alors a(gpy,; soit laction de G; x H; sur le
systeme de faisceau F; par “torsion intérieure”, Qg )i = V(g,h),i
e ct enfin tels que le diagramme suivant commute

(Oé(gvh/)y’i)"}-tl(;?rt
((g7h)*f(g,h)l)‘7-[$]a” - - o f'L‘Hf‘;ﬂt

(9:0)* Bg,n).i,(g,h).5 Bij

(e(g.n).5) gt

((g: 1)" Fg,hy.s) pregare

fJIH:Jart

Lorsque les images par les correspondances de Hecke de W recouvrent Xqgo on peut
remplacer quasi-étale par étale.

Démonstration. I y a un foncteur qui & (Fx)xcao € Hege associe la collection
cart

des (JTK|WLK)KCgimGD € Hggie > lorsque @ varie dans Z, et dont on vérifie que
c’est bien un objet cartésien comme dans I’énoncé du théoreme.
Montrons que ce foncteur induit une équivalence. Soit donc

(fi,K)ieLKCGmGO
un systeme de faisceaux comme dans ’énoncé. Ecrivons
=] Ak
E>1

ot Vk, Ay est un ensemble fini, Ay C A1 et (G° x H?). Ay = Ay. Alors

Xgo = U TK,GO < U Wi,K)

k>1 i€AL
KCGAkaU

oil, dans I'union précédente, pour un k donné. K C G4, NG est quelconque. On
peut prendre en particulier K, := G4, NG® <G 1l y a un revétement galoisien
de groupe G'/ K},

domaine analytique

compact
Uica, Wik, © Xk,

|

7TKk7G'D (UiEAk W%K)% XGD
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Les HO-faisceaux quasi-étales lisses (Fi Kk, )ica, se recollent grace aux données
de recollement de 1'énoncé en un GY/Kj x H%-faisceau lisse quasi-étale Gy, sur
. . . 0
Uiea, Wik, Ce faisceau descend en un HO-faisceau lisse Hy, = (mk, qo.Gr)¢ /K-
, . . . .
SUr Mg, o (Uz‘eAk Wi,K). Lorsque k' > k, il y a des identifications

Hk,‘ﬂKk,GO(UiEAkWi,Kk) = Hk

Cela définit par recollement un H°-faisceau lisse Fyo sur Xqo. On pose alors
VK C GO, Fr = W;(,GO}—GO'

On doit maintenant montrer que ce systeme de faisceaux est muni d’une
action de G x H, c’est-a-dire définir des isomorphismes naturels VK C G°, ¥(g, h)
tels que g~'Kg C GY, (9,h) Fg1kyq = Fk. Cela est fastidieux, mais ne pose
pas de probléme particulier. On en laisse donc la vérification au lecteur. O

Remarque IV.11.18. Quitte & remplacer W par un nombre fini de ses itérés sous
des correspondances de Hecke, on peut toujours supposer que les itérés sous les

correspondances de Hecke de W recouvrent Xqo.

IV.11.5 Faisceaux cartésiens sur la tour et espaces de périodes
Supposons maintenant I'existence d’un morphisme étale d’espaces analytiques
II: Xgo — P

tel que P soit muni d’une action lisse de H et II commute a cette action. Supposons,
de plus, que II est G-invariant, au sens ou Vg € G, le diagramme suivant commute

g

Xgomggog—1 nglGUgﬁGO

wcomgcy wmcqco
Xeo X o
\\ /
P

On peut alors définir deux foncteurs pour e € {ét, gétc}
a:Py/H — Ko
g — ((HOﬂ'K7go)*g)KCc0

B:HS™ — Pu/H

(Fk)kcgo +—— lim (ITomg go)«Fi

—_—

KcGo
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ot 'action de G sur lim (ITomg go).Fi se fait de la facon suivante. Pour g € G

KCG°
et K suffisamment petit tel que K € G°Ng~'G%, il y a un isomorphisme Fx ~
9xFgig-1 qui induit

(HOWK,GO)*}—K ~ (HOWKjgo)*(g*}—gKgq)
= (Homg goog)Fyxg1
= (Tomyxg-1.60)sFgrg1 — lim (ITo mgr o)« Frcr
K'cGo

On vérifie que lorsque K varie, ces morphismes sont compatibles et que donc g
induit un automorphisme du faisceau limite inductive.

Une autre description du foncteur G en termes de correspondances de Hecke
sphériques plutét que d’invariants sous G est la suivante. Si K C G, étant donné
que Ty goFgo = Fk, il y a un monomorphisme Fgo < (i co)« Fr tel que si
K <1 G°, on ait

[(Tr, o)+ FK] ¢ = Feo.

Donc
G G°
ﬂ((]:K)K)Z lim (HOTFK,GO)*]:K C lim (HOTFK,GO)*]:K
KCGo KCGO
= lim [(ITomg go)eFx]® = ILFgo
K<G°

Maintenant, si g € G, il y a deux fleches

H*fgo = (H ] 7TG00971G0g7G0)*fGomg—IGOg — (H o Wcomgflgogjgo)*g*}—ggogq

9y

(H 9 WgGogflﬁG‘LGO)*-FgGog*lr‘]GO
ainsi que la fleche tautologique
77g . H*fgo — (H o ngogflmgo)co)*f'gcogflmgo

Alors

Mg
ﬁ((fK)K) = ﬂ ker( H*fgo _)E (H o WgGnglﬂGD,GD)*]:gGnglﬂGD )
geG/Go %
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Lemme IV.11.19. Les deux foncteurs précédents ]AD:/H<—Q_>H?’”Ct entre fais-
B

ceaur de Hecke cartésiens sur la tour et faisceaux sur l’espace des périodes sont
adjoints l'un de l'autre: o est l'adjoint a gauche de 3.

Démonstration. Cela résulte facilement de la seconde description du foncteur (.
O

Proposition 1V.11.20. Supposons [’existence d’un domaine analytique compact
W C Xgo satisfaisant auz hypothéses de la section IV.11.4 et tel que, de plus,
Iy soit un isomorphisme entre W et II(W). Supposons 11 surjectif. Alors, o et
0 induisent des équivalences de catégories entre faisceaux sur l’espace des périodes
et faisceaur cartésiens sur la tour.

Démonstration. Pour i € T, i = [g,h] et K C G; N GY, K <1 G}, le diagramme
commutatif

0 -1 _ Jh
G°/9Kg ngigfl,co(w) (943> Wik
W Xa,
Hl" ll’[
IL(W)C P
HOTFK,GO

montre que le morphisme W x hJIL(W) est un G;/K-torseur étale.
Donc, d’apres les lemmes 1V.11.14 et IV.11.15, il y a une équivalence

(nII(W)), /H, == HE

°.i

G = (Momkaow ) 9) ke ngo

Etant donné que II est surjectif, et que, par hypothese, les itérés sous G x H
de W recouvrent la tour, P = Upecgh II(W). Des lors, P,/H s’écrit comme un
recollé équivariant des topos équivariants lisses (h.II(W)), /AHh™!, pour h €
H/H°, comme dans le théoreme IV.11.17. Le parallele entre la description du
théoreme 1V.11.17 de H™* comme recollement de topos équivariants et celle de
P, /H permet de conclure. On vérifie également que le foncteur « induit bien
I’équivalence décrite. O

Remarque IV.11.21. Dans la proposition précédente, pour traiter le cas du site
étale, il faut remarquer que si I}y, est un isomorphisme, alors, puisque IT est étale,
il existe un domaine analytique compact W’ contenant W dans son intérieur et
tel que Il soit un isomorphisme.
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IV.11.6 Résolution de Cech de la cohomologie de la tour
par la cohomologie des cellules

Dans cette section nous esquissons seulement les arguments, qui sont similaires a
ceux de la troisieme suite spectrale du théoreme IV.9.31 (le lecteur ayant survécu
jusqu’a ce point du chapitre IV comblera aisément les trous).

Soit I C T fini. Commengons par modifier la définition des Hg** afin de
rajouter le sous-groupe central Z C G x H, qui agit trivialement sur la tour. On
demande en plus qu'un élément de la tour (Fx)rxca,ngo € 'Hﬁf"}t soit muni d’une
action “abstraite” de Z coincidant avec celle sur Z NGy x Hy. Il y a alors des

foncteurs d’induction/restriction, comme dans la section 1V.9.9.4,

GxH
IndHIXHI,Z
Hcart 4>Hcart
ét, I ét
’ ResG*H
HyxHp.Z

Le foncteur de restriction est immédiat a définir, celui d’induction un peu plus
délicat. Utilisant ce couple de foncteurs adjoints, on montre:

Théoréme IV.11.22. Soit F € A — HE™ et F — I° une résolution injective. Il y
a alors un tsomorphisme

R .(Het, F) ~ Tot @ c— indﬁzHF (Héc,]a,I}a)
a€GX H\T*+1!

ol St v = [(il,...,ip+1)], Ia = {il,...7ip+1}, Ka = G]aXH]a.Z etI}a = r;"ét,la'

On remarquera que la cohomologie & support compact dans He, ou HSM™ est
la méme (remarque IV.11.8).

IV.11.7 Rajout d’une donnée de descente

Soit F'|Q, une extension de degré fini et F'=Fn". On note o € Aut(F) le Frobe-
nius de F""|F. Plagons-nous dans le cadre précédent et supposons que notre tour
K — X est une tour de I -espaces analytiques.

Supposons de plus que la tour est munie d’une donnée de descente a F,
c’est-a-dire un morphisme entre foncteurs de S vers la catégorie des F -espaces
analytiques munis d’'une action lisse de H

Qo (XK)KCGO B (Xg))KcGO

Cette donnée de descente ne sera pas nécessairement supposée effective. Notons
pr: (Xl(g))K — (XK )k la projection de (XK)K@)F’UF' vers (Xg)k.

On peut alors considérer les faisceaux de Hecke sur la tour, munis d’une
donnée de descente, c’est-a-dire pour e € {ét, qétc}, le topos total du diagramme
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de topos
Ha((Xi0) 1) =z Ha(Xi0)0)

proa

dont les objets sont les (Fk )k, munis de morphismes H-équivariants compatibles
aux morphismes de la tour oz*]-'l(g) — Fk.

Notons alors ,H, le topos des faisceaux de Hecke, munis d’une donnée de
descente et ,HS**' le méme en remplacant faisceaux par faisceaux cartésiens.

~

Si (Fx)x € oHet, notons (Fx)x le faisceau étendu a la tour (Xx ®p F)K,
ou l'on voit cette derniére tour comme associée non plus aux groupes G et H,
mais & G et H x Ir, ott Ir = Gal(F'|F). On a bien (Fg)x € Hao((Xx @5 F)k)
(Paction de 'inertie I est lisse). Couplé & la donnée de descente, cela définit un
foncteur

Pe(Het® a8 =): oHet — A[G X H x Wr]eo

(Fx)k +— lim D (Xgx&F, Fg)
KCGo

et on note

~

RU(Has®p P, =)t oHa — DY(AIG x H x Wrao)

le foncteur dérivé associé. Il jouit de toutes les propriétés précédentes, énoncées
dans la section IV.11.3 (utiliser toujours le fait quun objet injectif d’un topos
total associé & un topos fibré est injectif étage par étage).

Placons-nous maintenant dans le cadre de la section IV.11.5. Supposons, de
plus, que l'espace de périodes P soit muni d’'une donnée de descente et que le
morphisme des périodes Il soit compatible & cette donnée. On obtient alors une
équivalence entre faisceaux de Hecke cartésiens sur la tour et H-faisceaux lisses
sur P munis d’'une donnée de descente.

Dans les considérations précédentes, on peut également considérer la variante
suivante: remplacer ce qu’on a appelé donnée de descente par la notion plus forte

qui consiste a demander que le morphisme a*F I(g ) L F & soit un isomorphisme.
Tout ce que 'on vient de dire s’adapte a cette situation.

IV.12 Faisceaux de Hecke cartésiens et faisceaux rigides
équivariants en niveau infini

IV.12.1 Faisceaux lisses sur une tour

Soient G et H deux groupes profinis et (¥x)xcq une tour équivariante de H-
schémas formels admissibles quasicompacts. Plus précisément, si S est la catégorie
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dont les objets sont les sous-groupes ouverts de G et
VK,K' €S, Homs(K,K')={g€ K\G|g 'Kgc K"}

on suppose que K —— X définit un foncteur de S dans la catégorie des schémas
formels admissibles quasicompacts munis d’une action continue de H. On suppose,
de plus, que pour K’ C K, le morphisme Xg+ — Xk est affine et si K’ < K, alors
X35 — X3E est un K/K'-torseur étale.
Soit X = @ Xk, qui est donc muni d’une action de G x H.
K

Lemme IV.12.1. L’action de G X H sur Xo, est continue, au sens de la section
1V.10.

Rappelons (théoreme IV.6.7) qu’il y a une équivalence de topos

(xoo);—rig—ét — %El (xK);g—ét
K

Proposition 1V.12.2. Il y a une équivalence de topos de faisceaux équivariants
lisses

(xm)g—rig—ét/(G X H) = x;g-ét/H

qui sont équivalents au topos des faisceaur de Hecke quasi-étales cartésiens H -
lisses sur la tour K —— X%

Démonstration. Il s’agit d’une application du théoréme IV.8.22. On laisse en ef-
fet le lecteur vérifier que, via I’équivalence (Xo)

— lm (Xk),gq les
-
K«G
faisceaux G x H-lisses correspondent aux systeémes projectifs de G x H-faisceaux
lisses. g

£ —rig-ét

IV.12.2 Principaux résultats

Reprenons toutes les notations de la section IV.11. On supposera que VI C Z, la
tour d’espaces analytiques (Wi k)kca,ngo est de la forme (Wi'k) kca;nao, ot

Wr.k)Kkcainao

est une tour de schémas formels admissibles quasicompacts, munis d’une action
lisse de H sur Spf(O}), dont les morphismes de transition sont affines.

On supposera de plus que si I C J, 'inclusion de tours de domaines analy-
tiques Wi k)kca,nce — (Wr,x)kca,ngo est donnée par une immersion ouverte

Wi k)kca,nae — Wi K)kcanao
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Ces immersions ouvertes se composent naturellement, puisque c’est le cas en fibre
générique. Cela permet de définir un schéma formel m-adique sans w-torsion sur

Spf(O)
¥o=J lim W.k
z€L KCEOGO
obtenu par recollement des limites projectives des tours au-dessus de chaque som-

met de I'immeuble, comme dans la chapitre I. Ce schéma formel est muni d’une
action cellulaire continue de G x H.

Théoréeme I1V.12.3. Il y a des équivalences de topos

(xOO);—rig-ét/(G X H) = H((:;glt;f: = qc’tc/H

entre faisceauxr E-rig-étales G X H-équivariants lisses sur Xoo, systemes de fais-
ceaux de Hecke cartésiens quasi-étales H-lisses sur la tour et faisceauz quasi-étales
H -équivariants lisses sur l’espace des périodes.

Démonstration. 11 suffit d’empiler la proposition IV.12.2 avec le théoreme IV.11.17
et la proposition IV.11.20. 0

Soit X un schéma formel m-adique sans m-torsion. Si z : Spf(V') — X est un
point rigide de X (cf. section IV.3.4.4) et F € X _,;, &, on peut définir la fibre de
F en x, x*F, qui est un ensemble muni d’une action lisse de Gal(V[%HV[%]).

On a défini dans la section 1V.3.4 les points analytiques d’un schéma formel
m-adique sans m-torsion et la notion de spécialisation dans |X"8|.

Définition IV.12.4. Soit X un schéma formel m-adique sans 7-torsion. Un faisceau
F € Xg_ g ¢ sera dit surconvergent si Vo : Spf(V) — X, Vy : Spf(V') — X
deux points rigides tels que = > y, le morphisme de spécialisation
y'F — " F
est un isomorphisme.
On peut alors démontrer le théoreme suivant.

Théoréme IV.12.5. Dans les équivalences de topos précédentes, le sous-topos des

faisceaux étales sur l’espace des périodes correspond aux faisceaux surconvergents
de (x00)£—rig—ét/(G X H)

Théoréme IV.12.6. Soit (Fx)x € HEM™ un systéme de faisceaux de Hecke étales

cartésien sur la tour et RUo(Ha®F, (Fi)i) € D (A[G x H x Ip)ss), son complexe
de cohomologie lisse. Soit G € A — (%Oo);_rig_ét/(G x H), le faisceau équivariant
lisse sur Xoo associé a v*(Fr)x € Higie. Il y a alors un isomorphisme dans la
catégorie dérivée équivariante lisse DT (A[G x H X Ir]s)

RT(Ha®F, (Fr)x) ~ RF!((aem@O%)rig, )

Démonstration. Utiliser les théoremes IV.12.3, IV.10.8 et IV.11.22. 0
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IV.13 Application aux tours de Lubin-Tate
et de Drinfeld

IV.13.1 La correspondance de Jacquet-Langlands
locale géométrique

Théoréme IV.13.1. Soit (P"~1)trd" ['espace des périodes de Gross-Hopkins des-
cendu a F, via la donnée de descente de Rapoport-Zink. Il s’agit de l’espace ana-
lytique de Berkovich associé a une variété de Severi-Brauer, définie par l’algébre
a division D d’invariant % sur F. Soit Q) C ]P’?;l lespace de Drinfeld sur F. Il y

a une équivalence de topos entre D* -faisceaux étales sur (PP~1)tr 4% dont I’action
de D* est lisse et GL,,(F)-faisceaux étales sur ) pour lesquels U'action de GL,,(F)
est lisse

JL - ((]P)n—l)tordu)e; /D>< AN Q;/GLn(F)

Il en est de méme en remplacant étale par quasi-étale (i.e., faisceaux sur le site
étale de lespace rigide, plutét que sur lespace analytique de Berkovich).

Démonstration. Dans la chapitre III, on a construit un isomorphisme GL,,(F) x
D*-équivariant entre schémas formels m-adiques sur Spf(O ;)

X — Vi
ol X/ est un éclaté équivariant du schéma formel X, construit dans le chapitre
I et associé & la tour de Lubin-Tate, et Y/ est un éclaté d’un schéma formel Y.,

associé a la tour de Drinfeld. Par invariance du topos £-rig-étale par éclatements
formels admissibles, on a

(x{xu);—rig-ét/GLn(F) x D* ~ (xOO);—rig-ét/GLn(F) x D*

et
(yéo)s—rig-ét/GLn(F) X D* o~ (yOO)S—rig-ét/GLn(F) x D*
D’apres le théoreme 1V.12.3,

(Xoo)g—rigeer/ GLn(F) x DX = (") g/ D*

qétc
et

(Voo )£ —rigest/ GLn(F) x DX = (QOF ) /G Ly (F)

qétc
D'oit le résultat sur 7" et le site quasi-étale. Le cas du site étale se déduit en
remplacant le topos E-rig-étale par le topos surconvergent. La descente de F™" a
F ne pose pas de probléeme (imposer une condition de continuité sur la donnée de
descente du faisceau), une fois que I’on a vérifié que 'isomorphisme X/ —— Y/ _
est compatible & la donnée de descente de Rapoport-Zink. O
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IV.13.2 Comparaison des complexes de cohomologie
des deux tours

Théoréme IV.13.2. Soit (M%7 )cGr, (o) la tour de Lubin-Tate, au sens de
Rapoport-Zink (une union disjointe indexée par Z de la tour de Lubin-Tate usu-
elle), formée d’espaces analytiques sur ﬁ', munie d’une action “horizontale” de
D>, d’une action “verticale” de GL,(F) par correspondances de Hecke et d’une
donnée de descente a F. Soit

T MET — 11»7;1

Uapplication des périodes de Gross-Hopkins. A un faisceau F de
((]P;n—l)tordu) ;t /D><

est associé un systeme de faisceaur “de Hecke” ((TTIL{T)*}') sur la tour

KCGL,(OF)
de Lubin-Tate, muni de correspondances de Hecke, d’une action de D* et d’une
donnée de descente o F' compatible a celle sur la tour (ces trois actions commutant).
Soit le foncteur

To(LT, =) : A — (P 1)*r®) /DX — A[GL,(F) x D* x W] — Mod-lisses

Fr—  lim l"c(/\/lfg(fi)f, TET*F)
KCGL,(OF)

Soit (M?T)Kcoé la tour de Drinfeld, au sens de Rapoport-Zink (une union

disjointe indexée par Z de la tour usuelle de revétements de l’espace Q de Drinfeld),
formée d’espaces analytiques sur F', munie d’une action “horizontale” de GL, (F),
“verticale” de D™ et d’une donnée de descente a F. Soit

AR MP—Q

Uapplication des périodes sur la tour de Drinfeld.

A un faisceau G de Q;t_GLn(F)_OO est associé un systéeme de faisceauzr de
Hecke muni d’une donnée de descente a F' sur la tour de Drinfeld, (%IQT*Q)KC();.
Soit le foncteur

Lo(Dr,—): A — Qg /GLy(F) — A[GL,(F) x D* x Wg| — Mod-lisses
g — lim PC(M2T®E, ﬂ?r*g)
KCGLH(OF)

Il y a alors un isomorphisme de foncteurs d valeurs dans DV (A[GL,(F) x D* x
WF]OO) N
RT.(Dr,—)o JL — RT.(LT,—)
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En particulier, si A désigne le faisceau constant, JL(A) = A et donc il y a un
isomorphisme entre la cohomologie a support compact a coefficients constants des
tours de Lubin-Tate et de Drinfeld.

Démonstration. 11 s’agit d’une application du théoreme IV.12.6 et du théoreme

principal du chapitre III comme dans la démonstration précédente. 0
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Deuxieme partie

L’isomorphisme des deux tours
Une autre approche en égales
caractéristiques

par

Alain Genestier et Vincent Lafforgue



Introduction

La véritable introduction “mathématique” apparaitra plus tard (I.5) lorsque nous
aurons fixé les notations et effectué quelques rappels. Pour le moment, nous nous
contenterons de donner un bref apercu de notre plan.

Dans le premier chapitre, apres quelques préparatifs, nous énoncons le théo-
reme principal de P’article. Le paragraphe 1.5 que nous consacrons a cet énoncé (et
en particulier, ’analyse critique de la conjecture 1.5.1) a été fortement influencé
par ’exposé d’introduction de Laurent Fargues, pour le groupe de travail a 'THES
sur isomorphisme de Faltings.

Le deuxieme chapitre est essentiellement composée de rappels. Nous y résu-
mons une partie de [G], notamment une équivalence de catégories due & Drinfeld
(le “module de coordonnées”, voir [G, ch. I]) qui nous permettra de ramener la
construction de 'isomorphisme des deux tours a de ’algebre linéaire, ainsi que les
résultats explicites sur la tour de Drinfeld des chapitres II et IV de [G]. Utilisant
un théoréme de Drinfeld [D1], nous y développons aussi des résultats explicites
analogues pour la tour de Lubin-Tate.

Dans le troisieme chapitre, nous introduisons un recouvrement de la tour de
Lubin-Tate indexé par ’ensemble des simplexes d’'un immeuble de Bruhat-Tits.
En fait, un recouvrement de la tour de Drinfeld de méme ensemble d’indices (dont
nous rappelons la définition dans le deuxiéme chapitre) apparait déja dans [BC]
et [G]. Ce chapitre recoupe larticle [Far2], qui généralise considérablement son
résultat principal IT1.1.4 et traite aussi du cas d’inégales caractéristiques.

Dans le quatrieme chapitre, fixant un simplexe maximal de 'immeuble de
Bruhat-Tits, nous ramenons la construction de I’isomorphisme des deux tours a
celle d’un isomorphisme des ouverts de ces deux tours associés au simplexe fixé
— ces ouverts seront donc considérés comme des “domaines fondamentaux” et ce
chapitre est consacré a 1’étude des recollements.

Dans le cinquieme chapitre, qui est en fait le coeur de ce travail, nous construi-
sons finalement I'isomorphisme des domaines fondamentaux.



Chapitre 1

Rappels sur les deux tours
et énoncé du théoreme

I.1 Notations

Soit @ un anneau de valuation discrete localement compact d’égales caractéris-
tiques p > 0. On identifie son corps résiduel a F, (ott ¢ = p") et on note K son
corps des fractions. On note v la valuation sur K. On fixe une uniformisante 7 de
O, ce qui induit des identifications O ~ F,[[r]], K ~F,((r)).

On fixe un entier d > 1 et on note D 'unique K-algebre a division centrale
simple (& isomorphisme non-unique pres) d’invariant 1/d et Op Pordre maximal
de D. Si l'on note K I'extension non-ramifiée de degré d de K, O4 son anneau
d’entiers et 7 € Gal(Ky/K) automophisme induisant (A — A?) sur le corps
résiduel, les algebres D et Op s’écrivent simplement comme des algebres de po-
lynémes non-commutatifs K4[I1] (resp. O4[II]) en une indéterminée IT vérifiant les
relations 1% = 7 et Ila = 7(a)Il, Va € K.

On note B C M4(O) l'ordre d’Iwahori des matrices triangulaires supérieures
modulo 7 et

0 1 o --- 0

0O O 1 - 0
T L T 3

0 IR |

m 0 0 O

de sorte que l'on a

B={> diag(Xio, ..., Nia-1)Ps, \ij € Fy} = diag(F3)[[Pr]] .
€N

On appellera immeuble étendu de GLg(K) le produit de I'immeuble de
Bruhat-Tits de PGL4(K) par Z. Cette terminologie n’est pas standard car 1'im-
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meuble de Bruhat-Tits de GL4(K) est plutdt le produit de limmeuble de Bruhat-
Tits de PGL4(K) par R! On munira cet immeuble étendu de l'action de GLg(K)
produit de action standard sur 'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K) et de
Paction (vy,n) € GL4(K) X Z — n — v(dety) sur Z.

On note K O K4 le complété de I’extension maximale non-ramifiée de K, O
son anneau d’entiers et on note encore 7 ’automorphisme de Frobenius de K.

On note Nilp O (resp. Nilp 5) la catégorie des O-schémas (resp. 5—schémas)
sur lesquels I'image de 7 est localement (pour la topologie de Zariski) nilpotente.
Les O-schémas formels (resp. O-schémas formels) seront considérés comme des ind-

objets de Nilp O (resp. Nilp O). Lorsque S est un schéma (ou un schéma formel),
on commettra souvent I’abus de notation consistant a écrire s € Og pour signifier
que s est une section globale de Og. Pour S € Nilp O, on note Sy = V(7) le sous-
schéma fermé de S le long duquel 7 s’annule et Frog le morphisme d’élévation a

la puissance g-iéme. Pour S € Nilp5 on note S[7] le O-schéma de morphisme
structural, le composé S — Spec(’) 5 Spec@ Enfin, on note encore 7 : Ga,s —
Ga s isogénie de Frobenius (z — z%) du groupe formel Ga 5.

1.2 O et Op-modules formels

On rappelle maintenant quelques définitions.
Définition I1.2.1. Soit S € Nilp O.

1) Un O-module formel X sur S est un groupe formel lisse sur S muni d’une
action de O telle que 'action tangente de O sur LieX coincide avec celle
provenant des structures de O-algebre de Og et de Og-module de LieX; sa
dimension est celle du groupe formel sous-jacent.

2) Un O-module formel est dit 7-divisible (ou de hauteur finie) lorsque ’endo-
morphisme X (7) est une isogénie. Sa hauteur (normalisée) est ht X (7)/r,
ou ht désigne la hauteur usuelle (c’est-a-dire, non-normalisée); cette hauteur
normalisée est un entier.

3) Lorsque X et Y sont deux O-modules formels, une quasi-isogénie p : X --» Y
est un élément de Homp (X,Y) ®0 K ayant un inverse dans Homp (Y, X) ®0
K. Le composé p o X(7V) est alors une isogénie pour N assez grand; la
hauteur (normalisée) de p est (ht(po X (7)) — ht X (7V))/r (N > 0) -
cette hauteur normalisée est un entier.

Dans la suite on appellera simplement hauteurs les hauteurs normalisées. De
méme, la notation ht désignera la hauteur normalisée.

Définition I.2.2. Soit S € Nilp O.

1) Un Op-module formel est un O-module formel muni d’une action O-linéaire
de OD.
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2) Un Op-module formel X est dit spécial lorsque laction tangente de Oy sur
LieX fait de LieX un O4 ® o Og-module inversible.

On va maintenant donner deux exemples de O (et méme Op)-modules for-
mels qui serviront respectivement de points-base dans la définition des tours de
Lubin-Tate et de Drinfeld. Ces deux O-modules formels seront définis sur le corps

résiduel F, de la O-algebre O.
La proposition suivante est due & Lubin et Tate [LT].
Proposition 1.2.3. Les O-modules formels X de dimension 1 et hauteur d sur

F, sont tous isomorphes. La O-algébre EndpX des endomorphismes d’un tel O-
module formel X est isomorphe a Op.

Plutot que de répéter la démonstration de [LT], on se contentera de dire qu’en
égales caractéristiques un tel X est défini par

X = @aﬁq en tant que groupe formel et X(7) = 7¢

et que 'action de Op sur X est définie par
XN =X (AeFu)et XII) =7.
Le Op-module formel
Y= P XUrem )
i€Z/dZ

(ot X(TI* @ TI™*) désigne le Op module formel obtenu en tordant 'action de Op
sur X par l'automorphisme II* ¢ TI™* de Op) est spécial. La proposition suivante
est due a Drinfeld [D2].

Proposition 1.2.4. Les Op-modules formels spéciauz de hauteur d* sur F, sont
tous isogénes a Y. La O-algebre Endp,Y des endomorphismes de Y s’identifie a
Vordre d’Iwahori B des matrices triangulaires inférieures modulo .

La encore, au lieu de répéter la démonstration de [D2], on se contentera de
dire que l'isogénie rpa = diag(1,7,...,7¢71) : X? — Y identifie Endp, (Y)®0 K &
Endo, (X9) @0 K = My(K) et que, pour cette identification, Endp, Y C My(K)
est l'ordre des matrices entieres triangulaires inférieures modulo 7.

1.3 Tour de Lubin-Tate

On considere le foncteur ./\V/lLT qui a S € Nilp5 associe ’ensemble des classes
d’isomorphie de couples (X, p), ol

e X est un O-module formel sur S de dimension 1 et hauteur d

o p:Xg, --» Xg, est une quasi-isogénie

et & un morphisme S’ — S associe le morphisme de changement de base évident.
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Le théoréme suivant est dii & Lubin et Tate [LT] — voir aussi Rapoport-Zink
[RZ] pour une démonstration dans un cadre beaucoup plus général, englobant en
fait ce paragraphe et le suivant consacré a la tour de Drinfeld.

Théoréme 1.3.1. Le foncteur /\V/lgT est (ind)-représentable par un O-schéma for-
mel.

On donnera dans le troisieme chapitre (théorémes de représentabilité expli-
cites) un énoncé beaucoup plus précis.

Définition 1.3.2. Soit X un O-module formel de dimension 1. Une structure de
niveau a la Drinfeld [D1] d’échelon 7™ sur X est un morphisme de O-modules

o: (n7"0/0)¥ - X

dont 'image coincide (en tant que diviseur) avec le sous-groupe X [7"] des points
de m™-torsion.

L’ensemble des classes d’isomorphie de triplets (X,p,0), ou (X,p) E/\v/lgT(S)
et o est une structure de niveau a la Drinfeld d’échelon 7™ sur X, définit un
foncteur Mg7 5, qui est (ind-) représenté par un O-schéma formel fini et plat
au-dessus de M 7.

La tour (/\v/lgT)n)n est munie d’une action (& gauche) du groupe GL4(K)x D*
(cf. [D1], [C] et [RZ]) dont on va maintenant rappeler la définition.

Soient v € GL4(K) et N € N tel que Ny My(O)y~1 € My(O). L’élément
induit un morphisme My7 4N — M7, de la maniere suivante. Soient m € Z
le plus petit entier tel que 7™y € My(O) et 4 = 7©™~. Grace au théoréme des
diviseurs élémentaires on voit aisément que 7¥O? C 4/0¢ C O4. Soient H =
10401 ¢ = tN)O1/O et X' = X/o(H) (comme pour les structures de
niveau & la Drinfeld, cette image o(H) doit étre considérée comme un diviseur).
Le morphisme composé 7~ ("*NO4/0? — X — X' se factorise & travers 7' :
a= (AN Od /04— A/g=(FN)Od /O et la structure de niveau o induit donc un
morphisme o/ = 77"0%/0% C 4’7~ *FN)O4/04 — X'; il résulte de [D1, prop.
4.4] que ce morphisme ¢’ est une structure de niveau & la Drinfeld d’échelon =™
sur X’. On obtient finalement un triplet (X', p’,0’) € M7, (S) en prenant pour
P’ la quasi-isogénie composée Xg, T, Xs, 2 Xs, — X, -

Soit § € D*. I’élément ¢ induit un morphisme M LT — M £7,n associant
a un triplet (X, p,0) € Mg ,(S) le triplet (X' = X,p',0’ = 0), ou p/ est la

671
quasi-isogénie composée Xg, --+ Xg, N Xs,-
On notera que les groupes GLy(K) et D* ont deux actions de nature tres

différente: le groupe GL4(K) agit par “correspondances de Hecke” sur les struc-
tures de niveau alors que le groupe D* agit sur la quasi-isogénie.
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Le sous-groupe K* C GL4(K) x D* (plongé diagonalement) agit triviale-
ment et ’action qu’on vient de définir se factorise donc en une action de (GLg(K) x
D*)/K*.

Enfin, la tour (M7 ), est munie d'une donnée de descente & la Weil (au
sens de Rapoport-Zink [RZ, 3.44]), qui est ’endomorphisme 7-semi-linéaire asso-
ciant & (X, p, o) le triplet (X, p o771 o) sur S[r], oil p o771 est la quasi-isogénie

composée Xgy;) = X X So Tos Xs, N Xg,. Cette donnée de descente

Spchq,T)
est effective et le O-schéma formel M 7 ,, provient donc, par changement de base,
d'un O-schéma formel M7, — ce O-schéma formel M 7, s’identifie d’ailleurs

a la partie ouverte et fermée de M £7.,n sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie
p est nulle.

L’action de GL4(K) x D* sur la tour (/\v/lm—m)n commute a cette donnée de
descente et descend donc en une action sur la tour (M7 pn)n.
En principe, on appellera “tour de Lubin-Tate” la tour (M gz p)p. Il pourra

cependant arriver qu’on appelle ainsi la tour (M7 ), — afin de ne pas créer de
confusions, on précisera a chaque fois laquelle des deux versions on utilise.

I.4 Tour de Drinfeld

On considere le foncteur /\v/lpr qui a S € Nilpé associe ’ensemble des classes
d’isomorphie de couples (Y, p), ol

e Y est un Op-module formel spécial sur S de hauteur d?

e p:Yg, --» Ys, est une quasi-isogénie compatible a I'action de Op

et & un morphisme S’ — S associe le morphisme de changement de base évident.

Le théoréme suivant est dit & Drinfeld [D2] — voir aussi Rapoport-Zink [RZ],
ainsi que [G], pour d’autres démonstrations (celle de [G] ne vaut — hélas! — qu’en
égales caractéristiques).

Théoreme 1.4.1. Le foncteur ./T/lpr est (ind)-représentable par un O-schéma for-
mel.

On donnera dans le troisieme chapitre (théorémes de représentabilité ex-
plicites) un énoncé beaucoup plus précis qui est une reformulation du résultat
principal de [G, ch. II].

— rig

On considere maintenant la fibre générique au sens de Raynaud My, (voir

[B] et [RZ, prop. 5.3]) de Mp,. La fibre générique au sens de Raynaud Y [7"]"® est

un schéma en groupes (et méme en O p-modules) fini et étale au-dessus de Mop, qui
est localement (pour la topologie étale) isomorphe & 7="Op/Op. Les structures
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de niveau d’échelon 7": 77" Op/Op — Y [r"]"'8 définissent alors un revétement
— rig — rig

fini étale galoisien Mp,. ,, de Mp,., de groupe de Galois (Op/7"Op)*.
— rig
On munit la tour (Mp,. ,, ), de I'action a gauche suivante de GL4(K) x D*.
— rig -
A un triplet (Y,p,0) € Mp, ,(S) (ot S est une K-variété rigide analytique,

(Y, p) un point de Mp, défini sur un modele entier convenable St de S et
o: 7 "Op/Op = Y[r"]"8 est une structure de niveau d’échelon 7" sur Y) et a
Pélément (v, d) € GL4(K) x D* elle associe le triplet

Y =Y (II-™ e TIM)

t’Ysgnt Ysgnt (Him)
/I __ !
P = (Ysgnt -—> Ysgnt -——> Ysgnt -——> Sg“t)

o = (Tr_nOD/OD (o H_} d) W_nOD/OD 2 Y[ﬂ_n]rig N Y/[ﬂ_n]rig))
olt m € Z est Pentier tel que § € II"OF, (e II7™§) est la multiplication & droite
par II7™§ et Y|[n"]'e = Y'[7"]"® est Iisomorphisme O-linéaire évident (il n'est
pas Op-linéaire si m n’est pas multiple de d).
On remarque que, par rapport a ’action précédemment définie sur la tour de
Lubin-Tate, les groupes GL4(K) et D* ont inversé leur role. Le groupe GLg(K)
agit sur les quasi-isogénies, tout comme D* sur la tour de Lubin-Tate. En notant

que lorsque m < 0 le morphisme Y va) Y’ n’est autre que le morphisme de
passage au quotient par Y'[II~™], 'action de D* est analogue & l'action de GL4(K)
sur la tour de Lubin-Tate.

Le sous-groupe K* C GL4(K) x D* (plongé diagonalement) agit triviale-

ment et l'action qu’on vient de définir se factorise donc en une action de (GLg(K) x
D*)/K*.
Remarque 1.4.2. Cette action de GL4(K) n’est pas l'action “usuelle” figurant dans
[D2], [RZ], [C], [G], ... Elle en differe en fait ! par une torsion par ’automorphisme
v+ 571 de GL4(K). Comme on le verra, c’est 13 le prix & payer pour obtenir un
isomorphisme GLg(K)-équivariant des deux tours.

— rig
Enfin, la tour (Mp,. ,, ), est munie d'une donnée de descente a la Weil (au sens
de Rapoport-Zink [RZ, 3.44]), qui est 'endomorphisme 7-semi-linéaire associant

a (Y, p,0) le triplet (Y,p o771, 0) sur S™[r], ot p o 77! est la quasi-isogénie
-1
composée Y gent (] T Y gent N Ygent. Cette donnée de descente est effective et la

1Nous avons adopté ici le point de vue de [RZ] consistant & considérer des quasi-isogénies de
hauteur arbitraire et une donnée de descente a la Weil. Le point de vue utilisé dans les autres
références, qui consiste & ne considérer que des quasi-isogénies de hauteur nulle, donne directe-
ment M%%,’n. Les formules qui expriment l'action de GL4(K) (et de D*) y sont, de ce fait, plus
compliquées et ne se comparent pas directement a l’action que nous définissons ici.
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— ri

K-variété rigide-analytique MD%,)” provient donc, par changement de base, d’une
K-variété rigide-analytique Mz} | — qui s’identifie d’ailleurs & la partie ouverte
et fermée de /\V/l;gr,n sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie p est nulle.
L’action de GLg(K) x D* sur la tour (./\V/l;grn)n commute & cette donnée de
descente et descend donc en une action sur la tour (M%grn)n
En principe, on appellera “tour de Drinfeld” la tour (M%grn)n Il pourra

— rig
cependant arriver qu’'on appelle ainsi la tour (Mp,. ,,)n — de méme que du coté
Lubin-Tate, on précisera a chaque fois laquelle des deux versions on utilise.

I.5 Enoncé du théoreme

Hopkins et Gross (dans leur prépublication [HG2]; voir aussi Rapoport-Zink [RZ,
5.54] pour une référence plus facile a se procurer) ont formulé la conjecture sui-
vante, que nous énongons ici volontairement sous une forme un peu vague.

Conjecture 1.5.1. On a une égalité

W3 rig 7S rig
lm” M7, = “lim” My,
n n

ot “lim” est une sorte de limite projective (en un sens a préciser).

Nous allons maintenant faire une analyse critique de cet énoncé.

1) 1l n’existe manifestement pas de couple de morphismes GLg(K) x D*-
équivariants, mutuellement inverses

M5 = Mps,, (m>n)
rig rig
MD%W — M,;%—ym (n>m)

des deux systeémes projectifs (pour dissiper tout malentendu, précisons tout de
suite que cet énoncé trop naif n’est pas celui figurant dans les références que nous
venons de citer!). En effet, si x,, est un point de M’Z%m a valeurs dans une
extension L de K et si y, est un point de Mp, ,, a valeurs dans L, le stabilisateur
de x,, vis-a-vis de 'action de GL4(K) est ouvert (pour la topologie m-adique) alors
que celui de y,, ne l'est pas; de méme, le stabilisateur de x,, vis-a-vis de l'action
de D* n’est pas ouvert alors que celui de y,, 1'est.

Pour répondre a cette objection, une idée simple est d’utiliser une complétion.
Le morphisme de comparaison des deux tours enverra donc un point © = (Z)m
de (Mc7,m)m sur un point y = (Yn)n de (Mopy.n)n, OU Yy, sera défini a 'aide de
séries (dont la convergence requiert cette complétion) dépendant de tous les x,,
et non seulement d’un nombre fini comme dans le cas du morphisme de systemes
projectifs envisagé ci-dessus — en particulier, si x est a valeurs dans une extension L
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de K (nécessairement infinie), y sera un point & valeurs dans le complété m-adique
de L.

La “limite projective complétée” d’un systeme projectif de variétés rigide-
analytiques n’a pas de sens dans la théorie “classique” des espaces rigides 2. Pour
donner un sens a cette complétion, Faltings construit des modeles entiers des
deux tours. Nous adopterons aussi cette approche, mais nos modeles entiers seront

différents de ceux utilisés par Faltings.

2) Cette idée se heurte tout de suite & une nouvelle difficulté. En effet, le
modele gntier Moprn = ( %ﬁ)ny de M%g;m obtenu par normalisation de Mp,
dans M} . (voir [Farl, appendice A]) est m-adique alors que M7, ne Uest pas.
Pour pouvoir comparer les deux tours, Faltings modifie (“r-adifie!”) le modele
entier de la tour de Lubin-Tate (voir [Fall], [Farl]); il modifie aussi un peu le
modele entier de la tour de Drinfeld. Nous w-adifierons aussi la tour de Lubin-
Tate en employant une variante de la construction de Faltings. Nous n’aurons en
revanche pas besoin de modifier le modele entier de la tour de Drinfeld obtenu par
normalisation.

3) Pour obtenir un modele entier m-adique d’une K-variété rigide-analytique,
il suffit de se donner un recouvrement affinoide admissible pur de cette variété
(voir le paragraphe 3.7 de [vdPV]; nous allons rappeler & I'instant en quoi consiste
cette condition de pureté). En fait, ni le recouvrement affinoide de la tour de
Lubin-Tate qu’utilise Faltings ni celui que nous utiliserons ne s’obtiennnent comme
I’image réciproque d’un recouvrement défini & un niveau fini de la tour et il faut
donc légerement modifier cette construction. Pour cela, nous posons la définition
suivante.

— ri

g
Définition I.5.2. Un recouvrement affinoide admissible (M7, ;)iez de la tour de
— rig
Lubin-Tate (M7 ,)n consiste en la donnée

e d’un ensemble 7 d’indices
e d’un entier n(i), pour tout i € 7

— rig — rig
e d'un ouvert affinoide My7 .5y, C Mpg ), pour tout ¢ € Z, induisant
— rig — rig
donc par image réciproque un ouvert affinoide M7, ; C M7 ., pour tout
n > n(i)
— rig
tels que pour tout ouvert affinoide connexe U C M7, il existe une partie finie

— rig
Z(U) telle que I'image réciproque U,, de U dans M7, (n > sup,ezq)n(i)) soit

— rig
recouverte par les ouverts M,z ,,; (i € Z(U)).

2Laurent Fargues (voir [Farl, ch. IV. 1]) a récemment développé un formalisme d’espaces rigides
généralisés; nous n’utiliserons pas ce point de vue dans notre texte mais I’isomorphisme de notre
théoréme principal 1.5.3 — tout comme l’isomorphisme original de Faltings — se réinterprete
immédiatement en ces termes.
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Ce recouvrement est dit pur si pour tout couple (i,5) d’éléments de Z,
\/I‘l \/I‘l \/I‘lg

Pouvert /\/lm— il MET n,j (n>1,7) de My, ; provient d'un ouvert de Zariski

M £T.n,(i,5) du modele entier affine

— rig
ML‘TH T Spf({f € H (ML'Tn 170"2? ) |f($)| < 1,\V/1? € M,CT,n,i})
— rig

de M[,T,n,i'

Soit ./\V/lLT co,i (TESD. /\\;lng J(i,j)) la limite projective (complétée, cf. [Farl,
IV.1.7]) des schémas formels M LT ,n,i (Tesp. M £T (i ;). En recollant les schémas

formels m-adiques M LT ,0,i 1e long de leurs ouverts M LT ,00,(i,j)» 1€ recouvrement
—ri

(M7 4.i)i induit un schéma formel 7-adique M £7T,00,7- Ce schéma formel peut

étre considéré comme une “r-adification” de la tour de Lubin-Tate.
— rig
Le recouvrement (M, , ;)icz que nous utiliserons sera précisé dans le troi-
sieme chapitre. Nous nous contentons pour 'instant de dire qu’il est muni d’une

action de GLg(K) x D* et d’une donnée de descente a la Weil (de sorte qu’il en
est de méme pour /\v/lmgool).

Du “coté Drinfeld”, comme nous 'avons déja dit, la situation est beaucoup
plus simple puisqu’il suffit de considérer le modele entier ./\\;lpr7oo = <h_mn /\V/lpr,n
de la tour de Drinfeld (bien siir, cette limite projective est elle aussi complétée,
¢f. [Farl, IV.1.7]).

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal.

Théoreme 1.5.3. Il existe un isomorphisme (explicite) (GL4(K) x D*)/K*-équi-
variant _ _
@ M£T7OO7I — MDT,OO

qut est de plus compatible aux données de descente de Weil.
Nous allons finalement faire quelques remarques.
Remarque 1.5.4.

1) En égales caractéristiques, il est encore possible d’utiliser le point de vue
de Faltings pour construire un isomorphisme “de Faltings” des deux tours.
En effet, la construction de Faltings repose uniquement sur la théorie de
Grothendieck-Messing — seule la conservation du degré [Farl, IL. 11] utilise
la théorie de Fontaine. En égales caractéristiques, [G] (¢f. 1.3: théorie de
déformations) fournit un analogue de la théorie de Grothendieck-Messing
qui s’avere suffisant pour transposer la construction de Faltings.

Au niveau des points & valeurs dans un anneau de valuation (comme
dans le chapitre IT de [Farl]) notre isomorphisme ¢ coincide avec celui de
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Faltings. De plus, notre résultat a les mémes conséquences cohomologiques
(cf. [Fall, §6] et [Farl, IV.13]) que le théoréme original de Faltings. En fait,
I’isomorphisme d’espaces rigides généralisés (au sens de [Farl, IV.1])

. — rig — rig
rig . ~
® . M,CT,OO,I MDr,oo

induit par notre isomorphisme coincide vraisemblablement avec celui induit
par 'isomorphisme de Faltings.
— rig
Notre recouvrement (M r,;)icz aura comme ensemble Z d’indices I'en-
semble des simplexes maximaux de I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K).
L’action de GL4(K)x D* sur Z sera le produit de I’action évidente de GL4(K)
et de laction triviale de D*; la donnée de descente agira trivialement sur Z (si
bien que ce recouvrement proviendra en fait d'un recouvrement (M5 | ;)iez
de MEgT).).
— rig

En particulier, l'ouvert M 7, (p-+pq) que nous associerons au sim-
plexe maximal (P~'O%);cz sera une sorte de “domaine fondamental” pour
Paction de GL4(K) sur la tour de Lubin-Tate.

La tour de Drinfeld est, elle aussi, munie d’un recouvrement affinoide

— T1g

(provenant d'un recouvrement de son rez-de-chaussée? ./\/lpio) ayant le
méme ensemble d’indices (¢f. [D1], [BC] ou [G]). Pour construire I'isomor-
phisme du théoréeme 1.5.3, il suffira donc de construire un isomorphisme
Op-epd : ./\\;1[,77007]3—.011 = ./\\;l’Dnoo,p—uod équivariant sous B* x D* et
compatible aux données de descente de Weil puis de vérifier que les trans-
latés sous 'action de GL4(K) de cet isomorphisme se recollent. C'est ce que
nous ferons dans les deux derniers chapitre.

3first floor



Chapitre 11

Théoremes de représentabilité
explicites

II.1 Modules de coordonnées

La théorie du module de coordonnées, esquissée dans une lettre de Drinfeld & Ca-
rayol et développée dans [G], est une sorte d’analogue en égales caractéristiques de
la théorie de Dieudonné. Elle ramene I’étude des O-modules formels a de 'algebre
semi-linéaire — plus précisément, elle fournit une équivalence contravariante entre
la catégorie des O-modules formels et une certaine catégorie de chtoucas locaux.
La construction de 'isomorphisme des deux tours dans le chapitre V reposera sur
cette théorie. On va donc faire quelques rappels & son sujet (voir [G, ch. I] pour
plus de précisions).

Soit X un O-module formel de hauteur i et de dimension d sur un O-schéma
S € Nilp O. Son module de coordonnées est Mx = Ho_m]Fq (X,Gq,s), ou Fy agit

sur @a,S de la maniere évidente. C’est un faisceau de O @Fq Og-modules sur S, ou
O @Fq Os est le complété de O ®p, Og pour la topologie m ® 1-adique — I'action
de O provient de I'action de O sur X et l'action de Og vient de I'action de Og
sur G, s par homothéties. De plus, I'isogénie de Frobenius 7 : G, 5 — G, s induit
une application Idp ® Frpg-linéaire F' : Mx — Mx. Pour tout O @)Fq Og-module
M, on note "M = (Idp ® Frpg)*(M), de sorte que F' induit un morphisme de
O &, Os-modules "My — Mx.

A partir de maintenant, on notera @ ® Qg le produit tensoriel O @Fq Og.
Pour simplifier, on notera z = 7 ® 1 et lorsque s est une section de Og, on notera
encore s la section 1® s de ©@ ® Og — remarquer que ceci s’applique en particulier
pour s = 7. On notera aussi K @ Og = O ® Os[z71] le complété de K ®r, Os
pour la topologie z-adique.
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Proposition IL.1.1. ([G], ch. I, prop. 2.2.3 et 2.2.6)

1) Soit X un O-module formel de hauteur h et de dimension d sur un O-schéma
S € Nilp O. Son module de coordonnées Mx a les propriétés suivantes:

a) Mx est, localement pour la topologie de Zariski sur S, un OR0g-module
libre de rang h,

b) le conoyau de F : "Mx — Mx est supporté schématiquement par le
graphe du morphisme de S dans Spec O (ce qui revient a dire qu’il est
annulé par z — m), et il est localement libre de rang d sur ce graphe
(comme Og-module il est canoniquement isomorphe au dual de Lie X),

¢) Uendomorphisme semi-linéaire F de Mx/zMx est, localement pour la
topologie de Zariski sur S, nilpotent.

2) Le module de coordonnées établit une équivalence de catégories contravariante
de la catégorie des O-modules formels de hauteur h et de dimension d vers
la catégorie des couples (M, F) satisfaisant auz conditions 1), a), b), c).

3) La donnée d’une quasi-isogénie X --+ X' équivaut a celle d’un isomorphisme
de K @ Og-modules My Ropos K ®0g — Mx Ropos K ® Og compatible
auxr morphismes de Frobenius Fx: et Fx.

Lorsque S est un O-schéma formel, la proposition ci-dessus s’adapte — il
suffit de lire “le graphe du morphisme de S dans Spf O” dans la condition (b) et
de remplacer la condition (¢) par “’endomorphisme semi-linéaire F' de Mx /zMx
est, localement pour la topologie de Zariski sur S, topologiquement nilpotent”.

Dans ce cadre, on rencontrera souvent des limites de quasi-isogénies, c’est-
a-dire, lorsque S est défini par un systeme inductif de nil-immersions fermées
Sp = Sp+1 (n € N, S, € NilpO), des systemes compatibles (p, : Xg, --+
X Jnen de quasi-isogénies. De telles limites de quasi-isogénies ne proviennent
pas nécessairement d’'une quasi-isogénie X --+ X', car le dénominateur de p,
(c’est-a-dire, le plus petit entier N tel que p,, o X (7) soit un morphisme) est en
général une fonction non-bornée de n — on en rencontrera d’ailleurs un exemple
des le paragraphe suivant avec la limite de quasi-isogénies p universelle sur la fibre
spéciale de I'espace de modules de Lubin-Tate. Notant

K®0s =lim K&Os,
={> ez a;%";a; € Os et lim;_,_a; = 0}

la O ® Og-algebre complétée de K ® Og vis-a-vis de la topologie induite par
celle de Og, la donnée d’une telle liinite de quasi-isogénies équivaut alors a celle
d’un isomorphisme M x/ R o0 K®0Og — Mx R 00 K ® Og compatible aux
morphismes de Frobenius Fx: et Fx.

On peut remarquer qu’on a, la encore, commis I’abus de notations consistant
a écrire a; € Og pour dire que a; est une section globale de Og. En fait, les

constructions de O ® Og, K ® Og et K ® Og se “faisceautisent” visiblement et
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fournissent des faisceaux de Og-algebres sur S. Ces faisceaux ne sont pas quasi-
cohérents mais proviennent de faisceaux quasi-cohérents de O ® Og-algebres sur
Spf OXspf]F S.

Dans les deux paragraphes suivants, on va respectlvement décrire les schémas

formels (ind-)représentant les foncteurs /\/l cT et MDT, ainsi que les modules de
coordonnées des objets universels.

I1.2 Coté Lubin-Tate

Il résulte de [D1] (voir aussi [HG1]) que le foncteur M est ind-représenté par
ez Spf Of[us, ..., uqg—1]] muni de I'objet universel (X, p) suivant. En tant que

groupe formel avec action de Fy, X = Gq; Paction de m € O est X(m) =7+
wiT + - 4+ ug—1T + 7¢. La quasi- isogénie p est uniquement déterminée par la
condition p=Th modulo (myu1,y...,uq—1) (dans la suite elle sera explicitée a
laide de modules de coordonnées). Sur cette écriture, la donnée de descente de

Weil est facile & expliciter: elle applique la h-iéme copie de Spf 5[[u1, ey Ud—1]]
sur la (h — 1)-ieme, fixe les u; et agit sur %) par T.

Dans toute la suite, plutét qu’avec M 7 on travaillera avec ’espace de mo-
dules avec structures de niveau “de type Iwahori” M £7,B< suivant (intermédiaire
entre ./\v/l,gT et /\v/l,gf,l).

Au sous-groupe d’Twahori B* est naturellement associé un probléeme de mo-
dules

Merpxe = {(X,p),Hy C - C Hyy C X(n)}
= {(X,p, X=X X3 --Xg Xg,aq0---0ay = X(m)},

ou (X, p) est comme dans la définition de I’espace de Lubin-Tate /\v/lm—, H; est
un sous-schéma en groupes avec action de F, de X|[r], fini et plat d’ordre ¢,
X; = X/H,; est un O-module formel de hauteur d et de dimension 1, et «; est une
isogénie de degré q.

Ce foncteur M7 gx est ind-représenté par

[ Spt(Ollzs,....all /(21 a — (~1)%7))

heZ

(dans la suite on considérera toujours (r;);c1,... .4y comme une suite périodique
(¢4)iez/az) et les objets universels sont les suivants:

e X =G, comme groupe formel avec action de F, et I'action de 7 est donnée
par X(m) = (1 —xq) -~ (T — 1),
o H, =Ker[(t —z;)--- (1 — x1)],
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o X, = @a comme groupe formel avec action de Iy, I’action de 7 est donnée
par X;(m) = (r —x;) - (T —21)(T —xq) - (T — Ti41) €t a; = 7 — a4,

e la quasi-isogénie p est encore déterminée par la condition
p= 71" modulo (z1,...,1xq4).

On va maintenant traduire ceci en termes de modules de coordonnées. Pour
énoncer le résultat, il est commode d’introduire la notation suivante: P = P, ® 1
— il aurait certes été plus logique de noter P, cette matrice. . .

Théoréme I1.2.1. Le module de coordonnées (Mx, Fx) du O-module formel uni-

versel X sur Moz px est

e Mx=0120_

LT, ,BX
o FX = (I)X oT
ot Uon note ®x la matrice diag(x1,...,zq) + P et 7 = Ido @ Fro_ . La
Mer px
matrice RXS0 du morphisme
M, : Mx/mMx — K& (O /(7))
LT ,BX
associé a la quasi-isogénie p est la réduction modulo w de
RX — tph[. . (tPB 7—2@;(1 tP—Z)(tPZ T@;{l tP—l)(th);(l)]
= limy e PP TR B
— ce produit converge pour la topologie (x1, . ..,xq)-adique sur le complété (xq, ...,
rq)-adique de *P" diag(@jl\u/l )[!P~1] et définit donc une matrice a coefficients
~ LT,BX
dans K ® OM ; cette matrice Rx satisfait ’équation Rx®x = P "Rx.
LT ,BX
On note Ry = "P" 3", diag(ri j,...,7a;) P77 (avec rip = 1); I'équation

matricielle Rx®x = P "Ry se traduit alors par les équations Tf_l a1 — T4l =
7ijTivs (7 > 0).

Démonstration. La famille (1, 7—z1, (T—a2)(T1—21),...,(T—2q-1) - - (T—x1)) est
visiblement une base de Mx et, en utilisant cette base, on obtient I’isomorphisme
de la proposition. La matrice Rxg, est congrue & P" modulo (z1,...,z4) et telle

que Rxs ®x = 'PTRx, . On a donc

n

n —1_ _ _ . n—1_ _ _
RXSO — tP’n, T RXSO T q)Xl . q)Xl — hmn—>oo tPn+h T q)Xl . q)Xl .

Enfin, il reste & vérifier que Rx s’exprime comme un somme de puissances de ‘P
d’exposants < h. La matrice ®x tP~1 est de la forme

Idg+e,0t e € (z1,...,24) diag(OL [P

LT,BX
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et a donc un inverse Idg — ¢ + &2 — -+ dans le complété (x1,...,x4)-adique de
la O- -algebre diag(O% )[P~1]; en utilisant I'expression de Rx sous
LT ,BX LT ,BX
forme de produit, il en résulte que Ry appartient au complété (x1, ..., xq)-adique
de *P" diag(OL P O
LT ,BX

Remarque II1.2.2. Le fait que la matrice Ry se releve en une matrice Rx satis-
faisant la méme équation est & rapprocher du lemme de rigidité [K, lemma 1.1.3]
utilisé dans la démonstration de Drinfeld ([D2], [K]) du théoréme de Serre-Tate.

Il faut cependant souligner que (O¢ ® Og,'Po 7) n’est pas le module de
coordonnées d’'un O-module formel si I'image de 7 est non nulle dans Og. On
peut néanmoins considérer la matrice Rx comme celle associée a une limite de
quasi-isogénies généralisées au sens suivant. Revenant & la définition rappelée en
(I.2) des O-modules formels, on peut aussi appeler O-module formel sur un Fg-
schéma S tout groupe formel muni d’une action de O telle que 'action tangente
de O se fasse par une homothétie de rapport nilpotent (qui fait alors de S un
objet de Nilp O). Avec ce point de vue on peut ensuite définir des morphismes
généralisés X — X’ en n’imposant plus que les morphismes O — Og, induits par
X et par X', coincident.

I1.2.1 Structures de niveau

On va maintenant interpréter les structures de niveau en termes du module de
coordonnées.

Puisqu’on utilise dans la suite le probleme de modules M £T 8%, on travaille
avec des O-modules formels déja munis d’une structure de niveau de type Iwa-
hori. Il est alors naturel de demander que la structure de niveau additionnelle
o: 1 "0%/O0% — X[r7"] sur X soit compatible & la structure de niveau de type
B* sur X, c’est-a-dire que o(7710/Oe1 @ --- @7 10/O¢;) C H; (ot (e;); désigne
la base canonique de O7).

Soit S € Nilp O et X un O-module formel sur S. En identifiant le F;-dual de
K/O a O par le résidu O® K/O — Fg, la donnée d’'un morphisme o : 77"0/0O —
X[m"] correspond & celle d’'un morphisme M, : Mx/z"Mx — (O/7"0) ® Og
compatible aux Frobenius Fx sur la source et 7 sur le but. Lorsque (X, H;, p) est un
point de M7 5x & valeurs dans S € Nilp O, la donnée de o : 7" 0% /0% — X 1"
correspond & celle d’une matrice Sx € My(O/7" 0O @ Og) telle que SxPx = "Sx

(ot 'on note encore ®x la matrice obtenue a partir de ®x € Ma(O®0 ¢, ) par
L£T,BX

le changement de base S — M7 5x ). Le morphisme o est tel que o(7710/Oe; ®
@7 10/O¢;) C H; si et seulement si la matrice Sx est triangulaire inférieure
modulo z; lorsque c’est le cas, on va expliciter les conditions pour que o soit une
structure de niveau a la Drinfeld.



346 Chapitre II. Théorémes de représentabilité explicites

Soit Sx =35 diag(si,j,- - - Sa,5) tPJ (modulo 2" My(O® Og)) une matrice
triangulaire inférieure modulo z. L’équation matricielle Sx®x = "Sx s’écrit en-
core Sli],j — X;—;8;; = 8;,;—1. En particulier, on a s'io — 24850 = 0 et s;0 est donc
un point du noyau de o; = (7 — ;) : X;—1 — Xj; plus généralement, s; ; est un
point de (a;—1 0---0a;;)  (si0) C Ker(ag o 0a;_;) C Xi—j_1[rl/4+1] (on
[7/d] désigne la partie entiere de j/d) et on a o;—;(;;) = Sij—1.

Le morphisme ¢ associé a Sx est une structure de niveau a la Drinfeld si
et seulement si on a s%l = x;, pour tout i € Z/dZ. En effet, ce morphisme
o est une structure de niveau a la Drinfeld lorsqu’on a les égalités de diviseurs
o(n7l0/0e; & --- @710/ 0¢;) = H; et (710?09 = X[r] sur X = X, qui
sont elles-mémes équivalentes aux égalités de diviseurs ACF, Asio = Ker(r — ;)
sur X;_1, pour tout i € Z/dZ.

Remarque I1.2.3. Au lieu de considérer une matrice Sx définie modulo 2" Myz(O®
Og) comme ci-dessus, il est plus naturel de considérer une matrice Sx définie
modulo z"'B @ Og (autrement dit, Sx € (B/7"B) @ Og). L’espace de module
M 5x ainsi obtenu (qui est associé au sous-groupe B, = (Idg + 7"B)* de

GL4(K)) est intermédiaire entre M LT €t M T n+1- 1l est en fait régulier (une
suite réguliere de parametres est (8 nd—1)icz/az)-

I1.2.2  Action du groupe GL,(K) x D* et de la donnée de descente

Tout comme en 1.3, on se donne v € GL4(K), N € N tel que 7¥yM,(O)y~! C
M4(O), m € Z le plus petit entier tel que 7™y € My(O), v/ = #™y et H =
1O/ 04, Soit (X, p,0) € /\v/lLTerN(S). Le sous-groupe o(H) C X image (au
sens des diviseurs) de H par o est aussi I'unique sous-groupe fini et plat de X
d’ordre |H| = ¢¥(4¢*7") et contenant (ensemblistement cette fois) limage de H
par o. Par conséquent, & isomorphisme unique pres, il existe un unique triplet
(X',y : X — X'), ol ¥/ est une isogénie de hauteur v(dety’) et o’ est une
structure de niveau & la Drinfeld sur X', rendant le diagramme

7’—17r—"(’)d/(9d i ﬂ_—nod/od
ol o]
X 2 X'

commutatif (le morphisme 5’ est, bien siir, le morphisme de passage au quotient
par o(H)). On rappelle (1.3) que I'image de (X, p,0) par v est alors (X', o,
X)(m™)" o~y 0 p) (ot I'indice 0 désigne la restriction & Sp).

Traduisant ceci en termes de modules de coordonnées, & isomorphisme unique
pres, il existe un unique quintuplet (Mx/, Fx/,T", Sx/, Rx/), ol

(Mx/, Fx/,Sx/,Rx') € /\v/lLT,n(S)
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et
I"'=MGF): 010 05 = Mx — Mx: = 0% ® Og

est un morphisme

e compatible aux Frobenius Fx et Fx-

e dont le déterminant detI” — qui est compatible aux Frobenius det Fx et
det Fxs et est donc un élément de Fy[[z]] C O ® Og — est de valuation (z-
adique) v(det ")

e rendant commutatifs les diagrammes

F/ meF/

My — Mx My, "—  Mx[z7"]
Sxr ] ., Sx | et Ry | Rx |
04/l 0y -5 0F/an 0l @ Og Ki®0s = Ki®O0s

(ou1 on note v, = 7' ® Idoy,).

L’image de (Mx,Fx,Rx,Sx) par -y est alors (MX/,FX/,RX/,SX/).

Lorsqu’on dispose d’un systéme compatible (Mx,Fx,Rx,Sn,x) € ./\\;lgT)n(S)
(n €N, Spt1,x = Sp,x modulo z"), I'élément

(Mx/, Fx/,Rx:,Se x') =v(Mx,Fx,Rx, Se x)

s’écrit plus agréablement de la maniére suivante. En notant Sx = (h_m Sp,x
mn

Mx — 0%® Og (resp. Sxr = --+), (Mx/,Fx/, Rx:,Sx+) est, & isomorphisme

unique pres, I'unique quadruplet tel qu’il existe I' : Mx, — Mx[z71], compatible

aux Frobenius Fx et Fx/ et tel que detT' soit de valuation (z-adique) v(det ),

rendant les diagrammes

r

My, — MX[Z_l] Mx — MX[Z_l]
Sx 1 Sx | et Ry | Rx |
0l® 05 5 018 0gz7Y Ki®0s = Ki1®0g

commutatifs — on a donc Sy, = t*yz_lSXI‘ et Rx = RxT'. Lorsque v € B>, T" est
un isomorphisme; dans ce cas on peut en fait prendre X = X’ et I' = Idx.

Pour exprimer l'action de D* sur M7, en termes de modules de coor-
données, on utilise le morphisme d’algebres

D — My(Kq), X € Fya > diag(\, X%,..., A" ), Tl Py
qui permet de considérer les éléments de D comme des matrices. Pour

5:ZAjHj eDbD,

jez
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on note

d—1

8, = Zdiag(L()\j), (A )P e diag(0%)((P)) = Ma(K) & Og

(ol ¢ : O — Og est le morphisme structural du O-schéma S).

Soient § € D* et (X,p,0) € Mgro(S), de module de coordonnées (Mx,
Fx, Rx, Sx). Le module de coordonnées de (X,pod~1, o) est alors (My, Fy,
téz_le, Sx)

En travaillant avec des modules de coordonnées normalisés comme dans le
théoreme I1.2.1, on obtient des objets uniquement déterminés, plutét que des
objets uniquement déterminés a isomorphisme unique pres. L’action ci-dessus
de D* ne respecte pas cette normalisation; avec ce point de vue, il faut alors
remplacer (Mx, Fx, 07 'Rx,Sx) par 'unique module de coordonnées normalisé
(Mx, A7 Fx A, 671 Rx A, SxA) qui lui soit isomorphe (ott A est un élément
uniquement déterminé de (B ® Og)* = Os[[*P]]¥).

Finalement, la donnée de descente a la Weil est le morphisme 7-semi-linéaire
associant & (Mx, Fx,Rx,Sx) € Mz .n(S) le quadruplet (My, Fx, ‘P7'Rx,

Sx) € M 27, (S[7]) — elle commute visiblement & I’action de GL4(K) et on laisse
au lecteur 'exercice amusant consistant a vérifier qu’elle commute & ’action de D*
(indication: méme si cela n’apparait pas sur la notation, §, dépend du morphisme

5—>Os)

Remarque II.2.4. Pour un systéme compatible (Mx, Fx, Rx,Se x) comme ci-
dessus, induisant donc Sx : Mx — O%® Og par passage & la limite projective, on
peut considérer le produit Tx = S XR)_(1 € My(K ® Og) (voire, dans le cas ou S =
li_m>m Sm, Sm € Nilpb est un O-schéma formel, Tx = SXR)_(1 € Myg(K ® 0g)).
Cette matrice satisfait ’équation Ty *P = "T'x. L’action de (v, §) € GL4(K) x D*
sur T'x est aussi trés simple puisqu’elle associe %y 1T %, & Tx. Enfin, I'action de
la donnée de descente est T'x +— Tx ‘P € My(K ® Og).

Comme nous le verrons (remarque I1.3.7), un produit analogue Ty du c6té
Drinfeld possede — a une transposition pres — les mémes propriétés. C’est sur cette
observation que reposera notre construction de ’isomorphisme des tours de Lubin-
Tate et de Drinfeld — comme le lecteur I'aura sans doute deviné, cet isomorphisme
identifiera les matrices Tpr = Tx et Tp, = Ty

I1.3 Coté Drinfeld

Ce qui suit est simplement une reformulation des résultats du chapitre II et d’une
partie du chapitre IV de [G]. Attention: certaines de nos notations et conventions
different de celles utilisées dans [G] (par exemple, P y désigne la matrice que nous
notons ici P).
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On va d’abord utiliser la théorie du module de coordonnées pour réinterpréter

le foncteur Mp, comme un probleme de modules de chaines de réseaux (voir [G],
ch. I, variante 4.4.2).

Lorsque la base S € Nilp O est un (\’j—schéma7 le module de cordonnées My
du Op-module formel Y admet une graduation naturelle !

My = € Miy, ot My ={meMy; 1&X" )m=(\®)m, YA€ Fu}.
i€Z/dZ

On note que cette graduation dépend de la structure de O-schéma de S — il sera
important de s’en souvenir lorsqu’on voudra écrire la donnée de descente de Weil.
Le Frobenius Fy et ’élément IT € Op induisent des morphismes de degré 1

Fiy: ™My > My et ILy:My— My (i €Z)
et la quasi-isogénie p induit une famille de morphismes
Riyvs, : Miyys, = K ®0 Miyg,

compatibles aux Frobenius F, vy, et Fo vy ainsi qu’aux morphismes de degré 1
Ha vy, et Ile v, - Identifiant M;y a P~'0? & T, (de sorte que le morphisme Tl, y
est I'inclusion évidente et que le Frobenius F; vy est le composé T(P_iOd ® Og) =
POl R Og — P~liHH0d g Ogs), cette condition de compatibilité s’écrit

-
Riyvs, = Rit1,vs, o iy, "Rivs, = Rit1,vs, © Fiy -

Comme du c6té Lubin-Tate (prop. I1.2.1 et remarque I1.2.2) le systeme Ra v,
se releve de maniére unique en un systeme (R;y : M;y — K® Os)icz tel que
Riy = Riyayolliy et "R;y = Riy1,y o Fyy (voir [G], ch. I prop. 4.4.1 pour une
démonstration).

Identifiant M; y & son image par le morphisme R; y dans K 12 0g, Pensemble

MD’I‘(S ) se réinterprete alors comme ’ensemble des chaines
S My € Mijiyg- S KY®0s
de O @ Og-réseaux dans K¢ ® Og vérifiant

e (périodicité) pour tout i € Z, Mipay = 27 'M;y et M;y1y/M;y est un
Og-module inversible,

e (2.1, 1.b) pour tout i € Z, "M;y C M1y, le quotient M, 11y /"™M;y est
supporté (schématiquement) par le graphe de S — Spec O et est localement
libre de rang 1 sur ce graphe (c’est donc un Og-module inversible)

1Le décalage (i — 1 au lieu de ) est en fait commode — voir ci-dessous la description de M; y
ainsi que la description (2.3.1) des structures de niveau; il sera en fait encore plus commode d’y
penser comme un décalage de d — 1.
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e (2.1, 1.c) localement pour la topologie de Zariski sur S, il existe N € N tel
que, pour tout 7 € Z, TNMiyy CzMitnNy.

La condition (2.1, 1.c) est en fait automatiquement vérifiée lorsque la condi-

tion de périodicité 'est. En effet, localement pour la topologie de Zariski sur 5, il

existe alors m € N tel que 2™ 0% R0O0g C M; C 27™O%® Og et il suffit de prendre
N =2m+1.

On va maintenant voir que cette interprétation du foncteur -/\\-//l’D'r‘ permet de
le plonger dans une ind-variété de drapeaux affine sur 0] (au sens de [BL] , [Fal2]
ou [PS]).

Le foncteur D associant a un O-schéma S 'ensemble des systemes
O M;C Mg © - C K8 O

de O ® Og-réseaux dans K¢ ® Og vérifiant la condition de périodicité ci-dessus
est limite inductive de ses sous-foncteurs fermés Dy définis par

DN(S) = {(Ml)z S D(S);PN_iOd (§) Ogs C M; C P_N_i(’)d <§> 05}

Ces sous-foncteurs fermés sont représentables par des O-schémas et D est donc un
O-ind-schéma.

On rappelle maintenant comment 1’ind-variété de drapeaux D s’écrit comme
un quotient de groupes de lacets. Lorsque (M;); € D(S) est un tel systeéme, loca-
lement pour la topologie de Zariski sur S, il existe une base (r;)1<;<q de K® Og
telle que

M=z 0R0s)r1 @ @2z 1O O0g)r; ® (0@ Os)rig1 @ ® (O Og)rq
pour 0 < i < d, ou, de maniere équivalente, telle qu’en notant R la matrice ayant
pour colonnes les vecteurs 7;, on ait M; = RP~H(O?® Og).

Remarque I1.3.1. Appliqué au systéeme de morphismes R; y comme ci-dessus ceci
signifie simplement que, localement pour la topologie de Zariski sur S, on peut
choisir des bases des M; y telles que la matrice de IL; )y : M; y < Mii1,y soit P et
que, par conséquent, la matrice (encore notée R;) du morphisme R; soit RoP ™"

L’ind-variété de drapeaux D s’écrit donc comme le quotient de groupes de la-
cets GLq(K) /B>, oit GL4(K) est I'O-ind-schéma en groupes tel que GLq(K)(S) =
GL4(K ® Og) (limite inductive de ses sous-schémas fermés GLg(K )N définis par
GL4(K) (S) = {R € GLy(K)(S); R € 2N Ma(O & Os) et R™' € 2"V My(O ®
Os)}) et B est le O-schéma en groupes tel que B*(S) = (B ® 0g)*.

La condition (2.1, 1.b) définit Mo, comme un sous-foncteur localement fermé
de D (ou, plus précisément, de la restriction D X Spec B Spf O de D aNilp O) , qu’on

va maintenant expliciter en suivant [G].
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Indices critiques

Soit S € Nilp5 un O-schéma integre sur lequel 'image de 7 est nulle. Lorsque
(M;); € Mp,(S), le morphisme composé

Mo/ ™M_y — M/ ™Mo — -+ — Mg/ "Mg_1 = Mo/ ™M_y,

qui est la multiplication par m, est nul. L’un au moins des morphismes de Og-
modules inversibles M;/ ™M;_1 — M,11/™M; est donc nul et pour un tel ¢ on a
donc M; = "M;. Le réseau M; est donc définissable sur F,, en ce sens qu’il existe
un O-réseau A C K% tel que M; = A @ Os.

Soit /\v/lpr 0,(A,i) le sous-foncteur fermé de la fibre spéciale /\v/lpT70 de /\v/lpr
défini par Mp, 0,0, (8) ={(M; C K'® 0s); € MDT( ); M; = A ® Og}, pour
tout S € Nllp(’) La fibre spéciale MDT o est alors “réunion” des /\v/lpr,o,(/\,i) au
sens ol MDT( )= U(A)i) MDT)Q(M), pour tout schéma integre (et en particulier,
tout spectre de corps) S € Nilp 0.

En fait, les foncteurs MDT ,0,(A,i) sont représentables par des F -schémas
integres (isomorphes au schéma obtenu en éclatant ]P’d ! le long de ses points Fo-

rationnels, puis des transformés stricts de ses droites IE‘ -rationnelles, puis. .., voir
[G, IL.1]) et apparaitront rétrospectivement comme les composantes 1rreductibles

de la fibre spéciale de Mp,..

Sous-foncteurs ouverts associés aux simplexes de I’immeuble
étendu de GL4(K)

Soit A un simplexe de 'immeuble étendu de GL4(K). La donnée du simplexe A
est équivalente a celle

e d’une partie I(A) de Z qui est périodique de période d (c’est-a-dire invariante
sous la translation ¢ +— i + d)

e d’une suite strictement croissante (A; C K%);cra) de réseaux telle que
Nirqg = 7 1A, Vi € I(A) et qu'il existe un entier h(A) tel que [A; : O4] =
i+ h(A),Vie I(A).

En effet, la donnée ci-dessus définit visiblement un simplexe de I'immeuble
de Bruhat-Tits de PGL4(K), ne dépendant que de son orbite sous 'opération de
décalage de la numérotation

IA) = I(A) +1 et (Ai)iera) = (Ni1)iera)+1,

et définit aussi comme on I’a vu un entier A(A). On note qu’avec cette écriture des
simplexes de 'immeuble étendu, on a AN A" = (Ai)fiera)ynr(arya,—ar}-
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On associe a tout simplexe A de 'immeuble étendu le sous-foncteur /\\;lpr7 A de

MDT obtenu comme intersection de tous les ouverts complémentaires des fermés
/\\;ano,(Aﬂ-), ou (A, ) parcourt I'ensemble C(A) des couples formés d’un réseau A
et d’un entier i tels que ¢ € I(A) ou que A # A;.

Cette intersection n’est pas une intersection finie, mais ceci définit cependant
un sous-foncteur ouvert de ./\\;lpr. Pour le vérifier, il suffit d’établir que pour tout
S € Nilp O et tout M € Mp,(S) C D(S), le produit fibré de foncteurs S x —

Mo,
MDT70,(A7i) n’est non-vide que pour un nombre fini d’orbites {(7=7A,i + jd);j €
Z}. Comme il existe N € N tel que M, appartienne en fait & Dy (S) = {(M;); €
D(S); PN0?® Og ¢ M; ¢ P~N=10% & Og}, ceci résulte du fait que le fermé
Dn ﬂ./\v/lpno,(M) de D n’est non-vide que pour un nombre fini d’orbites {(7=7A, i+
jd);j € Z}.
Pour pouvoir énoncer le théoreme de représentabilité explicite pour /\V/lpr,
on a encore besoin de faire une remarque. On considere d’abord la 5—algébre As
complétée m-adique de

Ol(yi)iez/az)/ (Y1 -+~ ya — (—1)"7)
et le systeme d’équations
(&) Tﬁj_H —Tijr1 = YiTiy1,; (L E€ZLJAZL,j € N,yrig=1).
A coefficients dans Ag associées a 1’égalité Ry ®y = "Ry, ou 'on note?

Oy =1dg + p1 diag(yi)lgigd
et Ry = EjeN p-i diag(m,j)i =1Idg + Zj21 p-i diag(ri7j)i .

On considére maintenant la 5—algébre Ap, complétée m-adique de

As[(rij)iezsdz.jeqo,....d—1}, (1 — TZ;1)i_elz/dZ7j€{17,”7d_1}]/5

ou & est 'idéal engendré par r; o — 1, pour ¢ € Z/dZ, et par rf’)jﬂ — T j+1 — YiTig1,j
pour i € Z/dZ et 0 < j < d — 2. Le systeme d’équations (&; ;)icz/az,j>d—1 &
coefficients dans Ap, admet alors une unique solution (r;; € mAp,)icz/az,j>d

comme on le voit en remarquant que y;ri41,d—1 = (—1)2=2[(1 — rf;id_l)(l -

2Par souci d’uniformité (voir le théoréme I1.2.1), on rétablit les indices Y qu’on avait abandonnés
a partir du paragraphe consacré aux indices critiques. Il peut sembler fantaisiste de noter les
matrices diagonales a droite des puissances de P; cette convention est cependant la plus commode.
Les variables 7; ; qui apparaissent ici ne sont pas celles figurant dans I’énoncé du théoreme I1.2.1.
En toute rigueur, il faudrait donc noter rf]T et rfjr pour distinguer les deux jeux de variables. . .
En pratique, sauf dans le chapitre IV ou on utilisera cette notation, le contexte permettra de les

distinguer et on s’en dispensera.
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Tf:zl,d—z) (1= Tg_:dl_l)l)]_l(yiyi—i—l “Yird—1) € TAp, et que pour tout a €
wAp,, 'équation r? — r = a a comme unique solution r = —a —a% — a?’ —... dans
WADT.

Pour j > nd, on a en fait r; ; € 7" Ap, comme il résulte de la formule

(—1) Wi~ Yitd—1)"Yi4nd - Yitj—1

_1 —1 —1 '
(1- 7"?73‘ )(1— Tz'q+1,j—1) (1= 7"?+j—171)

P~7 diag(r; ;); appartient donc au complété m-adique de

Tij =

La matrice Ry =,y
Idg + P~!diag(A%,)[P~']. En particulier, cette matrice est donc & coefficients
darls le complété m-adique de Ap,[z71] et a fortiori dans le complété m-adique
K ® Ap, de K ® Ap,.

Le théoreme suivant décrit alors explicitement le schéma formel ind-repré-
sentant le foncteur ./\V/lpr et ’objet universel au-dessus de ce schéma formel.

Théoréme I1.3.2.

1) L’élément v € GL4(K) envoie le sous-foncteur ./\V/IDTA sur le sous-foncteur

MDr -
2) Si A et A" sont deuz simplexves de limmeuble étendu de GLq(K), linter-
section Mpyr p N Mopy pr est Mpy anar (et est vide si AN A’ est vide).

3) Les sous-foncteurs ouverts /\V/lDT)A (A décrivant ensemble des simplexes
de Uimmeuble étendu de GL4(K), ou méme, l’ensemble de ses simplezes

maximaum) forment un recouvrement ouvert de Mop,..

4) Le foncteur ./\\;IDTJD—OOd associé au simplexze mazimal P~*0% = (P7'0%);¢z
est ind-représenté par Spf Ap, muni de l'objet universel (M; y = Ry P7i04®
Apr)iez-

5) Pour touti € Z, le sous-schéma formel ouvert ./\\;IDT7(P—OOd)i de ./\\;lDTJD—oOd
associé au sous-simplexze (P~*O%); de P~*O%, obtenu en lui enlevant les
sommets P~40O1 (n € 7), est 'ouvert complémentaire du fermé d’équation
Yi = 0 de SpfADT = M’Dr,p—ood,

Cet énoncé rassemble la proposition 2.1.3, les théoremes 2.3.1, et 3.3.1 et
les propositions 4.1 et 4.3.1 du chapitre II de [G]. Le point de vue utilisé dans
[G] n’est pas exactement celui qu’'on a adopté ici. Pour le confort du lecteur, on
donnera donc une démonstration de ce théoreme, qui differera d’ailleurs un peu
de la démonstration figurant dans [G].

Auparavant, on va expliciter le Op-module formel Y et la quasi-isogénie p
correspondant au module de coordonnées gradué (M; y C K d@ADT) universel sur

Mp; p-epd — ce corollaire ne servira en fait pas dans la suite, mais il est agréable
de pouvoir exprimer “concrétement” le couple (Y, p).
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Corollaire I1.3.3. La restriction a ./\\;IDTJD—.Od du Op-module formel universel Y

sur Mp, est caractérisée par

oY = @g en tant que groupe formel
e Y(\) =diag(\,..., A" "), pour \ € F
° Y(H) = — diag(yi)lgigd C + 7ldg

ou l’on note

0 1 0 0

0 0 1 0
C:

0o . . -1

r0 - 0 0

et la restriction de la quasi-isogénie p universelle est

p=1Ids+ Z diag(r; ;)i 7 7C?  (modulo ).
1<j<d—-1

Avant de démontrer le théoreme I1.3.2, on va encore introduire trois ouverts
de la grassmannienne affine D.

Pour définir le premier ouvert, on note U™ 1’O-ind-schéma en groupes défini
par
U~ (S) = (Idg + P~ diag(0%)[P~'])*

pour tout @-schéma S. Le stabilisateur de P~*O¢ dans U~ est trivial et orbite
U™ -P*0%~U" de P~*0O% sous U~ est un ouvert de D, analogue aux “grosses
cellules de Schubert opposées” des variétés de drapeaux usuelles®. On peut aussi
caractériser cet ouvert U~ P~*O% de la maniére suivante. On considére la chaine
de co-réseaux (2 ' P~'Os[z~1? € K?® Og);ez; la partie (U~ P~*0%)(S) c D(S)
est alors celle constituée des chaines de réseaux (M; C K¢ ® Og)icz trans-
verses & la chaine de co-réseaux (z7'P7'Oglz71%);cz (c’est-a-dire, telles que
M; N 27 'P~0g[z7 1% et que M; ® 2z~ 'P~'Og[z"1]* = K? & Og, pour tout
i € Z). Le lien entre les deux points de vue provient du fait que le Og-module
M;Nz=tP=*10g[z~ 1 (qui est libre de rang 1 car il s’identifie & son projeté sur M;
parallelement & z71P'Og[z71]|%, qui est 2 1P~ H10g[z714 /271 P05z 1]9)
n’est autre que celui engendré par RP~%e; (ot I'on note, bien sir, (e1,...,eq) la
base canonique de K?), ce qui permet de “retrouver” la matrice R sous I’hypothese
de transversalité.

3L’analogie deviendra encore plus évidente dans le paragraphe V.3, ol on représentera les
éléments de GL4(K) comme des matrices infinies — celles associées aux éléments de B* seront
triangulaires supérieures et celles associées aux éléments de U~ seront triangulaires inférieures,
de diagonale principale la matrice Idoo.
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Le deuxitme ouvert n’est autre que l'intersection [, cpx YU “P~*04. Pour
vérifier que c’est en fait un ouvert de D, on remarque que Dy N YU~ P~*0 ne
dépend en fait que de v € (B/P*NB)*. L'intersection Dy N (,epx U~ P~*0?
est donc un ouvert de Dy et ﬂfyeBX 'yQ_P_’(’)d est alors un ouvert de D =

lim DN.
—NeN

Le troisitme ouvert (U~ P~*O%)[(1 — TZ;l)i_elZ/dZ j>1] est intersection des

ouverts (U~ P~*O%)[(1 _7"?7;1)1'_@12/&] (j > 1) — c’est un ouvert, puisque la encore

Pintersection (5, (DNﬂ(U_P_'Od)[(l—rfy}l)i_elz/dz]) est en fait une intersection
finie.

Démonstration du théoréme 11.3.2. Les deux premiers points du théoreme sont
triviaux. Le troisiéeme point résulte simplement du fait que pour toute extension

k de F, (considérée comme une O-algebre de la maniere évidente) et tout point
M, de Mp, a valeurs dans k, le point M, appartient au simplexe (M;);er..,, de

Iimmeuble étendu, ou I..;+ désigne 'ensemble des indices critiques de M, (et o,

par abus de notation, on a considéré les réseaux critiques M; comme des réseaux
dans K%).

Pour vérifier les deux derniers points on va commencer par démontrer le
lemme suivant (voir aussi [G], ch. II, prop. 2.5.1 et 2.6.1).

Lemme 11.3.4. Le plongement de ./\\-;IDT dans D identifie ./\\;lDrJDfnod a limage
inverse de l'ouvert ﬂweBX U P~*0% de D.

En fait, on n’utilisera que I'inclusion Mp, p-spa C ﬂfyeBX U~ P—*0% mais

il est agréable de constater que cette inclusion est une égalité.

Démonstration. Bien entendu, il suffit de démontrer que pour toute extension k
de an on a MDmO,P*'(?d (k) = MDmO(k) N mryglgx (Q_P_.Od)(k)
On vérifie d’abord I'inclusion

Mpy ,p-sou(k) C Mpyo(k) 0 (1) (U P*OY) (k) ;

yeBX
comme -/\\;ano)pfnod(k) est stable par B*, il suffit en fait d’établir que
Moy o p-epa(k) C (U~ PO (k).

Soient M,y € /\v/lpr(k) et £ € Z. On se propose de démontrer que My
est tranverse & P—/(z~'k[z~1]%) dans k((2))? = K% ® k. Si £ est critique on a
My = P7*O? ® k et la transversalité est évidente. Sinon, on note i € Z le
plus grand indice critique inférieur a ¢ et i/ € Z le plus petit indice critique
supérieur 4 £. On a donc M;y = PO @ k et Myy = P="0%& k. Pour tout
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j € Z, on note Ej = P~/ ley; la famille 27 Ef,,, ..., 27" Ej, est alors une base de
My vy /M;y sur k (la notation E; provient en fait d’'un paragraphe ultérieur, cf.
V.3). Soit = w441 Ej + --- + 2y Ej, un vecteur non nul de la droite vectorielle
M1,y /M, y. Comme i’ est le plus petit indice critique supérieur & i, les vecteurs

1/7171 . 7z . . 7’
v, r=al B+ +aE,,... 7 2 sont linéairement indépendants sur

k — si ce n’était pas le cas, ils engendreraient un sous-espace propre invariant par
7 de My y /M,y et i’ ne serait donc pas le premier indice critique supérieur a /.

En considérant le déterminant de Moore de x, qui est celui de la matrice

il —i—

T

1 ya o\
ayant pour vecteurs-colonnes les vecteurs z, "z, ..., x, on vérifie de maniere

1/7171 . ’ . . 7
élémentaire que les vecteurs x, " ,..., 7 x sont linéairement indépendants sur

k si et seulement si les éléments x;41, ...,z de k sont linéairement indépendants
sur IF,. Pour plus de précisions, voir le paragraphe V.1.2 consacré aux déterminants
de Moore; on note Moore(z;+1,...,x;) ce déterminant de Moore.

En particulier, ;41,...,2¢ sont donc indépendants sur Fy et Moore(zit1,
..., z¢) n'est donc pas nul. Le k-espace vectoriel My y /M;y est donc transverse a

Vect (27 Ep,y, ..., 2 YEL) = P74z k27 YY)/ P (2 k[ 1Y)

dans My /M;y; par conséquent, My y est bien transverse & P~*(z71k[z~1]%),
comme on voulait le vérifier.
Pour établir I'autre inclusion

Moy g p-s0i(k) D Mpyo(k) N ( () U~P~*0")(k),

il suffit de démontrer que si M C K¢ = F,((2))? est un réseau transverse a
tous les co-réseaux vz 1P~'F,[271]¢ (ol v parcourt BX et i = [M : 04]), on a
M = P~*04, puis d’appliquer cet énoncé aux indices critiques.

Pour cela, on remarque que lorsque M C K¢ un réseau, il existe un apparte-
ment de 'immeuble de PGLy4(K) contenant & la fois le sommet M et le simplexe
P~*0% il existe donc un élément v de B* tel que v~ ' M soit dans I’appartement
“standard” associé au tore des matrices diagonales. Pour cet élément, v on a
donc vy~ Y(M;) = @;l:l 2z~ " Oe; (ou les n; sont dans Z). Lorsque le réseau M
est transverse & vz 1PTF, 2714 (o1 i = [M : O = ny + -+ + ng), le réseau
yIM = G};l:l 27" Qe; est alors transverse a z~!P~'F,[z71]%. Ceci n’est pos-
sible que pour Y 'M = P~'O% on a donc bien M = P7*0%, ce qui acheve la
démonstration du lemme. O

On va maintenant étudier l'intersection de ./\v/lpr avec Vouvert U~ P~*0°.
Soient S € NilpO et (M, y); € Mp,(S) N (U~ P~*0%)(S). Le point (M;y); est
alors de la forme (Ry P~'O%® Og);, ou la matrice (uniquement déterminée)

Ry =1dy + Z P9 diag(r; j)1<i<a € U (S)

Jjz1
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vérifie
o Oy = R;l Ry € P71B® Og (ceci traduit le fait que "M;y C Miy1y,Vi €
Z)

o det Dy € (z—7r)((’)®(95)X (ceci traduit le fait que M1y / "M; v est annulé
par z — m et est un module inversible sur son support V(z — ), Vi € Z).

Il résulte de la premiere condition que ®y € U™ (S)N P~ 'B&® Og est de la forme
Idy + P~!diag(y;); et de la deuxieme que y; ---yq4 = (—1)%r. On retrouve alors
le systeme d’équations (&;;, ¢ € Z/dZ, j > 0) associé a 'égalité Ry ®y = "Ry
qu’on a introduit avant ’énoncé du théoreme I1.3.2.

Plus précisément, on remarque que Spf Ap, n’est autre que

Mp,. N (U~ P*0Y)[(1 - Tiq,j_‘l)i_elz/dz,j21]

(et que lobjet universel sur Mp, 0 (U=P~*0Y[(1 - rf,]_-l)i_elz/dz)jﬁ] coincide
avec celui introduit plus haut sur Spf Ap,). Pour achever la démonstration du
quatrieme point du théoreme, il suffira donc de vérifier I’égalité de sous-foncteurs
ouverts ./\\-;lDT,p—aod = Mp, N (U=P~*0Y[(1 - rg7;1);€12/d27j>1] dans Mp, N
U p=*0.

On va maintenant exprimer certaines des conditions ouvertes associées a

I'ouvert m'yEBX U~ P~*0% Le lemme suivant fournit de telles conditions.

Lemme I1.3.5. Sur louvert (), cpx U P04 de P~*0%, les fonctions 1 — 7"?7;1
sont inversibles pour i € Z/dZ et 1 < j <d—1.

Démonstration. On va établir que pour A € F,i € Z/dZ et 1 < j < d—1, la
fonction 1 — Ar; ; est en fait inversible sur I'ouvert

(Idg + P~ diag(\,0,...,0) P -hy-p~*0'nu-pP~*0?

de U7 P~*0% En combinant I'action de P~ et le décalage de —i il suffit de le
faire pour i = 1. Pour cela, on se donne un point M, = RP~*0% & k de cet
ouvert a valeurs dans une extension k de Fq (et on note, bien entendu, R =
Idg+ 30,5, P~J diag(r; ;);). On va alors étudier la condition de transversalité de
M; et de (Idgq + diag(\,0,...,0)P?) P~z 1k[z~1]d.

On remarque qu’on a l'inclusion (Idg + diag(), 0, ...,0)P?) P12~ 1k[z~14 C
27 k[z71]9. L'intersection de M; avec z~'k[z~!]% n’est autre que la droite kRe;.
On va chercher & quelle condition cette droite est incluse dans

(Idg + diag(\,0,...,0)PI) P27 E[z71]4

La matrice P/t diag(\,0,...,0)P~t = PJ7diag(0,...,0,\) a comme seul
coefficient non nul A, situé sur la derniére colonne et la (d — j)-eéme ligne; on
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a donc (Idg + P+ diag(),0,...,0)P~Hk[z71]? = k[z7']¢. La matrice Idg +
diag(),0,...,0)P7 préserve donc P~177271k[271]% si bien qu’on a

P17 g2 € (Idg + diag(), 0, ...,0)P)) P12 1k[z71]4 .

Par ailleurs, le co-réseau (Idq + diag(A,0,..., 0)PH)P~1z71k[z~1]? contient les
vecteurs P~1 e, ... P~ dtle; .

On est alors ramené a étudier 'intersection dans le plan
Z—1k[Z—l]d/(P—l—jZ—lk[Z—l]d o kP e .. kP_j_d+161)

des droites images de kRe; et de (Idg + diag(),0,...,0)P?)P~1z71k[z~1]9. Une
base de ce plan est formée des images de e; et P7Jeq; ces deux droites s’écrivent,
respectivement, k(eq +7; ;P 7e1) et k(Aep + P~Je1) modulo (P12 1k[z= ¢ @
kP 1 e ... kP_j_d“el), si bien que la condition de transversalité cherchée
est bien 1 — Arq ; # 0. O

Il reste donc finalement a démontrer que les deux sous-foncteurs ouverts

Mopq p-soi et Mp, N (UZP*0[(1 = {710, 1 oy] de Mp, N U~ P20
coincident et a vérifier le cinquieme point du théoreme.

Pour cela, on se donne une extension k de F, et on va successivement vérifier
les inclusions

MDr,P*'Od (k) - MDr N (U_P_.Od)[(l - Tiq,;‘l)i_elz/dz,jzl]

et
MDr,P*'Od (k) 2 MDr N (U_P_.Od)[(l - Tq_‘l)i_elz/dzyjzl](k%

0.
en vérifiant la deuxieme inclusion, on obtiendra aussi une démonstration du
point 5.

Soient My, = RP~*0% ¢ ./\\;thanod(k') et P~'O% un réseau critique de
M,. Les réseaux M; (j —d < j < i) vérifient les inclusions 2PTOLR Kk C M; C
P~OY®k et a fortiori les inclusions P77+ 10%&®k ¢ M; ¢ P7979T 0@ k. Les
éléments 7; ; associés a la matrice R sont donc nuls pour j > d, ce qui démontre
que RP~*O% est un point de I'ouvert (U~ P~*O%)[(1 —ri- 1)L ].

4,3 /i€Z/dZ,j>1
Soient M, = RP~*0O% un point de Spf Ap,.(k) = Mp, N (U~ P~*OY)[(1 —
rf’)}l)i_elz / dZJ_ZJ et i € Z. L’indice 7 est critique si et seulement si la matrice ®

associée & ce point appartient & P~*My(O ® k)P?. On vérifie aisément que cette
derniere condition équivaut a y; = 0; il reste donc seulement a vérifier que le réseau
critique est bien P~*O%. Ceci résulte de la formule

; -1 -1 -1 -
reg = (=1)7[(1 - T‘Zj )(1 - Tg+l,j—1) (1= Tg-;-j—l,l)] g Yerj—1

qui entraine les égalités 7, ; = 0, pour ¢ — j + 1 < £ < 4, desquelles il suit que la
matrice R appartient & P~*My(k)P* C P~*My4(O & k)P’ et que le réseau critique
M; = RP'O?® k est donc P70 @ k.

Le théoreme I1.3.2 est donc démontré. O
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I1.3.1 Structures de niveau

~ ~— Il

Soit S une K-variété rigide analytique munie d'un point (Y, p)'¢ de ./\/ngT a va-
leurs dans S, provenant d’un point (Y, p) de Mp, a valeurs dans S** pour un
modele entier convenable S°**. On note que, quitte & normaliser S°"* dans sa fibre
générique S, les points de 7™-division de Y& définis sur S proviennent de points
de 7"-division de Y définis sur S$°"*; on suppose désormais que S°"* est normal.

On identifie le Fy-dual de D/Op a 'O en utilisant le résidu de la trace
réduite : D/Op ®F, -0, — F,. Le décalage qui devrait en résulter est en fait
annulé par celui qu’on a introduit dans la graduation du module de coordonnées
au début du paragraphe II.3.

De méme que du coté Lubin-Tate (¢f. 2.2.1), la donnée d’une structure de

niveau d’échelon 7" _
T "Op/Op — Y[r"|*

sur Y[ﬁ”]‘;g équivaut (voir [G, IV. 1.3]) & celle d’une famille de morphismes

Si7n)y : (Mi7y/ZnMi7y) Ro_  Ogent — (P‘iOd/z"P‘i)Od @) Ogent

Mpr

induisant des isomorphismes (M;y /2" M;y) ®o_ 0Og = (P7'0%/2"P~0%) &
Mpy
Og apres tensorisation par Og et vérifiant

e Siny est compatible aux morphismes induits par les inclusions M,y —
MH—LY et P‘l(’)d — P_(H_l)od

e le diagramme

My /2" Miy) ®0_ Ogen 227 (P=04/:7P=i0%) § Ogem
Mpy
! !
(Miy1,y/2"Mit1,y) @o_ Ogons "1 (P=+D O 20 P=(+1) ) § Ogons

Dr

(dont les morphismes verticaux sont respectivement induits par T

M1y et par P71 P7i0% 5 p=(+D0d) est commutatif.

LY —

Travaillant localement pour la topologie de Zariski sur S, on peut supposer
que le systeme (M;y); est de la forme (Ry P~(0O4 ® 0g))i, o Ry € GLy(K ®
Os). Notant ®y = Ry' "Ry € P7'B® Og, la donnée de la famille (S;,.y);
équivaut alors a celle d’'une matrice 1S, y = Zogg‘gnd—l pI diag(si j)i<i<d € (B@)
Og/2"(B® Og))* vérifiant S, y Py = P~17S,, y modulo 2"B ® Os.

En particulier, le reveétement ./\\;l;i7n)P—ood de ./\\;l;;i)P—oOd du paragraphe
1.4, classifiant les structures de niveau d’échelon 7™ sur le Op-module universel Y

4Bien siir, cette matrice n’est autre que celle de S0,n,v; on préfere abandonner ’indice 0 — comme
on l'a déja fait avec Ry — pour alléger les notations.
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— rig
au-dessus de Mp, p—epa, est défini par la tour d’équations

SZj—i—l — 5i+1,j+1yi = Si,j (Z S Z/dZ, —1 Sj S nd — 1, 31’,—1 = 0)

associées a ’égalité de matrices S,y Py = p1! 7S,y modulo z"B ® Og et par
I’équation
(s1,0°+540)" " = (—1)x

résultant de 1’équation (s1---s4)? = Say1- - Sa¥a—151Yd = (—1)
fait que sy - - - sq est inversible, puisque S, y 'est.

dgy .. g4 et du

Ces équations donnent un modele entier

Spf(Ap,[(si,))icz/dz,0<j<nd—1)/TDrn)

de .A\;l;i)n7p—ood, ou l'idéal Zp, ,, est, bien sir, engendré par 53,0 — 8i+1,0Y; pour
i € Z/dZ, par (s10---5a0)?"" — (=1)% et par sf ., — siy1j41% — i pour
i€ 2/dZ,0 < j < nd— 1. Malheureusement, ce modele entier n’est pas normal;
on le remplacera donc par son normalisé /\\;ann, p-eoa = Spf Ap,p, ot Ap,p
désigne la cloture intégrale de Ap, dans Ap,[(si;)icz/az, 5507 ]/ LDrn.

Enfin, il sera commode d’interpréter la 6—algébre Apr[(si,0)icz/az) /Tori/d
associée aux structures de niveau d’échelon IT a ’aide d’algebres de monoides, de
la maniére suivante. Pour tout monoide M, on note F,[M] la F,-algebre de ce
monoide et pour tout m € M, on note e™ € F,[M] 'élément de F,[M] qui lui
correspond. La F,-algebre

FQ[(yi)iGZ/dZu (Si,o)ieZ/dz]/((Sﬁo - 5i+1,0yi)i€Z/dZu (81,0 - '5d70)q_1 — Y1 Yd)

s’identifie alors (en envoyant s; g sur e(®+0:1:0:20) gt g sur e(0s++-0:4:=1,0.-50) e 1
et le ¢ étant tous deux en i-eéme position) a celle du monoide M engendré par les
vecteurs de base ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) et par les vecteurs ge; —e;1+1 (i € Z/dZ).
Utilisant les notations introduites dans la discussion qui précede 1’énoncé du
théoreme 11.3.2, la O-algebre As[(si0)iez/dz]/Ipr,1/q §'identifie donc a la com-
plétée F,[M]~ de F,[M] pour la topologie 7 = (—1)%e(@~1+4=V_adique, si bien
que  Apr[(si0)iez/az)/Ipr.i/a  'identifie finalement a la complétée m-adique
(FoM][(7i,5)icz/az.0<j<d—1)/E)" 11 résulte alors du lemme suivant et du fait que

le morphisme d’algebres As[(si0)icz/dzl/Zor,17a — Aprl(Si0)iez/az)/Tor1/a est
étale que Ap,[(5:,0)iez/az)/Ipr,1/a est normale.

Lemme I1.3.6. Le monoide M est Uintersection du réseau Z¢ avec le cone

Z Ry (gei — €it1).

i€Z/dZ
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Démonstration. Soit m = ZieZ/dZ nie; = ZieZ/dZ ai(ge; —eiv1) (n; € Z, oy >
0,Vi € Z/dZ) un élément de cette intersection. On veut démontrer que m € M.
Quitte & soustraire & m un élément de ), N(ge; — e;11), on peut supposer que
a; < 1,Vi. Pour tout ¢, on a alors n; = —a;—1 + qa; > —1 et donc n; > 0, si bien
que m € N € M. 0

I1.3.2 Action du groupe GL,(K) x D* et de la donnée de descente

L’action du groupe GL4(K) sur Mp, est tres simple: v € GL4(K) envoie (M; C
Ki® Os)i € Mp,(S) sur (yM;);. En particulier, v envoie le sous-foncteur ouvert
Mp, a de Mp, associé a un simplexe A = (Ai)iel(A) de I'immeuble étendu de

GLg(K) sur le sous-foncteur ouvert /\V/IDTWA associé au simplexe YA = (vAi)iGI(A).
Utilisant les notations du paragraphe précédent (II.3.1), lorsque S est une
K-variété rigide-analytique, v € GLq(K) envoie (M;y C K¢ ® Ogent )i, Sniy) €

/\v/l;jn(S) sur

—1
(YMiy )iy Sniy oyt 'YMLY/Zn'YMLY’Y? M,y /2" M,y
Sn,i ; ~ ; ~

;;Y P_,Lod ® OSent/ZnP_lOd ® Osent) .
Lorsque (M; y); est de la forme (Ry P01 @Oscm)i, on peut aussi représen-
ter la famille (Sy, ;v ): & 'aide d’une seule matrice S,y (¢f. 2.3.1) et v envoie alors

. — rig ~
(Ry . PO ® Oscnt,smy) S MDT7H(S) sur ((’)/Ry) P~ 0d ® Ogent, Sn)y).
L’élément § € D* envoie (Mey = Ry - P~*0%® Os5,S,y) € /\v/l;gr,n(S) sur

(M.+m7y = Ry . P_._mOd @) 05’7 5zSn,YP_m)u

ol la notation §, est celle du paragraphe I1.2.2, m € Z est 'unique entier tel que § €
OFI™ et, par abus de notation, 6,5,y P~™ désigne (6,P~™)(P™S, yP™™) €
(B® Ogent /2"B & Ogent) — en remarquant que b — P™bP~™ agit sur (B ®
Ogent /2"B & Ogent)*; en travaillant avec un systéme compatible (M, y = Ry -

~— Il
P*0%®Ogent, Spy) € MDi,n(S))neN et en posant Sy = lim S, y comme dans le
paragraphe I1.2.2, la notation §,Sy P~"" devient rigoureuse. En posant A = P™,
cette action est donc analogue & celle de GL4(K) sur la tour de Lubin-Tate, comme
on l'a déja remarqué dans le paragraphe 1.4.

En particulier, 'action de ¢ décale de m le module de coordonées gradué et
— rig
envoie donc I'ouvert affinoide Mp,. , 5 associé a un simplexe A = (A;);era) sur
— rig
Pouvert Mp,. ,, pm) @ssocié au simplexe décalé A[m] (ce simplexe décalé A[m] est

défini par I(A[m]) = {i —m;i € I(A)} et Alm] = (Aixm)ieraim)))-



362 Chapitre II. Théorémes de représentabilité explicites

Comme du c6té Lubin-Tate, on peut souhaiter travailler avec des modules
de coordonnées normalisés comme dans le point 4 du théoreme I1.3.2. L’action
ci-dessus de B* = StabGLd(K)(P_'Od) ne respecte pas cette normalisation; avec
ce point de vue, il faut alors remplacer ((yRy)P~*O% Sy) par I'unique module
de coordonnées normalisé ((yRy'"!)P~*0%, Sy T~1) qui lui soit isomorphe (ou
I est un élément uniquement déterminé de (B ® Og)* = Os[[*P]]*).

Finalement, la donnée de descente a la Weil est le morphisme associant a

— rig

(MO,Y = Ry - P_.Od @ (95'7 SmY) € MDr,n(S)

le couple (My11y = RyP~*"1 PS,yP71) € MD%_)”(S[T]), comme on le voit en
remarquant que le module de coordonnées gradué de Y envisagé comme un Op-
module formel sur S[r] est (M;41y); —il en est de méme du module de coordonnées
gradué de 7~ "Op/Op (cf. [G, IV. 1]), mais le module de coordonnées gradué de

Ys, n’est en revanche pas décalé, car Yg, provient de ¢ : o — S, ce qui annule
le décalage! (pour plus de précisions, voir [G], ch. IV, 1.2 et 1.3.4). Cette donnée

— rig — rig
de descente envoie elle aussi I'ouvert affinoide Mp,.,, , de Mp, , sur l'ouvert
— rig o
Dr,n,All]"

N N — rig
Remarque II.3.7. Soit Mp, , le normalis¢ de Mp, dans Mp, , (cette nota-

tion a déja été introduite dans le paragraphe 1.5). Soit S un O-schéma formel 7-

adique® muni d’un systéme compatible ((Ry P~*O? R Og, Sny) € /\v/lprm(S))n.
On s’intéresse plus particulierement aux cas suivants

e S = Spf 1) L, ol @) 1, est le complété m-adique de 'anneau des entiers Oy, d’une
extension algébrique (nécessairement infinie) L de K

e S = Spf A\Dnoo, ol A\DT,OO est le complété m-adique de Apy oo =lim Ap, .

La matrice Sy = lim S,, y € (B®(Og[r~1))* est alors & coefficients dans O® Oy.
On peut donc considérer le produit Ty = SyR;l S Md(K@) Og), analogue a celui
de la remarque I1.2.4. Cette matrice Ty vérifie ’équation PTy = 7Ty, l'action
de (7,8) € GL4(K) x D* sur Mp, , envoie Ty sur 6,7y, ! et la donnée de
descente a la Weil envoie Ty sur PTy — ces formules sont les transposées de celles
qui apparaissent dans la remarque I1.2.4.

Soit Ty = S'R'~! (ott R’ € GLg(K ® Og) et 8’ € Ma(O ® Og) N GLy(O &
(Og[r71])) est triangulaire supérieure modulo z) une autre décomposition de Ty .
On a alors R' = Ryb et S’ = Syb, on b € (B® (Os[n~H)])* NGLy(K & Og) =

5Voire un K-espace rigide-analytique généralisé, au sens de [Farl, ch. IV], si I'on veut éviter de
recourir a des modeles entiers.
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(B ® Og)*. Les systemes compatibles (Mey = Ry - P7*0O¢ ® Os, S50y )n €t
(R'P~*,5" =5 (modulo 2"B&® Og)),, sont donc isomorphes. Si Ry et R’ appar-
tiennent toutes deux & (U~ )7(S) :(li_mm(S/ (™)) = (Idg + P~ *diag(O9) [P~ %,
on a méme b =1 et la décomposition est donc unique.

En se limitant pour 'instant au cas d’une base S = Spf 1) 1, comme ci-dessus,
on peut alors donner une premiere idée de la construction de l’isomorphisme

des deux tours. Lorsque T'x = SXR)_(1 € GLg(K ® 5L) est une matrice prove-
nant de la tour de Lubin-Tate (comme dans la remarque 11.2.4), on démontrera
dans le chapitre V qu’il existe une décomposition Tx = SyR;l, donnant nais-
sance a un point (Ry P~*0O? ® @L, Sy) de la tour de Drinfeld & valeurs dans @L;
réciproquement, on démontrera aussi que lorsque Ty = Sy R{,l provient comme ci-
dessus de la tour de Drinfeld, il existe une (unique) décomposition Ty = Sx R)_(l,
ot Sy € (B&L)* et Rx € (Idg + P~  diag(O%)[*P~1]")*, donnant naissance
a un point (Rx,Sx) de la tour de Lubin-Tate a valeurs dans @L.

I1.3.3 Le recouvrement mentionné en 1.5, associé aux simplexes
de 'immeuble de Bruhat-Tits de PGL;(K)

Les simplexes de I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K) sont simplement les
classes d’équivalence de simplexes de 'immeuble étendu de GL4(K), pour la re-
lation d’équivalence induite par le décalage. En associant a un tel simplexe les

- — rig - — rig
ouverts [[;,c; Mprain €t [1,cz Mpynap de Moy et Mp, ,, on définit done
N — rig
des recouvrements de Mp, et Mp, ,, indexés par 'ensemble des simplexes de

Iimmeuble de Bruhats-Tits de PGL4(K). Les ouverts de ces recouvrements sont
visiblement stables sous l'action de D* et de la donnée de descente & la Weil;
~v € GL4(K) envoie ouvert associé & un simplexe A sur celui associé & vA.

A partir de maintenant, pour éviter de confondre les deux recouvrements, on

—0 .
notera (Mp, p)aeze 1’ “ancien” recouvrement, indexé par 'ensemble Z° des sim-

plexes de I'immeuble étendu, et (./\\-;lpr) A)Aez le “nouveau” recouvrement, indexé
par ensemble Z des simplexes de 'immeuble de Bruhat-Tits de PGLg(K) — on
a, bien siir, 7 = 7 x Z, puisque chaque classe de décalage contient un unique
représentant tel que [A; : O] =i,Vi € I(A).



Chapitre 111

Tour de Lubin-Tate et
domaines fondamentaux

ITII.1 Décomposition cellulaire de la tour

Soit C une extension de K munie d’une valuation & valeurs réelles (encore notée v)

étendant celle de K et complete pour la topologie v-adique. On note O¢ = {x €
C;v(z) > 0} Panneau des entiers de C' et M l'idéal de O formé des éléments
de valuation strictement positive.

Soit (X, p) un point de M7 & valeurs dans Oc¢. Il existe alors un unique
(d — 1)-uplet (u1,...,uq—1) tel que le O-module formel X soit isomorphe a G,
muni de 'action de O définie par 'action évidente de I, et par X (7) = 7 +u17+
oot ug_174 4+ 74 (voir [D1], [HG1] ou le début de I1.2).

On suppose que O¢ contient tous les points de torsion de X . On définit alors
le module de Tate entier T'(X) = Hom(K /O, X) et le module de Tate rationnel
V(X)=T(X)®0 K = {s € Hom(K, X); s(7N©O) = 0, pour N > 0}; en posant
s; = s(m~1), ces modules de Tate V(X) et T(X) s’identifient, respectivement, &
{(s1)iez; 8 € Me, 8, =0 pour © K 0, X (7)s;41 = 8;} et a {(8;)icz € V(X);8-1 =
0}. Le module de Tate entier T'(X) est un O-module libre de rang d et le module
de Tate rationnel V(X) est donc un K-espace vectoriel de dimension d.

Proposition II1.1.1. Il existe N € N, ne dépendant que des valuations des u;, tel
que pour tout s = (s;)icz, € V(X ) — {0} et pour tout i > N +inf({j € Z,s; # 0}),
on ait v(si1) = v(s;)/q%.

Démonstration. Soit iy = inf({j € Z,s; # 0}). On a X(m)s;, = 0, donc v(s;,)
est une pente du polygone de Newton de X (7), donc v(s;,) < 1/(¢ —1). Pour
tout i > ip, on a donc v(s;) < 1/((qg — 1)g*~%). En effet, v(s;+1) est une pente du
polygone de Newton de X (7) — s; et est donc < v(s;)/q, puisque le point (1,1) est
situé au-dessus de ce polygone de Newton. Soit N € N tel que 1/((q —1)¢V) <
min(q%v(u1)/(¢? — q), ..., q%(ua_1)/(q¢% — ¢*~1)). Pour i > is + N, le polygone
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de Newton de X (7) — s; est alors le segment d’extrémités (0,v(s;)) et (¢%,0); on
a donc v(s;y1) = v(s;)/q% O

Définition ITI.1.2. La valuation stabilisée de s = (s;)iez € V(X) est

1

V(s) =

log, v(sn) +n

pour n assez grand.

On voit facilement que V est une “norme additive” (cf. [T]) sur le K-espace
vectoriel V(X).

— rig
La donnée d'un point de M7 , a valeurs dans C' (c’est-a-dire, d’un systeme
N — rig
compatible z = (z, € M7 ,0,(Oc) = M7 ,(C))n) équivaut a celle d'un point de

M c1 avaleurs dans O¢, comme-ci-dessus, muni d’un isomorphisme de O-modules
— rig

0% — T(X). Pour tout point # de M, & valeurs dans C, on obtient ainsi une

valuation sur K%, et donc ([GI]) un point [z] dans la réalisation géométrique de

I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K).

Définition ITI.1.3. Si A est une facette! de 'immeuble, on pose

MEA(C) = {w € MEE(C), [] € A}
On notera A, la chambre de I'immeuble dont les sommets sont les classes
d’homothétie des réseaux P?O?, pour j € Z.

Proposition II1.1.4.
1) Ona

— rig — rig — rig
Mg o a(C) N Meg oo (C) = Moz oo annr (O)
— ri rig

g -
et (7’6)M£T7OO7A(O) = ML‘,T7OO7’YA(C)7 pour (’Y,(S) S GLd(K) x D* .

— rig
2) M1 .00, (C) est Uensemble des points a valeurs dans C' de l'image inverse
— i

- g
de Uouvert affinoide M7 gx a, de Mpr gx, formé des (x1,...,2q) tels que
v(a!/zig1) > 0 pour tout i € Z/dZ. Notant (Ay); la facette de A, obte-

. — rig
nue en omettant le sommet P~70%, le sous-ensemble MET’OO)(AO)J_ (C) C
— rig
M7 000, (C) est celui défini par la condition v(z] /1) = 0.

1Dans la mesure ot on travaille dans ce paragraphe avec la réalisation géométrique de 'immeuble,
pour éviter des confusions avec le point de vue (simplicial) du chapitre II, on préférera y parler
de facettes et de chambres plutot que de simplexes et de simplexes mazximauz.
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— rig
3) Plus généralement, pour toute facette A, Mz ., A(C) est l'ensemble des
points a valeurs dans C de l'image inverse d’un ouvert affinoide

— rig — rig

Mt nerya € Mot ez

ot ner(A) est le plus petit entier n € N* tel que (147" Mg(O))* stabilise A.

— rig .
. , . rig
4) L’image inverse dans Mt o, de tout ouvert aﬁinozde connere U C M5
— rig
est incluse dans une réunion finie d’ouverts Myr o z.

— rig
5) Le recouvrement admissible (M7 o, n)aez de la tour de Lubin-Tate est pur
(au sens de la définition 1.5.2).

Démonstration. Le premier point est évident. Pour démontrer le deuxiéme, on

— rig
se donne un point x de M 7 .z (C) et on note (z1,...,z4) son image dans

— rig
Mz px(C) ~ ME (cf. I1.2). La premiere partie du point 2) résulte alors de
I’équivalence des assertions suivantes:

— rig

e (i) = appartient & M,z . » (C).

o (ii) Il existe V4,..., Vg € Ryavec V3 > Vo > - > Vg > V4 — 1, tels que
pour tout s € V(X) non nul, V(s) =i+ Vj, on i = inf({i € Z,s; # 0}) et
j=inf({j e{1,...,d},(r —x;)--- (1 —x1)s; = 0}).

e (iii) Il existe une suite périodique (w;);ecz/qz dans R, avec quw; > wiq1 pour
tout 4, telle que pour tout point de torsion non nul y de X, v(y) = w;/q", ol
i est le plus petit entier tel que (7 — ;) - (7 — 1)y = 0.

e (iv) On a v(af/z;41) > 0, pour tout i € Z/dZ.

On verra, de plus, que w; = qu(x;)/(¢—1) et pour k € {1,...,d}, on a Vj, =

— rig
(log,(wk) — k)/d, ce qui entrainera le complément concernant M,z o 4 ), (C)-
L’équivalence entre (i) et (ii) résulte de la définition de la valuation norma-
lisée: les entiers i et j associés & s dans (ii) sont tels que I'image de s dans K¢ appar-
tienne & P0+D=IO? mais pas & PUFTD=I+104 De plus, Vi — Vs, ..., Vy—Vi+1

sont simplement les coordonnées barycentriques de [z] dans A, — vu comme enve-

loppe convexe des sommets P~10%, ... P=?0% = O%, pris dans cet ordre.
Il est facile de voir que (iii) implique (ii). Pour démontrer que (ii) implique
(iii), on se donne y comme dans (iii) et on écrit ¢ = nd + k, avec k € {1,...,d}

et n € N. Il résulte de (ii) et de Puniformité de N dans la proposition III.1.1 que,
pour m assez grand, tous les antécédents 2 de y par X (7)™ vérifient log, (v(2)) =
d(Vi; —n —m). En effet, 2 = s,, pour un certain s € V(X) tel que so = y.
Alors dV(s) = log,(v(2)) + md est aussi égal, par (ii), a d(—n + V). Comme
y est le produit de ses antécédents par X (m)™, on a log,(v(y)) = d(Vix —n) =
log, (wi) — k — nd = log, (w;) — i.
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Supposons (iii) et démontrons (iv). Soit ¢ € {1,...,d} et a non nul dans
le noyau de 7 — ;. On a z; = a?"! et donc v(z;) = (¢ — 1)v(a). Pour tout
y € Me tel que (1 —z;-1) -+ (T — x1)y = a, on a v(y) = w;/q". Comme a est le
produit de ses antécédents par (7 — x;—1) - (7 — x1), on a v(a) = w;/q, et donc
v(z;) = (¢ — Dwi/q.

Supposons (iv) et démontrons (iii), avec w; = qu(x;)/(g — 1). Soit y tel que
(tr—x;) - (t—x1)y = 0, mais tel que z1 = (7 —x;-1) - - - (T — 1)y soit non nul. On
a 297! = z; et donc v(z1) = v(x;)/(g —1). De plus, 2o = (T — @)+ (T — 1)y
vérifie 2§ —,_120 = 21 et le polygone de Newton est un segment de pente v(z1)/q,
car v(zi—1) > v(x;)/q = (¢ — 1)v(21)/q. Donc v(z2) = v(x;)/(q — 1)q. Alors z3 =
(1 —xi—g) -+ (7 — x1)y vérifie 2§ — x;_923 = 22 et le polygone de Newton est
un segment de pente v(22)/q, car v(z;—2) > v(x;)/¢> = (¢ — 1)v(22)/q. Donc
v(z3) = v(x;)/((g — 1)g?). On continue ainsi jusqu’a z; = y et on trouve v(y) =
v(zi)/((g—1)g"™") = wi/q".

Le point (3) de la proposition résulte simplement de 1’énoncé d’équivariance

— 1i

g
du point (1) (et du fait que l'image inverse de I'affinoide M7 px A, bar le mor-
— rig — rig
phisme d’oubli M7, — M 7 gx est affinoide).
— rig
Pour démontrer le point (4), on se donne un ouvert affinoide & de M, et

on va vérifier que lorsque = parcourt I'image inverse de U dans /\V/IZ;OO(O), le
point [z] de I'immeuble reste & une distance bornée de A,. D’abord, les valuations
des u; sont bornées inférieurement par € > 0 sur Y. Dans la proposition III.1.1
I’entier N peut donc étre fixé lorsque x varie. Il reste donc a démontrer que pour
s € T(X) tel que sp # 0, v(sn) est bornée inférieurement par § > 0 lorsque x
varie. Mais on a X (7)s;+1 = s;, d’ou

v(sie1) > min(u(si) /¢, 1/(q" = 1),0(u1)/(@" = @), .., v(wa-1)/(¢" = ¢*71)

pour i =0,...,N —1, et

v(s0) > min(1/(q* = 1), v(u1)/(¢" = @), - -, v(ua-1)/(¢" = ¢ 1))

Le dernier point est une conséquence immédiate des deux premiers. O

En appliquant au recouvrement admissible pur (/\v/lngoo A)Ael de la tour
de Lubin-Tate la construction qui suit la définition 1.5.2, on obtient le O-schéma
formel M £T,00,7 annoncé dans le paragraphe 1.5. Ce schéma formel est alors, par
construction, muni du recouvrement ouvert /\v/l LT ,00,T = U AeT /\v/l LT ,00,A-
Remarque III.1.5. Laurent Fargues a obtenu un résultat beaucoup plus fort que
le point (2) de la proposition ci-dessus (voir [Far2], propositions 8.2 et 8.12,

ainsi que la figure 10 pour une illustration en rang d = 3). Pour l’énoncer,
on consideére une B-orbite BA dans l’ensemble des facettes de I'immeuble de
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— rig — rig
Bruhat-Tits de PGL4(K) et V'ouvert M.z n sa = Upepx Mo v pa, défini pour
— rig
N > ner(bA), Vb € B*. Cet ouvert provient en fait d'un ouvert M, 7 zx gy de
M7 %, qu’on peut aussi voir comme l'image par la correspondance de Hecke
associée & une certaine double-classe B* diag(n™t, ..., 7"4)B* de louvert

./\v/l,CT,Bx A associé, comme dans I11.1.4.2, & une facette A’ de la chambre A,,.

Laurent Fargues construit une décomposition simpliciale A = J, A(A) du
simplexe ouvert A = {(v1,...,vq);v; > 0,Vi et v1 + -+ + vy = 1} des valuations
des d-uplets (x1,...,24), indexée par I’ensemble des facettes de ’appartement de
I'immeuble de PGL4(K) associé au tore des matrices diagonales — ou, ce qui revient
au méme, par l’ensemble des orbites B* A, comme ci-dessus. Une conséquence de

— i,

sa proposition 8.12 est que 'ouvert M L;BX’BA est simplement celui défini par
la condition (v(x1),...,v(z4)) € A(A) — le simplexe A(A,) de sa décomposition
n’est autre que le simplexe {qv; — v;+1 > 0,Vi € Z/dZ} C A apparaissant dans le
deuxieme point de la proposition III.1.4, si bien que ce résultat de L. Fargues en
est une généralisation.

Variante: le recouvrement associé a I’immeuble étendu

Comme en I1.3 (voir en particulier I1.3.3 pour les notations) on peut aussi définir
— O,rig

un recouvrement (M7 o, p)aezer de la tour de Lubin-Tate, indexé par 'ensemble

7% des simplexes de I'immeuble étendu de GL4(K). Il suffit pour cela de se rappe-

ler que la donnée d’un simplexe de I'immeuble étendu équivaut a celle d’un entier

h et d’un simplexe A de I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K'). On associe alors

— O,rig — rig
simplement & ce couple la partie ouverte et fermée M,z ,, s py de M7, 5 (pour
n > ner(A)) sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie p est h. Ce recouvre-

ment a, bien sir, encore les propriétés énoncées dans la proposition II1.1.4. Le

schéma formel M7 o 7 est aussi, évidemment, muni d’un recouvrement ouvert

— 6
M7 00,7 = Upezes Mot o0,a analogue.

I11.2 Le domaine fondamental

Notant Iv({Xl, o, Xptla Iv(—alg‘ebre des séries en les variables X1, ..., X,, conver-
gentes sur le polydisque fermé {v(X;) > 0,Vi € {1,...,n}}, laflinocide V =
{v(x?/zis1) > 0,Yi € Z/dZ} C SpfO[[x1, ..., xa)]/(w1 - 24 — (—1)%7)"8 s'éerit
aussi

Spm K{x1,..., 24,21, .., 2a} /(@1 2a — (=1)*7, (ziwi1 — 20)sezyaz)-
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En utilisant le monoide M de II.3.1 et en envoyant e(?~1¢ sur

d

pla=Derea)

z;, el Dleei—ein) gyp zi=x]/xit1 et © sur (—1)

la complétée eld=DertFea) adique de la Fy-algtbre Fyl(q — 1)M] fournit un
modele entier SpfF,[(¢ — 1)M]™ de V. Ce modele entier est normal, d’apres le

lemme 11.3.6, et Fy[(q — 1)M]” s’identifie donc & la 5—sous—algébre de

K{z1,...,2q,21,..., 24}/ (@124 — (—1)%7, (23541 — t)icz)dz)

formée des fonctions prenant des valeurs entieres en tout point de V.
Comme du coté Drinfeld (cf. 11.3.1), on pose Az = Fy[(g — 1)M]” et on
définit Az7, comme la normalisation de A7 dans

Art((8ig)iezjazo<j<nd—1.7 1/ Tt m,

olt 'on note Zo7 , I'idéal engendré par les s{ ; —x;;si j—si j—1, pouri € Z/dZ,1 <
j <nd—1, et par les 5?761 — x;, pour i € Z/dZ.

Utilisant la variante? /\\;l o7 px introduite dans la remarque I1.2.3, le

O-schéma formel M7 x = [,cz Spf AzT n est alors le modele entier affine
— rig — rig — rig
normal de M7 gx = Mpr px X —xie My gx 5, obtenu par normalisation

L£T,BX
— rig

de /\\-;lLT7Bx7AO =I1,cz Spf A7 dans M7 gx. La composante

(h,SpfAzr) C Mg g Ay

0
n'est autre que louvert M7 5x p-e-npa associé au simplexe P~*~"0O% de I'im-

meuble étendu de GL4(K).

Comme en I1.3.1, on observe que BX = (Idg + BP")* et Apr., ont en fait
un sens lorsque n est seulement un multiple entier de 1/d; la 6—algébre ArT.1/d
n’est autre que la complétée m-adique de F,[M].

20n rappelle que cette variante est intermédiaire entre Mern et Mo g1, Comme on

s’intéresse en fait & Az o = U,, Az7,n, le choix de cette variante de la tour (Mg7 ,)n est
parfaitement inoffensif.



Chapitre IV

Réduction aux domaines
fondamentaux

Dans ce chapitre, nous allons d’abord énoncer un théoreme établissant ’existence
d’un isomorphisme @pong. = @p-spe des domaines fondamentaux des tours de
Lubin-Tate et de Drinfeld ayant certaines propriétés — il sera facile de vérifier qu’il
peut exister au plus un isomorphisme ayant ces propriétés. Admettant momen-
tanément ce théoreme, dont la démonstration sera donnée dans le chapitre V, on
construira ensuite par recollement I'isomorphisme du théoreme 1.5.3, en utilisant
la propriété d’unicité de I'isomorphisme @rong.-

IV.1 Enoncé du théoréme

Solent Apr oo = UneN AT, ADrco = UneNADTm et Ar7,.0o €t Apr oo leurs
complétées m-adiques respectives.
On dispose donc, du c6té Lubin-Tate (cf. I1.2),

e d’une matrice
Rer = Rx =1da+ Y _diag(r{],...,r57) P,
j>1

A coefficients dans K ® At (et a fortiori, dans K ® 257700) et possédant

une matrice inverse RZ} appartenant elle aussi au complété m-adique (Idg +

diag(ALy o)['P~1]P~1)”
e d’une matrice

Ser =Sx =Y _diag(s{],...,s55) P’
720
A coefficients dans O ® AT 00, possédant une matrice inverse SZ% a co-

efficients dans O @ (Arr.co[m 1)), qui est elle aussi triangulaire inférieure
modulo z
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e du produit Ty = SLTRZ}, que l'on a déja considéré dans la remarque I1.2.4;

c’est une matrice a coefficients dans K @ ELT,OO.
De méme, du cdté Drinfeld, on dispose (cf. 11.3)

e d’une matrice

Rp, = Rx =1d,; + ZP‘j diag(rf;-, . -77‘5;%
j>1

A coefficients dans K ® Apro (et a fortiori, dans K ® ﬁpnoo) et possédant
une matrice inverse REi appartenant elle aussi au complété m-adique (Idg +
diag(Ap, o) [P~1P~1)”
e d’une matrice _
Spr = Sx =Y _ P diag(s]},....s57)
Jj=0

A coefficients dans O & Apr oo, possédant une matrice inverse SB: a coeffi-
cients dans O®(Ap, o [7!]) qui est elle aussi triangulaire supérieure modulo
z

e du produit Tp, = SDTRE, que ’on a déja considéré dans la remarque 11.3.7;

c’est une matrice & coefficients dans K ® Ap, .

Pour tout simplexe A de 'immeuble étendu de GL4(K), on note /\v/lgT,OO,A =

lim Mgrpa et Mer coa =1im Mper o, a les limites projectives complétées.
2m . ROWN 00,4 = AL A

On a alors le résultat suivant, dont la démonstration est reportée au cha-
pitre V (sauf pour la partie concernant 'unicité).

Théoréme IV.1.1.

1) Il existe un unique isomorphisme de O-schémas formels

— 0 —~ ~ — 0

Pp-e@d : M,CT,OO,P*'Od = Spf A[,T,Oo — Spf ADr,oo = MDT,OO,P*'(’)d

tel que ©_opna(Tpr) = "Trr.

2) Cet isomorphisme fait se correspondre les sous-schémas fermés de Spf 21\57700
et Spf Apy oo, d’équations respectives (x] /x;41 = 0) et (yiq_1 =0), et induit
donc un isomorphisme

— 0
Pp-20d), : Mprr oo (P-e0dy,
= Spf Az ool(2? /2i1) Y — Spf Apy ooy 1]

— 0
= Mopr,oc,(P=201),

pour tout i € Z/dZ (~ désigne, bien sir, la complétion m-adique; voir le
théoréme 11.3.2(5) et la proposition 111.1.4(2) pour les deux égalités et pour
la notation (P~*0%),).
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On va maintenant s’intéresser & l'unicité de ce morphisme (et & celle du
morphisme des sous-schémas formels ouverts complémentaires résultant du point
(2) du théoreme) et & ses conséquences.

IV.2 Unicité de pp-+p« et de ses localisés, équivariance
et recollement

Soient I C Z/dZ et (P~*O0%) = ,c;(P7*0%); le simplexe de I'immeuble étendu
obtenu & partir de P~*O% en omettant les sommets P~O%, pour i € I (modulo
d). On considere le morphisme

— 0
P(p-204), : MrT oo (P20,

= Spf Ar7 ool /mig1);y] ™ — SPf Apr oo(y; ier]”
— 0
= MDT,OO,(P*‘Od)I

induit par le deuxiéme point du théoreme IV.1.1.

Pour alléggr les notations, on note encore -/R\L',Tu ... les matrices & coeffi-
cients dans K ® Azt oo(2/2i41);07]" (resp. K ® Apyool(y; )ier]”) obtenues
par l'extension des scalaires E,CT,OO — ALTVOO[(a:f/xiH);elI]A (resp. gpmo —
ADT,oo[(yi_l)iGI]A)' On a donc encore ‘/’?Pf-od),(TDr) = 'T,r.

Il résulte de la proposition suivante que le morphisme p(p-epay, est I'unique
morphisme vérifiant cette propriété. La démonstration qu’on en donnera reprend
(et précise) une partie de la remarque I1.3.7.

Proposition IV.2.1. Soit S est un O-schéma formel muni d’une matrice T €

My(K ® Og). 1l existe au plus un morphisme v : S — Mopy oo, (P-s04), tel que
V*(Tpr)=T.

Pour démontrer cette proposition, on va d’abord s’intéresser a la croissance
des normes 7-adiques des coefficients r;; et sy, des matrices R. et Si (pour
* = LT ou Dr), ainsi qu'a celle des coefficients analogues (notés 77 ; et 57 ;) pour
les matrices E* =R let §* = S*_l.

Pour toute 5—algébre A plate et intégralement close dans A[r~!], on note
v:Alr71] - QU {+o0} la “semi-norme additive” de A[r~!] définie par

v(a) =sup{V e Q; 7 "Va" € Ay oo, Yn e NNV N} ;
c’est une norme additive lorsque A ne possede pas d’élément non nul divisible par

7™, pour tout n € N (ou, de maniere équivalente, lorsque A est séparée pour la
topologie m-adique).
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Pour tous 11 < vy (avec v; € QU{—o0} et 2 € QU {+00}), on considere les
A[r~Y-sous-modules H(Jv1,v2[, A) et H(Jv1, +00], A) de

Alr iz 27 = {a(z) = Y 4527305 € Acoln '] Vj € 2}

JEZL
définis par
H(r, ol 4) = {a(z): lm 29 > er wm %) 5
j—+oo J j——oco J

N

et Mmool 4) = {a(z); lim )

> —vi et a; =0,V <0}.
j—o+oo ]

Lorsque A est 'anneau des entiers A" = {a € A;v(a) > 0} d’une algebre de Tate
A(= Alr71]), le A-module H(Jv1,+00], A) est celui des fonctions holomorphes sur
le disque ouvert {1 < v(z)} au-dessus de Spm A et le A-module H(Jv1, v, A)
est celui des fonctions holomorphes sur la couronne ouverte {v; < v(z) < va}
au-dessus de Spm A, ce qui justifie la notation adoptée.

Lorsque A est séparée et complete pour la topologie m-adique, la série

E : ajy bjz
J=j1+j2

définissant les coefficients du produit de deux séries a(z),b(z) € H(|v1, 2], A)
converge, ce qui munit H(Jvy, v2[, A) d'une structure de A[x~!]-algebre associative
et commutative. _

On se donne maintenant un point (Rg7,Sc7) de Mg oo p-spa a valeurs

dans A ou un point (Rp,P~*0%, Sp,.) de ./K//l'DT)OO)Pfaod a valeurs dans A.
Proposition IV.2.2. Les matrices R, et Sy (avec * = LT ou Dr) vérifient
e la matrice R, est a coefficients dans H(]0,1[, A)
e la matrice S, est & coefficients dans O @ A et a fortiori dans H(]0, +o0], A)
e la matrice R, a une matrice inverse R;* a coefficients dans H(]0, +oo[, A)
o la matrice S, a une matrice inverse S; 1 & coefficients dans H(]%, +o00], 4).
En particulier, les quatre matrices Ry, Si, R;' et S;1 sont toutes a coefficients
dans la A[m=]-algébre H(]%, 1[, 4).
Démonstration. La partie de I’énoncé concernant les matrices S, est évidente. On
va maintenant démontrer celle concernant les matrices R, L.

On sait déja que R, admet un matrice inverse & coefficients dans K & A
et on veut démontrer que cette matrice inverse est en fait a coefficients dans
H(]0, 4+o00[, A). Du c6té Lubin-Tate, cela résulte du fait que la matrice

[(q)ﬁT tP—l)( tP T(b[,T tP—Z) . (tpnd—l Tnd71®£T tP—nd)]
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a ses coefficients dans A @ Az~ @ --- @ Az~", qu'elle est congrue & RZ% modulo
(1,...,24)""" et que v(z;) > (¢ — 1)/(¢* — 1),Vi € Z/dZ. Du coté Drinfeld,
on a Rgi = Idg + Elgjgd—l P~7 diag(7;,j)1<i<a (mod ) (on rappelle qu'on a
P10 Q (A/nA) € RPT'0?® (A/mA), voir T1.3). La matrice
[@p, @, T B, (Idg+ > P diag(Fl) )i<iza))
1<j<d—1

est donc congrue & R~! modulo 74" Elle a ses coefficients dans A® Az"1@ - @
Az~"~1: la propriété de I’énoncé pour Rr_)i en résulte.

Du coté Lubin-Tate comme du c6té Drinfeld, on a det R;t = (1 — 7/2)(1 —
74/z) -+, comme il résulte de I'équation (1 —7/z) "det R;! = det R; ! et du fait
que det R ! est congrue & 1 (modulo (21, ..., z4) du c6té Lubin-Tate; modulo 7 du
c6té Drinfeld). La proposition pour R, en résulte en développant (1 — qu/z)_l en
puissances de z~! et en exprimant R, comme produit de det R, et de la transposée
de la matrice des cofacteurs de R;*.

Enfin, notant det S, =37,y 327, on a v(3;) = —(¢—1)~' — jg~', comme

on le voit en considérant I'équation (—1)?~'ws? +5; = (—=1)47157_,, qui résulte
elle-méme de 1’équation (—1)?~!(z — 7) "det S;! = det S (on rappelle que 59 =
(st0--850)" " est inversible dans A[r~']). La propriété pour S, en résulte en
exprimant S;! comme produit de det S;! et de la transposée de la matrice des

cofacteurs de S,. O

Remarque IV.2.3. On obtient en fait I’énoncé plus fort suivant: les coeflicients
des matrices R, et S7! sont des fonctions méromorphes sur le disque épointé
{0 < v(z) < 400} au-dessus de la fibre générique (au sens de Raynaud-Fargues,
[Farl, ch. IV]) de Spf A, dont les pdles sont simples et situés, respectivement, en
z= 7T,7Tq,7Tq2, ...etenz=--. ,7rq72,7rq71 (ceci a un sens, car m admet alors des
racines ¢"-iémes dans A, pour tout n € N).

Démonstration de la proposition IV.2.1. Sit et ¢’ sont deux morphismes vérifiant
cette propriété, on a l'égalité o'*(Sph)*(Sp,) = ¢*(RpL)Y*(Rpr) dans la
Og|n~-algebre (associative) My (H(] %, 1[, Og)). Le premier membre de cette éga-
lité est de la forme 3= ;- diag(a;,;); P/, alors que le second membre est de la forme
Idg + Zj>1 diag(b; ;); P, ce qui force les deux membres & étre la matrice iden-
tité; on a donc ¥*(Sp,) = ¥'*(Spr) et ¥v*(Rp,) = ¥"*(Rp,). Les points ¢ et 9’

de Mp,. o, (P04, & valeurs dans S coincident donc. O

Remarque 1V.2.4. Dans la démonstration d’unicité ci-dessus, il est vraiment né-
cessaire d’utiliser la convergence sur une couronne commune résultant de la pro-
position IV.2.2, comme on s’en convainc en considérant I'exemple des deux dé-
veloppements

(2 =Ml = =7 (L 2/m 4 (2/7) 4 ) € (], 400), 0)
et (-migy = #Ha/z (/2 + o) € H(0,1,0)
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de (z — 7)7! et des deux décompositions distinctes
(z—m)(1— w/z)]?),ll[ =z=(z+m(1+ ﬁ/z)]?)}l[.

En fait, lorsqu’on essaie d’appliquer a ces deux décompositions le raisonnement
ci-dessus, on rencontre une simplification “illégitime” du type suivant.

On considere I'égalité (2 —7) >,z =371 = 0 dans le O-module O[[z, z71]].
On ne peut pas simplifier cette égalité en la multipliant par 'un des deux dévelop-
pements de (z — 7)™ ! ci-dessus, car le produit partiel (c’est-a-dire, non partout
défini) a,b € OJ[z, 271]] = abne vérifie pas I'identité (ab)c = a(bc) sur son domaine
de définition.

On note, respectivement, W, et Wp,. les données de descente de Weil du
coté Lubin-Tate et du co6té Drinfeld. On rappelle que ces données de descente
agissent par le décalage A — A[1] sur 'ensemble Z¢ des simplexes de I'immeuble
étendu de GLg(K) et que § € D> agit aussi sur Z¢ par le décalage A +— A[v(Nr )]
(o Nr désigne, bien sir, la norme réduite). La proposition IV.2.1 admet alors le
corollaire suivant.

Corollaire IV.2.5. Soient I C Z/dZ, J C Z/dZ et (v,d6,n) € GLg(K) x D* x Z
tel que Y(P~*O%)[n +v(Nrd)] = (P~*0%) ;. Le diagramme suivant

MLt oo, (P-20d), [T7"] — Mopy o, (P-204),

ep-soiy, | Cp-voiy, |

,0)oW5,.
—n] (7,9) D

MLT7oo7(P*'Od)1[T MDr,oo,(P*’Od)J

est alors commutatif — on rappelle que les O-schémas formels ./\\;IET)OO)(P—uod)I

et M7 oo, (p-e0d), [T "] (1e8p. Mpy oo (p-e0d), €t Mp, o (p-e0a),[T7"]) ont le
méme O-schéma formel sous-jacent, ce qui donne un sens a la fleche verticale de
gauche.

Démonstration. 1l résulte des formules du paragraphe I1.2.1 donnant I'action de
GL4(K)xD* et de W7 sur la tour de Lubin-Tate que l'on a ((y,0) oWy )*Trr =
AT P, (voir la remarque 11.2.4). 11 résulte aussi des formules du para-
graphe I1.3.1 donnant l'action de GL4(K) x D* et de Wp, sur la tour de Drin-
feld que l'on a ((v,6) o WA )*Tp, = 6,P"Tp,y~ ! (voir la remarque 11.3.7). Le
corollaire en résulte en appliquant la proposition IV.2.1 aux deux morphismes
de /\v4£77007(p7.0d)[ vers ./\\-;l’DT,OO,(P—uod)J [7™] obtenus & partir du diagramme ci-
dessus et & la matrice T = {1 Tp.7 P %,) = 5, P " T ey~ L. O

On consideére maintenant un simplexe arbitraire A de I'immeuble de Bruhat-
Tits étendu de GL4(K) et on choisit un triplet (v, d,n) € GL4(K) x D* X Z tel que
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vA[n+v(Nr §)] soit un sous-simplexe (P~*O%); du simplexe maximal fondamental
P~*0% 11 résulte du corollaire ci-dessus que

— 0 — 0
PA = WD_rn ° (’77 6)_1 O P(p-20d); © (77 5) o W/?T : ML‘T,OO,A - MDT,OO,A

ne dépend pas du choix du triplet (v,d,7n). On obtient de cette maniére un mor-
0

phisme GL4(K) x D*-équivariant (pa : /\V/ILT,OO,A — AV/IDT,OO,A)AGI@, compatible
aux données de descente de Weil *.
Pour achever la construction de l'isomorphisme ¢ du théoreme 1.5.3 & partir

de I'isomophisme @ p—epna du théoreme IV.1.1, il reste encore a vérifier que les mor-
—0 —0

phismes ¢ sont compatibles aux immersions ouvertes M7 o nv = Mz oo ar
—0 —0
et Mp, onr — Mp, oo associées & une inclusion A" C A de simplexes de

Iimmeuble étendu. En utilisant 1'action de GL4(K) x D*, on se rameéne immé-
diatement au cas olt A est un sous-simplexe du simplexe fondamental P~*O%,
pour lequel cette compatibilité est tautologique!

On acheve ce paragraphe sur une remarque triviale mais rassurante.

Remarque IV.2.6. En rang d = 1 les tours de Drinfeld coincident a priori, puisque
les notions de O-module formel de hauteur d et de Op-module formel spécial de
hauteur d? se réduisent toutes deux a celle de @-module formel de hauteur 1. Il
résulte immédiatement de la proposition IV.2.1 que dans ce cas, I'isomorphisme ¢
est l'identité!

10n n’a donc pas procédé exactement comme annoncé dans 1.5, puisqu’on a travaillé avec
Iimmeuble étendu de GL4(K) au lieu de I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K). Pour res-
ter fidele a la démarche annoncée dans 1.5, il faudrait d’abord induire P (p-e0d); a la classe de
décalage de (P"Od)I7 puis induire de ces classes de décalage & 'immeuble de Bruhat-Tits de
PGL4(K). Cela revient évidemment au méme!



Chapitre V

Démonstration du théoreme 1V.1.1

Dans ce chapitre, nous “couperons en deux” la construction de Iisomorphisme
wp-eod : SPf AT 00 — Spf Aproo en introduisant (5.1) un (Fq)-schéma formel
affine intermédiaire Spf Az,; “classifiant” les matrices Tp, = > ez Pi diag(t; ;)
vérifiant I’équation PTp, = "Tp, et certaines conditions supplémentaires. Ces
conditions supplémentaires seront destinées a garantir qu’elles proviennent de
Spf Apr.oo et (apres transposition) de Spf Ag7 oo; elles seront en fait “dictées”
par ’observation des propriétés des morphismes de produit ci-dessous.

La construction de l'isomorphisme ¢p-epa : Spf ﬁgﬁoo — Spf A\Dnoo se
réduira alors a celle d’un diagramme

. produit décomposition .
Spf ArT 0o = Spf Aznt = Spf Apr.oo-

décomposition produit

tel que les composées de deux fleches superposées soient 'identité. Les morphismes
de produit seront construits en 5.2 et les morphismes de décomposition le seront
en 5.3.

En fait, comme nous ’avons déja souligné ci-dessus, Az,; est a priori seule-
ment une Fy-algebre topologique et il restera & vérifier que les deux structures de
O-algebre sur Az,,; induites par les deux morphismes de décomposition coincident.
Ceci résultera de considérations sur les déterminants des matrices R, S, et T (voir
5.4).

Enfin, nous donnerons une démonstration du point (2) du théoreme IV.1.1
dans le tres court paragraphe V.5.

V.1 L’anneau intermédiaire

Lorsque la matrice Tp, = >,y Pi diag(t; ;) vérifie 'équation PTp, = "Tpy,,
onat;; 1 =tj;Vi € Z/dZ,j € Z, et donc t;; = tg;. Abandonnant 'indice

0, on notera t; 'élément ¢; . On introduit alors le monoide M[g~!] formé des
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éléments de Q¢ dont le produit par une puissance de ¢ est dans M et la Fq—
algebre F,[M[g~']]. On note t; 1’élément e = e(00:1.0:--0) de cette algebre, de
sorte que l'on a aussi Fy[M[g~!]] = F, [t?ij, (t?/ti+1)? " liczyaz.jen. On introduit
encore le complété (t; - - - t4)-adique F,[M[g~!]]” de F,[M[g~!]]. La matrice Tp, =
EjeZ Pi diag(t‘{j, .. ,tgij) et la matrice Ty = ‘Tp, sont alors & coefficients
dans le complété (t; - - - t4)-adique de K ®@F,[M[g~']] - ou, ce qui revient au méme,
dans K Q%Fq M[g~1]™

Un calcul facile montre que det Ter = detTp, = 3,y 77 ((=1)412)7, on
t est donné par la formule suivante

t:ngn(ﬁ) H tfaﬁ)ii,
o

i€Z/dZ.
ou
e la somme porte sur I’ensemble des applications ¢ : Z — Z telles que i —
(o(i) — 1) soit périodique de période d et que ;7 /7 (0 (i) — i) =0
e on note & : Z/dZ — Z/dZ Vapplication quotient et sgn(g) sa signature — on

convient qu’elle est nulle si & n’est pas une permutation.

Dans cette somme on remarque en particulier le terme ¢; - - ¢4, qui correspond
a o = Idz. On vérifiera dans le paragraphe suivant que t/(t; - - -t4) appartient a
F, Mg~ )

On pose alors Az, = Fy[M[g7Y)]7[(¢/(t1---ta))™]" . Dans le paragraphe
suivant, on donnera une définition équivalente de Az,;.

V.1.1 Etude de A7,

Si (a1,...,aq) € M[g™Y], dans Fy[(¢? — 1)"'M[g~!]] " on a

d

ety = H(tzq/tiﬂ)ﬁi,
=1

ou les (; sont déterminés de fagon unique par les équations ¢3; — B;—1 = «;. Plus
explicitement, on a

¢ o+ ¢ o+ + O (d—1)

B = pr—

Siv1,...,7vq appartiennent & N[1/¢], et si pour tout i € Z/dZ, on a ~; < (;, alors
¢t est divisible dans F,[M[g~!]]” par Hf:_l (td/tig1).

Pour montrer que t/(t; - - - tq) appartient & F,[M[¢™']]” nous allons établir
que pour chaque o dans ’ensemble des o : Z — Z tels que i — (o(i) — i) soit
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périodique de période d, que ¢ : Z/dZ — 7Z/dZ soit une permutation et que

. . o(i)—1i . .= _ ~
Yiezyaz(@(@) =) =0, Tlicz/ant] ~ /(t1---ta) appartient a Fy[M[g~']]" et tend
vers 0 quand o sort des parties finies de cet ensemble.

Pour cela, nous écrivons
d o d
[T e ta) = T i)™,
i=1 i=1
ol

(qd _ l)ﬁd — (qo(d)—l + qo(d—l)—l N qo(l)—l) _ (qd—l + qd—2 4ot 1)

et les autres (3; s’obtiennent a partir de cette formule en conjuguant o par une
translation de ¢ dans Z. Grace a I’hypothese que & est une permutation et que
Ziez/dz(a(i) — 1) = 0, on voit facilement que 3; > 0 pour tout ¢ € Z/dZ et, par
conséquent, 1'expression ci-dessus appartient bien a F,[M[g~!]]™ De plus, quand
o sort des parties finies de l'ensemble des o : Z — Z tels que i — (o(i) — 1)
soit périodique de période d, que & : Z/dZ — Z/dZ soit une permutation et que
>iezyaz(0o(i) —1) = 0, les f; tendent vers +oo et donc I'expression ci-dessus tend
vers 0.

Dans la suite, on notera toujours C' une constante dans N*[1/¢] ne dépendant
que de d, mais pouvant varier d’une inégalité a I'autre.

On voit facilement, par stricte convexité de la fonction t — ¢f, que 34 > C
pour tout o tel que o({1,2,...,d}) # {1,2,...,d}. De méme on peut vérifier que
pour i € {1,...,d}, B; > C pour tout o tel que o({i +1—d, i +2—d,...,i}) #
(it1-di+t2—d,...,0.

Par conséquent, modulo I'idéal de F[M[g~']]” engendré par (t?/t1)¢, on a
I’égalité:

t £ t‘11d71
—1 d—2
tg ty tg
t/(tl---td)zdet /(t1~-~td).
*(' -1) *(. -2)
tg d—1 tg d—2 o td

V.1.2 Intermeéde: le déterminant de Moore

Nous rencontrerons par la suite de nombreux déterminants du type de celui ci-
dessus. De fagon générale, nous appelons

1

X, X¢ .. x¥
X, XxX{¢ .- ngf

1

Moore(X7, ..., X)) = det

k—1

X X! - X[
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On a

Moore(Xy,..., X)) =c H (an X1+ + ar Xp),
lat,...,ap]€EPF—1(F,)

ot ¢ € F* dépend du choix des relevements a IFZ\{O} des éléments de PF—1(TF,).
De fagon plus précise, on a

k

MOOI‘G(Xl,...,Xk) = H H (O[le +a2X2 + "'—|—O[i_1Xi_1 —|—X1)
i=1 ay,...,a;1€Fg

V.1.3 Fin de I’étude de A7,;

Donc, modulo I'idéal de F,[M[g~!]]” engendré par (t4/t1)¢, on a I'égalité:

-1 —(d—1)
t/(t1---tq) = Moore(t1,t4 ... t5

)/ (-~ ta).

De méme, pour tout i € {1,...,d}, on a, modulo I'idéal de F,[M[g~!]]” engendré
par (t] /tis1)C:
gt g— (4=
t/(tl cee td) = Moore(tiﬂ,ti_,_Q, . 7ti )/(tl cee td).
Notons, pour tout i € Z/dZ,

—(d-1)

a—1
q q

_ t; +ant; +---+O¢d_1ti_d+l q
wi = Haly»»»yoédaG]Fq t;

= (Ha17...,ad—1qu(1 +an(ti_y/ti) + ao(ti_o/tio1)I(t]_ /ti) + -+
_ g .
et @t (g limaer)” @ /0)) e Byl
On en déduit facilement

gD

i—1
ti+oat] |+ 4 o t]
i ( 11 t )
(3

at,...,a;—1€Fg

modulo I'idéal de F[M[¢~!]]” engendré par (t%/t1)C.
Dot wy---wg = Moore(tl,tgil,...,tgi(dil))/(tl -+ +tq) modulo l'idéal de

F,[M[g~!]]” engendré par (t4/t1)C.

Or, on a vu que Moore(tl,tgil, .. .,tf[(dil))/(tl cootg) est égal A t/(ty - tg)
modulo I'idéal de F,[M[¢~!]]” engendré par (t%/t1)C.
_ Par conséquent, on a I'égalité wy---wy = t/(t1---tg) modulo lidéal de
F,[M[g~!]]” engendré par (t4/t1)C.
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_ Par permutation circulaire, cette méme égalité a lieu modulo I'idéal de
F,[M[g~!]]” engendré par (t!/t;+1)C, pour tout i € Z/dZ.
On obtient ainsi une nouvelle définition de Az,;:

AInt:Fq[M[q_IHA[(wl wg) T d—1
:F‘J[M[q_l]]/\[((ti + altg—l +ot ad_ltli]—d+l)/ti)i_ell/dl,a17...,ad71€Fq]A ’

ou ~ désigne encore la complétion pour la topologie t; - - - t4-adique.

d —
Comme t? " est divisible par (t; ---t4)¢ dans F,[M[g~']]", on voit facile-
ment que Az,; est encore égal a

~

— ~ k _
Fo Mg 7[((t + ant? ) + -+ aktg—k)/ti)iell/dl,kEI\LOQ,~~.7akE]Fq]

V.2 Produit

On se propose maintenant de construire des morphismes d’anneaux Az,; — 2[57700
et Arpe — gpmo tels que les tf] alent pour images les coefficients de SLTRZ} et
de SDTR{;.

Dans ce paragraphe, on écrira souvent des quotients d’éléments de ELT,OO

ou de Ap, oo, ce qui pose a priori un probléme, puisqu’on ne sait pas encore
que ces algebres sont intégres (on le saura seulement lorsqu’on aura achevé la

démonstration du théoreme IV.1.1!). En fait, les 6-a1gébres ELT&O et A\DT)OO sont
plates par construction et les dénominateurs de ces quotients seront toujours des
diviseurs de 7. Ces quotients auront donc un sens bien déterminé; ce seront en fait
des éléments de Az7 o[ !] ou de Apy o[m™!].

V.2.1 Le produit co6té Lubin-Tate

Comme dans le chapitre IV, on pose Ty = SLTRZ}. La matrice T,y vérifie
Iéquation "T,y7 = Tr7 P et est donc de la forme

Trr = Z diag(td ... ,tgij) tpi

jez

ou les t'if] appartiennent a ELT&O et sont des racines ¢’-iemes des t;. Plus
précisément, en notant Ry = Idgq + > j>1 diag(7i5)1<i<a tP=i et g =1,Vi €
7Z/dZ, on a, pour j > 0: -

a7 ~ -
ti = Sij Tt SijeiTimj—11 + Sij42Ti—j_22 +

¢ _ = =
et t; = SioTij+ SiiTi—1,5+1 + -
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sk ~
Lemme V.2.1. Pour tout j € N, i € Z/dZ, b est une unité de ALt oo
Si,0

Démonstration. Commencons par démontrer que sg 1/8i,0 est une unité de Apr oo-
, . -1 ~ _

On a les équations: 5?,1 —Ti_18i1 = Sip et xi_1 = 5?—1,()' Dans Az7 oo[r71], on a
donc (s{,/si,0)? — (sg_l,o/si)o)q_l(sgjl/si,o) = 1. Par construction, s ; 4/si0 est
entier dans Ag7 .

Comme Ag7 o est intégralement clos dans A7 o [7 71, on obtient aussitot

s s )

que (s?,/si0) et (s?,/si0)” 1 appartiennent & Az7 0.

, . ) . J "
Démontrons maintenant, par récurrence sur j, que s; j /$i,0 est une unité de

j+1 J(g—1) of J .
q _ Sq (¢ )Sq _ Sq D’ou

ALt co- Ona sj ; i—3,0 Sig = Sig-1-

J J _ J i—1
(s75/810) = (87 0/51.0) 7 (7 /51.0) = (s7;_1/s00)-

J j—1
Or, Sg—j,o/sm = (Sg—j,o/si—ﬁl)q] (Sg—j+1,o/_5i—j+2)q

N N N 7’ J71 . 7’ n
& Ar7,00 et, par hypothese de récurrence, sgj_l/si70 est une unité dans As7 o,

o ~+-(s{_10/s:) appartient

donc sfj/sw est une unité de E,CT,OO. Donc le lemme est démontré. O
En utilisant ’expression pour tfﬂ (7 > 0) et le fait que les 7 ; (j > 1)
apppartiennent & Iidéal topologiquement nilpotent (z1, ..., z4) = (s‘{})l, A sg)_ol)

(puisque Ro71 est congrue a Idg modulo cet idéal), il en résulte facilement que
ti = lim; 4o s’i]j dans A\L‘,T7OO.
Pour un usage futur (¢f. 5.5), notons-en la conséquence évidente:

Proposition V.2.2. L’élément t;/s; o est une unité dans A\LT,OO-

Il découle de cette proposition que t7/t;+1 appartient a A\L',T7oo' On dé-
finit ainsi un morphisme de Fy-algebres F,[M[g~1]] — A\LT,OO en envoyant t; €
F,[M[g~ ]| surt; € A\L‘,T7OO. Ce morphisme est continu (pour la topologie (¢1 - - - t4)-
(t1 - .td)q—l
—~ z
une unité de Az7 . Il se prolonge donc en un morphisme continu de [F-algebres

topologiques F,[M[¢~1]]” — A\ﬁ’]’yoo.

Par ailleurs, on a det(T;7) = det(Sc7) det(Re7) ™!, Mais Ry est congrue
a Idg modulo 7 et det(R,7) est donc congru & 1 modulo 7. L’image de t par le
morphisme ci-dessus est donc congrue a ], Jaz 51,0 modulo 7. Par conséquent,

adique sur F,[M[g~!]] et la topologie m-adique sur A\£T7OO)7 car est

Iimage de t/(t1 - - - tq4) dans A\[;T)Oo est une unité. Le morphisme
F,[M[¢~1]]” — A\[;T)Oo se prolonge donc en un morphisme continu de F,-
algebres topologiques Az, — Ar7 0o
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V.2.2 Le produit coté Drinfeld

Comme dans le chapitre IV, on pose Tp, = S’DTREi. La matrice Tp, vérifie
I’équation "Tp, = PTp, et est donc de la forme
Tp, = P/ diag(t] ,....t5 ")
JEZ

. -j . N . e L
ol les t! ~ appartiennent & Ap, o, et sont les racines ¢’-iémes des t;. Plus précisé-

ment, en notant Rgi =1Idg + 2]21 pPi diag(7; j)1<i<d €t ri0 = 1,Vi € Z/dZ, on
a, pour j > O:

i - ~
ti = Sij + Sit1 41701 + Sip2 4272 + o

7 _ = =
et 1] = Sipj0Tig t Sitj+1Ti 41+

Lemme V.2.3. Pouri € Z/dZ et j € N, sfj/sm appartient a A\DT)OO,
Contrairement au c6té Lubin-Tate, ce n’est pas nécessairement une unité.

Démonstration. On commence par démontrer le lemme pour s; 1. On a les équa-
tions

d d—1 d—1 d—1
q q q _ q
Si1 Y Sit11 = 54,0
qi1 d—2 z d—2
Sit1,1 — Yit1 Siq21 T Si+1,0
qd72 qd* d—: qd73
Si+2,1 ~ Yit2 Sigs1 T Si+2,0
s! — Y Si1 = S8
i+d—1,1 Yi+d—15i,1 = i+d—1,0 -

d—1
On ajoute alors la premiére, la deuxieme multipliée par y! , la troisieme
d—1 d—2 d—1 d—2
multipliée par y{ ., , ..., la derniere multipliée par y;

On obtient alors

q q
Yiv1 " Yiya—o

d—1 d—2 d—1

d—1
q q — o4 q
Si71 - (yz yi+1 e yi+d—l)8i,1 - Si) ) + yq,

d—1 d—2 d—3

d—2
q ¢t ¢4 g
Siv1,0 T ¥  Yig1 Siq20t

qd—l qd—2 q
Y Yiy1 o Yirq—2Si+d—1,0 -
Or, on a
d—1 d—2 d
q q _ q“—1
Y Yiv1 " Yi+d—1 = S0
d—1 d—2 d—1 d—2
q q q“""(q—1)
et Yi  Sit10 Si0 Yi
d—1 d—2 d—3 d—1 d—2 d—3
q q q q q—1
Yi  Yit1 Si+20 54,0 (y; Yita )

Y, - Yitd—2 Si+d-1,0

d—1 d—2
q q
54,0 (i - Yitd—2

s

et
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D’ou
(521 /5i.0)1" = st VD (2 f510) € Aproo
et comme gpmo est intégralement clos dans Epmo[ﬁ_l], 5371 /si0 appartient &
A\Dr,oo-
En général, on obtient par un calcul analogue que

qd qd—l qd d—1 d—2 d—1 qd71 d—1

R — (4 q ——r q
Sij —Si0 Sig = S (v; Yit1 Yitd—1)8i,j = Sij—1 T ¥ St

J d d—l j—l J . N ~
et donc (s‘i{j/si,o)q —sl(-:zo )a )(sf’j/siyo) appartient & Ap;. o. Comme Ap, o est

. 7’ n —_ J . N -~
intégralement clos dans Ap,. oo[m ], s7 ; /si,0 appartient donc & Ap, o; le lemme
est donc démontré. O

Montrons que t;/s;0 appartient a A\DT,OO. Onat = Z;‘io Sitj,;Ti,; et il
suffit donc de vérifier que pour tout i € Z/dZ et j € N, s;4; 73, /i,0 appartient &
ADr,oo- On a

J ~
8t4ji/8i+5,0 € ADrco
j o .
et sfo/sivjo=(slo/siv10)7  (shhro/siv20)® - (stijo10/8i440) ;
par conséquent,
i g i
st/sf)o € [(s70/5i+1,0)

Or, /(Wi Yirj—1) = Tij/(s{0/5i+1,0)(8]11,0/5i+2,0)(5{1,;_1,0/i+40) appar-

-~

j—2

p o~
(5g+170/5i+2,0)q : (5;‘1+j—170/8i+j,0)] 1ADr,oo-

tient & Ap, o0, comme on le voit en remarquant que l'on a
i—i —1 -1 -1 \1—
rij—i = (=17 [(1 = T;'Z,j—i)(l - Tg+1,j—z‘—1) (1= 7“?—1,1)] tyi Yj-1

et qu'en écrivant R~1 = Idy + Zk21(—1)k(2j21 PJ diag(r; ;))*, on a

~ k . .
Tij—i = E (—1) E Tijig—i « Tig_1,j—ir_1y POUTr ] > 1.

k>1 1= <---<ip=j

Il en résulte que (si+j7jﬁ,j/si,o)qj appartient & A\Dnoo; il en est alors de méme de
Si+j,jTi.3/5i,0-

Cela ne définit pas encore un morphisme continu F,[M[g~1]]” — ﬁpmo, mais
on obtient déja un morphisme (continu, car t;/s; ¢ et donc aussi (t---t4)9" /7
appartiennent & Epnoo) F,[NigY]” — A\Dnoo. En particulier, on sait définir

A~

I'image de t € Azp dans Apy . Pour prolonger ce morphisme & Az,; (et aussi
en vue d’un usage futur, ¢f. 5.5), on va démontrer:
Proposition V.2.4.

1) L’élément t;/s; o est une unité de Apy oo pour tout i € Z/dZ.

2) L’élément t/(t1---tq) est une unité de A\Dr,oo.
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Démonstration. Les arguments de V.1.1 montrent que, modulo , ¢ est égal dans
Apr oo & une somme sur un ensemble fini de o : Z — Z d’expressions

B o(i)—i
sgn(a) H t! :

i€Z/dZ

o(i)—i
Pour k assez grand (en fonction des termes qui apparaissent), ([];cz/42 ] )7

s’écrit comme le produit d’un élément de Ap, o par

H (ti/5i70) H Sg:;('i)ﬂ:.

i€Z/dZ i€2/dZ.

Mais, par les arguments du paragraphe V.1.1 (comme 53,0 /si+1,0 appartient a
o (i)—i

ADnoo)a HiEZ/dZ Squo

Donc #7° est le produit d’un élément de A\DT)OO par

H (ti/Si,O)( H Si,o)Qk-

i€2,/dZ. i€Z/dZ

est le produit d’un élément de A\Dnoo par Hiez/dz 54,0

Par ailleurs, on a det(Tp,) = det(Sp,.) det(Rp,)~ L. Mais, det(Rp,) = (1 —

7/z)71(1—79/2)~t... — comme on le voit, en considérant le cas particulier d = 1
— et det(Rp,) est done congru & 1 modulo 7. Done I'image de ¢ par le morphisme
ci-dessus est égale a HieZ/dZ 54,0 modulo 7. O

Utilisant successivement les deux parties de cette proposition, on prolonge le
morphisme continu F,[N¢[g=!]” — Ap;.oo & Fy[M[g~!]]” puis & Az, tout entier.

V.3 Décomposition

Pour construire les morphismes de décomposition, nous allons représenter les ma-
trices Re7, ... comme des matrices de taille infinie, dont les lignes et les colonnes
seront indexées par Z et dont les diagonales paralleles a la diagonale principale

seront périodiques de période d. Contrairement & My(K ® Azp:), le Azn-module
Moo (Aznt) des matrices de taille infinie “Z x Z” n’est pas une Az,;-algebre, car le
produit n’y est pas partout défini; cette représentation sera cependant compatible
au produit partiel évident sur Mo (Aznt).

En fait, ces représentations ne seront pas les mémes du coté Lubin-Tate et
du c6té Drinfeld.

Du c6té Lubin-Tate, on associera a toute matrice M € My(K ® Aznt) la

matrice de taille infinie (encore notée M dans 5.3.2) de I'action de M sur K¢ ®
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Azpy vis-a-vis de la base (topologique) (E; = Pi7'ey)jez . En particulier, P
sera représentée par la matrice obtenue en décalant Id., d’'un cran vers le bas,
diag(ay, ..., aq) par la matrice diagonale périodique diag(a;);ecz et on écrira

1 ric11 rici2

Rer=1--- 0 1 Ti1
0 0 1
et
8i-1,0 0 0
Ser=|-  si1 8,0 0

Si+1,2  Si4+1,1  Si4+1,0

les matrices a coeflicients dans Az,; obtenues en décomposant la matrice

2
_ q q
tim1 g 4

Ter=|--- ] t; tl
—2 -1
t? t? tiv1

sous la forme Sp7 R, (dans 'écriture de ces trois matrices, on convient que le
terme central est situé sur la i-eme ligne et la i-éme colonne).

Du c6té Drinfeld, on associera & toute matrice M € Md(K@) Aznt) la matrice

de taille infinie (encore notée M dans V.3.3) de laction de M sur Ki® Aznt,
vis-a-vis de la base (topologique) (Ej = P~7"'e1)jez — on peut dailleurs noter
que cette représentation differe de celle adoptée coté Lubin-Tate par une double
transposition, portant a la fois sur les matrices de taille finie d et sur les matrices
de taille infinie!. En particulier, P sera représentée par la matrice obtenue en
décalant Ido, d’un cran vers le haut, diag(ai,...,aq) par la matrice diagonale

ILe lecteur que cette double transposition rebuterait peut donc choisir un co6té — il est plus
logique de choisir la représentation (V.3.2) adaptée au c6té Lubin-Tate, car le paragraphe V.3.1
(lemmes techniques) est écrit en privilégiant ce co6té — et transposer systématiquement de 1’autre
coté. Ce point de vue a cependant aussi ses désavantages, en particulier lorsqu’on introduira une
topologie sur le Az,¢-module des matrices infinies.
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périodique diag(a;);cz et on écrira

Rpr=|-+ 711 1 0
Ti—1,2 Ti1 1

et

Si—1,0  Si, 1 Si+1,2
Spr=|--- 0 5i,0  Sit1,1
0 0  sit10

les matrices a coeflicients dans Az, obtenues en décomposant la matrice

—1 —2

tion t] ty,
-1
Ipr= |- tl, t; ti,

tiy t ti

sous la forme Sp,Rp! (dans I'écriture de ces trois matrices, on convient la encore
que le terme central est situé sur la i-eme ligne et la i-éme colonne).

Si I et J sont des parties de Z, on note, pour toute matrice M dont les lignes
et les colonnes sont indexées par Z, My, ; la matrice extraite de M dont les indices
de ligne sont dans I et les indices de colonnes sont dans J, en ordonnant par ordre
croissant les éléments de I et de J. De plus, pour j, k € Z, on note [j, k] 'ensemble
{j,j+1,...,k}, si j <k, et Pensemble vide sinon.

Pour obtenir ces décompositions, du c6té Lubin-Tate comme du co6té Drin-
feld, nous allons extraire de la matrice T, (avec * = LT ou Dr) la matrice
de taille finie T} (4] a,0) (POUT @ < b entiers) et décomposer T [a,b),[a,b) SOUS la
forme S&P(RY)1, ot RES et S%P sont triangulaires supérieures, S72 et Ry
sont triangulaires inférieures, et les matrices R’ ont une diagonale principale
formée de 1. Les formules donnant les coefficients des matrices issues de ces
décompositions (voir 5.3.2 pour le c6té Lubin-Tate et 5.3.3 pour le c6té Drin-
feld) les expriment comme des quotients de déterminants de matrices extraites de
la matrice T, [q p],(a,5- Les coefficients des matrices (RE") ™! et (S£°)~! sont aussi
donnés par des formules du méme type.
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Les dénominateurs de ces quotients seront en fait tous de la forme

(puissance fractionnaire de t1 ---t4) X (unité de Azp,¢).
Ces quotients définiront donc des matrices inversibles Rf’b et Sy Y 3 coefficients
dans AInt[(tl cee td)_l] vérifiant T*)[a7b]7[a,b]le’b = Sf’b.
Nous obtiendrons des majorations des normes ¢ - - - tg-adiques des coefficients

. b b . . . b
des matrices Ry, S¢”” et de leurs inverses. Pour certaines de ces matrices (Sp7 et

son inverse pour le coté Lubin-Tate; R%’I; et son inverse pour le c6té Drinfeld) nous
obtiendrons méme des estimées plus précises de ces coefficients. 1l en résultera, en
particulier, que les matrices R S et (Rf’b)_1 sont & coefficients dans Az,;.

Nous ferons ensuite tendre a vers —oo et b vers +o0o et démontrerons que les
coefficients des matrices R%? et S admettent tous une limite et que ces limites
fournissent une solution de notre probleme de décomposition.

L b b c1s
Plus précisément, prolongeant R et Sy”” par 0 pour les considérer de nou-
. . . a,b —00,+00 .
veau comme des matrices infinies, la convergence Ry~ — R. aura lieu pour
la topologie de la convergence uniforme sur les colonnes, alors que la convergence
a,b —00,+00 . . .

Sy — S, aura lieu pour la topologie de la convergence simple des coeffi-
cients. L’application R — TR est continue sur son domaine de définition vis-a vis
de ces topologies (on rappelle que la norme de Az, est ultramétrique). L’égalité

b b . T s _ _
T, R’ = 2" founira alors par passage & la limite 'égalité T, Ry ° T = 5>+,
qui est le but de la construction. Il sera ensuite assez facile de démontrer que
R, = R:™T® et S, = §,°°7 sont dans l'image de My(K & Az,;) par la
représentation (5.2.%).

Enfin, en utilisant les estimées des coefficients des matrices R,, S, et de leurs
inverses mentionnées ci-dessus, nous démontrerons que le couple (R, S.) définit

un point de M, o pspa a valeurs dans Azp;.

Pour réaliser ce programme, nous aurons besoin des lemmes techniques sui-
vants, concernant les déterminants de matrices extraites de Ty7 et Tp,..

V.3.1 Lemmes techniques

On va se concentrer sur le c6té Lubin-Tate. Dans tous les lemmes qui vont suivre,

on pose donc T' = T,7. Pour utiliser les lemmes techniques de ce paragraphe du

coté Drinfeld, il faudra donc au préalable transposer la matrice de taille infinie 7.
On rappelle



V.3. Décomposition 391

Pour toute matrice carrée M, on note det(M) son déterminant et [] (M) le
diag
produit de ses coefficients diagonaux.

Lemme V.3.1. Soient I et J deux parties finies de Z, de méme cardinal. Alors
det(Tr.s)/ 1 (T1.s) appartient a F,[M[g~]]"

diag
Démonstration. On commence par établir le lemme quand I et J ont pour cardinal
2. On pose I = {iy,i2} et J = {j1,72}, avec i1 < iz et j1 < jo. On a alors

tgljlfh tqufh
TI,J = tgzhﬂ?z tq]2 ig | -
PPREN _ qiil q77v’2 qu _qjl
D’ou det(T],J)/ H (T[ﬁ]) =1- (til /tiz ) .
diag
5 g 1 ,,q7 %2 i2—1/,q —(i+1) .
En remarquant qu'on a ¢/t~ =[[;Z; (! /ti+1)? , on obtient donc

déja ce cas particulier du lemme.

En général, soit k le cardinal de I et de J. Ecrivons I = {iy,i2,...,i;} et
J={j1,42,- -, Ik}, avec iy <ig < -+ < ig et j1 < jo < -+ < jg. On note Sy, le
groupe des permutations de Pensemble {1,2,...,k}. On a, bien sir,

det(T7,5) = Z sgn(o H t g7
ceSy

On se propose donc de démontrer que pour tout o € &y, le quotient

k
(H gola)~ia thja za

a=1

appartient & F,[M[g~!]]". En fait, en écrivant o comme un produit de transposi-
tions d’éléments adjacents, cela résulte du calcul ci-dessus lorsque k£ = 2.

On va cependant en donner une autre démonstration qui a l'avantage de
montrer que le quotient ci-dessus est non seulement entier mais tres petit, si o est
tres différent de l'identité.

Tout d’abord, un calcul simple montre que

k » L la ( >
(H J (a) ™ thJ H(tg/tz-i-l) a€{1,2,..., d} ,iq<i

a=1 €L

(¢Po(@ —gie)) /qi*?

On note que le produit sur i € Z est fini, car 'expression est nulle pour i &
[i1,i4 — 1]. Comme t + ¢' est strictement croissante, il est évident que

Yoo (@ =) >0
a€{1,2,...d} ,ia<i

pour tout ¢ € Z, ce qui démontre le lemme. O
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Au cours de la démonstration ci-dessus, on a aussi obtenu le complément
suivant:

Complément au lemme V.3.1. L’élément (Ha 1 tfag(a) )/(Ha 1 tfa a) est divi-
sible par

ia+1—1

H H (t2 [ty ) )/

ac{l,...,k—1} tel que o({1,...,a})#{1,...,a} i=ia
dans la Fy-algebre F [M[g~]]".

Lemme V.3.2. Soient j, k € Z, avec j < k, et I une partie de Z de cardinal k—j+1.
Alors det(Ty (1)) 11 (T1,1,k)) est une unité dans Azpy.
diag

Démonstration. On rappelle la formule:

MOOl”e(Xl,...,Xk) = H H (a1X1 + oo X+ -+ ai1X,-1 +Xz)

=1 al,...,ai,lequ

Or,sil = {ij,ij+1, R ,ik} avec 1; < tjp1 < - < i,

ij —ij —i @
det (T (k) = (Moore(tfj 0 AR k)) :

» Vi
On en déduit

J

det(T7, det(L7,[j,k]) k] i . N4
T Ty (H II ((Om Cbagatd et )

= Jaja O — 1€F

diag
b1 —i; —i;
Or, on a vu que chaque expression (ozjtZ s ajpit] +f RN tli]i L)/ti " et
une unité dans Az,:. Donc le lemme est demontre O

Lemme V.3.3. Soient i € Z et I, I, J1, Jo des parties finies de [—oo,i — 1] telles
que Iy et Ji aient méme cardinal, ainsi que Is et Jo. Pour raccourcir l’expression
qui suit, on note Hy(i,k) (avec a« =1 ou 2) le couple (I, U [i, k], Jo Ui, k]). Alors

det(T'w, (i,k)) det(T, (ik+1)) — det(Ta, i, k41)) det(Tr, (i k) )

[T Tk iim) T (Tl fiks 1)
diag diag

est entier et tend vers 0 dans Fy[M[q']]” quand k tend vers +oo dans {i,i+1,...}.

Démonstration. Il résulte trivialement du lemme V.3.1 que I'expression ci-dessus
est entiere. Nous allons utiliser les estimées du complément au lemme V.3.1 pour
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montrer qu’elle tend vers 0 quand & tend vers +o00. Soit n € N et b € Z/dZ. Nous
devons montrer que pour k assez grand,

det (TH1 (1,k) ) det (TH2 (i,k+1) ) — det (’I‘H1 (i,k+1) ) det (TH2 (i,k) )

[T Tk iim) T (T, fiks 1)
diag diag

est divisible par (¢]/ty41)" dans Fq[M[g~1]]™. Pour o, 8 € {1,2}, notons SZZ
I'ensemble des bijections o : Io U [i,k+ 3 — 1] — Jo U [i,k + 8 — 1] telles que le
cardinal de {j € [i,k —1]; j € b(mod. d) et o (I, Ui, j]) # Jo U[i, j]} soit inférieur
ou égal & ng/(¢ — 1). Il résulte des estimées de la démonstration du lemme V.3.1
que, pour tout «, 8 € {1, 2},

det(T7, ups o481, 70 0lisk5-11)/ | | (T ot-11,(6.6+5-11)
diag

est égal modulo I'idéal de Fy[M[g~']]” engendré par (t{/tp41)" &

( Z sgn(o) H t;z-a(j)_qj)/H(T[i,k+6—l],[i,k+6—l])~

ocestk JEIL Ui, k+B8—1] diag

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que, pour k assez grand en fonction
de n,

(32 s TI 677)( X sty I 4777)

ocesyf JeIU[i,k] oeSyy JEI2U[i,k+1]
o) _gi o (i) _gi
= ( E sgn(o) H e )( E sgn(o) H e )
oceSyy JjehUfik+1] oesyy Jel2U[ik]

Ceci résulte de I'existence d’une bijection S}" T x Sy y s 2 x Sy " telle que les
termes se correspondent deux a deux On la construit de la fagon suivante: étant
donnés 01,1 € 51 | et o2 € S’Q 5 , on considére le plus petit j € [i,k — 1] congru
a b modulo d et tel que oy A(lh U4, g]) = J1 Ui, 4] et o22(I2 Ui, 5]) = J2 U [i, 4]
Un tel j existe car k est assez grand en fonction de n. On pose alors

or2lnuig = ontlnupg
0'1,2|[j+17k+1] = 02,2|[j+1,k+1] )

ool = 022lnug)

ooal+re = ol

ce qui fournit la bijection voulue. 0
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On démontre de maniere analogue le lemme suivant:

Lemme V.3.4. Soient i € Z et I, I, J1, J2 des parties finies de [i + 1, +00] telles
que Iy et Jy aient méme cardinal, ainsi que Iz et Jo. Alors (en posant comme dans
le lemme précédent Hy (k,i) = ([k,i] U Lo, [k, 1] U Jo)
det (T, (,iy) det(Tr, (e—1,1)) — det(Tr, (k—1,4)) det(Tr, (x,))
[T (T, 0,01) dH (Tik—1.4),[k—1,])

diag iag

est entier et tend vers 0 dans Fy[M[q~']]” quand k tend vers —oo dans {--- ,i —
1,i}.

V.3.2 Décomposition coté Lubin-Tate

On continue a noter T" = T,7. On note aussi R et S au lieu de Ry et Ser.
Pour a,b € Z, avec a < b, nous allons montrer que Ti, 4] [a,5] $'6crit (de maniere
unique bien siir) comme un produit S**(R*?)~1 ou S° est une matrice triangu-
laire inférieure & coefficients dans F,[M[g~!]] et R*® est une matrice triangulaire
supérieure & coefficients dans F,[M[g~!]]” dont tous les coefficients diagonaux sont
égaux a 1. En conformité avec les notations déja introduites pour les coefficients
de Ry7 et Sy, on écrit les matrices R*? et S sous la forme

1 . a,b a,b a,b . a,b
Ta,i—l—a Ta,i—a Ta,i-i—l—a 7ﬂu,,b—a
0
1 a,b a,b o a,b
Ticin Tic12 T 1,b—it1
b . . a,b . a,b
Rt = | : : 1 Tl Tib—i
a,b
1 Tit1,b—i—1
0 0 1
a,b
540 0 0
a,b a,b
Si—l4—a—1 """ $i—1,0
a,b __
S - a,b . a,b a,b
Sii—a Si1 54,0
a,b . a,b a,b a,b
Sit1,itl—a Sit1,2  Si+11 Si+1,0
: : 0
a,b a,b a,b s a,b
Spb—a Sbo—it1  Sbb—i  Sbp—i—1 5p,0
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On pose R*? = (R*Y)=1 ot §*b = (§24)~1; on indexe les coefficients 7 j et 87 /b
des matrices R*? et S% comme ceux de R%? et de Se?.
On rappelle que 'on note E; = *P7~1ey, pour tout i € Z.
Les relations T, p) (0,5 R*" = S et "Tiq 4 [ tS“ b = tRab que l'on sou-
haite obtenir, impliquent les égalités
Ta o), (at) (Bi) + 100 1 Tla b ja) (Bie1) + -+ 1000 aT[a,b],[a b]( a)

ab ab ab
=350 E; + 5i+1,1Ez+1 +- b v—i b

7

et 570 Tas o) (BD) + 351 Tha) o) (Bica) + - + 300, T[a bl.fo.t] (Fa)
=B +7 fEZH o AN
En considérant successivement le produit extérieur de la premiere de ces deux
égalités
e a gauche, par Ay cq ;1] Tla,b),(a.0) (Ek) €t & droite, par Aycp; ity B
e a gauche, par Ayci, 11— (ijy Tab),la.0) (E) et a droite, par Ay ) Bk
puis le produit extérieur de la deuxieme

e 3 gauche, par

/\ “Tiap), a0 (Ek)

kelayi]—{i—j}

N B

keli+1,b]—{i+j}

et a droite, par

e 3 gauche, par

"Tap), (0] (Ex)
kelayi]—{i—j}

Ak

kEfi+1,b]—{i+j}

et a droite, par

on obtient

b det(Tia,i—1)u{it4},[asi)
47,7 det(T[a,i_l],[a,i—l]) ’

b (1 ;9et(Tiai-1),fa,i1—{i—3})
det(Tia,i-1),ja,i-1])

~det(Tq i — {i—j},[a,i—
500 — (1) et(Tlaij—{i—j}.fa.i~1])
det(Tia,i),(a,i])

%q,?) _ det(T[a i,la,i— 1]U{z+]})
i det (T[a i,la, l])

et
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Il résulte du lemme V.3.2 que les dénominateurs de ces expressions sont le
produit par une unité d’une puissance fractionnaire de ¢ - - - t4. On obtient donc des
matrices R%? et S®* appartenant & GLy_qy1(Azn¢[(t - tq)"']). La proposition
suivante entraine en particulier que R*?, S%% et (R%®)~! sont en fait & coefficients
dans Az,;.

Proposition V.3.5. Les quotients

a,b a,b

Sitjj =, b tij-ti Ticjg ~a,b,1—¢
q7 g1 g1 (t' ot )q—l et Ti,j ti
t’L-‘r] tz —j+1" " ti =7 i—1

appartiennent ¢ Azn; les deux premiers sont méme dans A7, .

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des formules ci-dessus et des

lemmes V.3.1 et V.3.2. O
a,b a,b ~a,b

=40 Sitigo i

Il résulte du lemme V.3.3 que r;" bj i sza_fj i T bet "“’?’ admettent une limite

dans Az,[(t1---tq) '] quand a tend vers —oc. On pose alors

et 5% ne dépendent pas de b.

On remarque que 7 i i

a,b
Ti—jj = liMg—_oo T 20 Sitj,; = limg— oo SH_JE]

T3, = limg_oo 7 ]b et Si; =limg— oo 57
Remarque V.3.6. On aurait envie de poser
re = (— ) det(Tj 00,i—1],]—00,i|—{i— j})
o det( —00,i—1],]—o0,i— 1])

On peut sans doute interpréter les déterminants infinis det(7j— oo i—1)]—occ,ij—{i—j})
et det(T]—oo,i—1],]—o0,i—1)) comme des fonctions théta, c’est-a-dire comme des sec-
tions d’'un certain fibré en droites (dépendant de ¢ € Z/dZ) sur la variété de
drapeaux affine D du chapitre II (voir [BL] , [Fal2] ou [PS]).

Utilisant les coefficients r;_; j, sit+;.;, 7i,; et 5; ; on forme des matrices R, S,
R et S. On va maintenant vérifier que les égalités R* bRab = pabRab — =Idp_g11,
GabGab — gabgab — Idp— at1 et Tia,p),[a, b]R“b = S%b passent & la limite et
fournissent des égalités RR = RR = Id, SS =S89 = Idee et TR=S.

En prolongeant R’ (resp. ---) par 0, on considere ces quatres matrices
comme des matrices de taille infinie, vérifiant les égalités R*?R*? = R&“PR®V =
Idjg 4, S* bgab — gabgab — Idjg,p) et TR*® = S§%Y — on peut aussi remar-
quer qu’en utilisant I'indépendance de b on forme des matrices R% > (resp )
vérifiant les égalités R®T°RH+> = RotoRatee — Id, | 1 Setoogateo —
Sabgab — Id[q,+00] €6 TR* T = §%7°°; on pourrait aussi appliquer & ces ma-
trices le raisonnement qui va suivre.



V.3. Décomposition 397

Lorsque a tend vers —oco et b vers +oo, les matrices R™? , P , R, gab
et Id[, ) convergent repectivement vers R, S, R S et Id pour la topologle de

la convergence simple des coefficients. Les deux premieres égalités R* bRab —
R@PR™Y =1d, ) et S* bGab — Gabgab = Id|, ) passent & la limite sans probleme
puisque les coefficients d’'un produit de matrices de taille infinie triangulaires
supérieures (resp. inférieures) sont en fait donnés par des sommes finies (de lon-
gueur ne dépendant que de la distance de ce coefficient & la diagonale princi-
pale de la matrice produit). Pour passer a la limite dans la troisieme égalité, on

remarque qu’il resulte du fait que rfbj ; et ri—j; sont tous deux divisibles par

(timj-ti1)7 ' (¢f. V.3.5) et a fortiori par (t;---t4) @ DU/4 que la i-eme co-
lonne (rj _JH)JGZ (avec THI’] o .1 et rfj:}y_j = 0 pour j > 0) de la me?trice RY
converge uniformément vers la i-eme colonne (7, _;4;)jez de la matrice R. On
a donc bien TR = S, par la propriété de continuité du produit a gauche par T
mentionnée au début de 5.3.

Lorsque a est assez négatif pour que ces expressions aient un sens, on vérifie

t eTa—Q— b a+db ab _ _a+db ~ab _ ~a+d}Db etf\ab_fsva+db il

aisément que r; ;7 = Tigdys Sij = Sitdgo Tig = Vitd i = Sitd-
en résulte que r;;, S;;, Ti,; et 5;,; ne dépendent que de ¢ € Z/dZ On peut
donc déja considérer R, S, R~! et S~1 comme des éléments du Az,[(t1---tq) -
module diag(Azn[(t1---ta) H)[['P, 'P~]] ou, ce qui revient au méme, comme
des matrices de taille finie d & coefficients dans le Az,¢[(t1 - - - t4)~!]-module

Agni[(ty - ta) [z, 27 1)
On munit Az,¢[(t1 - -tq) "] de la norme additive (¢; - - - t4)9~ *-adique 2
v:Azn — QU {+o0}

et on utilise cette norme additive pour définir des Az,:[(t1 ---td)_l]—algébres
H(Jv1, va], Aznt) comme dans le paragraphe IV.2. 1l résulte alors de la proposition
V.3.5 que les matrices R, S, R~ et S~! ont elles aussi les propriétés énoncées
dans la proposition IV.2.2 et qu’en particulier elles ont toutes les quatre leurs
coefficients dans la Az,[(t; - - - tq) " !]-algebre H(]%, 1[, Aznt)-

Soit ® = R~''PR, considérée pour 'instant comme une matrice & coefficients
dans H(]%, 1], Aznt). 1l résulte de 1'égalité TP = ™T que I'on a S® = 7S et donc
aussi ® = S~17S (on rappelle que les matrices S et T ont leurs coefficients dans
H(]0, +o00[, Aznt)). En particulier, le développement 3 ; P diag(¢; j)1<i<a de la
matrice ® = S717S = R~ PR ne fait intervenir que des termes de degré 0 et 1
et le terme de degré 0 est 'P. Pour retrouver les notations de 2.2, on renomme z;
I’élément ¢; .

2définie comme la norme 7m-adique de 4.2, mais en remplacant 7 par (t1 -+ tq)9~ 1. En fait, le mor-

phisme de décomposition munit Az,; d’une structure de O-algebre pour laquelle 7/(t1 - - - t4)?!
est une unité (voir quelques lignes apres le signe de renvoi de cette note) si bien qu’a posteriori
cette norme est aussi la norme m-adique.
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Il résulte de I'égalité S® = S que x; n’est autre que 5?761. En particulier,

al—lx1

le produit 7 = (—1) -~xq est le produit de (t---t4)?"! par une unité, ce

qui munit Az, d’'une structure de O-algébre topologique. En remarquant que
les éléments x;, qui sont le produit de tg_l par une unité, sont topologiquement

nilpotents dans Az,;, on obtient donc déja un point de M c7 a valeurs dans Az,;.
Reprenant les notations de (3.2), on définit donc un morphisme

N

Br oo = (O[(x:)iezyazl[(si.1)iezdz.jen)/ Tir.se) ™ = Azni,

olt I'on note Zp, . I'idéal engendré par m — (—1)%x;--- x4 et par les éléments
33)61 —x; et s;{j —Xi—jSij—Sij—1 (i € Z/dZ,j > 1), et ou~ désigne la complétion
(x1,...,2q)-adique.

La é—algébre §57,Oo est plate, puisqu’elle s’obtient a partir de la réunion
d’une tour d’algebres finies localement libres sur la 5—algébre plate

N

Berpx = O[xy, ... zq]] /(@1 xq — (—=1)4r)

en prenant la complétion pour la topologie (z1, .. :rd)—adique Les éléments x;,
qui divisent 7, ne sont donc pas des diviseurs de zéro dans B,CT 0. Le morphisme
évident BLT o — AgT - est donc une injection et identifie BLT ~ au complété
m-adique de la sous-algebre de A LT ,00 €ngendrée par les s; ; (les z; sont nilpotents
modulo 7 dans A\gT)OO).

Il reste a vérifier que ce morphisme s’étend a E,CT,OO ) E,CT,OO- Pour cela
on remarque que 830/81'4_1)0 est le produit de t!/t;41 et d’une unité de Az,; (on
rappelle qu’on a plus généralement s;4; ; /tf;; € A7), si bien que s{,/sit10
appartient & Az,:. Comme Az,; est normal, le mi)rphisme s’étend au normalisé
et on obtient finalement le morphisme continu de F4-algebres topologiques

(décomposition)” : At oo — Aznt

annoncé — bien entendu, ce morphisme est méme un morphisme de O-algebres
topologiques, mais il n’y a pas grand mérite a cela, car on a défini la structure de
O-algebre sur Az, par transport de structures.
On va finalement démontrer que les morphismes
(décomposition)™

AL',T7OO = AInt

(produit)*
sont des isomorphismes, inverses deux a deux.
On traite d’abord le cas du morphisme composé

(produit)™
CInt : AInt - A,CT oo

(décomposition)™
—

AInt .
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Les matrices infinies R et S que ’on vient de construire satisfont I'identité T,7 =
SR™! (ot Trr est la matrice tautologique & valeurs dans Az,:). Le morphisme
C7nt est donc égal a l'identité sur les t;. La Fq—alg‘ebre Az,: est integre et le
morphisme C7,: est continu; c’est donc I'identité.

On traite maintenant le cas du morphisme composé

(décomposition)™ (produit)™ —~
—

Crrioo 1 ALT 00 Azne  — LT 00 -

Un raisonnement analogue a celui qu’on a fait dans la proposition IV.2.1 (unicité
de la décomposition) démontre qu’en redécomposant le produit T = SR™', on
réobtient les matrices R et S. Le morphlsme BgT o = ALT -0, Obtenu en com-
posant Cr7 o avec l'injection évidente B,CT o — ALT -0, €st donc encore cette
injection évidente — en particulier le morphisme C,7 o est donc 'identité sur
les s; ;.

La 5-a1gébre A\[;T)Oo est plate, par définition (cf. 3.2). Les éléments z;, qui
divisent 7, ne sont donc pas des diviseurs de zéro dans E,CT,OO et le morphisme
Cr7,00 est donc aussi identité sur les éléments z/z; 1. Soit A’LT’OO la sous-
algebre de A\[;T)Oo engendrée par les s; ; et par les z]/x;11. On rappelle (3.2)
que E,CT,OO s’obtient comme complétée d’une algebre A,7 o, qui n’est autre que
la cloture intégrale de A% . dans A7r . Le morphisme continu Crr o0, qui
prolonge I'injection évidente Af,ﬂ-’oo — 21\57700 est donc 'identité, ce qui acheve la
démonstration.

V.3.3 Décomposition coté Drinfeld

Dans ce paragraphe, on note T' = Tp,.,, R = Rp, et S = Sp, et on les représente
comme des matrices infinies sous la forme annoncée au début de (5.3).

On rappelle que

-1 -2
q q
tior t1 th

ot tly
t, ottt

(c’est donc la transposée de la matrice utilisée en 5.3.1).

Pour a,b € Z, avec a < b, nous allons montrer que Tig ) [q,p) S'écrit (de
maniere unique bien stir) comme un produit S»*(R*?)~! ot §%* est une matrice
triangulaire supérieure a coefficients dans F,[M[g~!]]” et R*’ est une matrice
triangulaire inférieure a coefficients dans F,[M[g~!]]", dont tous les coefficients



400 Chapitre V. Démonstration du théoreme IV.1.1

diagonaux sont égaux a 1. En conformité avec les notations déja introduites, on
écrit les matrices R*® et S sous la forme

1 0 0
a,b
a,i—a—1 T 1
a,b __ . .
R - a,b .. a,b 1 . . y
a,i—a Ti—11 : .
a,b . a,b a,b 1
Tait1—a Ti1,2 T
a,b . a,b a,b a,b . 1
Tab—a Ticib—it1 Tip—i Tit1,b—i—1
ab a,b a,b a,b o a,b
Sa,0 Si—1,i—1—a Siji—a Sit+li+l—a Shb—a
0
a,b a,b a,b . a,b
$i—1,0 Sin Si+1,2 Spb—it1
b . .. a,b a,b . a,b
qab — : : 54,0 Sit1,1 Sb,b—i
a,b . a,b
Sit1,0 Spb—i—1
a,b
0o .- ... ... . 0 sy

On pose R*b = (R®b)~1 et §%0 = (§a:b)~1; on indexe les coefficients T“'i’f et E’i’f
des matrices R*? et S%° comme ceux des matrices R%? et S,

On rappelle que 'on note £ = P'~Je;, pour tout i € Z.

Les relations T, p) (0,5 R*" = S“° et "Tiq 4] (a.b) tgab — tRab que l'on sou-
haite obtenir, impliquent les égalités

a,b a,b
Tiab),ja.0) (B7) + 750 Tlap) [ab) (Bip) + -+ 735 Tla.p) (a8 (Ep)
= Sio B+ VB 4+ sl E,
~a,b - ~a,b - ~a,b -
et 550 Tl (BD) + 55301 Tlaslfabl(Bign) + -+ 550 Tlab) a0 ()
=B+ 70 B 4T B

a,i—

En considérant successivement le produit extérieur de la premiere de ces deux
égalités
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e a gauche, par Ao, 1_qiojy By, et a droite, par Aycpiiq 4 Tla,b),[a,6)(E)
e & gauche, par /\ke Ek, et a droite, par /\,CE[ZJrl b—{i+i} Llab],[a.b] (EL),

puis le produit extérieur de la deuxieme

on obtient
ab _ det(Thijyopivel fib)
I det(Tliq1,5],[i+1,0])

)

ab (_1)jdet(T[i+l,b],[i,b]—{i+j})
I det(Thi1,0) fi1,0)

Sitjg — \ 7 det(Ty;,6),13,6))

b 1y det(T[i,b]_{i+j},[i+l,b])

det (11 p), {i—gyui
o b = et (T {i-jpoli+1.)
’ det(Tfi p),(i,))

Proposition V.3.7. Les quotients

a,b a,b
i, Fasb 123 ij ot b tioetiyj
(] i) (W] tig2) -ty 1 Jtieg)) 7 t e ek t;?;i . tf’;;

appartiennent 4 Azn; les deux premiers sont méme dans A7, ,.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des formules ci-dessus et des

lemmes V.3.1 et V.3.2. O
a,b  _ab 7o ,b .
On remarque que 7 G Sije Tily et szﬂ ; ne dependent pas de a.
a,b  _ab ~a,b -
Il résulte du lemme V.3.4 que r; 7, 5,77, 7,72, 5 et SH_J ; admettent une limite

dans Az,: quand b tend vers +o0o. On pose alors

a,b a,b
Tij = hmb—>+oo Tl g Si5 = hmb—>+oo SZ J )
~a,b a,b
Timjj = = limp_ 400 75 Tl et s = limy_ 4 oo 5. Sitig-

Les quelques lignes qui vont suivre (jusqu’a la définition d’un point (®, R, S) de

hm MDT n & valeurs dans la (9 algebre Az,;) sont parfaitement analogues & ce
qu’ on a déja fait du coté Lubin-Tate; on a donc un peu abrégé la formulation des
arguments.

Utilisant les coeflicients r; ;, s, 7i,j et 5; 5, on forme des matrices de taille
infinie R, S, Ret S. On prolonge les matrices R*? (resp. - --) par 0, ce qui permet
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de les considérer comme des matrices infinies telles que R*?R*? = R*PR®b =
Idp, p), Sabgab — gabgab — Idp, p et TR*? = S%b Les deux premieres égalités
passent & la limite et on a donc R = R~ et S = S~!. Les estimées (V.3.7) pour
iy
colonne de la matrice R*? converge uniformément vers celle de la matrice R, pour
tout ¢ € Z; on a donc T = RS.

Les coeflicients 7; ;, 54, Ti,j et 5; ; ne dépendent en fait que de ¢ modulo d,

et celles qui en découlent immédiatement pour r;; entrainent que la i-eme

. e ye sz oab _abtd .
comme on le voit en utilisant l'identité r;’;" = Titd (resp. ---), ce qui permet
de considérer R, ... , S~! comme des matrices de taille d & coefficients dans le

Aznt|(t1 -+ - ta) " H-module Az,;[(t1---ta) " ][[z,27]]. En utilisant la proposition
V.3.7, on vérifie que les matrices R, S, R~! et S~! ont en fait les propriétés
énoncées dans la proposition IV.2.2 — a cela pres qu’il faut remplacer la norme
additive m-adique par la norme additive (¢ ---t4)9 *-adique de Az,;. On vérifie
alors en utilisant I'identité 7T = PT, que ® = R™! "R est aussi égale 4 S~'P~17S
dans 'H(]%, 1[, Aznt)-

La matrice ® s’écrit donc sous la forme Id; + P~ diag(y;)1<i<4. On munit
Azn: d’une structure de O-algebre topologique en posant 7 = (—1)%y; - --y4 — ce
morphisme est continu car 7/(t;---t4)?" ! est une unité de Az,; rien ne garan-
tit pour l'instant que cette structure de O-algebre coincide avec celle définie de
maniere analogue du c6té Lubin-Tate. Comme la O-algebre Az, est normale, le
triplet (®, R, .S) définit déja un point de la limite projective complétée (h_mn Moprn
a valeurs dans la 5—algébre Azt

On va maintenant vérifier que ce point se factorise en fait a travers le sous-
-0

schéma formel ouvert Myp,. ., p-ea = Spf ﬁpmo.

Il résulte déja de (V.3.7) que r;; € mAzpne, pour j > d.

Par ailleurs, pour a € F', 1 <j <d-—-1letic Z/dZ, on a, pour a < i et
b=1i+4+k avec k > 7,

) q It q gkt

1 _O”,_a,b _ Moore(tZ-Fl?"'vtiJ’_j _ati7"'7ti+k )
i q— It q—k+1
Moore(tiy1, ..., ti; -t )

A une constante pres dans IFqX, ceci est égal a

—j+1 —k+1
crtipr oo og(tl  —at]) + o F gty
H q— It g—k+1
[o1,...;ck | EPE—1(F,) a1ty —|—-..—|—Oéjti+j + ~-~+akti+k

Or chaque terme est une unité dans Az, car t? n’apparait jamais en dernier.
b . N ..
Donc, pour tout o« € FX, 1 — ar’ est une unité de Az,;. En passant & la limite
s q> %] ’

on voit qu’il en va de méme pour 1 — ar; j, ce qui acheéve la vérification du fait
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—0 ~
que le point (®, R,S) appartient & Mp, oo p-epa = Spf Apr oo — Ou, de maniere
équivalente, définit un morphisme continu Az, — Apy co-

Enfin, les morphismes
(décomposition)™
ADnoo = AInt
(produit)*

sont des isomorphismes, inverses deux a deux. La démonstration est exactement
du méme type que du coté Lubin-Tate. Elle sera donc omise.

V.4 Déterminants et structure de J-algébre sur Az,

On va vérifier que les deux structures de O-algebre sur Az,; provenant des deux
morphismes de décomposition coincident et donner une formule pour 1’élément
e AInt-

Pour cela, on va utiliser des morphismes déterminant analogues a celui de
[G, ch. IV]. Ces morphismes déterminant envoient les tours de Lubin Tate et
de Drinfeld en rang d vers les tours correspondantes en rang 1. On notera donc
Al AL AET oot ADT o et AL . les F,-algébres notées Azr, Ap,, ALT 005 ADT oo
et Az, jusqu’ a présent.

Les déterminants des matrices ®x (2.2) et ®y(2.3) sont, respectivement,
(~1)4Y(z —7) et 1 — /2 et le déterminant de P est (—1)9~1z. Les déterminants
det R, (x = LT ou Dr) vérifient alors tous deux 1’équation

det R. = (1 —7/z) "det R,
et sont donc tous deux égaux a (1 —7/2z)"1(1 —79/2)~1... car ils sont congrus
4 1 modulo 7. On obtient ainsi un morphisme det : AL — A?, qui n’est autre que
le morphisme structural O — A, de la O-algebre A.,.
Ceci permet déja de vérifier que les deux structures de O-algebre sur Az,
induites par les deux morphismes de décomposition coincident. En effet, det S,

s’écrit comme une série entiere en z, alors que det R, s’écrit sous la forme 1 4
271 x (série entiere en z_l); on a ainsi, évidemment, det R, = det Rp, et les
deux structures de O-algebre sur Az,; coincident donc.

Pour expliciter en termes intrinseques la structure de O-algebre ainsi obtenue,
on pourrait utiliser (en rang 1) les formules de décomposition donnant R, en
fonction de S,. Il est cependant plus commode d’utiliser celles donnant la matrice
S., qui sont en fait plus simples. On remarque que l'on a (—1)?"1(z — ) det S, =
Tdet S, et (—1)971zdet T, = "det T\. Choisissant une racine (¢ — 1)-eme p de —1

dans 5, on obtient alors des morphismes déterminant

det,, : Spt A? . — Spf AL et det, : Spf A%, — Spf AL ,
(Ru, Si) — (det Ry, pdet Sy) T, — ,udetT*
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compatibles aux morphismes de décomposition
Spf A%,, — Spf A _ et SpfAk,, — SpfAl .

En particulier, appliquant la décomposition du paragraphe V.3 a

detTo =Y t97 ((—1)4 12,

JEL

on trouve

-1
det S, =so+s1z2+--- avec si =m.

Explicitement, la structure de 5-a1gébre sur Az, est la suivante:

qg—1
m= lim (—1)%! (7Dk+l(t)) , ol

ko0 Dy, (t)
P T
!
Dy, (t) = det
14
g " ¢

On peut aussi caractériser = comme 'unique solution de valuation t-adique ¢ — 1
de I'équation 3, ¢ "((=1)%12)7 = 0 dans AL, ..

En effet, la série 3, t97 ((=1)?=12)7 converge sur le disque ouvert épointé
de rayon 1; la série det R;! = (1 — 7/2)(1 — m%/z) converge aussi sur ce disque

re . 7’ A N 7 2
ouvert épointé (et méme au-dela. ..) et a des zéros en z = 7,79, 7% - - alors que
la série det Sy = p~1(sg + 812 + ---) converge sur le disque ouvert de rayon 1 et
, -1 —2 .
a des zéros en z = w7 % ... Il suflit alors de se rappeler que la valuation

m-adique de t est 1/(q — 1); la valuation t-adique de 7 est donc g — 1.

Remarque V.4.1. La structure de Fq—alg‘ebre de Az,: est assez simple, mais sa

structure de 5—alg‘ebre est plus compliquée, comme la formule ci-dessus le montre.
On peut rapprocher cela de la situation pour les espaces de modules avec struc-

tures de niveau M7, (ou de ceux considérés dans la remarque I1.2.3). L’algebre

de fonctions du Fq-schéma formel affine /\v/l 7 n (ou, plus précisément, de sa com-
— — ht=0
posante connexe {ht p = 0}) est une [F,-algebre de séries formelles, puisque Mz,

est pro-artinienne et réguliere [D1], mais I’élément 7 est, la aussi, donné par une
formule un peu compliquée, faisant d’ailleurs elle aussi intervenir des déterminants
de Moore comme ceux que ’on a rencontrés dans le paragraphe V.1.
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V.5 Démonstration de IV.1.1.2

On va se placer dans Az,: et considérer les éléments x? /xit1 et yl- comme des
éléments de Azn:. On rappelle quon a z; = (s ﬁT)q_l et yi = (s75)?/s210- On
rappelle aussi que s57 /t; et sD7/t; sont des unités de Az, (voir les propositions
V.22 et V.24 et utlhser 1e falt que les morphismes de produit 5.2 sont des iso-
morphismes). L’élément s¢ /s est alors une unité et on a

1
xf/xi“ ( /SDT)q(q 1 ( Sit1, O/SH—l 0) q )

ce qui démontre la deuxieme partie du théoreme IV.1.1 et acheve, par conséquent,
la démonstration du théoreme 1.5.3.
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