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ANNALS OF MATHEMATICS
Vol. 57, No. 1, January, 1953
Printed sn U.S.A.

SUR LA COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX ET DES
ESPACES HOMOGENES DE GROUPES DE LIE COMPACTS

PArR ArMAND BOREL

(Received January 22, 1952)

Introduction

L’étude de la topologie des groupes de Lie compacts et plus généralement de
leurs espaces homogenes, inaugurée par E. Cartan [8]," poursuivie notamment
par C. Ehresmann ([14], [15], [16], [17]), Pontrjagin [26], Hopf ([19], [20]), Samel-
son ([20], [28]) a fait ces dernitres années I’objet de plusieurs travaux dis d’une
part & J. Leray [25], d’autre part & J. L. Koszul ([21], [22]), H. Cartan [11],
C. Chevalley, A. Weil. Ces mémoires, mis & part ceux de Ehresmann, sont
presque uniquement consacrés & I’homologie ou & la cohomologie réelle. Ce-
pendant ce dernier ne procéde pas i proprement parler & une étude d’espaces
homogenes, car il utilise des décompositions cellulaires dont la construction
repose sur une définition géométrique directe des variétés envisagées; le fait
qu’elles soient par ailleurs des quotients de groupes de Lie compacts ne joue
guere de réle.

Tres différent est le point de vue, purement algébrique, de J. L. Koszul [21],
qui considére ’homologie et la cohomologie d’une algebre de Lie sur un corps de
caractéristique zéro. Dans le cas des coeflicients réels, I'interprétation topologique
des résultats se fait bien entendu par 'intermédiaire des théorémes de E. Cartan
et de G. de Rham, qui ont justement conduit & ce formalisme algébrique, comme
on sait. Ce travail montre le grand intérét de la transgression (cf. §5), notion
directement inspirée par l'isomorphisme caractéristique réduit de G. Hirsch,’
aussi introduite dans un cas particulier par S. S. Chern ([12], Theorem 8). Sous
I'impulsion de A. Weil, on a été amené ensuite & considérer la transgression non
seulement dans les espaces homogenes, mais aussi dans les espaces fibrés princi-
paux différentiables; son étude se rameéne alors en définitive & celle de la
transgression dans une algebre différentielle & cohomologie triviale qui joue le
réle de l’algébre des formes différentielles extérieures d’un espace universel
(§18) pour toutes les dimensions, comme H. Cartan ’a mis en évidence [11].
Les résultats obtenus dans cette voie, en partie conjointement, par Cartan,
Chevalley, Koszul, Weil sont résumés dans [11] et [22].

Les travaux de Leray concernent aussi la cohomologie réelle des espaces homo-
geénes mais proceédent d’idées différentes. Comme ceux de Hopf et Samelson, ils
utilisent des méthodes de topologie algébrique; les hypothéses de différentia-
bilité et la théorie infinitésimale, qui sont & la base de [11], [21], [22], n’y inter-
viennent que dans une trés faible mesure. Leray se sert surtout de sa théorie

! Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie, placée & la fin de ce travail.
2 Un 1somorphisme attaché aux structures fibrées, C. R. Acad. Sci. Paris 227 (1948), 1328-
1330.
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116 ARMAND BOREL

homologique des espaces fibrés [24], elle-méme cas particulier d’une théorie
homologique des applications continues [23].

Le présent travail a pour objet I’étude de la cohomologie des espaces fibrés
principaux et des espaces homogenes par rapport & des coefficients variés; nous
y utilisons constamment la théorie de Leray, ce qui n’est pas pour surprendre,
puisqu’elle vaut pour des coefficients quelconques. Guidés par les recherches de
Cartan-Chevalley-Koszul-Weil, nous donnons une place prépondérante 3 la
transgression, aux espaces universels et & leurs bases, les espaces classifiants.
L’existence des espaces universels pour des groupes de Lie compacts et des di-
mensions quelconques est fondamentale ici. C’est en bonne partie ce fait et le
théoréme de Hopf qui, joints & la théorie générale de Leray, nous permettront
d’obtenir des résultats particuliers aux espaces fibrés principaux et aux espaces
homogenes.

Nous résumons maintenant bridvement le contenu des différents chapitres.

Le Chapitre I est surtout consacré au rappel des notions et théorémes utilisés
dans la suite, en particulier de la théorie de Leray. Pour rendre ce travail aussi
indépendant que possible nous avons également répété toutes les définitions pour
lesquelles il aurait fallu renvoyer le lecteur & des Mémoires originaux. Ainsi, la
lecture du ndtre ne présuppose pas obligatoirement celle d’autres travaux, pour
autant que l’on veuille bien admettre les théorémes énoncés sans démonstrations
dans les quatre premiers paragraphes. Le §5 donne plusieurs définitions de la
transgression dans un espace fibré; la plus importante ici est la derniere, qui
s’exprime directement dans ’algébre spectrale de ’espace fibré.

Les énoncés classiques du théoréme de Hopf [19], [21] et® sont formulés en
caractéristique zéro, mais Hopf a déja souligné que sa démonstration fournissait
des renseignements partiels modulo p; ici il importait naturellement de déter-
miner la structure d’une algébre de Hopf (c’est & dire vérifiant les conditions de
Hopf) sur un corps de caractéristique p quelconque, ce qui est fait au Chapitre
II, §6. On peut exprimer le résultat obtenu en disant qu’une algébre de Hopf
est toujours isomorphe & un produit tensoriel gauche d’algébres de Hopf & un
générateur (si le corps de base est parfait); le §6 est purement algébrique et,
excepté pour quelques définitions rappelées au §1 (A), (E), indépendant du
Chapitre I. Le §7 tire quelques conséquences topologiques de ce théoréme.

Le Chapitre III est consacré & une étude sommaire de la cohomologie des
variétés de Stiefel réelles, complexes et quaternioniennes. Il s’agit ici simplement
d’obtenir des renseignements qui permettront d’appliquer & des cas particuliers
les théorémes généraux des chapitres suivants.

Dans le Chapitre IV nous démontrons le théoréme central de ce travail (Théo-
réme 13.1); bien que nous ne lutilisions plus loin que dans des questions topo-
logiques, il est lui-méme algébrique et concerne des algébres spectrales ayant
quelques propriétés formelles des algebres spectrales d’espaces fibrés, aussi ce
Chapitre est-il complétement algébrique.

3 J. Leray, Jour. Math. pur. appl. IXs. 24 (1946), 96248, No. 24.
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COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 117

Le Chapitre V introduit tout d’abord les notions d’espace universel E(n, G)
ou simplement E4 pour un groupe de Lie compact G et pour n, (espace fibré
principal compact, connexe et localement connexe, de fibre G, & cohomologie
triviale jusqu’a n), et d’espace classifiant B(n, G) ou B¢ = E¢/G pour G et pour
n. Le §19 contient les applications du Théoréme 13.1; le résultat principal est
le suivant: Si ’algebre de cohomologie H(G, K,) d’'un groupe de Lie compact
connexe, & coefficients dans un corps de caractéristique p, est une algebre ex-
térieure & générateurs de degrés impairs, alors elle possede une base formée
d’éléments ‘‘universellement transgressifs’” (c’est & dire transgressifs dans Eg,
donc notamment dans tous les espaces fibrés principaux compacts localement
connexes de fibre G); de plus ’algébre de cohomologie H(Bs, K,) de Bg est
(Jusqu’a m) une algebre de polyndémes dont les générateurs sont images par
transgression d’un systéme minimal de générateurs universellement trans-
gressifs de H(G, K,).

Dans le §20 nous montrons en premier lieu qu’un élément universellement
transgressif de H(G, K,) est aussi primitif, les résultats du §19 permettent alors
de généraliser les principaux théorémes de la These de H. Samelson [28]. Si U
est un sous-groupe fermé de G, il existe un homomorphisme naturel p*(U, G):
H(Bg, M) —» H(By, M), (M anneau de coeflicients quelconques), trés im-
portant pour la suite qui est défini dans le §21, ou il est mis en relations avec
I’homomorphisme *: H(G, M) — H(U, M) transposé de l’inclusion. Le §22 in-
troduit des algébres spectrales relatives aux espaces fibrés principaux et aux es-
paces homogenes, mettant en jeu les espaces classifiants; en particulier celle
qui meéne de H(Bg , H(G/U, M)) & H(By , M) sera fréquemment utilisée (Théo-
réme 22.2). Enfin le §23 étudie les espaces classifiants pour les groupes ortho-
gonaux unimodulaires ou, si ’on veut, les grassmanniennes de plans orientés;
en cohomologie mod. 2 on retrouve un théoréme de Pontrjagin.

Le Chapitre VI est consacré & la cohomologie réelle; aprés avoir généralisé
aux espaces fibrés principaux compacts localement connexes un théoréme de
Chevalley sur la cohomologie des espaces fibrés principaux différentiables, nous
obtenons une formule trés générale de H. Cartan, qui affirme que l’alggbre de
cohomologie réelle d’un espace homogene G/U est 1’algtbre de cohomologie de
H(By, R) ® H(G, R) muni d’une différentielle convenable déterminée par la
transgression dans E¢ et par p*(U, G). On pourrait notamment en déduire par
des raisonnements algébriques la cohomologie de G/ U lorsque rang G = rang U
(et en particulier la formule de Hirsch); cependant nous avons préféré traiter
cette question indépendamment en nous appuyant sur deux théorémesdu Chapi-
tre V et sur un lemme affirmant que les nombres de Betti de G/T, (T tore maxi-
mal de @), sont nuls en dimensions impaires. Le §27 fait intervenir l’algébre des
polynémes invariants par le groupe de Weyl de G et montre qu’on peut I'identi-
fier & H(Bg, R). Ce Chapitre s’achéve par quelques remarques sur ’homomor-
phisme p*(U, G), en partie valables pour des coefficients quelconques.

Le Chapitre VII étudie la cohomologie mod. p ou & coefficients entiers d’espaces
homogenes; les résultats sont loin de se présenter sous une forme aussi achevée
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118 ARMAND BOREL

que dans le cas des coefficients réels; nous avons surtout examiné le cas d’égalité
des rangs et donné des conditions suffisantes pour que I’on puisse se ramener 2
la considération des invariants du groupe de Weyl, ce qui permet souvent de
faire des calculs effectifs; comme applications, nous étudions la cohomologie de
quelques espaces homogenes classiques: U(n)/U(n;)) X --- X Ung), (n, +
<o 4+ ne = n), SO(2n)/U(n), U(2n)/Sp(n), U(n)/SO(n). On remarquera que
plusieurs théorémes de ce chapitre prendraient une forme plus satisfaisante si
I’on pouvait montrer que H(G/T, Z), (T tore maximal de @) est sans torsion;
dans le §29 nous vérifions que cela est vrai si G est un produit de groupes simples
isomorphes & des groupes classiques ou & G , F; , mais nous ne savons rien quant
aux cas @ = Es, E;, Es.

Les principaux résultats de ce travail ont été annoncés dans [1], [3], [4]; dans
un Mémoire ultérieur, nous démontrerons les théorémes annoncés dans [2] et
qui ne figurent pas dans le Chapitre III, étudierons la cohomologie mod 2 de
quelques espaces homogenes des groupes orthogonaux (qui sont l’objet de
[15]), ainsi que les S¢* dans les grassmanniennes et les variétés de Stiefel. Un
autre travail, qui sera écrit en collaboration avec J. P. Serre, établira les résultats
de [6].

En terminant cette introduction, je tiens & remercier M. J. Leray, qui m’a
communiqué les démonstrations de résultats annoncés dans les Comptes Rendus;
je lui dois en outre de considérables améliorations dans ’exposition et la rédac-
tion du Chapitre IV. Je remercie aussi M. H. Cartan qui a bien voulu me tenir
au courant des recherches qu’il poursuivait avec MM. Chevalley, Koszul, Weil;
ses remarques ont beaucoup contribué 4 me faire comprendre le sens topologique
des méthodes algébriques développées par ces auteurs. J’ai d’autre part tiré un
trés grand profit de son Séminaire de Topologie algébrique. Ma reconnaissance
va également 3 J. P. Serre, dont les nombreuses suggestions m’ont grandement
aidé durant l’élaboration de ce travail.
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES
§1. Notions algébriques

(A) On désignera toujours par A un anneau isomorphe soit & Z soit & un corps
de caractéristique p K, (p nul ou premier).* Les A-modules considérés dans la
suite sont toujours supposés unitaires. Un A-module E est sans torsion si ax =
O(a e A,z e E) implique a = 0 ou x = 0, ce n’est naturellement une restriction
que pour A = Z;si E est un groupe abélien, on notera Tors. E le sous-groupe de
ses éléments d’ordre fini, on dira que F est sans k-torsion si Tors. E ne contient
pas d’élément non nul d’ordre divisible par k, en particulier E est toujours sans
o-torsion.

Un A-module E est gradué s'il est somme directe de sous-modules E’, m* ¢ E°
est dit homogene de degré 1, il est bigradué s’il est somme directe de sous-modules

+ Ce que nous rappelons dans ce Chapitre vaut aussi si A est un anneau principal quel-
conque, mais nous n’aurons besoin que des cas précités.
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120 ARMAND BOREL

E*, m"? ¢ E* est bi-homogene de bi-degré (i, j). Si K est une A-algebre, on
exige encore

(1.1) E'“E’ C E™ resp. EVE™ < B

Une algebre graduée est anticommutative si m'm’ = (—1)”m’m’. On notera
A P lalgebre extérieure d’'un A-module libre P; si P est gradué, A P est graduée
de facon évidente; pour A = Z, ou A = K, (p # 2) elle n’est anticommutative
que si P est gradué par des degrés impairs.

Une A-algebre différentielle (E, d, w) est une algébre munie d’un endomor-
phisme A-linéaire d et d’un automorphisme w (pour la structure d’alggbre)
vérifiant

(1.2) d-d = 0; dw + wd = 0; d(xz-y) = dz-y + o(z)-dy.

On appelle cocycles les éléments du noyau C(E) de d, cobords les éléments de
I'image D(E) de d, le quotient H(E) = C(E)/D(E), muni du produit usuel
défini par passage au quotient, est ’algébre de cohomologie de E. Si E est graduée,
on supposera encore que d(E") < E*" (r indépendant de ¢ est le degré de d),
H(E) est alors aussi graduée. ‘

(E, d, ) sera dite canonique si elle est graduée, si d est de degré 1 et si w(m') =
(=1)'m‘(m’ ¢ EY).

(B) Algeébre filtrée. Une filtration sur une A-algébre E est définie par une suite

2 sous-modules S” vérifiant:

(1.3) SPH < 87, 8P- 8 < 87 Us?=E.

En posant f(x) = max (p, x € S”), on définit sur E une fonction & valeurs entiéres
ou égales & + oo, satisfaisant a:

flz + y) 2 min (f(2), f)) flaz) Z f(z) (@aed,z,yeE)
flz-y) = f(z) + f(y) J0) =

Réciproquement une telle fonction étant donnée, on définit une filtration en
posant S* = {z, f(z) = p}.

On dira que la filtration est bornée supérieurement (inférieurement) s’il existe
k tel que S° = 0 (resp. S° = E); la fonction f admet alors la borne supérieure
(resp. inférieure) k sur les éléments différents de zéro.

A une algebre filtrée E est associée une algébre graduée G(E). Comme module
c ‘est la somme directe des modules S?/S?*; le prodult de 5 ¢ 87/87*

S“/ S?*! est I'image dans S”7%/S***! du produit s"s? de deux représentants
de ? et §7 dans S” et S?, cette définition est légitimée par (1.3).

Si la filtration est bornée supérieurement et inférieurement, G(E) est la somme
directe des quotients successifs d’une suite normale finie de sous-modules em-
boités. Cas particuliers: A = K, G(E) est alors un espace vectoriel isomorphe
(non canoniquement) 4 E, gradué par un nombre fini de degrés; A = Z, E = Z,
7(FE) est somme directe d’un nombre fini de groupes cycliques d’ordres finis p;

(1.4)
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COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 121

différents et d’'un groupe Z; A = Z,E = Z + --- + Z(k fois), G(E) est somme
d’un groupe fini et de k groupes Z; A = Z, E groupe fini d’ordre n, G(E) est
somme de m groupes finis d’ordres n;, - -+, nm €t 0y - - - n,, = n. Remarquons
enfin que si G(E) est sans torsion (£ queleconque), E est sans torsion.

Si E est différentielle filtrée, on exigera encore que f(w(x)) = f(x). Posant
C” = 8" n C(E), D* = D(E) n 8%, on définit dans H(E) une filtration par des
sous-modules J?, images canoniques des C” et alors

(1.5) GH(E)) = E Jp/Jp+l = ZCP/CP_H + D"

(C) Algébre spectrale. A une algebre différentielle filtrée on fait correspondre
une algébre spectrale, que nous noterons (H,), formée d’une suite d’algebres
différentielles graduées. Renvoyant & [23] pour plus de détails, nous en rappelle-
rons briévement la définition et quelques propriétés. On pose:

CP = {z,ze8% dxeS); DP = dCI™
H? = C?/CPH + D2, ; H, =X H?

on définit dans H, un produit et un automorphisme w par passage au quotient
et un endomorphisme d*: HY — H:'" par passage au quotient & partir des homo-
morphismes de paires

(1.7) (C? cx 4+ Dry BN ™, DY) X (©r, ¢ + DY)

(1.6)

(¢ est l'inclusion), d’oit un endomorphisme d, de H,, évidemment de carré nul,
qui augmente le degré de . On montre que H., est alors une algebre différentielle
graduée et que son algébre de cohomologie est H,.; . On introduit encore H, =
G(H(E)),H_, = G(E).

On note «,4; ’homomorphisme des cocycles de H, sur H,;, et on pose k, =
k0 o oo kiEh o kr4a(s > 1); «i est donc ’homomorphisme sur H, des éléments
de H, qui sont des “cocycles pour d, , dy41, -+ , de—1,” ¢’est & dire qui vérifient
dicth = Opourr £ k < s.

Nous ne nous intéresserons qu’au cas ou l'algebre filtrée (E, d, ») admet encore
une graduation par des sous-modules que nous noterons ici "E, pour laquelle
elle est canonique, chaque S” étant somme directe de ses intersections avec les
modules ‘E. Cette nouvelle graduation se transmet aux algébres H,. Posons

CI=C'n™E DI =D!n""E
JP? = J%n pﬂH(E')
alors H, est bigradué par des sous-modules
(1.9) HP = CPY/CPH"™ + D24

et H,, par les sous-modules
H:.q = JP.Q/JP'{'I,Q—I.

(1.8)

Si de plus
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122 ARMAND BOREL

(1.10) 0= flx) =1 pour z ¢ ‘E, z % 0
alors
(1.11) H*=HY = --- = HY® pourr>p+q+1

ce qui permet de considérer H, = G(H(E)) comme la limite de H, pour r infini.

Enfin nous appellerons algébre spectrale canonique une suite (H,) d’algébres
différentielles H, (r entier quelconque, ou éventuellement r entier =r,) jouissant
des propriétés suivantes: H, est une algébre différentielle bigraduée par deux
degrés p, ¢ = 0; elle est canonique et anticommutative par rapport au degré
total n = p 4+ ¢; d. augmente p de r, diminue ¢ de r — 1, H,,, est algébre de
cohomologie de H, .

(D) Homomorphismes. Soient E, E’ deux algebres sur A, \: E — E’ un homo-
morphisme; si E et E’ sont graduées, on supposera que N(E’) < E’*, si elles sont
différentielles que d’-N = N-d, o’A = Aw si elles sont filtrées que A(S”) C S§'7;
\ induit alors un homomorphisme des algébres spectrales (H,) et (H,), c’est &
dire pour tout 7 un homomorphisme de H, dans H, que nous désignerons aussi
par N vérifiant:

(1.12) Nkraah) = kra(N(R)) si h est cocycle pour d,

X induit aussi un homomorphisme de H(E) dans H(E'), pour lequel A\(J7) C J'*’
et par conséquent un homomorphisme de H, dans H., . Si X est un isomorphisme
de H, sur H, , c’est naturellement aussi un isomorphisme de H, sur H, (s = r).
Si de plus F et E’ sont gradués et si (1.10) est vérifiée, N est un isomorphisme
de H(E) sur H(E’) conservant la filtration; en effet, sous les hypotheses faites,
\ est un isomorphisme de G(H(E)) = H_, = lim H, sur GH(E')) = lim H; ;
sur les éléments ayant un degré total n donné la filtration est bornée supérieure-
ment, le raisonnement de la Prop. 6.2 de [23] s’applique.

(E) Produit tensoriel. E @ F désignera le produit tensoriel sur A des A-mo-
dules E et F ([7] §1). Si E et F sont gradués, £ ® F est bigradué par les sous-
modules E* ® F’; on y introduit encore un troisi¢tme degré, le degré total 7 + j;
si E et F sont des algébres graduées, on fait de £ ® F une algébre bigraduée en
introduisant un produit par

(1.13) @ ®y)' ®y) = (-2’ ® y'y).

En fait il faudrait nommer ce produit le produit tensoriel gauche, par opposition
au produit tensoriel d’algébres usuel ([7], § 3), mais comme nous n’utiliserons
que le premier, nous omettrons le mot gauche. Si E et F sont anticommutatives,
E ® F lest pour le degré total; si E et F sont canoniques, on fait de £ @ F
une algebre différentielle canonique pour le degré total en introduisant une diffé-
rentielle d et un automorphisme » par

dz"* Q@ y) =dr” @ y + (—1)’2” @ dy

(1.14
) w(xp ® yQ) = (_1)p+Q(xp ® y“)
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r®y—dr®@yetr ® y— z @ dy sont aussi des endomorphismes de carré
nul, que nous nommerons les différentielles partielles par rapport & ¥ et F.

§2. Espaces fibrés

On appellera ici espace fibré un systeéme (E, B, F, p) formé de deux espaces
E, B, d’une application ouverte p de F sur B, la projection, telle que pour tout
b € B il y ait un voisinage V, de b et un homéomorphisme ¢, de p~*(V,) surV, X F
vérifiant:

(2.1) @ @) =z XF (v e V).

On dit comme on sait qu’un fibré est trivial s’il y a un homéomorphisme de
E sur B X F satisfaisant & (2.1) pour tout x ¢ B. La condition imposée ici est
donc celle de la trivialité locale. A vrai dire, pour obtenir le Théoréme 4.1, il faut
encore exiger une certaine uniformité dans la trivialité locale et on postule qu’il
existe un voisinage V de la diagonale de B X B tel que I’espace fibré soit trivial
au-dessus de U C B toutes les fois que U X U C VV; mais cette propriété
est une conséquence de la trivialité locale en tout cas si B est compact ou si B
est, métrisable, deux cas particuliers d’une généralité bien suffisante pour ce
travail, et c’est pourquoi nous n’incorporons pas cette condition supplémentaire
dans la définition.

On dit que le groupe compact G opere & droite sur ’espace E s’il existe une
application continue h: £ X G — E vérifiant:

(2.2) ze=2x(x-g) g =2x(99), (xekE, g, g €@, eunité de G)

(on a posé h(z, g) = x-g). Définition analogue pour un groupe opérant & gauche.
Supposons de plus que

(2.3) x-g # xslg # e, x quelconque.

Alors G définit une partition de £ en sous-espaces fermés homéomorphes a G,
les trajectoires des points de E. Soit p la projection de E sur son quotient B =
E/Q par la relation d’équivalence définie par G. Le systeéme (E, B, G, p) est un
espace fibré principal de groupe (compact) G. Pour les besoins de la théorie de
Leray, il n’est pas nécessaire d’exiger la trivialité locale, mais ces distinctions
n’ont aucune importance dans ce travail. En effet, G sera toujours de Lie, £
toujours localement compact, donc complétement régulier, et la trivialité locale
est assurée par un théoréme de A. M. Gleason, (Proc. Amer. Math. Soc. 1 (1950),
35-43); trivialité locale s’entend ici au sens des espaces fibrés principaux, cela
signifie que pour tout b ¢ B il existe un voisinage U, et un homéomorphisme
¢ de p(Us) sur U, X @ vérifiant (2.1) et

(2.4) &(z-g) = () g

(on fait bien entendu opérer G dans U, X G par (z, g)-¢' = (z, g9')).
Soit, F un espace sur lequel G opere & gauche, (E, B, G, p) un espace fibré
principal. On notera (E, F) ¢ le quotient, introduit par C. Ehresmann, de £ X F
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par la relation d’équivalence (z, g, ¢ *-f) = (z, f); application (z, f) — p(z) de
E X F sur B passe au quotient et fait de X = (E, F) ¢ un espace fibré (X, B, F, p)
a groupe structural G (localement trivial si £ ’est). Explicitons deux cas par-
ticuliers de cette notion.

(a) F est lui-méme un espace fibré principal (E’, B’, G, p’), sur lequel en fait
opérer G & gauche par 2’ — z’-g'; la relation d’équivalence devient (z, ') ~
(z, g, 2’ g); Vespace (E, E’) ¢ admet 2 fibrations, (X, B, E’, p) et (X, B’, E, p').
Si ¢, est 'injection de E’ dans X qui résulte de ’application ¢’ — z X ¢’ de E’
dans £ X E’ et de la projection de ce dernier sur X, il est clair que l’on a un
diagramme commutatif

X -
. /
(25) p'| /P
| v
BI

(b) G opere transitivement sur F, qui s’identifie donc & ’espace G/U des
classes & gauche de @ suivant un sous-groupe fermé U, et sur lequel G opere
par les translations & gauche. Alors (E, F)e = (E, G/U)¢ s’identifie canonique-
ment au quotient de E par la relation d’équivalence qu’y définit U; c’est donc
un espace fibré (E/U, B, G/U, p). Si de plus U est invariant dans @, G/U opére
de fagon évidente & droite sur E/U, qui devient un espace fibré principal de
groupe G/U.

Nous ne répéterons pas les définitions bien connues d’homomorphismes
d’espaces fibrés, d’espaces fibrés principaux, ou d’espaces fibrés & groupe struc-
tural donné (cf. par ex. [9], Exp. VI). Rappelons enfin la définition d’un espace
fibré image réciproque (induced bundle dans [31], §10); soit (E’, B’, F’, p’) un
espace fibré, f:B — B’ une application continue, E le sous-espace de B X E’
formé des points (b, €’) tels que f(b) = p’(¢’). On définit p: E — B par p((b, ¢’)) =
betf:E — E' parf(b, ¢’)) = ¢; p fait de E un espace fibré (E, B, F’, p), (locale-
ment trivial si E’ l’est), nommé 1'image réciproque de (E’, B’, F’, p') par f. Le
diagramme

E - f—» E
l !
5L p

est évidemment commutatif, / est un homomorphisme de (E, B, F’, p) dans
(E',B', F',p'); E' étant localement trivial, ce diagramme détermine (¥, B, F’, p)
4 un isomorphisme pres. Si E’ est principal, E I’est aussi, (pour toutes les notions
rappelées dans ce paragraphe, voir [9], Exp. VI, VII, aussi [31]).

§3. Théorie de Leray: Cohomologie des espaces compacts

De la théorie de Leray, nous utiliserons presque uniquement le théoréme
d’existence de l’algtbre spectrale d’un espace fibré et ses propriétés résumées
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COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 125

au début du §4; des notions classiques jointes & celles qui ont été rappelées dans
les §1 et 2 suffisent pour les exprimer. Cependant dans les §5 et 24, la maniere
méme dont cette algébre spectrale est construite interviendra, d’ou la nécessité
de faire appel & d’autres points de la théorie de Leray, que nous allons résumer
ici. Nous n’en aurons besoin dans les §5 et 24 que pour les espaces compacts,
aussi pour ne pas allonger inutilement ces préambules ne considérerons-nous dans
ce paragraphe que des espaces COMPACTS; nous insistons sur le fait que cer-
taines des définitions ci-dessous ne sont valables telles quelles que pour les
espaces compacts.

[23] développe tout d’abord une théorie axiomatique de la cohomologie
d’Alexander-Spanier® 3 supports compacts; la notion algébrique de base y est
celle d’anneau, mais il y a avantage pour certaines applications & partir plus
généralement d’algébres sur A, ce que nous ferons ici; les démonstrations de [23]
se transportent naturellement sans difficulté & ce cas, on trouvera du reste un
exposé détaillé de la théorie fait de ce point de vue dans [5], oll nous renverrons
aussi pour quelques propositions ne figurant pas dans [23] ou [24].

Un A-compleze K sur un espace compact X est un A-module & chaque élément
k duquel est attaché une partie fermée S(k) de X, son support, par une loi qui
vérifie:

3.1) Stk + k') < S(k) u S(K'); S(ak) < S(k)

3.2) S(k) = @ est équivalent 4 k = 0.

Si K est une A-algebre différentielle, on supposera encore

3.3) Sk. k') < S(k) n S(K'); S(dk) < S(k); S(w(k)) = S(k)

et ¢'il est gradué, que S(k) est la réunion des supports des composantes homo-
génes de k; le complexe est sans torsion si S(ak) = S(k), (a e A, k ¢ K), K est
alors sans torsion en tant que A-module vu (3.1) et (3.2).

Soit f: X — Y une application continue. Si K est un complexe sur X, on lui
fait correspondre un complexe f(K) ou fK sur Y en attribuant & k le support
f(S(k)). Si L est un complexe sur Y, on y introduit de nouveaux supports sur X
par 8’(k) = f'(S(k)). Le quotient de L par les éléments de (nouveaux) supports
vides est un complexe sur X, noté f'(L); en particulier si f est I'injection d’un
sous-espace X C Y, f'(L) est la section de L par X que nous désignerons par
XL, (et Xk sera I'image dans XL de k € L). Il est clair que 'on a des isomor-
phismes d’algebres:

34) K =K; [(@-S(L) =yL

Remarquons encore que si L est sans torsion, XL P’est aussi.
Soient K et K’ deux A-complexes sur X ; on définit dans K ® K’ des supports

§ Suivant H. Cartan [10] nous nommons ainsi la cohomologie étudiée dans [30], dans
laquelle les p-cocha’nes sont les fonctions de p + 1 points de I’espace; & supports compacts
signifie que I’on ne considére que les fonctions nulles lorsque les p 4 1 points sont suffisam-
ment voisins et en dehors d’un compact (dépendant de la fonction considérée).
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ainsi: Soit h e K ® K’, on dit que = ¢ S(h) si 'image de h dans K ® 2K’ par
I’homomorphisme produit tensoriel des sections K — zK et K’ — xK’ est non
nulle. Le quotient de K ® K’ par les éléments de support vide est un A-complexe
sur X, Uintersection de K et K’', noté K O K'.

K est fin si pour tout recouvrement fini ouvert V,, --- , V, de X il existe des
endomorphismes de K (pour la structure de A-module uniquement) r,, -« -, r,
tels que
(3.5) S(rik)) € Vin Sk); (4 - + r)k) = k.

K est une A-couverture s’il est sans torsion, canonique gradué par des degrés
=0, muni d’'un élément neutre u dont le support est X, est si H(zK) = A,
H'(zK) = 0 ( > 0) pour tout z ¢ X.

Le théoréme d’unicité affirme que les algebres de cohomologie de deux A-cou-
vertures fines sont canoniquement isomorphes ([5], Exp. III); on note H(X, A)
I’algebre de cohomologie ainsi obtenue, c’est I’algebre de cohomologie d’Alexan-
der-Spanier de X & valeurs dans A, car les cochaines d’Alexander-Spanier &
valeurs dans A munies de supports convenables forment une A-couverture fine
([23] No. 16, [5] Exp. II). A vrai dire ce théoréme est formulé et démontré directe-
ment dans [23] pour la cohomologie par rapport & un faisceau ([23], No. 41, [5]
Exp. V, No. 5), mais cette notion n’interviendra explicitement ici que dans une
faible mesure aussi, sans donner de définition compléte, nous bornerons-nous &
quelques indications, surtout pour traduire la cohomologie par rapport & un
faisceau constant ou localement constant & l’aide de notions plus usuelles. Un
faisceau B sur X est défini par la donnée d’une loi attachant & toute partie
fermée F de X un module B(F), vérifiant certains postulats ([23], No. 23, [5],
Exp. V); & un complexe K et & un faisceau B on fait correspondre un complexe
K O B, leur intersection; c’est en gros l'ensemble des combinaisons linéaires
finies d’élements de K, & coefficients dans B, le domaine des coefficients pour
k étant B(S(k)); en particulier si B est un ‘“faisceau constant isomorphe au A-
module M’ et si K est fin, alors K O B=~ K ® M, si K est une A-couverture
fine, HK O B) = H(K ® M) est canoniquement isomorphe au module de
cohomologie d’Alexander-Spanier & valeurs dans M ([5], Exp. IV No. 1); c’est
une algébre anticommutative si M est une algdbre commutative.

La notion de faisceau localement constant généralise celle de systéme de coeffi-
cients locaux au sens de Steenrod, elle s’y raméne méme lorsque X est glo-
balement et localement connexe par arcs ([23], Nos. 69 4 73). Dans un faisceau
localement constant localement isomorphe & un A-module M, il y a un plus
grand sous-faisceau constant B, isomorphe & un sous-module M de M (M(x)
est ensemble des éléments de M (z) sur lesquels le groupe fondamental de X
agit trivialement dans le cas des coefficients locaux). On montre que si X est
compact connexe, localement connexe K une A-couverture fine, alors
HK O B) = M, ([5), Exp. VII, Appendice), ce qui est du reste bien connu
dans le cas des coefficients locaux. L’isomorphisme de H'(K O B) sur M est
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induit par la section de K O B par un point x € X, section qui est par définition
un homomorphisme de K O Bdans zK ® B(z) = zK @ M.

La section d’une couverture fine de X par un sous-espace ¥ C X est une cou-
verture fine de Y ([23], No. 32 et Prop. 37.3, [5] Exp. II). Si X est une variété
on peut prendre comme R-couverture fine (R = corps des nombres réels) les
formes différentielles extérieures, qui constituent une alggbre canonique ant:-
commutative; cela vaut en particulier pour une sphére et le théoréme d’immersion
de Menger-Nobeling donne la

ProposiTioN 3.1. Un espace compact séparable métrique de dimension finie
posséde une R-couverture fine anticommutative.®

X étant toujours compact, soit F un sous-espace fermé, K une A-couverture
fine de X, Kx_r le noyau de K — FK, c’est & dire I’ensemble des éléments de
K dont le support ne rencontre pas F, et enfin M un A-module; K étant fin,
on a une suite exacte:

3.6) 0-Krr @M >K®M—>FKQ®M—0

d’otl la suite exacte de cohomologie

@7) — H\F, M) -2 H'(Kx_r ® M) — H"X, M) — H'(F, M) —

on montre que ’on peut identifier H*(Kx_r, M) 3 H"(X mod F, M) de maniére
3 ce que la suite (3.7) devienne la suite exacte de cohomologie relative d’Alexan-
der-Spanier ([5] Exp. IV No. 1, Exp. VII Appendice).

Notations. Sauf mention expresse du contraire, H(X, M) sera lalgébre de
cohomologie d’Alexander-Spanier & supports compacts de l’espace localement
compact X, & valeurs dans l’algébre M ou éventuellement dans un faisceau
localement constant, localement isomorphe 4 M. On dira que X a une cohomo-
logie triviale relativement & M (jusqu’a n) si HX, M) =M HX, M) =0
pour ¢ > 0 (resp. 0 < ¢ = n) que X est sans torsion, (resp. sans k-torsion), si
H(X, Z) est sans torsion, (resp. sans k-torsion).

¥ H(Y, M) — H(X, M) sera ’homomorphisme transposé de ’application
continue f: X — Y; pour la cohomologie & supports compacts il ne peut é&tre
non nul que si f est propre, c’est & dire si 'image réciproque de tout compact de
Y est un compact de X.

§4. Théorie de Leray.: Espaces fibrés

J. Leray a associé des algebres spectrales & toute application continue ([23],
No. 50); nous ne considérerons ici que le cas de la projection d’un espace fibré
sur sa base et énoncerons le théoréme fondamental ainsi:

TaEOREME 4.1. Soit (E, B, F, p) un espace fibré connexe, localement compact,
a fibres connexes, o base localement connexe, M une A-algébre commutative.

¢ D’aprés H. Cartan, il existe une R-couverture fine anticommutative sur tout espace
compact (non publié).
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Alors il existe une algébre spectrale (H,) sur A, canonigue pour r = 2, dans
laquelle H, = H(B, H(F, M)), et qui se termine par Ualgébre graduée associée a
H(E, M) convenablement filtrée.”

De fagon plus précise, H, est ’algébre de cohomologie de B par rapport &
un faisceau localement constant, localement isomorphe & H(F, M), déterminé
sur B par p, ou, si ’on veut, par rapport au systéme local de coefficients formé
sur B par les algébres H(p~'(b), M). Pratiquement nous utiliserons cette algébre
presque uniquement quand ce systéme est simple, c’est & dire lorsque l’on a
dans H; des coefficients ordinaires. Ce fait se produit notamment dans chacun
des deux cas suivants ([24], Nos. 4 et 5):

(i) B est globalement et localement connexe par arcs, et simplement connexe.

(ii) (E, B, F, p) est un espace fibré principal, dont la fibre est un groupe com-
pact connexe, ou encore est le quotient (E/U, B, F/U, p) d’un tel espace par
un sous-groupe fermé (non nécessairement connexe) de F.

SiM = A et sil’on a dans H, des coefficients ordinaires, on peut appliquer
la “reégle de Kiinneth”. On sait qu’alors H, contient une sous-algebre isomorphe
a HB, A) @ H(F, A), qui lui est égale quand A = K, ou encore, si 4 = Z,
quand H(B, Z) ou H(F, Z) est sans torsion ([23], No. 17); le quotient
H(B,H(F,Z))/H(B,Z) ® H(F, Z) est le produit dual ou de torsion de H. Car-
tan et S. Eilenberg Tor (H(B, Z), H(F, Z)), mais nous n’aurons besoin de cette
notion que dans des cas élémentaires bien connus (voir §8.2). Signalons qu’en
ce qui concerne la bigraduation on a la suite exacte:

(41) 0— H*(B,Z) ® HYF,Z) — H*(B, H'(F, Z))
— Tor (H*"'(B, Z), H'(F, Z)) — 0.

Nous résumons maintenant les principales propriétés de 1’algebre spectrale.

(a) H, est bigradué par les sous-modules H;'? = H?(B, H(F, M)). On dira
que p est le degré-base, q le degré fibre, p + q le degré total; ces degrés seront notés
DB, DF et D respectivement. La différentielle d, de H, augmente DB de r, di-
minue DF de r — 1, augmente D de 1.

(b) L’homomorphisme p*:H(B, M) — H(E, M);il ne peut étre non nul (pour
la cohomologie & supports compacts) que si F est compacte. Dans ce cas HY* =
H?(B, H'(F, M)) = H?(B, M); la différentielle d, qui diminue DF de r — 1 est
forcément nulle sur HY°(r = 2), et H? est un quotient de H?, d’od la suite
d’homomorphismes sur

H?(B, M) = H}® > H}* — ... — HY, = HX* = J*" < H"(E, M)
(Notations du §1C), la derniére inclusion résulte du fait que J**' n H*(E, M) = 0

7 En fait, il y a une infinité d’algébres spectrales correspondant chacune A une filtration
caractérisée par deux entiers [, m, mais elles ne sont pas essentiellement différentes. Le
théoréme est énoncé ici pour la filtration | = 0, m = 1, de [24], la seule que nous utiliserons,
dont la définition sera rappelée plus bas; elle vérifie la condition (1.10) et il en est de méme
pour la filtration de H(E, M) associée. Si M n’est pas commutative, on a un théoréme ana-
logue, sauf que H, n’est plus forcément anticommutative pour le degré total; de méme si
M est un module, on affirmera simplement que H, est un module.
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vu la condition (1.10). On montre que la premiére égalité est donnée par un iso-
morphisme canonique 7* tel que:®

4.2) p* = Kpprom* sur H?(B, M)

([24], No. 6g, [5], Exp. VII, No. 2).

(¢) L’homomorphisme ¢*:H (X, M) — H(F, M). Soit 7 I’homomorphisme
transposé de 'injection %, de la fibre F, = p~'(b) dans E, il ne peut &tre non nul
que si B est compact; dans ce cas il y a un isomorphisme canonique «°

(4.3) i :Hy* = H'(B, H'(F, M)) = H'(Fy, M)

les éléments de HY'? ne peuvent é&tre cobords pour d, qui augmente DB de
r(r = 2), H2, est isomorphe au module des cocycles de HY'%; on a une suite
d’inclusions

H'Fy, M) = Hy* D Hy* D --- D Hyfy = H.* = HY(E, M)/J""".
L’homomorphisme de HY(E, M) dans H*(FsM) résultant des applications
(4.4) H(E, M) —» HYE, M)/J""" = H2* c Hy® = HYF,, M)

est 75 (cf. [24], No. 6f, [5] Exp. VIII, Théoréme 2 et sa démonstration); le noyau
de i} est donc J'; si b varie, les isomorphismes ¢ sont naturellement compatibles
avec les identifications canoniques des modules H'(F,, M), considérés comme

éléments du sous-faisceau constant contenu dans le faisceau H(p~'(b), M).
Ainsi, vu (4.4), is est indépendant de b, on peut parler de ’homomorphisme
*:H(E, M) — H(F, M).

Explicitons encore un cas particulier que nous rencontrerons fréquemment
dans la suite; on dit que F est totalement non homologue a zéro dans E, relative-
ment & M, si *:H(E, M) — H(F, M) est sur; d’autre part on dit que ’algébre
spectrale (H,) est triviale sid, = O(r = 2),doncsi H, = Hy; = --- = H_ Z =
G(H(E, M)).

Prorosition 4.1. Soit (E, B, F, p) un espace fibré compact connexe de fibre con-
nexe, de base localement connexe.

Pour que Ualgébre spectrale sur K, de cette fibration sott triviale et que H(F, K ,) =
H(F, K,), il faut et 1l suffit que F soit totalement non homologue & zéro dans E
relativement & K, . Dans ce cas, p* est biunivoque, le noyau de ©* est U'idéal engendré
par p*(H'(B, K,)).?

On a une propostition analogue pour les coefficients entiers lorsque H(B, Z) ou
H(F, Z) est sans torsion.

SiH, = H_ , p* est biunivoque vu (4.2) et I'idéal de I'image de p*(H"(B, K,))
dans H, = G(H(E, M)) est la réunion des modules J?'%/J?*"*}(p > 0). On a
J" 7 = 0 puisque la filtration vérifie (1.10); pour p + ¢ = = fixé I’inclusion
de J”'"7® dans l'idéal de p*(H*(B, K,)) se démontre alors par récurrence des-

8 Sa définition sera rappelée plus bas.
¢ H* (B, K,) est I’ensemble des éléments de degrés >0 de H(B, K,).
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cendante sur p > 0, donc J' est dans l'idéal de p*(H*(B, K,)); l'inclusion
contraire résulte de p*(H”(B, K,)) = J*° et de J*-J* C J*™. L’idéal de
p*(H*(B, K,)) est égal & J1, qui est le noyau de ¢* d’aprés ce que nous avons
rappelé plus haut. Pour la démonstration du reste de la Prop. 4.1, voir [21],
Théorémes 7.1 et 7.3, ou [5] Exp. pl. IX.

Rappelons encore ([24], Théoréme 7.2) que st les éléments de H, ont des degrés
totaux de méme parité, (H,) est triviale car les différentielles d, , qui augmentent
le degré total de un, sont forcément nulles.

(d) Homomorphismes d’algébres spectrales. Soient (E, B, F, p) et (E’, B', F', p’)
deux espaces fibrés; une représentation de ’'un dans ’autre est définie par deux
applications continues A\: £ — E’ u: B — B’ telles que le diagramme (4.5) soit
commutatif

£ w

| |
(4.5) P l lp'

B B

A la représentation (4.5) est associée un homomorphisme A* de l’algebre
spectrale (H:) de (£, B’, F’, p’) dans l’algebre spectrale (H,) de (E, B, F, p);
(cela vaut déja lorsque p et p’ sont des applications continues quelconques, cf
[23], No. 54, [5], Exp. VII). Supposons E, F, E’, F’ compacts connexes, les hy-
pothéses du Théoréme 4.1 remplies; alors les deux diagrammes suivants sont
commutatifs

* )\*

H?® &—— H?P® Hy* &—  HY®
T 1 [
(4.6) | | x* ks R
% *
H(B, M) _ H'(B'", M) HYF,, M) < HYF, , M)

(0" = \(b), \s = restriction de X\ & F, = p~'(b)), voir [5] Exp. VII Théoréme
4 et Exp. VIII, Théoréme 4; ainsi A5 est indépendant de b sur H(Fy , M).

Soit M = A, supposons encore que U'on a dans H, et H, des coefficients ordinaires,
que \; est un isomorphisme sur, que H'(F, A) = H'(F', A) = 0 pour i > s, et enfin
que p* est un isomorphisme de Hj(B’, A) sur H (B, A) pour j = m.

Alors \* est pour les éléments de D £ m — s un isomorphisme de H, sur H, et de
H(E', M) sur HE, M), (r = 2).

DemonsTrATION. D’apres les hypotheses et la formule (4.1) A* est un isomor-
phisme de H; sur H, pour les éléments de DB < m; comme d» augmente D de 1,
A* est un isomorphisme sur pour les cobords de D =< m et pour les cocycles de
D £ m — 1, c’est donc un isomorphisme de Hs sur H; pour les éléments de degré
total <m — 1; de méme, d; augmentant aussi D de 1, A* est un isomorphisme
de Hy sur H, pour les éléments de D < m — 2, et finalement c’est un isomorphisme
de H.,, sur H,., pour les éléments de D £ m — s. Mais nous avons supposé
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d'autre part que H(F, A) et H(F’, A) n’ont pas d’élément non nul de degré >s;
les degrés fibres dans H; et H, (r = 2) sont donc compris entre 0 et s et d,,
qui diminue DF de r — 1, est nulle pour r = s + 2, et ainsi Huyp = Hl, =
G(H(E', A)), Hiv» = H, = G(H(E, 4)).

Nous obtenons ainsi un isomorphisme de H, sur H, pour D £ m — s, r quel-
conque >2 et enfin un isomorphisme de H'(E’, A) sur H'(E, A), ( £ m — s),
(cf. §1D).

La quatrieéme définition de la transgression mise & part, ce qui préceéde contient
presque toutes les propriétés de I’algebre spectrale des espaces fibrés que nous
utiliserons. Les remarques suivantes n’auront d’emploi que dans les §5 et 24;
pour simplifier nous supposerons ci-dessous I’espace fibré (E, B, F, p) compact.

Soient & et ® des A-couvertures fines de E et de B, on montre aisément que
p~' (®) O & est une A-couverture fine de E; nous noterons aussi M un faisceau
constant isomorphe 3 la A-algébre M, alors (§3):

+.7) Hp ' ® O8O M) =Hp'(® O&® M) =H(E,M)

e =p'(®) O& O M est bigradué de fagon évidente, mais le degré qui induit
la graduation de H(E, M) par les sous-modules H'(E, M) est le degré total.
On filtre @ par les sous-modules

(4.8) 8P =D, (@®)OEOM

la condition 0 < f(z) < degré x est bien vérifiée pour le degré total; 1’algébre
spectrale correspondante (H,) est celle du Théoréme 4.1 ([24], Théoréeme 4.1,
[5], Exp. VIII), on démontre qu’elle est indépendante des A-couvertures fines
choisies ([23], No. 50).

Soit u 1’6lément neutre de &, il y a un homomorphisme canonique p":® O M —
p (®) O u O M, c’est celui qui associe k O u O m & k O m; il est méme bi-
univoque ([23], Prop. 37.5, [5] Exp. II Théoréme 7.5). On peut donc identifier
® O M ap'(®) O u O M, ’ensemble des “cochaines de base” de €; ’lhomo-
morphisme de H(® O M) = H(B, M) dans H(€) = H(E, M) induit par p’ est
dans la théorie de Leray p* par définition; on voit aisément que si ’on identifie
H(® O M) et H(C) aux algébres de cohomologie d’Alexander-Spanier de B et E
par les isomorphismes canoniques du théoréme d’unicité, p* se transporte en
I’homomorphisme naturel défini dans la cohomologie d’Alexander-Spanier, mais
cela ne jouera pas de réle ici.

LeMME 4.1. Pour filtration (4.8) de @, on a, st F est connexe

P=p'®Ou0OM=7p@®O0M)

(voir [5], Exp. VII, Lemme 4). Par conséquent C3 * est ’ensemble des cocycles
de p'(® O M) et DP* = dCF™° celui de ses cobords, d’odl un isomorphisme
canonique:

a*:H{" = C7°/DI" = H(B, M)

(car CP*™ ™" est nul), qui est 'isomorphisme mentionné plus haut sous b).
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Soit b un point quelconque mais fixé de B, et F» = p~'(b) on a pour la section
de @ par F,

(4.9) € = Fy(€) = p~'(b).p (®) O Fo(68 O M) = b® ® Fis ® M

(cela résulte de lemmes simples sur les complexes, cf. [5] Exp. VII ou [23], for-
mule (30.6) et lemme 32.2); Fy& et b® sont des A-couvertures fines de Fs et b,
ils sont sans torsion, H(Fs& O M) = H(Fy , M) et b® a une cohomologie triviale.
Filtrons @’ par

(4.10) 8”7 = D ix,bB @ Fit @ M.

On a donc Fp(8S) C 8’7, la section induit un homomorphisme des algébres spec-
trales (H,) et (H,) de € et @’, et un homomorphisme de H(E, M) dans H(Fy, M)
qui est 75 par définition; on a en particulier *(J*) C J'7; 'algébre spectrale
(H 7) se calcule facilement ([23], No. 17, [5], Exp. VI, Théoréme 4). On trouve:
Ho = G(€'), d est la differentielle partielle par rapport & F8, par conséquent

(4.11) Hi=b® @ H(Fy,, M); H;"* = b® @ H'Fy, M)
d; est la différentielle partielle par rapport & b®, d’olt
(4.12) H, = H(Fy,M); H3"=H'Fy,,M); HZ?*" =0 (p>0)

done d; = 0 pour 7 = 2, H,; = H., = GH(Fs, M)) n’a que des éléments de
degré filtrant nul; cela signifie que J”' = 0 et que H(Fs , M) est naturellement
isomorphe & G(H (Fy, M)) = Hs; on voit aussi en passant que 7 (J') = 0, ce
qui a déja été mentionné plus haut sous c). Enfin on montre que la section est
un isomorphisme de Hy'® = H(B, H*(F, M)) sur H*(F; , M); c’est I'isomorphisme
« annoncé sous c), (cf. [5], Exp. VIII).

§6. La transgression

La transgression dans un espace fibré (E, B, F, p), (Qque nous supposerons
toujours connexe) relativement aux coefficients M, est un homomorphisme d’un
sous-module de H°(F, M) dans un quotient de H**'(B, M), (s = 0, 1, ---).
Comme nous ’avons déja dit, elle jouera un rdle fondamental dans ce travail;
nous en donnerons ici quatre définitions, dont nous montrerons ’équivalence
(dans leur domaine commun de définition); les deux premitres sont trés générales
tandis que les deux derniéres, formulées ici dans le cadre de la théorie de Leray,
sont valables pour les espaces compacts.

Dans le §5, H(X, M) est ’algébre de cohomologie d’Alexander-Spanier de
I’espace X 3 valeurs dans M, & supports non nécessairement compacts, C(X, M)
est 1’algébre des cochaines d’Alexander-Spanier de X & valeurs dans M.

1&RE DEFINITION. L’injection 7, d’une fibre F, dans E induit un homomor-
phisme 1 canonique de C(E, M) sur C(F,, M), la projection p induit un homo-
morphisme canonique p’ de C(B, M) dans C(E, M) qui est biunivoque; on identi-
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fie C(B, M) A son image par p’, dont les éléments sont nommés les cochaines
de base.

heH'(Fy, M) est transgressif s’il existe ¢ € C(E, M) telle que 15(c) soit un co-
cycle de h et que dc soit une cochaine de base; ¢ est une cochaine de transgression
pour h, dc est naturellement un cocycle de C(B, M), on peut dire que sa classe
de cohomologie est une image de k dans H**'(B, M) par transgression, mais elle
n’est pas univoquement déterminée; soit en effet K**' (B, M) le sous-module
de H**'(B, M) formé des éléments z ayant la propriété suivante: z contient un
cocycle qui est dans C(E, M) cobord d’une cochaine annulée par 7. On vérifie
immédiatement que 'image d’un élément transgressif est déterminée & un élé-
ment de K**' (B, M) prés; nous obtenons donc un homomorphisme du sous-
module des éléments transgressifs de H*(F, , M) dans H**'(B, M)/K**'(B, M),
c’est la transgression.

2iME DEFINITION. Elle est due & J. P. Serre ([29], No. 9); on considere les
applications

*
(5.1) H'(Fy, M) —> H*(E mod Fy, M) I H*(B, M)

d est ’homomorphisme cobord de la suite exacte de cohomologie relative, de E
mod Fs , g* est le composé de I'isomorphisme canonique de H**'(B, M) sur H*"!
(B mod b, M) et de ’homomorphisme canonique p*: H**' (B mod b, M) —
H'*' (E mod F,, M) induit par p.

(5.1) permet de définir un homomorphisme d’un sous-module de H*(F,, M)
dans un quotient de H**'(B, M), il est immédiat que c’est la transgression au sens
de la lére définition.

REMARQUE. Ces deux définitions peuvent naturellement étre données dans
d’autres cohomologies, par exemple en cohomologie singuliére comme cela est
fait par J. P. Serre [29]. A priori ces définitions dépendent de la fibre, en fait il
n’en est rien comme nous le verrons ici tout au moins si E est compact, F con-
nexe

Pour les deux dernieres définitions, nous supposons E compact, F connexe.

3ikME DEFINITION. Elle est analogue & la premiére mais utilise des cochaines
prises dans un complexe particulier, celui qui permet de construire ’algébre
spectrales de la fibration, et dont la définition a été rappelée au §4. Soient de
nouveau & et ® des A-couvertures finesde Eet B,C = p '(®) O § O M;on a
déja défini un isomorphisme p’ de ® O M dans C, sur p (®) O u O M; les
éléments de ce dernier complexe sont les cochaines de base. On dira alors que
heH'(Fy, M) est transgressif s'il existe ¢ € @ telle que Fyc soit un cocycle de h et
que dc soit une cochaine de base. Soit L**'(B, M) ’ensemble des éléments z de
H*"(B, M) ayant la propriété suivante: Il existe ¢ ¢ C tel que Fec = 0 et que dc
soit un cocycle de z; en faisant correspondre & un élément transgressif la classe
de cohomologie de dc on définit un homomorphisme d’un sous-module de
H'(F,, M) dans un quotient H**'(B, M)/L’* (B, M) de H'*\(B, M), c’est la
transgression. Montrons que cette définition équivaut & la précédente; soit 9 le
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noyau de la section de @ par F} , c’est donc I’ensemble des éléments de € dont le
support ne rencontre pas F , et de méme soit ® le noyau de la section de 8 O
M par b. On a le diagramme commutatif suivant, ol les lignes sont exactes:

0> - ¢ —» Fe — 0

62 b

0P >ROM-—->BQQM—>0

d’ol I’on tire le diagramme commutatif (5.3), ou les lignes sont exactes:
y %k
— H'F, M) 2 BV — HYYE, M) L HYE, M) —

(53) Tp* T *
~ HOM — HY) L BV®B, M — HPOM —

f est un isomorphisme, soit ¢*: H**'(B, M) — H**' (91) ’homomorphisme obtenu

en composant f~' et p*; il est alors clair que la 32me définition de la transgression

est équivalente & celle que I’on obtient par

(5.4) H'(Fy,, M) — H'"' (%) — H**'(B, M).

On a déja dit (§3) que H(9) et H(®) s’identifiaient canoniquement & H(E mod
Fy, M) et & H(B mod p, M); cette identification est naturellement telle que
(5.3) devienne I’homomorphisme des suites exactes de cohomologie relative
associé & p (cf. [5], Exp. VII, Appendice), mais alors (5.4) devient exactement
(5.1), d’ou ’équivalence annoncée.

Norartions. T°(Fy, M) est le sous-module des éléments transgressifs de
H'(Fy,, M), et v est ’homomorphisme de transgression.

I1 y a quelquefois intérét & modifier légérement la troisitme définition en élar-
gissant la notion de cochaine de transgression, de la maniére suivante, qui m’a
été signalée par J. Leray.

Disons que ¢ € @, de degré s = 1, est une cochaine de transgression au sens large
st dc est une cochaine de base. On n’exige done pas que Fyc soit un cocycle, néan-
moins ¢ définit un élément bien déterminé de H°(F,, M), que nous noterons
w(c); en effet

Fo(p'(®) Ou O M) = b® @ M
a une cohomologie triviale et, puisque dc ep ' (8) O v O M, on a
dFyc = Fy(dc) = Fy(dk), Dk =s—1,kep'(® OuO M)

et Fy(c — k) est un cocycle; sa classe de cohomologie dans H*(F, , M) ne dépend
pas de k, car si Fy(c — k') est un cocycle, (k' de base), Fy(k — k') est un cocycle
faisant partie de b ® M, donc

Fylk — k') = dFem (Dm = s — 1,mep (®) O u O M)
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et Fy(c — k') = Fy(c — k) + dFym est cohomologue & Fy(c — k);la classe w(c) de
¢ — k est bien déterminée par c. De plus, k étant de base, dc et d(c — k) sont
dans le méme élément y de H**'(B, M), par conséquent: Si ¢ est une cochaine
de transgression au sens large, w(c) est transgressif et la classe de dc en est une tmage
par transgression.

Evidemment si w(c) = 0 il existe k de base telle que Fy(c — k) = 0, donc
L*t(B, M) est ’ensemble des classes de cohomologie des éléments dc o ¢ est
une cochaine de transgression au sens large telle que w(c) = 0.

Remarquons qu’une cochaine de transgression au sens large de degré s fait
partie de Cof, par définition et que w(c) peut étre aussi défini comme l'image
de ¢ par la suite d’homomorphismes

0,8

*
e U, HY, < HY %, H'(Fy,M)

ou »1 est la projection de C%fy sur Hufy = €% /Ch*™" 4+ DY*; cela résulte
immédiatement de la définition de «f et du fait que »%5; (¢ — k) = »211 (c) puisque
k est de base, donc dans C3*~".

LemME 5.1. Soient ¢ une cochatne de transgression au sens large et m un cocycle
de base cohomologue a dc.

Alors il existe une cochaine de transgression au sens large ¢’ telle que d¢’ = m
et que w(c’) = w(c).

En effet, dc = m + dk, (k de base), par hypotheése; on pose ¢’ = ¢ — k. Ce
lemme sera utilisé dans le §25.

4kME DEFINITION. On considére ’algébre spectrale (H,) de (E, B, F, p), en
supposant donc les hypothéses du théoréme 4.1 vérifiées; H%y (r = 2) est le
sous-module de Hy* formé des éléments qui sont des cocycles pour dz , - - - , d, ;
la différentielle d,.; est un homomorphisme de HYy; dans H:Il*, nous voulons
montrer que c’est la transgression; de fagon précise:

ProrosrITIoN 5.1. Identifions H*Y'(B, M) et H'(F,-M) 3 H3*" et H3"* par leg
isomorphismes w* et «;. Alors L**'(B, M) et T*(Fs , M) se transportent en le noyau
de ki1 et en HyYy , on a le diagramme commutatif (s = 1):

T*(Fy, M) —— H™B,M)/L'"B,M) <« H™"B, M)

(5.5) Il.: Iw* Iw*

Hgil da+l__) H:ii 0 (__5‘3+1 H;+l 0
F, étant supposé connexe, la transgression n’a d’intérét que pour s = 1; soit
L™ le noyau de k:H3™* — HH1®; évidemment L® = 0; pour s = 2, on a

une suite d’inclusions
(5.6)  HIG® D () dHT D () dunHIT D e D dHET

et L = (x2)7'd,H.*""; nous montrerons d’abord que L’*** est égal & L**" (B, M),
que nous noterons ici L'**
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(i) A montrer: L'** < L”**' (s = 1). Soit z ¢ L', il existe donc ¢ ¢ @ telle que
Fyc = 0 et que dc soit un cocycle de base, appartenant & x; ¢ étant naturellement
supposé non nul, il existe p (0 < p = s) tel que ¢ € S”, donc ¢ e C24i~5 , puisque
dc est de base. S7 p = s, ¢ est lui-méme une cochaine de base (Lemme 4.1), donc
z = 0; soient maintenant 0 < p < s et c* la projection de ¢ dans H;'",; par
définition de d,41_, (et de 7*), on a

"3+1—pz = diy1-,C*
sip>0,ona2=<s+1—p<set
z € (Ki41-p) 'denpHT, C L™

st p = 0 désignons par ¢ la projection de ¢ dans H3”; ce dernier est isomorphe
a H'(Fy, M) par un isomorphisme « induit par la section (§4), donc Fyc = 0
implique é = d’o0

2 2
Ks+1T = da+1C* = diysKs+1 C = 0

donc z e L.
(ii) A montrer: L™ < L**' (s = 1); il n’y a rien & démontrer pour s = 1
puisque L’* = 0; pour s = 2, on prouvera par récurrence sur a, (2 < a < ), que:

(5.6)0 (K:)—-ldaHax—a‘f-l'u—l c L8+l.

Supposons (5.6)._; démontré, soit z e (xa) 'daHi " et he Ha *" 7! tels
que x:x = dgh.

Soit ¢ un représentant de k dans € "*"“™' < €%, c’est une co chaine de
transgression au sens large et comme s — a + 1 > 0, on a w(c) = 0 et la classe
de cohomologie y de dc fait partie de L'*"; par définition de d, et de =* on a deh=
iy doncy = z + ', &’ étant dans le noyau de k2, c’est & dire dans (xa_1) 'da
H:=$°? qui fait partie de L*** d’aprés ’hypothése de récurrence; ainsiz = y — z’
est dans L'*". Démonstration analogue pour a = 2.

(iii) A montrer: T°(Fy, M) = Hyly et 1 = doys .

Si h e T°(Fy, M), une cochaine de transgression ¢ pour h est un élément de
C%:, tel que w(c) = h, d’od T*(F,, M) € HY;,. De plus si y e H'*'(B, M) est la
classe de dc, on a d’aprés i), ii) et la définition de dy41

2
d.+1h = Kg41X = 7h.

11 reste & montrer que Hofy < T°(F, , M); or, soit b’ € Hyi1; un quelconque de
ses représentants dans C%; est une cochaine de transgression au sens large et
w(c) e T*(Fy, M), d’ou linclusion annoncée.

Remarques. (1) La quatriéme définition montre que T*(F, , M) < H'(F», M)
et que les trois premieres définitions sont indépendantes de la fibre particuliére
considérée; de méme la troisitme définition ne dépend pas des A-couvertures
fines & et ® choisies.

(2) Si E et F sont des polyedres ou plus généralement des espaces compacts
HLC, les suites exactes de cohomologie relative d’Alexander-Spanier et singu-
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liere s’identifient. La quatridme définition est donc équivalente & la deuxiéme
prise en cohomologie singuliere, donc aussi & la premiere formulée & ’aide des
cochaines singuliéres.

(3) Pour un espace fibré quelconque, il y en a en cohomologie singuliére aussi
équivalence entre la premiére, la deuxiéme et la quatrieéme définition, (H,) étant
alors ’algébre spectrale de la fibration en cohomologie singuliére introduite par
J. P. Serre ([29], No. 9). Enfin, dans le cas de la fibration d’un groupe de Lie
compact par un sous-groupe fermé connexe, la premiére définition, énoncée &
I’aide des formes différentielles extérieures, admet aussi une traduction dans
l’algebre spectrale de J. L. Koszul ([21], deux derniéres lignes).

CuapITRE II. LE THEOREME DE HoPF

On sait que le théoréme de Hopf [19] concerne ’algébre de cohomologie d’un
espace muni d’un produit vérifiant certaines conditions; ces hypotheses se
traduisent par une propriété de ’algébre de cohomologie qui suffit pour faire la
démonstration. Dans le §6, nous partirons de cette dernieére et établirons un
théoréme de Hopf directement formulé pour des algeébres. Pour I’énoncé que
nous avons en vue, il nous faudra supposer le corps de base parfait (du moins
pour la démonstration ci-dessous), mais cette hypotheése s’avérera superflue
dans le cas topologique, traité dans le §7.

§6. Le théoréme de Hopf algébrique

6.1. H sera une algébre sur un corps K,, graduée par des sous-espaces
H(i 2 0), anticommutative, munie d’un élément neutre 1 qui est base de H'.
On note Dz le degré de I’élément homogene x; on dit que h ¢ H est de hauteur infi-
niesi B ¥ 0, pour tout entier r = 0, qu’il est de hauteur s si b*~" = 0, B = 0;
on pose bien entendu 2z° = 1 pour tout z ¢ H.

Pour simplifier les notations, nous supposerons que H est de type fini, c’est &
dire que chaque sous-espace H' est de dimension finie. Elle admet donc un
systéme dénombrable de générateurs. Rappelons que les éléments homogeénes
de degrés > 0, x;, z2, - - - sont dits former un systéme minimal de générateurs
de H si tout h ¢ H est somme d’un polyndémes en les z; et d’un multiples scalaire
de 1 et si 2 n’est pas un polyndéme en les z; d’indices =k (k = 1,2, --- ).

DEFINITION 6.1. L’ensemble (x;), (1 = 1, 2, -+ ), d’éléments homogénes de H,
(0 < Dz; < Dxjsit < j) est un systéme de générateurs du type (M) de H s’
vérifie les deux conditions:

M 1: C’est un systéme minimal de générateurs de H.

M 2: La hauteur de x est plus petite ou égale d la hauteur de tout élément x; +

P(xiy, ---, x1), o0 P(xxy, -+, 1) est un polynéme en xp_y, -- -,
xl(k = 1,2, )

Une construction immédiate par récurrence montre l’existence d’au moins un
systéme de générateurs de type (M), mais un systéme minimal quelconque ne
vérifie pas forcément M 2.

DEFINITION 6.2. H est une algébre de Hopf s’il existe un homomorphisme d’alge-
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bres graduées f:H — H ® H et deux automorphismes p et o de H tels que pour tout
h C H homogéne Uon ait:

JR) =pW) @1 +1Qch) +:1 @y + -+ + 2 ®ys
(0 < Dz; < Dh).

(6.1)

Nous supposerons dans la suite que p et o sont I’identité; ce n’est pas restreindre
la généralité car on se rameéne i ce cas en composant f et l’automorphisme
T ®y—p () ® ¢ '(y)de H® H.

TuEOREME 6.1. Soit H une algébre de Hopf de type fini, sur un corps K, par-
fait, et (x:), (1 = 1,2, -+ ), un systéme de générateurs de type (M), s; la hauteur
de x; , (éventuellement infinie).

Alors les monémes x1* x5 -+ - 2k -+, (0 £ 7 < s;, 7 nul sauf pour un nombre
fini d’indices), forment une base d’espace vectoriel sur K, de H.

Sip = 0, tout systéme minimal de générateurs est dz type (M).

CoMPLEMENT. St p = 2, s; est infini ou une puissance de 2. St p = 2: pour
Dzx; impair, s; = 2, pour Dzx; pair, s; est une puissance de p ou infinz, toujours
infint quand p = 0.

Ce théoréme affirme en somme que H est 1’algébre associative engendrée par
les z; avec comme seules relations celles qui sont fournies par I’anticommutation
et la nilpotence éventuelle de certains éléments; joint au complément, il montre
aussi qu’une algébre de Hopf peut toujours étre envisagée comme produit tenso-
riel (gauche) d’algebres de Hopf & un générateur. Il résulte évidemment du
Théoréme 6.1 que si P(zx, -+, 1) = 0 est une relation entre certains z; (P
polyndme), et si P; est la dérivée partielle de P par rapport & z; , alors Py(x¢ , - - -,
z;) = 0 est aussi vraie; rappelons que dans la formulation de J. Leray du théoréme
de Hopf (voir loc. cit.}), on ne peut dériver que par rapport & une variablede
degré maximum.

Pour exprimer commodément le Théoréme 6.1 nous introduirons encore la
définition suivante, valable pour toute algébre H sur K, vérifiant les conditions
du début de 6.1.

DeFINITION 6.3. Un ensemble d’éléments (x;) de H est p-semi-libre st

(1) les monoémes zi'xe® --- xif -+ (0 £ r; < s8;, v nul sauf pour un nombre
fini d’indices, s; hauteur de z; , év. infinie), sont linéairement indépendants.

(2) Sip = 2, s; est infini ou une puissance de deux; st p = 2 et Dz; pair, s; est
nfini ou une puissance de p, toujours infini pour p = 0.

Notre théoréeme affirme donce que dans une algébre de Hopf sur un corps par-
fait, tout systéme de générateurs de type (M) est p-semi-libre, en particulier il
y a toujours un systéme p-semi-libre de générateurs.

6.2. La démonstration du Théoréme 6.1 est ’objet des Nos. 6.3, 6.4 et 6.5;
ici nous rassemblons quelques remarques préliminaires et fixons des notations.

(a) C. sera le coefficient binomial (;), on utilisera constamment le fait facile

4 démontrer que C; = 0 mod p, p premier, pour tout s vérifiant 0 < s < r équi-
vaut 4: r est une puissance de p (ou un). En particulier, si 7 est une puissance
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de p, la r-iéme puissance d’une somme de termes faisant partie du centre de H
(oude H ® H) est la somme des puissances r-iémes de ces termes.

(b) S7 p # 2 et si Dx est impair, -z = 0, aussi remarquons-nous une fois
pour toutes que si nous considérons z° avec s > 1, c’est que ou bien p = 2, ou
bien Dz est pair; dans les deux cas, x est dans le centre de H et chaque terme de
f(x) figurant dans (6.1) est dans le centre de H ® H; on pourra les traiter comme
variables commutatives dans le calcul de (f(x))°.

(¢) (x1, ---,zx) étant I'idéal engendré dans H par z,, - - - , & , nous noterons
I lidéal (x;, - - ,zx) ® Hde H ® H;on a alors pour le systéme (z;) de ’énoncé,
les congruences modulo I;_; :

f@) =0 @1+ 1Q x5 flz) =1 Q@ z: (i <k
(6.2) flzi* - x') = x* @ wky' - 2t

+ Zo§i<rk0r4k($z ® x;z_i)(l ® xpkit - .- 2ih).

T1

6.3. Nous appellerons monéme normal de H un produit zz*zi*7' --- z1' on
0<m<s,0=r <50 <1< k);par degré d’un tel monéme nous entendons
toujours son degré en tant qu’élément de H, c’est & dire (nDz, + - -+ + rDxi);
un mondme normal de H ® H sera un produit tensoriel ¢ ® b de deux mondmes
normaux a et b de H. Notre théoréme affirme essentiellement que les monémes
normaux de H forment avec 1’élément neutre une base d’espace vectoriel sur K,
de H; il est clair que tout élément de H est combinaison linéaire finie (& coeffi-
cients dans K,) de monémes normaux et de I’élément neutre; il suffit donc de
démontrer 'indépendance linéaire des mondémes normaux de degré ¢ (z = 1, 2,
-+-), ce que nous ferons par récurrence sur le degré; c’est trivial pour 7 = 1,
supposons le vrai pour ¢ < n; il s’ensuit tout d’abord:

Deux mondémes normaux de degrés <n ne sont égaux en tant qu’éléments de H
que s’ils sont formellement identiques. Les mondémes a @ b, ol a et b parcourent
les mondémes normaux de degrés <n sont linéairement indépendants dans
H ® H et ainsi deux combinaisons linéaires (sans répétition) de tels mondmes ne
sont égales en tant qu’éléments de H @ H que st elles sont formellement identiques
(& Pordre des termes pres)

Soit P(x, - -- , 1) une combinaison linéaire finie de mondémes normaux de
degré n, & coefficients non nuls, k étant le plus grand indice tel que z; figure
dans P; nous ordonnons les mondmes de P par ordre lexicographique décrois-

sant: zi'zii7! - - - 21! vient avant zj'zjii' --- xi' si4 > j ou pour ¢ = jsila
premidre différence (r; — tJ), - -+, (r — t) non nulle est positive. On peut écrire
(6.3) P, - ,1) = 2iQ@a, -+, 1) + Rk, -+, 71)

ol Q et R sont des sommes de mondémes normaux, z; n’intervenant (éventuelle-
ment) dans R qu’avec des exposants <r; nous notons donc r la plus grande
puissance de zx , qui jouera dans la démonstration un rdle particulier; notre but
est de tirer une contradiction de la supposition P = 0.

6.4. A montrer:Si P = 0, Q est une constante, r est une puissance de p pour
p # 0, est égal a 1 pour p = 0.
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En utilisant le No. 6.2, on voit que
f@Q) = i ® Q + D 0<icCi(zi ® 2,7)(1 ® Q) mod. I,

et que f(R) ne contient pas de terme zia ® zib avec 7 4+ j = r. Si maintenant
Q est de degré >0, alors z; et @ sont de degrés <n, on peut appliquer le No. 6.3;
pour que f(P) = 0, il faut que chaque mondme normal de z; ® Q se retrouve
identiquement dans f(P) — x; ® @ mais cela est impossible d’aprés ce que nous
venons de dire.

Ainsi rDz;, = n, @ est une constante non nulle, que ’on peut supposer étre
égale & 1. Si maintenant r > 1 et si de plus, pour p > 0, 7 n’est pas une puissance
de p, alors f(z:Q) = f(xk) contlent un terme Ci(zx @ zi %), (0 < ¢ < r), non nul
et le monéme normal z; ® z; e peut se retrouver dans f(P) — C: (zh @ 257,
done f(P) # 0. Cela montre: Pour p = 0,7 = 1, pour p # 0, r est une puissance

depou l;maissir = 1, P = 0 signifie zx = —R(zx—1, --- , Z1) ce qui est ab-
surde puisque le systéme (z;) est minimal, et démontre notre théoréme pour
p =0

ReMarQUE. Nous n’avons utilisé jusqu’a présent que la condition M 1; pour
p = 0, notre théordme et sa démonstration valent donc pour tout systéme
minimal; toujours dans le cas p = 0, le raisonnement précédent montre que si
Dz, est pair, x: est de hauteur infinie: En effet, si zi' # 0, f(zi) contient un
terme Ci(zx ® x'_'), (0 < 7 < s), non nul qui ne pourra se retrouver dans
flxt) — Ci(zi ® zi ") done f(xi) = 0 et zi = 0, d’olt pour p = 0, le fait que
tout systéme minimal est de type (M) et le complément.

6.5. Nous supposons dorénavant p # 0, P = z; + R(xx, ---, 21), r puis-
sance de p. A montrer: S¢ P = 0, fout monéme normal de R est puissance r-iéme
d’un mondéme en x,, -+, xxr_;, (éventuellement multiplié par une constante
en K, .

Admettons cela pour un instant. Le corps de base étant parfait, chacun de
ses éléments est puissance r-idme, donc R est une somme de puissances r-iémes
et est finalement lui-méme puissance r-iéme d’un polynéme en z;, - -- , Zi-1.;
ainsi il existe un polynéme Ry(z:i_;, -+, 21) tel que P = (zx + R:)"; mais
alors P = 0 signifie que z: a une hauteur strictement plus grande que z; -+
Ri(xx—y, - - -, 1), ce qui contredit la condition M 2 de la définition 6.1, et ter-
mine la démonstration du théoréme.

Soit p = 2 ou sinon Dz; pair; alors si s n’est pas une puissance de p et si

z37' # 0, f(z3) contiendra un terme Ci(z; ® x;"') (0 < ¢ < s), non nul qui ne
peut étre annulé par un monéme de f(z!) — Ci(z; ® zi %), donc z; % 0: la hau-
teur de z; est infinie ou une puissance de p, ce qui prouve le complément.

11 nous reste donc & établir I’assertion (6.5); nous procéderons par récurrence
sur l'ordre lexicographique décroissant des mondmes normaux; supposons avoir
démontré:

(6.5) P = (xx + S@ia1, -+, 7)) + 2iQ@jmr -+, 1) + T(zj, -, 7)

avec j < k, x; ne figurant (éventuellement) dans 7 qu’avec des exposants
¢t - N. B. On n’exclut pas le cas S = 0, c’est & dire ol ’on considére le premier
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mondme normal suivant zr , c’est du reste le seul o l'on peut avoir a priori
j=k.Ona:

far+8) =@ +8®14+1@ @+ S8S) +kar @b+ -+ + knam @ bn
(k; e K, ; a; , b; mondmes normaux en zx—; , - -+ , 21), donc
fl@w+8) =@+ 8 ®@1+1® (z+ 8)
+ ko] ® b £ -+ =% knam ® bn.

Admettons tout d’abord que dans la formule (6.5), @ soit de degré strictement
positif et soit a son premier mondéme normal; alors le raisonnement de 6.3 montre
que f(ziQ + T) contient z; ® a exactement une fois, précédé du coefficient de
a dans @; pour que f(P) = 0 il faut donc que ce monéme normal se retrouve
identiquement dans f((zx + 8)7), donc qu’il existe i tel que a; = z;, bi = a;
le monéme zja est donc puissance r-idme de a.b; multiplié éventuellement par
une racine r-iéme de (—1).

Soit maintenant @ = ¢ une constante; on a donc j < k, et naturellement
r £ t, vu tDz; = rDx, et Dx; < Dz . Ainsi, si ¢ est lui-méme puissance de p,
il est divisé par r et z; est puissance r-iéme (d’une puissance de z;); sinon, f(cz;)
contient un terme ¢C,(2z? ® z; %), (0 < ¢ < t), non nul, qui devra se retrouver
dans f((zx + 8)7); il y a donc un indice  tel que 2% = a%, z; * = b}, z; est de
nouveau puissance r-iéme (en fait aussi d’une puissance de z;, car on tire de
6.3 que a; et b; sont des puissances de z;), ce qui termine la démonstration.

6.6. Pour la définition suivante, H a les propriétés énumérées dans les trois
premiéres lignes de 6.1.

DEerFINITION 6.4. L’ensemble d’éléments homogénes de degrés positifs (x;),
(i=1,2, ---),de H est un systéme simple de générateurs si les mondmes x;,x;, - -
oy < 62 < - < i3 bk =1,2 .- ) forment avec D'élément neutre une base
d’espace vectoriel sur K, de H.

Prorosition 6.1. (a) Une algébre de Hopf de type fini sur un corps parfait de
caractéristique deux admet toujours un systéme stimple de générateurs.

(b) Soit H une algébre de Hopf de dimension finie sur un corps parfait de ca-
ractéristique p #= 2. Elle admet un systéme simple de générateurs si et seulement
st elle est une algébre extérieure engendrée par des éléments de degrés impairs. Cela
se produtt toujours quand p = 0.

(a) Si (z;) est un systéme de générateurs p-semi-libre on obtient un systéme
simple en ajoutant aux z; leurs puissances d’exposants 2, 4, --- , 2°, --- tant
qu’elles ne sont pas nulles.

(b) Pour p = 0 un systéme minimal de générateurs ne peut contenir un élé-
ment de degré pair, puisque la hauteur de ce dernier serait infinie, H est donc
une algebre extérieure (compte tenu du théoréme 6.1); pour p # 0, 2 il nous
suffit de montrer que si H a un systéme simple de générateurs, tout élément
d’un systéme de générateurs p-semi-libre est de degré impair; or soit n la dimen-
sion de H, si H a un systéme simple de générateurs, n est une puissance de deux,
si d’autre part (z,, ---, Tn) est un systéme de générateurs p-semi-libre et si
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si est la hauteur de z;, n = s; - - - 8., n est donc divisible par p si 'un des z; est
de degré pair (complément au Théoreme 6.1), d’ol notre assertion.

§7. Conséquences topologiques

On appelle variété de Hopf une variété X pour laquelle il existe une applica-
tion continue {: X X X — X telle que les transformations ¢ — {(a X z) et
z — {(x X b) de X dans elle-méme induisent des automorphismes de H(X, Z);
on dira que { est un produtt essentiel sur X.

ProrositioN 7.1. Soit X une variété de Hopf compacte connexe et K, un corps
quelconque de caractéristique p.

Alors H(X, K,) admet un systéme de générateurs p-semi-libre.

Si L, est le corps premier de K, , on a

(7.1) HX,K,) = HX, L, ® K, (produit tensoriel sur L,)
il suffit donc de prouver la proposition pour les coefficients L, . Or ici
(7.2) HX X X, L,) = HX, L,) ® H(X, L)

et ’homomorphisme ¢*: H(X, L,) — H(X X X, L,) transposé de { fait de
H(X, L,) une algébre de Hopf, comme on sait; on peut appliquer le théoréme
6.1 puisque L, est parfait et H(X, L,) évidemment de type fini.

REMARQUES. La Proposition 7.1 vaut naturellement pour des espaces plus
généraux munis d’un produit essentiel; en cohomologie d’Alexander-Spanier il
s’applique & tout espace X compact connexe, en effet, dans ce cas (7.2) est tou-
jours vrai (voir par ex. [23], No. 63) et le théoreme 6.1 est valable, tout au
moins si H(X, L,) est de type fini, mais cette hypothése n’est pas indispen-
sable dans cette démonstration. En cohomologie singuliére la proposition 7.2
s’applique & tout espace X connexe dont la cohomologie singuliere est de type
fini, car (7.2) est alors vrai d’aprés un résultat (non publié) de Eilenberg-Zilber,
mais cette hypotheése de finitude qui intervient déja & propos de (7.2) ne peut
probablement étre supprimée en général.

ProrosiTioN 7.2. St X est une variété de Hopf compacte connexe sans p-torsion
H(X, K,) est Ualgébre extérieure d’un espace vectoriel gradué par des degrés impazirs.

Pour p = 0, notre hypothése est toujours vérifiée et la proposition résulte
de la proposition 6.1.

Si X est sans p-torsion on a:

(7.3) H(X,K,) = HX, Z) ® K, (produit tensoriel sur Z)

et tout élément de degré impair de H(X. K,) est de carré nul (pour p # 2, c’est
évident, pour p = 2, c’est vrai dans H(X, Z), puisque le carré d’une classe en-
tidre est d’ordre deux, donc dans H(X, Z) ® K,). Il suffira donc de montrer
que les éléments d’un systéme de générateurs (z,,;) p-semi-libre sont de degrés
impairs.

Soit G’ le sous-espace des éléments décomposables de H'(X, K,), c’est 3 dire
le sous-espace engendré par les produits d’éléments de degrés strictement plus
petits que j; le nombre de générateurs de (z,,;) de degré ; est évidemment égal
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4 dim. H (X, K,) — dim. @3, ; d’autre part, si X est sans p-torsion on a dim.
H’(X, K,) = dim. H'(X, K,); il suffit donc, puisque le théoréme est vrai pour
p = 0, de montrer que dim. G§ = dim. G, . C’est évident pour j = 1, supposons
le vrai pour j < k; il y a alors correspondance biunivoque conservant le degré
entre les éléments de (x,,;) et de (z,,;) ayant des degrés <k (donc forcément
impairs) et aussi entre les mondémes xo,;, -+ - Zo,:, €t

Tpiy * o Tpy, (1 < 82 < -0 0 <4y)

produits d’éléments de degrés <k; ceux qui sont de degré k forment alors une
base de G§ , resp. G% ; ces deux espaces ont méme dimension.

ReMARQUES. (1) Il résulte évidemment de cette démonstration que si X est
sans p-torsion, tout systéme minimal de générateurs de H(X, K,) est p-semi-
libre.

(2) Signalons en passant qu’il y a au moins une réciproque partielle & la Prop.
7.2: 81 H(X, K,) est une algébre extérieure engendrée par des éléments de degrés
impairs et si H (X, Z) est sans p-torsion, alors X est sans p-torsion; la derniére
condition est en particulier vérifiée si le groupe fondamental de X n’a pas de
p-torsion. Nous omettons la démonstration de ce résultat dont nous n’aurons
pas besoin.

ProposiTioN 7.3. Si X est une variété de Hopf compacte connexe sans torsion,
H(X, Z) est Palgébre extérieure d’un groupe abélien libre ayant une base formée
d’éléments de degrés impazrs.

Soit G’ le sous-groupe des éléments décomposables de H’(X, Z); ce dernier
étant supposé libre, on peut y trouver une base %1, -, Ujri, Vi1, ", Vi
telle que m; ;. ; soit une base de G’ (m; ; entier non nul).

Soit Z, le corps des entiers mod p, Z, celui des rationnels H(X, Z) est contenu
dans H(X, Z), et il est clair que G’ engendre G§ , (donc r; = dim. G?), et que
les v, ; forment un sustéme minimal de générateurs de H(X, Z,); les v;,; sont donc
de degrés impairs, de carrés nuls et ont un produit non nul; il nous suffira de
montrer qu’ils forment un systéme de générateurs de H(X, Z), et pour cela
que & est facteur direct dans H'(X, Z), c’est & dire que

mj« = +1 (.7 =.172)"' ,Z= 1)27"'y7'1)'

On a déja r; = dim. G = dim. G°,, vu la démonstration de la Prop. 7.2;
d’autre part, si p > 1, H(X, Z,) = H(X, Z) ® Z, s’identifie au quotient de
H(X, Z) par le sous-groupe des éléments p-h(h ¢ H(X, Z)) et il est immédiat
que @, g’identifie alors au quotient de G’; il ne peut étre de dimension r; que
si aucun des m;, n’est divisible par p; cela valant pour tout premier p > 1, on a
bien mij; = +1.

CuaPITRE I11. COHOMOLOGIE DES VARIETES DE STIEFEL (THEORIE ELEMENTAIRE)
§8. Remarques sur ’algébre spectrale des espaces fibrés

Dans ce paragraphe nous considérons un espace fibré (E, B, F, p) pour lequel
nous supposons que E, B, F sont des polyedres finis et que les algébres H(Fs , Z)
forment un systéme simple sur B; ces hypothéses ne seront pas répétées.

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



144 ARMAND BOREL

8.1. Si h ¢ H(E, A) est de filtration p, c’est & dire si h ¢ J? h ¢ J**', on note
k son image dans J?/J?™ C G(H(E, A)) =

ProrosiTioN 8.1. (a) St (h:), (1 = 1, -+, m), est un systéme de générateurs
d’algébre (resp. de module) de G(H(E, A)), (h:) est un systéme de générateurs
d’algébre (resp. de module) de H(E, A).

(b) Si (k) est un systéme simple de générateurs de G(H(E, A)), (h:) est un sys-
téme stmple de générateurs de H(E, A).

(¢) Si G(H(E,A)) est une algébre extérieure engendrée par des éléments
by, -+, ko de degrés totaux zmpazrs H(E, A) est une algébre extérieure engendrée
par hl , o yhmquand A = K, , (p % 2), ou encore ouand A = Z et G(H(E, Z))
est sans torsion.

(a) Soit P la sous-algébre engendrée par 1’élément neutre et hy, - -+, hn ;
par hypothese, tout élément de J”'"? est égal, modulo J?™'" ™!, 4 un élément
de P; comme J"t"™' = 0, on en déduit par récurrence descendante sur p que
J?*"?c P,donc H*(E,A) = J*" C Pet H(E, A) C P.

Démonstration analogue pour le cas du systéme de générateurs de module.

(b) Désignons par ¢, - - - , ¢, les mondémes h;hiy -« by (s < 22 < - < %
k=1, ---,m);la démonstration de a) montre que tout h ¢ H(E, A) est combi-
naison linéaire de 1 et des g¢;; il reste & établir I'indépendance linéaire de
G, ", qs;s0it h = agj, + -+ + a.g;, une combinaison linéaire de certains
d’entre eux & coefficients non nuls (j; # ji si ¢ % k); on peut supposer que
gi,, ** , q; sont de filtration p et que ¢ ,.,, -+, ¢;, sont de filtrations >p;
alors k e J? et son image dans J?/J** est b = @@;, + -+ + adj,, elle est
différente de zéro, puisque A, , - - - , hn, est un systéme simple de générateurs de
G(H(E, A)), donc h = 0.

(¢) (h;) est un systéme simple de générateurs de H(E, A) d’apres (b); il suffit
de voir que hh; = 0. Pour 4 = K,, p # 2, c’est évident; si G(H(E, Z)) est
sans torsion, il en est de méme de H(E, Z), et h:h; qui ne peut qu’étre d’ordre
deux s'il est #0 est bien nul.

REMARQUE. Le fait que H(E, A) est une algébre de cohomologie n’a pas joué
de réle; nous avons simplement explicité quelques relations entre une algebre
filtrée et l’algébre graduée associée lorsque la filtration vérifie certaines condi-
tions de finitude.

8.2. Pour déterminer H, = H(B, H(F, Z)) on peut appliquer la regle de
Kiinneth ce qui donne ici:

= H(B,Z) ® H(F, Z) + Tor (H(B, Z), H(F, Z)) = HB X F, )

au point de vue additif bien entendu; le groupe Tor (H(B, Z), H(F, Z)) est le
quotient de H, par H(B, Z) ® H(F, Z), il est complétement déterminé par les
sous-groupes de torsion de H(B, Z) et H(F, Z) et en dépend bilinéairement
([23], Théoréme 63.1); ici, pour le calculer explicitement en fonction de ces
derniers, il suffit de savoir que Tor (Z, , Z,) = Z(.g , 00 (P, ¢) est le plus grand
commun diviseur de p et ¢ ([23], Prop. 18.1e).

8.3. Nous avons déja relevé au §1 que les propriétés de torsion d’une algebre
filtrée et de son algébre graduée associée peuvent étre fort différentes; nous
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donnerons ici un cas trés particulier o0 H(E, Z) et G(H(E, Z) sont additive-
ment isomorphes. Nous dirons que l’algébre spectrale de (E, B, F, p) calculée
pour les coefficients A est ’algébre spectrale sur A de (E, B, F, p).

ProprosiTioN 8.2. On suppose que H(B, Z) et H(F, Z) ne contiennent que des
éléments d’ordre infini ou deux, et que les algébres spectrales de (E, B, F, p) sur R
et sur Z, sont triviales.

Alors Ualgébre spectrale de (E, B, F, p) sur Z est triviale, H(E, Z) est additivement
isomorphe d H, = G(H(E, Z)). H,(r = 2),resp.H,, H(E, Z), est somme directe de
m, , resp. m,, , m groupes Z et de n,, resp. n_, n groupes cycliques d’ordres égaux a
des puissances de nombres premiers, m, et n. sont finis, il en est donc de méme
de m,, n,, m,, n,. En tenant compte des remarques du §1B, on voit que
m, = m, n, = n; d’autre part m et m, sont les dimensions de H(E, R) et de H.
calculé pour A = R done vu les hypotheses m; = m, ot my = m3 = --- =
m, = m car évidemment m,; < m, ; I'égalité m, = m,, signifie qu’un cocycle
de H, d’ordre infini n’est pas un cobord, donc que d.(H,) C Tors. H,, d’ou
Tors. H,y1 = k741 Tors. H,, Tors. H,,; est un quotient de Tors. H, .

Ici, vu nos hypotheses et le No. 8.2, Tors. H, est somme de 7, groupes Z; ;
Tors. H, et Tors. H_ sont donc aussi sommes de groupes Z; et de plusn < n, <

- ZEnp En <o £ ny; Tors. H(E, Z) est done somme directe de groupes
Z ., ol u; est une puissance de 2 (cf. §1B), ( = 1, - -+, n). D’aprés la formule
des coefficients universels, on a

H(E, Z,) = H(E, Z) ® Z, + Tor (H(E, Z), Z»)

la dimension de H(E, Z.) est donc m + 2n. Comme sur Z, on a H, =
H(B, Z,) ® H(F, Z,) = H(B X F, Z,), la dimension de H, est de méme
my + 2n,; ces deux dimensions sont égales puisque l’algébre spectrale de
(E, B, F, p) sur Z; est triviale (et que dim H(E, K,) = dim G(H(E, K,)) d’ou
n = n, = N4 = n, = ng;’égalité n,.1 = r, ne peut étre ici vraie que si Tors.
H,,, = Tor. H, donc si d, = 0, 'algebre spectrale sur Z est donc triviale.

Soit enfin u; = 2°; il correspond & Z., C H(E, Z) dans G(H(E, Z)) une
somme de s; groupes cycliques d’ordre 2 (vu le §1B et le fait que Tors. H,
n’a que des éléments d’ordre 2); pour que n, = n, il faut donc que s; =
1(¢ = 1, -+, n), d’ou lisomorphie additive de H(E, Z) et GH(E, Z)) =
H,=H(B X F,Z).

§9. Variétés de Stiefel complexes et quaternioniennes

NotaTtions. W, ,: variété des systémes ordonnés de ¢ vecteurs orthonormaux
de l’espace C" de n variables complexes.

X,.,: variété des systémes ordonnés de ¢ vecteurs orthonormaux de I’espace
K™ de n variables quaternioniennes.

U(n), resp. SU(n), groupe unitaire de C", resp. K”.

SU(n), groupe unitaire unimodulaire de C".

On sait que I’on a des inclusions canoniques U(n) D U(n — 1) D --- D U(1)
et que

(9'1) U(n)/U(n - Q) = Wn,q 3 Wn,l = S2n—1 ; Wn.n = U(n)
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(U(n), W..,, Un — q), p,) est un espace fibré principal de groupe U(n — g),
son quotient par U(n — ¢ — ) est un espace fibré (W, 1r , Wao, Wagir , Paratr);
il est clair que:

(9.2) Pa.g+r = Pg.g+1 © Pa+l.g+2 © *°° © Pogr—1,q4r ; Pgn = Pq -

On construit des fibrations analogues & partir des groupes SU(n) et Sp(n);
en particulier

(93) W,,=SU®R)/SU(n — ¢q); W, = SU(n)
94) X,, = Sp(n)/Sp(n — ¢); Xux = Spma;  Xaua = Sp(n).
ProposITION 9.1.° W, ._, et X, ._, sont sans torsion et
HW,no,Z) = H(Sza—1 X San—sz X -+ + X Seqy1, Z)
HXunng,Z) = H(Sin-1 X Sans X -+ X Si43,2Z) (0= g=n-—1).

La proposition est vraie pour W,: = S, ; supposons-la établie pour
W...n_q_1 €t considérons I’algebre spectrale sur Z de

(Wan—g) Wang1, Wopi1, Pag-1,n—0);

on a des coefficients ordinaires dans H, d’apres le §4ii), ou aussi, si 'on veut,
parce que la base est simplement connexe, donc

H, = H(Wn.n--q—-l ’ Z) ® H(S2q+l ’ Z)

les degrés fibres sont 0 et 2¢ + 1, donc seule ds,4» peut ne pas étre nulle; cepen-
dant elle est nulle sur les éléments de DF nul qui forment H W, n—g1, Z) ®
H'(Sy441, Z), et également sur HYM =~ H*(Sy41, Z) car Hygyo = H, n’a
pas d’élément de degré total 2¢ + 2, d’aprés ’hypothése de récurrence; dsgi2
étant une différentielle est alors nulle sur Hay\s = Hipye ® Hayyo , done sur Hagys
’algebre spectrale est triviale; on applique alors la Prop. 8.1c.

Démonstration analogue pour X, . -

REMARQUES. (1) Dans la Proposition 9.1 il s’agit bien entendu d’un iso-
morphisme d’algébres, c’est & dire respectant la structure additive et le cup-
produit, mais cet isomorphisme n’est en général pas valable pour les p-puissances
réduites de Steenrod (voir [6]).

(2) On déduit immédiatement de la Prop. 9.1 que l’algebre spectrale sur Z
de Warse, Wairy, Waris, Drrys) est triviale, donc que W,_. . est totalement
non homologue & zéro dans W, .., et que p;,., est biunivoque. Soient Ay, - -+ , fu
resp. his1, - - - , hi des générateursde H(W,,, Z) ® letdel @ HW._,., Z);
alors les éléments k, (h; représentant de h; dans H(W, ..., Z)) sont de carré
nul et H(W, ..., Z) est 'algébre extérieure engendrée par eux; elle s’identifie
donc au produit tensoriel de l'algebre extérieure de hy, - - -, he , qui est 'image
de p’..., par l'algebre extérieure de iy, ---, he qui est appliquée isomor-
phiquement sur H(W._., , Z) par ¢* (cf. §4c).

10 Cette proposition est due & C. Ehresmann [17].
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Il en résulte en particulier ceci: Si z; est un générateur de H**'(W, ._:, Z),
alors pr_i(1), pa_a(xs), - -+ , p¥ (1) forment avec un générateur de H'(U(n), Z)
un systéme de générateurs de H(U(n), Z).

§10. Variétés de Stiefel réelles

NoraTioNs. V, 4 : variété des systémes ordonnés de ¢ vecteurs orthonormaux
de R".

O(n), resp. SO(n), groupe orthogonal, resp. groupe orthogonal unimodulaire,
de R™.

Go.m, (resp. G5..), grassmannienne des m plans, (resp. des m plans orientés),
de R", passant par lorigine.

On a des inclusions canoniques O(n) D O(g), SO(n) D SO(g) qui conduisent
aux fibrations

(10.1) V. = SO(n)/SO(n — ¢q) = O(n)/O(n —¢) (1 =g = n).
On a
(10.2) Vn,l = Sn—l i Vn.n—l = Vn.n = SO(n)

et comme dans le cas unitaire, des fibrations (V,,q4r, Vi s Vooarr, Pa.atr). DeS
inclusions O(n) D O(g) X O(n — ¢) et SO(n) D SO(g) X SO(n — ¢) on déduit
les espaces fibrés principaux

(10.3) (Va.a, Gng, O(q), P); Vo, G(:hq , SO(q), p)

et que G5, est un recouvrement & deux feuillets de G,,. (pour ces fibrations,
voir par ex. [31] No. 7).
Nous admettrons la Proposition suivante, due & E. Stiefel ([32], Satz V):
ProrositioN 10.1. St n est pair, HV,2, Z) = H(S,-1 X Su—, Z). 8¢ n est
impair, les groupes de cohomologie entiére de V., sont

H=H"'=ZH " " =2Z; H=0 (i 0,n—1,2n — 3).
Par conséquent si n est impair:
(10.4) H(Va2, Ks) = H(Sn1 X Spz, Ko)
(10.5) H(Vas, K;) = H(Sps, K,) (p # 2).

ProrosiTion 10.2. Soit 71, (resp. §), le plus grand, (resp. le plus petit), entier
impair =n, (resp. =q).
Alors V., ., a pour les coeffictents K, (p #= 2) méme algébre de cohomologie que
le produit:
Seis X Sen7 X -+ X S?i,+1u

multiplié encore par S,_, st n est pair, par S, st q est pair.
Nous supposons tout d’abord ¢ impair; la proposition est vraie pour Vo, =

11 remplacé par un point si 7 = §.
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Szm1 et pour Vymyy 2 (Prop. 10.1); on passera de V, ;2 & V, ., en montrant
que ’algebre spectrale sur K, de la fibration (Va,.n—q, Van—g—2 ; Vat2.2 y Prg—2.n—q)
est triviale, & 1’aide d’un raisonnement s’appuyant sur (10.5) et & peu preés iden-
tique & la démonstration de la Prop. 9.1, que nous n’expliciterons pas.

Si ¢ est pair, on considére la fibration (Va.n—q, Vang1, Sq, Prog-1), n-g); la
proposition est vraie pour V, ., et d’autre part S, est totalement non homo-
logue & zéro relativement & K, , puisque ¢ est pair et p # 2 (voir par ex. [24],
Théoréme 12.1); P’algébre spectrale est done triviale (Prop. 4.1) d’ol, au point
de vue additif pour l'instant, I'isomorphie annoncée; mais si h e H(Va,n—q, Kp)
est tel que ¢*(h) soit un cocycle fondamental de S,, alors h-h = 0 car
H* (V.,, K,) = 0;il en résulte que H(V, ., , K,) est le produit tensoriel de
I’algdbre engendrée par 1 et h et de 'algdbre ph_oyno(H Va1, Kp)) =
H(Van_q1, Kp), ce qui établit la proposition au point de vue multiplicatif.

ProrosiTioN 10.3. H(Vanyg, Ki) admet un systéme simple de générateurs
hg, Rosr, -+ , hn_y de degrés respectifsq, ¢ + 1, -+, n — 1.2

Pour V, ., n quelconque, cf. (10.4), supposons la proposition vraie pour V, ,
(2 £ r = p — 1, n quelconque). Pour passer & V, , nous examinons tout d’abord
lalgebre spectrale de la fibration (V.,, Va1, Vac1,p-1, P1.p); comme V,; =
S.-1, les seuls degrés base sont 0 et n — 1 et d,—; est la seule différentielle pouvant
ne pas étre nulle; cependant, comme p = 3, elle est certainement nulle sur
HY™7? = Hy™® =~ H"®(V,_1,1, K») qui est différent de zéro par suite de
’hypotheése d’induction, donc Hy" = 0 et H* ?(V,,, K;) # 0. Considérons
maintenant P’algébre spectrale de la fibration (V. , Vap1, Vacpti,1, Po1.p);
comme V,_,11 = S,_, les seuls degrés-fibre sont 0 et n — p et seule d,.—,, peut
ne pas étre nulle. Dans H,_,,,, les seuls éléments de degré total n — p sont

o1 =1 ® H"*(S,._,, K,) et forment un espace de dimension 1; on sait
déja que H *(V,,,, K:) # 0, il faut donc que H, contienne des éléments
de degré total n — p; la seule possibilité est ici H%"™® = 0, ce qui entraine
dn—ps1 (HY230) = 0, et méme d,_p41 = O puisque H,_,,; est le produit tenso-
riel de la sous-algebre formée des éléments de degré fibre 0 par la sous-algébre
engendrée pas 1 et H5",%:; ainsi ’algébre spectrale est triviale, il suffit alors d’ap-
pliquer la Prop. 8.1b et ’hypothese d’induction.

REMARQUES. (1) On tire immédiatement de la Prop. 10.3 que I’algébre spectrale
sur Ko de (Va,g4r, Vigy Vaeair , Da.atr) €St triviale et, en utilisant la Prop. 8.1 et
le §4b, que I’on peut trouver un systéme simple de générateurs de H(V, o4. , Ks)
dont les derniers éléments forment un systéme simple de générateurs de
P’; atr (H(Vag, Ki)) = H(V.,, Ks).

Comme dans le cas unitaire, il en résulte ceci: Soit z; un générateur de
H'(Van—i, Ks) et p._; la projection de SO(n) sur V, ,._;; alors pr_a(z2), -« - »
p%(x._1) forment avec un générateur de H'(SO(n), K,) un systéme simple de
générateurs de H(SO(n), K,).

(2) L’isomorphisme additif de H(V,,¢+-, K2) et de H(V, ., K2) ® H(V,_y.» , Ka)

'2 Le polyndme de Poincaré mod 2 de V, , a été indiqué par C. Ehresmann [17]; pour ces
variétés voir aussi [16].
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ne s’étend pas en général au cup-produit comme le montrent les cup-produits
indiqués dans [2]. Signalons que pour les S¢" on trouve (pour un certain choix du
systéme simple de générateurs):

(10.6) Sqg'h; = (ﬁ)h.-ﬂ- G+jsn—1), 8gh;=0 (GE+j=n).

ProposiTiON 10.4. Les éléments non nuls de Tors. H(V,,n_q, Z) sont d’ordre
deux. St 7t (resp. q), est le plus grand, (resp. le plus petit), nombre impair =n
(resp. 2 q), Va,n—q @ au point de vue additif, méme cohomologie entiére que le produit

Via X Viea X - X Va+2.2u

multiplié encore par S._; si n est pair, par S, si q est pair.

Si ¢ est impair, les algebres spectrales sur R et sur K, de
(Vain—a s Vaneg—2 y Vos2.q, Prn—qg—2.n—q) SoNt triviales (cf. démonstration de la Prop.
10.2 et la remarque ci-dessus). De méme, si ¢ est pair, les algebres spectrales sur
Retsur Kyde (Von—g, Vain—g-1, Sq, Pn—g1,,—g) sont triviales. Notre proposition
résulte alors par récurrence des Prop. 8.2 et 10.1.

CuaPrITRE IV. LE THEOREME PRINCIPAL

Nous démontrons dans ce chapitre le théoréme qui nous permettra d’étudier
la transgression dans les espaces fibrés principaux; sa démonstration ne fait
intervenir que les propriétés formelles de 1’algébre spectrale des espaces fibrés,
aussi en donnons-nous ici un énoncé algébrique, renvoyant aux chapitres suivants
pour les applications topologiques.

La notion de relation introduite dans le §11 pourrait étre étudiée plus complete-
ment; nous n’avons pas cherché 3 faire un exposé systématique, mais unique-
ment & établir les résultats utiles pour la suite. Ils sont en partie & rapprocher
de théordmes obtenus par J. L. Koszul dans théorie de I’homologie des
S-modules [22].

La lecture du §17 est inutile pour la compréhension de la suite de ce travail.
11 figure néanmoins ici car la Prop. 17.1 a déja été utilisée dans [1] et sa dé-
monstration se rattache directement & celle du théoréme principal.

§11. La notion de relation

Dans tout ce chapitre, B désigne une algébre sur un corps K qui sauf mention
du contraire, est de caractéristique quelconque, graduée par les sous-espaces
B'(z = 0), anticommutative, munie d’un élément neutre 1 qui est base de B.

Sib;, ---, b, sont des éléments homogenes de B, les idéaux & gauche, & droite,
bilateres qu’ils engendrent coincident, on peut parler de 'idéal de b, , - - -, b,
que nous noterons (b, -+, b,).

DEerFINITION. Sotent by ,- - - , ba € B homogénes; une égalité

alb.-,+ e +a,,.b,-,,, =0

(1L1) . .
(i < 42 < ++ < im; Da; + Db, = k)

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



150 ARMAND BOREL

est une relation de degré k entre by , - - - , b, 8’1l existe au moins un indice j tel que
13
a’fﬁ(bil y T $bfj—1 7b1'j+1 y T ’b"m)‘
by, -+, b, sont sans relations jusqu’a k, (ou pour D = k), s’il n’existe aucune

relation (11.1) dans laquelle les termes a;b;; sont homogénes d’un méme degré <k.
Nous donnerons plus bas plusieurs énoncés différents de la condition

“by, -+, b, sont sans relations pour D = k”. Il peut paraitre plus naturel
d’appeler relation entre b, , - - - , b, une égalité

(11.2) ab + -+ ab, =0 (Da; + Db; = k)
pour laquelle il existe j tel que a; ¢ (b1, -+ , bj—1, bj31, - -, ba); cette définition
n’est pas équivalente & la précédente et donne moins de relations entre
by, ---, b,; dans ce nouveau sens, la condition “b,, ---, b, sans relations

pour D = k” serait plus faible que dans notre définition, et moins maniable ici.

P désignera un espace vectoriel sur K, de dimension finie gradué par des
sous-espaces P, (i > 0); sauf mention expresse du contraire on supposera
P = 0 si 7 est pair.

Soit encore / = B ® A P le produit tensoriel (gauche) sur K de B et de A P;
dans la suite, J jouera le role du terme H, d’une algtbre spectrale d’un espace
fibré, B et A P remplacant respectivement H(B, K) et H(F, K), aussi adopterons-
nous pour les degrés les notations du §4: 1’élément A = b* @ 2z,
(b € B?, 2" ¢ (AP)%), a les trois degrés DBh = p, DFh = q, Dh = p + g;
on peut encore graduer J par les sous-espaces B ® A’P, on dira que j est le
degré extérieur. Nous supposons dans le §11 J muni d’une différentielle d qui
augmente D de 1 et qui vérifie:

(11.3) dB®1)=0; dl1®P)=Q®1 (Q € B)

Q est donc un sous-espace gradué par des degrés pairs, il fait partie du centre
de B; la différentielle est aussi homogene en le degré extérieur, qu’elle diminue
de 1; H(J) admet ainsi deux graduations induites ’'une par D, ’autre par le
degré extérieur; si de plus tous les éléments de P ont un méme degré s — 1, la

différentielle est aussi homogene en DF, qu’elle diminue de s — 1, en DB
qu’elle augmente de s, ces deux graduations se transmettent aussi & H(J).
LEMME 11.1. On suppose que P a une base py, - - - , pn formée d’éléments ayant
le méme degré tmpair s — 1 et on munit J de la différentielle d définie par d(B @ 1) =
0,dl ®p) =¢®1, (Dg: =s,1=1,---,m). Alors
(a) Les éléments de DF nul de H(J) forment wune algébre isomorphe &
B/(qu T ,qm)-

(b) 8% les cocycles de DB < k — s et de degré extérieur 1 sont des cobords, il en
est de méme des cocycles ayant un DB < k — s et un degré extérieur =1.

(a) est clair; nous démontrerons (b) par récurrence sur m, il est évident pour
m = 1, nous le supposons vrai pour m — 1 = 1.

Soit B’ = B/(q1), P’ ’espace vectoriel de base p., -+, pm J' = B’ ® AP’

13S8i m = 1, cela signifie que a; =+ 0.
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onnote A’ 'image deh e BQ® A P’ dans B’® A P’ par ’homomorphisme canonique
fde B® AP’ sur J'; BQ® AP’ ¢’identifie & une sous-algébre de B ® A P, stable
pour d; on suppose B ® AP’ munie de la différentielle d induite par d et on
introduit dans J’ une différentielle d’ par

(11.4) d(B ®1) = 0; d1®p)=¢i®1 (GE=2 ---,m)

f est alors compatible avec les structures d’algebres différentielles bigraduées.
Nous divisons la démonstration du lemme en trois parties.

(i) Montrons que J’ vérifie aussi ’hypothése (b) du lemme; soit A’ = by @
p+ - + b @ P un cocycle de DB < k — s; cela signifie que b;q; 4+ - 4+
bugm = 0, il existe donc by € B tel que bigy + -+ + bugm = Oet

u=b1®P1+b2®P2+"'+bm®pm

est un cocycle de J, de DB < k — s, de degré extérieur 1, donc par hypothese
u = dv; écrivons:

v=(1Q p)l + hs (b, hs e B® AP’
d’ou
by @ P2+ -+ + bm @ Pm = (1 ® Dhy + dho
et
h = d'h;

ainsi J’ vérifie ’hypothése (b), notre lemme vaut dans J’ par hypothese de
récurrence.

(ii) Soit Ann ¢, 'annulateur de ¢; dans B; nous voulons prouver par récurrence
surnque Annggn B" =0pour0 =n =k — s

Supposons le vrai pour les degrés <n et soit b ¢ Ann ¢; n B” alors b ® p
est un cocycle de DB < k — s, de degré extérieur 1, par hypothése b ® p, =
dh, ol

h=008& ph + he
(hi,hse B® AP',DBhy = DBhy = n — s)
donc
b® pr= —(1 ® pdhs; (@1 ® 1)hy +dhe = 0
par conséquent d’hs = 0 et d’aprés (i) on a hs = d'hs , c’est & dire
hy = dhs + (1 ® 1)ha,
(hs, hs e B® AP, DBh; = DBhy = n — 2s)
mais alors

(@n @ Dhi + (g1 ® 1)dhy = 0
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et hy = —dhs puisque Ann ¢, = 0 pour DB < n et que DBhy = DBdhy = n — s
finalement

b®@p=—(1 @ p1)ddhy = 0et b =0
(iii) Nous pouvons maintenant établir (b) pour J; soit
h=00& p)h + he
(hi,hs e B® AP, DBhy = DBh, < k — 3)
un ,cocycle de DB £ k — s, de degré extérieur >0; alors d’h; = 0, donc hy =
d’h; ou encore
he = dhs + (@1 ® 1)ha,

(hs,hs e B® AP, DBh; = DBhy < k — 2s)

dh = 0 donne alors
0= (¢ ® Dy + dhy = (¢s @ 1)(lx + dha)

et d’apreés (ii):

hy + dhy =0

finalement
h=Q0 & p)(—dh) + dhs + (¢ ® Dhs = d(hs + (1 ® p)hy)  C.Q.F.D.

Afin d’abréger nous écrirons Ann ¢; dans B/(q1, - - -, q:_1) pour annulateur
dans B/(q1, - - , gi1) de 'image de ¢; dans cette algébre.

ProrosiTioN 11.1. On suppose que J = B @ AP vérifie les hypothéses du
lemme 11.1. Alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Les cocycles de degré extérieur 1 et de DB < k — s de J sont des cobords.

2) q1, -+, gm sont sans relations dans B jusqu’a k.

(3) Pour toute permutation 7, , -+, jm de 1,---  m, Ann gq;, dans
B/(q;,, "+, Gi;—,) N'a pas d’élément non nulde D <k — s (j =1, --- , m).®

(4) Ann q; dans B/(q1, -+, qii1) na pas d’élément non nul de D < k — s
G=1,--,m).

Il est immédiat que (2) et (3) sont équivalentes et que (3) implique (4); le
lemme 11.1 et les points (i), (ii) de sa démonstration permettent de montrer
aisément, par récurrence sur ¢, que (1) entraine (3); il reste donc & voir que (4)
implique (1); c’est évident si P est de dimension 1, supposons le vrai lorsque P
est de dimension m — 1, donc en particulier pour J’, en reprenant les notations
de la démonstration du lemme 11.1. Soit

h=b1®p1+bz®pz+'--+bm®pm
(DBh =t < k — s)

14 Pour ¢+ = 1, cela signifie que ’annulateur de ¢;, dans B n’a pas d’élément non nul de
degré =k — s.
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un cocycle; bs ® ps + - -+ + bm @ P est alors un cocycle de J,de DB < k — s,
donc un cobord, d’ott

b2®p2+ cte +bm®pm= dh1+(ql® 1)h2,
(h,hoe B® AP')
(—1)'(bege + **+ + bmgm) ® 1 = (¢ ® 1)dh,

mais h est un cocycle par hypothese, donc byge + - -+ + bmgm = —big1 et puisque
Ann ¢, est nul pour D < k — s, on voit que

(—1)t+1 (bl ® 1) = dhz

dodh = —(1 @ p1)dhs + dh1 + (1 ® 1)hy = d(hs + (1 @ P1)hs).

REMARQUES. (1) La condition (1) est trivialement remplie si k¥ < s; pour
k = s, elle signifie que g1 , - - - , gm sont linéairement indépendants. Sip; , - - - , pm
est une deuxieéme base de P, il est clair qu’elle vérifiera ou ne vérifiera pas la
condition (1) en méme temps que p1, - -+, Pm . Par conséquent si q1, -+, ¢m
sont sans relations pour D < k, (k = s), les éléments d’'une deuxidéme base
@1, -, gm de espace Q sous-tendu par ¢;, --- , ¢ sont aussi sans relations
pour D = k. Pour éviter d’introduire inutilement des bases, on dira alors que
Q est sans relations pour D = k. La condition (2), pour k£ = s, est donc équiva-
lente &: Q est isomorphe par d & P et est sans relations pour D < k.

(2) Disons que ¢1, ---, ¢m sont algébriquement indépendants jusqu’a k
quand la condition suivante est réalisée: Si P(2;, -+, Tm) est un élément non
nul de K[z, , - -+, zn] et si P(q:, - -+, gm) est, en tant qu’élément de B, somme
de mondémes homogenes d’'un méme degré =<k, alors P(q1, -+, gm) #= 0. Il
est clair que si ¢1, - - -, ¢m sont sans relations pour D =< £k, ils sont algébrique-
ment indépendants pour D < k, lorsque 1, ¢1, - -, ¢m engendrent B jusqu’a k.

(3) On a des résultats analogues aux précédents quand les p; ne sont pas tous
de méme degré; on suppose alors Dg; = Dp; + 1, (Dg: pair), on remplace la
condition (1) par: les cocycles de degré extérieur 1 et de D < k — 1 sont des
cobords; la conclusion (b) du lemme 11.1 devient: tout cocycle de degré extérieur
>0 de J dont le cobord a, formellement, un DB =< k, est lui-méme un cobord,
mais nous n’utiliserons pas cette extension.

§12. Propositions auxiliaires

Nous considérerons dans les §12 & 15 une algébre spectrale canonique (cf §1C),
(H,), (r = 2), dans laquelle H, = B @ A P, P étant gradué par des degrés im-
pairs; les sous-espaces H; '? sont:

Hzpaq = BP ® (AP)Q

la différentielle d, diminue ¢ de 1, augmente p de 2, en particulier do(B ® 1) = 0.
On pose B, = «}(B ® 1); si un sous-espace S de A P est formé de d,-cocycles
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pour r < j, «; applique 1 ® S isomorphiquement dans H; ; on désignera aussi
par 1 ® S ce sous-espace de H ;, lorsque cela ne prétera pas a confusion;
m sera le maximum du degré de P et on pose

Pi =P 4+ P4 ... 4 pm

Enfin, dans les formules, on désignera par =, resp. C, un isomorphisme sur,
resp. dans, que le contexte précisera.

DEFINITION. A (8, k) est Uensemble des deux affirmations suivantes:

(1) du’(1 ® Pi) = Opour 2 < r £ .

(2) Si4 < min (¢, k), Q° = du’(1 ® P*™) est isomorphe & P et Q° est sans
relations dans B; pour D < k.

Disons par analogie avec la quatridme définition de la transgression (§5),
que = € (A P)"est transgressif si d(1 ® z) = 0 pour r < 7. Si A(t, k) est vrai,
les éléments de D < ¢ de P sont transgressifs. Pour £ = 0, 1 la condition (2)
de la définition précédente est vide et en particulier si ¢ = m, A(¢, 0) signifie
exactement que les éléments homogenes de P sont transgressifs.

La proposition suivante jouera un roéle essentiel dans la démonstration du
théoréme que nous avons en vue.

ProrposrTioN 12.1. St A(t, k) est vrai dans (H,), on a pour 2 < r < min (¢, k)

1, HB, ® AP™)® APy C H,4, pour DB £ k

(2) Hypy = HB, ® AP™) ® APyx = B./(Q) ® AP} = B..u ® AP%
iDB <k — 1)

(3,) k241(B ® A P%) est un quotient de B,11 ® A Pk et lui est égal pour DB < k.

Nous poserons S, = B,® APYy'=B, ® AP '® A PY et le munissons d’une
différentielle 5, nulle sur B, ® A Pk, égale & d, sur P""". Les éléments de B ®
A Py sont des d;-cocycles pour ¢ < r T, = k(B ® AP% ") est bien défini; dans
le noyau de «; figure en particulier le noyau de < :B ® 1 — B,, « définit donc
par passage au quotient un homomorphisme f, de S, sur T’ et il est clair que
d,f, = f.»8, . Dans ces notations, nos affirmations s’écrivent:

1,) H(S,) € H,, pour DB < k
H..u = H(S,) = B,/(Q) ® APy = Sina

(2
pour DB =k —r

(3,) T,41 est un quotient de S,4 il lut est égal pour DB < k,
nous démontrerons également
(4,) Visomorphisme de (1,) et le premier isomorphisme de (2,) sont induits par f, ,
Pisomorphisme H,,; = 8,41 (DB < k — r), de (2,) et 'homomorphisme de
(3,) sont induits par f.y1 .
(1,) est évident (pour DB quelconque du reste), (2;) se déduit de la Prop. 11.1
et du lemme 11.1; les cobords contenus dans B ® A P& sont dy(B ® P'® APi=
(@) ® AP%, d’ou (35); (42) est clair.
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Supposons (1,-1), (2,-1), (8,-1), (4,_1) établis et » < min (¢, k) pair, car pour
r impair, P"™" = 0 et le passage 3 r est immédiat; f, qui est un homomorphisme
permis de S, sur T, € H, définit en tout cas un homomorphisme de H(S,) dans
H(H,) = H,, ; soit h un d,-cocycle de T, et DBh =< k, alors si h est un cobord
dans H,, c¢’est déja un cobord dans T, ; soit en effet h = d,u, (u € H,), on a
DBu = k — r et puisque f+(S,) = H, pour DB £ k — r vu 2,_; et (4,,) il existe
vedS, tel que u = f.(v), donc u ¢ T, et h = d,u e d,T, si de plus h = f.(h’), ol
h’ est un cocycle de S, , on a k' = & puisque f, est un homomorphisme permis
et qu’il est biunivoque pour D £ k d’apreés (3,_;) et (4,_;). Cela montre que

(12.1) d.(H,) n«}(B® APY) = f,((Q) ® APY) pour DB < k

(car le deuxiéme membre représente visiblement tous les §,-cobords contenus
dans B, ® A P%), et que f, applique H(S,) isomorphiquement dans H,,; pour
DB = k, c’est (1,) et la lere affirmation de (4,). Mais on sait de plus que f.(S,) =
H,pour DB £ k — r + 1 d’apres (2.) et (4,-,), f» applique donc H(S,) biuni-
voquement sur H,,; pour DB < k — r + 1; cela contient la premitre égalité de
(2,) et la deuxieme affirmation de (4,); la deuxiéme égalité de (2,) résulte alors
de la Prop. 11.1 et du lemme 11.1. L’égalité (12.1) montre notamment que
(@) = d.(H,) n B, pour DB < k, autrement dit que

(12.2) B,y = kv B, = B./(Q") pour DB < k
ce qui contient la troisieme égalité de (2,). Par définition:
kr41(B ® APL) = «1ak(B ® APL) = «inf(B, ® APY)

Q) ® AP% €és.(S,), 'homomorphisme f, ’envoie donc dans d,H,, c’est &
dire dans le noyau de «;,; , d’oll par passage au quotient un homomorphisme de
B,/(Q) ® APy sur T,y ; cest évidemment f,,; pour DB < k, vu (12.2), ainsi
fr41 induit bien 'isomorphisme H,,; = S,,; (DB £ k — r); de plus nous savons
que pour DB = k f, est un isomorphisme de S, sur T, , d’apres (3,_1) et (4,,),
et vu (12.1) qu’il envoie (Q) ® AP% sur le noyau de «}41: k:(B ® AP%) — T,y
il induit par conséquent un isomorphisme de B,/(Q") ® AP% sur T,,; pour
DB £ Ek, qui est bien, vu (12.2), 'isomorphisme de S,;; sur T,;; induit par
fr+1; cela démontre (3,) et la derniere affirmation de (4,).

REMARQUE. Supposons k = ¢, soit z,, --- , x, une base de P' + --- 4+ P'!
et y; ¢ B tel que

Kfi(:’/’ ®1) = d,,-KE‘-(l ® z:),
Z=1,:-+,m;r; = Dz; + 1)

et soit Q’ le sous-espace sous-tendu par les y; de degré j; il est clair que Q’ est
appliqué isomorphiquement sur Q’ par «; et que

B, = B/@ + - + @7
pour DB =k, r=3,4,---,t+ 1.

(12.3)
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De @’ sans relations dans B; pour D < k,j = 1, --- , ¢, on tire que Ann 7; dans
B/(y1, -+, yia) est nul pour D < k(z = 1, ---, s), donc que y1, -, Y,
sont sans relations pour D < £ dans B (Prop. 11.1)

LeMME 12.1. On suppose A (1, k) vrai et H,, triviale pour D < k. Soit h, € H, ,
hy, # 0,0 < D(h,) < k, DF(h,) <p — 1.

Alors il existe x € Hy , et un entier s = 2 tels que

deiz =0 (r < s);
dokox = k2hy # 0

et DF(h,) = 0 lorsque s < min (¢, k) ou encore st t = k.

d, diminue DF de r — 1, donc h, est un d,-cocycle pour tout r = p; H,, étant
triviale pour D = k, il doit exister z et s tels que

deiz =0 (r <s);
dekiz = kihy %= 0
(Dx = Dh, — 1, DBx = DBh, — s)

Si s < min (¢, k), on a puisque DB(z) £ k — s:«k:x ¢ B, ® APy (Prop. 12.1),
et DF(dxsz) < p — 1 < s — 1 donne DF(dwix) = DF(h,) = 0.8it = k et
DF(h,) #~ 0, alors s > min (¢, k) donc s > k et DB(h,) = DB(x) + s > k, ce
qui est absurde puisque D(h,) < k et termine la démonstration du lemme.
ProrosiTioN 12.2. On suppose A(t, 0) vrai et H, triviale pour D < t. Alors
(a) A(t, t 4+ 1) est vrai; P contient tous les éléments homogénes transgressifs de
A P ayant un degré <t.

(b) sotentz; , - - -,z unebasede P' + --- + P et y; e Bvérifiantsi(y; ® 1) =
dut(l1 ® z), (r = Dxi + 1); 41, -+, y1 engendrent B’(0 < j < t) et B =
Ky, -,y pour D =< t.

(a) Q' est isomorphe & P'( = 2, ---, t), car sinon P contiendrait un

élément non nul cocycle pour tout d. et aurait une image non nulle dans H,
alors que ce dernier est trivial pour D < ¢. Supposons A(¢, k) vrai et k < ¢, si
A(t, k + 1) est faux il existe 7, (2 < 7 < ¢), tel que Q° posséde une relation de
D = k + 1; mais pour DB = k, d’apres la Prop. 12.1 (1.):

H(B; ® APi—l)® AP;CHi+1
il doit alors exister (Prop. 11.1):
heH;, h # 0, Dh = DFh=7—10

k’

ce qui contredit le lemme 12.1 puisque ¢ = k, et montre que A(¢, & + 1) est
vrai, d’odt A(¢, ¢ + 1) par récurrence.

Soit z ¢ (AP)™, (¢ < ¢t + 1), transgressif; alors d’aprés la Prop. 12.1 2;0on a
(1 @ ) exi(l ® APy "), done z e P

(b) On sait déja que y1, - - - , y; sont sans relations pour D < ¢ 4 1 (remarque
a la Prop. 12.1); il suffit de montrer qu’ils engendrent B(0 < j £ t) et pour cela
que B’ ¢ (y1, - - -, ¥1) pour tout j vérifiant 0 < j < t;orsibeB b ¢ (g1, -+, ¥,
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alors kt41b # 0 et vu la trivialité de H_, b doit étre pour un s = ¢t + 1 le
d.,-cobord d’un élément z qui vérifie forcément Dz = j — 1, DFx = s — 1 > 0,
DBz = j — s < j — t, donc (Prop. 12.1 2,):

Kt T €eBi1 ® APs
et DFz qui est >0 doit &tre =¢, ce qui est impossible puisque Dz = j — 1 =

t — 1.

ProrositioN 12.3. On suppose A(m + 1, 0) vraz, m étant le maximum du
degré de P, et H, triviale jusqu’a n = m. Alors

(a) A(m 4+ 1, n + 1) est vraz, et P contient tous les éléments transgressifs de A P.

(b) Soit z,, - - - , x, une base de P, y; € B vérifiant k2(y: ® 1) = du’(1 @ ),
r=Dx;+1,7=1,---,01).0na B = K[, -+, yil pour D < n.

En effet, si A(m + 1, 0) est vrai, il en est de méme de A (¢, 0) pour tout ¢ >
m + 1, et en particulier de A (n, 0), on applique alors la Prop. 12.2.

REMARQUE. Nous avons toujours supposé P de dimension finie, seul cas
intéressant pour la suite, mais cette hypothése n’a en somme pas joué de role;
en fait, les énoncés et démonstrations des Prop. 12.1 et 12.2 subsistent sans
aucun changement si on suppose seulement que chaque sous-espace P’ est
de dimension finie; on voit méme qu’a quelques changements évidents de nota-
tions pres, les considérations des §11 et 12 valent pour des espaces P’ de di-
mensions quelconques.

§13. Le théoréme principal

Nous désignons toujours par m le maximum du degré de P.

TaeoreME 13.1. Soit (H,), (r = 2), une algébre spectrale canonique dans
laquelle H, = B ® A P; on suppose P gradué par des degrés impazrs et H , triviale
pour D = n, (n = 2m + 1)."® Alors

(a) AP est Ualgébre extérieure d’un sous-espace P’ avant une basexry, --- , 1;
formée d’éléments homogénes transgressifs; P’ contient tous les éléments trans-
gressifs de A P.

(b) S7 y; € B vérifie x,(y; ® 1) = dii(1 @ z;), r = Dz; + 1), ona B =
Ky, -+, yi]l pour D < n.

On peut remarquer que dans ce théoréme, le point essentiel est une question
d’unicité; étant donné P gradué par des degrés impairs, il est clair qu’il existe
au moins un B et une algebre spectrale commencant 8 H, = B ® AP et se
terminant par une algdbre triviale: il suffit de supposer P sous-tendu par des
éléments transgressifs z; et de définir B et I’algebre spectrale par la conclusion
(b) ci-dessus; le théoréme affirme que c’est la seule maniére d’y parvenir, & un
isomorphisme d’algebres spectrales pres.

Si P* = 0 pour ¢ < m, A(m + 1, 0) est évident, le théoréme se raméne 4 la
Proposition 12.3; nous supposons dorénavant que P a au moins deux degrés.

15 Pour la suite, il suffirait de supposer n arbitrairement grand; nous indiquons une
borne inférieure pour fixer les idées, ce n’est pas exactement celle qui figure dans [1], (voir
remarque & la fin du §17).
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Etant donné la Prop. 12.3 il suffit d’établir la validité de A(m + 1, 2m + 1),
ce que nous ferons par une double récurrence: Dans le §14, nous passerons
deA(t,2t+1)aA¢+ 1,2t + 1),dansle §15 de A(¢, 2t — 1)a A(¢, 2¢t + 1). 11
serait naturellement tentant, vu la Prop. 12.3, d’essayer de prouver directement
A(m + 1, 0)," par exemple par récurrence sur le premier indice seulement,
mais cela ne semble pas possible.

§14. Premiére partie de la démonstration

Faisons tout d’abord quelques remarques simples. Pour 0 < 7 = ¢, ¢ = n,
Bi,1 = 0, car vu les propriétés de degrés des différentielles d, , B:,, est appliqué
isomorphiquement dans H, qui est trivial pour D £ n. Si P’ est formé d’élé-
ments transgressifs, Q'"' = d,;uxt41(1 ® P') est isomorphe & P* car sinon P
aurait une image non nulle dans H, et de plus Bifi = Q'™; en effet Q' =
Bifindia(Hi) et 0 = Bif: = BiH/Q™.

Supposons A(t, 2t + 1) vrai; la Prop. 12.1 (2,) donne

(14.1) Hiyp = By ® APy pour DB =t + 1

done
denkin(l ® Py) € Biti ® APx

en particulier si ¢ est pair, Bifi = Q"' = 0, donc Py est formé de d;4;-cocycles
et A(t + 1, 2t + 1) est vrai; il nous suffit d’examiner le cas ¢ impair.

LeMME 14.1. Si A(t, 2t + 1) est vrai (t tmpair), Q'™ est sans relations pour
D =2t 4+ 2, (t £ m).

On sait par la Prop. 12.1 (3,) que

Siy1 = B ® AP'® AP C H,., pour DB = 2t + 1

si Q"' a une relation de DB <2t + 2, alors (Prop. 11.1), B.;; ® A P‘posséde
un cocycle h, (Dh £ 2t + 1, DFh = t, DBh < t 4+ 1), qui n’est pas contenu
dans dis1(Biyr ® A PY);je prétends que h n’est pas cobord dans H,y, ; en effet
sih = diy1u, alors DFu = 2¢t, DBu = 0, (donc DBh = t 4 1), et d’apres (14.1),
uel® APy, ouméme puisque P* = 0,u el ® A*P’,eth ediy1i(Bia ® AP)
ce qui n’est justement pas. Ainsi kifsh > 0, mais comme DBh < ¢ + 1, DFh = t,
cet élément est un d,-cocycle pour tout r = ¢ + 1, et n’est jamais un d,-cobord,
il a une image non nulle dans H_ , ce qui est absurde car Dh < 2t + 1 = n,
et démontre le lemme.

ProposiTION 14.1. Si A(t, 2t + 1) estvrai (t £ m), A(t + 1, 2t + 1) est vrai.’®

11 suffit de traiter le cas ¢ impair comme nous I’avons dit au début de ce para-

graphe. Soit
Tyy ooy Ty Thgr, °°° X1

(Dx; S tsii <k, Dz; > tsit > k)

16 Pour une base convenable de AP.
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une base de A P vérifiant A(¢, 2t 4+ 1); nous montrerons que ’on peut ajouter
3 z;(i > k) un élément, décomposable de maniére i obtenir une nouvelle base
homogene z;, -- - , xx, x,:+1, .., z; de AP vérifiant At + 1, 0); comme les
éléments de degrés =<t n’ont pas été modifiés cette nouvelle base vérifie alors
A(t + 1, 2t + 1) vu ’hypothése et le lemme 14.1.

Supposons notre choix fait pour k < 7 < j, soient V le sous-espace de base
xk+1 oo,z et i = dipkip(l ® z41). La base de A P formée de Tigr, ", %
et des z; d indices différents de k + 1, -- -, j vérifie A(¢, 2t 4+ 1), nous appli—
quons la Prop. 12.1 (2,) & cette base; on obtient Yi+1 € Biy ® APy, ou méme
Yis1€Bi1 ® AP'® AV car DFy;,; < Dz;,,, ce qui peut s’écrire:

Yin=a ®vu+ -+ a, ® v,
(a;eBH_l ® APt, V; € AV)

on peut supposer v, - - - , ¥, linéairement indépendants; y, v;, - - - , v, sont des
d¢y1-cocycles, donc on a d;a; = 0 = 1, --- | p); évidemment DBa; = ¢ 4 1,
donc si DFa; # 0, il existe ¢; e 1 @ AP’ tel que a; = diy1¢: (Lemme 14.1 et
Prop. 11.1); si DFa; = 0, alors

a;ie Bl = QM ® 1 = diucin(l ® P
et
a; = dipiCi (cel ® PY.
Finalement nous obtenons un élément décomposable
1@h=a®un+ - +¢ v, (he A(P' + V)
tel que
dei(1 @ (xj41 — h) =0 pour2 <r <t +1

on prendra Ty = Tjp — h.

La démonstration est naturellement la méme pour j + 1 = k 4 1, ce qui
permet de construire par récurrence la base annoncée, et démontre la Proposi-
tion 14.1.

Par des raisonnements analogues mais plus simples, on assure le départ de
la récurrence en montrant le:

LemME 14.2. A(2, 3) est vraz.

On prouve tout d’abord que Q’ est sans relations pour D < 4 par le raisonne-
ment du lemme 14.1. On en tire ensuite comme dans la Prop. 14.1 Dexistence.
d’une nouvelle base de AP vérifiant A(2, 0), donc aussi A(2, 3) ou méme ici
A2, 4).

§16. Deuxiéme partie de la démonstration

LemME 15.1. Supposons A(t, 2t — 1) vrai (t < m), et sott h, € H, , h, #= 0,
0 < D(hy) £2t,DF(h,) < p — 1
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Alors ou bien il existe s, (t = s = p), tel que 0 = «k hy, € (Q°) et DF(h,) = 0,
ou bien il existe s > ttel que 0 % kK3h = dyix(z € 1 @ Py), et D(h,) est pair.

k7 h, est un d,-cocycle pour tout r = p, H,, est triviale pour D £ 2t + 1, il
existe donc s = p, z € H, tels que

deiiz =0 (r < s);
dekix = Kk.hyp # 0,
(Dx £ 2t — 1, DBx £ 2t — s).

Supposons tout d’abord s < ¢ et appliquons la Prop. 12.1 (2,.;) pourk = 2t — 1;
DBx =2t —s =2t — 1 — (s — 1) donne

fo ¢eB, ® APS!

mais de DF(d«>z) = DF(h,) < p — 1 £ s — 1 on tire alors DF(d«iz) = 0,
DFx = s — let

Kz eB, ® P, Khy, = diix € (Q).
Si maintenant s > ¢{,ona DBx < 2t —{ — 1 = ¢ — 1; la Prop. 12.1 (2;) donne
Ktz e Biy @ A Pi
mais Biy; = 0 pour 0 < i < ¢ (cf début du §14), par conséquent z ¢ 1 ® A Py

ou méme z ¢ 1 ® Px car z ne peut étre décomposable puisque Dz < 2t — 1;
comme z est homogene non nul, Dz est forcément impair et D(h,) est pair.

LeEMME 15.2. St A(t, 2t — 1) est vraz, B est nul pour © tmpair <2t — 1.

Si cette affirmation est fausse soit j le plus petit indice impair <2t — 1 pour
lequel B’ 0 et soit k € B’, h = 0; h vérifie pour p = 2 les hypothéses du lemme
précédent; ici évidemment les degrés <j de (Q°) sont pairs; on devrait donc
étre dans la deuxieéme alternative, mais alors j est pair, ce qui est absurde.

ProposiTioN 15.2. St A(t, 2t — 1) est vrar (t < m), alors A(t, 2t + 1) est vraz.

Supposons A(¢, k) vrai, (2t — 1 < k < 2t + 1);si A, k + 1) est faux il
existe 7, (2 < ¢ £ 1), tel que Q' ait une relation de degré k + 1 et ¢ est forcé-
ment pair; la Prop. 12.1 (1;) donne

HB:® AP™) ® APy C Hi pour DB < k
et (Prop. 11.1), il existe
heH, h #= 0, Dh = k, DFh =1 — 1, DBh =k —17 +1

DBh=k —14+1=2t— 17+ 1= 2t— 1, donc DBhest pair (Lemme 15.2) et
Dh = DBh + i — 1 est éimpair; d’autre part h vérifie les hypotheéses du lemme 15.1
pour p = 7 4+ 1; comme DFh = ¢ — 1 est 0, on doit étre dans la deuxiéme
alternative, et Dh doit é&tre pair, en contradiction avec ce que nous avons vu
précédemment. Par conséquent A(f, k 4+ 1) est vrai.

Le lemme 14.2, les Prop. 14.1 et 15.1 permettent de prouver par récurrence
que A(m + 1, 2m + 1) est vrai et notre théoréme résulte alors comme nous
I’avons déja remarqué de la Prop. 12.3.
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§16. Un complément en caractéristique deux

Dans ce paragraphe, nous supposons K = K, de caractéristique deux. Si F
est une algeébre sur K, admettant un systéme simple de générateurs p;, - , p,
et si P est ’espace de base py, --- , p; on écrira F = AP; si P’ est un sous-
espace de P ayant une base ¢q;, --- , ¢, formée d’éléments pris parmi les p,,
on notera AP’ le sous-espace de F ayant une base formée de I’élément neutre
etdesmmoémes q;, -+ ¢i,(1 < - < w3k =1,---,8);si P est un deuxiéme
sous-espace du méme type que P’ et si P’ n P’ = 0, on a évidemment
AP + P”) = AP’ @ AP” (produit tensoriel de modules); AP’ n’est pas
forcément une sous-algebre.

En caractéristique 2, le lemme 11.1 vaut aussi naturellement pour s impair.
Plus généralement il reste valable si I’on remplace A P par AP, s étant de parité
quelconque. En effet, il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels évident de
B ® AP sur B ® A P; cet isomorphisme est compatible avec les quatre gradua-
tions et avec les différentielles, il s’ensuit que le lemme 11.1 vaut aussi pour
B ® AP. Cet isomorphisme n’est pas forcément compatible avec le produit,
mais néanmoins respecte le produit de monémes p,, - - - p;, et p;, - -+ pj, si les
1u sont tous différentes des jv(i; < -+ < 4 ;51 < - -+ < J,), par conséquent, la
démonstration méme du lemme 11.1 vaut pour B ® AP, une fois A remplacé
par A. Ces remarques montrent aussi que ’on peut appliquer le lemme 11.1 au
cas J = B ® AP, méme si AP n’est pas une algebre, mais est plongée dans
une algebre F 4 systdme simple de générateurs comme le sous-espace AP’
mentionné au début de ce paragraphe.

De cela résulte évidemment que la Prop. 11.1, les résultats du §12 et leurs
démonstrations subsistent si on substitue A & A. La Prop. 12.3 donne:

ProrosritioN 16.1 Soit (H,), (r = 2), une algébre spectrale canonique sur K, ,
dans laquelle H, = B @ F, ou F = AP est une algébre commutative admettant un
systéme stmple de générateurs x,, --- , x; dont les degrés sont >0, de parités
quelconques. On suppose H, triviale pour D < n, et les x; transgressifs.

Siy; e Buérifiexi(y; ® 1) = diic(1 @ z,), (r = Dx; + 1,7 = 1, --- 1), alors
Y1, ++ , Y sont sans relations pour D £ net B = Ksly1, -+ , yil pour D £ n;
P contient tous les éléments transgressifs de F.

Dans cette proposition, nous ne supposons pas z;-z; = 0 ni Dz; impair, mais
par contre nous admetions que x; est transgresif; c’est donc beaucoup plus un
analogue faible qu’une généralisation de théoréme 13.1 pour K = K, ; des
exemples montrent du reste que le théoréme 13.1 peut étre mis en défaut pour
K = K, si P a des degrés pairs.

§17. Un complément pour les caractéristiques différentes de deux

Comme nous ’avons dit au début de ce chapitre, le §17 est consacré & un
résultat utilisé dans [1] mais qui n’interviendra jamais dans la suite de ce travail.
Dans [1] il est question de fibrations dont les fibres ont la cohomologie d’un
produit de spheres; leur algébre de cohomologie admet donc un systéme simple
de générateurs de carrés nuls. Nous écrirons ¥ = MP si I’algeébre anticommuta-
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tive F admet un systéme simple de générateurs p,, --- , p: de carrés nuls, P
désignant I’espace sous-tendu par pi, --- , p: ; cette notation est un peu incor-
recte car une autre base homogene p{ , -, p1 de P ne constitue pas en général

un systéme simple de générateurs de carrés nuls, néanmoins nous ’utiliserons
pour abréger et parce qu’elle ne prétera pas & confusion dans la suite. Si P’ et
P"’ sont les espaces de bases py, -+ - , px €t Prs1, -+ , D1, MP’ et MP" sont des
sous-algébres et on a MP = MP’ ® MP" (produit tensoriel gauche). Bien en-
tendu, si P est gradué par des degrés impairs MP = A P.

Nous considérerons une algebre spectrale canonique (H,), (r
laquelle H, = B ® MP.

DEFINITION. On dit que A*(¢, k) est vrai dans (H,) st P' = 0 pour ¢ pair <t — 1
et st A(t, k) est vraz.

11 est clair que les résultats et démonstrations du §12 restent valables si on y
remplace A par A* et A par M; nous noterons Prop. 12.1* la proposition ainsi
obtenue & partir de la Prop. 12.1.

Soit, de nouveau m le maximum du degré de P.

ProrosiTiON 17.1 Soit (H,) une algébre spectrale canonique sur K, dans laquelle
H, = B @ MP.

Sip = 2, et si H,, est triviale pour D < n, (n = 2m + 1), alors P* = 0(i pair).

Nous employerons sans mention particuliére le fait bien connu suivant: Dans
une algebre différentielle canonique, anticommutative, sur un corps de caracté-
ristique #2, on a b.db = 0 quand b est de degré pair et de carré nul (en effet
2b.db = d(b.b) = 0).

Pour obtenir la Prop. 17.1 je ne vois pas d’autre procédé que la construction
de toute l’algébre spectrale, par une méthode analogue & celle qui a permis
d’établir le théoreme 13.1.

Si PP =0pouri < myonad =02=r=m), Hupn = Hy ;soit z ¢ P™,
z# 0,dnpr e B® 1, done z.dx = O si et seulement si dz = 0; pour m pair,
z est donc un dmyi-cocycle et admet une image non nulle dans H,, ce qui
contredit la trivialité de H, pour D < n et démontre la Proposition quand P a
un seul degré. Nous supposons dorénavant qu’il en a au moins deux, donc
n = 2m 4+ 1. Il nous suffira de montrer que A*(m + 1,2m + 1) est vrai, ce
que nous ferons en suivant d’aussi prés que possible la démonstration de
A(m + 1,2m + 1) donnée dans les §14 et 15.

1-ére partie: Passage de A*(t, 2t + 1) @ A*(t + 1, 2t + 1).

= 2), dans

Nous supposons que F = MP posséde une base
Ty, o Ty, Lagr, " " 5 Ty (Dzx; < tsit < s, Dx; = tsit > s).

formant un systéme simple de générateurs de carrés nuls et vérifiant A*(¢, 2¢t 4 1);
la Prop. 12.1* (2,) donne pour k = 2¢ + 1:

17.1) H.\y = Bipy ® MPY pour DB <t + 1

par conséquent y; = dykip(l ® x.), (i > ), est dans By @ MP? et comme
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DF(y;) < DF(x,), le produit y: k3+1(1 ® ;) est nul si et seulement si y; = O.
Il en résulte:

(17.2) 8¢ Dz; est pair (¢ > s), est automatiquement un d,1-cocycle.

En particulier si ¢ est pair, P' est isomorphiquement appliqué dans H_,
donc P* = 0. D’autre part

dt+1K2t+1(1 [ Pt) = Q‘H = B:ﬂ

vu la trivialité de H_ (cf début du §14), donc si ¢ est pair, y; = 0 pour tout
1 > s, et la base donnée vérifie déja A*(¢ + 1, 2¢ + 1). Pour ¢ impair, on établit
comme dans le §14:

(17.3) Q""" est sans relations pour D < 2t + 2.

La démonstration est & compléter sur un seul point: De u ¢ 1 ® MPx on
conclut a priori u e 1 @ A’P‘ou bien u ¢ 1 ® P*, mais la deuxieme alternative
est exclue d’aprés (17.2) car dejt = b 5 0; on retombe bien sur u e 1 ® A*P°.
Cela étant, on démontre par le raisonnement de la Prop. 14.1:

(17.4) En ajoutant aux éléments de degrés tmpairs >t de la base donnée des
éléments décomposables, on peut obtenir une nouvelle base vérifiant A*(t + 1, 0)

Il faut bien remarquer que dans cette construction par récurrence on passe
d’une base A la suivante en ne modifiant qu'un élément de degré impair; les
bases intermédiaires et la base finale sont donc toujours formées d’éléments de
carrés nuls constituant un systéme simple de générateurs.

On passera ensuite de A*(t + 1, 0) & A*(¢ + 1, 2t + 1) grice & (17.3) et &
A*(t, 2t + 1); enfin la validité de A*(2, 3) s’établit par des raisonnements
analogues.

2éme partie: Passage de A*(t, 2t — 1) @ A*(t, 2t + 1).

Ici nous aurons besoin d’un nouveau lemme. ‘

LEmMA 17.1. Si A*(t, 2t — 1) estvrai (t < m), P' = 0 pour ¢ pair < 2¢t.

Si P? # 0 pour j pair <2¢, alors par hypothese j = ¢ et il existe p ¢ 1 @ P,
p # 0, de carré nul, qui est un d,-cocycle pour r < ¢; par la trivialité de H,, ,
il doit se trouver g e Hz et s = ¢t + 1 tels que

dekrqg =0 (r < s);
(17.5) . . )
0 5 k,q = d.keD (Dg=3j+1=2t—1, DBq = s)
DFfg=j+1—8<2t—1—8=<2t—1—t—1=1t— 2donc
geB® AP + --- + P et ¢-p # 0.

Comme p-p = 0, on a «2(q-p) = «kig-k;p = 0 et il doit exister y e Hy et &' < s
tels que
diry =0 (r <¢);
dokiy =xi(g-p) #0 (DBy=DBq—¢s =s—¢)
nous démontrerons plus bas que s’ = ¢ + 1; admettons-le provisoirement dans
cecas, DBy < DBqg —t — 1 <2t —1—1t— 1=t — 2et daprés la Prop.
12.1%2,
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K3+1y € Bt+l ® hIPfk

mais Bi,; = 0 pour ¢ < ¢ (trivialité de H_), donc DBy = 0, et s = s’ ce qui est
absurde et démontre le lemme.
Nous avons encore 3 prouver que s = t + 1; c’est évident si DFg = 0 car

alors k341q € Biy1 et comme 3419 # 0 d’apres (17.5) on a
k141(¢'p) €kt41(B ® Px) = Bipa ® Py (pour DB < 2t — 1)

est aussi #0; supposons donc que DFg = ¢ — 1 # 0; alors DBg =
2t — 1 — (4 — 1) et d’apres la Prop. 12.1* (2;,):

kiq e B; ® MP;™ donckiq e B; ® P!
et k%1q qui est 5 0, est un élément non nul de H(B; ® AP
1. Comme

), de degré extérieur

H(B: ® AP™") ® MPi Cc H;;;, pour DB <2t — 1

(Prop. 12.1* 1,), on voit que ki41(g-p) # 0 et que k341q ¢ Biya ® MP;.
Admettons maintenant avoir démontré que

(17.6) k2(q-p) ¢x:(B @ MPy pour 7 + 1 = r < min (¢, ¢).
Sidiy = Opourk < r < ¢, alorss’ 2 r,DBy =2t — 1 —ret
'y e B, @ MPY";  d.ly ¢ B, ® MPy '

d.«ly ne peut donc étre égal 3 k2(g-p) vu (17.6), c’est donc un d,-cocycle d’aprés
la définition méme de y, donc s’ > r et par récurrence s’ = ¢ + 1, ce que nous
nous proposions de démontrer.

Pour terminer, il reste & démontrer (17.6), nous procédons par récurrence sur
r; supposons (17.6) vrai pour r = uw — 1, (¢ + 1 < u = min (¢, ¢t)), s’il est faux
pour u, cela signifie qu'il existe z ¢ B ® MPx™" tel que

0 # xz.,(q-p) =K%z

de plus DBz = DBq < 2t — 1, la prop. 12.1* (1,) et le fait que k%41q est de degré
extérieur 1 dans H(B; ® A P™") donnent

K217 € Biyn ® MPj et ki # «ia(g-p)
par conséquent on peut trouver z ¢ H, et un degré v, ( + 1 < v < w), tels que
delz = 0(r < v); dotlz + iz = Kk3(q-D); doksz % 0
mais DB(z) = DBq — v < 2t — 1 — v et d’aprés la Prop. 12.1* 2, ; et 3,_; :
k2, doksz e (B ® MP% ™)

comme on a déja Kz exe(B @ MPy ") C xs(B ® MP% ™), (v < u), on obtient
alors

k2(q-p) exi(B @ MPY"
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pour v < wu, contrairement i I’hypothése de minimum faite sur v. (17.6) est
donc démontré.

Le lemme 17.1 étant obtenu, les énoncés et démonstrations des lemmes 15.1,
15.2 et de la prop. 15.1 subsistent si on y remplace A par A* et A par M; la
seule différence est qu’a la fin de la démonstration du lemme 15.2, pour parvenir
& Dz impair & partir de z ¢ 1 < Py , il faut utiliser le lemme 17.1 et Dz < 2¢t — 1
au lieu d’invoquer directement ’hypothése P* = 0 pour 7 pair.

REMARQUE. Soit M = dim P' + 2-dim P* + --- + m dim P™; dans [1],
nous avons énoncé le Théoréme 13.1 et la Proposition 17.1 pour n = M, borne
qui peut dans certains cas particuliers étre inférieure & 2m + 1. Sans chercher
4 voir si nos démonstrations s’étendent & ce cas, ce qui est sans intérét pour
la suite, nous montrerons ici comment les compléter pour obtenir le Théoréme
2 de [1] quand n < M.

Nous supposons donc que (H,) est 'algébre spectrale sur K d’une fibration
d’une sphére (homologique) dont nous notons ici la dimension par n + 1; on
montre tout d’abord comme dans [1] que B* = 0sik > n + 1 — M. Ad-
mettons qu’il y ait au moins deux sphéres en fibres, donc que M = m + 1,
et que n < 2m + 1;soit ¢ tel que 2t + 3 > n = 2t + 1. Alors B* = 0 pour
k>2t+3—t —2=1¢t+ 1, donc Hyys = Hy, = GH(Sp11, K)) =
H(Snt1, K). D’autre part, A(¢t + 1,2t + 1) et A*(¢ + 1, 2t + 1), dont les
démonstrations ne font intervenir que la trivialité de H, jusqu’a 2t + 1, res-
tent valables et en particulier (Prop. 12.1 2.44):

Huys = Bye @ AP (DB £ )

ce qui est en contradiction avec 1’égalité H,» = H(S.,1, K) et démontre le
théoréme 2 de [1] dans le cas particulier n < 2m + 1, le seul qu'’il restait &
considérer.

CHAPITRE V. LA TRANSGRESSION DANS LES Espaces FIBrREs PRrINCIPAUX

§18. Espaces universels et espaces classifiants

J’adopterai ici des définitions homologiques pour les notions d’espaces uni-
versels et de sous-algtbres caractéristiques, qui m’ont été suggérées par J. P.
Serre; le point de vue homotopique ([9], [31]) sera rappelé plus bas. Ces défi-
nitions peuvent étre utilisées grice & la proposition suivante, qui n’est qu’un
cas particulier du théoréme de Vietoris-Begle sur les applications propres:"

ProrosiTioN 18.1. Soit (E, B, F, p) un espace fibré conneze localement compact,
a fibres compactes connexes.

17 Pour les espaces compacts, cf. E. G. Begle, Ann. of Math. 51 (1950), 534-543; pour les
espaces localements compacts en cohomologie d’Alexander-Spanier: & supports compacts,
A. Borel, Jour. Math. pur. appl. IXs. 29 (1950), 313-322, Théoréme 5. a, ou [5] Exp. VII
Théoréme 3, & supports fermés quelconques [10] Exp. XXI, Prop. 5. Pour les espaces fibrés
(au sens de Serre), 4 base et fibre connexes par arcs, en cohomologio singuliére, voir [29],
p. 470; si E est localement connexe, la Prop. 18.1 elle-méme résulte trivialement du §4a, b
(en cohomologie d’Alexander-Spanier & supports compacts).
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Si H'(F, M) = 0 pour 0 < i < n, p* est un isomorphisme de H'(B, M) sur
HYE, M) pour 0 < i < n.

DeriniTION 18.1. On appelle espace universel pour le groupe de Lie compact G
el pour la dimension n un espace fibré principal, que nous noterons E(n, G), de
fibre G, compact connezxe et localement connexe dont la cohomologie (d’Alexander-
Spanier a coefficients quelconques) est triviale jusqu’a n.

La base B(n, G) d’un tel espace est dite espace classifiant pour G et pour la
dimension n.

Nous désignerons aussi quelquefois ces espaces par E ¢ et B¢ lorsque 7, simple-
ment supposé assez grand, ne joue pas de rdle particulier. Rappelons que des
espaces universels existent pour tout G et pour tout n; en effet, si U est un
sous-groupe fermé de G, E(n, G) est évidemment universel pour U et pour n;
comme tout groupe admet une représentation linéaire fidéle dans un groupe
SO(k), il suffit d’établir cette existence pour ces derniers, on prend alors les
variétés de Stiefel (cf. Prop. 10.1 et 10.4).

ExempLES. On peut prendre pour E(n, O(k)) et E(n, SO(k)) la variété de
Stiefel V,yrr1.B(n, O(k)) et B(n, SO(k)) sont alors les grassmanniennes des
k-plans (resp. des k-plans orientés) de R"*** passant par lorigine.

De manigre analogue on peut prendre pour E(2n, U(k)) et E(4n, Sp(k)) les
variétés de Stiefel W,,i: et X, ; les espaces classifiants sont alors les
grassmanniennes des k-plans de €™ et K™ passant par l’origine.

Nous dirons que deux algebres graduées H et H’ sont isomorphes jusqu'd
n (ou pour D £ n), 8'il existe un isomorphisme de H' sur H'” ( £ n) compatible
avec le produit d’éléments homogeénes dont la somme des degrés est <n.

ProrosiTioN 18.2. Les algébres de cohomologie de deux espaces classifiants pour
G et pour des dimensions Zn sont canoniquement isomorphes jusqu’d n.

Désignons par E,, E, deux espaces universels pour G et pour des dimensions
=n, par B; et B, leurs bases et formons le diagramme commutatif:

72
E, ‘—f— E, X E, __7',_) E,
|

(18.1) P2 P [ »

{
B, <1 (Ei, Ede —f—> B,

On envisage bien entendu E, X E, comme espace fibré principal de groupe G
en y faisant opérer G par: (e; X e)g = e1-g X eq2-g et p est la projection de
E, X E, sur sa base; f; et f; désignent les projections e; X e;—eiet e X e; — e,
ce sont des homomorphismes d’espaces fibrés principaux, f; et f; sont les appli-
cations obtenues par passage au quotient; il est clair que fi, (resp. f2), fait de

= (E1, E:)¢ un espace fibré (X, By, E,, f1), (resp. (X, B:, Ei, f)). D’apreés
le théoréme de Vietoris, fF est un isomorphisme de H'(B;, M) sur H'(X, M),
(j =1,2;0 £ 4 < n), dod un isomorphisme pour D < n flo= fi luf2 de
H(B:, M) sur H(B,, M).

Cet isomorphisme est canonique dans le sens suivant: Si E; est un troisidme
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espace universel pour une dimension =n et B; sa base, alors s = fia . f2s;
pour le voir on passe par l'intermédiaire de E, X E, X E;, dont le quotient
par la relation d’équivalence e; X e; X €3 R e1-g X e2-g X e3-g sera noté Y.
Le diagramme

E; <—g'— E, X E; X E; ——gJ—> E;

(18.2) l |
I
B,; PR A Y —J) Bj

ol §; et §; sont des projections donne de nouveau un isomorphisme gy =
gt 1. gt de H(B;, M) sur H(B;, M) et il est clair que gis = g1 o g2s . On peut
former en outre le diagramme

B Jdl B x B B XEXE L E

(18.3) } ll l l
! !
B L1 () E)e S % 9, B

ks est la projection et toujours par Vietoris on voit que hi est un isomorphisme
sur pour 1 £ n.Onag, = fao hy, g1 = f1 o hgd’olt

* -1 * -1 -1 * * £—1 *
912=gr og2=ff ohi ohiof: =fi ofs = fa

de méme on voit que g% =[5, dou fis = flz o fos .

La Prop. 18.2 légitime la définition suivante:

DEFINITION 18.2. H(Bg, M) est l'algébre graduée qui pour tout n est isomorphe
jusquw’a n & H(B(n, G), M), ot B(n, G) est un espace classifiant pour G et pour la
dimension n quelconque.

Cette algtbre jouera en somme le réle d’une algtbre de cohomologie d’un
espace classifiant pour G et pour teute dimension, bien qu’un tel espace ne
puisse étre compact (On verra en effet dans le §19 que H(Bq, R) contient des
éléments non nilpotents).

H(Bg, M) est complétement déterminé par G, il se pose le probléme d’établir
des relations entre H(G, M) et H(Bq , M); dans le §19 nous indiquerons quelques
cas ol la connaissance de H(G, M) permet de donner H(Bg, M) explicitement.

Soit (E, B, G, p) un espace fibré principal connexe, localement compact; nous
formons le diagramme™

E d En® xE -1 Em®

(18.4) lp P’
g y f

B < (E(n, @), E)¢ —— B, G

18 C’est ce diagramme qui m’a été indiqué par J. P. Serre et qui a permis ici ’adoption
d’un point de vue purement homologique.
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g et f sont les projections, g fait de X = (E(n, G), E)¢ un espace fibré
(X, B, E(n, @), g), donc g* est un isomorphisme sur pour D =< n, d’olt un homo-
morphisme g*~'f*: H(B(n, @), M) — H(B, M) pour D < n; cet homomorphisme
est indépendant de l’espace universel dans le sens suivant: Si E’(n, G) est un
deuxiéme espace universel et si A*: H(B'(n, G), M) — H(B(n, G), M) est I'iso-
morphisme (jusqu’a n) de la Prop. 18.2, alors g*_l o f* o h* est ’homomorphisme
H(B'(n, @), M) — H(B, M) que définit le diagramme (18.4) si on y remplace
E(n, @) par E'(n, G). On le voit en utilisant ’espace E(n, G) X E'(n, G) X E
par un raisonnement tout & fait analogue & celui qui termine la démonstration
de la Prop. 18.2 et que nous ne reproduirons pas; cela permet de poser la:

DerintTioN 18.3. Soit (E, B, G, p) un espace fibré principal connexe localement
compact, de groupe de Lie compact G. On appelle homomorphisme caractéristique
de cette fibration (relativement aux coefficients M) Uhomomorphisme o*:H(B g, M) —
H(B, M) qui pour tout n coincide jusqu’a n avec ’homomorphisme H(B(n, G), M) —
H(B, M) déduit du diagramme (18.4). L’image de o* est la sous-algébre
caractéristique de la fibration.

REMARQUE. Dans la suite nous utiliserons cette notion presque uniquement
pour des espaces compacts. Si £ n’est pas compact, il faut se placer en coho-
mologie d’Alexander-Spanier & supports fermés quelconques (donc utiliser
ci-dessus le théoréme de Vietoris-Begle généralisé de [10], Exp. XXTI).

ProposiTioN 18.3. Soit h:(E, B, G, p) — (E’, B’, G, p’) un homomorphisme
d’espaces fibrés principaux, o* et o’'* les homomorphismes caractéristiques de ces
fibrations.

Alors o* = h* o o'*

A D’aide de h on établit un homomorphisme évident du diagramme (18.4)
dans le diagramme correspondant formé pour E’; en considérant les deux lignes
inférieures, on obtient un diagramme commutatif:

1/ (E(n,G), E)e 9, B

B(n,G) h lh

N ! .o
N\ (B, @), ) . B’

d’ou I'on déduit que
o = g*-l of* = g*—l oh*of* = h*o (g'*)—l o f'* = h* o o'*.

Une conséquence souvent utile est le:

CoroLLaIRE. Soit (E, B, G, p) un espace fibré principal connexe localement
compact, U un sous-groupe fermé de G.

Si Phomomorphisme caractéristique o'* de (G, G/U, U, q) relativement a M
est sur, G/U est totalement non homologue a zéro relativement & M dans
(E/U, B,G/U, g).

On peut développer des considérations analogues pour les espaces fibrés a
groupe structural de Lie compact G donné (comme groupe d’homéomorphismes
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de la fibre); un tel espace est de la forme (E, F)¢ ou E est principal de fibre G
(19] Exp. VI, [31], Nos. 8.7, 8.12). Les espaces universels seront alors par défini-
tion les espaces (E(n, @), F)¢. Si E, et E; sont deux espaces universels pour G et
pour n, on formera le diagramme commutatif suivant, ot f; et f sont les pro-
jections canoniques:

E2><F<—f—E1><Ez><F J E\ X F
| | |

l l 7
(18-5) (E27F)G (l-—— (El X 12, F)G "il—) (EI’F)G

P2 iy 4

! !
B L (m o E)e L. B

Il est immédiat que f; et f; sont les mémes applications que dans (18 1); par
Vietoris on montre que (18.5) définit un isomorphisme f* 12 = ff o f3 de
H((Ey, F)¢, M) sur H((E,, F)g, M) pour D < n tel que py o fi5 = fis o p3;
comme £, cet isomorphisme est canonique et permet d’introduire une algébre
H((Eg, F)e, M), qui pour tout n est isomorphe jusqu’an a H((E(n, @), F)e, M),
et un homomorphisme

ps:H(Be, M) = H((Eq, F)q, M)
qui pour tout n, coincide avec I’homomorphisme
p*:H(B(n, G), M) — H((E(n, G), F)¢, M) (pour D < n).

Simaintenant ((E, F)¢, B, F, p) est un espace fibré connexe localement compact
on formera un diagramme analogue & (18.5), od Ey, By, ;, f1, . fl sont
remplacés par E, B, p, §, §, g; il donne un homomorphlsme canomque g o f3:
H((F2; F)e, M) —> H((E, F)o, M) pour D < ntelque p* o g* ' o f = §* o

f% o py ; finalement on obtient un diagramme commutatif

H((Eg,F)g, M) Al H((E,F)e¢, M)

1
(18.6) p;i p
H(Bg, M) AN H(B, M)

ot ¢* est ’homomorphisme caractéristique de la définition 18.3.

ReEMARQUE. En s’appuyant sur les résultats de Serre [29] on peut aussi dans
tout ce qui précéde se placer en cohomologie singulidre; un espace universel
pour G et pour n est alors un espace fibré principal connexe par arcs & coho-
mologie singuliére triviale pour D < n. (On peut donc aussi prendre les variétés
de Stiefel), mais un tel espace ne doit pas étre forcément supposé compact. A
I'aide du théordme de [29] cité dans” on démontre comme ci-dessus la Prop.
18.2 et on introduit une sous-algébre caractéristique pour des espaces fibrés

E 3
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principaux connexes par arcs quelconques, et un couple de sous-alggbres caracté-
ristiques comme dans (18.6) pour les espaces (E, F)q. Aucune hypothese de
compacité locale n’est a faire.

Le point de vue homotopique. On appelle espace universel pour G et pour n un
espace E(n, @) fibré principal de fibre G, connexe par arcs et dont les groupes
d’homotopie 7;(E(n, G)) sont nuls pour ¢ < n, (cf [9], Exp. VIII, [31] No. 19),
on peut donc encore prendre les variétés de Stiefel. Le nom d’espace classifiant
donné & la base B(n, G) d’un espace universel est justifié par le théordme de
classification suivant (voir [31], No. 19, si B est un polyedre fini, [9] Exp. VIII
sous les hypothéses formulées ici, mais on exige alors que E(n, @) soit un polyédre
fini):

Soit B un espace localement compact, paracompact, de dimension finie, G un
groupe de Lie compact. Alors les structures d’espaces fibrés principaux (E, B, G, p)
de base B sont en correspondance biunivogue avec les classes d’applications continues
de B dans B(n, @), (n = dim. B), et la structure qui correspond & f:B — B(n, @)
est Uimage réciproque de E(n, @) pour cette application.

h*:H(B(n, G), M) — H(B, M), (cohomologie singuliere ou d’Alexander-
Spanier & supports quelconques) est ’homomorphisme caractéristique de la
fibration, son image est la sous-algdbre caractéristique; nous voulons montrer
que 'on retrouve ainsi ’homomorphisme et la sous-algébre caractéristiques au
sens de la définition 18.3, pour autant bien entendu que ’on prenne des espaces
universels dans les sens homologiques et homotopiques (variétés de Stiefel).

Prorosition 18.4. Soit h:E — E(n, G) un homomorphisme d’espaces fibrés
principaux, h:B — B(n, G) Uapplication correspondante. Alors h* coincide
Jusqu’a n avec ’homomorphisme o* de la définition 18.3.

Soit {:E — E X E(n, G) ’homomorphisme défini par {(e) = (e, h(e)), {:B—
(E, E(n, G))¢ l'application correspondante; on a en reprenant les notations du
diagramme 18.4:

h=fog; go§'=1:d.

done
R* = {*of* = g¥ o f* = o* c.q.f.d.

Rappelons que ’on déduit du théorgme de classification un résultat semblable
pour les espaces (E, F)¢ & fibre F et groupe structural G donné: Ceux qui ont B
comme base sont en correspondance biunivoque avec les classes d’applications
de B dans B(n, G), espace correspondant & une telle application étant 'image
réciproque de ((E(n, G), F)e par cette application ([9], Exp. VIII). A
((E,F)q, B, F, p) correspond alors un couple d’homomorphismes caractéristiques
et on montre aussi, comme précédemment, que c’est le couple o*, 6* de (18.6).

§19. La cohomologie des espaces classifiants et la transgression

DeriniTiON. Soit G de Lie compact connexe; x € H(G, M) est universellement
transgressif (relativement @ M) s'il existe des espaces universels pour G et pour des
dimensions arbitrairement grandes dans lesquels il est transgresstf.
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ProrosiTioN 19.1. Si h € H(G, A) est universellement transgressif, il est trans-
gressif dans tout espace fibré principal (E, B, G, p) compact connexe, localement
conneze.

Nous reprenons le diagramme (18.4), E(n, G) y désignant un espace universel
pour n assez grand, disons n = 3s, (s = dim. G) dans lequel z est transgressif;
soient (H,), (H,), (H7) les algdbres spectrales sur A de p, p’, p”; comme il
s’agit d’espaces fibrés principaux & fibre compacte connexe G, on a dans H,
H, , Hy des coefficients ordinaires (§4ii).

J* induit un homomorphisme de (H;) dans (H 1), donc z qui est transgressif
dans (H7), Pest aussi dans (H,); § est naturellement un isomorphisme pour la
cohomologie de la fibre, et par Vietoris ¢g* est un isomorphisme pour D = n,
par conséquent §* est un isomorphisme de (H,) sur (H 1) pour les éléments de
degré <n — s, (cf §4d), donc ici en particulier pour les éléments de D =< s, et
ainsi « est aussi transgressif dans (H,).

REMARQUES (1). Cette proposition montre qu’un élément est universellement
transgressif s’il est transgressif dans un espace universel E(n, G) pour n assez
grand.

(2) On peut naturellement indiquer d’autres espaces dans lesquels un élément
universellement transgressif est transgressif, en utilisant par exemple en coho-
mologie d’Alexander-Spanier & supports quelconques l’algebre spectrale de
H. Cartan ([10] Exp. XXI), ou en cohomologie singuliére ’algébre spectrale de
Serre. Du point de vue du théoréme de classification, on peut remarquer que si
h:E — E’ est un homomorphisme d’espaces fibrés principaux, et si z est trans-
gressif dans E’, il est dans E, car 'image inverse d’une cochaine de transgression
pour z dans E’ est cochaine de transgression pour x dans E; donc si z est uni-
versellement transgressif, il est transgressif dans tout espace fibré principal pour
lequel le théoréme de classification est valable, (et cela aussi bien en cohomologie
singulidre qu’en cohomologie d’Alexander-Spanier & supports quelconques).

Si F admet G' comme groupe d’homéomorphismes, on dira que = ¢ H(F, M)
est universellement transgressif s’il est transgressif dans des espaces
(E(n, @), F)¢, n arbitrairement grand; il le sera alors dans tout espace (E, F)¢
pour lequel le théoréme de classification est valable, ou aussi, si M = A, F
compact, connexe, localement connexe, dans tout espace (E, F)e ou E est
compact, connexe localement connexe (démonstration semblable & celle de la
Prop. 19.1).

THEOREME 19.1. Soit G de Lie compact connexe; supposons que H(G, K,),
(resp. H(G, Z)), soit Ualgébre extérieure d’un espace vectoriel, (resp. d’un groupe

abélien libre), avant une base formée de | éléments de degrés tmpairs ry, --- , 1.
Alors
(a) H(G, K,), (resp. H(G, Z)), a un systéme z,, - - - , x; (Dz; = r;) de généra-

teurs untversellement transgressifs; tous les éléments universellement transgressifs
de H(G, K,), (resp. H(G, Z)), sont combinazsons linéaires x; .

(b) HB¢, K,), (resp. H(Ba, Z)), est isomorphe & une algébre de polyndmes
K.y, ---, yil, (resp. Z[y1, - -, yil). Dans un espace E(n, G) y; est la classe
de cohomologie du cobord d’une cochaine de transgression pour x; .
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Si H(G,K,) vérifie notre hypotheése, c’est l’algtbre extérieure d’un sous-
espace P univoquement déterminé d’éléments transgressifs dans un espace
universel E(n, @), (n = dim. @), d’aprés le Théoréme 13.1; les éléments de P
sont alors transgressifs dans tout espace universel (Prop. 19.1); pour obtenir
(b) il suffit d’appliquer le théoréme 13.1 (b) & des espaces E(n, G) ol n est
arbitrairement grand.

Si H(G, Z) est I’algébre extérieure d’un groupe abélien libre de base z, , - - - , z;,
H(G,K,) = H(G, Z) ® K, est ’algebre extérieure engendrée parz; ® 1, - - - , x,
® 1;et HBg,K,) = Kylyr, - -+, yi)] (Dy: = Dz; + 1). Je prétends tout d’abord
que HBg,Z) = Zly,, - - - , yi) ou, ce qui revient au méme, que H(B(n, G), Z) =
Zlyy, -+, yid pour D < n;en effet H'(E(n, @), Z) et H'(G, Z) ont un nombre
fini de générateurs (i < n), et 4 I’aide de I’algébre spectrale sur Z de E(n, G)
on démontre facilement par récurrence sur ¢ £ n que H*(B(n, G), Z) a un nombre
fini de générateurs; comme la dimension de H'(B(n, @), K,) est indépendante
de p, on en conclut que ce groupe est sans torsion et que H(B(n, G), Z) est au
moins additivement isomorphe & Z[y, , - - - , yi] pour D < n; l’isomorphie multi-
plicative s’établit par un raisonnement analogue & celui de la Prop. 7.3.

Notre théoréme étant vrai pour les coefficients rationnels Z,, H(G, Z) est
Palgébre extérieure d’un groupe abélien libre P ayant une base 2, -+,
formée d’éléments ‘‘rationnellement transgressifs”, il existe donc un entier
m; > 0 tel que mx; soit transgressif; 'image canonique de P dans H(G, Z,)
est ’espace des éléments universellement transgressifs, donc P est bien dé-

terminé. On peut aussi admettre que ;, - -+ , ¥; est un systéme de générateurs
de H(B(n, @), Z) tel que n.y; (n; entier positif) soit une image de mz; par trans-
gression. Nous devons montrer que n; = m; = 1 (z+ = 1, ---, 1), autrement
dit que dans Palggbre spectrale (H,) sur Z de E(n, G) on a:
(19.1) kil @ ;) =0 (r £ Dzx,);
k(Y ® 1) = deiy(1 ® ), (r = Dy.)
par hypothese
(19.2) deki(1 @ miz;) = 0 (r £ Dxy)
ce qui montre qu’en tout cas si kz(1 ® ) est défini on a
d.k:(1 ® z;) < Tors. H, (r £ Dzx))

(19.1) est vrai pour r = 2; en effet d; est un isomorphisme de H'(G, Z) = Hy?
sur HX(B(n, @), Z) = H3"° vu la trivialité de H et il est nul sur z; si Dz; > 1
car Tors. H, = 0 pour DB < n. Supposons (19.1) démontré pour r < ¢, soit
Dz; < tpouri < a,Dx; = tpoura <1 < b, Dx; > t pour i = b, P’ ’espace sous-

tendu par 2, , - - - , Zs—1 , Px ’espace de z,, --- , z;. Les éléments 41, - -, yu
sont évidemment sans relations pour DB =< n, la Prop. 12.1 donne
H¢+1EZ[ya,~-,yl]®AP; pour DB =n —t

et H,,, est ainsi sans torsion pour DB < n — ¢; d;41 est done nul sur x; si Dz; > ¢,
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¢’est de plus un isomorphisme de P* = HY%/, sur Hit1® (qui est Pensemble des
éléments de degré ¢t + 1 de Zy,, - - -, yil), vu la trivialité de H,, , ce qui dé-

montre (19.1) pour r = ¢ + 1.

REMARQUE. Rappelons que ’hypothése du théoréme 19.1 est vraie si G est
sans p-torsion (resp. sans torsion), d’apres les Prop. 7.2 et 7.3.

Exemples. On a vu au §9 que

H@U(m), Z) = H(S1 X Ss X -+ X Sam, Z)
H(Sp(m), Z) = H(Ss X S1 X -+ X Sim1, Z)

le théoréme 19.1 s’applique pour les coefficients entiers. Les algebres
H(B(n, U(m), Z) et H(B(n, Sp(m), Z) sont jusqu’a n des algébres de polynémes
3 coefficients entiers & m variables de degrés 2, 4, --- , 2m, resp. 4, 8, -+ - , 4m;
on retrouve pour les grassmanniennes complexes un théoréme de S. S. Chern [12],
et un résultat analogue pour les grassmanniennes quaternioniennes.

Dans ces deux cas particuliers, I'existence du systéme de générateurs uni-
versellement transgressifs peut aussi s’établir indépendamment du théoréme
13.1, par un raisonnement qui sera exposé plus loin & propos des groupes ortho-
gonaux; il montre aussi que H(W, ¢, Z) et H(X, 4, Z) ont un systéme de généra-
teurs universellement transgressifs, W, , et X, , étant bien entendu envisagés
comme munis des groupes d’homéomorphismes définis par les fibrations W, , =
U(n)/U(n — q), X, = Sp(n)/Sp(n — g).

Signalons enfin une conséquence de la Prop. 16.1:

Proposrmion 19.2. Si H(G, K,) posséde un systéme simple de générateurs
universellement transgressifs, x, -+, i, alors H(G, K:) = Ky, --+, i,
(Dy; = Dzx; + 1); y; est la classe de cohomologie du cobord d’une cochaine de
transgression pour x; dans E(n, G).

§20. Eléments universellement transgressifs et éléments primitifs

Voulant rester en cohomologie, nous appellerons ici primitif de H(G, K,)
un élément x dont I'image dans H(G, K,) ® H(G, K,) par le transposé f* de
I’application f: @ X G — @ définie par le produit est:

(20.1) ) =2Q1+1Qu=

En caractéristique zéro, cela équivaut & dire que z est orthogonal aux élé-
ments décomposables de 1’algébre d’homologie (produit de Pontrjagin), ([21],
Lemme 10.1). Le théoréme de transgression de Cartan-Chevalley-Weil assure
que les primitifs de H(G, R) sont les éléments transgressifs dans les espaces
fibrés principaux différentiables; nous voulons ici démontrer un résultat analogue
en caractéristique quelconque.

Par analogie avec la définition (6.4), nous dirons que H(X, Z) a un systéme
simple de générateurs x,, ---, Zm si elle est sans torsion et si les monémes
Tiy Ty, W< - <3 k=1, , m) forment avec I’élément neutre une
base de groupe abélien de H(X, Z).

Remarquons encore que si la variété de Hopf X est sans torsion, on a
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HX X X,Z) = HX,Z) ® H(X, Z), la formule (20.1) a un sens et définit
les primitifs de la cohomologie entiere.

DEeFINITION. L’espace X vérifie (T)a si H(X, A) est sans torsion' et posséde
un systéme simple de générateurs universellement transgressifs.

La variété de Hopf X vérifie (P), st H(X, A) est sans torsion et posséde un
systéeme simple de générateurs primatifs.

Notations. On écrira aussi (1), , (P),quand A = K, , (T), (P)si A = Z.

Soit (E, B, G, p) un espace fibré principal, (H,) son alggbre spectrale sur 4;
notons ¢ la projection (e, g) — p(e) de E X @ sur B, que 'on envisage ainsi
comme un espace fibré principal (£ X G, B, G X @G, q) de groupe G X G, et
soit (H,) son algtbre spectrale.

LemME 20.1. St H(G, A) est sans torsion, H, = H, @ H(G, A), la différentielle
d, de H., est égale o d, sur H, , nulle sur H(G, A).

On a en tout cas

H:=HB,A) ® HG X G, A) = HB, A) @ H@G, A) ® H(G, A).

Si 'on identifie H(G X G, A) & I’algébre de cohomologie d’une fibre ¢~*(b), on
peut supposer que le premier facteur H(G, A) correspond & (p~'(b), go) ol go
est un élément fixe de G et que le deuxidme correspond & (u, @), (u € p~'(b));
ce dernier est formé de d,-cocycles (r > 2) puisque (u, G) est totalement non
homologue & zéro, (cf §4c). Formons le diagramme
E-2_Exc P _ g

I 1

| q 17)

b L g

B «—— B «——— B

P

a est la projection (e, g) — e, B est 'injection e — (e, go); a*, resp. B* est un
homomorphisme de (H,) dans (H.), resp. de (H,) dans (H,) et 8*, o* est I'identité
puisque aof8 = id., donc o* est biunivoque; on a Hy = H(B, A) @ H(G, A);
d’apres le §4d, o* est I’identité sur H(B, A) ® 1;sur 1 ® H(G, A) il est défini
par ’homomorphisme H(G, A) — H(G X @, A) transposé de la restriction &
une fibre de « ¢’est donc un isomorphisme de H(G, A) @ 1sur1 @ H(G, 4) ® 1;
ainsi

Hy = o*(Hy) ® HG, A) >~ H, @ H@G, A)

et ds coincide avec ds sur H, , est nulle sur H(G, A); comme H(G, A) est libre,
notre lemme en résulte facilement par récurrence sur r.

ProrposriTion 20.1. St H(G, A) est sans torsion et st x ¢ H(G, A) est universelle-
ment transgressif, il est primatif.

Soit E¢ universel pour G et pour n assez grand, dans lequel z est transgressif;

198i A = K, cette hypothése est toujours réalisée et ne doit pas étre confondue avec
H (G, Z) sans p-torsion.
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COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 175

G opere sur E¢ d’ol une application h: E¢ X G — E¢, un diagramme commu-
tatif

Ea X G -—i~—> 1.’]0
(20.1) q | P
Bg (—-—’L—d—.——) Bg

et un homomorphisme de ’algébre spectrale (H,) de p dans l’algébre spectrale
(H 1) de g¢; en particulier h*: Hy, — H » est lidentité sur H(Bg, A), le transposé
de la restriction de k & une fibre sur H(G, A), c’est & dire le transposé f*:
H(G, A) — H(G X @G, A) de l'application définie par le produit. Par consé-
quent, pour h*: Hy — H:

h*(z) = 1 @ f*(x)

o0 < Du; < Dz (j=1,---,s). Dapres le lemme 20.1, v; est un d;-cocycle
pour tout 7, et u; s’identifie & un élément de (H,); h*(x) est transgressif puisque
x Dest, ¢’est donc un d,-cocycle pour » < Dz, et si ’on admet, ce qui est loisible,
que les v; sont linéairement indépendants, cela entraine que u; est un d,-cocycle
pour r £ Dz, donc pour tout r vu Du; < Dz; mais ce n’est pas un d,-cobord
puisque DBu; = 0, et s’il est différent de zéro, il admet une image non nulle
dans Dalgébre terminale de (H,), qui cependant est triviale; ainsi, u, = 0
(t=1,---,8),z est primitif.

ProposrtioN 20.2. St H(G, A) vérifie (T)4 , il vérifie (P)a ; les éléments uni-
versellement transgressifs et les éléments primitifs coincident.

Les éléments universellement transgressifs de H(G, A) sont tous combinaisons
linéaires des générateurs donnés (Théoréme 19.1, Prop. 6.1 et 19.1), et ils sont
primitifs d’apres la Prop. 20.1; cela détermine complétement ’homomorphisme
f* et on voit aisément qu’un élément décomposable n’est jamais primitif, ce
que établit la deuxidme assertion de la Prop. 20.2.

Remarques. (1) Si H(G, K,) est une algdbre extérieure engendrée par des
éléments de degrés impairs, on voit en combinant le Théor. 19.1 et la Prop.
20.2 que H(G, K,) a un systéme de générateurs primitifs; en caractéristique
zéro, ol cette hypothdse est toujours réalisée, on obtient le théoréme de Samel-
son [28]; pour le démontrer sous la condition indiquée au début de cette re-
marque, il est inutile de recourir & la transgression, car la démonstration de
Leray (loc. cit.® p. 133—-134), ne nécessite pas d’hypothese sur la caractéristique.

(2) On pourrait aussi démontrer (T), & partir de (P)4 ; en utilisant des opéra-
teurs différentiels analogues & ceux de Leray (C. R. Acad. Sci. Paris 228 (1949),
1784-1786, il s’agit des opérateurs du No. 4); ils se définissent & partir du dia-
gramme (20.1) qui m’a été justement & ce propos signalé par Leray; en les faisant
opérer sur Dalgebre spectrale de E(n, G), on peut montrer que les primitifs
sont transgressifs.

1®(x®1+1®x+ul®vl+"'+us®va)
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176 ARMAND BOREL

§21. Trois homomorphismes associés d& un sous-groupe

Notations. G groupe de Lie compact connexe, U sous-groupe fermé connexe,
p* et ¢* les homomorphismes transposés de la projection de G sur G/U et de
Pinjection de U dans G.

L’anneau A(=Z ou & K,) étant fixé, P sera le module des primitifs de
H(G, A), supposé sans torsion.

Nous étudierons tout d’abord p* et ¢* et généraliserons des résultats établis
en caractéristique 0 par H. Samelson [28]; nous mettrons ensuite ¢* en relations
avec un homomorphisme canonique de H(Bgs, A) dans H(By, A) qui sera
souvent utilisé dans la suite.

ProrositioN 21.1. S G vérifie (P)4 , U'image de p* admet un systéme simple de
générateurs primatifs.

@ opere par les translations sur G/ U, d’ol une applicationy: G/U X G - G/U
et un diagramme commutatif

¢ x¢ ¢
pl 'id- ’p
GUx¢ Y. U

qui donne la diagramme commutatif suivant (méme pour A = Z, car H(G, A4)
est supposé sans torsion):

HG A) ® HG A) —— HEG, A)

(21.1)

p* 1d. |p*
|
HG/U, 4) ® HG, A) ¥ H@G/U, 4)

Soit 7, - -+, Tm une base de Pg, dont les k premiers vecteurs sous-tendent
p*(H(G/U, A)) n Pg);® appelons monéme simple un produit =z; --- x,,
(h < --- < 1,) et soit @ D’espace vectoriel ayant comme base les mondmes

simples produits de z; d’indices <k; nous devons montrer que @ est I'image de
p*, il suffit de voir qu’il la contient, I’autre inclusion étant évidente. Il est clair
que p*(H'(G/U, A)) C Q pour ¢ = 1, supposons I’avoir démontré si i < n et
soit y e H"(G/U, A).

Y*(y) est une somme de termes y; ® 2; (y;: e HG/U, A), z: ¢ H(G, A)) et
p*. ¥*(y) est somme des termes p*(y:;) ® z;; l’ensemble de ces termes pour
lesquels Dz; > 0, peut s’écrire vue I’hypothése d’induction comme somme
d’éléments c;u; ® v; linéairement indépendants (c; ¢ A, u; mondme simple de
@, v; mondme simple).

20 I faut bien remarquer que si une base de Pg est un systéme simple de générateurs,
toute autre base 1’est aussi; ¢’est évident pour A = Zou A = K, (p # 2), car on est alors
dans le cas de I’algébre extérieure & générateurs de degrés impairs; pour A = K, on le dé-
montre sans difficulté en utilisant les faits évidents que Pg contient tous les primitifs de
H(G, A) et que le carré d’un primitif est un primitif.
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On peut d’autre part écrire p*(y) = ayw, + -+ + aw, (a; ¢ A, w, primitif,
w,, -+, w, mondmes simples, w, , wz, - -- , w, linéairement indépendants); il
suffira, de montrer que w; e Q (¢ = 1, --- , t). Prenons tout d’abord z = 2, et
soit w; = ax;, - - - xj, (s = 2); 'élément z;, @ z;, - - - x;, apparaitra dans h*p*(y)
exactement une fois, avec le coefficient + a; puisque les z, sont un systéme simple
de primitifs; comme A*p*(y) = p*¥*(y) il faudra que cet élément soit égal &
I’'un des termes u; ® v; décrits plus haut, par conséquent z;, ¢ @, on voit de
méme que Z;,, -+, Tj, € @, Aol w; € @ (£ = 2) w; est ainsi dans 'image de
p*, il en est donc de méme de w, = p*(y) — w, — - -+ — w, , mais w; est primitif,
donc w; € Q par définition de @ ; finalement p*(y) € Q, ce qui assure la passage a n.

REMARQUE. SiA = Zousi A = K, (p # 2), et si G vérifie (P),, on peut
trouver dans H(G/U, A) une sous-algébre appliquée biunivoquement sur
I'image de p* (“remonter” des générateurs de cette image, ils sont forcément
de carrés nuls); (P), étant toujours réalisée, on retrouve en particulier un théo-
réme de H. Samelson ([28], Satz V). La démonstration donnée ici est directement
inspirée de Leray (C. R. Acad. Sci. Paris 228 (1949), 1545) bien que nous ne
mentionnons pas explicitement les opérateurs différentiels §, qui pourraient
&tre définis & partir de ¢* dés que (P). est vérifiée: Si I’on exprime ¢*(y) comme
somme de termes y; ® z; ol z; est un mondme simple, 'opérateur associé & x;
fait correspondre 3 y ’élément y; coefficient de z; = z; .

La Prop. 21.2 généralise le théoréme II de [28].

ProrosiTioN 21.2. S¢ G et U vérifient (P)4, Utmage de ©* admet un systéme
simple de générateurs primitifs. Le noyau de ¢* est l'idéal engendré par les primitifs
de H(G, A) que ©* annule.

COROLLAIRE. Si Pg et Py ont des bases formées d’éléments de degrés tmpasrs et
de carrés nuls, on peut écrire H({G, A) = AP, ® AP,,H{U,A) = AR, ® AR,,
(Py + Py = Pg, Ry + R, = Py), i* annule P, et applique AP, isomorphique-
ment sur AR; .

Le diagramme commutatif

UXU X5 0 XG

. I
l,r . lf
U — G

montre que t*(Pg) C Py, ce qui compte tenu de,” permet de prouver la lere
assertion; I’idéal des primitifs annulés par ¢* fait naturellement partie du noyau
de 7*, des considérations faciles de dimensions montrent qu’il lui est égal; le
corollaire est clair.

L’homomorphisme p*. Soit E(n, G) un espace universel pour G, il I’est aussi
pour U, on peut écrire E(n, G)/U = B(n, U), E(n, G)/G = B(n, G); la projection
p» du ler de ces espaces sur le deuxidme induit un homomorphisme pu:
H(B(n, G), M) — H(B(n, U), M). Si E, et E. sont deux espaces universels
pour G et pour 7, le diagramme
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E, (_fz___ E, X E. —f'l—) E,

]

E2[/U — (El,lEz)v E— Ell/U
| | I
! i) !
E./)G «—— (E:, E))e — Ei/G

ou f; et f, sont les projections, montre que cet homomorphisme est indépendant
de V’espace universel considéré aux identifications canoniques du §18 pres.
Cela légitime la définition

DerFiNtTION. Soit G de Lie compact, U un sous-groupe fermé. On désigne par
px(U, G) ’homomorphisme canonique H(Bg , M) — H(By , M) qui pour tout n
est jusqu’a n Uhomomorphisme H(B(n, G), M) — H(B(n, U), M) déduit de la
projection de E(n, G)/U sur E(n, G)/G.

Notations. On écrira aussi p3(U, @) si M = K,, p*(U, G) si M = Z. En sup-
posant G et U connexes, vérifiant (T), , nous allons voir que ’on peut remplacer
la considération de * par celle de p*; cette substitution est intéressante parce
que I’on peut souvent calculer p* effectivement (voir §28 & 31).

Scient Dg le sous-espace de H(Bg, A) sous-tendu par H(Bg, A) et par les
éléments décomposables, et 7 la projection de H(Bg ,A)sur Q¢ = H(Bg¢,A)/Dgy;
Q¢ est gradué par les sous-espaces Q¢ = H"/Dg n H", soit de méme Pg =
Pg n H'(G, A), Pg est ’ensemble des éléments universellement transgressifs
de degré n (Prop. 20.2). Les démonstrations des Théoréme 13.1, 19.1, des Prop.
16.1 et 19.2 montrent que dans l’algébre spectrale d’un espace universel la
différentielle d, établit un isomorphisme entre Pg ' et Q% , qui est la transgression
(§5). A priori cet isomorphisme est défini par la transgression dans un espace
universel particulier, mais le diagramme (18.1) établit un isomorphisme entre
les algébres spectrales de E; et E; (au moins pour D = n — k, k = dim. G) ce
qui montre que 'isomorphisme Py — Q& ne dépend pas de l’espace universel
choisi.

Le diagramme commutatif

id.
E(n, @) —— E(nl, G)

|
!
E(n, QU -2, EmG) /G

donne un homomorphisme de 1’algébre spectrale de E(n, @) — B(n, @) dans
celle de E(n, U) — B(n, U), on en tire la:

ProrosiTioN 21.3. Soient G, U vérifiant (T)a . Si Uon identifie Pg et Py @
Qg et @ Qu respectivement par la transgression, t* se transporte en I’homomorphisme
de Q¢ dans Qu défini par passage au quotient & partir de p3(U, G).
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CoROLLAIRE. Sous les hypothéses faites, U est totalement non homologue a zéro
dans G relativement & A si et seulement si pi(U, G) est un homomorphisme sur.

§22. Deux algébres spectrales

Ce paragraphe est consacré i des algébres spectrales relatives aux espaces
fibrés principaux et aux espaces homogenes, ou interviennent des espaces classi-
fiants, qui seront trés fréquemment utilisées dans la suite.

Es et Bg sont des espaces universels et classifiants pour une dimension n
assez grande. En fait les énoncés et démonstrations qui suivent ne sont en toute
rigeur valables que jusqu’a un certain degré (par exemple pour D £ n — s,
s dimension de G ou U), nous nous permettrons néanmoins de ne pas le men-
tionner, surtout parce que ’on peut souvent passer & n infini, comme nous
I’indiquerons A la fin de ce paragraphe.

Nous aurons & considérer des faisceaux localement constants sur des espaces
classifiants, aussi supposerons-nous dorénavant les espaces universels globale-
ment et localement connexes et simplement connexes par arcs, ce qui n’est pas
une restriction essentielle vu la possibilité de prendre les variétés de Stiefel. Les
faisceaux localement constants sur B se rameénent alors aux systémes locaux
de coefficients, et si Gy est la composante connexe de ’élément neutre de @, on a
W](Bo) = G/GO .

TaEOREME 22.1. Sott U de Lie compact, (X, Y, U, p) un espace fibré principal
localement compact, conneze.

Alors 1l existe une algébre spectrale canonique dans laquelle H, =
H(By, H(X, M)) et qui se termine par lalgébre graduée associée & H(Y, M)
convenablement filtrée.

Les éléments de H'(By , H(X, M)) = H(X, M) qui sont des cocycles pour
toutes les différentielles forment 'image de p*. Si X est compact, ’homomorphisme
HBy, M) — H(Y, M) déduit de Ualgébre spectrale est ’homomorphisme carac-
téristique de (X, Y, U, p).

La ligne inférieure de (18.3) écrit pour Ey et X est:

By I (By, X)o 9

ffaitde (Ev , X) v un espace fibré (Ev , X)v, Bv, X, f), et g* identifie H(Y, M)
a H(Ey, X)v, M); lalgébre spectrale de f répond aux conditions de ’énoncé.
Si ¢ est I'injection d’une fibre X dans (Ey, X)y alors p = 7 . g (cf. §2), p* se
rameéne donc & ¢*, une fois H(Y, M) et H(Ev, X)v, M) identifiés par g*; son
image est I’ensemble des éléments de H(X, M) qui sont cocycles pour toutes
les différentielles d’aprés le §4c. Enfin, si X est compact, I’homomorphisme
HBy, M) > H(Ev, X)v, M) déduit de l’algtbre spectrale est f* (§4b);
combiné avec g* ', il donne bien I’lhomomorphisme caractéristique.
RemarquEs. L’algébre spectrale du théoréme est donc celle de
((Ey,X)y,Bu, X, f); nous n’avons pas supposé U connexe, si U, est sa compo-
sante connexe de 1’élément neutre, m(Byv) = U/U, peut agir non trivialement
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sur H(X, M), H, est ’algtbre de cohomologie de By & coefficients dans un
systéme local de coefficients; en fait, ce systéme sera toujours simple dans les
applications que nous donnerons.

(2) Si U est discret, H(By , H(X, M)) est, au sens des groupes discrets, ’algébre
de cohomologie de U, & valeurs dans H(X, M) sur laquelle U opere; (H,) est
probablement la suite spectrale des revétement finis de H. Cartan-J. Leray
(Colloque de Topologie Algébrique, Paris (1949), p. 83-85).

(3) Si X = @ est un groupe de Lie compact connexe dont U est un sous-
groupe fermé, on peut envisager (Ey, G)y comme espace fibré principal de
fibre G (on fait opérer G dans Ey X G par (¢, 9)-¢' = (e, ¢ '-g) si u opére par
(e, g9)-u = (e-u, g-u)), et puisque G est supposé connexe, m(By) agit toujours
trivialement sur H(G, M). Un cas particulier important est I’objet de la propo-
sition suivante, ol nous utilisons les notations du §21.

ProrosiTION 22.1. Soit G de Lie compact connexe vérifiant (T)a, 21, -+, T1
une base de Pq, y1, - -+, Y1 des générateurs de H(Bg , A) leur correspondant par
transgression.

Dans Palgébre spectrale du Théoréme 22.1 pour X = Gona Hy = H(By,A) ®
H(G, A) et de plus

dr"?‘(l ® xi) = K?‘(P:(U) G)(yt) ® 1):
Z=1,---,1;r = Dz,).

Partant d’un espace E¢ universel pour G (donc pour U) on obtient un dia-
gramme commutatif

(Ev, Do P2 (Ea, g
fl
B, -, B

mais (E¢ , G) ¢ ’identifie naturellement & E¢ , 5 est donc un homomorphisme de
I’algeébre spectrale de (E¢, B¢, G, p) dans celle de ((Ey, G)v, Bv, G, f), d’ou
notre proposition, compte tenu du §4d.

THEOREME 22.2. Sott U un sous-groupe fermé du groupe de Lie compact G, G/U
etant connexe Alors il existe une algébre spectrale o Hy, = H(Bg, H(G/U, M))
et qui se termine par lalgébre graduée associée & H(By , M) convenablement
Sfiltrée.

L’homomorphisme H(Bg, A) — H(By, M) défini par Ualgébre spectrale est
pu(U, @). Les éléments de H(G/U, M) qui sont des cocycles pour toutes les dif-
férentielles jorment la sous-algébre caractéristique de (G, G/U, U, p).

On prendra l’algébre spectrale de la fibration (E¢/U, E¢/G, G/U, p,), qui
peut s’écrire (By , Be, G/U, p,); ’homomorphisme H(Bg, M) — H(By, M)
déduit de I’algebre spectrale est p%, qui est pi(U, @) par définition.

Pour définir la sous-algébre caractéristique de (G, G/U, U, p) on part du
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diagramme suivant, ol l’on écrit E ¢ pour Ey :

Eo 4—(—— EgXG -—h-—)

l |
| | P

; ! h
E¢/U «<— (E¢,@v — G/U
et Phomomorphisme caractéristique est o* = h*™ . f* (cf. §18). Soit e un élé-
ment fixe de E¢, {: G — E X G ’homomorphisme défini par {(9) = (e. g, 9);
f . ¢ est I’injection de la fibre de e, et h . { = id.; { passe au quotient par U et
donne une application {: G/U — (Eq, @)y telle que f o { soit I'injection d’une
fibre et que h . { = 1id.; alors

¥ = h*&l-f* = ¥ .f* = %,

I'image de o* est donc bien formée des éléments de H(G/U, M) qui sont cocycles
pour toutes les différentielles, (§4c).

ProrosiTioN 22.2. Soit U un sous-groupe invariant fermé du groupe de Lie
compact G. Alors il existe une algébre spectrale dans laquelle H, = H(Bguv,
H(By, M)) et qui se termine par Palgébre graduée associée @ H(Bg, M) convena-
blement filtrée.

By = E4/U est ici aussi un espace fibré principal (E¢/U, Ba, G/U, p.) de
groupe G/U. 1l suffit d’appliquer le Théoréme 22.1 en prenant X = E¢/U =
By, Y = Bg et en remplagant U par G/U.

Cette algebre spectrale qui m’a été signalée par J. P. Serre est ’analogue
pour les groupes de Lie compacts de celle qu’il a introduite dans I’étude des
extensions de groupes discrets (C. R. Acad. Sci. Paris 231 (1950), p. 643-646).

REMARQUE SUR LE PASSAGE A n INFINIL Il est en général inutile d’introduire
une borne supérieure finie pour le degré dans les énoncés précédents car:

La Prop. 22.1 et le Théor. 22.2 sont valables st on interpréte les termes H; comme
algébres de cohomologie d’espaces classifiants pour tout n au sens de la définition
18.2; il en est de méme pour le Théoréme 22.1 st U est connexe et pour la Prop.
22.2 st G/ U est connezxe.

L’algébre spectrale du Théoréme 22.1 est celle de (Ev, X)v, Bv, X, p), et
on a dans H, des coefficients ordinaires si U est connexe (car By est simplement
connexe, cf début du §22). Si E; et E. sont deux espaces universels pour U et
pour n les deux lignes inférieures du diagramme (18.5), ol I'on fait X = F,
G = U, permettent d’établir un isomorphisme canonique entre les algtbres
spectrales de ((E;, X)v, B:, X, p2) et de ((Ey, X)v, Bi, X, p1) pour
D £ n — s, (s = dim. U). On peut donc définir sans ambiguité une algébre
spectrale canonique (H,), (r = 2) qui pour tout n est isomorphe jusqu’a n — s
a lalgébre spectrale de ((E(n, U), X)v, B(n, U), X, p), c’est I’algébre spectrale
annoncée. Cela s'applique aussi aux Prop. 22.1 et 22.2, cas particuliers du
Théoréme 22.1; dans cette derniere, il y a encore lieu de faire un passage a n
infini pour obtenir en fibre H(By , A) au lieu de H(B(n, U), 4), ce qui ne pré-
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182 ARMAND BOREL

sente pas de difficulté. Enfin, pour le Théoréme 22.2, on utilisera de méme les
deux lignes inférieures du diagramme qui précéde la définition de pi(U, G)
dans le §21.

§23. Cohomologie des espaces classifiants pour les groupes orthogonaux uni-
modulaires

SO(m) n’a pas de p-torsion pour p # 2 et on peut appliquer le Théoréme
19.1; par contre il posséde de la 2-torsion sim > 2 et H(SO(m), K,) a un systéme
simple de générateurs de degrés 1, 2, --- , m — 1 (Prop. 10.3); nous voulons
montrer que l’on peut prendre un systéme de générateurs universellement
transgressifs; c’est clair pour 7, ; on sait d’autre part que z; peut étre choisi
comme image d’un élément non nul de H “(V.mi , K2) par la transposée de la
projection p,_; de SO(m) sur Vo, i (3 = 2, cf. §10, rem. 1).

Soit (E, B, SO(m), p) un espace fibré principal compact connexe, il est aussi
fibré principal de groupe SO(z), d’ou la fibration (E/SO(7), B, Vm,m, p) et
le diagramme commutatif suivant, od les fléches horizontales sont les pro-
jections canoniques, les fleches verticales des injections, P un point,

som) -P~, Vpn. —— P
I
I |
1 ! 1
E ——— E/SO() ——— B

qui montre que si b € H(Vn,mi, Ks) est transgressif dans E/SO(7), pm_i(h)
Pest dans E; les éléments de degré positif minimum de H(Vn,m—:, Ki) étant
évidemment transgressifs, z; est bien transgressif dans E. En prenant pour B
un espace universel et en appliquant la Prop. 19.2 on voit:

ProposiTioN 23.1. H(SO(m), K;) posséde un systéme simple de générateurs
universellement transgressifs x, -+, Tm— de degrés 1, 2, .-+, m — 1 et
H(Bsowm , K2) = Kalyr, -+, ymal(Dy: = © + 1), y; classe de cohomologie
d’une cochaine de transgression pour xz; dans E(n, SO(m)); =; est déterminé a
un multiple scalaire prés.

Mais on peut prendre comme espaces universels et classifiants pour n — 1
les variétés Vaim.m €t G ym.m (cf. §18), on retrouve ainsi la Proposition suivante,
due & L. S. Pontrjagin [27]:

ProposITION 23.2. Pour D < n, H(G% 4 m.m , K2) est isomorphe & une algébre
de polynémes Kaly,, -+ , Ym—1] @ m — 1 variables de degrés 2, 3, --- , m.

Il ne nous semble pas possible d’obtenir sans détours un résultat analogue
de S. 8. Chern [13] sur la cohomologie des grassmanniennes Gnim,m :
HGoimm, K2) = Kalyo, y1, -+, ymal(Dy: = ¢ + 1) pour D < n; du reste
le formalisme développé dans ce travail est surtout adapté au cas des groupes
connexes. Nous comblerons cette lacune dans un travail ultérieur mentionné
dans l’introduction, od nous donnerons aussi ’algébre de cohomologie mod 2
complete de Gy m,m -
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La démonstration de la Prop. 23.1 utilise les variétés de Stiefel et montre
que P'on peut prendre comme générateurs de H(G" 1 m m, Ks) leur correspondant
par transgression les classes de Stiefel-Whitney réduites de G%,m.m ce qui est
bien connu. De méme on établira des liens entre les générateurs de H(Bym) , Z)
et les classes de Chern des grassmanniennes complexes.

Enfin remarquons qu’une démonstration analogue & celle de la Prop. 23.1
donne la

ProrosrtioN 23.3. H(V.,n—q , K2) a un systéme simple de générateurs universelle-
ment transgressifs o, -+ - , Tn de degrés ¢, ¢ + 1, - -+, n — 1 pour les espaces
fibrés a groupe structural SO(m), agissant sur V, ., par les opérations que définit
la fibration SO(m)/SO(q).

CHaprITRE VI. CoHomMoLOGIE REELLE DES EspacEs FIBRES PRINCIPAUX ET DES
Espaces HoMoGENES

Notations. Dans tout ce chapitre, H(X) est 1’algébre de cohomologie de X
pour les coefficients réels; G et U sont des groupes de Lie compacts.

H(Bg, R) sera notée S¢ ; c’est donc une algébre de polyndmes. S est la sous-
algébre formée des éléments de degré > 0 des Sg¢.

§24. Cohomologie des espaces fibres principaux compacts

Nous avons rappelé dans la Prop. 3.1 qu’un espace compact de dimension
finie (séparable métrique) posséde une R-couverture fine anticommutative, par
exemple pour une variété différentiable ’algébre des formes différentielles ex-
térieures. Ce fait et le Théoréme 19.1 de transgression sont & la base de la démon-
stration des Théoréme 24.1 et 24.1’, qui généralisent dans le cas compact un
résultat de C. Chevalley valable pour les espaces fibrés différentiables (démons-
tration non publiée, cf. J. L. Koszul [22], Théoréme I).

En cohomologie réelle, le Théoréme 19.1 s’applique toujours: H(G) = AP
est l’algébre extérieure de l’espace P de ses éléments universellement trans-
gressifs, qui est gradué par des degrés impairs. Soit (E, B, G, p) un espace fibré
principal compact connexe, localement connexe, de dimension finie, § et ® des
R-couvertures fines anticommutatives de E et B,C = p~'® O &;€ est donc anti-
commutative pour le degré total; soient z,, - -- , z; une base de P, ¢; ¢ C une
cochaine de transgression pour z., et appelons b; 'unique élément de ® tel
que p (b)) O u = des(z = 1, -+, l; u = élément neutre de §).

Nous munissons le produit tensoriel gauche L sur R de ® et H(G) d’une diffé-
rentielle d canonique pour le degré total vérifiant

(24.1) db®1) =db ® 1; d1®z)=b:®1 (@E=1,---,0)

(il faut naturellement s’assurer que ces conditions déterminent complétement
une différentielle, mais c’est immédiat); ainsi d augmente le degré total de un
et prolonge la différentielle de ®.

Définissons une application linéaire A de 8 ® P dans € par:

Nb®@1D) =p"0)0Ou; ANl®z)=¢; (@E=1,---,0
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@ étant anticommutative pour le degré total, N se prolonge de fagon unique en
un homomorphisme multiplicatif de L = ® ® AP dans €. qui est compatible
avec les différentielles, d’od un homomorphisme de H(L) dans H(C) = H(E),
que nous notons aussi A\. Nous désignons par ¢ ’homomorphisme de H(B) dans
H(L) résultant de 'inclusion de ® dans L; un élément de 1 ® A P nepeut évidem-
ment jamais étre un cobord dans L, une classe de cohomologie de L contient donc
au plus un cocyclede 1 ® A P;en lui associant ce cocycle (si elle en contient un),
on définit un isomorphisme d’une sous-algébre de H(L) sur une sous-algébre
de H(G), noté r.

TuroriME 24.1. Soit (E, B, G, p) un espace fibré principal compact, globalement
et localement connexe, de dimension finie d fibres connexes, & et B des R-couvertures
fines anticommutatives de E et B.

Alors Uhomomorphisme \ précédemment définide L = ® ® H(G) dansp™'® O &
induit un isomorphisme de H(L) sur H(E). On a le diagramme commutatif

H®QH(®))

// I r

y N
H(B) A H(G)

W

p* ,i*

N
H(E)

DemonsTrATION: Nous filtrons L par les sous-espaces
L = 2,8 ® H(G).
Pour € nous reprenons la filtration du §4 par
8 =2z, p (®) O &

évidemment \(L”) < S”, \ définit donc un homomorphisme de ’algébre spectrale
(HY) de L dans I’algébre spectrale (H,) de €, qui est celle du Théoréme 4.1 Pour
obtenir notre théoréme il suffit par exemple de prouver que N est un isomorphisme
de Hy sur H,, puisqu’alors c’est un isomorphisme de Hy sur H, (r = 2) et de
H(L) sur H(C), (cf. §1D). On a tout d’abord

Hy = GWL) =L, He? ~ ®” @ H(G)

puisque d(L”) C L?. Sur Hy = L?/L**', di est I’endomorphisme obtenu par
passage au quotient & partir de d, mais il est clair vu la définition de d, que
d(L?) © L**'; ainsi d5 est nulsur H*? (p quelconque) donc sur Hy et HY = Hg =
cela peut aussi s’écrire dans les notations du §1:

* 1
lp — Lp; Crp+ + Dop — LP+1

dY est sur HY” obtenue par passage au quotient 3 partir de ’homomorphisme de
paires
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(Lp, Lp-H) _d__’ (Lp+1’ Lp+2)

Considérons par exemple b* ® ;e 8 ® P. On a

d(bp ® x.-) = dbp ® x; £ bp‘b{ ®1 (Db, = Dx,- + 1)
le ler terme est dans L**, le deuxiéme dans L?*?, donc df (” ® z:) = db ® z:,
cela vaut aussi naturellement pour un élément b @ z ¢ ®” ® H(G) = HY’, et
montre que di est la différentielle partielle par rapport & ® de H* =~ & ® H(G).
Par conséquent HY = H(B) ® H(G). Il est bien isomorphe 3 H,, il faut encore
voir que \ est un isomorphisme de Hy sur H, , c’est immédiat: Si b est un cocycle
de ®, b ® 1et p'(b) O uont dans Hy et H, le méme image, & savoir la classe
de cohomologie de b (pour H3 nous venons de la démontrer pour H, , voir défini-
tion de 7* dans le §4); ensuite I'image de N(z;) = ¢; dans H, est bien z; vu la
définition de 15 au §4. X est donc I’identité sur H(B) ® P, comme il est multi-
plicatif c’est bien un isomorphisme de H3 sur H, .

Par définition méme on a p* = X.g, ce qui donne la partie de gauche du dia-
gramme; les éléments de H>’* = H*(G@) qui sont cocycles pour toutes les diffé-
rentielles sont exactement les éléments de H*(G) C L qui sont cocycles pour d,
comme il résulte facilement des définitions, c¢’est donc I'image de r; X les met ainsi
en correspondance biunivoque avec les éléments de He® qui forment Iimage
de ¢*, cela montre la commutativité de la partie droite du diagramme. c.q.f.d.

Dans cette démonstration, nous n’avons pas pleinement utilisé I’hypothese
que (E, B, G, p) est fibré principal & fibre de Lie compacte connexe. Sont inter-
venus les faits que H(G) était algébre extérieure d’un espace d’éléments trans-
gressifs, et que dans ’algébre spectrale de la fibration on a H, = H(B) @ H(G).
Le Théoréme 24.1 admet donc la généralisation suivante:

TuEorkME 24.1'. Soit (E, B, F, p) un espace fibré compact, globalement et locale-
ment connexe, de dimension finte. On suppose que H(F) est Ualgébre extérieure
d’un espace gradué par des degrés impairs, sous-tendu par des éléments transgressifs
dans E, et que dans Ualgébre spectrale de cette fibration on a H, = H(B) @ H(F).

Alors la conclusion du Théoréme 24.1, ou l’on remplace G par F, est ausst valable.

REMARQUE. Si B est une variété différentiable, on peut prendre pour ® 1’algébre
des formes différentielles extérieures, on retrouve le théoréme de Chevalley, mais
il faut relever que ce dernier vaut aussi dans les espaces fibrés différentiables
non compacts.

§26. Cohomologie des espaces homogénes

Le Théoréme 24.1 montre que H(E) est déterminée par H(G), ® et la trans-
gression, mais n’affirme pas qu’elle I’est déja par H(G), H(B) et la transgression;
c’est cependant le cas si ® est formée de cocycles, ainsi que 1’a remarqué J. L.
Koszul, car L s’identifie alors & H(B) ® H(G) muni d’une différentielle nulle
sur H(B) définie par la transgression; cette condition ne peut é&tre réalisée ici
car ® est supposée étre une R-couverture fine, mais, comme nous allons le
voir, il suffit déja que ® contienne une sous-algébre de cocycles, possédant un
représentant de chaque élément de H(B).
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(E, B, G, p) étant toujours un espace fibré principal compact, globalement et
localement connexe, nous considérerons dans ce paragraphe H(B) ® H(G) muni
de la différentielle d ‘“de transgression” définie par

(25.1) dHB)® 1) =0 dl1 ®@z) =b:9 1 @=1---,0

21, - -+, x; étant une base de l’espace des éléments universellement transgressifs
de H(@), et b; une image de x; par transgression.

TutorEME 25.1. Sotent (E, B, G, p) un espace fibré principal, compact globale-
ment et localement connexe & fibres connexes, ® une R-couverture fine anticommuta-
tive de B. On suppose que ® posséde une sous-algébre ®' formée de cocycles et con-
tenant exactement un cocycle de chaque classe de cohomologie.

Alors H(E) est canoniquement isomorphe & H(H(B) ® H(G)), on a le diagramme
commutatif

H(H(B) ® H(®))

q/ NG
J/ N
H(B) A H(G).
N >
p*N l /
H(E)

Soient L = 8 ® H(G), L’ = ® ® H(G); pour chaque x; nous prenons une
cochaine de transgression c¢; au sens large telle que dc; soit le représentant de b;
contenu dans ®’, ce qui est possible d’aprés le lemme 5.2, et munissons L de la
différentielle d définie par (24.1). Dans ce cas, L’ est une sous-algébre stable
et la différentielle induite est justement celle de (25.1), (car ® = H(B)). Intro-
duisons dans L et L’ les filtrations définies par les modules S” de la démonstration
du Théoréme 24.1, resp. par S’” = S” N L’; I'inclusion de L’ dans L induit un
homomorphisme de I’algtbre spectrale (H,) de L’ dans ’algtbre spectrale (H7)
de L; on a vu dans la démonstration du Théoréme 24.1 que H; = H(B)Q H(Q),
de méme évidemment on aura Hy = H(B) ® H(G) et I'inclusion de L’ dans L
induit visiblement un isomorphisme de H; sur Hy ; elle induit donc aussi un
isomorphisme de H(L') = H(H(B) ® H(G)) sur H(L); or ce dernier est égal &
H(E) d’apres le Théoréme 24.1, d’olt notre Théoréme, compte tenu du diagramme
du Théoréme 24.1.

CoroLLAIRE (Koszul [22]). Soit G de Lie compact connexe, U un sous-groupe
fermé connexe tel que G/ U soit un espace symétrique.

Alors HG) = HH(G/U) ® H(U)), on a le diagramme commutatif.

H(H(@G/U) @ H(U))

q \r
J/ N
H(G/U) A H(U)
AN i*
p*N ! /
H(G)
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Soient ® I’algébre des formes différentielles sur G/U, ®' celle des formes diffé-
rentielles invariantes par les opérations de G; on sait que @’ est formée de cocycles,
et contient exactement un représentant de chaque classe de cohomologie ([8],
No. 10). On applique le Théoréme 25.1 ou l'on remplace E, B, G resp.
par G, G/U, U.

CoMPLEMENT AU THEOREME 25.1. Si ®' ne vérifie Uhypothése que pour les élé-
ments de degré D = n, alors la conclusion subsiste pour les éléments de degrés
=n — s, (s = dim. G).

En effet, on a encore pour D = n, L’ = H(B) ® H(G) do0 H(L') =
H(H(B) ® H(G)) pour D < (n — 1); de méme on a H;, = H(B) ® H(G)
pour D =< n est inclusion de L’ dans L détermine un isomorphisme de Hs sur
H7 pour les éléments de degré total D < n, donc aussi un isomorphisme de H(L’)
sur H(L) pour les éléments de D < n — s. c.q.f.d.

TutorkME 25.2 (H. Cartan [11b]). Soient U un sous-groupe fermé connexe du
groupe de Lie compact connexe G, xy , - - - , x; un systéme de générateurs universelle-
ment transgressifs de H(G), y1, - - - , yi des générateurs de S ¢ qui leur correspondent
par transgression dans un espace untversel E g .

Alors H(G/U) est canoniquement isomorphe ¢ H(Sy ® H(G)), lalgébre
Sv @ H(Q) étant munie d’une différentielle nulle sur Sy , vérifiant d(1 ® x;) =
p*y) @1, =1, --,1). On ale diagramme commutatif

H(Sv ® H(®))
» \Q

u H(G) -

2
N ! /p*
H(G/U)

(po* désigne ’homomorphisme p*(U, G): S¢ — Sv , défini dans le §21, ¢ est défini
par linclusion, r comme dans le §24, ¢* est ’homomorphisme caractéristique de
(G, G/U, U, p), 'isomorphisme u sera défini plus bas).

DEMoNsTRATION. Nous partons d’un espace X = (E(n, U), @)y, (n grand)
E(n, U) étant supposé de dimension finie; X admet deux fibrations souvent
considérées: (X, B (n, U), G, f) et (X, G/U, E(n, U), g); par Vietoris g* est un
isomorphisme de H(G/U) sur H(X) pour D < n. La lére fibration vérifie toutes
les hypotheses du Théor. 24.1, de plus ’homomorphisme de (X, B(n, U), G, f)
dans (Eg, Bg, G, p) établi dans la démonstration de la Prop. 22.1 montre que

Ag C

% N\e

b; = p*(y:) est image de x; par transgression dans X (z = 1, --- , I).

H(B(n, U)) est pour D < n une algébre de polynémes R[z;, - - - , 2]; prenons
dans une R-couverture fine anticommutative & de B(n, U) un cocycle u; de z;
(G=1,- -+, k) et soit ® la sous-algébre engendrée par 1, u;, --- , ux et tous

les éléments de degrés >n de ®. Comme elle est anticommutative, et
que H(B(n, U)) est une algébre de polynémes pour D < n, on voit que ®' ne
contient pour D < n que des cocycles, et posseéde exactement un représentant de
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chaque classe de cohomologie. Le complément au Théoréme 25.1 donne alors
pour D < n — s le diagramme commutatif

H(Sv ® H(@))

q/ \r
J/ N
(25.2) Sv N A H(G)
/
N l S

H(X)
Posons u = g* - \, ¢’est un isomorphisme de H(Sy ® H(G)) sur H(G/U) pour
D = n — s; comme g* o f* = ¢* par définition (Déf. 18.3) et que p* = i* o g*
d’apres (2.5), on tire de (25.2) le diagramme commutatif
H(Sv @ H(@)
o \r
N
m H@G).

2
N ! /p*
H(G/U)

Ce diagramme est établi pour D < n — s mais en prenant n de plus en plus

grand et en passant & la limite on voit qu’il vaut sans restriction sur D, ce qui
démontre le Théoreme 25.2.

(25.3) Sy

% N\

§26. Quotient d’'un groupe compact par un sous-groupe de méme rang

Nous rappelons au début des §26 et 27 quelques points de la théorie des groupes
de Lie compacts (voir par exemple [20], [33]).

Soit G un groupe de Lie compact connexe de dimension 7; il contient des sous-
groupes 4 un parameétre donc des tores et méme des tores maximaux; ces derniers
sont en méme temps sous-groupes abéliens maximaux; deux quelconques d’entre
eux sont conjugués par un automorphisme intérieur de G et leur dimension
commune définit le rang I (au sens global) de G; tout élément de G est contenu
dans un tore maximal; le rang d"un sous-groupe U est < [, il lui est égal si et seule-
ment si U contient un tore maximal dans G. Tout lacet d’origine e (élément
neutre) est homotope 4 un lacet tracé dans un tore maximal (H. Weyl, Math.
Zeitschrift 24 (1925), 328-395), par conséquent le quotient G/U est simplement
connexe si U est connexe de méme rang que G; dans ce cas I’image réciproque U
de U dans un revétement G de G est alors aussi connexe; comme un tore maximal
d’un produit direct est produit direct de tores maximaux des différents facteurs
et que deux groupes de Lie compacts connexes localement isomorphes admettent
un revétement fini commun (Pontrjagin, Topological groups, Princeton 1946,
Theorem 87), on voit que les quotients de deux groupes de Lie compacts connexes
localement isomorphes G, G’ par des tores maximaux T, T' sont homéomorphes et
que pour étudier G/T on peut si ’on veut se borner au cas G simple. Plus générale-
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ment on montre que si U est un sous-groupe de G; X G2 X --- X G, = G ayant
méme rang que G, alors

U=U,XU; X --- XU, (U;C G;,rang U; = rang G,),

ce qui ramene aussi ’étude de G/U (rang G = rang U) au cas ol G est simple,
mais nous n’aurons pas besoin de ce fait.

On sait que le rang de G est égal a la dimension d’un espace dont H(G, R) est
P’algebre extérieure (H. Hopf, Comment. Math. Helv. 13 (1940—41), 119-143,
pour d’autres démonstrations, cf. [22], [25]); nous en donnerons également une
démonstration ci-dessous.

Pour étudier la cohomologie réelle de G/U (rang G = rang U), nous nous
appuyerons sur les Théoréme 19.1, 22.2 qui, joints au lemme 26.1, permettront
d’obtenir aisément les résultats du §26.

LeEMME 26.1. St T est un tore mazimal du groupe de Lie compact connexe G, les
nombres de Betti de G/T sont nuls pour les dimensions tmpazires.

Démonstration par récurrence sur le rang [ et la dimension n de G; pour n = [,
I quelconque, il n’y a rien & prouver, supposons donc le lemme vrai pour U si
rang U < rang G, dim U < dim G et établissons le pour G; on peut supposer G
semi-simple, sinon en effet G est localement isomorphe 3 T* X U (rang U = | — s)
et G/T = U/T’ T’ maximal dans U. Le centre C(G) de G est alors discret et on
peut trouver z ¢ G tel que z ¢ C(G), z* ¢ C(@). Soit U la composante connexe de
I’6lément neutre e du normalisateur de = dans G; z étant contenu dans un tore
maximal, le rang de U est égal & celui de G, mais comme z ¢ C(G), dim U < dim G.
Désignons par L(G) l’algébre de Lie de G, L(U) la sous-algebre correspondant &
U et par I, Pautomorphisme de L(G) induit par I’automorphisme g — aga™;
en particulier I, est une involution et L(U) est ’espace de tous les vecteurs
fixes par I..

Nous montrerons tout d’abord que les nombres de Betti de G/U sont nuls
pour les dimensions impaires; considérons G/ U comme espace des classes & gauche
gU, soit y le point représentant U, V ’espace tangent & G/U en y. On sait que
I’'on peut identifier V & un sous-espace V' de L(G) supplémentaire de L(U),
invariant par les automorphismes I, de maniére & ce que ’automorphisme de V
induit par la translation gU — ugU (u € U) devienne précisément I, . ([8] No. I);
chaque classe de cohomologie réelle de G/U peut étre représentée par une forme
multilinéaire alternée sur V, invariante par les translations de U, ou encore par
une forme multilinéaire alternée sur V’, invariante par les automorphismes
I, [8]. Par rapport & l'involution I., le supplémentaire invariant V' ne peut
qu’étre le sous-espace des vecteurs correspondant 4 la valeur propre —1, donc
I, est sur V'’ la symétrie par rapport & origine; une forme invariante non nulle
doit donc &tre de degré pair et ainsi H(G/U) = 0 si i est impair.

Prenons maintenant comme tore maximal T de G un tore de U; dans ’algébre
spectrale sur R de (G/T, G/U, U/T, p) on a H, = H(G/U) ® H(U/T). Par
hypothese d’induction H “(U/T) = 0si{ est impair, donc H, n’a que des éléments
de degrés pairs, il en est de méme de H,, , et de H(G/T); du reste ici H, = H;

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



190 ARMAND BOREL

puisque les différentielles, qui augmentent D de 1, sont forcément nulles, ce qui
démontre le lemme pour G/T.

ProposrrioN 26.1. L’homomorphismepy(T, G): S¢ — Sr est biunivoque. H(G/T)
est le quotient de Sr par Uidéal engendré par image de S§ et est égal & sa sous-
algébre caractéristique.

Le rang de G est égal a la dimension de Uespace des primitifs de H(G, R); st
s1 — 1, -+, 8, — 1 sont les degrés des éléments d’une base de ce dernier, le polynéme
de Poincaré de G/T est

PG/T,t) = (1 —tHA =) --- 1 = £H/0 — &)

Dans D’algébre spectrale du Théoréme 22.2 pour M = R, U = T, on
a H, = S¢ ® H(G/T); désignons provisoirement par & la dimension de ’espace
des primitifs (ou des éléments universellement transgressifs) de H(G), par
x;, -++, 7 une base de cet espace et soit Dz; = s; — 1; on sait que

Se = Rly, -+, ys] (Dy: = Dzx; + 1 = s; est pair)

il n’y a done, vu le lemme 26.1 que des degrés pairs dans H,, et ainsi H, = H_;
G/T est égal A sa sous-algébre caractéristique (compte tenu du Théoréme 22.2),
pr est biunivoque et H(G/T) = Sz/(0*(S%)), (Prop. 4.1).

La série de Poincaré de S¢ est

P(Sg,t) = (1 = )7 (L — &)™ - (1 = ¢
celle de H, = H, = G(8r), est (pour le degré total)
P(S:,t) = (1 — &)~ (I = rang de G)
donc
P@G/T, ) = (1 — ") - (1 = &™)/ = &)

Il reste & voir que k = | H(G/T) étant de dimension finie 1’égalité précédente
montre que k£ = [; pour obtenir 'inégalité contraire, nous nous appuyerons sur
le lemme

LEMME 26.2 Soit B une algébre graduée par des degrés positifs, anticommutative,
J = (b, -, be) Uidéal engendré par k éléments homogénes de degrés s, , - - - , 8k .

St by, - -+, b sont sans relations, la série de Poincaré de B/J est

P(B/J,t) = P(B, )(1 — £7) --- (1 — &™)

sinon, P(B/J, t) majore strictement Uexpression de drotte.
Nous laissons au lecteur la démonstration de ce lemme, qui se fait facilement

par récurrence sur k, si ’on traduit “b,, --- , b sans relations” par 1’ensemble
des conditions: 'annulateur de 1’image de b, dans B/(by, ---, bim1) est nul
(@=1,-,k).
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Si l'on revient & la Prop. 26.1, la formule obtenue pour P(G/T, t) montre
que p*(y1), - - - , p*(y.) sont sans relations carlidéal de S§ est (p*(y1), - - - , p*(yr)).
Cela n’est possible que si £ < [; en effet si £ > [, le polynéme de Poincaré de
B = 8z/(p*(y1), - -+, p*(y1)) est

PB,t) = (1 — &) - (1 =1/1 =)

B est de dimension finie non nulle et ’annulateur de 'image de p*(y:41) dans B
ne peut &tre nul. Ainsi £ = [, et de plus nous voyons que p*(y1), - -, p*(¥1)
sont sans relations dans Sy .

REMARQUE. p*(T, ) est aussi biunivoque si G n’est pas connexe, T' désignant
un tore maximal du plus grand sous-groupe connexe G, de G. Considérons en
effet les projections canoniques

EG—>B,_"_‘>BG°§>BG.

Par définition o* = p*(T, Go), B* = p*(Go, G) et a* - B* = p*(T, G); B fait d&
Bg, un revétement fini de B¢, de groupe G/G, , et d’aprés un résultat connu sur
les revétements finis (B. Eckmann, Bull. Amer. Math. Soc. 65 (1949), 95-101),
B* applique S¢ biunivoquement sur ’ensemble des éléments de S¢ qui sont fixes
par les opérations de G/G, ; o* étant biunivoque d’apres la Prop. 26.1, p*(T, G) =
a* . B* l’est aussi.

TaEOREME 26.1. Soit U un sous-groupe fermé du groupe de Lie compact G,
ayant méme rang que G.

(a) p*(U, @) : Se¢ — Su, est biunivoque.

(b) Si G est connexe, H(G/U) est le quotient de Sy par Uidéal de p*(S§) et est
égale @ sa sous-algébre caractéristique.

(c) Si@G et U sont connexesetsi sy — 1, -+, 8, — 1, resp.ry — 1, --- ,r; — 1,
sont les degrés des éléments d’une base d’algébre extérieure de H(Q), resp. H(U),le
polynéme de Poincaré de G/ U est

¢ i AR ¢ Bl i
P@G/U, 1 = A =1 =79 - (1L =79

DEMONSTRATION. On a p*(T, G) = p*(T, U) - p*(U, G); p*(U, @) est donc
biunivoque puisque p*(7, G) ’est (Prop. 26.1 et remarque). Dorénavant, G est
supposé connexe.

Soit tout d’abord U connexe; H(U/T) est égale & sa sous-algebre carac-
téristique (Prop. 26.1), donc est totalement non homologue & zéro dans la fibra-
tion (G/T, G/U, U/T, p) d’apres le corollaire & la Prop. 18.3. L’algebre spec-
trale de cette fibration est donc triviale (Prop. 4.1) et P(G/T, t) = P(G/U, ¢)-
P(U/T, t), ce qui donne le polynéme de Poincaré de (c) et montre que H*(G/U) =
0 pour 7 impair. Par conséquent ’algébre spectrale du Théoréme 22.2, qui relie
H, = S¢ ® H(G/U) & Sy est triviale, d’ou (b) pour U connexe.

Si U n’est pas connexe, soit U, son plus grand sous-groupe connexe, et con-
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sidérons le diagramme commutatif

Es — Bu, % By S Bs

G — G/U, L G/U

les fleches horizontales sont des projections, les fleches verticales des inclusions
canoniques; 7, resp. ¢, provient par passage au quotient & partir de %, que I’on
peut envisager comme homomorphisme d’espaces fibrés principaux de groupe
Uy, resp. U, donc 7* et ¢* sont les homomorphismes caractéristiques (Prop. 18.4).
Nous savons déja que 7* est sur et que son noyau est’idéal de p*(S%) = a* - 8*(S%).
D’autre part le théoréme sur les revétements finis évoqué dans la remarque a la
Prop. 26.1 montre que o* et v* sont biunivoques et ont comme images les in-
variants de U/U, . En faisant des moyennes sur U/U, on en déduit aisément
que ¢* est sur et que son noyau est 'idéal de 8*(S§), ce qui établit (b) pour U
non nécessairement connexe.

REMARQUE. La formule donnant P(G/U, t) a été conjecturée par G. Hirsch,
démontrée tout d’abord pour les groupes classiques par J. Leray (C. R. Acad.
Sci. Paris 228 (1949), 1902-1904), pour les espaces symétriques par J. L. Koszul,
enfin dans le cas général par Cartan-Koszul ([11], [22]), puis par J. Leray et
I’auteur [25]; elle a été généralisée par J. Leray ([25], Théoréme2.2d). Une démons-
tration purement algébrique dans le cadre des algebres de Lie a été donnée par
C. Chevalley (non publié); la structure multiplicative de H(G/U) est aussi
étudiée dans ces Mémoires.

§27. Les invariants du groupe de Weyl

Soit T un tore maximal de G; nous supposons un voisinage de e de G rapporté
i des coordonnées canoniques. Dans le groupe de recouvrement R' de T on
distingue le diagramme de G [33], formé de m familles de plans paralléles
(n = | + 2m); c’est Pensemble des points de R’ dont la projection dans T est un
élément singulier de G, c’est & dire un élément dont le normalisateur est de
dimension strictement plus grande que I. Soit N(7') le normalisateur de 7' dans
G, le quotient ®(G) = N(T)/T est un groupe fini, le groupe de Weyl de G, il est
isomorphe au groupe des automorphismes de 7 induits par des automorphismes
intérieurs de G. Il opere aussi sur R’ en laissant le diagramme invariant et est
engendré par les m symétries aux plans du diagramme passant par l’origine,
symétrie étant entendu au sens d’une métrique euclidienne invariante par &,
donnée essentiellement par la forme de Killing. Les opérations de & laissent aussi
invariant le “réseau unité”, image réciproque dans R' de e, qui est isomorphe au
groupe fondamental de T, donc aussi & H,(T, Z), puisqu’il est abélien. On en
déduit une représentation fidéle de ® comme groupe d’opérateurs de H'(T, Z)
oude H(T, A) = H\(T, Z) ® A que nous noterons &,(G) ou ®, si aucune con-
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fusion n’est & craindre. Si z,, - - - , z; est une base de H'(T, Z), ®, détermine une
représentation de ® comme groupe d’automorphismes de A[z, - - - , zi] que nous
noterons ®% (@) ou ®% . Soit 4 la sous-algébre des invariants de &7 , c’est & dire
des éléments fixes par_toutes les opérations de @3 . Il est clair que /¢ ® A est
contenu dans I’ensemble des invariants de ®% , et qu’il lui est égal si A = R.

Dans le cas A = R, on peut naturellement interpréter z; , - - - , z; comme des
variables réelles, coordonnées sur R', et ®5 est la représentation de ® comme
groupe d’automorphismes de ’algébre des polynémes & coefficients réel sur R ‘
on peut aussi envisager z; , - - - , 2, comme coordonnées sur ’algébre de Lie de 7'
et &} comme groupe d’automorphismes des polyndmes sur cette algébre de Lie.

Si G n’est pas connexe, on peut aussi considérer ®(G) = N(T)/T; G, étant le
plus grand sous-groupe connexe de @, 'inclusion de N(7T') dans G induit toujours
un isomorphisme de ®(G)/®(G,) sur G/G, ; ®(G) n’opere pas forcément fidélement
sur T, c’est toutefois le cas si G est sous-groupe d’un groupe compact connexe
de méme rang.

Soit F¢ un espace universel pour G; il ’est aussi pour 7', N(T) opere sur la
fibration (K¢, Br, T, p) et ® = N(T)/T opere ainsi sur H(T, A) et H(Br, A);
sur H'(T, A) c’est la la représentation &, ; N(T') opére aussi sur une couverture
fine p~'(®) O & définissant 1’algebre spectrale de p, transformant les modules
S” en eux-mémes, N(T) opére donc sur l’algeébre spectrale (H,) de p; sur
H, = H(Br,A) ® H(T, A), T opére identiquement et on obtient la représenta-
tion de ® en le faisant opérer sur chacun des facteurs, comme il a été dit plus
haut (cela résulte facilement de la définition des isomorphismes 7* et 5 au §4);
mais ® commute & la différentielle d» qui établit un isomorphisme entre
HNT, A) et H*(Br, A); on peut donc identifier ce dernier & Afz, --- , 2,
(21, -+ , 2, base de H'(T, A)) canoniquement, de maniére & ce que & soit la
représentation de ® comme groupe d’opérateurs de H(Br, A) précédemment
définie. Remarquons encore que N(T) opere sur H(Br, A) en respectant les
modules J?, puisque J? est 'image canonique des cocycles de S”. Si en particulier
A est un corps, on pourra établir un isomorphisme d’espaces vectoriels
entre H(Br, A) et H, = G(H(Br, A)) qui commute avec &} .

N(T) agit aussi sur la fibration (E¢, Be, G, q) en laissant chaque fibre fixe;
par suite ® opeére trivialement sur H(Bg, A), et naturellement commute avec
pX(U, @), dont I'image est ainsi formée d’invariants de ®} . Nous verrons que pour
A = R, on obtient ainsi tous les invariants de ®3 ; cela résultera du lemme 27.1,
da a Leray [25).

LemMmE 27.1. 8¢ G est connexe, H(G/T) est Uespace d’une représentation de ®
équivalente a la représentation réguliére.

G/T étant envisagé comme espace des classes & gauche, il s’agit bien entendu
de la représentation obtenue en faisant agir N(T') par les translations & droite.
Sin e N(T), n ¢ T, cette translation est un homéomorphisme sans point fixe, et
son nombre de Lefschetz est nul; si n ¢ T, c’est 'identité et son nombre de

21 En prenant par exemple pour & et 03 les cochafnes d’Alexander-Spanier.
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Lefschetz est la caractéristique d’Euler-Poincaré de G/T, c’est 4 dire ’ordre de &*
([20], p. 251). Mais les nombres de Betti de G/T en dimensions impaires sont
nuls (Lemme 26.1), le nombre de Lefschetz est donc la trace de ’endomorphisme
induit par n dans H(G/T), la représentation de & ainsi obtenue a donc méme
caractére que la représentation réguliere, elle lui est équivalente.

ProrositioN 27.1. 87 T est un tore maximal du groupe de Lie compact G, 'image
biunivoque de py (T, G) : S¢ — Sy est formée de tous les invariants de &y .

Supposons tout d’abord G connexe. Dans ’algébre spectrale de (Br, Bg,
G/T, p),

H, = 8¢ ® H(G/T)

n’a que des degrés pairs et est donc l’algébre terminale H,, qui est 1’algebre
graduée & Sr convenablement filtrée. Il existe donc un isomorphisme entre
H, = H_ et Sy commutant avec ®3 comme nous ’avons dit plus haut; d’autre
part px(T, G) est biunivoque et identifie S¢ au sous-espace S¢ ® 1 de Sy sur
lequel par conséquent ®; agit trivialement. Ce sous-espace contient méme tous
les invariants de ®5 puisque 1 ® H(G/T) est d’aprés le lemme 27.1 espace de la
représentation réguliere.

Si @ n’est pas connexe, nous considérons les applications

a B
Br —_—— Bao e B ]

ol Gy est le plus grand sous-groupe connexe de G; pa(T, Gy) = o* applique S¢
biunivoquement sur les invariants de ®(Gy) ; 8* = px(Go , @) applique biunivoque-
ment S¢ sur les invariants de G/Gy ; mais si N(T) est le normalisateur de T dans
@, l'inclusion N(T) C @G induit un isomorphisme de ®(G)/®(G,) sur G/G, , ces
deux groupes étant envisagés comme groupes d’opérateurs de Sg,. Par consé-
quent a* - B* est un isomorphisme de S¢ sur les invariants de ®(G).

Prorosition 27.2. (a) St G est connexe, Uanneau des polynémes sur Uespace de
recowrement R' d’un tore mazimal invariants par ®(G) admet | générateurs sans
relations.

(b) Simy, - --, m; sont des degrés de ces générateurs, 2my — 1, -+, 2m; — 1
sont les degrés des éléments d’une base d’algébre extérieure de H(Q) et le polynéme
de Poincaré de G est

PG, 1) = (L+ &™HA + 7 o0 (1 4 ™7,

C’est une conséquence immédiate du Théoreme 19.1 et des Prop. 26.1 et 27.1.

REMARQUE. La Prop. 27.1a, dont nous avons donné une démonstration
topologique, est due & C. Chevalley qui, plus généralement, ’a obtenue par voie
algébrique pour tous les groupes finis engendrés par des symétries (non publié);
la Prop. 27.2b a d’abord été établie par H. Cartan et Chevalley. Elle a le grand
intérét de ramener & 1’étude des invariants d’un groupe fini la détermination du
polynéme de Poincaré d’un groupe de Lie compact connexe.

ProrosiTioN 27.3. Sotent (X, Y, U, p) un espace fibré principal compact, globale-
ment et localement connexe, de groupe U de Lie compact, T un tore maximal de U.
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La projection : X/T — Y induit un tsomorphisme de H(Y) sur Palgébre des
éléments de H(X/T) fixes par ®(U).

Cette proposition est due & Leray ([25], Théor. 2.2a). La démonstration est
tout A fait analogue & celle de la Prop. 27.1, qui est le cas particulier de la Prop.
27.3 o0 l'onprend X = E,,Y = Bydonc X/T = By, aussi ne la reproduirons-
nous pas.

§28. Interprétation de ’lhomomorphisme p*

Soient T un tore maximal de G, U un sous-groupe fermé de @, S un tore maxi-
mal de U; on peut supposer sans restreindre essentiellement la généralité que
S C T. Si Eg est universel pour G, le diagramme commutatif

Ea/T — EG/S
| |
! l
E¢/G «—— E¢/U

ol les homomorphismes sont les projections, peut aussi d’écrire :

BT('——Bs

Lo

Ba — I))U
et montre que
px(S, U) - pX(U, G) = pi(S, T) - pa(T, G)

en particulier si p3(S, U) et p4(T, G) sont biunivoques et si I’on identifie par ces
isomorphismes H(By, A) et H(Bg, A) & des sous-algebres de H(Bs, A) et
H(Br, A) respectivement, on voit que pa(U, G) se transporte en la restriction
AaH(By, A)depi(S, T). Etudions encore ce dernier. Le diagramme commutatif :
E, & g,
| |
l |
E g/ T — E 0/ S

donne un homomorphisme de ’algébre spectrale de E¢ — E¢/T = Br dans
celle de E¢ — Eg/S = Bs; sur les termes H, on obtient un homomorphisme
commutant & d, de H(Br, A) ® H(T, A) dans H(Bs, A) ® H(S, A) qui est
d’apres le §4d le produit tensoriel de p4(S, T) et de i* : H(T, A) — H(S, A).

Soient z,, -+, ; et Y1, - -+ , Y des bases de H'(T, A) et H'(S, A). On a
déja dit que d; permettait d’identifier H(Br, A) et H(Bs, A) A Alxy, ---, z] et
Alyr, -+, yi] respectivement, d’ot la:

Prorosition 28.1. Sotent S un tore, sous-groupe d’un tore T, y1, - -+ , Yr une
base de H'(S. A), 1, - - - , ; une base de HY(T, A).
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On peut identifier canoniquement H(Br, A) et H(Bs, A) @ Alz1, -+, zi] et
Alyy, -+, yi] respectivement de sorte que pi(S, T) devienne Uhomorphisme de
Alzy, -+, zi))dans Ay, - - - , yi] induit par ’homomorphisme 7* : H'(T, A) —
H'\(8, A) transposé de Uinjection.

Dans le cas de la cohomologie réelle, on peut considérer Rz, ---, z] et
Rly:, - -+, yx] comme les algébres de polyndémes sur le groupe de recouvrement
R'de T, resp. sur le sous-groupe R* recouvrant S, ou encore comme les algébres
de polyndémes sur 'algebre de Lie L(T) de T, resp. sur la sous-alggbre L(S)
correspondant & S; p(S, T) est bien entendu la restriction 3 R* des polyndmes
sur R'. D’autre part, si T et S sont les tores maximaux de deux groupes G D U,
pn (8, U) et pi(T, G) sont biunivoques, leurs images sont les invariants de
@5 (U) et 5(Q) respectivement (Prop. 27.1); par conséquent:

ProrposiTioNn 28.2. Soit U un sous-groupe fermé du groupe de Lie compact
G, S C T des tores maximaux pour U et G, R' Vespace de recouvrement de T, R*le
sous-espace recouvrant S.

Si Pon identifie Sg et Sy aux algébres des polynémes a coefficients réels sur R,
resp. R*, invariants par 3 (@), resp. ®5(U), "homomorphisme on(U, @) : S¢g— Sy
est la restriction a R* des polynémes de S .

On voit ainsi que la restriction d’un invariant de ®(G) est un invariant de
&(U); cela pouvait étre prévu a priori pour G et U connexes, car tout auto-
morphisme de R* donné par un élément de ®(U) est aussi induit par un élément
de (@), (voir J. de Siebenthal, Comm. Math. Helv. 25 (1951), 210-256, §6,
Théoréme 5).

On a vu que I’homomorphisme p3(U, G), (U, G connexes), déterminait com-
plétement la cohomologie réelle de G/U. La Prop. 28.2 montre qu’il ne dépend
que de phénomenes locaux ou infinitésimaux; en effet, le groupe ® est engendré
par les symétries aux plans du diagramme passant par l’origine et p* est déterminé
par des plans et par la situation de R* dans R'; en termes d’algdbres de Lie,
p» ne dépend que des transformations infinitésimales de L(S), L(T) singuliéres
dans L(U), resp. L(G) et de la situation de L(S) dans L(T'). Ce sont des notions
infinitésimales. On retrouve le résultat classique de E. Cartan [8], affirmant que
la cohomologie réelle de (G/U) est déterminée par des données locales.

La Prop. 27.2 traduit pour les groupes de Lie un phénomene analogue; elle
explique notamment pourquoi des groupes qui ont “‘méme groupe ®”, c’est & dire
dont les diagrammes coincident dans un voisinage de ’origine, ont méme poly-
néme de Poincaré pour les coefficients réels; c’est le cas de Sp(n) et SO(2n + 1).

De ce point de vue, il faudrait pour traiter la cohomologie entitre faire inter-
venir le diagramme total, et aussi le réseau unité qui permet de distinguer entre
groupes localement isomorphes (cf. [33], §4), mais cela parait difficile et je ne
connais que peu de résultats dans cet ordre d’idées.

CuaPITRE VII. CoHOMOLOGIE ENTIERE ET MoOD p DE QUELQUES KEsPACES
HoMoGENES

Les résultats de ce Chapitre sont trés fragmentaires et pour la plupart relatifs
au cas d’égalité des rangs. On établira ici surtout des conditions suffisantes pour
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que ’on ait mod. p des phénomenes analogues & ceux qui ont été décrits au §26.
Comme applications nous étudierons dans le §31 la cohomologie de quelques
espaces homogenes classiques.

Notations. G groupe de Lie compact connexe de rang l; U sous-groupe fermé
connexe de G, T tore maximal de G.

P,(X, t) polynéme de Poincaré de X pour la cohomologie dans un corps de
caractéristique p.

H*(X, A) ensemble des éléments de degrés > 0 de H(X, A).

S(xy, -+, 7r): anneau des fonctions symétriques de z;, - - - , zx & coefficients
entiers.

p3(U, G) est comme toujours I’homomorphisme canonique de H(Bgs, K,)
dans H(By , K,), ®5(Q) la représentation de & comme groupe d’automorphismes
de H(Br, K,) définie au §27, I est ’anneau des invariants de &7 (G).

§29. Le quotient d’un groupe compact par un tore maximal

Notre premier but sera de vérifier que si G est un groupe simple classique ou
de I’'un des types G;, Fy, le quotient G/T de G par un tore maximal est sans
torsion; cela vaudra donc aussi lorsque @ est localement isomorphe & un produit
direct de tores par des groupes simples des types précités (cf. §26, début). En ce
qui concerne les quotients E;/T (7 = 6, 7, 8), je ne saisrien; laméthoderécurrente
utilisée ici ne permet pas actuellement d’aborder 1’étude de ces espaces car il n’y
a pas d’espace homogene de E; dont on connaisse la cohomologie entiére. A tout
hasard, signalons une propriété commune aux G/T et A certains espaces homo-
genes de U(n) sans torsion (cf. §31, No. 1), mais sans savoir si elle est en relations
avec la question topologique qui nous occupe;

G/T admet une structure de variété complexe invariante par les homéomorphismes
de G.

11 suffit de le voir pour G semi-simple; or on vérifie immédiatement que G/T
est le quotient de l’extension complexe de G par le sous-groupe résoluble dont
Palgtbre de Lie a été décrite par K. Iwasawa (Annals of Math. 50 (1949), 507—
558, démonstration du lemme 3.11, p. 527-528, il s’agit de I'algébre L). G/T est
donc le quotient d’un groupe de Lie & paramétres complexes par un sous-groupe
au sens de la structure de groupe de Lie complexe, d’ol notre assertion.

LemME 29.1. Soit S un tore maximal de U. St G/U et U/S sont sans p-torsion
(resp. sans torsion), G/ S est sans p-torsion (sans torsion).

H(U/S, R) est égal & sa sous-algebre caractéristique (Prop. 26.1), donc U/S
est totalement non homologue 4 zéro dans G/S pour la cohomologie réelle (Cor.
3 la Prop. 18.3) et

Py(G/8, t) = Py(G/U, 1)-Po(U/8), 1)

P,(G/S, t) majore naturellement Py(G/S, t), mais il minore le polynémede
Poincaré (pour le degré total) du terme H, de l’algeébre spectrale sur K, de
(G/S, U/S, U/S, p) qui est P,(G/U, t)-P,(U/8, t); mais

Po(G/U, P,(U/8, t) = Po(G/U, )Py(U/S, 1) = Po(G/S, 1)

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



198 ARMAND BOREL

d’apres nos hypotheses. Ainsi P,(G/S, t) = Po(G/S, t) et G/ S est sans p-torsion.
Le lemme pour Z s’en déduit aussitot.

ReMARQUE. En fait la démonstration précédente montre plus généralement
que si dans P’espace fibré (X, Y, F, p) F est totalement non homologue & zéro
pour les coefficients réels et si Y et F sont sans p-torsion, X est sans p-torsion,
cela pour autant que la théorie de Leray s’applique, que les groupes de coho-
mologie entitre de X, Y, F soient de type fini et que H, = H(Y, K,) ® H(F, K,).

LemME 29.2. Soit G de rang I, U de rang | — 1, S un tore maximal de U, T un
tore maximal de G contenant S.

St G/S et U/S sont sans torsion, G/T est sans torsion.

G/T est toujours de dimension paire (voir, par ex. [33], p. 359) et orientable;
d’apres la dualité, les groupes de torsion H'(G/T, Z) et H(G/T, Z) sont iso-
morphes pour 7 + j = n — 1. Si Tors. H(G/T, Z) # 0il y a donc un plus petit
indice j émpair tel que Tors. H(G/T, Z) = 0.

On peut supposer T DO S et T/S est un cercle; dans 1’algébre spectrale sur Z
de (G/8, G/T, T/8, p) on a puisque T/ S est sans torsion

H, = HG/T,Z) @ H(T/S, Z).

Les degrés-fibres étant 0 et 1, seule d; peut ne pas étre nulleet H; = H, ;siz
est un générateur de H'(T/S, Z) et siy @ 1 = do(1 ® z) (y e H(G/T, Z)), p* a
comme image le quotient de H(G/T, Z)/(y) de H(G/T, Z) par I'idéal de y. Vu le
lemme 26.1 et ’hypothése de minimum faite sur j, H*@Q/T, Z) = 0 pour k
impair < j, donc

(y) n H(G/T, 2) = 0

et p* applique H’(G/T, Z) isomorphiquement dans G/S; ainsi G/S a de la
torsion, ce qui contredit notre hypothese; donc Tors. H'(G/T, Z) = 0.

ProrosITION 29.1. Si G est tsomorphe a un groupe classique ou encore d@ G,
F,, son quotient par un tore maximal est sans torsion.

Dans cette démonstration, T" désigne un tore de dimension n.

(a) G = U(n) ou SU(n). U(n) est de rang n; pour n = 1, U(1) = T' il n’y a
rien & démontrer; supposons la prop. vraie pour U(n), elle ’est donc aussi pour
U(n) X T'. On sait que U(n 4 1)/U(n) X T est I’espace projectif complexe & n
dimensions complexes, qui est sans torsion; il suffit d’appliquer le lemme 29.1.

SU(n) est de rang n — 1 et SU®R)/T"" = SU(n) X T'/T" = U(n)/T" est
aussi sans torsion.

(b) G = Sp(n). La Prop. est vraie pour Sp(1) = SU(2); on procéde ensuite
par récurrence comme précédemment en utilisant le fait que Sp(n + 1)/Sp(n) X
Sp(1) est I’espace projectif quaternionien & n dimensions quaternioniennes et
est sans torsion.

(¢) G = SO(n). SO(2n) et SO(2n + 1) sont de rang n. La Prop. est vraie
pour SO(3)/T' = SU(2)/T" et SO(4)/T* = SO(3)/T" X SO(3)/T". On procede
ensuite par récurrence. Pour passer de SO(2n) & SO(2n + 1) on remarque que
SO(2n + 1)/SO(2n) = S., et on applique le lemme 29.1; pour passer de
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SO(2n + 1) 4 SO(2n + 2) on part de SO(2n + 2)/SO02n + 1) = Ssuy1; le
lemme 29.1 montre que SO(2n + 2)/T" est sans torsion, T" étant un tore
maximal de SO(2n + 1); on applique ensuite le lemme 29.2.

(d) @ = G;. Il est de rang deux. On applique le lemme 29.1 4 la fibration bien
connue G,/SU(3) = Ss (nombres de Cayley purement imaginaires), en tenant
compte du fait que SU(3)/T? est sans torsion.

() G = Fy4. Soit Spin (9) le groupe de recouvrement universel de SO(9);
Spin (9)/T* = SO(9)/T* est sans torsion d’apres c); espace F,/Spin (9) a déja
été étudié par E. Cartan (Annales de 'Ecole Norm. Sup. 44 (1927), 345-467),
¢’est un espace homogeéne de rang un, ce qui signifie qu’en général il ne passe
qu’une seule géodésique par deux points (dans une métrique riemannienne
invariante par Fy); ’ensemble des points qui peuvent étre reliés & un point P
par plus d’une géodésique (la variété antipodique de P au sens de E. Cartan)
est Sg; Fy/Spin (9) admet donc une décomposition cellulaire formée de deux
cellules: une sphére S; et une boule ouverte & 16 dimensions. Il en résulte, pour
la cohomologie enti¢re de F,/Spin (9)

H=H=H*=ZH =0 (¢ ¥ 0, 8.16)

et en particulier que Tors. H(F,/Spin (9), Z) = 0 on peut appliquer le lemme
29.1.

ProrosITION 29.2. (a) Si G et G/T sont sans p-torsion, p3(T, Q) est biunivoque.
H(G/T, K,) est le quotient de H(Br, K,) par idéal de pr(H"(Be, K,)) et est
égal & sa sous-algébre caractéristique. L’image de 3T, Qestlc @ K, .

(b) Si G et G/T sont sans torsion, on a une proposition analogue pour les co-
efficients entuers.

(a) H(Bs, K,) est une algebre de polyndmes & ! variables de degrés pairs
(Prop. 7.2 et Théoréme 19.1); le lemme 26.1 et I’hypothése montrent que
H'(G/T, K,) = 0 si 7 est impair. L’algébre spectrale de (Br, Be, G/T, p) du
Théoréme 22.2 qui méne de H; = H(Bs, K,) ® H(G/T, K,) &4 H(Br, K,)
est donc triviale; la Prop. 4.1 donne alors (a), & ’exception de la derniére assertion.

Le Théoréme 19.1 montre ici que H(B¢, R) et H(Bs, K,) ont méme série de
Poincaré, H(Bg, Z) est donc sans p-torsion (car H(B(n, @), Z) est de type fini,
cf. dém. du Théoréme 19.1), et H(Be, K,) = H(Bg¢, Z) ® K, . L’image de
p3(T, G) étant évidemment contenue dans I ¢ , celle de p3(T, G) est contenue dans
I ® K,.

Soit I% = H*(Br, Z) n I ; H'(Br, Z) est libre, il en résulte immédiatement
que I% est un facteur direct dans H *(Br, Z). Le nombre s d’éléments d’une base
de I% est donc égal & la dimension de I¢ ® K, C H(Br, K,) ou & celle de
IY ® R C H(Bg, R); or It ® R est naturellement I’ensemble des invariants de
®%(G) contenus dans H*(Br, R) = H*(B, Z) ® R, il est par conséquent de
méme dimensions que H*(B¢ , R), d’apres la Prop. 27.1; nous obtenons ainsi

s = dim I% @ K, = dim I} ® R = dim H*(Bs, R) = dim H*(Bs, K,)
8 est égal 3 la dimension de I'image de H*(B¢, K,) par p3(T, G) qui est biuni-
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voque, comme nous ’avons déja montré, d’ou
Ie ® K, = p3(U, G)(H(Bg, K;))

puisque le terme de gauche contient celui de droite.

(b) Si G est sans torsion, H(B¢, Z) est sans torsion (Théoréme 19.1) et si de
plus G/T est sans torsion Hy, = H(Bg, Z) ® H(G/T, Z) est algébre terminale
de l’alggbre spectrale de (Br, Be, G/T, p), (tous les degrés sont pairs), ce qui
établit (b), mis & part 1’égalité Is = p3(H (B¢, Z)).

Le deuxiéme terme est en tout cas contenu dans le ler, et comme /¢ est facteur
direct dans H(Br, Z) on peut trouver une base de H*B:, Z), vy, -, u,,
v, -+, v telle que u, - - - , u, soit une base de I'¢ et que m.u, (m; entier) soit
une base de p3(H*(Bg, Z)). Mais d’apres (a) on a

Is ® K, = p3(H*(Bo, K;)) = pz(H'(Ba, 2)) ® K, (p quelconque)

ce qui montre que m; = +£1 (i =1, ---,s) et que I¢ = p3(H(Bg, Z)).
ExempLEs. (1) G = U(n) et U(n)/T sont sans torsion, ® est le groupe des

permutations de z,, -- -, z, (base de H'(T, Z) ou de H’*(Byw , Z)); I est

I’anneau des fonctions symétriques de z;, - - - , . ; (si on les considére comme

éléments de H(By, , Z), il faut naturellement donner le degré 2 aux variables z;).

(2) G = Sp(n) et Sp(n)/T sont sans torsion; ® est le groupe des permutations
dex,, -, z, accompagnées d’un nombre quelconque de changements de signes
et [ ¢ est ’anneau des fonctions symétriques en 1 , -+ - , % .

(3 G = SO(2n + 1) est sans p-torsion pour p = 3, (Prop. 10.4),
SO(2n + 1)/T est sans torsion. Le groupe ® est le méme que pour Sp(n). Si
p > 2, p} identifie donc H(Bso@nt1 , Kp) & algébre des fonctions symétriques
dez}, --- , z% contenues dans K,[z;, - - - , Z.).

(4) G = SO(2n) est sans p-torsion pour p = 3; SO(2n)/T est sans torsion.
Le groupe & est le groupe des permutations de x;, - -+, . accompagnées d’un
nombre pair de changements de signes. Isoe. est ’anneau engendré par les
n — 1 premiéres fonctions symétriques élémentaires en xi , - - -, z’ et par le
mondéme 2 - - - I, ; p: identifie H(BSO(2n) , Kp) a ISO(2n) ® Kp, (p =+ 2)

ReMARQUES. (1) Soit oi(z;, - -+, z,) la iéme fonction symétrique élémen-
taire de x, , - -+, z, . De l’exemple 1) on déduit que la classe de Chern C,; de
degré 2¢ de la grassmannienne complexe s’identifie & +a; + P(o1, - -+, oim1).
En fait on verra dans un travail ultérieur de J. P. Serre et 'auteur que l’on a
Cy = o, (aprés choix convenable d’une base de H'(T, Z)).

(2) L’hypothése G sans p-torsion n’est pas superflue dans ce qui précede;
par exemple 'image de p; (T, SO(n)) n’est pas biunivoque puisque H(Bso ) , K2)
contient des éléments de degrés impairs (Prop. 23.1). L’algébre spectrale de
(Br, Bsowm , SO(n)/T, p) sur K, n’est pas triviale, car si elle ’était on aurait
Py(Bsom ,t) = Ps(Bsow , t), et H(SO(n)/T, K») n’est pas égal & sasous-algébre
caractéristique.

(3) Méme si G et G/T sont sans torsion, I¢ ® K, n’est pas forcément
Pensemble des invariants de &% ; par exemple pour Sp(n), [¢ ® K, est!’ensemble
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des fonctions symétriques en z; , - - - , 2 tandis que les invariants de ®; sont les
fonctions symétriques en z;, - -+, z,. Cela signifie que 'espace des vecteurs
fixes par ® dans H(Sp(n)/T, K,) est de dimension >1 (voir démonstration de
la Proposition 27.1).

Prorosrtion 29.3. Soit (X, Y, G, p) un espace fibré principal compact globale-
ment et localement connexe. Si G et G/T sont sans p-torsion (resp. sans torsion),
G/T est totalement non homologue a zéro mod p (resp. pour les coefficients entiers)
dans X/T.

Si Y et X/T ont des cohomologies entiéres de type fini, ils sont simultanément
avec ou sans p-torsion (resp. torsion).

C’est une conséquence du Corollaire & la Prop. 18.3 et de la Prop. 29.2. Pour
obtenir la derniére assertion il suffit de comparer les polynémes de Poincaré en
caractéristiques zéro et p de Y, X/T.

§30. Quotient d’un groupe par un sous-groupe de méme rang

ProposiTioN 30.1. Soit U un sous-groupe de G ayant méme rang que G, T un
tore maximal commun.

St U, G/T, U/T sont sans p-torsion (resp. sans torsion), G/U est sans p-torsion
(resp. sans torsion).

On applique la Prop 29.3 & la fibration (G, G/U, U, p), (on remplace donc X
par G, G par U).

Dans cet énoncé, la torsion de G n’intervient pas et, en tenant compte de la
Prop. 29.1, on peut dire ‘“qu’en général”’, G/U est sans p-torsion lorsque U est
sans p:torsion et que rang U = rang G. Ces deux hypothéses ne sont naturelle-
ment pas superflues comme le montrent les exemples Sp(2)/Sp(1) = Vs et
G;/S0(4), (pour ce dernier, c¢f. C.R. Acad. Sci. Paris 230 (1950), 1378-80).

ProrositioN 30.2. Soit U un sous-groupe de G ayant méme rang que G, T un
tore maximal commun.

Si G, U, G/T, et U/T sont sans p-torsion (resp. sans torsion), p3(U, G), (resp.
p3(U, @)), est biunivoque, H(G/U, K,), (resp. H(G/U, Z)) est le quotient de
H(By, K,), (resp. HBy, Z)), par Uidéal de p3(H (Ba, K,)), (resp. de
ps(H*(Be, Z))), et est égal & sa sous-algébre caractéristique.

D’apres le Théoréme 19.1, la formule de Hirsch (Théoréme 26.1), et la Prop.
30.1, on sait que H(B¢, K,) et H(G/U, K,) n’ont d’éléments non nuls qu’en
degrés pairs. L’algebre spectrale de (By, Bg, G/U, p) sur K, est donc triviale;
on applique la Prop. 4.1, ce qui établit notre proposition pour K, . Méme démons-
tration en cohomologie entiére.

A T’aide du corollaire & la Prop. 18.3 on en déduit la Prop. 30.3, qui généralise,
la Prop. 29.3 et, tout au moins pour U connexe, le Théoréme 2.2¢ de [25])%:

Prorosition 30.3. Soit (X, Y, G, p) un espace fibré principal compact globale-
ment et localement connexe. St G, U, G/T et U/T sont sans p-torsion (resp. sans

22 Ce Théoréme est lui-méme ici conséquence du Théor. 26.1 b et du corollaire & la Prop.
18.3.
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torsion), G/ U est totalement non homologue & zéro mod p (resp. pour la cohomologie
entiére) dans X/U.

St Y et X/U ont des cohomologies entiéres de type finz, ils sont stmultanément
avec ou sans p-torsion (resp. avec ou sans torsion).

§31. Etude de quelques cas particuliers

Dans les énoncés qui suivent on donnera le degré deux aux variables
fe 2y y Tty x” .

(31.1) Les espaces W(n, , --- ,n) = Un)/U(ny) X --- X U(n),
(m+ -+ + e = n).

W(n,, ---, ny) est la variété “de drapeaux’ dont I’élément générateur est
formé de k — 1 sous-espaces de C" emboités, le premier de dimension 7, , le
2¢me de dimension n; + n,, -+ -, le k — 1-2me de dimension n; + - -+ 4+ 7 .
Pour k = 2, on retrouve les grassmanniennes complexes. W(n,, - -+, nx) est un
quotient G/U, ou rang G = rang U, et ou G, U, G/T et G/T sont sans torsion
(Prop. 9.1 et 29.1). On déduit alors de la Prop. 30.2 la Prop. 31.1, qui, au point
de vue additif, est due & C. Ehresmann [14]:

ProposiTioN 31.1. W(n,, - -, ni) est sans torsion, son polyndéme de Poincaré
mod p est donné par la formule de Hirsch.
HW(n,, ---, m), Z) est isomorphe au quotient de
S(CC], Tty xm) ® S(xﬂ1+l’ ) $n1+ﬂz) ® - ® S(xn1+-'~+nk—1+l y T SL',,)
par Uidéal engendré par St@1, -+, Ta).
(31.2) K(m, -+, n) = Sp(n)/Sp(m) X -+ X Sp(nx), (m + -+ + nx = n).
C’est ’analogue quaternionnien de W(n,, -+, m), on peut de nouveau
appliquer la Prop. 30.2; il suffit dans la Prop. précédente de remplacer
W(n,, -, n) par K(ny, -+ -, ny) et x; par z7 .
(31.3.) F, = SO(2n)/U(n).

Cette variété joue comme on sait un réle dans ’étude des structures presque
complexes des variétés différentiables (voir [18], Nos. 8.9.10, [31], No. 41),
c’est un quotient G/U od rang G = rang U = n et ou U, G/T et U/T sont sans
torsion; F, est donc sans torsion d’aprés la Prop. 30.1; la formule de Hirsch
montre qu’au point de vue additif, F, a la cohomologie entiere de

SzXS4X e XSzn_z,

résultat dd & Ehresmann [14]. On peut aussi I’obtenir plus directement par
récurrence sur n en considérant 1’algébre spectrale de la fibration

(Fﬂ ’ S2”—2 ’ Fﬂ—l ) p);

(voir [18], [31]), qui est alors triviale (tous les degrés sont pairs).
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Au point de vue multiplicatif, deux cas sont & distinguer. Si p = 2, SO(2n)
est sans p-torsion, la Prop. 30.2 s’applique. Si p = 2 considérons ’algébre spec-
trale sur K, de (SO(2n), F., U(n), p), le terme H, = H(F, , K;) ® H(U(n), K»)
a pour le degré total le polyndéme de Poincaréde S; X Sy X -+ X Sgu2 X Spu,
c’est celui de SO(2n), (Prop. 10.3), donc celui de ’algébre terminale; 'algébre
spectrale est par conséquent triviale, U(n) est totalement non homologue &
zéro mod 2 dans SO(2n), p* applique H(W,, K,) biunivoquement dans
H(SO(2n), K;). On peut utiliser le §21 et on obtient finalement:

ProrosiTioN 31.2. La variété F, = SO(2n)/U(n) est sans torsion et a au point
de vue additif méme cohomologie entiére que Sz X Sy X - -+ X Sgns.

Sip # 2, HF,, K,) est égale a sa sous-algébre caractéristique et est isomorphe
au quotient de S(zxy , - - - , x,,) par 'idéal engendré par lesn — 1 premiéres fonctions
symétriques élémentaires de z} , -+ - , T et par le monéme x, - - - T, .

U(n) est totalement non homologue a zéro mod 2 dans SO(2n); H(F., K,) est
appliqué isomorphiquement dans H(SO(2n), Z.), sur la sous-algébre engendrée
par les éléments primaitifs de degrés 2, 4, - - - , 2n — 2.

REMARQUE. D’aprés la Prop. 20.2, les primitifs de H(U(n), K.) sont images
par ¢*: H(SO(2n), K;) — H(U(n), K.) des primitifs de degrés 1,3, --- ,2n — 1
de H(SO(2n), K,). Les 8¢’ indiqués dans la formule (10.6) pour H(SO(2n), K),
et qui sont valables lorsque les générateurs k; sont universellement transgressifs
(donc primitifs, Prop. 21.1) déterminent donc les Sq' de U(n) et ceux de F,, .

(31.4.) X, = U(2n)/Sp(n).

Cette variété joue le role de F, dans I'étude des structures presque-quater-
nioniennes des variétés analytiques complexes ([18], No. 11).

ProposITION 31.3. Sp(n) est totalement non homologue a zéro dans U(n) pour la
cohomologie entiére.

HX,,Z) = H(S: X Ss X -+ X S4u3, Z) est appliquée isomorphiquement
par p*: H(X., Z) — H(U(2n), Z) sur une sous-algébre engendrée par des éléments
primatifs.

11 suffit, vu les Prop. 4.1 et 21.1, d’établir la 12re assertion et pour cela de voir
que, T" C T*" désignant des tores maximaux de Sp(n) et U(2n), p3(T™, T
induit un homomorphisme de I'g@n sur Isym , (Prop. 23.1, corollaire et §28).

Soient (s1, - +-, Sn, S1, -+, Sa) €t (uy, - -+, u,) des bases de H\(T*, Z) et
Hy(T" Z), @, -, &n, T1, -, Tn) € (41, - -+ , Ya)-les bases duales de

HY(T*, Z) et HY(T" Z).

Utilisant les renseignements indiqués dans [33], §3, on voit sans difficulté
que ’on a

IU(ZH) = S(xli ,iEn,il?{, 71:;)) ISp(n) = S(y?y yy2n)
et que l'injection ¢ est définie par 7(u;) = s; — s; j = 1, -+, n); dualement
on obtient i*(z;) = i*(—z,) = y; (j = 1, --- , n); Pimage par pz(T", T°") d’un
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polynéme en z, , - - -, z,, se trouve donc en y remplagant z; et —x,’- par y; ; il
est alors clair que I'image de Iyen) est Isyc) -

REMARQUE. Les éléments universellement transgressifs de H(Sp(n), Z) sont
images d’éléments universellement transgressifs de H(U(2n), Z) par la transposée
de linjection (Prop. 21.1 et 21.2); les p-puissances réduites de H(X., K,) et
H(Sp(n), K,) sont donc complétement déterminées par celles de H(U(2n), K,),
(voir au sujet de ces derniéres [6]).

(31.5) Y. = U(n)/SO(n).

Nous en étudierons ici la cohomologie mod p pour p # 2.
ProposITION 31.4. Sott p #= 2. Alors U(n)/SO(n) est sans p-torsion. SO(2k + 1)
est totalement non homologue & zéro mod p dans U2k + 1) et

H(Yoi1, Kp) = H(S: X S5 X -+ X Sue1, Kyp)

de plus: H(Ya, K;) = H(S1 X S5 X -+ X Su—3 X Su, K,).

Pour p # 2, SO(n) est sans p-torsion (Prop. 10.4) et H(Bsow , K,) s’identifie
3 Isom ® K, (Prop. 29.1 et 29.2). Il en est de méme pour U(n).

Les calculs relatifs au cas n = 2k + 1 seront pratiquement les mémes que dans
’exemple précédent. Soient T* < T*™ des tores maximaux de SO(2k + 1) et
U2k + 1). On prend des bases (s, 81, - - - L Sk, 81, - i) et (uy, -, w) de
H.(T*", Z) et Hy(T", Z), telles que i(s;) = 0, (u;) = s; — s; . Soient

(To, 1y o v Tk, X1, -, Tx) e (Y1, -, Yr)
les bases duales de H(T*", Z) et H'(T*, Z); on aura
Tyen) @ Kp = S@o, @, -+, %, 21, -, o) @ K,
Isoek+y ® K, = S@i, -+, 40 ® K,

* est donnée par *(z) = 0, i*(x;) = i*(—=z;) = y; G = 1, ---, k) I'image
Igersy @ K, par pf,(Tk, T**) est bien Iso@+n @K, ; avec les identifications
faites, cela signifie que p5(SO(2k + 1), U(2k + 1)) est sur, donc que SO(2k + 1)
est totalement non homologue & zéro mod p dans U(2k + 1), (Prop. 21.3). Comme
on est dans le cas d’algebres extérieures, H(U(2k + 1), K,) est alors additive-
ment et multiplicativement isomorphe & H(Yax41, K,) @ H(SO(2k + 1), K,),
ce qui donne la formule annoncée pour Yz -
Si maintenant n = 2k est pair, soient T C T des tores maximaux

(xly"'yxk’xi,"'yxllc) et (yl)"’7yk)

des bases de H'(T*, K,) et H'(T", K,) telles que I'injection soit définie par

*(x;) = i*(—x;) =y;G=1,---,k); Iyew ® K, a comme générateurs les
. 7

2k fonctions symétriques élémentaires en z;, - -+, Zx, Isoen @ Ky a comn21e

générateurs les k — 1 fonctions symétriques élémentaires oyl , - -, Yb),
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=1, -,k — 1) et le monéme y; - - yr . On obtient aisement:
(311) p:(a'l(xlyyxllc))=0 (Z= 1)3’57!2k—1)
. p};?(o'ﬁ(xl y Ty x’:f)) = (_ 1)1 ai(yf) Ty ylzc) ) (.7 = 1) 2) ) k)

o5 peut étre envisagé comme pi(T*, T?) ou comme p5(SO(2k), U(2k)) vu les
identifications faites.

H(U(2k), K,) a un systéme de générateurs universellement transgressifs, que
nous noterons ici z;, x3, - -, a1 (Dx; = 7). Nous considérons maintenant
l’algébre spectrale sur K, de la Prop. 22.1; elle va de

H; = H(Bsoewk:) ® H(U(2k), K,)
a H(Yy , K,) de plus, vu (31.1)
dipkin(l @ ;) = 0 G=15,9,---,4k — 3)
dipiin(l @ z3) = (= 1) kialoi(yi, -+, ¥0),
G=d4j—1;57=1,2 - ,k—1)
duxir(1 ® zoy) = (— D* kie(yi - - wi).

On en déduit immédiatement 1’algébre spectrale; on voit que Hyc1 est Palgébre
terminale et que

Hy = Klg/(gi) ® AP’

(g« = 11 - yr, P’ espace sous-tendu par z, s, o, - - -, Ta—s). L’algebre
terminale a un systéme simple de générateurs de degrés 1, 5, - - - , 4k — 3 et 2k;
il en est de méme pour H(Ya , K,), (Prop. 8.1). Les générateurs de degrés im-
pairs sont forcément de carrés nuls (p # 2). Celui qui a le degré g est aussi de
carré nul, car on peut le prendre dans K ,[gi]/ (g%) qui s’identifie canoniquement &
une sous-algébre de H(Yz , K,), car ce sont les éléments de degré fibre 0 (cf. §4).
Cela démontre la formule reiative & H(Ya , Kp). Enfin H(Y, , Ko) et H(Y. , K,),
(p # 2) ayant méme polyndme de Poincaré, Y, est sans p-torsion.

Les p-puissances réduites (p impair) de U(2k + 1) déterminent donc celles de
SO(2k + 1), (et les formules sont les mémes que pour Sp(k)). Une fois connu
H(Yx , K,) on construit facilement 1’algebre spectrale sur K, de

on voit alors que I’image de #*: H(U(2k), K,) — H(SO(2k), K,) est la sous-
algtbre engendrée par les éléments universellement transgressifs de degrés
3,7, ---,4k — 5, dont les p-puissances sont ainsi déterminées. Cela suffit pour
connaitre les p-puissances de SO(2k), (p # 2); le dernier générateur de
H(SO(2k), K,), qui est de degré 2k — 1, n’est pas lié aux autres par ces opéra-
tions cohomologiques, comme on ’indiquera dans un travail ultérieur.

Mod 2, les résultats different beaucoup de la Prop. 31.4. On calculera dans
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un prochain Mémoire le polynéme de Poincaré mod 2 de U(n)/O(n) et on verra
qu’il est égal & celuide S; X S; X -+ X S, . On donnera aussi la cohomologie
mod 2 des espaces

Gy, -+, m) = On)/O(m) X -+ X O(ng), (s + - -+ + e = m),

analogues réels des espaces W(n,, - - -, nx), qui, au point de vue additif, a été
déterminée par C. Ehresmann [15]. On verra que H(G(n,, ---, ni), Ks) est
isomorphe &8 HW(n, , - - -, n), K;) par un isomorphisme qui double les degrés.

GENRVE, SUISSE
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