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 SUR LA COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX ET DES

 ESPACES HOMOGENES DE GROUPES DE LIE COMPACTS

 PAR ARMAND BOREL

 (Received January 22, 1952)

 Introduction

 L'6tude de la topologie des groupes de Lie compacts et plus g6n6ralement de
 leurs espaces homogenes, inaugur6e par E. Cartan [8],' poursuivie notamment
 par C. Ehresmann ([14], [15], [16], [171), Pontrjagin [26], Hopf ([19], [20]), Samel-
 son ([20], [28]) a fait ces dernieres ann6es l'objet de plusieurs travaux dis d'une
 part A J. Leray [25], d'autre part a J. L. Koszul ([21], [22]), H. Cartan [11],
 C. Chevalley, A. Weil. Ces m6moires, mis k part ceux de Ehresmann, sont
 presque uniquement consacr6s k l'homologie ou a la cohomologie r6elle. Ce-

 pendant ce dernier ne procede pas k proprement parler k une 6tude d'espaces
 homogenes, car il utilise des decompositions cellulaires dont la construction
 repose sur une d6finition g6om6trique directe des vari6t6s envisag6es; le fait

 qu'elles soient par ailleurs des quotients de groupes de Lie compacts ne joue
 guere de r6le.

 Tres diff6rent est le point de vue, purement alg6brique, de J. L. Koszul [21],
 qui considere l'homologie et la cohomologie d'une algebre de Lie sur un corps de

 caract6ristique z6ro. Dans le cas des coefficients r6els, l'interpr6tation topologique
 des r6sultats se fait bien entendu par l'interm6diaire des th6oremes de E. Cartan
 et de G. de Rham, qui ont justement conduit A ce formalisme alg6brique, comme
 on sait. Ce travail montre le grand int6ret de la transgression (cf. ?5), notion
 directement inspir6e par l'isomorphisme caract6ristique r6duit de G. Hirsch,2
 aussi introduite dans un cas particulier par S. S. Chern ([12], Theorem 8). Sous
 l'impulsion de A. Weil, on a 6t6 amen6 ensuite k consid6rer la transgression non
 seulement dans les espaces homogenes, mais aussi dans les espaces fibr6s princi-
 paux diff6rentiables; son 6tude se ramene alors en d6finitive a celle de la
 transgression dans une algebre diff6rentielle a cohomologie triviale qui joue le
 role de l'algebre des formes diff6rentielles ext6rieures d'un espace universel
 (?18) pour toutes les dimensions, comme H. Cartan l'a mis en 6vidence [11].
 Les r6sultats obtenus dans cette voie, en partie conjointement, par Cartan,
 Chevalley, Koszul, Weil sont r6sum6s dans [11] et [22].

 Les travaux de Leray concernent aussi la cohomologie r6elle des espaces homo-

 genes mais procedent d'id6es diff6rentes. Comme ceux de Hopf et Samelson, ils
 utilisent des m6thodes de topologie alg6brique; les hypothbses de diff6rentia-
 bilit6 et la th6orie infinit6simale, qui sont a la base de [11], [21], [22], n'y inter-
 viennent que dans une tres faible mesure. Leray se sert surtout de sa th6orie

 1 Les num6ros entre crochets renvoient A la bibliographie, plac6e a la fin de ce travail.
 2 Un isomorphisme attache aux structures fibries, C. R. Acad. Sci. Palris 227 (1948), 1328-

 1330.

 115
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 116 ARMAND BOREL

 homologique des espaces fibr6s [24], elle-meme cas particulier d'une th6orie

 homologique des applications continues [23].

 Le pr6sent travail a pour objet l'6tude de la cohomologie des espaces fibr6s

 principaux et des espaces homogenes par rapport A des coefficients vari6s; nous

 y utilisons constamment la th6orie de Leray, ce qui n'est pas pour surprendre,
 puisqu'elle vaut pour des coefficients quelconques. Guid6s par les recherches de
 Cartan-Chevalley-Koszul-Weil, nous donnons une place pr6pond6rante A la
 transgression, aux espaces universels et A leurs bases, les espaces classifiants.
 L'existence des espaces universels pour des groupes de Lie compacts et des di-

 mensions quelconques est fondamentale ici. C'est en bonne partie ce fait et le
 th6oreme de Hopf qui, joints A la th6orie g6n6rale de Leray, nous permettront
 d'obtenir des r6sultats particuliers aux espaces fibr6s principaux et aux espaces
 homogenes.

 Nous r6sumons maintenant brievement le contenu des diff6rents chapitres.
 Le Chapitre I est surtout consacr6 au rappel des notions et th6oremes utilis6s

 dans la suite, en particulier de la th6orie de Leray. Pour rendre ce travail aussi
 ind6pendant que possible nous avons 6galement r6p6t6 toutes les d6finitions pour

 lesquelles il aurait fallu renvoyer le lecteur A des M6moires originaux. Ainsi, la
 lecture du n6tre ne presuppose pas obligatoirement celle d'autres travaux, pour
 autant que l'on veuille bien admettre les th6oremes 6nonc6s sans demonstrations
 dans les quatre premiers paragraphes. Le ?5 donne plusieurs d6finitions de la
 transgression dans un espace fibr6; la plus importante ici est la derniere, qui
 s'exprime directement dans l'algebre spectrale de l'espace fibr6.

 Les 6nonc6s classiques du th6oreme de Hopf [19], [21] et3 sont formul6s en
 caract6ristique z6ro, mais Hopf a d6jA soulign6 que sa demonstration fournissait
 des renseignements partiels modulo p; ici il importait naturellement de d6ter-
 miner la structure d'une algebre de Hopf (c'est A dire v6rifiant les conditions de
 Hopf) sur un corps de caract6ristique p quelconque, ce qui est fait au Chapitre
 II, ?6. On peut exprimer le r6sultat obtenu en disant qu'une algebre de Hopf

 est toujours isomorphe A un produit tensoriel gauche d'algebres de Hopf A un
 g6n6rateur (si le corps de base est parfait); le ?6 est purement alg6brique et,
 except6 pour quelques d6finitions rappel6es au ?1 (A), (E), ind6pendant du
 Chapitre I. Le ?7 tire quelques consequences topologiques de ce th6oreme.

 Le Chapitre III est consacr6 A une 6tude sommaire de la cohomologie des
 vari6t6s de Stiefel r6elles, complexes et quaternioniennes. Il s'agit ici simplement
 d'obtenir des renseignements qui permettront d'appliquer A des cas particuliers
 les th6oremes g6n6raux des chapitres suivants.

 Dans le Chapitre IV nous d6montrons le th6oreme central de ce travail (Th6o-
 reme 13.1); bien que nous ne l'utilisions plus loin que dans des questions topo-
 logiques, il est lui-meme alg6brique et concerne des algebres spectrales ayant

 quelques propri6t6s formelles des algebres spectrales d'espaces fibr6s, aussi ce
 Chapitre est-il completement alg6brique.

 3J. Leray, Jour. Math. pur. appl. IXs. 24 (1946), 96-248, No. 24.
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 COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 117

 Le Chapitre V introduit tout d'abord les notions d'espace universel E(n, G)
 ou simplement Ea pour un groupe de Lie compact G et pour n, (espace fibr6

 principal compact, connexe et localement connexe, de fibre G, A cohomologie
 triviale jusqu'A n), et d'espace classifiant B(n, G) ou Ba = Ea/G pour G et pour
 n. Le ?19 contient les applications du Th6oreme 13.1; le r6sultat principal est
 le suivant: Si l'algebre de cohomologie H(G, Kp) d'un groupe de Lie compact

 connexe, A coefficients dans un corps de caract6ristique p, est une algebre ex-
 t6rieure A g6n6rateurs de degr6s impairs, alors elle possede une base form6e

 d'6l6ments "universellement transgressifs" (c'est A dire transgressifs dans Ea,
 donc notamment dans tous les espaces fibr6s principaux compacts localement

 connexes de fibre G); de plus l'algebre de cohomologie H(Ba, Kp) de Ba est
 (jusqu'A n) une algebre de polyn6mes dont les g6n6rateurs sont images par
 transgression d'un systeme minimal de g6n6rateurs universellement trans-
 gressifs de H(G, Kp).

 Dans le ?20 nous montrons en premier lieu qu'un 6l6ment universellement
 transgressif de H(G, Kp) est aussi primitif, les r6sultats du ?19 permettent alors
 de g6n6raliser les principaux th6oremes de la These de H. Samelson [28]. Si U
 est un sous-groupe ferm6 de G, il existe un homomorphisme naturel p*(U, G):
 H(Ba, M) -+ H(Bu, M), (M anneau de coefficients quelconques), tres im-
 portant pour la suite qui est d6fini dans le ?21, oA il est mis en relations avec
 l'homomorphisme i*: H(G, M) -+ H( U, M) transpos6 de F 'inclusion. Le ?22 in-
 troduit des algebres spectrales relatives aux espaces fibr6s principaux et aux es-
 paces homogenes, mettant en jeu les espaces classifiants; en particulier celle
 qui mene de H(Ba , H(G/U, M)) A H(Bu , M) sera fr6quemment utilis6e (Th6o-
 reme 22.2). Enfin le ?23 6tudie les espaces classifiants pour les groupes ortho-

 gonaux unimodulaires ou, si l'on veut, les grassmanniennes de plans orient6s;
 en cohomologie mod. 2 on retrouve un th6oreme de Pontrjagin.

 Le Chapitre VI est consacr6 A la cohomologie r6elle; apres avoir g6n6ralis6
 aux espaces fibr6s principaux compacts localement connexes un th6oreme de
 Chevalley sur la cohomologie des espaces fibr6s principaux diff6rentiables, nous
 obtenons une formule tres g6n6rale de H. Cartan, qui affirme que l'algbbre de

 cohomologie r6elle d'un espace homogene G/IU est l'algebre de cohomologie de
 H(Bu, R) ? H(G, R) muni d'une diff6rentielle convenable d6termin6e par la
 transgression dans Ea et par p*(U, G). On pourrait notamment en d6duire par
 des raisonnements alg6briques la cohomologie de G/ U lorsque rang G = rang U
 (et en particulier la formule de Hirsch); cependant nous avons pr6f6r6 traiter
 cette question ind6pendamment en nous appuyant sur deux th6oremes du Chapi-
 tre V et sur un lemme affirmant que les nombres de Betti de G/T, (T tore maxi-
 mal de G), sont nuls en dimensions impaires. Le ?27 fait intervenir l'algebre des
 polynomes invariants par le groupe de Weyl de a et montre qu'on peut 1'identi-
 fier A H(Ba, R). Ce Chapitre s'acheve par quelques remarques sur 1'homomor-
 phisme p*(U, G), en partie valables pour des coefficients quelconques.

 Le Chapitre VII 6tudie la cohomologie mod. p ou A coefficients entiers d'espaces
 homogenes; les r6sultats sont loin de se pr6senter sous une forme aussi achev6e
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 118 ARMAND BOREL

 que dans le cas des coefficients r6els; nous avons surtout examine le cas d'6galite

 des rangs et donne des conditions suffisantes pour que l'on puisse se ramener A
 la consideration des invariants du groupe de Weyl, ce qui permet souvent de
 faire des calculs effectifs; comme applications, nous 6tudions la cohomologie de

 quelques espaces homogenes classiques: U(n)/U(n1) X *.. X U(nk), (n1 +

 ... + nk = n), SO(2n)/U(n), U(2n)/Sp(n), U(n)/SO(n). On remarquera que
 plusieurs th6oremes de ce chapitre prendraient une forme plus satisfaisante si

 l'on pouvait montrer que H(G/T, Z), (T tore maximal de G) est sans torsion;

 dans le ?29 nous v6rifions que cela est vrai si G est un produit de groupes simples

 isomorphes a des groupes classiques ou a U2, F4, mais nous ne savons rien quant

 aux cas G = E6, E,, E8.

 Les principaux r6sultats de ce travail ont 6t6 annonc6s dans [1], [3], [4]; dans

 un M6moire ult6rieur, nous d6montrerons les th6oremes annonc6s dans [2] et

 qui ne figurent pas dans le Chapitre III, 6tudierons la cohomologie mod 2 de
 quelques espaces homogenes des groupes orthogonaux (qui sont l'objet de

 t15]), ainsi que les Sqi dans les grassmanniennes et les vari6t6s de Stiefel. Un
 autre travail, qui sera 6crit en collaboration avec J. P. Serre, 6tablira les r6sultats
 de [61.

 En terminant cette introduction, je tiens a remercier M. J. Leray, qui m'a
 communiqu6 les demonstrations de r6sultats annonc6s dans les Comptes Rendus;

 je lui dois en outre de consid6rables am6liorations dans l'exposition et la r6dac-
 tion du Chapitre IV. Je remercie aussi M. H. Cartan qui a bien voulu me tenir
 au courant des recherches qu'il poursuivait avec MM. Chevalley, Koszul, Weil;
 ses remarques ont beaucoup contribu6 a me faire comprendre le sens topologique
 des m6thodes alg6briques d6velopp6es par ces auteurs. J'ai d'autre part tir6 un
 tres grand profit de son S6minaire de Topologie alg6brique. Ma reconnaissance
 va 6galement a J. P. Serre, dont les nombreuses suggestions m'ont grandement

 aid6 durant l'elaboration de ce travail.

 TABLE DES MATIERES
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 ?9. Vari6t6s de Stiefel complexes et quaternioniennes ................ 145

 ?10. Vari6t6s de Stiefel r6elles .................................... 147

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 COHOMOLOG1E DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX I L9

 Chapitre IV. Le theoreme principal de transgression.
 ?11. La notion de relation ........................................ 149
 ? 12. Propositions auxiliaires ...................................... 153
 ?13. Le th6oreme principal ....................................... 157
 ?14. Premiere partie de la demonstration ........................... 158
 ?15. Seconde partie de la demonstration ............................ 159
 ?16. Un complement en caract6ristique deux ........................ 161
 ?17. Un complement pour les caract6ristiques diff6rentes de deux ...... 161

 Chapitre Vr. La transgression dans les espaces fibres principaux.
 ?18. Espaces universels et espaces classifiants ....................... 165
 ? 19. La cohomologie des espaces classifiants et la transgression ....... 170
 ?20. Elements universellement transgressifs et 6l6ments primitifs ...... 173
 ?21. Trois homomorphismes associ6s a un sous-groupe ................ 176
 ?22. Deux algebres spectrales .................................... 179
 ?23. Cohomologie des espaces classifiants pour les groupes orthogonaux

 unimodulaires ............. ............................... 182
 Chapitre VI. Cohomologie r~elle des espaces fibres principaux et des espaces

 homogenes.

 ?24. Cohomologie des espaces fibr6s principaux compacts ............ 183
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 Chapitre VII. Cohomologie entiere et mod p de que1ques espaces homogenes.
 ?29. Le quotient d'un groupe compact par un tore maximal .......... 197
 ?30. Le quotient d'un groupe compact par un sous-groupe de meme rang. . 201
 ?31. Etude de quelques cas particuliers ............................. 202
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 CHAPITRE I. PRELIMINAIRES

 ?1. Notions algebriques

 (A) On d6signera touj ours par A un anneau isomorphe soit a Z soit a un corps
 de caract6ristique p Kp (p nul ou premier) . Les A-modules consideres dans la
 suite sont toujours suppos6s unitaires. Un A-module E est sans torsion si ax =
 0(a E A, x E E) implique a = 0 ou x = 0, ce n'est naturellement une restriction
 que pour A = Z; si E est un groupe ab6lien, on notera Tors. E le sous-groupe de
 ses 6l6ments d'ordre fini, on dira que E est sans k-torsion si Tors. E ne contient
 pas d'element non nul d'ordre divisible par k, en particulier E est toujours sans
 o-torsion.

 Un A-module E est gradue s'il est somme directe de sous-modules Ei, mt e
 est dit homogbne de degr6 i, il est bigradu6 s'il est somme directe de sous-modules

 4Ce que nous rappelons danis ce, Chapitre vaut aussi si A est un anneau principal quel-
 conque, mais nous n'auroris hesoin que des cas pr6cites.
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 120 ARMAND BOREL

 Er", i"' E Et J est bi-homogene de bi-degr6 (i, j). Si E est une A-algebre, on
 exige encore

 (1.1) E'.E' C E'+J resp. EijEs t c Ei+8j+t.

 Une algebre gradu6e est anticommutative si m m" = (-1) tm'mm. On notera
 A P l'algebre ext6rieure d'un A-module libre P; si P est gradu6, A P est gradu6e
 de fagon 6vidente; pour A = Z. ou A = Kp (p # 2) elle n'est anticommutative

 que si P est gradu6 par des degr6s impairs.

 Une A-algebre dijftrentielle (E, d, w) est une algebre munie d'un endomor-
 phisme A-lin6aire d et d'un automorphisme cw (pour la structure d'algbbre)

 v6rifiant

 (1.2) d-d = 0; dw + wd = 0; d(x-y) = dx -y + c(x)-dy.

 On appelle cocycles les 6l6ments du noyau C(E) de d, cobords les 6l6ments de

 l'image D(E) de d, le quotient H(E) = C(E)/D(E), muni du produit usuel
 d6fini par passage au quotient, est l'algebre de cohomologie de E. Si E est gradu6e,

 on supposera encore que d(Et) C E'+' (r ind6pendant de i est le degr6 de d),
 H(E) est alors aussi gradu6e.

 (E, d, w) sera dite canonique si elle est gradu6e, si d est de degr6 1 et si cW(mt) =

 (-l1)m (m c E').
 (B) A lgebre filtree. Une filtration sur une A-algebre E est d6finie par une suite

 d3 sous-modules S' v6rifiant:

 (1.3) Sp+1 C S pq C Sp+q U Sp = E.

 En posant f(x) = max (p, x e SP), on d6finit sur E une fonction a valeurs entieres
 ou 6gales A + oo, satisfaisant a:

 f(x + y) _ min (f(x), f(y)) f(ax) > f(x) (a e A, x , y e E)

 f(x y) > f(x) + f(Y) f(O) = +C -

 R6ciproquement une telle fonction 6tant donn6e, on d6finit une filtration en

 posant Sp = Ix, f(x) > p}.
 On dira que la filtration est born6e sup6rieurement (inf6rieurement) s'il existe

 k tel que Sk = 0 (resp. S' = E); la fonction f admet alors la borne sup6rieure
 (resp. inf6rieure) k sur les 6l6ments diff6rents de z6ro.

 A une algebre filtr6e E est associ6e une algebre gradu6e G(E). Comme module,

 c'est la somme directe des modules SP/SP+l; le produit de sP e SPISP+' par
 gq e Sq7Sq+l est l'image dans SP+q/SP+q+l du produit spsq de deux repr6sentants
 de sP et sq dans Sp et S", cette d6finition est l6gitim6e par (1.3).

 Si la filtration est born6e sup6rieurement et inf6rieurement, G(E) est la somme
 directe des quotients successifs d'une suite normale finie de sous-modules em-
 boit6s. Cas particuliers: A = K, G(E) est alors un espace vectoriel isomorphe

 (non canoniquement) a E, gradu6 par un nombre fini de degr6s; A = Z, E = Z.

 G((E) est somme directe d'un nombre fini de groupes cycliques d'ordres finis pi
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 diff6rents et d'un groupe Z; A = Z, E = Z + . + Z(k fois), G(E) est somme
 d'un groupe fini et de k groupes Z; A = Z, E groupe fini d'ordre n, G(E) est
 somme de m groupes finis d'ordres nl , , flm et nl ... nfm = n. Remarquoiis
 enfin que si G(E) est sans torsion (E quelconque), E est sans torsion.

 Si E est diff6rentielle filtr6e, on exigera encore que f(w(x)) = f(x). Posant

 C' = SP n C(E), DP = D(E) n SP, on d6finit dans H(E) une filtration par des
 sous-modules JP, images canoniques des C' et alors

 (1.5) G(H(E)) = E JP/JP+l = E CP/CP+1 + DP.

 (C) Alg~bre spectrale. A une algebre diff6rentielle filtr6e on fait correspondre
 une alg~bre spectrale, que nous noterons (Hr), form6e d'une suite d'algebres
 diff6rentielles gradu6es. Renvoyant a [23] pour plus de d6tails, nous en rappelle-
 rons brievement la d6finition et quelques propri6t6s. On pose:

 Cr? = {x, x e S', dx e S1+'}; DW = dCp-r
 (1.6) Hr=YH,

 (1.G) ~~Hv = CvICr~l + Dv Hr = Hrp

 on d6finit dans Hr un produit et un automorphisme cw par passage au quotient
 et un endomorphisme dk Hk >- Hk+r par passage au quotient a partir des homo-
 morphismes de paires

 P w1 P ) ~d (Cp+r D r) C pHr C P+r+l pr
 (1.7) (Cr' Cr i' + DrPl -f (C , D [)-1 (C, ,P, - 1 + D-[
 (i est l'inclusion), d'ou' un endomorphisme dr de Hr, 6videmment de carr6 nul,
 qui augmente le degr6 de r. On montre que Hr est alors une algebre diff6rentielle
 gradu6e et que son algebre de cohomologie est Hr+? On introduit encore H. =
 G(H(E)), H-x - G(E).

 On note Kr+1 l'homomorphisme des cocycles de Hr sur Hr+i et on pose K8 =
 K8 0. . 0+10 r, surU ?, ? Kr+20 Kr+i(S > r); K. est done l'homomorphisme sur Hs des e1ements
 de Hr qui sont des "cocycles pour dr, dr+i 1 , dsi ," c'est A dire qui v6rifient
 dkKkh = 0 pour r ? k < s.

 Nous ne nous int6resserons qu'au cas ou' l'algebre filtr6e (E, d, cW) admet encore
 une graduation par des sous-modules que nous noterons ici 'E, pour laquelle
 elle est canonique, chaque Sp 6tant somme directe de ses intersections avec les
 modules 'E. Cette nouvelle graduation se transmet aux algebres Hr. Posons

 Cr' = C,1 n 1+zE Dv'q = Dv? n v+E
 (1.8) Jp q = JP n V+qH(E)

 alors Hr est bigradu6 par des sous-modules

 (1.9) Hrv Q = CrP /Cp+ Q-1 + Dv"'

 et Ho par les sous-modules

 de= jp.l/ju+l.

 Si de plus
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 122 ARMAND BOREL

 (1.10) 0 _ f(x) i pour x e iE, x # O

 alors

 (1.11) H Pq = H P'= H Po pour r > p + q + 1

 ce qui permet de consid6rer H. = G(H(E)) comme la limite de Hr pour r infini.
 Enfin nous appellerons algebre spectrale canonique une suite (Hr) d'algbbres

 diff6rentielles Hr (r entier quelconque, ou 6ventuellement r entier ? ro) jouissant
 des propri6t6s suivantes: Hr est une algebre diff6rentielle bigradu6e par deux
 degr6s p, q > 0; elle est canonique et anticommutative par rapport au degr6

 total n = p + q; dr augmente p de r, diminue q de r - 1, Hr+i est l'algbbre de
 cohomologie de Hr .

 (D) Homomorphismes. Soient E, E' deux algebres sur A, X: E -E' un homo-
 morphisme; si E et E' sont gradu6es, on supposera que X(Et) c E', si elles sont

 diff6rentielles que d' *X = X d, cow' = Xw si elles sont filtr6es que X(SP) C S'P;
 X induit alors un homomorphisme des algebres spectrales (Hr) et (Hr), c'est a
 dire pour tout r un homomorphisme de Hr dans H' que nous d6signerons aussi
 par X v6rifiant:

 (1.12) 4(Kr+ih) = Kr +(X(h)) si h est cocycle pour dr

 X induit aussi un homomorphisme de H(E) dans H(E'), pour lequel X(JP) C J'P'

 et par cons6quent un homomorphisme de H. dans H' . Si X est un isomorphisme
 de Hr sur Hr, c'est naturellement aussi un isomorphisme de H8 sur H' (s ? r).
 Si de plus E et E' sont gradues et si (1.10) est v6rifi6e, X est un isomorphisme
 de H(E) sur H(E') conservant la filtration; en effet, sous les hypotheses faites,

 X est un isomorphisme de G(H(E)) = Hw = lim Hr sur G(H(E')) = lim Hr;
 sur les 6l6ments ayant un degr6 total n donn6 la filtration est born6e sup6rieure-
 ment, le raisonnement de la Prop. 6.2 de [23] s'applique.

 (E) Produit tensoriel. E 0 F d6signera le produit tensoriel sur A des A-mo-
 dules E et F ([7] ?1). Si E et F sont gradu6s, E 0 F est bigradu6 par les sous-

 modules Et 0 F'; on y introduit encore un troisieme degr6, le degr6 total i + j;
 si E et F sont des algIbres gradu6es, on fait de E 0 F une algebre bigradu6e en
 introduisant un produit par

 (1.13) (x 0 y )(xj 0 y) = (-)ij(x xi 0 yi y).

 En fait iH faudrait nommer ce produit le produit tensoriel gauche, par opposition
 au produit tensoriel d'algebres usuel ([7], ? 3), mais comme nous n'utiliserons
 que le premier, nous omettrons le mot gauche. Si E et F sont anticommutatives,
 E 0 F l'est pour le degr6 total; si E et F sont canoniques, on fait de E 0 F

 une algebre diff6rentielle canonique pour le degr6 total en introduisant une diffe-
 rentielle d et un automorphisme cw par

 d(xp 0 y) = dxP 0 y + (-1)pxp 0 dy

 (1.14) co(xp 0 y ) = (- )P+q(xP 0 yq)
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 x 0 y -+ dx 0 y et x 0 y -> x 0 dy sont aussi des endomorphismes de carre
 nul, que nous nommerons les diff6rentielles partielles par rapport a E et F.

 ?2. Espaces fibres

 On appellera ici espace fibr6 un systbme (E, B, F, p) form6 de deux espaces
 E, B, d'une application ouverte p de E sur B, la projection, telle que pour tout
 b e B il y ait un voisinage Vb de b et un hom6omorphisme rb de p '(Vb) surVb X F
 v6rifiant:

 (2.1) =b (xp (X)) = X X F (X E6 Tb).

 On dit comme on sait qu'un fibr6 est trivial s'il y a un hom6omorphisme de
 E sur B X F satisfaisant A (2.1) pour tout x e B. La condition impos6e ici est
 donc celle de la trivialite locale. A vrai dire, pour obtenir le Th6oreme 4.1, il faut

 encore exiger une certaine uniformite dans la trivialite locale et on postule qu'il
 existe un voisinage V de la diagonale de B X B tel que l'espace fibr6 soit trivial
 au-dessus de U C B toutes les fois que U X U C VV; mais cette propriet6

 est une consequence de la trivialite locale en tout cas si B est compact ou si B
 est m6trisable, deux cas particuliers d'une gen6ralit6 bien suffisante pour ce

 travail, et c'est pourquoi nous n'incorporons pas cette condition suppl6mentaire
 dans la d6finition.

 On dit que le groupe compact G opere A droite sur l'espace E s'il existe une

 application continue h: E X G -*E ,verifiant:

 (2.2) x e = x (x g).g' = x.(gg'), (x e E, g, g' E G. e unit6 de G)

 (on a pos6 h(x, g) = x * g). D6finition analogue pour un groupe op6rant A gauche.
 Supposons de plus que

 (2.3) x g - x si g - e, x quelconque.

 Alors G d6finit une partition de E en sous-espaces ferm6s hom6omorphes 'a G
 les trajectoires des points de E. Soit p la projection de E sur son quotient B =

 E/G par la relation d'6quivalence d6finie par G. Le systeme (E, B, G, p) est un
 espace fibre principal de groupe (compact) G. Pour les besoins de la th6orie de
 Leray, il n'est pas necessaire d'exiger la trivialite locale, mais ces distinctions
 n'ont aucune importance dans ce travail. En effet, G sera toujours de Lie, E
 toujours localement compact, donc completement r6gulier, et la trivialite locale
 est assur6e par un th6oreme de A. M. Gleason, (Proc. Amer. Math. Soc. 1 (1950),
 35-43); trivialite locale s'entend ici au sens des espaces fibr6s principaux, cela
 signifie que pour tout b e B il existe un voisinage Ub et un hom6omorphisme
 rb de p '(Ub) sur Ub X G v6rifiant (2.1) et

 (2.4) Pb(x g) = Db(X)*g

 (on fait bien entendu op6rer G dans Ub X G par (x, g) g' = (x, gg')).
 Soit F un espace sur lequel G opere A gauche, (E, B, G, p) un espace fibre

 principal. On notera (E, F) G le quotient, introduit par C. Ehresmann, de E X F
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 par la relation d'6quivalence (x, 9, g-qf) ~ (x, f); l'application (x, f) -* p(x) de
 E X F sur B passe au quotient et fait de X = (E, F) G un espace fibr6 (X, B, F, p)
 A groupe structural G (localement trivial si E l'est). Explicitons deux cas par-
 ticuliers de cette notion.

 (a) F est lui-meme un espace fibr6 principal (E', B', G, p'), sur lequel en fait
 op6rer G A gauche par x' -* x' g_'; la relation d'6quivalence devient (x, x') ~
 (x, g, x'*g); l'espace (E, E')a admet 2 fibrations, (X, B, E', p) et (X, B', E, p').
 Si i7 est l'injection de E' dans X qui r6sulte de l'application e' -* x X e' de E'
 dans E X E' et de la projection de ce dernier sur X, il est clair que l'on a un
 diagramme commutatif

 (2.5) p' /P

 B'

 (b) G opbre transitivement sur F, qui s'identifie donc l'espace G/U des
 classes A gauche de G suivant un sous-groupe ferm6 U, et sur lequel G opere
 par les translations a gauche. Alors (E, F)G = (E, G/ U)a s'identifie canonique-
 ment au quotient de E par la relation d'6quivalence qu'y d6finit U; c'est donc
 un espace fibr6 (E/U, B, G/ U, p). Si de plus U est invariant dans G, G/ U opere
 de fagon 6vidente A droite sur E/ U, qui devient un espace fibr6 principal de
 groupe G/ U.

 Nous ne r6p6terons pas les d6finitions bien connues d'homomorphismes
 d'espaces fibr6s, d'espaces fibr6s principaux, ou d'espaces fibr6s A groupe struc-
 tural donn6 (cf. par ex. [9], Exp. VI). Rappelons enfin la d6finition d'un espace
 fibr6 image r6ciproque (induced bundle dans [31], ?10); soit (E', B', F', p') un
 espace fibr6, f:B -* B' une application continue, E le sous-espace de B X E'
 form6 des points (b, e') tels quef(b) = p'(e'). On d6finit p: E -+ B par p((b, e')) =
 b etf:E -* E' par f(b, e')) = e'; p fait de E un espace fibr6 (E, B, F', p), (locale-
 ment trivial si E' l'est), nomm6 l'image r6ciproque de (E', B', F', p') par f. Le
 diagramme

 E E

 (2.6) P

 if
 B - B'

 est 6videmment commutatif, f est un homomorphisme de (E, B, F', p) dans
 (E', B', F', p'); E' 6tant localement trivial, ce diagramme d6termine (E, B, F', p)
 A un isomorphisme pres. Si E' est principal, E l'est aussi, (pour toutes les notions
 rappel6es dans ce paragraphe, voir [9], Exp. VI, VII, aussi [31]).

 ?3. Theorie de Leray: Cohomologie des espaces compacts

 De la th6orie de Leray, nous utiliserons presque uniquement le th6oreme
 d'existence de l'alge'bre spectrale d'un espace fibr6 et ses propri6t6s r6sum6es

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 125

 au d6but du ?4; des notions classiques jointes a celles qui ont 6te rappel6es dans
 les ?1 et 2 suffisent pour les exprimer. Cependant dans les ?5 et 24, la maaiere
 meme dont cette algbbre spectrale est construite interviendra, d'oA la n6cessit6
 de faire appel A d'autres points de la th6orie de Leray, que nous allons r6sumer
 ici. Nous n'en aurons besoin dans les ?5 et 24 que pour les espaces compacts,
 aussi pour ne pas allonger inutilement ces pr6ambules ne consid6rerons -nous dans
 ce paragraphe que des espaces COMPACTS; nous insistons sur le fait que cer-
 taines des d6finitions ci-dessous ne sont valables telles quelles que pour les
 espaces compacts.

 [231 developpe tout d'abord une th6orie axiomatique de la cohomologie
 d'Alexander-Spanier5 a supports compacts; la notion alg6brique de base y est
 celle d'anneau, mais il y a avantage pour certaines applications a partir plus
 g6neralement d'algebres sur A, ce que nous ferons ici; les demonstrations de [23]
 se transportent naturellement sans difficult6 a ce cas, on trouvera du reste un
 expos6 d6taill6 de la th6orie fait de ce point de vue dans [5], oi nous renverrons
 aussi pour quelques propositions ne figurant pas dans [23] ou [24].

 Un A-complexe K sur un espace compact X est un A-module a chaque 6l6ment
 k duquel est attach6 une partie ferm6e S(k) de X, son support, par une loi qui
 v6rifie:

 (3.1) S(k + k') C S(k) u S(k'); S(ak)C S(k)

 (3.2) S(k) = 0 est equivalent a k = 0.

 Si K est une A-algebre diff6rentielle, on supposera encore

 (3.3) S(k. k') C S(k) n S(k'); S(dk) C S(k); S(w (k)) = S(k)

 et s'il est gradu6, que S(k) est la r6union des supports des composantes homo-
 genes de k; le complexe est sans torsion si S(ak) = S(k), (a e A, k e K), K est
 alors sans torsion en tant que A-module vu (3.1) et (3.2).

 Soit f :X -> Y une application continue. Si K est un complexe sur X, on lui
 fait correspondre un complexe f(K) ou fK sur Y en attribuant A k le support
 f(S(k)). Si L est un complexe sur Y, on y introduit de nouveaux supports sur X
 par S'(k) = f-l(S(k)). Le quotient de L par les 6l6ments de (nouveaux) supports
 vides est un complexe sur X, not6 f-'(L); en particulier si f est l'injection d'un
 sous-espace X C Y, f-'(L) est la section de L par X que nous d6signerons par
 XL, (et Xk sera l'image dans XL de k E L). IL est clair que l'on a des isomor-
 phismes d'algebres:

 (3.4) fK = K; f'(y).f'(L) = yL.

 Remarquons encore que si L est sans torsion, XL l'est aussi.
 Soient K et K' deux A-complexes sur X; on d6finit dans K 0 K' des supports

 5Suivant H. Cartan [10] nous nommons ainsi la cohomologie 6tudi6e dans [301, dans
 laquelle les p-cochalnes sont les fonctions de p + 1 points de 1'espace; A supports compacts
 signifie que P'on ne considere que les fonctions nulles lorsque les p + 1 points sont suffisam-
 ment voisins et en dehors d'un compact (d6pendant de la fonction consid6r6e).
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 ainsi: Soit h E K 0 K', on dit que x e S(h) si 1'image de h dans xK 0 xK' par

 l'homomorphisme produit tensoriel des sections K -k xK et K' -k xK' est non
 nulle. Le quotient de K 0 K' par les 6lements de support vide est uin A -complexe
 sur X, l'intersection de K et K', not6 K 0 K'.

 K est fin si pour tout recouvrement fini ouvert V1, * , Vn de X il existe des

 endomorphismes de K (pour la structure de A-module uniquement) ri, ** ,
 tels que

 (3.5) S(ri(k)) C Vj n S(k); (ri + * + rn)(k) = k.

 K est une A-couverture s'il est sans torsion, canonique gradu6 par des degr6s
 _ 0, muni d'un 6l6ment neutre u dont le support est X, est si H?(xK) - A,
 H'(xK) = 0 (i > 0) pour tout x e X.

 Le th6oreme d'unicit6 affirme que les algebres de cohomologie de deux A-cou-
 vertures fines sont canoniquement isomorphes ([5], Exp. III); on note H(X, A)
 l'algebre de cohomologie ainsi obtenue, c'est l'algebre de cohomologie d'Alexan-
 der-Spanier de X a valeurs dans A, car les cochaines d'Alexander-Spanier A
 valeurs dans A munies de supports convenables forment une A-couverture fine
 ([23] No. 16, [5] Exp. II). A vrai dire ce th6or~me est formul6 et d6montr6 directe-
 ment dans [23] pour la cohomologie par rapport A un faisceau ([23], No. 41, [5]
 Exp. V, No. 5), mais cette notion n'interviendra explicitement ici que dans une
 faible mesure aussi, sans donner de d6finition complete, nous bornerons-nous A
 quelques indications, surtout pour traduire la cohomologie par rapport A un
 faisceau constant ou localement constant A l'aide de notions plus usuelles. Un
 faisceau B sur X est d6fini par la donn6e d'une loi attachant A toute partie
 ferm6e F de X un module B(F), v6rifiant certains postulats ([23], No. 23, [5],
 Exp. V); A un complexe K et A un faisceau B on fait correspondre un complexe
 K 0 B, leur intersection; c'est en gros l'ensemble des combinaisons lin6aires
 finies d'6lements de K, a coefficients dans B, le domaine des coefficients pour
 k 6tant B(S(k)); en particulier si B est un "faisceau constant isomorphe au A-
 module M" et si K est fin, alors K 0 B - K 0 M, si K est une A-couverture
 fine, H(K 0 B) = H(K 0 M) est canoniquement isomorphe au module de
 cohomologie d'Alexander-Spanier A valeurs dans M ([5], Exp. IV No. 1); c'est
 une algebre anticommutative si M est une algebre commutative.

 La notion de faisceau localement constant g6n6ralise celle de systeme de coeffi-
 cients locaux au sens de Steenrod, elle s'y ramene meme lorsque X est glo-
 balement et localement connexe par arcs ([23], Nos. 69 A 73). Dans un faisceau
 localement constant localement isomorphe A un A-module M, il y a un plus

 grand sous-faisceau constant B. isomorphe a un sous-module M de M (M(x)
 est l'ensemble des 6l6ments de M(x) sur lesquels le groupe fondamental de X
 agit trivialement dans le cas des coefficients locaux). On montre que si X est
 compact connexe, localement connexe K une A-couverture fine, alors
 H0(K 0 B) - M, ([5], Exp. VII, Appendice), ce qui est du reste bien connu
 dans le cas des coefficients locaux. L'isomorphisme de H0(K 0 B) sur M est
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 induit par la section de K 0 B par un point x e X, section qui est par d6finition

 un homomorphisme de K 0 B dans xK 0 B(x) = xK 0 M.
 La section d'une couverture fine de X par un sous-espace Y C X est une cou-

 verture fine de Y ([23], No. 32 et Prop. 37.3, [5] Exp. II). Si X est une vari6t6

 on peut prendre comme R-couverture fine (R = corps des nombres r6els) les

 formes diff6rentielles ext6rieures, qui constituent une algebre canonique anti-

 commutative; cela vaut en particulier pour une sphere et le th6oreme d'immersion
 de Menger-Nobeling donne la

 PROPOSITION 3.1. Un espace compact separable metrique de dimension finie
 possede une R-couverture fine anticommutative.6

 X 6tant toujours compact, soit F un sous-espace ferm6, K une A-couverture

 fine de X, Kx-F le noyau de K -* FK, c'est a dire l'ensemble des 6l6ments de
 K dont le support ne rencontre pas F, et enfin M un A-module; K 6tant fin,
 on a une suite exacte:

 (3.6) 0 >KxF0 M >K 0 M >FK 0 M O

 d'oil la suite exacte de cohomologie

 (3.7) -* Hn-(F, M) 6* Hn(KxF 0 M) -* Hn(X, M) Hn(F, M)
 on montre que l'on peut identifier Hn(Kx-F, M) a Hn(X mod F, M) de maniere
 a ce que la suite (3.7) devienne la suite exacte de cohomologie relative d'Alexan-
 der-Spanier ([5] Exp. IV No. 1, Exp. VII Appendice).

 Notations. Sauf mention expresse du contraire, H(X, M) sera l'algebre de
 cohomologie d'Alexander-Spanier A supports compacts de l'espace localement
 compact X, a valeurs dans l'algebre M ou 6ventuellement dans un faisceau
 localement constant, localement isomorphe a M. On dira que X a une cohomo-
 logie triviale relativement a M (jusqu'a n) si HI(X, M) = M, Ht(X, M) = 0
 pour i > 0 (resp. 0 < i < n) que X est sans torsion, (resp. sans k-torsion), si
 H(X, Z) est sans torsion, (resp. sans k-torsion).

 f*:H(Y, M) -* H(X, M) sera l'homomorphisme transpos6 de l'application
 continue f:X -* Y; pour la cohomologie a supports compacts il ne peut etre
 non nul que si f est propre, c'est & dire si l'image r6ciproque de tout compact de
 Y est un compact de X.

 ?4. Theorie de Leray.: Espaces fibres

 J. Leray a associ6 des algebres spectrales a toute application continue ([23],

 No. 50); nous ne consid6rerons ici que le cas de la projection d'un espace fibre
 sur sa base et 6noncerons le thdorbme fondamental ainsi:

 THEOREME 4.1. Soit (E, B, F, p) un espace fibre connexe, localement compact,
 4 fibres connexes, d base localement connexe, M une A-algebre commutative.

 6 D'apres H. Cartan, iH existe une R-couverture fine anticommutative sur tout espace
 compact (non publi6).
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 Alors il existe une algebre spectrale (H,) sur A, canonique pour r ? 2, dans

 laquelle H2 = H(B, H(F, M)), et qui se termine par l'algebre graduee associee a
 H(E, M) convenablement filtree.7

 De fagon plus pr6cise, H2 est l'algebre de cohomologie de B par rapport A
 un faisceau localement constant, localement isomorphe a H(F, M), d6termine
 sur B par p, ou, si l'on veut, par rapport au systbme local de coefficients form6

 sur B par les algbbres H(p-1(b), M). Pratiquement nous utiliserons cette algebre
 presque uniquement quand ce systeme est simple, c'est A dire lorsque l'on a

 dans H2 des coefficients ordinaires. Ce fait se produit notamment dans chacun
 des deux cas suivants ([24], Nos. 4 et 5):

 (i) B est globalement et localement connexe par arcs, et simplement connexe.

 (ii) (E, B, F, p) est un espace fibr6 principal, dont la fibre est un groupe com-
 pact connexe, ou encore est le quotient (E/U, B, F/U, p) d'un tel espace par
 un sous-groupe ferm6 (non n6cessairement connexe) de F.

 Si M = A et si l'on a dans H2 des coefficients ordinaires, on peut appliquer
 la "regle de Kuinneth". On sait qu'alors H2 contient une sous-algebre isomorphe

 A H(B, A) 0 H(F, A), qui lui est 6gale quand A = Kp ou encore, si A = Z.
 quand H(B, Z) ou H(F, Z) est sans torsion ([23], No. 17); le quotient

 H(B, H(F, Z))/H(B, Z) 0 H(F, Z) est le produit dual ou de torsion de H. Car-
 tan et S. Eilenberg Tor (H(B, Z), H(F, Z)), mais nous n'aurons besoin de cette
 notion que dans des cas 6l6mentaires bien connus (voir ?8.2). Signalons qu'en

 ce qui concerne la bigraduation on a la suite exacte:

 (4.1) 0 -* Hp(B, Z) 0 Hq(F Z) - HP(B, Hq(F Z))
 -* Tor (Hp+'(B, Z), Hq(F, Z)) -- 0.

 Nous r6sumons maintenant les principales propri6t6s de l'algebre spectrale.
 (a) H2 est bigradu6 par les sous-modules H2p q = HP(B, H'(F, M)). On dira

 que p est le degre-base, q le degrefibre, p + q le degre total; ces degr6s seront not6s

 DB, DF et D respectivement. La diff6rentielle dr de H, augmente DB de r, di-
 minue DF de r - 1, augmente D de 1.

 (b) L'homomorphisme p* H(B, M) -* H(E, Al); il ne peut etre non nul (pour
 la cohomologie A supports compacts) que si F est compacte. Dans ce cas H2'0 =
 HP(B, H0(F, M)) = HP(B, M); la diff6rentielle dr qui diminue DF de r - 1 est
 force6ment nulle sur HP'0(r _ 2), et HP+'? est un quotient de H"'0, d'oih la suite
 d'homomorphismes sur

 H"(B, M) = H2'0 --+ Hp,'0 -HP1 = H'0 = J"'0 c H(Eh, M)
 (Notations du ?1C), la derniere inclusion r6sulte du fait que JP+l n H"(E, llI) = 0

 En fait, il y a une infinit6 d'alg'bres spectrales correspondant chacune A une filtration
 caract6ris6e par deux entiers 1, m, mais elles ne sont pas essentiellement diff6rentes. Le

 theoreme est 6nonc6 ici pour la filtration 1 = 0, m = 1, de [24), la seule que nous utiliserons,
 donit la d6finitioin sera rappel6e plus bas; elle v6rifie la condition (1.10) et il en est de m~me
 pour la filtration de H(E, M) associ6e. Si M n'est pas commutative, on a un th6oreme ana-
 logue, sauf que Hr n'est plus forc6ment anticommutative pour le degr6 total; de m~me si
 Al est un module, on affirmera simplement que Hr est un module.
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 vii la condition (1.10). On montre que la premiere 6galit6 est donn6e par un iso-

 morphisme canonique 7r* tel que :8

 (4.2) * = K2+1?7r* sur H'(B, 3!)

 ([24], No. 6g, [5], Exp. VII, No. 2).

 (c) L'homomorphisme i*:H(X, M) -+ H(F, M). Soit ib* l'homomorphisme
 transpos6 de l'injection ib de la fibre Fb = p-'(b) dans E, il ne peut etre non n
 que si B est compact; dans ce cas il y a un isomorphisme canonique lb*8

 (4.3) *:Ho"' = H?(B, HQ(F, M)) = Hq(Fb, M)

 les 6l6ments de H?o" ne peuvent etre cobords pour dr qui augmente DB de
 r(r > 2), H?+1 est isomorphe au module des cocycles de H?o; on a une suite
 d'inclusions

 Hq(Fb, M) = Ho q Ho q D Ho"' = H q = Hq(E) M)/Jl",-'.

 L'homomorphisme de H'(E, M) dans Hq(FbM) r6sultant des applications

 (4.4) H (E, M) -> Hq(E, M)/J"`q-' = H? 0 c Ho q Hq(F M)

 est ib* (cf. [24], No. 6f, [5] Exp. VIII, Th6oreme 2 et sa d6monstration); le noyau
 de ib* est donc J'; si b varie, les isomorphismes Lb* sont naturellement compatibles
 avec les identifications canoniques des modules Hq(Fb, M), consid6r6s comme

 6l6ments du sous-faisceau constant contenu dans le faisceau H(p-'(b), M).
 Ainsi, vu (4.4), ib* est ind6pendant de b, on peut parler de l'homomorphisme
 i*:H(E, Al) -* H(F, M).

 Explicitons encore un cas particulier que nous rencontrerons fr6quemment
 dans la suite; on dit que F est totalement non homologue & zero dans E, relative-
 ment A M, si i*:H(E, M) -- H(F, M) est sur; d'autre part on dit que l'algebre

 spectrale (H,) est triviale si d1 = 0(r _ 2), done si H2 = H3 = = H0, =
 G(H(E, M)).

 PROPOSITION 4.1. Soit (E, B, F, p) un espace fibre compact connexe de fibre con-
 nexe, de base localement connexe.

 Pour que l'algetbre spectrale sur Kp de cettefibration soit triviale et que H(F, Kp) =
 H(F, Kp), il faut et il suffit que F soit totalement non homologue & z~ro dans E

 relativement 4 Kp . Dans ce cas, p* est biunivoque, le noyau de i* est l'idgal engendre'
 par p*(H+(B, Kp)).9

 On a une proposition analogue pour les coefficients entiers lorsque H(B, Z) ou
 H(F, Z) est sans torsion.

 Si H2 = HI., p* est biunivoque vu (4.2) et l'id6al de l'image de p*(H+(B, Kp))
 dans H2 = G(H(E, M)) est la r6union des modules JP"1/JP+l"'2(p > 0). On a
 jn+,,- = 0 puisque la filtration v6rifie (1.10); pour p + q = n fix6 l'inclusion
 de Jp"-p dans l'id6al de p*(H+(B, Kp)) se d6montre alors par r6currence des-

 Sa d6finition sera rappel6e plus bas.
 H+ (B, K,) est l'ensemble des 6l6ments de degr6s >0 de H(B, K,,).
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 cendante sur p > 0, done J' est dans l'id6al de p*(H+(B, Kp)); l'inclusion
 contraire r6sulte de p*(HP(B, Kp)) = J"0 et de J'. J' C JP+Q. L'id6al de
 p*(H+(B, Kp)) est 6gal a J', qui est le noyau de i* d'apres ce que nous avons
 rappel6 plus haut. Pour la demonstration du reste de la Prop. 4.1, voir [24],
 Th6oremes 7.1 et 7.3, oui [5] Exp. pl. IX.

 Rappelons encore ([24], Th6oreme 7.2) que si les elements de H2 ont des degres
 totaux de meme parite, (Hr) est triviale car les diff6rentielles dr, qui augmentent
 le degr6 total de un, sont force6ment nulles.

 (d) Homomorphismes d'algebres spectrales. Soient (E, B, F, p) et (E', B', F', p')
 deux espaces fibr6s; une representation de F'un dans l'autre est d6finie par deux

 applications continues X: E -+ E' L: B B' telles que le diagramme (4.5) soit
 commutatif

 E E

 (4.5) P{ {P

 B -+BI

 A la representation (4.5) est associ6e un homomorphisme X* de l'algebre

 spectrale (H') de (E', B', F', p') dans l'algebre spectrale (H,) de (E, B, F, p);
 (cela vaut d6jA lorsque p et p' sont des applications continues quelconques, cf
 [23], No. 54, [5], Exp. VII). Supposons E, F, E', F' compacts connexes, les hy-
 potheses du Th6oreme 4.1 remplies; alors les deux diagrammes suivants sont
 commutatifs

 Po X* oO? X * ?'
 H2 < H 2 w2 2 2

 (4.6) 1Tl 171* Ii~1r* l'b ILb

 HP(BI M) + HP(B', M) H q(FbM b H"(Fb', M)

 (b' = - (b), Xb = restriction de X a Fb = p-'(b)), voir [5] Exp. VII Th6oreme
 4 et Exp. VIII, Th6oreme 4; ainsi X* est ind6pendant de b sur H(F', M).

 Soit M = A, supposons encore que l'on a dans H' et H2 des coefficients ordinaires,
 que X* est un isomorphisme sur, que Ht(F, A) = Ht(F', A) = 0 pour i > s, et enfin
 que ,* est un isomorphisme de H'(B', A) sur H' (B, A) pour j < m.

 Alors X* est pour les e#lements de D < m - s un isomorphisme de Hr sur Hr et de
 H (E', M) sur H (E, M), (r > 2).

 DE1MONSTRATION. D'apres les hypotheses et la formule (4.1) X* est un isomor-
 phisme de H' sur H2 pour les 6l6ments de DB < m; comme d2 augmente D de 1,
 X* est un isomorphisme sur pour les cobords de D < m et pour les cocycles de
 D <n m-1, c'est donc un isomorphisme de H' sur H3 pour les 6l6ments de degr6
 total m -1; de meme, d3 augmentant aussi D de 1, M* est un isomorphisme

 de H4 sur H4 pour les 6l6ments de D < m- 2, et finalement c'est un isomorphisme
 de H+2 sur H8+2 pour les 6l6ments de D ? m - s. Mais nous avons suppos6
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 d'autre part que H(F, A) et H(F', A) n'ont pas d'61ement non nul de degre >s;
 les degr6s fibres dans Hr et Hr (r _ 2) sont done compris entre 0 et s et dr,
 qui diminue DF de r - 1, est nulle pour r _ s + 2, et ainsi Hs+2 = H =
 G(H(E' A)), H;+2 = II= G(H(E, A)).

 Nous obtenons ainsi un isomorphisme de Hr sur Hr pour D ? m - s, r quel-
 conque >2 et enfin un isomorphisme de Ht(E', A) sur Ht(E, A), (i < m -s),
 (cf. ?1D).

 La quatrieme d6finition de la transgression mise a part, ce qui pr6cede contient
 presque toutes les propri6t6s de l'algebre spectrale des espaces fibr6s que nous

 utiliserons. Les remarques suivantes n'auront d'emploi que dans les ?5 et 24;

 pour simplifier nous supposerons ci-dessous l'espace fibr6 (E, B, F, p) compact.
 Soient 8 et 63 des A-couvertures fines de E et de B, on montre ais6ment que

 p ' (63) 0 8 est une A-couverture fine de E; nous noterons aussi M un faisceau
 constant isomorphe a la A-algebre M, alors (?3):

 (4.7) H(p-'(6) 0 8 0 M) = H(p-'(6) 0 8 0 M) = H(E, M)

 C = p-'(6) 0 8 0 M est bigradu6 de fagon 6vidente, mais le degr6 qui induit
 la graduation de H(E, M) par les sous-modules Ht(E, M) est le degr6 total.
 On filtre e par les sous-modules

 (4.8) S = EiZ p pl ((B) 0 8 0 M

 la condition 0 ? f(x) ? degr6 x est bien v6rifi6e pour le degr6 total; l'algebre

 spectrale correspondante (Hr) est celle du Th6oreme 4.1 ([24], Th6oreme 4.1,
 [5], Exp. VIII), on d6montre qu'elle est ind6pendante des A-couvertures fines

 choisies ([23], No. 50).
 Soit u l'6l6ment neutre de 8, il y a un homomorphisme canonique p': 6 0 M -

 p '((B) 0 u 0 M, c'est celui qui associe k 0 u 0 m a k 0 m; il est meme bi-
 univoque ([23], Prop. 37.5, [5] Exp. II Th6oreme 7.5). On peut done identifier

 33 0 M a p-T'(6) 0 u 0 M, l'ensemble des "cochaines de base" de C; l'homo-
 morphisme de H((6 0 M) = H(B, M) dans H(e) = H(E, M) induit par p' est
 dans la th6orie de Leray p* par d6finition; on voit ais6ment que si l'on identifie
 H(63 0 M) et H(e) aux algebres de cohomologie d'Alexander-Spanier de B et E
 par les isomorphismes canoniques du th6oreme d'unicit6, p* se transporte en
 l'homomorphisme naturel d6fini dans la cohomologie d'Alexander-Spanier, mais
 cela ne jouera pas de role ici.

 LEMME 4.1. Pour filtration (4.8) de C, on a, si F est connexe

 GPO = p-'() 0 u 0 M = p'((B 0 M)

 (voir [5], Exp. VII, Lemme 4). Par cons6quent Cp'? est l'ensemble des cocycles
 de p'((B 0 M) et D ?0 = dC "0? celui de ses cobords, d'oA un isomorphisme
 canonique:

 7r*: H = C P'?/D `' = Hp(B, M)

 (car Cp+'-' est nul), qui est l'isomorphisme mentionn6 plus haut sous b).
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 Soit b un point quelconque mais fix6 de B, et Fb = p-'(b) on a pour la section
 de C par Fb

 (4.9) C' = Fb(e) = p-'(b). p-'((B) 0 Fb(8 0 M) = b(B 0 Fb8 0 M

 (cela r6sulte de lemmes simples sur les complexes, cf. [5] Exp. VII ou [23], for-
 mule (30.6) et lemme 32.2); Fb8 et b(B sont des A-couvertures fines de Fb et b,
 ils sont sans torsion, H(Fb8 0 M) = H(Fb , M) et bWS a une cohomologie triviale.
 Filtrons C' par

 (4.10) S'P = Ei>pb(o 09 Fb& 0 M.

 On a donc Fb(S) C S'P, la section induit un homomorphisme des algebres spec-
 trales (Hr) et (Hr) de e et C', et un homomorphisme de H(E, M) dans H(Fb , M)
 qui est ib* par d6finition; on a en particulier i*(JP) C JTP; l'algebre spectrale
 (H') se calcule facilement ([23], No. 17, [5], Exp. VI, Th6oreme 4). On trouve:
 H= G(e'), do est la differentielle partielle par rapport a Fb8, par consequent

 (4.11) H'= bG~(9 H(FbI M); HI"p = b(P ? Hg(FbI M)
 d' est la diff6rentielle partielle par rapport A bcM, d'oi

 (4.12) H2 = H(Fb , M); H'? q = Hq(Fb, M); H'2 ` = 0 (P> 0)
 donc d' = 0 pour r _ 2, H2 = H = G(H(Fb, M)) n'a que des 6l6ments de
 degr6 filtrant nul; cela signifie que J" = 0 et que H(Fb, M) est naturellement
 isomorphe a G(H(Fb, M)) = H on voit aussi en passant que ib*(J') = 0, ce
 qui a d6ja 6et mentionn6 plus haut sous c). Enfin on montre que la section est
 un isomorphisme de Ho"' = H?(B, H"(F, M)) sur H,(Fb, M); c'est l'isomorphisme

 tb* annonc6 sous c), (cf. [5], Exp. VIII).

 ?5. La transgression

 La transgression dans un espace fibr6 (E, B, F, p), (que nous supposerons
 toujours connexe) relativement aux coefficients M, est un homomorphisme d'un
 sous-module de H'(F, M) dans un quotient de H'+'(B, M), (s = 0, 1, ...).
 Comme nous l'avons d6ja dit, elle jouera un role fondamental dans ce travail;
 nous en donnerons ici quatre d6finitions, dont nous montrerons l'6quivalence
 (dans leur domaine commun de d6finition); les deux premibres sont tres g6n6rales
 tandis que les deux dernieres, formul6es ici dans le cadre de la th6orie de Leray,
 sont valables pour les espaces compacts.

 Dans le ?5, H(X, M) est l'algebre de cohomologie d'Alexander-Spanier de
 l'espace X a valeurs dans M, a supports non n6cessairement compacts, C(X, M)
 est l'algebre des cochaines d'Alexander-Spanier de X a valeurs dans M.

 1ERE DEFINITION. L'injection ib d'une fibre Fb dans E induit un homomor-
 phisme ib canonique de C(E, M) sur C(Fb, M), la projection p induit un homo-
 morphisme canonique p' de C(B, M) dans C(E, M) qui est biunivoque; on identi-
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 fie C(B, M) A son image par p', dont les 6l6ments sont nomm6s les cochaines:
 de base.

 h E H(Fb, M) est transgressif s'il existe c e C(E, M) telle que ib(c) soit un co-
 cycle de h et que dc soit une cochaine de base; c est une cochaine de transgression
 pour h, dc est naturellement un cocycle de C(B, M), on peut dire que sa classe
 de cohomologie est une image de h dans H8+l(B, M) par transgression, mais elle

 n'est pas univoquement d6termin6e; soit en effet KS+l (B, M) le sous-module
 de HS+l(B, M) forme des 6l6ments x ayant la propri6t6 suivante: x contient un

 cocycle qui est dans C(E, M) cobord d'une cochaine annul6e par ib. On v6rifie
 imm6diatement que l'image d'un 6l6ment transgressif est d6termin6e A un 616-

 ment de K'+l (B, M) pres; nous obtenons done un homomorphisme du sous-
 module des 6l6ments transgressifs de H8(Fb, M) dans HS+l(B, M)/Ka+l(B, M),
 c'est la transgression.

 2EME DEFINITION. Elle est due A J. P. Serre ([29], No. 9); on considbre les
 applications

 (5.1) H'(Fb, M) ! H"+'(E mod Fb, M) +-q- HS'(B, M)

 5 est l'homomorphisme cobord de la suite exacte de cohomologie relative, de E
 mod Ft, q* est le compos6 de l'isomorphisme canonique de HS+l(B, M) sur H'+
 (B mod b, M) et de l'homomorphisme canonique p*: H+' (B mod b, M)
 H'8+ (E mod Fb, M) induit par p.

 (5.1) permet de d6finir un homomorphisme d'un sous-module de HR(Fb, M)
 dans un quotient de H+1 (B, M), il est imm6diat que c'est la transgression au sens
 de la lere d6finition.

 REMARQUE. Ces deux d6finitions peuvent naturellement etre donn6es dans
 d'autres cohomologies, par exemple en cohomologie singuliere comme cela est
 fait par J. P. Serre [29]. A priori ces d6finitions d6pendent de la fibre, en fait il
 n'en est rien comme nous le verrons ici tout au moins si E est compact, F con-
 nexe

 Pour les deux dernieres d6finitions, nous supposons E compact, F connexe.
 3UME DEFINITION. Elle est analogue A la premiere mais utilise des cochaines

 prises dans un complexe particulier, celui qui permet de construire L'algbbre
 spectrales de la fibration, et dont la d6finition a ete rappel6e au ?4. Soient de
 nouveau g et G3 des A-couvertures fines de E et B, C = p '(63) 0 & 0 M; on a
 d6jA d6fini un isomorphisme p' de 63 0 M dans C, sur p-'(63) 0 u 0 M; les
 6L6ments de ce dernier complexe sont les cochaines de base. On dira alors que
 h E H(Fb, M) est transgressif s'il existe c ee telle que Fbc soit un cocycle de h et
 que dc soit une cochaine de base. Soit LS+l(B, M) l'ensemble des 6l6ments x de
 H'+'(B, M) ayant la propri6t6 suivante: Il existe c e e tel que Fbc = 0 et que dc
 soit un cocycle de x; en faisant correspondre A un 6l6ment transgressif la classe
 de cohomologie de dc on d6finit un homomorphisme d'un sous-module de
 H'(Fb, M) dans un quotient HS+l(B, MI)/L8+'(B, M) de H+1 (B, M), c'est la
 transgression. Montrons que cette d6finition 6quivaut A la pr6c6dente; soit 9t le
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 noyau de la section de C par Fb, c'est done l'ensemble des elements de C dont le
 support ne rencontre pas Fb, et de m~me soit a, le noyau de la section de 63 0
 M par b. On a le diagramme commutatif suivant, out les lignes sont exactes:

 0 b , e , 0

 (5.2) p p p

 0 (Y O-- M M-b6 W 0 M- 0

 d'ou P'on tire le diagramme commutatif (5.3), ouc les lignes sont exactes:

 H" (Fb I M) H8+1~ s H8+1(Ej M) H"+'(Fb I M)

 (53) 1P 1P

 H'(b, M) H--41(W) f H8+'(B, M) ,H"'+'(by M
 f est un isomorphisme, soit q*:HS+l(B, M) -- HS+l (9z) l'homomorphisme obtenu
 en composant f' et p*; il est alors clair que la 36me d6finition de la transgression
 est 6quivalente a celle que P'on obtient par

 (5.4) H8(Fb, M) -+ H"+1(9Z) -- H8+1(B, M).

 On a d6ja' dit (?3) que H(91) et H((Y) s'identifiaient canoniquement a H(E mod
 Fb, M) et a H(B mod p, M); cette identification est naturellement telle que

 (5.3) devienne l'homomorphisrne des suites exactes de cohomologie relative
 associ6 a p (cf. [5], Exp. VII, Appendice), mais alors (5.4) devient exactement
 (5.1), d'oui 1'6quivalence annonce6e.

 NOTATIONS. T8(Fb, M) est le sous-module des el6ments transgressifs de
 H8(Fb, M), et r est l'homomorphisme de transgression.

 Il y a quelquefois int6ret a modifier l6gerement la troisieme d6finition en 6lar-

 gissant la notion de cochaine de transgression, de la maniere suivante, qui m'a

 t signal6e par J. Leray.
 Disons que c E C, de degr6 s _ 1, est une cochaine de transgression au sens large

 si dA est une cochaine de base. On n'exige done pas que Fbc soit un cocycle, n6an-
 moins c d6finit un 6l6ment bien d6termin6 de H8(Fb, M), que nous noterons
 cA(c); en effet

 Fb(p'Q33) 0 u 0 Al) --b (0 M

 a une cohomologie triviale et, puisque dA e p-1((a) 0 u 0 M, on a

 dFbC = Fb(dC) = Fb(dk), (Dk = s - 1, k e p-'(63) 0 u 0 M)

 et Fb(C- k) est un cocycle; sa classe de cohomologie dans H8(Fb , M) ne d6pend
 pas de k, car si Fb(C- k') est un cocycle, (k' de base), Fb(k - k') est un cocycle
 faisant partie de b(B 0 M, done

 Fb(k - k') = dFbm (Dm = s - 1, m e p-'((QB) 0 u 0 M)
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 et Fb(C- k') = Fb(C- k) + dFbm est cohomologue a Fb(C- k); la classe w(c) de
 c - k est bien d6termin6e par c. De plus, k 6tant de base, dc et d(c - k) sont
 dans le meme 6l6ment y de HS+l(B, M), par cons6quent: Si c est une cochaine
 de transgression au sens large, w(c) est transgressif et la classe de dc en est une image
 par transgression.

 Evidemment si w (c) = 0 il existe k de base telle que Fb(C - k) = 0, done
 L8+l(B, M) est l'ensemble des classes de cohomologie des 6l6ments dc oui c est
 une cochaine de transgression au sens large telle que co(c) = 0.

 Remarquons qu'une cochaine de transgression au sens large de degr6 s fait
 partie de C?+1 par d6finition et que w(c) peut etre aussi d6fini comme l'image
 de c par la suite d'homomorphismes

 0,8 81 Lb ---? ' Fb I M) 8+1 H+oHs cHo H bJ
 ou v.' est la projection de C?+1 sur H1= C I/C'8-1 + Do8; cela r6sulte
 imm6diatement de la d6finition de Lb et du fait que vo+` (c - k) = v 01 (C) puisque
 k est de base, donc dans 8

 LEMME 5.1. Soient c une cochaine de transgression au sens large et m un cocycle
 de base cohomologue 4 dc.

 Alors il existe une cochaine de transgression au sens large c' telle que dc' = m

 et que w(o') = w W )
 En effet, dc = m + dk, (k de base), par hypothese; on pose c' = c - k. Ce

 lemme sera utilis6 dans le ?25.
 4 EME DEFINITION. On considere l'algebre spectrale (H,.) de (E, B, F, p), en

 supposant donc les hypotheses du th6oreme 4.1 v6rifi6es; Ho"1 (r > 2) est le
 sous-module de Ho" form6 des 6l6ments qui sont des cocycles pour d2, ** ,d
 la diff6rentielle d,+1 est un homomorphisme de Ho,1 dans H +i?, nous voulons
 montrer que c'est la transgression; de fagon pr6cise:

 PROPOSITION 5.1. Identifions H8+l(B, M) et H8(Fb.M) a H+1"? et Ho8 par les
 isomorphismes 7r* et tb*. Alors L8+1(B, M) et T8(Fb , M) se transportent en le noyau

 de K28+1 et en Ho", , on a le diagramme commutatif (s _ 1):

 T (Fb I M) T H +(B, M)IL8+'(B, M) <-- Hs+'(BI M)

 (5.5) b * 2
 2

 TJO 8 d.+1 H+1 K8+1 - 8+1 H8+ H

 Fb 6tant suppos6 connexe, la transgression n'a d'int6ret que pour s > 1; soit
 L/8+l le noyau de K 8+l:H2+ -+ H1+1'?; 6videmment L'2 = 0; pour s _ 2, on a
 une suite d'inclusions

 +1o 2 - - 2 -1 282 8-2 (5.6) H:1+0 D (K8)ldsHs8' D (Ki)Y1d8-1H82P D . d2H2"

 et L'8+l = (KF-ldsH 8-l nous montrerons d'abord que L'8+l est 6gal a LS+l (B M),
 que nous noterons ici L8+1
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 (i) A montrer: LS+l C L"8+l (s ? 1). Soit x e La+l, il existe done c e C telle que
 FbC = 0 et que dc soit un cocycle de base, appartenant A x; c 6tant naturellement

 suppos6 non nul, il existe p (O < p ? s) tel que c e SP, done c e CPI!p-, puisque
 dc est de base. Si p = s, c est lui-meme une cochaine de base (Lemme 4.1), done
 x = 0; soient maintenant 0 ? p < s et c* la projection de c dans Hp"-'I; par

 d6finition de d8+1-p (et de x.*), on a
 2

 Ks+l-X = ds+l-pc

 si p > 0, on a 2 < s + 1-p ? s et

 X (K2+_p)-ds+CpHP8- p C L'9+1
 Si p = 0 d6signons par c la projection de c dans Ho "; ce dernier est isomorphe
 A HS(Fb, M) par un isomorphisme 4b induit par la section (?4), donc Fbc = 0
 implique c = d'oN

 Ks+IX = d+ic* = di+sK8+1 C = 0

 donc x e L'.

 (ii) A montrer: L'8+1 c L`+l (s _ 1); il n'y a rien A d6montrer pour s = 1
 puisque L'2 = 0; pour s > 2, on prouvera par recurrence sur a, (2 < a < s), que:

 (5.6)a (Ka)-ldaH-a+l a-I c L8+'.

 Supposons (5.6)al d6montr6, soit x e (Ka) ldaII -a+laI et h e Hsa+' tels
 que KaX = dah.

 Soit c un repr6sentant de h dans C7'+lac CC+1, c'est une co chaine de
 transgression au sens large et comme s - a + 1 > 0, on a w(c) = 0 et la classe
 de cohomologie y de dc fait partie de La+l; par d6finition de da et de Tr* on a dah=
 Kay donc y = x + x', x' 6tant dans le noyau de Ka, c'est A dire dans (KaiF)-da-1

 a-,a-2 qui fait partie de L8+1 d'apres l'hypothese de recurrence; ainsi x = y -x'
 est dans L8+l. Demonstration analogue pour a = 2.

 (iii) A montrer: T8(Fb, M) = Ho", et r = d,+.
 Si h e T8(Fb, M), une cochaine de transgression c pour h est un 6l6ment de

 C,+ tel que w(c) = h, d'oA T8(Fb, M) c Ho"?1. De plus si y e HS+l(B, M) est la
 classe de dc, on a d'aprbs i), ii) et la d6finition de d.+1

 8flh = Ks8+lx = rh.

 II reste A montrer que Ho'1 C T8(Fb, Al); or, soit h' - H08+"; un quelconque de
 ses repr6sentants dans Co+, est une cochaine de transgression au sens large et
 co(c) e T8(Fb, M), d'ou' l'inclusion annonce6e.

 Remarques. (1) La quatrieme d6finition montre que T8(Fb, M) c H (Fb, M)
 et que les trois premieres d6finitions sont ind6pendantes de la fibre particuliere
 consid6r6e; de meme la troisieme d6finition ne d6pend pas des A-couvertures
 fines g et s choisies.

 (2) Si E et F sont des polyedres ou plus g6n6ralement des espaces compacts
 HLC, les suites exactes de cohomologie relative d'Alexander-Spanier et singu-

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 (OHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 137

 liere s'identifient. La quatrieme d6finition est done 6quivalente a la deuxibme
 prise en cohomologie singuliere, done aussi a la premiere formul6e a 1'aide des
 cochaines singulieres.

 (3) Pour un espace fibr6 quelconque, il y en a en cohomologie singuliere aussi
 6quivalence entre la premiere, la deuxieme et la quatrieme d6finition, (Hr) 6tant
 alors l'algebre spectrale de la fibration en cohomologie singuliere introduite par
 J. P. Serre ([29], No. 9). Enfin, dans le cas de la fibration d'un groupe de Lie
 compact par un sous-groupe ferm6 connexe, la premiere d6finition, 6nonc6e a
 I'aide des formes diff6rentielles exterieures, admet aussi une traduction dans
 1'algbbre spectrale de J. L. Koszul ([21], deux dernieres lignes).

 CHAPITRE II. LE THEOREME DE HOPF

 On sait que le th6oreme de Hopf [19] concerne l'algebre de cohomologie d'un
 espace muni d'un produit v6rifiant certaines conditions; ces hypotheses se
 traduisent par une propri6t6 de l'algebre de cohomologie qui suffit pour faire la
 demonstration. Dans le ?6, nous partirons de cette derniere et 6tablirons un
 th6oreme de Hopf directement formule pour des algebres. Pour l'6nonc6 que
 nous avons en vue, il nous faudra supposer le corps de base parfait (du moins
 pour la demonstration ci-dessous), mais cette hypothese s'av6rera superflue
 dans le cas topologique, trait6 dans le ?7.

 ?6. Le theoreme de Hopf algebrique

 6.1. H sera une algebre sur un corps Kp, gradu6e par des sous-espaces
 Ht(i _ 0), anticommutative, munie d'un 6l6ment neutre 1 qui est base de Ho.
 On note Dx le degr6 de 1'e16ment homogene x; on dit que h e H est de hauteur infi-
 nie si hr? . 0, pour tout entier r ? 0, qu'il est de hauteur s Si h81- $ 0, h8 = 0;
 on pose bien entendu x0 = 1 pour tout x e H.

 Pour simplifier les notations, nous supposerons que H est de type fini, c'est A
 dire que chaque sous-espace H' est de dimension finie. Elle admet done un
 systhme denombrable de g6nerateurs. Rappelons que les 6l6ments homogbnes
 de degr6s > 0, Xi, x2, - sont dits former un systeme minimal de g6n6rateurs
 de H si tout h e H est somme d'un polynomes en les xi et d'un multiples scalaire
 de 1 et Si Xk n'est pas un polynome en les xi d'indices -k (k = 1, 2, * ).

 DEFINITIoN 6.1. L'ensemble (xi), (i = 1, 2, - ), d'6lements homog~nes de H,
 (O < Dxi < Dxj si i < j) est un systeme de gdnerateurs du type (M) de H s'il
 vdrifie les deux conditions:

 M 1: C'est un syst~me minimal de gernerateurs de H.
 M 2: La hauteur de Xk est plus petite ou egale & la hauteur de tout element x, +

 P(xk-l, - , x1), ou' P(xk1l, , xi) est un polyn6me en Xk-l, ..
 xi (k = 1, 2, ... ).

 Une construction imm6diate par recurrence montre l'existence d'au moins un
 systeme de g6n6rateurs de type (M), mais un systeme minimal quelconque ne
 v6rifie pas forc6ment M 2.

 DEFINITIoN 6.2. H est une algebre de Hopf s'il existe un homomorphisme d'alge-
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 bres graduees f: H -* H 0 H et deux automorphismes p et a de H tels que pour tout
 h C H homoge~ne l'on ait:

 (6.1) f(h) = p(h) 0 1 + 1 0 a(h) + xi 0 yi + + x s0 ya
 (O < Dxi < Dh).

 Nous supposerons dans la suite que p et a sont l'identit6; ce n'est pas restreindre
 la g6n6ralit6 car on se ramene A ce cas en composant f et l'automorphisme

 x C9y p-'(x) Q -F'(y)deHQ9H.
 THEOREME 6.1. Soit H une algebre de Hopf de type fini, sur un corps Kp par-

 fait, et (xi), (i = 1, 2, - ), un syst~me de gernerateurs de type (M), si la hauteur
 de xi, (eventuellement infinie).

 Alors les monomes x 1 x2 ... Xk * (O < ri < si, ri nul sauf pour un nombre
 fini d'indices), forment une base d'espace vectoriel sur Kp de H.

 Si p = 0, tout syst~me minimal de generateurs est de type (M).
 COMPLEMENT. Si p = 2, si est infini ou une puissance de 2. Si p 5 2: pour

 Dxi impair, si = 2, pour Dxi pair, si est une puissance de p ou infini, toujours
 infini quand p = 0.

 Ce th6orbme affirme en somme que H est l'algebre associative engendr6e par
 les xi avec comme seules relations celles qui sont fournies par l'anticommutation
 et la nilpotence eventuelle de certains 6lments; joint au complement, il montre
 aussi qu'une algebre de Hopf peut toujours etre envisag6e comme produit tenso-
 riel (gauche) d'algbbres de Hopf a un g6n6rateur. Il r6sulte 6videmment du
 Th6orbme 6.1 que si P(Xk, - **, X1) = 0 est une relation entre certains xi (P
 polyn6me), et si Pi est la d6riv6e partielle de P par rapport A xi , alors Pi(Xk, - - -
 xi) = 0 est aussi vraie; rappelons que dans la formulation de J. Leray du th6oreme
 de Hopf (voir loc. cit.3), on ne peut d6river que par rapport A une variablede
 degr6 maximum.

 Pour exprimer commod6ment le Th6oreme 6.1 nous introduirons encore la
 definition suivante, valable pour toute algebre H sur Kp v6rifiant les conditions
 du d6but de 6.1.

 DEFINITION 6.3. Un ensemble d'elements (xi) de H est p-semi-libre si

 (1) les monomes X11X12 ... Xrk ... (O < ri < si, ri nul sauf pour un nombre
 fini d'indices, si hauteur de xi, ev. infinie), sont line.airement independants.

 (2) Si p = 2, si est infini ou une puissance de deux; si p 5 2 et Dxi pair, si est
 infini ou une puissance de p, toujours infini pour p = 0.

 Notre theoreme affirme donc que dans une algbbre de Hopf sur un corps par-
 fait, tout systeme de g6n6rateurs de type (M) est p-semi-libre, en particulier il
 y a toujours un systbme p-semi-libre de g6n6rateurs.

 6.2. La demonstration du Thdorbme 6.1 est l'objet des Nos. 6.3, 6.4 et 6.5;
 ici nous rassemblons quelques remarques pr6liminaires et fixons des notations.

 (a) C' sera le coefficient binomial (r); on utilisera constamment le fait facile

 A d6montrer que C' 0 mod p, p premier, pour tout s v6rifiant 0 < s < r 6qui-
 vaut A: r est une puissance de p (ou un). En particulier, si r est une puissance
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 de p, la r-ieme puissance d'une somme de termes faisant partie du centre de H
 (ou de H 0 H) est la somme des puissances r-iemes de ces termes.

 (b) Si p # 2 et si Dx est impair, x x = 0, aussi remarquons-nous une fois
 pour toutes que si nous consid6rons x' avec s > 1, c'est que ou bien p = 2, ou
 bien Dx est pair; dans les deux cas, x est dans le centre de H et chaque terme de
 f(x) figurant dans (6.1) est dans le centre de H 0 H; on pourra les traiter comme
 variables commutatives dans le calcul de (f(x))8.

 (c) (xI, * * *, Xk) 6tant l'id6al engendr6 dans H par xi, *, Xk , nous noterons
 Ik l'id6al (xi, * * *, xk) 0 H de H 0 H; on a alors pour le systeme (xi) de l'6nonc6,
 les congruences modulo Ik1:

 f (Xk) -Xk C)1+ 1 08 Xk; f (xi) - 0 xi (i < k)

 (6.2) f(xV * Xk1) xkk 0 - xI ... XI

 + ZO < i<rkCCk(X & X0 x) (1 0 xk' .X.r . X I 1)

 6.3. Nous appellerons mon6me normal de H un produit XrkXrk- I. x r oil
 O < rk < Sk 0 < ri < sM(O < i < k); par degr6 d'un tel monome nous entendons
 touj ours son degr6 en tant qu'6l6ment de H, c'est A dire (rDx1 + ... + rkDxk);
 un mon6me normal de H 0 H sera un produit tensoriel a 0 b de deux monomes
 normaux a et b de H. Notre th6oreme affirme essentiellement que les monomes
 normaux de H forment avec l'Pl6ment neutre une base d'espace vectoriel sur Kp
 de H; il est clair que tout 6l6ment de H est combinaison lin6aire finie (A coeffi-
 cients dans Kp) de monomes normaux et de l'6l6ment neutre; il suffit donc de
 d6montrer l'ind6pendance lin6aire des monomes normaux de degr6 i (i = 1, 2,
 * ), ce que nous ferons par recurrence sur le degr6; c'est trivial pour i = 1,
 supposons le vrai pour i < n; il s'ensuit tout d'abord:

 Deux mon6mes normaux de degres <n ne sont egaux en tant qu'elements de H
 que s'ils sont formellement identiques. Les monomes a 0 b, ou' a et b parcourent
 les monomes normaux de degr6s <n sont lin6airement ind6pendants dans
 H 0 H et ainsi deux combinaisons lineaires (sans repetition) de tels mon6mes ne
 sont 6gales en tant qu'elements de H 0 H que si elles sont formellement identiques
 (A l'ordre des termes prbs)

 Soit P(Xk, * **, x1) une combinaison lin6aire finie de monomes normaux de
 degr6 n, A coefficients non nuls, k 6tant le plus grand indice tel que Xk figure
 dans P; nous ordonnons les monomes de P par ordre lexicographique d6crois-
 sant: x ixri-I ... xri vient avant xxi-xt1 ... xjl si i > j ou pour i = j si la
 premiere diff6rence (ri - t2), * , (r1 - ti) non nulle est positive. On peut 6crire

 (6.3) P(Xk X * *, x1) kQ(Xk-1 * * * x1) + R(Xk, * * *, xi)

 o0h Q et R sont des sommes de monomes normaux, Xk n'intervenant (6ventuelle-
 ment) dans R qu'avec des exposants <r; nous notons donc r la plus grande
 puissance de Xk , qui jouera dans la demonstration un role particulier; notre but
 est de tirer une contradiction de la supposition P = 0.

 6.4. A montrer: Si P = 0, Q est une constante, r est une puissance de p pour
 p $ 0, est egal 4 1 pour p = 0.
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 En utilisant le No. 6.2, on voit que

 f(XkQ) = X, 0 Q + E 0<i<rC1(Xi 0 x, )(1 09 Q) mod. Ik-1

 et que f(R) ne contient pas de terme x'a 09 xjb avec i + j = r. Si maintenant
 Q est de degr6 > 0, alors Xk et Q sont de degr6s < n, on peut appliquer le No. 6.3;
 pour que f(P) = 0, il faut que chaque monome normal de xk 0 Q se retrouve
 identiquement dans f(P) -Xk 40 Q mais cela est impossible d'aprbs ce que nous
 venons de dire.

 Ainsi rDxk = n, Q est une constante non nulle, que l'on peut supposer etre
 6gale A 1. Si maintenant r > 1 et si de plus, pour p $ 0, r n'est pas une puissance
 de p, alorsf(4Q) = f(k) contient un terme C k(xk 0 xk-), (0 < i < r), non nul
 et le mon6me normal xk 0 4 ne peut se retrouver dans f(P) -C(xk 0 xk ),
 donc f(P) $ 0. Cela montre: Pour p = 0, r = 1, pour p $ 0, r est une puissance

 de p ou 1; mais si r = 1, P = 0 signifie xk = -R(Xk1l, * * *, x1) ce qui est ab-
 surde puisque le systeme (xi) est minimal, et d6montre notre th6oreme pour
 p = 0.

 REMARQUE. Nous n'avons utilis6 jusqu'A pr6sent que la condition M 1; pour
 p = 0, notre th6oreme et sa demonstration valent donc pour tout systeme
 minimal; toujours dans le cas p = 0, le raisonnement pr6c6dent montre que si
 Dxk est pair, Xk est de hauteur infinie: En effet, si xkhl $ 0, f(x') contient un
 terme Cz(xk 0 Xk ), (0 < i < s), non nul qui ne pourra se retrouver dans

 f(xk) - Ct(Xk 0 Xk ) donc f(x') $ 0 et xk $ 0, d'oA pour p = 0, le fait que
 tout systeme minimal est de type (M) et le complement.

 6.5. Nous supposons dor6navant p $ 0, P = Xk + R(xk, ***, xi), r puis-
 sance de p. A montrer: Si P = 0, tout mondme normal de R est puissance r-iUme
 d'un mondme en x1, ***, Xk-1, (6ventuellement multipli6 par une constante
 en Kp.

 Admettons cela pour un instant. Le corps de base 6tant parfait, chacun de
 ses 6l6ments est puissance r-ieme, donc R est une somme de puissances r-iemes
 et est finalement lui-meme puissance r-ieme d'un polyn6me en xi, ... Xkl.;
 ainsi il existe un polynome R1(Xk-l, * **, X1) tel que P = (Xk + Rj)r; mais
 alors P = 0 signifie que Xk a une hauteur strictement plus grande que Xk +
 R1(xkl, ... , xi), ce qui contredit la condition M 2 de la d6finition 6.1, et ter-
 mine la demonstration du th6oreme.

 Soit p = 2 ou sinon Dxj pair; alors si s n'est pas une puissance de p et si
 xj $6 0, f(xj) contiendra un terme C!(x 0 x!-t), (0 < i < s), non nul qui ne
 peut etre annul6 par un monome de f(x,) -C!(x 0 x,-i), donc xj # 0: la hau-
 teur de x; est infinie ou une puissance de p, ce qui prouve le complement.

 Il nous reste donc A 6tablir l'assertion (6.5); nous proc6derons par recurrence
 sur l'ordre lexicographique d6croissant des monomes normaux; supposons avoir
 d6montr6:

 (6.5) P = (Xk + S(xk-1, * , x1))t + X4Q(x;-1 * X, X) + T(xj, * , x1)

 avec j < k, xj ne figurant (6ventuellement) dans T qu'avec des exposants
 < t * N. B. On n'exclut pas le cas S = 0, c'est A dire otL l'on considere le premier
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 mon6me normal suivant x , c'est du reste le seul oN l'on peut avoir a priori
 j = k. On a:

 f(xk + S) = (xk + S) 1 + 1 + (xk + S) + kial ) bi + * + kmam 8 bm

 (ki e Kp ; ai, bi mondmes normaux en Xk-1, * * *, xi), done

 f((xk + S) = (Xk + S)7 0 1 + 1 09 (Xk + S)

 k1 a1 b1 M * mm b

 Admettons tout d'abord que dans la formule (6.5), Q soit de degr6 strictement

 positif et soit a son premier mon6me normal; alors le raisonnement de 6.3 montre
 que f(xjQ + T) contient X4 0 a exactement une fois, pr6c6d6 du coefficient de
 a dans Q; pour que f(P) = 0 il faut done que ce mon6me normal se retrouve

 identiquement dans f((xk + S)7), done qu'il existe i tel que a i = xjt, b = a;
 le mon6me xja est donc puissance r-ieme de aibi multipli6 6ventuellement par
 une racine r-ieme de (-1).

 Soit maintenant Q = c une constante; on a done j < k, et naturellement

 r < t, vu tDxj = rDxk et Dxj ? Dxk . Ainsi, si t est lui-meme puissance de p,
 il est divis6 par r et xj est puissance r-ieme (d'une puissance de xj); sinon, f(cx')
 contient un terme cCq,(xZ8 0 xv-"), (0 < q < t), non nul, qui devra se retrouver
 dans f((xk + S)r); il y a done un indice i tel que xA = at , x'-' = bj, Xj est de
 nouveau puissance r-ieme (en fait aussi d'une puissance de xj, car on tire de

 6.3 que a5 et bi sont des puissances de xi), ce qui termine la demonstration.
 6.6. Pour la d6finition suivante, H a les propri6t6s 6num6r6es dans les trois

 premieres lignes de 6.1.
 DEFINITION 6.4. L'ensemble d'glrnents homog~nes de degres positifs (xi),

 (i = 1, 2, * * * ), de H est un systeme simple de g6nerateurs si les mondmes xilxix ...

 X ik(i < i2 < ... < ik ; k = 1, 2, *. ) forment avec l'element neutre une base
 d'espace vectoriel sur Kp de H.

 PROPOSITION 6.1. (a) Une alg~bre de Hopf de type fini sur un corps parfait de
 caractdristique deux admet toujours un systeme simple de generateurs.

 (b) Soit H une algebre de Hopf de dimension finie sur un corps parfait de ca-
 racteristique p $ 2. Elle admet un systeme simple de g6rn~ateurs si et seulement
 si elle est une algebre exterieure engendree par des elements de degres impairs. Cela
 se produit toujours quand p = 0.

 (a) Si (xi) est un systeme de g6n6rateurs p-semi-libre on obtient un systeme
 simple en ajoutant aux xi leurs puissances d'exposants 2, 4, * , 2J, ... tant
 qu'elles ne sont pas nulles.

 (b) Pour p = 0 un systeme minimal de g6n6rateurs ne peut contenir un 616-
 ment de degr6 pair, puisque la hauteur de ce dernier serait infinie, H est done
 une algebre ext6rieure (compte tenu du th6oreme 6.1); pour p F 0, 2 il nous
 suffit de montrer que si H a un systeme simple de g6n6rateurs, tout 6l6ment
 d'un systeme de g6n6rateurs p-semi-libre est de degr6 impair; or soit n la dimen-
 sion de H, si H a un systeme simple de g6n6rateurs, n est une puissance de deux,

 si d'autre part (xi, * , Xm) est un systeme de g6n6rateurs p-semi-libre et si
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 si est la hauteur de xi, n = si ... sm, n est done divisible par p si l'un des x; est
 de degr6 pair (complement au Th6oreme 6.1), d'oa notre assertion.

 ?7. Consequences topologiques

 On appelle vari6t6 de Hopf une varidt6 X pour laquelle il existe une applica-

 tion continue t: X X X -* X telle que les transformations x --> (a X x) et
 x -+ t(x X b) de X dans elle-meme induisent des automorphismes de H(X, Z);
 on dira que r est un produit essentiel sur X.

 PROPOSITION 7.1. Soit X une variete de Hopf compacte connexe et Kp un corps

 quelconque de caracteristique p.

 Alors H(X, Kp) admet un systeme de generateurs p-semi-libre.
 Si Lp est le corps premier de Kp, on a

 (7.1) H(X, Kp) = H(X, Lp) 0 Kp (produit tensoriel sur Lp)

 il suffit donc de prouver la proposition pour les coefficients Lp. Or ici

 (7.2) H(X X X, Lp) = H(X, Lp) ? H(X, Lp)

 et l'homomorphisme t*: H(X, Lp) -* H(X X X, Lp) transpos6 de v fait de
 H(X, Lp) une algebre de Hopf, comme on sait; on peut appliquer le th6oreme
 6.1 puisque Lp est parfait et H(X, Lp) 6videmment de type fini.

 REMARQUES. La Proposition 7.1 vaut naturellement pour des espaces plus

 g6n6raux munis d'un produit essentiel; en cohomologie d'Alexander-Spanier il
 s'applique A tout espace X compact connexe, en effet, dans ce cas (7.2) est tou-
 jours vrai (voir par ex. [23], No. 63) et le th6oreme 6.1 est valable, tout au

 moins si H(X, Lp) est de type fini, mais cette hypothese n'est pas indispen-
 sable dans cette demonstration. En cohomologie singuliere la proposition 7.2
 s'applique a tout espace X connexe dont la cohomologie singuliere est de type
 fini, car (7.2) est alors vrai d'apres un r6sultat (non publi6) de Eilenberg-Zilber,
 mais cette hypothese de finitude qui intervient d6jA A propos de (7.2) ne peut
 probablement etre supprim6e en g6ndral.

 PROPOSITION 7.2. Si X est une variete de Hopf compacte connexe sans p-torsion

 U (X, Kp) est l'alqgbre exterieure d'un espace vectoriel gradue par des degres impairs.
 Pour p = 0, notre hypothbse est toujours v6rifi6e et la proposition r6sulte

 de la proposition 6.1.
 Si X est sans p-torsion on a:

 (7.3) H(X, Kp) = H(X, Z) 0 K, (produit tensoriel sur Z)

 et tout 6l6ment de degr6 impair de H(X. Kp) est de carr6 nul (pour p # 2, c'est
 evident, pour p = 2, c'est vrai dans H(X, Z), puisque le carr6 d'une classe en-

 tiere est d'ordre deux, donc dans H(X, Z) 0 Kp). Il suffira donc de montrer
 que les 6l6ments d'un systeme de g6n6rateurs (xp, ) p-semi-libre sont de degr6s
 impairs.

 Soit Gj, le sous-espace des 6l6ments d6composables de Hj(X, Kp), c'est A dire
 le sous-espace engendr6 par les produits d'6l6ments de degr6s strictement plus

 petits que j; le nombre de g6n6rateurs de (xpj) de degr6ej est 6videmment 6gal
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 A dim. H'(X, K) -dim. Gi ; d'autre part, si X est sans p-torsion on a dim.

 H'(X, Ko) = dim. H'(X, Kp); il suffit done, puisque le th6orme est vrai pour
 p = 0, de montrer que dim. Go = dim. G' . C'est 6vident pour j = 1, supposons
 le vrai pour j < k; il y a alors correspondance biunivoque conservant le degr6

 entre les 6l6ments de (x0 j) et de (xp, j) ayant des degr6s <k (done force6ment
 impairs) et aussi entre les monomes xo, i ... x0 i, et

 Pil x. xp,i8 (il < i2< ... < i8)

 produits d'6l6ments de degr6s <k; ceux qui sont de degr6 k forment alors une

 base de Go , resp. GP; ces deux espaces ont meme dimension.
 REMARQUES. (1) Il r6sulte 6videmment de cette demonstration que si X est

 sans p-torsion, tout systeme minimal de g6n6rateurs de H(X, Kp) est p-semi-
 libre.

 (2) Signalons en passant qu'il y a au moins une r6ciproque partielle A la Prop.

 7.2: Si H(X, Kp) est une algebre exterieure engendree par des elements de degres
 impairs et si H2(X, Z) est sans p-torsion, alors X est sans p-torsion; la derniere
 condition est en particulier v6rifi6e si le groupe fondamental de X n'a pas de
 p-torsion. Nous omettons la demonstration de ce r6sultat dont nous n'aurons
 pas besoin.

 PROPOSITION 7.3. Si X est une varietW de Hopf compacte connexe sans torsion,

 H(X, Z) est l'algebre exterieure d'un groupe abelien libre ayant une base formee
 d'elements de degres impairs.

 Soit Gj le sous-groupe des 6l6ments d6composables de H'(X, Z); ce dernier
 6tant suppos6 libre, on peut y trouver une base uj, , ... , Uj,Tj , Vj,1 * Vjj
 telle que mj1,uj1i soit une base de Gj (mj i entier non nul).

 Soit Zp le corps des entiers mod p, Zo celui des rationnels H(X, Z) est contenu
 dans H(X, ZO), et il est clair que Gj engendre Go, (done rj = dim. Go), et que
 les vj i forment un sustme minimal de g6n6rateurs de H(X, Zo); les vji sont done
 de degr6s impairs, de carr6s nuls et ont un produit non nul; il nous suffira de
 montrer qu'ils forment un systbme de g6n6rateurs de H(X, Z), et pour cela
 que G' est facteur direct dans H'(X, Z), c'est a dire que

 mj = 41 (j = 1, 2, * ; i = 1, 2, * , r).

 On a d6ja rj = dim. Go = dim. G3, vu la demonstration de la Prop. 7.2;
 d'autre part, si p > 1, H(X, Zp) = H(X, Z) 0 Zp s'identifie au quotient de
 H(X, Z) par le sous-groupe des 6l6ments p h(h e H(X, Z)) et il est imm6diat
 que Gj s'identifie alors au quotient de G'; il ne peut etre de dimension rj que
 si aucun des mi, n'est divisible par p; cela valant pour tout premier p > 1, on a
 bien mji = + 1.

 CHAPITRE III. COHOMOLOGIE DES VARIETES DE STIEFEL (THEORIE ELEMENTAIRE)

 ?8. Remarques sur l'algebre spectrale des espaces fibres

 Dans ce paragraphe nous consid6rons un espace fibr6 (E, B, F, p) pour lequel
 nous supposons que E, B, F sont des polyedres finis et que les algebres H(Fb, Z)
 forment un systeme simple sur B; ces hypotheses ne seront pas r6p6t6es.
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 8.1. Si h e H(E, A) est de filtration p, c'est a dire si h e J', h d J"', on note
 h son image dans JP/JP+l C G(H(E, A)) = H .

 PROPOSITION 8.1. (a) Si (hi), (i = 1, *, , m), est un systeme de g~n~rateurs
 d'alge'bre (resp. de module) de G(H(E, A)), (hi) est un systeme de gmerrateurs

 d'algefbre (resp. de module) de H(E, A).
 (b) Si (hi) est un systeme simple de generateurs de G(H(E, A)), (hi) est un sys-

 teme simple de generateurs de H(E, A).
 (c) Si G(H(E,A)) est une algebre ext rieure engendrge par des elements

 hi *- , rn de degres totaux impairs, H(E, A) est une alg~bre exterieure engendrge
 par hi . , hm quand A = Kp, (p # 2), ou encore quand A = Z et G(H(E, Z))
 est sans torsion.

 (a) Soit P la sous-algebre engendr6e par l'6l6ment neutre et hi, . , hm;
 par hypothese, tout 6l6ment de Jp"n-P est 6gal, modulo jP+l n-P-1, a un 6l6ment
 de P; comme jn+l-l = 0, on en d6duit par recurrence descendante sur p que
 J" 8-P C P, done Hn(E, A) = J? n C P et H(E, A) c P.

 D6monstration analogue pour le cas du systeme de g6n6rateurs de module.

 (b) D6signons par qj, ... , q8 les monomes hi1hi2 ... hik(il < i2 < * * * < ik;
 k = 1, ... , m); la demonstration de a) montre que tout h e H(E, A) est combi-
 naison lin6aire de 1 et des qj; il reste a 6tablir l'ind6pendance lin6aire de

 q , ** , q8 ; soit h = aiqj+ + + atqj une combinaison lin6aire de certains
 d'entre eux a coefficients non nuls (ji #? jk si i # k); on peut supposer que
 qjl, ... qjk sont de filtration p et que qjk+ 1 * , qj, sont de filtrations >p;
 alors h e JP et son image dans JP/JP+l est h = aiqjl + * * * + aklik , elle est
 diff6rente de z6ro, puisque h1, *. , hm est un systemie simple de g6n6rateurs de
 G(H(E, A)), done h #? 0.

 (c) (hi) est un systeme simple de g6n6rateurs de H(E, A) d'apres (b); il suffit
 de voir que hihi = 0. Pour A = Kp, p # 2, c'est 6vident; si G(H(E, Z)) est
 sans torsion, il en est de meme de H(E, Z), et hihi qui ne peut qu'etre d'ordre
 deux s'il est #0 est bien nul.

 REMARQUE. Le fait que H(E, A) est une algebre de cohomologie n'a pas jou6
 de role; nous avons simplement explicit6 quelques relations entre une algebre
 filtr6e et l'algebre gradu6e associ6e lorsque la filtration v6rifie certaines condi-
 tions de finitude.

 8.2. Pour determiner H2 = H(B, H(F, Z)) on peut appliquer la regle de
 Kunneth ce qui donne ici:

 H2 = H(B, Z) 0 H(F, Z) + Tor (H(B, Z), H(F, Z)) = H(B X F, Z)

 au point de vue additif bien entendu; le groupe Tor (H(B, Z), H(F, Z)) est le
 quotient de H2 par H(B, Z) 0 H(F, Z), il est completement d6termin6 par les
 sous-groupes de torsion de H(B, Z) et H(F, Z) et en d6pend bilin6airement
 ([23], Th6oreme 63.1); ici, pour le calculer explicitement en fonction de ces
 derniers, il suffit de savoir que Tor (Zp, Zq) = Z(pq) , oA (p, q) est le plus grand
 commun diviseur de p et q ([23], Prop. 18.1e).

 8.3. Nous avons d6ja relev6 au ?1 que les propri6t6s de torsion d'une algebre
 filtr&e et de son algebre gradu6e associ6e peuvent 8tre fort diff6rentes; nous

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 145

 donnerons ici un cas tres particulier oil H(E, Z) et G(H(E, Z) sont additive-

 ment isomorphes. Nous dirons que l'algebre spectrale de (E, B, F, p) calcul6e
 pour les coefficients A est l'algebre spectrale sur A de (E, B, F, p).

 PROPOSITION 8.2. On suppose que H(B, Z) et H(F, Z) ne contiennent que des

 elements d'ordre infini ou deux, et que les algebres spectrales de (E, B, F, p) sur R
 et sur Z2 sont triviates.

 Alors Valgebre spectrale de (E, B, F, p) sur Z est triviale, H(E, Z) est additivement

 isomorphe d H2 = G(H(E, Z)). Hr(r > 2), resp. H,., H(E, Z), est somme directe de
 mi, resp. m,,, m groupes Z et de nf, resp. n,., n groupes cycliques d'ordres 6gaux a
 des puissances de nombres premiers, M2 et n2 sont finis, il en est done de meme
 de m,., nr , mn,, n, . En tenant compte des remarques du ?1B, on voit que
 m, = m, n*0 > n; d'autre part m et M2 sont les dimensions de H(E, R) et de H2
 calcul6 pour A = R done vu les hypotheses M2 = m, d'oui M2 = M3 = * =

 mo = m car 6videmment Mi+l < m, ; l'6galit6 m, = m+,1 signifie qu'un cocycle
 de Hr d'ordre infini n'est pas un cobord, done que dr(Hr) C Tors. Hr., d'oui
 Tors. Hr+1 = Kr+, Tors. Hr., Tors. Hr+i est un quotient de Tors. Hr.

 Ici, vu nos hypotheses et le No. 8.2, Tors. H2 est somme de n2 groupes Z2;
 Tors. H, et Tors. H, sont done aussi sommes de groupes Z2 et de plus n < n, <

 < n,+ < n, < < n2 ; Tors. H(E, Z) est done somme directe de groupes
 ZU , oil ui est une puissance de 2 (cf. ?1B), (i =1, * , n). D'apres la formule
 des coefficients universels, on a

 H(E, Z2) = H(E, Z) 0 Z2 + Tor (H(E, Z), Z2)

 la dimension de H(E, Z2) est done m + 2n. Comme sur Z2 on a H2 =
 H(B, Z2) 0 H(F, Z2) = H(B X F, Z2), la dimension de H2 est de meme
 M2 + 2n2; ces deux dimensions sont 6gales puisque 1'algebre spectrale de
 (E, B, F, p) sur Z2 est triviale (et que dim H(E, Kp) = dim G(H(E, Kp)) d'oA
 n = n r, 1 = n, = n,. = 2; l'egalit nr+1 = r, ne peut etre ici vraie que si Tors.
 H,+, = Tor. H, done si d, = 0, l'algebre spectrale sur Z est done triviale.

 Soit enfin ui = 28'; il correspond a Z., C H(E, Z) dans G(H(E, Z)) une
 somme de si groupes cycliques d'ordre 2 (vu le ?1B et le fait que Tors. H.
 n'a que des 6l6ments d'ordre 2); pour que n, = n, il faut done que si =
 l(i = 1, . , n), d'oA l'isomorphie additive de H(E, Z) et G(H(E, Z)) =
 H2 = H(B X F, Z).

 ?9. Varietes de Stiefel complexes et quaternioniennes

 NOTATIONS. Wn,q: vari6t6 des systemes ordonn6s de q vecteurs orthonormaux
 de l'espace Cn de n variables complexes.

 Xn,q: vari6t6 des systemes ordonn6s de q vecteurs orthonormaux de l'espace
 Kn de n variables quaternioniennes.

 U(n), resp. SU(n), groupe unitaire de Cn , resp. Kn.
 SU(n), groupe unitaire unimodulaire de Cn.
 On sait que l'on a des inclusions canoniques U(n) D U(n - 1) D ... D U(l)

 et que

 (9.1) U(n)/U(n - q) = Wn,q; Wn,, = S2,-1i W., = U(n)
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 (U(n), Wnq, U(n - q), pq) est un espace fibr6 principal de groupe U(n - q),
 son quotient par U(n - q - r) est un espace fibr6 (Wnq+r , Wn,q , Wn-q,r ) pq,q+r);
 il est clair que:

 (9.2) pqq+r = pqq+l 0 pq+l,q+2 0 0 pq+r-l,q+r; Pq,n =pq

 On construit des fibrations analogues a partir des groupes SU(n) et Sp(n);
 en particulier

 (9.3) Wnq = SU(n)/SU(n - q); Wn,n_1 = SU(n)

 (9.4) Xnq = Sp(n)/Sp(n - q); Xnj = S4n_1; Xnn = Sp(n).

 PROPOSITION 9.1.10 Wnn-q et Xn n-q sont sans torsion et

 H(Wn,n-q, Z) = H(S2n_1 X S2n-3 X * * X S2q+1 i Z)

 H(Xn,n-q , Z) = H(S4n-1 X S4n-5 X ... X S4q+3 , Z) (O < q < n - 1).

 La proposition est vraie pour Wnj = S2n-1; supposons-la 6tablie pour
 Wn~nq-, et consid6rons l'algebre spectrale sur Z de

 (Wn,n-q , Wnn-q-1, Wq+l , Pn-q-l,n-q);

 on a des coefficients ordinaires dans H2 d'apres le ?4ii), ou aussi, si l'on veut,
 parce que la base est simplement connexe, donc

 H2 = H(W,,,-nq-i, Z) 0 H(S2q+1, Z)

 les degrds fibres sont 0 et 2q + 1, donc seule d2q+2 peut ne pas 8tre nulle; cepen-
 dant elle est nulle sur les 6l6ments de DF nul qui forment H(Wnnq1, , Z) 0
 HO(S2q+1, Z), et 6galement sur Ho22+l H 2+l(S2q+1, Z) car H2q+2 = H2 n'a
 pas d'6l6ment de degre total 2q + 2, d'apres l'hypothese de recurrence; d2q+2
 6tant une diff6rentielle est alors nulle sur H"q;2 = HMO2 0 Ho" 2 , donc sur H2q+2
 l'algebre spectrale est triviale; on applique alors la Prop. 8.1c.

 D6monstration analogue pour Xn,n-q .
 REMARQUES. (1) Dans la Proposition 9.1 il s'agit bien entendu d'un iso-

 morphisme d'algebres, c'est a dire respectant la structure additive et le cup-
 produit, mais cet isomorphisme n'est en g6n6ral pas valable pour les p-puissances
 rbduites de Steenrod (voir [6]).

 (2) On d6duit imm6diatement de la Prop. 9.1 que l'algebre spectrale sur Z
 de (Wnr+., Wn,r, Wn-rs, Pr,r+s) est triviale, donc que Wn-r, est totalement
 non homologue a z6ro dans Wnr+s et que p*,r+s est biunivoque. Soient hi, * ,hk
 resp. hk+1, ... , ht des g6nerateurs de H(Wn,r, Z) 0 1 et de 1 0g H(Wn-r,s, Z);
 alors les 6l6ments hi (hi repr6sentant de hi dans H(Wn,r+s,, Z)) sont de carr6
 nul et H(Wn,r+s, Z) est l'algebre ext6rieure engendree par eux; elle s'identifie
 donc au produit tensoriel de l'algebre ext6rieure de hi, * *, hk, qui est l'image
 de p*,r+s par l'algebre ext6rieure de hk+1, ***, ht qui est appliqu6e isomor-
 phiquement sur H(Wnr,s, Z) par i* (cf. ?4c).

 10 Cette proposition est due a C. Ehresmann [17].
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 Il en r6sulte en particulier ceci: Si xi est un g6n6rateur de H 2i+l(Wn,,i, Z),
 alors p*-i(xi), p~n2(x2), * , pt(x,,1) forment avec un g6n6rateur de H1(U(n), Z)
 un systeme de g6n6rateurs de H(U(n), Z).

 ?10. Varietes de Stiefel reelles

 NOTATIONS. Vnq vari6t6 des systemes ordonn6s de q vecteurs orthonormaux
 de Rn.

 0(n), resp. SO(n), groupe orthogonal, resp. groupe orthogonal unimodulaire,
 de Rn.

 Gnm, (resp. G?n,m), grassmannienne des m plans, (resp. des m plans orient6s),
 de Rn, passant par l'origine.

 On a des inclusions canoniques 0(n) D O(q), SO(n) D SO(q) qui conduisent
 aux fibrations

 (10.1) Vnq = SO(n)/SO(n - q) = 0(n)/O(n - q) (1 < q ? n).

 On a

 (10.2) Vn = Sn-1; Vnn1 = Vn,n = SO(n)

 et comme dans le cas unitaire, des fibrations (Vn,q+r, Vnq, Vn-qr, Pqq+^r)- Des
 inclusions 0(n) D 0(q) X 0(n - q) et SO(n) D SO(q) X SO(n - q) on d6duit
 les espaces fibr6s principaux

 (10.3) (Vn,q, Gn,q, O(q), p); (Vn,q, G? ,q SO(q), p)

 et que G?nm est un recouvrement A deux feuillets de Gn,m (pour ces fibrations,
 voir par ex. [31] No. 7).

 Nous admettrons la Proposition suivante, due A E. Stiefel ([32], Satz V):
 PROPOSITION 10.1. Si n est pair, H(Vn,2, Z) = H(Sn-1 X Sn,2, Z). Si n est

 impair, les groupes de cohomologie entiere de Vn,2 sont

 H? = H2 n-3 = Z, Hn-1 = Z2; H1 = 0 (i 0, n - 1, 2n -3).

 Par cons6quent si n est impair:

 (10.4) H(Vn,2 , K2) = H(Sn-1 X Sn-2 K2)

 (10.5) H(Vn,2 , Kp) = H(S2n_3, Kp) (p #? 2).

 PROPOSITION 10.2. Soit ni, (resp. q), le plus grand, (resp. le plus petit), entier
 impair _n, (resp. _q).

 Alors Vnn-q a pour les coefficients Kp (p # 2) meme algebre de cohomologie que
 le produit:

 S2;-3 X S2;n_7 X * X S2 +11

 multiplie encore par Sn-1 si n est pair, par Sq si q est pair.
 Nous supposons tout d'abord q impair; la proposition est vraie pour V2ml =

 " remplac6 par un point si nt = q.
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 S2m-i et pour V2m+1,2 (Prop. 10.1); on passera de Vnn-q-2 A Vnn-q en montrant

 que l'algebre spectrale sur Kp de la fibration (Vnn-q , Vn,n-q-2 y Vq+2,2 , Pn-q-2,n-q)
 est triviale, A l'aide d'un raisonnement s'appuyant sur (10.5) et A peu pres iden-
 tique a la demonstration de la Prop. 9.1, que nous n'expliciterons pas.

 Si q est pair, on considere la fibration (Vnn-q , Vnn-q-1 , Sq , pn-q-1 ) n-g); la
 proposition est vraie pour Vnn-q- et d'autre part Sq est totalement non homo-
 logue a z6ro relativement a Kp , puisque q est pair et p # 2 (voir par ex. [24],
 Thdoreme 12.1); l'algebre spectrale est donc triviale (Prop. 4.1) d'oi, au point
 de vue additif pour 1'instant, l'isomorphie annonc6e; mais si h e H(Vn,n-q, Kp)
 est tel que i*(h) soit un cocycle fondamental de Sq , alors h h = 0 car
 H2q (Vn,q, Kp) = 0; il en r6sulte que H(Vn,n-q, Kp) est le produit tensoriel de
 l'algebre engendr6e par 1 et h et de l'algebre pnqil,n-q(H(Vn,n-q-1i Kp)) _
 U(Vnn-qi Kp), ce qui 6tablit la proposition au point de vue multiplicatif.

 PROPOSITION 10.3. H(Vn,n-q, K2) admet un syst~me simple de gkn6rateurs
 kq ) hq+1 *... , hn-, de degrgs respectifs q, q + 1, ... , n - 1.12

 Pour Vn,2, n quelconque, cf. (10.4), supposons la proposition vraie pour Vn,,
 (2 < r < p - 1, n quelconque). Pour passer A Vnp nous examinons tout d'abord
 l'algebre spectrale de la fibration (Vn,p , Vnl Vn-lp1 , pip); comme Vn l =
 Sn-1 )les seuls degr6s base sont 0 et n - 1 et dn-1 est la seule diff6rentielle pouvant
 ne pas 6tre nulle; cependant, comme p _ 3, elle est certainement nulle sur

 Ho , -p = Ho n-p-Hn-p(Vn-1,,1, ) K2) qui est diff6rent de z6ro par suite de
 l'hypothese d'induction, donc H' 0 et (Vnp K2) $ 0. Considerons
 maintenant l'algebre spectrale de la fibration (Vn,p ) Vnp).l ) Vn-p+l,l ) pp-1,p);
 comme Vn-p+ll = Sn-p les seuls degr6s-fibre sont 0 et n - p et seule dn-p+l peut
 ne pas etre nulle. Dans Hn-p+1, les seuls 6l6ments de degr6 total n - p sont
 H~n-2 = 1 (? H (Sn-p) K2) et forment un espace de dimension 1; on sait
 d6jA que Hn-p(Vn~ p K2) $6 0, il faut donc que H. contienne des 6l6ments
 de degre total n- p; la seule possibilite est ici Ho 0 0, ce qui entraine
 dn-p+l (Hon- pil) = 0, et meme dn- +1 = 0 puisque Hn-p+l est le produit tenso-
 riel de la sous-algebre form6e des 6l6ments de degre fibre 0 par la sous-algebre
 engendr6e pas 1 et H n- p+ ; ainsi l'algebre spectrale est triviale, il suffit alors d'ap-
 pliquer la Prop. 8.1b et l'hypothese d'induction.

 REMARQUES. (1) On tire imm6diatement de la Prop. 10.3 que l'algebre spectrale

 sur K2 de (Vnq+r, Vn,q, Vn-q~r) pq,q+r) est triviale et, en utilisant la Prop. 8.1 et
 le ?4b, que l'on peut trouver un systeme simple de g6n6rateurs de H(Vn,q+r, K2)
 dont les derniers 6l6ments forment un systeme simple de g6n6rateurs de

 pq,q+r (H(Vn,q, K2)) = H(Vn,q , K2).
 Comme dans le cas unitaire, il en r6sulte ceci: Soit xi un g6n6rateur de

 Hi(Vn~ni, K2) et pn-i la projection de SO(n) sur Vnni ; alors p*n-2(X2), ... *
 pT(xn-1) forment avec un g6n6rateur de H'(SO(n), K2) un systeme simple de
 g6n6rateurs de H(SO(n), K2).

 (2) L'isomorphisme additif de H(Vn,q+r, K2) et de H(Vn,q , K2) 0 H(Vn-q,r , K2)

 12 Le polyn6me de Poincar6 mod 2 de V,,,p a 6t6 indiqu6 par C. Ehresmann [171; pour ces
 vari6t6s voir aussi [161.
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 ne s'etend pas en g6n6ral au cup-produit comme le montrent les cup-produits
 indiqu6s dans [2]. Signalons que pour les Sq' on trouve (pour un certain choix du
 systeme simple de g6n6rateurs):

 (10.6) Sqhj - (J)h+j (i + j n-1), Sqthj = 0 (i + j ? n).

 PROPOSITION 10.4. Les elements non nuls de Tors. H(Vn,n.q, Z) sont d'ordre

 deux. Si A (resp. 4), est le plus grand, (resp. le plus petit), nombre impair <n
 (resp. _ q), Vnnq, a au point de vue additif, meme cohomologie entiere que le produit

 V1,2 X Vn-2,2 X ... X Vq+2,211

 multipli6 encore par Sn-1 si n est pair, par Sq si q est pair.
 Si q est impair, les algebres spectrales sur R et sur K2 de

 (Vn,n-q q Vnn-q-2 , Vq+2,q , pn-q-2,n-q) sont triviales (cf. demonstration de la Prop.
 10.2 et la remarque ci-dessus). De meme, si q est pair, les algebres spectrales sur

 R et sur K2 de (Vnn-q , Vnn-q-1 Sq , pn-q-ln-q) sont triviales. Notre proposition
 r6sulte alors par recurrence des Prop. 8.2 et 10.1.

 CHAPITRE IV. LE THEOREME PRINCIPAL

 Nous d6montrons dans ce chapitre le th6oreme qui nous permettra d'6tudier
 la transgression dans les espaces fibr6s principaux; sa demonstration ne fait
 intervenir que les propri6t~s formelles de l'algebre spectrale des espaces fibr6s,
 aussi en donnons-nous ici un 6nonc6 alg6brique, renvoyant aux chapitres suivants
 pour les applications topologiques.

 La notion de relation introduite dans le ?11 pourrait Wtre 6tudike plus complete-
 ment; nous n'avons pas cherch6 A faire un expos6 syst6matique, mais unique-
 ment & 6tablir les r6sultats utiles pour la suite. Ils sont en partie A rapprocher
 de th6orbmes obtenus par J. L. Koszul dans th6orie de l'homologie des
 S-modules [22].

 La lecture du ?17 est inutile pour la comprehension de la suite de ce travail.
 Il figure n6anmoins ici car la Prop. 17.1 a d6jA 6te utilis6e dans [1] et sa d6-
 monstration se rattache directement A celle du th6oreme principal.

 ?11. La notion de relation

 Dans tout ce chapitre, B d6signe une algebre sur un corps K qui sauf mention
 du contraire, est de caract6ristique quelconque, gradu6e par les sous-espaces
 Bt(i > 0), anticommutative, munie d'un 6l6ment neutre 1 qui est base de Bo.
 Si bi, - - *, bn sont des 6l6ments homogbnes de B, les id6aux h gauche, h droite,
 bilateres qu'ils engendrent coincident, on peut parler de l'id6al de bi, **,bn
 que nous noterons (b1, * , bn).

 DEFINITION. Soient b1 ,. , bn e B homog~nes; une 6galit6

 a, bi, + + ambi,, = 0

 (ij < i2 < ** * < im ; Daj + Dbi; k)
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 est une relation de degre k entre b1 , . , bn s'il existe au moins un indice j tel que

 aj o (bil,**, bij- l, bij+l, * bij .
 b * , bn sont sans relations jusqu'd k, (ou pour D < k), s'il n'existe aucune

 relation (11.1) dans laquelle les termes ajbi sont homogenes d'un meme degre ?<k.
 Nous donnerons plus bas plusieurs 6nonc6s diff6rents de la condition

 ..b, , bn sont sans relations pour D < k". II peut paraitre plus naturel
 d'appeler relation entre b1, * * *, bn une 6galit6

 (11.2) aib1 + *.. + anbn = 0 (Dai + Dbi = k)

 pour laquelle il existe j tel que aj 4 (b , , * * y bj, I bj+l , bn); cette d6finition
 n'est pas 6quivalente A la prbc6dente et donne moins de relations entre

 bi - , bn ; dans ce nouveau sens, la condition "b1, ** , bn sans relations
 pour D < k" serait plus faible que dans notre d6finition, et moins maniable ici.

 P d6signera un espace vectoriel sur K, de dimension finie gradu6 par des

 sous-espaces Pi, (i > 0); sauf mention expresse du contraire on supposera
 Pi = 0 si i est pair.

 Soit encore J = B ?9 A P le produit tensoriel (gauche) sur K de B et de A P;
 dans la suite, J jouera le role du terme H2 d'une algbbre spectrale d'un espace

 fibre, B et A P remplaqant respectivement H(B, K) et H(F, K), aussi adopterons-
 nous pour les degrds les notations du ?4: 1'6l6ment h = bP 0 x
 (bP e B', x e (AP)'), a les trois degr6s DBh = p, DFh = q, Dh = p + q;
 on peut encore graduer J par les sous-espaces B ? A jP, on dira que j est le
 degre exterieur. Nous supposons dans le ?11 J muni d'une diff6rentielle d qui
 augmente D de 1 et qui v6rifie:

 (11.3) d(B (? 1) = 0; d(1 09 P) = Q ? 1 (Q C B)

 Q est donc un sous-espace gradu6 par des degr6s pairs, il fait partie du centre
 de B; la diff6rentielle est aussi homogene en le degr6 ext6rieur, qu'elle diminue
 de 1; H(J) admet ainsi deux graduations induites 1'une par D, l'autre par le
 degr6 ext6rieur; si de plus tous les 6l6ments de P ont un meme degr6 s - 1, la
 diff6rentielle est aussi homogene en DF, qu'elle diminue de s - 1, en DB
 qu'elle augmente de s, ces deux graduations se transmettent aussi A H(J).

 LEMME 11.1. On suppose que P a une base pi, * * *, pm form&e d'eWments ayant
 le meme degre impair s - 1 et on munit J de la dijffrentielle d d6finie par d (B (? 1) =
 0, d(1 0 pi) = qi 0 1, (Dqi = s, i = 1, * , m). Alors

 (a) Les elements de DF nul de H(J) forment une algqbre isomorphe 4
 BI (q, * -- , q.).

 (b) Si les cocycles de DB < k - s et de degre exterieur 1 sont des cobords, il en
 est de meme des cocycles ayant un DB ? k - s et un degre exte'rieur > 1.

 (a) est clair; nous d6montrerons (b) par recurrence sur m, il est 6vident pour
 m = 1, nous le supposons vrai pour m - 1 _ 1.

 Soit B' = B/(qi), P' l'espace vectoriel de base p2, . Pm J' = B' 09 A P';

 13 Si m = 1, cela signifie que ai * 0.
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 on note h' l'image de h e B 0 A P' dans B' 0 AP' par I'homomorphisme canonique
 f de B (0 A P' sur J'; B 0 A P' s'identifie a une sous-algbbre de B 0 A P, stable
 pour d; on suppose B 0 A P' munie de la diff6rentielle d induite par d et on
 introduit dans J' une differentielle d' par

 (11.4) d'(B' (9 1) =-0; d'(l (9 p i) = qI ($9 1 (i = 2, ,m

 f est alors compatible avec les structures d'algebres diff6rentielles bigradu6es.
 Nous divisons la d6monstration du lemme en trois parties.

 (i) Montrons que J' vdrifie aussi l'hypothbse (b) du lemme; soit h' = b2 09

 P2 + ? + bm (0 pm un cocycle de DB < k - s; cela signifie que b'q' + +
 bmqm = 0, il existe donc bi e B tel que biqi + + bmqm = 0 et

 u = bi . pi + b2 (9 p2 + + bm (9 pm

 est un cocycle de J, de DB < k - s, de degr6 ext6rieur 1, donc par hypothese
 u = dv; 6crivons:

 v = (1 9 pj)hi + h2 (hi, h2 e B 0 A P')

 d'ou'

 b2 (0) p2 + + bm (&pm (qi O 1)h? + dh2

 et

 h = d'h2

 ainsi J' v6rifie l'hypothese (b), notre lemme vaut dans J' par hypothese de
 recurrence.

 (ii) Soit Ann q1 l'annulateur de q, dans B; nous voulons prouver par recurrence
 sur n que Ann q, n Bn = 0 pour 0 < n < k - s.

 Supposons le vrai pour les degr6s <n et soit b e Ann q1 n Bn alors b 0 Pi
 est un cocycle de DB < k - s, de degr6 ext6rieur 1, par hypoth6se b 0 pi =
 dh Oa

 h = (1 0 pi)hj + h2

 (hi, h2 e B 0 A P', DBhi = DBh2 = n - s)

 donc

 b 0 P' = -(1 0 pi)dh1; (q, 0 1)h, + dh2 = 0

 par cons6quent d'h' - 0 et d'apres (i) on a h2 = d'hI , c'est A dire

 h2 - dh3 + (qi 0 1)h4,

 (ha 3 h4 e B 0 A P', DBh3 = DBh4 = n - 2s)

 mais alors

 (q, 0 1)hi + (qi 0 1)dh4 = 0
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 eth1 = -dh4puisque Ann q = Opour DB < n et que DBhi = DBdh4 = n - s
 finalement

 b ( pi= -(1 ? pi)ddh4 = 0 et b = O

 (iii) Nous pouvons maintenant 6tablir (b) pour J; soit

 h = (1 0 pj)hi + h2

 (hih2eB ? A P',DBhi = DBh2 < k - s)

 un cocycle de DB < k - s, de degr6 ext6rieur >0; alors d'h' = 0, done h' =
 d'h3 ou encore

 h2 = dh3 + (qi 0 1)h4,

 (h3, h4 e B (0 A P', DBh3 = DBh4 < k -2s)

 dh = 0 donne alors

 0 = (qi 0 1)hi + dh2 = (q1 0 1)(hi + dh4)

 et d'apres (ii:

 h1 + dh. =(

 finalement

 h = (1 0 pi)(-dh4) + dh3 + (q1 0 1)h4 = d(h3 + (1 0 pl)h4) C.Q.F.D.

 Afin d'abr6ger nous 6crirons Ann qj dans B/(q1, ... , qi_1) pour annulateur
 dans B/(qi, *.. , qi-i) de l'image de qj dans cette algebre.

 PROPOSITION 11.1. On suppose que J = B 0 A P verifie les hypotheses du
 lemme 11.1. Alors les quatre conditions suivantes sont equivalentes:

 (1) Les cocycles de degre exterieur 1 et de DB < k - s de J sont des cobords.

 (2) q1 ,... , qm sont sans relations dans B jusqu'd k.
 (3) Pour toute permutation j1 , . , jm de 1, , m, Ann qji dans

 B/(qjl, *.. , qji_1) n'a pas d'element non nul de D < k -s (j = 1, * r M).14
 (4) Ann qi dans B/(ql, , qi-i) n'a pas d'element non nul de D < k - s

 (i = 1,. , m).
 I1 est imm6diat que (2) et (3) sont 6quivalentes et que (3) implique (4); le

 lemme 11.1 et les points (i), (ii) de sa demonstration permettent de montrer
 ais6ment, par recurrence sur i, que (1) entraine (3); il reste done a voir que (4)
 implique (1); c'est 6vident si P est de dimension 1, supposons le vrai lorsque P

 est de dimension m - 1, done en particulier pour J', en reprenant les notations
 de la demonstration du lemme 11.1. Soit

 h = bi $ pi + b2 ? p2 + + bm 0 pm

 (DBh = t < k - s)

 14 Pour i = 1, cela signifie que l'annulateur de qjl dans B n'a pas d'6l6ment non nul de
 degr6 _ k - s.
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 un cocycle; b2 ( P2 + * + bm (? Pm est alors un cocycle de J', de DB k -s,
 done un cobord, d'oA

 b2 09 p2 + + bm ( pm= dhi + (ql (9 l)h2,

 (hi, h2eB 0 AP')

 (-1)'(b2q2 + + bmqm) 0 1 = (qi 0 1)dh2

 mais h est un cocycle par hypothese, donc b2q2 + * + bmqm = -biqi et puisque
 Ann q1 est nul pour D < k - s, on voit que

 (-i)'+' (bi 0 1) = dh2

 d'oi h = -(1 0 pl)dh2 + dh1 + (q1 0 1)h2 = d(hi + (1 09 p1)h2).
 REMARQUES. (1) La condition (1) est trivialement remplie si k < 8; pour

 k = s, elle signifie que qi, * , qm sont lin6airement ind6pendants. Si p', * , pm
 est une deuxieme base de P, il est clair qu'elle v6rifiera ou ne v6rifiera pas la
 condition (1) en meme temps que pi, * *, pm. Par cons6quent si qi, * , q
 sont sans relations pour D < k, (k _ s), les 6l6ments d'une deuxibme base

 ... *, qM de l'espace Q sous-tendu par q1, *-, qm sont aussi sans relations
 pour D < k. Pour 6viter d'introduire inutilement des bases, on dira alors que
 Q est sans relations pour D < k. La condition (2), pour k > s, est done 6quiva-
 lente a: Q est isomorphe par d a P et est sans relations pour D < k.

 (2) Disons que q1, , , qm sont alg6briquement ind6pendants jusqu'a k
 quand la condition suivante est r6alis6e: Si P(xi, *.. , xm) est un 6l6ment non
 nul de K[x1, *. , Xm] et si P(qj, , qm) est, en tant qu'6l6ment de B, somme
 de monomes homogbnes d'un meme degr6 <k, alors P(qj, ***, qm) $ 0. Il
 est clair que si q1, ... I q. sont sans relations pour D < k, ils sont alg6brique-
 ment ind6pendants pour D < k, lorsque 1, q1, * *, q. engendrent B jusqu'a k.

 (3) On a des r6sultats analogues aux pr6c6dents quand les pi ne sont pas tous
 de meme degr6; on suppose alors Dqi = Dpi + 1, (Dqi pair), on remplace la
 condition (1) par: les cocycles de degr6 ext6rieur 1 et de D < k - 1 sont des
 cobords; la conclusion (b) du lemme 11.1 devient: tout cocycle de degr6 ext6rieur

 >0 de J dont le cobord a, formellement, un DB < k, est lui-meme un cobord,
 mais nous n'utiliserons pas cette extension.

 ?12. Propositions auxiliaires

 Nous consid6rerons dans les ?12 A 15 une algebre spectrale canonique (ef ?1C),
 (Hr), (r > 2), dans laquelle H2 = B 0 A P, P 6tant gradu6 par des degr6s im-
 pairs; les sous-espaces H2' sont:

 2=BP~ 0 (AP)q

 la diff6rentielle d2 diminue q de 1, augmente p de 2, en particulier d2(B 0 1) = 0.
 On pose Br = K 2(B 0 1); si un sous-espace S de A P est form6 de dr-cocycles
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 pour r < j, K 2 applique 1 0 S isomorphiquement dans Hj ; on d6signera aussi
 par 1 0 S ce sous-espace de Hj, lorsque cela ne pretera pas a confusion;

 m sera le maximum du degr6 de P et on pose

 S =p + pi+l + + pm.

 Enfin, dans les formules, on ddsignera par =, resp. c, un isomorphisme sur,
 resp. dans, que le contexte pr6cisera.

 DEFINITION. A(t, k) est l'ensemble des deux affirmations suivantes:
 (1) drK2(, 0 Pr) = 0 pour 2 < r < t.
 (2) Si i < min (t, k), Qi = diK2(1 0 Pi1-) est isomorphe a P'-1 et Qi est sans

 relations dans Bi pour D < k.
 Disons par analogie avec la quatribme d6finition de la transgression (?5),

 que x e ( A P)i est transgressif si drK 2(1 0 x) = 0 pour r < i. Si A(t, k) est vrai,
 les 6l6ments de D < t de P sont transgressifs. Pour k = 0, 1 la condition (2)
 de la d6finition pr6c6dente est vide et en particulier si t > m, A (t, 0) signifie
 exactement que les 6l6ments homogenes de P sont transgressifs.

 La proposition suivante jouera un role essentiel dans la demonstration du
 th6oreme que nous avons en vue.

 PROPOSITION 12.1. Si A(t, k) est vrai dans (Hr), on a pour 2 < r < min (t, k)

 (ir) H(Br 0 AP r) 0 A Pr C Hr+i pour DB < k

 (2r) Hr+l = H(Br 09 A P r-) 09 A Pr = Br/(Qr) 09 A P* = Br+i 0 A Pr

 (si DB < k -r)

 (3r) Kr2+1(B 0 A P*) est un quotient de Br+i 0 A Pr et lui est egal pour DB < k.

 Nous poserons Sr = Br 0 A pr*- = Br 0 A pr-1 0& A Pr* et le munissons d'une
 diff6rentielle br nulle sur Br 0 A P*, 6gale a dr sur pr.l Les 6l6ments de B 0
 A Pr*'l sont des di-cocycles pour i < r Tr = Kr2(B 0 A Pr-1) est bien d6fini; dans
 le noyau de Kr figure en particulier le noyau de Kr B 0 1 -+ Br, Kr d6finit donc
 par passage au quotient un homomorphisme fr de Sr sur Tr et il est clair que
 drefr = fr-3r . Dans ces notations, nos affirmations s'6crivent:

 (1,) H(Sr) C Hr+i pour DB < k

 Hr+l = H(Sr) = Br/(Qr) 0 A Pr* = Sr+1
 (2r)

 pour DB < k - r

 (3r) Tr+, est un quotient de Sr+i il lui est gal pour DB < k,
 nous d6montrerons 6galement

 (4r) l'isomorphisme de (1,) et le premier isomorphisme de (2,) sont induits par f,
 l'isomorphisme Hr+1 = Sr+i (DB < k - r), de (2r) et l'homomorphisme de
 (3r) sont induits par fr,+ i

 (12) est 6vident (pour DB quelconque du reste), (22) se d6duit de la Prop. 11.1
 et du lemme 11.1; les cobords contenus dans B 0 A p2 sont d2(B 0 Pl 0 A p2 =
 (Q2) 0 A p2 , d'out (32); (42) est clair.
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 Supposons (lr-i) (2r1), (3r-1)I (4r-1) 6tablis et r < min (t, k) pair, car pour
 r impair, pr-l = 0 et le passage A r est imm6diat; fr qui est un homomorphisme

 permis de Sr sur Tr C Hr d6finit en tout cas un homomorphisme de H(Sr) dans

 H(Hr) = Hr+i ; soit h un dr-cocycle de Tr et DBh < k, alors si h est un cobord
 dans HrI c'est ddjA un cobord dans Tr; soit en effet h = drU, (u e Hr), on a
 DBu ? k - r et puisque fr(Sr) = Hr pour DB < k - r vu 2r-i et (4r-1) il existe
 V e Sr tel que u = fr(v), donc u e Tr et h = dru c drTr si de plus h = fr(h'), oi
 h' est un cocycle de Sr, on a h' = arV puisque fr est un homomorphisme permis

 et qu'il est biunivoque pour D ? k d'aprbs (3r-1) et (4r-l). Cela montre que

 (12.1) dr(Hr) n Kr(B 0 AP) =*fr((Qr) 0 A P) pour DB < k

 (car le deuxibme membre repr6sente visiblement tous les a,-cobords contenus
 dans Br 0 A Pr ), et que fr applique H(Sr) isomorphiquement dans Hr+i pour
 DB < k c'est (lr) et la 1bre affirmation de (4r). Mais on sait de plus que fr(Sr) =

 Hr pour DB < k - r + 1 d'aprbs (2ri-) et (4r-1), fr applique donc H(Sr) biuni-
 voquement sur Hr+i pour DB < k - r + 1; cela contient la premibre 6galit6 de

 (2r) et la deuxibme affirmation de (4r); la deuxibme 6galit6 de (2r) r6sulte alors
 de la Prop. 11.1 et du lemme 11.1. L'6galit6 (12.1) montre notamment que

 (Qr) = dr(Hr) n Br pour DB < k, autrement dit que

 (12.2) Br+i = Kr+,Br = Br/(Qr) pour DB < k

 ce qui contient la troisieme 6galit6 de (2r). Par d6finition:

 2K(B 0) APr ) Kr+lKr(B 0 APr*) = Kr+lfr(Br 0 AP*)

 (Q0) 0 A P1 E ar(Sr), l'homomorphisme fr l'envoie donc dans drHr , c'est a
 dire dans le noyau de Kr +1, d'oui' par passage au quotient un homomorphisme de
 Br/(Qr) 0 A P* sur Tr+i; c'est 6videmment fr+l pour DB < k, vu (12.2), ainsi
 fr+i induit bien l'isomorphisme Hr+i = Sr+i (DB ? k - r); de plus nous savons
 que pour DB ? k fr est un isomorphisme de Sr sur Tr, d'aprbs (3r-1) et (4r-1),
 et vu (12.1) qu'il envoie (Qr) 09 Apr* sur le noyau de 4r+l: K2(B 0 APr*) Tr+,
 il induit par consequent un isomorphisme de Br! (Qr) 0 Apr sur Tr+i pour
 DB _ k, qui est bien, vu (12.2), l'isomorphisme de Sr+i sur Tr+i induit par
 fr+l ; cela d6montre (3r) et la dernibre affirmation de (4r).

 REMARQUE. Supposons k > t, soit xi, ***, x8 une base de P1 + *** + P
 et yj e B tel que

 Kri(Yi 0 1) = drKri(l 0 Xi)

 (i = 1, *.*, m; ri = Dxj + 1)

 et soit Q' le sous-espace sous-tendu par les yj de degr6 j; il est clair que Qi est
 appliqu6 isomorphiquement sur Q' par K3 et que

 (12.3) Br = B/(Q1 + -.. + Qr-1)
 pour DB _ k, r = 3, 4, , t + 1.
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 De Q' sans relations dans B j pour D _ k, j = 1, * * , t, on tire que Ann yi dans
 B/(y, ***,yi1) est nul pour D < k(i = 1,.**, s), donc que yj,** , y,
 sont sans relations pour D._ k dans B (Prop. 11.1)

 LEMME 12.1. On suppose A(t, k) vrai et H00 triviale pour D < k. Soit hp f Hp.
 hp # 0, 0 < D(hp) _ k, DF(hp) < p - 1.

 Alors il existe x e H2, et un entier s ? 2 tels que

 dKrx = 0 (r < s);

 d8aK8 X = Ka hp # 0

 et DF(hp) = 0 lorsque s _ min (t, k) ou encore si t ? k.
 dr diminue DF de r - 1, donc hp est un dr-cocycle pour tout r ? p; Hoo 6tant

 triviale pour D < k, il doit exister x et s tels que

 drKrX = 0 (r < s);

 dKX = K8 hq 5? 0

 (Dx = Dhp - 1, DBx = DBhp - s)

 Si s < min (t, k), on a puisque DB(x) ? k -s: KX E B8 0 AP'-' (Prop. 12.1),
 et DF(d8K) < p- 1 ? s - 1 donne DF(dSK~x) = DF(hp) = 0. Si t ? k et
 DF(hp) $ 0, alors s > min (t, k) donc s > k et DB(hp) = DB(x) + s > k, ce
 qui est absurde puisque D(hp) ?I k et termine la demonstration du lemme.

 PROPOSITION 12.2. On suppose A(t, 0) vrai et H. triviale pour D < t. Alors
 (a) A(t, t + 1) est vrai; P contient tous les el~ments homog~nes transgressifs de

 A P ayant un degre < t.

 (b) soient x1, * , xi une base de Pl + * + Pt'- et yi e B v~rifiant Kr(Yj 0 1) =
 d .Kr(1 0 xi), (r = Dxj + 1); y1, , y engendrent BJ(O < j < t) etB =
 K[y , * **, y] pour D < t.

 (a) Qi est isomorphe a P'-1(i = 2, * , t), car sinon Pt1 contiendrait un
 6l6ment non nul cocycle pour tout dr et aurait une image non nulle dans H.,
 alors que ce dernier est trivial pour D < t. Supposons A (t, k) vrai et k ? t, si
 A (t, k + 1) est faux il existe i, (2 < i < t), tel que Qi possbde une relation de

 D = k + 1; mais pour DB > k, d'apres la Prop. 12.1 (1i):

 H(Bi 0 AP'-l) 0 AP*' c Hi+,

 il doit alors exister (Prop. 11.1):

 h eHi+,, h O, 0 Dh = k, DFh = i- 1 O 0

 ce qui contredit le lemme 12.1 puisque t > k, et montre que A (t, k + 1) est
 vrai, d'oiT A(t, t + 1) par recurrence.

 Soit x e (A P)i-1, (i _ t + 1), transgressif; alors d'aprbs la Prop. 12.1 2i on a
 K1(1 0 X) e KZ(1 0 A P*' ), donc x e Pi-l

 (b) On sait d6ja que yj, * , yj sont sans relations pour D < t + 1 (remarque
 a la Prop. 12.1); il suffit de montrer qu'ils engendrent Bj(0 < j < t) et pour cela
 que B' e (y1, * * * , y ) pour tout j v6rifiant 0 < j < t; or si b e B, b o (yl,, * , y ),
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 alors Kt+lb F? 0 et vU la trivialit6 de H.4, b doit etre pour un s > t + 1 le
 d.-cobord d'un 6l6ment x qui v6rifie forc6ment Dx = j - 1, DFx = s - 1 > 0,
 DBx = j - s < j-t, donc (Prop. 12.1 2w):

 2

 Kt+lxeBt+1? AP*'
 et DFx qui est >0 doit etre _ t, ce qui est impossible puisque Dx = j - 1 <
 t - 1.

 PROPOSITION 12.3. On suppose A(m + 1, 0) vrai, m etant le maximum du

 degre de P, et HJO triviale jusqu'4 n > m. Ators
 (a) A(m + 1, n + 1) est vrai, et P contient tous les 6l6ments transgressifs de A P.
 (b) Soit xi, * *, xI une base de P, yi e B veriflant Kr(yi 0 1) = drKr(1 0 Xi),

 (r = Dxi + 1, i= 1, , 1). On a B = K[yj, * *, yz] pour D < n.
 En effet, si A(m + 1, 0) est vrai, il en est de meme de A(t, 0) pour tout t >

 m + 1, et en particulier de A(n, 0), on applique alors la Prop. 12.2.
 REMARQUE. Nous avons toujours suppos6 P de dimension finie, seul cas

 interessant pour la suite, mais cette hypothbse n'a en somme pas jou6 de r6le;
 en fait, les 6nonc6s et d6monstrations des Prop. 12.1 et 12.2 subsistent sans
 aucun changement si l'on suppose seulement que chaque sous-espace Pt est
 de dimension finie; on voit meme qu'i quelques changements 6vidents de nota-
 tions pres, les considerations des ?11 et 12 valent pour des espaces Pl de di-
 mensions quelconques.

 ?13. Le theoreme principal

 Nous d6signons toujours par m le maximum du degr6 de P.
 THEOREME 13.1. Soit (H,), (r _ 2), une alg~bre spectrale canonique dans

 laquelle H2 = B O A P; on suppose P gradue par des degr&s impairs et H.>, triviale
 pour D ? n, (n > 2m + 1).15 Alors

 (a) A P est l'algabre ext~rieure d'un sous-espace P' avant une base xl, **, x,
 formke d'&tbments homogienes transgressifs; P' contient tous les 6lWments trans-
 gressifs de A P.

 (b) Si yi e B verifie K(yji 0 1) = d7K'(1 0 xi), (r = Dxi + 1), on a B =
 K[y ***, yz] pour D < n.

 On peut remarquer que dans ce th6oreme, le point essentiel est une question
 d'unicit6; 6tant donn6 P gradu6 par des degr6s impairs, il est clair qu'il existe
 au moins un B et une algebre spectrale commencant A H2 = B 0 A P et se
 terminant par une algebre triviale: il suffit de supposer P sous-tendu par des
 6l6ments transgressifs xi et de d6finir B et l'algbbre spectrale par la conclusion
 (b) ci-dessus; le th6orbme affirme que c'est la seule maniere d'y parvenir, a un
 isomorphisme d'algbbres spectrales pres.

 Si P' = 0 pour i < m, A(m + 1, 0) est 6vident, le th6oreme se rambne a la
 Proposition 12.3; nous supposons dor6navant que P a au moins deux degr&s.

 16 Pour la suite, il suffirait de supposer n arbitrairement grand; nous indiquons une
 borne inf6rieure pour fixer les idWes, ce n'est pas exactement celle qui figure dans [11, (voir
 remarque A la fin du ?17).
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 Etant donn6 la Prop. 12.3 il suffit d'6tablir la validit6 de A(m + 1, 2m + 1), 16
 ce que nous ferons par une double recurrence: Dans le ?14, nous passerons
 de A (t, 2t + 1) A A (t + 1, 2t + 1), dans le ?15 de A (t, 2t - 1)a A (t, 2t + 1). Il
 serait naturellement tentant, vu la Prop. 12.3, d'essayer de prouver directement
 A (m + 1, 0),16 par exemple par recurrence sur le premier indice seulement,
 mais cela ne semble pas possible.

 ?14. Premiere partie de la demonstration

 Faisons tout d'abord quelques remarques simples. Pour 0 < i < t, i < n,
 B'+, = 0, car vu les propri6t6s de degr6s des diff6rentielles dT, B'+1 est appliqu6
 isomorphiquement dans H,,4 qui est trivial pour D < n. Si Pt est form6 d'61e-
 ments transgressifs, Qt+1 = d+lK't+l(1 ? Pt) est isomorphe a Pt car sinon pt
 aurait une image non nulle dans H,,, et de plus Bt++l = Qt+1; en effet Qt+1 =
 Bt+1 n dt+1(Ht+1) et 0 = B'+I = B1t+IQt+'.

 Supposons A(t, 2t + 1) vrai; la Prop. 12.1 (2t) donne

 (14.1) Ht+1 = B+1j G APt pour DB < t + 1

 done

 dt+liKt+l(1 0 P*) c B'+4 0 AP'

 en particulier si t est pair, Bt+1 = Qt+l = 0, done Pt est form6 de dt+1-cocycles
 et A(t + 1, 2t + 1) est vrai; il nous suffit d'examiner le cas t impair.

 LEMME 14.1. Si A(t, 2t + 1) est vrai (t impair), Qt+1 est sans relations pour
 D < 2t + 2, (t < m).

 On sait par la Prop. 12.1 (3,) que

 St+, = B+1j A Pt ? A P*t+l c Ht+ pour DB _ 2t + 1
 si Qt 1 a une relation de DB ?2t + 2, alors (Prop. 11.1), Bt+1 0 A Pt possede
 un cocycle h, (Dh _ 2t + 1, DFh = t, DBh < t + 1), qui n'est pas contenu
 dans dt+i(Bt+l 0 A Pt); je pr6tends que h n'est pas cobord dans Ht+1 ; en effet
 si h = dt+lu, alors DFu = 2t, DBu = 0, (done DBh = t + 1), et d'apres (14.1),
 u e 10 A P*, ou mme puisque P2t , u O e 1 0 A2P, et h e dt+(Bt+l 0 A Pt)
 ce qui n'est justement pas. Ainsi K t+h ? 0, mais comme DBh _ t + 1, DFh = t,
 cet 6l6ment est un dr-cocycle pour tout r ? t + 1, et n'est jamais un dr-cobord,

 il a une image non nulle dans H., ce qui est absurde car Dh < 2t + 1 _ n,
 et d6montre le lemme.

 PROPOSITION 14.1. Si A(t, 2t + 1) est vrai (t _ m), A(t + 1, 2t + 1) est vrai.16
 Il suffit de traiter le cas t impair comme nous l'avons dit au d6but de ce para-

 graphe. Soit

 Xi ***, Xk I Xk+l) ... ) XI

 (Dxi _ t si i _ k, Dxi > t si i > k)

 16 Pour une base convenable de AP.
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 une base de A P verifiant A (t, 2t + 1); nous montrerons que l'on peut ajouter

 a xi(i > k) un 6lement decomposable de maniere 'a obtenir une nouvelle base
 homogane xi, * , Xk, Xk+1, ... , x de AP verifiant A(t + 1, 0); comme les
 6l6ments de degr6s <t n'ont pas 6t6 modifies cette nouvelle base v6rifie alors
 A(t + 1, 2t + 1) vu l'hypothese et le lemme 14.1.

 Supposons notre choix fait pour k < i ? j, soient V le sous-espace de base

 Xk+1, ..., x, et yj+i - dt+lK t+l(1 0 xj+i). La base de A P form6e de xk+l, x,
 et des xi d'indices diff6rents de k + 1, *., j v6rifie A(t, 2t + 1), nous appli-

 t A
 quons la Prop. 12.1 (2t) A cette base; on obtient yj+l E B,+, 0 AP*', ou meme
 yj+l e Bt+l 0 A pt 0 A V car DFyj+l < Dxj+l , ce qui peut s'6crire:

 yj+l = a, 0 V1 + + ap 0 vP

 (ai e Bt+l 0 A Pt, vi e A V)

 on peut supposer v1, * , vp lin6airement ind6pendants; y, v1, - *, vp sont des
 dt+i-cocycles, done on a dt+jai = 0(i = 1, * *, p); 6videmment DBai = t + 1,
 done si DFai 5 0, il existe ci e 1 0 APt tel que ai = dt+l c (Lemme 14.1 et
 Prop. 1.1); si DFai = 0, alors

 a, e Btt+l = Qt+1 0 1 = dt+lKt+i(1 0 Ft)

 et

 ai =dt+ci (c e 1 0 pt).

 Finalement nous obtenons un 6l6ment decomposable

 1 0 h = c1 0 Vi + + cp 0 Vp (h e A (Pt + V))

 tel que

 dKr(1 0 (x+, - h)) = 0 pour 2 _ r ? t + 1

 on prendra 41 = -h.

 La demonstration est naturellement la meme pour j + 1 = k + 1, ce qui
 permet de construire par recurrence la base annonce6e, et d6montre la Proposi-
 tion 14.1.

 Par des raisonnements analogues mais plus simples, on assure le d6part de
 la recurrence en montrant le:

 LEMME 14.2. A(2, 3) est vrai.

 On prouve tout d'abord que Q2 est sans relations pour D ? 4 par le raisonne-
 ment du lemme 14.1. On en tire ensuite comme dans la Prop. 14.1 l'existence.
 d'une nouvelle base de AP v6rifiant A (2, 0), done aussi A (2, 3) ou meme ici
 A(2, 4).

 ?15. Deuxieme partie de la demonstration

 LEMME 15.1. Supposons A(t, 2t - 1) vrai (t <_ m), et soit hp e Hp, h, # 0,
 0 < D(hp) ? 2t, DF(hp) < p - 1
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 Alors ou bien il existe s, (t _ s _ p), tel que o0 K$h,, e (Q') et DF(hp) = 0,
 ou bien il existe s > t tel que 0 X K'h = d8K2X(X e 1 0 P*), et D(hp) est pair.

 Klh, est un dr-cocycle pour tout r > p, H. est triviale pour D < 2t + 1, il
 existe done s > p, x e H2 tels que

 drK~rX = 0 (r < s);

 d, Ks X = KJhp X 0,

 (Dx < 2t - 1, DBx < 2t -s).

 Supposons tout d'abord s < t et appliquons la Prop. 12.1 (2.-,) pour k = 2t -1;
 DBx < 2t - s = 2t - 1 - (s - 1) donne

 K8xeB8? AP*-'

 mais de DF(dK 2x) = DF(hp) < p - 1 < s - 1 on tire alors DF(dK x) = 0,
 DFx = s - 1 et

 K8X e B8 0 P'1; K8hp = d8 Ks X (QK )
 Si maintenant s > t, on a DBx < 2t - t -1 = t - 1; la Prop. 12.1 (2t) donne

 2

 Kt+lx e Bt+l? AP*'
 mais B'+1 = 0 pour 0 < i < t (ef d6but du ?14), par cons6quent x e 1 0 A P*
 ou meme x e 1 0 P* car x ne peut etre d6composable puisque Dx ? 2t - 1;
 comme x est homogene non nul, Dx est force6ment impair et D(hp) est pair.

 LEMME 15.2. Si A(t, 2t - 1) est vrai, Bt est nul pour i impair ? 2t - 1.
 Si cette affirmation est fausse soit j le plus petit indice impair _ 2t - 1 pour

 lequel B' $ 0 et soit h e Bj, h $ 0; h v6rifie pour p = 2 les hypotheses du lemme
 pr6c6dent; ici 6videmment les degr6s <j de (Qi) sont pairs; on devrait done
 etre dans la deuxieme alternative, mais alors j est pair, ce qui est absurde.

 PROPOSITION 15.2. Si A(t, 2t- 1) est vrai (t < m), alors A(t, 2t + 1) est vrai.

 Supposons A(t, 1c) vrai, (2t- 1 < k < 2t + 1); si A(t, k + 1) est faux il
 existe i, (2 < i < t), tel que Qi ait une relation de degr6 k + 1 et i est forc&
 ment pair; la Prop. 12.1 (li) donne

 H(Bi 0 A P'-l) 0 A P* c Hi + pour DB < k

 et (Prop. 11.1), il existe

 h e Hi1, h X 0, Dh = k, DFh = i-i, DBh = k -i + 1

 DBh = k - i + 1 < 2t - i + 1 < 2t - 1, done DBhest pair (Lemme 15.2) et
 Dh = DBh + i - 1 est impair; d'autre part h v6rifie les hypotheses du lemme 15.1

 pour p = i + 1; comme DFh = i - 1 est #0, on doit etre dans la deuxieme
 alternative, et Dh doit etre pair, en contradiction avec ce que nous avoris vu
 pr6c6demment. Par cons6quent A(t, k + 1) est vrai.

 Le lemme 14.2, les Prop. 14.1 et 15.1 permettent de prouver par r6currence

 qiue A (m + 1, 2m + 1) est vrai et notre th6oreme resulte alors comtne nous
 l'avons d6jA remarqu6 de la Prop. 12.3.
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 ?16. Un complement en caracteristique deux

 Dans ce paragraphe, nous supposons K = K2 de caract6ristique deux. Si F

 est une algebre sur K2 admettant un systeme simple de g6n6rateurs pi, . , pl
 et si P est l'espace de base pi, . , pi on 6crira F = AP; si P' est Un1 SOUS-
 espace de P ayant une base q1, *.. , q. form6e d'6l6ments pris parmi les pi,
 (on notera AP' le sous-espace de F ayant une base form6e de l'6l6ment neutre

 et des m 'n6mes q,, I qik(il < .* .< ik ; k = 1, . , s); si P" est un deuxieme
 sous-espace du meme type que P' et si P' n P" = 0, on a 6videmment
 A(P' + P") = AP' 0 AP" (produit tensoriel de modules); AP' n'est pas
 force6ment une sous-algebre.

 En caract6ristique 2, le lemme 11.1 vaut aussi naturellement pour s impair.
 Plus g6n6ralement il reste valable si l'on remplace A P par AP, s 6tant de parit6

 (quelconque. En effet, il y a un isomorphisme d'espaces vectoriels 6vident de
 B 0 AP sur B 0 A P; cet isomorphisme est compatible avec les quatre gradua-

 tions et avec les diff6rentielles, il s'ensuit que le lemme 11.1 vaut aussi pour
 B 0 AP. Cet isomorphisme n'est pas force6ment compatible avec le produit,

 mais n6anmoins respecte le produit de monomes p.1 ... pik et pj1 ... pi. Si les
 i4u sont tous diff6rentes des jv(i1 < ... < ik ; jl < . . . < j), par consequent la
 demonstration meme du lemme 11.1 vaut pour B 0 AP, une fois A remplac6

 par A. Ces remarques montrent aussi que l'on peut appliquer le lemme 11.1 au
 cas J = B 0 AP, meme si AP n'est pas une algebre, mais est plong6e dans
 uwe algebre F a systeme simple de g6n6rateurs comme le sous-espace AP'
 mentionn6 au d6but de ce paragraphe.

 De cela r6sulte 6videmment que la Prop. 11.1, les r6sultats du ?12 et leurs

 demonstrations subsistent si on substitue A a A. La Prop. 12.3 donne:

 PROPOSITION 16.1 Soit (Hr), (r > 2), une algAbre spectrale canonique sur K2,
 dans laquelle H2 = B 0 F, ou' F = AP est une algebre commutative admettant un
 systeme simple de generateurs x1, i, x dont les degres sont >0, de parites
 quelconques. On suppose H,,4 triviale pour D < n, et les xi transgressifs.

 Si y e B verifieKr(yi 1) = dKr(1 0 xi), (r = Dxi + 1, i = 1, * 1), alors
 yj, ... yj sont sans relations pour D < n et B = K2[y1, ,y] pour D ? n;
 P contient tous les WMments transgressifs de F.

 Dans cette proposition, nous ne supposons pas xi-xi = 0 ni Dxi impair, mais
 par contre nous admettons que xi est transgresif; c'est done beaucoup plus un
 analogue faible qu'une g6n6ralisation de th6oreme 13.1 pour K = K2; des
 exemples montrent du reste que le th6oreme 13.1 peut etre mis en d6faut pour
 K = K2 Si P a des degr6s pairs.

 ?17. Un complement pour les caracteristiques differentes de deux

 Comme nous l'avons dit au d6but de ce chapitre, le ?17 est consacr6 a un
 r6sultat utilis6 dans [1] mais qui n'interviendra jamais dans la suite de ce travail.

 Dans [1] i] est question de fibrations dont les fibres ont la cohomologie d'un
 produit de spheres; leur algebre de cohomologie admet donc un systeme simple
 de g6n6rateurs de carr6s nuls. Nous 6crirons F = MP si l'algebre anticommuta-
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 tive F admet un systeme simple de g6n6rateurs pi, , pi de carr6s nuls, P
 d6signant l'espace sous-tendu par pi, * , pi; cette notation est un peu incor-
 recte car une autre base homogbne Pi, * , p' de P ne constitue pas en g6n6ral
 un systeme simple de g6n6rateurs de carr6s nuls, n6anmoins nous l'utiliserons
 pour abr6ger et parce qu'elle ne pretera pas a confusion dans la suite. Si P' et
 P" sont les espaces de bases pi, * **, Pk et pk+l, ... *, pl, MP' et MP" sont des
 sous-algebres et on a MP = MP' 0 MP" (produit tensoriel gauche). Bien en-
 tendu, si P est gradu6 par des degr6s impairs MP = A P.

 Nous consid6rerons une algbbre spectrale canonique (Hr), (r > 2), dans
 laquelle H2 = B 0 MP.

 DEFINITION. On dit que A*(t, k) est vrai dans (Hr) si Pi = 0 pour i pair ?t - 1
 et si A (t, k) est vrai.

 I1 est clair que les r6sultats et demonstrations du ?12 restent valables si on y
 remplace A par A* et A par M; nous noterons Prop. 12.1* la proposition ainsi
 obtenue a partir de la Prop. 12.1.

 Soit de nouveau m le maximum du degr6 de P.
 PROPOSITION 17.1 Soit (Hr) une algebre spectrale canonique sur Kp dans laquelle

 H2 = B ? MP.
 Si p 5 2, et si Hoo est triviale pour D < n, (n _ 2m + 1), alors Pi = O(i pair).
 Nous employerons sans mention particuliere le fait bien connu suivant: Dans

 une algebre diff6rentielle canonique, anticommutative, sur un corps de caract6-
 ristique $2, on a b.db = 0 quand b est de degre pair et de carr6 nul (en effet
 2b.db = d(b.b) = 0).

 Pour obtenir la Prop. 17.1 je ne vois pas d'autre proc6d6 que la construction
 de toute l'algebre spectrale, par une m6thode analogue a celle qui a permis
 d'6tablir le th6oreme 13.1.

 Si P' =0 pour i < m, on a dc = 0(2 < r < m), Hm+i = H2; soit xEP,
 x $^ 0, dm+lx e B 0 1, donc x.dx = 0 si et seulement si dx = 0; pour m pair,
 x est donc un dm+icocycle et admet une image non nulle dans H,,,, ce qui
 contredit la trivialit6 de H,,, pour D < n et d6montre la Proposition quand P a
 un seul degr6. Nous supposons dor6navant qu'il en a au moins deux, donc
 n > 2m + 1. I1 nous suffira de montrer que A*(m + 1, 2m + 1) est vrai, ce
 que nous ferons en suivant d'aussi pres que possible la demonstration de
 A(m + 1, 2m + 1) donn6e dans les ?14 et 15.

 1-ere partie: Passage de A*(t, 2t + 1) d A*(t + 1, 2t + 1).

 Nous supposons que F = MP possede une base

 xi, ...)Xs) x8+1, ... )XI (Dxi < tsi i < 8, Dxi _ tsi i > s).

 formant un systbme simple de g6n6rateurs de carr6s nuls et v6rifiant A*(t, 2t + 1);
 la Prop. 12.1* (2w) donne pour k = 2t + 1:

 (17.1) Hi+, = Bt+l 0$ MPt* pour DB ? t + 1
 par cons6quent yi = dt+jK 2+1(1 0 xi), (i > s), est dans Bj+i 0 MPt* et comme
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 DF(y1) < DF(xi), le produit yi*Kj+j(l 0 xi) est nul si et seulement si Yi = 0.
 It en r6sulte:

 (17.2) Si Dxi est pair (i > s), est automatiquement un di+r-cocycle.
 En particulier si t est pair, Pt est isomorphiquement appliqu6 dans H..,

 done pt = 0. D'autre part

 dt+,Kt+i(l 0 Pt) = Qtl = B8t-+1

 vu la trivialite de H,, (ef d6but du ?14), done si t est pair, yi = 0 pour tout
 i > s, et la base donn6e v6rifie d6ja A*(t + 1, 2t + 1). Pour t impair, on 6tablit
 comine dans le ?14:

 (17.3) Qt+1 est sans relations pour D < 2t + 2.
 La demonstration est a compl6ter sur un seul point: De u E 1 0 MP*' on

 conclut a priori u e1 0 A 2pt ou bien u e 1 o p2t, mais la deuxibme alternative
 est exclue d'aprbs (17.2) car dt+1q = h # 0; on retombe bien sur u c 1 0 A 2pt.
 Cela 6tant, on d6montre par le raisonnement de la Prop. 14.1:

 (17.4) En ajoutant aux elements de degres impairs > t de la base donnee des
 elements decomposables, on peut obtenir une nouvelle base ve'riflant A*(t + 1, 0)

 Il faut bien remarquer que dans cette construction par recurrence on passe
 d'une base a la suivante en ne modifiant qu'un 6l6ment de degr6 impair; les
 bases interm6diaires et la base finale sont done toujours form6es d'6l6ments de
 carr6s nuls constituant un systbme simple de gen6rateurs.

 On passera ensuite de A*(t + 1, 0) a A*(t + 1, 2t + 1) grace a (17.3) et A
 A*(t, 2t + 1); enfin la validit6 de A*(2, 3) s'6tablit par des raisonnements
 analogues.

 2eme partie: Passage de A*(t, 2t - 1) 4 A*(t, 2t + 1).
 Ici nous aurons besoin d'un nouveau lemme.
 LEMMA 17.1. Si A*(t, 2t - 1) est vrai (t ? m), Pi = 0 pour i pair < 2t.
 Si Pj $ 0 pour j pair <2t, alors par hypothese j > t et il existe p E 1 0 P',

 p $ 0, de carr6 nul, qui est un d,-cocycle pour r < t; par la trivialite de H,,
 il doit se trouver q e H2 et s ? t + I tels que

 drcKrq = 0 (r < s);

 (17.5) 0 # KN q = d, KNP (Dq= j + 1 < 2t - 1, DBq= s)

 DFq = j + 1 -s ? 2t - 1 - s ? 2t - 1 -t -1 t -2 done

 q e B A (P1 + -** + Pt1-) et q- p q 0.

 Comme p p = 0, on a K8(q p) = K8q -Kp = 0 et il doit exister y C H2 et s' < s
 tels que

 d, Kr y = 0 (r < s');

 d, K y = K'(q P) HO (DBy=DBq-s'=s-s')

 nous d6montrerons plus bas que s' > t + 1; admettons-le provisoirement dans
 ce cas, DBy ? DBq - t - 1 < 2t- 1 - t - 1 < t - 2 et d'aprbs la Prop.
 12.1*2,
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 Kt+1y E Bt+l 0 MP*t

 mais Bt+l = 0 pour i < t (trivialite de H.), donc DBy = 0, et s = s' ce qui est
 absurde et d6montre le lemme.

 Nous avons encore A prouver que s' > t + 1; c'est 6vident si DFq = 0 car
 alors Kt+lq e Bt+l et comme Kt+lq F 0 d'aprbs (17.5) on a

 Kt+i(q.p) E K +i(B ?9 Pt) = Bt+j 19 Pt (pour DB < 2t- 1)

 est aussi $0; supposons donc que DFq = i - 1 $ 0; alors DBq <
 2t- 1 - (i - 1) et d'apres la Prop. 12.1* (2.i_):

 Kjq e Bi 0 MP* donc Ktq e Bi P''

 et Ki+lq qui est $ 0, est un 6l6ment non nul de H(Bi 0 A Pi-1), de degr6 ext6rieur
 1. Comme

 H(Bi 0 A Pi1) 0 MP*' c Hi+, pour DB < 2t - 1

 (Prop. 12.1* li), on voit que K+j(q2 p) $6 0 et que Ki+lq o Bi+j 0 MP*.
 Admettons maintenant avoir d6montr6 que

 (17.6) K2(q.p) 4 K2(B 0 MPr-1) pour i + 1 < r min (s', t).

 Si dkKy = 0 pour k < r < t, alors s' > r, DBy ? 2t - 1 -r et

 KrY E Br 0 MP(7'; drKry e Br 0 MP* 9

 dK2y ne peut donc etre egal a K2(q.p) vu (17.6), c'est donc un dr-cocycle d'apres
 la d6finition meme de y, donc s' > r et par recurrence s' > t + 1, ce que nous
 nous proposions de d6montrer.

 Pour terminer, il reste a d6montrer (17.6), nous proc6dons par recurrence sur
 r; supposons (17.6) vrai pour r = u - 1, (i + 1 < u < min (s', t)), s'il est faux
 pour u, cela signifie qu'il existe x e B 0 MP~u1 tel que

 0 F Ku'(q-p) = KuX

 de plus DBx = DBq < 2t - 1, la prop. 12.1* (1) et le fait que K4+1q est de degrd
 exterieur 1 dans H(Bi 0 A P'-1) donnent

 Ki+lX E Bj+j (0 MP* et K,+lX 5 Ki+i(q.p)

 par cons6quent on peut trouver z e H2 et un degr6 v, (i + 1 _ v < u), tels que

 dr KrZ = O(r < v); dvKv Z + Kv X = Kv(q * p); d,.vKv z $ 0

 mais DB(z) = DBq - v < 2t - 1 - v et d'apres la Prop. 12.1* 2,-, et 3,-:

 Kv Z) dv Kv Z E Kv(B 0 MPt-)

 comme on a d6ja KvX E Kv(B 0 MPu_') c Kv(B 0 MP-'), (v < u), on obtient
 alors

 Kv(q p) e KRV(B 0 MP)
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 pour v < u, contrairement a l'hypothese de minimum faite sur v. (17.6) est
 donc d6montr6.

 Le lemme 17.1 6tant obtenu, les 6nonc6s et demonstrations des lemmes 15.1,
 15.2 et de la prop. 15.1 subsistent si on y remplace A par A* et A par M; la
 seule diff6rence est qu'a la fin de la demonstration du lemme 15.2, pour parvenir
 a Dx impair a partir de x e 1 < P* , i faut utiliser le lemme 17.1 et Dx < 2t - 1
 au lieu d'invoquer directement l'hypothbse Pt = 0 pour i pair.

 REMARQUE. Soit M = dim Pl + 2 dim P2 + -- + m dim Ptm; dans [1],
 nous avons 6nonc6 le Th6orIme 13.1 et la Proposition 17.1 pour n _ M, borne
 qui peut dans certains cas particuliers etre inf6rieure a 2m + 1. Sans chercher
 a voir si nos demonstrations s'6tendent a ce cas, ce qui est sans int6ret pour
 la suite, nous montrerons ici comment les compl6ter pour obtenir le Th6oreme
 2 de [1] quand n < M.

 Nous supposons done que (Hr) est l'algebre spectrale sur K d'une fibration
 d'une sphbre (homologique) dont nous notons ici la dimension par n + 1; on
 montre tout d'abord comme dans [1] que Bk = 0 si k > n + 1 - M. Ad-
 mettons qu'il y ait au moins deux sphbres en fibres, done que M ? m + 1,
 et que n < 2m + 1; soit t tel que 2t + 3 > n _ 2t + 1. Alors Bk = 0 pour
 k > 2t + 3 - t - 2 = t + 1, done Ht+2 = H, = G(H(Sn+l, K)) =
 H(Sn+x1 K). D'autre part, A(t + 1, 2t + 1) et A*(t + 1, 2t + 1), dont les
 demonstrations ne font intervenir que la trivialite de H, jusqu'a 2t + 1, res-
 tent valables et en particulier (Prop. 12.1 2t+D):

 Ht+2 = Bt+2 0 A P*t+1 (DB < t)

 ce qui est en contradiction avec l'6galit6 Ht+2 = H(Sn+l ? K) et d6montre le
 th6orbme 2 de [1] dans le cas particulier n < 2m + 1, le seul qu'il restait a
 consid6rer.

 CHAPITRE V. LA TRANSGRESSION DANS LES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX

 ?18. Espaces universels et espaces classifiants

 J'adopterai ici des d6finitions homologiques pour les notions d'espaces uni-
 versels et de sous-algbbres caract6ristiques, qui m'ont 6t6 sugg6r6es par J. P.
 Serre; le point de vue homotopique ([9], [31]) sera rappel6 plus bas. Ces d6fi-
 nitions peuvent etre utilis6es grace A la proposition suivante, qui n'est qu'un
 cas particulier du th6orbme de Vietoris-Begle sur les applications propres:17

 PROPOSITION 18.1. Soit (E, B, F, p) un espace fibre connexe localement compact,
 4 fibres compactes connexes.

 17 Pour les espaces compacts, cf. E. G. Begle, Ann. of Math. 51 (1950), 534-543; pour les
 espaces localements compacts en cohomologie d'Alexander-Spanier: a supports compacts,
 A. Borel, Jour. Math. pur. appl. IXs. 29 (1950), 313-322, Th6oreme 5. a, ou 15] Exp. VII
 Th6oreme 3, A supports ferm6s quelconques [10] Exp. XXI, Prop. 5. Pour les espaces fibr6s
 (au sens de Serre), a base et fibre connexes par arcs, en cohomologio singuliere, voir [291,
 p. 470; si E est localement connexe, la Prop. 18.1 elle-meme r6sulte trivialement du ?4a, b
 (en cohomologie d'Alexander-Spanier a supports compacts).
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 Si Ht(F, M) = 0 pour 0 < i < n, p* est un isomorphisme de Ht(B, M) sur
 H7(E, M) pour 0 < i < n.

 DEFINITION 18.1. On appelle espace universel pour le groupe de Lie compact G

 et pour la dimension n un espace fibre principal, que nous noterons E(n, G), de
 fibre G, compact connexe et localement connexe dont la cohomologie (d'Alexander-
 Spanier a coefficients quelconques) est triviale jusqu'd n.

 La base Br(n, G) d'un tel espace est dite espace classifiant pour G et pour la
 dimension n.

 Nous d6signerons aussi quelquefois ces espaces par EG et B Glorsque n, simple-
 ment suppos6 assez grand, ne joue pas de r6le particulier. Rappelons que des

 espaces universels existent pour tout G et pour tout n; en effet, si U est un

 sous-groupe ferm6 de G, E(n, G) est 6videmment universel pour U et pour n;
 comme tout groupe admet une representation lin6aire fidble dans un groupe

 SO(k), il suffit d'6tablir cette existence pour ces derniers, on prend alors les
 vari6t6s de Stiefel (cf. Prop. 10.1 et 10.4).

 EXEMPLES. On peut prendre pour E(n, 0(k)) et E(n, SO(k)) la vari6t6 de

 Stiefel Vn+k+l,kB(n, 0(k)) et B(n, SO(k)) sont alors les grassmanniennes des
 k-plans (resp. des k-plans orientes) de Rn c+l passant par l'origine.

 De maniere analogue on peut prendre pour E(2n, U(k)) et E(4n, Sp(k)) les

 vari6t6s de Stiefel Wn+kk et Xn+k,k; les espaces classifiants sont alors les
 grassmanniennes des k-plans de Cn+k et Kn+k passant par l'origine.

 Nous dirons que deux algebres gradu6es H et H' sont isomorphes jusqu'd
 n (ou pour D < n), s'il existe un isomorphisme de Ht sur H't (i < n) compatible
 avec le produit d'6l6ments homogenes dont la somme des degr6s est _ n.

 PROPOSITION 18.2. Les algebres de cohomologie de deux espaces classifiants pour
 G et pour des dimensions ?_n sont canoniquement isomorphes jusqu'd n.

 D6signons par E1, E2 deux espaces universels pour G et pour des dimensions

 ? n, par B1 et B2 leurs bases et formons le diagramme commutatif:

 ?2 Tl
 E2 E1 X E2 - El

 (18.1) p2 1 P |I Pi
 p21 PI P
 I I I
 B2 +4- (E1, E2)G - B1

 On envisage bien entendu E1 X E2 comme espace fibre principal de groupe G

 en y faisant op6rer G par: (el X e2)g = el g X e2 g et p est la projection de

 E1 X E2 sur sa base; f1 et f2 d6signent les projections el X e2 -? el et el X e2 -e2,
 ce sont des homomorphismes d'espaces fibrds principaux, fi et f2 sont les appli-
 cations obtenues par passage au quotient; il est clair que f, , (resp. f2), fait de
 X = (E1, E2)G un espace fibr6 (X, B1, E2 , fi), (resp. (X, B2, E1, f2)). D'apres

 le th6oreme de Vietoris, fj* est un isomorphisme de Ht(Bj, M) sur Ht(X, M),
 (j = 1, 2; 0 < i _ n), d'oui un isomorphisme pour D < n f* = f* of2* de
 H(B2, M) sur H(B1, M).

 Cet isomorphisme est canonique dans le sens suivant: Si E3 est un troisieme
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 espace universel pour une dimension ? n et B3 sa base, alors f3 =f12 of23
 pour le voir on passe par l'interm6diaire de E1 X E2 X E3, dont le quotient
 par la relation d'6quivalence el X e2 X e3 el- g X e2 -g X e3 9 sera not6 Y.
 Le diagramme

 Ei 9ti El X E2 X E3 -fiEj

 (18.2) 1 1

 Bi 9 Y < Bj

 oi 9i et 9j sont des projections donne de nouveau un isomorphisme gqj =
 g -l 9* de H(Bj, M) sur H(Bi, M) et il est clair que 913= On peut
 former en outre le diagramme

 E2 2 E1 X E2 El E1 XE2 X E3 L El

 (18.3) .14

 2 h3 y g1B
 B2 f2 (E1 ,E2) 3 Y - B0

 h3 est la projection et toujours par Vietoris on voit que h3* est un isomorphisme
 sur pour i < n. On ag = f2 ? h3, 91 = fi o h3 d'oA

 912 = 91 o 92 = fl-l o h3*1 o h3* ? f2* =f*- o f2 = f12

 de meme on voit que gij = fij, d'of* f f ? f23
 La Prop. 18.2 l6gitime la d6finition suivante:
 DEFINITION 18.2. H(Bg , M) est l'alg~bre graduee qui pour tout n est isomorphe

 jusqu'd n d H(B(n, G), M), oui B(n, G) est un espace classifiant pour G et pour la
 dimension n quelconque.

 Cette algbbre jouera en somme le r6le d'une algbbre de cohomologie d'un
 espace classifiant pour G et pour toute dimension, bien qu'un tel espace ne
 puisse Wtre compact (On verra en effet dans le ?19 que H(BG, R) contient des
 6l6ments non nilpotents).

 H(Bg, M) est compltement d6termin6 par G, il se pose le problkme d'6tablir
 des relations entre H(G, M) et H(B0 , M); dans le ?19 nous indiquerons quelques
 cas oA la connaissance de H(G, M) permet de donner H(Bg, M) explicitement.

 Soit (E, B, G, p) un espace fibr6 principal connexe, localement compact; nous
 formons le diagramme'8

 E 4 E(n, G) X E -f E(n, G)

 (18.4) 1P I i

 B g (E(n, G), E) 2 > B(n, G)

 18 C'est ce diagramme qui m'a 6t6 indiqu6 par J. P. Serre et qui a permis ici l'adoption
 d'un point de vue purement homologique.
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 0 et J sont les projections, g fait de X = (E(n, G), E) G un espace fibr6
 (X, B, E(n, G), g), donc g* est un isomorphisme sur pour D < n, d'oA un homo-
 morphisme g*-lf*:H(B(n, G), M) H(B, M) pour D < n; cet homomorphisme
 est ind6pendant de l'espace universel dans le sens suivant: Si E'(n, G) est un

 deuxieme espace universel et si h*:H(B'(n, G), M) -+ H(B(n, G), M) est l'iso-
 morphisme (jusqu'A n) de la Prop. 18.2, alors g* of* o h* est l'homomorphisme
 H(B'(n, G), M) H(B, M) que d6finit le diagramme (18.4) si on y remplace
 E(n, G) par E'(n, G). On le voit en utilisant l'espace E(n, G) X E'(n, G) X E
 par un raisonnement tout a fait analogue A celui qui termine la demonstration
 de la Prop. 18.2 et que nous ne reproduirons pas; cela permet de poser la:

 DEFINITION 18.3. Soit (E, B, G, p) un espace fibre principal connexe localement
 compact, de groupe de Lie compact G. On appelle homomorphisme caracteristique

 de cettefibration (relativement aux coefficients M) l'homomorphisme a*: H(B G, Ml)
 HI(B, M) qui pour tout n coincide jusqu'd n avec l'homomorphisme H(B(n, G), M)
 H(B, M) deduit du diagramme (18.4). L'image de o* est la sous-algbre
 caracteristique de la fibration.

 REMARQUE. Dans la suite nous utiliserons cette notion presque uniquement
 pour des espaces compacts. Si E n'est pas compact, il faut se placer en coho-
 mologie d'Alexander-Spanier a supports ferm6s quelconques (donc utiliser
 ci-dessus le th6oreme de Vietoris-Begle g6n6ralis6 de [10], Exp. XXI).

 PROPOSITION 18.3. Soit h: (E, B, G, p) -- (E', B', G, p') un homomorphisme
 d'espaces fibres principaux, a* et a'* les homomorphismes caracteristiques de ces

 fibrations.
 Alors a* = h* o a`
 A l'aide de h on 6tablit un homomorphisme 6vident du diagramme (18.4)

 dans le diagramme correspondant form6 pour E'; en consid6rant les deux lignes
 inf6rieures, on obtient un diagramme commutatif:

 f/ (E(n, G), E)G B B

 B(n, G) h jh

 f\\ (E(n, G), E') 9 B'

 d'ou l'on d6duit que

 a* = 9*o of*= 9*1 0 h* of* = h* o (g'*)-1 f* = h* o *

 Une cons6quence souvent utile est le:
 COROLLAIRE. Soit (E, B, G, p) un espace fibre principal connexe localement

 compact, U un sous-groupe ferme de G.
 Si l'homomorphisme caracteristique a'* de (G, G/ U, U, q) relativement a M

 est sur, G/ U est totalement non homologue 4 zero relativement 4 M dans

 (E/U, B, G/U, q).
 On peut d6velopper des considerations analogues pour les espaces fibr6s a

 groupe structural de Lie compact G donn6 (comme groupe d'hom6omorphismes
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 de la fibre); un tel espace est de la forme (E, F)a ou' E est principal de fibre G
 ([9] Exp. VI, [31], Nos. 8.7, 8.12). Les espaces universels seront alors par d6fini-
 tion les espaces (E(n, G), F) G. Si E1 et E2 sont deux espaces universels pour G et

 pour n, on formera le diagramme commutatif suivant, oA 1, et 12 sont les pro-
 jections canoniques:

 E2 X F < 2_ E1 X E2 X F E1X F

 (18.5) (E2, F)aG - (El X E2, F)G -?L (El, F)G

 P2 Pi

 B2l flf2 A B2 (El I E2)a G f B1

 II est imm6diat que fi et f2 sont les memes applications que dans (18.1); par

 Vietoris on montre que (18.5) d6finit un isomorphisme fr2 = oi ? j2 de
 H((E2, F)G, M) sur H((Ei, F)G, M) pour D < n tel que p* =o f 1 2 0
 comme f"* cet isomorphisme est canonique et permet d'introduire une algbbre
 H((EG, F)G, M), qui pour tout n est isomorphe jusqu'a n 4 H((E(n, G), F) G, M),
 et un homomorphisme

 pGa H(Ba Y M) -+H((EaGX F)a I M)

 qui pour tout n, coincide avec l'homomorphisme

 p*:H(B(n, G), M) -> H((E(n, G), F)G, M) (pour D ? n).

 Si maintenant ((E, F) G , B, F, p) est un espace fibr6 connexe localement compact

 on formera un diagramme analogue a (18.5), oc E1, B1, p'A Ji, fp sont
 remplac6s par E, B, p, A, 9, g; il donne un homomorphisme canonique *-' or2
 H((E2, F)G, M) -H((E, F)G, M) pourD < ntelquep* og* ' of2 =
 ro ? ; finalement on obtient un diagramme commutatif

 H((EG, F)G, M) H((E, F)G, M)

 (18.6) PG {P*

 H(Ba, M) H(B, M)
 otn &* est l'homomorphisme caract6ristique de la d6finition 18.3.

 REMARQUE. En s'appuyant sur les r6sultats de Serre [29] on peut aussi dans
 tout ce qui precbde se placer en cohomologie singuliere; un espace universel
 pour G et pour n est alors un espace fibr6 principal connexe par arcs a coho-
 mologie singuliere triviale pour D < n. (On peut donc aussi prendre les vari6t6s
 de Stiefel), mais un tel espace ne doit pas etre force6ment suppos6 compact. A
 l'aide du th6oreme de [29] cit6 dans'7 on d6montre comme ci-dessus la Prop.
 18.2 et on introduit une sous-algebre caract6ristique pour des espaces fibr6s
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 principaux coimexes par arcs quelconques, et un couple de sous-algbbres caract6-

 ristiques comme dans (18.6) pour les espaces (E, F) G. Aucune hypothbse de
 compacit6 locale n'est a faire.

 Le point de vue homotopique. On appelle espace universel pour G et pour n un

 espace E(n, G) fibr6 principal de fibre G, connexe par arcs et dont les groupes
 d'homotopie 7ri(E(n, G)) sont nuls pour i _ n, (cf [9], Exp. VIII, [31] No. 19),
 on peut donc encore prendre les vari6t6s de Stiefel. Le nom d'espace classifiant
 donn6 a la base B(n, G) d'un espace universel est justifi6 par le th6oreme de
 classification suivant (voir [31], No. 19, si B est un polyedre fini, [9] Exp. VIII
 sous les hypotheses formul6es ici, mais on exige alors que E(n, G) soit un polybdre
 fini):

 Soit B un espace localement compact, paracompact, de dimension finie, G un

 groupe de Lie compact. Alors les structures d'espaces fibres principaux (E, B, G, p)
 de base B sont en correspondance biunivoque avec les classes d'applications continues

 de B dans B(n, G), (n > dim. B), et la structure qui correspond d f:B -+ B(n, G)
 est l'image reciproque de E(n, G) pour cette application.

 h*:H(B(n, G), M) -- H(B, M), (cohomologie singuliere ou d'Alexander-
 Spanier a supports quelconques) est l'homomorphisme caract6ristique de la
 fibration, son image est la sous-algebre caract6ristique; nous voulons montrer
 que l'on retrouve ainsi l'homomorphisme et la sous-algebre caract6ristiques au
 sens de la d6finition 18.3, pour autant bien entendu que l'on prenne des espaces
 universels dans les sens homologiques et homotopiques (vari6t6s de Stiefel).

 PROPOSITION 18.4. Soit h: E - E(n, G) un homomorphisme d'espaces fibres

 principaux, h: B -* B(n, G) l'application correspondante. Alors h* coincide
 jusqu'd n avec l'homomorphisme &* de la definition 18.3.

 Soit D: E -* E X E(n, G) l'homomorphisme d6fini par f(e) = (e, h(e)), :B
 (E, E(n, G)) G l'application correspondante; on a en reprenant les notations du
 diagramme 18.4:

 h fo ; got =id.

 donc

 h= * = 9*-1 of = .* c.q.f.d.

 Rappelons que l'on d6duit du th6oreme de classification un r6sultat semblable
 pour les espaces (E, F) G a fibre F et groupe structural G donn6: Ceux qui ont B
 comme base sont en correspondance biunivoque avec les classes d'applications
 de B dans B(n, G), l'espace correspondant a une telle application 6tant l'image
 r6ciproque de ((E(n, G), F) G par cette application ([9], Exp. VIII). A
 ((E, F) G, B, F, p) correspond alors un couple d'homomorphismes caract6ristiques
 et on montre aussi, comme pr6c6demment, que c'est le couple a*, a* de (18.6).

 ?19. La cohomologie des espaces classifiants et la transgression

 DEFINITION. Soit G de Lie compact connexe; x e H(G, M) est universellement

 transgressif (relativement d M) s'il existe des espaces universels pour G et pour des
 dimensions arbitrairement grandes dans lesquels il est transgressif.
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 PROPOSITION 19.1. Si h E H(G, A) est universellement transgressif, il est trans-
 gressif dans tout espace fibre principal (E, B, G, p) compact connexe, localement
 connexe.

 Nous reprenons le diagramme (18.4), E(n, G) y d6signant un espace universel

 pour n assez grand, disons n > 3s, (s = dim. G) dans lequel x est transgressif;
 soient (Hr), (Hr), (H"/) les algebres spectrales sur A de p, p', p"; comme il
 s'agit d'espaces fibres principaux a fibre compacte connexe G, on a dans H2,

 H2H' des coefficients ordinaires (?4ii).
 J* induit un homomorphisme de (H") dans (H'), done x qui est transgressif

 dans (H'), l'est aussi dans (Hr); g est naturellement un isomorphisme pour la
 cohomologie de la fibre, et par Vietoris g* est un isomorphisme pour D < n,

 par consdquent g* est un isomorphisme de (Hr) sur (Hr) pour les 6l6ments de
 degr6 ? n - s, (ef ?4d), done ici en particulier pour les 6l6ments de D < s, et
 ainsi x est aussi transgressif dans (H.).

 REMARQUES (1). Cette proposition montre qu'un 6l6ment est universellement

 transgressif s'il est transgressif dans un espace universel E(n, G) pour n assez
 grand.

 (2) On peut naturellement indiquer d'autres espaces dans lesquels un 6l6ment
 universellement transgressif est transgressif, en utilisant par exemple en coho-
 mologie d'Alexander-Spanier a supports quelconques l'algebre spectrale de
 H. Cartan ([101 Exp. XXI), ou en cohomologie singuliere l'algebre spectrale de
 Serre. Du point de vue du th6orbme de classification, on peut remarquer que si
 h:E -* E' est un homomorphisme d'espaces fibr6s principaux, et si x est trans-
 gressif dans E', il 1'est dans E, car l'image inverse d'une cochaine de transgression
 pour x dans E' est cochaine de transgression pour x dans E; done si x est uni-
 versellement transgressif, il est transgressif dans tout espace fibr6 principal pour
 lequel le th6oreme de classification est valable, (et cela aussi bien en cohomologie
 singulibre qu'en cohomologie d'Alexander-Spanier A supports quelconques).

 Si F admet G comme groupe d'hom6omorphismes, on dira que x e H(F, M)
 est universellement transgressif s'il est transgressif dans des espaces
 (E(n, G), F) G, n arbitrairement grand; il le sera alors dans tout espace (E, F),
 pour lequel le th6oreme de classification est valable, ou aussi, si M = A, F
 compact, connexe, localement connexe, dans tout espace (E, F) G oa E est
 compact, connexe localement connexe (demonstration semblable a celle de la
 Prop. 19.1).

 THEOREME 19.1. Soit G de Lie compact connexe; supposons que H(G, Kp),
 (resp. H(G, Z)), soit l'algebre ext~rieure d'un espace vectoriel, (resp. d'un groupe
 abelien libre), avant une base formee de 1 elements de degres impairs ri, * , r1.
 Alors

 (a) H(G, Kp), (resp. H(G, Z)), a un systeme xi, ... , xi (Dxi = ri) de gen~ra-
 teurs universellement transgressifs; tous les elements universellement transgressifs
 de H(G, Kp), (resp. H(G, Z)), sont combinaisons lineaires xi .

 (b) H(B G, Kp), (resp. H(BG, Z)), est isomorphe d une algebre de polyn6mes
 K,,[yi, **. , ye], (resp. Z[yi, * **, ye]). Dans un espace E(n, G) yi est la classe
 de cohomologie du cobord d'une cochaine de transgression pour xi.
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 Si H(G,Kp) v6rifie notre hypothese, c'est l'algebre ext6rieure d'un sous-
 espace P univoquement ddtermin6 d'6l6ments transgressifs dans un espace

 universel E(n, G), (n _ dim. G), d'apres le Th6oreme 13.1; les 6l6ments de P
 sont alors transgressifs dans tout espace universel (Prop. 19.1); pour obtenir

 (b) il suffit d'appliquer le th6oreme 13.1 (b) a des espaces E(n, G) oil n est
 arbitrairement grand.

 Si H(G, Z) est l'algebre ext6rieure d'un groupe ab6lien libre de base xi, ,X
 H(G, Kp) = H(G, Z) 0 Kp est l'algebre ext6rieure engendr6e par xi 0 1, *, xi
 0 1; et H(BGa, Kp) = Kp[y , yy] (Dyi = Dxj + 1). Je pr6tends tout d'abord
 que H(B0G, Z) = Z[Y , yj] ou, ce qui revient au meme, que H(B(n, G), Z) =
 Z[yl * * *, yl] pour D < n; en effet Ht(E(n, G), Z) et Ht(G, Z) ont un nombre
 fini de g6n6rateurs (i < n), et a l'aide de l'algebre spectrale sur Z de E(n, G)

 on d6montre facilement par recurrence sur i < n que Ht(B(n, G), Z) a un nombre

 fini de g6n6rateurs; comme la dimension de Ht(B(n, G), Kp) est ind6pendante
 de p, on en conclut que ce groupe est sans torsion et que H(B(n, G), Z) est au

 moins additivement isomorphe 'a Z[y, * * *, yj] pour D < n; l'isomorphie multi-
 plicative s'6tablit par un raisonnement analogue a celui de la Prop. 7.3.

 Notre th6oreme 6tant vrai pour les coefficients rationnels Zo, H(G, Z) est
 l'algebre ext6rieure d'un groupe ab6lien libre P ayant une base x, ... , x

 form6e d'6l6ments "rationnellement transgressifs", il existe done un entier

 mi > 0 tel que mixi soit transgressif; l'image canonique de P dans H(G, ZO)
 est 1'espace des 6l6ments universellement transgressifs, donc P est bien d6-

 termin6. On peut aussi admettre que yi, * * *, y, est un systeme de g6n6rateurs
 de H(B(n, G), Z) tel que njy, (ni entier positif) soit une image de mixi par trans-
 gression. Nous devons montrer que ni = mi = 1 (i = 1, * , 1), autrement
 dit que dans l'algbbre spectrale (Hr) sur Z de E(n, G) on a:

 (19.1) drK2(1 0 xi) = 0 (r < Dxi);

 Kr(yi 0 1) = drK2(1 0g Xi)) (r = Dyi)
 par hypothese

 (19.2) drK2(l 0 miXi) = 0 (r ? Dxi)

 ce qui montre qu'en tout cas si K2r(1 0 xi) est d6fini on a

 drK 2(1 0 xi) C Tors. Hr (r < Dxi)

 (19.1) est vrai pour r = 2; en effet d2 est un isomorphisme de H'(G, Z) =H2
 sur H2(B(n, G), Z) = H2'0 vu la trivialit6 de H. et il est nul sur xi si Dxi > 1
 car Tors. H2 = 0 pour DB < n. Supposons (19.1) d6montr6 pour r < t, soit
 Dxi < t pour i < a, Dxi = t pour a < i < b, Dx, > t pour i > b, Ptl'espace sous-
 tendu par xa, * **, Xbl, P* l'espace de xa, * , x1 . Les 6l6ments yi, * yj
 sont 6videmment sans relations pour DB < n, la Prop. 12.1 donne

 Ht+i "-' Z[,a y* ] 0 APt pour DB < n -t

 et H?+i est ainsi sans torsion pour DB <n - t; dt+l est donc nul sur xi si Dxi > t,
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 c 'est de plus un isomorphisme de pt = Ho+t sur Hi++'0? (qui est l'ensemble des
 6l6ments de degr6 t + 1 de Z[ya, *** , yz]), vu la trivialite de H., ce qui d&-
 montre (19.1) pour r = t + 1.

 REMARQUE. Rappelons que l'hypothese du th6oreme 19.1 est vraie si G est

 sans p-torsion (resp. sans torsion), d'apres les Prop. 7.2 et 7.3.

 Exemples. On a vu au ?9 que

 H(U(m), Z) = H(SI X S3 X ... X S2mfi, Z)

 H(Sp(m), Z) = H(S3 X S7 X ... X S4m_, Z)

 le th6oreme 19.1 s'applique pour les coefficients entiers. Les algebres

 H(B(n, U(m), Z) et H(B(n, Sp(m), Z) sont jusqu'A n des algebres de polynomes

 & coefficients entiers & m variables de degr6s 2, 4, ... , 2m, resp. 4, 8, ... , 4m;
 on retrouve pour les grassmanniennes complexes un th6oreme de S. S. Chern [12],
 et un r6sultat analogue pour les grassmanniennes quaternioniennes.

 Dans ces deux cas particuliers, l'existence du systeme de g6n6rateurs uni-

 versellement transgressifs peut aussi s'6tablir ind6pendamment du th6oreme
 13.1, par un raisonnement qui sera expos6 plus loin A propos des groupes ortho-
 gonaux; il montre aussi que H(Wn,q, Z) et H(Xn,q , Z) ont un systeme de g6n6ra-
 teurs universellement transgressifs, Wn,q et Xn,q 6tant bien entendu envisag6s
 comme munis des groupes d'hom6omorphismes d6finis par les fibrations Wn,q =

 U(n)/U(n - q), Xn,q = Sp(n)/ Sp(n - q).
 Signalons enfin une cons6quence de la Prop. 16.1:
 PROPOSITION 19.2. Si H(G, K2) poss~de un syst?me simple de generateur8

 universellement transgressifs, x1, ... , x1, alors H(G, K2) = K2[y1, .., y ],
 (Dyi = Dxi + 1); yj est la classe de cohomologie du cobord d'une cochaine de
 transgression pour xi dans E(n, G).

 ?20. Elements universellement transgressifs et elements primitifs

 Voulant rester en cohomologie, nous appellerons ici primitif de H(G, Kp)

 un 6l6ment x dont l'image dans H(G, Kp) 0 H(G, Kp) par le transpos6 f* de

 l'application f: G X G -+ G d6finie par le produit est:

 (20.1) f*(x) = x 0 1 + 1 x.

 En caract6ristique z6ro, cela 6quivaut & dire que x est orthogonal aux 616-
 ments d6composables de l'algebre d'homologie (produit de Pontrjagin), ([21],
 Lemme 10.1). Le th6oreme de transgression de Cartan-Chevalley-Weil assure
 que les primitifs de H(G, R) sont les 6l6ments transgressifs dans les espaces
 fibr6s principaux diff6rentiables; nous voulons ici d6montrer un r6sultat analogue
 en caract6ristique quelconque.

 Par analogie avec la d6finition (6.4), nous dirons que H(X, Z) a un systeme
 simple de g6n6rateurs Xi, ... , Xm si elle est sans torsion et si les mon6mes

 Xi ... Xik (il < ... < ik ; k = 1, * , m) forment avec 1'6l6ment neutre une
 base de groupe ab6lien de H(X, Z).

 Remarquons encore que si la vari6t6 de Hopf X est sans torsion, on a
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 H(X X X, Z) = H(X, Z) 0 H(X, Z), la formule (20.1) a un sens et definit
 les primitifs de la cohomologie entiere.

 DEFINITION. L'espace X verifie (T)A si H(X, A) est sans torsion"9 et possede
 un systeme simple de generateurs universellement transgressifs.

 La variete de Hopf X verifie (P)A si H(X, A) est sans torsion'9 et possede un
 systeme simple de generateurs primitifs.

 Notations. On 6crira aussi (T)p, (P)p quand A = Kp, (T), (P) si A = Z.

 Soit (E, B, G, p) un espace fibr6 principal, (Hr) son algebre spectrale sur A;
 notons q la projection (e, g) -+ p(e) de E X G sur B, que 1'on envisage ainsi
 comme un espace fibr6 principal (E X G, B, G X G, q) de groupe G X G, et
 soit (Hr') son algebre spectrale.

 LEMME 20.1. Si H(G, A) est sans torsion, Hr = Hr 0 H(G, A), la diffJrentielle
 dr de H' est egale 4 dr sur Hr, nulle sur H(G, A).

 On a en tout cas

 H2 = H(B, A) 0 H(G X G, A) = H(B, A) 0 H(G, A) 0 H(G, A).

 Si l'on identifie H(G X G, A) 'a 'algebre de cohomologie d'une fibre q-'(b), on
 peut supposer que le premier facteur H(G, A) correspond a (p-'(b), go) oA go
 est un 6l6ment fixe de G et que le deuxieme correspond a (u, G), (u 6 p-'(b));
 ce dernier est form6 de dr-cocycles (r > 2) puisque (u, G) est totalement non
 homologue a z6ro, (cf ?4c). Formons le diagramme

 E4a E X G E

 Pi K IP
 I id. id I
 B*----+ B ~---B

 a est la projection (e, g) -) e, # est l'injection e (e, go); a*, resp. #3* est un
 homomorphisme de (Hr) dans (H'), resp. de (H') dans (Hr) et ,B* a* est l'identitM
 puisque a.f3 = id., donc a* est biunivoque; on a H2 = H(B, A) 0 H(G, A);
 d'apres le ?4d, a* est 1'identit6 sur H(B, A) 0 1; sur 1 0 H(G, A) il est d6fini

 par l'homomorphisme H(G, A) -* H(G> X G, A) transpos6 de la restriction A
 une fibre de a c'est donc un isomorphisme de H(G, A) 0 1 sur 1 0 H(G, A) 0 1;
 ainsi

 H2 = a*(H2) 0 H(G, A) - H2 0 H(G, A)

 et d2 coincide avec d2 sur H2, est nulle sur H(G, A); comme H(G, A) est libre,
 notre lemme en r6sulte facilement par recurrence sur r.

 PROPOSITION 20.1. Si H(G, A) est sans torsion et si x e H(G, A) est universelle-
 ment transgressif, il est primitif.

 Soit EG universel pour G et pour n assez grand, dans lequel x est transgressif;

 19 Si A = Kp cette hypothese est toujours r6alis6e et ne doit pas etre confondue avec
 H(G, Z) sans p-torsion.

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 175

 G opere sur EG d'oui une application h: EG X G - EGI un diagramme commu-
 tatif

 EGX G h EG

 (21) .I q P
 I id.
 B G RoB

 et un homomorphisme de l'algebre spectrale (Hr) de p dans l'algebre spectrale
 (Hr) de q; en particulier h*: H2 -* H2 est l'identit6 sur H(BG , A), le transpos6
 de la restriction de h A une fibre sur H(G, A), c'est A dire le transpos6 f*:
 H(G, A) -> H(G X G, A) de l'application d6finie par le produit. Par cons6-
 quent, pour h*: H2> H- 2

 h*(x) = 1 ? f*(x) = 1 09 (x ? 1 + 1 ? x + u1 ? vI + + u8. v8)

 oi 0 < Duj < Dx (j = 1, . , s). D'apres le lemme 20.1, vj est un d'-cocycle
 pour tout r, et uj s'identifie A un 6l6ment de (Hr); h*(x) est transgressif puisque
 x l'est, c'est done un d'-cocycle pour r < Dx, et si ]'on admet, ce qui est loisible,
 que les vi sont lin6airement ind6pendants, cela entraine que ui est un dr-cocycle
 pour r ? Dx, done pour tout r vu Dui < Dx; mais ce n'est pas un dr-cobord
 puisque DBuj = 0, et s'il est diff6rent de z6ro, il admet une image non nulle
 dans l'algebre terminale de (Hr), qui cependant est triviale; ainsi, u, = 0
 (i = 1, , s), x est primitif.

 PROPOSITION 20.2. Si H(G, A) verifie (T)A ii verihe (P)A ; les elements uni-
 versellement transgressifs et les elements primitifs coincident.

 Les 6L6ments universellement transgressifs de H(G, A) sont tous combinaisons
 lin6aires des g6n6rateurs donn6s (Th6oreme 19.1, Prop. 6.1 et 19.1), et ils sont
 primitifs d'apres la Prop. 20.1; cela d6termine completement l'homomorphisme
 f* et on voit ais6ment qu'un 6l6ment decomposable n'est jamais primitif, ce
 que 6tablit la deuxieme assertion de la Prop. 20.2.

 REMARQUES. (1) Si H(G, KP) est une algebre ext6rieure engendr6e par des
 6e6ments de degr6s impairs, on voit en combinant le Th6or. 19.1 et la Prop.
 20.2 que H(G, KP) a un systeme de g6n6rateurs primitifs; en caract6ristique
 z6ro, oi cette hypothese est toujours r6alis6e, on obtient le th6oreme de Samel-
 son [28]; pour le d6montrer sous la condition indiqu6e au d6but de cette re-
 marque, il est inutile de recourir a la transgression, car la demonstration de
 Leray (loc. cit.' p. 133-134), ne necessite pas d'hypothese sur la caract6ristique.

 (2) On pourrait aussi d6montrer (T)A A partir de (P)A ; en utilisant des op6ra-
 teurs diff6rentiels analogues A ceux de Leray (C. R. Acad. Sci. Paris 228 (1949),
 1784-1786, il s'agit des op6rateurs du No. 4); ils se d6finissent A partir du dia-
 gramme (20.1) qui m'a 6t6 justement a ce propos signale par Leray; en les faisant
 op6rer sur l'algebre spectrale de E(n, G), on peut montrer que les primitifs
 sont transgressifs.
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 ?21. Trois homomorphismes associes a un sous-groupe

 Notations. G groupe de Lie compact connexe, U sous-groupe ferm6 connexe,
 p* et i* les homomorphismes transpos6s de la projection de G sur GI U et de
 l'injection de U dans G.

 L'anneau A ( = Z ou A Kp) 6tant fix6, P G sera le module des primitifs de
 H(G, A), suppos6 sans torsion.

 Nous 6tudierons tout d'abord p* et i* et g6n6raliserons des r6sultats 6tablis
 en caract6ristique 0 par H. Samelson [28]; nous mettrons ensuite i* en relations

 avec un homomorphisme canonique de H(BG , A) dans H (B u, A) qui sera
 souvent utilis6 dans la suite.

 PROPOSITION 21.1. Si G verifie (P)A, l'image de p* admet un systeme simple de
 generateurs primitifs.

 G opere par les translations sur G6 U, d'oui une application ,6: G6 U X G -> G/U
 et un diagramme commutatif

 G XG - - G
 (21.1) p id. p

 GIU X G _ , G/U
 qui donne la diagramme commutatif suivant (meme pour A = Z, car H(G, A)
 est suppos6 sans torsion):

 H(G, A) ?H(G, A) <f* H(G, A)

 p id. *

 H(G/ U, A) 0 H (G) A) < H(G/ UA)
 Soit xi, , x une base de P G, dont les k premiers vecteurs sous-tendent
 p*(H(G/U, A)) n PG) ;20 appelons monome simple un produit xi, xi,.
 (i1 < ... < i8) et soit Q l'espace vectoriel ayant comme base les mon6mes
 simples produits de xi d'indices ? k; nous devons montrer que Q est l'image de
 p*, il suffit de voir qu'il la contient, l'autre inclusion 6tant 6vidente. Il est clair
 que p*(H(G/U, A)) c Q pour i = 1, supposons l'avoir d6montr6 si i < n et
 soit y E Hn(G/U, A).

 ,6*(y) est une somme de termes yi 0 zi (yi E H(G/U, A), zi E H(G, A)) et
 p*. ,6*(y) est somme des termes p*(yi) ? zi ; l'ensemble de ces termes pour
 lesquels Dzi > 0, peut s'6crire vue l'hypothese d'induction comme somme
 d'6l6ments cjuj 0 vj lin6airement ind6pendants (cj e A, uj monome simple de
 Q, vj monome simple).

 20 I1 faut bien remarquer que si une base de PG est un systeme simple de g6n6rateurs,
 toute autre base l'est aussi; c'est 6vident pour A = Z ou A = Kp (p 5 2), car on est alors
 dans le cas de l'algebre ext6rieure a g6n6rateurs de degr6s impairs; pour A = K2 on le d6-
 montre sans difficult6 en utilisant les faits 6vidents que PG contient tous les primitifs de
 H(G, A) et que le carr6 d'un primitif est un primitif.
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 On peut d'autre part 6crire p*(y) = alw1 + + atwt (ai e A, w1 primitif,
 W2, , wt monomes simples, wl, w2, , wt lin6airement ind6pendants); il
 suffira de montrer que wi e Q (i = 1, , t). Prenons tout d'abord i > 2, et
 soit wi = ajxj1 x Xj, (s _ 2); l'Fl6ment xi, ?9 Xj2 ... xi8 apparaltra dans h*p*(y)
 exactement une fois, avec le coefficient + ai puisque les xi sont un systeme simple
 de primitifs; comme h*p*(y) = p*4*(y) il faudra que cet 6l6ment soit 6gal a
 l'un des termes uj 09 vj d6crits plus haut, par cons6quent xi, e Q, on voit de
 meme que xj2, , xi8 e Q, d'oA wi e Q (i > 2) wi est ainsi dans l'image de
 p*, il en est donc de meme de w1 = p*(y) - W2- - wt , mais w1 est primitif,
 done wi e Q par definition de Q; finalement p*(y) e Q, ce qui assure la passage a n.

 REMARQUE. Si A = Z ou si A = KP (p $ 2), et si G v6rifie (P)A on peut
 trouver dans H(G/U, A) une sous-algebre appliqu6e biunivoquement sur
 l'image de p* ("remonter" des g6n6rateurs de cette image, ils sont forc6ment
 de carr6s nuls); (P)0 6tant toujours r6alis6e, on retrouve en particulier un th6o-
 reme de H. Samelson ([28], Satz V). La d6monstration donn6e ici est directement
 inspir6e de Leray (C. R. Acad. Sci. Paris 228 (1949), 1545) bien que nous ne
 mentionnons pas explicitement les op6rateurs diff6rentiels 6, qui pourraient

 etre d6finis a partir de 4$ de's que (P)A est v6rifi6e: Si l'on exprime 4,*(y) comme
 somme de termes yj 0 zi oA zi est un monome simple, l'op6rateur associ6 a x
 fait correspondre A y l'element yj coefficient de zj = xi .

 La Prop. 21.2 g6n6ralise le th6oreme II de [28].

 PROPOSITION 21.2. Si G et U verifient (P)A, l'image de i* admet un systemc
 simple de g6nerateurs primitifs. Le noyau de i* est l'ideal engendre par les primitifs
 de H(G, A) que i* annule.

 COROLLAIRE. Si P G et P u ont des bases formees d'elements de degre's impairs et
 de carres nuls, on peut ecrire H(G, A) = A P1 0 AP.2, H(U, A) = A R1 0 A R2,
 (P1 + P2 = PG, R1 + R2 = P u), i* annule P2 et applique AP1 isomorphique-
 ment sur AR1.

 Le diagramme commutatif

 J X U- G X G

 U > G

 montre que i*(PG) C Pu, ce qui compte tenu de,20 permet de prouver la lere
 assertion; l'id6al des primitifs annul6s par i* fait naturellement partie du noyau
 de i*, des considerations faciles de dimensions montrent qu'il lui est 6gal; le
 corollaire est clair.

 L'homomorphisme p*. Soit E(n, G) un espace universel pour G, il l'est aussi
 pour U, on peut 6crire E(n, G)/U = B(n, U), E(n, G)/G = B(n, G); la projection
 Pn du ler de ces espaces sur le deuxieme induit un homomorphisme pt:
 H(B(n, G), M) -* H(B(n, U), M). Si E1 et E2 sont deux espaces universels
 pour G et pour n, le diagramme
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 E? A _ E1 X E2 L E

 E2 U+-(l E2 ll 41 1 1

 E21G < (E1, E2)G -- EIIG

 ou fA et f2 sont les projections, montre que cet homomorphisme est ind6pendant
 de l'espace universel consid6r6 aux identifications canoniques du ?18 pros.
 Cela l6gitime la d6finition

 DEFINITION. Soit G de Lie compact, U un sous-groupe ferme. On designe par

 p*(U, G) l'homomorphisme canonique H(BG, M) -* H(Bu, M) qui pour tout n
 est jusqu'd n l'homomorphisme H(B(n, G), M) -- H(B(n, U), M) d6duit de la
 projection de E(n, G)/U sur E(n, G)/G.

 Notations. On 6crira aussi p*(U, G) si M = Kp, p*(U, G) si M = Z. En sup-
 posant G et U connexes, v6rifiant (T)A , nous allons voir que l'on peut remplacer
 la consideration de i* par celle de p*; cette substitution est int6ressante parce
 que 1'on peut souvent calculer p* effectivement (voir ?28 a 31).

 Scient DG le sous-espace de H(BG, A) sous-tendu par H?(Ba, A) et par les
 6l6ments d6composables, et 7r la projection de H(BG , A) sur QG = H(BG A)/Da;
 QG est gradu6 par les sous-espaces Qa = H7IDG n Hn, soit de m~me Pa =
 PG n Hn(G, A), Pa est 1'ensemble des 6elments universellement transgressifs
 de degr6 n (Prop. 20.2). Les d6monstrations des Th~oreme 13.1, 19.1, des Prop.
 16.1 et 19.2 montrent que dans l'algebre spectrale d'un espace universel la
 differentielle d. 6tablit un isomorphisme entre P7-' et Qa , qui est la transgression
 (?5). A priori cet isomorphisme est d6fini par la transgression dans un espace
 universel particulier, mais le diagramme (18.1) 6tablit un isomorphisme entre
 les algebres spectrales de E1 et E2 (au moins pour D < n - k, k = dim. G) ce
 qui montre que l'isomorphisme P-' Q(} ne d6pend pas de l'espace universel
 choisi.

 Le diagramme commutatif

 id.
 E(n, G) E(n, G)

 E(n, G)4U E(nG)/G

 donne un homomorphisme de l'algebre spectrale de E(n, G) B(n, G) dans
 celle de E(n, U) -+ B(n, U), on en tire la:

 PROPOSITIoN 21.3. Soient G, U verifiant (T)A. Si l'on identifle PG et Pu 4
 Q et 4 Qu respectivement par la transgression, i* se transporte en l'homomorphisme
 de Q Gdans Q u defini par passage au quotient e partir de PA (U, G).
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 COROLLAIRE. Sous les hypotheses faites, U est totalement non homologue a zero
 dans G relativemnent a A si et seulement si pA*(U, G) est un homomorphisme sur.

 ?22. Deux algebres spectrales

 Ce paragraphe est consacr6 a des algebres spectrales relatives aux espaces
 fibr6s principaux et aux espaces homogenes, ou interviennent des espaces classi-
 fiants, qui seront tres fr6quemment utilis6es dans la suite.

 EG et BG sont des espaces universels et classifiants pour une dimension it
 assez grande. En fait les 6nonc6s et demonstrations qui suivent ne sont en toute
 rigeur valables que jusqu'a un certain degr6 (par exemple pour D ? n - s,
 s dimension de G ou U), nous nous permettrons n6anmoins de ne pas le men-
 tionner, surtout parce que P'on peut souvent passer a n infini, comme nous
 l'indiquerons a la fin de ce paragraphe.

 Nous aurons a consid6rer des faisceaux localement constants sur des espaces
 classifiants, aussi supposerons-nous dor6navant les espaces universels globale-
 ment et localement connexes et simplement connexes par arcs, ce qui n'est pas
 une restriction essentielle vu la possibilite de prendre les vari6t6s de Stiefel. Les
 faisceaux localement constants sur BG se ramenent alors aux systemes locaux
 de coefficients, et si Go est la composante connexe de 1'6l6ment neutre de a, on a
 w1(BG) G /UGo.

 THEOREME 22.1. Soit U de Lie compact, (X, Y, U, p) un espace fibrg principal
 localement compact, connexe.

 Alors il existe une algebre spectrale canonique dans laquelle H2 =
 H(Bu, H(X, M)) et qui se termine par l'alge?bre graduee associee 4 H(Y, M)
 convenablement filtre'e.

 Les elements de H0(Bu H(X, M)) = H(X, M) qui sont des cocycles pour
 toutes les differentielles forment l'image de p*. Si X est compact, l'homomorphisme
 H(B,, M) -- H(Y, M) d6duit de l'algebre spectrale est l'homomorphisme carac-
 teristique de (X, Y, U, p).

 La ligne inf6rieure de (18.3) 6crit pour EU et X est:

 BU f- (Eu X), 9> Y

 f fait de (Eu , X)u un espace fibr6 ((Eu , X)uBu , X,f), et g* identifie H(Y, A)
 a H((Eu, X) u, M); l'algebre spectrale de f r6pond aux conditions de 1'6nonc6.
 Si i est l'injection d'une fibre X dans (Eu, X) u alors p = i . g (cf. ?2), p* se
 ramene donc A i*, une fois H(Y, M) et H((Eu, X)u, Al) identifi6s par g*; son
 image est l'ensemble des 6l6ments de H(X, M) qui sont cocycles pour toutes
 les diff6rentielles d'apres le ?4c. Enfin, si X est compact, l'homomorphisme
 H(Bu, M) -- H((Eu, X)u, M) d6duit de l'algebre spectrale est f* (?4b);
 combin6 avec g*-', il donne bien l'homomorphisme caract6ristique.

 REMARQUES. L'algebre spectrale du th6oreme est done celle de
 ((E u, X) ux B u, X, f); nous n'avons pas suppos6 U connexe, si Uo est sa compo-
 sante connexe de l'6l6ment neutre, 7ri(Bu,) U/Un peut agir non trivialement
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 sur H(X, M), H2 est l'algebre de cohomologie de Bu A coefficients dans un
 systme local de coefficients; en fait, ce systeme sera toujours simple dans les
 applications que nous donnerons.

 (2) Si U est discret, H(Bu , H(X, M)) est, au sens des groupes discrets, l'algebre
 de cohomologie de U, A valeurs dans H(X, M) sur laquelle U opere; (Hr) est
 probablement la suite spectrale des revetement finis de H. Cartan-J. Leray

 (Colloque de Topologie Alg6brique, Paris (1949), p. 83-85).
 (3) Si X = G est un groupe de Lie compact connexe dont U est un sous-

 groupe ferm6, on peut envisager (Eu, G)u comme espace fibr6 principal de
 fibre G (on fait op6rer G dans E u X G par (e, g) g' = (e, g'-1 g) si u opbre par
 (e, g) u = (e u, g u)), et puisque G est suppos6 connexe, 7ri(B u) agit touj ours
 trivialement sur H(G, M). Un cas particulier important est l'objet de la propo-
 sition suivante, oil nous utilisons les notations du ?21.

 PROPOSITION 22.1. Soit G de Lie compact connexe verifiant (T)A, X1, * , XI
 une base de PG , y, y, des gernerateurs de H(Ba , A) leur corresporndarnt par
 transgression.

 Dans l'algebre spectrale du Theor~me 22.1 pour X = G on a H2 = H(B , A) 0
 H(G, A) et de plus

 drK2(1 0& Xi) = K2(pA(U, G)(yi) 0 1),

 (i 1,* ** 1; r = Dxi).

 Partant d'un espace EG universel pour G (donc pour U) on obtient un dia-
 gramme commutatif

 (Eu, G) u -Pn (Ea. G)a

 f I ~I Pn
 Bu ___- Ba

 mais (EG , G) G s'identifie naturellement A Ea. p* est donc un homomorphisme de
 l'algbbre spectrale de (EG, BG, G, p) dans celle de ((Eu, G)u, Bu, G, f), d'oc
 notre proposition, compte tenu du ?4d.

 THEOREME 22.2. Soit U un sous-groupe ferme du groupe de Lie compact G, G/U
 etant connexe Alors il existe une alg~bre spectrale ou' H2 = H(BaG, H(G/U, M))
 et qui se termine par l'alg~bre graduee associee d H(Bu , M) convenablement
 filtre'e.

 L'homomorphisme H(BG, A) -* H(Bu, M) d4fini par l'alg~bre spectrale est
 p* (U, G). Les elements de H(G/ U, M) qui sont des cocycles pour toutes les dif-
 ferentielles jorment la sous-alg~bre caracteristique de (G, G! U, U, p).

 On prendra l'algebre spectrale de la fibration (EG! U, EG/G, G/U, Pn), qui
 peut s'6crire (Bu, Ba, G/U, Pn); l'homomorphisme H(BG, M) * H(Bu, M)
 d6duit de l'algebre spectrale est p*, qui est p* (U, G) par d6finition.

 Pour d6finir la sous-algbre caract6ristique de (G, GUU, U, p) on part du
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 diagramme suivant, oX l'on 6crit EG pour Eu:

 E,9 E f19 X G h G

 f I I

 EG/U (E G)Xu ---> G/U

 et 1'homomorphisme caract6ristique est a* = h*-l . f* (cf. ?18). Soit e un 616-
 ment fixe de EG, t: G -> E X G l'homomorphisme d6fini par P(g) = (e. g, g);
 f . r est l'injection de la fibre de e, et h . i = id.; ? passe au quotient par U et
 donne une application ?: G/U -* (EG, G) u telle que f o ? soit l'injection d'une
 fibre et que h = id.; alors

 a* = h** = -* f f* =

 l'image de a* est done bien form6e des 6l6ments de H(G/U, M) qui sont cocycles
 pour toutes les diff6rentielles, (?4c).

 PROPOSITION 22.2. Soit U un sous-groupe invariant ferme du groupe de Lie
 compact G. Alors il existe une algerbre spectrale dans laquelle H2 = H(Bl Gu,
 H(Bu, M)) et qui se termine par l'alge?bre graduke associee a H(BG, M) convena-
 blement filtree.

 B u = EG/ U est ici aussi un espace fibr6 principal (EG! U, B I G, U, pn) de
 groupe G/U. Il suffit d'appliquer le Th6oreme 22.1 en prenant X = EG!U =
 Bu, Y = BG et en remplagant U par G/U.

 Cette algebre spectrale qui m'a 6t signal6e par J. P. Serre est l'analogue
 pour les groupes de Lie compacts de celle qu'il a introduite dans l'6tude des
 extensions de groupes discrets (C. R. Acad. Sci. Paris 231 (1950), p. 643-646).

 REMARQUE SUR LE PASSAGE A n INFINI. Il est en g6n6ral inutile d'introduire
 une borne sup6rieure finie pour le degr6 dans les 6nonc6s pr6c6dents car:

 La Prop. 22.1 et le Theor. 22.2 sont valables si on interprete les termes H2 comme
 alg~bres de cohomologie d'espaces classifiants pour tout n au sens de la definition
 18.2; il en est de meme pour le Theor~me 22.1 si U est connexe et pour la Prop.
 22.2 si G/ U est connexe.

 L'algebre spectrale du Th6oreme 22.1 est celle de ((Eu, X)u, Bu, X, p), et
 on a dans H2 des coefficients ordinaires si U est connexe (car Bu est simplement
 connexe, cf d6but du ?22). Si E1 et E2 sont deux espaces universels pour U et
 pour n les deux lignes inf6rieures du diagramme (18.5), oi l'on fait X = F,
 G = U, permettent d'6tablir un isomorphisme canonique entre les algbbres
 spectrales de ((E2, X) u, B2, X, p2) et de ((E1, X) u, B1, X, p1) pour
 D < n - s, (s = dim. U). On peut donc d6finir sans ambiguit6 une algebre
 spectrale canonique (Hr), (r _ 2) qui pour tout n est isomorphe jusqu'& n - s
 A l'algebre spectrale de ((E(n, U), X) u, B(n, U), X, p), c'est l'algebre spectrale
 annonc6e. Cela s'applique aussi aux Prop. 22.1 et 22.2, cas particuliers du
 Th6orbme 22.1; dans cette derniere, il y a encore lieu de faire un passage & n
 infini pour obtenir en fibre H(Bu, A) au lieu de H(B(n, U), A), ce qui ne pr6-
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 sente pas de difficult6. Enfin, pour le Th6oreme 22.2, on utilisera de meme les
 deux lignes inf6rieures du diagramme qui pr6cede la d6finition de p* (U, G)
 dans le ?21.

 ?23. Cohomologie des espaces classifiants pour les groupes orthogonaux uni-
 modulaires

 SO (m) n'a pas de p-torsion pour p = 2 et on peut appliquer le Th6oreme
 19.1; par contre il possede de la 2-torsion si m > 2 et H(SO(m), K2) a un systeme
 simple de g6n6rateurs de degr6s 1, 2, * , m - 1 (Prop. 10.3); nous voulons
 montrer que l'on peut prendre un systeme de g6n6rateurs universellement
 transgressifs; c'est clair pour xi ; on sait d'autre part que xi peut etre choisi
 comme image d'un 6l6ment non nul de Ht(Vm m~ i K2) par la transpos6e de la
 projection pm-i de SO(m) sur Vm mj(i > 2, cf. ?10, rem. 1).

 Soit (E, B, SO(m), p) un espace fibr6 principal compact connexe, il est aussi
 fibr6 principal de groupe SO(i), d'oui la fibration (E/ SO(i), B, Vmm-i, p) et
 le diagramme commutatif suivant, ofi les fieches horizontales sont les pro-
 jections canoniques, les fleches verticales des injections, P un point,

 SO(m) pm Vm,m-i P

 E -- E/SO(i) B

 qui montre que si h E H(Vmm-i, K2) est transgressif dans E/ SO(i), p*i(h)
 l'est dans E; les 6l6ments de degr6 positif minimum de H(Vmmi, K2) 6tant
 6videmment transgressifs, xi est bien transgressif dans E. En prenant pour E
 un espace universel et en appliquant la Prop. 19.2 on voit:

 PROPOSITON 23.1. H(SO(m), K2) possede un syst~me simple de g~nerateurs
 universellement transgressifs Xi , * * Xmn- de degre's 1, 2, * , m - 1 et
 H(BSO(m) , K2) = K2[y1, *, y.,_l](Dyi = i + 1), yi classe de cohomologie
 d'une cochaitne de transgression pour xi dans E(n, SO(m)); xi est determine d
 un multiple scalaire pres.

 Mais on peut prendre comme espaces universels et classifiants pour n - 1
 les vari6t6s Vn+mm et G?n+m,m (cf. ?18), on retrouve ainsi la Proposition suivante,
 due A L. S. Pontrjagin [27]:

 PROPOSITION 23.2. Pour D < n, H(Gon+m,m, K2) est isomorphe 4 une algAbre
 de polynomes K2[Y1 . * ym-,1] a m - 1 variables de degres 2, 3, * , m.

 Il ne nous semble pas possible d'obtenir sans d6tours un r6sultat analogue
 de S. S. Chern [13] sur la cohomologie des grassmanniennes Gn+m,m:

 H(Gn+m,m, K2) = K2[Yo , y, - -, ymi](Dyi = i + 1) pour D < n; du reste
 le formalisme d6velopp6 dans ce travail est surtout adapt6 au cas des groupes
 connexes. Nous comblerons cette lacune dans un travail ult6rieur mentionn6
 dans l'introduction, oA nous donnerons aussi l'algebre de cohomologie mod 2
 complte de Gn+m,m .
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 La demonstration de la Prop. 23.1 utilise les vari6t6s de Stiefel et montre

 que l'on peut prendre comme g6n6rateurs de H(G?n+mm, K2) leur correspondant
 par transgression les classes de Stiefel-Whitney rdduites de G?o+m m ce qui est
 bien connu. De meme on 6tablira des liens entre les g6n6rateurs de H(BU(m) , Z)
 et les classes de Chern des grassmanniennes complexes.

 Enfin remarquons qu'une demonstration analogue a celle de la Prop. 23.1
 donne la

 PROPOSITION 23.3. H(Vnnq , K2) a un systeme simple de g~nerateurs universelle-
 ment transgressifs Xq, , Xn_ de degres q, q + 1, * * , n- 1 pour les espaces
 fibres a groupe structural SO(m), agissant sur Vnnq par les operations que definit
 la fibration SO (m)/ SO (q).

 CHAPITRE VI. COHOMOLOGIE REELLE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX ET DES

 ESPACES HOMOGhNES

 Notations. Dans tout ce chapitre, H(X) est l'algebre de cohomologie de X
 pour les coefficients reels; G et U sont des groupes de Lie compacts.

 H(BG, R) sera not6e SG ; c'est donc une algebre de polynomes. S+ est la sous-
 algebre form6e des 6l6ments de degr6 > 0 des SG.

 ?24. Cohomologie des espaces fibres principaux compacts

 Nous avons rappel6 dans la Prop. 3.1 qu'un espace compact de dimension
 finie (s6parable m6trique) possede une R-couverture fine anticommutative, par

 exemple pour une vari6t6 diff6rentiable l'algebre des formes diff6rentielles ex-
 t6rieures. Ce fait et le Th6oreme 19.1 de transgression sont a la base de la d6mon-
 stration des Thdoreme 24.1 et 24.1', qui g6n6ralisent dans le cas compact un
 r6sultat de C. Chevalley valable pour les espaces fibr6s diff6rentiables (d6mons-
 tration non publi6e, cf. J. L. Koszul [22], Th6oreme I).

 En cohomologie r6elle, le Th6oreme 19.1 s'applique touj ours: H(G) = A P

 est l'algebre ext6rieure de l'espace P de ses 6l6ments universellement trans-

 gressifs, qui est gradu6 par des degr6s impairs. Soit (E, B, G, p) un espace fibr6
 principal compact connexe, localement connexe, de dimension finie, 6 et (3 des
 R-couvertures fines anticommutatives de E et B, e = p-1( 0o ; e est donc anti-
 commutative pour le degr6 total; soient xi, xi , xl une base de P, ci e C( une
 cochaine de transgression pour xi, et appelons bi l'unique 6l6ment de 63 tel
 que p-'(b1) 0 u = dci(i = 1, * , 1; u = 6l6ment neutre de 8).

 Nous munissons le produit tensoriel gauche L sur R de 63 et H(G) d'une diff6-
 rentielle d canonique pour le degr6 total v6rifiant

 (24.1) d(b? 1) = db? 1; d(1 xi) = biX 1 (i = 1, ,1)

 (il faut naturellement s'assurer que ces conditions d6terminent completement
 une diff6rentielle, mais c'est imm6diat); ainsi d augmente le degr6 total de un
 et prolonge la diff6rentielle de 63.

 D6finissons une application lin6aire X de 63 0 P dans C par:

 X (b 0 1) = _p-'(b 0 u;. W (9 xi =\ -i (i{ ...
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 C 6tant anticommutative pour le degr6 total, X se prolonge de fagon unique en

 un homomorphisme multiplicatif de L = (6 0 A P dans C. qui est compatible

 avec les diff6rentielles, d'oui un homomorphisme de H(L) dans H(e) = H(E),
 que nous notons aussi X. Nous d6signons par q l'homomorphisme de H(B) dans

 H(L) r6sultant de l'inclusion de 63 dans L; un 6l6ment de 1 0 A P ne peut 6videm-
 ment jamais etre un cobord dans L, une classe de cohomologie de L contient done

 au plus un cocycle de 1 0 A P; en lui associant ce cocycle (si elle en contient un),
 on d6finit un isomorphisme d'une sous-algebre de H(L) sur une sous-algebre
 de H(G), not6 r.

 THE1OREME 24.1. Soit (E, B, G, p) un espace fibre principal compact, globalement
 et localement connexe, de dimension finie a fibres connexes, 6 et 63 des R-couvertures
 fines anticommutatives de E et B.

 Alors l'homomorphisme X precdemment defini de L = (B 0 H(G) dans p-'(B 0 8

 induit un isomorphisme de H(L) sur H(E). On a le diagramme commutatif

 H(630H(G))

 // ~~\r
 H(B) H(G)

 SE s F\X
 H(E)

 DEMONSTRATION: Nous filtrons L par les sous-espaces

 LP= i>3 0 H(G).

 Pour e nous reprenons la filtration du ?4 par

 S = Eip p((B)Q 8

 evidemment X(LP) C Sp, X d6finit done un homomorphisme de l'algebre spectrale
 (H*) de L dans l'algebre spectrale (Hr) de e, qui est celle du Th6oreme 4.1 Pour
 obtenir notre th6oreme il suffit par exemple de prouver que X est un isomorphisme

 de H2* sur H2, puisqu'alors c'est un isomorphisme de H* sur Hr (r ? 2) et de
 H(L) sur H(C), (cf. ?1D). On a tout d'abord

 Ho = G(L) L) Ho P -(B5P (9 H(G)

 puisque d(LP) C Lp. Sur Ho = LP/LP+', do est l'endomorphisme obtenu par
 passage au quotient A partir de d, mais il est clair vu la d6finition de d, que
 d(LP) C LP'+; ainsi do* est nul sur H*o' (p quelconque) done sur Ho* et H1* = H* =
 cela peut aussi s'erire dans les notations du ?1:

 C*P = LP; C*P+1 + DP = LP+1

 d,* est sur H*' obtenue par passage au quotient a partir de l'homomorphisme de
 paires
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 (LP, LP+I) _d (LP+1, Lp+2)

 Consid6rons par exemple bP 0 xi e 63 0 P. On a

 d(bP xi) = dbP 9 xi 4 bp bi 0 1 (Dbi = Dxi + 1)

 le ler terme est dans LP+1, le deuxieme dans LP+2, done dl*(bP 0 xi) = db 0 xj,
 cela vaut aussi naturellement pour un 6l6ment b 0 x e (BP 3 H(G) = H*', et
 montre que d* est la diffDrentielle partielle par rapport 4 (3 de H*1 -(B 0 H(G).
 Par cons6quent H2* = H(B) 0 H(G). II est bien isomorphe A H2, il faut encore
 voir que X est un isomorphisme de H2* sur H2, c'est imm6diat: Si b est un cocycle
 de (B, b 0 1 et p-'(b) 0 u ont dans H* et H2 le meme image, A savoir la classe
 de cohomologie de b (pour H* nous venons de la d6montrer pour H2, voir defini-
 tion de 7r* dans le ?4); ensuite l'image de X(xi) = ci dans H2 est bien xi vu la
 d6finition de t* au ?4. X est done l'identit6 sur H(B) 0 P, comme il est multi-
 plicatif c'est bien un isomorphisme de H2* sur H2.

 Par d6finition meme on a p* = X-q, ce qui donne la partie de gauche du dia-
 gramme; les 6l6ments de H2*?8 = H8(G) qui sont cocycles pour toutes les diff6-
 rentielles sont exactement les 6l6ments de H8(G) C L qui sont cocycles pour d,
 comme il r6sulte facilement des d6finitions, c'est done l'image de r; X les met ainsi
 en correspondance biunivoque avec les 6l6ments de Ho8 qui forment l'image
 de i*, cela montre la commutativit6 de la partie droite du diagramme. c.q.f.d.

 Dans cette demonstration, nous n'avons pas pleinement utilis6 l'hypothese
 que (E, B, G, p) est fibr6 principal a fibre de Lie compacte connexe. Sont inter-
 venus les faits que H(G) 6tait algebre exterieure d'un espace d'6l6ments trans-
 gressifs, et que dans l'algebre spectrale de la fibration on a H2 = H(B) 0 H(G).
 Le Th6orbme 24.1 admet done la g6n6ralisation suivante:

 THE1OREME 24.1'. Soit (E, B, F, p) un espace fibre compact, globalement et locale-
 ment connexe, de dimension finie. On suppose que H(F) est l'algebre exterieure

 d'un espace gradue par des degres impairs, sous-tendu par des elements transgressifs
 dans E, et que dans l'algebre spectrale de cette fibration on a H2 = H(B) 0 H(F).

 Alors la conclusion du Th6oreme 24.1, ou l'on remplace G par F, est aussi valable.
 REMARQUE. Si B est une vari6t6 diff6rentiable, on peut prendre pour 63 l'algebre

 des formes diff6rentielles ext6rieures, on retrouve le theoreme de Chevalley, mais
 il faut relever que ce dernier vaut aussi dans les espaces fibr6s diff6rentiables
 non compacts.

 ?25. Cohomologie des espaces homogenies

 Le Th6oreme 24.1 montre que H(E) est d6termin6e par H(G), 63 et la trans-
 gression, mais n'affirme pas qu'elle l'est d6jA par H(G), H(B) et la transgression;
 c'est cependant le cas si 63 est form6e de cocycles, ainsi que l'a remarque J. L.
 Koszul, car L s'identifie alors A H(B) 0 H(G) muni d'une diff6rentielle nulle
 sur H(B) d6finie par la transgression; cette condition ne peut etre r6alis6e ici
 car 63 est suppos6e etre une R-couverture fine, mais, comme nous allons le
 voir, il suffit d6jA que 63 contienne une sous-algebre de cocycles, poss6dant un
 repr6sentant de chaque 6l6ment de H(B).
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 (E, B, G, p) 6tant touj ours un espace fibr6 principal compact, globalement et
 localement connexe, nous consid6rerons dans ce paragraphe H(B) 0 H(G) muni
 de la diff6rentielle d "de transgression" d6finie par

 (25.1) d(H(B) (0 1) = 0 d(1 xi) =bi ( 1 (i = 1, *.,1)

 x1 XIX 6tant une base de l'espace des 6l6ments universellement transgressifs
 de H(G), et bi une image de xi par transgression.

 THEORhME 25.1. Soient (E, B, G, p) un espace fibre principal, compact globale-
 ment et localement connexe a fibres connexes, (3 une R-couverture fine anticommuta-

 tive de B. On suppose que 63 possede une sous-algebre 63' formee de cocycles et con-

 tenant exactement un cocycle de chaque classe de cohomologie.

 Alors H(E) est canoniquement isomorphe 4 H(H(B) 0 H(G)), on a le diagramme
 commutatif

 H(H(B) 0 H(G))
 q \r
 /

 H(B) x H(G).

 H(E)

 Soient L = (B (0 H(G), L' = (6' 0 H(G); pour chaque xi nous prenons une
 cochaine de transgression ci au sens large telle que dci soit le repr6sentant de bi
 contenu dans 63', ce qui est possible d'apres le lemme 5.2, et munissons L de la
 diff6rentielle d d6finie par (24.1). Dans ce cas, L' est une sous-algebre stable
 et la diff6rentielle induite est justement celle de (25.1), (car 6' - H(B)). Intro-
 duisons dans L et L' les filtrations d6finies par les modules S' de la demonstration
 du Th6oreme 24.1, resp. par Se" = s, n L'; 1'inclusion de L' dans L induit un
 homomorphisme de l'algebre spectrale (H') de L' dans l'algebre spectrale (H*)
 de L; on a vu dans la demonstration du Th6oreme 24.1 que = H(B) ( H(G),
 de meme 6videmment on aura H = H(B) 0 H(G) et 1'inclusion de L' dans L
 induit visiblement un isomorphisme de H' sur H*; elle induit donc aussi un
 isomorphisme de H(L') = H(H(B) 0 H(G)) sur H(L); or ce dernier est 6gal A
 H(E) d'aprbs le Th6orbme 24.1, d'oui notre Th6orbme, compte tenu du diagramme
 du Th6orbme 24.1.

 COROLLAIRE (Koszul [22]). Soit G de Lie compact connexe, U un sous-groupe
 ferme connexe tel que G/U soit un espace sym~trique.

 Alors H(G) = H(H(G/U) 0 H(U)), on a le diagramme commutatif.

 H(H(G/U) 09 H(U))
 q7 \r
 /

 H(G/ U) X H(U).

 H(G)
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 Soient (B l'algbbre des formes diff6rentielles sur G/U, G3' celle des formes diff6-
 rentielles invariantes par les operations de G; on sait que 63' est form6e de cocycles,
 et contient exactement un repr6sentant de chaque classe de cohomologie ([8],
 No. 10). On applique le Th6orbme 25.1 ou l'on remplace E, B, G resp.
 par G, G/U, U.

 COMPLEMENT AU THE'OREME 25.1. Si 63' ne verifle l'hypothese que pour les Rle-

 ments de degre D < n, alors la conclusion subsiste pour les ele6ments de degres
 <n - s, (s = dim. G).

 En effet, on a encore pour D < n, L' = H(B) ? H(G) d'of H(L') =

 H(H(B) ? H(G)) pour D < (n - 1); de meme on a H' = H(B) ?9 H(G)
 pour D < n est l'inclusion de L' dans L d6termine un isomorphisme de H2 sur

 H* pour les 6l6ments de degr6 total D < n, done aussi un isomorphisme de H(L')
 sur H(L) pour les 6l6ments de D < n - s. c.q.f.d.

 THE'ORhME 25.2 (H. Cartan [lib]). Soient U un sous-groupe ferme connexe du
 groupe de Lie compact connexe G, xi, * *, xi un systeme de ge'nrrateurs universelle-
 ment transgressifs de H(G), yi, * * *, yj des gen~rateurs de S Gqui leur correspondent
 par transgression dans un espace universel EG .

 Alors H(G/U) est canoniquement isomorphe a H(Su 09 H(G)), l'algebre
 Su ? H(G) &tant munie d'une diffDrentielle nulle sur Su, verifiant d(1 09 xi) =
 P*(Yi) 0 1, (i = 1, * , 1). On a le diagramme commutatif

 H(Su 0 H(G))

 /I
 ASu z H(G)
 \ /P/

 H(G/U)

 (p* d6signe l'homomorphisme p*(U, G): SG-+ Su, d6fini dans le ?21, q est d6fini
 par l'inclusion, r comme dans le ?24, a* est l'homomorphisme caract6ristique de
 (G, G/ U, U, p), l'isomorphisme ,u sera d6fini plus bas).

 DEMONSTRATION. Nous partons d'un espace X = (E(n, U), G) u, (n grand)
 E(n, U) 6tant suppos6 de dimension finie; X admet deux fibrations souvent
 consid6r6es: (X, B (n, U), G, f) et (X, G/U, E(n, U), g); par Vietoris g* est un
 isomorphisme de H(G/ U) sur H(X) pour D < n. La 1lre fibration v6rifie toutes
 les hypotheses du Th6or. 24.1, de plus l'homomorphisme de (X, B(n, U), G, f)
 dans (EG, BG, G, p) 6tabli dans la demonstration de la Prop. 22.1 montre que
 bi = p*(yj) est image de xi par transgression dans X (i = 1, ... , 1).

 H(B(n, U)) est pour D < n une algebre de polynomes R[zi, * , Zk]; prenons
 dans une R-couverture fine anticommutative (3 de B(n, U) un cocycle uj de zj
 (j = 1, ..., k) et soit 63' la sous-algebre engendr6e par 1, ul, **, uk et tous
 les 6l6ments de degr6s > n de (3. Comme elle est anticommutative, et
 que H(B(n, U)) est une algebre de polynomes pour D < n, on voit que 63' ne
 contient pour D ? n que des cocycles, et possede exactement un repr6sentant de
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 chaque classe de cohomologie. Le complement au Th6oreme 25.1 donne alors
 pour D < n - s le diagramme commutatif

 H(Su 0 H(G))

 qit ~\r
 /

 (23.2) SX H(G)
 \ ~~~/

 H(X)

 Posons ,u = *-l X, c'est un isomorphisme de H(Su 0 H(G)) sur H(G/U) pour
 D < n -s; comme g*-l o f* = a* par definition (Def. 18.3) et que p* = * o g*
 d'apres (2.5), on tire de (25.2) le diagramme commutatif

 H(Su ? H(G))

 /q \r

 (25.3) Su H(G).
 /

 H(G/U)

 Ce diagramme est 6tabli pour D < n - s mais en prenant n de plus en plus
 grand et en passant a la limite on voit qu'il vaut sans restriction sur D, ce qui
 d6montre le Th6orbme 25.2.

 ?26. Quotient d'un groupe compact par un sous-groupe de meme rang

 Nous rappelons au d6but des ?26 et 27 quelques points de la th6orie des groupes
 de Lie compacts (voir par exemple [20], [33]).

 Soit G un groupe de Lie compact connexe de dimension n; il contient des sous-
 groupes a un parametre done des tores et m~me des tores maximaux; ces derniers
 sont en m~me temps sous-groupes ab6liens maximaux; deux quelconques d'entre
 eux sont conjugu6s par un automorphisme int6rieur de G et leur dimension
 commune d6finit le rang 1 (au sens global) de G; tout 6l6ment de G est contenu

 dans un tore maximal; le rang d'un sous-groupe U est < 1, il lui est 6gal si et seule-
 ment si U contient un tore maximal dans G. Tout lacet d'origine e (6l6ment
 neutre) est homotope a un lacet trac6 dans un tore maximal (H. Weyl, Math.
 Zeitschrift 24 (1925), 328-395), par consequent le quotient G/U est simplement
 connexe si U est connexe de meme rang que G; dans ce cas l'image r6ciproque U
 de U dans un revetement G de G est alors aussi connexe; comme un tore maximal
 d'un produit direct est produit direct de tores maximaux des diff6rents facteurs
 et que deux groupes de Lie compacts connexes localement isomorphes admettent
 un revetement fini commun (Pontrjagin, Topological groups, Princeton 1946,
 Theorem 87), on voit que les quotients de deux groupes de Lie compacts connexes
 localement isomorphes G, G' par des tores maximaux T, T' sont hom6omorphes et
 que pour 6tudier G/T on peut si l'on veut se borner au cas G simple. Plus g6n6rale-
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 ment on montre que si U est un sous-groupe de G1 X U2X ... *X Gk = G ayant
 meme rang que G, alors

 U = U1 X U2 X ... X Uk (Ui C Gi, rang Ui = rang Gi),

 ce qui ramene aussi l'6tude de G/ U (rang G = rang U) au cas ou' G est simple,
 mais nous n'aurons pas besoin de ce fait.

 On sait que le rang de G est 6gal A la dimension d'un espace dont H(G, R) est
 l'algbbre ext6rieure (H. Hopf, Comment. Math. Helv. 13 (1940-41), 119-143,
 pour d'autres demonstrations, cf. [22], [25]); nous en donnerons 6galement une
 demonstration ci-dessous.

 Pour 6tudier la cohomologie r6elle de G/U (rang G = rang U), nous nous
 appuyerons sur les Th6oreme 19.1, 22.2 qui, joints au lemme 26.1, permettront
 d'obtenir ais6ment les r6sultats du ?26.

 LEMME 26.1. Si T est un tore maximal du groupe de Lie compact connexe G, les
 nombres de Betti de G/T sont nuls pour les dimensions impaires.

 D6monstration par recurrence sur le rang 1 et la dimension n de G; pour n = 1,
 1 quelconque, il n'y a rien A prouver, supposons donc le lemme vrai pour U si
 rang U < rang G, dim U < dim G et 6tablissons le pour G; on peut supposer G
 semi-simple, sinon en effet G est localement isomorphe A T8 X U (rang U = 1 - s)
 et G/T = U/T' T' maximal dans U. Le centre C(G) de G est alors discret et on
 peut trouver x e G tel que x o C(G), X2 e C(G). Soit U la composante connexe de
 l'el6ment neutre e du normalisateur de x dans G; x 6tant contenu dans un tore
 maximal, le rang de U est 6gal A celui de G, mais comme x o C(G), dim U < dim G.
 D6signons par L(G) l'algbbre de Lie de G, L(U) la sous-algbbre correspondant A
 U et par Ia l'automorphisme de L(G) induit par l'automorphisme g -+ aga-1;
 en particulier IL est une involution et L(U) est l'espace de tous les vecteurs
 fixes par L.

 Nous montrerons tout d'abord que les nombres de Betti de GU U sont nuls
 pour les dimensions impaires; consid6rons G/ U comme espace des classes A gauche
 gU, soit y le point repr6sentant U, V l'espace tangent a G/U en y. On sait que
 l'on peut identifier V A un sous-espace V' de L(G) suppl6mentaire de L(U),
 invariant par les automorphismes Iu de manibre A ce que l'automorphisme de V
 induit par la translation gU -+ ugU (u e U) devienne pr6cis6ment Iu . ([8] No. I);
 chaque classe de cohomologie r6elle de GU U peut etre repr6sent6e par une forme
 multilin6aire altern6e sur V, invariante par les translations de U, ou encore par
 une forme multilin6aire altern6e sur V', invariante par les automorphismes
 Iu [8]. Par rapport A l'involution Ix, le suppl6mentaire invariant V' ne peut
 qu'etre le sous-espace des vecteurs correspondant a la valeur propre -1, donc
 I. est sur V' la sym6trie par rapport A l'origine; une forme invariante non nulle
 doit donc etre de degr6 pair et ainsi Ht(G/ U) = 0 si i est impair.

 Prenons maintenant comme tore maximal T de G un tore de U; dans l'algebre
 spectrale sur R de (GIT, G/U, U/T, p) on a H2 = H(G/U) 0 H(U/T). Par
 hypothbse d'induction H'(U/T) = 0 si i est impair, donc H2 n'a que des 6l6ments
 de degr6s pairs, il en est de meme de H. , et de H(G/T); du reste ici H., = H2
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 puisque les differentielles, qui augmentent D de 1, sont force6ment nulles, ce qui
 d6montre le lemme pour G/T.

 PROPOSITION 26.1 . L'homomorphismepZR(T, G): SG a* ST est biunivoque. H(G/ 7')
 est le quotient de ST par l'ideal engendre par l'image de S+a et est dgal d sa sous-
 algebre caracteristique.

 Le rang de G est egal d la dimension de l'espace des primitifs de H(G, R); si
 1- 1, *. * *~ - S1 sont les degres des Wl~ments d'une base de ce dernier, le polyn6me

 de Poincare de G/T est

 P (GI/T, t) = (1-_t8l)(1_t-t82) .8 .(1-_t8')1(j _t2)1.

 Datis l'algebre spectrale du Th6oreme 22.2 pour Mll = R, U = T, on
 a H2 = SG 0 H(G/T); d6signons provisoirement par k la dimension de l'espace
 des primitifs (ou des 6l6ments universellement transgressifs) de H(G), par

 X *, Xk une base de cet espace et soit DxL = Si- 1; on sait que

 SG = R[y1, * * *, yk] (Dyj = Dxj + 1 = s est pair)

 il n'y a donc, vu le lemme 26.1 que des degr6s pairs dans H2, et ainsi H2 = H.;
 G/T est 6gal a sa sous-algebre caract6ristique (compte tenu du Thdorbme 22.2),

 PR est biunivoque et H(G/T) = ST/(P*(S&G)), (Prop. 4.1).
 La s6rie de Poincar6 de Sa est

 P(SG, t) = (1 - tal)j(1 - t82)l . * * (1 - t8k)l

 celle de H2 = HCO = G(ST), est (pour le degr6 total)

 P(ST, t) = (1-t2)-l (I = rang de G)

 donc

 P(G/T, t) = (1 - s81) ... (1 - Sk)/(1 -t2)1.

 Il reste a voir que k = 1 H(G/T) 6tant de dimension finie l'6galit6 pr6c6dente
 montre que k _ 1; pour obtenir l'in6galit6 contraire, nous nous appuyerons sur
 le lemme

 LEMME 26.2 Soit B une algAbre graduee par des degrds positifs, anticommutative,

 J = (b1, * , bk) V'iddal engendrg par k 6lments homnog9nes de degrhs si, ** ,k
 Si b1, * * , bk sont sans relations, la s~rie de PoincarH de B/J est

 P(B/J, t) = P(B, t)(1 - t8l) . . (1 - t8k)

 sinon, P(B/J, t) majore strictement l'expression de droite.
 Nous laissons au lecteur la demonstration de ce lemme, qui se fait facilement

 par recurrence sur k, si l'on traduit "b1 , * **, bk sans relations" par l'ensemble
 des conditions: l'annulateur de l'image de bi dans B/(bi, *, bi-,) est nul

 (i = 1, . , k).
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 Si l'on revient a la Prop. 26.1, la formule obtenue pour P(G/T, t) montre

 que p*(yi), * * * , p*(yk) sont sans relations car l'id6al de S+ est (p*(yi), * * , P*(Yk)) .
 Cela n'est possible que si k < 1; en effet si k > 1, le polyn6me de Poincare de
 B = ST/(P*(Y1), * , p*(yi)) est

 P (BI t) = (1 - t8l * 1tt/ t2)1

 B est de dimension finie non nulle et l'annulateur de l'image de p*(yl+1) dans B
 ne peut 6tre nul. Ainsi k = 1, et de plus nous voyons que p*(yl), , p*(yi)
 sont sans relations dans ST.

 REMARQUE. p*(T, G) est aussi biunivoque si G n'est pas connexe, T d6signant

 un tore maximal du plus grand sous-groupe connexe Go de G. Consid6rons en
 effet les projections canoniques

 E- Br --+ B0o BG.

 Par d6finition a* = p*(T, Go), (* = p*(Go, G) et a* ( ,* = p*(T, G); ( fait de
 B0, un revetement fini de Ba, de groupe G/Go, et d'aprbs un r6sultat connu sur
 les revetements finis (B. Eckmann, Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949), 95-101),

 (3* applique Sa biunivoquement sur l'ensemble des 6l6ments de Sa qui sont fixes
 par les operations de G/Go ; a* 6tant biunivoque d'apres la Prop. 26.1, p*(T, G) =
 a * ( * l'est aussi.

 THEOREME 26.1. Soit U un sous-groupe ferme du groupe de Lie compact G,
 ayant meme rang que G.

 (a) p*(U, G): SG --Su, est biunivoque.
 (b) Si G est connexe, H(G/U) est le quotient de Su par l'ideal de p*(S+) et est

 dgale d sa sous-algebre caract~ristique.

 (c) Si G et U sont connexes et si s - 1, * s , s- 1, re-sp. r - 1, ** rl-,
 sont les degres des 6lements d'une base d'algebre exterieure de H(G), resp. H(U), le
 polyn6me de Poincare de G/ U est

 P(G/U, t) - (1 - tr3)(I - ts2) . . .(1 - tSl)

 DAMONSTRATION. On a p*(T, G) = p*(T, U) o p*(U, G); p*(U, G) est donc
 biunivoque puisque p*(T, G) l'est (Prop. 26.1 et remarque). Dor6navant, G est
 suppos6 connexe.

 Soit tout d'abord U connexe; H(U/T) est 6gale A sa sous-algbbre carac-
 t6ristique (Prop. 26.1), donc est totalement non homologue & z6ro dans la fibra-
 tion (GIT, G/U, U/T, p) d'apres le corollaire A la Prop. 18.3. L'algebre spec-
 trale de cette fibration est donc triviale (Prop. 4.1) et P(G/T, t) = P(G/U, t)
 P(U/T, t), ce qui donne le polyn6me de Poincar6 de (c) et montre que Ht(G/U) =
 0 pour i impair. Par cons6quent l'algebre spectrale du Theoreme 22.2, qui relie
 H2 = Sa 0 H(G/U) A Su est triviale, d'oi (b) pour U connexe.

 Si U n'est pas connexe, soit Uo son plus grand sous-groupe connexe, et con-
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 sid(1roIns le diagramme commutatif

 Ea Bu0 o Bu B,

 G G/Uo + G/U

 les fleches horizontales sont des projections, les fleches verticales des inclusions

 canoniques; 1, resp. i, provient par passage au quotient A partir de i, que 1'on
 peut envisager comme homomorphisme d'espaces fibr6s principaux de groupe

 Uo , resp. U, donc T* et i* sont les homomorphismes caract6ristiques (Prop. 18.4).
 Nous savons d6jA que i* est sur etque son noyauestl'id6al dep*(S0a) = a* o *(Sta).
 D'autre part le th6oreme sur les revetements finis 6voqu6 dans la remarque a la

 Prop. 26.1 montre que a* et y* sont biunivoques et ont comme images les in-
 variants de U/U0. En faisant des moyennes sur U/Uo on en d6duit ais6ment
 que i* est sur et que son noyau est l'id6al de g*(SG), ce qui 6tablit (b) pour U
 non n6cessairement connexe.

 REMARQUE. La formule donnant P(G/U, t) a ete conjectur6e par G. Hirsch,

 de'montr6e tout d'abord pour les groupes classiques par J. Leray (C. R. Acad.
 Sci. Paris 228 (1949), 1902-1904), pour les espaces sym6triques par J. L. Koszul,
 enfin dans le cas g6n6ral par Cartan-Koszul ([11], [22]), puis par J. Leray et
 l'auteur [25]; elle a ete g6n6ralis6e par J. Leray ([25], Th6oreme 2.2d). Une d6mons-
 tration purement alg6brique dans le cadre des algebres de Lie a ete donn6e par
 C. Chevalley (non publi6); la structure multiplicative de H(G/ U) est aussi
 etudie dans ces Memoires.

 ?27. Les invariants du groupe de Weyl

 Soit T un tore maximal de G; nous supposons un voisinage de e de G rapport6
 a des coordonn6es canoniques. Dans le groupe de recouvrement R' de T on
 distingue le diagramme de G [33], form6 de m families de plans paralleles

 (= 1 + 2m); c'est l'ensemble des points de R' dont la projection dans T est un
 6l6ment singulier de G, c'est 'a dire un 6l6ment dont le normalisateur est de
 dimension strictement plus grande que 1. Soit N(T) le normalisateur de T dans

 G, le quotient c1(G) = N(T)/T est un groupe fini, le groupe de Weyl de G, il est
 isomorphe au groupe des automorphismes de T induits par des automorphismes
 int6rieurs de G. Il opere aussi sur R' en laissant le diagramme invariant et est
 engendr6 par les m sym6tries aux plans du diagramme passant par l'origine,
 sym6trie 6tant entendu au sens d'une m6trique euclidienne invariante par 4),
 donn6e essentiellement par la forme de Killing. Les operations de 4) laissent aussi
 invariant le "r6seau unite", image r6ciproque dans R' de e, qui est isomorphe au
 groupe fondamental de T, donc aussi a H1(T, Z), puisqu'il est ab6lien. On en
 dlduit une representation fidele de 4) comme groupe d'opdrateurs de H1(T, Z)
 ou de H1(T, A) = HI(T, Z) 0 A que nous noterons 4)A(G) ou 4)A Si aucune con-

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 193

 fusion n'est a craindre. Si z1, * * , zi est une base de H1(T, Z), (A d6termine une
 repr6sentation de 4) comme groupe d'automorphismes de A [z1, ., Z] que nous
 noterons 4* (G) ou (4A . Soit I G la sous-algebre des invariants de )*, c'est a dire
 des 6L6ments fixes par. toutes les operations de 4)* . I1 est clair que I G 0 A est
 contenu dans l'ensemble des invariants de 4D* , et qu'il lui est 6gal si A = R.

 Dans le cas A = R, on peut naturellement interpreter z1, , zi comme des
 variables r~eLLes, coordonn6es sur RB, et 4)* est la representation de 4) comme
 groupe d'automorphismes de l'algebre des polynomes a coefficients reel sur R';
 on peut aussi envisager z1, ... , z, comme coordonn6es sur l'algebre de Lie de T

 et (*i? comrne groupe d'automorphismes des polynomes sur cette algbbre de Lie.
 Si G West pas conniexe, on peut aussi consid6rer 4)(G) = N(T)/T; Go 6tant le

 plus grand sous-groupe connexe de G, l'inclusion de N(T) dans G induit toujours
 ull isomorphisme de 4)(G)/4)(Go) sur G/Go ; 4)(G) n'opere pas force6ment fidblement
 sur T, c'est toutefois le cas si G est sous-groupe d'un groupe compact connexe
 de meme rang.

 Soit EG un espace universel pour G; il l'est aussi pour T, N(T) opere sur la
 fibration (EG , BT , T, p) et 4) = N(T)/T opere ainsi sur H(T, A) et H(BT , A);
 sur H'(T, A) c'est la la representation DA; N(T) opere aussi sur une couverture
 fine p-1(63) o 0 d6finissant l'algebre spectrale de p, transformant les modules
 SP en eux-memes, N(T) opbre donc sur l'algebre spectrale (Hr) de p; sur

 H2 = H(BT , A) 0 H(T, A), T opbre identiquement et on obtient la repr6senta-
 tion de 4) en le faisant op6rer sur chacun des facteurs, comme il a et6 dit plus
 haut (cela r6sulte facilement de la d6finition des isomorphismes 7r* et Lb au ?4);
 mais 4) commute a la diff6rentielle d2 qui etablit un isomorphisme entre

 H'(T, A) et H2(BT, A); on peut donc identifier ce dernier a A[z,, - zj],
 (z,, , z, base de H'(T, A)) canoniquement, de maniere a ce que 4D* soit la
 representation de 4) comme groupe d'opdrateurs de H(BT, A) pr6cddemment
 d6finie. Remarquons encore que N(T) opbre sur H(BT , A) en respectant les
 modules JP, puisque JP est l'image canonique des cocycles de S. Si en particulier
 A est un corps, on pourra 6tablir un isomorphisme d'espaees vectoriels
 entre H(BT, A) et H., = G(H(BT, A)) qui commute avec D*.

 N(T) agit aussi sur la fibration (EG0, Ba, G, q) en laissant chaque fibre fixe;
 par suite 4) opere trivialement sur H(Ba , A), et naturellement commute avec
 p*(U, G), dont l'image est ainsi formee d'invariants de 4)* . Nous verrons que pour
 A = R, on obtient ainsi tous les invariants de 4)* ; cela r6sultera du lemme 27.1,
 df a Leray [25].

 LEMME 27.1. Si G est connexe, H(G/T) est l'espace d'une representation de 4)
 equivalente e la representation r~guliere.

 G/T 6tant envisag6 comme espace des classes a gauche, il s'agit bien entendu
 de la representation obtenue en faisant agir N(T) par les translations a droite.
 Si n E N(T), n 4 T, cette translation est un hom6omorphisme sans point fixe, et
 son nombre de Lefschetz est nul; si n o T, c'est l'identite et son nombre de

 21 En prenant par exemple pour g et 01 les cochatnes d'Alexander-Spanier.
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 Lefschetz est la caract6ristique d'Euler-Poincar6 de G/T, c'est a dire l'ordre de CV*
 ([20], p. 251). Mais les nombres de Betti de G/T en dimensions impaires sont
 nuls (Lemme 26.1), le nombre de Lefschetz est done la trace de 1'endomorphisme
 induit par n dans H(G/T), la representation de 4D ainsi obtenue a done meme

 caractere que la representation r6guliere, elle lui est 6quivalente.

 PROPOSITION 27.1. Si T est un tore maximal du groupe de Lie compact G, l'image
 biunivoque de p* (T, G) SG -* ST est formee de tous les invariants de D*.

 Supposons tout d'abord G connexe. Dans l'algbbre spectrale de (BT, B0,
 G/T, p),

 H2 = So 0 H(G/T)

 n'a que des degr6s pairs et est donc l'algebre terminale H.,, qui est l'algebre
 gradu6e a ST convenablement filtr6e. Il existe done un isomorphisme entre

 H2 = H, et ST commutant avec (D* comme nous l'avons dit plus haut; d'autre

 part PR(T, G) est biunivoque et identifie So au sous-espace SG ? 1 de ST sur
 lequel par consequent 4D* agit trivialement. Ce sous-espace contient meme tous
 les invariants de D*R puisque 1 ? H(G/T) est d'apres le lemme 27.1 espace de la
 representation r6gulibre.

 Si G n'est pas connexe, nous consid6rons les applications

 a
 BT ----4 B0 BG

 oA Go est le plus grand sous-groupe connexe de G; p*(T, Go) = a* applique SG
 biunivoquement sur les invariants de :(Go); (3* = p* (Go, G) applique biunivoque-
 ment Sz sur les invariants de G/Go ; mais si N(T) est le normalisateur de T dans
 G, l'inclusion N(T) C G induit un isomorphisme de 4(G)/4(Go) sur G/Go, ces
 deux groupes 6tant envisag6s comme groupes d'op6rateurs de SG0 . Par cons6-
 quent a* (O3* est un isomorphisme de So sur les invariants de c1(G).

 PROPOSITION 27.2. (a) Si G est connexe, I'anneau des polyn6mes sur l'espace de

 recouvrement R' d'un tore maximal invariants par :(G) admet 1 ganmrateurs sans
 relations.

 (b) Si mln, ,ml sont des degresde ces generateurs, 2m - 1,*, 2mI - 1
 sont les degres des 6lments d'une base d'alg~bre exterieure de H(G) et le polyn6me
 de Poincare de G est

 P(G, t) = (1 + t2mrl1)(I + t2m2-1) ... (1 + t2mn1).

 C'est une consequence imm6diate du Th6orbme 19.1 et des Prop. 26.1 et 27.1.
 REMARQUE. La Prop. 27.1a, dont nous avons donn6 une demonstration

 topologique, est due a C. Chevalley qui, plus g6n6ralement, l'a obtenue par voie
 alg6brique pour tous les groupes finis engendr6s par des sym6tries (non publi6);
 la Prop. 27.2b a d'abord 6t6 6tablie par H. Cartan et Chevalley. Elle a le grand
 int6ret de ramener a l'6tude des invariants d'un groupe fini la determination du
 polyn6me de Poincar6 d'un groupe de Lie compact connexe.

 PROPOSITION 27.3. Soient (X, Y, U, p) un espacefibr6 principal compact, globale-
 ment et localement connexe, de groupe U de Lie compact, T un tore maximal de U.
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 La projection: X/T -+ Y induit un isomorphisme de H(Y) sur l'algebre des
 elements de H(X/T) fixes par D(U).

 Cette proposition est due A Leray ([25], Th6or. 2.2a). La demonstration est
 tout A fait analogue A celle de la Prop. 27.1, qui est le cas particulier de la Prop.
 27.3 oct l'on prend X = Eu, Y = BU donc X/T = BT, aussi ne la reproduirons-
 nous pas.

 ?28. Interpretation de l'homomorphisme p*

 Soient T un tore maximal de G, U un sous-groupe ferm6 de G, S un tore maxi-
 mal de U; on peut supposer sans restreindre essentiellement la g6n6ralit6 que
 S C T. Si E0 est universel pour G, le diagramme commutatif

 Ea/T - Ea/S

 I I
 Eo/G - Ea/U

 ot\ les homomorphismes sont les projections, peut aussi d'dcrire:

 BT ' Bs

 et montre que

 p*(S, U) - p*(U, G) = p*(S, T) - p*(T, G)

 en particulier si p* (S, U) et p* (T, G) sont biunivoques et si l'on identifie par ces
 isomorphismes H(Bu, A) et H(Ba, A) A des sous-algebres de H(Bs, A) et
 H(BT, A) respectivement, on voit que p*(U, G) se transporte en la restriction
 A H(B u, A) de p* (S, T). Etudions encore ce dernier. Le diagramme commutatif

 id.
 E id EG

 I I
 Ea/T '- Ea/S

 donne un homomorphisme de F'algbbre spectrale de EG -- EG/T = BT dans
 celle de EG -* EG/S = B8; sur les termes H2 on obtient un homomorphisme
 commutant a d2 de H(BT, A) ? H(T, A) dans H(Bs, A) ? H(S, A) qui est
 d'apres le ?4d le produit tensoriel de p*(S, T) et de i*: H(T, A) -* H(S, A).

 Soient xi, * , xI et Yi, * , yk des bases de H'(T, A) et H1(S, A). On a
 d6jA dit que d2 permettait d'identifierH(BT, A) et H(Bs, A) A A[x1, * *, xi] et
 A [yi, - , yk] respectivement, d'of la:

 PROPOSITION 28.1. Soient S un tore, sous-groupe d'un tore T, y', , yk une
 base de H1(S, A), xi, ... , xI une base de H1(T, A).
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 On peut identifier canoniquement H(BT, A) et H(Bs8, A) A A[x1, ***, xi] et
 A[yj , , ykj respectivement de sorte que p*(S, T) devienne l'homorphisme de
 A[xl, * * , xi] dans A[y1, * **, yk] induit par l'homomorphisme i*: H1(T, A)
 H'(S, A) transpose de l'injection.

 Dans le cas de la cohomologie reelle, on peut considerer R[xi, ***, xi] et
 R[y', , yk] comme les algebres de polynomes sur le groupe de recouvrement
 RI de T. resp. sur le sous-groupe R recouvrant S, ou encore comme les algebres
 de polynomes sur F'algbbre de Lie L(T) de T, resp. sur la sous-algebre L(S)
 correspondant a S; p*(S, T) est bien entendu la restriction a Rk des polynomes
 sur R1. D'autre part, si T et S sont les tores maximaux de deux groupes G D U,
 p*(S, U) et p*(T, G) sont biunivoques, leurs images sont les invariants de
 4Z*(U) et 4)R(G) respectivement (Prop. 27.1); par cons6quent:

 PROPOSITION 28.2. Soit U un sous-groupe ferme du groupe de Lie compact
 G, S C T des tores maximaux pour U et G, R' l'espace de recouvrement de T, Rk le
 sous-espace recouvrant S.

 Si l'on identifie SG et Su aux algefbres des polyn6mes e coefficients reels sur R1,
 resp. Rk, invariants par 4R (G), resp. cIR (U), I'homomorphisme pR (U, G) : SG SU
 est la restriction 4 Rk des polyndmes de SG .

 On voit ainsi que la restriction d'un invariant de 4)(G) est un invariant de
 -cD(U); cela pouvait etre pr6vu a priori pour G et U connexes, car tout auto-
 morphisme de Rk donn6 par un 6l6ment de c(U) est aussi induit par un 6l6ment
 de 4c(G), (voir J. de Siebenthal, Comm. Math. Helv. 25 (1951), 210-256, ?6,
 Th6orme 5).

 On a vu que l'homomorphisme pR*(U, G), (U, G connexes), d6terminait com-
 pletement la cohomologie r6elle de G/U. La Prop. 28.2 montre qu'il ne d6pend
 que de ph6nomenes locaux ou infinit6simaux; en effet, le groupe 4c est engendr6
 par les sym6tries aux plans du diagramme passant par l'origine et p* est d6termin6
 par des plans et par la situation de Rk dans R'; en termes d'algebres de Lie,
 PR ne d6pend que des transformations infinit6simales de L(S), L(T) singulibres
 dans L(U), resp. L(G) et de la situation de L(S) dans L(T). Ce sont des notions
 infinit6simales. On retrouve le r6sultat classique de E. Cartan [8], affirmant que
 la cohomologie r6elle de (G/ U) est d6termin6e par des donn6es locales.

 La Prop. 27.2 traduit pour les groupes de Lie un ph6nomene analogue; elle
 explique notamment pourquoi des groupes qui ont "meme groupe -", c'est A dire
 dont les diagrammes coincident dans un voisinage de l'origine, ont m~me poly-
 nome de Poincar6 pour les coefficients r6els; c'est le cas de Sp(n) et SO(2n + 1).

 De ce point de vue, il faudrait pour traiter la cohomologie entiere faire inter-
 venir le diagramme total, et aussi le r6seau unit6 qui permet de distinguer entre
 groupes localement isomorphes (cf. [331, ?4), mais cela paralt difficile et je ne
 connais que peu de r6sultats dans cet ordre d'id6es.

 CHAPITRE VII. COHOMOLOGIE ENTIERE ET MOD P DE QUELQUES ESPACES
 HOMOGENES

 Les r6sultats de ce Chapitre sont tres fragmentaires et pour la plupart relatifs
 au cas d'6galit6 des rangs. On 6tablira ici surtout des conditions suffisantes pour

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 COHOMOLOGIE DES ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 197

 que l'on ait mod. p des ph6nomenes analogues A ceux qui ont 6t6 d6crits au ?26.
 Comme applications nous 6tudierons dans le ?31 la cohomologie de quelques
 espaces homogenes classiques.

 Notations. G groupe de Lie compact connexe de rang 1; U sous-groupe ferm6
 connexe de G, T tore maximal de G.

 Pp(X, t) polynome de Poincar6 de X pour la cohomologie dans un corps de
 caract6ristique p.

 H+(X, A) ensemble des 6l6ments de degres > 0 de H(X, A).

 S(X1, * * *, Xk): anneau des fonctions sym6triques de x1, * Xk , A coefficients
 entiers.

 p*(U, G) est comme toujours l'homomorphisme canonique de H(BG, Kp)
 dans H(Bu, Kp), b*(G) la representation de 4b comme groupe d'automorphismes
 de H(BT, Kp) d6finie au ?27, Ia est l'anneau des invariants de 4*(G).

 ?29. Le quotient d'un groupe compact par un tore maximal

 Notre premier but sera de v6rifier que si G est un groupe simple classique ou
 de F'un des types G2, F4, le quotient G/T de G par un tore maximal est sans
 torsion; cela vaudra donc aussi lorsque G est localement isomorphe A un produit
 direct de tores par des groupes simples des types pr6cit6s (cf. ?26, d6but). En ce
 qui concerne les quotients Ej/ T (i = 6, 7, 8), j e ne sais rien; la m6thode r6currente
 utilis6e ici ne permet pas actuellement d'aborder l'6tude de ces espaces car il n'y
 a pas d'espace homogene de E1 dont on connaisse la cohomologie entiere. A tout
 hasard, signalons une propri6t6 commune aux GIT et & certains espaces homo-
 genes de U(n) sans torsion (cf. ?31, No. 1), mais sans savoir si elle est en relations
 avec la question topologique qui nous occupe;

 GIT admet une structure de variNtd complexe invariante par les hom~omorphismes
 de G.

 II suffit de le voir pour G semi-simple; or on v6rifie imm6diatement que GIT
 est le quotient de l'extension complexe de G par le sous-groupe r6soluble dont
 l'algebre de Lie a 6te d6crite par K. Iwasawa (Annals of Math. 50 (1949), 507-
 558, demonstration du lemme 3.11, p. 527-528, il s'agit de l'algbbre L). G/T est
 donc le quotient d'un groupe de Lie A parametres complexes par un sous-groupe
 au sens de la structure de groupe de Lie complexe, d'oil notre assertion.

 LEMME 29.1. Soit S un tore maximal de U. Si G/U et U/S sont sans p-torsion
 (resp. sans torsion), GIS est sans p-torsion (sans torsion).

 H(U/S, R) est 6gal A sa sous-algebre caract6ristique (Prop. 26.1), donc U/S
 est totalement non homologue A z6ro dans G/S pour la cohomologie r6elle (Cor.
 A la Prop. 18.3) et

 Po(G/S, t) = Po(G/U, t)Po(U/S), t)

 Pp(G/S, t) majore naturellement Po(G/S, t), mais il minore le polynomede

 Poincar6 (pour le degr6 total) du terme H2 de l'algebre spectrale sur K, de
 (GIS, U/S, U/S, p) qui est P,(G/U, t)P / Pp(U/S, t); ma/s

 Pp,(G/U, t)Pp(U/S, t) = Po(GIU) t)Po(U/S,) O= Po(GIS) t)
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 d'apres nos hypotheses. Ainsi Pp(G/S, t) = Po(G0/S, t) et G/S est sans p-torsion.
 Le lemme pour Z s'en d6duit aussitot.

 REMARQUE. En fait la demonstration pr6c6dente montre plus g6n6ralement

 que si dans l'espace fibr6 (X, Y, F, p) F est totalement non homologue a z6ro
 pour les coefficients r6els et si Y et F sont sans p-torsion, X est sans p-torsion,
 cela pour autant que la th6orie de Leray s'applique, que les groupes de coho-
 mologie entibre de X, Y, F soient de type fini et que H2 = H(Y, Kp) ? H(F, Kp).

 LEMME 29.2. Soit G de rang 1, U de rang 1 - 1, S un tore maximal de U, T un
 tore maximal de G contenant S.

 Si G/S et U/S sont sans torsion, G/T est sans torsion.
 GIT est toujours de dimension paire (voir, par ex. 133], p. 359) et orientable;

 d'aprs la dualit6, les groupes de torsion Ht(G/T, Z) et Hj(G/T, Z) sont iso-
 morphes pour i + j = n - 1. Si Tors. H(G/T, Z) F 0 il y a donc un plus petit
 indice j impair tel que Tors. H'(G/T, Z) # 0.

 On peut supposer T D S et T/S est un cercle; dans l'algebre spectrale sur Z
 de (G/S, G/T, T/S, p) on a puisque T/S est sans torsion

 H2 = H(G/T, Z) ? H(T/S, Z).

 Les degr6s-fibres 6tant 0 et 1, seule d2 peut ne pas Wtre nulle et H3 = H. ; si x
 est un g6n&rateur de H'(T/S, Z) et si y ? 1 = d2(1 ? x) (y e H2(G/T, Z)), p* a
 comme image le quotient de H(G/T, Z)/(y) de H(G/T, Z) par l'id6al de y. Vu le
 lemme 26.1 et l'hypothse de minimum faite sur j, Hk(G/T, Z) = 0 pour k
 impair < j, done

 (y) n H'(G/T, Z) = 0

 et p* applique H'(G/T, Z) isomorphiquement dans GIS; ainsi G/S a de la
 torsion, ce qui contredit notre hypothbse; done Tors. H'(G/T, Z) = 0.

 PROPOSITION 29.1. Si G est isomorphe 4 un groupe classique ou encore 4 G2,
 F4, son quotient par un tore maximal est sans torsion.

 Dans cette demonstration, Tn d6signe un tore de dimension n.
 (a) G = U(n) ou SU(n). U(n) est de rang n; pour n = 1, U(1) = T1, il n'y a

 rien A d6montrer; supposons la prop. vraie pour U(n), elle l'est done aussi pour
 U(n) X TV. On sait que U(n + 1)/U(n) X T' est l'espace projectif complexe A n
 dimensions complexes, qui est sans torsion; il suffit d'appliquer le lemme 29.1.

 SU(n) est de rang n - 1 et SU(n)/Tn- = SU(n) X TV/Tn = U(n)/TI est
 aussi sans torsion.

 (b) G = Sp(n). La Prop. est vraie pour Sp(l) = SU(2); on procede ensuite
 par recurrence comme pr6c6demment en utilisant le fait que Sp(n + 1)/Sp(n) X
 Sp(1) est l'espace projectif quaternionien A n dimensions quaternioniennes et
 est sans torsion.

 (c) G = SO(n). SO(2n) et SO(2n + 1) sont de rang n. La Prop. est vraie
 pour SO(3)/T' = SU(2)/Tl et SO(4)/T2 = SO(3)/T' X SO(3)/T'. On procede
 ensuite par recurrence. Pour passer de SO(2n) A SO(2n + 1) on remarque que
 SO(2n + 1)/SO(2n) = S2n et on applique le lemme 29.1; pour passer de
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 SO(2n + 1) a SO(2n + 2) on part de SO(2n + 2)/SO(2n + 1) = S2n+1 ; le
 lemme 29.1 montre que SO(2n + 2)/T' est sans torsion, T' 6tant un tore
 maximal de SO(2n + 1); on applique ensuite le lemme 29.2.

 (d) G = G2 . Il est de rang deux. On applique le lemme 29.1 a la fibration bien
 connue G2/SU(3) = S6 (nombres de Cayley purement imaginaires), en tenant
 compte du fait que SU(3)/T2 est sans torsion.

 (e) G = F4. Soit Spin (9) le groupe de recouvrement universel de SO (9);
 Spin (9)/T4 = SO(9)/T4 est sans torsion d'apres c); l'espace F4/Spin (9) a d6jA
 ete 6tudi6 par E. Cartan (Annales de l'Ecole Norm. Sup. 44 (1927), 345-467),
 c'est un espace homogene de rang un, ce qui signifie qu'en g6n6ral il ne passe
 qu'une seule g6od6sique par deux points (dans une m6trique riemannienne
 invariante par F4); l'ensemble des points qui peuvent etre reli6s a un point P
 par plus d'une g6od6sique (la vari6t6 antipodique de P au sens de E. Cartan)
 est S8; F4/Spin (9) admet donc une decomposition cellulaire form6e de deux
 cellules: une sphere S8 et une boule ouverte a 16 dimensions. Il en r6sulte, pour
 la cohomologie entibre de F4/Spi (9)

 Ho = H8 = H6= Z H =O (i #, 0 8.16)

 et en particulier que Tors. H(F4/Spin (9), Z) = 0 on peut appliquer le lemme
 29.1.

 PROPOSITION 29.2. (a) Si G et G/T sont sans p-torsion, p*(T, G) est biunivoque.
 H(G/T, Kp) est le quotient de H(BT, Kp) par l'ideal de p*(H+(Bo, Kp)) et est
 6gal d sa sous-algebre caracteristique. L'image de p*(T, G) est I 0 Kp.

 (b) Si G et G/T sont sans torsion, on a une proposition analogue pour les Co.
 efficients entiers.

 (a) H(Ba, Kp) est une algebre de polynomes A 1 variables de degr6s pairs
 (Prop. 7.2 et Th6oreme 19.1); le lemme 26.1 et l'hypothese montrent que

 Ht(G/T, K,) = 0 si i est impair. L'algebre spectrale de (BT, BG, G/T, p) du
 Th6oreme 22.2 qui mene de H2 = H(BG, Kp) 0 H(G/T, Kp) a H(BT, Kp)
 est donc triviale; la Prop. 4.1 donne alors (a), A l'exception de la derniere assertion.

 Le Th6oreme 19.1 montre ici que H(Ba, R) et H(Ba, Kp) ont meme s6rie de
 Poincar6, H(Ba, Z) est donc sans p-torsion (car H(B(n, G), Z) est de type fini,
 cf. d6m. du Th6oreme 19.1), et H(Ba, Kp) = H(Ba, Z) 0 Kp. L'image de
 p* (T, G) 6tant 6videmment contenue dans I a, celle de p* (T, G) est contenue dans
 I a0 Kp.

 Soit Ik = Hk(Br, Z) n Ia ; Hk(BT, Z) est libre, il en r6sulte imm6diatement
 que Ik est un facteur direct dans Hk(BT , Z). Le nombre Sk d'6l6ments d'une base
 de Ik est donc 6gal a la dimension de Ia 0 Kp C H(BT, K,) ou a celle de
 IG 0 R C H(Ba, R); or IG 0 R est naturellement l'ensemble des invariants de
 cP*(G) contenus dans Hk(BT, R) = Hk(B, Z) 0 R, il est par consequent de
 mgme dimensions que Hk(BG, R), d'aprbs la Prop. 27.1; nous obtenons ainsi

 Sk = dim I; 0 Kp = dim Ik O R = dim Hk(BG, R) = dim Hk(BG, K,)
 Sk est 6gal A la dimension de l'image de Hk(BG, K,) par p*(T, G) qui est biuni-
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 voque, comme nous l'avons d6ja montr6, d'oA

 Ia 0 K, = p*(U, G)(H(BG, Kv))

 puisque le terme de gauche contient celui de droite.

 (b) Si G est sans torsion, H(BG , Z) est sans torsion (Th6oreme 19.1) et si de
 plus G/T est sans torsion H2 = H(BG, Z) 0 H(G/T, Z) est algebre terminale
 de l'algebre spectrale de (BT, BG, G/T, p), (tous les degr6s sont pairs), ce qui
 6tablit (b), mis a part l'6galit6 I G = P*(H(Bo, Z)).

 Le deuxieme terme est en tout cas contenu dans le ler, et comme IG est facteur
 direct dans H(BT, Z) on peut trouver une base de Hk(BT, Z), ui ** , Is,
 VI, , Vt telle que uI, * , u. soit une base de Ik et que miui (mi entier) soit
 une base de p*(Hk(BG, Z)). Mais d'apres (a) on a

 Ia 0 K = pp (H (BG, Kp)) = pz(Hk(BG, Z)) 0 Kp (p quelconque)
 ce qui montre que m= ?1 (i= 1, . , s) et que I' = P*(H(BG, Z))

 EXEMPLES. (1) G = U(n) et U(n)/T sont sans torsion, 4) est le groupe des

 permutations de x1i, . , xn (base de H'(T, Z) ou de H2(Bu(n), Z)); IG est
 l'anneau des fonctions sym6triques de x1, ... , Xn ; (si on les considere comme
 6l6ments de H(Bu(n) , Z), il faut naturellement donner le degr6 2 aux variables xi).

 (2) G = Sp(n) et Sp(n)/T sont sans torsion; 4) est le groupe des permutations
 de xi, , x,, accompagn6es d'un nombre quelconque de changements de signes

 2 2

 et IG est l'anneau des fonctions sym6triques en xi, , Xn.
 (3) G = SO(2n + 1) est sans p-torsion pour p _ 3, (Prop. 10.4),

 SO(2n + 1)/T est sans torsion. Le groupe 4) est le meme que pour Sp(n). Si
 p > 2, p* identifie donc H(Bso(2n+l) , K,) A F'algbbre des fonctions sym6triques

 2 2

 de xI, , x2 contenues dans Kp[x, ., x j.
 (4) G = SO(2n) est sans p-torsion pour p > 3; SO(22n),/T est sans torsion.

 Le groupe 4) est le groupe des permutations de x,, , x, accompagn6es d'un
 nombre pair de changements de signes. ISO(*2n) est l'anneau engendr6 par les
 n - 1 premieres fonctions sym6triques 6l6mentaires en xi, , xn et par le
 monome xi x ; p* identifie H(Bso(2n) KP) a ISO(2n) 0 Kp,, (p + 2).

 REMARQUES. (1) Soit 0-i(x1, . , xn) la ieme fonction sym6trique 6l6men-
 taire de xi, ... , x,. De l'exemple 1) on d6duit que la classe de Chern C2j de
 degr6 2i de la grassmannienne complexe s'identifie 'a +c + P(o, *. -,
 En fait on verra dans un travail ult6rieur de J. P. Serre et l'auteur que l'on a

 C2i = o-s, (apres choix convenable d'une base de H1(T, Z)).
 (2) L'hypothese G sans p-torsion n'est pas superflue dans ce qui precede;

 par exemple l'image de p* (T, SO(n)) n'est pas biunivoque puisqueH(Bso(n) , K2)
 contient des 6l6ments de degr6s impairs (Prop. 23.1). L'algebre spectrale de

 (BT, Bso(n) , SO(n)/T, p) sur K2 n'est pas triviale, car si elle l'6tait on aurait
 Po(Bso(n) , t) = P2(Bso(n) , t), et H(SO(n)/T, K2) n'est pas 6gal a sasous-algebre
 caract6ristique.

 (3) Meme si G et G/T sont sans torsion, IJ 0 K, n'est pas forc6ment
 1'ensemble des invariants de 4)* ; par exemple pour Sp(n), 10 0 K2 est 1'ensemble
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 22
 des fonctions sym6triques en xi, , x,, tandis que les invariants de 4D* sont les
 fonctions sym6triques en xi, ** , x,. Cela signifie que 1'espace des vecteurs
 fixes par 4) dans H(Sp(n)/T, K2) est de dimension > 1 (voir demonstration de
 la Proposition 27.1).

 PROPOSITION 29.3. Soit (X, Y, G, p) un espace fibre principal compact globale-
 ment et localement connexe. Si G et G/T sont sans p-torsion (resp. sans torsion),

 G/T est totalement non homologue a zero mod p (resp. pour les coefficients entiers)
 dans X/T.

 Si Y et X/ T ont des cohomologies entieres de type fini, ils sont simultanement
 avec ou sans p-torsion (resp. torsion).

 C'est une consequence du Corollaire a la Prop. 18.3 et de la Prop. 29.2. Pour
 obtenir la dernibre assertion il suffit de comparer les polynomes de Poincar6 en

 caract6ristiques z6ro et p de Y, X/T.

 ?30. Quotient d'un groupe par un sous-groupe de meime rang

 PROPOSITION 30.1. Soit U un sous-groupe de G ayant meme rang que G, T un
 tore maximal commun.

 Si U, G/T, U/T sont sans p-torsion (resp. sans torsion), G/U est sans p-torsion
 (resp. sans torsion).

 On applique la Prop 29.3 a la fibration (G, G/ U, U, p), (on remplace done X
 par G, G par U).

 Dans cet 6nonc6, la torsion de G n'intervient pas et, en tenant compte de la
 Prop. 29.1, on peut dire "qu'en g6n6ral", G/U est sans p-torsion lorsque U est
 sans p:torsion et que rang U = rang G. Ces deux hypothbses ne sont naturelle-

 ment pas superflues comme le montrent les exemples Sp(2)/Sp(1) = V5,2 et
 G2/SO(4), (pour ce dernier, cf. C.R. Acad. Sci. Paris 230 (1950), 1378-80).

 PROPOSITION 30.2. Soit U un sous-groupe de G ayant meme rang que G, T un
 tore maximal commun.

 Si G, U, G/T, et U/T sont sans p-torsion (resp. sans torsion), p*(U, G), (resp.
 p*(U, G)), est biunivoque, H(G/U, Kp), (resp. H(G/U, Z)) est le quotient de
 H(Bu, Kp), (resp. H(Bu, Z)), par l'ideal de p*(H+(Bo, Kp)), (resp. de
 p* (H(Ba , Z))), et est egal 4 sa sous-algebre caracteristique.

 D'aprbs le Th6orbme 19.1, la formule de Hirsch (Th6orbme 26.1), et la Prop.

 30.1, on sait que H(B0, Kp) et H(G/U, Kp) n'ont d'6L6ments non nuls qu'en
 degr6s pairs. L'algbbre spectrale de (Bu, Ba , G/ U, p) sur Kp est done triviale;
 on applique la Prop. 4.1, ce qui 6tablit notre proposition pour Kp . Meme d6mons-
 tration en cohomologie entibre.

 A l'aide du corollaire A la Prop. 18.3 on en d6duit la Prop. 30.3, qui g6ndralise,
 la Prop. 29.3 et, tout au moins pour U connexe, le Th6orbme 2.2c de [25]22:

 PROPOSITION 30.3. Soit (X, Y, G, p) un espace fibre principal compact globale-

 ment et localement connexe. Si G) U, G/T et U/T sont sans p-torsion (resp. sans

 22 Ce Th6oreme est lui-m~me ici cons6quence du Th6or. 26.1 b et du corollaire A la Prop.
 18.3.

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:49:06 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 202 ARMAND BOREL

 torsion), G/ U est totalement non homologue a zero mod p (resp. pour la cohomologie

 entiere) dans X/ U.

 Si Y et X/U ont des cohomologies entieres de type fini, ils sont simultanement
 avec ou sans p-torsion (resp. avec ou sans torsion).

 ?31. Etude de quelques cas particuliers

 Dans les 6nonc6s qui suivent on donnera le degr6 deux aux variables

 (31.1) Les espaces W(ni , * nk) = U(n)/U(n1) X ... X U(nk),

 (n, + *- + nk = n).

 W(ni, ** , nk) est la variet6 "de drapeaux" dont l'el6ment g6n6rateur est
 form6 de k - 1 sous-espaces de Cn emboit6s, le premier de dimension ni, le
 2eme de dimension ni + n2, *.. , le k - 1-eme de dimension n1 + .* + nk-1 .
 Pour k = 2, on retrouve les grassmanniennes complexes. W(n1, . , fnk) est un
 quotient G/ U, oA rang G = rang U, et ou' G, U, G/ T et G/ T sont sans torsion
 (Prop. 9.1 et 29.1). On d6duit alors de la Prop. 30.2 la Prop. 31.1, qui, au point

 de vue additif, est due a C. Ehresmann [14]:

 PROPOSITION 31.1. W(n1, *** ,f nk) est sans torsion, son polyndme de Poincarg
 mod p est donne par la formule de Hirsch.

 H(W(n1, * * *, nk), Z) est isomorphe au quotient de

 S(X1, * * * , Xn1) ?9 S(Xn1+1, ... * Xnl+n2) Q * * S(xnl+-..+nk-1+1 ... I Xn)

 par l'ideal engendr6 par S+(x1, ..., Xn),

 (31.2.) K(n1, . * * , nk) = Sp(n)/Sp(n1) X ... X Sp(nk), (n1 + * + nk = n).

 C'est l'analogue quaternionnien de W(n1, * **, nk), on peut de nouveau
 appliquer la Prop. 30.2; il suffit dans la Prop. pr6c6dente de remplacer

 W(ni, * *,nk) par K(nl, * * ,nk) et xi par xi.

 (31.3.) Fn= SO(2n)/U(n).

 Cette vari6t6 joue comme on sait un r6le dans l'6tude des structures presque
 complexes des vari6t6s diff6rentiables (voir [18], Nos. 8.9.10, [31], No. 41),

 c'est un quotient G/U oA rang G = rang U = n et oA U, G/T et U/T sont sans
 torsion; Fn est donc sans torsion d'apres la Prop. 30.1; la formule de Hirsch
 montre qu'au point de vue additif, Fn a la cohomologie entiere de

 S2 X S4 X *** X S2n-2,

 r6sultat dfi a Ehresmann [14]. On peut aussi l'obtenir plus directement par
 recurrence sur n en consid6rant l'algebre spectrale de la fibration

 (Fn( S2n-2 e Fn-d s sop)

 (voir [18], [31]), qui est alors triviale (tous les degres sont pairs).
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 Au point de vue multiplicatif, deux cas sont a distinguer. Si p $ 2, SO(2n)
 est sans p-torsion, la Prop. 30.2 s'applique. Si p = 2 consid6rons l'algebre spec-

 trale sur K2 de (SO(2n), Fn , U(n), p), le terme H2 = H(Fn, K2) ? H(U(n), K2)
 a pour le degr6 total le polynome de Poincar6 de Si X S2 X ... X S2n-2 X S2n-,1,
 c'est celui de SO(2n), (Prop. 10.3), done celui de l'algebre terminale; l'algebre
 spectrale est par consequent triviale, U(n) est totalement non homologue a
 z6ro mod 2 davns SO (2n), p* applique H(Wn, K2) biunivoquement dans
 H(SO(2n), K2). On peut utiliser le ?21 et on obtient finalement:

 PROPOSITION 31.2. La variet Fn = SO(2n)/U(n) est sans torsion et a au point
 de vue additif meme cohomologie entiere que S2 X S4 X ... X S2n-2.

 Si p $ 2, H(Fn, K,) est egale d sa sous-algebre caracteristique et est isomorphe
 au quotient de S(x1 . * Xn) par l'ideal engendre par les n - 1 premieres fonctions
 symetriques 6lementaires de x2 * Xn et par le mondmex ... xn.

 U(n) est totalement non homologue 4 zero mod 2 dans SO(2n); H(Fn, K2) est
 applique isomorphiquement dans H(SO(2n), Z2), sur la sous-algebre engendree
 par les elements primitifs de degres 2, 4, . .. , 2n - 2.

 REMARQUE. D'aprbs la Prop. 20.2, les primitifs de H(U(n), K2) sont images
 par i*: H(SO(2n), K2) -+ H(U(n), K2) des primitifs de degr6s 1, 3, ... , 2n - 1
 de H(SO(2n), K2). Les Sq' indiqu6s dans la formule (10.6) pour H(SO(2n), K2),
 et qui sont valables lorsque les g6n6rateurs hi sont universellement transgressifs
 (done primitifs, Prop. 21.1) d6terminent done les Sq' de U(n) et ceux de Fn,.

 (31.4.) Xn = U(2n)/Sp(n).

 Cette vari6te joue le role de Fn dans l'6tude des structures presque-quater-
 nioniennes des vari6t6s analytiques complexes ([18], No. 11).

 PROPOSITION 31.3. Sp(n) est totalement non homologue 4 zero dans U(n) pour la
 cohomologie enti~re.

 H(Xn, Z) = H(S1 X S6 ) X S4n>3, Z) est appliquee isomorphiquement
 par p*: H(Xn, Z) -* H(U(2n), Z) sur une sous-algebre engendree par des Rlements
 primitifs.

 Il suffit, vu les Prop. 4.1 et 21.1, d'6tablir la lbre assertion et pour cela de voir
 que, Tn C T2n d6signant des tores maximaux de Sp(n) et U(2n), p*(T , T2I)
 induit un homomorphisme de IU(2n) sur ISp(n), (Prop. 23.1, corollaire et ?28).

 Soient (si , ** ,, * sn) et (u1 , ***, un) des bases de Hi(T2 ,Z) et
 Hi(Tj, Z), (x, ., xnI, x1, * , xn) et (y, , ***, yn) les bases duales de

 H'(T8 IZ) et H'(Tn Z).

 Utilisant les renseignements indiqu6s dans [33], ?3, on voit sans difficult6
 que l'on a

 IU(2n) = S(X1**xXn x* ); Sp(n) = .. * * *

 et que l'injection i est d6finie par i(uj) = sj- s (j = 1, * * , n); dualement
 on obtient i*(xj) = i*(-xj) = yj (j = 1, * , n); l'image par p*(Tn, T2n) d'un
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 polynome en xi, . ,x' se trouve done en y remplagant xj et -xi par yj; il
 est alors clair que 1'image de IU(2n) est ISp(n) .

 REMARQUE. Les 61ements universellement transgressifs de H(Sp(n), Z) sont
 images d'6l6ments universellement transgressifs de H(U(2n), Z) par la transpos6e
 de 'injection (Prop. 21.1 et 21.2); les p-puissances r6duites de H(Xn, Kp) et
 H(Sp(n), Kp) sont done complktement d6termin6es par celles de H(U(2n), Kp),
 (voir au sujet de ces dernibres [6]).

 (31.5) Yn= U(n)/SO(n).

 Nous en 6tudierons ici la cohomologie mod p pour p # 2.
 PROPOSITION 31.4. Soit p 5 2. Alors U(n)/SO(n) est sans p-torsion. SO(2k + 1)

 est totalement non homologue e zero mod p dans U(2k + 1) et

 H(Y2k+l, Kp) = H(S1 X S5 X ... X S4k+1, Kp)

 de plus: H(Y2k, Kp) = H(S1 X 55 X ... X S4k_3 X S2k, Kp).
 Pour p 5 2, SO(n) est sans p-torsion (Prop. 10.4) et H(BsO(n) , Kp) s'identifie

 a ISO(n) 0 Kp (Prop. 29.1 et 29.2). Il en est de m~me pour U(n).
 Les calculs relatifs au cas n = 2k + 1 seront pratiquement les m~mes que dans

 1'exemple pr6c6dent. Soient Tk c T2k+l des tores maximaux de S0(2k + 1) et
 U(2k + 1). On prend des bases (so, sl, , Sk, s, , Sk) et (ul, ,Uk) de
 H1(T2k+l, Z) et H1(Tk, Z), telles que i(so) = 0, i(uj) = sj-s . Soient

 (xo) xi) .. ** Xk, Xi, * xk) et (Y1 , * ,Yk)

 les bases duales de H1(T2k+l Z) et H1(Tk Z); on aura

 IU(2k+l) Kp = S(xo , X1 , ... ,Xk , Xi , ,Xk) Kp

 1SO(2k+1) 0 Kp = S(y, ... , yk) ? Kp

 i* est donn6e par i*(xo) = 0, i*(x,) = i*(-x4) = yj (= 1 * , k) l'image

 IU(2k+1) 0 Kp par pp(Tk, T2k+ ) est bien ISO(2k+1) &Kp ; avec les identifications
 faites, cela signifie que p* (S0(2k + 1), U(2k + 1)) est sur, done que S0(2k + 1)
 est totalement non homologue A z6ro mod p dans U(2k + 1), (Prop. 21.3). Comme
 on est dans le cas d'algebres ext6rieures, H(U(2k + 1), Kp) est alors additive-
 ment et multiplicativement isomorphe A H(Y2k+l, Kp) 0 H(SO(2k + 1), Kp),
 ce qui donne la formule annonc6e pour Y2k+1.

 Si maintenant n = 2k est pair, soient Tk C T2k des tores maximaux

 (xi, - *,Xk71 ... * * ,Xk) et (Yi , * ,yk)

 des bases de Hl(T2k, Kp) et Hl(Tk, Kp) telles que l'injection soit d6finie par
 i*(xj) = i*(-x4) = yj (j = 1, * , k); IU(2k) 0 Kp a comme g6n6rateurs les
 2k fonctions sym6triques 6l6mentaires en x1, ... , Xk, ISO(2k) 0 Kp a comme
 g6n6rateurs les k - 1 fonctions sym6triques 6l6mentaires 1,( ... - Yk
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 (i = 1, , I k - 1) et le monome yi ... Yk. On obtient aisement:

 p31.1' p)Gy(xi, * xi)) = 0 (i = 1, 3, 5, * 2k-1)
 (31.1) Pp(oai(Xl, * @ *x Xk)) = (_ j)i (7j(Y, * *, Yk) , (j = 1, 2, * I k)
 p~p peut 8tre envisag6 comme p*p(Tk, T2k) ou comme p*p(SO(2k), U(2k)) vu les
 identifications faites.

 H(U(2k), Kp) a un systeme de g6n6rateurs universellement transgressifs, que
 nous noterons ici xi, X3, *..., yX4k (Dxi = i). Nous consid6rons maintenant
 l'algebre spectrale sur Kp de la Prop. 22.1; elle va de

 H2 = H(Bso(2k)Kt) 0 H(U(2k), Kp)

 & H(y2k , Kp) de plus, vu (3 1. 1)

 di+iKZ+i(l Xi) = 0 (i = 1, 5 9, 4k -3)

 di+lK%+i(l 0 xi) = (- ) K+ii(1 , Yk)),

 (i = 4j - 1; j = 1, 2, - k-1)

 d4kK4k(1 0 X4-1) = (- l)' K4k(yl * yk)

 On en d6duit imm6diatement l'algbbre spectrale; on voit que H4k+1 est l'algebre
 terminale et que

 H4k+1 = Kp[qk]/(qk) 0 A P'

 (qk = Y1 ... Yk, P' espace sous-tendu par xi, X5, X9 X4k,3). L'algebre
 terminale a un systeme simple de g6n6rateurs de degr6s 1, 5, * * 4k - 3 et 2k;
 il en est de meme pour H(Y2k , Kp), (Prop. 8.1). Les g6n6rateurs de degr6s im-
 pairs sont fore6ment de carr6s nuls (p % 2). Celui qui a le degr6 qk est aussi de
 carr6 nul, car on peut le prendre dans Kp[qk]/ (k) qui s'identifie canoniquement A
 une sous-algebre de H(Y2k , Kp), car ce sont les 6l6ments de degr6 fibre 0 (cf. ?4).
 Cela d6montre la formule relative i H(Y2k , Kp). Enfin H(Yn , Ko) et H(Yn , Kp),
 (p 5? 2) ayant meme polynome de Poincar6, Yn est sans p-torsion.

 Les p-puissances r6duites (p impair) de U(2k + 1) d6terminent donc celles de
 SO(2k + 1), (et les formules sont les memes que pour Sp(k)). Une fois connu
 H(Yk, Kp) on construit facilement l'algebre spectrale sur Kp de

 (U(2k), Y2k I SO(2k), p);

 on voit alors que l'image de i*: H(U(2k), Kp) -> H(SO(2k), Kp) est la sous-
 algebre engendr6e par les 6l6ments universellement transgressifs de degr6s
 3, 7, * , 4k - 5, dont les p-puissances sont ainsi determin6es. Cela suffit pour
 connaitre les p-puissances de SO(2k), (p $? 2); le dernier gen6rateur de
 H(SO(2k), Kp), qui est de degr6 2k - 1, n'est pas li6 aux autres par ces op6ra-
 tions cohomologiques, comme on l'indiquera dans un travail ult6rieur.

 Mod 2, les r6sultats different beaucoup de la Prop. 31.4. On calculera dans
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 un prochain M6moire le polynome de Poincar6 mod 2 de U(n)/O(n) et on verra

 qu'il est 6gal A celui de S1 X S2 X ... X Sn . On donnera aussi la cohomologie
 mod 2 des espaces

 G(ni, * * *, nk) = O(n)/O(ni) X ... X O(nk), (ni + ... + nk = n),

 analogues r6els des espaces W(n1, *.. , nk), qui, au point de vue additif, a 6t6
 d6termin6e par C. Ehresmann [15]. On verra que H(G(n1, * **, nk), K2) est
 isomorphe A H(W(n1, * * *, nk), K2) par un isomorphisme qui double les degrds.

 GENAVE, SUISSE
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